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Рассмотрены одномерная и двумерная гидродинамические модели турбулентного переноса внутри
приземного слоя атмосферы в условиях нейтральной атмосферной стратификации. Обе модели основаны
на решении системы усредненных уравнений Навье –Стокса и неразрывности с использованием 1.5-го
порядка замыкания, а также уравнений для турбулентной кинетической энергии и скорости ее дисси-
пации. С помощью одномерной модели, применимой в случае однородной подстилающей поверхности,
проведено исследование по оценке влияния граничных условий на верхней и нижней границах модель-
ной области на результаты расчетов вертикальных профилей скорости ветра и параметров турбулентно-
сти. В предложенной модели граничные условия ставились таким образом, чтобы она была согласована
с широко используемой классической одномерной моделью, основанной на логарифмическом распреде-
лении скорости ветра по высоте, линейной зависимости коэффициента турбулентного обмена от высоты
и постоянстве турбулентной кинетической энергии в приземном слое атмосферы в условиях нейтраль-
ной атмосферной стратификации. На основе классической модели можно получить ряд соотношений,
связывающих градиент скорости ветра, турбулентную кинетическую энергию и скорость ее диссипации,
каждое из которых может быть использовано в качестве граничного условия в гидродинамической мо-
дели. Из нескольких возможных вариантов постановки граничных условий для скорости ветра и скоро-
сти диссипации турбулентной кинетической энергии выбраны те, при которых достигается наименьшее
отклонение смоделированных с помощью гидродинамической модели вертикальных профилей искомых
величин от классических распределений. Соответствующие граничные условия на верхней и нижней гра-
ницах использованы при постановке начально-краевой задачи в двумерной гидродинамической модели,
позволяющей учитывать сложную структуру рельефа и горизонтальную неоднородность растительности.
На основе предложенной двумерной модели с выбранными оптимальными граничными условиями иссле-
дована динамика установления турбулентного потока в зависимости от расстояния при обтекании воздуш-
ным потоком опушки леса. Для всех рассмотренных начально-краевых задач разработаны и реализованы
безусловно устойчивые неявные разностные схемы их численного решения.
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One- and two-dimensional hydrodynamic models of turbulent transfer within the atmospheric surface layer
under neutral thermal stratification are considered. Both models are based on the solution of system of the time-
averaged equations of Navier – Stokes and continuity using a 1.5-order closure scheme as well as equations for
turbulent kinetic energy and the rate of its dissipation. The influence of the upper and lower boundary conditions
on vertical profiles of wind speed and turbulence parameters within the atmospheric surface layer was derived
using an one-dimensional model usually applied in case of an uniform ground surface. The boundary conditions
in the model were prescribed in such way that the vertical wind and turbulence patterns were well agreed with
widely used logarithmic vertical profile of wind speed, linear dependence of turbulent exchange coefficient on
height above ground surface level and constancy of turbulent kinetic energy within the atmospheric surface
layer under neutral atmospheric conditions. On the basis of the classical one-dimensional model it is possible
to obtain a number of relationships which link the vertical wind speed gradient, turbulent kinetic energy and
the rate of its dissipation. Each of these relationships can be used as a boundary condition in our hydrodynamic
model. The boundary conditions for the wind speed and the rate of dissipation of turbulent kinetic energy were
selected as parameters to provide the smallest deviations of model calculations from classical distributions of
wind and turbulence parameters. The corresponding upper and lower boundary conditions were used to define the
initial and boundary value problem in the two-dimensional hydrodynamic model allowing to consider complex
topography and horizontal vegetation heterogeneity. The two-dimensional model with selected optimal boundary
conditions was used to describe the spatial pattern of turbulent air flow when it interacted with the forest edge.
The dynamics of the air flow establishment depending on the distance from the forest edge was analyzed. For
all considered initial and boundary value problems the unconditionally stable implicit finite-difference schemes
of their numerical solution were developed and implemented.
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Введение

Задача адекватного описания процессов турбулентного обмена в приземном слое атмо-
сферы требует развития комплексных процесс-ориентированных модельных подходов, позво-
ляющих описать пространственную неоднородность поля скорости ветра, коэффициентов тур-
булентного обмена и турбулентных потоков тепла, водяного пара, диоксида углерода, других
парниковых газов и малых газовых компонент и примесей как над однородной подстилающей
поверхностью, так и над поверхностью со сложным рельефом и неоднородным растительным
покровом. Расчет поля скорости ветра и турбулентных характеристик в подобных моделях ос-
нован на решении уравнений гидротермодинамики и требует корректного задания начальных
и граничных условий на границах модельной области [Garratt, 1992; Högström, 1996; Wyngaard,
2010]. Возможные погрешности при выборе граничных условий, очевидно, могут существенно
повлиять на точность выполняемых прогнозных оценок характеристик турбулентного режима
приземного слоя воздуха. Проверка адекватности модельных расчетов обычно проводится пу-
тем их сравнения с данными экспериментальных измерений полей скорости ветра, параметров
турбулентности и потоков для разных типов поверхностей с использованием различных измери-
тельных комплексов. При отсутствии измерений проверку адекватности модели можно выпол-
нить также путем сравнения модельных результатов с расчетами, выполненными с применением
других модельных подходов.

В настоящее время для расчета вертикальных профилей скорости ветра и коэффициентов
турбулентного обмена над горизонтально-однородной поверхностью при условиях нейтральной
температурной стратификации в пределах приземного слоя атмосферы используются разные ва-
рианты аппроксимаций, основанных главным образом на логарифмическом распределении ско-
рости ветра по высоте и линейной зависимости коэффициента турбулентного обмена от высо-
ты над земной поверхностью. Хорошее соответствие модельных расчетов данным теоретиче-
ским распределениям при движении воздушного потока над однородной поверхностью может
служить показателем репрезентативности выбранного модельного подхода. При использовании
двух- и трехмерных моделей для описания процессов переноса над неоднородными поверхно-
стями, для которых не могут быть применимы классические соотношения для скорости ветра
и коэффициентов турбулентности, подобное сопоставление может быть проведено в подобла-
стях, где поток можно считать установившимся. В таких моделях можно согласовать начальные
и граничные условия с классическими распределениями, что и сделано в данной работе. Кро-
ме того, рассмотренная в работе двумерная гидродинамическая модель была использована для
оценки степени установления потока по мере удаления от элементов шероховатости поверхно-
сти на примере опушки леса. Такого рода оценки могут быть полезны, в частности, при выборе
или обосновании выбора места наблюдений за потоками тепла, водяного пара, диоксида угле-
рода и других газов с помощью метода турбулентных пульсаций, основанного на допущении
о горизонтальной однородности подстилающей поверхности и наличии установившегося гори-
зонтально-однородного турбулентного потока.

Изменение скорости ветра и параметров турбулентности с высотой
над однородной поверхностью

Так как атмосферный пограничный слой является турбулентным, то для его описания
обычно используются статистические, а не детерминистические подходы. Это относится как
к проводимым измерениям, так и к модельным уравнениям, описывающим поведение погранич-
ного слоя. Учитывая высокую временную изменчивость исследуемых турбулентных течений,
для их описания практическую ценность имеет оценка статистических характеристик, таких как
усредненная скорость ветра, ковариации случайных составляющих компонент скорости ветра,
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турбулентные потоки переносимых веществ, представляющие собой ковариации случайных со-
ставляющих концентрации и компонент скорости ветра, и т. д.

В пределах приземного слоя атмосферы (распространяющегося обычно до высоты 100–
150 м) в случае горизонтально-однородной подстилающей поверхности средняя скорость U вет-
ра зависит только от высоты z над поверхностью, а напряжение поверхностного трения, опре-
деляемое ковариацией w′u′ случайных составляющих вертикальной (w) и горизонтальной (u)
скорости ветра, с изменением высоты при нейтральной (безразличной) атмосферной страти-
фикации остается постоянным [Garratt, 1992; Högström, 1996; Wyngaard, 2010]. Это позволяет

использовать так называемую динамическую скорость (friction velocity) u∗ =
√
−w′u′ в качестве

нормировочной величины для описания изменения скорости ветра с высотой. При этом коэф-
фициент турбулентного обмена K над однородной подстилающей поверхностью, свободной от
растительности, определяется следующим образом:

K
dU
dz
= u2∗. (1)

Коэффициент K является важным параметром при моделировании потоков парниковых
газов и аэрозолей в приземном слое атмосферы. Измеряемый в полевых условиях вертикаль-
ный турбулентный поток Q = w′c′ рассматриваемого вещества, где c = C + c′ — концентрация
исследуемого вещества, C — ее среднее значение, а c′ — случайная составляющая, может быть
выражен как

Q = −KC
∂C
∂z
.

В этом выражении KC представляет собой коэффициент турбулентного обмена для рассматрива-
емого вещества.

Обычно в микрометеорологических моделях делается предположение о пропорционально-
сти коэффициентов KC и K:

KC =
K
S c
,

где S c — число Шмидта.
Вертикальный градиент средней скорости ветра U(z) в случае однородной подстилающей

поверхности обратно пропорционален высоте:

dU
dz
=

u∗
κ

1
z
,

где κ — постоянная фон Кармана (κ ≈ 0.4), откуда следует, что

U(z) =
u∗
κ

ln
z
z0
, (2)

где z0 — параметр шероховатости поверхности. Так как за счет трения и взаимодействия с неров-
ностями у поверхности скорость движения воздушного потока замедляется, то на уровне z0

выполняется условие U(z0) = 0. При этом зависимость коэффициента K от высоты вблизи по-
верхности может быть представлена как

K(z) = u∗κz.

Еще одним важным параметром, характеризующим движение воздуха в приземном слое
атмосферы, является турбулентная кинетическия энергия E, представляющая собой полусумму
средних значений квадратов пульсаций скорости ветра. За счет изменения средней скорости вет-
ра с высотой происходит генерация турбулентной кинетической энергии, которая в результате
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каскадного процесса передается от наиболее крупномасштабных (энергонесущих) вихрей к вих-
рям все более и более мелкого масштаба, до тех пор, пока не произойдет ее переход (диссипация)
в тепловую энергию. При этом в условиях нейтральной атмосферной стратификации в случае
однородной подстилающей поверхности величина E не зависит от высоты и пропорциональна
квадрату динамической скорости [Garratt, 1992]:

E =
u2∗√
Cμ

, (3)

где Cμ — безразмерный коэффициент, а скорость ее диссипации имеет вид

ε(z) =
u3∗
κz
.

При описании скорости ветра над поверхностью, покрытой высокой растительностью,
необходимо учитывать ее существенное уменьшение внутри растительного покрова за счет аэро-
динамического сопротивления воздушному потоку. Для учета влияния высокой растительности
на вертикальное распределение скорости ветра в выражение (2) вводится дополнительный пара-
метр, характеризующий высоту d слоя вытеснения воздушного потока (displacement height):

U(z) =
u∗
κ

ln
z − d

z0
. (4)

С учетом d выражения для K и ε можно записать в виде

K(z) = u∗κ(z − d), (5)

ε(z) =
u3∗

κ(z − d)
. (6)

При проведении полевых исследований параметры d и z0 рассчитываются по данным из-
мерений вертикальных профилей скорости ветра при условиях атмосферы, близких к нейтраль-
ным. Величины d и z0 главным образом зависят от высоты и плотности растительного покрова
[Raupach, Thom, 1981]. В наиболее простых случаях в исследованиях принимается, что d состав-
ляет около 60%, а z0 — около 10% от высоты деревьев. Обзор измеренных значений парамет-
ров d и z0 для различных типов однородных поверхностей представлен, например, в [Monteith,
Unsworth, 1990].

В работе [Shaw, Pereira, 1982] с использованием модели высокого порядка замыкания было
проведено теоретическое исследование по оценке соотношения между высотой слоя вытесне-
ния d, параметром шероховатости z0, индексом листовой поверхности LAI (суммарная площадь
поверхности фитоэлементов, отнесенная к единице площади поверхности земли), сопротивле-
нием растительности cd и вертикальным распределением фитомассы LAD. Было показано, что
соотношение d/h для растительности с разной плотностью и вертикальной структурой может
изменяться в пределах от 0.4 до 0.9.

В работе [Raupach, 1994] предложено аналитическое выражение для параметров z0 и d как
функций LAI и высоты крон h. В случае равномерного распределения фитомассы по высоте для
отношения высоты слоя вытеснения d к высоте крон h получено выражение:

d
h
= 1 − 1 − exp(−√a · LAI)√

a · LAI
, (7)

где a = 7.5 — эмпирическая постоянная.
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Параметр шероховатости z0 связан с величинами d и h соотношением

z0

h
=

(
1 − d

h

)
· exp

(
−κU(h)

u∗
− Ψh

)
, (8)

где U(h) — значение скорости ветра на высоте крон, Ψh = ln(cw) − 1 + c−1
w — функция влияния

слоя шероховатости (roughness sublayer), характеризующая отклонение профиля скорости ветра

от логарифмического непосредственно над кронами деревьев, cw =
zw − d
h − d

, zw — верхний пре-

дел высоты слоя шероховатости. При проведении расчетов величина cw может быть принята
постоянной (cw = 2) [Monteith, Unsworth, 1990].

Выражения (7) и (8) получены в [Raupach, 1994] в предположении, что имеет место при-
близительное равенство

U(h)
u∗
� 3.3 (9)

для крон с индексом листовой поверхности LAI больше 1, что, как правило, выполняется для
большей части взрослых древостоев [Jarvis et al., 1976].

Рассмотренные зависимости скорости ветра U и коэффициента K от высоты строятся
только при z � z0 + d, однако для практических целей бывает важно получить соответствую-
щие величины и рассчитать потоки также и внутри высокой растительности, в частности, как
с однородной, так и неоднородной горизонтальной структурой. Для этих целей могут служить
гидродинамические модели различной степени сложности. При этом весьма важной оказывается
постановка адекватных начальных и граничных условий в соответствующей начально-краевой
задаче.

Одномерная гидродинамическая модель движения воздуха
над однородной подстилающей поверхностью

В основе большинства гидродинамических моделей, описывающих движение воздушно-
го потока в приземном слое атмосферы, лежит усредненная система уравнений Навье –Стокса
и неразрывности. В данной работе использовано замыкание 1.5-го порядка соответствующей
системы, предусматривающее применение гипотезы Буссинеска о пропорциональности турбу-
лентных потоков (ковариаций случайных составляющих скорости) производным усредненных
значений компонент скорости ветра, а также выражение коэффициента K через величины E и ε
[Бояршинов, Горемыкин, 2004; Sogachev, Panferov, 2006; Бояршинов, Балабанов, 2013; Левашова
и др., 2015; Мухартова и др., 2015]:

K = CμE2ε−1. (10)

Рассмотрим прежде всего «одномерную» гидродинамическую модель движения воздуха
над ровной поверхностью с однородной растительностью, характеризующейся высотой h и плот-
ностью фитомассы LAD(z). Осредненная система уравнений для горизонтальной скорости вет-

ра U, турбулентной кинетической энергии E и величины ϕ =
ε

E
в случае нейтральной темпера-

турной стратификации имеет вид [Sogachev, Panferov, 2006]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂U
∂t
=
∂

∂z

(
K
∂U
∂z

)
+ Fu,

∂E
∂t
=
∂

∂z

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ K

σ
ϕ
E

∂E
∂z

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ + PE − ε,

∂ϕ

∂t
=
∂

∂z

(
K
σϕ

∂ϕ

∂z

)
+
ϕ

E
(Cϕ1PE − Cϕ2ε) + Δϕ,

(11)
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где Fu = −cd · LAD · U2 — горизонтальная компонента приходящейся на единицу массы силы
динамического трения, возникающей при взаимодействии воздушного потока с элементами рас-
тительности [Дубов и др., 1978], LAD — суммарная площадь поверхности листьев в единичном
объеме, cd –– безразмерный коэффициент аэродинамического сопротивления элементов расти-

тельности, PE = K

(
∂U
∂z

)2

— сдвиговая генерация турбулентной кинетической энергии. Безраз-

мерные величины σ
ϕ
E и σϕ (σϕE = σϕ = 2) представляют собой число Прандтля для турбулентной

кинетической энергии и турбулентное число Шмидта для функции ϕ соответственно.
Выбор в качестве третьей искомой функции масштаба частоты (удельной скорости дисси-

пации ТКЭ) ϕ обусловлен тем, что данная модель обладает меньшей неопределенностью в тур-
булентных числах Прандтля и Шмидта в пределах растительного покрова, нежели модель, в ко-
торой используется уравнение непосредственно для функции ε [Sogachev, Panferov, 2006].

Безразмерные множители Cϕ1 = 0.52 и Cϕ2 = 0.8 являются модельными постоянными
[Wilcox, 1998]. Слагаемое Δϕ в последнем уравнении системы (11) описывает увеличение дис-
сипации турбулентной кинетической энергии за счет взаимодействия воздушного потока с рас-
тительностью и в первом приближении выражается как [Sogachev, Panferov, 2006; Olchev et al.,
2009]:

Δϕ = 12
√

Cμ ·
(
Cϕ2 −Cϕ1

)
· cd · LAD · |V| · ϕ, (12)

где V — вектор усредненной скорости ветра.
Будем рассматривать систему уравнений (10)–(12) при t > 0 в области z ∈ (h0,H), где h0 —

некоторая высота над поверхностью, H — высота приземного слоя атмосферы. Для того чтобы
получить начально-краевую задачу для функций U(t, z), E(t, z) и ϕ(t, z), систему (10)–(12) необхо-
димо дополнить начальными условиями при t = 0 и граничными условиями при z = h0 и z = H.

Рассмотрим вначале движение воздуха над ровной поверхностью с однородной расти-
тельностью, для которой параметры z0 и d известны, и сформулируем начально-краевую задачу
в области z ∈ [h0,H], где h0 � z0 + d. В качестве начальных условий примем логарифмическое
распределение (4) горизонтальной скорости ветра по высоте:

U(0, z) =
u∗
κ

ln
z − d

z0
,

зададим E(0, z) в соответствии с равенством (3) и будем считать, что в начальный момент вре-
мени ε(0, z) задается распределением (6). Это позволяет получить следующее начальное условие
для функции ϕ:

ϕ(0, z) =
u∗

√
Cμ

κ(z − d)
.

Будем считать, что на нижней границе z = h0 расчетной области поток турбулентной ки-
нетической энергии E равен нулю, а верхняя граница z = H расположена достаточно далеко
от элементов шероховатости поверхности, так что в соответствии с (3) в окрестности z = H
функция E постоянна. Это позволяет сформулировать для E(t, z) условия Неймана:

∂E
∂z

∣∣∣∣∣
z=h0

=
∂E
∂z

∣∣∣∣∣
z=H
= 0.

Граничные условия на верхней и нижней границах расчетной области для горизонтальной
составляющей скорости ветра U и вспомогательной функции ϕ можно сформулировать несколь-
кими способами, так чтобы в случае однородной подстилающей поверхности рассматриваемая
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гидродинамическая модель была согласована с классическими распределениями U, E и K по
высоте.

Если положить h0 = z0 + d, то на нижней границе можно поставить условие прилипания

U |z=h0 = 0. (13)

Учитывая, что при нейтральных условиях стратификации в окрестности однородной под-
стилающей поверхности справедливы равенства (1), (3) и (4), позволяющие связать значение

производной
∂U
∂z

со значением самой функции U(t, z) соотношением

K
∂U
∂z
=

(
ln

z − d
z0

)−1

C1/4
μ E1/2κU, (14)

то, если выбрать h0 > z0 + d, равенство (14) можно использовать в качестве граничного условия
при z = h0, как это делается, например, в работе [Foudhil et al., 2005].

Из соотношений (1), (3), (4) следует, что в случае нейтральной стратификации над однород-
ной подстилающей поверхностью при условии установившегося потока (когда нет зависимости
от t) выполняются равенства

dU
dz
=

u2∗
K
=

u∗
κ(z − d)

=
C1/4
μ E1/2

κ(z − d)
, (15)

которыми можно воспользоваться для постановки граничных условий при z = H в рассматрива-
емой нестационарной модели:

∂U
∂z

∣∣∣∣∣∣
z=H

=
C1/4
μ E1/2

κ(z − d)

∣∣∣∣∣∣
z=H

. (16)

Кроме того, над однородной подстилающей поверхностью можно получить условие на
производную ∂U/∂z без явной зависимости от d. Так как для установившегося потока из ра-
венств (3) и (6) следует, что

ϕ =
u∗

√
Cμ

κ(z − d)
=

C3/4
μ E1/2

κ(z − d)
↔ κ(z − d) =

C3/4
μ E1/2

ϕ
,

то вместо равенства (16) получаем

∂U
∂z

∣∣∣∣∣∣
z=H

=
ϕ

C1/2
μ

∣∣∣∣∣∣
z=H

. (17)

Поскольку над однородной подстилающей поверхностью в случае установившегося потока
в соответствии с классической моделью должно выполняться равенство

ϕ =
C3/4
μ E1/2

κ(z − d)
, (18)

его можно взять в качестве граничного условия для функции ϕ при z = h0 и z = H. Также для
функции ϕ можно поставить граничные условия, не содержащие явной зависимости от d. Для
этого заметим, что в рамках классической модели соотношение (18) эквивалентно равенству

ϕ =
CμE

K
, (19)

которое тоже можно взять в качестве граничных условий на верхней и нижней границах расчет-
ной области в гидродинамической модели.
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Результаты использования различных граничных условий
в одномерной гидродинамической модели
в случае низкой травянистой растительности

Для исследования влияния граничных условий на результаты моделирования при исполь-
зовании одномерной модели был проведен ряд тестовых расчетов U, E и K над однородной
поверхностью, характеризуемой заданным параметром z0, для различных сочетаний граничных
условий. Для полученных распределений U, E и K по высоте вычислялись их среднеквадратич-
ные отклонения dU, dE и dK от теоретических профилей Utheor(z), Etheor(z) и Ktheor(z), задавае-
мых распределениями (4), (3) и (5) соответственно. Расчеты проведены для набора параметров
z0 = 0.02 м, u∗ = 0.4 м/с.

Для численного решения соответствующей начально-краевой задачи использована неявная
разностная схема на неравномерной сетке z = zm, m = 1, 2, . . . , M, z1 = h0, zM = H с постоянным
минимальным шагом Δz = 0.17 м вблизи поверхности земли до высоты 1 м и линейно расту-
щим шагом Δzm+1/Δzm = 1.01 при z > 1 м. Шаг по времени был взят равным 1/3 с. Расчеты
проводились до тех пор, пока максимальные изменения величин U, E и K при переходе с преды-
дущего шага по времени на новый не достигли значений порядка 10−4 м/с, 10−5 м2/с2 и 10−4 м2/c
соответственно.

Результаты расчетов показали, что для h0 = z0 при использовании условия прилипания (13)
распределения U, E и K несколько лучше соответствуют распределениям Utheor, Etheor и Ktheor

при использовании условия (19) для функции ϕ на нижней границе z = h0 независимо от усло-
вий для U и ϕ на верхней границе расчетной области. При этом были получены следующие
среднеквадратичные отклонения: dU = 0.1736 м/с, dK = 0.1214 м2/с и dE = 0.0553 м2/с2.

Тестирование граничного условия (14) проводилось для h0, взятого на 0.02 м выше уров-
ня z0. При этом согласование модельных и теоретических результатов для U и E получилось на
порядок лучше, чем в предыдущем случае. Наименьшее отклонение получено при использова-
нии условия (18) для функции ϕ при z = h0 независимо от условий для U и ϕ на верхней границе
расчетной области: dU = 0.0445 м/с, dK = 0.1059 м2/с и dE = 0.0061 м2/с2.

Результаты сравнения вычисленных с помощью гидродинамической модели и теоретиче-
ских профилей U, K и E приведены на рис. 1, 2.

Модификация граничных условий
в случае высокой (лесной) растительности

В случае высокой (лесной) растительности основная цель использования гидродинамиче-
ской модели состоит в том, чтобы рассчитать распределения U, E и K по высоте и при z < z0+d.
Но если нижняя граница h0 расчетной области выбрана ниже уровня z0 + d, то и начальные
условия необходимо задавать при всех z ∈ [h0,H], в том числе при z < z0 + d. Будем рассмат-
ривать соответствующую задачу как задачу на установление искомых распределений U, E и K
по высоте. Тогда в качестве начальных условий можно взять, например, соотношения

U(0, z) =
u∗
κ

ln
z − df

z f
0

, E(0, z) =
u2∗√
Cμ

, ϕ(0, t) =
u∗

√
Cμ

κ(z − df )
,

где z f
0 и df — параметр шероховатости и высота слоя вытеснения для открытой местности, и про-

водить расчеты до тех пор, пока нормы разностей ΔU, ΔE и ΔK на новом и предыдущем шаге по
времени не станут меньше некоторых заданных значений. При этом вблизи поверхности за счет
сопротивления растительности воздушному потоку скорость движения воздуха и турбулентная
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Рис. 1. Результаты расчетов распределений U, E и K над однородной поверхностью с низкой травяни-
стой растительностью с использованием граничных условий (13) для U и (19) для ϕ при z = h0. Красные
линии — теоретические профили рассматриваемых функций, синими точками обозначены результаты рас-
четов. Цветная версия рисунка доступна на сайте журнала

Рис. 2. Результаты расчетов распределений U, E и K над однородной поверхностью с низкой травяни-
стой растительностью с использованием граничных условий (14) для U и (18) для ϕ при z = h0. Красные
линии — теоретические профили рассматриваемых функций, синими точками обозначены результаты рас-
четов. Цветная версия рисунка доступна на сайте журнала

кинетическая энергия будут уменьшаться при любом из рассмотренных выше граничных усло-
вий при z = h0, в которых также используем значения z f

0 и df вместо z0 и d там, где это необхо-
димо. Более существенную роль в модели будут играть условия на верхней границе z = H.

Модельные расчеты проводились над ровной поверхностью с однородной лесной расти-
тельностью высотой h = 20 м и листовым индексом LAI = 4. При этом теоретические значения
параметров логарифмического профиля скорости ветра, определяемые соотношениями (7), (8)
и (9), имеют вид d = 16.36 м, z0 = 0.8 м и u∗ = 0.67 м/с. Система уравнений решалась до тех
пор, пока при переходе с предыдущего шага по времени на новый максимальные изменения
функций U, E и K не достигли величин порядка 10−4 м/с, 10−4 м2/с2 и 10−2 м2/с соответственно.

Результаты расчетов показали, что в случае однородной высокой растительности более
хорошее согласование модельных и теоретических результатов в области z � z0 + d достигается
при использовании для функции U условия прилипания (13) на нижней границе z = h0, что
представляется вполне естественным, так как в этом условии не используются z f

0 и df .
При заданных условиях на верхней границе z = H результаты моделирования оказались

не зависящими от выбора условия для функции ϕ при z = h0. Поэтому всюду далее на нижней
границе будем использовать для ϕ условие (19), не содержащее явной зависимости от высоты
слоя вытеснения.

Наилучшее согласование модельных и теоретических результатов было получено при ис-
пользовании условия

ϕ

∣∣∣∣∣
z=H
=

C3/4
μ E1/2

κ(z − df )

∣∣∣∣∣∣∣
z=H

(20)
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Рис. 3. Результаты расчетов распределений U, E и K над однородной поверхностью с высокой (лесной)
растительностью с использованием граничных условий (17) для U и (20) для ϕ при z = H. Красные
линии — теоретические профили рассматриваемых функций, синими точками обозначены результаты рас-
четов. Цветная версия рисунка доступна на сайте журнала

Рис. 4. Результаты расчетов распределений U, E и K над однородной поверхностью с высокой (лесной)
растительностью с использованием граничных условий (17) для U и (20) для ϕ при z = H, в которых
подставлено теоретическое значение параметра d вместо d f . Красные линии — теоретические профили
рассматриваемых функций, синими точками обозначены результаты расчетов. Цветная версия рисунка
доступна на сайте журнала

на верхней границе расчетной области (рис. 3). Среднеквадратичные отклонения модельных рас-
пределений от теоретических в области z � z0+d, где определены теоретические значения, соста-
вили: dU = 0.54 м/с, dE = 0.37 м2/с2, dK = 1.38 м2/с. Соответствующие результаты приведены
на рис. 3.

На рис. 4 представлены результаты моделирования с тем же набором граничных условий,
но при использовании в равенстве (20) теоретического значения d вместо d f . Среднеквадратич-
ные отклонения модельных значений от теоретических при этом принимают значения dU =

= 0.55 м/с, dE = 0.36 м2/с2, dK = 1.5 м2/с, то есть использование d вместо df в данном случае
никакого преимущества не дает. Это можно объяснить тем, что на верхней границе расчетной
области вариация параметра d сказывается не сильно. В самом деле, рассмотрим погрешность,
возникающую в выражении в правой части равенства (20) при условии, что d f = d + δd:

C3/4
μ E1/2|z=H

κ(H − df )
=

C3/4
μ E1/2|z=H

κ(H − d − δd)
≈ C3/4

μ E1/2|z=H

κ(H − d)
+

C3/4
μ E1/2|z=H

κ(H − d)2
δd.

Для H = 150 м погрешность в правой части условия (20), обусловленная отличием d от d f ,
составляет величину порядка 6 · 10−4 с−1, в то время как сама функция ϕ при z = H имеет
значение порядка 10−3 с−1.

При использовании на верхней границе расчетной области условия (19) для функции ϕ,
не содержащего явной зависимости от d, результаты получаются хуже, чем при использовании
условия (20), в особенности для коэффициента K: dU = 0.43 м/с, dE = 0.31 м2/с2, dK = 4.08 м2/с.
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Рис. 5. Результаты расчетов распределений U, E и K над однородной поверхностью с высокой (лесной)
растительностью с использованием граничных условий (17) для U и (19) для ϕ при z = H. Красные
линии — теоретические профили рассматриваемых функций, синими точками обозначены результаты рас-
четов. Цветная версия рисунка доступна на сайте журнала

Это может объясняться слабым влиянием d на искомые функции при z = H, особенностями алго-
ритма расчета K при переходе с одного слоя по времени на другой и тем, что в условии (20) коэф-
фициент K не задействован. Соответствующие результаты моделирования приведены на рис. 5.

Кроме того, в случае высокой растительности также было проведено сравнение парамет-
ров z0, d и u∗, найденных с использованием гидродинамической модели, с соответствующими
теоретическими параметрами ztheor0 , dtheor и utheor∗ , получаемыми с помощью соотношений (7)–(9).

Для вычисления параметров z0, d и u∗ по полученным в результате использова-
ния гидродинамической модели значениям U(z) использовался метод наименьших квадратов.
Пусть {Um}Mm=1 — вычисленные значения горизонтальной компоненты скорости ветра, соответ-
ствующие высотам zm. Составим функционал:

Φ(u∗, d, z0) =
M∑

m=m0

(
Um − u∗

κ
ln

zm − d
z0

)2

,

где m0 таково, что zmo ≥ h. Функционал достигает своего минимального значения при выполне-
нии условий ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

M∑
m=m0

(
Um − u∗

κ
ln

zm − d
z0

)
ln

zm − d
z0

= 0,

M∑
m=m0

(
Um − u∗

κ
ln

zm − d
z0

) 1
zm − d

= 0,

M∑
m=m0

(
Um − u∗

κ
ln

zm − d
z0

)
= 0.

(21)

Из системы (21) получаем

u∗ =
(M − m0 + 1)κI5(d) − κI2I7(d)
(M − m0 + 1)I6(d) − I4(d)I7(d)

, ln z0 =
I4(d)I5(d) − I2I6(d)

(M − m0 + 1)I5(d) − I2I7(d)
,

где для удобства введены следующие обозначения:

I1(d) =
M∑

m=m0

Um ln(zm − d), I2 =

M∑
m=m0

Um, I3(d) =
M∑

m=m0

ln2(zm − d), I4(d) =
M∑

m=m0

ln(zm − d),

I5(d) =
M∑

m=m0

Um

zm − d
, I6(d) =

M∑
m=m0

ln(zm − d)
zm − d

, I7(d) =
M∑

m=m0

1
zm − d

,
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а параметр d является корнем уравнения

I1(d) − I4(d)I5(d) − I2I6(d)
(M − m0 + 1)I5(d) − I2 · I7(d)

· I2 − (M − m0 + 1)I5(d) − I2 · I7(d)
(M − m0 + 1)I6(d) − I4(d)I7(d)

· I3(d) +

+ 2
I4(d)I5(d) − I2I6(d)

(M − m0 + 1)I6(d) − I4(d)I7(d)
· I4(d) −

− (M − m0 + 1) · (I4(d)I5(d) − I2I6(d))2

[(M − m0 + 1)I6(d) − I4(d)I7(d)] · [(M − m0 + 1)I5(d) − I2 · I7(d)]
= 0.

Наилучшее согласование теоретических (dtheor = 16.36 м, ztheor0 = 0.8 м и utheor∗ = 0.67 м/с)
и рассчитанных с помощью гидродинамической модели результатов также получено при ис-
пользовании для функции U условий прилипания (13) на нижней границе области и условия (17)
на верхней границе, а также условия (20) для функции ϕ на верхней границе независимо от усло-
вия для нее при z = h0. Вычисленные значения параметров имеют вид d = 15.05 м, z0 = 1.43 м
и u∗ = 0.654 м/с. Неудовлетворительные результаты были получены при использовании усло-
вия (19) при z = H для функции ϕ.

Проведенные численные эксперименты позволяют сделать вывод, что при моделировании
поля скорости ветра и режима турбулентности над поверхностью, покрытой низкой растительно-
стью или полностью лишенной растительности, целесообразно использовать для горизонталь-
ной составляющей скорости ветра U условие (14) на нижней границе области и условие (17)
на верхней границе, поскольку оно не содержит зависимости от d в явном виде. При наличии
высокой растительности по всей длине расчетной области при z = h0 для U предпочтительнее
использовать условие прилипания (13). Для функции ϕ в обоих случаях как на нижней, так и на
верхней границе следует использовать условие (18) или (20).

Описание двумерной гидродинамической модели

Построим обобщение рассмотренной выше гидродинамической модели на двумерный слу-
чай, позволяющее учитывать пространственную неоднородность подстилающей поверхности.
Предположим, что имеющиеся в рассматриваемой области препятствия или элементы шерохо-
ватости расположены по оси Ox, перпендикулярно которой поверхность остается однородной.
Тогда все искомые функции будут зависеть от координат x и z. Пусть V = {U, W} — усредненный
вектор скорости ветра, где U и W — его горизонтальная и вертикальная компоненты соответ-
ственно, δP — обусловленное наличием горизонтальных неоднородностей отклонение давления
от равновесного давления, определяемого гидростатическим распределением. Тогда усредненная
система уравнений Навье –Стокса и неразрывности для компонент скорости ветра и избыточно-
го давления при использовании 1.5-го порядка замыкания и гипотезы Буссинеска будет иметь
вид [Мухартова и др., 2015; Mamkin et al., 2016; Ольчев и др., 2017]⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂U
∂t
+ U

∂U
∂x
+W

∂U
∂z
= − 1

ρ0

∂

∂x
δP − 2

3
∂E
∂x
+
∂

∂x

(
2K

∂U
∂x

)
+
∂

∂z

(
K
∂U
∂z

)
+
∂

∂z

(
K
∂W
∂x

)
+ Fu,

∂W
∂t
+ U

∂W
∂x
+W

∂W
∂z
= − 1

ρ0

∂

∂z
δP − 2

3
∂E
∂z
+
∂

∂z

(
2K

∂W
∂z

)
+
∂

∂x

(
K
∂W
∂x

)
+
∂

∂x

(
K
∂U
∂z

)
+ Fw,

∂U
∂x
+
∂W
∂z
= 0,

(22)

где ρ0 –– плотность воздуха, Fu, Fw — горизонтальная и вертикальная компоненты массовой
плотности силы сопротивления растительности F = {Fu, Fw}, в двумерном случае определяемой
как F = −cd · LAD · |V|V [Дубов и др., 1978].
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Величины E и ε находятся из системы дифференциальных уравнений [Sogachev, Panferov,
2006]⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂E
∂t
+ U

∂E
∂x
+W

∂E
∂z
=

∂

∂x

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ K

σ
ϕ
E

∂E
∂x

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ + ∂

∂z

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ K

σ
ϕ
E

∂E
∂z

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ + PE − ε,
∂ϕ

∂t
+ U

∂ϕ

∂x
+W

∂ϕ

∂z
=

∂

∂x

(
K
σϕ

∂ϕ

∂x

)
+
∂

∂z

(
K
σϕ

∂ϕ

∂z

)
+
ϕ

E
(Cϕ1PE −Cϕ2ε) + Δw, ϕ =

ε

E
,

(23)

где выражение для сдвиговой генерации турбулентной кинетической энергии PE имеет вид

PE = 2K

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝(∂U
∂x

)2

+

(
∂W
∂z

)2⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ + K

(
∂U
∂z
+
∂W
∂x

)2

.

Система уравнений (22)–(23) дополняется начальными и граничными условиями в дву-
мерной прямоугольной области x ∈ [−Lx, Lx], z ∈ [h0,H] и решается до тех пор, пока изменения
искомых функций при переходе со слоя на слой по времени не станут меньше некоторых задан-
ных значений.

Для задания искомых функций при t = 0, а также на горизонтальных границах z = h0

и z = H расчетной области будем пользоваться рассмотренными выше начальными и краевыми
условиями для функций U, E и ϕ, согласованными с классическими распределениями парамет-
ров в случае горизонтально-однородной поверхности.

Вертикальную компоненту W скорости ветра и избыточное давление δP в начальный
момент времени будем считать равными нулю. При z = h0 сформулируем для W условие
W |z=h0 = 0 отсутствия вертикального движения воздуха, а для функции δP положим, соответ-

ственно,
∂

∂z
δP

∣∣∣∣∣
z=h0

= 0.

Предполагая, что неровности подстилающей поверхности не оказывают значительного
влияния на высотах порядка H, будем считать вертикальную составляющую скорости ветра
и вертикальную компоненту градиента избыточного давления равными нулю при z = H:

W |z=H = 0,
∂

∂z
δP

∣∣∣∣∣
z=H
= 0.

При постановке двумерной задачи возникает также необходимость сформулировать кра-
евые условия на двух дополнительных вертикальных границах x = ±Lx. На входной границе
x = −Lx будем считать распределение U по высоте заданным:

U |x=−Lx = U0(z).

В зависимости от особенностей растительного покрова вблизи границы x = −Lx функ-
ция U0(z) может определяться либо классическим логарифмическим распределением горизон-
тальной скорости по высоте, либо установившимся распределением U по высоте, получаемым
из «одномерной» модели для соответствующей горизонтально-однородной растительности. Для
остальных искомых функций сформулируем при x = −Lx условия нулевого горизонтального
градиента (так называемые условия сноса [Елизарова, 2005]):

∂W
∂x

∣∣∣∣∣
x=−Lx

=
∂E
∂x

∣∣∣∣∣
x=−Lx

=
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣∣
x=−Lx

=
∂

∂x
δP

∣∣∣∣∣
x=−Lx

= 0.

Также условия сноса поставим на правой границе x = Lx расчетной области для всех
функций, кроме избыточного давления, которое на этой свободной границе будем считать рав-
ным нулю:

∂U
∂x

∣∣∣∣∣
x=Lx

=
∂W
∂x

∣∣∣∣∣
x=Lx

=
∂E
∂x

∣∣∣∣∣
x=Lx

=
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣∣
x=Lx

= δP |x=Lx
= 0.
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Для решения полученной начально-краевой задачи разработана и реализована безусловно
устойчивая неявная разностная схема с расщеплением по процессам [Ольчев и др., 2017].

Исследование процесса установления турбулентного потока
в приземном слое при обтекании опушки леса

Применим разработанную двумерную гидродинамическую модель для исследования про-
цесса установления турбулентного потока над поверхностью при обтекании им опушки леса
в двух случаях: граница раздела типа «поле – лес» и типа «лес – поле». В обоих случаях будем
считать, что лес имеет высоту h и характеризуется равномерно распределенной по высоте плот-
ностью фитомассы LAD(z) = LAI/h при z � h. Поверхность земли будем считать ровной, то есть
элементы рельефа в данном исследовании учитывать не будем.

В обоих случаях будем использовать следующие граничные условия:

а) h0 = z0 + d и U |z=h0 = 0; б) h0 > z0 + d и
∂U
∂z

∣∣∣∣∣
z=h0

=
C1/4
μ E1/2κ

K ln h0−d
z0

U

∣∣∣∣∣∣∣
z=h0

(24)

для функции U при z = h0 в зависимости от преобладающего типа растительности (скорость U
берется равной нулю при z = h0, если преобладает лесная растительность). Параметры z0 и d
в условиях (24) соответствуют участку местности с травянистой растительностью. При наличии
в моделируемой области участков с открытой почвой или низкой травянистой растительностью
полагаем d = 0.

Как и в случае однородной подстилающей поверхности, расчеты будем проводить до тех
пор, пока изменения ΔU, ΔW , ΔE и ΔK искомых функций при переходе со слоя на слой по
времени не станут меньше некоторых заданных значений.

Степень установления потока будем определять, оценивая горизонтальный градиент иско-
мых функций на различных высотах.

В проведенных численных экспериментах расчетная сетка по z выбиралась такой же, как
и в случае однородной подстилающей поверхности, а по x использовалась равномерная сетка
с шагом 2 м. При достижении горизонтальными градиентами функций U, W , E и K величин
порядка ΔU, ΔW , ΔE и ΔK, соответственно, в рамках используемой модели поток считался
горизонтально-однородным (установившимся).

Рассмотрим случай набегания воздушного потока на опушку леса. Параметры, характе-
ризующие структуру лесной растительности, выбраны такими же, как и в предыдущем разделе
в случае однородной лесной растительности: высота леса принята равной h = 20 м, величи-
на LAI принималась равной 4. Расчеты прекращались по достижении значений ΔU ∼ 10−4 м/с,
ΔW ∼ 10−5 м/с, ΔE ∼ 10−5 м2/с2, ΔK ∼ 10−4 м2/с при переходе со одного слоя по времени на
другой.

В данном численном эксперименте лес занимал большую часть расчетной области, так как
за препятствием установление потока обычно происходит медленнее, чем перед ним. На нижней
границе расчетной области для компонент скорости ветра использовались условия прилипания.
Горизонтальные градиенты искомых функций оценивались на высотах 25 м, 35 м, 45 м, 65 м,
75 м и 86 м над поверхностью. Соответствующие графики приведены на рис. 6.

Как можно видеть из графиков на рис. 6, на расстоянии 200 м и более до границы леса
поток еще не реагирует на предстоящее изменение свойств подстилающей поверхности. Над
лесом по мере удаления от опушки также происходит постепенное установление потока, то есть
горизонтальные градиенты функций с ростом x стремятся к нулю. При этом медленнее всего
убывает горизонтальный градиент коэффициента турбулентного обмена K. С ростом высоты над
поверхностью горизонтальные градиенты искомых функций также убывают.
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Рис. 6. Горизонтальные градиенты функций U, W, E и K в случае набегания воздушного потока на опушку
леса на высотах 25 м (1), 35 м (2), 45 м (3), 65 м (4), 75 м (5) и 85 м (6) соответственно. Вертикальной
линией обозначена граница леса, направление ветра слева направо (указано стрелкой). Цветная версия
рисунка доступна на сайте журнала

В рассматриваемом случае горизонтальные градиенты функций U, W , E и K становятся
примерно одинаковыми на различных высотах на расстоянии в 500 м и более правее границы
леса и достигают значений порядка

∂U
∂x

,
∂W
∂x
∼ 10−4 с−1,

∂E
∂x
∼ 10−4 м/с2,

∂K
∂x
∼ 10−3 м/с,

то есть, начиная с расстояния в 500 м от опушки леса, воздушный поток можно считать гори-
зонтально-однородным.

В случае движения воздушного потока со стороны леса на открытый участок местности
рассматривались оба граничных условия (24) на нижней границе, и результаты при этом были
практически идентичными. Расчеты проводились до тех пор, пока при переходе с одного слоя по
времени на другой изменения искомых функций не достигали величин порядка ΔU ∼ 10−4 м/с,
ΔW ∼ 10−5 м/с, ΔE ∼ 10−3 м2/с2, ΔK ∼ 10−2 м2/с соответственно. Результаты расчетов с условием
прилипания для компонент скорости ветра на нижней границе приведены на рис. 7.

Как можно видеть из графиков на рис. 7, на расстояниях более 200 м левее границы леса
поток можно считать установившимся, поскольку, как и в предыдущем случае набегания воздуш-
ного потока на опушку, на этих расстояниях наличие резких изменений свойств растительности
в структуре турбулентного потока практически не проявляется.

Правее опушки леса в открытой области с низкой растительностью горизонтальные гра-

диенты функций K, E, U и W стремятся к нулю, причем
∂K
∂x

достигают значений порядка

5 · 10−3 м/с лишь на расстояниях 400 и более метров от опушки на всех рассмотренных вы-

сотах, а
∂W
∂x

на этом расстоянии фактически выходит на нулевой уровень. Производная
∂U
∂x
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Рис. 7. Горизонтальные градиенты функций U, W, E и K в случае распространения воздушного потока из
области над лесом в область с низкой растительностью на высотах 25 м (1), 35 м (2), 45 м (3), 65 м (4),
75 м (5) и 85 м (6). Вертикальной линией обозначена граница леса, направление ветра слева направо
(указано стрелкой). Цветная версия рисунка доступна на сайте журнала

убывает с ростом x медленнее, однако на расстояниях больше либо равных 500 м от опушки
имеет порядок 10−4 с−1, начиная с высоты 35 м.

Заключение

Рассмотрены одномерная и двумерная гидродинамические модели движения воздуха
в приземном слое атмосферы и возможности применения двумерной модели для оценки вли-
яния неоднородности подстилающей поверхности на турбулентный перенос при нейтральной
атмосферной стратификации. В случае горизонтально-однородной поверхности с помощью од-
номерной модели проведено исследование влияния граничных условий на верхней и нижней
границах расчетной области на результаты расчетов вертикальных профилей скорости ветра U,
турбулентной кинетической энергии E и коэффициента турбулентного обмена K. Указаны гра-
ничные условия, при которых наблюдается наилучшее согласование результатов с соответству-
ющими распределениями, получаемыми на основании классической одномерной модели. Эти
условия использованы в двумерной модели в численных экспериментах по исследованию сте-
пени установления турбулентного потока при пересечении опушки леса. Показано, что в случае
набегания воздушного потока с открытого участка местности на сплошной массив леса с одно-
родной горизонтальной структурой, высотой 20 м и параметром LAI = 4, при условиях нейтраль-
ной атмосферной стратификации на открытой местности поток можно считать однородным на
расстоянии, превышающем либо равном 200 м до опушки леса. Над лесом установление потока
происходит на расстоянии не менее 500 м от опушки. В случае движения воздушного потока
из области с высокой (лесной) растительностью в область с низкой растительностью над ле-
сом поток еще не реагирует на изменения в структуре растительного покрова на расстояниях
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вплоть до 200 м от границы. Над открытой местностью в области с низкой растительностью
установление потока происходит только на расстояниях порядка 400–500 м от границы леса.
Можно предположить, что при задании иных условий (скорость ветра, стратификация атмосфе-
ры, высота и плотность растительного покрова и др.) будут наблюдаться иные закономерности
процесса установления воздушного потока. Также надо учитывать и влияние рельефа на процес-
сы турбулентного переноса. Все данные вопросы требуют, очевидно, продолжения комплексных
модельных исследований для более глубокого понимания процессов переноса в приземном слое
и интерпретации существующих результатов измерений на территориях с мозаичной структурой
растительности и сложным рельефом.
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