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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû èç ïîëóêîëüöà R+[x1, . . . , xn] è âû÷èñëåíèå
èõ ñõåìàìè, ñîñòîÿùèìè èç ýëåìåíòîâ ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è ïîëîæèòåëü-
íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîíñòàíò. Äëÿ ëþáîãî òàêîãî ìíîãî÷ëåíà f(x1, . . . , xn)
îáîçíà÷èì ÷åðåç L+(f) íàèìåíüøåå ÷èñëî ñëîæåíèé (àääèòèâíàÿ ìîíîòîííàÿ
ñëîæíîñòü ìíîãî÷ëåíà f), à ÷åðåç L×(f) � íàèìåíüøåå ÷èñëî íåñêàëÿðíûõ
óìíîæåíèé (ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ìîíîòîííàÿ ñëîæíîñòü), íåîáõîäèìîå äëÿ åãî
âû÷èñëåíèÿ. Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ýôôåêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, èìå-
þùèõ âûñîêóþ ìîíîòîííóþ ñëîæíîñòü.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (Nn) ïîëóêîëüöî êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâàNn

(ãäå N = N∪{0}) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè äèçúþíêöèè ∨ è óìíîæåíèÿ ×: åñëè
A,B ∈ P (Nn), òî A,B ⊂ Nn, A ∨B = A ∪B, A×B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}.

×åðåç mon îáîçíà÷èì ãîìîìîðôèçì ïîëóêîëüöà R+[x1, . . . , xn] â ïîëóêîëü-
öî P (Nn), îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì: a = (a1, . . . , an) ∈ mon f òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìíîãî÷ëåí f ñîäåðæèò ìîíîì caxa1

1 · . . . · xan
n .

Ïóñòü k 6 l. Ïîäìíîæåñòâî H êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïû (G, +) íàçîâåì
(k, l)-ðåäêèì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâ âèäà A + B = {a + b | a ∈
A, b ∈ B}, ãäå |A| = k è |B| = l (çäåñü è äàëåå ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
M îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |M |).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç α(k) íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ (k− 1)-
ìåðíûõ âåêòîðîâ, íè îäèí èç êîòîðûõ íå ðàâåí äèçúþíêöèè äâóõ äðóãèõ.

Èçâåñòíî, ÷òî α(2) = 2, α(3) = 3, α(4) = 5, α(k) ∼ C
b k−1

2 c
k−1 .

Ìåòîä [1] îñíîâàí íà íàáëþäåíèè: åñëè äëÿ ìíîãî÷ëåíà f ìíîæåñòâî mon f
ÿâëÿåòñÿ (k, l)-ðåäêèì â (P (Nn), ∨) (ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ k è l), òî f èìååò
âûñîêóþ ìîíîòîííóþ ñëîæíîñòü. Ýòà ñâÿçü ìåæäó ðåäêîñòüþ è ñëîæíîñòüþ
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé, äîêàçàííîé â [1] â ñëó÷àå k = l.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü k > 1 è mon f � (k, l)-ðåäêîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
(Nn, +). Ïîëîæèì h = max{(k − 1)3, (l − 1)2} è H = h−1|mon f |. Òîãäà ñïðà-
âåäëèâû íåðàâåíñòâà:

(i) L+(f) > H − 1;
(ii) L×(f) > 2

√
H − n− 2;

1Ìàòåðèàëû XVI Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòè-
êè¿ (Íèæíèé Íîâãîðîä, 20-25 èþíÿ 2011 ã.). Í.Í.: Èçä-âî Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà,
2011, 114-117.
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(iii) Åñëè H > (2α(k)− 3)2α(k)−1(α(l)− α(k) + 1)
2

α(k)−2, òî

L×(f) >

2C
(
H − C2− 2

α(k) (α(k)− 1)H
2α(k)−2
2α(k)−1 − C(α(k)− 2)H

α(k)
2α(k)−1

) α(k)
2α(k)−1

− n− 2,

ãäå C = (α(l)− α(k) + 1)
−1

2α(k)−1 .

Çàìåòèì, ÷òî îöåíêè òåîðåìû 1 ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, íåëüçÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f ñïðàâåäëèâî L+(f) 6
|mon f | − 1, ïîýòîìó ïðè íåáîëüøèõ k è l îöåíêà (i) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ïî ïî-
ðÿäêó, à â ñëó÷àå k = l = 2 � ïðîñòî òî÷íîé. Îöåíêè (ii) è (iii) òàêæå áëèçêè
ê íàèëó÷øèì âîçìîæíûì, ÷òî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû èç ðàáîòû [1].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Em = {0, 1, . . . , m−1}. Äëÿ ëþáîãî n ïðè k = 2 è ëþáîãî
n > 1 ïðè k > 2 ñóùåñòâóåò (k, k)-ðåäêîå ìíîæåñòâî mon f ⊂ En

m òàêîå, ÷òî

|mon f | > mcknlog2 3−1
è

L×(mon f) .


Θ

(
|mon f | k+1

2k

)
, k > 3

3|mon f |3/5, k = 3
3|mon f |2/3, k = 2

.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1 è êîíñòðóêöèþ ðåäêîãî ìíîæåñòâà èç ðàáîòû [2],
ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 3.
(i) Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ìîæíî ýôôåêòèâíî óêàçàòü ìîíîòîí-

íûé ìíîãî÷ëåí f îò n ïåðåìåííûõ ñòåïåíè íå âûøå p− 1 ïî êàæäîé èç ïåðå-
ìåííûõ, òàêîé, ÷òî ïðè n →∞:

L+(f) = Ω
(
pn−o(n)

)
, L×(f) = Ω

(
p0,5n−o(n)

)
.

(ii) Ïðè ëþáîì ε > 0 ñóùåñòâóåò mε, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî m > mε ìîæíî
ýôôåêòèâíî óêàçàòü ìîíîòîííûé ìíîãî÷ëåí f îò n ïåðåìåííûõ ñòåïåíè íå
âûøå m− 1 ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ, òàêîé, ÷òî ïðè n →∞:

L+(f) = Ωε

(
mn(1−ε)

)
, L×(f) = Ωε

(
m0,5n(1−ε)

)
.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ íå
ïðåâîñõîäèò m − 1, òî L+(f) < mn è L×(f) 6 Θ

(
mn/2

)
ïðè n → ∞. Òàêèì

îáðàçîì, îöåíêè òåîðåìû 2 â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè ïðèâåäåíû, ÿâëÿþòñÿ
íåóëó÷øàåìûìè.

Â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå p = 2 òåîðåìà 3 äàåò ïðèìåð ìóëüòèëèíåéíî-
ãî (ëèíåéíîãî ïî êàæäîé ïåðåìåííîé) ìíîãî÷ëåíà n ïåðåìåííûõ ñ êîýôôè-
öèåíòàìè 0 è 1, èìåþùåãî àääèòèâíóþ ìîíîòîííóþ ñëîæíîñòü 2(1−o(1))n è
ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ìîíîòîííóþ ñëîæíîñòü 2(0,5−o(1))n.

Ðàíåå ìóëüòèëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè 0 è 1, è èìåþùèé ìî-
íîòîííóþ àääèòèâíóþ ñëîæíîñòü 2dn/2e−1, áûë ïîñòðîåí Î.Ì. Êàñèì-Çàäå [3]
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(ïåðâàÿ ýôôåêòèâíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà). Â ðàáîòå [1] áûë ïî-
ñòðîåí ìóëüòèëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè 0 è 1 ñ àääèòèâíîé ìî-
íîòîííîé ñëîæíîñòüþ, ïî ïîðÿäêó íå ìåíüøåé 22n/3, è ñ ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ìîíîòîííîé ñëîæíîñòüþ ïî ïîðÿäêó íå ìåíüøåé 2cn, ãäå c > 1/3.

Íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàâ êîíñòðóêöèþ èç òåîðåìû 3, ìîæíî ïîëó÷èòü
ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà ñ âûñîêèì îòíîøåíèåì ìîíîòîííîé ñëîæíîñòè è ñëîæ-
íîñòè âû÷èñëåíèÿ â ïîëíîì àðèôìåòè÷åñêîì áàçèñå, âêëþ÷àþùåì äîïîëíè-
òåëüíî îòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Òåîðåìà 4. Ìîæíî ýôôåêòèâíî óêàçàòü ìóëüòèëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí n ïå-
ðåìåííûõ, äëÿ êîòîðîãî îòíîøåíèå ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè â ìîíîòîííîì áà-
çèñå {x+ y, xy}∪R+ ê ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè â ïîëíîì áàçèñå {x+ y, xy}∪R
íå ìåíüøå, ÷åì 2(0,5−o(1))n.

Ðàíåå Âýëüÿíò [4] äëÿ ïîäîáíîãî îòíîøåíèÿ ïîëó÷èë îöåíêó 2Ω(
√

n) (èñ-
ïîëüçóÿ âñåãî îäèí ýëåìåíò óìíîæåíèÿ íà îòðèöàòåëüíóþ êîíñòàíòó).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêòû �08-01-00863, 08-01-
00632, è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ íàóê ÐÀÍ ¾Àëãåáðàè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé
êèáåðíåòèêè è èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû íîâîãî ïîêîëåíèÿ¿ (ïðîåêò ¾Çàäà-
÷è îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿).
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