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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ òå÷åíèé æèäêîñòè âáëèçè òåêñòóðèðîâàí-

íûõ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî òàêèå ïîâåðõíî-

ñòè èìåþò öåëûé ðÿä îñîáûõ ñâîéñòâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ äëÿ òåõíî-

ëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Êàê ïîêàçûâàþò ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû,

ïðè îáòåêàíèè ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè âÿçêîé æèäêîñòüþ íàáëþ-

äàåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîå ïðîñêàëüçûâàíèå è çàìåòíîå ñíèæåíèå ñîïðîòèâ-

ëåíèÿ òðåíèÿ ïîòîêà.

Àíàëîãè÷íóþ ïðèðîäó èìååò è îñðåäíåííîå ïðîñêàëüçûâàíèå âÿçêîé æèä-

êîñòè ïðè îáòåêàíèè ãðàíèöû ïîðèñòîé ñðåäû, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ

èëè ãàçîì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñêàëüçûâàíèå åñòü ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ

âíåøíåãî ïîòîêà è ôèëüòðàöèè æèäêîñòè âíóòðè ïîðèñòîãî òåëà, îäíàêî

â òàêèõ ñèñòåìàõ âåëè÷èíà ïðîñêàëüçûâàíèÿ, êàê ïðàâèëî, î÷åíü ìàëà. Íà

èñêóññòâåííûõ òåêñòóðèðîâàííûõ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòÿõ õàðàê-

òåðíàÿ "äëèíà ïðîñêàëüçûâàíèÿ" (îòíîøåíèå ñêîðîñòè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ê

ñêîðîñòè ñäâèãà) ìîæåò äîñòèãàòü äîëåé ìèëëèìåòðà, ÷òî ïðèâîäèò ê ñó-

ùåñòâåííîìó (ïîðÿäêà äåñÿòêà ïðîöåíòîâ) ñíèæåíèþ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî

ñîïðîòèâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè.

Â ïîñëåäíèå ãîäû, â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì íàíîòåõíîëîãèé, ïîçâîëÿþùèõ

ñîçäàâàòü êîíòðîëèðóåìûé ðåëüåô òåêñòóðû, ðåçêî âîçðîñ èíòåðåñ ê èññëå-

äîâàíèþ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíî-

ñòåé. Òàêèå ïîâåðõíîñòè íà÷èíàþò àêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ íå òîëüêî äëÿ

ñíèæåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ òðåíèÿ, íî è äëÿ èíòåíñèôèêàöèè ìàññîïåðåíî-

ñà â óñòðîéñòâàõ ìèêðîôëþèäèêè, â õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè, ïðè ñîçäà-
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íèè ïîêðûòèé, ñàìîî÷èùàþùèõñÿ îò êàïåëüíûõ çàãðÿçíåíèé, ïðåäîòâðà-

ùåíèÿ îáëåäåíåíèÿ ýëåìåíòîâ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ è òåõíîëîãè÷åñêèõ

êîíñòðóêöèé è äð. [22]. Òåõíîëîãè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ñóïåðãèäðîôîá-

íûõ ïîâåðõíîñòåé ñïîñîáñòâîâàëî íà÷àëó ðàçðàáîòêè îïòèìàëüíîãî äèçàé-

íà ïðîìûøëåííûõ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé è èçó÷åíèþ èõ ãèä-

ðîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Äèçàéí ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè çàêëþ-

÷àåòñÿ â ñîçäàíèè êîíòðîëèðóåìîé øåðîõîâàòîñòè (òåêñòóðû) ïîâåðõíî-

ñòè, îáðàçîâàííîé ñèñòåìîé ìèêðîëóíîê ëèáî ìèêðîâûñòóïîâ, â êîòîðûõ

èëè ìåæäó êîòîðûìè íàõîäÿòñÿ ãàçîâûå ïóçûðüêè, óäåðæèâàåìûå ñèëàìè

ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Ïðè ýòîì îáðàçóåòñÿ óñòîé÷èâàÿ ìåæôàçíàÿ

ãðàíèöà ìåæäó æèäêîñòüþ è ïîâåðõíîñòÿìè ïóçûðüêîâ, çàíèìàþùàÿ çà-

ìåòíóþ ÷àñòü îáùåé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè. Ïîíèæåííîå òðåíèå

ìåæäó ãàçîì è æèäêîñòüþ è ñîçäàåò ìàêðîñêîïè÷åñêîå ïðîñêàëüçûâàíèå

æèäêîñòè íà òàêîé ïîâåðõíîñòè. Õàðàêòåðíûå ëèíåéíûå ðàçìåðû ìèêðîâ-

ïàäèí è ìèêðîïóçûðüêîâ ñîñòàâëÿþò ∼ 10−4 − 10−2 ñì, ïîýòîìó ïðè îïè-

ñàíèè òå÷åíèÿ íà ìàñøòàáå ýëåìåíòîâ òåêñòóðû ïîâåðõíîñòè, êàê ïðàâèëî,

ïðèìåíèìî ïðèáëèæåíèå ñïëîøíîé ñðåäû.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè âäîëü ñóïåð-

ãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ìîæåò îïèñûâàòüñÿ êàê íà ìèêðîìàñøòàáå (ìàñ-

øòàáå ýëåìåíòîâ òåêñòóðû è ìèêðîïóçûðüêîâ), òàê è íà ìàêðîìàñøòà-

áå � íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè òå÷åíèé ñ õàðàêòåðíûìè ëèíåéíûìè ðàç-

ìåðàìè, çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿùèìè ðàçìåð ìèêðîíåîäíîðîäíîñòåé ïî-

âåðõíîñòè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàçìåðû øåðîõîâàòîñòè ïîâåðõíîñòè è ïó-

çûðüêîâ íåñóùåñòâåííû, è íàëè÷èå òåêñòóðû ìîäåëèðóåòñÿ çàäàíèåì ýô-

ôåêòèâíîãî óñëîâèÿ ñêîëüæåíèÿ òèïà óñëîâèÿ Íàâüå íà ãëàäêîé ñòåíêå.

Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó îñðåäíåííûì êàñàòåëüíûì íà-

ïðÿæåíèåì è îñðåäíåííîé ñêîðîñòüþ ïðîñêàëüçûâàíèÿ íàçûâàåòñÿ êîýô-

ôèöèåíòîì ñêîëüæåíèÿ (â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðà êàñàòåëüíûõ íà-

ïðÿæåíèé è ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ íå êîëëèíåàðíû, � òåíçîðîì ýôôåêòèâ-

íîé äëèíû ñêîëüæåíèÿ). Èññëåäîâàíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñóïåð-
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ãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ñîñòîèò, ïðåæäå âñåãî, â íàõîæäåíèè ýôôåê-

òèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé (îïðåäåëåíèè ÷èñ-

ëîâûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò òåíçîðà ýôôåêòèâíîé äëèíû ñêîëüæåíèÿ), à

òàêæå â èçó÷åíèè âëèÿíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà ìàêðîñêî-

ïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ. Äëÿ ïðàêòèêè èìååò âàæíîå çíà÷åíèå è

îïðåäåëåíèå çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ñêîëüæåíèÿ ñóïåðãèäðîôîáíûõ

ïîâåðõíîñòåé îò ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìèêðîòåêñòóðû.

Êàê ïðàâèëî, êîýôôèöèåíòû ñêîëüæåíèÿ îïðåäåëÿþò ýêñïåðèìåíòàëü-

íî, èñïîëüçóÿ ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ðåøåíèÿ ïðîñòûõ

ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ âìåñòî óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ èñïîëü-

çóåòñÿ óñëîâèå Íàâüå ñ íåèçâåñòíûì çàðàíåå êîýôôèöèåíòîì ñêîëüæåíèÿ.

Äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñêîëüæåíèÿ � ðåøåíèå ãèä-

ðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ îáòåêàíèÿ ýëåìåíòîâ òåêñòóðû ïîâåðõíîñòè, ñîäåð-

æàùèõ çàõâà÷åííûå ïóçûðüêè ãàçà (çàäà÷ ìèêðîóðîâíÿ), ïðè çàäàííûõ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ñêîðîñòü ñäâèãà ïîòîêà âäàëè îò ïîâåðõíîñòè ñ ïî-

ñëåäóþùèì îñðåäíåíèåì ðåøåíèÿ ïî ìàñøòàáó, ïðåâîñõîäÿùåìó ìàñøòàá

ýëåìåíòîâ òåêñòóðû.

Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ïðîñòûõ ðåøåíèé ìàêðîñêîïè÷å-

ñêèõ çàäà÷ ñ óñëîâèÿìè ñêîëüæåíèÿ, óäîáåí äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðå-

äåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñêîëüæåíèÿ ïîâåðõíîñòè. Òàê, äëÿ íåêîòîðûõ òè-

ïîâ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ðàçðàáîòàíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìå-

òîäèêè, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëÿòü êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ ïî èç-

ìåðåíèþ ïåðåïàäà äàâëåíèÿ ïðè ïðîòåêàíèè æèäêîñòè ÷åðåç óçêèé êàíàë ñ

ñóïåðãèäðîôîáíûìè ñòåíêàìè èëè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû, äåéñòâóþùåé

íà ÷àñòèöó ñ ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòüþ, îñåäàþùóþ â âÿçêîé æèä-

êîñòè. Îäíàêî, òàêîé ïîäõîä îãðàíè÷åí ïðîñòåéøèìè ñóïåðãèäðîôîáíûìè

ïîâåðõíîñòÿìè, äëÿ êîòîðûõ êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ ïîñòîÿííû.

Äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé, ó êîòîðûõ èíòåíñèâ-

íîñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ ìîæåò çàâèñåòü îò òî÷êè ïîâåðõíîñòè, èìåþùèåñÿ

ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäèêè íå ïðèìåíèìû. Â ëèòåðàòóðå ñîâñåì íåìíî-
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ãî ðàáîò, â êîòîðûõ ïîñòðîåíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ îáòåêàíèÿ

ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ óñëîâèåì ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ñóïåðãèäðîôîáíûõ

ïîâåðõíîñòåé òðåáóåòñÿ ïîñòðîåíèå íîâûõ, äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ðåøåíèé

çàäà÷ î òå÷åíèÿõ âÿçêîé æèäêîñòè âáëèçè ïîâåðõíîñòè ñ óñëîâèåì ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ, ëåãêî âîñïðîèçâîäèìûõ â ýêñïåðèìåíòå.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ íåîäíîðîäíûõ

ïîâåðõíîñòåé ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû è èç ðåøåíèÿ ìèêðîãèäðîäèíàìè÷å-

ñêîé çàäà÷è îáòåêàíèÿ ýëåìåíòîâ òåêñòóðû ïðè çàäàííûõ ïðîôèëÿõ ñêî-

ðîñòè âäàëè îò ïîâåðõíîñòè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêîé çàäà÷è íà ìèêðîóðîâíå ïîçâîëÿåò (äëÿ çàäàííîé ãåîìåòðèè ìèê-

ðîòåêñòóðû ïîâåðõíîñòè è ðåæèìà òå÷åíèÿ) âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû òåí-

çîðà ñêîëüæåíèÿ îäèí ðàç, à çàòåì èñïîëüçîâàòü èõ â ýôôåêòèâíîì óñëî-

âèè ïðîñêàëüçûâàíèÿ â ìàêðîòå÷åíèÿõ, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè âíåøíåãî

îáòåêàíèÿ òåë, ïîêðûòûõ ñóïåðãèäðîôîáíûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ïðè ðåøå-

íèè çàäà÷è îáòåêàíèÿ ýëåìåíòîâ ìèêðîòåêñòóðû âîçíèêàþò ìàòåìàòè÷å-

ñêèå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ óäîâëåòâîðåíèåì íåîäíîðîäíûõ (ñìåøàííûõ)

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ãðàíèöå îáëàñòè òå÷åíèÿ, ñîñòîÿùåé èç ó÷àñòêîâ ëî-

êàëüíîãî ïðèëèïàíèÿ è ìåæôàçíîé ãðàíèöû ñ íóëåâûì òðåíèåì. Äëÿ ïåðè-

îäè÷åñêèõ òåêñòóð ñ ïëîñêîé ìåæôàçíîé ãðàíèöåé (÷åðåäóþùèåñÿ ó÷àñòêè

ïðèëèïàíèÿ è ïðîñêàëüçûâàíèÿ) äâóìåðíàÿ çàäà÷à èìååò àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå, à òðåõìåðíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü îòíîñèòåëüíî ïðîñòî ðåøåíà

èçâåñòíûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Îäíàêî, ìåæôàçíàÿ ãðàíèöà, êàê ïðà-

âèëî, èìååò íåíóëåâóþ êðèâèçíó, à åå êðàÿ ìîãóò íå ñîâïàäàòü ñ êðàÿìè

êàâåðíû � ìåíèñê ìîæåò áûòü ïîãðóæåí âíóòðü êàâåðíû. Âîçíèêàþùàÿ

çàäà÷à íà ìèêðîóðîâíå íå ïîääàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ, à åå ÷èñ-

ëåííîå èññëåäîâàíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè ìåòîäàìè îñëîæíÿåòñÿ íàëè÷è-

åì ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ãðàíèöå äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ôîðìû.

Ïîýòîìó äî ñèõ ïîð â ëèòåðàòóðå îòñóòñòâîâàë óíèâåðñàëüíûé ìåòîä èññëå-

äîâàíèÿ òå÷åíèé âáëèçè ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè íà ìèêðîóðîâíå.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà óñòðàíåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ

âûøå ïðîáåëîâ â èññëåäîâàíèè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñóïåðãèäðî-

ôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷à-

ñòè ñòðîÿòñÿ íîâûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñòåêàíèÿ òîíêèõ ñëîåâ

âÿçêîé æèäêîñòè ïî ñóïåðãèäðîôîáíûì ïîâåðõíîñòÿì â ïîëå ñèëû òÿæå-

ñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé ýôôåêòèâíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Èññëåäî-

âàíî âëèÿíèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà äèíàìèêó è ôîðìó ïÿòíà ñìà÷èâàíèÿ.

Ïîñòðîåííûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì

îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ñêîëüæåíèÿ, â òîì ÷èñëå, è äëÿ íåîäíîðîä-

íûõ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Âòîðàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ òå÷åíèé íà ìèêðîóðîâ-

íå � ðàññìîòðåíî äâóìåðíîå ñòîêñîâî îáòåêàíèå ïåðèîäè÷åñêîé òåêñòóðû,

ñîñòîÿùåé èç ïðÿìîóãîëüíûõ êàâåðí ñ ãàçîâûìè ïóçûðüêàìè. Ïðåäëîæåí

è ðåàëèçîâàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ãðàíè÷íûõ èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûé âïåðâûå ïîçâîëèë èññëåäîâàòü íàèáîëåå

îáùóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ìåæôàçíàÿ ãðàíèöà èìååò êîíå÷íóþ êðèâèçíó, à

åå êðàÿ íå ñîâïàäàþò ñ óãëàìè êàâåðíû (ãàçîâûé ïóçûðåê ëèøü ÷àñòè÷íî

çàïîëíÿåò êàâåðíó).

Öåëè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîÿò â ñîçäàíèè è ðàçâèòèè ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò

òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ èç ðåøåíèÿ ìàêðî- è ìèêðîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷

î òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè âäîëü ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé. Äëÿ

äîñòèæåíèÿ óêàçàííûõ öåëåé áûëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà-

÷è:

• Îá àâòîìîäåëüíûõ ðåæèìàõ íåñòàöèîíàðíîãî ðàñòåêàíèÿ òîíêîãî

ñëîÿ âÿçêîé æèäêîñòè îò ëîêàëèçîâàííîãî èñòî÷íèêà âäîëü ãîðèçîíòàëü-

íîé íåîäíîðîäíîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè;

• Îá óñòàíîâèâøåìñÿ ñòåêàíèè ðó÷åéêà òÿæåëîé âÿçêîé æèäêîñòè ïî

íàêëîííîé íåîäíîðîäíîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè;

• Îá ýâîëþöèè òîíêîãî ñëîÿ âÿçêîé æèäêîñòè íà ñóïåðãèäðîôîáíîé
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öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, îñü êîòîðîé ïåðïåíäèêóëÿðíà íàïðàâëåíèþ

ñèëû òÿæåñòè;

• Î ñòîêñîâîì îáòåêàíèè ýëåìåíòîâ ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîòåêñòóðû ñó-

ïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè (äâóìåðíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êàâåðí, ÷àñòè÷-

íî èëè ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûõ ãàçîâîé ôàçîé, è ãðóïï êàâåðí).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû,

âûíîñèìûå íà çàùèòó:

• Ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû àâòîìîäåëüíûå çàäà÷è íåñòàöèîíàðíîãî

ðàñòåêàíèÿ òîíêîãî ñëîÿ òÿæåëîé âÿçêîé æèäêîñòè îò ëîêàëèçîâàííîãî

ëèíåéíîãî è òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà íà íåîäíîðîäíîé ãîðèçîíòàëüíîé ñóïåð-

ãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ïðè ñòåïåííîì è ýêñïîíåíöèàëüíîì (ïî âðåìåíè)

çàêîíàõ ìàññîïîäâîäà.

• Èññëåäîâàíû çàäà÷è î ñòåêàíèè à) ðó÷åéêà âÿçêîé æèäêîñòè ïî íà-

êëîííîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè è á) òîíêîãî ñëîÿ âÿçêîé

æèäêîñòè ñ öèëèíäðè÷åñêîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè, îñü êîòîðîé

ïåðïåíäèêóëÿðíà íàïðàâëåíèþ ñèëû òÿæåñòè.

• Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ãðàíè÷íûõ

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñòîêñîâûõ òå÷åíèé â îêðåñòíîñòè ïðÿìîóãîëü-

íîé êàâåðíû, ñîäåðæàùåé ãàçîâûé ïóçûðåê.

• Âïåðâûå èññëåäîâàíî îáòåêàíèå ýëåìåíòà ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû

ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ñäâèãîâûì ïîòîêîì â íàèáîëåå îáùåé ñèòó-

àöèè, êîãäà êðàÿ èñêðèâëåííîé ãðàíèöû ïóçûðüêà íå ñîâïàäàþò ñ êðàÿìè

êàâåðíû. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ïàðàìåòðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû

òå÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè êàâåðíû è îñðåäíåííîãî êîýôôèöèåíòà ñêîëüæåíèÿ

äëÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Èçëîæåí-

íûå â äèññåðòàöèè àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ òå÷åíèé ñòîêñîâîé ïëåí-

êè ñ óñëîâèÿìè ïðîñêàëüçûâàíèÿ è íàéäåííûå çàêîíîìåðíîñòè ïîâåäåíèÿ

ïÿòíà ñìà÷èâàíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðå-

äåëåíèÿ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ ïðîìûøëåí-
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íûõ íåîäíîðîäíûõ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ðàçðàáîòàííûé ÷èñ-

ëåííûé àëãîðèòì è íàáîð êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ ìåòîä

ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ äâóìåðíûõ ñòîêñîâûõ òå÷åíèé

âáëèçè èñêðèâëåííûõ ãðàíèö ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ìî-

ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïðîèçâîäñòâå îïòèìàëüíûõ ïðîìûøëåííûõ ñó-

ïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ýô-

ôåêòèâíîå ñêîëüæåíèå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòà-

öèè, äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

� Êîíôåðåíöèÿ-êîíêóðñ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ èìåíè

Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (Ìîñêâà, 2011-2015); Ìåæäóíàðîäíûé ìîëîäåæíûé íà-

ó÷íûé ôîðóì "Ëîìîíîñîâ" (Ìîñêâà, 2012-2015); Êîíôåðåíöèÿ "Ëîìîíî-

ñîâñêèå ÷òåíèÿ" (ÌÃÓ, Ìîñêâà, 2012-2014); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ

"Íåëèíåéíûå çàäà÷è òåîðèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è òóðáóëåíò-

íîñòü" (Çâåíèãîðîä, 2014); XVII øêîëà-ñåìèíàð, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè àêà-

äåìèêà Ã.Ã. ×åðíîãî è 55-ëåòèþ ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ "Ñîâðåìåííûå ïðî-

áëåìû àýðîãèäðîäèíàìèêè" (Ñî÷è, 2014); XXØêîëà-ñåìèíàð ìîëîäûõ ó÷å-

íûõ è ñïåöèàëèñòîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ À.È. Ëåîíòüåâà

(Çâåíèãîðîä, 2015); XI Âñåðîññèéñêèé ñúåçä ïî ôóíäàìåíòàëüíûì ïðîáëå-

ìàì òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè (Êàçàíü, 2015); XXXII Ñèáèð-

ñêèé òåïëîôèçè÷åñêèé ñåìèíàð, ïîñâÿùåííûé 80-ëåòèþ àêàäåìèêà Â.Å.

Íàêîðÿêîâà (Íîâîñèáèðñê, 2015).

Çà èññëåäîâàòåëüñêèé ïðîåêò "Ñîçäàíèå è ðàçâèòèå íîâûõ ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé" àâòîð áûë óäîñòîåí

çâàíèÿ ïîáåäèòåëÿ âî "Âñåðîññèéñêîì êîíêóðñå èííîâàöèîííûõ ïðîåêòîâ

"Ó.Ì.Í.È.Ê.�2014"; çà ðàáîòó "Òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè íàä ìèêðîêàâåð-

íîé, çàïîëíåííîé ãàçîì" àâòîð íàãðàæäåí äèïëîìîì 3-åé ñòåïåíè

Êîíôåðåíöèè-êîíêóðñà ìîëîäûõ ó÷åíûõ ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ (2014); çà

ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, è îïóáëèêîâàííûå ðàáîòû àâòîðó

ïðèñóæäåíà ñòèïåíäèÿ Ðåêòîðà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà äëÿ ìîëîäûõ
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ïðåïîäàâàòåëåé è ó÷åíûõ, äîáèâøèõñÿ çíà÷èòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â ïðåïî-

äàâàòåëüñêîé è íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè (2014); çà ðàáîòó "Îáòåêàíèå âÿç-

êîé æèäêîñòüþ ïåðèîäè÷åñêîé òåêñòóðû ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè"

àâòîð íàãðàæäåí äèïëîìîì 3-åé ñòåïåíè Êîíôåðåíöèè-êîíêóðñà ìîëîäûõ

ó÷åíûõ ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ (2015).

Ïîñòàíîâêè çàäà÷ è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáñóæäàëèñü è ïîëó÷èëè

îäîáðåíèå íà ñïåöèàëèçèðîâàííûõ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ:

ñåìèíàðå êàôåäðû àýðîìåõàíèêè è ãàçîâîé äèíàìèêè ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì ïðîô. Â.Â. Èçìîäåíîâà, ïðîô. Â.Ä. Êîòåëêèíà, ïðîô. Ê.Â. Êðàñíî-

áàåâà, ïðîô. Â.ß. Øêàäîâà (2015); ñåìèíàðå ëàáîðàòîðèè ìåõàíèêè ìíîãî-

ôàçíûõ ñðåä ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. À.Í. Îñèïöîâà

(2012-2015); ñåìèíàðå ïî ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ

ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàä. ÐÀÍ À.Ã. Êóëèêîâñêîãî, ïðîô. Â.Ï. Êàðëèêîâà è

÷ëåíà-êîðð. ÐÀÍ Î.Ý. Ìåëüíèêà (2015).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, îïóáëèêîâàíû â

18 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ, èç íèõ 3 â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ [97, 107, 133], 3

â òðóäàõ ðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèé [92, 113, 130] è 12 òåçèñàõ äîêëàäîâ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà è äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Àâòîð ïðè-

íèìàë íåïîñðåäñòâåííîå ó÷àñòèå â ôîðìóëèðîâêå ïîñòàíîâîê çàäà÷, îá-

ñóæäåíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è íàïèñàíèè íàó÷íûõ ñòàòåé. Àâòîðîì

ðàçðàáîòàíû îðèãèíàëüíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìó-

ëèðîâàííûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè íà ÝÂÌ è ïðîâåäåíû ÷èñëåí-

íûå ðàñ÷åòû, âûïîëíåíà îáðàáîòêà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ïîäãîòîâëåí

ãðàôè÷åñêèé ìàòåðèàë, ïðåäñòàâëåííûé â äèññåðòàöèè. Àâòîð ëè÷íî ïðåä-

ñòàâëÿë ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ. Äîñòîâåðíîñòü

ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷åíà èñïîëüçîâàíèåì àïðîáèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè, êîíòðîëåì òî÷íîñòè èñïîëüçóåìûõ

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è ñðàâíåíèåì ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ

èìåþùèìèñÿ ëèòåðàòóðíûìè äàííûìè äðóãèõ àâòîðîâ.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

îáçîðà ëèòåðàòóðû, äâóõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ïðèëîæå-

íèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè � 118 ñòð.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ðàñòåêàíèè òîíêîãî ñëîÿ âÿçêîé

æèäêîñòè âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé, íàêëîííîé è öèëèíäðè÷åñêîé ñóïåðãèä-

ðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ çàäàííûì óñëîâèåì ýôôåêòèâíîãî ïðîñêàëüçû-

âàíèÿ Íàâüå (Áàçàíòà-Âèíîãðàäîâîé) íà ïîâåðõíîñòè. Îïèñàíû âîçìîæ-

íûå àâòîìîäåëüíûå ðåæèìû ðàñòåêàíèÿ æèäêîñòè âäîëü íåîäíîðîäíîé ñó-

ïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ôîðìîîáðàçîâàíèÿ

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðó÷åéêà âÿçêîé æèäêîñòè, îáðàçóþùåéñÿ ïðè óñòàíî-

âèâøåìñÿ ñòåêàíèè ðó÷åéêà ïî íàêëîííîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè.

Ïîëó÷åíû àâòîìîäåëüíûå çàêîíû äâèæåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà è ôîðìû

ïÿòíà ñìà÷èâàíèÿ íà ðàçëè÷íûõ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ïðîâå-

äåíî èññëåäîâàíèå ïðîöåññà ñòåêàíèÿ òîíêîãî ñëîÿ òÿæåëîé âÿçêîé æèä-

êîñòè ñ öèëèíäðè÷åñêîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè, îñü êîòîðîé ïåð-

ïåíäèêóëÿðíà íàïðàâëåíèþ ñèëû òÿæåñòè.

Âî âòîðîé ãëàâå ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â äâó-

ìåðíîé ïîñòàíîâêå ðåøåíà çàäà÷à î ìåäëåííîì óñòàíîâèâøåìñÿ òå÷åíèè

âÿçêîé æèäêîñòè íàä ïåðèîäè÷åñêîé òåêñòóðîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõ-

íîñòè, ñîäåðæàùåé ãàçîâûå ïóçûðüêè ñ ïðÿìîé è èñêðèâëåííîé ìåæôàçíîé

ãðàíèöåé. Ðàññìîòðåíû òå÷åíèå â òîíêîì êàíàëå ñ ñóïåðãèäðîôîáíîé ñòåí-

êîé ïðè çàäàííîì ïåðåïàäå äàâëåíèÿ è îáòåêàíèå òåêñòóðû ïîâåðõíîñòè

ñäâèãîâûì ïîòîêîì. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ïàðàìåòðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå

çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ îò îïðåäåëÿþùèõ ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è: äîëè ãàçîâîãî ó÷àñòêà, òîëùèíû êàíàëà,

ôîðìû è ïîëîæåíèÿ ìåæôàçíîé ãðàíèöû îòíîñèòåëüíî ñòåíîê ìèêðîêà-

âåðíû. Ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå îáòåêàíèÿ ñäâèãîâûì ïîòîêîì ñèñòåìû

ìèêðîêàâåðí, çàïîëíåííûõ ãàçîì.
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Îáçîð ëèòåðàòóðû

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå â ëèòåðàòóðå íàáëþäàåòñÿ ðåçêèé ïîäúåì èí-

òåðåñà ê ñóïåðãèäðîôîáíûì ïîâåðõíîñòÿì [1], îáëàäàþùèì ñâîéñòâàìè ñà-

ìîî÷èùàþùåãîñÿ ëèñòà ëîòîñà (ðèñ. 1), âäîëü êîòîðîãî êàïëè æèäêîñòè

ñêàòûâàþòñÿ, èñïûòûâàÿ ìèíèìàëüíîå ñîïðîòèâëåíèå òðåíèÿ [2]. Êàê ïðà-

Ðèñ. 1. Êàïëÿ æèäêîñòè íà ëèñòå ëîòîñà

âèëî, ñâîéñòâî ñóïåðãèäðîôîáíîñòè äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ñî÷åòàíèÿ õèìè÷å-

ñêîé ãèäðîôîáíîñòè è ìåõàíè÷åñêîãî òåêñòóðèðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè. Ïîä

òåêñòóðèðîâàíèåì èìååòñÿ â âèäó ñîçäàíèå ïîâåðõíîñòíîé øåðîõîâàòîñòè

â âèäå ìèêðîëóíîê ëèáî ìèêðîâûñòóïîâ (ðàçìåðàìè â åäèíèöû è äåñÿò-

êè ìèêðîí), âíóòðè èëè ìåæäó êîòîðûìè íàõîäÿòñÿ ñòàáèëüíûå ìèêðî-

ïóçûðüêè âîçäóõà. Òàêîå ñîñòîÿíèå ãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè â ëèòåðà-

òóðå ïðèíÿòî íàçûâàòü ñîñòîÿíèåì Êàññè [1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]. Ñòàòè÷å-

ñêèå óãëû ñìà÷èâàíèÿ íà ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè äîñòèãàþò ñòà

äâàäöàòè è áîëåå ãðàäóñîâ, à ïðè òå÷åíèè æèäêîñòè âäîëü òàêîé ïîâåðõ-

íîñòè èìååò ìåñòî çàìåòíîå ìàêðîñêîïè÷åñêîå ïðîñêàëüçûâàíèå. Èìåþòñÿ

äàííûå î ñèíòåòè÷åñêèõ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòÿõ, íà êîòîðûõ ñòà-

òè÷åñêèå óãëû ñìà÷èâàíèÿ äîñòèãàþò ñòà âîñüìèäåñÿòè ãðàäóñîâ [10, 11].
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Ñâîéñòâî ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòÿõ îáóñëîâëå-

íî òåì, ÷òî æèäêîñòü, äâèæóùàÿñÿ âäîëü ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè,

íà ìèêðîóðîâíå êîíòàêòèðóåò êàê ñ ó÷àñòêàìè òâåðäîé ïîâåðõíîñòè (íà êî-

òîðûõ ðåàëèçóåòñÿ óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ), òàê è ñ ïîâåðõíîñòÿìè ïóçûðüêîâ,

íà êîòîðûõ òðåíèå ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò. Ñíèæåíèå òðåíèÿ, íàïðèìåð,

ñïîñîáñòâóåò òîìó, ÷òî ïîâåðõíîñòü êàïëè, ëåæàùåé íà ñóïåðãèäðîôîáíîé

ïîâåðõíîñòè, ïîä äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïðèíèìàåò ïî÷òè

èäåàëüíî-ñôåðè÷åñêóþ ôîðìó (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Ñîñòîÿíèå Êàññè íà ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà òâåðäîé ñòåíêå äëÿ âÿçêîé æèä-

êîñòè áûëî ïðåäëîæåíî Íàâüå åùå â 1823 ãîäó [12]

u∗0 = b∗
∣∣∣∣∂u∗∂y∗

∣∣∣∣ ,
ãäå b∗ � äëèíà ñêîëüæåíèÿ (ðèñ. 3). Â óñëîâèè Íàâüå ñêîðîñòü ïðîñêàëü-

çûâàíèÿ u∗0 ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè ñäâèãà (èëè êàñàòåëüíîìó íàïðÿæå-

íèþ) íà ñòåíêå ñî ñòîðîíû æèäêîñòè.

Ðèñ. 3. Ñõåìà ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå

Äëÿ ãàçà, äâèæóùåãîñÿ âäîëü òâåðäîé ïîâåðõíîñòè, äëèíó ñêîëüæåíèÿ

â 1879 ãîäó âïåðâûå âû÷èñëèë Ìàêñâåëë [13] è ïîêàçàë, ÷òî b∗ ïî ïîðÿäêó
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âåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ äëèíîé ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà. Ïðàêòè÷å-

ñêè äëÿ âñåõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òå÷åíèé æèäêîñòåé è ãàçîâ âäîëü îáû÷íûõ

ïîâåðõíîñòåé äëèíà ñêîëüæåíèÿ èìååò ïîðÿäîê íàíîìåòðîâ, ïîýòîìó ïðè

êîíòèíóàëüíîì îïèñàíèè ñðåäû ïðîñêàëüçûâàíèå ìîæíî íå ó÷èòûâàòü è

èñïîëüçîâàòü óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ. Îäíàêî, â òå÷åíèÿõ ðàçðåæåííûõ ãàçîâ

ëèáî ïðè òå÷åíèÿõ â ìèêðîêàíàëàõ (êîãäà äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëå-

êóëû ñîïîñòàâèìà ñ õàðàêòåðíûì ëèíåéíûì ðàçìåðîì çàäà÷è) ïðîñêàëüçû-

âàíèå ïîòîêà íà òâåðäîé ñòåíêå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü. Â [14] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ

ðàçðåæåííûõ ãàçîâ èëè òå÷åíèÿ âÿçêîé ñðåäû â óñòðîéñòâàõ ìèêðîôëþè-

äèêè, êîãäà ÷èñëà Êíóäñåíà äîñòèãàþò âñåãî ëèøü äåñÿòûõ äîëåé åäèíèöû,

ïðîñêàëüçûâàíèå óæå ñòàíîâèòñÿ çàìåòíûì.

Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ òðåáóåòñÿ ëîêàëüíûé ó÷åò ïðîñêàëüçûâàíèÿ, íà-

ïðèìåð, äëÿ òå÷åíèé æèäêîñòè ñ ïîäâèæíîé ñâîáîäíîé ãðàíèöåé è óñëîâè-

åì ïðèëèïàíèÿ ñóùåñòâóåò íåèíòåãðèðóåìàÿ îñîáåííîñòü íà ëèíèè êîíòàê-

òà æèäêîñòè ñ òâåðäîé ñòåíêîé. Òàêèå îñîáåííîñòè âîçíèêàþò, íàïðèìåð,

ïðè èññëåäîâàíèè ðàñòåêàíèÿ êàïëè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè âäîëü ïîäëîæ-

êè èëè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà âûäàâëèâàíèÿ ïîëèìåðîâ èç òîíêèõ

êàïèëëÿðîâ. Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè

òàêèõ ÿâëåíèé ïðèâîäèò ê íåôèçè÷íûì ðåçóëüòàòàì ñ íåèíòåãðèðóåìîé

îñîáåííîñòüþ òðåíèÿ íà ïåðåäíåì ôðîíòå [15, 16, 17]. Ó÷åò ëîêàëüíîãî ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ äàæå â òàêèõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òå÷åíèÿõ ïîçâîëÿåò óñòðà-

íèòü âîçíèêàþùóþ ñèíãóëÿðíîñòü [18].

Àêòèâíîå èñïîëüçîâàíèå íàíîòåõíîëîãèé ïðè ïðîèçâîäñòâå òåêñòóðèðî-

âàííûõ ïîâåðõíîñòåé è âíåäðåíèå â ïðàêòèêó óñòðîéñòâ ìèêðîôëþèäè-

êè ñïîñîáñòâîâàëî ñîçäàíèþ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé, íà êîòîðûõ

äëèíà ñêîëüæåíèÿ b∗ äîñòèãàåò ìàêðîñêîïè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïðè ïðàêòè÷å-

ñêè íóëåâûõ ÷èñëàõ Êíóäñåíà.

Äèçàéí ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ ãåòåðîãåííîé òåêñòóðîé, íà

êîòîðûõ äëèíà ñêîëüæåíèÿ äîñòèãàåò íåñêîëüêèõ äåñÿòûõ ìèëëèìåòðà, è

èññëåäîâàíèå îáòåêàíèÿ âÿçêîé æèäêîñòüþ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé ïðèâåëî ê
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ôîðìóëèðîâêå îáîáùåííîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Íàâüå. Äëÿ îñðåäíåííîãî

îïèñàíèÿ òå÷åíèé âäîëü òàêèõ ïîâåðõíîñòåé â ðàáîòå [19] áûëî ïðåäëîæåíî

îáîáùåííîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå Íàâüå â òåíçîðíîì âèäå (â çàïàäíîé ëèòåðà-

òóðå îíî íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì Áàçàíòà-Âèíîãðàäîâîé), êîòîðîå â ðàçìåð-

íûõ ïåðåìåííûõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

u∗τi|w = b∗ij
∂u∗τj
∂n∗ |w, (i, j = 1, 2).

Çäåñü ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàïèñàíî â ëîêàëüíîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå,

ñâÿçàííîì ñ ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè, u∗τj

(j = 1, 2) � ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè æèäêîñòè íà íàïðàâëåíèÿ áàçèñ-

íûõ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè ïîâåðõíîñòè, à íàïðàâëåíèå íîðìàëè

ê ïîâåðõíîñòè n∗ ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì òðåòüåãî áàçèñíîãî âåêòîðà;

u∗τi|w � êîìïîíåíòû îñðåäíåííîé êàñàòåëüíîé ñêîðîñòè æèäêîñòè íà ïîäñòè-

ëàþùåé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè, èíäåêñ w îòíîñèòñÿ ê çíà÷åíèÿì

âåëè÷èí íà ñòåíêå. Êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè b∗ij, íàçûâàåìûå

êîìïîíåíòàìè òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ (êîýôôèöèåíòû ñêîëüæåíèÿ), èìåþò

ðàçìåðíîñòü äëèíû. Îíè õàðàêòåðèçóþò ýôôåêòèâíûå ëîêàëüíûå ñâîéñòâà

ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé. Â îáùåì ñëó÷àå íåîäíîðîäíîé ñóïåðãèä-

ðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ � ôóíêöèè òî÷êè

ïîâåðõíîñòè [97, 107]. Äàííîå óñëîâèå âûðàæàåò åñòåñòâåííîå óñëîâèå ëè-

íåéíîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè âåêòîðà îñðåäíåííîé ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ íà

ñòåíêå âåêòîðó îñðåäíåííûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, à ëèíåéíîñòü ñëå-

äóåò èç ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé æèäêîñòè íà ìèêðîìàñøòàáå (óðàâíåíèé

Ñòîêñà). Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå èññëåäîâàíèé, â êîòîðûõ èñïîëüçó-

åòñÿ ìîäåëü ýôôåêòèâíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ â óêàçàííîì âèäå, ïðèíèìàåò-

ñÿ, ÷òî òåíçîð ñêîëüæåíèÿ èìååò äâà ãëàâíûõ îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèÿ.

Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå äëÿ ìíîãèõ ïðèìåíÿåìûõ íà ïðàêòèêå ñóïåðãèäðî-

ôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî. Äëÿ îáû÷íûõ ïî-

âåðõíîñòåé ñ óñëîâèåì ïðèëèïàíèÿ òåíçîð ñêîëüæåíèÿ íóëåâîé.

Äëÿ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû äàí-
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Ðèñ. 4. Ñõåìà ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè

íîãî òåíçîðà ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê ãëàâíûì îñÿì ïîêàçûâàþò ðàññòîÿíèå

âíóòðè òâåðäîé ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîå íåîáõîäèìî ìûñëåííî îïóñòèòü

ãðàíèöó ðàçäåëà ôàç, ÷òîáû ïîëó÷èòü íóëåâóþ ñêîðîñòü æèäêîñòè (ðèñ.

4). Ãëàâíûå îñè òåíçîðà óêàçûâàþò íàïðàâëåíèÿ âäîëü ñóïåðãèäðîôîáíîé

ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå íàèáîëüøåìó è íàèìåíüøåìó ïðîñêàëüçû-

âàíèÿì âäîëü ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå.

Ðîñò ïðàêòè÷åñêîãî èíòåðåñà ê èññëåäîâàíèþ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ñâÿçàí êàê ñ áûñòðûì ðàçâèòè-

åì íàíîòåõíîëîãèé [5, 9], ïîçâîëÿþùèõ ñîçäàâàòü òðåáóåìûå ìèêðîíåîäíî-

ðîäíîñòè ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 5), òàê è ñ ðàñøèðåíèåì îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ

ìèêðîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óñòðîéñòâ.

Ìàêðîñêîïè÷åñêîå ïðîñêàëüçûâàíèå íà ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòÿõ

óâåëè÷èâàåò ìàññîïåðåíîñ âäîëü ïîâåðõíîñòè è ñîçäàåò ýôôåêò ñàìîî÷è-

ùåíèÿ (ðèñ. 6) � óæå ïðè ìàëûõ óãëàõ íàêëîíà êàïëè æèäêîñòè ñêàòû-

âàþòñÿ ïî ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè, óíîñÿ ÷àñòèöû çàãðÿçíåíèÿ ñ

ïîâåðõíîñòè [20, 21]. Îñîáåííî ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå

ñàìîî÷èùàþùèõñÿ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ

îáëåäåíåíèÿ íåñóùèõ ÷àñòåé êîíñòðóêöèé [22, 23]. Â ëèòåðàòóðå àêòèâíî

îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ìàòåðèàëîâ

â ñòðîèòåëüñòâå (ïîêðûòèÿ ìîñòîâ, ýëåêòðîïðîâîäîâ, çäàíèé è ïð.), íåô-

òåäîáûâàþùåé ïðîìûøëåííîñòè (âíóòðåííåå ïîêðûòèå òðóáîïðîâîäîâ) è

äàæå â àâèàöèè è ñóäîñòðîåíèè. Òàêèå ïðîåêòû ñâÿçàíû ñ ïîÿâëåíèåì îá-
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Ðèñ. 5. Ìèêðîòåêñòóðà ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííàÿ "ëåñîì íàíîòðó-

áîê".

íàäåæèâàþùèõ ðåçóëüòàòîâ ïî èñïîëüçîâàíèþ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõ-

íîñòåé äëÿ ñíèæåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ òðåíèÿ íå òîëüêî â ìåäëåííûõ êàïèë-

ëÿðíûõ òå÷åíèÿõ, íî è â òóðáóëåíòíûõ ðåæèìàõ òå÷åíèÿ [24, 25, 26]. Â õè-

ìè÷åñêèõ òåõíîëîãèÿõ ñóïåðãèäðîôîáíûå ïîâåðõíîñòè òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ

äëÿ ñíèæåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ, óâåëè÷åíèÿ ìàññîïåðåíîñà è èíòåíñèâíîñòè

ïåðåìåøèâàíèÿ ðåàãåíòîâ â óñòðîéñòâàõ ìèêðîôëþèäèêè, â êîòîðûõ ýô-

ôåêò ïðîñêàëüçûâàíèÿ íàèáîëåå çàìåòåí [27]. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ê

íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíû òåõíîëîãèè ñîçäàíèÿ ñóïåðãèäðîôîáíûõ

ïîâåðõíîñòåé, ó êîòîðûõ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ b∗ij äîñòèãàþò âåëè÷èí

â äîëè ìèëëèìåòðîâ [28].

Äëÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõ-

íîñòè íåîáõîäèìî óìåòü âû÷èñëÿòü ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òåíçî-

ðà ñêîëüæåíèÿ è íàõîäèòü ôóíêöèîíàëüíóþ ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíîé ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ è ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ òðåíèÿ, äåéñòâóþùåé íà ïîâåðõíîñòü

ñî ñòîðîíû æèäêîñòè. Ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà, èñïîëüçóå-

ìûõ äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ. Ïåð-
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Ðèñ. 6. Ñàìîî÷èùåíèå íà ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè

âûé îñíîâûâàåòñÿ íà îñðåäíåíèè ëîêàëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè íàä òåêñòóðîé

ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè è âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ýôôåêòèâíî-

ãî ñêîëüæåíèÿ èç ëîêàëüíîãî óñëîâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà ñòåíêå

⟨u∗w⟩ = b∗eff

⟨(
∂u∗

∂n∗

)
w

⟩
,

â êîòîðîì ⟨⟩ îáîçíà÷àåò îñðåäíåíèå ïî äëèíå òåêñòóðû. Äðóãèìè ñëîâà-

ìè, ïàðàìåòðû ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ ìèêðî-

ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è îá îáòåêàíèè âÿçêîé æèäêîñòüþ c çàäàííûì

ïðîôèëåì ñêîðîñòè ýëåìåíòîâ òåêñòóðû ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè,

ñîñòîÿùåé èç ó÷àñòêîâ òâåðäîé ñòåíêè (ñ ëîêàëüíûì óñëîâèåì ïðèëèïà-

íèÿ) è êàâåðíû, ñîäåðæàùåé ãàçîâûé ïóçûðåê ñ óñòîé÷èâîé ìåæôàçíîé

ïîâåðõíîñòüþ. Âòîðîé ïîäõîä � ýòî ðåøåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêîé çàäà÷è î

òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè âäîëü ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ñ óñëîâè-

åì ïðîñêàëüçûâàíèÿ Íàâüå ïðè íåêîòîðûõ íåèçâåñòíûõ çàðàíåå çíà÷åíè-

ÿõ êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ. Èç ðåøåíèÿ óêàçàííîé ìàêðîñêîïè÷å-

ñêîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòîì ýô-

ôåêòèâíîãî òðåíèÿ è òåíçîðîì ñêîëüæåíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, èñ-

ïîëüçîâàííàÿ ïðè ðåøåíèè ìàêðîñêîïè÷åñêîé çàäà÷è, ìîæåò óêàçàòü ñó-

ïåðãèäðîôîáíûå ïîâåðõíîñòè, õàðàêòåðèçóåìûå ðàññìàòðèâàåìûì òåíçî-
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ðîì ñêîëüæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíèìà ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü. Â îáçîðå

[29] ïîäðîáíî îïèñàíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäèêè, îñíîâàííûå íà ðåøå-

íèè ðàçëè÷íûõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ çàäà÷ î òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè âäîëü

ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé è èñïîëüçóåìûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåê-

òèâíûõ õàðàêòåðèñòèê òàêèõ ïîâåðõíîñòåé.

Âåðîÿòíî, îäíîé èç ïèîíåðñêèõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ òåîðåòè÷åñêîìó èñ-

ñëåäîâàíèþ âëèÿíèÿ ýôôåêòèâíîãî ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ãèäðîôîáíîãî ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ íà ñíèæåíèå ìåõàíè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, ïî ïðàâó ñ÷èòà-

åòñÿ ðàáîòà [30], â êîòîðîé â ïðèáëèæåíèè ñìàçî÷íîãî ñëîÿ ðåøåíà çàäà÷à

î âûòåñíåíèè âÿçêîé æèäêîñòè èç çàçîðà ìåæäó äâóìÿ ñáëèæàþùèìèñÿ

ñôåðàìè ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà. Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëàñü îñåñèì-

ìåòðè÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Íàâüå íà ïîâåðõíîñòè

îáåèõ ñôåð äëÿ ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè. Ðåøåíèå äëÿ ñêîðîñòè è

äàâëåíèÿ ïîëó÷åíî äëÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà çíà÷åíèé äëèí ñêîëüæåíèÿ è

ðàäèóñîâ ñôåð. Ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ ñòàë âû÷èñëåííûé ïîïðàâî÷íûé ìíî-

æèòåëü ê ñèëå ñîïðîòèâëåíèÿ, äåéñòâóþùåé íà ñôåðû, çàâèñÿùèé îò òîë-

ùèíû çàçîðà è äëèí ñêîëüæåíèÿ íà ñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ïðîâåäåíî

ïàðàìåòðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ êàê ôóíê-

öèè îòíîøåíèÿ âåëè÷èíû ïðîñêàëüçûâàíèÿ ê òîëùèíå çàçîðà ìåæäó ñôå-

ðàìè è îòíîøåíèÿ äëèí ñêîëüæåíèÿ íà ñôåðàõ. Äàëüíåéøåå òåîðåòè÷åñêîå

èçó÷åíèå ñíèæåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ òðåíèÿ ïðè òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè

âäîëü ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè áûëî âûïîëíåíî â ðàáîòàõ [31, 32]. Â

[31] ðåøåíà çàäà÷à î ïðèáëèæåíèè êðóãëîãî ãèäðîôèëüíîãî äèñêà (ñ óñëî-

âèåì ïðèëèïàíèÿ) ê ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè â âÿçêîé æèäêîñòè. Â

ïðîâåäåííîì èññëåäîâàíèè óñëîâèå ýôôåêòèâíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ Íàâüå

íà ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè äëÿ äâóõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè çàäàâà-

ëîñü â òåíçîðíîì âèäå, ïðè ýòîì íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðà äëèíû

ñêîëüæåíèÿ áûëè ëèøü åãî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå

ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è: âû÷èñëèòü ïîëå ñêîðî-

ñòè è ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ, äåéñòâóþùåãî íà äèñê, êàê ôóíêöèþ äèàãî-
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íàëüíûõ êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ è òîëùèíû çàçîðà ìåæäó äèñêîì

è ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòüþ. Çàòåì áûëà âû÷èñëåíà ñèëà, äåéñòâó-

þùàÿ íà äèñê ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, è íàéäåí ïîïðàâî÷íûé ìíîæèòåëü ê

ñèëå ñîïðîòèâëåíèÿ Ðåéíîëüäñà; ïðîâåäåíî ïàðàìåòðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå

âåëè÷èíû ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Â ðå-

çóëüòàòå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî óìåíüøåíèå ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ íàèáîëåå

çàìåòíî â ñëó÷àå, êîãäà çàçîð ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíàìè ñêîëüæåíèÿ. Â

ðàáîòå [32] ðàññìîòðåíî ìåäëåííîå îñåäàíèå ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû â âÿçêîé

æèäêîñòè â ñèòóàöèè, êîãäà íèæíÿÿ ñòåíêà � ñóïåðãèäðîôîáíàÿ ñ çàäàí-

íûì óñëîâèåì ýôôåêòèâíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ Íàâüå â òåíçîðíîé ôîðìå.

Â ýòîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñóïåðãèäðîôîáíàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò

çàäàííóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òåêñòóðó ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ó÷àñòêàìè ïðèëèïà-

íèÿ è ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Âû÷èñëåíî ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíî-

ñòè ÷àñòèöû è íàéäåíà ïîïðàâêà ê ñèëå ñîïðîòèâëåíèÿ Òýéëîðà, äåéñòâó-

þùåé íà ñôåðè÷åñêóþ ÷àñòèöó; ïðîâåäåíî ïàðàìåòðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå

ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ îò çíà÷åíèé êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ, ãåîìåò-

ðèè òåêñòóðû ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè è òîëùèíû çàçîðà ìåæäó ñó-

ïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòüþ è ñôåðîé. Ïîêàçàíî, ÷òî óìåíüøåíèå ñèëû

ñîïðîòèâëåíèÿ íàèáîëåå çàìåòíî äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé øèðèíû çàçî-

ðà ìåæäó ñôåðîé è ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòüþ, ïðè ýòîì âåëè÷è-

íà óìåíüøåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ çàâèñèò îò äîëè ãàçîâîãî ó÷àñòêà è äëèí

ñêîëüæåíèÿ. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå ýôôåêòèâíîãî

ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà îáòåêàåìîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ïðèâîäèò

ê óìåíüøåíèþ ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû âÿçêîé æèä-

êîñòè íà òâåðäóþ ïîâåðõíîñòü. Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë ñîïðîòèâ-

ëåíèÿ çàâèñÿò îò êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ, ïîýòîìó ïî èçìåðåííîé

â ýêñïåðèìåíòå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëå, äåéñòâóþùåé íà îñàæäàþùóþñÿ

÷àñòèöó èëè äèñê, îïðåäåëÿþò òåíçîð ñêîëüæåíèÿ èçó÷àåìîé ñóïåðãèäðî-

ôîáíîé ïîâåðõíîñòè. Îäíàêî òàêîé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà

ñêîëüæåíèÿ, â îñíîâíîì, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îäíîðîäíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñó-
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ïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé, ó êîòîðûõ b∗ij � êîíñòàíòû.

Ñóïåðãèäðîôîáíûå ïîâåðõíîñòè àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ â óñòðîéñòâàõ

ìèêðîôëþèäèêè ("ëàáîðàòîðèÿ íà ÷èïå"), ñîñòîÿùèõ èç î÷åíü òîíêèõ êà-

íàëîâ, ïîýòîìó ïðîâîäÿòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâà-

íèÿ ïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ÷åðåç êàíàëû ðàçíîãî ñå÷åíèÿ ñ ñóïåðãèäðîôîá-

íûìè ñòåíêàìè. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïðîêà÷êè æèäêîñòè ÷åðåç êàíàë òîë-

ùèíû H ñ çàäàííûì ðàñõîäîì íåîáõîäèìî îðãàíèçîâàòü ïåðåïàä äàâëåíèÿ

ïîðÿäêà H−4. Â óñòðîéñòâàõ ìèêðîôëþèäèêè èñïîëüçóþòñÿ êàíàëû ìèê-

ðîííîé øèðèíû, ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðèëàãàòü áîëüøèå ïåðåïàäû äàâëå-

íèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ ýôôåêòèâíûì ïðî-

ñêàëüçûâàíèåì â òàêèõ ñèñòåìàõ ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåâàòü ãèäðîäèíàìè÷å-

ñêèå ñîïðîòèâëåíèÿ è óâåëè÷èâàòü ìàññîïåðåíîñ ïðè òåõ æå ýíåðãåòè÷å-

ñêèõ çàòðàòàõ. Â ðàáîòàõ [33�36] ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî

ñíèæåíèå òðåíèÿ ïðè ëàìèíàðíûõ ðåæèìàõ òå÷åíèÿ æèäêîñòè ñ çàäàííûì

ïåðåïàäîì äàâëåíèÿ ÷åðåç óçêèé êàíàë ñ ñóïåðãèäðîôîáíûìè ñòåíêàìè. Â

ýòèõ ðàáîòàõ èñïîëüçîâàëèñü êàíàëû ðàçíîé òîëùèíû ñ ñóïåðãèäðîôîáíû-

ìè ñòåíêàìè, èìåþùèìè ïåðèîäè÷åñêóþ òåêñòóðó èç ñòîëáèêîâ èëè ïîëî-

ñîê, è èçó÷àëîñü âëèÿíèå òîïîëîãèè òåêñòóðû íà äèíàìèêó òå÷åíèÿ æèä-

êîñòè ÷åðåç êàíàëû. Â ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ äëÿ íåêîòîðûõ òåêñòóð

áûëî äîñòèãíóòî ñíèæåíèå ïðèëàãàåìîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ äî 40% íà

ïîâåðõíîñòÿõ ñ äëèíàìè ñêîëüæåíèÿ, íå ïðåâûøàþùèìè íåñêîëüêèõ äå-

ñÿòêîâ ìèêðîìåòðîâ; ïðè ýòîì Kn ≪ 1, òî åñòü, èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ äëèí

ñêîëüæåíèÿ íå çàâèñåëè îò ýôôåêòîâ ìåæìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïîñëå îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ â ïðîâåäåííûõ

èññëåäîâàíèÿõ, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ýôôåêòèâíîå ïðîñêàëüçûâàíèå ìî-

íîòîííî âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè äîëè ãàçîâîãî ó÷àñòêà èëè óìåíüøå-

íèè òîëùèíû êàíàëà. Â ðàáîòå [37] ýôôåêòèâíîå óñëîâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ

Íàâüå äëÿ ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì êîýô-

ôèöèåíòà ñêîëüæåíèÿ èñïîëüçîâàíî â çàäà÷å î ëàìèíàðíîì òå÷åíèè âÿçêîé

æèäêîñòè â êàíàëå ñ ñóïåðãèäðîôîáíûìè ñòåíêàìè ïðè çàäàííîì ïåðåïàäå
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äàâëåíèÿ. Ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðîôèëÿ ïðîäîëüíîé ñêî-

ðîñòè â ñå÷åíèè êàíàëà, âû÷èñëåí ðàñõîä ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå. Ïîêà-

çàíî, ÷òî äàæå ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà ñêîëüæå-

íèÿ íà ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòÿõ, îáðàçóþùèõ ñòåíêè êàíàëà, ðàñ-

õîä ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ íà äåñÿòêè ïðîöåíòîâ ïî

ñðàâíåíèþ ñ òå÷åíèåì æèäêîñòè â êàíàëå ñ îáû÷íûìè ñòåíêàìè ïðè òîì

æå ïåðåïàäå äàâëåíèÿ. Â ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèÿõ [33�37] òàêæå óêàçà-

íî, ÷òî óâåëè÷åíèå ìàññîïåðåíîñà è ñíèæåíèå ñîïðîòèâëåíèÿ â êàíàëàõ ñ

ñóïåðãèäðîôîáíûìè ñòåíêàìè ñòàíîâèòñÿ çàìåòíûì, åñëè ìàñøòàá äëèíû

b∗ ñêîëüæåíèÿ ñîïîñòàâèì ñ õàðàêòåðíîé òîëùèíîé êàíàëà H. Íàïðèìåð,

äëÿ ïëîñêîãî êàíàëà ñ ïðÿìûìè ñòåíêàìè, ó êîòîðîãî íèæíÿÿ ñòåíêà �

ñóïåðãèäðîôîáíàÿ ñ çàäàííûì ýôôåêòèâíûì óñëîâèåì ïðîñêàëüçûâàíèÿ

Íàâüå, ñêîðîñòü è ðàñõîä èìåþò âèä:

u∗ =
1

µ

∂p∗

∂x∗

(
y∗2

2
− H2y∗

2 (H + b∗)
− H2b∗

2 (H + b∗)

)
,

Q∗ =
H3

12µ

(
−∂p∗

∂x∗

)[
1 +

3b∗

H + b∗

]
.

Îòñþäà ñëåäóåò ýôôåêòèâíîå óâåëè÷åíèå ñðåäíåé ñêîðîñòè è ðàñõîäà æèä-

êîñòè.

Òàê êàê îäíèì èç ïîòåíöèàëüíûõ ïðèìåíåíèé ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïî-

âåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñíèæåíèå ñîïðîòèâëåíèÿ òðåíèÿ, äåéñòâóþùåãî íà

ìàêðîñêîïè÷åñêîå òåëî, îáòåêàåìîå âÿçêîé æèäêîñòüþ, ïðîâîäÿòñÿ òåîðå-

òè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ òàêèõ òå÷åíèé. Â ñèëó òðóä-

íîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè ñîçäàíèè ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ñëîæ-

íîé ôîðìû, òàêèå èññëåäîâàíèÿ îãðàíè÷èâàþòñÿ ïðîñòåéøèìè òåëàìè.

Â ëèòåðàòóðå èìååòñÿ ðÿä ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ îáòåêàíèÿ âÿç-

êîé æèäêîñòüþ ñóïåðãèäðîôîáíîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà è âëèÿíèÿ ñîçäà-

âàåìîãî ýôôåêòèâíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà ñòðóêòóðó ïîòîêà çà öèëèí-

äðîì [38�41]. Â [38] íà îñíîâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ïðîâåäåíî

÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îáòåêàíèÿ ñóïåðãèäðîôîáíîãî öèëèíäðà, îðèåí-
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òèðîâàííîãî ïîïåðåê ïîòîêà, ïðè ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà 300 è 3900. Â ýòîé

ðàáîòå ðàññìàòðèâàëñÿ öèëèíäð ñ òåêñòóðîé ïîâåðõíîñòè, ñîñòîÿùåé èç

÷åðåäóþùèõñÿ ó÷àñòêîâ ïðèëèïàíèÿ è ïðîñêàëüçûâàíèÿ, èìåþùèõ ôîð-

ìó ïîëîñîê, à òàêæå áûëà ðàññìîòðåíà öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü áåç

ó÷àñòêîâ ïðèëèïàíèÿ. Íà ó÷àñòêàõ ïîíèæåííîãî òðåíèÿ çàäàâàëîñü ýô-

ôåêòèâíîå óñëîâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ Íàâüå ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîâûì

çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòà ñêîëüæåíèÿ. Øèðèíà ïîëîñ, îáðàçóþùèõ òåêñòó-

ðó, âàðüèðîâàëàñü îò 0.5 äî 2 õàðàêòåðíûõ äëèí âîëíû â ñëåäå çà öèëèí-

äðîì. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîâåðõíîñòåé ïîêàçàëè,

÷òî òåêñòóðà ïîâåðõíîñòè è ïðîñêàëüçûâàíèå ïî-ðàçíîìó âëèÿþò íà õà-

ðàêòåð îáòåêàíèÿ öèëèíäðà ïðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ òå÷åíèÿ. Íàïðèìåð,

äëÿ Re = 300 ñóïåðãèäðîôîáíûå ïîâåðõíîñòè ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ó÷àñòêà-

ìè ïðîñêàëüçûâàíèÿ è ïðèëèïàíèÿ, ðàâíûìè äëèíå âîëíû çà öèëèíäðîì,

ïðèâîäÿò ê íàèáîëüøåìó óñèëåíèþ ôëóêòóàöèé ñêîðîñòè çà öèëèíäðîì è

ðàçâèòèþ âèõðåâûõ ñòðóêòóð. Ïîëîæåíèå òî÷êè îòðûâà è âåëè÷èíà ïîë-

íîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, äåéñòâóþùåãî íà öèëèíäð ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, äëÿ

äàííîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ñëàáî çàâèñÿò îò òåêñòóðû ñóïåðãèä-

ðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè è ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ äëÿ

îáû÷íîãî öèëèíäðà. Äëÿ Re = 3900 ïîêàçàíî, ÷òî ñòðóêòóðà òå÷åíèÿ çà

öèëèíäðîì ðåøàþùèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ òåêñòóðîé ñóïåðãèäðîôîáíîé

ïîâåðõíîñòè, ïîêðûâàþùåé öèëèíäð. Òàê, óâåëè÷åíèå ãèäðîôîáíîñòè ïî-

âåðõíîñòè (äîëè îáëàñòè ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì) ïðèâîäèò ê ñäâèãó òî÷êè

îòðûâà ââåðõ ïî ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó

óìåíüøåíèþ ïîëíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Ïðîâåäåííûå â [38] ðàñ÷åòû ïîêà-

çàëè, ÷òî òåêñòóðèðîâàííûå ñóïåðãèäðîôîáíûå ïîâåðõíîñòè ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû äëÿ óïðàâëåíèÿ ïîòîêîì ïðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ îáòåêà-

íèÿ òåë âÿçêîé æèäêîñòüþ. Â [39] ïðîâåäåíî ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëè-

ðîâàíèå äâóìåðíîãî îáòåêàíèÿ öèëèíäðà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà

Ðåéíîëüäñà è èññëåäîâàíî âëèÿíèå çàäàííîãî óñëîâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà

äèíàìèêó âèõðåâîãî ñëåäà, îáðàçóþùåãîñÿ çà öèëèíäðîì. ×èñëåííî áû-
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ëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñêàëüçûâàíèå íà öèëèíäðå çíà÷èòåëüíî çàäåðæèâàåò

îáðàçîâàíèå çîíû âîçâðàòíîãî òå÷åíèÿ è âèõðåé, ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ

ïîëíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ïîäúåìíîé ñèëû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü

âëèÿíèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà ñòðóêòóðó âèõðåâîé îáëàñòè çà öèëèíäðîì

çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Â ïðîâåäåííîì èññëåäîâàíèè òàê-

æå ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà äëÿ âîçìîæíîãî îïðåäåëåíèÿ ÷èñëîâîãî çíà÷åíèÿ

êîýôôèöèåíòà ñêîëüæåíèÿ íà ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè, ïîêðûâàþ-

ùåé öèëèíäð, ïî âèõðåâîé êàðòèíå çà öèëèíäðîì. Â ðàáîòå [40] âûïîëíåíî

ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ, ñî-

çäàâàåìîãî ñóïåðãèäðîôîáíîé ãîðèçîíòàëüíîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíî-

ñòüþ, íà ñòðóêòóðó òå÷åíèÿ â ñëåäå çà òåëîì. Ðàññìàòðèâàëèñü ñóïåðãèäðî-

ôîáíûå ïîâåðõíîñòè ñ òåêñòóðîé èç ñòîëáèêîâ, à òàêæå èç ïîëîñîê, îðèåí-

òèðîâàííûõ âäîëü è ïîïåðåê îáðàçóþùåé öèëèíäðà. Ïðîâåäåííûå ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûå íàáëþäåíèÿ è èçìåðåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ îáòåêàíèÿ

ïîêàçàëè, ÷òî èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ â îáðàçîâàíèè è ñòðóêòó-

ðå âèõðåâîãî ñëåäà, à òàêæå ïîëîæåíèÿ òî÷åê îòðûâà íà ñóïåðãèäðîôîá-

íûõ öèëèíäðàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì öèëèíäðîì ñ ãëàäêîé ïîâåðõíî-

ñòüþ. Ïîêàçàíî, ÷òî òîïîëîãèÿ òåêñòóðû ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè

îêàçûâàåò çàìåòíîå âëèÿíèå íà õàðàêòåðèñòèêè îáòåêàíèÿ. Óñòàíîâëåíî,

÷òî íà ñóïåðãèäðîôîáíûõ öèëèíäðàõ îòðûâ ïîòîêà è îáðàçîâàíèÿ îáëàñòè

âîçâðàòíîãî òå÷åíèÿ ïðîèñõîäÿò ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà, ÷åì íà

îáû÷íîì öèëèíäðå. Âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ

ðåæèìàõ òå÷åíèÿ òåêñòóðà ïîâåðõíîñòè ìîæåò îêàçûâàòü íåãàòèâíîå âëè-

ÿíèå íà õàðàêòåðèñòèêè îáòåêàíèÿ â ñðàâíåíèè ñ îáû÷íûì öèëèíäðîì ñ

ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, â [40] ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíà

âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ îáòåêàíèåì âÿçêîé æèäêîñòüþ òåëà, ïîêðûòîãî

òåêñòóðèðîâàííîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòüþ.

Ïðè ïðîèçâîäñòâå è ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïî-

âåðõíîñòåé âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðîãíîçèðîâàòü, êàê âëèÿåò íåîäíî-

ðîäíîñòü ìèêðîñòðóêòóðû ïîâåðõíîñòè íà åå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà.
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Íåîáõîäèìî çíàòü, êàê âëèÿåò íà âåëè÷èíó îñðåäíåííîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ

ôîðìà ñòåíîê ìèêðîêàâåðíû è ìåæôàçíîé ãðàíèöû, ïîëîæåíèå ìåæôàç-

íîé ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî ãðàíèö êàâåðíû, äîëÿ ãàçîâîãî ó÷àñòêà �

ýòî òðåáóåò ðàçâèòèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Òàêèì

îáðàçîì, âîçíèêàåò öåëûé êëàññ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ î òå÷åíèè âÿç-

êîé æèäêîñòè íàä ìèêðîêàâåðíàìè ðàçëè÷íîé ôîðìû, ÷àñòè÷íî èëè ïîë-

íîñòüþ çàïîëíåííûìè ãàçîì. Öåëü ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ � îïòèìèçàöèÿ

òåêñòóðû ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî

îñðåäíåííîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ æèäêîñòè è ñíèæåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ òðå-

íèÿ ïðè óñëîâèè óñòîé÷èâîãî óäåðæàíèÿ ïóçûðüêà ãàçà â ìèêðîêàâåðíå.

Äîñòèæåíèå ýòîé öåëè � ñëîæíàÿ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à. Íà ñåãî-

äíÿøíèé äåíü îïóáëèêîâàíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ðàç-

ëè÷íûì ïîäõîäàì ê îïðåäåëåíèþ ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ íà ñóïåðãèä-

ðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòÿõ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è î òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè

â îêðåñòíîñòè òåêñòóðû ãîðèçîíòàëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñóïåðãèäðîôîáíîé

ïîâåðõíîñòè.

Â îñíîâíîì â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è î òå÷åíèè âÿçêîé

æèäêîñòè ÷åðåç óçêèé êàíàë ñ ñóïåðãèäðîôîáíûìè ñòåíêàìè ïðè çàäàí-

íîì ïåðåïàäå äàâëåíèÿ è îáòåêàíèå òåêñòóðû ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíî-

ñòè ñäâèãîâûì ïîòîêîì. Â àáñîëþòíîì áîëüøèíñòâå òàêèõ ðàáîò íàëè÷èå

ìèêðîêàâåðí ñ ãàçîâûìè ïóçûðüêàìè ìîäåëèðóåòñÿ ó÷àñòêàìè çîí íóëåâî-

ãî ëèáî ïîíèæåííîãî êàñàòåëüíîãî òðåíèÿ, ïðè ýòîì êðèâèçíîé ìåæôàç-

íîé ïîâåðõíîñòè, êàê ïðàâèëî, ïðåíåáðåãàåòñÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ, â îñíîâ-

íîì, ñóïåðãèäðîôîáíûå ïîâåðõíîñòè, èìåþùèå ïåðèîäè÷åñêóþ ïîëîñ÷àòóþ

ñòðóêòóðó [42�59]. Òàê êàê õàðàêòåðíûå ëèíåéíûå ðàçìåðû íåîäíîðîäíîñòè

òåêñòóðû ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè èìåþò ïîðÿäîê 10−4 − 10−2 ñì,

òå÷åíèå æèäêîñòè íà ìèêðîìàñøòàáå ìîæíî îïèñàòü óðàâíåíèÿìè Ñòîêñà,

ðåøåíèå äëÿ êîòîðûõ, ÷àùå âñåãî, èùåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè îñíîâíî-

ãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàáîëè÷åñêîìó èëè ñäâèãîâîìó ïðîôèëþ

ñêîðîñòè, è äîáàâêà, îáóñëîâëåííîãî íàëè÷èåì ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè.
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Ðåøåíèå äëÿ äîáàâêà ñòðîèòñÿ â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå ñ óñëîâèåì ïåðèîäè÷-

íîñòè äëÿ ñêîðîñòè, ïðèëèïàíèÿ íà òâåðäûõ ó÷àñòêàõ è ëîêàëüíîãî ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ íà ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè. Çàòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì íàé-

äåííîãî ðåøåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ,

âõîäÿùèå â ýôôåêòèâíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ Íàâüå. Â

óêàçàííûõ âûøå ðàáîòàõ äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé òåêñòóðû ïîâåðõíîñòè âû÷èñ-

ëåíû äâà ãëàâíûõ çíà÷åíèÿ òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ b∗∥ è b∗⊥, ñîîòâåòñòâóþùèå

òå÷åíèÿì âäîëü è ïåðïåíäèêóëÿðíî òåêñòóðå. Êîýôôèöèåíòû ñêîëüæåíèÿ

íàéäåíû êàê ôóíêöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è: îòíîøåíèÿ ëè-

íåéíîãî ðàçìåðà êàâåðíû ê òîëùèíå êàíàëà è äîëè ãàçîâîãî ó÷àñòêà. Ïî-

ëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ ïðè

ìàëûõ è áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ äîëè ïîâåðõíîñòè, çàíÿòîé êàâåðíàìè, à òàê-

æå òîëùèí êàíàëà. Íàéäåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ãëàâíûìè

çíà÷åíèÿìè òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ (äëÿ ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî îáòåêà-

íèÿ ïîëîñîê ïåðèîäè÷åñêîé ïîëîñ÷àòîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ñ

ïëîñêîé ìåæôàçíîé ãðàíèöåé):

b∗∥ = 2b∗⊥.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðè-

ñòèêè òàêîé ïîâåðõíîñòè äîñòàòî÷íî äëÿ çàäàííîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ è äîëè

ãàçîâîãî ó÷àñòêà âû÷èñëèòü òîëüêî îäíî ãëàâíîå çíà÷åíèå. Ïîëó÷åííûå â

óêàçàííûõ ðàáîòàõ çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ îò ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è êà÷åñòâåííî ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðè-

ìåíòîâ [33�36]. Â ðàáîòå [59] ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòîêñîâî îáòåêàíèå ïîâåðõ-

íîñòè, ïîêðûòîé ëåñîì ìèêðîñòîëáèêîâ, ïðîñòðàíñòâî ìåæäó êîòîðûìè

çàíÿòî ãàçîâîé ôàçîé, ïðè ýòîì óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ íà âåðøèíå ñòîëáèêà

çàìåíÿåòñÿ âîçäåéñòâèåì ñîñðåäîòî÷åííîé êàñàòåëüíîé ñèëû. Â [60] ðàñ-

ñìîòðåíî îáòåêàíèå ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû ïðÿìîóãîëüíûõ êàâåðí, íà äíå

êîòîðûõ æèäêîñòü ïðîñêàëüçûâàåò, è ïîêàçàíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáè-

íû êàâåðíû ýôôåêòèâíàÿ ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ æèäêîñòè íàä ñèñòåìîé
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êàâåðí çàìåòíî ñíèæàåòñÿ.

Â ðàáîòå [61] âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòà ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ âû-

ïîëíåíî íà îñíîâå ìîäåëèðîâàíèÿ òðåõìåðíîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè

â îêðåñòíîñòè ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëíûõ

óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ïðè çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà îò 0 äî 1000.

Ðàññìîòðåíî òå÷åíèå â òîíêîì êàíàëå, íèæíÿÿ ñòåíêà êîòîðîãî îáðàçîâàíà

ïîâåðõíîñòüþ ñ ïåðèîäè÷åñêîé ïîëîñ÷àòîé òåêñòóðîé è òåêñòóðîé â âèäå

ñòîëáèêîâ; êðèâèçíà ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè íå ó÷èòûâàëàñü. Íà òâåðäûõ

ó÷àñòêàõ çàäàâàëîñü óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ, à íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå óñëîâèÿ

íåïðîòåêàíèÿ è îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé. Êîýôôèöèåíò ñêîëü-

æåíèÿ âû÷èñëÿëñÿ ÷åðåç ðàñõîä æèäêîñòè è ïåðåïàä äàâëåíèÿ â êàíàëå. Â

ðàáîòå ïðîâåäåíî ïàðàìåòðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå âåëè÷èíû ïðîñêàëüçûâà-

íèÿ îò äîëè ãàçîâîé îáëàñòè, øèðèíû êàíàëà è ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Ïîêà-

çàíî, ÷òî âåëè÷èíà ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ äëÿ îäíîãî è òîãî æå ðå-

æèìà òå÷åíèÿ çàâèñèò íå òîëüêî îò ñóììàðíîé äîëè ãàçîâîé îáëàñòè, íî

è îò ãåîìåòðèè íåîäíîðîäíîñòè, îáðàçóþùåé òåêñòóðó ñóïåðãèäðîôîáíîé

ïîâåðõíîñòè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè îáòåêàíèè âÿçêîé æèäêîñòüþ ñòîëáèêîâ

è ïîïåðå÷íûõ ïîëîñ ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ïðîèñõîäèò çàìåòíîå

óìåíüøåíèå ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè òîïîëî-

ãèÿìè íåîäíîðîäíîñòè. Îäíàêî äëÿ òåêñòóðû, ñîñòàâëåííîé èç ïðîäîëüíûõ

ïîëîñ, ýôôåêòèâíàÿ äëèíà ñêîëüæåíèÿ ñëàáî èçìåíÿåòñÿ ïðè âàðüèðîâà-

íèè ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Ïîêàçàíî, ÷òî íàèáîëüøåå ïðîñêàëüçûâàíèå ñîîò-

âåòñòâóåò òåêñòóðå èç ïðîäîëüíûõ ïîëîñ. Íàéäåíû ðåæèìû òå÷åíèÿ, õàðàê-

òåðèçóåìûå îäíèì ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà, êîãäà çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîé äëèíû

ñêîëüæåíèÿ, âû÷èñëåííûå äëÿ ðàçíûõ ñóììàðíûõ äîëåé ãàçîâîé îáëàñòè

èëè òîïîëîãèé òåêñòóð, ìîãóò ñîâïàäàòü.

Èññëåäîâàíèþ âëèÿíèÿ êðèâèçíû ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè (íàëè÷èÿ ìå-

íèñêà) ïðè îáòåêàíèè êàâåðíû, ñîäåðæàùåé ïóçûðåê ãàçà, ïîñâÿùåíî ñî-

âñåì íåìíîãî èññëåäîâàíèé, õîòÿ èìåþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïîäòâåðæäå-

íèÿ ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ êîíå÷íîé êðèâèçíîé
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ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêîâ, íà ýôôåêòèâíîå ïðîñêàëüçûâàíèå æèäêîñòè è êî-

ýôôèöèåíòû òðåíèÿ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé. Òàê, â ýêñïåðèìåí-

òàõ [62] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ òåêñòóð ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíî-

ñòè (â ÷àñòíîñòè, äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè êàâåðí ñ çàêðóãëåííûìè êðàÿ-

ìè) èìååò ìåñòî íå ñíèæåíèå, à óâåëè÷åíèå ýôôåêòèâíîãî òðåíèÿ. Îñëàá-

ëåíèå ýôôåêòèâíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ èç-çà êðèâèçíû ìåæôàçíîé ïîâåðõ-

íîñòè ïðè òå÷åíèè âäîëü ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ñ ïðîäîëüíûìè

êàíàâêàìè îòìå÷åíî òàêæå â ýêñïåðèìåíòàõ [63, 64]. Òåîðåòè÷åñêîìó èñ-

ñëåäîâàíèþ ðîëè êðèâèçíû ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè ïîñâÿùåíû ðàáîòû

[65�68], â êîòîðûõ ðàññìîòðåíà ñèòóàöèÿ, êîãäà êðàÿ ìåæôàçíîé ïîâåðõ-

íîñòè ñîâïàäàþò ñ êðàÿìè êàâåðíû, è ïîñòðîåíû ïðèáëèæåííûå àíàëèòè-

÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî îáòåêàíèÿ ñäâè-

ãîâûì ïîòîêîì ðàçðåæåííîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû äâóìåðíûõ êàâåðí ñ

ïóçûðüêàìè ãàçà, ïîâåðõíîñòü êîòîðûõ èìååò ôîðìó ñåãìåíòà îêðóæíîñòè.

Â ýòèõ ïîñòàíîâêàõ ìàëûì ïàðàìåòðîì ñ÷èòàåòñÿ äîëÿ ïîâåðõíîñòè, çàíÿ-

òàÿ ìåæôàçíîé ãðàíèöåé. Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òî,

÷òî ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêèé óãîë ìåæäó òâåðäîé ñòåíêîé è ïîâåðõíîñòüþ

ïóçûðüêà, âûñòóïàþùåãî â æèäêîñòü, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðîãî ýôôåê-

òèâíîå ïðîñêàëüçûâàíèå èñ÷åçàåò è ñìåíÿåòñÿ óâåëè÷åíèåì òðåíèÿ.

Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò, ïîñâÿ-

ùåííûõ ïðîáëåìàì îáòåêàíèÿ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé, äî ñèõ ïîð

íå áûëî ïðåäëîæåíî óíèâåðñàëüíîãî ïîäõîäà, ïîçâîëÿþùåãî ïðîâåñòè äå-

òàëüíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå òå÷åíèÿ íà ìèêðîóðîâíå äëÿ ïðî-

èçâîëüíûõ êàâåðí, ôîðì ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè è åå ïîëîæåíèé îòíîñè-

òåëüíî ãðàíèö êàâåðíû. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü ïîëå ñêîðîñòè

íàä ýëåìåíòîì òåêñòóðû ïîâåðõíîñòè (èìåþùèì êðèâîëèíåéíûå ãðàíèöû,

íà êîòîðûõ âûïîëíåíû ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ), à çàòåì ïðîâîäèòü

îñðåäíåíèå ïî ïåðèîäó òåêñòóðû. Äàæå äëÿ äâóìåðíûõ êàâåðí ñ ïðÿìîé

ìåæôàçíîé ãðàíèöåé îïðåäåëåíèå ïîëÿ ñêîðîñòè òðåáóåò òðóäîåìêèõ âû-
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÷èñëåíèé [61]. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ïðè-

âîäèò ê èçâåñòíûì òðóäíîñòÿì, ñâÿçàííûì êàê ñ äèñêðåòèçàöèåé óðàâíå-

íèé â ñëîæíîé îáëàñòè (åñëè ìåæôàçíàÿ ãðàíèöà íå ïðÿìàÿ ëèíèÿ), òàê

è ñ ðàçðåøåíèåì íåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ñîñòàâíîé ãðàíèöå,

ñîäåðæàùåé ó÷àñòêè ñêîëüæåíèÿ è ïðèëèïàíèÿ æèäêîñòè.

Êðîìå òîãî, ñîçäàíèå íîâûõ òèïîâ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ

íåîäíîðîäíîé òåêñòóðîé ïîâåðõíîñòè òðåáóåò, ïîìèìî ðàçðàáîòêè ÷èñëåí-

íûõ ìåòîäîâ äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ îñðåäíåííîãî ñêîëüæåíèÿ, ïîñòðîåíèÿ íî-

âûõ, äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ðåøåíèé äëÿ ëåãêî ðåàëèçóåìûõ â ýêñïåðèìåíòå

òå÷åíèé, íà îñíîâå êîòîðûõ âîçìîæíî ñîâìåñòíî ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè

èçìåðåíèÿìè îïðåäåëÿòü êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ áåç äåòàëüíîãî

èçó÷åíèÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè â îêðåñòíîñòè òåêñòóðû.

Óñòðàíåíèþ óêàçàííûõ ïðîáåëîâ â èññëåäîâàíèè òå÷åíèé âáëèçè ñóïåð-

ãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ.

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû, íîâûå ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷å-

êèõ çàäà÷ î òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè âäîëü ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñóïåðãèä-

ðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé, ðàçðàáîòàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû

ðàñ÷åòà âàæíû äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîíèìàíèÿ ÿâëåíèÿ ñóïåðãèäðîôîá-

íîãî ñêîëüæåíèÿ, óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçè ìåæäó âåëè÷èíîé ïðîñêàëüçûâàíèÿ

íà ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè è ñîïðîòèâëåíèåì òðåíèÿ, à òàêæå äëÿ

ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ è îïòè-

ìèçàöèè òåêñòóðû ïðîìûøëåííûõ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé.
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Ãëàâà 1

Òå÷åíèå òîíêîãî ñëîÿ âÿçêîé æèäêîñòè

âäîëü ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè

Ïîìèìî ïåðå÷èñëåííûõ â îáçîðå ëèòåðàòóðû ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ãèäðîäè-

íàìè÷åñêèõ çàäà÷ î òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè âäîëü ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïî-

âåðõíîñòåé, ðåøåíèÿ êîòîðûõ óæå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî

îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ, åùå îäíèì ïîëåçíûì êëàññîì

òå÷åíèé ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíèå çàäà÷ ìåäëåííîãî ðàñòåêàíèÿ òîíêîãî

ñëîÿ òÿæåëîé æèäêîñòè âäîëü ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ðàçëè÷íîé

ãåîìåòðèè: ãîðèçîíòàëüíîé, íàêëîííîé èëè èñêðèâëåííîé. Òàêèå òå÷åíèÿ

æèäêîñòè äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðåàëèçîâàòü â ýêñïåðèìåíòå è èçìåðèòü çàêîí

äâèæåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà ïëåíêè, ðàñòåêàþùåéñÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé

ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè, èëè îïðåäåëèòü ôîðìó ïÿòíà ñìà÷èâàíèÿ

íà íàêëîííîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè, à çàòåì íà îñíîâå ñîïîñòàâ-

ëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðàñ÷åòàìè ïî ñîîòâåòñòâóþùåé

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû ñêîëüæåíèÿ èçó÷àåìîé ñó-

ïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè. Çàäà÷è î ðàñòåêàíèè òîíêèõ ñòîêñîâûõ ïëå-

íîê îò ëîêàëèçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè ïî îáû÷íûì ïî-

âåðõíîñòÿì (ñ óñëîâèåì ïðèëèïàíèÿ) èìåþò èçâåñòíûå êëàññû àâòîìîäåëü-

íûõ ðåøåíèé. Ïðè ïåðåõîäå îò îáû÷íûõ (ñ óñëîâèåì ïðèëèïàíèÿ) ê ñóïåð-

ãèäðîôîáíûì ïîâåðõíîñòÿì â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëü-

íûé ïàðàìåòð, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü äëèíû (õàðàêòåðíàÿ äëèíà ñêîëü-
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æåíèÿ), ÷òî äåëàåò ïðîáëåìàòè÷íûì ñóùåñòâîâàíèå àâòîìîäåëüíûõ ðåøå-

íèé. Òåì íå ìåíåå, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, óäàåòñÿ ïîñòðîèòü íåêîòîðûå

êëàññû àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé êàê â çàäà÷å î íåñòàöèîíàðíîì ðàñòåêà-

íèè ñòîêñîâîé ïëåíêè ïî ãîðèçîíòàëüíîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè

îò çàäàííîãî èñòî÷íèêà, òàê è â çàäà÷å î ñòàöèîíàðíîì ñòåêàíèè ðó÷åéêà

æèäêîñòè ïî íàêëîííîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ñ òåíçîðîì ñêîëü-

æåíèÿ, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì çàâèñÿùèì îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñòåêàíèÿ òîíêîãî ñëîÿ æèäêîñòè â ïîëå ñè-

ëû òÿæåñòè ïî öèëèíäðè÷åñêîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ìîãóò áûòü

ïðèìåíåíû â èññëåäîâàíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ñàìîî÷èùåíèÿ

ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ îáëå-

äåíåíèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé è ëèíèé ýëåêòðîïåðåäà÷.

1.1 Àâòîìîäåëüíûå ðåæèìû ðàñòåêàíèÿ òîíêîãî ñëîÿ

âÿçêîé æèäêîñòè âäîëü ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõ-

íîñòåé

Ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíîå èçîòåðìè÷åñêîå ðàñòåêàíèå òîíêîãî ñëîÿ

âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé òâåðäîé ñóïåðãèäðî-

ôîáíîé ïîâåðõíîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè (ðèñ. 1.1). Ëèíåéíûå ìàñøòàáû

òå÷åíèÿ íàìíîãî ïðåâîñõîäÿò ìàñøòàá ìèêðîíåîäíîðîäíîñòè ïîâåðõíîñòè,

ïîýòîìó ïîâåðõíîñòü ñ÷èòàåòñÿ ïëîñêîé ñ çàäàííûì óñëîâèåì ïðîñêàëüçû-

âàíèÿ Íàâüå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàññà æèäêîñòè íåïðåðûâíî ïîäâîäèòñÿ

â ñëîé èç ëîêàëèçîâàííîãî èñòî÷íèêà, ðàçìåðû êîòîðîãî ïðåíåáðåæèìî

ìàëû. Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ òî÷å÷íûé èëè ëèíåéíûé èñòî÷íèê

ñ çàäàííîé îáúåìíîé ìîùíîñòüþ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü èçâåñòíûì îáúåì

æèäêîñòè â ïëåíêå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè Q∗(t∗) (â ñëó÷àå ëèíåéíî-

ãî èñòî÷íèêà èìååòñÿ â âèäó îáúåì, ïðèõîäÿùèéñÿ íà åäèíèöó äëèíû ïî

ðàçìàõó). Äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè ââîäèòñÿ äåêàðòîâà (x∗, y∗, z∗)
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èëè öèëèíäðè÷åñêàÿ (x∗, φ∗, z∗) ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â èñòî÷íèêå

ìàññîïîäâîäà òàê, ÷òîáû ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà x∗ áûëà íàïðàâëåíà âäîëü

ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè îò èñòî÷íèêà, à îñü z∗ � ïî íîðìàëè ê íåé. Ñèëà

òÿæåñòè íàïðàâëåíà âíèç ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè.

Ðèñ. 1.1: Ñõåìà òå÷åíèÿ è ñèñòåìà êîîðäèíàò

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñóïåðãèäðîôîáíûå ïîâåðõíîñòè ñ äâóìÿ îðòîãîíàëü-

íûìè ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò,

íàïðèìåð, ëèíåé÷àòîé ñòðóêòóðå ìèêðîíåîäíîðîäíîñòè ïîâåðõíîñòè. Îñü

x∗ íàïðàâèì âäîëü îäíîãî èç ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé òåíçîðà b∗ij, è áóäåì

èññëåäîâàòü ðàñòåêàíèå ïëåíêè â íàïðàâëåíèè îñè x∗.

Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè æèäêîñòè â ñëîå â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àþòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: v∗x = u∗, v∗z = w∗. Òðåòüÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè v∗y = v∗

(v∗φ) â ïëîñêîì èëè îñåñèììåòðè÷íîì òå÷åíèè ðàâíà íóëþ. Òå÷åíèå âÿçêîé

æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè íåðàçðûâíîñòè è Íàâüå-Ñòîêñà

∂u∗x∗j

∂x∗
+

∂w∗x∗j

∂z∗
= 0,

∂u∗

∂t∗
+ u∗

∂u∗

∂x∗
+ w∗∂u

∗

∂z∗
= − 1

ρ∗
∂p∗

∂x∗
+ ν∗

(
∂2u∗

∂x∗2
+

∂2u∗

∂z∗2
+ j

(
1

x∗
∂u∗

∂x∗
− u∗

x∗2

))
,

∂w∗

∂t∗
+ u∗

∂w∗

∂x∗
+ w∗∂w

∗

∂z∗
= − 1

ρ∗
∂p∗

∂z∗
+ ν∗

(
∂2w∗

∂x∗2
+

∂2w∗

∂z∗2
+ j

1

x∗
∂w∗

∂x∗

)
− g,

â êîòîðûõ j = 0 ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîìó èñòî÷íèêó, j = 1 � òî÷å÷íîìó

èñòî÷íèêó. Ââåäåì íàáîð áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ

x =
x∗

L
, z =

z∗

h∗
0

, u =
u∗

U
, w =

w∗

εU
, t = t∗

U

L
, p = p∗

ε2Re

ρ∗U 2
, ε =

h∗
0

L
.

Çäåñü p∗ � äàâëåíèå, ρ∗ � ïëîòíîñòü, Re = UL/ν∗ � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà,

ν∗ � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè, h∗
0 � õàðàêòåðíàÿ òîëùèíà ïëåíêè,
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L � çàäàííûé õàðàêòåðíûé ïðîäîëüíûé ìàñøòàá, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâà-

åòñÿ ðàñòåêàíèå ïëåíêè, è U � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ïðîäîëüíîé êîìïîíåí-

òû ñêîðîñòè â ïëåíêå, ñìûñë êîòîðîãî áóäåò ïîÿñíåí íèæå. Îòíîñèòåëüíàÿ

òîëùèíà ïëåíêè ε ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé, òî åñòü ε = h∗
0/L ≪ 1.

Ìàñøòàá äàâëåíèÿ âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ÷ëåíà, ñîäåðæàùåãî

ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ â óðàâíåíèè èìïóëüñà â íàïðàâëåíèè îñè

x∗.

Â áåçðàçìåðíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè è Íàâüå-Ñòîêñà çàïè-

ñûâàþòñÿ â âèäå:
∂uxj

∂x
+

∂wxj

∂z
= 0,

ε2Re

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ w

∂u

∂z

)
= −∂p

∂x
+ ε2

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂z2
+ jε2

(
1

x

∂u

∂x
− u

x2

)
,

ε4Re

(
∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ w

∂w

∂z

)
= −∂p

∂z
+ ε4

∂2w

∂x2
+ ε2

∂2w

∂z2
+ jε4

1

x

∂w

∂x
− ε3Re

Fr2
,

ãäå Fr =
(
U 2/gL

)1/2
, g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè.

Óäîáíî âûðàçèòü ìàñøòàáû òîëùèíû è ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè ïëåíêè ÷å-

ðåç çàäàííûå ïðîäîëüíûé ìàñøòàá òå÷åíèÿ L è õàðàêòåðíûé îáúåì æèä-

êîñòè Q∗
0, ïîñòóïèâøèé â ïëåíêó ê ìîìåíòó, êîãäà åå ïåðåäíèé ôðîíò äî-

ñòèãàåò ðàññòîÿíèÿ L. Òîãäà, ïîëàãàÿ πjLj+1h∗
0 = Q∗

0, èìååì:

h∗
0 =

Q∗
0

πjLj+1
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà åäèíèöå êîýôôèöèåíòà ïðè

ìàññîâîé ñèëå â áåçðàçìåðíûõ óðàâíåíèÿõ ïëåíêè ìàñøòàá h∗
0 äîëæåí áûòü

ðàâåí (ν∗UL/g)1/3. Îòñþäà ïîñëå ïðîñòûõ âûêëàäîê íàõîäèì ìàñøòàá äëÿ

ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè:

U =
Q∗3

0 g

π3jL3j+4ν∗
.

Ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ â áåçðàçìåðíûõ óðàâíåíèÿõ ÷ëåíîâ ïîðÿäêà ε2 è

ε2Re, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè â ñèëó ìàëîñòè îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû

ïëåíêè, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ òåîðèè ñòîêñîâûõ ïëåíîê (çàìåòèì, ÷òî ïðè
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ýòîì ÷èñëà Ðåéíîëüäñà òå÷åíèÿ â ïëåíêå íå îáÿçàòåëüíî ìàëû � äîñòàòî÷íî,

÷òîáû áûëà ìàëîé îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ïëåíêè):

∂uxj

∂x
+

∂wxj

∂z
= 0,

∂p

∂x
=

∂2u

∂z2
,

∂p

∂z
= −1. (1.1.1)

Ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñà-

íèÿ äèíàìèêè ìåäëåííûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè, âîçíèêàþùèõ â ðàç-

ëè÷íûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ è ïðèðîäíûõ ïðîöåññàõ [69].

Äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.1.1) çàäàþòñÿ ñëåäóþùèå ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ôèçèêó ðàññìàòðèâàåìîãî ÿâëåíèÿ. Íà

ïîäñòèëàþùåé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ïðè z = 0 äëÿ ïðîäîëüíîé

êîìïîíåíòû ñêîðîñòè u ñòàâèòñÿ óñëîâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ Íàâüå, à äëÿ

íîðìàëüíîé ê ïîâåðõíîñòè êîìïîíåíòû ñêîðîñòè w � óñëîâèå íåïðîòåêà-

íèÿ:

z = 0 : u = b (x)
∂u

∂z
, w = 0. (1.1.2)

Çäåñü b (x) � áåçðàçìåðíàÿ (îòíåñåííàÿ ê h∗
0) ýôôåêòèâíàÿ äëèíà ñêîëüæå-

íèÿ â íàïðàâëåíèè ðàñòåêàíèÿ æèäêîñòè.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî íåîäíîðîäíûõ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé,

äëÿ êîòîðûõ b (x) = Bxδ, ãäå x � áåçðàçìåðíîå ðàññòîÿíèå äî èñòî÷íèêà

ìàññîïîäâîäà, B ≥ 0. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îäíîðîäíîé ñóïåðãèäðîôîáíîé

ïîâåðõíîñòè (δ = 0) b (x) = B = const.

Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïðè z = h (t, x) çàäàåòñÿ ïîñòîÿííîå äàâëå-

íèå îêðóæàþùåé ñðåäû (êîòîðîå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëî-

æèòü ðàâíûì íóëþ) è ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæå-

íèé.

Óñëîâèå äëÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â æèäêîñòè ñëåäóåò èç óñëîâèÿ

ðàâåíñòâà íóëþ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, âû÷èñëåííûõ íà âíåøíåé ãðà-

íèöå ñëîÿ

p∗ijn
∗
jτ

∗
i = 0, n∗

2n
∗
1 (p

∗
11 − p∗22) + p∗12

(
n∗2
2 − n∗2

1

)
= 0.

Çäåñü p∗ij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé â æèäêîñòè, n∗
j è τ ∗i � êîì-
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ïîíåíòû íîðìàëè è êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ê ïîâåðõíîñòè ñëîÿ. Ïîäñòàâëÿÿ

â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé è

íîðìàëè, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

∂u∗

∂z∗
+

∂w∗

∂x∗
− 2h∗

x

1− h∗2
x

(
∂u∗

∂x∗
− ∂w∗

∂z∗

)
= 0,

êîòîðîå ïîñëå ïðîöåäóðû îáåçðàçìåðèâàíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

∂u

∂z
+ ε2

∂w

∂x
− 2ε2hx

1− ε2h2
x

(
∂u

∂x
− ∂w

∂z

)
= 0.

Îòáðîñèâ ÷ëåíû ïîðÿäêà ε2, ïîëó÷àåì äèíàìè÷åñêîå óñëîâèå äëÿ êàñàòåëü-

íûõ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ñëîÿ.

Óñëîâèå äëÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé, ó÷èòûâàþùåå êàïèëëÿðíîå äàâ-

ëåíèå p∗c , ïîëó÷àåòñÿ èç

p∗ijn
∗
jn

∗
i = p∗c, p∗11n

∗2
1 + 2p∗12n

∗
1n

∗
2 + p∗22n

∗2
2 = p∗c

ïîñëå ïðîöåäóðû îáåçðàçìåðèâàíèÿ. Ñ ó÷åòîì ìàëîñòè ïðîèçâîäíîé òîëùè-

íû ïëåíêè ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå êàïèëëÿðíîå äàâëåíèå ìîæåò áûòü

âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëå

p∗c = σ

(
1

R∗
1

+
1

R∗
2

)
≈ −σ∆h∗,

ãäå R∗
i � ãëàâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ∆ � îïåðàòîð

Ëàïëàñà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì â ïëîñêîñòè òå÷åíèÿ,

σ � êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàñ-

ñà òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè â ïðèíÿòûõ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ êàïèë-

ëÿðíîå äàâëåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

pc = −D

(
∂2h

∂x2
+

j

x

∂h

∂x

)
, D =

σh∗3
0

L3ρ∗Uν∗
=

σ

ρ∗gL2
,

à óñëîâèå äëÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé íà âíåøíåé ãðàíèöå ñëîÿ ïðèâî-

äèòñÿ ê âèäó p = pc.

Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âíåøíåé ãðàíèöå

ñëîÿ ïðèíèìàþò âèä:

z = h(t, x) : p = pc,
∂u

∂z
= 0. (1.1.3)
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Äëÿ çàìûêàíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è î òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè ñî ñâî-

áîäíîé ãðàíèöåé íåîáõîäèìî äîáàâèòü êèíåìàòè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå,

âûðàæàþùåå òîò ôàêò, ÷òî íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

ñîâïàäàåò ñ íîðìàëüíîé ñêîðîñòüþ æèäêîñòè:

∂h

∂t
+ u

∂h

∂x
= w.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè íàïðàâèòü îñü x∗ âäîëü ñèëû òÿæåñòè è ñîõðàíèòü â

óðàâíåíèè èìïóëüñà äëÿ ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè êîíâåêòèâíûå

ñëàãàåìûå
(
ε2Re ∼ 1

)
, è çàäàòü óñëîâèÿ (1.1.2 ñ b (x) = 0 è 1.1.3), ïîëó÷àåì

èçâåñòíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ êàïèëëÿðíîé íåóñòîé÷è-

âîñòè è âîëí íà âíåøíåé ãðàíèöå òîíêîé ïëåíêè, ñòåêàþùåé ïî ñòåíêå ïîä

äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè [70, 71, 72, 73, 74].

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé Ñòîêñà (1.1.1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâè-

ÿìè (1.1.2, 1.1.3) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ p è ïðîäîëüíîé

êîìïîíåíòû ñêîðîñòè u:

p = pc + h− z, u =

(
∂pc
∂x

+
∂h

∂x

)(
z2

2
− zh−Bxδh

)
. (1.1.4)

Âûðàæåíèå äëÿ w íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, íî òàê êàê â

äàëüíåéøåì îíî íå èñïîëüçóåòñÿ, çäåñü îíî íå ïðèâîäèòñÿ.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ïî òîëùèíå ñëîÿ è ïîä-

ñòàíîâêè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà â êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå ïðèõîäèì ê

ñîîòíîøåíèþ

∂h

∂t
+

1

xj
∂

∂x

h(t, x)∫
0

xju (x, z, t) dz = 0.

Çàòåì, ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî âûðàæåíèå äëÿ ïðîäîëüíîé êîì-

ïîíåíòû ñêîðîñòè u (1.1.4), ïîëó÷àåì ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ íåèç-

âåñòíîé òîëùèíû ïëåíêè

∂h

∂t
− 1

xj
∂

∂x

[
xj

(
h3

3
+Bxδh2

)(
∂h

∂x
−D

∂

∂x

(
1

xj
∂

∂x

(
xj

∂h

∂x

)))]
= 0.

(1.1.5)
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Îöåíèì âåëè÷èíó ïàðàìåòðà D, õàðàêòåðèçóþùåãî ðîëü êàïèëëÿðíûõ

ýôôåêòîâ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ïðåä-

ñòàâëÿþò èíòåðåñ ïîâåðõíîñòè ñ õàðàêòåðíûì ëèíåéíûì ðàçìåðîì L ∼
10 ñì. Åñëè îðãàíèçîâàòü ïðèíóäèòåëüíîå ïëåíî÷íîå òå÷åíèå ñ òîëùèíîé

h∗
0 ∼ 0.1 ñì è ñêîðîñòüþ U ∼ 1 ñì/ñ, èñïîëüçóÿ æèäêîñòü ñ äèíàìè÷å-

ñêîé âÿçêîñòüþ µ∗ ∼ 8.5 ã/(ñì·ñ) è ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì σ ∼ 64

ã/ñ2 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò, íàïðèìåð, ãëèöåðèíó), òî âåëè÷èíà D áóäåò î÷åíü

ìàëà: D ∼ 7.5× 10−6. Çàìåòèì, ÷òî ïðè òåõ æå ëèíåéíûõ ìàñøòàáàõ è ôè-

çè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ æèäêîñòè, äàæå ïðè ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ çíà÷åíè-

ÿõ ñêîðîñòè ðàñòåêàíèÿ (ïîðÿäêà äîëåé ìèëëèìåòðà â ñåêóíäó), âåëè÷èíà

D ∼ 10−3 − 10−4, è ýôôåêòàìè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, ïî-ïðåæíåìó,

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ èìåííî òàêèå òå÷åíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò

ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è � ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíîì ñî ñòàð-

øèìè ïðîèçâîäíûìè â óðàâíåíèè è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå

∂h

∂t
− 1

xj
∂

∂x

[
xj

(
h3

3
+Bxδh2

)
∂h

∂x

]
= 0. (1.1.6)

Óïðîùåííîå óðàâíåíèå (1.1.6) (òèïà óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîé òåïëîïðî-

âîäíîñòè) íå îïèñûâàåò äåòàëè òå÷åíèÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè ïåðåäíåãî

ôðîíòà è âáëèçè èñòî÷íèêà ìàññîïîäâîäà, íî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü çàêîí

ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïÿòíà ñìà÷èâàíèÿ áåç ðåøåíèÿ ïðîáëåìû äèíàìè÷åñêîãî

óãëà êîíòàêòà, ÿâëÿþùåéñÿ êàìíåì ïðåòêíîâåíèÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà ñìà÷èâàíèÿ ïîä äåéñòâèåì êàïèëëÿðíûõ ñèë. Ðàçðå-

øåíèå èçâåñòíîãî ïàðàäîêñà, ñâÿçàííîãî ñ íåôèçè÷íîé îñîáåííîñòüþ òðå-

íèÿ íà ïåðåäíåì ôðîíòå ñìà÷èâàíèÿ, èìåþùåé ìåñòî â ðàìêàõ ÷èñòî ãèä-

ðîäèíàìè÷åñêèõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è, òðåáóåò ó÷åòà íà ìèêðîìàñøòàáàõ ðàç-

ëè÷íûõ äîïîëíèòåëüíûõ ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [16, 75, 76, 77]. Â

ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðèíóäèòåëüíîãî ðàñòåêàíèÿ ïëåíêè ðàçðåøåíèå

ïðîáëåìû äèíàìè÷åñêîãî óãëà êîíòàêòà îïðåäåëÿåò ëèøü ñòðóêòóðó òå÷å-

íèÿ â î÷åíü ìàëîé îêðåñòíîñòè ïåðåäíåãî ôðîíòà, íî íå âëèÿåò íà çàêîí
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äâèæåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà [78, 79], íàõîæäåíèå êîòîðîãî è ÿâëÿåòñÿ îñ-

íîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ðàáîòû. Ïîäðîáíûé îáçîð ëèòåðàòóðû

ïî àâòîìîäåëüíûì çàäà÷àì ðàñòåêàíèÿ ïëåíêè âäîëü îáû÷íûõ ïîâåðõíî-

ñòåé, âîçíèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ, ìîæíî íàéòè â [80]. Â ðà-

áîòå [81], îïóáëèêîâàííîé ïîçäíåå ðàáîòû àâòîðà íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè,

áûëè îïèñàíû àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñòåêàíèè ëàâû ïî ãî-

ðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé âìåñòî êëàññè÷åñêîãî óñëîâèÿ ïðè-

ëèïàíèÿ èñïîëüçîâàëîñü óñëîâèå ÷àñòè÷íîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ � ñêîðîñòü

ñòåïåííûì îáðàçîì çàâèñåëà îò òðåíèÿ. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâà-

íèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â ïîëíîé ïîñòàíîâêå. Ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëåííîå

è àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Óñòàíîâëå-

íî, ÷òî ïðè ó÷åòå ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàâû ìîæåò

áûòü ñóùåñòâåííî âûøå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ òåîðèè ñìàçî÷íîãî ñëîÿ (êàê ñ ó÷å-

òîì, òàê è â ïðåíåáðåæåíèè ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì) øèðîêî èñïîëü-

çóþòñÿ â ëèòåðàòóðå äëÿ îïèñàíèÿ äâèæóùèõñÿ òîíêèõ ñëîåâ æèäêîñòè

[69, 77, 82, 83]. Îäíîâðåìåííûé ó÷åò ëîêàëüíîãî ñêîëüæåíèÿ è òàê íàçû-

âàåìîãî ðàñêëèíèâàþùåãî äàâëåíèÿ ïðîâîäèëñÿ ðàíåå ïðè àíàëèçå îáðàçî-

âàíèÿ ðàçðûâîâ â î÷åíü òîíêèõ ïëåíêàõ æèäêîñòè [84, 85, 86, 87]. Óñëîâèÿ

ñêîëüæåíèÿ â íåñêîëüêî äðóãîì âèäå èñïîëüçîâàëèñü òàêæå ïðè àíàëèçå

ðàñòåêàíèÿ êàïåëü ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà ïî ãðàíèöå íàñûùåííîé ïîðè-

ñòîé ñðåäû [88]. Ïðè B = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ ïðèëèïàíèÿ, óðàâ-

íåíèå ïðèíèìàåò âèä, õîðîøî èçâåñòíûé â ëèòåðàòóðå [78, 89].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìû ïîâåðõíîñòè h(t, x) çàâåð-

øàåòñÿ çàäàíèåì èíòåãðàëüíîãî óñëîâèÿ, ñëåäóþùåãî èç çàêîíà ìàññîïîä-

âîäà, è óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ òîëùèíû ïëåíêè íà ïåðåäíåì ôðîíòå îá-

ëàñòè ñìà÷èâàíèÿ

(2π)j

xf∫
0

h(t, x)xjdx = Q (t) , h (x = xf) = 0.
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Çäåñü xf(t) � áåçðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà ïåðåäíåãî ôðîíòà îáëàñòè ñìà÷è-

âàíèÿ; ïðè îáåçðàçìåðèâàíèè ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ èçâåñòíûé

îáúåì æèäêîñòè â ïëåíêå îòíåñåí ê Q∗
0. Íèæå ïðîâåäåí àíàëèç âîçìîæíûõ

àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

1.1.1 Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ ñòåïåííîãî çàêîíà ìàññîïîä-

âîäà

Ïóñòü ìàññîïîäâîä â ïëåíêó çàäàåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé âðåìåíè, òîãäà

îáúåì æèäêîñòè, îãðàíè÷åííûé ôîðìîé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè, âû÷èñëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xf (t)∫
0

xjh(t, x)dx = Atγ, A = const > 0. (1.1.7)

Â ñëó÷àå ïëîñêîé ñèììåòðèè çäåñü èìååòñÿ â âèäó îáúåì, ïðèõîäÿùèéñÿ

íà åäèíèöó äëèíû ïî ðàçìàõó.

Êàê è â [78, 79, 90], áóäåì èñêàòü àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

ïëåíêè â âèäå:

h (t, x) = tαF (η), η =
x

Ctβ
, C = const > 0. (1.1.8)

Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ òàêîãî âèäà äëÿ óðàâíåíèé òèïà óðàâíåíèÿ íåëè-

íåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â ëèòåðàòóðå íàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè òèïà èñ-

òî÷íèêà è âñòðå÷àþòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ è

ïðèðîäíûõ ïðîöåññîâ [91]. Çíà÷åíèå êîíñòàíòû C âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ,

÷òîáû àâòîìîäåëüíàÿ êîîðäèíàòà ïåðåäíåãî ôðîíòà ηf ðàâíÿëàñü åäèíè-

öå. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè àâòîìîäåëüíîé ôîðìû ðåøåíèÿ (1.1.8) â óðàâíåíèå

ïëåíêè (1.1.6) è çàêîí ìàññîïîäâîäà (1.1.7) ïîëó÷àåì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-

íèÿ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà:

j = 0 : α =
2γ − 1

5
, β =

3γ + 1

5
, δ =

2γ − 1

3γ + 1
;

j = 1 : α =
γ − 1

4
, β =

3γ + 1

8
, δ =

2γ − 2

3γ + 1
. (1.1.9)
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Êîíñòàíòà C íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî èç èíòåãðàëüíîãî

óñëîâèÿ áàëàíñà ìàññû â ïëåíêå

C = A1/(j+1)

 1∫
0

ηjF (η) dη

−1/(j+1)

(1.1.10)

Âèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè δ â

çàêîíå ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êîìáèíàöèÿ ïàðàìåòðîâ

γ, α, β, ñîîòâåòñòâóþùàÿ àâòîìîäåëüíîìó ðåæèìó ðàñòåêàíèÿ. Â ñëó÷àå

îäíîðîäíîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè (δ = 0) àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå

ñóùåñòâóåò ëèøü ïðè ñïåöèàëüíûõ çàêîíàõ ìàññîïîäâîäà: γ = 1/2 (j = 0)

è γ = 1 (j = 1), ïðè ýòîì α = 0.

Â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå ïëåíêè äëÿ ïëîñêîãî è îñåñèì-

ìåòðè÷íîãî òå÷åíèé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

21−jγ − 1

5− j
ηjF − (3γ + 1)

3j + 5
η1+jF ′−

− 1

3C2

(
ηjF 3F ′)′ −BCδ−2

(
ηj+δF 2F ′)′ = 0. (1.1.11)

Çíà÷åíèÿ δ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîñêîïàðàëëåëüíîìó (j = 0) è îñåñèììåò-

ðè÷íîìó (j = 1) ðàñòåêàíèÿì ïëåíêè, óêàçàíû â (1.1.9).

Ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èìååò âòîðîé ïîðÿäîê, à â

ïîñòàíîâêå çàäà÷è èìååòñÿ ëèøü îäíî êðàåâîå óñëîâèå � íóëåâîå çíà÷åíèå

àâòîìîäåëüíîé ôóíêöèè F ïðè η → 1 (íà ïåðåäíåì ôðîíòå). Èç âèäà óðàâ-

íåíèÿ (1.1.11) ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå η = 1 ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè F îáðàùà-

þòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, òî åñòü ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îñîáîé. Ïîñêîëüêó äëÿ

ïðèëîæåíèé èíòåðåñíû îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñåïàðà-

òðèñå, òî îäíîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ â îñîáîé òî÷êå îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî

äëÿ íàõîæäåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëàâíîãî (ïåð-

âîãî) ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ F (η) â îêðåñòíîñòè

îñîáîé òî÷êè η = 1 ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå ðÿäà:

F (η) ≈ k(1− η)θ,
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ãäå k è θ ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ â

óðàâíåíèå (1.1.11) äëÿ ðàñòåêàíèÿ ïî îáû÷íîé ïîâåðõíîñòè (B = 0) ïîëó-

÷àåì

F (η) ≈
(
9C2 (3γ + 1)

(3j + 5)

) 1
3

(1− η)
1
3 .

Â ñëó÷àå ðàñòåêàíèÿ ïî ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè (B ̸= 0) àñèìï-

òîòèêà èìååò âèä:

F (η) ≈
√

2

B

(
3γ + 1

3j + 5

)1
2

C
4γ+j+3
2(3γ+1) (1− η)

1
2 .

Äàííàÿ àñèìïòîòèêà áûëà èñïîëüçîâàíà â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû ñíåñòè ãðàíè÷íîå óñëîâèå èç îñîáîé òî÷êè íà ìàëîå ðàññòîÿíèå â

òî÷êó η0, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ |1−η0| ≪ 1. Óðàâíåíèå (1.1.11) ðåøà-

ëîñü ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

òî÷íîñòè. Ñîâìåñòíî ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1.11) çíà÷åíèå êîíñòàíòû C

â çàêîíå äâèæåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà íàõîäèëîñü ìåòîäîì ñòðåëüáû ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì èòåðàöèé, ïðîäîëæàþùèõñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ñ çàäàííîé òî÷-

íîñòüþ íå óäîâëåòâîðÿëñÿ èíòåãðàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû â ïëåíêå

(1.1.10). Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1.11) è íàõîæäåíèÿ çíà÷å-

íèÿ êîíñòàíòû C áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà äëÿ ÝÂÌ. Òåñòèðîâàíèå ÷èñ-

ëåííîãî àëãîðèòìà ïðîâîäèëîñü íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé è çíà÷åíèé

êîíñòàíòû C, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷íîìó àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ óðàâ-

íåíèÿ (1.1.11) ïðè B = 0, γ = 0 [78] è ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ äëÿ òåõ æå

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì íàéäåííîé àñèìïòîòèêè. Ðàçðàáî-

òàííûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì óäåðæèâàåò òðè çíà÷àùèõ öèôðû ïîñëå çàïÿ-

òîé. Íà ðèñ. 1.2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(1.1.11) äëÿ ïëîñêîãî è îñåñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àåâ ïðè A = 1 è ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìàññîïîäâîäà γ è ïðîñêàëüçûâàíèÿ B, δ.

Âèäíî, ÷òî ãðàôèêè àâòîìîäåëüíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè ïëåíêè, ïîëó-

÷åííûå ñ ó÷åòîì ïðîñêàëüçûâàíèÿ, ðàñïîëàãàþòñÿ íèæå ñîîòâåòñòâóþùèõ
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ðåøåíèé áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Ïîñêîëüêó ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè

âðåìåíè îáúåì æèäêîñòè, ïîäâåäåííûé â ïëåíêó, ðàñòåêàþùóþñÿ ïî ñó-

ïåðãèäðîôîáíîé è îáû÷íîé ïîâåðõíîñòÿì, äîëæåí áûòü îäèíàêîâûì, ÿñíî,

÷òî çà òî æå âðåìÿ ïåðåäíèé ôðîíò ïëåíêè ïðîõîäèò ïî ñóïåðãèäðîôîá-

íîé ïîâåðõíîñòè áîëüøåå ðàññòîÿíèå, ÷åì ïî îáû÷íîé. Ïðè ýòîì ïîêàçà-

òåëè ñòåïåíè â çàâèñèìîñòè êîîðäèíàòû ïåðåäíåãî ôðîíòà îò âðåìåíè äëÿ

îáû÷íîé è ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòåé ñîâïàäàþò, à îòëè÷àþòñÿ ëèøü

ìíîæèòåëè C.

Ðèñ. 1.2: Àâòîìîäåëüíàÿ ôóíêöèÿ F (η), a, â � ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå, j = 0; á, ã �

îñåñèììåòðè÷íîå, j = 1; a, á: B = 0.5, γ = 0, 0.5, 2 (1�3); â, ã: γ = 1, B = 0, 0.1, 0.2, 0.4, 0.8

(1�5); øòðèõîâûå ëèíèè � ñëó÷àé ïðèëèïàíèÿ
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Âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëÿ C â çàêîíå äâèæåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîí-

òà ïëåíêè äëÿ îäíîðîäíîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè, õàðàêòåðèçóþ-

ùåéñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé ïðîñêàëüçûâàíèÿ â íàïðàâëåíèè ðàñòåêàíèÿ

ïëåíêè δ = 0, ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå.

B 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Cplane 0.893 0.952 1.014 1.070 1.110 1.150

Caxisym 1.243 1.282 1.333 1.374 1.410 1.442

Ýòè äàííûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäå-

ëåíèÿ ïàðàìåòðà ïðîñêàëüçûâàíèÿ îäíîðîäíîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõ-

íîñòè íà îñíîâå èçìåðåííîãî çàêîíà äâèæåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû çíà÷å-

íèé (γ,B) èìååòñÿ àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà, ïðè

ýòîì äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóþùèå

ðåøåíèÿ ðàçëè÷íû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñòåïåííîãî çàêîíà ìàññîïîäâîäà â

ïëåíêó èìååòñÿ îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè ñêîëüæåíèÿ

ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè è çàêîíîì ðàñòåêàíèÿ ïëåíêè. Ïîýòîìó òà-

êîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ ñ öå-

ëüþ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñêîëüæåíèÿ ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè

(àïïðîêñèìèðóåìûõ ñòåïåííîé ôóíêöèåé êîîðäèíàòû ëèáî êîíñòàíòîé) ïî

èçìåðåííîìó çàêîíó ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà.

Â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïîñòðîåííîå àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ (1.1.6) è çàêîí äâèæåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

h∗ =
Q∗

0

πjLj+1

(
t∗Q∗3

0 g

π3jL3j+5ν∗

)((2−j)γ−1)/(5−j)

F (η) ,

x∗ = LC

(
t∗Q∗3

0 g

π3jL3j+5ν∗

)(3γ+1)/(3j+5)

, b∗ =
Q∗

0Bx∗δ

πjLδ+j+1
.

Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà δ äëÿ ïëîñêîãî èëè îñåñèììåòðè÷íîãî ðàñòåêàíèÿ òîí-

êîãî ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç (1.1.9).
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1.1.2 Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàêîíà

ìàññîïîäâîäà

Óðàâíåíèå ïëåíêè (1.1.6) èìååò åùå îäèí êëàññ àâòîìîäåëüíûõ ðåøå-

íèé, ñîîòâåòñòâóþùèé ýêñïîíåíöèàëüíîìó ïî âðåìåíè çàêîíó ìàññïîäâîäà

â ïëåíêó. Ïóñòü èçìåíåíèå îáúåìà æèäêîñòè, îãðàíè÷åííîãî ôîðìîé ïî-

âåðõíîñòè ïëåíêè, ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó

xf (t)∫
0

xjh(t, x)dx = Aeγt, A = const > 0. (1.1.12)

Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïëåíêè (1.1.6), ñîîòâåòñòâóþùèå òà-

êîìó çàêîíó ìàññîïîäâîäà, èùåì â âèäå:

h (t, x) = eαtF (η), η =
x

Ceβt
, C = const > 0. (1.1.13)

Ðàíåå òàêîé âèä àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ óæå èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ ýâîëþöèè ôîðìû ñëîÿ ìàãìû íà íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè [90]. Êàê

è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, çíà÷åíèå êîíñòàíòû C âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû

àâòîìîäåëüíàÿ êîîðäèíàòà ïåðåäíåãî ôðîíòà ηf ðàâíÿëàñü åäèíèöå. Ïîñëå

ïîäñòàíîâêè àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ (1.1.13) â óðàâíåíèå ïëåíêè (1.1.6) è

çàêîí ìàññîïîäâîäà (1.1.12) ïîëó÷àåì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîìîäåëü-

íûõ ðåøåíèé:

j = 0 : α =
2γ

5
, β =

3γ

5
, δ =

2

3
;

j = 1 : α =
γ

4
, β =

3γ

8
, δ =

2

3
.

Êîíñòàíòà C íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (1.1.10).

Èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî åñëè èçìåíåíèå îáúåìà æèäêî-

ñòè, îãðàíè÷åííîãî ôîðìîé ïîâåðõíîñòè ïëåíêè, çàäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëü-

íîé ôóíêöèåé âðåìåíè, òî àâòîìîäåëüíûé çàêîí ðàñòåêàíèÿ ïî ñóïåðãèäðî-

ôîáíîé ïîâåðõíîñòè âîçìîæåí ëèøü äëÿ åäèíñòâåííîãî òèïà ïîâåðõíîñòè,

ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèþ δ = 2/3 â çàêîíå ïðîñêàëüçûâàíèÿ, ïðè ýòîì

íåîáõîäèìî, ÷òîáû γ ̸= 0.
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Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1.1.6) äëÿ íåèçâåñòíîé ôîðìû

ïîâåðõíîñòè ïëåíêè â àâòîìîäåëüíûõ ïåðåìåííûõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

21−jγ

5− j
ηjF − 3γ

5 + 3j
η1+jF ′ − (ηjF 3F ′)′

3C2
−BC−4/3

(
η(2+3j)/3F 2F ′

)′
= 0.

(1.1.14)

Ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ êîîðäèíàòà ïåðåäíåãî ôðîíòà η = 1

òàêæå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé, áûëà èñïîëüçîâàíà ïðîöåäóðà ðàçëîæåíèÿ

ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, àíàëîãè÷íàÿ îïèñàííîé â ïðåäûäóùåì

ïóíêòå. Â ñëó÷àå ðàñòåêàíèÿ ïî îáû÷íîé ïîâåðõíîñòè (B = 0) ïîëó÷àåì:

F (η) ≈
(
27C2γ

3j + 5

)1/3

(1− η)1/3 .

Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ â ñëó÷àå ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè (B ̸= 0)

èìååò âèä:

F (η) ≈ C2/3

√
6γ

(3j + 5)B
(1− η)1/2 .

Ïîëó÷åííûå àñèìïòîòèêè èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ (1.1.14). ×èñëåííàÿ ïðîöåäóðà, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè ðåøåíèè óðàâ-

íåíèÿ (1.1.14), àíàëîãè÷íà èçëîæåííîé âûøå. Íà ðèñ. 1.3 ïðåäñòàâëåíû

ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1.14) äëÿ A = 1.

Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëÿ C â çàêîíå äâèæåíèÿ ïå-

ðåäíåãî ôðîíòà, âû÷èñëåííûå äëÿ γ = 1.

B 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Cplane 0.838 0.922 0.954 0.979 1.000 1.021

Caxisym 1.273 1.334 1.390 1.434 1.474 1.511

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïåðåäíèé ôðîíò ïëåíêè çà

òî æå âðåìÿ ïðîõîäèò ïî ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè áîëüøåå ðàññòî-

ÿíèå, ÷åì ïî îáû÷íîé ïîâåðõíîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ.
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Ðèñ. 1.3: Àâòîìîäåëüíàÿ ôóíêöèÿ F (η), a, â � ïëîñêîïàðàëëåëüíîå òå÷åíèå, j = 0;

á, ã � îñåñèììåòðè÷íîå, j = 1; a, á: B = 0.4, γ = 0.1, 0.5, 2 (1�3); â, ã: γ = 1,

B = 0, 0.1, 0.2, 0.4, 0.8 (1�5); øòðèõîâûå ëèíèè � ñëó÷àé ïðèëèïàíèÿ
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Â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1.14) è çàêîí äâèæåíèÿ

ïåðåäíåãî ôðîíòà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

h∗=
Q∗

0

πjLj+1
exp

(
2γt∗Q∗3

0 g

(3j + 5) π3jL3j+5ν∗

)
F (η) ,

x∗ = LCexp

(
3γt∗Q∗3

0 g

(3j + 5) π3jL3j+5ν∗

)
.

Ïîÿâëåíèå îñîáåííîñòåé ôîðìû ïîâåðõíîñòè íà îñè ñèììåòðèè â ðàñ-

ñìîòðåííûõ îñåñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèÿõ (ðèñ. 1.2 è 1.3, á, ã) ñâÿçàíî ñ

óæå îòìå÷àâøåéñÿ âûøå íåïðèìåíèìîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè â ìà-

ëîé îêðåñòíîñòè èñòî÷íèêà ìàññîïîäâîäà. Ïîñêîëüêó âáëèçè îñè ñèììåò-

ðèè ôóíêöèÿ F ðàñòåò íà î÷åíü ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò îñè ñèììåòðèè

(F ∼ ln1/4(1/η)), â ìàñøòàáå ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêîâ íåîãðàíè÷åííîãî

íàðàñòàíèÿ òîëùèíû íå âèäíî.

1.1.3 Ïðèáëèæåííîå àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå äëÿ ñëàáîíåîäíî-

ìåðíîãî ðàñòåêàíèÿ ïëåíêè

Ïîëó÷åííûå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà ñëó÷àé

ñëàáîäâóìåðíîãî ðàñòåêàíèÿ ïëåíêè, êîãäà ïîÿâëåíèå íåîäíîìåðíûõ ýô-

ôåêòîâ âûçâàíî îäíîé èç ñëåäóþùèõ ïðè÷èí: ñëàáîé çàâèñèìîñòüþ êîýô-

ôèöèåíòà ñêîëüæåíèÿ (ãëàâíîé êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùåé îñè x∗) îò âòîðîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû y∗, ñëàáîé çàâè-

ñèìîñòüþ ìîùíîñòè èñòî÷íèêà ìàññû îò êîîðäèíàòû y∗ ëèáî êîìáèíàöèåé

óêàçàííûõ ïðè÷èí. Ðàññìîòðèì ñëàáîíåîäíîìåðíîå ðàñòåêàíèå ïëåíêè îò

ëèíåéíîãî èñòî÷íèêà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Êàê è â ïðåäûäóùèõ

ïóíêòàõ, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñóïåðãèäðîôîáíûå ïîâåðõíîñòè ñ äâóìÿ îðòîãî-

íàëüíûìè ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ, âäîëü êîòîðûõ

íàïðàâëåíû êîîðäèíàòû x∗ è y∗, â êà÷åñòâå ìàñøòàáà y∗ òàêæå âûáðàíà

äëèíà L.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîÿâëåíèå íåîäíîìåðíûõ

ýôôåêòîâ îáóñëîâëåíî ñëàáîé çàâèñèìîñòüþ êîýôôèöèåíòà ñêîëüæåíèÿ bxx
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îò âòîðîé êîîðäèíàòû y. Ïóñòü bxx = xδ (B0 + ε1B1(y)), ãäå B0 = const, à

ε1 ≪ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð, âûáðàííûé òàê, ÷òî ìàêñèìóì ìîäóëÿ ôóíêöèè

B1 ðàâíÿåòñÿ åäèíèöå. Â ðàìêàõ òàêèõ ïðåäïîëîæåíèé ìîæíî ðàñøèðèòü

êëàññ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàç-

äåëàõ.

Ïðîâåäÿ ðàññóæäåíèÿ, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûå èçëîæåííûì ðàíåå, äëÿ

ñóùåñòâåííî-äâóìåðíîãî ðàñòåêàíèÿ óðàâíåíèå äëÿ áåçðàçìåðíîé òîëùèíû

ïëåíêè ïðèíèìàåò âèä:

∂h

∂t
− ∂

∂x

[
∂h

∂x

(
h3

3
+ xδ(B0 + ε1B1(y))h

2

)]
−

− ∂

∂y

[
∂h

∂y

(
h3

3
+ byyh

2

)]
= 0. (1.1.15)

Êîýôôèöèåíò ñêîëüæåíèÿ âäîëü êîîðäèíàòû y (byy) � ïðîèçâîëüíàÿ

ôóíêöèÿ êîîðäèíàò x è y.

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε1 ðåàëüíûé ìàñøòàá òðàíñâåðñàëüíîé ñêîðî-

ñòè (ñêîðîñòè ïåðåòåêàíèÿ âäîëü êîîðäèíàòû y) â ïëåíêå ìíîãî ìåíüøå

ìàñøòàáà ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè U , ïîýòîìó ïîñëåäíèé ÷ëåí â óðàâíåíèè

(1.1.15), ó÷èòûâàþùèé òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåòåêàíèå æèäêîñòè â ïëåíêå,

òàêæå î÷åíü ìàë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ôîðì çàâèñèìîñòè

B1(y) ýòèì ÷ëåíîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ìàëî-

ìó ïàðàìåòðó ε1. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò ñòðîèòü àâòîìîäåëüíûå

ðåøåíèÿ äëÿ ðàñòåêàíèÿ ïëåíêè (â êîòîðûå y âõîäèò êàê ïàðàìåòð) â ïåð-

âîì ïðèáëèæåíèè ïî ε1. Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû òàêèõ ðåøåíèé è äàíû

îöåíêè ñïðàâåäëèâîñòè ïðåäïîëîæåíèÿ î âîçìîæíîñòè ïðåíåáðå÷ü òðàíñ-

âåðñàëüíûì ïåðåòåêàíèåì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðåíû ñòåïåííîé ïî âðåìåíè çàêîí ìàññî-

ïîäâîäà è ñëó÷àè ëèíåéíîé, êâàäðàòè÷íîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé (ñ ïåðèîäîì

2π) çàâèñèìîñòè B1 îò y.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1.15) ñ îòáðîøåííûì ïîñëåäíèì
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÷ëåíîì èùåòñÿ â âèäå:

h(t, x, y) = tα[F0(η) + ε1F1(η, y)], η =
x

Ctβ
,

C = C0 + ε1C1(y). (1.1.16)

Çäåñü èíäåêñîì 0 îòìå÷åíû ïîñòðîåííûå âûøå îäíîìåðíûå àâòîìîäåëüíûå

ðåøåíèÿ.

Èíòåãðàëüíîå óñëîâèå ïîäâîäà ìàññû â ïëåíêó ïðè åå äâóìåðíîì ðàñòå-

êàíèè ïðèíèìàåò âèä:

2π∫
0

xf∫
0

h(t, x, y)dxdy = Atγ, A = const > 0. (1.1.17)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðåøåíèÿ (1.1.16) â (1.1.15) (c îòáðîøåííûì ïîñëåä-

íèì ÷ëåíîì) è â çàêîí ìàññîïîäâîäà (1.1.17) â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî

ìàëîìó ïàðàìåòðó ε1 ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óñëîâèå (1.1.10) è óðàâíåíèå

(1.1.11) äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè F0 (η), à òàêæå êîíñòàíòû C0 â çàêîíå

äâèæåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà.

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ε1 ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ïîïðàâêè ê îä-

íîìåðíîìó àâòîìîäåëüíîìó ðåøåíèþ:

2γ−1

5
F1 −

3γ+1

5

dF1

dη
η− 1

C2
0

d

dη

(
F 3
0

3

dF1

dη

)
− 1

C2
0

d

dη

(
F1F

2
0

dF0

dη

)
−

−B0C
δ−2
0

d

dη

(
ηδF 2

0

dF1

dη

)
− 2B0C

δ−2
0

d

dη

(
ηδF1F0

dF0

dη

)
+

+
2C1 (y)

C3
0

d

dη

(
F 3
0

3

dF0

dη

)
−B1 (y)C

δ−2
0

d

dη

(
ηδF 2

0

dF0

dη

)
+

+B0C1 (y)C
δ−3
0

(
4γ + 3

3γ + 1

)
d

dη

(
ηδF 2

0

dF0

dη

)
= 0. (1.1.18)

Ïàðàìåòð δ, âûðàæåííûé ÷åðåç ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â çàêîíå ìàññîïîä-

âîäà γ, îïðåäåëÿåòñÿ èç (1.1.9).

Ïðåíåáðåãàÿ òðàíñâåðñàëüíûì ïåðåòåêàíèåì, èç èíòåãðàëüíîãî çàêîíà

äëÿ îáúåìà æèäêîñòè â ïëåíêå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ε1 ïîëó÷àåì óðàâ-
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íåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ C1(y):

C0

1∫
0

F1 (η, y) dη + C1 (y)

1∫
0

F0 (η) dη = 0. (1.1.19)

Óðàâíåíèå (1.1.18) � ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî F1 (η) îáûêíîâåííîå äèôôå-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, â êîòîðîå y âõîäèò êàê ïàðàìåòð. Êðàåâîå óñëîâèå

äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ � íóëåâîå çíà÷åíèå F1 â òî÷êå η = 1. Èç óðàâíåíèÿ

ñëåäóåò, ÷òî η = 1 � îñîáàÿ òî÷êà. Âûäåëèì ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ðå-

øåíèÿ ïðè η → 1. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì àñèìïòîòèêó F0 (η) â îêðåñòíîñòè

η = 1 äëÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ðàñòåêàíèÿ, íàéäåííóþ ðàíåå:

F0 (η) ≈ M (1− η)
1
2 , M =

√
6γ + 2

5B
C

4γ+3
2(3γ+1) .

Ïîäñòàâëÿÿ â (1.1.18), ïîëó÷àåì ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè F1 â îêðåñò-

íîñòè îñîáîé òî÷êè:

F1 (η, y) =
M 3

(
B1 (y)C

δ−2
0 −B0C1 (y)C

δ−3
0

(
4γ+3
3γ+1

))
0.4 (3γ + 1)−B0A2

0C
δ−2
0 − 2B0A2

0C
δ−2
0

(1− η)
1
2 .

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå áûëî èñïîëüçîâàíî â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ, ÷òî-

áû îòñòóïèòü èç îñîáîé òî÷êè. Äëÿ çàäàííîãî âèäà ôóíêöèè B1 (y) ïðè

êàæäîì âûáðàííîì çíà÷åíèè y óðàâíåíèå (1.1.18) ðåøàëîñü èòåðàöèÿìè

ñ âàðüèðîâàíèåì çíà÷åíèÿ C1(y) äî òåõ ïîð, ïîêà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ

íå óäîâëåòâîðÿëñÿ èíòåãðàëüíûé çàêîí (1.1.19), â ðåçóëüòàòå îïðåäåëÿëàñü

ôóíêöèÿ C1 (y). Ïîëó÷àåìîå íà êàæäîì øàãå èòåðàöèé ðåøåíèå F1 ïàðà-

ìåòðè÷åñêè çàâèñèò îò y.

Íà ðèñ. 1.4 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè äîáàâêà F1 (η, y) äëÿ ëèíåéíîãî, êâàä-

ðàòè÷íîãî è ïåðèîäè÷åñêîãî çàêîíîâ èçìåíåíèÿ B1 îò âòîðîé ïðîñòðàí-

ñòâåííîé êîîðäèíàòû. Íà ðèñ. 1.5 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè C1 (y) â çà-

êîíå äâèæåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà. Â äàííûõ ðàñ÷åòàõ B0 = 1, γ = 1/2, ïðè

ýòîì α = δ = 0.

Äëÿ îöåíêè ñïðàâåäëèâîñòè ïðåíåáðåæåíèÿ òðàíñâåðñàëüíûì ïåðåòåêà-

íèåì â ïëåíêå â ðàññìîòðåííîì ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ε1 áûëà îöåíåíà
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âåëè÷èíà íåâÿçêè (ò.å. âåëè÷èíà îòáðîøåííîãî ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â (1.1.15))

íà ïîëó÷åííûõ îáîáùåííûõ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèÿõ. Ïîëàãàÿ byy = 0,

ðàññìîòðèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè (1.1.15). Ïîäñòàâèì (1.1.16)

â (1.1.15) è îòáðîñèì ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ε1:

∂

∂y

(
h3

3

∂h

∂y

)
=

1

3

∂

∂y

(
(F0 (η) + ε1F1 (η, y))

3 ∂

∂y
(F0 (η) + ε1F1 (η, y))

)
≈

≈ 1

3

∂

∂y

((
F 3
0 (η) + 3ε1F

2
0 (η)F1 (η, y)

) ∂

∂y
(F0 (η) + ε1F1 (η, y))

)
≈

≈ 1

3

∂

∂y

((
F 3
0 (η) + 3ε1F

2
0 (η)F1 (η, y)

)(∂F0 (η)

∂y
+ ε1

∂F1 (η, y)

∂y

))
≈

≈ ∂

∂y

(
F 3
0 (η)

3

∂F0 (η)

∂y

)
+ ε1

∂

∂y

(
F 3
0 (η)

3

∂F1 (η, y)

∂y

)
+

+ ε1
∂

∂y

(
F 2
0 (η)F1 (η, y)

∂F0 (η)

∂y

)
Òàê êàê ∂F0 (η)/∂y = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà îòáðîøåííîãî ïîñëåä-

íåãî ñëàãàåìîãî (íåâÿçêè) èìååò ïîðÿäîê:

ε1t
4αE (η, y) , E (η, y) =

F 3
0

3

∂2F1

∂y2
.

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà ïîëó÷åííîé íåâÿçêè ïðîïîðöèîíàëüíà t4α, ïîýòîìó

ïðè ðàñòåêàíèè òîíêîãî ñëîÿ æèäêîñòè âäîëü ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõ-

íîñòåé, íà êîòîðûõ àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè α > 0 äîñòè-

ãàåòñÿ ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà òðàíñâåðñàëüíûì ïåðåòåêàíèåì ïðåíåáðå÷ü

óæå íåëüçÿ. Ïîýòîìó äëÿ òàêèõ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ïîñòðî-

åííûå ïðèáëèæåííûå àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ íå ïðèìåíèìû.

Íà ðèñ. 1.6 ïðèâåäåíà âåëè÷èíà E(η, y) äëÿ ñòåïåííîãî è ïåðèîäè÷åñêîãî

çàêîíîâ B1 (y). Íåâÿçêà E âû÷èñëÿëàñü ïî ôîðìóëå

E (η, y) =
F 3
0

3

(F1 (η, y +△y)− 2F1 (η, y) + F1 (η, y −△y))

(△y)2
.

Âèäíî, ÷òî äëÿ âûáðàííûõ ïðèìåðîâ B1 (y) âåëè÷èíà E ≪ 1. Ïîýòîìó

âåëè÷èíà îòáðîøåííîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè (1.1.15) ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ âåëè-

÷èíîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ε1, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü
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ïðåäïîëîæåíèÿ î âîçìîæíîñòè ïðåíåáðå÷ü òðàíñâåðñàëüíûì ïåðåòåêàíèåì

â ïëåíêå.

Àíàëîãè÷íûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû äëÿ èñòî÷íèêîâ ìàññû, èí-

òåíñèâíîñòü êîòîðûõ ñëàáî çàâèñèò îò y, à òàêæå äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà îäíî-

âðåìåííî âàæíû çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïðîñêàëüçûâàíèÿ è ìîùíî-

ñòè èñòî÷íèêîâ îò âòîðîé êîîðäèíàòû. Îãðàíè÷åíèåì ïðèìåíèìîñòè òàêèõ

ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðåíåáðå÷ü òðàíñâåðñàëü-

íûì ïåðåòåêàíèåì æèäêîñòè â óðàâíåíèè äëÿ ôîðìû ïîâåðõíîñòè ïëåíêè

è èíòåãðàëüíîì çàêîíå ìàññîïîäâîäà.
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Ðèñ. 1.4: Äîáàâîê F1 (η, y) ê àâòîìîäåëüíîìó ðåøåíèþ äëÿ B1 (y):

(à, á) y, y2, y = 0.0, 0.1, 0.2, 0.4, ..., 1.0; (â) cos y, y = 0, π/8, 2π/8, ..., π
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Ðèñ. 1.5: Ãðàôèê ôóíêöèè C1 (y) äëÿ B1 (y): (à) y � 1, y2 � 2; (á) cos y

Ðèñ. 1.6: Íåâÿçêà E (η, y) äëÿ B1 (y): à � y2; á � cos y, y = π/8, 2π/8, ..., 7π/8
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1.2 Ñòåêàíèå ðó÷åéêà âÿçêîé æèäêîñòè ïî íàêëîííîé

ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè

Ðàññìîòðèì ìåäëåííîå ñòàöèîíàðíîå ñòåêàíèå ðó÷åéêà òÿæåëîé íüþòî-

íîâñêîé æèäêîñòè ïî ïëîñêîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè, íàêëîíåí-

íîé ïîä êîíå÷íûì óãëîì φ ê ãîðèçîíòó. Íà÷àëî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîð-

äèíàò 0x∗y∗z∗ ñâÿçàíî ñ ëîêàëèçîâàííûì èñòî÷íèêîì ìàññîïîäâîäà, èìåþ-

ùèì îáúåìíóþ ìîùíîñòü Q∗; îñè 0x∗ è 0y∗ íàïðàâëåíû âäîëü äâóõ ãëàâíûõ

íàïðàâëåíèé òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ b∗ij ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè, ïðåä-

ïîëàãàåìûõ îðòîãîíàëüíûìè, îñü 0y∗ ãîðèçîíòàëüíà, îñü 0z∗ íàïðàâëåíà ïî

íîðìàëè ê íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 1.7).

Ðèñ. 1.7: Ñõåìà ðó÷åéêîâîãî ñòåêàíèÿ æèäêîñòè è ñèñòåìà êîîðäèíàò

Ðàçìåðíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â âûáðàííîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò îáîçíà÷èì ÷åðåç u∗, v∗ è w∗. Óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè è Íàâüå-

Ñòîêñà, îïèñûâàþùèå ðàññìàòðèâàåìîå òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè, çàïèñàí-

íûå â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò âèä:

∂u∗

∂x∗
+

∂v∗

∂y∗
+

∂w∗

∂z∗
= 0,

u∗
∂u∗

∂x∗
+ v∗

∂u∗

∂y∗
+ w∗∂u

∗

∂z∗
= − 1

ρ∗
∂p∗

∂x∗
+ ν∗

(
∂2u∗

∂x∗2
+

∂2u∗

∂y∗2
+

∂2u∗

∂z∗2

)
+ g sinφ,
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u∗
∂v∗

∂x∗
+ v∗

∂v∗

∂y∗
+ w∗∂v

∗

∂z∗
= − 1

ρ∗
∂p∗

∂y∗
+ ν∗

(
∂2v∗

∂x∗2
+

∂2v∗

∂y∗2
+

∂2v∗

∂z∗2

)
,

u∗
∂w∗

∂x∗
+ v∗

∂w∗

∂y∗
+w∗∂w

∗

∂z∗
= − 1

ρ∗
∂p∗

∂z∗
+ ν∗

(
∂2w∗

∂x∗2
+

∂2w∗

∂y∗2
+

∂2w∗

∂z∗2

)
− g cosφ.

Ïóñòü ðàçìåðíûå âåëè÷èíû L, l è h∗
0 çàäàþò õàðàêòåðíûå ëèíåéíûå ìàñ-

øòàáû äëèíû, øèðèíû è òîëùèíû ðó÷åéêà ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ, ÷òî òîëùèíà ðó÷åéêà ìíîãî ìåíüøå åãî øèðèíû, à øèðèíà ìíîãî ìåíü-

øå äëèíû, ïðè ýòîì: h∗
0/l = l/L = ε ≪ 1. Â äàëüíåéøåì ε ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì

ïàðàìåòðîì. Ââåäåì íàáîð áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ:

x =
x∗

L
, y =

y∗

l
, z =

z∗

h∗
0

, u =
u∗

U
, v =

v∗

εU
, w =

w∗

ε2U
, p = p∗

ε2Re

ρ∗U 2
.

Ïîñëå ïðîöåäóðû îáåçðàçìåðèâàíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò

âèä:
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0,

ε4Re

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
= −ε2

∂p

∂x
+ ε4

∂2u

∂x2
+ ε2

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
+ ε4

Re

Fr2
sinφ,

ε4Re

(
u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
= −∂p

∂y
+ ε4

∂2v

∂x2
+ ε2

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2
,

ε6Re

(
u
∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

)
= −∂p

∂z
+ε6

∂2w

∂x2
+ε4

∂2w

∂y2
+ε2

∂2w

∂z2
−ε4

Re

Fr2
cosφ.

×èñëà Re è Fr îïðåäåëÿþòñÿ êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî

îáúåìíàÿ ìîùíîñòü èñòî÷íèêà Q∗ çàäàíà, è âûáèðàÿ ìàñøòàá äëèíû L,

ìîæíî âûðàçèòü U (õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ñòåêàíèÿ), l è h∗
0 ÷åðåç Q

∗, L, à

òàêæå âÿçêîñòü æèäêîñòè è óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè:

U =

(
Q∗4g3

ν∗3L2

)1/7

, l =

(
ν∗L3Q∗

g

)1/7

, h∗
0 =

(
ν∗2Q∗2

g2L

)1/7

.

Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷åíû èç óñëîâèÿ Q∗ = h∗
0lU , à òàêæå ðàâåí-

ñòâà åäèíèöå êîýôôèöèåíòà ïðè ñèëå òÿæåñòè â ïðîåêöèè áåçðàçìåðíîãî

óðàâíåíèÿ èìïóëüñà íà îñü 0z∗. Ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ â áåçðàçìåðíûõ óðàâ-

íåíèÿõ ÷ëåíîâ, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ ïðè ε → 0 (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè
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ýòîì ε2Re òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ), ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

ñòîêñîâîé ïëåíêè íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè:
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0,

∂2u

∂z2
+ sinφ = 0,

∂2v

∂z2
=

∂p

∂y
,

∂p

∂z
= − cosφ. (1.2.1)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè íà íàêëîííîé ñóïåð-

ãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ýôôåêòèâíîãî ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ Íàâüå äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè u, v íà ïîâåðõíîñòè è íåïðî-

òåêàíèÿ äëÿ íîðìàëüíîé ê íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

w:

z = 0 : u = b1 (x, y)
∂u

∂z
, v = b2 (x, y)

∂v

∂z
, w = 0. (1.2.2)

Çäåñü b1 è b2 � ãëàâíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ, îòíåñåííûå

ïðè îáåçðàçìåðèâàíèè ê h∗
0. Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñòàâÿòñÿ êèíåìàòè-

÷åñêîå è äèíàìè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

z = h (x, y) : u
∂h

∂x
+ v

∂h

∂y
= w, p = 0,

∂u

∂z
= 0,

∂v

∂z
= 0. (1.2.3)

Êàïèëëÿðíûå ýôôåêòû íå ó÷èòûâàþòñÿ â ñèëó ñîîáðàæåíèé, èçëîæåííûõ

â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Óñëîâèÿ äëÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â æèäêîñòè

ñëåäóþò èç p∗ijn
∗
jτ

∗
i = 0 ïîñëå ïðîöåäóðû îáåçðàçìåðèâàíèÿ.

Â ðàáîòå [98] âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå ñòåêàíèÿ ðó÷åéêà âÿçêîé æèäêî-

ñòè ïî îáû÷íîé ïîâåðõíîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà-

÷àì èíòåíñèôèêàöèè òåïëîîáìåíà.

Â ñëó÷àå îáû÷íîé ïîâåðõíîñòè ñ óñëîâèåì ïðèëèïàíèÿ (b1 = b2 = 0) ðàñ-

ñìàòðèâàåìàÿ â äàííîì ïóíêòå çàäà÷à (ñ ó÷åòîì èëè áåç ó÷åòà êàïèëëÿð-

íûõ ýôôåêòîâ) èìååò èçâåñòíûé êëàññ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé [99�103].

Â ðàáîòå [104] àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðå-

øåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíûå ñóïåðãèäðîôîáíûå

ïîâåðõíîñòè, äëÿ êîòîðûõ çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ îò áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàò îïèñûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñòå-

ïåííûõ ôóíêöèé: b1,2 (x, y) = B1,2x
γyδ, ãäå B1,2 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàí-

òû, à x è y � áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè íà ñóïåðãèäðîôîáíîé ïî-

âåðõíîñòè.
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Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ (1.2.1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.2.2, 1.2.3), ïîëó÷à-

åì âûðàæåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ è êîìïîíåíò ñêîðîñòè u, v:

p = (h− z) cosφ, u = sinφ

(
zh− z2

2
+B1x

γyδh

)
,

v =
∂h

∂y

(
z2

2
− zh−B2x

γyδh

)
cosφ. (1.2.4)

Âûðàæåíèå äëÿ w ìîæåò áûòü íàéäåíî èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, íî

òàê êàê â äàëüíåéøåì îíî íå èñïîëüçóåòñÿ, çäåñü îíî íå ïðèâîäèòñÿ.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ïî òîëùèíå ñëîÿ è ïîä-

ñòàíîâêè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà â êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå íà ñâîáîäíîé

ïîâåðõíîñòè ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

∂

∂x

h(x, y)∫
0

u (x, y, z) dz +
∂

∂y

h(x, y)∫
0

v (x, y, z) dz = 0,

çàòåì, ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ñêî-

ðîñòè u è v (1.2.4), ïîëó÷àåì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

äëÿ óñòàíîâèâøåéñÿ ôîðìû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðó÷åéêà:

sinφ
∂

∂x

(
h3

3
+B1x

γyδh2

)
− cosφ

∂

∂y

((
h3

3
+B2x

γyδh2

)
∂h

∂y

)
= 0. (1.2.5)

Ïðè B1,2 = 0 óðàâíåíèå (1.2.5) ïðèíèìàåò èçâåñòíûé â ëèòåðàòóðå âèä

[99, 100, 104]. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìû

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðó÷åéêà h (x, y) çàâåðøàåòñÿ çàäàíèåì çàêîíà ñîõðà-

íåíèÿ ðàñõîäà æèäêîñòè ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå (êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñëåä-

ñòâèåì èíòåãðàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû), à òàêæå óñëîâèé ðàâåí-

ñòâà íóëþ òîëùèíû ñëîÿ íà ëèíèÿõ, îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòü ñìà÷èâàíèÿ

æèäêîñòè, è ñèììåòðèè ôîðìû ñëîÿ îòíîñèòåëüíî îñè 0x∗

ye(x)∫
−ye(x)

h(x, y)∫
0

u (x, y, z) dzdy = 1, h (y = ye (x)) = 0, hy (x, 0) = 0.

Ëèíèè ±ye (x) � çàðàíåå íåèçâåñòíûå áîêîâûå ãðàíèöû ðó÷åéêà (îãðàíè-

÷èâàþùèå îáëàñòü ñìà÷èâàíèÿ), íà êîòîðûõ òîëùèíà ñëîÿ æèäêîñòè ðàâ-

íÿåòñÿ íóëþ. Ôîðìà ýòèõ ëèíèé äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ
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ñôîðìóëèðîâàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è. Íèæå îïèñàíû âîçìîæíûå àâ-

òîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðó÷åéêà (1.2.5).

1.2.1 Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ

ðó÷åéêà íà íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â èíòåãðàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû âûðàæåíèÿ

äëÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè u ïîëó÷àåì

sinφ

ye(x)∫
−ye(x)

(
h3

3
+B1x

γyδh2

)
dy = 1. (1.2.6)

Êàê è â ñëó÷àå òå÷åíèé âäîëü îáû÷íûõ ïîâåðõíîñòåé [99, 101, 102], áóäåì

èñêàòü àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.2.5) â âèäå:

h (x, y) = xαF (η) , η =
y

Cxβ
, C = const > 0, (1.2.7)

ãäå α è β � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Íîâàÿ ïåðåìåííàÿ η õàðàêòåðèçóåò àâ-

òîìîäåëüíûé çàêîí ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè ñìà÷èâàíèÿ. Çíà÷åíèå êîíñòàíòû

C äîëæíî âûáèðàòüñÿ èç óñëîâèÿ ηe = 1 íà áîêîâîé ãðàíèöå ðó÷åéêà. Ïî-

ñëå ïîäñòàíîâêè àâòîìîäåëüíîé ôîðìû ðåøåíèÿ (1.2.7) â óðàâíåíèå äëÿ

ôîðìû ðó÷åéêà (1.2.5) è çàêîí ïîñòîÿíñòâà ðàñõîäà (1.2.6) ïîëó÷àåì óñëî-

âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé è óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ

êîíñòàíòû C:

α = −1/7, β = 3/7, γ = − (1 + 3δ) /7,

C sinφ

1∫
−1

(
F 3

3
+B1C

δηδF 2

)
dη = 1. (1.2.8)

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ñî-

äåðæèò ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó ïîâåðõíîñòåé èç

ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Òàêîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâó-

þò ïàðàìåòðû δ = 0, γ = −1/7.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè àâòîìîäåëüíîé ôîðìû ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå (1.2.5)

ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ àâòîìîäåëüíîé ôîðìû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
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ðó÷åéêà:

1

3C2

(
F 3F ′)′ +B2C

δ−2
(
ηδF 2F ′)′ + tgφ

7

(
ηF 3

)′
+

3B1C
δtgφ

7

(
ηδ+1F 2

)′
= 0,

F ′ (0) = 0, F (1) = 0.

Èíòåãðèðóÿ äàííîå óðàâíåíèå ñ óñëîâèåì F ′ (0) = 0, ïîëó÷àåì çàäà÷ó:

7F ′ (F + 3B2C
δηδ

)
+ 3C2Fηtgφ+ 9B1C

δ+2ηδ+1tgφ = 0, F (1) = 0. (1.2.9)

Çíà÷åíèå êîíñòàíòû C â çàêîíå ðàñøèðåíèÿ ðó÷åéêà âû÷èñëÿëîñü ñîâ-

ìåñòíî ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.2.9) ñ ïîìîùüþ èòåðàöèé, ïðîäîëæàâøèõ-

ñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ íå óäîâëåòâîðÿëñÿ çàêîí ïîñòî-

ÿíñòâà ðàñõîäà (1.2.8). Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ

ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé, õàðàêòåðèçóåìûõ çíà÷åíèÿìè ïàðàìåò-

ðîâ B1,2 è δ.

Ïîâåðõíîñòü, ó êîòîðîé êîýôôèöèåíòû ñêîëüæåíèÿ çàâèñÿò

òîëüêî îò îäíîé êîîðäèíàòû. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ δ = 0 è

γ = −1/7 â âûðàæåíèÿõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñêîëüæåíèÿ. Äëÿ äàííûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèå (1.2.9) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, âû-

ðàæåííîå íåÿâíîé ôóíêöèåé:

F + 3B2 ln (F + 3B1)− 3B1 ln (F + 3B1) =
3C2tgφ

14

(
1− η2

)
+

+ 3B2 ln (3B1)− 3B1 ln (3B1) .

Íà ðèñ. 1.8 (à) ïðåäñòàâëåíû àâòîìîäåëüíûå ôîðìû ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-

íèÿ ðó÷åéêà äëÿ ñëó÷àÿ ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè, ó êîòîðîé B2 = 0,

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ B1. Äëÿ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé, èìåþ-

ùèõ ïîëîñ÷àòóþ ìèêðîñòðóêòóðó, B2 = 2B1 (èìååòñÿ â âèäó ñëó÷àé, êîãäà

íàïðàâëåíèå ïîëîñ ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ñèììåòðèè ðó÷åéêà). Íà ðèñ. 1.8

(á) ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòû àâòîìîäåëüíîãî ïðîôèëÿ ïîâåðõíîñòè ðó÷åéêà

èìåííî äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ. Âèäíî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå ñ ïðîñêàëü-

çûâàíèåì ïðè B1 → 0 ïåðåõîäèò â èçâåñòíûé ðåçóëüòàò ðàáîòû [99].
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Ðèñ. 1.8: Àâòîìîäåëüíàÿ ôóíêöèÿ F (η), à � B2 = 0, á � B2 = 2B1;

B1 = 0, 0.05, 0.1, 0.2, 0.4, 0.8 (1�6); øòðèõîâûå ëèíèè � ñëó÷àé ïðèëèïàíèÿ; φ = π/4

Íà îñíîâå àíàëèçà ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ êàæäî-

ãî êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ óãëà íàêëîíà φ èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñî-

îòâåòñòâèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ B1,2 â çàêîíå ïðîñêàëüçûâàíèÿ

è ôîðìîé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðó÷åéêà. Íèæå â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû

âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû C è F (0), ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿì,

ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ 1.8 (á).

B 0.0 0.05 0.1 0.2 0.4 0.8 1.6

C 2.410 2.647 2.716 2.745 2.688 2.524 2.286

F (0) 1.245 1.175 1.115 1.019 0.885 0.729 0.576

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî èìååòñÿ êîíå÷íûé äèàïàçîí çíà÷åíèé êîýôôè-

öèåíòà ñêîëüæåíèÿ, âíóòðè êîòîðîãî äâóì ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì B1 ñîîò-

âåòñòâóåò îäèí è òîò æå çàêîí ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè ñìà÷èâàíèÿ (êîíñòàíòà

C). Òàêèì îáðàçîì, ïî àâòîìîäåëüíîìó çàêîíó ðàñøèðåíèÿ çîíû ñìà÷èâà-

íèÿ, íàáëþäàåìîé â ýêñïåðèìåíòå, íåëüçÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ ñêîëüæåíèÿ. Ïîìèìî ôîðìû çîíû ñìà÷èâàíèÿ íåîáõîäè-

ìî ðåãèñòðèðîâàòü åùå îäíó âåëè÷èíó, íàïðèìåð, òîëùèíó ðó÷åéêà íà îñè

ñèììåòðèè.
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Ïîâåðõíîñòü, ó êîòîðîé êîýôôèöèåíòû ñêîëüæåíèÿ çàâèñÿò îò

äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Óðàâíåíèå (1.2.9) äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìûõ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ÷èñëåííî èíòåãðèðîâàëîñü ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Â ñëó÷àå B2 = 0

òî÷êà η = 1 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé äëÿ óðàâíåíèÿ (1.2.9), ïîýòîìó äëÿ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ áûëà âûäåëåíà àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè.

Ïîäñòàâëÿÿ F (η) = k (1− η)θ â (1.2.9), íàõîäèì ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòè-

÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ:

F (η) =
√
18B1Cδ+2tgφ/7 (1− η)1/2 .

Íà ðèñ. 1.9 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâ-

íåíèÿ (1.2.9) äëÿ ñëó÷àÿ γ = −1, δ = 2. Êðèâûå (à) ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçî-

âàíèåì íàéäåííîé àñèìïòîòèêè.

Ðèñ. 1.9: Àâòîìîäåëüíàÿ ôóíêöèÿ F (η), à � B2 = 0, á � B2 = 2B1;

B1 = 0, 0.05, 0.1, 0.2, 0.4, 0.8 (1�6); øòðèõîâûå ëèíèè � ñëó÷àé ïðèëèïàíèÿ; φ = π/4

Âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû C è F (0) äëÿ êðèâûõ (á) ïðèâåäåíû

íèæå â òàáëèöå.

B 0.0 0.05 0.1 0.2 0.4 0.8 1.6

C 2.410 2.841 2.880 2.850 2.742 2.576 2.381

F (0) 1.245 1.173 1.113 1.017 0.894 0.760 0.632

63



Âèäíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ïîâåðõíîñòè òàêæå èìååòñÿ íåîä-

íîçíà÷íîñòü çíà÷åíèé C â çàêîíå ðàñøèðåíèÿ çîíû ñìà÷èâàíèÿ. Ïîýòîìó

äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñêîëüæåíèÿ íåîáõîäèìî òàêæå ôèêñèðî-

âàòü òîëùèíó ðó÷åéêà íà îñè ñèììåòðèè.

Â èñõîäíûõ ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷åííûå â äàííîì ïóíêòå ðåøå-

íèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

h∗ =

(
ν∗2Q∗2

x∗g2

)1/7

F (η) , y∗ = C

(
ν∗Q∗x∗3

g

)1/7

,

b∗1,2 = B1,2

(
ν∗(2−δ)Q∗(2−δ)g(δ−2)

x∗(1+3δ)

)1/7

y∗δ.
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1.3 Ýâîëþöèÿ òîíêîãî ñëîÿ âÿçêîé æèäêîñòè íà ïî-

âåðõíîñòè ãîðèçîíòàëüíîãî öèëèíäðà

Â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíîå èçîòåðìè÷å-

ñêîå ñòåêàíèå òîíêîãî ñëîÿ âÿçêîé æèäêîñòè ïî âíåøíåé ñóïåðãèäðîôîáíîé

ïîâåðõíîñòè êðóãîâîãî ãîðèçîíòàëüíîãî öèëèíäðà ðàäèóñà R ïîä äåéñòâè-

åì ñèëû òÿæåñòè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñóïåðãèäðîôîáíûå ïîâåðõíîñòè, äëÿ

êîòîðûõ êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ b∗ij � êîíñòàíòû, à íàïðàâëåíèå

îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ îáðàçóþùåé öèëèí-

äðà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî æèäêîñòü ïîêðûâàåò ïîäñòèëàþùóþ ïîâåðõíîñòü

ñïëîøíûì ñëîåì (îòñóòñòâóþò êðàåâûå óãëû ñìà÷èâàíèÿ). Äëÿ îïèñàíèÿ

òå÷åíèÿ æèäêîñòè ââîäèòñÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàí-

íàÿ ñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ. Òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè r∗ = R ëåæàò

íà ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè. Àçèìóòàëüíàÿ êîîðäèíàòà φ îòñ÷èòûâàåòñÿ

îò âåðõíåé òî÷êè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ñèëà òÿæåñòè ïåðïåíäè-

êóëÿðíà îáðàçóþùåé öèëèíäðà; ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå íå ó÷èòûâàåòñÿ

(ðèñ. 1.10).

Ðèñ. 1.10: Òîíêèé ñëîé æèäêîñòè íà êðóãîâîì öèëèíäðå

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ v = v∗r è u = v∗φ, ãäå v
∗
r è v

∗
φ � ðàçìåðíûå ðàäèàëüíàÿ

è àçèìóòàëüíàÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè æèäêîñòè. Óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíî-
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ñòè è Íàâüå-Ñòîêñà â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò âèä:

∂r∗v∗

∂r∗
+

∂u∗

∂φ
= 0,

∂v∗

∂t∗
+ v∗

∂v∗

∂r∗
+

u∗

r∗
∂v∗

∂φ
− u∗2

r∗
= − 1

ρ∗
∂p∗

∂r∗
+ ν∗

∂

∂r∗

(
1

r∗
∂r∗v∗

∂r∗

)
+

+ ν∗
[
1

r∗2
∂2v∗

∂φ2
− 2

r∗2
∂u∗

∂φ

]
− g cosφ,

∂u∗

∂t∗
+ v∗

∂u∗

∂r∗
+

u∗

r∗
∂u∗

∂φ
− v∗u∗

r∗
= − 1

ρ∗r∗
∂p∗

∂φ
+ ν∗

∂

∂r∗

(
1

r∗
∂r∗u∗

∂r∗

)
+

+ ν∗
[
1

r∗2
∂2u∗

∂φ2
+

2

r∗2
∂v∗

∂φ

]
+ g sinφ.

Ââåäåì íàáîð áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ

u =
u∗

U
, v =

v∗

εU
, t =

U

R
t∗, r =

r∗ −R

h∗
0

,

p = p∗
εRe

ρ∗U 2
, ε =

h∗
0

R
, r∗ = R (1 + εr) ,

ãäå R � ðàçìåðíûé ðàäèóñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, Re = UR/ν∗. Ðàç-

ìåðíàÿ âåëè÷èíà h∗
0 � õàðàêòåðíàÿ òîëùèíà ñëîÿ, ïîêðûâàþùåãî öèëèí-

äðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ε � îòíîñèòåëüíàÿ

òîëùèíà ñëîÿ, ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé. Ïîñëå îáåçðàçìåðèâàíèÿ

ïîëó÷àåì:
∂ (1 + εr) v

∂r
+

∂u

∂φ
= 0,

ε3Re

[
∂v

∂t
+ v

∂v

∂r
+

u

1 + εr

∂v

∂φ

]
− ε2Re

u2

1 + εr
= −∂p

∂r
+

+ ε
∂

∂r

[
1

1 + εr

∂

∂r
[(1 + εr) v]

]
+

ε3

(1 + εr)2
∂2v

∂φ2
− 2ε2

(1 + εr)

∂u

∂φ
− ε2Re

Fr2
cosφ,

ε2Re

[
∂u

∂t
+ v

∂u

∂r
+

u

1 + εr

∂u

∂φ
− ε

vu

1 + εr

]
= − ε

1 + εr

∂p

∂φ
+

+
∂

∂r

[
1

1 + εr

∂

∂r
[(1 + εr)u]

]
+

ε2

(1 + εr)2
∂2u

∂φ2
− 2ε3

(1 + εr)

∂u

∂φ
+

ε2Re

Fr2
sinφ,
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ãäå Fr =
(
U2/gR

)1/2
, g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ε ≪ 1, ïðè ýòîì ε2Re → 0. Ìàñøòàá ñêîðîñòè íàõîäèì èç óñëîâèÿ ðàâåí-

ñòâà åäèíèöå ñëàãàåìîãî, ñîäåðæàùåãî ñèëó òÿæåñòè U = h∗2
0 g/ν. Ïðåíå-

áðåãàÿ â áåçðàçìåðíûõ óðàâíåíèÿõ ÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè ε, ïðèõîäèì ê

óðàâíåíèÿì òåîðèè ñìàçêè íà èñêðèâëåííîé ïîâåðõíîñòè

∂p

∂r
= − cosφ,

∂2u

∂r2
= − sinφ,

∂u

∂φ
+

∂v

∂r
= 0. (1.3.1)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â ëèòåðàòóðå äëÿ èñ-

ñëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè òîíêèõ ñëîåâ æèäêîñòè íà èñêðèâëåííûõ ïîâåðõíî-

ñòÿõ ðàçíîé ãåîìåòðèè [69, 108, 109, 110].

Â äàííîé ïîñòàíîâêå ñêîðîñòü ìîæåò áûòü íàéäåíà íåçàâèñèìî îò äàâ-

ëåíèÿ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé � ýòî óñëî-

âèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ Íàâüå äëÿ àçèìóòàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè u è

íåïðîòåêàíèÿ äëÿ ðàäèàëüíîé v íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, à òàêæå óñëîâèå

îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà âíåøíåé ãðàíèöå ñëîÿ è ïîñòîÿí-

íîå âíåøíåå äàâëåíèå îêðóæàþùåé ñðåäû:

r = 0 : u = B
∂u

∂r
, v = 0,

r = h (t, φ) : p = 0,
∂u

∂r
= 0. (1.3.2)

Çäåñü B � áåçðàçìåðíàÿ äëèíà ñêîëüæåíèÿ b∗, îòíåñåííàÿ ê h∗
0. Äèíàìè÷å-

ñêîå óñëîâèå äëÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå îáåçðàçìåðè-

âàíèÿ p∗ijn
∗
jτ

∗
i = 0.

Çàäà÷à î òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé çàâåðøàåòñÿ

çàäàíèåì êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ íà âíåøíåé ãðàíèöå ñëîÿ. Â áåçðàçìåð-

íîé ôîðìå ïðè ε → 0 êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∂h

∂t
+ u

∂h

∂φ
= v.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1.3.1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-

âèÿìè (1.3.2) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ àçèìóòàëüíîé ñêîðîñòè:

u = sinφ

(
rh− r2

2
+Bh

)
. (1.3.3)
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Äàâëåíèå p è ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè v ìîãóò áûòü òàêæå íàé-

äåíû èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, íî, òàê êàê äàëåå îíè íå èñïîëüçó-

þòñÿ, âûðàæåíèÿ äëÿ íèõ íå ïðèâîäÿòñÿ.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ïî òîëùèíå ñëîÿ è ïîä-

ñòàíîâêè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà â êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå ïîëó÷àåì ñî-

îòíîøåíèå

∂h

∂t
+

∂

∂φ

h(t, φ)∫
0

u (t, φ) dr = 0.

Ïîäñòàâèâ â èíòåãðàë âûðàæåíèå (1.3.3) äëÿ u, ïîëó÷àåì ýâîëþöèîííîå

óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, â êîòîðîå âõîäèò òîëüêî íåèçâåñòíàÿ

òîëùèíà ñëîÿ h (t, φ):

∂h

∂t
+

∂

∂φ

((
h3

3
+Bh2

)
sinφ

)
= 0. (1.3.4)

Äàííîå óðàâíåíèå ïðè B = 0 ðàíåå èñïîëüçîâàëîñü äëÿ èçó÷åíèÿ ïðî-

öåññà óòîí÷åíèÿ òîíêîãî ñëîÿ âÿçêîé æèäêîñòè, ñòåêàþùåãî ïî öèëèíäðè-

÷åñêîé ïîâåðõíîñòè [108, 110]. Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíå-

íèÿ � ýòî çàäàííàÿ òîëùèíà ñëîÿ â íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè: h (0, φ0) =

f (φ0), ïðè 0 ≤ φ0 ≤ π . Çäåñü ó÷òåíà ñèììåòðèÿ ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî

ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé âåðõíþþ è íèæíþþ òî÷êè öèëèíäðà.

Óðàâíåíèå (1.3.4) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï. Äëÿ óäîáñòâà èññëåäîâà-

íèÿ åãî ðåøåíèé ïåðåïèøåì (1.3.4) â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé âäîëü õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé:

dφ

dt
=

(
h2 + 2Bh

)
sinφ, φ (0) = φ0,

dh

dt
= −

(
h3

3
+Bh2

)
cosφ, h (0) = f (φ0) . (1.3.5)

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè

φ < π/2 ïðîèñõîäèò ìîíîòîííîå óòîí÷åíèå ñëîÿ, à ïðè φ > π/2 � óòîëùå-

íèå. Èíòåãðèðóÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó íà èíòåðâàëå φ0 ≤ φ < π,

ïîëó÷àåì çàêîí èçìåíåíèÿ àçèìóòàëüíîãî óãëà ïðè ñòåêàíèè ñëîÿ ïî ïî-

âåðõíîñòè öèëèíäðà.

68



Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.3.5) èìååò äâå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå φ0 = {0, π},
â êîòîðûõ íå ïðèìåíèìû óðàâíåíèÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê. Âòîðîå óðàâíå-

íèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû â ýòèõ òî÷åê ïðèíèìàåò âèä:

dh

dt
= ∓

(
h3

3
+Bh2

)
.

Íàïðèìåð, ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ðàâíîìåðíîãî

ïî òîëùèíå ñëîÿ h (t = 0) = 1, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

φ = 0 : ln

(
1 +

3B

h

)
− 3B

h
= −3B2t+ ln (1 + 3B)− 3B,

φ = π : ln

(
1 +

3B

h

)
− 3B

h
= +3B2t+ ln (1 + 3B)− 3B.

Åñëè B → 0, òî ïîëó÷àåì ðåøåíèå h (t) =
√
3/ (3± 2t), èçâåñòíîå â ëèòå-

ðàòóðå.

Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-

íèé (1.3.5) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà ñêîëüæåíèÿ B. Íà ðèñ.

1.11 ïîêàçàíî èçìåíåíèå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ àçèìóòàëüíîãî óãëà òî÷êè,

ëåæàùåé íà ãðàíèöå ñëîÿ, âäîëü õàðàêòåðèñòèêè ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè;

íà ðèñ. 1.12 ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ òîëùèíû ñëîÿ íà öèëèíäðå. Íà ðèñ. 1.13

ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ òîëùèíû ñëîÿ â âåðõíåé è íèæíåé òî÷êàõ öèëèíäðà.

Èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè íàëè÷èè ãèäðîôîáíîãî

ñêîëüæåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíîå óìåíüøå-

íèå âðåìåíè óòîí÷åíèÿ ñëîÿ æèäêîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì öèëèíäðîì

áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè ãèäðîôîáíîãî ñêîëü-

æåíèÿ óìåíüøàåòñÿ âðåìÿ ñòåêàíèÿ æèäêîñòè. ×åì áîëüøå âåëè÷èíà ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ñóïåðãèäðîôîáíîãî öèëèíäðà, òåì áûñòðåå

ïðîèñõîäèò ñòåêàíèå ñëîÿ.

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ óïðîùåííàÿ ìîäåëü â îêðåñòíîñòè

âåðõíåé è íèæíåé òî÷åê öèëèíäðà ïðèìåíèìà òîëüêî íà íà÷àëüíîé ñòàäèè

ñòåêàíèÿ ñëîÿ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òîëùèíà ñëîÿ â âåðõíåé òî÷êå öè-

ëèíäðà äîñòèãàåò íóëÿ çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ, à â íèæíåé òî÷êå � ñòàíîâèòñÿ
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áåñêîíå÷íîé çà êîíå÷íîå âðåìÿ (ðèñ. 1.13). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû

ïîëó÷èòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, àäåêâàòíî îïèñûâàþùóþ ðåàëüíûé ïðî-

öåññ ñòåêàíèÿ ñëîÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñóïåðãèäðîôîáíîãî öèëèíäðà íà áîëü-

øèõ ìàñøòàáàõ âðåìåíè, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äîïîëíèòåëüíûå ôàêòîðû,

îêàçûâàþùèå âëèÿíèå íà ýâîëþöèþ òîëùèíû ñëîÿ, íàïðèìåð, ïîâåðõíîñò-

íîå íàòÿæåíèå è ðàñêëèíèâàþùåå äàâëåíèå, îáóñëîâëåííîå ìåæìîëåêóëÿð-

íûìè ñèëàìè Âàí-äåð-Âààëüñà.

Îäíàêî â ñèëó óñòàíîâëåííîãî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæ-

äó ïðîñêàëüçûâàíèåì è âðåìåíåì óòîí÷åíèÿ ñëîÿ, ïðåäëîæåííàÿ óïðî-

ùåííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà

ñêîëüæåíèÿ ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ñ ïîñòîÿííûì ïðîñêàëüçûâà-

íèåì.

Ðåçóëüòàòû Ãëàâû 1 îïóáëèêîâàíû â ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ [92, 93, 94, 95,

96, 97, 105, 106, 107, 111, 112, 113].

Ðèñ. 1.11: Èçìåíåíèå àçèìóòàëüíîãî óãëà φ âäîëü õàðàêòåðèñòèêè, à � φ0 = π/6,

á � π/2, B = 0, 0.1, 0.2, 0.4 (1�4); øòðèõîâûå ëèíèè � ñëó÷àé ïðèëèïàíèÿ
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Ðèñ. 1.12: Ýâîëþöèÿ òîëùèíû ñëîÿ íà öèëèíäðå, à � φ = π/6, á � φ = π/3,

B = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 (1�5); øòðèõîâûå ëèíèè � ñëó÷àé ïðèëèïàíèÿ

Ðèñ. 1.13: Ýâîëþöèÿ òîëùèíû ñëîÿ h (t) â âåðõíåé (à) è íèæíåé (á) òî÷êàõ öèëèíäðè÷å-

ñêîé ïîâåðõíîñòè, B = 0, 0.1, 0.2, 0.4, 0.8 (1�5); øòðèõîâûå ëèíèè � ñëó÷àé ïðèëèïàíèÿ
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Ãëàâà 2

Òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè â

îêðåñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîé òåêñòóðû

ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè

Â íàñòîÿùåé ãëàâå âûïîëíåíî ïàðàìåòðè÷åñêîå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå

ýôôåêòèâíîé äëèíû ñêîëüæåíèÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ ìèêðîãèäðîäèíàìè-

÷åñêîé çàäà÷è îáòåêàíèÿ âÿçêîé æèäêîñòüþ òåêñòóðû ñóïåðãèäðîôîáíîé

ïîâåðõíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì îñðåäíåííîãî óñëîâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà

ñòåíêå. Ïîëå ñêîðîñòè â îáëàñòè íàä òåêñòóðîé, çàíÿòîé æèäêîñòüþ, âû-

÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿåìûì â çàäà÷àõ ñòîêñîâîé ãèäðîäèíàìèêè [114�125]. Ïðåèìóùå-

ñòâî ïðèìåíÿåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñõîäíûå óðàâíå-

íèÿ äâèæåíèÿ, çàäàííûå âíóòðè îáëàñòè ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé, ñâîäÿòñÿ

ê ñèñòåìå ýêâèâàëåíòíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà ãðàíèöå äëÿ ïëîòíî-

ñòåé ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé, ïðè ýòîì ðàçìåðíîñòü èñõîäíîé äèôôå-

ðåíöèàëüíîé çàäà÷è ïîíèæàåòñÿ íà åäèíèöó. Êðîìå òîãî, ìåòîä ãðàíè÷íûõ

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé óäîáåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ íåîäíîðîäíûìè ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíîå óñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå âÿçêîé æèäêîñòè â

îáëàñòè, ñîñòîÿùåé èç êàíàëà òîëùèíû H è ìèêðîêàâåðíû, ÷àñòè÷íî èëè

ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé íåâÿçêèì ãàçîì (ðèñ. 2.1). Ôîðìà ìåæôàçíîé ãðà-
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íèöû ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìîæåò áûòü íåïîäâèæíîé ëèáî

äâèãàòüñÿ ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ. Òàêàÿ ãåîìåòðèÿ ñîîòâåòñòâóåò âûäåëåí-

íîìó ýëåìåíòó òåêñòóðû ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè.

Ðèñ. 2.1: Ñõåìà òå÷åíèÿ æèäêîñòè â îáëàñòè íàä òåêñòóðîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõ-

íîñòè

Íà ìàñøòàáå ðàññìàòðèâàåìîãî ýëåìåíòà òåêñòóðû L â ìèêðîêàâåðíå

øèðèíû d ìåæäó æèäêîñòüþ è ãàçîì îáðàçóåòñÿ ìåæôàçíàÿ ãðàíèöà, íà

êîòîðîé æèäêîñòü ïðàêòè÷åñêè íå èñïûòûâàåò òðåíèÿ â ñèëó ìàëîñòè äè-

íàìè÷åñêîé âÿçêîñòè ãàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ âÿçêîñòüþ æèäêîñòè. Íèæå ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ ëèøü ñèòóàöèè, êîãäà ïîâåðõíîñòü ãàçîâîé ôàçû âûïóêëà

â ñòîðîíó êàâåðíû. Ââîäèòñÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò 0x∗y∗, îñü 0x∗

ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì òå÷åíèÿ æèäêîñòè, à íà÷àëî êîîðäèíàò ëåæèò

íà ïëîñêîñòè ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìîãî ýëåìåíòà òåêñòóðû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x∗ ðàçìåðíûé ðàäèóñ-âåêòîð ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè

îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðè îáåçðàçìåðèâàíèè çà õà-

ðàêòåðíûå äëèíó è ñêîðîñòü òå÷åíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè âûáåðåì

ïåðèîä L è õàðàêòåðíóþ ñêîðîñòü U íà ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàõ (âûáîð

êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé U äëÿ òå÷åíèÿ â ìèêðîêàíàëå ñ çàäàííûì ðàñõîäîì

è äëÿ òå÷åíèÿ ñ çàäàííûì ñäâèãîì ñêîðîñòè âäàëè îò íèæíåé ñòåíêè ïî-

ÿñíåí íèæå äëÿ êàæäîãî ðàññìàòðèâàåìîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè), äàâëåíèå

îòíåñåíî ê µU/L, ãäå µ � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè. Äëÿ èñïîëü-

çóåìûõ íà ïðàêòèêå ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ L ∼ 10−4 − 10−2

ñì, õàðàêòåðíûå ñêîðîñòè âáëèçè ãðàíèöû òàêæå î÷åíü ìàëû, ïîýòîìó äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà òå÷åíèé ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ìíîãî ìåíüøå åäèíè-
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öû, è äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ Ñòîêñà. Ïîñëå

ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ Ñòîêñà ïðè-

íèìàþò âèä:

∇ · u = 0, ∆u−∇p = 0. (2.1)

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è çàâåðøàåòñÿ çàäàíèåì ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé íà ãðàíèöå îáëàñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè: òâåðäûõ ñòåíêàõ, âõîäíîì

è âûõîäíîì ñå÷åíèÿõ êàíàëà, à òàêæå ìåæôàçíîé ãðàíèöå. Äëÿ êîìïî-

íåíò âåêòîðà ñêîðîñòè u íà òâåðäûõ ñòåíêàõ ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïà-

íèÿ; íà âõîäíîì è âûõîäíîì ñå÷åíèÿõ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè òå÷åíèå

ñ÷èòàåòñÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíûì è çàäàþòñÿ îäèíàêîâûå ïðîôèëè ïðîäîëü-

íîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè u0(y). Íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ

íåïðîòåêàíèÿ äëÿ ñêîðîñòè u · n = 0 è îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿ-

æåíèé pijnjτi = 0. Çäåñü n � âåêòîð âíóòðåííåé (íàïðàâëåííîé â ñòîðîíó

æèäêîñòè) íîðìàëè ê ìåæôàçíîé ãðàíèöå, τ � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ìåæ-

ôàçíîé ãðàíèöå, pij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé; ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ

èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è î ñòîêñîâîì òå÷åíèè â

êàíàëå ñëîæíîé ôîðìû ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (òåîðèÿ ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ) [114, 115]. Àíàëîãè÷íî ìåòîäàì òåîðèè ïîòåíöè-

àëà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (ãäå îáùåå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ â âèäå ñóììû

èíòåãðàëîâ îò ðàñïðåäåëåííûõ ïî ãðàíèöå ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîé-

íîãî ñëîÿ), â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà Ñòîêñà ïîëå ñêîðîñòè âíóòðè

è íà ãðàíèöå îáëàñòè òå÷åíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíî êàê ñóììà èíòåãðàëîâ îò òàê íàçûâàåìûõ "ñòîêñëåòîâ"Gij (x,x0)

è "ñòðåññëåòîâ" Tijk (x,x0) (c çàðàíåå íåèçâåñòíûìè "ïëîòíîñòÿìè"), ðàñ-

ïðåäåëåííûõ ïî ãðàíèöå îáëàñòè òå÷åíèÿ

Λuj (x0)=− 1

4π

∫
Γ

fi (x)Gij (x,x0) dl (x)+
1

4π

∫
Γ

ui (x)Tijk (x,x0)nk (x) dl (x)

(2.2)
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Çäåñü èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåé ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé

îáëàñòè òå÷åíèÿ Γ, âêëþ÷àÿ âõîäíîå è âûõîäíîå ñå÷åíèÿ; ïî ïîâòîðÿþ-

ùèìñÿ èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå; Λ = 1 äëÿ òî÷åê âíóòðè

îáëàñòè è 1/2 íà ãðàíèöå. Â (2.2) ñòîêñëåò Gij (x,x0) åñòü ôóíäàìåíòàëüíîå

ðåøåíèå äëÿ îïåðàòîðà Ñòîêñà, f = pijniej � âåêòîð íàïðÿæåíèé íà ãðà-

íèöå, nk � êîìïîíåíòû âåêòîðà íîðìàëè ê ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè (íîð-

ìàëü íàïðàâëåíà âíóòðü æèäêîñòè), à ei � åäèíè÷íûå áàçèñíûå âåêòîðû.

Ìåòîäèêà ïîëó÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé è âûâîä óðàâíåíèÿ (2.2)

èçëîæåíà â ìîíîãðàôèÿõ [114, 115]. Ñòîêñëåò è ñòðåññëåò äëÿ äâóìåðíîãî

òå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, òåíçîðàìè âòîðîãî è òðåòüåãî ðàíãà è

èìåþò âèä:

Gij (x,x0) = −δij ln r +
ξiξj
r2

, Tijk (x,x0) = −4
ξiξjξk
r4

,

ξ = x− x0, r = |ξ|.

Çäåñü δij � ñèìâîëû Êðîíåêåðà. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü ïî-

ëå ñêîðîñòè âíóòðè îáëàñòè òå÷åíèÿ, íåîáõîäèìî çíàòü êîìïîíåíòû âåê-

òîðîâ u è f , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåííûõ ïî ãðàíèöå

ñòîêñëåòîâ è ñòðåññëåòîâ. Ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ êîìïîíåí-

òû óêàçàííûõ âåêòîðîâ u è f ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ðåøåíèÿ âåêòîðíîãî

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.2), çàïèñàííîãî äëÿ òî÷åê ãðàíèöû (Λ = 1/2).

Ïåðâûé èíòåãðàë, ñîäåðæàùèé ñòîêñëåò ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ

â ÿäðå, ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â îáû÷íîì ñìûñëå. Âòîðîé èíòåãðàë ñ îñî-

áåííîñòüþ 1/r ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ Êîøè. Ðåøåíèå âåê-

òîðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî ÷èñëåííî. Äëÿ

ýòîãî ãðàíèöà àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëîìàíîé ëèíèåé, è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

êîìïîíåíòû âåêòîðîâ u, f è n � êîíñòàíòû â ïðåäåëàõ êàæäîãî ýëåìåíòà

ðàçáèåíèÿ.

Â ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé,

èñïîëüçîâàííîé â ðàñ÷åòàõ, ðàññìàòðèâàëèñü ðàçáèåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ óã-

ëîâûå òî÷êè ãðàíèöû ñîâïàäàþò ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè ñìåæíûõ ýëåìåí-
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òîâ, îáðàçóþùèõ óãîë (ðèñ. 2.2). Ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ íà ó÷àñòêàõ ãðàíèöû

ñ ëîêàëüíûì ïðèëèïàíèåì, ïðîñêàëüçûâàíèåì, à òàêæå âî âõîäíîì è âû-

õîäíîì ñå÷åíèÿõ ðàñïðåäåëÿëèñü ðàâíîìåðíî. Â êà÷åñòâå óçëîâûõ òî÷åê, â

êîòîðûõ âû÷èñëÿëèñü çíà÷åíèÿ èñêîìûõ âåêòîðîâ u è f , âûáèðàëèñü ñåðå-

äèíû ýëåìåíòîâ (íà ðèñ. 2.2 îáîçíà÷åíû òî÷êàìè).

Ðèñ. 2.2: Òèïè÷íîå ðàçáèåíèå ãðàíèöû íà ýëåìåíòû, èñïîëüçîâàííîå â ðàñ÷åòàõ

Ðèñ. 2.3: Ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ýëåìåíòå

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ âäîëü Γ äëÿ âíóòðåííèõ

è ãðàíè÷íûõ òî÷åê (2.2) çàìåíÿþòñÿ äèñêðåòíîé ñóììîé èíòåãðàëîâ ïî

ýëåìåíòàì

Λuj (x0) = − 1

4π

∑
n

fi (xn)

∫
△Γn

Gij (xn,x0) dl (xn) +

+
1

4π

∑
n

ui (xn)

nk (xn)

∫
△Γn

Tijk (xn,x0) dl (xn)

 , Γ = ∪Γn.
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Ëèíåéíûå èíòåãðàëû âäîëü ýëåìåíòîâ ïðè íå ñîâïàäàþùèõ x0 è x àï-

ïðîêñèìèðîâàëèñü ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå Ñèìïñîíà. Êîëè÷åñòâî ýëå-

ìåíòîâ ðàçáèåíèÿ, îáðàçóþùèõ ãðàíèöó îáëàñòè äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàå-

ìûõ ñëó÷àåâ òå÷åíèÿ æèäêîñòè, óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ ñîâïàäåíèÿ c

çàäàííîé òî÷íîñòüþ çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ, âû÷èñëåííûõ àíàëèòè÷åñêè è

ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà. Ñóììàðíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ ãðàíèöû,

èñïîëüçîâàííûõ â ðàñ÷åòàõ, êàê ïðàâèëî, âàðüèðîâàëîñü îò 800 äî 2000

â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðèè ãðàíèöû îáëàñòè, ÷òî îáåñïå÷èâàåò òî÷íîñòü

âû÷èñëåíèé äî äâóõ çíà÷àùèõ öèôð.

Ñèíãóëÿðíûå ëèíåéíûå èíòåãðàëû âäîëü ýëåìåíòîâ, íà êîòîðûõ

|x − x0| → 0, âû÷èñëÿëèñü àíàëèòè÷åñêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåõîäà èç

àáñîëþòíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ëîêàëüíóþ îðòîãîíàëüíóþ

ñèñòåìó, ñâÿçàííóþ ñ ñåðåäèíîé ýëåìåíòà (ðèñ. 2.3). Ïðîâîäÿ íåîáõîäèìûå

ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè, ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ íà

ãðàíèöå:∫
△Γn

Gij (xn,x0) dl (xn) = −△Γn

[
δij

(
ln

(
△Γn

2

)
− 1

)
− eiej

]
,

p.v.∫
△Γn

Tijk (xn,x0) dl (xn) = 0,

ãäå △Γn � äëèíà ýëåìåíòà ðàçáèåíèÿ, à ei � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ýëå-

ìåíòà â èñõîäíîé àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ñïîñîá ñâåäåíèÿ âåêòîð-

íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé (ÑËÀÓ) è ñïîñîá óñòðàíåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòåé ïîä èíòåãðàëàìè îñíî-

âûâàåòñÿ íà ìåòîäèêå, ïîäðîáíî èçëîæåííîé â [117].

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ñ ìåæôàçíîé ãðàíè-

öåé ê ÑËÀÓ íåîáõîäèìî äîáàâèòü óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ è îòñóòñòâèÿ êà-

ñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå, ðåàëèçóåìûõ â âèäå äî-

ïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé, çàïèñàííûõ äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ìåæôàçíîé
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ãðàíèöå. Óñëîâèå äëÿ íàïðÿæåíèé óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

f = pijniej = fjej, pijniτj = f · τ = fjτj = 0.

Èç ðåøåíèÿ ñóììàðíîé ÑËÀÓ, ïîëó÷àåìîé ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé íà ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè, íàõîäÿòñÿ ïëîòíîñòè ñòîêñëåòîâ

è ñòðåññëåòîâ íà âñåé ãðàíèöå îáëàñòè òå÷åíèÿ. Çàòåì, ñ èñïîëüçîâàíèåì

íàéäåííûõ ïëîòíîñòåé, ðàññ÷èòûâàåòñÿ âåëè÷èíà ñêîðîñòè æèäêîñòè â ëþ-

áîé òî÷êå îáëàñòè. Ðåøåíèå ÑËÀÓ âûñîêîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü íàéäåíî

ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ, ðàçâèòûõ â [122]. Â ïðîâåäåííîì èññëåäîâàíèè ïðèìå-

íÿëñÿ ñòàíäàðòíûé ìåòîä Ãàóññà ñ âûäåëåíèåì ãëàâíîãî ýëåìåíòà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè òå÷åíèÿ æèäêîñòè âäîëü êàâåðí ìîæíî

ïîëó÷èòü îäíîìåðíûå àíàëîãè ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå çàäà÷, êîòîðûå ñâî-

äÿòñÿ ê óðàâíåíèþ Ïóàññîíà äëÿ ïðîäîëüíîé (âäîëü êàâåðíû) êîìïîíåíòû

ñêîðîñòè. Òàêèå çàäà÷è òàêæå ìîãóò áûòü ðåøåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Íèæå ðàññìîòðåí ðÿä ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíèÿ èçëîæåííîé â äàííîì

ïóíêòå ìåòîäèêè è ðàçðàáîòàííîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà äëÿ ðàñ÷åòà ïî-

ïåðå÷íîãî îáòåêàíèÿ êàâåðí c ðàçëè÷íûìè ôîðìàìè ìåæôàçíîé ãðàíèöû

è åå ïîëîæåíèÿ. Â êà÷åñòâå ìîäåëüíûõ çàäà÷, íà êîòîðûõ òåñòèðîâàëñÿ

ðàçðàáîòàííûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì, â íà÷àëå ïðèâåäåíû ðàñ÷åòû çàäà÷

îá îáòåêàíèè êàâåðíû, ïîëíîñòüþ çàíÿòîé âÿçêîé æèäêîñòüþ, è êàâåðíû

ñ ïëîñêîé ìåæôàçíîé ãðàíèöåé, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíî ðåøåíèå ñôîðìóëè-

ðîâàííîé çàäà÷è.

2.1 Îáòåêàíèå ñäâèãîâûì ïîòîêîì êàâåðí, ïîëíîñòüþ

çàíÿòûõ æèäêîñòüþ

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî òåñòà ðàçðàáîòàííîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà è åãî

ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïîëÿ ñêîðîñòè

äëÿ çàäà÷è îáòåêàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé êàâåðíû áåç ãàçîâîãî ïóçûðüêà ñäâè-

78



ãîâûì ïîòîêîì ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ ñäâèãà k∗: u∗0 = k∗y∗ (çâåçäî÷êàìè

çäåñü è íèæå îòìå÷åíû ðàçìåðíûå âåëè÷èíû). Åñëè â êà÷åñòâå ìàñøòàáîâ

ïðè îáåçðàçìåðèâàíèè äëèíû è ñêîðîñòè âçÿòü L è k∗L, òî â áåçðàçìåðíîé

ôîðìóëèðîâêå ïðîôèëü ñêîðîñòè âî âõîäíîì è âûõîäíîì ñå÷åíèÿõ èìååò

âèä: u0(y) = y, v = 0. Â ðàñ÷åòàõ áûëî ïðèíÿòî, ÷òî H = L, òîãäà íà âåðõ-

íåé ãðàíèöå îáëàñòè òå÷åíèÿ u = 1, v = 0. Íà îñòàëüíûõ òâåðäûõ ñòåíêàõ

âûïîëíåíî óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ: u = v = 0. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòà-

íîâêè çàäà÷è íà âñåé ãðàíèöå îáëàñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè çàäàåòñÿ âåêòîð

ñêîðîñòè u, à âåêòîðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (2.2) äëÿ ãðàíè÷íûõ òî-

÷åê ñâîäèòñÿ ê ÑËÀÓ äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà f ,

ðàñïðåäåëåííûõ ïî ãðàíèöå.

Â ïðîâåäåííûõ òåñòîâûõ ðàñ÷åòàõ áûëè ðàññìîòðåíû êâàäðàòíàÿ êà-

âåðíà, ïðÿìîóãîëüíûå êàâåðíû ñ ðàçëè÷íûì ñîîòíîøåíèåì ñòîðîí, à òàê-

æå êàâåðíà â ôîðìå äóãè îêðóæíîñòè. Ðàññ÷èòàííûå êàðòèíû ëèíèé òîêà

õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè àíàëîãè÷íûõ ðàñ÷åòîâ äðóãèõ àâòî-

ðîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, íà ðèñ. 2.4, 2.5 ïîêàçàíû ðàñ÷åòû ëèíèé òîêà

äëÿ êâàäðàòíîé è ïðÿìîóãîëüíûõ êàâåðí ñ ðàçíûì ñîîòíîøåíèåì øèðèíû

ê ãëóáèíå, ñîâïàäàþùèå ñ ðàñ÷åòàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â [116], è òåîðèåé

[126, 127]. Â õîðîøåì ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè íàõîäÿòñÿ

òàêæå êîëè÷åñòâî è ôîðìà âèõðåé äëÿ áîëåå ãëóáîêèõ êàâåðí. Òàê, íà-

ïðèìåð, â ïðÿìîóãîëüíîé êàâåðíå ñ ñîîòíîøåíèåì ñòîðîí 1:4 îáðàçóþòñÿ

óæå òðè âèõðÿ (ðèñ. 2.5, á). Âîñïðîèçâîäÿòñÿ è èçâåñòíûå ìåëêîìàñøòàá-

íûå îñîáåííîñòè òå÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè, íåñîâïàäåíèå òî÷êè îòðûâà âåðõíåé

âèõðåâîé çîíû ñ óãëîâîé òî÷êîé êàâåðíû. Â óãëàõ êâàäðàòíîé êàâåðíû âîñ-

ïðîèçâåäåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèõðåé Ìîôôàòà. Íà ðèñ. 2.4 (a) ïîêàçàí

ëèøü íàèáîëåå êðóïíûé óãëîâîé âèõðü.
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2.2 Îáòåêàíèå ãàçîâîé ìèêðîêàâåðíû ñ ïëîñêîé ìåæ-

ôàçíîé ãðàíèöåé

Â êà÷åñòâå âòîðîãî òåñòà áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû òå÷åíèÿ â ïëîñ-

êîì êàíàëå êîíå÷íîé òîëùèíû, âåðõíÿÿ ñòåíêà êîòîðîãî íåïîäâèæíà, à íà

íèæíåé ñóïåðãèäðîôîáíîé ñòåíêå èìåþòñÿ ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûå

êàâåðíû, ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûå ãàçîì, ñ ïëîñêîé ìåæôàçíîé ãðàíèöåé.

Ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ äëÿ îñðåäíåííîãî òå÷åíèÿ â êàíàëå ñ÷è-

òàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì. Ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ îäíîãî ïåðèîäà

áûëî ïîñòðîåíî â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [51, 52], ãäå, â

÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì d/L ïðîôèëü ñêîðîñòè ìåæ-

äó êàâåðíàìè (êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè òå÷åíèÿ è

èñïîëüçóåòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå â êà÷åñòâå u0) íà÷èíàåò çà-

ìåòíî îòëè÷àòüñÿ îò ïóàçåéëåâñêîãî ïðîôèëÿ (çäåñü ñêîðîñòü îòíåñåíà ê

ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ íà îñè):

u0(y) = 1−
(
2yL

H
− 1

)2

, v = 0. (2.3)

Íà ðèñ. 2.6 (à) ïîêàçàíû ïðîôèëè u0, âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëàì [51, 52]

äëÿ òðåõ çíà÷åíèé äîëè ãàçîâîãî ó÷àñòêà d/L. Îòëè÷èå óêàçàííûõ ïðîôè-

ëåé îò ïóàçåéëåâñêîãî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî çà êàâåðíîé âîçìóùåííûé ïðî-

ôèëü òå÷åíèÿ â êàíàëå äîâîëüíî ìåäëåííî âûõîäèò íà ïóàçåéëåâñêèé äàæå

äëÿ ñòîêñîâñêîãî òå÷åíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåçóëüòàòû ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è î òå÷åíèè âáëèçè

îäèíî÷íîé êàâåðíû ìîæíî áûëî ñòðîãî ïåðåíîñèòü íà çàäà÷ó î ïåðèîäè-

÷åñêîé ñèñòåìå êàâåðí, â äîïîëíåíèå ê óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè ïðîôèëÿ

ñêîðîñòè u0(−0.5, y) = u0(0.5, y) íà âõîäå è âûõîäå èç ðàññìàòðèâàåìîé

îáëàñòè íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü îáíóëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ñêîðîñòè ïî ïðî-

äîëüíîé êîîðäèíàòå. Èìåííî ýòèì óñëîâèÿì è óäîâëåòâîðÿþò ïðîôèëè u0

èç ðàáîòû [51, 52], ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 2.6 (à). Â ïðîâåäåííûõ ðàñ÷å-

òàõ îáòåêàíèÿ êàâåðíû ñ ïëîñêîé ìåæôàçíîé ãðàíèöåé ñ èñïîëüçîâàíèåì
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ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â êà÷åñòâå u0(y) èñïîëüçîâà-

ëèñü ïðîôèëü Ïóàçåéëÿ (2.3) è ïåðèîäè÷åñêèå ïðîôèëè, ïîêàçàííûå íà

ðèñ. 2.6 (a). Íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå (−d/2L ≤ x ≤ d/2L) çàäàâàëèñü óñëî-

âèÿ íåïðîòåêàíèÿ è íóëåâûå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, à íà îñòàëüíîé ÷à-

ñòè íèæíåé ãðàíèöû è íà âåðõíåé ñòåíêå ñòàâèëèñü óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [51, 52], êðîìå ïîëÿ ñêîðîñòè, áûë âû-

÷èñëåí òàêæå ýôôåêòèâíûé áåçðàçìåðíûé (îòíåñåííûé ê L) êîýôôèöèåíò

ñêîëüæåíèÿ beff , îïðåäåëÿåìûé èç îñðåäíåííîãî ïî ïåðèîäó L áåçðàçìåðíî-

ãî óñëîâèÿ Íàâüå ⟨uw⟩ = beff⟨(∂u/∂y)w⟩, ãäå ñêîáêè îçíà÷àþò îñðåäíåíèå, à
èíäåêñ w îòíîñèòñÿ ê çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ ïðè y = 0.

Íà ðèñ. 2.6 (á, â) ïðåäñòàâëåíû ñðàâíåíèÿ íàøèõ ðàñ÷åòîâ ïðîôèëåé

ñêîðîñòè u(y) íà ïëîñêîñòè ñèììåòðèè êàâåðíû è u(x) âäîëü ìåæôàçíîé

ãðàíèöû c ðåøåíèåì [51, 52]. Øòðèõîâîé ëèíèåé ïîêàçàíû òàêæå ðàñ÷åòû,

ñîîòâåòñòâóþùèå ïóàçåéëåâñêîìó ïðîôèëþ u0(y), çàäàííîìó íà âõîäíîì è

âûõîäíîì ñå÷åíèÿõ êàíàëà. Íà ðèñ. 2.7 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ

ýôôåêòèâíîé äëèíû ñêîëüæåíèÿ, âû÷èñëåííîé äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé

îòíîñèòåëüíîé øèðèíû êàíàëà H/L è äîëè ãàçîâîãî ó÷àñòêà d/L.

Âèäíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ æèäêîñòè â êàíàëå íàä ïðÿìîëèíåé-

íîé ìåæôàçíîé ãðàíèöåé, âû÷èñëåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ãðàíè÷-

íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ñîâïàäàþò ñ àíàëèòè-

÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [51, 52] äëÿ îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèé âõîäíûõ

ïàðàìåòðîâ, ÷òî ñëóæèò ïîäòâåðæäåíèåì êà÷åñòâà ðàçðàáîòàííîãî ÷èñëåí-

íîãî àëãîðèòìà è åãî òî÷íîñòè.

Êðîìå òîãî, âàæíî îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïóàçåéëåâñêîãî ïðîôè-

ëÿ â êà÷åñòâå u0(y) íå ïîçâîëÿåò äåòàëüíî îïèñàòü ïîëÿ ñêîðîñòè â òå÷åíèè

ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ êàâåðí, íî îáåñïå÷èâàåò

âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíóþ òî÷íîñòü äëÿ ðàñ÷åòà ýôôåêòèâíîãî êîýôôè-

öèåíòà ñêîëüæåíèÿ â óçêîì êàíàëå c ñóïåðãèäðîôîáíîé ñòåíêîé.
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2.3 Îáòåêàíèå ñäâèãîâûì ïîòîêîì êàâåðíû ñ èñêðèâ-

ëåííîé ìåæôàçíîé ãðàíèöåé

Ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ ìåäëåííîãî ñòàöèîíàðíîãî îáòåêàíèÿ

ìèêðîêàâåðíû ñ ïóçûðüêîì ãàçà ôîðìà ìåæôàçíîé ãðàíèöû äîëæíà ïðàê-

òè÷åñêè ñîâïàäàòü ñî ñòàòè÷åñêîé è îïðåäåëÿòüñÿ ëèøü ñèëàìè ïîâåðõ-

íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç îöåí-

êè µU/d ≪ σ/R∗, ãäå ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà åñòü ìàñøòàá îòêëîíåíèÿ

äàâëåíèÿ íàä ìåíèñêîì îò ñòàòè÷åñêîãî çà ñ÷åò äèíàìèêè æèäêîñòè, σ � êî-

ýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ æèäêîñòè, à R∗ � ðàçìåðíûé ðàäèóñ

êðèâèçíû ìåíèñêà. Íàïðèìåð, äëÿ òå÷åíèÿ âîäû ñ õàðàêòåðíîé ñêîðîñòüþ

U ∼ 10−2 ì/ñ âäîëü ãðàíèöû ñ âîçäóøíûì ïóçûðüêîì ïðè d ∼ R∗ ëåâàÿ

÷àñòü íåðàâåíñòâà íà øåñòü ïîðÿäêîâ ìåíüøå ïðàâîé ÷àñòè. Òàêèì îáðàçîì,

ïåðåïàä äàâëåíèÿ íà âñåé ìåæôàçíîé ãðàíèöå ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì,

à ïîñêîëüêó ðàçíîñòü äàâëåíèé â æèäêîñòè è ãàçå íà ìåíèñêå ðàâíà σ/R∗,

òî ôîðìà ìåíèñêà åñòü äóãà îêðóæíîñòè, áåçðàçìåðíîå óðàâíåíèå êîòîðîé

â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðèíèìàåò âèä:

x2 +
(
y + s−

√
R2 − c2

)2

= R2, −c ≤ x ≤ c.

Çäåñü c = d/2L � ïîëîâèíà øèðèíû êàâåðíû, R = R∗/L, à s = δ/L çàäà-

åò ïîëîæåíèå ìåæôàçíîé ãðàíèöû îòíîñèòåëüíî óãëîâûõ òî÷åê êàâåðíû.

Ðàäèóñ êðèâèçíû ìåíèñêà îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêèì óãëîì ñìà÷èâàíèÿ θ.

Èç óðàâíåíèÿ ìåíèñêà â òî÷êå êàñàíèÿ ñ áîêîâîé ñòåíêîé íàõîäèì:

R = − c

cos θ
.

Ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå R = c ñîîòâåòñòâóåò ãðàíèöå ñ ðàäèóñîì,

ðàâíûì ïîëîâèíå øèðèíû êàâåðíû.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì óãëå ñìà÷èâàíèÿ, à òàêæå çà-

äàííûõ ìàññå è òåìïåðàòóðå ãàçà â ïóçûðüêå, âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ óãëîâûõ

òî÷åê ìåíèñêà s âãëóáü êàâåðíû ÿâëÿåòñÿ ëèøü ôóíêöèåé ñòàòè÷åñêîãî
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äàâëåíèÿ. Äëÿ öåëåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ êðèâèçíû è

ïîëîæåíèÿ ìåíèñêà â ðàñ÷åòàõ (ïîìèìî d/L èëè c) óäîáíî âàðüèðîâàòü äâà

ïàðàìåòðà R è s.

Ïðè R → ∞ ôîðìà ìåæôàçíîé ãðàíèöû � ïðÿìàÿ ëèíèÿ; s = 0 ñîîòâåò-

ñòâóåò ìåæôàçíîé ãðàíèöå, çàêðåïëåííîé â óãëàõ êàâåðíû. Çà íà÷àëüíîå

óäîáíî ïðèíèìàòü ïîëîæåíèå ìåæôàçíîé ãðàíèöû, ïðè êîòîðîì òî÷êè ãðà-

íèöû ñîâïàäàþò ñ óãëîâûìè òî÷êàìè êàâåðíû. Ïðè óâåëè÷åíèè äàâëåíèÿ

â æèäêîñòè ìåæôàçíàÿ ãðàíèöà (âñëåäñòâèå ñæèìàåìîñòè ãàçà è â ïðåíå-

áðåæåíèè åãî ðàñòâîðèìîñòüþ) áóäåò ïîãðóæàòüñÿ âíóòðü êàâåðíû.

Â êà÷åñòâå ïðîôèëÿ ñêîðîñòè íà âõîäå è âûõîäå èç ðàñ÷åòíîé îáëàñòè

çàäàâàëñÿ ëèíåéíûé ïðîôèëü u0 (y) = y, v = 0. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ H/L. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè H/L áîëüøå

åäèíèöû ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþòñÿ, ïîýòîìó íèæå âñå ðàñ÷åòû

ïðèâåäåíû äëÿ H/L = 1.

Íà ðèñ. 2.8 ïîêàçàíà êàðòèíà ëèíèé òîêà íàä ìåæôàçíîé ãðàíèöåé äëÿ

R/c = 1, s = 0 è òðåõ çíà÷åíèé d/L. Âèäíî, ÷òî äëÿ òàêîé ôîðìû ìåæôàç-

íîé ãðàíèöû (ðàäèóñ êðèâèçíû ìåíèñêà ðàâåí ïîëîâèíå øèðèíû êàâåðíû)

îáðàçóþùèéñÿ âèõðü çàíèìàåò âñå ïðîñòðàíñòâî íàä ìåíèñêîì. Íà ðèñ. 2.9

ïîêàçàíî èçìåíåíèå êàðòèíû ëèíèé òîêà ïðè óâåëè÷åíèè R/c. Äëÿ äðóãèõ

çíà÷åíèé d/L êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ëèíèé òîêà ñîõðàíÿåòñÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü çàìåòíîå îòëè÷èå ìåæäó êàðòèíàìè ëèíèé òîêà â çà-

äà÷å îáòåêàíèÿ ïîëóêðóãëîé êàâåðíû, ïîëíîñòüþ çàíÿòîé æèäêîñòüþ, ðàñ-

ñìîòðåííîé âûøå, è â çàäà÷å îáòåêàíèÿ êàâåðíû ñ ïóçûðåì (R/c = 1) ïðè

íàëè÷èè ïðîñêàëüçûâàíèÿ âäîëü ìåíèñêà (ðèñ. 2.8). Èç ðàñ÷åòîâ ïåðâîé

çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî â êàâåðíå, ïîëíîñòüþ çàíÿòîé æèäêîñòüþ, òàêæå îáðà-

çóåòñÿ âèõðü, íî îí èìååò ãîðàçäî ìåíüøèé ðàçìåð, è ëèíèè òîêà âíåøíåãî

òå÷åíèÿ "ïðîâèñàþò" âãëóáü êàâåðíû ïî÷òè íà òðåòü åå ãëóáèíû. Íàëè÷èå

ëîêàëüíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà èñêðèâëåííîé ìåæôàçíîé ãðàíèöå ïðèâî-

äèò ê ðåçêîìó óâåëè÷åíèþ îáðàçîâàâøåãîñÿ âèõðÿ.

Íà ðèñ. 2.10 (à) ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè beff (R/c) äëÿ ÷åòûðåõ çíà÷å-
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íèé d/L è s = 0 (êðàåâûå òî÷êè ìåæôàçíîé ãðàíèöû ñîâïàäàþò ñ óãëàìè

êàâåðíû). Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò ñêîëüæåíèÿ âû÷èñëÿëñÿ ïî ôîðìó-

ëå beff = ⟨uw⟩, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà ïîñëå îáåçðàçìåðèâàíèÿ óñëîâèÿ Íàâüå

ñ èñïîëüçîâàíèåì õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ, ââåäåííûõ ðàíåå äëÿ ðàññìàò-

ðèâàåìîãî ñäâèãîâîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Èç ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 2.10

(à) ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ó÷åò êîíå÷íîé êðèâèçíû ìåæôàçíîé ãðàíèöû

ïðèâîäèò ê çàìåòíîìó óìåíüøåíèþ ýôôåêòèâíîãî (îñðåäíåííîãî) ñêîëü-

æåíèÿ, ÷òî êà÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ èìåþùèìèñÿ â ëèòåðàòóðå äàííûìè

[67, 68]. Íà ðèñ. 2.10 (á) ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ

îò äîëè ãàçîâîãî ó÷àñòêà d/L.

Ìèíèìóì ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ â îêðåñòíîñòè R/c ∼ 1 íà ðèñ.

2.10 (à) ìîæåò áûòü îáúÿñíåí ïåðåñòðîéêîé êàðòèíû òå÷åíèÿ (îáðàçîâà-

íèåì íåáîëüøîé çàñòîéíîé îáëàñòè ïðè èñ÷åçíîâåíèè êðóïíîãî âèõðÿ) ñ

óâåëè÷åíèåì ðàäèóñà êðèâèçíû ìåæôàçíîé ãðàíèöû (ðèñ. 2.9). Ñåðèÿ ðàñ-

÷åòîâ ïîêàçàëà, ÷òî îáíàðóæåííûé ìèíèìóì ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ äðóãèõ

çíà÷åíèé äîëè ãàçîâîãî ó÷àñòêà. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå beff ñîîòâåòñòâóåò

ýôôåêòèâíîé äëèíå ñêîëüæåíèÿ äëÿ ñäâèãîâîãî ïîòîêà íàä ïðÿìîëèíåéíîé

ìåæôàçíîé ãðàíèöåé. Èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî âëèÿíè-

åì ìåíèñêà íà ýôôåêòèâíóþ äëèíó ñêîëüæåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü òîëüêî

â ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàäèóñ êðèâèçíû ìåæôàçíîé ãðàíèöû íà ïîðÿäîê áîëüøå

ðàçìåðà êàâåðíû.

Áûëà ïðîâåäåíà ñïåöèàëüíàÿ ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ

ïîëîæåíèÿ êðàåâûõ òî÷åê ìåæôàçíîé ãðàíèöû îòíîñèòåëüíî óãëîâ êàâåð-

íû (âåëè÷èíû s) íà âåëè÷èíó ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ (ðèñ. 2.11). Êðè-

âûå (à) êà÷åñòâåííî ïîâòîðÿþò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ñëó÷àÿ s = 0:

òàêæå íàáëþäàåòñÿ ìèíèìóì äëèíû ñêîëüæåíèÿ ïðè R/c ∼ 1 è åå âîçðàñ-

òàíèå ñ óâåëè÷åíèåì ðàäèóñà êðèâèçíû ìåíèñêà. Ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå äëÿ

òðåõ çíà÷åíèé äîëè ãàçîâîãî ó÷àñòêà d/L ïðè ôèêñèðîâàííîì R/c (á), ïî-

êàçàëè, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì s, êîãäà ìåæôàçíàÿ ãðàíèöà ñäâèãàåòñÿ âíóòðü

êàâåðíû, êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ âíà÷àëå óìåíüøàåòñÿ,
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÷òî ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî ïåðåñòðîéêîé òå÷åíèÿ æèäêîñòè íàä ìåæôàç-

íîé ãðàíèöåé è îáðàçîâàíèåì îáëàñòåé ñ ïðîòèâîòîêàìè. Çàòåì ïðîèñõîäèò

âîçðàñòàíèå ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ äî íåêîòîðîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷å-

íèÿ, êîòîðîå, êàê ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, îïðåäåëÿåòñÿ

äîëåé ãàçîâîãî ó÷àñòêà è íå çàâèñèò îò ôîðìû ìåíèñêà ìåæôàçíîé ãðà-

íèöû. Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ îò ïàðàìåòðà s äëÿ äðóãèõ

çíà÷åíèé d/L è R/c êà÷åñòâåííî ïîâòîðÿåò ïðåäñòàâëåííûå êðèâûå.

Èç ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåííîãî â äàííîì ïóíêòå ïàðàìåòðè÷åñêîãî èññëå-

äîâàíèÿ çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ îò îïðåäåëÿþùèõ ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ òåêñòóðû (êðèâèçíû ìåíèñêà è åãî ñìåùåíèÿ îòíî-

ñèòåëüíî ñòåíîê êàâåðíû) ñëåäóåò, ÷òî ó÷åò ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò

ê çíà÷èòåëüíîìó óìåíüøåíèþ êîýôôèöèåíòà ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ.

Ïîýòîìó â áîëüøèíñòâå îïóáëèêîâàííûõ ðàíåå ðàáîò, â êîòîðûõ ìåæôàç-

íàÿ ïîâåðõíîñòü ñ÷èòàåòñÿ ïëîñêîé, ýôôåêò îñðåäíåííîãî ïðîñêàëüçûâà-

íèÿ íà ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ñèëüíî çàâûøåí.

2.4 Îáòåêàíèå ãðóïïû êàâåðí

Äëÿ îöåíêè âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà

ê çàäà÷å î òå÷åíèè âáëèçè ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ñ ïåðèîäè÷åñêè-

ìè, áëèçêî ðàñïîëîæåííûìè êàâåðíàìè áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû îáòåêà-

íèÿ ãðóïïû êàâåðí ñ ÷åòûðüìÿ è øåñòüþ ïåðèîäàìè òåêñòóðû ïðè ðàçëè÷-

íûõ äîëÿõ ãàçîâîãî ó÷àñòêà. Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå â êà÷åñòâå u0 èñïîëü-

çîâàëñÿ ÷èñòî ñäâèãîâûé ïðîôèëü ñî ñêîðîñòüþ ñäâèãà, çàäàííîé âäàëè îò

ïîâåðõíîñòè. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïðè ìàëûõ d/L òàêîé ïðîôèëü áó-

äåò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ìåæäó êàâåðíàìè, îäíàêî ñ óâåëè÷åíèåì d/L äîëæíî

óâåëè÷èâàòüñÿ âçàèìíîå âëèÿíèå êàâåðí, è "ïåðèîäè÷åñêèé" ïðîôèëü u0,

ñîîòâåòñòâóþùèé ãëàäêîìó ñîïðÿæåíèþ (íóëåâûì ïðîèçâîäíûì ïî x) íà

ãðàíèöàõ ïåðèîäîâ, äîëæåí îòêëîíÿòüñÿ îò ëèíåéíîãî.

Äëÿ îöåíêè äàííîãî ýôôåêòà áûëà ðàññìîòðåíà îáëàñòü òå÷åíèÿ, ñîñòî-
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ÿùàÿ èç ÷åòûðåõ è øåñòè ïåðèîäîâ òåêñòóðû ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõ-

íîñòè ñ èñêðèâëåííîé ìåæôàçíîé ãðàíèöåé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ

òðåõ è ïÿòè âíóòðåííèõ ïëîñêèõ ó÷àñòêîâ ñ ëîêàëüíûì ïðèëèïàíèåì. Â

ðàñ÷åòàõ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè òå÷åíèÿ çàäàâàëñÿ ñäâèãîâîé ïðî-

ôèëü ñêîðîñòè íà âõîäíîì è âûõîäíîì ñå÷åíèÿõ, à òàêæå âûõîä íà òîò

æå ñäâèãîâûé ïîòîê âäàëè îò ñòåíêè. Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ äîëè ìåæôàç-

íîé ãðàíèöû d/L è îòíîøåíèÿ R/c âû÷èñëÿëèñü íåèçâåñòíûå êîìïîíåíòû

âåêòîðîâ u è f . Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿëñÿ ïðîôèëü ñêîðîñòè, êîòîðûé ôîð-

ìèðóåòñÿ â ñåðåäèííîì ñå÷åíèè öåíòðàëüíîãî ó÷àñòêà ñ ëîêàëüíûì ïðèëè-

ïàíèåì (ðèñ. 2.1). Çàòåì âû÷èñëåííûé ïðîôèëü ñêîðîñòè çàäàâàëñÿ â êà-

÷åñòâå u0(y) ïðè ðàñ÷åòàõ îáòåêàíèÿ îäèíî÷íîé êàâåðíû. Áûëà ïðîâåäåíà

ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ ýôôåêòèâíîé äëèíû ñêîëüæåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé

d/L è R/c. Ñðàâíåíèå ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ ðàñ÷åòàìè äëÿ îäèíî÷íîé

êàâåðíû, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå u0 èñïîëüçîâàëñÿ ÷èñòî ñäâèãîâîé ïðîôèëü

(êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå), ïîêàçàëè, ÷òî ïðè íåáîëüøèõ d/L âû÷èñ-

ëåííûå âåëè÷èíû beff ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Ñ óâåëè÷åíèåì d/L äî 2/3

îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü beff äëÿ äâóõ ðàçíûõ ïðîôèëåé u0 äîñòèãàåò

10%. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ýôôåêòèâíîé äëèíû ñêîëüæåíèÿ,

ïðåäñòàâëåííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïðèìåíèìû ê îïèñàíèþ îáòåêàíèÿ

ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ñ óìåðåííî è ñèëüíîðàçðåæåííûìè ïåðèî-

äè÷åñêèìè ñèñòåìàìè êàâåðí. Íà ðèñ. 2.12 ïðåäñòàâëåí ïðîôèëü ñêîðîñòè,

âûðàáàòûâàþùèéñÿ íàä ñèñòåìîé êàâåðí. Äëÿ ìàëûõ äîëåé ãàçîâîãî ó÷àñò-

êà ïåðèîäè÷åñêèé ïðîôèëü ñîâïàäàåò ñ çàäàííûì ñäâèãîâûì. Íà ðèñ. 2.13

èçîáðàæåíà êàðòèíà ëèíèé òîêà íàä òðåìÿ ïåðèîäàìè òåêñòóðû ñóïåðãèä-

ðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè ñ èñêðèâëåííîé ìåæôàçíîé ãðàíèöåé, îáòåêàåìûõ

âû÷èñëåííûì ïåðèîäè÷åñêèì ïðîôèëåì ñêîðîñòè.

Èçëîæåííûå â Ãëàâå 2 ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ

[128, 129, 130, 131, 132, 133].
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Ðèñ. 2.4: Êàðòèíà ëèíèé òîêà íàä ïðÿìîóãîëüíûìè êàâåðíàìè ñ îòíîøåíèåì øèðèíû

ê ãëóáèíå: à � 1:1, á � 1:2, â � 1:2.5

Ðèñ. 2.5: Êàðòèíà ëèíèé òîêà íàä ïðÿìîóãîëüíûìè êàâåðíàìè ñ îòíîøåíèåì øèðèíû

ê ãëóáèíå: à � 1:3, á � 1:4
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Ðèñ. 2.6: Ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè â ïëîñêîì êàíàëå ñ ñóïåðãèäðîôîáíîé ñòåíêîé: à �

ïðîôèëü u0 (y) âî âõîäíîì è âûõîäíîì ñå÷åíèÿõ ïåðèîäà; á � ïðîôèëü u (y) â ïëîñ-

êîñòè ñèììåòðèè íàä êàâåðíîé; â � ðàñïðåäåëåíèå u (x) âäîëü ìåæôàçíîé ãðàíèöû;

1-3 � íàñòîÿùèå ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîôèëåé èç [51] äëÿ d/L = 1/6, 1/3, 2/3 è

H/L = 1/2; 4 � ïðîôèëü Ïóàçåéëÿ; òî÷êè � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå [51], øòðèõîâûå

ëèíèè � ðàñ÷åòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ïðîôèëÿ Ïóàçåéëÿ

88



Ðèñ. 2.7: Ýôôåêòèâíàÿ äëèíà ñêîëüæåíèÿ äëÿ òå÷åíèÿ â êàíàëå ïðè âàðüèðîâàíèè ïà-

ðàìåòðîâ (à) d/L, 1-3: H/L = 1/6, 1/3, 1/2; (á) H/L, 1-3: d/L = 1/4, 1/3, 1/2; 4 � àíàëè-

òè÷åñêîå ðåøåíèå [51], 5 � ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîôèëÿ Ïóàçåéëÿ
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Ðèñ. 2.8: Êàðòèíà ëèíèé òîêà íàä èñêðèâëåííîé ìåæôàçíîé ãðàíèöåé:

à-â: d/L = 0.3, 0.5, 0.7, R/c = 1, s = 0

Ðèñ. 2.9: Êàðòèíà ëèíèé òîêà íàä ìåíèñêîì ðàçíîé ôîðìû:

à-â: R/c = 1, 1.06, 3, d/L = 0.5, s = 0
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Ðèñ. 2.10: Ýôôåêòèâíàÿ äëèíà ñêîëüæåíèÿ â çàâèñèìîñòè:

(à) îò R/c (1-4 � d/L = 0.15, 0.3, 0.45, 0.6)

(á) îò d/L (1-4 � R/c = 1, 3, 10, 30); s = 0

Ðèñ. 2.11: Ýôôåêòèâíàÿ äëèíà ñêîëüæåíèÿ â çàâèñèìîñòè:

(à) îò R/c (1-3 � d/L = 0.2, 0.4, 0.6, s = 0.025, 0.04)

(á) îò s (R/c = 1, 10: 1-3 � d/L = 0.2, 0.4, 0.6)
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Ðèñ. 2.12: Ïðîôèëü ñêîðîñòè íàä ñèñòåìîé êàâåðí:

1 � ñäâèãîâîé ïðîôèëü u = y; 2, 3 � âûðàáàòûâàþùèéñÿ ïåðèîäè÷åñêèé ïðîôèëü

ñêîðîñòè íàä òåêñòóðîé ñ d/L = 0.75, R/c = 1, 10

Ðèñ. 2.13: Êàðòèíà ëèíèé òîêà íàä êàâåðíàìè, îáòåêàåìûìè âûðàáàòûâàþùèìñÿ

ïåðèîäè÷åñêèì ïðîôèëåì ñêîðîñòè, äëÿ d/L = 0.75, à � R/c = 1, á � R/c = 10
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Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíû òðè ðàçëè÷íûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå çàäà÷è î äâèæåíèè òîí-

êîãî ñëîÿ âÿçêîé æèäêîñòè âäîëü ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ óñëî-

âèåì ýôôåêòèâíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ Íàâüå è çàäàííûì òåíçîðîì ñêîëü-

æåíèÿ. Íàéäåíû íåîäíîðîäíûå ñóïåðãèäðîôîáíûå ïîâåðõíîñòè, õàðàêòå-

ðèçóåìûå òåíçîðîì ñêîëüæåíèÿ, çàâèñÿùèì îò êîîðäèíàò òî÷êè ïîâåðõíî-

ñòè, äëÿ êîòîðûõ óäàëîñü ïîñòðîèòü ñåìåéñòâà àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé.

Óñòàíîâëåíû êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ íåîä-

íîðîäíûõ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé. Îïðåäåëåíû õàðàêòåðèñòèêè

ðàññìîòðåííûõ òå÷åíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ ïðîìûøëåííûõ

ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé.

Â çàäà÷å î íåñòàöèîíàðíîì ðàñòåêàíèè òîíêîãî ñëîÿ òÿæåëîé âÿçêîé

æèäêîñòè âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè îò ëîêà-

ëèçîâàííîãî èñòî÷íèêà, ìîùíîñòü êîòîðîãî çàäàíà ñòåïåííîé ëèáî ýêñïî-

íåíöèàëüíîé ôóíêöèåé âðåìåíè, èññëåäîâàíû àâòîìîäåëüíûå çàêîíû äâè-

æåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà ñìà÷èâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ, çàäà-

þùèõ âåëè÷èíó ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñêîðîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñêàëüçûâà-

íèå íà ïîâåðõíîñòè óâåëè÷èâàåò ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ïðîõîäèò ïåðåäíèé

ôðîíò ñëîÿ ïðè ðàñòåêàíèè æèäêîñòè. Óñòàíîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè ñêîëüæåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèìè ñóïåð-

ãèäðîôîáíóþ ïîâåðõíîñòü, è çàêîíîì äâèæåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà. Èç ïðî-

âåäåííîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî ýòîé èíôîðìàöèè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïî çà-

äàííîìó çàêîíó ìàññîïîäâîäà è çàêîíó äâèæåíèÿ ïåðåäíåãî ôðîíòà ñìà÷è-
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âàíèÿ îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû ñêîëüæåíèÿ ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè

èç ýêñïåðèìåíòà. Îñîáåííî óäîáíûì òàêîé ìåòîä ìîæåò áûòü ïðè îïðåäåëå-

íèè êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîëüæåíèÿ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé, ó êî-

òîðûõ ìèêðîðåëüåô èìååò îñåâóþ ñèììåòðèþ (íàïðèìåð, â ôîðìå êîíöåí-

òðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé). Ïðîâåäåíî îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ àâòîìîäåëü-

íûõ ðåøåíèé íà ñëó÷àé ñëàáîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò âòîðîé ïðîñòðàí-

ñòâåííîé êîîðäèíàòû, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü òðàíñâåðñàëüíûì ïåðåòå-

êàíèåì æèäêîñòè â äâèæóùåéñÿ ïëåíêå.

Íà îñíîâå ïðîâåäåííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ îáëàñòè ñìà÷è-

âàíèÿ, îáðàçóþùåéñÿ ïðè óñòàíîâèâøåìñÿ ñòåêàíèè ðó÷åéêà âÿçêîé æèäêî-

ñòè ïî íàêëîííîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ òà-

êîé ãåîìåòðèè òå÷åíèÿ èíôîðìàöèè òîëüêî îá îáëàñòè ñìà÷èâàíèÿ íåäîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñóïåð-

ãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè. Íåîáõîäèìî òàêæå ôèêñèðîâàòü òîëùèíó ñëîÿ

íà îñè ñèììåòðèè ðó÷åéêà. Ïîëó÷åííûå äëÿ ðàññìîòðåííîé ãåîìåòðèè ðå-

çóëüòàòû ïðèáëèæåííî ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ îäíîðîäíûõ ñóïåðãèä-

ðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ ïîñòîÿííûì ïðîñêàëüçûâàíèåì.

Âûïîëíåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå íà÷àëüíîãî ýòàïà ñòåêàíèÿ

òîíêîãî ñëîÿ æèäêîñòè ïî ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè êðóãîâîãî ãî-

ðèçîíòàëüíîãî öèëèíäðà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñêàëüçûâàíèå íà ñóïåðãèäðî-

ôîáíîé ïîâåðõíîñòè çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåò âðåìÿ ñòåêàíèÿ ñëîÿ ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ îáû÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ (áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ñóïåðãèäðîôîáíûå ïîâåðõíîñòè

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èíòåíñèôèêàöèè ñàìîî÷èùåíèÿ ïîâåðõíî-

ñòè. Ïðîàíàëèçèðîâàíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âðåìå-

íåì óòîí÷åíèÿ ñëîÿ è âåëè÷èíîé ïðîñêàëüçûâàíèÿ, ÷òî ìîæåò áûòü èñïîëü-

çîâàíî ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì îïðåäåëåíèè êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîëüæå-

íèÿ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ ïîñòîÿííûì ïðîñêàëüçûâàíèåì.

Ðåøåíà äâóìåðíàÿ çàäà÷à îá óñòàíîâèâøåìñÿ ñòîêñîâîì îáòåêàíèè âÿç-

êîé æèäêîñòüþ ýëåìåíòîâ ìèêðîòåêñòóðû ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè
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â íàèáîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå, êîãäà óãëîâûå òî÷êè ìåæôàçíîé ãðàíèöû,

îáðàçóþùåéñÿ ìåæäó ãàçîâûì ïóçûðåì è æèäêîñòüþ, íå ñîâïàäàþò ñ óã-

ëîâûìè òî÷êàìè êàâåðíû. Ðàññìîòðåíû òåêñòóðû ñ ïðÿìûìè ñòåíêàìè;

ôîðìà ìåíèñêà íàéäåíà èç óñëîâèÿ ñòàòè÷åñêîãî óäåðæàíèÿ ãàçîâîãî ïó-

çûðüêà â êàâåðíå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè â îáëàñòè íàä

ìåæôàçíîé ãðàíèöåé ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì, îñ-

íîâàííûé íà ìåòîäå ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. ×èñëåííûé àë-

ãîðèòì ïðîòåñòèðîâàí íà ðåøåíèÿõ èçâåñòíûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷. Ïîëó÷åíî

õîðîøåå êîëè÷åñòâåííîå è êà÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ

èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè.

Ïðîâåäåíî ïàðàìåòðè÷åñêîå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîé äëè-

íû ñêîëüæåíèÿ íàä òåêñòóðîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè â ñäâèãîâîì

ïîòîêå. Ýôôåêòèâíîå ñêîëüæåíèå âû÷èñëÿëîñü èç îñðåäíåííîãî ïî òåê-

ñòóðå ëîêàëüíîãî óñëîâèÿ ïðîñêàëüçûâàíèÿ Íàâüå. Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè

ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ îò ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ òåê-

ñòóðû: äîëè ãàçîâîãî ó÷àñòêà, ôîðìû ìåíèñêà è åãî ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëü-

íî ñòåíîê êàâåðíû. Óñòàíîâëåíà íåìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîãî

ñêîëüæåíèÿ îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ òåêñòóðû. Êà÷åñòâåííàÿ çàâè-

ñèìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñîâïàäàåò ñ ðàñ÷åòàìè äðóãèõ àâòîðîì

äëÿ òåêñòóð ñ íóëåâûì ìåíèñêîì. Ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò ýôôåêòîâ, îáóñëîâ-

ëåííûõ íàëè÷èåì ìåíèñêà è åãî ïîëîæåíèåì, ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó

óìåíüøåíèþ ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òåêñòóðàìè ñ èäå-

àëèçèðîâàííîé ïðÿìîé ìåæôàçíîé ãðàíèöåé.

Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ðàñ÷åòà ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ èç ðåøåíèÿ

çàäà÷è îáòåêàíèÿ ñèñòåìû êàâåðí ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîëó÷å-

íèÿ îöåíîê âåëè÷èíû ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ íàä ïåðèîäè÷åñêîé òåê-

ñòóðîé ñóïåðãèäðîôîáíîé ïîâåðõíîñòè, ñîñòîÿùåé èç áëèçêî ðàñïîëîæåí-

íûõ ìèêðîêàâåðí, êîãäà ïðåäïîëîæåíèå î ñäâèãîâîñòè ïîòîêà â îáëàñòè

ìåæäó êàâåðíàìè íàðóøàåòñÿ. Êðîìå òîãî, ðàçðàáîòàííûé ÷èñëåííûé àë-

ãîðèòì ïðèìåíèì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ñêîëüæåíèÿ äëÿ ñóïåð-
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ãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ òåêñòóðàìè, îáðàçîâàííûõ êàâåðíàìè ïðîèç-

âîëüíîé ôîðìû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âàæíû äëÿ ïîíèìàíèÿ ÿâëåíèÿ

ýôôåêòèâíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòÿõ è ìî-

ãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ îïòèìèçàöèè ïåðèîäè÷åñêîé òåêñòóðû ïðîìûø-

ëåííûõ ñóïåðãèäðîôîáíûõ ïîâåðõíîñòåé è äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ýô-

ôåêòèâíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ.
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Ïðèëîæåíèå: âûâîä ãðàíè÷íûõ

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

Çà îñíîâó èçëîæåíèÿ âçÿòà ìîíîãðàôèÿ [115]. Âñå âûêëàäêè ïðåäñòàâ-

ëåíû â ðàçìåðíîì âèäå; äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ çâåçäî÷êè îïóùåíû. Ðàñ-

ñìîòðèì óðàâíåíèÿ Ñòîêñà, çàïèñàííûå â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò:

µ△u−∇p = 0, ∇·u = 0,

êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∇·p = 0, ∇·u = 0. (1)

Çäåñü pij = −pδij + µ (▽jui + ▽iuj) � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé â

æèäêîñòè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïóñòü ïîëÿ u è û óäîâëåòâîðÿ-

þò óðàâíåíèÿì Ñòîêñà, à p è p̂, ñîîòâåòñòâóþùèå èì òåíçîðû íàïðÿæåíèé.

Çàïèøåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

ûi
∂pij
∂xj

=
∂

∂xj
(ûipij)− pij

∂ûi
∂xj

=
∂

∂xj
(ûipij)−

[
−pδij + µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)]
∂ûi
∂xj
(2)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî −pδij▽jûi = −p▽iûi = 0 â ñèëó óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè,

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

ûi
∂pij
∂xj

=
∂

∂xj
(ûipij)− µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
∂ûi
∂xj

.

Çàìåíÿÿ (u,p) íà (û, p̂) â (2), ïîëó÷àåì

ui
∂p̂ij
∂xj

=
∂

∂xj
(uip̂ij)− µ

(
∂ûi
∂xj

+
∂ûj
∂xi

)
∂ui
∂xj

.
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Ïîñëå âû÷èòàíèÿ ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

∂

∂xj
(ûipij)−

∂

∂xj
(uip̂ij) = ûi

∂pij
∂xj

− ui
∂p̂ij
∂xj

. (3)

Åñëè ïîëÿ u è û íå èìåþò îñîáûõ òî÷åê, (3) ïðèíèìàåò âèä:

∇· (û·p− u·p̂) = 0. (4)

Ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå Ãðèíà â òåîðèè ïîòåíöèàëà

äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà [134]. Èíòåãðèðóÿ (4) ïî îáúåìó V , îãðàíè÷åííîìó

çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ S, ïîëó÷àåì∫
S

û·f dS =

∫
S

f̂ ·u dS, (5)

ãäå f = pijnjei, f̂ = p̂ijnjei ñóòü âåêòîðû íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå, nj �

êîìïîíåíòû åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé îáúåì,

ei � åäèíè÷íûå âåêòîðà àáñîëþòíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Íèæå (5) áóäåò

èñïîëüçîâàíî ïðè âûâîäå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ýêâèâàëåíòíûõ óðàâíå-

íèÿì Ñòîêñà. Äàëåå èçëàãàåòñÿ òåîðèÿ, ïðèìåíÿåìàÿ äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷,

ïðè ýòîì ïîä V ïîíèìàåòñÿ äâóìåðíàÿ îáëàñòü Ω, çàíÿòàÿ æèäêîñòüþ, à

ïîâåðõíîñòü S çàìåíÿåòñÿ íà çàìêíóòóþ ëèíèþ Γ.

Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Ãðèíà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåí-

òàëüíûìè ðåøåíèÿìè äâóìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé Ñòîêñà è íåðàç-

ðûâíîñòè:

µ∇2u−∇p+ gδ (x− x0) = 0, ∇·u = 0 (6),

ãäå g � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð, x0 � òî÷êà ïðîñòðàíñòâà, δ � äâóìåð-

íàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ. Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé ïðåäñòàâèì ðåøåíèå

äëÿ ñêîðîñòè â âèäå:

ui (x) =
1

4πµ
Gij (x,x0) gj, (7)

ãäå G � ôóíêöèè Ãðèíà, îáàçóþùèå òåíçîð âòîðîãî ðàíãà. Ïîëå u ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé òå÷åíèå, ñîçäàâàåìîå òî÷å÷íîé ñèëîé g, ðàñïîëîæåííîé â
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òî÷êå îáëàñòè x0. Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð äèâåðãåíöèè ê ïîëþ ñêîðîñòè u è

èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, ïîëó÷àåì

∂Gij

∂xj
(x,x0) = 0.

Èíòåãðèðóÿ ïî îáëàñòè Ω, çàíÿòîé æèäêîñòüþ, è çàìåíÿÿ ïîâåðõíîñòíûé

èíòåãðàë íà ëèíåéíûé âäîëü Γ, ïîëó÷àåì∫
Γ

Gij (x,x0)ni (x) dl (x) = 0,

ïðè ýòîì x0 ìîæåò ëåæàòü âíóòðè, âíå îáëàñòè èëè íà ãðàíèöå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû G äâóìåðíîé ôóíêöèè Ãðèíà,

çàìåíèì â (6) äåëüòà-ôóíêöèþ åå âûðàæåíèåì:

δ (x− x0) =
1

2π
∇2lnr.

Äàâëåíèå â æèäêîñòè óäîâëåòâîðÿåò ãàðìîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

∇2p = g· (∇δ (x− x0)) ,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì óðàâíåíèé Ñòîêñà ïî êîîðäèíà-

òàì. Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ ðåøåíèå äëÿ äàâëåíèÿ çàïèøåì â âèäå:

p =
1

2π
(∇lnr) ·g.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ äåëüòà-ôóíêöèè è äàâëåíèÿ â (6)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ u:

µ∇2u =
1

2π
g·

(
∇∇− I∇2

)
lnr,

ðåøåíèå èùåì â âèäå:

u =
g

µ
·
(
∇∇− I∇2

)
H. (8)

Ïîäñòàâëÿÿ (8) â óðàâíåíèå äëÿ u, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíîé

ôóíêöèè H

∇2H =
1

2π
lnr,
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ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä:

H (x,x0) =
1

8π
r2 (lnr − 1) .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ôóíêöèè H (x,x0) â âûðàæåíèå (8) äëÿ u è â ïðåä-

ñòàâëåíèå ïîëÿ ñêîðîñòè ÷åðåç êîìïîíåíòû Gij ôóíêöèè Ãðèíà (7) ïîëó-

÷àåì:

Gij (x,x0) = −δijlnr +
ξiξj
r2

, ξ = x− x0, r = |ξ|.

Â ëèòåðàòóðå òåíçîð G íàçûâàåòñÿ ñòîêñëåò.

Âû÷èñëèì êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëþ

ñêîðîñòè Gij (x,x0). Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (6), êîìïîíåíòû ñòîêñëåòà G

è äàâëåíèå p, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Tijk (x,x0) = −δikpj (x,x0) +
∂Gij

∂xk
(x,x0) +

∂Gki

∂xi
(x,x0) .

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûðàæåíèÿ äëÿ p (x,x0) è Gij (x,x0),

ïîëó÷àåì âèä êîìïîíåíò Tijk:

Tijk (x,x0) = −4
ξiξjξk
r4

.

Âû÷èñëåííûé òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà â ëèòåðàòóðå íàçûâàåòñÿ ñòðåññëåò.

Ïîëó÷èì òåïåðü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ñòîê-

ñà ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ñòîêñëåò Gij (x,x0) è ñòðåññëåò

Tijk (x,x0). Ïîäñòàâèì â (4) âìåñòî (û, p̂) âûðàæåíèÿ

ûi =
1

4πµ
Gij (x,x0) gj, p̂ik =

1

4π
Tijk (x,x0) gj,

ïîëó÷àåì
∂

∂xk
[Gij (x,x0) pik (x)− µui (x)Tijk (x,x0)] = 0.

Ðàññìîòðèì îáëàñòü Ω, çàíÿòóþ æèäêîñòüþ è îãðàíè÷åííóþ çàìêíóòîé

îäíîñâÿçíîé (èëè ìíîãîñâÿçíîé) ãðàíèöåé Γ, ïðè ýòîì Γ ìîæåò áûòü òâåð-

äîé ñòåíêîé, ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòüþ èëè æèäêîé ëèíèåé (ðèñ.). Èíòåãðè-

ðóÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïî Ω è ïåðåõîäÿ îò ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà
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ê ëèíåéíîìó, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî∫
Γ

[Gij (x,x0) pik (x)− µui (x)Tijk (x,x0)]nk (x) dl (x) = 0, (9)

â êîòîðîì âåêòîð íîðìàëè íàïðàâëåí âíóòðü îáëàñòè Ω, çàíÿòîé æèäêî-

ñòüþ.

Âûáåðåì òî÷êó x0 âíóòðè Ω è ðàññìîòðèì ìàëóþ îêðåñòíîñòü Ωϵ ðàäè-

óñà ε, ñîäåðæàùóþ ðàññìàòðèâàåìóþ òî÷êó. Ôóíêöèè â êâàäðàòíûõ ñêîá-

êàõ � ðåãóëÿðíûå â îáëàñòè Ω − Ωε. Äëÿ îáëàñòè Ω − Ωε ðàâåíñòâî (9)

ïðèíèìàåò âèä:∫
Γ, lε

[Gij (x,x0) pik (x)− µui (x)Tijk (x,x0)]nk (x) dl (x) = 0, (10)

ãäå lε � êðóã, îãðàíè÷èâàþùèé Ωε.

Ê ìåòîäó ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé: êîíòðîëüíàÿ îáëàñòü Ω â æèäêîñòè

Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî âäîëü lε, òåíçîðà G è T ïðèíèìàþò

âèä:

Gij≈− δijlnε+
ξiξj
ε2

, Tijk≈− 4
ξiξjξk
ε4

, (11)

ãäå ξ = x − x0. Âäîëü lε, n = ξ/ε, dl = εdα. Ïîäñòàâëÿÿ (11) â (10),

116



ïîëó÷àåì∫
Γ

[Gij (x,x0) pik (x)− µui (x)Tijk (x,x0)]nk (x) dl (x) =

= −
∫
lε

[(
−δijlnε+

ξiξj
ε2

)
pik (x) + 4µui (x)

ξiξjξk
ε4

]
ξk (x) dα.

Ïðè ε → 0 çíà÷åíèÿ u è p âäîëü lε ñòðåìÿòñÿ ê ñâîèì çíà÷åíèÿì â

öåíòðå Ωε, òî åñòü ê u (x0) è p (x0) ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê εlnε → 0

ïðè ε → 0, ñëàãàìîå â ïðàâîé ÷àñòè, ñîäåðæàùåå pik, èñ÷åçàåò. Ïîýòîìó â

ïðåäåëå ïîëó÷àåì∫
Γ

[Gij (x,x0) pik (x)− µui (x)Tijk (x,x0)]nk (x) dl (x) =

= −4µui (x0)
1

ε4

∫
lε

ξiξjξ
2
k dα.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ξ2k = ε2, âû÷èñëèì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè:

1

ε4

∫
lε

ξiξjξ
2
k dα =

1

ε3

∫
lε

ξiξj dl =
1

ε2

∫
lε

ξinj dl =
1

ε2

∫
lε

∂ξi
∂ξj

dΩ = π.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïîëÿ ñêîðîñòè

u (x0) âíóòðè îáëàñòè, çàíÿòîé æèäêîñòüþ:

uj (x0)=− 1

4πµ

∫
Γ

fi (x)Gij (x,x0) dl (x)+
1

4π

∫
Γ

ui (x)Tijk (x,x0)nk (x) dl (x),

ãäå fi (x) = pik (x)nk (x), íîðìàëü n íàïðàâëåíà â ñòîðîíó æèäêîñòè. Ïîëó-

÷åííîå âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïîëå ñêîðîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåå

óðàâíåíèÿì Ñòîêñà, ÷åðåç ðàñïðåäåëåííûå ïî ãðàíèöå ñòîêñëåòû è ñòðåñ-

ñëåòû. Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ïðîïîðöèîíàëüíû âåêòîðàì ñêîðîñòè u è

íàïðÿæåíèé f , çàäàííûì íà ãðàíèöå. Òåíçîðà G è T ñîîòâåòñòâóþò ïîòåí-

öèàëàì ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ â òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ
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óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, çàïèñàííûõ äëÿ òî÷åê íà ãðàíèöå òàê, ÷òîáû óäî-

âëåòâîðèòü çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

u (Γ) , f (Γ) , u (Γ1)∪f (Γ2).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ãðàíèöå, ðàññìîò-

ðèì èíòåãðàë îò ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ Tijk â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû.

Åñëè ãðàíèöà îáëàñòè íå èìååò îñîáûõ òî÷åê, à âåêòîðà n è u íåïðåðûâíû

âäîëü Γ, òîãäà

lim
x0→Γ

∫
Γ

ui (x)Tijk (x,x0)nk (x) dl (x) =

= ±2πuj (x0) +

p.v.∫
Γ

ui (x)Tijk (x,x0)nk (x) dl (x).

Âûáîð çíàêà îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì íîðìàëè, óêàçûâàþùåé íàïðàâ-

ëåíèå â æèäêîñòü. Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëà äâîé-

íîãî ñëîÿ âäîëü ãðàíèöû èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê

çàïèñûâàþòñÿ âèäå:

uj (x0)=− 1

2πµ

∫
Γ

fi (x)Gij (x,x0) dl (x)+
1

2π

p.v.∫
Γ

ui (x)Tijk (x,x0)nk (x) dl (x).

Ïðè |x − x0| → 0 ïîä èíòåãðàëàìè âîçíèêàåò ñèíóëÿðíîñòü. Ïåðâûé èí-

òåãðàë ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ âû÷èñëÿåòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå,

âòîðîé èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ Êîøè.
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