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÷×ÅÄÅÎÉÅ
0.1. ëÏÌØÃÁ Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ

ôÏÖÄÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÁÖÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ËÁË ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ,
ÔÁË É ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. ôÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓ-
ÓÍÁÎÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï [[x; y]; z] = 0 (ÞÅÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÌÅÖÉÔ × ÃÅÎÔÒÅ, Á
ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ Ä×ÕÈ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÞÅÔÅÎ), × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ 2 ÓÐÒÁ-
×ÅÄÌÉ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï èÏÌÌÁ: [[x; y]2; z] = 0 (ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÎÕ-
ÌÅ×ÙÍ ÓÌÅÄÏÍ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÚÎÁËÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔ | ÓËÁÌÑÒÎÁÑ
ÍÁÔÒÉÃÁ). ÷ (n−1)-ÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ Cn ÐÏÒÑÄËÁ
n:

Cn(−→x ;−→y ) =
∑

�∈Sn
(−1)�y0x�(1)y1x�(2)y2 : : : yn−1x�(n)yn:

ðÕÓÔØ P (x1; : : : ; xn) { ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï × ÁÌÇÅÂÒÅ A, {Hi(x1; : : : ; yqi)} { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ
ÎÁÂÏÒ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×, Á R(z1; : : : ; zk) { ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. ôÏÇÄÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ
P (H1; : : : ; Hn), Á ÔÁËÖÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ R (RP É PR) ÔÏÖÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ × ÁÌÇÅ-
ÂÒÅ A. üÔÉ ÎÏ×ÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á P . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ. éÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×, ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ,
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ T -ÉÄÅÁÌÏÍ. ëÁÖÄÏÍÕ T -ÉÄÅÁÌÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ T -ÉÄÅÁÌ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ×ÐÏÌÎÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÄÅÁÌ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÅ, Ô.Å. ÉÄÅÁÌ, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÁÌ-
ÇÅÂÒ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ
(variety), Á Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ × ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÍÉ. áÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, Á ÅÅ ÓÔÅÐÅÎØÀ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ deg(A)) ÎÁÚÙ-
×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÁËÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á. þÅÒÅÚ Var(A) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÍÉÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ A. ðÕÓÔØ {Hi} {
ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×. ôÏÇÄÁ T({Hi}) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ T -ÉÄÅÁÌ, ÉÍÉ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÎÑÔÉÀ T -ÉÄÅÁÌÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ××ÏÄÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-
×Á ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÚÁÍËÎÕÔÙÈ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË. ðÒÉÍÅÒÙ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ T -ÉÄÅÁÌÁÍÉ:
ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [A;A]; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÝÉÈ
ÍÁÔÒÉÃ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ É Ë ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. íÎÏÇÉÅ ×ÁÖÎÙÅ
ËÌÁÓÓÙ ÁÌÇÅÂÒ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÀÔÓÑ ËÁË ËÌÁÓÓ ÁÌÇÅÂÒ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-
ÎÏÓÔÉ xy + yx = 0 É ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ñËÏÂÉ ((xy)z) − ((xz)y) − (x(yz)) = 0, ÁÓÓÏÃÉ-
ÁÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ {x; y; z} = (xy)z − x(yz) = 0,
ÊÏÒÄÁÎÏ×Ù ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ [x; y] = 0; {x2; y; x} = 0, Á ÁÌØÔÅÒ-
ÎÁÔÉ×ÎÙÅ | ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÏÒÁ {x; y; z}.

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÏÎÏ
Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÁÍÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. é
×-ÔÒÅÔØÉÈ, Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÓÉÅÊ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ôÅ-
ÏÒÉÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÏÂÛÉÒÎÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ [159], [142], [157], [108], [12], [9], [7]). íÎÏÇÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ
PI-ÔÅÏÒÉÉ ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÁÌÉ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ÷ÏÐÒÏÓÁÍ,
ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÓÑ Ë ÜÔÉÍ ÔÅÏÒÉÑÍ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÑ [142].

òÁÂÏÔÁÑ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ, ÍÙ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÍÓÑ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÁÍÉ ÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. ÷ÏÐÒÏÓÙ,
ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÚÁÎÉÍÁÀÔ ×ÁÖÎÏÅ ÍÅÓÔÏ × ÔÅÏÒÉÉ
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ËÏÌÅÃ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁ × Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÏÂßÅËÔÁÈ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ,
ÔÏ ÂÏÌÅÅ-ÍÅÎÅÅ ÐÏÌÎÁÑ ËÁÒÔÉÎÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÒÅÄËÏ, × ÏÞÅÎØ ÎÅÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. éÚ×Å-
ÓÔÅÎ ÂÁÚÉÓ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÜÔÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅ-
ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ | ÂÁÚÉÓ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ÂÁÚÉÓ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ËÏÍ-
ÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 3 Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ
x3 = 0; ((x1x2)(x3x4))(x5x6) = 0 [4], [102], Á ÔÁËÖÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÄÌÑ ÎÅÍÁ-
ÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÂÁÚÉÓ ûÐÅÈÔÁ). ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ
ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÂÁÚÉÓ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÊ
ÉÌÉ (ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ) ÊÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
×ÅÓØÍÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙ É ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ ×ÏÐÒÏÓÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÁÌÉÞÉÀ ËÒÕÞÅ-
ÎÉÑ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÁÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÑÚÙË, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÏÖÎÏ ÁÄÅË×ÁÔÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÔØ
ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÞÔÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ
ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÄÁÌÅËÁ ÏÔ ÒÅÛÅÎÉÑ. åÓÔØ Ä×Á ×ÚÁÉÍÎÏ{ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁ
ÚÁÄÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÌÇÅÂÒ:

1) éÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÏÓÉÔÅÌØ, | ÐÒÅÄßÑ×ÌÑÑ ÎÁÂÏÒ ÁÌÇÅÂÒ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÍÉÎÉÍÁÌØ-
ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÉÈ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ;

2) ðÒÅÄßÑ×ÌÑÑ ÂÁÚÉÓ ÔÏÖÄÅÓÔ×.

ðÅÒÅ×ÏÄ Ó ÏÄÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ, ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÅÓÔØ Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ×ÅÒÓÉÑ
ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒ×ÙÊ ÑÚÙË ÂÏÌÅÅ ÇÅÏ-
ÍÅÔÒÉÞÅÎ, ×ÔÏÒÏÊ | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÅÎ.

üÔÉ Ä×Á ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÁÌÅËÉ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ôÁË, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ
ÔÏÖÄÅÓÔ× ÍÁÔÒÉÃ ÄÁÖÅ ÍÁÌÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. åÊ
ÐÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÒÁÂÏÔÙ ÒÑÄÁ Á×ÔÏÒÏ×. óÍ. ÎÁÐÒÉÍÅÒ [19], [20], [104], [85]. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ-
ÒÏÎÙ, ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ÄÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÁËÖÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ
ÔÒÕÄÎÏ. âÌÉÚËÉÅ Ë ÜÔÏÍÕ ×ÏÐÒÏÓÙ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÃÅÎÏË ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏ-
ÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ × ÄÏÌÖÎÏÊ ÍÅÒÅ ÎÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ (Á ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ Ë ÄÁÎ-
ÎÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÏÃÅÎËÉ ÄÁÌÅËÉ ÏÔ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ). ÷ÏÐÒÏÓÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÐÏÌÕÞÅÎÉÀ
ÏÃÅÎÏË ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÓÔÁ×ÉÌÉÓØ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, å. é. úÅÌØÍÁÎÏ×ÙÍ É
á. ÷. çÒÉÛÉÎÙÍ [33]. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅ-
ÎÉÉ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÐÏÄÈÏÄÁÍÉ (ÓÍ.ÒÁÚÄÅÌ 3).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÌÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ× É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÕÞÁÔØ ÐÅÒÅÎÏÓ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×.
ðÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×, ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ Ä×ÕÈ ÑÚÙËÁÈ, ÓÌÕÖÁÔ ÒÁÚÌÉÞ-
ÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ: ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á, ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÒÏÓÔÁ ×
ÒÑÄÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. îÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ, ÒÁÂÏÔÁ×ÛÉÅ ÎÁÄ
ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ûÐÅÈÔÁ, ÉÍÅÌÉ ÒÁÂÏÔÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ!

éÄÅÏÌÏÇÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏÍ
ÓÂÌÉÖÅÎÉÉ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÄÁÌÅËÉÈ. ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÒÁÂÏÔÙ á. ò. ëÅÍÅÒÁ. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÏÓÔÒÏÉÌ Ó×ÏÅÇÏ
ÒÏÄÁ ÍÏÓÔ É ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÌ ÑÚÙË ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÕÄÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÓÕÍÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ ËÌÅÔÏË ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ).

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÁÔØ,
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ É ×ÙÂÉÒÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ
× ÜÔÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ. ÷ÍÅÓÔÏ ÂÅÚÎÁÄÅÖÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÏÂÝÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ
×ÏÚÎÉËÁÀÔ ×ÐÏÌÎÅ ÒÅÛÁÅÍÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÁ-
ÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÉÈ ÚÁÍÙËÁÎÉÊ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ
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×ÉÄÕ. ÷ÄÏÌØ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÉÄÕÔ ÂÌÏËÉ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÂÌÏË ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ. ðÏÄ ÂÌÏËÁÍÉ ÉÄÕÔ ÎÕÌÉ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÂÌÏËÁÍ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, Á ÂÌÏËÉ ÏÄÉ-
ÎÁËÏ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÉÌÉ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÍÉ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÁÈ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. åÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÜÔÏÔ
ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÅÎ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ
ÅÄÉÎÉÃÁÈ × ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ÷ÏÚÎÉËÁÀÔ Ô.Î. \ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏ ÓËÌÅÅÎ-
ÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ". ÷ÐÅÒ×ÙÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÐÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ ó. á. ðÉÈÔÉÌØ-
ËÏ×ÙÍ [95], [96]. ïÎ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÌ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ×ÓÅÍÉ k-ÍÅÒÎÙÍÉ
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÐÒÉ k ≤ 18, ch(F) = 0 × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ. ëÁË É ×
ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÙÞÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÏËÁÚÁÌÏÓØ Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ
ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÐÉÒÓÏ×ÓËÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.
ðÏÄÒÏÂÎÅÅ | ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4.

÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÊ ÎÁÂÒÏÓÏË ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ËÏ-
ÔÏÒÙÊ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ. ÷ ÒÁÄÉËÁÌÅ ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÂÒÁÝÁ-
ÀÝÉÅÓÑ × ÎÕÌØ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ ÞÁÓÔØ (ÔÁËÏ×Ù \×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÞÁÓÔÉ
ÐÅÒÅÍÙÞÅË"), É ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÉÒÓÁÍÉ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (ÇÒÁÎÉÞ-
ÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ \×ÈÏÄÁ{×ÙÈÏÄÁ{ÐÅÒÅÈÏÄÁ", Á ÔÁËÖÅ \×ÎÕÔÒÉËÌÅÔÏÞÎÙÊ ÒÁÄÉËÁÌ").
÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÌÀÂÏÐÙÔÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÂÉÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍÉ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔÁÍÉ. òÑÄ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÏÓÔÁ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ ËÌÅÔÏË É ÐÕÔÅÊ
× ÎÅÍ.

çÒÕÐÐÙ ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔÏË ÚÁÄÁÀÔ \ÁÎÆÉÌÁÄÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ", ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ËÁË ÔÅÎ-
ÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏ×ÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ. ïÓÔÁÀÔÓÑ, ÐÒÁ×ÄÁ, ×ÏÐÒÏÓÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë
ÄÅÔÁÌÑÍ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ: ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÜÔÉÈ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ, Á ÔÁËÖÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ
ÐÅÒÅÍÙÞÅË, ÎÅ ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ËÌÅÔËÁÍ. ïÐÉÓÁÎÉÅ ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É Ó×ÏÊÓÔ× ÔÏÖÄÅÓÔ× × ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ É ÂÙÌÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ
ÃÅÌØÀ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ.

ïÄÎÉÍ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÓÔÉÍÕÌÏ×, ÓÐÏÓÏÂÓÔ×Ï×Á×ÛÉÈ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÔÅÏÒÉÉ ÎÏÒÍÁÌØ-
ÎÙÈ ÆÏÒÍ, Á ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÒÑÄÁÍÉ çÉÌØÂÅÒÔÁ É ðÕÁÎËÁÒÅ, Ñ×ÉÌÉÓØ
ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÐÒÏÂÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÑÄÏ×. üÔÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÏËÁ-
ÚÁÌÉÓØ ÐÒÏÂÌÅÍÁÍÉ \ÛÐÅÈÔÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ". ôÁË, ë. ðÒÏÞÅÚÉ [157] ÐÏÓÔÁ×ÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
×ÏÐÒÏÓ:

÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÏÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÌÉÎÏ-
ÍÉÁÌØÎÁ?

á×ÔÏÒ ÐÏÌÕÞÉÌ ÎÁ ÎÅÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ, É ÔÅÈÎÉËÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÈÏ-
ÄÉÌÁÓØ × ÒÕÓÌÅ ÉÄÅÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ (á. ñ. âÅÌÏ×). òÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁ-
ÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÅÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

òÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ ÍÎÏÇÉÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ. ôÁË, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ×
çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÄÌÑ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÊ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÷. äÒÅÎÓËÉ × ÒÁÂÏÔÅ [140]. òÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ
ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ×ÙÞÉÓÌÑÌÉÓØ × ÒÁÂÏÔÅ ü. æÏÒÍÁÎÅËÁ [145]. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÐÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ ×ÙÛÅ ×ÔÏ-
ÒÏÇÏ ÄÏ ÒÁÂÏÔ Á×ÔÏÒÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÎÅ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ (ÓÍ.
ÏÂÚÏÒ [115].
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üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ËÁË É ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓÙ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÞÁÓÔÉÞÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏ×. ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÓÐÏÓÏÂ-
ÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÓÏÚÄÁÎÉÀ ËÁË ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ, ÔÁË É (× ÂÕÄÕÝÅÍ) ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ
ËÏÌÅÃ. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÁÔÉËÅ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÔÅÈ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÁÖÎÙ É × ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ \ÛÐÅÈÔÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ". üÔÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ
ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ É ÎÁÓ.

0.1.1. ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ
ôÅÈÎÉËÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÉÌÉ ÈÏÔÑ

ÂÙ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÕ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï). ÷ÏÚ-
ÎÉËÁÀÝÉÅ ÚÄÅÓØ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÁÍÉ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ (ÒÑÄ
ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ á. ç. ëÕÒÏÛÅÍ [65]) É ÐÒÏÂÌÅÍ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, É ×ÚÁÉ-
ÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÎÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ.

ìÉÞÎÏ ÄÌÑ Á×ÔÏÒÁ ÏÔÐÒÁ×ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÐÏ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ûÐÅÈÔÁ ÐÏ-
ÓÌÕÖÉÌÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑÈ. ÷
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ, Ó×ÑÚÁÎ-
ÎÏÊ Ó ÇÒÁÆÁÍÉ, Á×ÔÏÒÕ ÕÄÁÌÏÓØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅËÉÊ ÎÁÂÒÏÓÏË ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. á ÔÅÈÎÉËÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÇÒÁÆÁÍÉ,
É ÐÏÚ×ÏÌÉÌÁ ÒÅÛÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÈÎÉËÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÐÏ úÁÒÉÓ-
ÓËÏÍÕ ×ÏÚÎÉËÌÁ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ
ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÈÎÉËÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÷. î. ìÁ-
ÔÙÛÅ× ×ÐÅÒ×ÙÅ ÄÏËÁÚÁÌ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ ÄÌÑ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.
ïÎ ÖÅ ÉÎÉÃÉÉÒÏ×ÁÌ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É ËÏÎÅÞÎÙÈ
Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÂÙÌÉ ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÊ ÐÒÏÂÌÅ-
ÍÁÔÉËÏÊ, Á ÉÈ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÅ ÒÏÄÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ÐÒÏÑ×ÌÑÌÏÓØ ËÁË ÓÉÌØÎÁÑ
ËÏÒÒÅÌÑÃÉÑ ×ËÕÓÏ× ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ, ÏÆÏÒÍÉÌÏÓØ × ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.

ïÐÉÛÅÍ ËÏÒÏÔËÏ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ó ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÎÑÔÉÊ.
üÌÅÍÅÎÔ x ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ M , ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Span(M), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ M . íÎÏÖÅÓÔ×Ï N ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ
M , ÅÓÌÉ N ⊆ Span(M). A ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ, a1; : : : ; as { ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ.

ïÂÙÞÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÈÎÉËÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÁÂÏÔÅ Ó ÂÁÚÉ-
ÓÁÍÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍÉ ÉÚ Ô.Î. ÎÅÕÍÅÎØÛÁÅÍÙÈ ÓÌÏ×. ðÏÒÑÄÏË a1 ≺ a2 ≺ · · · ≺ as ÉÎ-
ÄÕÃÉÒÕÅÔ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÌÏ×. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ
u ≺ v ÅÓÌÉ |u| < |v| ÌÉÂÏ |u| = |v| É u ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÅ v. óÌÏ×Ï, ÎÅ
Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ ÍÅÎØÛÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÕÍÅÎØÛÁÅ-
ÍÙÍ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ. deg(A)
ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÇÏÓÑ ×
A.

ðÅÒ×ÙÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ × ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÐÏÚ×ÏÌÉ×ÛÉÍ ÐÏÌÕ-
ÞÉÔØ ÐÒÑÍÏÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ, Ñ×ÉÌÁÓØ

ôÅÏÒÅÍÁ á. é. ûÉÒÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ.([124], [125])
ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, m = deg(A). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Y É ÞÉÓÌÏ H ∈ N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ A ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ
(Ô.Å. ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ) ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ

vk1
1 vk2

2 : : : vkhh ; ÇÄÅ h ≤ H, vi ∈ Y :
ôÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ A. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ
ûÉÒÛÏ×Á ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ m. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÁÚÉÓ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ \ËÕÓÏÞÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ" ÓÌÏ×. éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ëÕÒÏÛÁ, Á ÔÁËÖÅ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ PI-
ÁÌÇÅÂÒ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ
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ÓÐÏÓÏÂÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ N × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ k1|v1| + · · · + kh|vh|, ÇÄÅ h ≤ H, ÉÍÅÅÔ
ÐÏÒÑÄÏË NH−1.

÷ÍÅÓÔÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ×ÙÓÏÔÙ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÂÌÉÚËÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ. áÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ h ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÏÍ Y , ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍ s-ÂÁÚÉÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
D ⊂ A, ÞÔÏ A ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ t1 · : : : · tl, ÇÄÅ l ≤ 2h + 1, É
∀i(ti ∈D ∨ ti = ykii ; yi ∈ Y ), ÐÒÉÞÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ i, ÞÔÏ ti 6∈ D, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ
ÂÏÌÅÅ h ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÏÊ É ÞÔÏ s-ÂÁÚÉÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏ×Á ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ A ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÅ ×ÙÚ×ÁÌÁ Ë ÖÉÚÎÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÐÒÏ-
ÂÌÅÍÁÍ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÏ×:

• ëÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ÓÌÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å {vi}?
ïÔ×ÅÔ ÔÁËÏ×: íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏ×Á ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ
PIdeg(A) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÏ×Ï, ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ.
óÁÍ á. é. ûÉÒÛÏ× ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ
ÍÅÎØÛÅ deg(A). é. ÷. ìØ×Ï× ÐÏÌÕÞÉÌ ÏÃÅÎËÕ deg(A) − 1. é. ð. ûÅÓÔÁËÏ× É
ó. áÍÉÃÕÒ ×ÙÓËÁÚÁÌÉ ÇÉÐÏÔÅÚÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ
ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ PIdeg(A) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ, ÔÏ ÓÁÍÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ. çÉÐÏÔÅÚÁ
áÍÉÃÕÒÁ É ûÅÓÔÁËÏ×Á ÂÙÌÁ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ é.÷.ìØ×Ï×ÙÍ ÎÁ ÍÁÔÒÉÞ-
ÎÏÍ ÑÚÙËÅ É ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÷. á. õÆÎÁÒÏ×ÓËÉÍ [114] É ç. ð. þÅËÁÎÕ [117].
÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ Á×ÔÏÒ [165] ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å {vi} ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÉÚ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ûÅÓÔÁËÏ×Á. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÔÁËÖÅ ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÎ
ç. ð. þÅËÁÎÕ [119]. úÁÔÅÍ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ
÷. äÒÅÎÓËÉÍ.

• îÁÄ ËÁËÉÍÉ Y ÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ?
á×ÔÏÒ ÐÏËÁÚÁÌ [164], ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ËÕÒÏÛÅ×ÙÍ. üÔÏ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁÄ F [T ] ÌÀÂÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A ⊗ F [T ], ×
ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ Y ÃÅÌÙ ÎÁÄ F [T ]. (ôÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÂÒÁÚÏ× Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÉÚ Y ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. ðÒÉÍÅÒ: A = F [x; 1=x]; Y = {x}. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ ÅÓÔØ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÃÅÌÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ
ÎÁÄ Y .)

• ëÁË ÏÃÅÎÉÔØ ×ÙÓÏÔÕ? ïÃÅÎËÉ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
(ÓÍ. ÒÁÂÏÔÙ [124], [125]) ÂÙÌÉ ÄÁÌÅËÉ ÏÔ ÒÅÁÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÚÖÅ á. ô. ëÏÌÏÔÏ× [58]
ÐÏÌÕÞÉÌ ÏÃÅÎËÕ ht(A) ≤ ssm (m = deg(A), s { ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ). ðÏÚÄÎÅÅ
å. é. úÅÌØÍÁÎÏ× [33] ÐÏÓÔÁ×ÉÌ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ.
÷ ÒÁÂÏÔÅ Á×ÔÏÒÁ [167] ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ht(A) < 2msm+1 É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÅÎ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ.

• ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎ ×ÅËÔÏÒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ (k1; : : : ; kh)?
ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ: ËÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ, Ô.Å. ËÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ki ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-
ÎÙÍÉ? ëÁËÏ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÙÓÏÔÁ?
á×ÔÏÒ [164] ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÙÓÏÔÁ Õ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ (Á ÓÔÁÌÏ
ÂÙÔØ, × ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ á. ò. ëÅÍÅÒÁ [53] É Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ) ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ
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çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÅÓÔØ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
÷. ô. íÁÒËÏ×Á), Á ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÙÓÏÔÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ Y (ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ
ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Y ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ). üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ É ÅÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÁÓÓÏÃÉ-
ÁÔÉ×ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÉÚÌÏÖÅÎ × ÒÁÚÄÅÌÅ 1.6 (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁÍ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇ-
ÎÁÔÕÒÙ ÅÓÔØ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ).

• ÷ÏÐÒÏÓ Ï ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÏÍ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ,
ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍÉ ÉÌÉ ÉÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ?

• é, ÎÁËÏÎÅÃ, ×ÏÐÒÏÓ Ï ÐÅÒÅÎÏÓÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÅ ÎÁ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.
ó. ÷. ðÞÅÌÉÎÃÅ× [101] ÐÏÌÕÞÉÌ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÅ ÄÌÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ, ó. ð. íÉÝÅÎËÏ [92] | ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ Ó ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ.
á×ÔÏÒ ÄÏËÁÚÁÌ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÅ ÄÌÑ ÊÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÎÕÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ ûÉÒÛÏ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÒÅÂÕÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÌÏ× ÐÏÒÑÄËÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÍÏÖÅÔ ÏÃÅÎÉ×ÁÔØÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ. óÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ÍÅÖÄÕ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÓÌÏ× ÅÓÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÚÁ×ÉÓÉ-
ÍÏÓÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, Â�ÏÌØÛÅÊ 1, ÐÒÑÍÙÅ ×ÙÞÉ-
ÓÌÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÓÌÏ×, ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ ÏËÁ-
ÚÙ×ÁÌÉÓØ ÍÁÌÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍÉ. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ
Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ É Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÄ×ÉÎÕÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ
(ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌÙ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ).

ðÏÓÌÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× á. ò. ëÅÍÅÒÁ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÍÏÇÌÏ ÓÏÚÄÁÔØÓÑ ×ÐÅÞÁÔÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×Ù-
ÔÅËÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÄÌÑ ÎÅÕÍÅÎØÛÁÅ-
ÍÙÈ ÓÌÏ×, Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ. îÏ ÜÔÏ
ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÔÒÁÎÓÃÅÎ-
ÄÅÎÔÎÙÍ ÒÑÄÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÐÌÏÈÏ | Á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ{ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ
ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×Ù-
ÓÏÔÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ h ÓÌÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

uk1
1 uk2

2 : : : ukll ;

ÇÄÅ l ≤ h, Á {ui} | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ×. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ
ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÕÓÌÏ×ÉÅ
ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× −→k = 〈k1; : : : ; kl〉. ïÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ
〈k1; : : : ; kl〉, ÞÔÏ uk1

1 : : : ukll = 0, ÄÏÌÖÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ
ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. á ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÔÁËÉÍ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÏÍ, ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÊ É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ ÒÑÄÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ. ðÒÏÓÔÅÊ-
ÛÉÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÌÕÖÁÔ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 Ó
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a; b; c É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ: 0 = ab = ca = cb = c2 = b2;
{ba2nc = 0|n ∈ N} É ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÌØ, ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÏ× ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÓÌÏ× ÓÌÏ× ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: {baxcayd|x2 − 2y2 6= 1}.

éÚÕÞÅÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ
ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ. ïÎÁ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ
Ó ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ \×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÓÌÅÄÏ×" ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ
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∑ ai'i(y), ÇÄÅ y ∈ R0, {ai} ⊂ R1 { ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, 'i { ÎÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚ-
ÍÏ× ÉÚ R0 × R1, R0 É R1 { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØÃÁ. âÌÉÚËÉÊ ËÒÕÇ ×ÏÐÒÏÓÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ
Ó ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ | ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ
ÐÏÄËÏÌÅÃ, Á ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÏ ÓÔÁÒÛÉÎÓÔ×Õ. óÔÁÒÛÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏ-
ÎÅÞÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÓÄ×ÉÇÏ× ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ×ÔÏÒÙÅ ÐÏ ÓÔÁÒÛÉÎÓÔ×Õ
ÔÁËÖÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ, Á ×ÏÔ ×ÏÐÒÏÓÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÔÒÅÔØÉÈ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔ, Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÈÏÔÑ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ
ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ, ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÏÎ ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ.

é × ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
÷ÏÐÒÏÓ: ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏ-

ÒÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÅÕÍÅÎØÛÁÅÍÙÍ ÓÌÏ×ÁÍ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ?
÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÄ×ÉÇÏ× ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÏ-
ÌÕÇÒÕÐÐ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ?

íÙ ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ, ÎÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ×
ÐÏÌØÚÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁË É ÅÓÔØ. ëÏÎÅÞÎÏ, × ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÉÞÅÇÏ
ÒÁÚÕÍÎÏÇÏ ÐÒÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ-ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
ÓËÁÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ. éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ à. ÷. íÁÔÉÑÓÅ×ÉÞÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÒÏ-
ÂÌÅÍÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ËÏÔÏ-
ÒÙÈ ÚÁÄÁÎÙ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.
ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ! éÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ (á. ñ. âÅÌÏ×, á. á. þÉÌÉËÏ×). óÙÌËÁ ÎÁ ÄÉÓÓÅÒ þÉÌÉËÏ×Á.
ðÕÓÔØ C { ÓÉÓÔÅÍÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ{ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Qi = 0 Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉ-
ÑÍÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÔ × ÐÏÌÅ (ÎÅÔÅÒÏ×ÏÍ ËÏÌØÃÅ) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p.

Qi(k1; : : : ; kl) =
∑

I
PI(k1; : : : ; kl)

∏
j
�kjij

ÅÓÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ-ÄÉÏÆÁÎÔÏ× ÐÏÌÉÎÏÍ (PI(k1; : : : ; kl) | ÏÂÙÞÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ).
ëÁÖÄÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ <k1; : : : ; kl> ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÌÏ×Ï b1 · · · bs × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ pl ÓÉÍ-
×ÏÌÏ×: ÂÕË×Å bi ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ i-È ÐÏ ÓÔÁÒÛÉÎÓÔ×Õ
p-ÉÞÎÙÈ ÃÉÆÒ <k1; : : : ; kl>.

ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ C ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÑÚÙË.

(ñÚÙË L ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ �,
ÓÔÒÅÌËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÂÕË×ÁÍÉ (ÄÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÐÅÔÌÉ É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ),
ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂßÑ×ÌÅÎÙ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ | ÆÉÎÁÌØ-
ÎÙÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ L ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ, ÉÄÑ ÐÏ ÓÔÒÅÌËÁÍ
ÇÒÁÆÁ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÆÉÎÁÌØÎÕÀ.)

äÉÏÆÁÎÔÏ×Ù ÐÒÏÂÌÅÍÙ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÞÁÝÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ, ÎÏ
ÌÅÇÞÅ ÒÅÛÁÀÔÓÑ!

éÔÁË, ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ Õ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ Õ ÎÅÕÍÅÎØÛÁÅÍÙÈ ÓÌÏ× ÕÓÔÒÏÅÎÏ × ËÁËÏÍ-ÔÏ
ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÞÉÓÅÌ ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ÉÈ p-ÉÞÎÙÅ
É q-ÉÞÎÙÅ ÚÁÐÉÓÉ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ p 6= q ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÑÚÙË, ÔÏ M ÅÓÔØ ÏÂß-
ÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ,
Ô.Å. ÈÏÒÏÛÏ ÕÓÔÒÏÅÎÏ. ôÁË ÖÅ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ Õ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÙ
ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ | É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ) ×ÅË-
ÔÏÒÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ Õ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÅÓÌÉ GKdim(A) = 1 É
ch(F) = 0. (åÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË.)
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á×ÔÏÒÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
÷ÏÐÒÏÓ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ

ÎÅÕÍÅÎØÛÁÅÍÙÍ ÓÌÏ×ÁÍ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉËÉ p, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÑÚÙË?

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ. ôÏÇÄÁ ×
ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.7 Õ ×ÓÅÈ ÒÅÄÕËÃÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÕÍÅÎØÛÁÅÍÙÈ ÓÌÏ× ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÕÄÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (Ô.Å. ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ËÁË ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÄ×ÉÇÏ× Ë.Ð. ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ É ÓÁÍÁ ÔÅÏÒÅÍÁ 3.7 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÔÁËÖÅ, ËÁË É ËÏÎÅÞÎÁÑ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×.

ë ÒÅÄÕËÃÉÑÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÏ ÐÒÏÓÔÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ
É

çÉÐÏÔÅÚÁ ðÒÏÞÅÚÉ: ðÕÓÔØ Mn { ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ Z. éÍÅÅÔÓÑ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ × ÁÌÇÅÂÒÕ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ Zp. óÏ-
×ÐÁÄÁÅÔ ÌÉ ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ó ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ p?

ïÔ×ÅÔ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÌ á. ò. ëÅÍÅÒ Ó ÕÞÅÎÉËÁÍÉ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ.
íÏÖÅÔ ÔÁË ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ x=p ÎÅ ÌÅÖÉÔ × ÁÌÇÅÂÒÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÂÝÉÍÉ
ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ, ÎÏ ÌÅÖÉÔ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ. ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ p ×ÅÌÉËÏ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÀ Ó n É Ó ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÔÏ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ðÒÏÞÅÚÉ (×ÍÅÓÔÅ Ó ÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÒÅÄÕËÃÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ × ×ÉÄÅ
ÁÌÇÅÂÒ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×) ×ÓÅ ÖÅ ×ÅÒÎÁ. èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÉÍÅÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ.

÷ÏÐÒÏÓ. ðÕÓÔØ A { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ Z-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÍÁ-
ÔÒÉÃÁÍÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ Z (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÈ), Ap { ÒÅÄÕËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ Ap É Zp ⊗ A ÓÏ-
×ÐÁÄÁÀÔ?

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÂÁÚÉÓÏ× ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÓÔÏÉÔ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ
Ï \ëÌÉÆÆÏÒÄÏ×ÏÍ" ÐÏÄÈÏÄÅ, ÒÁÚ×ÉÔÏÍ × ÒÁÂÏÔÅ ÷. äÒÅÎÓËÉÍ. ÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
ÍÁÔÒÉÃ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ {ei}, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÉÂÏ ËÏÍÍÕÔÉ-
ÒÕÀÔ, ÌÉÂÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. ïÂÝÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ aj ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ
aj = ∑

i �ijei, ÇÄÅ �ij { Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. üÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÀÔÓÑ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-
ÅÔÓÑ ÞÌÅÎ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ (ÉÚ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× F[�ij]). òÏÄÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ, ÒÁÚ×ÉÔÙÊ ÐÏÚÄÎÅÅ ([30], [122], [123]), ÂÙÌ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, É ÐÒÉ×ÅÌ Ë
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÈ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.

0.1.2. ó×ÑÚØ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× É ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ

òÅÚÕÌØÔÁÔÙ PI-ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÉ×ÅÌÉ Ë ÓÏÚÄÁÎÉÀ ÔÅÏÒÉÉ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÆÆÉÎ-
ÎÙÈ ËÏÌÅÃ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ë ×ÅÒÓÉÉ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅ-
ÔÒÉÉ. ðÅÒ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ × ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ Ñ×ÉÌÓÑ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ
Ï ÎÕÌÑÈ | ÔÅÏÒÅÍÁ áÍÉÃÕÒÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ. åÅ Á×ÔÏÒÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉ-
ÒÏ×ËÁ ÔÁËÏ×Á. åÓÌÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ
A × ÍÁÔÒÉÃÙ, ÒÁÚÍÅÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÅÎ ÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (PIdeg(A)), ×ÓÅÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ
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ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÑÄÅÒ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÉÌØ-ÉÄÅÁÌ (ÐÏÚÄÎÅÅ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ
ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ | ÔÅÏÒÅÍÁ òÁÚÍÙÓÌÏ×Á{ëÅÍÅÒÁ{âÒÁÕÎÁ). áÎÁÌÏÇÁÍÉ ÔÅ-
ÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ ÓÌÕÖÁÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ûÐÅÈÔÁ. \ôÅÏÒÅÍÁ Ï
ÂÁÚÉÓÅ" ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÓÌÏÖÎÅÅ \ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÕÌÑÈ"!

éÄÅÉ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÏËÁÚÙ×ÁÌÉ ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÏÅ ×ÌÉÑÎÉÅ ÎÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ PI-
ÔÅÏÒÉÉ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÍÁÔÒÉÃÁ ÅÓÔØ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÏÂß-
ÅËÔ | ×ÅËÔÏÒ, ÔÅÎÚÏÒÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ËÏ×ÅËÔÏÒ, Á ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ
ÎÁÂÏÒÁ n ×ÅËÔÏÒÏ× É n ËÏ×ÅËÔÏÒÏ× ÔÏÌØËÏ ÐÕÔÅÍ ÓÐÁÒÉ×ÁÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ËÏ×ÅËÔÏ-
ÒÁÍÉ. åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ A1 ÓÐÁÒÉÔØ Ó ËÏ×ÅËÔÏÒÏÍ A2, ×ÅËÔÏÒ A2 { Ó ËÏ×ÅËÔÏÒÏÍ A2 É
Ô.Ä., ×ÅËÔÏÒ Ak { Ó ËÏ×ÅËÔÏÒÏÍA1, ÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ Tr(A1 · · ·Ak). ïÔÓÀÄÁ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÏ×, Á ×ÓÅ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ. n-ÍÅÒÎÏÓÔØ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ ÖÉ×ÕÔ (ËÏ)×ÅËÔÏÒÙ, ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ n + 1 (ËÏ)×ÅËÔÏÒÁ, ÞÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÅÌÌÉ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÔÏÒÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×Á (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 0.2.4).

ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÓÄÅ-
ÌÁÎÎÏÅ × ÒÁÂÏÔÁÈ ó. äÏÎËÉÎÁ É ÐÏÚÄÎÅÅ á. î. úÕÂËÏ×Á, ÐÒÉ×ÅÌÏ Ë ÐÒÏÇÒÅÓÓÕ PI-
ÔÅÏÒÉÉ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÉÌÏ ÄÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ × PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0 ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á
ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

îÁ T -ÉÄÅÁÌÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ×ÏÓÈÏ-
ÄÑÝÅÊ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, T -ÉÄÅÁÌ ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ÅÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. íÏÖÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÏÂßÅËÔÙ
(×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ), ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÅ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÅÍ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ G É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏ-
ÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ × ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÒÁ-
ÚÕÀÝÉÈ É ÉÈ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ G. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍ ÐÏ
ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÓÔÁÌÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÓÔÒÏÉÔÓÑ
ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌ-
ÇÅÂÒÅ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

üÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÂÌÉÚÏË Ë ÐÏÄÈÏÄÁÍ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ × ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÍ â. é. ðÌÏÔËÉÎÙÍ
É ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÁÍÉ (ÓÍ. [153], [154], [155], [156]). éÍÅÅÔÓÑ Ä×Å ËÏÎÃÅÐÃÉÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ
ÉÄÅÁÌÏ× × Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. ðÅÒ×ÁÑ ËÏÎÃÅÐÃÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-
ÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ (ÐÏÌÕ)ÇÒÕÐÐÙ (ÜÎÄÏ)Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, Ï ËÏÔÏÒÏÊ
ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ. ÷ÔÏÒÁÑ ËÏÎÃÅÐÃÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ × ÓÍÙÓÌÅ ðÌÏÔ-
ËÉÎÁ { Ô.Å. × ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ çÁÌÕÁ ÐÒÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ × ÏÂßÅËÔÙ,
ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. (üÔÏ ÎÉ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÉÄÅÁÌÁ.) ôÅÏÒÅÍÙ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ T -ÉÄÅÁÌÏ× ×ÁÖÎÙ
ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÐÏÄÈÏ-
ÄÁÍÉ.

ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÀ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÏÞÅË ÉÎ×Á-
ÒÉÁÎÔÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×. é ÐÒÏÂÌÅÍÁ ûÐÅÈÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ
Ï ÂÁÚÉÓÅ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÁÖÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ G ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁ-
ÎÏ×ÏË, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ËÏÔÏÒÙÊ × Ó×ÑÚÉ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ûÐÅÈÔÁ ÄÌÑ
ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÉÚÕÞÁÌ ÷. î. ìÁÔÙÛÅ× [71]. ïÎ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ËÏÌØÃÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÄÏËÁÚÁÌ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÕÓÌÏ-
×ÉÑ ÏÂÒÙ×Á ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ ÄÌÑ ÉÄÅÁÌÏ×, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ T -ÉÄÅÁÌÏ× ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÔÁË ÎÁÚÙ×Á-
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ÅÍÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÉÌÉ ÉÄÅÁÌÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÓÏÒÔÁÍÉ. üÔÏ ×Ï-
ÐÅÒ×ÙÈ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ × ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ (×ÈÏÄ/×ÙÈÏÄ/ÐÅÒÅÈÏÄ) ÉÌÉ Ó ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ (ÓÍ.
[95]), É ×Ï-×ÔÏÒÙÈ | × ÓÕÐÅÒÓÌÕÞÁÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÃÅÐÏÞÅË T -ÉÄÅÁÌÏ×
ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ Ó ÉÎÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-
ÎÉÊ. ûÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ ÁÌÇÅÂÒ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÕÀ ÓÉÌÕ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÎÉÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÄÏÂÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ
ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÁÌÇÅÂÒ Ë ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÈ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ,
Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ ÉÌÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ.

ðÅÒ×ÉÞÎÙÊ × ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂßÅËÔ | ÜÔÏ ÏÂßÅËÔ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ ÎÅÎÕ-
ÌÅ×ÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ, Á ÐÏÌÕÐÅÒ×ÉÞÎÙÊ | ÎÅ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ. ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ei É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ-
ÑÍÉ eiej = −ejei Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ. á. ò. ëÅÍÅÒ ××ÅÌ ÐÏÎÑÔÉÅ T -
ÐÅÒ×ÉÞÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ. üÔÏ T -ÉÄÅÁÌ, × ÆÁËÔÏÒÅ ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÅÔ Ä×ÕÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ T -
ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏÎÑÔÉÅ T -ÐÅÒ-
×ÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2.5). ôÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÁÌÇÅÂÒÙ,
ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ × ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ. äÌÑ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÅÏÒÉÑ ÒÁÄÉËÁÌÁ,
ËÏÔÏÒÁÑ ÄÌÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÕÓÔÒÏÅÎÁ
ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ. éÎÔÅÒÅÓÅÎ ÅÅ ÐÅÒÅÎÏÓ × ÄÒÕÇÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ
ÐÏÌÕÞÉÔØ T -ÉÄÅÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÎÁ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ.
ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
ÉÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÌÅÖÁÔ × ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÍ ÉÄÅÁÌÅ.

÷ Ó×ÏÅ ×ÒÅÍÑ, ÐÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍÁÔÉËÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó PI-ÔÅÏÒÉÅÊ,
à. é. íÁÎÉÎ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌ, ÞÔÏ ÓÉÔÕÁÃÉÑ × ÃÅÌÏÍ ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ÔÅÎÚÏÒÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ É ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÐÕÞËÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ \×ÓÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ" Ë ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

éÄÅÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÁËÔÉ×ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÔÅÏÒÉÉ PI-ÁÌÇÅÂÒ.
ôÁË, ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÅÔÅÒÏ× ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ËÏ-
ÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÓÌÅÄÏ×, Á ÐÒÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÃÅÎÔÒÁÌØ-
ÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÏÎÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ. (üÔÏ
ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ, ÔÅÏÒÅÍÙ áÒÔÉÎÁ{ðÒÏÞÅÚÉ ÏÂ ÁÌÇÅÂÒÁÈ
áÄÚÕÍÁÑ É ÔÏÖÄÅÓÔ× ÔÉÐÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ.) îÁ ÜÔÏÍ ÐÕÔÉ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ
ÚÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÷. ûÅÌÔÅÒÁ (ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÄÉËÁÌÁ
× PIn-ËÏÌØÃÁÈ):

ôÅÏÒÅÍÁ (W. Schelter). ðÕÓÔØ R { ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ Ë.Ð. PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ
ËÏÌØÃÏÍ �. I { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × R. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ
P1; : : : ; Pk / R ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ P1 · · ·Pk ⊆ I ⊆ P1 ∩ · · · ∩ Pk. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÄÉËÁÌ
ÁÌÇÅÂÒÙ R=I ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ËÏÌØÃÁ R É ËÏÌØÃÁ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÙÓÌÏ×ÓËÉÍÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍÉ
ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ.

ïÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÑÒËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÐÏÄÈÏÄÁ, Ó×ÑÚÙ-
×ÁÀÝÅÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÓÌÕÖÉÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ×ÙÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Ä×ÕÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ A1 É A2 ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ, ×
ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á.

16



÷ ÁÌÇÅÂÒÁÈ Ai ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÏÂÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ −→z i ÐÕÔÅÍ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ
×ÅËÔÏÒÏ×−→e j Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ−→e j = ∑ xij−→z i.
ðÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ É ÐÅÒ×ÉÞÎÙ,
ÍÙ ÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A1 É A2. äÁÌÅÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ É ÅÇÏ
ÃÅÎÔÒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍÙËÁÅÔÓÑ. ÷ ÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Acl ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÎÁÑ A1 (Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÁÌÇÅÂÒÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ A2). üÔÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A1 (ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ (xij))
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. îÏ, × ÓÉÌÕ ÐÏÌÎÏÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁ-
ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÅÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÉÚ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁÓ-
ÛÉÒÅÎÉÊ Ä×ÕÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ
ÐÏÌÅ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ ÄÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ (ÓÍ. [108]).

÷ÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ d ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÚÁÄÁÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ (× ÓÍÙÓÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ)
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ad → A, ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÚÁÍÙËÁ-
ÎÉÅÍ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4).

\ðÕÞËÏ×ÙÊ" ÐÏÄÈÏÄ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÕÀ ÃÅÎÎÏÓÔØ, ÄÁÖÅ × ÞÉÓÔÏ ËÌÁÓÓÉ-
ÞÅÓËÏÍ ÐÏÎÉÍÁÎÉÉ, × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ ÉÌÉ ÂÌÉÚËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

ïÄÎÁËÏ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÅÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÂÏÌØÛÉÅ ÉÚÍÅÎÅ-
ÎÉÑ ÄÁÖÅ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.

ôÁË, ÐÏÍÉÍÏ \ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÈ" ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ
ÍÁÔÒÉÃ ÅÓÔØ ÅÝÅ \ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ" Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÁ
ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÑ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ \ÓÏÒÔÁ", × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÔÏÊ
ÉÌÉ ÉÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÁÌÇÅÂÒÙ (ðÉÒÓÏ×ÓËÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ, ÒÁÄÉËÁÌÕ, ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ). ôÁËÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁËÔÉ×ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ (ÓÍ. ÇÌÁ×Ù 4, 5) É Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÉÄÅÑÍÉ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÈ T -ÉÄÅÁÌÏ× ÉÚ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (ÓÍ. ÇÌÁ×Õ 7).

ðÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÕÔÅÍ ÎÅÐÏÓÒÅÄ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÎÁÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ
\ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÍÉ" ÉÄÅÁÌÁÍÉ. ôÁËÏ×ÙÍÉ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ \ÚÁÍËÎÕÔÙÅ" ÉÄÅ-
ÁÌÙ ÉÌÉ ÉÄÅÁÌÙ, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÉÌÉ ÐÏ-
ÌÕÇÒÕÐÐÙ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÌÑ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÏ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ Ô.Î. \ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ". ðÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÉÄÅÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ×ÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ×ÎÁÞÁÌÅ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ â. é. ðÌÏÔËÉÎÙÍ.

üÔÏ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÐÏÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÌ ÷. î. ìÁÔÙÛÅ×. ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ ÷. î. ìÁ-
ÔÙÛÅ×Á ÐÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ çÒÁÓÓÍÁÎÁ [66], [67] (ÉÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÂÙÌÁ ÐÏËÁ-
ÚÁÎÁ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ
[[[x; y]; z]; t] = 0) ÂÙÌÉ Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÐÒÅÄ×ÅÓÔÎÉËÏÍ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ. äÁ
É ÓÁÍÉ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÂÁÚÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ.
åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ PI-ÔÅÏÒÉÀ ËÁË Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ, ÔÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÌÕÖÉÔ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ×ÁÖÎÙÈ
ÐÒÉÍÅÒÏ× ÎÏ×ÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

èÏÒÏÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÓÌÕÖÉÔ ÒÏÌØ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÐÒÉ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÏ×), Á ÔÁËÖÅ \ÓÕÐÅÒ{ÔÒÀË". âÌÁÇÏÄÁÒÑ
ÒÁÂÏÔÅ ÎÁÄ ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ûÐÅÈÔÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÕÔÉ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÍÏÄÅÌØ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ × ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ 2 É ÎÁÞÁÔÁ ÏÓÏÚÎÁ×ÁÔØÓÑ ËÏÎÃÅÐÃÉÑ \ÚÎÁËÁ ÍÉÎÕÓ" ×
ÜÔÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ. õËÁÚÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ xi É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ [xi; xj] = "i"jxixj, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i "i ÌÅÖÉÔ × ÃÅÎÔÒÅ É "2

i = 0.
(÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ [xi; xj] = 2xixj, × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÏÊËÁ
ÚÁÍÅÎÅÎÁ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏ×.)
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ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÍÏÎÏÍÙ, ÌÉÎÅÊ-
ÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÖÄÏÊ ×ÈÏÄÑÝÅÊ × ÎÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ. ðÕÓÔØ X = {xi} ÅÓÔØ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÍÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÍÓÑ ÓÌÏ×ÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÅ ËÁ-
ÖÄÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÚ X ×ÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ. óÅÍÅÊÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ xi; xj ∈ X É ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ C ∈ A ×Ù-
ÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ xiCxj = xjCxi. åÓÌÉ ÖÅ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ xi; xj ∈ X É C ∈ A ×Ù-
ÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ xiCxj = −xjCxi, ÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ
ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÍ.

üÌÅÍÅÎÔÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÅÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï, ÍÏÖÎÏ \ÓËÌÅ-
ÉÔØ", ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï X ×ÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ËÁË ÏÄÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÁÂ-
ÓÏÌÀÔÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÄÁÅÔ ÍÁÌÏ ÎÏ×ÏÇÏ. ïÄÎÁËÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÁÎÔÉ-
ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÓÏÚÄÁÀÔ \ÓÕÐÅÒ{ÍÉÒ". æÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÒÁÂÏÔÁ Ó ÁÂÓÏ-
ÌÀÔÎÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÍÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ ÌÅÖÉÔ × ÏÓÎÏ×Å \ÓÕÐÅÒ{ÔÒÀËÁ" ëÅ-
ÍÅÒÁ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÇÏ Ó×ÏÄÉÔØ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ× × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÈ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÓÕÐÅÒ-ÔÏÖÄÅÓÔ× × ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÁÈ. áÂ-
ÓÏÌÀÔÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÅÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÞÅÔÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, Á ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ
ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÅÍÕ | ÎÅÞÅÔÎÁÑ.

ðÏÓËÏÌØËÕ Ó×ÑÚØ Ó ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ É ÔÅÏÒÉÅÊ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÓÌÕÖÉÔ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÏË ÄÌÑ PI-ÔÅÏÒÉÉ, ÍÙ ÚÄÅÓØ
ÎÁÍÅÔÉÍ ÉÄÅÀ \ÓÕÐÅÒ{ÔÒÀËÁ"'. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ | ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 0.2.4 É ÒÁÂÏÔÕ [51].
îÁÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ ÓÕÐÅÒÔÏÖÄÅÓÔ× × Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÅ ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ,
ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÓÕÐÅÒ-ÓÔÒÕËÔÕÒÕ,
Ô.Å. Z2-ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÕ.

óÕÐÅÒ{ÔÒÀË ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÎÁÌÉÞÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÅÖÄÕ ÒÅÛÅÔËÏÊ T -ÉÄÅÁÌÏ× (T -
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×) × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ f , É ÒÅÛÅÔËÏÊ T -ÉÄÅÁÌÏ× (T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×)
× ÁÌÇÅÂÒÅ B = F<<xj1; : : : ; xjm; yj1; : : : ; yjm>>, Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ × ËÌÁÓÓÅ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ M,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ m ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ {xjs}; s = 1; : : : ;m, É m ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀ-
ÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {yjs}; s = 1; : : : ;m.

÷ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ, ÇÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÔ ËÒÏÍÅ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒ É ×ÓÅÇÏ
ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ó ÎÉÍÉ Ó×ÑÚÁÎÏ. ïÄÎÁËÏ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÇÒÕÐÐÏ×ÁÑ
ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×
É ÍÉÒ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÏÇÁÞÅ. é ÏÐÉÓÁÎÉÅ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÉÌÉ \ÔÏÞÅË ÓÐÅËÔÒÁ"
× ÜÔÏÊ ×ÅÒÓÉÉ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ
ÉÚ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍ PI-ÔÅÏÒÉÉ.

÷ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÐÒÏÉÚÏÛÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÁÖÎÙÅ ÐÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÑ × PI-ÔÅÏÒÉÉ.
âÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÎÏ×ÙÅ ÓÅÒÉÉ T -
ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ðÒÏÉÚÏÛÅÌ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓ × ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÊ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. ÷ÓÅ ÜÔÉ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ×ÁÖ-
ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ PI-ÔÅÏÒÉÉ. ïÄÎÁËÏ × ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÈ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÑÈ,
ÄÁÖÅ ×ÙÛÅÄÛÉÈ × ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ, ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É ÔÅÈÎÉËÁ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ, ÒÁÚ×ÉÔÁÑ × ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ, ÎÅ
ÏÔÒÁÖÅÎÁ.

0.1.3. ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ
÷ ÔÅÏÒÉÉ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ-

ÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ. ó ÜÔÉÍ ËÒÕÇÏÍ ÐÒÏÂÌÅÍ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ ÐÒÏ-
ÂÌÅÍÙ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏ× ÁÌÇÅÂÒ É ÐÒÏÂÌÅÍÙ
âÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ×ÅÒÓÉÉ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÔÅÏÒÉÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ
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T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ïÄÎÏÊ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍ PI-ÔÅÏÒÉÉ Ñ×ÉÌÁÓØ
ðÒÏÂÌÅÍÁ ûÐÅÈÔÁ: ÷ÓÑËÏÅ ÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ËÏ-

ÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ? éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ: ×ÓÑËÁÑ ÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ó×ÏÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ?

üÔÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ, ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÷. ûÐÅÈÔÏÍ × 1950 ÇÏÄÕ [161], ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅ-
ÒÅÓ É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÌÇÅÂÒ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÌÉÅ×ÙÈ, ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×-
ÎÙÈ É ÊÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÛÐÅÈÔÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÂÒÙ×Á ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ ÄÌÑ T -ÉÄÅÁÌÏ×.

óÁÍ ÷. ûÐÅÈÔ ÉÍÅÌ × ×ÉÄÕ ÓÌÕÞÁÊ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÌØ.
á. é. íÁÌØÃÅ× ÄÁÌ ÄÒÕÇÏÅ ÅÅ ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ. ÷ÏÐÒÏÓ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ÉÍ × ëÏÕÒÏ×ÓËÕÀ
ôÅÔÒÁÄØ [60], Ú×ÕÞÁÌ ÔÁË:

ðÒÏÂÌÅÍÁ íÁÌØÃÅ×Á: óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅÃ (ÐÒÏÂÌÅÍÁ ûÐÅÈÔÁ)?

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÐÒÏÂÌÅÍÁÔÉËÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÏËÁÌØÎÕÀ (Ô.Å. ×ÏÐÒÏÓÙ ÏÂÒÙ×Á ×ÏÚÒÁ-
ÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ T -ÉÄÅÁÌÏ× × ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ) É ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ | ÏÂÝÉÊ
ÓÌÕÞÁÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 0.2.2) ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÌØ (ËÏ-
ÇÄÁ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ Ó×ÏÉÍ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ) É ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. óÌÕÞÁÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ (ËÏÇÄÁ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÀÔ
×ÓÅ ÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ) É ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ (ËÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÜÆÆÅËÔÙ
ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ), Á ÔÁËÖÅ ËÏÌÅÃ É ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ËÏÌØÃÁÍÉ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÏÐÒÏÓÙ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÄÌÑ
T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ.

ïÄÎÉÍ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ×ÄÏÈÎÏ×ÉÔÅÌÅÊ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ÐÏ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ûÐÅÈÔÁ ÂÙÌ
÷. î. ìÁÔÙÛÅ×. ïÎ ÐÒÉ×ÌÅË ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë PI-ÔÅÏÒÉÉ É Ë ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÁÔÉËÅ ÍÎÏ-
ÇÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏ×, Ë ÞÉÓÌÕ ËÏÔÏÒÙÈ Á×ÔÏÒ ÏÔÎÏÓÉÔ É ÓÅÂÑ ÌÉÞÎÏ, ÚÁ ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔ
ÅÍÕ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ. ëÁË ÐÉÓÁÌÉ × Ó×ÏÅÍ ÏÂÚÏÒÅ ì. á. âÏËÕÔØ É é. ð. ûÅÓÔÁËÏ×
[133]: "÷ ÔÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ÌÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ûÐÅÈÔÁ ÂÙÌÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÌÀÂÉÍÙÈ
ÐÒÏÂÌÅÍ á. é. ûÉÒÛÏ×Á. ÷ ÔÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ÌÅÔ, ÷. î. ìÁÔÙÛÅ× ÒÁÂÏÔÁÌ ÎÁÄ ÜÔÏÊ
ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ É ÐÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÌ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÎÅÊ, ÓÐÁÓÁÑ ÅÅ ÏÔ \ÓÍÅÒÔÉ". á. é. ûÉÒÛÏ×,
÷. î. ìÁÔÙÛÅ× É ÄÒ. ÂÙÌÉ ÎÁÚ×ÁÎÙ ì. òÏÕÜÎÏÍ \òÕÓÓËÏÊ ÛËÏÌÏÊ" × ÔÅÏÒÉÉ PI-ÁÌ-
ÇÅÂÒ."

ïÓÎÏ×ÎÕÀ ÃÅÎÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ.
éÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÍ É ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÃÅÌØ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ. ðÏÄ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØÀ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ Ä×Å ×ÅÝÉ. óÉÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÒÏÖÄÁ-
ÅÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, ÓÌÁÂÁÑ { ×ÌÏÖÉÍÏÓÔØ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ × ÁÌÇÅÂÒÕ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÕÀ ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÏÍ. äÌÑ ËÏ-
ÌÅÃ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ, ÐÏÎÉÍÁÅÍÁÑ × ÔÁËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ
ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ.

à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ× [104] ÄÏËÁÚÁÌ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ
×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÌØ. ðÏÚÄÎÅÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, Ó×ÑÚÁÎ-
ÎÙÅ Ó ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉÓØ ÍÎÏÇÉÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ, ÓÍ. [19], [20], [61]
É ÄÒ.

÷ÐÅÒ×ÙÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ
(ËÏÇÄÁ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ, Á ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÐÏ-
ÌÕÐÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ûÐÅÈÔÁ
ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÷. î. ìÁÔÙÛÅ×ÙÍ [71] Á ÔÁËÖÅ ç. çÅÎÏ×ÙÍ [18], [21], á. ðÏÐÏ×ÙÍ
[100]. ôÅÈÎÉËÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÂÙÌÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÂÁÚÉÓÁ ûÐÅÈÔÁ ×
ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. ðÏÚÄÎÅÅ ÷. äÒÅÎÓËÉ [140] Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÊ ÖÅ ÔÅÈÎÉËÉ ÐÏ-
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ËÁÚÁÌ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ × ÎÅÍÁ-
ÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÐÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÕÍÅÔØ ÒÁ-
ÂÏÔÁÔØ ×ÎÕÔÒÉ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÁÓØ ÔÅÈÎÉËÁ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏ
ÓÌÅÄÁÍÉ (ÆÏÒÍÁÍÉ) Á ÔÁËÖÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÒÁÚ×ÉÔÁ
à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ×ÙÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÁÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁ-
ÄÉËÁÌÁ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ ÂÙÌ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÷. î. ìÁÔÙÛÅ×ÙÍ × ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ
[71]).

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ûÐÅÈÔÁ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ
(Ô.Å. × ÔÏÍ ×ÉÄÅ, ËÁË ÅÅ ÐÏÎÉÍÁÌ ÓÁÍ ÷. ûÐÅÈÔ) ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ á. ò. ëÅÍÅÒÏÍ ×
×ÏÓØÍÉÄÅÓÑÔÙÅ ÇÏÄÙ [52]. ïÎ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂßÅÄÉÎÉÌ \ÓÌÅÄÏ×ÕÀ" ÔÅÈÎÉËÕ Ó ÉÓ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÍ Ó×ÑÚÅÊ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÐÏËÁÚÁÌ
ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁÍÅ-
ÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ \ÓÕÐÅÒ{ÔÒÀËÁ", ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÇÏ Ó×ÏÄÉÔØ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ë ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÕÐÅÒ-
ÁÌÇÅÂÒ [51]. (ôÏÖÄÅÓÔ×Ï × ÓÕÐÅÒÓÌÕÞÁÅ | ÜÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ, ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÄÌÑ
ÞÅÔÎÙÈ, É ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÐÏÌÎÅ ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÄÅÁÌ | ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÅ, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÓÕÐÅÒ{ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.)

÷ 1990 ÇÏÄÕ á. ò. ëÅÍÅÒ [55] ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ
É ÓÉÌØÎÕÀ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. îÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÓÉÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ
(ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ
Mn(F[x])oMn(F)). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ × ÏÂÝÅÍ
ÓÌÕÞÁÅ, É ÜÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ.

òÑÄÏÍ Á×ÔÏÒÏ× ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÁÓØ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁÑ ÔÅÍÁÔÉËÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÐÒÏÂÌÅ-
ÍÁÍÉ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. ÷. äÒÅÎÓËÉ [34] É M. R. Vaughan{Lee [162] ÐÏËÁÚÁÌÉ ÎÅ-
ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ × ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ.
ðÏÚÄÎÅÅ ÂÙÌÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÐÒÉÍÅÒÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ É ÁÌØ-
ÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. äÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÌ à. á. íÅÄ×ÅÄÅ× [89]. äÌÑ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 3 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÂÙÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ó. ÷. ðÞÅÌÉÎÃÅ×ÙÍ
[102].

÷ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÁÌÁ ÔÅÈÎÉËÁ á. ò. ëÅÍÅÒÁ. ôÁË,
á. ñ. ÷ÁÊÓ ÐÒÉÍÅÎÉÌ \ÓÕÐÅÒ{ÔÒÀË" ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ [15], á. ñ. ÷ÁÊÓ É å. é. úÅÌØÍÁÎÏ× [16] ÄÏËÁÚÁÌÉ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÛÐÅÈÔÏ-
×ÏÓÔØ ÊÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÄÌÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÂÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ á. ÷. éÌØÔÑËÏ×ÙÍ [46]. éÍ ÖÅ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁ-
ÎÏ×ÌÅÎÁ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ
[147], [47].

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ É ÊÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ
ÔÁË É ÎÅ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ. ôÒÕÄÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÁÎÁÌÏÇÁ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÁ ö. ìÅ×ÉÎÁ Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÉÄÅÁÌÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏËÁ ÎÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ ÉÄÕÔ ÏÂÈÏÄÎÙÍÉ ÐÕÔÑÍÉ.

äÌÑ ÐÏÌÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ) á. ò. ëÅÍÅÒ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ (Ô.Å.
ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ×ÉÄÁ A0⊗G0 +A1⊗G1). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÁÌÇÅ-
ÂÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÏÒÏ-
ÖÄÁÀÔÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒ Mn;k ÉÌÉ
ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ Mn ⊗G. (ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ
ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙMn⊗K[T ], ÇÄÅ K[T ] ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÏ×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚ Ä×ÕÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÏÊ.) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÈÎÉËÁ á. ò. ëÅÍÅÒÁ
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ÄÁÅÔ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×
PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. âÏÌÅÅ ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅ-
ÏÒÅÍÙ ëÅÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÄÏËÔÏÒÓËÏÊ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ á. ÷. éÌØÔÑËÏ×Á [49] Á
ÔÁËÖÅ × ÒÁÂÏÔÅ [147].

é. ð. ûÅÓÔÁËÏ× ÇÏ×ÏÒÉÌ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅ ÒÁÂÏÔ á. ò. ëÅÍÅÒÁ ÏÎ ÓÔÁÌ Ó Õ×ÁÖÅ-
ÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔØÓÑ Ë \ÓÕÐÅÒ{ÔÅÏÒÉÉ". ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ é. ð. ûÅÓÔÁËÏ× ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ
ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù ÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ËÏÎÔÒÐÒÉ-
ÍÅÒÙ. á ÉÍÅÎÎÏ, × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ,
× ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÇÒÕÐÐ ÐÏÐÁÒÎÏ ÁÎÔÉ-
ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ. (ôÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÞÁÓÔÏ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×
ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÄÌÉÎÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÏÒÏ×.)
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏ×ÅÒËÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÅÒÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÅ ÏÂÒÁ-
ÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÎÁ ÍÏÄÅÌÉ, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ
ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ [121]. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÍ ÐÕÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÐÒÉ-
ÍÅÒ ç. ÷. äÏÒÏÆÅÅ×Á ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÉÎÄÅËÓÁ 2, ÎÏ ÎÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ. ÷ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ó. ÷. ðÞÅÌÉÎÃÅ× [102] É ÅÇÏ ÕÞÅÎÉË á. ÷. âÁÄÅÅ× [3], [4]
ÐÒÉÍÅÎÉÌÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Õ ÔÅÈÎÉËÕ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÎÅÛÐÅÈÔÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÌØ-
ÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, á. ÷. âÁÄÅÅ× ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ch(F) = 3
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ

x3 = 0; [(x1x2 · x3x4)(x5x6)]x7 = 0

ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÛÐÅÈÔÏ×ÙÍ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ch(F) 6= 2; 3 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÛÐÅÈÔÏ×Ï. éÍ ÂÙÌÉ ÕËÁÚÁÎÙ Ä×Å ÓÉÓÔÅÍÙ
ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×

g18n+3 = (xx1 : : : x2n · xz2n+1 : : : x4n)xx4n+1 : : : x6n−1x;
f18n+3 = (xx1 : : : x6n−2 · xy1 : : : y6n−2)xz1 : : : z6n+3x:

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f18n+3 ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
ÔÏÖÄÅÓÔ× × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÌÕÐÐÅ íÕÆÁÎÇ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ x3 = 1:

h18n+3 = [[x; x1; : : : ; x6n+2]; [x; y1; : : : ; y6n−2]; [x; z1; : : : ; z6n−1; x]] = 1 :

îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g18n+3 É f18n+3 ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁ-
ÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ (Ô.Å. ÉÍÅÀÝÅÅ Â�ÏÌØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÔÅÈÎÉËÁ ÐÏÚ×ÏÌÉÌÁ ÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ É × ÁÓÓÏ-
ÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÏ× ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÉ: ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ {En} (ÉÌÉ
{Fn}, ÓÍ. ÎÉÖÅ) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ p-ÓÌÏ×, Á ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ
ÉÚ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ �i, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ p-ÓÌÏ×, ÔÁËÖÅ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÏ
ÍÏÄÕÌÀ [[x; y]; z].

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÓÔÁÌ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÚÕÞÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó
ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÷. î. ìÁÔÙÛÅ× [66], [67].

ìÏËÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÓÎÏ×-
ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÂÙÌ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÛÅÎ á. ò. ëÅÍÅÒÏÍ [55]. ïÎ ÐÏËÁÚÁÌ ÄÁÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ PI-
ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ
ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÓÔØ R-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ) ÐÅ-
ÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ×ÅÒÎÙÍ, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ
ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. (ïÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ | ÓÍ. × ÒÁÚÄÅÌÅ 0.2.)
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á. ÷. çÒÉÛÉÎ [28] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [26]) ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÌ ÍÅÔÏÄ, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÌÉÞÎÙÊ
ÏÔ ÍÅÔÏÄÁ á. ò. ëÅÍÅÒÁ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕ-
ÅÍÏÓÔØ ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × PI-ÁÌÇÅÂÒÅ. üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ (�-ÔÅÈÎÉËÁ), ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÊ Ë
ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅ×ÉÎÁ, ÂÙÌ ÏÓÎÏ×ÁÎ × Â�ÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÕ-
ÖÄÅÎÉÑÈ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ É × ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ. á. ÷. çÒÉÛÉÎ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÕÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ É × ÎÅÍ | T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É T -ÉÄÅÁÌÙ. ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ xi ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-
ÌÉÓØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÞÁÓÔÅÊ xi É ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ �i. îÁ ËÁÖÄÏÊ
ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÏÓØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ.

÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ (É, ÈÏÔÑ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÔ ÍÅÔÏÄÁ á. ò. ëÅ-
ÍÅÒÁ), ÇÌÁ×ÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ (ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ | ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4.6.3). îÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ, ÃÅÎÎÏ-
ÓÔØÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ, ×ÙÑ×ÌÑÅÍÏÊ ÐÒÉ ÐÅÒÅÎÏÓÅ ÎÁ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÑÓÎÅÎÉÅ ÒÏÌÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ (×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁÄÉËÁÌÁ É ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ÞÁÓÔÉ) × ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ.

óÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏcÔØ ×ÌÅÞÅÔ ÂÏÇÁÔÓÔ×Ï ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË. ÷ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Á×ÔÏÒÕ ËÏÎ-
ÓÔÒÕËÃÉÑÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÐÏÄ-
ÓÔÁÎÏ×ÏË ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÌÏ Ë ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ. îÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÏÂÎÑËÏÍ
ÓÔÏÑÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

îÅÄÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉ×ÑÚËÁ Ë ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ Á
ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ \ÇÒÕÂÏÓÔØ", ÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÁÑ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ×
çÉÌØÂÅÒÔÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÂÏÓÔÉ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ
ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÅÒ×ÙÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ (Ô.Å. ÓÌÕÞÁÉ ÎÁÌÉÞÉÑ
É ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×).

÷ ÔÅÞÅÎÉÅ ÄÏÌÇÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÁÓØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍÙ
ûÐÅÈÔÁ É × ÇÌÏÂÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. üÔÁ ÕÂÅÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÌÁÓØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÂÓÔÏÑ-
ÔÅÌØÓÔ×ÁÈ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, Á×ÔÏÒÕ ÕÄÁÌÏÓØ ×Ù×ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:

ôÅÏÒÅÍÁ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0 × ÌÀÂÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ
×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ ÓÔÁÒÔÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A0. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕ-
ÞÁÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ: × ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ-
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Á × çÒÁÓ-
ÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ | ÎÅÔ.

÷ÔÏÒÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÙÌÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× × ÎÅËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÒÙ×Á ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ
ÃÅÐÅÊ É ÓÔÁÌÏ ÂÏÌÅÅ { ÍÅÎÅÅ ÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁË ÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÁÎÁ-
ÌÏÇÏÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. âÙÌÁ ÎÁÄÅÖÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ÐÒÏÂÌÅÍÅ ûÐÅÈÔÁ, ÐÒÉÍÅÎÉ× ÜÔÕ ÔÅÏÒÉÀ.

áÎÁÌÏÇÏÍ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (\ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÌÅÔÏË") ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÌÉ ÉÇÒÁÔØ T -ÐÅÒ×ÉÞ-
ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ïÄÎÁËÏ \ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ" ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÉÎÏÊ É ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÜÔÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÓÔÏÌË-
ÎÕÌÁÓØ Ó ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅÍ. éÍÅÎÎÏ ÏÎÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ É ÐÏÍÏÇÌÏ ÐÒÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÅÛÅ-
ÎÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ûÐÅÈÔÁ, ÐÏÚ×ÏÌÉ× ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ë T -ÉÄÅÁÌÁÍ. (á×ÔÏÒ ÕÂÅ-
ÖÄÅÎ, ÞÔÏ ÉÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁËÏÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ). äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÏ-
ÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ \T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ" ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÒÁ×-
ÎÉÍÙÍ Ó ÎÕÌÅÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p É ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÏÂËÌÁÄËÁÈ, Ó×Ñ-
ÚÙ×ÁÀÝÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ \T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ËÌÅÔËÉ", ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ. ó ÜÔÏÊ
ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ Á×ÔÏÒ ÓÔÏÌËÎÕÌÓÑ × ËÏÎÃÅ 1996 ÇÏÄÁ, É ÅÅ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÐÏÚ×ÏÌÉÌÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÅ T -ÉÄÅÁÌÙ.

ïÓÔÁÌÁÓØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÎÕÔÒØ \ËÌÅÔÏË". ó ÏÓÅÎÉ 96 | ÄÏ
ÑÎ×ÁÒÑ 97 Ç. Á×ÔÏÒ ÒÁÂÏÔÁÌ ÎÁÄ ÜÔÉÍ É ÐÒÉÛÅÌ Ë ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ
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ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ÁÌÇÅÂÒÁÈ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ:

x0 · · ·xn =
∑

�(0)6=0
x�(0) · · ·x�(n)

ôÁËÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ \ÚÁÓÁÓÙ×ÁÔØ" ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ×ÇÌÕÂØ É ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÌÏËÁÌØ-
ÎÕÀ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØ. éÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ. ïÄÎÁËÏ ÉÍÅÎÎÏ × ÎÅÊ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ-
ÏÖÉÄÁÎÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ á. ÷. çÒÉÛÉÎ [27], [143] ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×!

ðÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ×ÐÅÒ×ÙÅ ÐÒÉÍÅÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ ÎÁÄ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0 ÂÙÌ ÐÒÉ×ÅÄÅÎ Á×ÔÏÒÏÍ É ÐÕÂÌÉÞÎÏ
ÄÏÌÏÖÅÎ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ. ðÒÉÍÅÒ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ:

Rn = [[E; T ]; T ]
n∏
i=1

Q(xi; yi) ([T; [T; F ]][[E; T ]; T ])q−1 [T; [T; F ]];

ÇÄÅ Q(x; y) = xp−1yp−1[x; y]
ðÒÉÍÅÒ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÌÓÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÈ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×,

ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈ á. ÷. çÒÉÛÉÎÙÍ É ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×ÙÍ. ÷ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ É ÄÒÕÇÉÅ ÕÞÁÓÔ-
ÎÉËÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ [30], [123].

úÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÖÅ ÚÁÐÁÓÏÍ
ÔÏÖÄÅÓÔ×, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏ-
ÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ É ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, Á
ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. óÏÞÅÔÁÎÉÅ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ
Ó ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÅÔÅÒÏ×Á ÍÏÄÕÌÑ ÐÕÔÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÒÁ-
ÄÉËÁÌØÎÙÈ ÏÂËÌÁÄËÁÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÚÎÙÈ ÔÉÐÏ×, ÐÏÚ×Ï-
ÌÉÌÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ, Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ É ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÛÐÅÈÔÏ-
×ÏÓÔØ. á×ÔÏÒ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ. ìÀÂÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ T -ÉÄÅÁÌÏ× × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ
ËÏÌØÃÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ.

üÔÏÔ ÆÁËÔ ×ÅÒÅÎ É ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ
ËÏÌØÃÏÍ �.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K/� ÉÄÅÁÌÏ× ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÔÏÖÄÅÓÔ×. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÙÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ � (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
PI-ËÏÌØÃÏ | Z-ÁÌÇÅÂÒÁ) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ K 3 1.

á. é. íÁÌØÃÅ× [79] ÓÄÅÌÁÌ ÔÁËÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ{ËÏÍÍÕ-
ÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÆÉÎÉÔÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÎÅÊ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÌÀÂÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ
ÔÅÏÒÅÍÙ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÚÄÅÌÁ 6.1.2 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ

ôÅÏÒÅÍÁ (çÉÐÏÔÅÚÁ ì. á. âÏËÕÔÑ É é. ÷. ìØ×Ï×Á [33]). ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÁÓÓÏ-
ÃÉÁÔÉ×ÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ � (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, PI-ËÏÌØÃÏ | Z-ÁÌÇÅÂÒÁ)
ÆÉÎÉÔÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍÁ.

ðÕÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ËÏÌÅÃ ÔÁËÏ×: ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏ-
ÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ⇒ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ⇒ ÌÏ-
ËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÄÌÑ ËÏÌÅÃ ⇒ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÄÌÑ ËÏÌÅÃ.
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(ìÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ × ÒÁÂÏÔÅ [53].)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÃÅÓÓ ÓÂÌÉÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎ
ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÍ (ÞÔÏ Á×ÔÏÒÕ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.3),
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ (ðÒÏÂÌÅÍÁ íÁÌØÃÅ×Á). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÓÌÅÄÏ×Á-
ÎÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÁÍ á. é. íÁÌØÃÅ× ÓÔÁ×ÉÌ ×ÏÐÒÏÓ ÔÁË [33]:
óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ{ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÌÅÃ, ÓÉÓÔÅÍÁ

×ÓÅÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁ?
õËÁÚÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÅÔ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ× ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ. ïÔÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÕÖÅ ÄÌÑ ÔÏÖÄÅÓÔ× × ÇÒÕÐÐÁÈ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÌ à. ëÌÅÊÍÁÎ [56],
[57], ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

äÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÔÁËÏ×Á. ÷ ÌÏËÁÌØÎÏÍ PI-ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ
ÎÏÌØ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ á. ÷. çÒÉ-
ÛÉÎÁ, Ó ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈ Á×ÔÏ-
ÒÏÍ (ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ-òÉÓÓÁ). ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÌØ ÇÌÏÂÁÌØ-
ÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÷. ýÉÇÏÌÅ×ÙÍ,
ÐÏÄÈÏÄ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÞÅÔÁÌ ÉÄÅÉ á. ò. ëÅÍÅÒÁ É á. ÷. çÒÉÛÉÎÁ.

á. ÷. çÒÉÛÉÎ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÐÏÓÔÒÏÉÌ ÐÒÉÍÅÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÇÏ T -ÐÒÏÓÔ-
ÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ T -ÉÄÅÁÌÁ
T([x; [y; z]]). ðÒÉÍÅÒ á. ÷. çÒÉÛÉÎÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏ-
ÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×:

{Fn} = {x2
1; x2

1x2
2; : : : ; x2

1 · : : : · x2
n; : : : }

îÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ char(K) = p > 2, ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

{xp1; xp1xp2; : : : ; xp1 · : : : · xpn; : : : };

ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÏÓØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÇÏ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-
×Á × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÌ ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×, ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÍ ÄÁÖÅ × ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Ù ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ× ÐÏÓÔÒÏÉÌ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÅ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ p. ïÎ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÓÉ-
ÓÔÅÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×

{En} = {Q(x1; y1); Q(x1; y1)Q(x2; y2); : : : ; Q(x1; y1) · : : : ·Q(xn; yn); : : : };

ÇÄÅ Q(x; y) = xp−1yp−1[x; y], ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÂÁÚÉÒÕÅÍÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ T([x; [y; z]]) ËÁË T -
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï [122].

îÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ × ÌÏËÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÔÕÁÃÉÑ Ó T -ÉÄÅÁÌÁÍÉ É T -
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÁ. ëÁË ÐÏËÁÚÁÌ ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×, ÄÁÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÕÈ ÏÂÒÁ-
ÚÕÀÝÉÈ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p É ÔÏÖÄÅÓÔ×Á [[x; y]; z] = 0
ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× Qs = xps−1yps−1[x; y] ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÁ. (á ×ÓÅ T -ÉÄÅÁÌÙ
× ÌÏËÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÁÍÅÎÁÂÅÌÅ×ÏÓÔÉ ÎÅÔÅÒÏ×Á!) üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÌÉ×ÁÅÔ Ó×ÅÔ ÎÁ
ÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ (× ÞÁÓÔÎÏ-
ÓÔÉ á. ò. ëÅÍÅÒÏÍ) ÏÓÏÂÏ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ
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| ÁÌÇÅÂÒÁ Ai ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. éÍÅÎÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÒÁÂÏÔÁÀÔ Ó
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ Á ÁÌÇÅÂÒÅ, Á ÎÅ Ó ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÍ Ó
ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÒÁÚ×ÉÔÏÍ ÐÒÉ ÄÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ (ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÏÓÎÏ×ÏÊ ÄÁÎÎÏÊ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ) (ÓÍ. ÇÌÁ×Õ 4 ). âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÉÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÍ ×ÏÚ-
ÎÉËÌÁ \ÉÄÅÏÌÏÇÉÑ p ËÌÅÔÏË É p ÚÁÐÉÒÁÀÝÉÈ ÐÒÏËÌÁÄÏË" ÉÌÉ ÍÏÄÅÌÉ \ÁÌÇÅÂÒÙ
×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ Ó p ÓËÌÅÅÎÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ". ðÏ
ÍÎÅÎÉÀ Á×ÔÏÒÁ, ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÐÏÚ×ÏÌÉÌÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÍÅÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ, ÈÏÔÑ ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÌÉÓØ É ÐÒÅÄÐÒÉÎÉÍÁÌÉÓØ ÐÏÐÙÔËÉ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. åÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÓÔÒÏ-
ÇÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ,
ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ × T -ÉÄÅÁÌÁÈ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ \ËÌÅÔÞÁÔÙÍÉ ÜÆ-
ÆÅËÔÁÍÉ", ÏÐÉÓÁÎÎÙÍÉ × ÎÁÞÁÌÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ? ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ÜÔÉÈ
ÜÆÆÅËÔÏ× ÎÅÔ, ÔÏ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ? ÷ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÅÍÕ ËÏÎÔÒ-
ÐÒÉÍÅÒÙ Á×ÔÏÒ ÍÏÖÅÔ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÜÔÉÍÉ ÜÆÆÅËÔÁÍÉ.

ðÏËÁ ÍÙ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ.
ðÏÓÌÅ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÂÙÌÉ \ÎÁÉ×ÎÙÅ" ÐÏÐÙÔËÉ ÐÏÌÕ-
ÞÉÔØ T -ÉÄÅÁÌØÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [29] ÂÙÌÁ ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÎÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å
ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ Ë ÐÒÏÂÌÅÍÅ ûÐÅÈÔÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×

Hn = z4
1 ·

∏
i
·x2
i z4

2 :

ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÌ ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×, ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅ-
ÍÏÊ (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ 4 = 22 ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ Ä×ÏÊËÉ). ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ
ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÉÓØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÉÐÁ

G(k)
n = z2k ·

∏
i
x2
i · z2k :

íÏÖÎÏ ×ÙÓËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÇÉÐÏÔÅÚÕ:
çÉÐÏÔÅÚÁ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× G(k)

n ËÏÎÅÞÎÏ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÁ?

îÅÍÎÏÇÏ Ï ÔÅÈÎÉËÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏ× ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÌÅÄÙ (ÆÏÒÍÙ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÒÏÑÔ T -ÉÄÅÁÌ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÅÄÙ (ÆÏÒÍÙ). ëÏÎÃÅÐÃÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ
ÌÅÖÉÔ (Ñ×ÎÏ ÉÌÉ ÎÅÑ×ÎÏ) × ÏÓÎÏ×Å ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÒÁÂÏÔ ÐÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÇÏ
ÔÉÐÁ. éÝÕÔ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÄÅÁÌ (conductor) I 6= 0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

1) I ÅÓÔØ ÎÅÔÅÒÏ× ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ-
ÃÏÍ R, ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÏÄÕÌÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

2) æÁËÔÏÒÕ A=I ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÎØÛÉÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×
(ÍÅÎØÛÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ).

îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á HA = HI + HA=I , ÅÓÌÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÄÅÁÌ I ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎ, ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë
ÓÌÕÞÁÀ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÙ.

ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ � ⊃ T(A) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÊ T -
ÉÄÅÁÌ T(A) 6= �0 ⊆ �, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÅÄÙ (ÆÏÒÍÙ ÉÌÉ
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ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÉÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ S) ÉÌÉ
\ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × �.

÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÉÄÅÁÌ I ÏÂÒÁÝÁÅÔ × ÎÕÌØ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.9, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÁ ë. á. úÕÂÒÉÌÉÎÁ [42]). éÎÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌÙ 3.3 É 3.4.1, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÅ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÍÅÔÏÄÏÍ á. ò. ëÅÍÅÒÁ).

÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅ-
ÁÌÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÁÑ ÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ × ÍÁÔÒÉÞ-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

ëÏÎÃÅÐÃÉÀ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÛÉÒÅ. ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ,
ÜÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ × ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ \ÃÏ-
ËÏÌØÎÙÍ". òÑÄ ÒÁÂÏÔ à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ×Á ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÆÁËÔÅ: ÐÏÌÉÎÏÍÙ
ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n2 × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ,
ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ÓÌÅÄÙ (ÆÏÒÍÙ) (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ ). ë. á. úÕÂÒÉÌÉÎ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ Cn ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ Cn+1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.9 Á ÔÁËÖÅ [42]). üÔÏ ÄÁÅÔ ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÎÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÒÁÄÉËÁÌÁ.

á. ò. ëÅÍÅÒ ÒÁÂÏÔÁÌ Ó T -ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ×ÉÄÁ
S�0S�1 · · ·S�kf , ÇÄÅ |�i| = b(A) + 1 ÐÒÉ i > 0 É |�0| = b(A), k = c(A) − 1, S�
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ �. (îÁÂÏÒÙ �i ÐÒÉ i > 0
\ÐÏÇÌÏÝÁÀÔ ÒÁÄÉËÁÌ", É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒ �0 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÙ.) ôÁËÉÅ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ëÅÍÅÒÁ. îÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ëÅÍÅÒÁ
ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ×ÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ëÁÐÅÌÌÉ.

÷. î. ìÁÔÙÛÅ× (Á ÚÁÔÅÍ ÷. äÒÅÎÓËÉÊ) ÒÁÂÏÔÁÌÉ Ó ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ
ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ × ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | Ó ÂÁÚÉÓÏÍ ûÐÅÈÔÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ
ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ, Ô.Å. ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ.
ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ É ÎÁ ÍÅÔÏÄ
ÓÜÎÄ×ÉÞÅÊ | ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÍÅÔÏÄ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ × ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÈ ìÉ [40], [163], [59]. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ É á. ÷. çÒÉÛÉÎ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
\ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �-ÓÔÅÐÅÎÉ", Ô.Å. ÌÅÖÁÝÉÅ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÄÉ-
ËÁÌÁ [26], [28].

äÌÑ ÒÁÂÏÔÙ × ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÕÖÎÁ ÉÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ËÒÉÔÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, ÌÕÞÛÅ ÏÔÒÁÖÁÀÝÁÑ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ × ÁÓÓÏ-
ÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÄÉËÁÌÁ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ: ×ÄÏÌØ ÇÌÁ×-
ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÉÄÕÔ ÂÌÏËÉ ÉÌÉ ËÌÅÔËÉ, ÐÏÄ ÎÉÍÉ | ÎÕÌÉ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ ÎÁ ËÌÅÔËÕ
ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ. ëÌÅÔËÉ ÂÙ×ÁÀÔ ÐÏÈÏÖÉÍÉ | ËÏ-
ÇÄÁ × ÎÉÈ ÓÔÏÑÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÍÉ | Ó×ÑÚØ ÞÅÒÅÚ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ
æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ | ËÏÇÄÁ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ ÓÔÏÑÔ ÎÅÚÁ-
×ÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ.

üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÌÅ-
ÔÏË. ïÎ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ×ÉÄÁ ∑∏H1iRiCn2

i
H2i, ÇÄÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ H1i É H2i

ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ×ÈÏÄÁÍ É ×ÙÈÏÄÁÍ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ ËÌÅÔÏË, Á ÐÏÌÉÎÏÍ ëÁÐÅÌÌÉ
Cn2

i
ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÆÏÒÍÙ. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍ

ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ ËÌÅÔÏË, Ô.Å. ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÁ-
ÇÁÅÍÙÈ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÓÅÍ ÐÒÏÈÏÄÉ-
ÍÙÍ ËÌÅÔËÁÍ, Á ÓÒÅÄÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × H1i É H2i, { ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ,
ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÓÉÓÔÅÍÁÍ ËÌÅÔÏË.

îÁ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ûÐÅÈÔÁ ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÏÊ ×ÚÇÌÑÄ. îÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ
ÍÎÏÇÉÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ (á. âÒÁÕÎÏÍ, à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ×ÙÍ É ÄÒ.) ÓÔÁ×ÉÌÓÑ ×ÏÐÒÏÓ Ï ËÏ-
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ÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉËÉ. (ïÓÏÂÅÎÎÏ ÐÏÄÞÅÒËÉ×ÁÌÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.)
óÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÇÉÐÏÔÅÚÕ.

1. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌ-
ÇÅÂÒÏÊ, ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ?

2. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁ-
ÚÉÒÕÅÍÏ?

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃ, ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕ-

ÅÍÏ?
ïÔ×ÅÔ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.
÷ ÞÅÍ Á×ÔÏÒ ×ÉÄÉÔ Ó×ÏÀ ÚÁÓÌÕÇÕ?
÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×Ï-

ÂÏÄÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ ËÌÅÔÏË. á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÉÄÅÏÌÏÇÉÑ
ÂÙÌÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÁ Ó PI-ÔÅÏÒÉÅÊ. âÙÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÙ ÜÆÆÅËÔÙ \ÐÏÈÏÖÅÓÔÉ" É \ÒÁÚ-
ÎÏÔÉÐÎÏÓÔÉ" É ÐÏÎÑÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ
ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÉ×ÅÌÏ Á×ÔÏÒÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ë ÓÏÚÄÁÎÉÀ \ÉÄÅÏÌÏÇÉÉ p ËÌÅÔÏË É p ÚÁ-
ÐÉÒÁÀÝÉÈ ÐÒÏËÌÁÄÏË" ÉÌÉ ÍÏÄÅÌÉ \ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÇÒÁÓ-
ÓÍÁÎÉÁÎÏÍ Ó p ÓËÌÅÅÎÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ". ðÏ ÍÎÅÎÉÀ Á×ÔÏÒÁ, ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ
ÐÏÚ×ÏÌÉÌÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÍÅÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ, ÈÏÔÑ ÄÏ ÜÔÏÇÏ
ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÌÉÓØ É ÐÒÅÄÐÒÉÎÉÍÁÌÉÓØ ÐÏÐÙÔËÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. úÁÓÌÕÇÁ
Á×ÔÏÒÁ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ ÓÏÓÔÏÑÌÁ × ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ë T -
ÉÄÅÁÌÁÍ É × ÐÅÒÅÎÏÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× á. ÷. çÒÉÛÉÎÁ É ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×Á ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÑ ÒÁÂÏÔÁ × ÌÏËÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ É ÎÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÉ ÐÏÄÈÏÄÁ ëÅÍÅÒÁ ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ
ÔÏÖÄÅÓÔ×. âÙÌ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ ÐÏÄÈÏÄ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÁÍÙ-
ËÁÎÉÑ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ.

÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÂÙÌ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎ ÐÅÒÅÎÏÓ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÄÅÏÌÏÇÉÉ. ïÎÁ
ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÑ×ÌÑÔØÓÑ × ÒÁÚÎÏÊ ÕÐÁËÏ×ËÅ: ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ-òÉÓÓÁ ÉÌÉ ÐÕÞ-
ËÏ×ÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÌÉ | R-ÚÁÍËÎÕÔÙÅ T -ÉÄÅÁÌÙ. üÔÁ ÉÄÅÏÌÏÇÉÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ËÏÎ-
ÔÒÏÌÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏÔÅÒÀ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ.

÷-ÔÒÅÔØÉÈ, Á×ÔÏÒÏÍ ÂÙÌÁ ÏÓÏÚÎÁÎÁ ÉÄÅÏÌÏÇÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ.
é ÎÁËÏÎÅÃ, Á×ÔÏÒ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÏ×ÁÔØ ËÌÀÞÅ×ÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ | ÍÅÖËÌÅÔÏÞ-

ÎÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ É ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ËÏÌØÃÁ (Á ÎÅ ÞÅÒÅÚ
ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ, ËÁË Õ á. ÷. çÒÉÛÉÎÁ).

0.1.4. óÔÒÕËÔÕÒÁ É ÏÂßÅÍ ÒÁÂÏÔÙ
ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÀ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÒÁÂÏÔÙ.
ðÅÒ×ÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ××ÅÄÅÎÉÑ ÐÏÓ×ÑÝ£Î ÐÒÏÂÌÅÍÁÔÉËÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó PI-ÔÅÏÒÉÅÊ.

÷ ÅÇÏ ÐÅÒ×ÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ËÁÎÏÎÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÁÌÇÅÂÒ. ÷ÔÏÒÏÊ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÀ Ó×ÑÚÉ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× É
ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ. ôÒÅÔÉÊ | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ
ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ. ÷ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ
ÓÔÒÕËÔÕÒÁ É ÏÂßÅÍ ÒÁÂÏÔÙ.

÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ,
ÎÕÖÎÙÅ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ. ðÅÒ×ÙÊ ÐÕÎËÔ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÁÌÇÅÂÒ, ×Ï
×ÔÏÒÏÍ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ. ÷ ÔÒÅÔØÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓ-
Ô×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÌÅÄÁ (ÆÏÒÍ) É ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ×Á ÄÌÑ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ëÁÐÅÌÌÉ. ÷ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ | ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É
ëÅÍÅÒÏ×ÓËÉÊ \ÓÕÐÅÒ{ÔÒÀË". ïÔÍÅÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× á. ò. ëÅÍÅÒÁ [148]
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ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍÉ,
É ÂÁÚÉÓÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ÒÁÚÍÅÒÁ n, Á ÔÁËÖÅ ÒÁ-
ÂÏÔÙ ü. æÏÒÍÁÎÅËÁ [145], × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ,
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÏ×.

ðÅÒ×ÁÑ ÇÌÁ×Á ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏ×, ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ
É Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó ÎÉÍÉ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÉÚÌÏÖÅÎÙ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÙÅ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÔÅÈÎÉËÅ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ.

ðÅÒ×ÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ ÍÅÔÏÄÏ× ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ Ë
ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÁÅÔÓÑ ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÄÌÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÑ
ÎÉÌØ{ÒÁÄÉËÁÌÁ É ÒÁÄÉËÁÌÁ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ (ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ, ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ-
ÎÏÇÏ ÅÝÅ × ÏÂÚÏÒÅ ÷. á. õÆÎÁÒÏ×ÓËÏÇÏ [115], ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÅ ÍÏÎÏ-
ÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ.

÷ÔÏÒÏÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ó ÜÔÉÍ Ó×Ñ-
ÚÁÎÙ ×ÁÖÎÙÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÁÓÐÅËÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ. ïÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÄÁÅÔ ÔÅÈÎÉËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-
ÎÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ.

ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ | ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÍÏÎÏ-
ÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ ÒÑÄÏÍ
çÉÌØÂÅÒÔÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (ÐÒÏÂÌÅÍÁ ðÒÏÞÅÚÉ) ÎÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÉÈ ÌÏËÁÌØÎÏÊ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ. úÁÏÄÎÏ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ä×ÕÈ ÐÏÄ-
ÁÌÇÅÂÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ, ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

ôÒÅÔÉÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÁÌÇÅÂÒ É ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ
ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ. ÷ ÎÅÍ ÄÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÃÅÎÏË ÎÁ
×ÙÓÏÔÕ ÁÌÇÅÂÒ (ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ å. é. úÅÌØÍÁÎÏ×Á ÉÚ äÎÅÓÔÒÏ×ÓËÏÊ ÔÅÔÒÁÄÉ), ÄÁ-
ÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÈÎÉËÉ
Ó×ÅÒÈÓÌÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ×ÙÓÏÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÏÓÏÂÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1.45:

ôÅÏÒÅÍÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÎÅÕÍÅÎØÛÁÅÍÙÈ ÓÌÏ× × PI-ÁÌÇÅÂÒÅ A
ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ×, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅ×Ù-
ÛÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏÑÓÎÑÅÔ ÇÌÕÂÉÎÎÙÅ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ É ËÏÍÂÉ-
ÎÁÔÏÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÑÍÉ.

þÅÔ×£ÒÔÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÐÒÏÃÅÄÕÒÅ ÐÅÒÅËÁÞËÉ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÏÊ Á×ÔÏÒÏÍ.
üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ Ó ÅÄÉÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁ ÒÑÄ ×ÏÐÒÏÓÏ× ËÏÍ-
ÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ PI-ËÏÌÅÃ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ Y ÅÓÔØ ËÕÒÏÛÅ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (Ô.Å. ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÌÀÂÏÇÏ
ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÚÙ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ Y ÃÅÌÙ ÎÁÄ
ÃÅÎÔÒÏÍ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÏÍ), ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ Y .

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ á. ä. þÁÎÙÛÅ×Á Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ N-ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÉÌØÐÏ-
ÔÅÎÔÎÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ.

28



ðÑÔÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á. ÷
ÎÅÍ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÒÁ×ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×Ù-
ÓÏÔÅ, É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÅÓÔØ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.

÷ÔÏÒÁÑ ÇÌÁ×Á ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÔÅÈÎÉËÅ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÔÉÐÁ ëÁÐÅÌÌÉ, ÐÏÌÉ-
ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÇÒÕÐÐ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÎÏÓ ÔÅÈÎÉËÉ ÒÁÂÏÔ [42], [43] (×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ
Ë ÓÔÁÔØÅ [107]) ÎÁ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÐÐÁÒÁÔ, ÒÁÚ×ÉÔÙÊ ×
ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Å, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Á ÔÁËÖÅ \ÕÔÏÎ-
ÞÅÎÉÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÏ×", É ÉÚÌÏÖÅÎ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ É ÔÒÅÔØÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁÈ.

÷ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÄÁÎÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍÙ,
ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ L. Small'ÏÍ. äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ. îÅÔÅÒÏ×Ù ËÏÎÅÞÎÏ{ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ.

÷ ÐÑÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×-
ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÆÏÒÍÙ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ × ÜÔÏÍ
ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ. T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÚÁÍËÎÕ-
ÔÏ, É × ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ É ÓÌÁÂÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï.

õÎÉÔÁÒÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÂÙÌÁ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ á. ò. ëÅÍÅÒÏÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÉÍ ÐÕ-
ÔÅÍ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ é. ÷. ìØ×Ï×Á ÉÚ äÎÅ-
ÓÔÒÏ×ÓËÏÊ ÔÅÔÒÁÄÉ [33]:

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ A, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ [A;A]?
ðÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. (áÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ,

ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ.)
÷ ÛÅÓÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ×

ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ
ÍÁÔÒÉÃ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. óÅÄØÍÏÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞ-
ÎÏÓÔÉ. íÎÏÇÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÁÎÎÏÊ ÇÌÁ×Ù ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ×ÍÅÓÔÏ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ× ëÁÐÅÌÌÉ ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÎÏ ÅÇÏ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ.

ôÒÅÔØÑ ÇÌÁ×Á ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÏÂÝÅÊ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ É ÍÅÔÏÄÕ
ëÅÍÅÒÁ. ðÏÍÉÍÏ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ É ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÁ ëÅÍÅÒÁ (ÞÅÍÕ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÙ
ÐÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ), × ÎÅÊ ÄÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ, ÐÏ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÅÝÅ ë. ðÒÏÞÅÚÉ | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÍÅÔÏÄÏÍ á. ò. ëÅÍÅÒÁ (ÓÍ. ÔÒÅÔÉÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ).

÷ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ á. ò. ëÅÍÅÒÁ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÅÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ. ÷ ÎÅÍ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ
ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ p ÒÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Õ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Z-ÁÌÇÅÂÒÙ É
ÅÅ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÏÃÅÎËÉ ÎÁ p ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ.

ðÑÔÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÒÑÄÁÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ÷ ÎÅÍ ÐÏËÁ-
ÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÒÁÃÉÏ-
ÎÁÌÅÎ, Á ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÓ-
ÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÌÉÂÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ, ÌÉÂÏ ÅÇÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ó ÒÑÄÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ ËÏÍ-
ÍÕÔÁÔÏÒÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÅÓÔØ ÒÁÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÷. ÷. ýÉ-
ÇÏÌÅ×Á.
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þÅÔ×ÅÒÔÁÑ ÇÌÁ×Á ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.
ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ É ÉÚÕÞÅÎÉÀ
ÕÌÕÞÛÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ, ÔÏ ÅÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁ-
ÒÉÓÓËÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÚÁÐÁÓ ÔÏÖÄÅÓÔ×. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ×ÏÐÒÏÓÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÔÁËÉÈ ÚÁÍÙËÁÎÉÊ ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏÌÕ-
ÞÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ.

÷ ÐÅÒ×ÙÈ ÔÒÅÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁÈ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
×ÉÄ: ×ÄÏÌØ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÉÄÕÔ ÂÌÏËÉ, ÐÏÄ ÂÌÏËÁÍÉ | ÎÕÌÉ, É ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÂÌÏËÁÈ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

(x(�)
ij )q� = (x(�)

ij )q�

(ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÁÈ Ó×ÑÚÁÎÙ ÐÏ æÒÏÂÅÎÉ-
ÕÓÕ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x(�)

ij ÐÒÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÁÈ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ r�
ÍÏÇÕÔ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

(x(�)
ij )r� = x(�)

ij ;

É ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ F É ÐÒÉ ×ÓÅÈ � ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï zq� = zr� = z. ÷
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ F ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ q� É r� ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ.

÷ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ. ÷ÏÚÎÉ-
ËÁÅÔ ÇÒÁÆ �, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÉÚÉÒÕÀÔ ËÌÅÔËÉ É ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÜÆ-
ÆÅËÔÙ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó \ÇÁÛÅÎÉÅÍ" ÐÕÔÅÊ. ðÑÔÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÏÐÉÓÁÎÉÀ ×ÏÚÎÉ-
ËÁÀÝÉÈ ÜÆÆÅËÔÏ× ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×.

÷ ÛÅÓÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÉÚÌÏÖÅÎÏ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ×
çÉÌØÂÅÒÔÁ É ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ \ÉÄÅÏÌÏÇÉÑ" ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ É
ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ.

÷ ÓÅÄØÍÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÄÁÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ, ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ É
ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ � (ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ).

åÓÌÉ ÞÅÔ×ÅÒÔÁÑ ÇÌÁ×Á ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ, ÔÏ × ÐÑÔÏÊ ÇÌÁ×Å
ÒÁÚ×É×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÑÚÙË É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÙÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× Ó ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÎÁ ÑÚÙË ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ.

÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅ-
ÍÏÓÔÉ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÍÅÔÏÄÏÍ á. ÷. çÒÉÛÉÎÁ
×ÍÅÓÔÅ Ó ÉÓÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ É ÍÏÄÅÒÎÉÚÁÃÉÅÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ×ÎÅÓ Á×ÔÏÒ (ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ
áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ). äÁÎÎÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÎÏÓÉÔ ÉÌÌÀÓÔÒÁÔÉ×ÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ.
÷ ÎÅÍ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ (á. ñ. âÅÌÏ× [170]). ðÕÓÔØ M { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÎÏÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ, ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ. ôÏÇÄÁ M { ÛÐÅÈÔÏ×Ï
(ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × M ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙ) É ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÌÀ-
ÂÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ M ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ, Á ÓÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ.

÷ÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔÉÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÔÅÈÎÉËÅ \ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ". ÷
ÎÉÈ ÔÁËÖÅ ÒÁÚ×É×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏ{ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÊ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ.

þÅÔ×ÅÒÔÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌ-
ÌÏ×Á ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É ÄÌÑ T -ÉÄÅÁÌÏ×. ðÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
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ÔÏÌØËÏ ÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ÔÉÐÏÍ (ÎÁÂÏÒÏÍ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒ ÍÁÔÒÉÃ
ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ Var(A)). äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ A { s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ
GKdim(A) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÍÁË-
ÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ
ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÉÚ Var(A). òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÔÁËÏÇÏ ÐÏÌÕÐÒÑ-
ÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ çÅÌØÆÁÎÄÁ-ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÓÏÍÎÏÖÉ-
ÔÅÌÅÊ. óÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÔÉÐÙ Õ ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ä×ÕÍÑ ÅÅ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÉÚ
Var(Mn1o · · ·oMnk) ÒÁ×ÎÁ

k + (s− 1)
k∑
i=1

n2
i : (1)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔ (ÓÍ. ÓÔÒ. 50) × ÒÑÄÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ
ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ A. Giambruno É í. ÷. úÁÊÃÅ×ÙÍ [138]. ïÎÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØ-
ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÌÇÅÂÒ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ) Ó ÄÁÎÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎ-
ÔÏÊ ÓÕÔØ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕ-
ÞÁÅÍ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÌÕÖÉÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÏÊ
ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ). üËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔ ÓÏÍÎÏÖÉ-
ÔÅÌÅÊ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ
ÔÉÐÏÍ.

üËÓÐÏÎÅÎÔÙ ×ÓÅÈ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ×ÙÞÉ-
ÓÌÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈ A. Giambruno, í. ÷. úÁÊÃÅ×Á, ó. ð. íÉÛÅÎËÏ, A. Regev'a. ðÒÉ-
ÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÕÐÏÍÑ-
ÎÕÔÙÈ Á×ÔÏÒÏ× ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ e(M) = ∑k

i=1 n2
i , ÞÔÏ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1). íÙ

ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÅÈÎÉËÕ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÕÀ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ
0.1).

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ L | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ
ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ 
, ÔÏ GKdim(L) = sn−m.

úÄÅÓØm ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØG ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ,G ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ
Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× L̂⊗ C(L)alg:cl ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÏÍ íÁÒÔÉÎÄÅÊÌÁ C(L).

÷ ÐÑÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ, ÉÚ ËÏ-
ÔÏÒÏÊ × ÛÅÓÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ×ÏÐÒÏÓÏ×,
ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ì. á. âÏËÕÔÅÍ É é. ÷. ìØ×Ï×ÙÍ × äÎÅÓÔÒÏ×ÓËÏÊ ÔÅÔÒÁÄÉ [33].

÷ ÛÅÓÔÏÊ ÇÌÁ×Å ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.

ðÅÒ×ÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ-
ÓÔÉ, × ÎÅÍ ÖÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ËÒÕÞÅÎÉÅ × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÌØÃÁÈ. äÏËÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Á ÔÁËÖÅ ÉÈ
ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÁÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍÏÓÔØ (ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï).

÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÉÚÌÏÖÅÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ
PI-ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ
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�, ÞÔÏ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ, ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÅÝÅ
á. é. íÁÌØÃÅ×ÙÍ × 1967 ÇÏÄÕ [33].

ôÒÅÔÉÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÔÏÖ-
ÄÅÓÔ×. ÷ ÎÅÍ ÄÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ á. é. íÁÌØÃÅ×Á (ÐÏÓÔÁ-
×ÌÅÎÎÏÊ × 1967 ÇÏÄÕ) Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÇÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ
ÄÁÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×. äÁÎÎÕÀ
ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÓÔÁ×ÉÌÉ ÔÁËÖÅ á. ôÁÒÓËÉÊ É
äÖ. æÏÎ îÅÊÍÁÎ. òÁÎÅÅ à. ëÌÅÊÍÁÎÏÍ ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÅÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅ-
ÎÉÅ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ [56], [57]. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÔÅÏÒÅÍÁ 6.5 Ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏËÁÚÁÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÁÌ-
ÇÏÒÉÔÍÁ ÐÒÏ×ÅÒËÉ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï × ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÅ.

÷ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ËÏÌØÃÁ. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó×ÅÄÅÎÁ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÔÅÌ, × ËÏÔÏÒÙÈ
ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ
(ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ �) ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÍ ËÏÌØÃÅ R ÎÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÅÒ-
×ÉÞÎÏÇÏ PI-ÆÁËÔÏÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ K ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÔÏ
ËÏÌØÃÏ KR ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ K = 1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÃ.

ðÑÔÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ×ÏÐÒÏÓÁÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØÀ, ÐÏÒÏÖÄÁ-
ÅÍÏÓÔØÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ, ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×, Á ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ×ÙÓÏÔÅ. äÏËÁÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ A | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ � ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ÃÅÌÙÊ ÉÄÅÁÌ ALG, ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ËÏÔÏ-
ÒÏÍÕ ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ � ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÉÍÅÅÔ. ÷ÓÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ALG. åÓÌÉ � ÎÅÔÅÒÏ×Ï, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ M , N , K, ÞÔÏ
ÌÀÂÏÅ x ∈ ALG ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (xM − xN)K = 0.

ôÅÏÒÅÍÁ. ëÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ
ËÏÌØÃÏÍ � Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ× ÓÔÅ-
ÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n = PIdeg(A). åÓÌÉ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁ, Á Y | ÂÁÚÉÓ ûÉÒ-
ÛÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÌÏ×, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á u, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ
×ÙÛÅ n, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÏ×Ï, ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÓÔÅÐÅÎÉ uk. ëÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ s-ÂÁÚÉÓÏÍ A, Á ÅÓÌÉ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÚÕ-
ÀÝÉÅ A, ÔÏ Y | ÂÁÚÉÓ ûÉÒÛÏ×Á.

(PIdeg(A) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÚ Var(A).)

÷ ÓÅÄØÍÏÊ ÇÌÁ×Å ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÅ-
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ.

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ A ÐÏÓ×ÑÝÅÎÏ ËÏÌØÃÁÍ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÂÌÉÚËÉÍ Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×-
ÎÙÍ. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÄÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇ
ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÅ ÄÌÑ Ô.Î. \ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ", × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÊÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ
É ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ.

÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÉÚ ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÉÒÕÅÍÙÈ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÔÅÏÒÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÅÏ-
ÒÉÉ á. ò. ëÅÍÅÒÁ (ÐÅÒ×ÁÑ É ×ÔÏÒÁÑ ÌÅÍÍÁ ëÅÍÅÒÁ). äÏËÁÚÁÎÁ ÔÁËÖÅ ÌÏËÁÌØÎÁÑ
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ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ, ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑ-
ÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×). òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ
×ÌÅËÕÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ PI-
ÁÌÇÅÂÒÅ.

÷ ÔÒÅÔØÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÄÁÅÔÓÑ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �-ÔÅÈÎÉËÉ, ÒÁÎÅÅ ÒÁÚ-
×ÉÔÏÊ á. ÷. çÒÉÛÉÎÙÍ ÄÌÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ â ÐÏÓ×ÑÝÅÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÃÅÎËÁÍ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁ-
ÄÉËÁÌÁ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÄÌÑ PI-ÁÌÇÅÂÒ É ÎÁ ÐÏÒÑÄÏË ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ.

âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ. ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÚÁ ÐÏÄ-
ÄÅÒÖËÕ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÁÍ ÷. î. ìÁÔÙÛÅ×Õ É á. ÷. íÉÈÁÌÅ×Õ | ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑÍ ÓÅÍÉ-
ÎÁÒÁ íçõ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÙÌÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÁ ÄÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ, Á ÔÁËÖÅ
Ä.Æ.-Í.Î. á. ÷. çÒÉÛÉÎÕ, Ë.Æ.-Í.Î. ë. á. úÕÂÒÉÌÉÎÕ, Ë.Æ.-Í.Î. ÷. ô. íÁÒËÏ×Õ,
÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×Õ É ×ÓÅÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.

á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÐÒÏÆ. ó. ÷. ðÞÅÌÉÎÃÅ×Õ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ×ÌÅË ÅÇÏ Ë ÄÁÎÎÏÊ
ÔÅÍÁÔÉËÅ.

á×ÔÏÒ ÐÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ ÐÒÏÆ. á. ò. ëÅÍÅÒÕ, Ë.Æ.-Í.Î. ì. í. óÁÍÏÊÌÏ×Õ, ÐÒÏÆ.
ì. á. âÏËÕÔÀ Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÏÂÝÁÌÓÑ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÍÍÎÏÇÉÈ ÌÅÔ, Á ÔÁËÖÅ
ÐÒÏÆ. ì. òÏÕÜÎÕ, Ä.Æ.-Í.Î. ó. é. ëÕÂÌÁÎÏ×ÓËÏÍÕ É Ä.Æ.-Í.Î. á. íÅËÅÀ ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ
ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ É ÐÏÄÄÅÒÖËÕ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÆ. ì. óÍÏÌÌÕ ÚÁ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ.

á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ Ë.Æ.-Í.Î. â. ò. æÒÅÎËÉÎÕ É á. ë. ëÕÌÙÇÉÎÕ
ÚÁ ÐÏÍÏÝØ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÐÒÉ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ.

0.2. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ
÷ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ××ÏÄÑÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ,

ÎÕÖÎÙÅ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.
A ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ, a1; : : : ; as { ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ. ÷ÓÅ ËÏÌØÃÁ É ÁÌÇÅ-

ÂÒÙ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ (ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ
Ë.Ð.). ðÏÎÑÔÉÑ ×ÙÓÏÔÙ × ÓÍÙÓÌÅ ûÉÒÛÏ×Á, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ É ÌÉÎÅÊÎÏÊ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÕÖÅ ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÙÛÅ. úÁÐÉÓØ f |A = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏ-
ÌÉÎÏÍ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A, Á ÚÁÐÉÓØ f |A 6= 0 { ÞÔÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ.
éÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ id(M). éÎÏÇÄÁ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÍÕÌØÔÉÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ
−→x , ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÚÁÐÉÓÉ ÔÉÐÁ P (−→x ; y), K[−→x ], K < −→x > É Ô.Ä. äÁÖÅ × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ,
ËÏÇÄÁ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ËÏÌØÃÁÈ ÎÅÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑ ÔÉÐÁ y(1 + z). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔ y + yz, ËÏÔÏÒÙÊ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. Eij ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ: ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅ-
×ÏÄÉÔ i-Ê ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ × j-ÙÊ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÎÏÌØ. ôÏÖÄÅÓÔ×Ï f
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ×
ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ËÏÌØÃÅ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÙ ±1 (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌÙ 0.2.4 É 6.1.2). îÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ. âÁÚÉÓÎÙÍ ÒÁÎÇÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ s, ÞÔÏ M ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ
ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ. âÁÚÉÓÎÙÊ ÒÁÎÇ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ×ÓÅÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÒÁ×ÅÎ Ä×ÕÍ,
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÔÏÖÅ ÒÁ×ÅÎ Ä×ÕÍ, ÂÁÚÉÓÎÙÊ
ÒÁÎÇ ÁÌÇÅÂÒÙ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÉÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ [x; [y; z]] = 0,
ÒÁ×ÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. á. ò. ëÅÍÅÒ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÒÁÎÇ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÒÁ×ÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ çÒÁÓÓÍÁÎÁ [50].
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æÕÎËÃÉÑ ÒÏÓÔÁ VA(n) ÁÌÇÅÂÒÙ A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,
ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ n; ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ∑VA(n)tn ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A. éÎÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÊ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ

HA(t1; : : :; ts) =
∑

VA(n1; : : :; ns)tn1
1 · · · tnss ;

ÇÄÅ VA(n1; : : : ; ns) ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ i ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ni ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕË×Ù ai. ÷ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

HA(t) =
∏
i

1
1− ti

HA(t1; : : : ; ts)|ti=t:

äÌÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
VA(n) = sn É ÚÎÁÞÉÔ

HA(T ) = 1
1− s · T :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

VA(n1; : : : ; ns) =
∑

k<n

s∏
i=1

(n
ni

)
;

ÇÄÅ n = ∑ni É
HA(t1; : : : ; ts) = 1

1−∑ ti
:

ðÏÜÔÏÍÕ ÒÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ É ÍÙ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÅÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÔÏÌØËÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÏÓÔÁ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ É ÏÂÙÞÎÙÈ É ÐÏÌÎÙÈ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄ-
ÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

ïÂÙÞÎÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ. éÎÏÇÄÁ (ÓÍ.
ÇÌÁ×Õ 6) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ{
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ �. éÎÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ,
ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ 
 (ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏÊ ÁÒÎÏÓÔÉ), Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÁ
ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ {Vi} É ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ

�j : Vi(j1) ⊗ : : : Vi(jkj ) → Vsj :

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.1. òÁÚÒÅÖÅÎÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
×ÉÄÁ ∑

�∈Sq
��x�(1)y1x�(2)y2 : : : yq−1x�(q):

óÉÌØÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÉÚ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ ∑

�∈Sq
��x�(1)x�(2) : : : x�(q)

ÐÕÔÅÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÐÏÚÉÃÉÊ. üÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ×ÉÄÁ
∑

�∈Sq
��x�(�(1))x�(�(2)) : : : x�(�(q));
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ÇÄÅ � ∈ Sq.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÐÏ-

ÒÑÄËÁ q. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ) ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÒÁÚ-
ÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÐÏÒÑÄËÁ q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ×ÉÄÁ

∑

�∈Sq
��F (x�(1); x�(2); : : : ; x�(q);−→y ) = 0;

ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ {xi}. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ �� ∈ K ÎÅ
ÄÏÌÖÎÙ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ F . åÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ,
ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á.

æÕÎËÃÉÑ ÒÏÓÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. îÏ ÅÓÌÉ ××ÅÓÔÉ ÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÆÕÎËÃÉÊ f ≡ g ⇐⇒ ∃c ∈ N : ∀nf(cn) ≥
g(n)É g(cn) ≥ f(n), ÔÏ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ VA(n) ÕÖÅ ÅÓÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ÓÁ-
ÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÅÄÅÌ
GKdim(A) = lim

n→∞
lnVA(n)= lnn, ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. GKdim ÅÓÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ

ÓÁÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ GKdim(A) ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ {0; 1; 2;∞}
Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÌÕÞÁ [2;∞), ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ GKdim(A) = lim

n→∞
lnVA(n)= lnn

ÒÁ×ÎÁ 0 ÉÌÉ 1, ÔÏ É GKdim(A) ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÁ 0 ÉÌÉ 1. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï GKdim(A) = 0
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎ-
ÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ. äÌÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R ×ÓÅÇÄÁ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ GKdim(R) É ÒÁ×ÎÁ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ. üÔÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ
ÂÙÌÁ ××ÅÄÅÎÁ çÅÌØÆÁÎÄÏÍ É ëÉÒÉÌÌÏ×ÙÍ. ïÎÉ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ U(L) { ÕÎÉ×ÅÒ-
ÓÁÌØÎÏÊ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ n-ÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ L { ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï: GKdim(U(L)) = n. ÷. á. õÆÎÁÒÏ×ÓËÉÊ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ L { ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ É
GKdim(L) = r > 0, ÔÏ VA(n) ÒÁÓÔÅÔ ËÁË exp(n1−1=r). (é Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÁ ÐÏÓÔÒÏÉÌ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ.)

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ×ÙÞÉÓÌÑÌÁÓØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÍ. [157], ÄÌÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ
ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Var(O), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ëÜÌÉ{äÉËÓÏÎÁ O × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ
ch(K) 6= 2; 3, ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × ÒÁÂÏÔÁÈ [97], [98]. áÓÉÍÐÔÏÔÉËÉ, ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á (ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÒÏÓÔÁ) ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕ-
ÐÒÑÍÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, ×ÙÞÉÓÌÑÌÉÓØ × ÒÁÂÏÔÅ [25]. á×ÔÏÒ ÐÏËÁ-
ÚÁÌ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ
ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÅÓÔØ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.2. Á) ðÏÌÕÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒ A É B, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Ao
B, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A + A ∗ B + B ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ b ∗ a, b ∈ B, a ∈ A.

Â) ðÏÌÕÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÁÌÇÅÂÒ A É B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ-
ÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A ⊕ B ∗F F[c] ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ c ∗ a,
b ∗ c, cc, b ∈ B, a ∈ A.

éÎÏÇÄÁ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÉÌØ{ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉ-
ÅÍ.

ðÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ
ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. ðÕÓÔØ C = A⊕ B. òÁÓÛÉÒÉÍ C ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ t, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÓÏ-
ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ∀a ∈ A ta = 0; ∀b ∈ B bt = 0; t2 = 0. ôÏÇÄÁ A o B ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ
ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ a(1+ t), (1+ t)b. åÓÌÉ A É B { ÁÌÇÅÂÒÙ
ÍÁÔÒÉÃ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÁÒÁÍ ÉÎÄÅËÓÏ× i É q, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ EijtEpq,
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ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ A o B. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ Ó×ÏÉÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ, ÎÕÍÅÒÕÀÝÉÈÓÑ ÐÁÒÁÍÉ ÉÎÄÅËÓÏ× (j; p)
É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ EijtEpq. ëÁ-
ÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ \ÂÌÏÞÎÙÈ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ" ÍÁÔÒÉÃ
×ÉÄÁ

(
Mn ∗
0 Mk:

)
ðÏÜÔÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁ A o B ÅÓÔØ ÐÏÄÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ó×ÏÉÈ

ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÅ \ÂÌÏÞÎÙÈ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ" ÍÁÔÒÉÃ, É ÐÏÒÏ-
ÖÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÞÔÏ É ÌÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÒÁÚÍÅÒÁ ni ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ
ÓÕÍÍÅ Ó×ÏÉÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ U(F; d1; : : : ; dm). ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ
ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ×ÉÄÁ:




Mn1 ∗ · · · ∗
0 Mn2 ∗ ...
... . . . ∗
0 · · · Mnk




ðÏÜÔÏÍÕ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ × ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÐÏÄ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒ ÍÁ-
ÔÒÉÃ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ×ÉÄÁ U(F; d1; : : : ; dm). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ
ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

ðÏÌÕÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÓÕÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ-
ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÌÕÐÒÏ-
ÓÔÏÊ ÞÁÓÔØÀ. éÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, Ó ÄÁÎÎÙÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ÔÉÐÏÍ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ
3.1.1). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ (A. Giambruno, M. Zaicev). ðÕÓÔØ A { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ F ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. ðÕÓÔØ A = �A +
J(A) ÅÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ A × ÓÕÍÍÕ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ É ÒÁÄÉËÁÌÁ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ.
ðÕÓÔØ �A = A1 ⊕ · · · ⊕ At, ÇÄÅ Ai ' Mdi(F) { ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ �A. åÓÌÉ
A1u1A2u2 : : : um1Am 6= 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ≤ t É ÜÌÅÍÅÎÔÏ× u1; : : : ; um−1 ÉÚ J(A),
ÔÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ U(F; d1; : : : ; dm). 2

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÐÏÌÅÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.1. ðÕÓÔØ A { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F. ðÕÓÔØ
A = �A + J(A) ÅÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ A × ÓÕÍÍÕ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ É ÒÁÄÉËÁÌÁ äÖÅ-
ËÏÂÓÏÎÁ. ðÕÓÔØ �A = A1 ⊕ · · · ⊕ At ÅÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �A ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.
åÓÌÉ A1u1A2u2 : : : um1Am 6= 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ≤ t É ÜÌÅÍÅÎÔÏ× u1; : : : ; um−1 ÉÚ
J(A), ÔÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÁÍ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ) A1o · · ·oAm. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÁÍÏ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
A1 o · · ·o Am ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÜÔÉÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ hi; h′i ∈ Ai, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ
ÎÕÌÑ × Ai. ôÏÇÄÁ A1h1u1h′2A2h2u2h2 : : : hm−1um1h′mAm 6= 0. ðÏÌÏÖÉÍ vi = hiuih′i+1
(i = 1; : : : ;m−1) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ Ai É ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÍÉ vi. ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁ-
ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÁÍÏ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ. ðÕÓÔØ aik ∈ Ai É

∑

k
�ka1kv1a2kv2 : : : amk = 0
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ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ vi ×ÉÄÁ vi = hiuih′i+1. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ
∑

k
�ka1k ⊗ a2k ⊗ · · · ⊗ amk = 0

× ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ A1 ⊗F · · · ⊗F Am. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
∑

k
�ka1kc1a2kc2 : : : amk = 0

× ÁÌÇÅÂÒÅ A1 o · · ·o Am.
÷ÏÚØÍÅÍ ÂÁÚÉÓ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A1 ⊗F A1 ⊗F A2 ⊗F A2 · · · ⊗F Am ⊗F Am, ÓÏ-

ÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ h1i1 ⊗ h′1i2 ⊗ · · · ⊗ h′mi2m , É ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÔÁ-
ËÏÍÕ ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× vi = hiuih′i+1 É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÆÁË-
ÔÏÒ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ x =∑

k �ka1kc1a2kc2 : : : ckamk ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÔÁËÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÅ, ÔÏ ÅÍÕ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ.

òÁÓÛÉÒÉ× ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ Ai ÓÕÔØ ÍÁ-
ÔÒÉÞÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÂÒÁÎÙ ÂÁÚÉÓÙ ÉÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ. îÏ ÔÏÇÄÁ
ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÅÒÅÈÏÄÁ {Ek

ij}, ÇÄÅ i { ÉÎÄÅËÓ ÓÔÒÏËÉ × Ak, j { ÓÔÏÌÂÃÁ
× Ak+1, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ ÎÁÂÏÒÏÍ {vi}. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ

∑

k
�ka1k ⊗ a2k ⊗ · · · ⊗ amk 6= 0;

ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÉÅ Epq, Ers É {Ek
ij}, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓÕÍÍÙ

∑

k
�kEpqa1kE1

i1j1a2k : : : Em
imjmamkErs

ÎÅ ÎÏÌØ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÎÕÌÉ. îÏ ÔÏÇÄÁ É
∑

k
�ka1kv1a2kv2 : : : amk 6= 0

ÐÒÉ vk = Ek
ikjk , ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ×ÙÂÏÒÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x. 2

0.2.1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ
áÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ É

ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ
ËÏÌØÃÏÍ R. áÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÕ
ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÏ R, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ É ÍÏÖÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ R ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ Ë.Ð.
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ �
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ. ÷ÓÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØÃÁ, ×ÓÔÒÅ-
ÞÁÀÝÉÅÓÑ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÂÕÄÕÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ ÎÅÔÅÒÏ-
×ÙÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÅ ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØÃÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ
ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ
ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ
× ÁÌÇÅÂÒÕ, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÌÏÖÉÍÏÓÔÉ × ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ (ÉÌÉ,
ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, × ÁÌÇÅÂÒÕ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ) É ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØÀ ÍÙ
ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ | ×ÌÏÖÉÍÏÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ.
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úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ïÂÙÞÎÏ ÐÏÄ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØÀ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÅÞÔÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ,
Á ÉÍÅÎÎÏ | ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÐÏ-
ÌÉÎÏÍÏ×. ÷ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÄÔÉ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÕÔÉ É
ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-
ÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ). ïÄÎÁËÏ
× ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ Ó ÜÔÉÍ ÄÅÌÁ ÎÅ ÉÍÅÅÍ.

2. ôÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ. ÷ ÜÔÏÊ
Ó×ÑÚÉ ÈÏÞÅÔÓÑ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ (ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ
ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ), × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n+ 1, ÎÏ
ÎÅ n, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ n-ÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ É × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.3. îÁÚÏ×ÅÍ ÉÄÅÁÌ I ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÎÅÍÕ ÅÓÔØ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. éÄÅÁÌ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ T -ÉÄÅÁÌÏÍ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ: ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ.

íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÕ, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ
ÍÏÄÕÌÅÍ ÒÁÎÇÁ n ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ ÃÅÎÔÒÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ
ÉÄÅÁÌ I ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, ÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ I ÅÓÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ
A=I.

áÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ PIn-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ, ÐÏ-
ÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ n.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÅÓÔØ Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ:

ìÅÍÍÁ 0.1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÏÂÒÙ×Á ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ. 2

ðÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÉÄÅÁÌÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÇÁÔÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ×ÅÄÅÔ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ, Á ÓÁÍÙÍÉ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ T -ÉÄÅÁÌÙ, ÏÔÓÀÄÁ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕ-
ÞÁÅ, Á ÔÁËÖÅ × ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÈ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, ÇÒÕÐÐÁ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×
ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÇÁÔÁ.

ìÅÍÍÁ 0.2 (ï ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×). ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ {I�} { ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ôÏÇÄÁ ÑÄÒÏ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A → ⊕

�
A=I� ÅÓÔØ ⋂

� I�, Á ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ. 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.4. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅ-
ÎÉÅÍ. áÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ n, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÐÏÒÑÄËÁ n Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÏÄ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.2. Á) ìÀÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ
ÓÕÍÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ó×ÏÉÈ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÙÈ ÆÁËÔÏÒÏ× ÐÏ ÉÄÅÁÌÁÍ, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.

Â) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ≥ n ÌÀÂÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÒÑÄËÁ n ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ
× ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Ó×ÏÉÈ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÙÈ ÆÁËÔÏÒÏ× ÐÏÒÑÄËÁ m. 2
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äÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÔÉÐÁ �A ÉÌÉ Â, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍ
ûÐÅÈÔÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ (É ÐÏÎÉÍÁ-
ÅÎÔÓÑ) × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÜÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÙ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏÊ É
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. îÅÔÅÒÏ× ÔÉÐ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔÙ ÏÂÅÓÐÅÞÅÎ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ
ÆÏÒÍ. ÷Ï ×ÓÅÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ × ÒÁÚÄÅÌÁÈ 5 É 6 ÐÏÄ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÏÓÔÀ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ
ÎÅÓ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ, ÒÁ×ÎÏÇÏ ÒÁÎÇÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÎÁÌÏÇ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ × ÏÂ-
ÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ×ÅÒÅÎ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÕÀ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A ÎÁÄ
ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a; b; c É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÑÍÉ a2 = c2 = ba = ca = cb = 0. ÷ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÕÔØ
ÐÏÄÓÌÏ×Á ÓÌÏ×Á ×ÉÄÁ abkc, k ≥ 0. ìÀÂÏÊ ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÎÅ
ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÓÌÏ×Á ×ÉÄÁ abkc ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ
ÓÌÏ× abkic ÇÄÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {ki} ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÎÁÂÏÒÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.3.4). áÌÇÅÂÒÁ A ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ l
×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Ó×ÏÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ×, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ
{abkc = 0}; k = 2s + 1; 4s + 2; : : : ; 2ls + 2l−1; 2l+1s}. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÅÅ ÎÅÓ×ÏÄÉ-
ÍÏÓÔØ. äÁÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ × ÐÒÉÍÅÒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ
(ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÅÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×Ï-
ÂÏÄÎÙÅ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ × ÉÄÅÁÌÅ I ÎÅÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÉÄÅ-
ÁÌÁ J , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ � ×ÓÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ × ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ
ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ker(�) ∩ I = I ∩ J .
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.3. ðÕÓÔØ × ÉÄÅÁÌÅ I ÎÅÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ J .
ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ A=(I+J) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ, ÔÏ A=J ÔÏÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ � { ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ A=J , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ I
ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ, ÒÁ×ÎÏÅ I ∩ J . äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ É ÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ A=(I+J). 2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ I ∩ J , ÓÕÍÍÙ I + J , Á ÔÁËÖÅ
ÓÁÍÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ÎÅ ÑÓÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ J . ðÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÎÅÔ.
÷ÅÒÏÑÔÎÏ, ÐÒÉ ×ÌÏÖÅÎÉÉ × ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÉÄÅÁÌ J ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÛÉÒÉÔØÓÑ,
ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ Ó I. èÏÒÏÛÏ
ÂÙ ÐÏÓÔÏÒÏÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.

òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ É ×ÙÂÏÒ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÕÓÔØ A { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁ. åÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄ-
ÎÕÀ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ~A, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÕÀ Var(A), ×ÌÏÖÅÎÎÕÀ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A
ËÏÌØÃÏÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÕÀ). á ÉÍÅÎÎÏ. âÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ A ËÁË
×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÕÍÎÏÖÁÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÕÀ É ÓÕÍÍÉÒÕÅÍ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÙ ~A. äÌÑ ÎÁÂÏÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ
~A ÂÅÒÅÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁÂÏÒÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÕÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ËÏÎÅÞÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË q = pk. ôÏÇÄÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÅ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÂÕÄÕÔ ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÁÔØ ÎÅ ËÏÌØÃÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× F [−→x ] = F [x1; : : : ; xs], Á ÅÇÏ ÆÁËÔÏÒÕ
Fq[−→x ] ÐÏ T -ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ xq − x = 0. ëÏÌØÃÏ Fq[−→x ] ÔÁËÖÅ
ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ ÌÅÖÉÔ × {∗ ∪ Zp} {
ÆÁËÔÏÒÅ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ N ÐÏ ËÏÎÇÒÕÜÎÃÉÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓËÌÅÊËÏÊ ÞÉÓÅÌ 1 É q. (çÒÁ-
ÄÕÉÒÏ×ËÁ ÒÁÚÌÉÞÁÅÔ ÆÁËÔ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÌÉ ÎÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÏÊ, Á ÔÁËÖÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q − 1.) ôÏÞËÉ ÓÐÅËÔÒÁ ËÏÌØÃÁ Fq[−→x ]
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F .

39



úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ. âÅÒÅÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÁ-
ÂÏÒÙ Ni; i = 1; : : : ; q ÉÚ s · dim(A) ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ s ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ðÕÓÔØ
q { ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ×. ëÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ~A→ A, Á
ÓÁÍÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ~A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

q⊕
i=1

A
ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁ ÓÅÂÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ i-À ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ i-ÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.4. Á) áÌÇÅÂÒÁ ~A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ É
Var( ~A) = Var(A).

Â) òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ~A ËÏÌØÃÏÍ R, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÓÌÅÄÁ
(ÆÏÒÍ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎ. ð.Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 0.8, ËÏÔÏÒÏÅ
ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ. 2

ðÕÓÔØ M { ÎÅÔÅÒÏ× ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØÃÏÍ S. ôÏÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ
⊕i⊗kiM ÔÏÖÅ ÎÅÔÅÒÏ×Á. ðÕÓÔØ A { ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ×ÌÏÖÅÎÎÁÑ × ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅ-
ÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ Â, t = {ti} { ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÂÕË×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× Uk,
× ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕË×Ù ÉÚ t ×ÈÏÄÑÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k ÒÁÚ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÁÌÅÅ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ
ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ A × Uk.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.5. ðÕÓÔØ A { ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁ-
ËÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ M ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F (−→y ;−→� ),
ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÙÛÅ k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ −→� , ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F (−→y ;−→� ) ÎÕÌÀ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Õ ÎÕÌÀ F (−→y ;−→� ) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ −→� ∈Mk. 2

äÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ k. n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× M =
{mi} ⊂ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÁ k, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F , ÓÔÅ-
ÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ {ti} = � ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:
ÅÓÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ mi → ti ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ si → ti ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ si ∈ A ÔÁËÖÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ AV ar(A) < � > É ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ti →
mi; i = 1; : : : ; |�|, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ
ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ A. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÂÏÒ M ËÏÎÅÞÅÎ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ
AV ar(A)<�> × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ⊕kA, k { ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ. üÌÅÍÅÎÔÙ
A ×ÌÏÖÁÔÓÑ ËÁË ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÏÂÒÁÚÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ � ÂÕÄÕÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
ÐÏÒÑÄËÁ k × ÏÂÒÁÚÅ. ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ k Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÁ-
ÂÏÒÁ M, Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ k.

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.5. ðÕÓÔØ B { ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, {�i} { ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ,
{bi}i∈I { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, {�ij}i∈I;j=1;:::m { ÎÁÂÏÒ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ËÏÍ-
ÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ
m ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ

B̂(m) = B[�ij]= id({bmi + �i1bm−1
i + : : :+ �im}i∈I):

åÓÌÉ ÉÎÄÅËÓ i ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÂÅÇÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÓÌÏ×ÁÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ
s ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ B, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÏÂßÅËÔ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÁÎÏ-
ÎÉÞÅÓËÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÄÌÉÎÙ s ÐÏÒÑÄËÁ m É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ B̂(m;s)
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.6. ðÕÓÔØ b ∈ B. òÁÓÛÉÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ B Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ËÏÍÍÕÔÁ-
ÔÉ×ÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ �i, i = 1; : : : ; n − 1 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ
id(bm + �1bm−1 + : : : + �m). áÌÇÅÂÒÁ B ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ × ÜÔÕ
ÁÌÇÅÂÒÕ, Á ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅÍ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ-
ÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ m ÜÌÅÍÅÎÔÁ b. ñÄÒÏ ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-
ÎÉÉ ÐÏÒÑÄËÁ m ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅÍ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ m. áÎÁÌÏ-
ÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ m ÓÉÓÔÅÍÙ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ× {bi}.

ðÕÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÏÒÍ �i(b) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ. üÔÏ
ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï an+�1(a)an−1+· · ·+�n(a) ≡ 0. ôÏÇÄÁ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n,
Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÑÄÒÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅÍ Ë ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{
ëÜÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ m.

çÏ×ÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ B (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÏ×Á
ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ s) \ÎÁÓÉÌØÎÏ" ÓÄÅÌÁÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ m, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ
ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ m (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÌÉÎÙ
s).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ Jk { ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ-
ÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ k ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.

éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 0.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ

ìÅÍÍÁ 0.3 (Ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ). Á) ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-
ÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
ÓÌÅÄÁ. ôÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ s, ÅÓÌÉ s ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ m ÉÌÉ
PIdeg(B).

Â) åÓÌÉ B ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ m, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÑ B → B̂(m), B → B̂(m;s) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÑÍÉ.

×) åÓÌÉ B ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ, Ô.Å. ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÔÏ
ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏ-
ÖÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ R ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ
ÃÅÎÔÒÏÍ Z(R), ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÒÑÄËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ × ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ. ëÁÖÄÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÆÏÒÍÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ m ÔÁËÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÐÏÒÑÄËÁ m.
ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ×ÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ ÔÁËÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ
Ó ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÁËÖÅ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÑÍÉ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ É × ÎÅÁÓ-
ÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ð.Â) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÐÏ{ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÓÐÒÁ-
×ÅÄÌÉ×, Á Ð.Á) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ× ÄÌÑ Ô.Î. ËÕÒÏÛÅ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.7. ðÕÓÔØ B { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, {−→e i}ni=1 { ÅÅ ÂÁÚÉÓ,
{xkl}sk=1

n
l=1 { ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

ÉÚ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ai
∑n

l=1 xil−→e l.

äÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. áÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁ É ÐÏ-
ÒÏÖÄÁÎÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÁÎÁÌÏÇÏ× ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚÌÏÖÅÎÁ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.3.1. (óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØÓÑ
ÔÁËÖÅ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅÃ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ×ÉÄÁ
xqi−x ≡ 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á xqi−x ≡ 0 ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÐÏÌÅ.

41



0.2.2. ìÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ É Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ
ïÐÉÛÅÍ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍ P ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ n ÐÏ ÐÅÒÅ-

ÍÅÎÎÏÊ x. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ∑n
i=1 xi → x É ×ÏÚØÍÅÍ ÓÕÍÍÕ ÞÌÅÎÏ×, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏ ×ÓÅÍ

xi. ðÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÅÊ P . þÁÓÔÉÞÎÏÊ
ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ× ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏÌÉÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÐÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ xi. éÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á P ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÇÏ ÐÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ Q × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Á

Q(x1; : : : ; xn;−→Y ) = P (x1 + : : :+ xn;−→Y )−
∑
i
P (x1 + : : :+ x̂i + : : :+ xn;−→Y )+

+
∑
i<j

P (x1 + : : :+ x̂i + : : :+ x̂j + : : : xn;−→Y )− : : :+

+(−1)n(P (x1;−→Y ) + : : : P (xn;−→Y )):
(−→Y ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÂÏÒ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × P , ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ x)
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ xn ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

∑

�∈Sn
x�(1) : : : x�(n);

Á ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á èÏÌÌÁ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
[[x1; y1]¯ [x2; y2] + [x1; y2]¯ [x2; y1]; z];

ÇÄÅ a¯ b = ab+ ba | ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a É b.
åÓÌÉ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ Q ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ x, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ n! · P . ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ, ÔÏ ×ÓÅ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ.

åÓÌÉ ÖÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ K ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ
ÂÕÄÕÔ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ×ÓÅ ÅÇÏ (ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ) ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ P =∑Pi, ÇÄÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x ×ÈÏÄÉÔ i ÒÁÚ × Pi. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁÍÅÎÕ �x → x,
ÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ P ÐÅÒÅÊÄÅÔ × ∑�iPi. åÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù-
ÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ �j, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÁÎ{äÅÒ{íÏÎÄÁ det(�j i) ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÏÌØ, É
×ÙÄÅÌÉÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Pi ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ. îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ. õÄÏÂÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÓÏ ÓÌÏ-
×ÁÍÉ, Á ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ ÍÏÇÕÔ ×ÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÌÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅ
ËÁÖÄÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÙ ÓÏÒÔÉÒÕÅÍ ÞÌÅÎÙ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÌÏ× ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ, É ÓÕÍÍÙ ÞÌÅÎÏ× ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÒÔÁ ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÔÁËÉÍ ÓÕÍÍÁÍ ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ÎÅ ×Ù×ÏÄÑÝÁÑ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ
T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÍ. ðÕÓÔØ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÊ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
P ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ mr ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ zr. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ∑ zrs → zr
É ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ Hkrs , ×ÏÚÎÉËÁÀÝÕÀ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÒÏ×ÎÏ krs ×ÈÏ-
ÖÄÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ zrs. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ∑ krs = deg(P ). ÷ÅÒÂÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ | ÜÔÏ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ vrs → zrs, ÇÄÅ vrs | ÓÌÏ×Á, × ÜÔÕ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ. îÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ
(krs) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ×ÅÒÂÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. íÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÒÁ×ÎÏ-
ÓÉÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ∑

s �rsvrs → zr. ÷ÅÒÂÁÌØÎÙÊ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ (krs) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÞÌÅÎÏ× ÐÒÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÅ∏

rs �krsrs .
îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.6. Á) åÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

Â) ìÀÂÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÓÌÏ× ×Ï ×ÓÅ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÅ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. üÔÏ
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ Ð.Â.) äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ð.Á) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ×ÔÏÒÙÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÂÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. á ÉÍÅÎÎÏ,
ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ, ËÁË É ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÔÏ
×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. (úÁÍÅÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �pq ÎÁ ��pq. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ∏

rs �krsrs ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÎÁ �kpq . ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÉÅ �j, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÁÎ-äÅÒ-íÏÎÄÁ
det(�j i) ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÌÓÑ × ÎÏÌØ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ×ÙÄÅÌÑÅÍ ÞÌÅÎÙ ÐÒÉ ÓÔÅÐÅÎÑÈ �pq.
ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÁÒÁÍ (p; q)). 2

÷ÅÒÂÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÔÁË. ÷ÓÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÏÊ zr ÒÁÚÍÅÞÁÀÔÓÑ, Ô.Å. ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ krs ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ. úÁÔÅÍ ×Ï ×ÈÏ-
ÖÄÅÎÉÑ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÌÏ×Á, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÓÕÍÍÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÓÐÏÓÏÂÁÍ ÒÁÚÍÅÔËÉ. ÷ÙÂÏÒ ÒÁÚÍÅÔËÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ
ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÓÌÏ× ÎÁ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÏÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ
Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ krs. ÷ÅÒÂÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÐÏ ×ÓÅÍ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁÍ, Ó×ÑÚÁÎ-
ÎÙÍ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ krs. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ \×ÅÒÂÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ" ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ
ÐÏÎÑÔÉÅ \ÓÌÏ×Á" É ÐÏÔÏÍÕ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÅÒÂÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ËÁË ÓÏÏÂÝÉÌ ÍÎÅ á. ò. ëÅÍÅÒ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ×
ÆÏÌØËÌÏÒÅ. á. ÷. çÒÉÛÉÎ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÐÏÈÏÖÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ É ÎÁÚÙ×ÁÌ ÉÈ \ÓÉÍ-
×ÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ". ÷ ÅÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ St1;:::;tnx;a (f) ÅÓÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÏ ×ÓÅÍ
ti ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f |x+P ti→x (ÓÍ.[26], [28]).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×,
×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×Ù×ÏÄÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ T -ÉÄÅÁÌÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ x → x +∑n

i=1 ti. ðÕÓÔØ S { ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ti, f { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Á �S(f) { ÓÕÍÍÁ
ÞÌÅÎÏ×, ÏÂÒÁÚÏ×Á×ÛÉÈÓÑ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ËÁÖÄÏÅ ti ÉÚ S ÈÏÔÑ ÂÙ
ÐÏ ÒÁÚÕ É ÔÏÌØËÏ ÉÈ. åÓÌÉ degx(f) < |S|, ÔÏ �S(f) ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ.

ìÅÍÍÁ 0.4. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÚÑÔÉÑ �S(f) ÎÅ ×Ù×ÏÄÑÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
(ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ S = ∅, Ô.Å. |S| = 0 ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. á × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ{ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

∑

P⊆S
(−1)|P |�P (f) = 0;

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ |S| {
ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S. 2

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÚÑÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÞÌÅÎÏ×, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÅ ti ×ÈÏÄÑÔ × \ÐÏÌÎÏÍ ËÏÍ-
ÐÌÅËÔÅ" (Ô.Å. ×ÈÏÄÉÔ ËÁÖÄÏÅ), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ, ËÏÔÏÒÕÀ
ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÅÊ. ðÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÐÏ ÌÀ-
ÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ×ÓÅÇÄÁ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ. (á ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ | ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ.)
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.8. åÓÌÉ f(x1 + x2;−→y ) ≡ f(x1;−→y ) + f(x2;−→y ) × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ
M, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ f
ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÐÏ x, ÔÏ ÔÏÇÄÁ f(�x;−→y ) = �qf(x;−→y ) (� ∈ F) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ q = pk, p =
ch(F). þÉÓÌÏ q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
x.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ
ÐÏÌÑ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÅÇÏ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ.

ìÅÍÍÁ 0.5. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ci; i = 1; : : : ; s ×ÈÏÄÑÔ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

P = d0c1d1 · · · csds:
é ÐÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ R ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ci
ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÅ×Á, ÐÒÉÞÅÍ ÓÒÁÚÕ ÎÁ ×ÓÅÈ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ (É ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅ ÚÁ-
×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÁÐÉÓÉ), ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r ∈ R ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔ
Pr = d0rc1 · · · rcsds. ðÕÓÔØ ri | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÚÁÍÅÎÙ ci → rci, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ i-À
ÐÏÚÉÃÉÀ. ðÕÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ F ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ôÏÇÄÁ ÎÁ P ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ËÏÌØÃÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ri.

0.2.3. óÌÅÄÙ É ÆÏÒÍÙ
ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÅ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÅÅ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÌÅÄÁ (× ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-
ÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ | ÔÁËÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÆÏÒÍ), ÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÕÖÅ
ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÅÔÅÒÏ× ÔÉÐ. ãÅÌØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÏÂÙÞÎÏ × ÔÏÍ,
ÞÔÏ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ I ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ
ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ËÏÌØÃÁ ÆÏÒÍ. ïÎ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ÒÁÓ-
ÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏ ÔÁËÏ×Á:
ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÃÅÐÏÞËÉ T -ÉÄÅÁÌÏ× �i ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ ÐÅÒÅ-
ÓÅÞÅÎÉÑ �i ∩ I, É ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Ë ÆÁËÔÏÒÁÍ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ
ÓÌÅÄÙ, ÆÏÒÍÙ É ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ (Ó ÆÏÒÍÁÍÉ).

ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ×Õ, ÔÁËÏ×Ï. ðÕÓÔØ
f(−→x ;−→y ) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÐÏ −→x = (x1; : : : ; xn),
V { ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ xi, ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End(V ). ôÏÇÄÁ
f(A ·−→x ;−→y ) = f(Ax1; : : : ; Axn;−→y ) = det(A)f(−→x ;−→y ). ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ.
ðÏÌÏÖÉÍ A = E + ta. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ t:

f(A·−→x ;−→y ) =
( n∑

k=0
�k(a)tk

)
f(−→x ;−→y );

ÇÄÅ �k(a) ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ a. ïÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÌÅÄÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ∧k(a), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ∧k(V ). üÔÏÔ ÓÌÅÄ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ
ÇÌÁ×ÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÐÏÒÑÄËÁ k Õ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ a. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �1(a) = Tr(a),
�n(a) = det(a), �0(a) = 1.

åÓÌÉ A = E + ∑ tiai, ÔÏ

det(A) =
∑
−→k

tk1
1 · · · tkss �k1;:::;ks(ai1 ; : : : ; ais);

ÇÄÅ s { ÞÉÓÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÁ −→k (ÒÁÚÎÏÅ ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÈ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ−→k ), ÆÏÒÍÁ �k1;:::;ks ÅÓÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ ÆÏÒÍÙ �P ki .
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÷ÅÌÉÞÉÎÁ �k1;:::;ks ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÐÏÒÑÄËÁ k = ∑ ki, Õ ËÏÔÏ-
ÒÙÈ k1 ÓÔÏÌÂÃÏ× ×ÚÑÔÙ ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ a1, k2 ÓÔÏÌÂÃÏ× | ÏÔ a2 É Ô.Ä. óÕÍÍÁ ÂÅ-
ÒÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÐÏ ×ÓÅÍ ÓÐÏÓÏÂÁÍ ×ÙÂÏÒÁ ÓÔÏÌÂÃÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ki = 1, ÔÏ
�k1;:::;ks(a1; : : : ; as) ÅÓÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÙÊ ÏÂßÅÍ. ïÎ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× s-ÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ s-Ê ÓÔÏÌÂÅÃ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó s-Í ÓÔÏÌÂÃÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÉ-
ÎÏÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ �(s). óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÍÉÎÏÒÁÍ É ÐÏ ×ÓÅÍ
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ � ∈ Ss.

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÎÑÔÉÊ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (ÄÌÑ ÐÏÄÒÏÂÎÏÇÏ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Á | ÓÍ. ËÎÉÇÕ [152]). òÁÚÂÉÅÎÉÅÍ P ÞÉÓÌÁ
n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ n × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ n = ∑n�, ÐÒÉÞÅÍ n1 ≥ · · · ≥ ns > 0.
|P| = ∑ni = n. ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ P ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ mP =∑

I �n�i� .
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ mP ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË-

ÃÉÊ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-
ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ek.

åÓÌÉ {�i} { ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ a, ÔÏ {�i1 · · ·�ik} ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ∧k a É ×ÅÌÉÞÉÎÁ

�k(a) =
∑

i1<···<ik
�i1 · · ·�ik

ÒÁ×ÎÁ k-Ê ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ek ÏÔ ÎÁÂÏÒÁ {�i}.
ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÉ ek ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÆÏÒÍÁ �k, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÏÔ ek { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ

ÆÏÒÍ �k. óÕÍÍÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÕ Ë ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ
ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ a É ÓÌÅÄ ÒÁ×ÅÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ), Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ
| ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. e1 É ÆÕÎËÃÉÑ �1 ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÓÌÅÄÁ, Á ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔÅÌÀ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ | ÆÏÒÍÁ �n.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ P ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ
�i, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ×ÅÌÉÞÉÎÁ 	P , Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ÆÏÒÍ 	k. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ r ÎÁ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ pr = ∑�ri . ðÒÉ
ÜÔÏÍ 	r(a) = Tr(ar).

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÌÀÂÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ
ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ pr É ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÅÄÁÍÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p
ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ p = 2, n = 2, �1 = �2, ÔÏ pr(�) = 0, Á e2(�) = �2

1 6=
0). ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔØÀ É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙÍ
ÎÕÌÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÓÌÅÄÁ | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ p Ó
ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÄÏÌØ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.

íÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á Ó ÆÏÒÍÁÍÉ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ
ÍÁÔÒÉÃ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï Tr(xp) = Tr(x)p. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÙ 	 ÉÍÅÅÔ ÍÅ-
ÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 	n(xp) = 	p

n(x). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ× Ó ÆÏÒÍÁÍÉ, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÈÓÑ
× ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ïÎÏ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ ÏÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÔ×ÅÞÁ-
ÀÝÉÈ ÆÏÒÍÁÍ. þÔÏÂÙ × ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ
a.

ôÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á Ó ÆÏÒÍÁÍÉ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ É ÉÈ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ
×ÓÅÇÄÁ ÐÏÓÔÕÌÉÒÕÅÍ. åÓÌÉ ÒÁÂÏÔÁ ÉÄÅÔ Ó ÆÏÒÍÁÍÉ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍÉ ×Ù-
ÒÁÖÅÎÉÑÍ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍ 	n, ÔÏ ÐÏÓÔÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.

éÚÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÉÄÅÑ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ×Õ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÏ×, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÅÄÙ (ÆÏÒÍÙ), ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ
× ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n. ðÕÓÔØ
f(x1; : : : ; xn2 ;−→y ) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ëÁÐÅÌÌÉ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÐÏ x.
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ôÏÇÄÁ f(a−→x ;−→y ) = det(a)nf(−→x ;−→y ). áÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅ-
ÍÁÑ ËÁË ÌÅ×ÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÓÁÍÏÊ ÓÏÂÏÊ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ n ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ×
ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ V . îÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ a ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ a × V , ÐÏ×ÔÏÒÅÎ-
ÎÙÊ n ÒÁÚ. k-Ñ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ

�̂k(a)f(x1; : : : ; xn2 ;−→y ) =
∑

I⊆{1;:::;n2};|I|=k
f(x1; : : : ; xn2 ;−→y )|xi=axi;i∈I

ÅÓÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ.
ïÎÁ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÏÒÍÙ 	P

∑

|P|=k

∏
ni∈P

(n
ni

)
	P

(Á ÆÏÒÍÙ 	P ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÏÒÍÙ �k).
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �̂1(a) = nTr(a), �̂n2(a) = det(a)n. ðÏÜÔÏÍÕ

nTr(Z)C(x1; : : : ; xn2 ; y1; : : : ; yn2) =
n2∑
i=1

C(x1; : : : ; xn2 ; y1; : : : ; yn2)|xi=Zxi

ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ −→y ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÏËÌÁÄËÁÍÉ.
íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÔÏÌØËÏ Ó ÆÏÒÍÁÍÉ ÔÉÐÁ �̂k É ÚÎÁË^ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ. (úÁ-

ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ ë. á. úÕÂÒÉÌÉÎÁ, ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.9, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÁÍÉ �k ÃÅÌÏ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÆÏÒÍÁÍÉ �̂k.)

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. áÌÇÅÂÒÁ ÌÉÎÅÊ-
ÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ n × n ÍÁÔÒÉÃ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ËÁË n2-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ É
ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÁ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ. ïÐÅÒÁÔÏÒ L(a) ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a É ÏÐÅÒÁÔÏÒ
R(b) ÐÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ b ÐÒÉ ×ÓÅÈ a É b ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.

åÓÌÉ {�i} ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ a, Á {�j} { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ b, ÔÏ ÎÁÂÏÒ {�i�j} ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁ L(a)R(b). ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ \Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÆÏÒÍ".
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �̂k(L(a)R(b)). ïÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:

�̂k(L(a)R(b))f(x1; : : : ; xn2 ;−→y ) =
∑

I⊆{1;:::;n2};|I|=k
f(x1; : : : ; xn2 ;−→y )|xi=axib;i∈I

É ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÔÉÐÁ 	(a), 	(b):

�̂k(L(a)R(b)) =
∑

|P1|=|P2|=k
	P1(a)	P2(b)�(P1;P2);

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ �(P1;P2) ÅÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ P1 É P2. ïÎ ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ÓÐÏÓÏÂÏ× , ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÂßÅËÔÙ, ÒÁÚÂÉÔÙÅ ÎÁ
ÇÒÕÐÐÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó P1, ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÇÒÕÐÐÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó P2 ÔÁË,
ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÂÙÌÏ ÏÂßÅËÔÏ×, Ä×Á ÒÁÚÁ ÐÏÐÁ×ÛÉÈ × ÏÄÎÕ ÇÒÕÐÐÕ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ k = 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

Tr(a) Tr(b)C(x1; : : : ; xn2 ; y1; : : : ; yn2) =

=
n2∑
i=1

C(x1; : : : ; xn2 ; y1; : : : ; yn2)|xi=axib:
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á ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ k = n2 { ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

C(ax1b; : : : ; axn2b; y1; : : : ; yn2) = det(a)n det(b)nC(x1; : : : ; xn2 ; y1; : : : ; yn2):

íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÕÞÁÊ ÆÏÒÍ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. þÔÏ
ËÁÓÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÏÎÉ É ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÎÉÈ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ
ÐÕÔÅÍ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÏÔ ÆÏÒÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÉÄ
ÜÔÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁÍ ÎÅ ×ÁÖÅÎ, ÏÎ ÚÄÅÓØ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ.

óÕÍÍÉÒÕÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ
ÆÁËÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ:

ôÅÏÒÅÍÁ (à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ×). Á) ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n2 + 1 É ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁ-
ÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n2.

Â) éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (xi | ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÀÔÓÑ, yi | \ÐÒÏËÌÁÄËÉ"):

nTr(Z)C(x1; : : : ; xn2 ; y1; : : : ; yn2)

=
n2∑
i=1

C(x1; : : : ; xn2 ; y1; : : : ; yn2)|xi=Zxi ; (2)

det(Z)C(x1; : : : ; xn2 ; y1; : : : ; yn2) = C(Zx1; : : : ; Zxn2 ; y1; : : : ; yn2) =
= C(x1; : : : ; xn2 ; y1; : : : ; yn2)|xi=Zxi∀i

(3)

Tr(Z1) Tr(Z2)C(x1; : : : ; xn2 ; y1; : : : ; yn2) =

=
n2∑
i=1

C(x1; : : : ; xn2 ; y1; : : : ; yn2)|xi=Z1xiZ2 (4)

×) óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ:

Zn =
n2∑
i=1

C(x1; : : : ; xn2 ; yi+1; : : : ; yn2 ; y1; : : : ; yi):

2

(òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4) ÐÏÌÅÚÎÏ ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÙ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ)
ðÏÌÉÎÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ É ÅÇÏ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÑ ÌÅÖÁÔ × ÃÅÎÔÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ òÁÚÍÙÓÌÏ×Á Zk ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÔÁË. úÁÐÉ-
ÛÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Cn2 ÐÏ ËÏÌØÃÕ. úÁÔÅÍ ÒÁÚÏÒ×ÅÍ ËÏÌØÃÏ ×Ï ×ÓÅ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ (ÓÒÁÚÕ ÐÏÓÌÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi) É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ
ÓÌÏÖÉÍ. ðÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ ÂÁÚÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÃÅÎ-
ÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ü. æÏÒÍÁÎÅËÁ [144]. åÇÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2.7
ÎÁ ÓÔÒ. 153.

2. ÷ÐÅÒ×ÙÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ c(x) ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁ-
ÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ k ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÙÌ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÷. î. ìÁÔÙÛÅ×ÙÍ É
á. ì. ûÍÅÌØËÉÎÙÍ:

c(x) =
k−1∏
m=1

(xqm − x)(qk−1)k

(
xqk − x
P (x)

)(qk−1)k

;
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ÇÄÅ P (x) { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k × ÐÏÌÅ Fq.
3. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ × ÏÓÎÏ×Å ÆÏÒÍÕÌ òÁÚÍÙÓÌÏ×Á, ÔÁËÏ×Á. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉÞ-

ÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ n2 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
{xi}, B { ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÁÔÒÉÃ, ÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ
xi → B(xi) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ F ÎÁ det(B). æÏÒÍÕÌÙ òÁÚÍÙÓÌÏ×Á
ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ËÏÇÄÁ B ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
ÎÁ Z ÉÌÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ Z1 É ÐÒÁ×ÏÇÏ { ÎÁ Z2.

ëÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ Zn
ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ × ÎÕÌØ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n. ïÄÎÁËÏ
× ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÜÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÔÁË (Á ÉÍÅÎÎÏ, ËÏÇÄÁ p
ÄÅÌÉÔ n). . ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÌ à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ×, × ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ
n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ
× ÎÕÌØ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁÈ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. üÔÏÔ ÐÏÌÉÎÏÍ ÕÓÔÏÊÞÉ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÅÄÙ (ÆÏÒÍÙ) É ÂÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ Zn. õÓÔÏÊÞÉ-
×ÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÅÄ (ÆÏÒÍÕ) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ
ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, Á ÎÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ, ×ÓÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ∑ xki . ôÏÇÄÁ ×
ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.7. íÁÔÒÉÃÁ Z ÐÏÒÑÄËÁ k ÃÅÌÁ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ

{Tr(Z); : : : ;Tr(Zk)}:

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÙ
(ÓÕÍÍÙ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÐÏÒÑÄËÁ 1), ÎÏ É ÓÕÍÍÙ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ. ôÁËÉÅ ÓÕÍÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÍÉ.

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ (ÅÓÌÉ
×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÍÅÒÎÁ) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.8. Á) ðÕÓÔØ Y | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ 2n ÁÌÇÅÂÒÙ
ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ Mn, Z ÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÅÄÏ×:

Z = {Tr(ykji )|yi ∈ Y; 0 < kj ≤ deg(A)}:

ôÏÇÄÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Mn[Z] ÁÌÇÅÂÒÙ Mn ÃÅÌÏ ÎÁÄ K[Z] É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÍÏ-
ÄÕÌÅÍ.

Â) áÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ (ÆÏÒÍÁÍÉ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ
ÎÁÄ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÌÅÄÁ (×ÚÑÔÉÑ ÆÏÒÍÙ). úÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×
ÓÁÍÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 0.1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×É-
ÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Â ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
ÓÌÅÄÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÔÉÐÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. (óÌÅÄÙ (ÆÏÒÍÙ) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-
ÎÉÑ.)

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. åÓÌÉ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØÀ ×ÙÓÏÔÙ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒ 2n × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ Y ÍÏÖÎÏ
ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒ n (Á × ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ | ÎÁ PIdeg(A)).

2. åÓÌÉ ch(K) > 0, ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÊ ÆÏÒÍ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÉÚ Y .
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ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÌÀÂÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ S�1 · · ·S�k+1f = 0; ÇÄÅ |�i| =
m+ 1 ÐÒÉ ×ÓÅÈ i, S� ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ �.

ðÕÓÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÎÁÂÏÒÁÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
ÉÚ �i, ÇÄÅ |�i| = n+ 1 ÐÒÉ i > 0 É |�0| = |�′0| = n. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ g ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
g = S�0S�′0S�1 · · ·S�kf . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÆÏÒÍÙ
�k(x) (ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ g) ÎÁ T(g) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

�k(x) =
∑

I⊂{1;:::n};|I|=k
g|ai=xai∀i∈I ; ÇÄÅ ai ∈ �0:

ðÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ 	(x1; : : : ; xk), ËÏÔÏÒÙÊ
×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:

	(x1; : : : ; xk) =
∑

i1<···<ik
g|ai�=xai� ; ÇÄÅ ai� ∈ �0:

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏ x ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÓÌÅÄÁ Tr(x) =
�1(x):

Tr(x)g =
k∑
i=1

g|ai=xai ; ÇÄÅ ai ∈ �0:

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÓÓÙÌÏË. ïÎÏ ÓÕÍÍÉÒÕÅÔ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÚÄÅÌÁ 2.1. ïÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ × ÒÁÂÏÔÅ ë. á. úÕÂÒÉÌÉÎÁ [42] ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.9. ðÕÓÔØ g ∈ S(D), g = S�0S�′0S�1 : : : S�d(f), D { ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ
ëÅÍÅÒÁ, |�0| = |�′0| = m, |�i| = m+ 1; i = 1; : : : ; d = d(A). ôÏÇÄÁ

Á) ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. ÷ ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, Tr(x) Tr(y) = Tr(y) Tr(x).

Â) Tr(ab) = Tr(ba).
×) ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z =∈ ∪�i. ðÏÌÏÖÉÍ gh = g|h→z.

ðÕÓÔØ h(k) = h′akh′′, g(k) = gh(k).
ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (\ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÜÌÉ"):

g(n) =
n∑

k=1
�k(a)g(n−k):

Ç) ðÕÓÔØ h ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÀ Ë çÁÍÉÌØÔÏÎÕ{ëÜÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n. ôÏÇÄÁ
gh = 0.

Ä) ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T(g), ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏ ÎÁÂÏÒÁÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ �i,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ �k É ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÅÄÓÔÁ×É-
ÍÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ.

Å) ðÕÓÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z =∈ ∪�i Á ÔÁËÖÅ
ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÎÁÂÏÒÁÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ �i; ÇÄÅ |�i| = n + 1
ÐÒÉ i > 0, |�0| = n (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÉÔÕÁÃÉÉ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÕÎËÔÁÈ, ÎÁÂÏÒ �′0
ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ).

ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÎÁÌÏÇ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ:

g(n) =
n∑

k=1
�k(a)g(n−k):

é ÅÓÌÉ h ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÀ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÀ ÐÏÒÑÄËÁ m, ÔÏ gh = 0.
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Ö) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ

� = �0 ∪ �′0 ∪
⋃
i>0

�i

É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �0, �′0 É ËÁÖÄÏÇÏ �i (i > 0), ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ.
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ. 2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ
ÓÔÒÏÉÔÓÑ É ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ. äÌÑ ÎÉÈ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ× ÁÎÁÌÏÇ
ÌÅÍÍÙ 0.3. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 0.9, ÔÏ ÅÇÏ ÁÎÁÌÏÇ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ× × ÓÁÍÏÍ ÏÂ-
ÝÅÍ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ni-ÁÒÎÙÈ
ÏÐÅÒÁÃÉÊ (ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ [42], ÁÎÁÌÏÇ Ð.Ö) É ×ÅÒÅÎ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ Ô.Î. ËÕÒÏÛÅ×ÙÈ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÊ.

óÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ÔÉÐÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ M1o · · ·oMk ÉÚ Var(A). üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ×ËÌÀÞÁÅÔ ×
ÓÅÂÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ PIdeg(A) (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÍÁÔÒÉÃ ÉÚ Var(A))
É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ìÁÔÙÛÅ×Á (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÉÚ
Var(A)). üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÎÏÔÉÐÎÙÈ ËÌÅÔÏË × ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ {
ÐÁÒÁÍÅÔÒ b(A) ëÅÍÅÒÁ { ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ
ÔÉÐÁ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï á. ò. ëÅÍÅÒÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÉÓÐÏÌØ-
ÚÕÅÔ Ä×ÏÊÎÕÀ ÉÎÄÕËÃÉÀ: ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÍÕ ÔÉÐÕ É ÐÏ ÉÎÄÅËÓÕ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÒÁÄÉËÁÌÁ.

0.2.4. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ÓÕÐÅÒÉÏÒÉÚÁÃÉÑ
äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ËÒÁÔËÏÍÕ ÏÂÚÏÒÕ ÔÅÏÒÉÉ ÓÕÐÅÒ{ÔÏÖÄÅÓÔ× × Ó×ÑÚÉ ÓÏ

Ó×ÅÄÅÎÉÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ, ÎÏ ÓÕÐÅÒ-
ÓÌÕÞÁÀ.

T2-ÉÄÅÁÌÏÍ × ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÓÕÐÅÒ-
ÔÏÖÄÅÓÔ× ÉÌÉ ÉÄÅÁÌÏÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚ-
ÍÏ× Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÓÕÐÅÒÓÔÒÕËÔÕÒÕ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÀÔÓÑ T2-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

óÌÏ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÎÅÍ ÎÅ ÂÏ-
ÌÅÅ ÞÅÍ ÐÏ ÒÁÚÕ. þÅÒÅÚ cM(n) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÏÔ ÂÕË× x1; : : : ; xn × Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M. æÕÎË-
ÃÉÑ cM(n) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÏÓÔÁ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, Á ÒÑÄ ∑ cM(n)tn { ÒÑÄÏÍ
ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ. üÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ á. òÅÇÅ×ÙÍ. åÓÌÉ cM(n) ∼ e(M)n,
ÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ e = e(M)n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M. åÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï-
×ÁÎÉÅ É ÃÅÏÏÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÉÓÔÉËÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ × ÒÁÂÏÔÅ [136] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [137]). ÷ÏÐÒÏÓ Ï ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ
ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.

ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
f ÓÔÅÐÅÎÉ m. üÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 0.2.2).
ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ f ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ, Ó ËÁÖÄÙÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ g ÓÔÅÐÅÎÉ n
ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ F[Sn]-ÍÏÄÕÌØ N(g) ⊂ T(g) ÎÁÄ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Sn.

åÓÌÉ ch(F) = 0, ÔÏ ÍÏÄÕÌØ N(g) ×ÐÏÌÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ É ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ
ÓÕÍÍÕ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ. óÔÒÏËÉ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-
ÒÏ×ÁÎÉÀ, Á ÓÔÏÌÂÃÙ | ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÀ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÔÏÞÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÍ.
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ëÁÖÄÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ � ∈ Sn ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÃÉËÌÏ× ÂÅÚ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.
îÁÂÏÒÕ ÄÌÉÎ ÜÔÉÈ ÃÉËÌÏ×, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ × ÐÏÒÑÄËÅ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ, ÏÔ×Å-
ÞÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ. ä×Å ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ.

ðÕÓÔØD { ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÉÚ n ËÌÅÔÏË. òÁÚÍÅÝÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; n! ÐÏ ËÌÅÔËÁÍ
D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÅÊ àÎÇÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ D�. óÔÒÏËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ D� ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎ n1; : : : ; nh. ïÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ,
Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÃÉËÌÏ×. ðÏ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ D� ÐÏÓÔÒÏÉÍ
ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ eD� ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

eD� =
∑

�∈RD� ;�∈CD�
(−1)���;

ÇÄÅ RD� É CD� ÓÕÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Sn, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÙ × D�.

üÌÅÍÅÎÔ eD� ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÕ É ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÌÅ×ÙÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ
K[Sn]-ÍÏÄÕÌØ MD� . (åÓÌÉ ch(K) = p > 0, ÔÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ D p-ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ).

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÑ MD� ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ D É ÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ËÒÀËÏ×:

dim(MD�) = dim(MD) = n!∏
ij hij(D) : (5)

úÄÅÓØ ÐÁÒÙ ÉÎÄÅËÓÏ× ij ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ËÌÅÔËÁÍ D, É hij(D) = (ni − i) + (n′j − j) + 1
ÅÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ËÒÀËÁ; ni { ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË × i-Ê ÓÔÒÏËÅ, n′j { × j-ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ.

ðÕÓÔØ D ÅÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÍÅÒÁ k × k, ÔÏ n = k2. ÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
óÔÉÒÌÉÎÇÁ n! ∼ √

2�n(n=e)n É ÏÃÅÎËÁÍÉ

exp
(∫ k

1

∫ k

1
(x+ y − 1) ln(x+ y − 1)dxdy

)
<

∏
ij
hij(D) <

< exp
(∫ k

1

∫ k

1
(x+ y) ln(x+ y)dxdy

)
;

ÉÍÅÅÍ:
∏
ij
hij(D) ∼ exp

(
k2 ln(k) + k2(2 ln 2− 1=2)

)
= nn=222ne−n=2:

îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ

√
2�(n− 1)

(n− 1
16e

)(n−1)=2
< dim(MD) <

√
2�n

( n
16e

)n=2
: (6)

ëÁÖÄÙÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ K[Sn]-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ × K[Sn] ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ×ÉÄÁ∑ kD�eD� , ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÔÁÂÌÉÃÁÍ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ É ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÔ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.
çÒÕÐÐÏ×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ Ó×ÏÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÂÒÁÚÏ× ÐÏ ×ÓÅÍ
ÔÁËÉÍ ËÌÁÓÓÁÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁ-
ÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ, ÒÁ×ÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. é ÓÕÍÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ,
ËÌÁÓÓ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D, ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÇÒÕÐ-
ÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ K[Sn]. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×
ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÁ n! ÉÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ×ÓÅÊ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.
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óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ K[Sn]-ÍÏÄÕÌÅÊ É
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ K[Sn−1].

ìÅÍÍÁ 0.6 (ï ×ÅÔ×ÌÅÎÉÉ). ðÕÓÔØ K { ÐÏÌÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, É ÐÕÓÔØ
M { ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ K[Sn]-ÍÏÄÕÌØ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ D, M ′ { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ M ,
Ô.Å. ÍÏÄÕÌØ M , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÁË K[Sn−1]-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ M ′ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ
ÓÕÍÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ D ÐÕÔÅÍ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÏÄ-
ÎÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÉ. 2

èÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÌÅÄÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ.
úÎÁÞÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ × ÅÄÉÎÉÃÅ ÒÁ×ÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0 ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ p-
ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (É ÔÁÂÌÉÃÙ) àÎÇÁ, Ô.Å. ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ p ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÒÏË.
çÒÕÐÐÏ×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ K[Sn] ÐÒÉ n ≥ p ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ (Á ÐÒÉ n < p Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ), ÎÏ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ, ÆÁËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ
ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ K[Sn]-ÍÏÄÕÌÑÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ p-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÔÁÂÌÉÃÁÍ àÎÇÁ.

äÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, ×ÓÅ ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ p-ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ p. ÷ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ
Dm ÉÚ m = n(n + 1)=2 ËÌÅÔÏË, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ 1; 2; : : : ; n. Sm-ÍÏÄÕÌÉ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Dm, ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p É ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ×ÙÞÉÓÌÑ-
ÅÍÕÀ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÒÀËÏ×. üÔÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÔÁË:

√ �
(2m)1=2e2−mm1=2(m−√m)e−

√
18m < dim(MDm) <

√ �
(2m)1=2e2−mm1=2(m−√m):

(7)

ëÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ � = ∑
� ��� ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
 (�) =

∑
�
��x�(1) : : : x�(n):

üÌÅÍÅÎÔÁÍ ×ÉÄÁ  (∑ kD�eD�) ÏÔ×ÅÞÁÀÔ \ÓÁÍÙÅ ÓÌÁÂÙÅ" ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÉÌÉ ÎÅÐÒÉ-
×ÏÄÉÍÙÅ K[Sn]-ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.

îÁÌÉÞÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× kD� ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ
ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×. ïÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ Ñ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ (\ÇÁÛÅÎÉÅ ÐÕÔÅÊ",
×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÒÁÄÉËÁÌÁ × ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ ÁÎÆÉÌÁÄÁÈ) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÇÌÁ×Å 4.

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Sn ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ É ÎÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÈ É ×ÓÅ
ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.

÷ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ× É ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ
ÜÔÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ, ×ÅÓØÍÁ ÚÁÇÁÄÏÞÎÁ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÒÕÇÕÀ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×
(ÉÎÁÞÅ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ûÐÅÈÔÁ ÌÅÇËÏ ÂÙ ÒÅÛÁÌÁÓØ). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÃÅÎËÉ
ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÕÔÉ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÁÖÎÙÅ ÆÁËÔÙ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÉÌØÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄ-
ÍÏÄÕÌØ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D, ÔÏ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ×ÓÅ
ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á. åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ × M, ÚÁÄÁÅÔ ÓÉÌØÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï × M, ÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ. òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ f ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï × M, ÔÏ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÎÏÍ ×ÉÄÁ uxiv ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÍÏÎÏÍ
vxiu, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ′ ÅÓÔØ ÓÎÏ×Á ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï × M. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
× ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÎÅÔ.
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äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ D′ ⊂ D, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÍÏÄÕÌÀ
Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D, × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 0.6 Ï ×ÅÔ×ÌÅÎÉÉ ÅÓÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÇÏ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×Á, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ ÍÏÄÕÌÀ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D′. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ D′ ⊂ D,
ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÉÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ D, ÅÓÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÉÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ D′. ìÀÂÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ-
ÎÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÌÀÂÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÓÉÓÔÅÍ ÓÉÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÓÔÁÂÉÌÉÚÉ-
ÒÕÅÔÓÑ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ á. å. úÁÌÅÓÓËÏÇÏ [38] Ï ÓÌÁÂÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ
ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÆÉÎÉÔÁÒÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÌÀÂÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÉÓÔÉËÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÏÊ (× ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÕ ÒÁÚ-
ÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ËÁË ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÉÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ
ÔÏÖÄÅÓÔ× ÔÁË ÞÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÄÏÂÁ×ÉÔØ).

ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ deg(f)-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍÉ, ×ÍÅÓÔÅ Ó T(f) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÌÉÌÉ-
ÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ×, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ck(M) ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ k, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ m = deg(f)-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍÉ.

÷. î. ìÁÔÙÛÅ× [68] ÐÏÌÕÞÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÃÅÎËÉ:

ôÅÏÒÅÍÁ (÷. î. ìÁÔÙÛÅ×). ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ R ÉÚ ÓÉÍ-
×ÏÌÏ× x1; : : : ; xR, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍÉ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (m− 1)2R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó ËÁÖÄÙÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ u ÏÔ x1; : : : ; xR Ó×ÑÖÅÍ ÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÇÏ ÂÕË×. á ÉÍÅÎÎÏ, xi ≺ xj,
ÅÓÌÉ i < j É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÕË×Á xi ÓÔÏÉÔ × ÓÌÏ×Å u ÌÅ×ÅÅ. ðÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÂÕË× × ÓÌÏ×Å).

åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï u ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ, ÔÏ ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ×
ÄÁÎÎÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅÔ ÁÎÔÉÃÅÐÅÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ m. îÏ ÔÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ
äÉÌ×ÏÒÓÁ, ÓÁÍÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ m− 1 ÃÅÐØ.

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÚÉÃÉÊ × ÓÌÏ×Å u ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × m−1
Ã×ÅÔ, ÞÔÏ ÂÕË×Ù, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÐÏÚÉÃÉÑÈ ÏÄÎÏÇÏ Ã×ÅÔÁ, ÉÄÕÔ × ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ.

äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏ Ã×ÅÔÁÍ ÂÕË× É ÐÏ
Ã×ÅÔÁÍ ÐÏÚÉÃÉÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï u, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÓËÒÁÓÏË ×
m− 1 Ã×ÅÔ R-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏ (m− 1)R, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÔÁËÉÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÄÌÑ ÐÁÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁ×ÎÏ (m− 1)2R. 2

äÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. úÁÍÅÔÉ×, ÞÔÏ (m4=2)! > (m− 1)2m4 , ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 0.2. ÷ PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÐÏÒÑÄËÁ m4. 2

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÍÅÓÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ D ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ É, ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÏÃÅÎËÁÍÉ ÎÁ dim(MD) ÄÌÑ ÎÅÅ, ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
× ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÐÏÒÑÄËÁ 3m4.

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÁËÖÅ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ òÅÇÅ×Á, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ
ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÅÓÔØ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÄÒÕÇÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D ÉÚ n ËÌÅÔÏË, ÂÏÌØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÌÉ-
ÎÏÍÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ n ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ×ÈÏÄÑÔ Ó
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ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×
× ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ m Ó ÏÃÅÎËÁÍÉ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÍÉ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ,
ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.10. ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×Ï ÓÔÅÐÅÎÉ m. é ÐÕÓÔØ D ÅÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ k × k, n = k2, m = deg(M), D′

ÅÓÔØ ÔÁÂÌÉÃÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ k ÓÔÏÌÂÃÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ 1; : : : ; k, n′ = k(k + 1)=2. ôÏÇÄÁ
Á) åÓÌÉ ch(F) = 0 É n ≥ 16em4, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ

D, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × M. åÓÌÉ ch(F) ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁ É n′ ≥ 3e3m4, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×Ï, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D′, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × M.

Â) åÓÌÉ ch(F) = 0 É n ≥ 16em8, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÐÏÒÑÄËÁ
m, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × M. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × M ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÌÀÂÏÅ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D′ ⊇ D (ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ
D′, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ n′ ≥ 10e3m8). 2

ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ð.Â) ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-
ÔÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔ:
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.11. ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×Ï ÓÔÅÐÅÎÉ m. åÓÌÉ k > 4√e deg(M)4, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉ-
ÍÏÇÏ F[Sn]-ÍÏÄÕÌÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
Ë×ÁÄÒÁÔ k × k, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × T(f).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÑÈ ÏÂÅÉÈ ÐÕÎËÔÏ× ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 0.10 ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ
ÐÒÉÌÁÇÁÔÅÌØÎÏÅ \ÓÉÌØÎÙÊ" (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.1). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ
ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.12. ðÕÓÔØ � { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ-
ÂÏÒ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× {�t} ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ∈ Sn É ÌÀÂÙÈ xt,
yt ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ � ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∑

�∈Sn
��y0x�(�(1))y1 : : : x�(�(n))yn = 0:

2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ F[Sn]-ÍÏÄÕÌÑ, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ë×ÁÄÒÁÔ deg(f)2 × deg(f)2, ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÐÏ ÓÒÁ×-
ÎÅÎÉÀ Ó ÌÀÂÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÁÌÇÅÂÒÁ ÷ÉÔÔÁ | ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ
ÐÏÌÅÊ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ c ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÒÏÓÔÏÍ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ. ïÄ-
ÎÁËÏ, ÄÁÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ W1 ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍ ÍÏÇÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ.

éÈ ÕÓÐÅÛÎÏÓÔØ × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎ-
ÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÐÏÒÑÄËÁ l ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ 2l−1. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÜÔÏ
ÎÅ ÔÁË, É ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÐÏÒÑÄËÁ l ÍÏÖÅÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÁÍÉ ×ÙÓÏËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ (ÍÅÖÄÕ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÍÏÇÕÔ ÓÔÏÑÔØ
ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÐÒÏËÌÁÄËÉ). ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÕÓÌÏ×ÉÅ \ÓÂÏÒËÉ" ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÕÄÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÅ ÖÅ
ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÞÔÏ É × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

åÓÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× (ÔÁ-
ËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ API-ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ), ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 0.12, 0.10,
0.11 ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ É ×ÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÓÕÐÅÒÉÏÒÉÚÁÃÉÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÔ, ÓÍ.
[15]. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ PI-ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÆÕÎËÃÉÑ cM(n) ÍÏÖÅÔ
ÒÁÓÔÉ Ó×ÅÒÈÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ËÁË ("n)!.
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óÕÐÅÒÉÏÒÉÚÁÃÉÑ. éÔÁË, ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ × ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ f , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÕÍÍÁÍ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ
ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏÌÏÓÙ ÔÏÌÝÉÎÙ
m = deg(f)2 É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÏÌÏÓÙ ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÌÝÉÎÙ. ïÔÓÀÄÁ ×Ù×Ï-
ÄÉÔÓÑ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.13. ðÕÓÔØ M { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f ÓÔÅÐÅÎÉ m É ch(F) = 0. ðÕÓÔØ k = 6m4. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÒÅÛÅÔËÏÊ T -ÉÄÅÁÌÏ× (T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×) × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄ-
ÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M É ÒÅÛÅÔËÏÊ T -ÉÄÅÁÌÏ×
(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×) × ÁÌÇÅÂÒÅ

B = F<<xj1; : : : ; xjk; yj1; : : : ; yjk>>;

Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ × ËÌÁÓÓÅ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ M, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ k ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ ÁÂ-
ÓÏÌÀÔÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {xjs}; s = 1; : : : ; k É m ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÓÅ-
ÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {yjs}; s = 1; : : : ;m. 2

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏ Xi�, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÌÉ-
ÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x∗�. á ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ
Y�? ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ \ËÏÓÕÀ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÀ"?

úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ B ÓÕÐÅÒÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÓÞÉÔÁÑ xi� ÞÅÔÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, Á
yi� { ÎÅÞÅÔÎÙÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ B Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏ-
ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ G Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍÉ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕ-
ÀÝÉÍÉ eij, Á ÚÁÔÅÍ | ÁÌÇÅÂÒÕ ∗B ⊂ G⊗B, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×
X� É ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ∗yi� = ei�yi�. éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ∗ ÍÅÖÄÕ ÒÅÛÅÔ-
ËÏÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ T2-ÉÄÅÁÌÏ× (É T2-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×) × ÁÌÇÅÂÒÁÈ B É ∗B
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. á ÐÏÓËÏÌØËÕ T2-ÉÄÅÁÌÙ, ËÁË É T -ÉÄÅÁÌÙ, ÚÁÄÁÀÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÐÏÌÉ-
ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÛÅÔËÉ
T2-ÉÄÅÁÌÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Y�
ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ∗ ÒÅ-
ÛÅÔËÉ T2-ÉÄÅÁÌÏ× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ É Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÅÊ ÒÅÛÅÔËÉ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÅÂÒÙ B É ∗∗B ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ).
éÔÁË, ÍÙ Ó×ÅÌÉ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÒÅÛÅÔËÉ T2-ÉÄÅÁÌÏ× × ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÅ Ó ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ ÁÂ-
ÓÏÌÀÔÎÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Y� Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ T2-ÉÄÅÁÌÏ×
× ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ 2m ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ X� É ∗Y�. îÏ, × ÓÉÌÕ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ, ÒÅÛÅÔËÁ T2-ÉÄÅÁÌÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ ∗B
ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ T2-ÉÄÅÁÌÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ ∗B∗, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ x∗� É
m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ∗y∗�. ÷ÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÄÌÑ T -ÉÄÅÁÌÏ× ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ T -ÉÄÅÁÌÏ× (T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×) × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ T2-ÉÄÅÁÌÏ× (T2-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×) × ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÙÈ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÁÈ. ÷ÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T -ÉÄÅÁÌÏ× ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ
ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ É ÎÁ ÌÀÂÏÅ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, ÏÔ×ÅÞÁ-
ÀÝÉÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍ, ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÏÇÏ
ÒÁÚÍÅÒÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 0.13 ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.14. ðÕÓÔØ ch(F) = 0, M { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ n. ôÏÇÄÁ M

ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ 12m4 + 1. 2

ðÏÓËÏÌØËÕ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÒÁÎÇ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ k, ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ k, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 0.3. ðÕÓÔØ ch(F) = 0, M { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ n. ôÏÇÄÁ M ÐÏ-
ÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ 12m4-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. 2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ch(F) = 0, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁ-
ÎÏ×ÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ, ÄÁÖÅ ËÏÇÄÁ ÒÏÓÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ.

T -ÉÄÅÁÌÙ É ÔÅÏÒÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ T -ÉÄÅÁÌÏ× ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÒÕ-
ÇÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ � → '(�), ËÏÔÏÒÏÅ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÁÍÉ. ïÎÏ ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ×ÙÍ [108] É ë. ðÒÏÞÅÚÉ [158]. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ÎÁ ÃÉËÌÙ

� = (i11; : : : ; i1k1); : : : ; (is1; : : : ; isks):

ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÏÎÏÍ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ

'(�) = Tr(xi11 · · · xi1k1
) · · ·Tr(xis1 · · · xisks ):

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ' ÕÄÏÂÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Sn ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ (É ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÔÁÂÌÉÃÅD, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ Í�ÅÎØÛÅÊ ÔÁÂÌÉÃÙ
D′ ⊂ D ÅÓÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ D′. (åÇÏ ÎÅÕÄÏÂÓÔ×ÏÍ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÙ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. éÈ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÍÉÔÉÒÏ×ÁÔØ, ÐÕÔÅÍ
ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ \ËÉÌÌÅÒÏ× ÓÌÅÄÏ×" ÉÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÓÌÅÄ ÎÅ
×Ù×ÏÄÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÂÅÚ ÓÌÅÄÏ×).)

÷ÁÖÎÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÏÍ. ó
ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× (Á × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉ-
ÁÌØÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ) ÍÁÔÒÉÃÁ ÅÓÔØ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÏÂß-
ÅËÔ | ÓÕÍÍÁ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ËÏ×ÅËÔÏÒ. ÷ÓÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÓÐÁÒÉ×ÁÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× É ËÏ×ÅËÔÏÒÏ×. åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ x1, ÓÐÁÒÉÔØ Ó ËÏ×ÅËÔÏÒÁÍÉ x2, ×ÅËÔÏÒÙ x2 { Ó ËÏ×ÅËÔÏÒÁÍÉ x3,
: : : , ×ÅËÔÏÒÙ xn { Ó ËÏ×ÅËÔÏÒÁÍÉ x1, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÒÁ×ÎÁÑ Tr(x1 · · ·xn).
åÓÌÉ ÖÅ i-Ê ×ÅËÔÏÒ ÓÐÁÒÉÔØ Ó �(i)-Í ËÏ×ÅËÔÏÒÏÍ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÏÎÏÍ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ
'(�).

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ (Á ÚÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ É ×ÓÅ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÐÁÒÉ×ÁÎÉÑ É, ÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÌÅÄÙ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ. ÷ÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÁÍÉ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÇÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ
× ÎÏÌØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ n + 1 ×ÅËÔÏÒÁ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁ-
ÍÏÅ, ËÏ×ÅËÔÏÒÁ). üÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ. ÷ÏÔ
ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ.

ðÅÒ×ÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ch(F) = 0. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÉÎ×Á-
ÒÉÁÎÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ n-ËÅ ÍÁÔÒÉÃ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ
ÅÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ ×ÅÌÉÞÉÎ ×ÉÄÁ

Tr(xi1 · · · xik):

÷ÔÏÒÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ch(F) = 0. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÍÉ ÌÉÎÅÁÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Á çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÅÌÌÉ:

∑

�∈Sn
(−1)�'(�) = 0:
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ôÏÖÄÅÓÔ×Ï çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ �n ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �n(X) = Xn − �1(X)Xn−1 + · · ·+
(−1)n�n(X), ÇÄÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �n(X) ÓÕÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÙ (ÓÍ. ÎÁÞÁÌÏ ÒÁÚÄÅÌÁ
0.2.3).

ðÏÚÄÎÅÅ, ËÏÇÄÁ (ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ó. äÏÎËÉÎÙÍ) ÂÙÌÁ ÒÁÚ×ÉÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ (`tilting modules'), ÂÙÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÙ
ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÉÓÔÉËÕ.

ðÅÒ×ÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (ó. äÏÎËÉÎ). ðÕÓÔØ ch(F) ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÁ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ n-ËÅ ÍÁÔÒÉÃ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄ-
ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÏÒÍ �n É ÉÈ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÊ
ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

áÎÁÌÏÇ ×ÔÏÒÏÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ
ÂÙÌ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ á. î. úÕÂËÏ×ÙÍ [41]:

÷ÔÏÒÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (á. î. úÕÂËÏ× [41]). éÄÅÁÌ Tn ÓÏÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ
ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ �k (k ≥ n), Á ÉÄÅÁÌ Dn ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÁÍÉ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÍÉ �k (k ≥ n).

n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÅ ÓÌÏ×Á É ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÝÉÈ ÍÁ-
ÔÒÉÃ. á. ò. ëÅÍÅÒ [148] ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ n ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×-
ËÁÍ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÍÓÑ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ

(
1 2 : : : q
i1 i2 : : : iq

)

ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÏÎÏÍ xi1xi2 : : : xiq .
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ q

ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ q, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ
n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍÉ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ × ÒÁÂÏÔÅ å. æÏÒÍÁÎÅËÁ
[145]. ïÎ Ñ×ÎÏ ÕËÁÚÁÌ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ËÏÌØÃÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× P (C)
ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

ÄÌÑ ÒÑÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×

P (C) =
∫

U(n;C)

( m∏
i=1

det(1− xi�P )−1

)
d�(P )

É ÄÌÑ ÒÑÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ:

P (R) =
∫

U(n;C)
Tr(�P )

( m∏
i=1

det(1− xi�P )−1

)
d�(P );

ÇÄÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ P ∈ U(n;C) �P ∈ U(n2;C) ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ. éÎÔÅÇÒÉ-
ÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÍÅÒÅ èÁÁÒÁ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ U(n;C).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× Ë ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ
ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ××ÅÄÅÎÉÑ ÆÉËÔÉ×ÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x0. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÀ Tr(ux0v)
ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÂÅÓÓÌÅÄÏ×ÙÊ ÍÏÎÏÍ vu. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË: v →
Tr(x0v). ïÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.
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òÑÄ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ É
ÉÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á
ÓÌÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 3 ÜÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ ëÁÔÁÌÁÎÁ.

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÎÁ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÔÁËÏ×. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ n ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á
çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÓÔÏÌÂÃÏÍ ÄÌÉÎÙ n, ÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ck ÉÌÉ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ× ÐÏÒÑÄËÁ k ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ, ÌÅÖÁÝÉÍ × ÐÏÌÏÓÅ ÛÉ-
ÒÉÎÙ n− 1.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÒÀËÏ×.
ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ

cn(k) =
∑

h<n;i1≥···≥ih;
P ij=k

(
n!∏h

j=1
(ij+j−1)!

(j−1)!

)2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ-
×ÏÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÉÁÍÅÔÒÁ n − 1 ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÐÏÌÉÌÉ-
ÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍÉ, ÒÅÛÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ PI-ÔÅÏÒÉÉ.

1. âÁÚÉÓÙ ÁÌÇÅÂÒ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÓÌÏ×
÷ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÉÍÅÀÔ ÄÅÌÏ ÓÏ ÓÌÏ-

×ÁÍÉ, Ô.Å. Ó ÚÁÐÉÓØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ. ôÅÈÎÉËÁ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÉÓ-
ÐÏÌØÚÕÅÔ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ. òÑÄ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ
ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ.

ëÕÓËÏÍ ÉÌÉ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ v ÓÌÏ×Á W ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÎÁÂÏÒ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ×ÓÔÒÅÞÁÀ-
ÝÉÈÓÑ × W , ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ. íÅÓÔÏ, ÇÄÅ ÜÔÏÔ ËÕÓÏË ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÈÏ-
ÖÄÅÎÉÅÍ v × W .

ðÏÒÑÄÏË a1 ≺ a2 ≺ · · · ≺ as ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ
ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÌÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ Ä×Á ÓÌÏ×Á ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ
ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ) ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ ÄÒÕÇÏÇÏ. éÎÏÇÄÁ
ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÍÅÛÁÎÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏ×Á ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ
ÐÏ ÄÌÉÎÅ, Á ÓÌÏ×Á ÏÄÎÏÊ ÄÌÉÎÙ | ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. áÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÎÙ ÓÌÏ×ÁÍÉ (ÄÁÎÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁ-
ÚÕÀÝÉÈ). íÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÅÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÏ× ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÕÔÑÍ
ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �, ÓÔÒÅÌËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÍÅÞÅÎÙ ÂÕË×ÁÍÉ, ÓÉÍ×ÏÌÉÚÉÒÕ-
ÀÝÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÒÁÆÏ× Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÐÏÌÕ-
ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (ÓÍ. [164]): ãÉËÌÁÍ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÞÁÓÔØ, Á ÓÔÒÅÌËÁÍ, ÎÅ
ÌÅÖÁÝÉÍ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ×ÎÕÔÒÉ ÃÉËÌÁ | ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ
ÄÌÉÎÁ ÃÉËÌÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ (PIdeg(A)) (ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÷. ÷. âÏÒÉÓÅÎËÏ). íÁË-
ÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÐÕÔÉ ÐÏ ÓÔÒÅÌËÁÍ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ (ÐÏÌÎÏÓÔØÀ) ÃÉËÌÁÍ | ÉÎÄÅËÓÕ
ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ. åÓÌÉ � ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ n, ÔÏ Var(A�) = Mn.
åÓÌÉ ÇÒÁÆ � ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ É ×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ ÂÕË-
×ÁÍÉ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �, ÅÓÔØ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ×ÉÄÁ
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x1x2 : : : xni = 0. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ T -ÉÄÅÁÌ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏ× ÔÏÖÄÅÓÔ× ÜÔÉÈ
ÁÌÇÅÂÒ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÂÉ-
ÎÁÔÏÒÉËÉ ÓÌÏ×.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ A | Ë.Ð. ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, M | ËÏÎÅÞÎÙÊ
ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ k ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A=M (k) ÎÉÌØ-
ÐÏÔÅÎÔÎÁ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A′ = A=I, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× ÉÚ M ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ k | ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ ÐÒÏÅËÃÉÉ M . ðÕÓÔØ A=M (k) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ ÉÎÄÅËÓÁ l. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á × A ÄÌÉÎÙ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ l, ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀ-
ÝÉÈ A É ÜÌÅÍÅÎÔÏ× m ∈ M , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ mk Ó×ÏÉÍ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÅËÃÉÉ
ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ l ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ÓÌÏ× Í�ÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ. 2

ðÕÓÔØ M ⊂ Wd〈{xi}〉. þÅÒÅÚ M̂ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÓÌÏ× ÓÌÏ× ÉÚ M.
ôÏÇÄÁ Wd〈{xi}〉\M̂ | ÉÄÅÁÌ × ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ Wd〈{xi}〉. ïÎ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÉÄÅÁÌ IM ×
ÁÌÇÅÂÒÅ �〈{xi}〉. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ AM. ðÕÓÔØ W |
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. ôÏÇÄÁ AW | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ, ×ÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ
×ÉÄ v = 0, ÇÄÅ v | ÓÌÏ×Ï, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ W . åÓÌÉ {Wi} | ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ×, ÔÏ
AWi ÓÕÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ, ×ÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ v = 0, ÇÄÅ v | ÓÌÏ×Ï, ÎÅ
Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ {Wi}. åÓÌÉ u ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ
Au∞ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ Au, ÇÄÅ u∞ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ
ÓÌÏ×Õ u. éÚ×ÅÓÔÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Â Ó ÔÏÊ ÖÅ
ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÏÓÔÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÏÓÔÁ × ÁÌÇÅÂÒÁÈ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÍÏÎÏÍÉÁÌØ-
ÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Â ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÏÊ ÄÁÖÅ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

1.1. òÏÓÔ × ÓÌÏ×ÁÈ É × ÁÌÇÅÂÒÁÈ
ðÏÎÑÔÉÅ ÒÏÓÔÁ ÉÚÍÅÒÑÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ÓÔÅ-

ÐÅÎØ ÅÅ \ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ". ïÎÏ ÓÌÕÖÉÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ×
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ÷ÏÐÒÏÓ Ï ÐÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÏÓÔÁ × ÇÒÕÐÐÁÈ, ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁÈ É
ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÉÚÕÞÁÌÓÑ ÍÎÏÇÉÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ
(ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ) É ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ (× Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ) ÒÏÓÔ.
äÖ. íÉÌÎÏÒ ÐÏÓÔÁ×ÉÌ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ ÇÒÕÐÐ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ. ðÒÏÂÌÅÍÁ íÉÌ-
ÎÏÒÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ò. é. çÒÉÇÏÒÞÕËÏÍ [23]. òÏÓÔ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÉÂÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌÅÎ, ÌÉÂÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌÅÎ. ÷. á. õÆÎÁÒÏ×ÓËÉÊ [113] ÐÏÓÔÒÏÉÌ
ÐÒÉÍÅÒ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ. ïÎÁ Ñ×ÉÌÁÓØ ÕÎÉ×ÅÒ-
ÓÁÌØÎÏÊ ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ. á. á. ëÉÒÉÌÌÏ× É
í. ì. ëÏÎÃÅ×ÉÞ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÒÏ-
ÓÔÁ | ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÐÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÏÓÔÁ ÁÌÇÅÂÒ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÁÄ
ÐÏÌÅÍ F . þÅÒÅÚ (x) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ x, Á ÞÅÒÅÚ (�) |
ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �. ðÏÌÏÖÉÍ TA(n) = VA(n)−VA(n−1). ÷ ÓÌÕÞÁÅ,
ËÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ É ×ÓÅ ai ÉÍÅÀÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÃÁ, TA(n)
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ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÄÌÉÎÙ ÒÏ×ÎÏ n. æÕÎËÃÉÑ
ÒÏÓÔÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á W ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ: VW (n) | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ n, TW (n) = VW (n) − VW (n − 1) ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ× ÓÌÏ×Á W ÄÌÉÎÙ ÒÏ×ÎÏ n.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÍ \ÁÎÏÍÁÌØÎÏÍ" ÐÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ
ÒÏÓÔÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. Á) ðÕÓÔØ  (n) = eo(n), Ô.Å. limn→∞ ln (n)=n = 0. ðÕÓÔØ '(n) =
n(n+3)=2+1=o(1), Ô.Å. limn→∞('(n)−n(n+3)=2) = ∞. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ
ÁÌÇÅÂÒÁ A É Ä×Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á K É L ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÞÔÏ

1) ÐÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ K VA(n) >  (n);
2) ÐÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ L VA(n) < '(n).

åÓÌÉ  (n) ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÔÏ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÁ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.
Â) ðÕÓÔØ  (n) < Cnk. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ-

×ÉÑÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ' É  .

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ  (n) = e
√n, '(n) = n(n + 3)=2 + ln(n). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÏÓÔÁ

ÁÌÇÅÂÒÙ A ÔÏ ÒÁÓÔÅÔ ÍÅÄÌÅÎÎÏ É ÏÔÓÔÁÅÔ ÏÔ ', ÔÏ ×ÄÒÕÇ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÒÁÓÔÉ ÂÙÓÔÒÏ
É ÏÂÇÏÎÑÅÔ  , É ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Ä×Å ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ.

1. áÌÇÅÂÒÁ A∞ = �〈a; b〉=(b)2. óÌÏ×Á ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ | ÜÔÏ ÓÕÔØ ÓÌÏ×Á, ÎÅ ÓÏ-
ÄÅÒÖÁÝÉÅ Ä×ÕÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕË× b. ëÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, TA∞(n) = n + 1; ÐÏÜÔÏÍÕ
VA∞(n) = n(n+ 3)=2. ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ K(C;'), ÞÔÏ
ÐÒÉ n > K(C;') VA∞(n) + C < '(n). 2

2. áÌÇÅÂÒÁ An = �〈a; b〉=Inb , ÇÄÅ Inb | ÉÄÅÁÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÌÏ×, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ
ÐÏÄÓÌÏ× ×ÉÄÁ bakb, ÇÄÅ k < n: ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ k < n TAn(k) = TA∞(k) = k+1: ìÅÇËÏ
×ÉÄÅÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ TA∞(k) ≥ 2[k=n]. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÓÌÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÐÏÚÉÃÉÑÈ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ, ÎÅ ËÒÁÔÎÙÍ n (ÎÏÍÅÒ ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ
ÓÌÅ×Á), ÓÔÏÉÔ ÂÕË×Á a, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ ÓÔÏÉÔ ×ÓÅ ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ. þÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ
ÓÌÏ× ÒÁ×ÎÏ 2[k=n]. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ N (n), ÞÔÏ ÐÒÉ k > N (n) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

VAn(k) > TAn(k) ≥  (k):
2

éÔÁË, ÁÌÇÅÂÒÁ An ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÏÓÔÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ, ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÌÉÎÁÈ ÓÌÏ× ÂÕÄÅÔ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ËÁË
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ A∞, ÐÒÉ ÄÒÕÇÉÈ ÄÌÉÎÁÈ | ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ
Ali .

ïÓÎÏ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ. ðÕÓÔØ �: l1 < k1 < l2 < k2 < : : : < li < ki < li+1 <
: : : | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. þÅÒÅÚ I(�) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÄÅÁÌ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ W1 É W2:

W1 = {W | li < |W | < ki & ∃k < li : bakb ⊂ W};
W2 = {W | ki < |W | < li+1 & ∃k < li+1 : bakb ⊂ W}:

ðÏÌÏÖÉÍ W (�) = Wd(a; b)\I(�), A(�) = �(a; b)=I(�).
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ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ li ≤ n < ki TA(�)(n) = TAli (n), Á ÐÒÉ ki ≤ n < li+1
TA(�)(n) = TA∞(n) = n + 1: ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ki ÔÁË, ÞÔÏÂÙ
×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï VA(�)(ki − 1) > TA(�)(ki − 1) = TAli (ki − 1) >  (ki − 1),
Á ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.2 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ li+1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
VA(�)(li+1 − 1) < '(li+1 − 1). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A(�) ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏ-
ÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ
ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ð.Â) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ
F 〈a; b〉= id(b)k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ k ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕË×
b, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÂÕË× b ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÂÏÌØÛÅÍ R,
ÒÁÓÔÅÔ ËÁË nk. 2

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3. ðÕÓÔØ  (n) = eo(n), Ô.Å. limn→∞ ln (n)=n = 0: ðÕÓÔØ '(n) =
n + 1=o(1), Ô.Å. limn→∞('(n) − n) = ∞. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ L
É Ä×Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á K É L ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÞÔÏ

Á) ÐÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ K VL(n) >  (n);
Â) ÐÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ L VL(n) < '(n).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ  (n) = e
√n, '(n) = n+ln(n). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÏÓÔÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ

ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÏ ÏÔÓÔÁÅÔ ÏÔ ', ÔÏ ÏÂÇÏÎÑÅÔ  .

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ëÁÖÄÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÕ-
ÀÝÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÅÂÒÕ A(−) | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ A−,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ k > 1
T (−)
A∞ (k) = 1, É ÞÔÏ T (−)

An (k) ÉÍÅÅÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÒÏÓÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ,
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ A(�)(−). 2

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÎÅÌØÚÑ ÕÌÕÞÛÉÔØ. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁË ÄÌÑ
ÆÕÎËÃÉÊ TA É VA, ÔÁË É ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ TW É VW ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.4. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÅÄÅÌÙ:
Á) � = limn→∞ ln(T (n))=n;
Â) limn→∞(T (n)− n), É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, limn→∞(V (n)− n(n+ 3)=2);
×) ÅÓÌÉ L | ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ limn→∞(VL(n)− n).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÏÓÔ ÂÙ×ÁÅÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ, ÐÏÄÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ, Ë×Á-
ÄÒÁÔÉÞÎÙÍ, ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.

1.1.1. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÓÌÏ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. üÆÆÅËÔÙ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ
÷ ×ÏÐÒÏÓÁÈ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÜÆ-

ÆÅËÔÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØÀ. ðÏÞÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÒÅËÕÒ-
ÒÅÎÔÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÓÎÏ×Å ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÅ-
ÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÁËÉÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ
ÔÅÏÒÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ, ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ ûÉÒÛÏ×Á ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ×ÙÓÏÔ PI-ÁÌÇÅÂ-
ÒÙ, ÔÅÏÒÅÍÁ õÆÎÁÒÏ×ÓËÏÇÏ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÔÅÏÒÅÍÁ òÁÚÍÙÓÌÏ×Á|ëÅÍÅÒÁ|âÒÁ-
ÕÎÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ É Ô.Ð.

ðÏÒÑÄÏË a1 ≺ · · · ≺ as ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
ÓÌÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ Ä×Á ÓÌÏ×Á ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÎÁÞÁÌÏ ÄÒÕ-
ÇÏÇÏ. éÎÏÇÄÁ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÌÏ×, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ
ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÐÅÒ×Á ÐÏ ÄÌÉÎÅ, Á ÐÏÔÏÍ | ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ.
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èÏÞÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØÀ É ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔØÀ: ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ u → v ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ, ÎÅÓ-
ÒÁ×ÎÉÍÏÍÕ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ, ÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á v ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ËÕÓÏË. íÎÏÇÉÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ
ÐÏÒÑÄÏË ÞÁÓÔÉÞÅÎ. ïÄÎÁËÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á: Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔØ. åÓÌÉ u 6= v É ÓÌÏ×Á us É vs ÎÅÓ-
ÒÁ×ÎÉÍÙ, ÔÏ ÓÌÏ×Á us É vs ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ É Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄ.

ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍ ÂÅÒÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÅ
ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ, É ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍÂÉ-
ÎÁÔÏÒÎÏ ÓÁÍÙÊ ÞÉÓÔÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.

ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ u∞. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ
ÓÌÏ×ÁÈ. ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï u ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ u = u′b, ÇÄÅ b | ÂÕË×Á. ðÏÌÏÖÉÍ �(u) = bu′.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ m = |u|.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.4. íÎÏÖÅÓÔ×Ï {�k(u)} ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×, ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏ-
ÐÒÑÖÅÎÎÙÈ Ë ÓÌÏ×Õ u. ðÕÓÔØ u = vq, ÇÄÅ ÓÌÏ×Ï v ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ. ôÏÇÄÁ
�k(u) = u ⇐⇒ q ÄÅÌÉÔ k. 2

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ ÓÄ×ÉÇÉ u∞ É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÉÑ �. þÅÒÅÚ u ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÓÌÏ×Ï, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5. Á) ðÕÓÔØ |v| = N |u| = |v′|, É ÐÅÒ×ÁÑ ÂÕË×Á v′ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1 ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÐÅÒ×ÏÊ ÂÕË×Ù v. ôÏÇÄÁ v′ = �(v).

Â) åÓÌÉ ÐÅÒ×ÁÑ ÂÕË×Á v′ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ k ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÐÅÒ×ÏÊ ÂÕË×Ù
v, ÔÏ v′ = �k(v).

×) ìÀÂÙÅ Ä×Á ÐÏÄÓÌÏ×Á u∞ ÄÌÉÎÙ N |u| ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.
Ç) ìÀÂÙÅ Ä×Á ÐÏÄÓÌÏ×Á u∞ ÄÌÉÎÙ |u| − 1 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ ËÒÁÔÎÏ ÐÅÒÉÏÄÕ.

éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.6. Á) îÁÞÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ m ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ÓÌÏ×Ï ÉÚ Au∞. åÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ |u| Õ Ä×ÕÈ ÐÏÄÓÌÏ× v É v′ Ó×ÅÒÈ-
ÓÌÏ×Á u∞ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ. åÓÌÉ |c| ≥ |u|,
Á d1 É d2 ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ, ÔÏ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× cd1 ÉÌÉ
cd2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ u∞.

Â) îÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÊ × ÓÌÏ×Å u∞ ÓÌÏ×Á v ÄÌÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ |u|
ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÒÁÔÎÏÅ ÐÅÒÉÏÄÁ.

×) ðÕÓÔØ |v| ≥ |u|; v2 ⊂ u∞. ôÏÇÄÁ v ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÌÏ×Á
u. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÁÌÇÅÂÒÅ Au∞ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏ×Á | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ
ÓÌÏ×Á, ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÓÌÏ×ÁÍ ×ÉÄÁ uk. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.7. åÓÌÉ ×ÓÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ |u| × ÓÌÏ×Å W Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ-
×ÁÍÉ u∞, Ô.Å. ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ u, ÔÏ ÓÁÍÏ ÓÌÏ×Ï W ⊂ u∞. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
ÁÌÇÅÂÒÁ AFu ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÉÎÙ ≤ |u|. 2

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÂ
ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ:

ìÅÍÍÁ 1.1 (Ï ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÑÈ É ÐÒÉÐÉÓËÁÈ). ðÕÓÔØ t = t1vt2 ⊂ u∞, v ÃÉ-
ËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ Ó u: ôÏÇÄÁ ∀k ≥ 0 t1vkt2 ⊂ u∞. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, t1t2 ⊂ u∞ É
t1v2t2 ⊂ u∞. 2
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ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÓÄ×ÉÇÁ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ, Á × ËÏ-
ÎÅÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÜÆÆÅËÔÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÂÒÅÚÁÎÉÅÍ. éÍÅÎÎÏ ÜÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ
ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÇÉÐÏÔÅÚÙ ûÅÓÔÁËÏ×Á, ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒ-
ÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ, ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÁ É ÒÁÄÉËÁÌÁ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÄÌÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØ-
ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. îÉÖÅ ÓÏÂÒÁÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÌÅÍÍÙ. îÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ
ÏÎÉ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.8. ðÕÓÔØ uW = Ws. ôÏÇÄÁ uW | ÐÏÄÓÌÏ×Ï u∞. óÌÏ×Ï W
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ unr, ÇÄÅ r | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ ÓÌÏ×Á u.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ W | ÎÁÞÁÌÏ uW , ÔÏ ∀k ukW ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ uk+1W . óÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, uW | ÎÁÞÁÌÏ u∞=2. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.1. åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï u ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ W ,
ÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ s É t ÓÌÏ×Á u, W ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ: u = t(st)l, W = t(st)k, k ≥ l. 2

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.9. uW Â Ws ⇐⇒ Ws ≺ u∞=2, uW ≺ Ws ⇐⇒ Ws Â u∞=2. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.2. ãÅÐÏÞËÁ ÓÌÏ× U = {ukt}∞k=0 ÌÉÂÏ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÌÉÂÏ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ u (Ô.Å.
t ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ u∞=2). 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.3. ðÕÓÔØ u, v ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á W , |u| ≥ |v|. æÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÈÏ-
ÖÄÅÎÉÅ u. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ:

Á) ðÏÄÓÌÏ×Á u, v { ÓÒÁ×ÎÉÍÙ. ôÏÇÄÁ ÚÁÍÅÎÁ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÓÌÏ×Á ÎÁ ÂÏÌØÛÅÅ ×ÓÅÇÄÁ
×ÅÄÅÔ Ë Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ ÐÏÒÑÄËÁ, ×ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ.

Â) ïÄÎÁ ÉÚ ÚÁÍÅÎ u→ v ÌÉÂÏ v → u ×ÅÄÅÔ Ë Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ W .
×) v ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ u, ÓÌÏ×Ï W ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ËÕÓËÏÍ Ó ÐÅ-

ÒÉÏÄÏÍ v É ÎÁÛÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á u ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÜÔÏÍ ËÕÓËÅ. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.10. Á) ðÕÓÔØ W | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÐÒÁ×Ï ÓÌÏ×Ï, W = vuW ′ =
vW ′. ôÏÇÄÁ W ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ u É ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÏÍ v. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ W
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÐÒÁ×ÙÍ ËÏÎÃÏÍ, ÔÏ ÏÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ.

Â) ðÕÓÔØ W | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, W = vuW ′ É vW ′ | ÎÁÞÁÌÏ W . ôÏÇÄÁ ÓÌÏ×Ï
W ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ vukr, ÇÄÅ r | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ ÓÌÏ×Á u.

éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Á ut, vt ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÏÂÁ ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙ
ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ max(|u|; |v|).

×) ðÕÓÔØ ei | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÁÞÁÌÁ ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á u, Á fi | ÅÇÏ ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÎÃÙ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ f1u2 ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó f2u2, ÔÏ f1 = f2; ÅÓÌÉ u2e1 ÅÓÔØ
ËÏÎÅÃ u2e2, ÔÏ e1 = e2. 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. óÌÏ×Ï W = uk, ÇÄÅ k > 1, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÉÌÉ ÐÅÒÉÏÄÉ-
ÞÅÓËÉÍ. åÓÌÉ W = ukr, r | ÎÁÞÁÌÏ u, ÔÏ W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ. åÓÌÉ
W = vukr (r | ÎÁÞÁÌÏ u), ÔÏ ÓÌÏ×Ï W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ; v | ÅÇÏ
ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ, Á u | ÐÅÒÉÏÄ. ðÏÒÑÄÏË ÓÌÏ×Á W ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
|v| + |u|. åÓÌÉ W = vuk, ÔÏ W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÏ×ÏÍ. ïÔÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ m ⇐⇒ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏÍÁÔ, ÉÍÅÀÝÉÊ m
ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÅÇÏ ÎÁÐÅÞÁÔÁÔØ.
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ðÏÎÑÔÉÅ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÜÆÆÅËÔÁÍÉ ÏÂÒÅÚÁÎÉÑ ÓÌÏ× × ÒÁÚÌÉÞ-
ÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÐÅÒÉÏÄÁ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÚÎÏ ÄÌÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÏÇÏ ÓÐÕÓËÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.11. åÓÌÉ ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÅÓËÉÍ, ÔÏ ÐÒÉ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÉ ÐÅÒ×ÏÊ ÂÕË×Ù ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉ-
ÎÉÃÕ. 2

ï ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÏ×Á ÐÏÒÑÄËÁ m | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ
ÓÌÏ× ÐÅÒÉÏÄÁ m, É ÅÓÌÉ W = ukr, ÇÄÅ r | ÎÁÞÁÌÏ u, ÔÏ W = svk, ÇÄÅ v ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ Ó u, s ÅÓÔØ ËÏÎÅÃ v. ðÒÉ ÜÔÏÍ v = �|s|(u). ó ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØÀ
ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÉÎÁÞÅ. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ (É ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ) ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÓÌÅ×Á. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ |W | ≥ 2m, ÔÏ
ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ m ÓÐÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á ×ÌÅÞÅÔ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞ-
ÎÏÓÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. óÌÏ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ m, Á ÏÎÏ ÓÁÍÏ ÔÁËÉÍ ÎÅ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ. m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ËÏÎÅÃ ÔÏÖÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ m.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.12. ëÁÖÄÏÅ m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÅÇÏ ËÏÎÃÏÍ. åÓÌÉ ÏÄÎÏ m-ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÒÕÇÏÅ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÂÝÅÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ m-ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÎÃÏÍ ÏÂÏÉÈ. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.13. ðÕÓÔØ l | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÕË× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ, X(R) | ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×Ï m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ R, Xk(m) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×,
ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ k-À ÓÔÅÐÅÎØ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ≤ m. ðÕÓÔØ T (m;R) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ≤ m. ôÏÇÄÁ

Á) X(m) < lm+1m; T (m;R) < Rmlm+1;
Â) Xk(m) < lm(l − 1)m · km = lm(l − 1)m2k:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÁÌØÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ m ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎ lm ÓÐÏÓÏ-
ÂÁÍÉ. éÍÅÅÔÓÑ m ÓÐÏÓÏÂÏ× ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ É ÐÅÒÉÏÄ. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ
ÂÕË×Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÁ (l − 1) ÓÐÏÓÏÂÏÍ. îÁËÏÎÅÃ, m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÎÅ
ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ k-À ÓÔÅÐÅÎØ, ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ×ÙÛÅ mk. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.14. Á) íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï u ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ
ÍÅÎØÛÅ m+ 1 É ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2m:

Â) ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Y (m) ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ lm(l − 1)m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.11 É ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ-
ÞÁÌÏ ÉÌÉ ËÏÎÅÃ ÓÌÏ×Á u ÄÌÉÎÙ |u|−1 Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÎ ÐÏÒÑÄËÁ ÒÏ×ÎÏ m. ïÓÔÁÅÔÓÑ
×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ Ï ÐÅÒÅËÒÙÔÉÑÈ. ðÕÎËÔ Â) ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄ-
ÓÔ×ÉÅ ÐÕÎËÔÁ Á). 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÔÏÞÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á m-
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×.
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ðÅÒÅËÒÙÔÉÑ ÓÌÏ×. éÚÕÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÄÓÌÏ× ×ÎÕÔÒÉ ÓÌÏ×Á.

ìÅÍÍÁ 1.2 (Ï ÐÅÒÅËÒÙÔÉÑÈ). åÓÌÉ Ä×Á ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ×Á ÐÅÒÉÏÄÁ m É n
ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ m + n − îïä(m;n), ÔÏ ÏÎÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÉÚ
ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×. 2

éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÁËÔÙ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØ-
ÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ. íÙ ÉÈ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍ × ×ÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ { ÓÍ.
[164]).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.15. Á) ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Å ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÅ-
ÒÉÏÄÏ× m É n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, m ≥ n: ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÜÔÉ Ä×Å ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÕÓÏË ÄÌÉÎÙ 2m, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

Â) åÓÌÉ Ä×Á ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ×Á ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n É ÐÏÒÑÄËÁ ≤ m ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ m + n − 1, ÔÏ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÅÓÔØ
ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ max(m;n).

×) ä×Á m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ 2m:
Ç) åÓÌÉ Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ (ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ) ÐÏÄÓÌÏ×Á

ÐÏÒÑÄËÁ m ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ m, ÔÏ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ
(ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ) ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÁ.

Ä) ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÊ ÕÞÁÓÔÏË
ÄÌÉÎÙ ≥ m+ 1:

Å) îÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÊ
ÓÉÍ×ÏÌ. 2

ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÕÞÁÓÔËÉ ÓÌÏ×. m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï u ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÏÎÃÏÍ,
ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÎ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ m; ÅÓÌÉ ÖÅ
u | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÔÏ u ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ m-ËÏÎÃÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.16. Á) ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ m-ËÏÎÃÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÊ ÕÞÁ-
ÓÔÏË ÄÌÉÎÙ m+ 1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÄÉÎ m-ËÏÎÅÃ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÄÒÕÇÏÇÏ.

Â) ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ m-ËÏÎÃÏ× ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ lm(l − 1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÎËÔ Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ; m-ËÏÎÅÃ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÐÅÒÉÏÄÏÍ. 2

1.2. íÅÔÏÄÙ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ É ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ

íÅÔÏÄÙ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × ËÏÍÂÉÎÁ-
ÔÏÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ. ðÏÍÉÍÏ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É ËÌÁÓÓÉÆÉ-
ËÁÃÉÉ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÄÅÁÌÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÜÎÄ×ÉÞÁÍÉ [115], Á ÔÁËÖÅ
ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÏÓÔÁ n(n + 3)=2 (ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ûÔÕÒÍÁ) [164].

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÅÚ ÅÄÉÎÉÃÙ.

1.2.1. ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á × ÁÌÇÅÂÒÁÈ
âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓ-

ÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÉÌÉ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÓÏÂÒÁÎÙ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ
ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÁËÔÙ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë Ó×ÅÒÈÓÌÏ×ÁÍ × ÁÌÇÅÂÒÁÈ.
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. ó×ÅÒÈÓÌÏ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ × ÏÂÏÉÈ ÎÁÐÒÁ-
×ÌÅÎÉÑÈ; ÓÌÏ×Ï, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁÌÅ×Ï, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×ÏÍ, Á ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×Ï | ÐÒÁ×ÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. þÅÒÅÚ u∞ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ u, ÞÅÒÅÚ u∞=2 |
ÐÒÁ×ÏÅ (ÌÅ×ÏÅ) Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ u, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÅÓÑ (ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ) ÓÌÏ×ÏÍ
u.

éÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ, ËÁËÏÅ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔÓÑ
××ÉÄÕ | ÐÒÁ×ÏÅ ÉÌÉ ÌÅ×ÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÎÅ ××ÏÄÉÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ. îÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÐÉÓØ u∞=2 ·s·v∞=2 ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔ, ÞÔÏ u∞=2 | ÌÅ×ÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï, Á v∞=2 |
ÐÒÁ×ÏÅ.

ðÒÁ×ÙÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ×, ÇÄÅ ÅÓÔØ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÙ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÌÅËÓÉ-
ËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Á ÌÅ×ÙÅ | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÁ×ÏÇÏ. íÙ ÐÏ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Õ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á É ÐÒÁ×ÙÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á.

íÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÉ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á × ÁÌÇÅÂÒÅ, ÎÏ ÍÏÖÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ
Ï ÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÉÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÎÕÌÀ, Á × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ | É Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ
ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.8. Á) ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÎÕÌÅ-
×ÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, É ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ÐÏÄÓÌÏ×Á ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ
ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ.

Â) ëÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÒÁ×ÙÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× {Wi} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ,
ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ {�i}, ÎÅ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ
k ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: ∑

�i(Wi)k = 0

(ÞÅÒÅÚ (W )k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË W ÄÌÉÎÙ k).
×) ðÕÓÔØ M | ÐÒÁ×ÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, W | ÐÒÁ×ÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï × ÁÌÇÅÂÒÅ A, m ∈M .

íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ mW 6= 0, ÅÓÌÉ ∀k m(W )k 6= 0. éÎÁÞÅ Mw = 0:
Ç) ðÕÓÔØ M | ÐÒÁ×ÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, {Wi} | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÒÁ×ÙÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ×

ÁÌÇÅÂÒÅ A, {mi} ⊆ M . íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ∑miWi = 0, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÂÏÌØÛÉÈ k ∑mi(Wi)k = 0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÄÌÑ ÌÅ×ÙÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× É ÌÅ×ÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.
åÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÁÌÆÁ×ÉÔ

A ËÏÎÅÞÅÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó×ÅÒÈÓÌÏ× (ÌÅ×ÙÈ, ÐÒÁ×ÙÈ, Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ) ÎÁÄ A
ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A∞ × ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÔÉÈÏÎÏ×ÓËÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ,
ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ × A. ðÒÁ×ÙÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅ-
×ÏÇÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (Á ÌÅ×ÙÅ | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÁ×ÏÇÏ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ
ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÕÝÅÓ-
Ô×ÕÅÔ ÉÎÆÉÍÕÍ É ÓÕÐÒÅÍÕÍ.

éÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á, ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÐÏÄ-
ÓÌÏ×Ï ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.17. Á) ÷ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á.

Â) ðÕÓÔØ M | Ë.Ð. ÐÒÁ×ÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, A | Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ∀k
MAk 6= 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ m ∈M É ÐÒÁ×ÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï W ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ mW 6= 0.
2
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éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á É ÔÉÈÏÎÏ×ÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅ×ÙÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ÏÔËÒÙÔÏ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ | ÚÁÍËÎÕÔÏ. éÚ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÁ×ÙÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×
×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.18. Á) ðÕÓÔØ W | Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï. ôÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ÐÒÁ×ÙÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×,
×ÓÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × W , ÅÓÔØ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ, ÔÁË É ÍÉÎÉ-
ÍÁÌØÎÏÅ.

Â) ðÕÓÔØ ∀k mAk 6= 0. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÁ×ÙÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× W ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
mW 6= 0, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ, ÔÁË É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï.

×) åÓÌÉ A ÎÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÐÒÁ×ÙÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× × A ÅÓÔØ
ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ, ÔÁË É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ. 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.9. Á) îÁÂÏÒ ÓÌÏ× {wi} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÁËÔÏÒÁÌ-
ÇÅÂÒÁ A=Id({wi}) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.

Â) îÁÂÏÒ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× {Wi} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ× {wi}, ÐÏÌÕ-
ÞÁÀÝÉÊÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á Wi ÎÁ ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï wi, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ.

ðÕÓÔØ u | ÓÌÏ×Ï × ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÏ× × A
ÄÌÉÎÙ ≤ n. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, u ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÄÏ ÓÌÏ×Á ÂÏÌØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ.
ðÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÅÈÎÉËÕ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ
ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ.
ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ 1. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ as Â · · · Â a1. ðÏÌÏÖÉÍ
a1 Â x É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ A′ = A ∗ F 〈x〉.

ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï u × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á × ÁÌÇÅÂÒÅ
A′. åÓÌÉ u | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ |u|,
ÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï × A′, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÅÓÑ Ó u, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×ÏÍ × A.
åÓÌÉ u | Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï × A, ËÁÖÄÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÔÏ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï × A′ ÅÓÔØ u.

äÌÑ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÐÏÌÅÚÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ.
ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ 2. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ as Â · · · Â a1, M | Ë.Ð.
ÐÒÁ×ÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ mk Â · · · Â m1. ðÏÌÏÖÉÍ m1 Â as, a1 Â x. ðÏÌÏ-
ÖÉÍ Ã = A⊕M , ∀i; j 0 = mimj = aimj; �� (� ∈M , � ∈ A) ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ
� ÎÁ �, �� (�, � ∈ A) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A′′
ÆÁËÔÏÒ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ã ∗ F 〈x〉=I, ÇÄÅ ÉÄÅÁÌ I ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
×ÉÄÁ xmi.

÷ ÁÌÇÅÂÒÅ A′′ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÁ×ÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó mk, ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï
ÉÚ Ã ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á × A′′; ÅÓÌÉ ∀k MAk 6= 0, ÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÅÒÈ-
ÓÌÏ×Ï × Ã ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ mi. åÓÌÉ u | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÁÌÇÅÂÒÅ A
ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ |u|, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕ-
ÀÝÉÅ ÍÏÄÕÌÑ, ÔÏ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ mi ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï ×
A′′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×ÏÍ × Ã. åÓÌÉ u | Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï × Ã, ËÁÖÄÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï × A′′ ÅÓÔØ u.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï
ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á.

ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏ-
ÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.19. åÓÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ (ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ) ÎÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á, ÔÏ ×ÓÅ ÅÅ ÓÌÏ×Á ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ. 2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁ AW , ÇÄÅ W | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ
ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.11).
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1.2.2. ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á É ÄÉÎÁÍÉËÁ
þÅÒÅÚ |W | ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ

ÓÌÏ×ÁW .W1 A W2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ |W1| ⊃ |W2|, ÉW1 w W2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ |W1| ⊇ |W2|.
÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ W1 ÂÏÇÁÞÅ ËÕÓËÁÍÉ, ÞÅÍ W2, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | ÞÔÏ
ÎÅ ÂÅÄÎÅÅ ËÕÓËÁÍÉ. ä×Á ÓÌÏ×Á U É V ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ: U ∼ V , ÅÓÌÉ
ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á, Ô.Å. |U | = |V |. ðÏÎÑÔÉÑ \ÎÅ ÂÏÇÁÞÅ
ËÕÓËÁÍÉ", \ÂÅÄÎÅÅ ËÕÓËÁÍÉ" ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.10. (âÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ) ÓÌÏ×ÏÍ U ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
{un}n∈Z ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. ïÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÓÄ×ÉÇÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U → �(U), ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ:

�({un}n∈Z) = {vn}n∈Z; vn = un+1:

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÓÌÏ×ÁÍÉ W1 É W2 ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ d(W1;W2) =∑
n∈Z �n2−|n|, ÇÄÅ �n = 0, ÅÓÌÉ n-Å ÐÏÚÉÃÉÉ ÓÌÏ× ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, É �n = 1, ÅÓÌÉ ÏÎÉ

ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. (ôÁËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ èÅÍÍÉÎÇÁ.)

óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:
1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× W | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.
2. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÄ×ÉÇÁ � É �−1 ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ, Ô.Å. � : W → W | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,

d(�(W1); �(W2)) ≤ 2d(W1;W2); d(�−1(W1); �−1(W2)) ≤ 2d(W1;W2):

3. äÌÑ ÓÌÏ×Á W ÞÅÒÅÚ Ŵ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×, Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚÏË ÓÄ×ÉÇ ÓÌÏ×Á W , Ô.Å. U ∈ Ŵ ⇐⇒ ∀" > 0 ∃n ∈ Z : d(U; T nW ) <
", Ô.Å. Ŵ | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ {T nW; n ∈ Z}.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÏ×Á U ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ:
Á) U ∈ Ŵ ,
Â) U ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ÓÌÏ×Á W ,
×) |U | ⊂ |W | (Ô.Å. U @ W ).

ðÕÓÔØ U < V , ÅÓÌÉ Û ⊂ V̂ , É U ` V , ÅÓÌÉ Û = V̂ :

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.20. U < V ⇐⇒ |U | ⊂ |V | (ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ËÕÓÏË ÓÌÏ×Á U
×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × V ). 2

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 123 : : : , ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×Ù-
ÐÉÓÁÔØ ÐÏÄÒÑÄ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ. ÷ ÎÅÊ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ-
ÃÉÑ ÃÉÆÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ×ÏÏÂÝÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.11. óÌÏ×Ï U ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ∀k
∃n(k) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ËÕÓÏË ÄÌÉÎÙ k ÓÌÏ×Á U ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÌÀÂÏÍ ËÕÓËÅ ÓÌÏ×Á
U ÄÌÉÎÙ n(k).

òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ∀u ⊂ U ∃n(u) : ∀v ⊂ U : |v| ≥ n(u) =⇒ u ⊂ v.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.12. óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á W ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ:
Á) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ N(k) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÕÞÁÓÔÏË W ÄÌÉÎÙ k

ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÌÀÂÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ W ÄÌÉÎÙ N(k);
Â) ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ËÕÓËÉ ÓÌÏ×Á V Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ËÕÓËÁÍÉ ÓÌÏ×Á W ,

ÔÏ É ×ÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ËÕÓËÉ ÓÌÏ×Á W Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ËÕÓËÁÍÉ ÓÌÏ×Á V . 2

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ:
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ìÅÍÍÁ 1.3 (Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ
ÄÌÉÎÙ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ A. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï V , ×ÓÅ
ÐÏÄÓÌÏ×Á ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÁÍÉ ÓÌÏ× ÉÚ M. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.4. Á) åÓÌÉ u | ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÓÌÏ×Á W , É × ÓÌÏ×Å W ÅÓÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ
ÄÌÉÎÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ u, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï W ′, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÅÄÎÅÅ
ËÕÓËÁÍÉ, ÞÅÍ W . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ W ÔÁË, ÞÔÏÂÙ u ÎÅ ×ÈÏÄÉÌÏ × W ′.

Â) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ × ÓÍÙÓÌÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ w ÃÅÐÏÞËÉ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ÎÁÊÄÅÔÓÑ
ÉÎÆÉÍÕÍ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.5. äÌÑ ÓÌÏ×Á W ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÅÄÎÅÊÛÅÅ ÐÏ ÐÏÄÓÌÏ×ÁÍ ÓÌÏ×Ï W ′ ÔÁ-
ËÏÅ, ÞÔÏ W w W ′. 2

íÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÏÚÎÁÞÁÀÝÕÀ, ÞÔÏ ÉÚ ËÕÓËÏ× ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á
ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ Ò.Ò. ÓÌÏ×Ï.
ôÅÏÒÅÍÁ 1.13. ðÕÓÔØ W | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ
ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÌÏ×Ï Ŵ , ×ÓÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÁÍÉ W . 2

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ×ÁÖÎÁ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏ×, Ô.Ë. ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ
ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×ÏÄÉÔØ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÌÏ× Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ Ò.Ò. ÓÌÏ×.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ � ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ó×ÅÒÈÓÌÏ×. éÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï |ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÏÅ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ � . íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ Í.Ú.É.Í., | ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ××ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ
ÍÅÔÒÉËÉ) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÐÕÓÔÏ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÒÏÍÅ ÓÅÂÑ ÓÁÍÏÇÏ É ÐÕÓÔÏÇÏ. ïÂÙÞÎÏ ÏÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁ-
ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ N .
ó×ÏÊÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. Á) í.Ú.É.Í. N ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕ-
ÔÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÌÀÂÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÉ.

Â) ìÀÂÙÅ Ä×Á Í.Ú.É.Í. ÌÉÂÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÀÔ ÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ ÏÔÓÔÏÑÔ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ.

×) óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÏ×Á W ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ: 1) W | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-
ÎÏÅ; 2) |W | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÓÒÅÄÉ ËÌÁÓÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ |V | (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
U , ÅÓÌÉ W v U , ÔÏ U v W , Ô.Å. U ∼ W ); 3) ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÒÂÉÔÁ W ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ É
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Í.Ú.É.Í.

æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÕÎËÔ Á) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÞÔÉ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÏÓÔØ Ë ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x: N ÅÓÔØ
ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÌÀÂÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÉ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÔÏÞËÉ y = f(x). üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ,
ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁ y ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ N , × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ
É Ë x! ïÄÎÁËÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ É ÓÉÌØÎÁÑ ×ÅÝØ: × N ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ
ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÐÏÞÔÉ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÏÓÔØ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ
ôÅÏÒÅÍÁ 1.14. ðÕÓÔØ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ U ∩ M 6= ∅.
ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ n = n(U) ∈ N, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ y ÉÚ N ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÔÅÒÁÃÉÑ
f (k)(y), ÇÄÅ 1 ≤ k ≤ n, ÐÏÐÁÄÅÔ × U . 2

ôÅÏÒÅÍÁ 1.15. ðÕÓÔØ L | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓ-
Ô×ÕÅÔ Í.Ú.É.Í. N , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ × L.

ðÏÎÑÔÉÅ Ò.Ò. ÓÌÏ×Á ÉÍÅÅÔ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ. åÓÌÉ ÎÁ k-ÏÍ ÍÅÓÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ W ÓÔÏÉÔ 0 ÉÌÉ 1 × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ f (k)(y0) × U , ÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ
ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (ËÏÇÄÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ k f (k)(y0) ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ U) ÓÌÏ×Ï
W Ò.Ò. É ÌÀÂÏÅ Ò.Ò. ÓÌÏ×Ï ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å f
ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄ×ÉÇÁ, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å N | Í.Ú.É.Í. × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
Ó×ÅÒÈÓÌÏ×, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÍ ôÉÈÏÎÏ×ÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.
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1.2.3. ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á
óÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÄ×ÉÇÏ×ÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØÀ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÏËÁÚÁ-

ÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÌÅÍÍÙ, ÌÅÖÁÝÅÊ × ÏÓÎÏ×Å ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏ-
×ÐÁÄÅÎÉÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÁ É ÒÁÄÉËÁÌÁ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ.
ìÅÍÍÁ 1.4. ðÕÓÔØ u 6= v | Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×Á Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á W . ÷ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ:

Á) ∃t : ut ⊂ W; vt 6⊂ W ;
Â) ∃t : ut ⊂ W; vt ⊂ W ; ut, vt ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ. (åÓÌÉ u, v

ÓÒÁ×ÎÉÍÙ, ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å t ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï �);
×) ∃s : ∀n ∈ N sn ⊂ W É ÌÉÂÏ u = vs, ÌÉÂÏ v = us.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Á) É Â) ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á s ÌÉÂÏ u = vs, ÌÉÂÏ v = us. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ sn ⊂ W . ÷ÏÚØÍÅÍ
ÔÁËÏÅ t, ÞÔÏ ut ⊂ W , |t| > 2n|s|. ôÏÇÄÁ ut É vt ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ É
vt ⊂ W .

éÚ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔÉ ut É vt ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ t ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ st, ÐÏÜÔÏÍÕ t ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ
s∞. ðÏÓËÏÌØËÕ |t| > 2n|s|, ÔÏ sn ⊂ t ⊂ W . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×).

2

ìÅÍÍÁ 1.5. ðÕÓÔØ u 6= v | Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×Á Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á W . ÷ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ:

Á) × ÓÌÏ×Å W ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÉÎÙ, Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ
ÏÔ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ u;

Â) ∃r; t: rut ⊂ W , rvt 6⊂ W ;
×) ∃s : ∀n ∈ N sn ⊂ W É ÌÉÂÏ u = vs, ÌÉÂÏ v = us.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ Â) É ×) ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ, ÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ∃t :
ut ⊂ W , vt ⊂ W , ut É vt ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ. ðÏÌÏÖÉÍ u1 = ut, v1 = vt;
ÐÅÒÅÕÐÏÒÑÄÏÞÉ× ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ v1 Â u1. éÔÁË, ÎÁÍ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ v Â u.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ Â) ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ÐÏÄÓÌÏ× u → v ÓÏ-
ÈÒÁÎÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÌÏ×Á x ÂÙÔØ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ W . åÓÌÉ ÖÅ ÓÌÏ×Ï X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ
ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï \ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÓÌÏ×Á X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ-
×ÏÍ W".

1.2.4. îÉÌØÒÁÄÉËÁÌ É ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ W | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ×ÐÒÁ×Ï, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ

ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÓÌÏ×Á ÉÚ W ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × W . úÁÍÅÎÁ ÐÏÄÓÌÏ× u → v ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ W , ÐÏ×ÙÛÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÓÌÏ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ
W ′ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ W (ËÏÔÏÒÏÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.18) |
ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÓÌÏ×Á u.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÉÚ W ′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ W , Á ÓÌÏ×Ï W ′, ÂÕÄÕÞÉ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÌÀÂÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÕÓÌÏ×ÉÅ Á) ÄÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÅÔÓÑ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.6. ðÕÓÔØ U = {ui}ni=1 | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄ-
ÓÌÏ× Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á W . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ×ÅÒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÊ:

Á) × ÓÌÏ×Å W ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÉÎÙ, Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ
ÏÔ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ui;

Â) ∃ri; ti : riuiti ⊂ W , É ∀j 6= i riujti 6⊂ W ;
×) ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ j ∃s : ∀n ∈ N sn ⊂ W É ÌÉÂÏ ui = ujs, ÌÉÂÏ uj = uis:
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï | ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÓÌÏ× × ÎÁÂÏÒÅ U .

ôÅÏÒÅÍÁ 1.16. Á) ðÕÓÔØ W | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ
Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï, u 6= v | ÅÇÏ ÐÏÄÓÌÏ×Á. ôÏÇÄÁ ∃r; t: rut ⊂ W É rvt 6⊂ W .

Â) åÓÌÉ U = {ui}ni=1 | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏ× Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á
W , ÔÏ ∀i, 1 ≤ i ≤ n ∃ri; ti: riuiti ⊂ W , É ∀j 6= i riujti 6⊂ W .

×) åÓÌÉ I 6= 0 | ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ AW , ÔÏ I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÎÏÍ, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ É
×ÓÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ AW=I ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.
(ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ò.Ò. ÓÌÏ×Á É ÁÌÇÅÂÒÙ AW ÄÁÎÙ × ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 1.2.2.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÞÁÓÔÅÊ Á) É Â) ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÍ Ò.Ò. ÓÌÏ×Å W ÓÌÕÞÁÉ Á) É ×) ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÌÅÍÍ
ÉÓËÌÀÞÁÀÔÓÑ.

ðÕÓÔØ ∑�iui ∈ I. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ ri É
ti, ÞÔÏ riuiti ⊂ W , É ∀j 6= i riujti 6⊂ W . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, riujti = 0 × ÁÌÇÅÂÒÅ AW ,
É I 3 ri(

∑
j �juj)ti = �iriuiti. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÎÏÍ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.7. åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï W ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ É ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ, ÔÏ ÒÁ-
ÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ J(AW ) = 0. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÇÌÁ×Å 1.2 ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÏ-
×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÉÄÅÁÌÏ× IW ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ò.Ò. ÓÌÏ× W ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÉÍÅÀÝÉÈ
×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ (Ô.Å. ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ). ôÁÍ ÖÅ ÐÏ-
ËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ J(AW ) = 0 × ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ
ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÁ É ÒÁÄÉËÁÌÁ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ðÒÏÓÔÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ (ËÒÏÍÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ), ÏÄÎÁËÏ ÐÒÁ×ÉÌØ-
ÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÌÕÖÉÔ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÏÔÁ. îÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁÑ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÅÅ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÉÄÅ-
ÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÍÏÎÏÍÏÍ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ; A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ
ËÁÖÄÙÊ ÅÅ ÆÁËÔÏÒ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ. ìÀÂÁÑ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏ-
ÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÏÊ. óÌÏ×Ï × A | ÜÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ×
A | ÜÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×. þÅÒÅÚ k ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÉÓÌÏ
ÂÕË× × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÌÉ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ × ÁÌÇÅÂÒÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.17. ðÕÓÔØ W | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. ôÏÇÄÁ AW | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ, ×ÓÅ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ v = 0, ÇÄÅ v | ÓÌÏ×Ï, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ
W .

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÈ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ É ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ
ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.18. ðÕÓÔØ A | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓ-
Ô×ÕÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÌÏ×Ï W ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A = AW . áÌÇÅÂÒÁ A ÐÏÞÔÉ
ÐÒÏÓÔÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ W ÎÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.21 ÎÉÖÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.19. Á) óÌÏ×Ï c ÐÌÏÔÎÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ
ËÏÎÓÔÁÎÔÁM É ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á × A, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÕÓÏË ÔÁËÏÇÏ
ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ M ÉÍÅÅÔ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á c.

Â) óÌÏ×Ï c ÐÌÏÔÎÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á
× A ÉÍÅÀÔ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á c.
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îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ (Ò.Ò.), ÅÓÌÉ ÅÇÏ
ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÐÌÏÔÎÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÎÅÍ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÍÏÎÏÍÉ-
ÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÁÑ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÎÅÊ ÐÌÏÔÎÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÓÌÏ×Õ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ ÉÎÄÅËÓÁ n; ÜÔÏ n ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å
ËÏÎÓÔÁÎÔÙ M ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.21. Á) óÌÏ×Ï c ÐÌÏÔÎÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ A × ÔÏÍ É
ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ c ÐÌÏÔÎÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Å W ÁÌÇÅÂÒÙ A.

Â) ðÒÉ ÜÔÏÍ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï W ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ c ÐÌÏÔÎÏ ×W , ÔÏ c ÐÌÏÔÎÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ. ïÂÒÁÔ-
ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ× {wi} ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ
ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ c ×ÈÏÄÉÔ × ÌÀÂÏÊ ËÕÓÏË wi ÄÌÉÎÙ M , É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ Ï ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ
Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á. 2

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.20. N(A) ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁ-
ÌÏ×. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, x ∈ N(A) ⇐⇒ x ÐÒÏÅÃÉÒÕÅÔÓÑ × 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏ
ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ ⇐⇒ ÅÓÌÉ x = ∑�ici, �i 6= 0, | ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ x ×
×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÌÏ× ci, ÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ci ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÌÏÔÎÏ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÅÏÒÅÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.22. ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï u ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÌÏÔÎÏ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ. ôÏÇÄÁ u ∈
N(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ u 6∈ N(A), ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ {ci} É {di} ÓÕÍÍÁ x =∑�iciudi ÎÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ. ðÕÓÔØ M = max (|ci|+ |dj|) + 2|u|. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÓÔÅ-
ÐÅÎØ x ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÌÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ M ÉÍÅÅÔ
×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á u. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.23. ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï u ∈ N(A). ôÏÇÄÁ u ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÌÏÔÎÏ ×ÓÔÒÅ-
ÞÁÔØÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï u ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ ÄÌÉÎÙ M ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á W . ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ W × ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÌÏ× ciu ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
ÎÉËÁËÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ ciu ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ u. ðÏÓËÏÌØËÕ |ci| < M ,
ÓÌÏ× ×ÉÄÁ ci ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÌÏÖÉÍ x = ∑ ciu. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
id(u) É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, Ô.Ë. ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÌÅÎ, Ñ×ÌÑÀ-
ÝÉÊÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ W , É ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË × (∑ ciu)n,
ÒÁÚÌÉÞÎÙ. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.24. ðÕÓÔØ A | ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ
ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ J(A) ÁÌÇÅÂÒÙ A ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. 2

ôÅÏÒÅÍÁ 1.21. åÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï W ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ n, ÔÏ AW
ÐÅÒ×ÉÞÎÁ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ AW × ÁÌÇÅÂÒÕ n×n ÍÁÔÒÉÃ
ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ AW ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ n×n ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ
ÐÏÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÉÞÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÏ×
u, v × ÁÌÇÅÂÒÅ AW ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï w 6= 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ uvw 6= 0. 2
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áÌÇÅÂÒÁ Au, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍÕ Ò.Ò. ÓÌÏ×Õ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏ-
ÓÔÏÊ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Au= id{u− u2} ÎÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ. ïÄÎÁËÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.25. åÓÌÉ I 6= 0 | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ Au, ÔÏ Au=I ÎÉÌØ-
ÐÏÔÅÎÔÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ I 3 s = �0c0 + ∑k
i=1 �ici, |ci| = |c0|, ci 6= c0 ÐÒÉ i 6= 0.

ëÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï R ÄÌÉÎÙ, ÂÏÌØÛÅÊ 2|u|+ |c0|, × ÁÌÇÅÂÒÅ Au ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ R = v1c0v2, ÇÄÅ
|v1| ≥ |u|. ðÏÜÔÏÍÕ I 3 v1sv2 = �0v1c0v2 +∑k

i=1 �iv1civ2 = �0R, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ
ÓÕÍÍÁ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.6 ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. 2

÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 1.2.3 ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1.16).

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ W | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï. ôÏÇÄÁ,
ÅÓÌÉ I 6= 0 | ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ AW , ÔÏ I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÎÏÍ, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ É ×ÓÅ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ AW=I ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.8. Á) åÓÌÉ W | ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÌÏ×Ï,
ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï, É ÁÌÇÅÂÒÁ AW ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÁ.

Â) òÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÎËÔ Á) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ
×ÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÎËÔ Â) ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 1.20, 1.18, 1.21, ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÉÑ 1.24 É ÐÕÎËÔÁ Á). 2

îÁÚÏ×ÅÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÅÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ËÏÎÅÞÎÏÍÅ-
ÒÅÎ. óÕÍÍÉÒÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.25 É ÔÅÏÒÅÍÙ 1.16, ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.26. íÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÁÑ. 2

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × Á×ÔÏÍÁÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ N(A) = J(A) = B(A) ÷
ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ×ÅÒÎÏ ÔÏÌØËÏ N(A) = J(A).

1.2.5. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ
äÁÎÎÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ

ÁÌÇÅÂÒ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÌÅ×ÏÎÅÔÅÒÏ×Ù (ÐÒÁ×ÏÎÅÔÅÒÏ×Ù) ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ
Á×ÔÏÍÁÔÎÙ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÂ-
ÒÙ×Á ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÉÄÅÁÌÏ×) ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ
W | Ò.Ò. ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ, ÔÏ ÎÅÁ×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁ AW ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÆÁËÔÏÒÏÍ
(ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1.16) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ.

ïÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ
Ò.Ò. ÓÌÏ×. îÁÚÏ×ÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï U , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ (Ó×ÅÒÈ)ÓÌÏ×, ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ
ËÏÎÅÞÎÏ É ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ U ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÌÉÂÏ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ
ÐÒÉ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÕÓËÁ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ò.Ò. ÞÁÓÔÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ U ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÉÐÏ×:

1) ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï;

2) ÐÒÁ×ÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ uW , ÇÄÅ |u| <∞, W | Ò.Ò. Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï;

3) ÌÅ×ÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ Wu, ÇÄÅ |u| <∞, W | Ò.Ò. Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï;

4) Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ W1uW2, ÇÄÅ |u| <∞, W1 É W2 | Ò.Ò. Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á;
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5) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.22. íÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×Á ⇐⇒ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÎÅÔÅÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A = AU .

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.27. óÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ A Á×ÔÏÍÁÔÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ Ò.Ò. ÞÁÓÔÉ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ÉÚ U ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÙÍ
ÓÌÏ×ÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÔÒÅÚËÉ ÇÒÁÆÁ, Ò.Ò. ÓÌÏ×ÁÍ | ÃÉËÌÙ, ÓÌÏ×ÁÍ ×ÉÄÁ 2 |
ÃÉËÌÙ Ó ×ÈÏÄÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ, ÓÌÏ×ÁÍ ×ÉÄÁ 3 | ÃÉËÌÙ Ó ×ÙÈÏÄÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ,
ÓÌÏ×ÁÍ ×ÉÄÁ 4 | ÐÁÒÁ ÃÉËÌÏ×, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÐÅÒÅÍÙÞËÏÊ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1.22 ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 1.6. ðÕÓÔØ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ
ÓÌÏ× ×ÉÄÁ cvic, ÇÄÅ |vi| ⇒ ∞, É ÐÒÉ ×ÓÅÈ i ÓÌÏ×Ï c | ÎÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï vi. ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ
B ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.9. Á) ðÕÓÔØ A | ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×Á ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ∈ Wd(A) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ '(c) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u ∈
Wd(A) ×ÉÄÁ cvc ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÓÌÏ×Á u ÄÌÉÎÙ '(c) ÉÍÅÅÔ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á c.

Â) åÓÌÉ ÐÒÁ×ÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï W ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ c, ÔÏ, ÎÁ-
ÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÏË Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á W ÄÌÉÎÙ '(c) ÉÍÅÅÔ
×ÈÏÖÄÅÎÉÅ c. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÅ×ÙÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×.

×) åÓÌÉ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï W ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ c ËÁË ÓÌÅ×Á, ÔÁË
É ÓÐÒÁ×Á ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÏË Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á W ÄÌÉÎÙ '(c)
ÉÍÅÅÔ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ c. 2

éÔÁË, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ×ÓÔÒÅÞÁÅÍÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÐÌÏÔÎÏÊ ×ÓÔÒÅÞÁÅÍÏÓÔÉ, ÐÒÉ-
ÞÅÍ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.28. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ Ò.Ò. Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ×
ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ËÏÎÅÞÎÏ.

üÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 1.7. ðÕÓÔØ {Wi}∞i=1 | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ-
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ Ò.Ò. Ó×ÅÒÈÓÌÏ×. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÐÏÄÓÌÏ×Ï v ⊂ Wk É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× {Wij}∞j=1, ÎÅ
ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ v.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.28. ðÕÓÔØ {Wi}∞i=1 | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ Ò.Ò. Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ÉÚ A. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÄÁÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ
Ë {Wi}∞i=1 , Á ÚÁÔÅÍ | Ë {Wij}∞j=1 É Ô.Ä., ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ÓÌÏ× vi, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ïÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ. 2
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1.7. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄ-
ÓÌÏ×Á v ÓÌÏ×Á ÉÚ {Wi}∞i=1 ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ N(v), ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ i > N(v)
ÓÌÏ×Ï v ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × Wi. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1.6, ÐÒÉ ×ÓÅÈ i > N(v) ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÏË
Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á Wi ÄÌÉÎÙ '(v) ÓÏÄÅÒÖÉÔ v. ðÕÓÔØ ui | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï Wi
ÄÌÉÎÙ i. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï U , ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄ-
ÓÌÏ×Ï ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ui. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ⊂ U ËÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÏË
ÄÌÉÎÙ '(v) ÓÌÏ×Á U ÓÏÄÅÒÖÉÔ v. ôÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÓÌÏ×Á c ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á
Wi. ðÏÜÔÏÍÕ U ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á ×ÓÅÈ Wi. îÏ
Ò.Ò. ÓÌÏ×Ï (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1.12) ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÎÁÂÏÒ ËÏÎÅÞÎÙÈ
ÐÏÄÓÌÏ×. úÎÁÞÉÔ, U ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ×ÓÅÍ Wi É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ Wi ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ
ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÌÅÍÍÙ. 2

÷ÙÛÅ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ N(A) ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÍÉ-
ÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑ-
ÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÁÍÉ Ò.Ò. ÓÌÏ×Á É, ÐÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÏ-
ÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÐÏÞÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ËÏÎÅÞÎÏ.

ðÕÓÔØ {ci}ki=1 | ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ N(A) (× ÓÉÌÕ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ A ÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ). ðÏÓËÏÌØËÕ ci ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÌÏÔÎÏ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ, ÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1.6 ×ÙÔÅËÁÅÔ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 1.8. Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ k, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÓÌÏ×Å v ÉÚ
Wd(A) ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï u ÄÌÉÎÙ k, ÞÔÏ v = sut, ÇÄÅ s É t |
ÐÏÄÓÌÏ×Á Ò.Ò. ÓÌÏ× ÉÚ A (Ô.Å. s É t ÎÅ ÌÅÖÁÔ × N(A)).

Â) ðÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á u ∈ N(A) ÄÌÉÎÙ k ÌÀÂÏÅ
ÓÌÏ×Ï ÉÚ Wd(A) ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á u. 2

(ðÕÎËÔ Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ uw = su ÓÍ.
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.8.)

éÚ Ð.Â) ÄÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ É ÓÌÁÂÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÌÅÄÕÅÔ

ìÅÍÍÁ 1.9. ðÕÓÔØ |u| = k, u ∈ N(A). ôÏÇÄÁ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ
ÓÌÏ×ÏÍ u, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ËÁË ÌÅ×ÙÊ ÉÄÅÁÌ. ôÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÐÒÁ×ÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×.

2

üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÊ × ÇÒÁÆÅ ÌÅ×ÙÈ (ÐÒÁ×ÙÈ) ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÊ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1.22 ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÏÊ. 2

1.2.6. òÁÄÉËÁÌ âÜÒÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ðÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.23. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ
ÅÇÏ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ × W .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ìÀÂÏÅ Ò.Ò. ÓÌÏ×Ï (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ.
ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ | ÓÌÏ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÂÕË×, Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ò.Ò., ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÓÉÌÕ ÎÁÌÉÞÉÑ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n ×ÈÏ-
ÖÄÅÎÉÊ bn × ÔÁËÏÍ ÓÌÏ×Å ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÕÞÁÓÔËÉ, Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÏÔ
×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÄÒÕÇÉÈ ÂÕË×. éÄÅÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÂÙÌÁ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ T. çÁÔÅ×ÏÊ{é×ÁÎÏ×ÏÊ.

èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.24. A ÐÏÌÕÐÅÒ×ÉÞÎÁ ⇐⇒ ÒÁÄÉËÁÌ âÜÒÁ B(A) = 0. 2
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ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÁÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÏËÁÚÁÎ × [164], ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÉ-
ÒÏ×ËÏÊ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.25. Á) óÞÅÔÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ-
×ÉÞÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A = AW ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÇÏ Ó×ÅÒÈ-
ÓÌÏ×Á W .

Â) íÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ⇐⇒ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅ-
ÍÅÊÓÔ×Ï ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× W = {Wi} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A = AW .

×) åÓÌÉ A | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ A ÐÅÒ×ÉÞÎÁ ⇐⇒ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× W = {Wi}, ÞÔÏ A = AW , É ÄÌÑ
ÌÀÂÙÈ Wi;Wj ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Wk ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÉÚ Wi ÉÌÉ ÉÚ Wj
ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × Wk.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.10. òÁÄÉËÁÌ âÜÒÁ B(A) ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏ× IW ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÅÒ-
×ÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× W .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI É ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ⇐⇒ A ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ AW
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ W = u∞.

1.3. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ
äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ ÒÑÄÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ.
íÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ. ôÁËÏ-

×ÙÍÉ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Mn = Var(Au) É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ×ÅÒÈ-
ÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÕÖÎÏ ÄÌÑ ËÏÍÂÉ-
ÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×Ù-
ÓÏÔÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ h ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ uk1

1 uk2
2 : : : ukll ,

ÇÄÅ l ≤ h, Á {ui} | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ×. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ
ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÔÅ-
ÐÅÎÅÊ −→k = 〈k1; : : : ; kl〉. ïÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ 〈k1; : : : ; kl〉, ÞÔÏ
uk1

1 : : : ukll = 0, ÄÏÌÖÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÈ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÊ.

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ÔÏ ÒÕÞÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ 1-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É 2-
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. úÁÄÁÞÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ-
ÃÉÉ Ï ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÔÏÌØËÏ
× ÐÅÒ×ÉÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÒÕÞÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÈ
ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÔÉÐÁ Au ([164]).

äÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ, Ó×Ñ-
ÚÁÎÎÁÑ Ó ÚÁÄÁÎÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÇÒÁÆÁÍÉ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ É ÔÅÎ-
ÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ.

1.3.1. ÷ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ
îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ

ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ, ×ÅÄÕÝÉÊ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×Ï ×ÔÏÒÕÀ.
íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × PI-ÓÌÕÞÁÅ (Ô.Å. ËÏÇÄÁ ÎÅÔ ÚÁÃÅÐÌÑÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏ× | ÜÔÏ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÷. á. õÆÎÁÒÏ×ÓËÏÇÏ [115]) ×ÓÅ ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÓÕÔØ ÃÉËÌÙ.
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.26. ðÏ ÇÒÁÆÕ � ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A� ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÅÅ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÅÒÛÉÎÁÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÁ, ÓÔÒÅÌËÅ,
ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ i-À ×ÅÒÛÉÎÕ Ó j-ÏÊ, | ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ Eij, ËÁÖÄÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ
ap ÁÌÇÅÂÒÙ A� | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∑�pijEij, ÇÄÅ �pij = 0, ÅÓÌÉ ÂÕË×Á ap ÎÅ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÎÁ
ÓÔÒÅÌËÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÐÁÒÕ ×ÅÒÛÉÎ, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �pij
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÁÂÏÒ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×. ïÎÏ ÎÁÚÙ-
×ÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

åÓÌÉ ÎÅÔ ÚÁÃÅÐÌÑÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏ× (PI-ÓÌÕÞÁÊ), ÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ. âÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ
ÃÉËÌÁÍ ÂÕÄÕÔ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÂÌÏËÉ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (ËÌÅÔËÉ), ÐÏÄ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ
ÂÕÄÕÔ ÎÕÌÉ É ÎÉÖÅ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÂÌÏË, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÔÏÍÕ ÃÉËÌÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÄÅÔ ÐÏÓÌÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.29. ðÕÓÔØ A | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, a11; : : : ; a1k1,
a21; : : : ; a2k2, : : : ; asks | ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ bi = ∑ki

j=1 aij. ôÏÇÄÁ
Á) ÜÌÅÍÅÎÔÙ b1; : : : ; bs ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ;
Â) ÓÌÏ×Ï U(b1; : : : ; bs) = 0 × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄ-

ÓÔÁÎÏ×ËÉ bi → aij (ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ bi ÍÏÇÕÔ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØÓÑ aij Ó ÒÁÚÌÉÞ-
ÎÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ j) ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÅÓÔØ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÍÅÓÔÏ bi ÓÕÍÍÕ ∑
j aij É ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ, ÔÏ

ÞÌÅÎÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÚÎÙÍ ÓÌÏ×ÁÍ, ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
bi ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. ðÕÎËÔ Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ,
ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÅÍ ÓËÏÂÏË, ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ. 2

éÚ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.30 (Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍ ×ÌÏÖÅÎÉÉ). ðÕÓÔØ Aj = 〈aj1 : : : ajs〉 |
ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, A = ⊕Aj. ðÏÌÏÖÉÍ ai = ∑

j aji. ôÏÇÄÁ a1; : : : ; as ÐÏÒÏ-
ÖÄÁÀÔ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Â, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÏ× × Â ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅ-
ÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÏ× × ÁÌÇÅÂÒÁÈ Aj. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.11. ðÕÓÔØ A | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, I1; : : : ; In | ÍÏÎÏÍÉÁÌØ-
ÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j ÁÌÇÅÂÒÁ A=Ij ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ, ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ
É ÁÌÇÅÂÒÁ A= ∩j Ij. 2

ðÕÓÔØ � | ÇÒÁÆ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ðÏÍÅÔÉÍ ÓÔÒÅÌËÉ ÇÒÁÆÁ � ÒÁÚÎÙÍÉ
ÂÕË×ÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A�. ÷×ÅÄÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÅ: b1b2 = 0, ÅÓÌÉ ËÏÎÅÃ ÓÔÒÅÌËÉ b1 ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÔÒÅÌËÉ b2, ÉÎÁÞÅ
ÉÍÅÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÏÎÏÍ. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ai →

∑ bi (bi ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÓÔÒÅÌËÁÍ,
ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÍ ÂÕË×ÏÊ ai) ÄÁÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A × ÁÌÇÅÂÒÕ A�,
ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �-ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.31. Á) ðÕÓÔØ A | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Â | ÅÅ �-ÎÁËÒÙÔÉÅ.
ôÏÇÄÁ ÓÌÏ×Õ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÕÍÍÁ ÓÌÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ Â, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÈ ÅÇÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍ × ÇÒÁÆÅ �.

Â) åÓÌÉ �(A) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �(A′) ÒÁÓËÌÅÊËÏÊ ÂÕË×, ÔÏ A ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × A′
É Var(A′) ⊆ Var(A).

×) ìÀÂÁÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÕÀ. 2
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.32. Á) åÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï × A′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ
× A, ÔÏ A′ ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A É Var(A′) ⊆ Var(A). óÔÉÒÁÎÉÀ ÓÔÒÅ-
ÌÏË × ÇÒÁÆÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ.

Â) ðÕÓÔØ �i - Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÇÒÁÆÁ �. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏ-
ÖÅÎÉÅ A� × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ A�i. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Var(A�) ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Var(A�i).

2

(òÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÏ×Á ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÐÕÔØ, ÒÅÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ÐÏÒÑÄËÅ ÉÈ ÐÒÏ-
ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÂÕË×ÁÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. åÓÌÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÔ, ÔÏ ÓÌÏ×Ï ÎÕ-
ÌÅ×ÏÅ. äÌÑ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ.)

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, k〈x〉 ⊗
k〈y〉 ' k[x; y], Á ËÏÌØÃÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ). ðÏÜÔÏÍÕ × ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÎÁÄÏ ×ÙÂÉÒÁÔØ
ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.33. ðÕÓÔØ Ai, i = 1; : : : ; n, | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ
Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ aij, j = 1; : : : ; s. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Â ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÑ ⊗iAi, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a1j ⊗ a2j ⊗ · · · ⊗ anj, j = 1; : : : ; s. ôÏÇÄÁ
Â | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. óÌÏ×Ï × A ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,
ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒ Ai. 2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÄÅÁÌ ÓÌÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ Â ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÉÄÅÁÌÏ× ÓÌÏ× × ÁÌÇÅÂÒÁÈ Ai.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Õ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× �1 É �2 (ÎÅ ÏÂÑ-
ÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÒÁÚÍÅÔËÕ ÓÔÒÅÌÏË), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï × ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �1 É
�2, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. òÁÚÍÅÔÉÍ ÐÁÒÁÍÉ
ÂÕË× \ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ" ÓÔÒÅÌÏË. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÐÁÒÁÍÉ ÂÕË×, ÏÔ×ÅÞÁÀ-
ÝÉÈ ÓÔÒÅÌËÁÍ �1 É �2. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏ-
ÒÏ× \ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÒÏ×ÎÅÊ" ( × ÓÍÙÓÌÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎ-
ÔÁÈ).

åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÙ Ai ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ, ÔÏ, ÂÅÒÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-
ÎÉÊ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.34. Á) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ Â É ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒ Ai ÉÚ ÐÒÅÄÙ-
ÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ Ai ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ, Wi | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ Â ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ, É ⊗Wi |
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.

Â) åÓÌÉ A | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, I1; : : : ; Ik | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ (Ô.Å.
ÉÄÅÁÌÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÍÏÎÏÍÏ×), É ÁÌÇÅÂÒÙ A=Ij ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ, ÔÏ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁ A=(I1 + · · ·+ Ik) ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ. 2

éÔÁË, ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÏ× ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÏ×, ÆÁËÔÏÒÙ ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ É ÓÕÍÍÙ.

÷ÓÀÄÕ ÎÉÖÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÆÙ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀ-
ÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏ×. ëÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÔÒÅÌËÁÍ × ÇÒÁÆÅ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ
ÒÁÚÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.35. ðÕÓÔØ ÒÁÚÎÙÍ ÓÔÒÅÌËÁÍ × ÇÒÁÆÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÔÉÒÁÎÉÀ ÓÔÒÅÌËÉ × ÇÒÁÆÅ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ. 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.27. ä×Å ÓÔÒÅÌËÉ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÏÂÅ ÜÔÉ ÓÔÒÅÌËÉ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÒÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.36. åÓÌÉ �(A) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÁÌÇÅÂÒ A�, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÓÔÉ-
ÒÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÅÌÏË. T-ÉÄÅÁÌ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÙ A ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁ-
ÌÏ× ÔÏÖÄÅÓÔ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒ, Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÏÊ
A, | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ðÕÓÔØ I | ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ
ÉÄÅÁÌ × A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A�=I ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ. ôÏÇÄÁ
ÁÌÇÅÂÒÁ A=I ÔÏÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ. 2

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÙ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅ-
ÒÅÓÔÁÀÔ ÂÙÔØ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ
ÔÅÈÎÉËÁ ÇÒÁÆÏ×.

1.3.2. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ
íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÏÒÏ-

ÖÄÅÎÎÏÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.
þÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÍÏÓÔ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ

ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÏÖÄÅÓÔ× É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÕ ÓÌÏ×. ÷ÏÔ ÏÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÓ-
ÓÕÖÄÅÎÉÊ: ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ =⇒ f ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ×
\ÔÅÓÔÏ×ÏÊ" ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A =⇒ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ,
ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÅ ÓÏ ÓÌÏ×ÏÍ ÉÚ A, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á f ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ
× ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÏ×. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ
ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ. íÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ É ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, Á ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÖÅÍ ÌÅÍÍÙ, ÎÕÖÎÙÅ ÄÌÑ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ 1.4.4. çÏ×ÏÒÑ
Ï ÓÌÏ×ÁÈ ÉÚ Wd(A), ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ Ï ÓÌÏ×ÁÈ, ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÓÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ
ÁÌÇÅÂÒÙ A.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Au ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÁÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á u∞ = uuu : : : . âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ u ÎÅ ÃÉËÌÉÞÎÏ, Ô.Å. ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÉËÁËÏÇÏ Ó×ÏÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÓÌÏ×Á.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.28. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÙ Au ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ
Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ Kn, ÇÄÅ n | ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á u.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÌÇÅÂÒÕ Au ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÇÒÁÆÏÍ G(A)
(ÍÙ ÄÏÐÕÓËÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ). íÅÔËÉ ÒÅÂÅÒ ÃÉ-
ËÌÁ × ÐÏÒÑÄËÅ ÉÈ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÓÏ ÓÌÏ×ÏÍ u. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T (A) ÉÄÅÁÌ
ÔÏÖÄÅÓÔ× A, ÞÅÒÅÚ T (Kn) | ÉÄÅÁÌ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ Kn. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ  ÄÁÅÔ ÎÁÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅ A × ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n ÎÁÄ ÒÁÓÛÉ-
ÒÅÎÉÅÍ F ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÏÌÑ K. ôÁË ËÁË ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÐÒÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÐÏÌÑ
ÎÁÂÏÒ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, T (A) ⊇ T (Fn) = T (Kn).

ïÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ  (A) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F
×ÓÀ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Fn. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÁÔ F ·  (A). ðÕÓÔØ u = ak1ak2 : : : akn , ÒÅÂÒÁ i→ i+ 1 ÇÒÁÆÁ G(A) ÐÏÍÅÞÅÎÙ
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ÂÕË×ÁÍÉ ai, i = 1; : : : ; n− 1, ÒÅÂÒÏ n→ 1 ÐÏÍÅÞÅÎÏ ÂÕË×ÏÊ akn . ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
ÏÂÒÁÚ ÓÌÏ×Á

 (akiaki+1 : : : aknuak1 : : : akj−1)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ×ÓÅÈ ÍÅÓÔÁÈ, ËÒÏÍÅ (i; j), ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ, Á ÎÁ ÍÅÓÔÅ
(i; j) ÓÔÏÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ F . þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ eij,
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÜÔÕ ÍÁÔÒÉÃÕ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.37. Á) ðÕÓÔØ f | ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÅÓÑ × ÍÏÎÏÍÉ-
ÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A, B | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÉÍÅÎÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ.
ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï u ÉÚ Wd(A) × ÁÌÇÅÂÒÅ B, ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÅ ÐÏ ÍÏ-
ÄÕÌÀ T (f) ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÍÉ u.

Â) ðÕÓÔØ f | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ ∑
�∈S ��x�(1) : : : x�(p); �� ∈ F .

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÏ×Á v1; : : : ; vp ÉÚ Wd(A) É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ �� ∈ Sp ÔÁËÉÅ,
ÞÔÏ

V = v1v2 : : : vp ∈ Wd(A);
v1v2 : : : vp ≡

∑
V� 6=V ��V� ( mod T (f)); ÇÄÅ

V� = v�(1)v�(2) : : : v�(p):
(1)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÚÑ× ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÓÌÏ×ÁÍ ÎÅ ÉÚ Wd(A), ÍÙ Ó×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
Ë ÓÌÕÞÁÀ ÓÁÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. 2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ w ÓÌÏ×ÁÍÉ
ÎÅ ÉÚ Wd(A).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.38. ðÕÓÔØ M | ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, f | ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÔÅÐÅÎÉ p, vi, v′i | ÓÌÏ×Á, Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi.
ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á f(x1; : : : ; xp) × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ
×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á f(v1x1v′1; : : : ; vpxpv′p).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑ-
ÝÉÈ × vi É v′i. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.12. ðÕÓÔØ Var(A) | ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ
ÓÌÏ×Á vi × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (1) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎ-
ÎÙÍÉ.

éÔÁË, \×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÑ É ÐÒÉÐÉÓËÉ" (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 1.1) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ
ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ
ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ 1.4.4.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.39. ðÕÓÔØ u | ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n, É ÐÕÓÔØ f |
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n É ÓÔÅÐÅÎÉ p. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÏÄÓÌÏ×Ï t × Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Å u∞, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÅ × ×ÉÄÅ t = t0 : : : tp+1, ÇÄÅ ÄÌÉÎÙ ÐÏÄÓÌÏ×
ti ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÐÒÅÄÅÌÁÈ 2n ≤ |ti| ≤ 3n; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏ×Ï t ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÔÁËÖÅ ×
×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÌÏ× ×ÉÄÁ t� = t0t�(1) : : : t�(p)tp+1, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × Ó×ÅÒÈ-
ÓÌÏ×Ï u∞.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.28 Var(Au) = Mn. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÓÌÅÄ-
ÓÔ×ÉÅ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ Au É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.37, ÅÓÌÉ t� 6= t, ÔÏ t� =∈
Wd(Au). ÷ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× 2n ≤ ti ≤ 3n ÄÏÂÉ×ÁÅÍÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 1.1 Ï
×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÑÈ É ÐÒÉÐÉÓËÁÈ. 2
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.29. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ
ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ ìÁÔÙÛÅ×Á Lat(M) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Tn
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ ìÁÔÙÛÅ×Á Lat(A) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÇÏ ÅÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Var(A) (× ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ
Var(A) ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÏÅ).

ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

A = F 〈x; c1; : : : ; cn〉=
( n∑

i=1
id(ci)2 + id(c1; : : : ; cn)n

)
:

ïÎÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁ É Var(A) = Var(Tn). ÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 1.12, ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.40. åÓÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f , ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Tn+1, ÔÏ × A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÌÁÂÏÊ (Á
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.31, É ÓÉÌØÎÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ
×ÙÛÅ n.

üÔÏ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅËÁÞÉ×ÁÔØ n ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÌÏ×Á × ÍÅÎØ-
ÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÅÐÅÎÅÊ (ÓÍ. ÐÕÎËÔ 1.5). óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.41. Á) GKdim(A) ≤ S · Lat(A), ÇÄÅ S | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× s-ÂÁÚÉÓÁ.

Â) ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÏÅ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ
Lat(A) É ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ Lat(A)− 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÎËÔ Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.40 É ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÐÅÒÅËÁÞËÉ:
×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÌÏ×ÁÍÉ ×ÉÄÁ d0ve1i1 d1ve2i2 : : : dh−1vehih dh,
ÇÄÅ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á di ÉÍÅÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ, ÓÌÏ×Á vij ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ s-ÂÁÚÉÓÕ, É
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v ÉÚ s-ÂÁÚÉÓÁ ÓÒÅÄÉ ÓÌÏ× vij ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Lat(A)
ÓÌÏ×, ÒÁ×ÎÙÈ v. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ h ≤ S · Lat(A).

ðÕÎËÔ Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.40 É ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × Tn ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÓÉÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ Lat(A)− 1. 2

éÔÁË, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ìÁÔÙÛÅ×Á É ÐÒÏÓÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ×
ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ \ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ" ×ÏÚÎÉ-
ËÁÌÉ × ÒÁÂÏÔÁÈ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ûÐÅÈÔÁ. üÔÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ
ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, Ô.Å. ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÙÍ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ.

ïÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÁÆÏ×. ôÅÏ-
ÒÅÍÙ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ × ËÏÎÃÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ × ÄÉÓÓÅÒÔÁ-
ÃÉÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÍÉ, ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ | ÓÍ.[164].

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.30. çÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
×ÉÄ
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(ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÕÔÉ ÍÅÖÄÕ ÃÉËÌÁÍÉ É ÓÁÍÉ ÃÉËÌÙ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ), ×ÈÏÄ-
ÎÙÅ É ×ÙÈÏÄÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÃÉËÌÏ× ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ, ÉÍÅ-
ÀÝÁÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ Ó ÃÉËÌÏÍ, ÐÏÍÅÞÅÎÁ ÂÕË×ÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÉÇÄÅ
ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ;

ËÕÓÏÞÎÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ËÏÎÅÞÅÎ, ËÁÖÄÁÑ Ó×ÑÚÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÚÁÍÅÞÁ-
ÔÅÌØÎÁ É ÓÔÒÅÌËÉ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.42. ìÀÂÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ ÚÁÄÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. 2

÷ ÒÁÂÏÔÅ [164] ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.31. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÁÌ-
ÇÅÂÒÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÕÓÏÞÎÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, M ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÍÉ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.13. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏ-
ÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. 2

äÁÄÉÍ ÄÒÕÇÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.32. ëÁÖÄÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌ-
ÇÅÂÒ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ×ÉÄÁ

Mn1Mn2 : : :Mnk :

úÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ Mni ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ
ni, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ T -ÉÄÅÁÌÏ× (ÅÍÕ
ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ). 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.43. áÌÇÅÂÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ, ÐÏÒÏ-
ÖÄÁÅÔ ÕÎÉÔÁÒÎÏ-ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ⇐⇒ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ËÕÓÏÞ-
ÎÏ-ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ, ×ÓÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÃÉËÌÙ × ËÏÔÏÒÏÍ ÂÌÉÚËÉ É ÎÅÔ ÐÅÒÅÍÙ-
ÞÅË: ×ÈÏÄÑÝÅÊ × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÃÉËÌ É ×ÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ ÆÉÎÁÌØÎÏÇÏ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ×ÉÄÁ Mn1Mn2 : : :Mnk × ÒÁÂÏÔÁÈ,
ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ûÐÅÈÔÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. åÓÌÉ ×ÓÅ
nk = 1, ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ìÁÔÙÛÅ×Á; ÅÓÌÉ k = 1, ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÏÂÙÞÎÕÀ
ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.

1.3.3. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ
åÓÌÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ, ÔÏ ÏÎÁ PI, É × ÎÅÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÅÏ-

ÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÅ. ïÂÒÁÔÎÏÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ×ÅÒÎÏ. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÒÏÂÎÏÊ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ.) íÙ ÄÁÄÉÍ
ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ×ÙÓÏÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ vk1
1 vk2

2 : : : vkll , ÇÄÅ l ≤ H,
H | ×ÙÓÏÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ, É vi ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÓÌÏ×. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÁÌÇÅÂÒÙ A ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÔÉÐÏÍ | ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ
(v1; : : : ; vl) | É ×ÅËÔÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅÎÅÊ −→k = (k1; : : : ; kl). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ
ÔÉÐÏ× ËÏÎÅÞÎÏ. õÓÌÏ×ÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÓÕÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÔÉÐÙ É ×ÅËÔÏÒÙ ÓÔÅ-
ÐÅÎÅÊ. îÁÚÏ×ÅÍ ÔÉÐ (u1; : : : ; uk) ÐÏÄÔÉÐÏÍ ÔÉÐÁ (v1; : : : ; vl), ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ (v1; : : : ; vl) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (v1; : : : ; vm; u1; : : : ; uk; vm+k+1; : : : ; vl). éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,
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ÓÌÏ×Á ÔÉÐÁ (u1; : : : ; uk) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÁÍÉ ÓÌÏ× ÔÉÐÁ (v1; : : : ; vl) Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Á vi ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ (Ô.Å. ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ) É ÞÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÓÌÏ× × ÔÉÐÅ vk�� : : : vk�� ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ
× ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. (üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ vi, ÎÏ É
ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ki.)

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÞÉÓÌÏ N . åÇÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ×ÙÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ. îÁ-
ÚÏ×ÅÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ vkii ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ki > N . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á (ÔÅÏÒÅÍÁ 1.59) ×ÙÔÅ-
ËÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ N ÒÁ×ÎÏ ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á. ïÔÍÅÔÉÍ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔÙ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÌÏ×Ï vk1

1 : : : vkll × ×ÉÄÅ

D0vki1i1 D1 : : : vkisis Ds;

ÇÄÅ ki1 ; : : : ; kis ≥ N É D� | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. ÷ÙÂÏÒ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ N ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ s ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ. ðÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ vi
ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ (× ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ) ÓÌÏ×ÁÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÍÏ-
ÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÅÒÅËÒÙÔÉÊ. åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ D0vki1i1 : : : Ds ÎÅ-
ÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÔÏ ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÐÏ ÄÌÉÎÅ
D0, ÚÁÔÅÍ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ vk1

i1 , ÐÏÔÏÍ | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ D2 É Ô.Ä. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (D0; vi1 ; D1; vi2 ; : : : ; Ds) ÓÌÏ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍ ÔÉÐÏÍ (ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ×ÅËÔÏÒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ). óÕÍÍÉÒÕÅÍ ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ É
ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.44. ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ N ËÁÖÄÏÍÕ ÓÌÏ×Õ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÔÉÐ. éÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞ-
ÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÉÐÏ×. ðÏÄÔÉÐ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ (D0; v1; : : : ; vs; Ds)
ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÉÄÏ×: (vi; Di; : : : ; vj), (vi; : : : ; D′′

j ), (D′
i−1; vi; : : : ; vj),

(D′
i−1; : : : ; vj; D′′

j ), ÇÄÅ D′
i−1 | ËÏÎÅÃ vki−1

i−1 Di, Á D′′
j | ÎÁÞÁÌÏ Djvkj+1

j+1 . ëÁÖÄÏÅ
ÓÌÏ×Ï ÐÏÄÔÉÐÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Á ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. ëÁÖÄÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÍÕ ÔÉÐÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á
ÜÔÏÇÏ ÔÉÐÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÁË ÐÕÔÉ × ÇÒÁÆÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ vi ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÃÉ-
ËÌÁÍ, Á Dj | ÐÕÔÑÍ, ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍ. 2

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.33. íÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕ-
ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ É ×ÅËÔÏÒÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.

1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÚÁÄÁÎÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉ-
ÁÌØÎÙÈ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ {Pj;�;t = 0} ÎÁ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ

D0vk1
i1 D1 : : : vksis Ds = 0 (2)

× ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

P�;t(k1; : : : ; ks) = 0 ∀j (3)

(ÞÅÒÅÚ t ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÔÉÐ (D0; vi1 ; : : : ; visDs) ).
2. åÓÌÉ P� | ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÐÏÄÔÉÐÁ, ÔÏ ÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÉ-

ÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÔÉÐÁ.
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òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ: ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

• åÅ ×ÙÓÏÔÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.

• íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ (É ÚÁÏÄÎÏ ÐÒÏÑÓÎÉÍ ÕÓÌÏ-
×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï,
ÔÏ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÅ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉ-
ÌÏÓØ ×ÙÛÅ.

þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ËÁË ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÏ×Á ÎÕÌÀ ×ÙÔÅËÁÅÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.45. ðÕÓÔØ A | Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ôÏÇÄÁ (ij)-Ñ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÁ ÅÅ ÓÔÅÐÅÎÉ An ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ∑k

i=1 �ni Pi(n), ÇÄÅ �i | ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ
ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Pi ∈ K[x].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ Ï ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÅ. 2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÓÌÏ×Á ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ
×ÓÅÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ
ÔÅÏÒÅÍÙ. îÁÛÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÇÒÁÆ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ
ÎÅÓ×ÑÚÁÎÎÙÈ ËÕÓËÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÒÁÚÎÙÍ ÔÉÐÁÍ. ÷ ÓÉÌÕ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ
Ó ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÇÒÁÆÁ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ É
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÔÏÍÕ ÔÉÐÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.31 Ó×ÏÄÉÔ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÕ-
ÞÁÀ ÇÒÁÆÁ, ×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÉÅ 1.34 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. éÔÁË, ÎÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ
Ó×ÅÌÁÓØ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ.

ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ ×ÉÄÁ

- rµ´
¶³
q

q
q
- q - rµ´

¶³
q

q
q
- q - rµ´

¶³
q

q
q
- : : : - rµ´

¶³
q

q
q
- ;

×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ, P (k1; : : : ; ks) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ
ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÄÉÏÆÁÎÔÏ× ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ k1; : : : ; ks. ðÕÓÔØ I | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÙÊ ÓÌÏ×ÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒ×ÙÊ ÃÉËÌ ÐÒÏÊÄÅÎ k1 ÒÁÚ, ×ÔÏÒÏÊ | k2 ÒÁÚ É Ô.Ä.,
ÐÒÉÞÅÍ P (k1; : : : ; ks) = 0. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A=I ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ.

ó×ÅÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÇÒÁÆÁ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÐÅÔÌÑÍÉ É ÅÄÉ-
ÎÉÞÎÙÍÉ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍÉ ÐÅÔÌÉ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÅ ÇÒÁÆÁ

- qi
a1

- qi
a2

- qi
a3

- : : : - qi
an

- :

ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Wi ⊂ V ÏÂÒÁÚ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ai. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V
É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× W 1

i ; : : : ;W l
i , ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Wi, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÙ a0
i , a1

i ; : : : ; ali: aji ÐÒÉ 1 ≤ j < n ÓÕÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ W j
i ÎÁ W j+1

i ; ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÎÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÐÅÒÁÔÏÒ a0

i ÅÓÔØ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ai É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Wi ÎÁ W 1

i ; ÎÁËÏÎÅÃ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ ali ÅÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
W l
i ÎÁ Wi. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× a0

i a1
i : : : ali ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
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V ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ai, Ô.Å. ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅ ÃÉËÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ai.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÃÉËÌÙ
ÂÙÌÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÐÕÔÑÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

ðÏÄ×ÅÄÅÍ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÔÏÇ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó×ÅÌÏÓØ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÅ.

ìÅÍÍÁ 1.10 (Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ � ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ

-
d0

qi
a1

-
d1

qi
a2

-
d2

qi
a3

- : : : - qi
an

-
dn :

ðÕÓÔØ P (k1; : : : ; kn) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÄÉÏÆÁÎÔÏ× ÐÏÌÉÎÏÍ
ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ k1; : : : ; kn. ðÕÓÔØ I | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ
d0ak1

1 d1ak2
2 : : : dn−1aknn dn ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ P (k1; : : : ; kn) = 0. ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A�=I ÐÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÉÍÁ.

÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÅÈÎÉËÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×.

ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÁÍÉ ÄÌÑ ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ (ÎÏ ÎÅ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ!) ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó
ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.34.
1. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÂÕË×ÁÍÉ ai É ÞÉÓÌÁÍÉ �i,
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ.
2. áÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (É ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

1) ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÑ;

2) ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×Å ai ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÏÑ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ �ai, ÎÅ ÚÁ×É-
ÓÑÝÁÑ ÏÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÂÕË×Ù × ÇÒÁÆÅ;

3) ÓÔÒÅÌËÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ i-À ×ÅÒÛÉÎÕ Ó j-Ê, ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÊ ÂÕË×ÏÊ ak É ÞÉÓÌÏÍ �s,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �ak�sEij (ÇÄÅ Eij | ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ, Ô.Å. ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ i-Ê ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ei × j-Ê);

4) ËÁÖÄÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ai ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÕÍÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÓÔÒÅÌ-
ËÁÍ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÎÁÐÉÓÁÎÁ (ÅÓÌÉ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÓÔÒÅÌËÁ, ÐÏ-
ÍÅÞÅÎÎÁÑ ÂÕË×ÏÊ ai, ÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ
×ÅËÔÏÒ ÎÕÌÅ×ÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ � = 0, ÔÏ ÓÔÒÅÌËÕ ÍÏÖÎÏ ÓÔÅÒÅÔØ);

5) ÅÓÌÉ ÎÁ ÓÔÒÅÌËÅ ÎÅ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÎÉËÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ �, ÔÏ ÏÎÏ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÐÏÌÁÇÁ-
ÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ËÌÅÔËÕ A. ëÁË Ó×ÑÚÁÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× A É
Ak Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×?

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.46. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ

−→e 1q
i
a

-
a

qi
a

-
a

qi
a

-
a

: : : -
a

qi
a

−→e n.
︸ ︷︷ ︸

n
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ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ a. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÕ Ak ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÓÔÒÅÌËÁÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ
−→e i É −→e j, ÇÄÅ i < j, ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ

( k
j−i

)
Ak, ÇÄÅ Ak = �ak | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ

ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ
(k

0
)

=
(k
n
)

= 1,
(k
n
)

= 0 ÐÒÉ n > k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÎÁ ÑÚÙË ÇÒÁÆÏ× ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ-
×ÅÓÔÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÓÔÅÐÅÎÉ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÉ (ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ). 2

îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÓÔÒÅÌËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ËÒÁÊÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ −→e 1 É −→e n.
îÁ ÎÅÊ ÎÁÐÉÓÁÎÏ

( k
n−1

)
�ak. åÓÌÉ ÂÙ ÎÁ ×ÓÅÈ ÓÔÒÅÌËÁÈ ÇÒÁÆÁ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ

ÂÙÌÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ �, ÔÏ ÎÁ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ÓÔÒÅÌËÅ ÂÙÌÏ
ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÎÏ �k

( k
n−1

)
�ak. ôÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ ÄÌÑ ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÉÑ

ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.
óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.47. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ

q
−→e �-
d0

qi
�1a1

-
�1a1

: : :- qi
�1a1

︸ ︷︷ ︸
n1

-
d1

qi
�2a2

-
�2a2

: : :- qi
�2a2

︸ ︷︷ ︸
n2

-
d2

: : : qi
�sas

-
�sas

: : :- qi
�sas

-

︸ ︷︷ ︸
ns

ds
q
−→e � .

ðÕÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ di ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Di, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ ai | ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÙ Ai, i = 0; 1; : : : . ôÏÇÄÁ

D0Ak1
1 D1Ak2

2 : : : Ds−1Akss Ds = E�� · �d0

s∏
i=1

�kii
( ki
ni − 1

)
�akii �di ;

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ E�� ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.48. ðÏÌÉÎÏÍÙ ×ÉÄÁ
( k1
n1−1

)( k2
n2−1

)
: : :

( ks
ns−1

)
ÄÌÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ

ÎÁÂÏÒÏ× n1; : : : ; ns ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× K[k1; : : : ; ks].
ðÏÌÉÎÏÍÙ Ó ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁÍÉ �k1

1 : : : �kss
( k1
n1−1

)
: : :

( ks
ns−1

)
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å ÐÏÌÉÎÏÍÏ× Ó ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁÍÉ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÌÉÎÏÍÙ
( k1
n1−1

)( k2
n2−1

)
: : :

( ks
ns−1

)
ÓÕÔØ Z-ÂÁÚÉÓ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÙÈ k1; : : : ; ks, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ × ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.49. a) ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ:

−→e � r¢
¢
¢
¢̧�1d0

qi
�11a1

-
�11a1

: : :- qi
�11a1

︸ ︷︷ ︸
n11

-
d1

: : : qi
�1sas

-
�1sas

: : :- qi
�1sas

︸ ︷︷ ︸
n1s

½
½>�2d0-�3d0: : :A

A
AAU

�md0

r

A
A
A
AU
ds

-ds: : :

¢
¢
¢̧ds

−→e �

qi
�m1a1

-
�m1a1

: : :- qi
�m1a1

︸ ︷︷ ︸
nm1

-
d1

: : : qi
�msas

-
�msas

: : :- qi

︸ ︷︷ ︸
nms

ðÕÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ ai ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ai, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ di | ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÙ Di. ôÏÇÄÁ

D0Ak1
1 D1Ak2

2 : : : Akss Ds = E�� ·
(

�d0

s∏
j=1

�akjj �dj
)
·
m∑
i=1

�i
s∏
j=1

�kjij
( kj
nij − 1

)
:
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, D0Ak1
1 D1 : : : Akss Ds = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

P (k1; : : : ; ks) =
m∑
i=1

�i
s∏
j=1

�kjij
( kj
nij − 1

)
= 0:

Â) ìÀÂÏÍÕ ÓÌÏ×Õ, ÉÍÅÀÝÅÍÕ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ × ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ, ËÒÏÍÅ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ,
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ −→e � É −→e �, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ. îÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÚÎÙÍ ÓÌÏ×ÁÍ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ-
ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.49 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÏÏÒÕÄÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÉÚ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, Á ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.48 ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁ-
ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ{ÄÉÏÆÁÎÔÏ× ÐÏÌÉÎÏÍ. éÔÁË,
ÌÅÍÍÁ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ, Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ É ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÎÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁÖÄÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ
(

�d0
∏s

j=1 �akjj �dj
)
· �i

∏s
j=1 �

kj
ij

( kj
nij−1

)
ÏÔ×ÅÞÁÅÔ

ÐÕÔØ ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÏÌØ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ-ÚÁ ÜÆÆÅËÔÁ ÉÎÔÅÒ-
ÆÅÒÅÎÃÉÉ ÉÌÉ \ÇÁÛÅÎÉÑ ÐÕÔÅÊ".

1.3.4. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ ÒÑÄÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ É
ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ

íÙ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Á×ÔÏÍÁÔÎÏ-
ÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ
ÅÄÉÎÉÃÅ, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ
Ó ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.35. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-
ÓÔÉËÉ ÎÕÌØ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ, Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ, Á ÅÅ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á, ËÒÉÔÅÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ É
ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÕÌÅÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ-ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ
ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏ-
ÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË É ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ óËÏÌÅÍÁ (ÓÍ. [13]) ÐÕÔÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊ-
ÎÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÙ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Z Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ
ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ.

íÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.
1. éÚ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {�i} ÐÏÌÑ (Ô.Å. ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÉÚÕÞÁÅÍÙÍ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅÍ) ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
{�1; : : : ; �k}, ÉÍÅÎÕÅÍÙÊ ÂÁÚÉÓÏÍ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ. ëÁÖÄÏÅ �i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ Pi0�ni +· · ·+Pin = 0, ÇÄÅ ×ÓÅ Pij ÓÕÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×
Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ �1; : : : ; �k. ìÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ
× ÎÁÂÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÌÑ H ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ
ÐÏÌÑ Q({�i}) × ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ H.

2. ÷ÏÚØÍÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ
ÏÓÔÁÔËÏ× {��1; : : : ; ��k} ×ÓÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ Pini(��1; : : : ; ��k), Pi0(��1; : : : ; ��k) 6= 0 (Ô.Å. ÏÂÅÓÐÅ-
ÞÉÍ, ÞÔÏÂÙ p ÎÅ ×ÈÏÄÉÌÏ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ). ÷ÏÚØÍÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÎÁÄ Z
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p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ {�′1; : : : ; �′k} Ó ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p, ÒÁ×ÎÙÍÉ {��1; : : : ; ��k} ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �i → �′i ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ Z[{�i}] × ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
ËÏÎÅÞÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ H ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Zp. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÏÂÒÁÚÙ Pjs(�i) ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÇÌÁ×ÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ Hp ËÏÌØÃÁ H. ðÕÓÔØ m | ÓÔÅÐÅÎØ H
ÎÁÄ Zp.

3. åÓÌÉ � ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ Hp, ÔÏ �pm−1 − 1 ∈ Hp. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÑ tx,
ÇÄÅ t = �pm−1, ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÐÏ x.

4. ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ H ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.
5. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f , ÉÍÅÀÝÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÕÌÅÊ × H, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ

ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. (íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ f ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ
ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ.)

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ. ðÕÓÔØ r = pm−1. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÛÁÇÏ× 1{2
Ë ËÏÌØÃÕ H. òÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ N ÎÁ r ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ
ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ Ó ÛÁÇÏÍ r. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ Pi ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÏÓÎÏ-
×ÁÎÉÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ �ri (Ô.Ë. ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÅÎÑÅÔÓÑ Ó ÛÁÇÏÍ r). ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ
ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ Pi ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
ÎÕÌÅÊ, ÌÉÂÏ ×ÓÑ ÎÕÌÅ×ÁÑ. 2

ôÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ
ÎÅ×ÅÒÎÁ, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ
ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p É ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ x ∈ N: (1 + t)x − tx − 1 = 0, t | ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ. ïÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÌÅÖÁÔ × ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p. åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÕÔØ
x = pk. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ AC = DA = DC = CD = 0,
CAnD = 0 ÐÒÉ n = pk × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ
ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p, ÎÏ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 ÐÏ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ. ÷ÙÐÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ:

A : (1 + �)aE11 + �aE22 + aE33;
C : c(E01 − E02 − E03);
D : d(E14 + E24 + E34) :

òÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÅÎ. íÏÖÎÏ
ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÏÔÌÉÞ-
ÎÏÊ ÏÔ p.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á 2. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ x2 − dy2 = 1(d 6= k2) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ (xn; yn): xn +

√
dyn = (x0 +

√
dy0)n,

ÇÄÅ (x0; y0) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅ-
ÓËÕÀ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ, É ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÉÖÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÅÎ:

CAxByD = 0; ÅÓÌÉ x2 − dy2 = 0;
C2 = D2 = AC = BC = DC = DB = DA = 0;
BA = AD = CB = CD = 0 :

(üÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÄÓÌÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ× ×ÉÄÁ CAxByD, ÇÄÅ x2 − dy2 6= 0.)
éÔÁË, ×ÏÐÒÏÓ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ

ÐÒÏÂÌÅÍÅ: Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜËÓÐÏ-
ÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ
ÜÔÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÁËÖÅ
ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÎÁÌÉÞÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÎÕÌÑ Õ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ
ôÅÏÒÅÍÁ 1.36. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ
Ä×ÕÈ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙ.

2
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íÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 1000× 1000 ÎÁÄ C[x1; : : : ; x9].

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÎÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏÊ
ÎÕÌÀ) ÎÅ ÉÍÅÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÅÓÔØ ÓÐÅÃÉÆÉËÁ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. éÚ-
×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔ Ä×ÕÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. åÓÌÉ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ ÜËÓ-
ÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Ù ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÒÅ-
ÛÉÍÏÓÔØ ÐÒÏÂÌÅÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á 2.

1.4. ôÅÏÒÅÍÁ ûÉÒÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ É ÂÁÚÉÓÙ ÁÌÇÅÂÒ
üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ × ÐÅÒ×ÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏ× ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ PI-

ÁÌÇÅÂÒ. äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÍ ÅÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑÍ × Ó×ÅÔÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ
ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ×.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ Ë ËÕÓÏÞÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏ-
ÍÕ ×ÉÄÕ. éÚ ÎÅÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍ ÂÅÒÎ-
ÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ: ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ (ÐÒÏÂÌÅÍÁ ëÕ-
ÒÏÛÁ) É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÉÌØÁÌÇÅÂÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÉÎ-
ÄÅËÓÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒÛÏ×Á ×ÙÔÅËÁÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.37. ðÕÓÔØ Y = {ui} | ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ×. ÷ÙÓÏÔÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ×
W ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ h ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï w ∈ W
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ uk1

i1 u
k2
i2 : : : u

kr
ir , ÇÄÅ r ≤ h. áÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ×ÙÓÏÔÕ h ÎÁÄ Y ,

ÅÓÌÉ A ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ×, ÉÍÅÀÝÉÍ ×ÙÓÏÔÕ h ÎÁÄ Y . ðÒÉ
ÜÔÏÍ Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ A.

ôÅÏÒÅÍÁ ûÉÒÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ. ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ
ÓÔÅÐÅÎÉ m, Y | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ m. ôÏÇÄÁ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ Y . 2

÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ ûÉÒÛÏ×Á ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÎÁÄ ËÁËÉÍÉ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÁÍÉ ÓÌÏ× Y ÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ. üÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ×Ï-
ÐÒÏÓÁ ÏÂ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ × PI-ÁÌÇÅÂÒÁÈ. ïÔ×ÅÔ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.38 (á. ñ. âÅÌÏ×). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏ×Á
ÁÌÇÅÂÒÙ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á u ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ m =
PIdeg(A) | ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÏ×Ï, ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÌÏ×Á u.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (uv)n = u(vu)n−1v, É ÅÓÌÉ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Á ÃÉËÌÉ-
ÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×Á v1 É v2, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ ÂÁÚÉÓÁ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.57, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ
ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÉÖÅ. ðÏËÁÖÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ. ðÕÓÔØ |u| ≤ n É u ÎÅÃÉËÌÉÞÎÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ 1.28, Au ∈ Var(A) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ
A. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ Au, ÐÒÏÅËÃÉÑ Y ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ-
ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ðÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.6 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÓÌÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ Au
ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×, ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ Ë ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÓÌÏ×Á u. ðÏÜÔÏÍÕ Y
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÏ×Ï ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ÔÉÐÁ. 2
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ×ÙÓÏÔÙ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ
ÎÅ ×ÙÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÙÌÁ ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÔÁËÖÅ ç. ð. þÅËÁÎÕ [119]. ïÃÅÎËÁ ÎÁ ÄÌÉÎÕ
ÓÌÏ× ÉÚ Y ×ÐÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÁ ÓÎÉÖÅÎÁ é. ÷. ìØ×Ï×ÙÍ [73] (c m ÄÏ m− 1).

îÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ h. éÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ ×ÙÓÏÔÁ ÂÏÌØÛÁÑ, ÔÏ ÓÌÏ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÍÅÎØÛÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.39. óÌÏ×Ï W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ-
ÂÉÔØ ÎÁ m ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÞÁÓÔÅÊ

W = w1w2 : : : wm; ÇÄÅ w1 Â w2 Â · · · Â wm:

äÒÕÇÏÅ (ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ. óÌÏ×Ï W m-ÒÁÚÂÉ-
×ÁÅÍÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ s0v1s1v2 : : : sm−1vmsm, ÇÄÅ v1 Â v2 Â · · · Â vm.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ ×ÁÖÎÏÓÔØ ÐÏÎÑÔÉÑ m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.50 (á. é. ûÉÒÛÏ×). Á) ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ m-ÒÁÚÂÉ-
×ÁÅÍÙÍ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ W ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×-
ËÏÊ wi, ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÅ W .

Â) åÓÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

x1 : : : xm =
∑

� 6=id
��x�(1) : : : x�(m)

ÓÔÅÐÅÎÉ m, ÔÏ ÓÌÏ×Ï W ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏ×.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÓÌÏ×Á, ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ × ×ÉÄÅ ÌÉ-
ÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏ×, m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÏ× ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ.

1.4.1. ïÃÅÎËÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ×ÙÓÏÔÅ
÷ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ, ÒÁÚ×ÉÔÁÑ × ÒÁÚÄÅÌÅ 1.1.1.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.51. åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï W ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ W = s0vs1v : : : sm−1vsm, Á ÓÌÏ×Ï
v ÓÏÄÅÒÖÉÔ m ÐÏÐÁÒÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÐÏÄÓÌÏ× (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÅÒÅ-
ËÒÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ), ÔÏ W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ v ÓÁÍÏÅ ÓÔÁÒÛÅÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï, ÉÚ
×ÔÏÒÏÇÏ | ×ÔÏÒÏÅ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ É Ô.Ä. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÓÌÏ×Á W ÍÙ ×ÙÂÒÁÌÉ
ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÉÚ ÕÖÅ ÎÅÐÅÒÅËÒÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×. 2

éÔÁË, ÓÌÏ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ n ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×, n-×ÓÔÒÅÞÁ-
ÅÍÏ ÔÏÌØËÏ × n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÏ×Å.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.14. óÌÏ×Ï, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ m ÎÅÐÅ-
ÒÅËÒÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÓÌÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ m-ÔÉÐÁ, Á ÔÁËÖÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ m-ÔÉÐÁ.
2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.40. m-ÔÉÐÏÍ ÓÌÏ×Á W ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ, Á ×
ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ W ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ m, m-ÔÉÐÏÍ W ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÁÍÏ W . íÉ-
ÎÉÍÁÌØÎÙÍ m-ÔÉÐÏÍ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ m-ÓÏÂÓÔ×ÅÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï Õ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÇÏ m-ÎÁÞÁÌÁ.
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éÔÁË, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ m ÐÏÐÁÒÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×.
óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ×ÁÖÎÁ. ïÎÁ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Õ ÐÓÅ×ÄÏ-
ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ | ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔØ. üÔÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á ÌÅÖÉÔ ×
ÏÓÎÏ×Å ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÃÅÎÏË ÄÌÑ ×ÙÓÏÔÙ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ,
ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÉ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÁ É ÒÁÄÉËÁÌÁ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ É Ô.Ä.

ìÅÍÍÁ 1.11. Á) ðÕÓÔØ u0 = W , W = v1u1 = v2u2 = · · · = vmum, |vi| = i. ôÏÇÄÁ
ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ:

1) ÓÌÏ×Á ui ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÃÅÐØ;
2) ÓÌÏ×Ï W ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ Ó ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄÏÍ vi ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i É ÐÅÒÉÏÄÏÍ

s, ÐÒÉÞÅÍ vis = vj; ÐÏÒÑÄÏË W ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ m.
Â) ðÕÓÔØ u | ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï, u(i) | ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÎÃÙ. ôÏÇÄÁ u(i)uu
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÃÅÐØ.

ðÕÎËÔ Á) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÎËÔ Â) ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÏ×Å ÅÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ ÐÏÄÓÌÏ×Á
ÄÌÉÎÙ, ÂÏÌØÛÅÊ ÐÅÒÉÏÄÁ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÅÒÉÏÄÁ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.15. Á) ðÕÓÔØ ∀i |vi| ≤ m É ÐÒÉ i 6= j vi 6= vj. ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× {vit} ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ, ÌÉÂÏ t Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ m.

Â) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ (zv)(i) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (zv)i(zv)(i) = zv. ðÕÓÔØ |zv| > R >
m. ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ (zv)R ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ m, ÌÉÂÏ ((zv)(i))R ÏÂÒÁÚÕÀÔ
ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. 2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ W ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÁ×ÙÍ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×ÏÍ. åÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÎÏ, ÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÎÃÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÐÒÉ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ.

ðÓÅ×ÄÏ- É Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ ÂÅÒÎÓÁÊ-
ÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÉÚ ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 1.12. Á) ðÕÓÔØ |z| = R, z ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ m. ôÏÇÄÁ z ÓÏ-
ÄÅÒÖÉÔ [R=m]-À ÓÔÅÐÅÎØ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ≤ m.

Â) ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ, ÐÕÓÔØ W ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, K | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎ-
ÄÅËÓÏ× i ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ (u)(i) = V , ÇÄÅ V | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÎÅÃ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á W , É k0 |
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ K, v = vk0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï s, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ k ∈ K vk = vsnk , ÇÄÅ nk = (k − k0)=|s|. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.16. åÓÌÉ |t| ≥ mk, ÔÏ t ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÂÏ k-À ÓÔÅÐÅÎØ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ
ÎÅ ×ÙÛÅ m, ÌÉÂÏ m ÐÏÄÓÌÏ×, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÃÅÐØ. 2

üÔÉ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÐÅÒÅËÒÙ×ÁÀÔÓÑ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÓÁÍÏ t ÉÍÅÅÔ m ÎÅÐÅÒÅËÒÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ
×ÈÏÖÄÅÎÉÊ × ÓÌÏ×Ï W , ÔÏ W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.13 ×ÙÔÅËÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.52. Á) ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï m-ÔÉÐÏ× ÓÌÏ×, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ k-À ÓÔÅÐÅÎØ
ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ≤ m, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ lm+1m2k:

Â) ëÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ ≥ mk ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÁ m É
ÓÏÄÅÒÖÉÔ k-À ÓÔÅÐÅÎØ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ≤ m, ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×ÏÉÍ m-ÔÉÐÏÍ.

×) åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï W ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ, Â�ÏÌØÛÕÀ, ÞÅÍ lm+1m4k2, ÔÏ × ÓÌÏ×Å W ÍÏÖÎÏ
ÕËÁÚÁÔØ lm+1m3k ËÕÓËÏ× ÄÌÉÎÙ mk, ÉÚ ÎÉÈ m ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ m-ÔÉÐ.
2
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.17. åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï W ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ, Â�ÏÌØÛÕÀ, ÞÅÍ lm+1m4k2, ÔÏ ÌÉÂÏ
W m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏ, ÌÉÂÏ ËÁËÁÑ-ÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÉÚ n < m ÂÕË× ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔÓÑ k ÒÁÚ
ÐÏÄÒÑÄ. 2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ m-ÔÉÐÏ× ÏÃÅÎËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÁ lmk: ×
ÓÌÏ×Å ÄÌÉÎÙ m2klmk ÎÁÊÄÕÔÓÑ m ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÐÏÄÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ
mk ËÁÖÄÏÅ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.18. ðÕÓÔØ A | l-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m. ðÕÓÔØ ×ÓÅ
ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ m ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ ÉÎÄÅËÓÁ k. ôÏÇÄÁ A ÎÉÌØ-
ÐÏÔÅÎÔÎÁ ÉÎÄÅËÓÁ lm+1m4k2. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÏÐÒÏÓ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÂÙÌ ÐÏ-
ÓÔÁ×ÌÅÎ á. ç. ëÕÒÏÛÅÍ. ïÎ ÂÙÌ ÒÅÛÅÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ é. ëÁÐÌÁÎÓËÉÍ. åÇÏ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÙÌÏ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÍ. ðÅÒ×ÏÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÙÌÏ
ÐÏÌÕÞÅÎÏ á. é. ûÉÒÛÏ×ÙÍ ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÅ. ïÄÎÁËÏ ÏÒÉÇÉ-
ÎÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒÛÏ×Á ÉÍÅÌÏ ÔÏÌØËÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ.
÷ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÜÔÁ ÏÃÅÎËÁ ÂÙÌÁ ÕÌÕÞÛÅÎÁ á. ô. ëÏÌÏÔÏ×ÙÍ (ÄÏ ÐÏ×ÔÏÒÎÏÊ ÜËÓÐÏ-
ÎÅÎÔÙ) É á. ñ. âÅÌÏ×ÙÍ (ÄÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ [167]). äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ
0 îÁÇÁÔÏÊ É èÉÇÍÁÎÏÍ ÂÙÌÁ ÐÏËÁÚÁÎÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞ-
ÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ) ÎÉÌØ-ÁÌÇÅÂÒ ÉÎÄÅËÓÁ n. éÍÉ ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ
ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ. à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ× ÕÌÕÞÛÉÌ ÜÔÕ ÏÃÅÎËÕ ÄÏ n2.
(÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÁ.) ìÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ ìÉ × ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÉÓÔÉËÉ ÎÏÌØ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ á. é. ëÏÓÔÒÉËÉÎÙÍ. å. é. úÅÌØÍÁÎÏ× ÄÏËÁÚÁÌ ÜÔÏ
× ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÐÏËÁÚÁÌ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÎÇÅÌÅ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ×
ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ.

ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ, ÅÓÌÉ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÏ-
ÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ: ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÐÏ×ÔÏÒÑÅÍÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ
m-ÔÉÐÁ ÄÌÑ ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÉÑ m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÔ ÔÒÏÊÎÙÈ ÐÅÒÅËÒÙÔÉÊ
Õ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ m-ÔÉÐÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ ÒÅÚÁÔØ ÓÌÏ×Ï ÎÁ ËÕÓËÉ ÄÌÉÎÙ mk É
ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ m ÔÉÐÏ× ËÕÓËÏ×. ðÅÒÅËÒÙÔÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÍÏÇÕÔ
ÂÙÔØ Ä×ÏÊÎÙÅ, Á ËÕÓËÏ× × mk ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÕÌÕÞÛÅÎÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.53. Á) åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï W ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ, ÂÏÌØÛÕÀ ÞÅÍ 2lm+1m2k, ÔÏ
ÌÉÂÏ W m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÏ, ÌÉÂÏ ËÁËÁÑ-ÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÉÚ n < m ÂÕË× ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔÓÑ
k ÒÁÚ ÐÏÄÒÑÄ. ÷ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÏÃÅÎËÕ lm+1m4k2 ÍÏÖÎÏ ÚÁ-
ÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÏÃÅÎËÕ 2lm+1m2k.

Â) óÌÏ×Ï, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2mlm+1 ÐÏÄ-
ÓÌÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ m-ËÏÎÃÁÍÉ.

×) óÌÏ×Ï, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ, ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ mlm+1 ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉ-
ÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ m ÞÁÓÔÅÊ. 2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏ×Ï c, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

c = c0!0c1!1 : : : !r−1cr;

ÇÄÅ !i | Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ m ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ 2m
ËÁÖÄÏÅ, ci ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÓÌÏ×, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ !i ÎÁ ÐÅÒ×ÕÀ ÂÕË×Õ ci ÎÅ
ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ m. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, r < mlm+1 É ∑ |ci| < mlm+1.

ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ !i × ×ÉÄÅ !i = ukii Si, ÇÄÅ Si | ÎÁÞÁÌÏ !i, |ui| ≤ m. íÙ ÉÍÅÅÍ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÕÔÏÞÎÑÀÝÉÊ ÔÅÏÒÅÍÕ á. é. ûÉÒÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ:
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ôÅÏÒÅÍÁ 1.41. ðÕÓÔØ A | l-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m. ôÏÇÄÁ A
ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÅÊ H(m; l) ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ
ÎÅ ×ÙÛÅ m. ðÒÉ ÜÔÏÍ

H(m; l) < 3mlm+1:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÚÏÂÒÁ×ÛÉÓØ Ó ËÏÎÃÁÍÉ !i, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ H(m; l) < 2mlm+1.

îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÅ q-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÌÏ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÄÁÎÎÕÀ
ÂÕË×Õ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.54. ðÕÓÔØ A | l-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m. ðÕÓÔØ
ÂÕË×Á z ÉÍÅÅÔ (q+3)mlm+1 ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ × ÓÌÏ×Ï W . ôÏÇÄÁ W ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ (zv)q. 2

äÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÃÅÎÏË ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ É ÄÌÑ ÐÏÌÕËÏÌÅÃ, ×
ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ Ó ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.42. Á) ðÕÓÔØ A | l-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ Ó ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ
ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï xm = 0. ôÏÇÄÁ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏ
ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ 2lm+1m3.

Â) ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ l-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÏÌÕËÏÌØÃÏ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑ-
ÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï xm = 0. ôÏÇÄÁ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ mm·2lm+1m3+
m.

ðÏÄÒÏÂÎÅÅ | ÓÍ. [164], [169].

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÍ é. é. âÏÇÄÁÎÏ×ÙÍ [11] ÂÙÌÉ ÕÌÕÞÛÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÏÎ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ É ÔÅÈÎÉËÕ ÒÁÂÏÔ [164], [169] (É ÓÓÙÌÁÌÓÑ ÎÁ ÎÉÈ).

1.4.2. âÁÚÉÓÙ ûÉÒÛÏ×Á É ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏ-ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍ
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.55. ðÕÓÔØ {ui} { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÐÏÄÓÌÏ×
ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. ôÏÇÄÁ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. 2

éÚ ÌÅÍÍÙ 1.11 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 1.43 (Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×). ðÕÓÔØ W | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ
ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ:

Á) ÓÌÏ×Á (W )1; : : : ; (W )n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ;
Â) W ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ n. åÇÏ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ

(W )i, Á ÐÅÒÉÏÄ | ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÎÃÏ× (W )n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á (W )i Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
W = (W )i(W )i. åÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ Â) ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {(W )i} ÏÂÒÁÚÕÅÔ
ÃÅÐØ. ðÕÓÔØ ∑�i(W )i = 0 É ÐÕÓÔØ (W )j | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ (W )i ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ÔÁËÉÈ,
ÞÔÏ �i 6= 0. ôÏÇÄÁ W = (W )i(W )i Â (W )i(W )j ÐÒÉ i 6= j É �i 6= 0: îÏ ÔÁË ËÁË (W )j
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ (W )i, ÓÌÏ×Ï W = (W )j(W )j ÔÏÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏ×. îÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ W |
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï. 2
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. Á) ÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØ.

Â) åÓÌÉ ×ÓÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ n ÓÌÏ×Á W ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÓÌÏ×Á
(W )1; : : : ; (W )n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.19. Á) ðÕÓÔØ A | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ n × n ÍÁÔÒÉÃ, W | ÍÉ-
ÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ (Ó×ÅÒÈ)ÓÌÏ×Ï. ôÏÇÄÁ W ÐÓÅ×ÏÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ
n.

Â) ðÕÓÔØ M | Ë.Ð. A-ÍÏÄÕÌØ, É ÐÒÉ ×ÓÅÈ k MAk 6= 0. ôÏÇÄÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ
Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï × ÁÌÇÅÂÒÅ A′′ (ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ 2 ÉÚ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ
1.2.1), ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ n + 1 (ÅÄÉÎÉÞËÁ ÄÏÂÁ×ÉÌÁÓØ ÚÁ ÓÞÅÔ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÍÏÄÕÌÑ, ÓÔÏÑÝÅÊ ÐÅÒÅÄ ÓÌÏ×ÏÍ ÉÚ A). 2

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ 1 ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ 1.2.1
×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.20. (ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÷. á. õÆÎÁÒÏ×ÓËÉÊ.) ðÕÓÔØ
1) ÓÌÏ×Ï W = ai1 : : : ain Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ × ÌÅ×ÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ

ÐÏÒÑÄËÅ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÄÌÉÎÙ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ n;

2) ËÏÎÃÙ ÓÌÏ×Á W ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ.
ôÏÇÄÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÓÌÏ×Á W ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. 2

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÒÁÎÅÅ ÷. á. õÆÎÁÒÏ×ÓËÉÍ [114] É ç. ð. þÅËÁÎÕ
[117].

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.21 (ÇÉÐÏÔÅÚÁ ûÅÓÔÁËÏ×Á). Á) ðÕÓÔØ A | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ
ÍÁÔÒÉÃ Mn, ÉÍÅÀÝÁÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á
ÓÔÅÐÅÎÉ ≤ n ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.

Â) ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ.
ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÓÔÅÐÅÎÉ ≤ n ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÌÏËÁÌØÎÏ ÎÉÌØ-
ÐÏÔÅÎÔÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) áÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ × n-
ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÕÓÔØ m1; : : : ;mn | ÂÁÚÉÓ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ïÓÔÁÌÏÓØ
ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ 2 É ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×. äÌÑ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÕÎËÔÁ Â) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÒÁÄÉËÁÌÕ É ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØÀ. 2

ðÕÎËÔ Á) ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÂÙÌ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ é.÷.ìØ×Ï×ÙÍ. éÍ ÖÅ
[73] ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÕÎËÔÁ Â) Ë Á).

ç. ð. þÅËÁÎÕ [118] ÓÄÅÌÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ: 1) ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ Ë×ÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØÀ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, 2) ÌÉ-
ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏ×Á W , ÎÏ É ×ÓÅ ÅÇÏ ÒÁÚÌÉÞ-
ÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á. ôÅÈÎÉËÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ
ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ðÕÓÔØ W | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÌÏ×Ï, É ÐÕÓÔØ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á
ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

n∑

k=1
�k(W )k = 0:

ðÕÓÔØ W̃ = max�k 6=0(W )k (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ (W )k | ËÏÎÅÃ W , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ
(W )k | ÎÁÞÁÌÕ ÄÌÉÎÙ k, W = (W )k(W )k). ðÕÓÔØ K | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ k, ÞÔÏ
�k 6= 0, K 6= ∅. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.56. Á) ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï W̃ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Ï s ÍÉÎÉ-
ÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ W̃ = s∞.

Â) ðÕÓÔØ k0 | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ K, v = (W )k0. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ∈ K
(W )k = vsnk , ÇÄÅ nk = (k − k0)=|s|.

×) ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ m ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:
∑

k∈K
�kvsm+nk = 0:

Ç) üÌÅÍÅÎÔ
x = �−1

k0

∑

k∈K; k>k0

�ksnk

ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÏÂÒÁÔÉÍÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÎËÔÙ Á) É Â) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1.12. åÓÌÉ k =∈ K, ÔÏ
(W )kW̃ = 0. ïÔÓÀÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (W )k ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË W̃ , Á ÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ sp, ÐÏÓËÏÌØËÕ W̃ = s∞. ÷ÚÑ× × ËÁÞÅÓÔ×Å m
ÍÁËÓÉÍÕÍ ÔÁËÉÈ p, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÕÎËÔ ×). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∑

k∈K �kvsm+nk = 0 ÍÏÖÎÏ
ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ vs∑

k∈K �ksnk = 0. ïÔËÕÄÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x ÎÅ
Ë×ÁÚÉÏÂÒÁÔÉÍ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.22. (ìÏËÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ç. ð. þÅËÁÎÕ.)
ðÕÓÔØ

1) ÓÌÏ×Ï W = ai1 : : : ain Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ × ÌÅ×ÏÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ
ÐÏÒÑÄËÅ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÄÌÉÎÙ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ n;

2) ÅÓÌÉ vi | ËÏÎÃÙ ÓÌÏ×Á W , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× fi(x) ∈
xF [x]; deg fi(x) ≤ n ÜÌÅÍÅÎÔÙ fi(vi) Ë×ÁÚÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙ.

ôÏÇÄÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÓÌÏ×Á W ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÐÁÒÎÏ
ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ËÏÎÃÏ× ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁ×ÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ u. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕ-
ÅÍÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ 2 ÉÚ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ 1.2.1. ðÒÉÍÅÎÉ× ÄÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ A′′,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.23 (ç. ð. þÅËÁÎÕ). åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï W ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1)
É (2) É uW 6= 0, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ u(W )i, i = 1; : : : n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ((W )i ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÞÁÌÏ ÓÌÏ×Á W ÄÌÉÎÙ i). 2

îÁÚÏ×ÅÍ ÓÌÏ×Ï W ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (1) ÔÅÏÒÅÍÙ
Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ.

éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1.3 ×ÙÔÅËÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.57. ðÕÓÔØ W - ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. ôÏÇÄÁ
Á) ðÕÓÔØ u, v | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á W , ÐÒÉÞÅÍ |u| ≥ |v|. ðÕÓÔØ ÏÎÉ ÉÚÏÂÒÁ-

ÖÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ. ôÏÇÄÁ ÏÎÉ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ
(Ô.Å. u = vs). åÓÌÉ v ¤ u, ÔÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÀ u ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ
ËÏÎÅÃ W .

Â) ðÕÓÔØ (W )k | k-ÎÁÞÁÌÏ W . ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ (W )p(W )q 6= 0, p + q ≤ |W |, ÔÏ
(W )p(W )q = (W )p+q. 2
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éÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1.22 ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (ÓÍ. [118]).

ôÅÏÒÅÍÁ 1.44. (\çÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ", ç. ð. þÅËÁÎÕ.)
åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï W ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÔÏ
×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á W ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ∑�iUi = 0 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÓÌÏ×ÁÍÉ
W . ÷ÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {Ui} ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÓÌÏ×, ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÉÎÉ-
ÍÁÌØÎÙÈ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {Ui}, Á × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U | ÓÌÏ×Ï Uj ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.
ðÕÓÔØ W = SUjT . ôÏÇÄÁ 0 = ∑�iSUi É SUi ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ W
× ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ W ÓÒÅÄÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÏ×. üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ
ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ. 2

ðÕÓÔØ W - ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï ÏÔ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n. ïÎÏ ÐÒÅÄÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ l, ÐÒÉÞÅÍ l ≤ n. ðÕÓÔØ A | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÂÕË×Å a.
ëÁÖÄÏÍÕ ÅÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÀ × Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï W ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁÞÁÌÏ W , ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ
ÜÔÉÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅÍ. ðÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅÍ ÂÕË×Ù, Í�ÅÎØÛÅÊ a, ÓÔÏÉÔ ÎÁÞÁÌÏ
W , ÚÁÎÕÌÑÅÍÏÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A (× ÓÉÌÕ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÓÔÉ W ). ôÅÐÅÒØ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÒÁÎÇ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÁ, Á ËÏÒÁÎÇ | ÑÄÒÁ.

ðÒÉÍÅÎÉ× ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ 2 ÉÚ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ 1.2.1 É ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×, ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.58. Á) ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕË×Ù a × ÐÅÒÉÏÄ É ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ
ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁÎÇÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

Â) ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕË×, ÍÅÎØÛÉÈ a × ÐÅÒÉÏÄ É ÐÒÅÄÐÅÒÉÏÄ ÜËÓÔÒÅ-
ÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÑÄÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. 2

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÓÉÌÉ×ÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ç. ð. þÅËÁÎÕ:

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.24. Á) ðÕÓÔØ A1; : : : ; As−n×n-ÍÁÔÒÉÃÙ, ki = rk(Ai). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ
×ÓÅ ÓÌÏ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÅ ÂÏÌÅÅ ki ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕË×Ù ai, ÎÉÌØÐÏ-
ÔÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ A1; : : : ; As ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ.

Â) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ s É ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ
ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÌÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n− ks ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕË×, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ
as, É ÒÏ×ÎÏ ks ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ as.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Ð.Á) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð.Á) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.58. äÌÑ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ð.Â) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÁËÏÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ai,
ÞÔÏÂÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ as ÂÙÌÁ ÂÙ ÓÔÁÒÛÅÊ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á u × Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï
W , ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÂÕË×Á ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ×ÙÛÅ l ÏÔ ÌÅ×ÏÇÏ ËÒÁÑ
W . þÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ u ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÎÇÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, Á
ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÓÌÏ× ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÉÈ u | ËÏÒÁÎÇÁ. (þÔÏÂÙ ÎÅ ÓÞÉ-
ÔÁÔØ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á É ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ Ä×ÁÖÄÙ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÔÏÊ ÖÅ
ÄÌÉÎÙ |u|.) æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1.24, ÍÙ ÐÒÅÄÏ-
ÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ
([114], [117]), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÕÄÎÙÅ. ëÒÁÔËÏÓÔØ É ÑÓÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÉÚ-ÚÁ ÐÒÏÑÓ-
ÎÅÎÉÑ Ó×ÑÚÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ É ÓÄ×ÉÇÏ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ÍÏÖÎÏ
ÐÏÌÕÞÁÔØ ÔÁËÖÅ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÅ. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ
ÓÌÏ×Á ÉÚÕÞÁÌÉÓØ ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÉÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ (De Luca etc.).
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1.4.3. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÉÐÁ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÐÒÏÑÓÎÑÀÔ, ËÁË ÏÔÒÁÖÁÀÔÓÑ

Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ ÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏ×. îÁ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÁÔÉËÅ ÍÏ-
ÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÎÑÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

é. è�ÅÒÓÔÅÊÎ ÔÁË ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÏÂÝÕÀ ÓÈÅÍÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ:

• äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÔÅÌ : : :

• úÁÔÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔÅ Ë ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÁÍ, Ó×ÏÄÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ Ë ÍÁÔÒÉÞÎÙÍ ËÏÌØÃÁÍ.

• ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÌÅÃ; ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÅÅ ÄÌÑ
R=J ;

• ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏÑÓÎÉÔØ ×ÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÒÁÄÉËÁÌÁ : : :

üÔÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÈÏÒÏÛÅÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ × ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Å ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.45 (ïÂ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÈ). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ
ÎÅÕÍÅÎØÛÁÅÍÙÈ ÓÌÏ× × PI-ÁÌÇÅÂÒÅ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ×, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ m | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÙ A, n =
PIdeg(A) | ÓÌÏÖÎÏÓÔØ A. ðÏÓËÏÌØËÕ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ m, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ |u| | ÎÅÃÉËÌÉÞÅ-
ÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ, Â�ÏÌØÛÅÊ n, ÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k ÓÌÏ×Ï uk ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏ×.

ûÁÇ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁ×ÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ M , ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ v É ÓÏÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÑÍÉ vW = 0, ÇÄÅ W ≺ u∞=2 (Ô.Å. W ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ u). (þÅÒÅÚ
u∞=2 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÐÒÁ×Ï ÓÌÏ×Ï Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ u, ÞÅÒÅÚ \≺" | ÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÅ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.) îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Muk = 0 ÐÒÉ
ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: ÔÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ uk ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÍÅÎØÛÉÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÕÍÅÎØÛÁÅÍÙÈ ÓÌÏ×
ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Ym | ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ
×ÙÛÅ m. á ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ
ÂÏÌØÛÅ n = PIdeg(A) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÍÅÎØÛÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÏ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ
Â�ÏÌØÛÅÊ, ÞÅÍ n ÍÏÖÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ Ym.

ûÁÇ 2. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ t : vs → vus ÚÁÄÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÑ M , ÐÏÜÔÏÍÕ M ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË A[t]-ÍÏÄÕÌØ. îÁÛÁ ÃÅÌØ |
ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Mtk = 0 ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, �M = M⊗F[t; t−1] =
0.

ûÁÇ 3. åÓÌÉ Mtk ∈ M · J(AnnM), ÇÄÅ J(AnnM) | ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÁÎ-
ÎÕÌÑÔÏÒÁ, ÔÏ Mtlk ∈ M · J(AnnM)l, É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÒÁÕÎÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁ-
ÄÉËÁÌÁ Mtlk = 0 ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ l. (÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÓÔØÀ
t × A[t], ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÔÅÏÒÅÍÏÊ áÍÉÃÕÒÁ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉ-
ËÁÌÁ.) ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÍÏÄÕÌÀ M ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÏÊ B = A[t]=J(AnnM),
ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ J(AnnM) = 0.

ûÁÇ 4. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉÍÁÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, Ó×ÏÄÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ë ÓÌÕÞÁÀ,
ËÏÇÄÁ M ÅÓÔØ ÔÏÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ B.

ûÁÇ 5. üÌÅÍÅÎÔÙ ÃÅÎÔÒÁ Z(B) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏ
ÎÉÍ ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÔØ É, ÓÄÅÌÁ× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Z(B), ÐÒÉÊÔÉ Ë ÓÌÕÞÁÀ,
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ËÏÇÄÁ B | ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ k ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, Á �M ÅÓÔØ k-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÒÉ ÜÔÏÍ k ≤ n.

ûÁÇ 5. ðÒÉÍÅÎÉ× ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ 2 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 1.2.1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ
ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÒÁ×ÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï vu∞=2, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1.19 ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ
Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ (ÓÍ. ÐÕÎËÔ 1.4.2).

1.4.4. ðÒÑÍÏÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÇÉÐÏÔÅÚ ûÅÓÔÁËÏ×Á É
áÍÉÃÕÒÁ

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÓÌÏ× Ë ÎÕÖÎÏÍÕ ×ÉÄÕ,
× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÏÄÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÂßÅËÔÁÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

ïÂÙÞÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÌÏ×Á Ë ÕÄÏÂÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ÓÏÓÔÏÉÔ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ
ÓÌÏ×Á ÞÅÒÅÚ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏ× É ÉÚÕÞÅÎÉÉ
ÎÅÕÍÅÎØÛÁÅÍÙÈ ÓÌÏ×. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï t = t1 : : : tn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ,
t1 Â · · · Â tp, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ∈ Sp ÓÌÏ×Ï
t� = t�(1) : : : t�(n) ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÅ t. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÔÅÐÅÎÉ p, ÔÏ ÓÌÏ×Ï t ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÍÅÎØÛÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÕÍÅÎØÛÁÅÍÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-
ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍ. îÏ ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÏ× ÉÍÅÅÔ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ÎÅ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ
ÄÌÉÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÄÓÌÏ×Á. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÕÖÉÔ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÄÌÑ ÒÅ-
ÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ.

îÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÎÁ-
ÞÁÌÅ, Á ÇÄÅ ÕÇÏÄÎÏ. íÅÎØÛÅÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÏÝÅ ÓÏÚÄÁÔØ ÇÄÅ-ÔÏ ×ÎÕÔÒÉ, ÐÒÏ-
×ÅÄÑ \ÓÇÕÝÅÎÉÅ" (ÈÏÔÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÕÈÕÄÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ×ÓÅÇÏ ÓÌÏ×Á ÍÏÖÅÔ ×ÙÚÙ×ÁÔØ
ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ). ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ × ÏÓÎÏ×Å ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ
ÔÅÈÎÉËÉ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÄÅ-ÔÏ ÞÔÏ-ÔÏ Õ×ÅÌÉÞÉÌÏÓØ, ÔÏ × ÄÒÕÇÏÍ ÍÅÓÔÅ
ÇÄÅ-ÔÏ ÞÔÏ-ÔÏ ÕÍÅÎØÛÉÌÏÓØ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁÌÉÞÉÅ
ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.59. ðÕÓÔØ T | ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, −→� =
{�i}pi=1 | ×ÅËÔÏÒ ÉÚ T p. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ∈ Sp ×ÅÒÎÏ ÌÉÂÏ Á),
ÌÉÂÏ Â):

Á) ∀i �i É ��(i) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ T ;
Â) ∃i: ti > t�(i) É ∃j : tj < t�(j). 2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ÔÏÌØËÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ, ÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅ-
ÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ×ÅÒÎÙÍ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ × ÐÕÎËÔÅ Á) ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ
ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔÉ × ÓÍÙÓÌÅ ÐÏÒÑÄËÁ × T . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÌÅÍÍÙ,
ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÌÏ× ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ Â. ÷ÓÅ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Å: ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÌÉÂÏ ÌÉ-
ÎÅÊÎÁÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔØ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÐÉÓÏË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ×Ù-
ÔÅËÁÀÝÉÈ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× É ÓÌÏ×Á u∞
(ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.6).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.60. ðÕÓÔØ ei | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÁÞÁÌÁ ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á u,
Á fi | ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÎÃÙ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ f1u2 ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó f2u2, ÔÏ f1 = f2; ÅÓÌÉ
u2e1 ÅÓÔØ ËÏÎÅÃ u2e2, ÔÏ e1 = e2. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.61. 1. ðÕÓÔØ ∀i |vi| ≤ n É vi 6= vj ÐÒÉ i 6= j. ôÏÇÄÁ ×ÅÒÎÏ ÌÉÂÏ
Á), ÌÉÂÏ Â):

Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× {vit} ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ;
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Â) t Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ n.
2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ (zv)i Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (zv)i(zv)i = zv. ðÕÓÔØ |zv| > R > n.

ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ Á), ÌÉÂÏ Â) ×ÅÒÎÏ:
Á) (zv)R ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n;
Â) ((zv)i)R ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.62. åÓÌÉ ×ÓÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ |u| × ÓÌÏ×Å W Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏ-
×ÁÍÉ u∞, Ô.Å. ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ u, ÔÏ ÓÁÍÏ ÓÌÏ×Ï W ⊂ u∞. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
ÁÌÇÅÂÒÁ AFu ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÉÎÙ ≤ |u|. 2

îÁÐÏÍÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÒÁÎÅÅ ÌÅÍÍÕ 1.1.

ìÅÍÍÁ Ï ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÑÈ É ÐÒÉÐÉÓËÁÈ. ðÕÓÔØ t = t1vt2 ⊂ u∞, v ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ Ó u. ôÏÇÄÁ ∀k ≥ 0 t1vkt2 ⊂ u∞. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, t1t2 ⊂ u∞ É t1v2t2 ⊂ u∞.

2

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÒÁÎÅÅ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 1.12).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ |z| = R, z ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n. ôÏÇÄÁ z ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔ [R=n]-À ÓÔÅÐÅÎØ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ≤ n. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.63. åÓÌÉ z1 É z2 ÎÅ ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÙ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n, z1 Â z2, É
n-ÔÉÐÙ ÓÌÏ× z1 É z2 ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ n-ÔÉÐ z1 ÂÏÌØÛÅ n-ÔÉÐÁ z2. 2

ôÅÐÅÒØ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ
ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.59 É 1.61 Ï ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ É Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏ-
ÓÔÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.64. ðÕÓÔØ u = (z)n, eifi = u, i = 1; : : : ; p; z = uy, z ÎÅ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n. ðÕÓÔØ � ∈ Sp. ôÏÇÄÁ ×ÅÒÎÏ ÌÉÂÏ Á), ÌÉÂÏ
Â):

Á) ∀i eif�(i)y = uy;
Â) ∃i; j : eif�(i)y Â uy Â ejf�(j)y. 2

îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ i → �(i), Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ
�(i) + 1 → �(i + 1). üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÓÌÏ×Á t� =
t0t�(1) : : : t�(p)tp+1. ëÏÎÃÕ ÐÏÄÓÌÏ×Á t�(i) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÞÁÌÏ ÐÏÄÓÌÏ×Á t�(i+1). ðÅ-
ÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÄÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.65. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÐÕÓÔØ {ei}pi=0 ÎÕÍÅ-
ÒÕÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 0 ÄÏ p, Á {fi}p+1

i=1 | ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ p+1. ðÒÉ ÜÔÏÍ eifi+1 = u.
ðÕÓÔØ � ∈ Sp. ðÏÌÏÖÉÍ �(0) = 0, �(p+ 1) = p+ 1. ôÏÇÄÁ ×ÅÒÎÏ ÌÉÂÏ Á), ÌÉÂÏ Â):

Á) ∀i e�(i)f�(i+1)y = uy;
Â) ∃i; j: e�(i)f�(i+1)y Â uy Â e�(j)f�(j+1)y.
×) åÓÌÉ x Â z Â y, ÔÏ (x)|z| Â z Â (y)|z| 2

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.66. ðÕÓÔØ ∀i, 0 ≤ i ≤ p + 1, |ti| ≥ n = |u|, t = t0 : : : tp+1 ⊂ u∞.
ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ t� = t0t�(1) : : : t�(p)tp+1 6⊂ u∞, ÔÏ ÓÌÏ×Ï t� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏ×Á � É �
ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |�| = |�| = |u| = n É � Â u Â �.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ Ï ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÑÈ É ÐÒÉÐÉÓËÁÈ 1.1, ×ÓÅ ti ÍÏÖÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÍÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, |ti| > 10n). ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ti × ×ÉÄÅ
ti = fiukiei, ÇÄÅ k > 2, eifi+1 = u, |ei| < n: åÓÌÉ ∀i e�(i)f�(i+1) = u, ÔÏ
t� = t0t�(1) : : : t�(p)tp+1 ⊂ u∞. ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅ-
ÎÉÑÍÉ. 2

99



ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÕÄÏÂÎÏÅ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.67. ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï z ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÒÑÄËÁ
≤ n, u = (z)n; |z| = K: ðÕÓÔØ zv ⊂ ti, i = 1; : : : ; p+ 1,

t = t0 : : : tp+1 ⊂ (zv)∞; t� = t0t�(1) : : : t�(p)tp+1 6⊂ (zv)∞; � ∈ Sp:

ôÏÇÄÁ ÓÌÏ×Ï t� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏ×Á � É � ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |�| = |�| = |z| É � Â z Â �.
ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ �′, �′, z′ | n-ÔÉÐÙ ÓÌÏ× �, � É z ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ � Â

z Â �. 2

÷ ÐÕÎËÔÅ 1.3.2 (ÓÍ. [165]) ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.68. ðÕÓÔØ u | ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n, É ÐÕÓÔØ f |
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n É ÓÔÅÐÅÎÉ p. ôÏÇÄÁ ∃t ⊂ u∞,
t = t0 : : : tp+1 É ∀i 2n ≤ ti ≤ 3n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ t ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ ×ÉÄÁ
t� = t0t�(1) : : : t�(p)tp+1 ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ t� 6⊂ u∞. 2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÚÒÕÛÁÔØ ÐÅÒÉÏÄ ÄÌÉÎÙ
ÂÏÌØÛÅ n.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 1.67 É 1.68 ×ÙÔÅËÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.69. Á) ðÕÓÔØ f | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÔÅÐÅÎÉ p É
ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n, T (f) | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ T -ÉÄÅÁÌ, z ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÓÅ×-
ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ n. ôÏÇÄÁ ÓÌÏ×Ï (zv)2(p+1) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ
ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ T (f) ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÐÏÄÓÌÏ×Á ×ÉÄÁ �, |�| = |z|, � Â z, É ×ÉÄÁ
�, |�| = |z|, z Â �.

ðÒÉ ÜÔÏÍ n-ÔÉÐÙ ÓÌÏ× �, � É z ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÔÅÍ ÖÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ. 2

éÔÁË, Ó ÐÏÍÏÝØÀ \ÐÏÒÞÉ ÐÅÒÉÏÄÁ" ÍÏÖÎÏ ÓÏÚÄÁ×ÁÔØ ÐÏÄÓÌÏ×Á, ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉ-
ÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÉÅ ÐÅÒÉÏÄÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. Á) ðÕÔØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ×ÙÓÏÔÙ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÙÌ ÔÁËÏ×. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ ÓÉÔÕÁÃÉÑ
ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ìÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÁÒÕÛÅÎÉÉ ÐÅÒÉÏÄÁ × ÓÌÏ×Å (ab)∞
×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÓÔÅÐÅÎÉ ÂÕË× a É b. üÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÂÉÒÁÔØ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ \ÐÅÒÅËÁÞËÉ". äÁÌÅÅ, × ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 2 (ÒÁÚÒÕÛÅÎÉÑ ÐÅÒÉÏÄÁ ÄÌÉÎÙ
3) ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ \ÓÇÕÝÅÎÉÅ" ÓÔÁÒÛÉÈ ÂÕË×. úÁÔÅÍ ×ÏÚÎÉËÌÁ ÉÄÅÑ Ï ÐÏÎÉ-
ÖÅÎÉÉ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ×ÎÕÔÒÉ ÐÅÒÉÏÄÁ. ôÁËÏ× ÐÕÔØ Ë ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ
1.69.

Â) ÷ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ÓÌÏ× ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ eifi = w.
ðÏÒÑÄËÕ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ fi ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÎÁÞÁÌÁÈ ei. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ei ÕÍÎÏ-
ÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÃ fj Â�ÏÌØÛÉÊ, ÞÅÍ ÅÍÕ ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ (Ô.Å. fj Â fi), ÔÏ eifj Â w. ôÁËÁÑ
ÓÉÔÕÁÃÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ËÏÎÃÏ× fi.

×) äÅÊÓÔ×ÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÁË \ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ T -
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÅÅ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ v0v1 : : : vmvm+1 Ë
\ÈÕÄÛÅÍÕ ÞÌÅÎÕ" ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ∑

� 6=id ��x0x�(1) : : : x�(m)xm+1.
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÷ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÓÌÏ× É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ. îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÄÏÂÉ×ÁÔØÓÑ
ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ×ÎÕÔÒÉ ÓÌÏ×Á ÎÕÖÎÏÇÏ ÐÏÄÓÌÏ×Á, ÐÏÜÔÁÐÎÏ ÓÏÚÄÁ×ÁÑ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ
ÏÂßÅËÔÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.46. îÁÂÏÒ ÓÌÏ× W ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ
A= id(W) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ, l(W) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ. (ëÏÍÂÉÎÁ-
ÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ ≥ l(W) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÉÚ W .) åÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ ≥ lk(W) ÌÉÎÅÊÎÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉ k ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏ× W , ÔÏ ÎÁÂÏÒ W
ÎÁÚÏ×ÅÍ k-×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ. þÅÒÅÚ |W| ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× × W .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏ ÒÁÄÉËÁÌÕ ÎÅ ÄÁÅÔ ÎÏ×ÙÈ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ
ÎÁÂÏÒÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÈÎÉËÁ ÐÏÉÓËÁ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ
× ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ É ÉÎÏÇÄÁ ÓÐÏÓÏÂÎÁ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Ë ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÔÅÏ-
ÒÉÉ. äÏÂÉ×ÁÔØÓÑ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏÇÏ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÜÔÁÐÎÏ, ÓÏÚÄÁ×ÁÑ ×ÎÁ-
ÞÁÌÅ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÄÓÌÏ×Á. îÁÂÏÒ ÓÌÏ× ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÕÌÕÞÛÁÔØÓÑ, ÐÏËÁ
ÎÅ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔØÓÑ × ÎÁÂÏÒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÓÌÏ×. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï
ÎÅË×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ n, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ× ÍÅÎØÛÉÈ
ÔÉÐÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÕÞÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ. îÁÞÎÅÍ Ó
ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.70. Á) åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ {ui} ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ É ∀i vi ⊂ ui, ÔÏ ÎÁÂÏÒ {vi}
×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ É l({vi}) ≤ l({ui}).

Â) åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ A ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ, B ⊃ A, ÔÏ ÎÁÂÏÒ B | ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ É l(B) ≤ l(A).
×) óÌÏ×Ï ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉ

ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅÐÅÎØ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. 2

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏÚÄÁÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× ÎÁÂÏÒÁ, ÔÏ
ÍÙ ÜÔÏ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.71. åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ � ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ, ÔÏ ÏÎ k-×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ É lk(�) ≤
k|�| · l(�). 2

ìÅÍÍÁ 1.13 (Ï ÔÉÒÁÖÉÒÏ×ÁÎÉÉ). ðÕÓÔØ f | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ A ÓÔÅÐÅÎÉ p, D = {dj} | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ p (×ËÌÀÞÁÑ
ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï �) ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ci, C = {ci} | ×ÙÄÅ-
ÌÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ R ÎÁÂÏÒ {(cidj)R; i = 1; : : : ; |C|,
j = 1; : : : ; |D|} | ÔÁËÖÅ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ. (|M | { ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× M .)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ l({ci}) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ
ÓÌÏ×ÁÍÉ ×ÉÄÁ dkciek, dk, ek | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÜÔÉÍ ÆÁË-
ÔÏÍ, Á ÔÁËÖÅ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÉÍÅÀÝÅÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÓÏËÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏ
� = {ci}, ÎÕÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ûÉÒÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ (ÓÍ. ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÉÅ 1.54). 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.47. ðÕÓÔØ z | ÓÌÏ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ z′ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ×.
åÓÌÉ z ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n, ÔÏ z′ = {z}.
éÎÁÞÅ z′ = N1 ∪ N2, ÇÄÅ N1 ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÉÈ ÎÅ

ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ×, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ n-ÔÉÐÁÍÉ (Ô.Å. ÌÀÂÏÅ ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÓÌÏ×Á ÉÚ N1 ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n), N2 ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n ÄÌÉÎÙ R, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ
ÍÅÎØÛÅ z. (R ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ. íÙ ÐÏÌÏÖÉÍ R = 2nk, k ÅÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ
ÓÔÅÐÅÎÉ.)
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.72. åÓÌÉ Ë ÓÌÏ×Õ z É ËÏ ×ÓÅÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍ ÉÚ ÎÅÇÏ, ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ′ (É ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ ÏÂÒÁ-
ÚÏ×Á×ÛÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÏ×Ï z ÉÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N2. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ T (n;R) ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ. T (n;R) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï n-ÔÉÐ-
Ï×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ n É ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ×ÙÛÅ R.
îÁÂÏÒ ×ÓÅÈ n-ÔÉÐÏ× ÄÌÉÎÙ ≤ R ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÎÁÂÏÒÕ ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× ÚÁ T (n;R) ÏÐÅÒÁÃÉÊ. 2

íÙ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ T (n;R) < Rnln+1.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ′ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÐÅÈÏÍ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÐÅ-

ÒÁÃÉÀ ×ÚÑÔÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏ× ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ. ïÐÅÒÁÔÏÒ ′ ÎÕÖÅÎ ÄÌÑ ÏÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÂÙÓÔÒÏÇÏ ÓÐÕÓËÁ Ë ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÏ×ÁÍ. üÔÏ ÄÁÅÔ ÓÎÉ-
ÖÅÎÉÅ ÏÃÅÎÏË Ó ÐÏÒÑÄËÁ lm2 ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ lm (l | ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, m | ÓÔÅÐÅÎØ
ÁÌÇÅÂÒÙ). ëÓÔÁÔÉ, ÐÏÎÑÔÉÅ n-ÔÉÐÁ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÅ ÔÏÖÅ ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ Ó ÜÔÏÊ ÃÅÌØÀ.

éÔÁË, ÍÙ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÒÕÛÉÔØ ÐÅÒÉÏÄ ÍÏÖÎÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÏÚÄÁÔØ
É ÂÏÌØÛÅÅ, É ÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÄÓÌÏ×Ï. ìÅÍÍÁ Ï ÔÉÒÁÖÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÏÚÄÁ×ÁÔØ
ÐÅÒÉÏÄ. óÕÍÍÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.69 É ÌÅÍÍÙ 1.13.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.73. ðÕÓÔØ � | ËÏÎÅÞÎÙÊ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ, z ∈ �, z ÎÅ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ ≤ n. ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f ÓÔÅÐÅÎÉ p ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n. ôÏÇÄÁ

Á) åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ z ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏ× ÔÏÊ
ÖÅ ÄÌÉÎÙ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÎÁÂÏÒ �′ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ;

Â) óÌÏ×Ï z ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁÂÏÒÏÍ z′. 2

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 1.72 É 1.73 ×ÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.25 (ÇÉÐÏÔÅÚÁ ûÅÓÔÁËÏ×Á). ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ
PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n. ôÏÇÄÁ ∀k ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-È ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ≤ n
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ. åÓÌÉ ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÍÉ, ÔÏ A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÌÕÞÅÎ ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-
ÍÏÓÔÉ (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.21). ïÄÎÁËÏ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ (ÎÅ
ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍ ÐÏ ÒÁÄÉËÁÌÕ) É ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ. üÔÉ ÏÃÅÎËÉ ÍÙ
ÎÅ ×ÙÐÉÓÙ×ÁÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÉÖÅ ÂÕÄÅÔ ÉÚÌÏÖÅÎÁ ÔÅÈÎÉËÁ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÁÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÈ
ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ.

÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÂÏÒÏ× ÓÌÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ: ×ÎÁÞÁÌÅ
ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÅ ÓÌÏ×Á, ÐÏÔÏÍ ×ÔÏÒÙÅ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ, É Ô.Ä. åÓÌÉ ÐÅÒ×ÙÅ k
ÓÔÁÒÛÉÈ ÓÌÏ× × Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, Á ÓÔÁÒÛÉÅ ÓÌÏ×Á ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÌÅËÓÉ-
ËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ, ÔÏ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ × ÏÄÎÏÍ
ÎÁÂÏÒÅ ÓÌÏ× ÎÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ, ÔÏ ÎÁÂÏÒ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ× ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÂÏÌØ-
ÛÉÍ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÚÁÍÅÎÙ ÓÌÏ×Á z ÎÁ ÎÁÂÏÒ z′ ÐÏÎÉÖÁÅÔ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË (ÍÙ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÅÚ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ), ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á

ôÅÏÒÅÍÁ 1.48. åÓÌÉ A | Ë.Ð. PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n, ÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ×Ù-
ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ R ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ
×ÙÛÅ n. 2
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üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ É ÉÍÅÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ. õ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÅÓÔØ ÃÉËÌÉ-
ÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. ïÎÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÔÁÒÛÅÍÕ ÞÌÅÎÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
ÌÉÅ×Á (ÊÏÒÄÁÎÏ×Á) ÍÏÎÏÍÁ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.26. ðÕÓÔØ A | ÌÉÅ×Á ÉÌÉ ÊÏÒÄÁÎÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ, ×ÌÏÖÅÎÎÁÑ × ÁÓÓÏ-
ÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n. åÓÌÉ ×ÓÅ ÍÏÎÏÍÙ × A ÏÔ ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÄÌÉÎÙ
ÎÅ ×ÙÛÅ n ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ, ÔÏ A ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÁ. 2

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÎ × ÒÁÂÏÔÅ [178].

1.5. íÅÔÏÄ ÐÅÒÅËÁÞËÉ
íÅÔÏÄ ÐÅÒÅËÁÞËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÐÁÒÁÌ-

ÌÅÌØÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ. ïÎ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ ÒÅ-
ÛÁÔØ ÒÑÄ ×ÏÐÒÏÓÏ×, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë PI-ÔÅÏÒÉÉ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÄÅÑ ÜÔÏÇÏ
ÍÅÔÏÄÁ ÔÁËÏ×Á.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.74. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÇÒÕ. äÁÎÏ n ËÕÞ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×. ðÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË
ÍÏÖÅÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÙÅ m ËÕÞ É ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÐÒÁ×ÕÀ É ÌÅ×ÕÀ
ÞÁÓÔÉ. ÷ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË ÐÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ. ôÏÇÄÁ ÐÅÒ-
×ÙÊ ÉÇÒÏË ÍÏÖÅÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ËÕÞÉ, ËÒÏÍÅ m − 1, ÓÏÄÅÒÖÁÌÉ ÎÅ
ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÏ m− 1 ÐÒÅÄÍÅÔÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÏÓØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ íÏÓËÏ×ÓËÏÊ
çÏÒÏÄÓËÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ (ÚÁÄÁÞÁ Â6, 9 ËÌÁÓÓ, 1995 ÇÏÄ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ËÕÞÉ. óÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÅËÔÏÒ, i-Ñ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÅÄÍÅÔÏ× × i-Ê ËÕÞÅ. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÉÈ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ. ðÏËÁ-
ÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË ÎÅ ÍÏÖÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ×ÅËÔÏÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÕÞÁÍ,
ÔÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅÄÍÅÔÏ× × ËÕÞÁÈ ÉÓËÏÍÏÅ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ m ËÕÞ; k1; : : : ; km | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á
ÐÒÅÄÍÅÔÏ×. ðÕÓÔØ ∀i ki ≥ m. ðÏÌÏÖÉÍ ki = k′i + qi, qi = i, k′i = ki − i. ðÏÓËÏÌØËÕ
ki ≥ m, k′i ≥ 0. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.75. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.75. ðÕÓÔØ ki ≥ m, ÐÏÌÏÖÉÍ ki = k′i + qi. ðÕÓÔØ k′i ≥ 0, É
qj > qi ÐÒÉ j > i. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ∈ Sm
×ÅËÔÏÒ −→k� = (k′1 + q�(1); : : : ; k′m + q�(m)) ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÅ ×ÅËÔÏÒÁ −→k =
(k′1 + q1; : : : ; k′m + qm).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ �(1) 6= 1, ÔÏ �(1) > 1 É k′1 + q�(1) > k′1 + q1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ−→k� Â −→k . åÓÌÉ �(1) = 1, ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÊ ÓÐÕÓË ÏÔ m Ë m− 1. 2

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.74 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 1.14 (Ï ÐÅÒÅËÁÞËÅ). ðÕÓÔØ A | PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f ÓÔÅÐÅÎÉ m. ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï W ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

W = c0v1c1 : : : vmcm+1;

ÇÄÅ ci | ÂÕË×Ù, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÓÌÏ×Á vj. ôÏÇÄÁ W ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ T (f) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÌÏ× ×ÉÄÁ

W ′ = ci0v′1ci1 : : : v′mcim+1 ;

ÇÄÅ ci ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ × ÓÌÏ×Á v′j, É ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ m− 1 ÓÌÏ×Ï v′i ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ, ÂÏÌØÛÕÀ,
ÞÅÍ m− 1. 2
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óÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ
ÓÉÍ×ÏÌÙ ÉÚ \ËÕÞ" vi ÍÏÖÎÏ ÓÏÂÒÁÔØ × m− 1 ËÕÞÕ v′i.

íÙ ÉÇÒÁÅÍ ÒÏÌØ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÓÌÏ×Ï W × ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÑ W0 · : : : ·Wm+1, \ÒÁÚÒÅÚÁÑ" ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏ×Á vi. äÁÌÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÒÁÂÁÔÙ-
×ÁÅÔ W0 · : : : ·Wm+1 × ÓÕÍÍÕ ÓÌÏ×, ÇÄÅ Wi ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÅÎÙ. ÷ÔÏÒÏÊ
ÉÇÒÏË ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÓÁÍÙÊ \ÎÅÐÒÉÑÔÎÙÊ" ÞÌÅÎ.

âÌÉÚËÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ×Ù-
ÓÏÔÙ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ Ó ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ Ï ÐÅÒÅËÁÞËÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÌÉÎÅÊ-
ÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅÎÅÊ.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÐÅÒÅËÁÞËÉ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.76. ðÕÓÔØ J { Ë.Ð. ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÉÄÅÁÌ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ A, m =
deg(A). ôÏÇÄÁ GKdim(A) ≤ m ·GKdim(A=J). 2

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï GKdim(A) ≤ Lat(A) ·
GKdim(A=J) (ÓÍ. ÎÁÞÁÌÏ ÇÌÁ×Ù 1.3.2).

1.5.1. ðÒÏÂÌÅÍÙ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ×ÙÓÏÔ
åÓÌÉ ×ÓÅ vi ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÂÉÒÁ-

ÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ. ðÕÓÔØ M ⊂ A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M (k) ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ k-ÍÉ
ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ M . éÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÐÅÒÅËÁÞËÅ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.77. ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉ-
ÁÔÉ×ÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, M ⊂ A | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÐÏÒÏ-
ÖÄÁÀÝÉÊ A ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ. ðÕÓÔØ ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A=M (m) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ
r. ôÏÇÄÁ A ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ

v0mk0
0 v1mk1

1 : : :mks−1
s−1 vs;

ÇÄÅ ∀i |vi| < r, ki ≥ m, ÓÒÅÄÉ ÓÌÏ× vi ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ m−1 ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ≥ m, mi ∈M ,
É ÓÒÅÄÉ mi ÎÅÔ m ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ M (ÓÍ.
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.58).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÔÅÐÅÎÉ mki

i ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÂÕË×ÁÍÉ É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÓÌÏ-
×ÁÍ vi ÌÅÍÍÕ Ï ÐÅÒÅËÁÞËÅ. åÓÌÉ ÓÌÏ×Ï vi ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ≥ r, ÔÏ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ m-À ÓÔÅÐÅÎØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ M . åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ mi ÅÓÔØ m
ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ Ë ÎÉÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÅÒÅËÁÞËÕ, ÚÁËÏÄÉÒÏ×Á× ÐÒÏ-
ÍÅÖÕÔËÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÏ×ÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ. 2

÷ ÒÁÂÏÔÅ [165] ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (\ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ
×Ù×ÏÄÁ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ëÕÒÏÛÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÅ ÄÌÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ").

ôÅÏÒÅÍÁ 1.49. ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×-
ÎÁÑ (ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÁÑ, ÊÏÒÄÁÎÏ×Á) PI-ÁÌÇÅÂÒÁ. ðÕÓÔØ M ⊂ A | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ A ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ, M (k) | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÙÊ k-ÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ M . ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ
A=M (k) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ, ÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ M . 2

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1.26 ×ÙÔÅËÁÅÔ
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.27. ðÕÓÔØ A | Ë.Ð. ÌÉÅ×Á ÉÌÉ ÊÏÒÄÁÎÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ, ×ÌÏÖÅÎÎÁÑ ×
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n. ôÏÇÄÁ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÏÎÏÍÏ× (ÏÔ ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ) ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ n. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ \ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ" ÕÓÌÏ×ÉÑ { ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ
A ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ M , ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÂÕÄÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÙÓÏÔÁ ÎÁÄ M (ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 1.58).

÷ ÒÁÂÏÔÅ [165] ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÅÒÅËÁÞËÉ ÏÐÉÓÁÎÁ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. ÷ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ
ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÅÒÅÎ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ËÏÌÅÃ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅ-
ÓËÉ ÂÌÉÚËÉÈ Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (× ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ
×ÈÏÄÑÔ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÅ É ÊÏÒÄÁÎÏ×Ù ËÏÌØÃÁ).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.77 ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅÍ
ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ A=M (PIdeg(A)). ðÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ Mn ⊗ xF [x] É ÎÁÂÏÒÁ M , ÓÏÓÔÏÑ-
ÝÅÇÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÎÉÌØ-
ÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ A=M (PIdeg(A)−1) ÎÅÌØÚÑ.

1.5.2. îÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ × ÐÒÏÂÌÅÍÅ ëÕÒÏÛÁ
ðÕÓÔØ A | PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, É ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ⊆ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ s-ÂÁÚÉÓÏÍ 1 . ôÏÇÄÁ,

ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ K, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ
(ÐÒÏÂÌÅÍÁ ëÕÒÏÛÁ). óÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ
ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.50. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ⊆ A ËÕÒÏÛÅ×Ï ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÏÎÏ s-ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.51. ëÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ⊆ A × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ëÕÒÏÛÅ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ � : A ⊗ K[X] → A′, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÚ �(M) ÃÅÌ
ÎÁÄ �(K[X]), ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ ÎÁÄ �(K[X]).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. 1. ëÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ
ÐÒÏÂÌÅÍÙ ëÕÒÏÛÁ ÄÌÑ ÎÅÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÎÅ×ÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ A = Q[x; 1=x].
ìÀÂÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ � ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �(x) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ, ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÂÒÁÚ. ïÄ-
ÎÁËÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {x} ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ s-ÂÁÚÉÓÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ Q[x; 1=x]. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ ÅÓÔØ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÃÅÌÏÓÔÉ.

2. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ PI-ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ëÕ-
ÒÏÛÁ, ÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÅ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

3. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÓÍ. ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ á).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 1.15. åÓÌÉ ÉÄÅÁÌ I É ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A=I ÉÍÅÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ (ÐÒÏÅËÃÉÅÊ) M , ÔÏ A ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ M . 2

þÅÒÅÚ |M | ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , p = deg(A), ÐÏÄ ÓÌÏ×ÏÍ
ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A É ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ M . D | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÓÌÏ×, l(D) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á ÉÚ D. ôÁË ÖÅ, ËÁË É ÔÅÏÒÅÍÁ 1.56, ÉÚ ÌÅÍÍÙ
Ï ÐÅÒÅËÁÞËÅ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ

1ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.58.
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ìÅÍÍÁ 1.16. ðÕÓÔØ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
×ÉÄÁ t1t2 · · · ts, ∀i ÌÉÂÏ ti ∈ D, ÌÉÂÏ ti = mki

i , mi ∈ M . ðÒÉ ÜÔÏÍ s < 2|M |p + 1:
ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ k > 2(2|M |p+ 1)|D| · l(D), ÔÏ M | s-ÂÁÚÉÓ A.

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. úÁÍÅÎÉ× ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ k ÓÌÏ×ÏÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ É ÕÄÁÌÉ×,
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÅÒÅËÁÞËÉ, ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ p-Å ÓÔÅÐÅÎÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ M , ÍÙ ÕÍÅÎØÛÉÍ ÅÇÏ
ÄÌÉÎÕ. áËËÕÒÁÔÎÏÅ ÏÆÏÒÍÌÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÛÉÒÉÎÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.85. 2

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 1.16 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.78. ðÕÓÔØ �(M) | s-ÂÁÚÉÓ A=I, A | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ
ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {I1; : : : ; Ip} ⊆ I ÔÁËÏÊ,
ÞÔÏ M ∪ {I1; : : : ; Ip} | s-ÂÁÚÉÓ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÍÏÄÕÌØ Ak, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÏ×ÁÍÉ (ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀ-
ÝÉÈ A É ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ M) ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ k, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÅÎ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ H ∈ N
É ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D = D(�(M)) ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ ÔÁËÉÅ,
ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ k Ak ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ
ÏÔ k) ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ I ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ H
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ D. ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÙÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ k ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ, ÞÔÏÂÙ
×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ, É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ Ï ÔÉÒÁÖÉÒÏ×ÁÎÉÉ
1.13. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. Á) ÷ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÌÅÍÍÕ Ï
ÔÉÒÁÖÉÒÏ×ÁÎÉÉ.

Â) äÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÍ ÐÕÔÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ûÉÒÛÏ×Á M = ∪nk=1Mk, ÇÄÅ n | ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ, M1 |
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ A, Mi ÓÕÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÝÉÈ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ
i × i ÍÁÔÒÉÃ. éÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏ (ÓÍ. ÒÁÂÏÔÕ [24]) PIdeg(Mi= id(Mi)) < i |
ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÃÅÎÔÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.50.
ûÁÇ 1. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÆÁËÔÏÒÕ ÐÏ ÒÁÄÉËÁÌÕ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÉÌØ-

ÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ÓÞÉÔÁÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÌÀÂÏÇÏ Ë.Ð.
ÉÄÅÁÌÁ I ÉÚ R(A). åÓÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ
ÐÏÌÕÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÅÍÍÙ 1.16 ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÔÁËÏÇÏ
ÉÄÅÁÌÁ. ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 1.78. (ðÒÏ×ÅÄÑ ÂÏÌÅÅ ÁËËÕÒÁÔÎÙÅ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ áÍÉÃÕÒÁ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏ-
ÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ.)

ûÁÇ 2. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉÍÁÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ É ÌÅÍÍÕ 1.15, ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÕÞÁÀ,
ËÏÇÄÁ A ÐÅÒ×ÉÞÎÁ.

ûÁÇ 3. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÅÒ×ÉÞÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ
A′, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÕÀ ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ ÃÅÎÔÒÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ
Z(A′) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ Z(A), A′ =
A ⊗Z(A) Z(A′), É ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ h 6= 0 h ∈ Z(A)A′h ⊆ A. ðÒÉÍÅÎÉ× ÌÅÍÍÕ 1.15
Ë ÉÄÅÁÌÕ id(h), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ
ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ.

ûÁÇ 4. ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-
ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Z ′ ÃÅÎÔÒÁ Z ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
A′ = A ⊗Z(A) Z ′ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ Matn(Z ′). ðÒÉ ÜÔÏÍ Z ′ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ M . ðÕÓÔØ M | s-ÂÁÚÉÓ × A′. ôÏÇÄÁ ∀a ∈ A
a = ∑�ixi, ÇÄÅ �i ∈ Z ′ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ Z, xi ∈ A |
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ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ H ÎÁÄ M . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÌÅÎÙ Ó �i =∈ Z ÍÏÖÎÏ
ÏÐÕÓÔÉÔØ, É a ÒÁ×ÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ xi.

úÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ \M | s-ÂÁÚÉÓ A"
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ \M ′ | s-ÂÁÚÉÓ Z", ÇÄÅ M ′ | ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× M . íÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ
ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. \õÓÌÏ×ÉÅ ëÕÒÏÛÁ" ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ A ⊗
K[X]. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å X ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÅÓÌÉ
M ′ ÎÅ ÃÅÌÏ ÎÁÄ K[X], ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ x ∈ X ÎÅ ÃÅÌÏ ÎÁÄ M ′ × ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÆÁË-
ÔÏÒÅ K[X] ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ 1. á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÏÚØÍÅÍ ËÏÌØÃÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ
ËÒÉ×ÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x.

1.5.3. ðÅÒÅËÁÞËÁ É ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ
úÄÅÓØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ, ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÁÉÞ-

ÎÏÓÔÉ, ÄÁÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.79. Á) ðÕÓÔØ x, ci, i = 0; : : : ;m, | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀ-
ÝÉÅ. ôÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ×ÉÄÁ

c0xk0c1xk1 : : : xkr−1cr;
∑

ki = N;

ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ r − 1.
Â) ðÕÓÔØ A | PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m. ôÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ ×ÉÄÁ

c0xk0c1xk1 : : : xkr−1cr;
∑

ki = N;

ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ r ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ m − 1 ÏÔ N . üÔÏ |
ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ T -ÉÄÅÁÌÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A × ÜÔÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õËÁÚÁÎÎÏÅ × ÐÕÎËÔÅ Á) ÞÉÓÌÏ ÅÓÔØ
( N
r−1

)
. ðÕÎËÔ Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Á)

É ÌÅÍÍÙ Ï ÐÅÒÅËÁÞËÅ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÐÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÒÁÔØ m−1 ÐÏÚÉÃÉÀ ÒÁ×ÎÏ
( r
m−1

)
, Á

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ x × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ
(m− 1)r−m. 2

óÌÁÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ci, Á ÓÉÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ x ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÉ× ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.80. ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÉÌØÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ f ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ×ÉÄÁ. ðÕÓÔØ g(z1; : : : ; zr, y1; : : : ; ys) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÙÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

fg =
∑

|I|=N
�Ig(a0xi�(0)b0; : : : ; ar−1xi�(r−1)br−1; y1; : : : ; ys) = 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÉÚ g ÓÏ Ó×ÏÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ � ÐÅÒ×ÙÈ r
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÇÒÕÐÐÉÒÕÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f�. 2

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ×ÙÓÏÔÅ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ
ÐÅÒÅËÁÞËÉ. íÙ ÉÍÅÅÍ
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.28. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × g ÓÌÏ× ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÓÌÏ×, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÎÁ-
ÂÏÒÅ ×Ï ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, Nmlm+1, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ
ÎÅ ×ÙÛÅ N2m3lm−1. 2

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.52. ÷ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
ëÁÐÅÌÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. Á) ÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ É ÏÃÅÎÉ× ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÓÌÏ×, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ N -À ÓÔÅÐÅÎØ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ≤ m, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ
ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÐÏÒÑÄÏË ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ: m4lnlm4lm . ðÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ
ÔÁËÖÅ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ× Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÉÒÏËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ.

Â) äÌÑ ÐÅÒÅËÁÞËÉ ÍÏÖÎÏ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÐÅÈÏÍ, ÞÔÏ É ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÉÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁ-
ÉÞÎÏÓÔÉ, ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ.

×) æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ.
äÁÌÅÅ, ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ [42], ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ
ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.53. ëÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÊ T -ÉÄÅÁÌ I, ÌÅÖÁÝÉÊ × ÒÁÄÉËÁÌÅ ËÏÎÅÞÎÏ
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å g ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ I. ðÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1.28 g ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ-
ÃÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ I, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÍÅÓÔÏ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,
ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ËÏÒÏÔËÉÅ ÓÌÏ×Á. ôÁË ËÁË ËÏ-
ÒÏÔËÉÈ ÓÌÏ× ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ×
ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÓÌÏ×Á, ÐÏ×ÔÏÒÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁ-
ÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÉÚ ÒÁÄÉËÁÌÁ Ë.Ð. PI-ÁÌÇÅÂÒÙ,
ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ áÍÉÃÕÒÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒÛÏ×Á ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ
×ÙÓÏÔ. 2

üÔÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ òÁÚÍÙÓÌÏ×Á|ëÅÍÅÒÁ|âÒÁÕÎÁ Ï ÎÉÌØ-
ÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ: ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, ÏÂÅÓÐÅÞÉ-
×ÁÀÝÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÃÅÎÔÒÁ. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÅÓÔØ ÎÕÌØ.
ðÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏÌÉÎÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÆÁËÔÏÒ É ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ
ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÃÅÎÔÒÁ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÏ× É ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

1.5.4. òÁÚÒÅÖÅÎÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á É ÐÅÒÅËÁÞËÁ
éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ)

ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÉÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ. ôÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ,
Á ÔÁËÖÅ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÁ á. ä. þÁÎÙÛÅ×Á ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÊ ÐÅÒÅ-
ËÁÞËÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.54 (á. ä. þÁÎÙÛÅ×). ðÕÓÔØ × Z-ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÅ A
ÓÔÅÐÅÎÉ r ×ÓÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ 1 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏ-
ÒÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï xn = 0. ôÏÇÄÁ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × PI-ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ m |
ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ. îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.
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òÏÓÔ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ. GM(n) ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÄÌÉÎÙ n, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÂÕË× x1; : : : ; xn ÐÏ ÏÄ-
ÎÏÍÕ ÒÁÚÕ, × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ n-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ M. åÓÌÉ M |
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÔÏ GM(n) = n!

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 0.12 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.81. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ k É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ��, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ F (x1; : : : ; xk; y1; : : : ; yr), ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏ xi, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï

∑
�
��F (c1v�(1)d1; : : : ; ckv�(k)dk; y1; : : : ; yr) = 0: (4)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÞÌÅÎÏ× ÐÏÌÉÎÏÍÁ F Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÙÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ yi, ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÎÉÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 0.12 É ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÌÉ-
ÎÅÊÎÏÓÔÉ. 2

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÌÅÍÍÁ Ï ÐÅÒÅËÁÞËÅ, Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 1.17 (Ï ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅËÁÞËÅ). ðÕÓÔØ A | PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, × ËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÐÒÉ ×ÓÅÈ F , ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ xi, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (4).
ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ×ÍÅÓÔÏ xi ÓÌÏ×Á vi. ôÏÇÄÁ F (v1; : : : ; vm;−→y ) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ F (v′1; : : : ; v′m;−→y ), ÇÄÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k − 1 ÓÌÏ×Ï v′i ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ,
ÂÏÌØÛÕÀ, ÞÅÍ k − 1. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∀F ∑��F (x�(1); : : : ; x�(m);−→y ) = 0 ÓÌÕÖÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÅÍ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (É ÄÁÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ \ÁÒÎÏÓÔÉ").

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ þÁÎÙ-
ÛÅ×Á. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÇÏ × ÕÄÏÂÎÏÍ ÄÌÑ ÎÁÓ ×ÉÄÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.82. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ R(s; n; r) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ s-ÐÏ-
ÒÏÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ r Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï xn = 0, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ
ÉÎÄÅËÓÁ ÎÅ ×ÙÛÅ R(s; n; r). 2

ôÅÈÎÉËÕ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ É Ë ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÍÓÑ ÎÁ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ. ÷ÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. óÆÏÒÍÕÌÉ-
ÒÕÅÍ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.83. ðÕÓÔØ xn = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x. ôÏÇÄÁ
ÅÓÌÉ ×ÓÅ vi ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ, ÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï ∑

�∈Sn
v�(1) : : : v�(n) = 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ
∑

�∈Sn
v�(1) : : : v�(n) = (v1 + · · ·+ vn)n −

∑

k
(v1 + · · ·+ v̂k + · · ·+ vn)n+

+
∑
i1<i2

(v1 + · · ·+ v̂i1 + · · · v̂i2 + · · ·+ vn)n + · · ·+ (−1)n−1
∑
i
vni :

(ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÚÎÁË ̂ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ). 2
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óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.82 ÐÕÔÅÍ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.84. ðÕÓÔØ aij ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ i ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÓÔÅ-
ÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ, i = 1; : : : ; s, j = 1; : : : ; k. ðÕÓÔØ F | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ ÏÔ aij ÓÔÅÐÅÎÉ ks, × ËÏÔÏÒÙÊ ËÁÖÄÏÅ aij ×ÈÏÄÉÔ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. ðÕÓÔØ F ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ aij ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ i. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ
ks ≥ R(s; n; r), ÔÏ F (aij) = 0: 2

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ þÁÎÙÛÅ×Á. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ îÁÇÁÔÙ|èÉÇÍÁÎÁ, ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á xR = 0 ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÅÇÏ
ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ∑

�∈SR v�(1) : : : v�(R) = 0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 1.82 É
1.84 (ÐÒÉ ÜÔÏÍ s ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ 2m, R = R(s; n; r)). 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁ-
ÉÞÎÏÓÔÉ (ÈÏÔÑ É ÐÕÔÅÍ, ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ). ãÅÌØÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ \cËÁÞÁÔØ"
ÂÕË×Ù ×ÎÕÔÒÉ vi × ÐÏÌÉÎÏÍÅ F (v1; : : : ; vm;−→y ). åÓÌÉ ×ÓÅ vi ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÕÀ
ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x, ÔÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×-
ÛÉÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ îÁÇÁÔÙ|èÉÇÍÁÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
xi (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ vi) ×ÎÕÔÒÉ vi. åÓÌÉ xi ÐÒÏÓÉÍÍÅÔÒÉÒÏ×ÁÔØ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÉÎÅÁ-
ÒÉÚÁÃÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ. óÉÍÍÅÔÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ ÞÌÅÎÙ, × ËÏÔÏ-
ÒÙÈ xi ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × \ÞÕÖÉÅ" vj. îÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÉÎÙ ÍÉÎÉÍÁÌØ-
ÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ xi Ó ÒÏÓÔÏÍ i ÒÏÓÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏ (ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ xi ÍÎÏÇÏ ÓÔÁÒÛÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ xi−1), É ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÄÏÂÁ×ÏÞÎÏÍÕ ÞÌÅÎÕ
ÔÏÖÅ ÄÁ×ÁÌ ÂÙ ÐÅÒÅËÁÞËÕ.

1.5.5. ïÃÅÎËÉ ÄÌÑ ×ÙÓÏÔÙ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ ÓÌÏÖ-
ÎÏÓÔÉ

ïÂÝÉÊ ÐÌÁÎ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ, ÓÔÁÒÔÕÑ ÏÔ ÎÁÂÏÒÁ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 2n,
ÐÏÜÔÁÐÎÏ ÕÌÕÞÛÁÔØ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ �. õÌÕÞÛÅÎÉÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË. ðÕÓÔØ × ÌÀÂÏÍ
ÓÌÏ×Å w ÄÌÉÎÙ l(�) ÍÏÖÎÏ \ÓÏÚÄÁÔØ" ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÉÚ � (Ô.Å. ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ w
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÉÚ �). ôÏÇÄÁ × ÌÀÂÏÍ ÓÌÏ×Å ÄÌÉÎÙ kl(�) ÍÏÖÎÏ
ÓÏÚÄÁÔØ k ÎÅÐÅÒÅËÒÙ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÓÌÏ× ÉÚ �. ðÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ k ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄÓÌÏ× ÂÕÄÅÔ
ÍÎÏÇÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ. óÏÂÉÒÁÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÅÒÅËÁÞËÉ ÜÔÉ ÐÏÄÓÌÏ×Á ×ÍÅÓÔÅ, ÐÒÉÍÅÎÉ×
ÌÅÍÍÕ 1.13 Ï ÔÉÒÁÖÉÒÏ×ÁÎÉÉ Á ÚÁÔÅÍ | ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ
Í�ÅÎØÛÅÇÏ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÐÒÉ \ÐÏÒÞÅ" ÐÅÒÉÏÄÁ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.69), ÍÙ ÓÏÚÄÁÄÉÍ
ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÉÚ �′.

ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ×, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÏÐÅÒÉÒÕÅÍ,
×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ × 2m3lm ÒÁÚ, Á ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË lm (l { ÞÉÓÌÏ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ×ÙÓÏÔÕ ÐÏÒÑÄËÁ lm2 .

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÒÅÁÌØÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÅ ÕÞÁÓÔËÉ
ÓÌÏ×Á w, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÐÏÄÓÌÏ× ÉÚ �. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÅÒÅËÁÞËÉ
ÌÅÇËÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÕÞÁÓÔËÉ (Ô.Å. ×ÓÅ, ËÒÏÍÅ deg(A)−1) ÉÍÅÌÉ
ÄÌÉÎÕ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ m = deg(A). ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ÎÅ Ë Õ×ÅÌÉÞÅ-
ÎÉÀ ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ ÄÌÉÎ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ × m3lm ÒÁÚ, Á ÔÏÌØËÏ Ë ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÀ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ m3lm.

éÔÁË, ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ × ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÓÌÏ×Ï ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ ÕÞÁÓÔËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ, ÎÏ ÎÅ ÚÁÌÅÚÁÔØ ×ÎÕÔÒØ, É ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÕÞÁÓÔËÉ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ
ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ. ÷ÍÅÓÔÏ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ×Á ÍÙ ÏÐÅÒÉÒÕÅÍ Ó ÛÉÒÉÎÏÊ { ÏÂÝÅÊ
ÄÌÉÎÏÊ m− 1 Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ai É cj, ÇÄÅ
j = 1; : : : ;m + 1. þÅÒÅÚ u� É v� ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÓÌÏ×Á, × ËÏÔÏÒÙÅ cj ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ. íÙ
ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ × A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f ÓÔÅÐÅÎÉ m.
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.55. îÁÚÏ×ÅÍ ÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ c1v1 : : : ckvk ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ∑ |vi| ≥ h, ÓÌÏ×ÏÍ
ÛÉÒÉÎÙ h. îÁÚÏ×ÅÍ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ× {u�} m-×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÛÉÒÉÎÙ h, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï
ÛÉÒÉÎÙ h ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ÉÚ {u�}.

(ci ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÁË ÅÄÉÎÙÅ ËÕÓËÉ.)
ci ÓÕÔØ ÕÖÅ ÓÏÚÄÁÎÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ, Á vi ÓÕÔØ \ÍÁÔÅÒÉÁÌ" ÄÌÑ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÎÏ×ÏÇÏ.

\ûÉÒÉÎÁ" ÉÚÍÅÒÑÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÉÇÏÄÎÏÇÏ \ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ". éÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÐÅÒÅËÁÞËÅ
1.14 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.85. Á) ðÕÓÔØ � | ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ× ÛÉÒÉÎÙ h, l | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ
ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á ÉÚ �. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÛÉÒÉÎÙ ≥ h + m + l ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÌÏ× ÉÚ �.

Â) ìÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï ÛÉÒÉÎÙ ≥ h + (k − 1)(m + l) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ k ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÓÌÏ× ÉÚ �.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÒÁÚÉÍ ÓÌÏ×Ï ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ ÞÅÒÅÚ ÓÌÏ×Á, ÉÍÅÀÝÉÅ ×ÈÏ-
ÖÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ �. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× ÏÔÍÅÔÉÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ,
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ c′ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÍ ÐÅÒÅËÁÞËÕ. úÁÔÅÍ Ä×Á ci, ÏËÁÚÁ×ÛÉÅÓÑ ÎÁ ÒÁÓ-
ÓÔÏÑÎÉÉ < m, ÏÂßÅÄÉÎÉÍ × ÏÄÎÏ. ðÏÔÅÒÑ ÛÉÒÉÎÙ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m + l. ðÕÎËÔ Â)
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ. 2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ÛÉÒÉÎÕ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ �→ �′ ÒÁÓÔÕÔ ÎÅ ÍÕÌØÔÉÐÌÉ-
ËÁÔÉ×ÎÏ, ÎÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.29. ðÕÓÔØ p | ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× × ÎÁÂÏÒÅ �, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ m-
×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÛÉÒÉÎÙ h. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ h′ > h + (kp − 1)(m + l) ÓÌÏ×Ï ÛÉÒÉÎÙ h′
ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ k ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ËÁËÏÇÏ-
ÎÉÂÕÄØ ÓÌÏ×Á ÉÚ �. 2

îÁÐÏÍÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÒÁÎÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.54. ðÕÓÔØ A | l-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m. ðÕÓÔØ
ÂÕË×Á z ÉÍÅÅÔ (q+3)mlm+1 ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ × ÓÌÏ×Ï W . ôÏÇÄÁ W ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏ×Ï ×ÉÄÁ (zv)q. 2

ðÕÓÔØ n| ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ,m| ÅÅ ÓÔÅÐÅÎØ, l | ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, p| ÍÉ-
ÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ R = 2mn,
É ÐÕÓÔØ ×ÓÅ Ë×ÁÚÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÏ×Á ÎÁÂÏÒÁ � ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ R. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ
1.72 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1.29 ×ÙÔÅËÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.86. úÁÍÅÎÁ ÓÌÏ×Á z ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ � ÎÁ ÎÁÂÏÒ z′ ÐÏ×ÙÛÁÅÔ m-
ÛÉÒÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ((p+ 3)mlm+1 − 1) · (m+R). 2

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 1.54, 1.86 ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 1.56. îÁÂÏÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÓÅ×ÄÏÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏ× ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ
×ÙÛÅ n ÄÌÉÎÙ R, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÛÉÒÉÎÙ

h = ((p+ 3)mlm+1 − 1) ·Rnln+1(m+R):

2

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.72 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ
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ôÅÏÒÅÍÁ 1.57. ðÕÓÔØ A | l-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n. ðÕÓÔØ
m | ÓÔÅÐÅÎØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á × A (Ô.Å. m = deg(A)), p | ÍÉÎÉÍÁÌØ-
ÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n. ôÏÇÄÁ A ÉÍÅÅÔ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ×
ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n ×ÙÓÏÔÕ

H(l;m; p) = ((p+ 3)mlm+1 − 1) · 2mnln+1m(2n+ 1) +mln:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ M | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ n. ìÀÂÏÅ
ÓÌÏ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 1.55 ×ÉÄÁ ÔÏÊ
ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ ∑ |vi| ≥ h, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏÚÄÁÔØ ÎÏ×ÕÀ m-À ÓÔÅÐÅÎØ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ M É, ÐÒÉÍÅÎÉ× ÐÅÒÅËÁÞËÕ, Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ∑ ki − s. ÷ÙÓÏÔÁ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ
ËÁË s+ (∑ |vi|)=n. 2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ H(l;m; p) ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ pm2nlm+n+2.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.30. åÓÌÉ l-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ m = deg(A),
ÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ [m=2] ×ÙÓÏÔÕ

H(l;m) = ((m+ 3)mlm+1 − 1) ·m4lm=2+1 +mlm=2:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ áÍÉÃÕÒÁ{ìÅ×ÉÃËÏÇÏ PIdeg(A) ≤ deg(A)=2. 2

1.6. ÷ÙÓÏÔÁ ÁÌÇÅÂÒ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á
1.6.1. áÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ

íÅÖÄÕ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ×ÙÓÏÔÅ É ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ëÕÒÏÛÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ó×ÑÚØ: \ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ×ÙÓÏÔÙ ÎÁÄ Y ⇐⇒ ëÕÒÏÛ ÎÁÄ Y ". äÒÕÇÁÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ
ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ×ÙÓÏÔÅ É ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ × ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ yk1
1 : : : ykHH ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ∑ ki ≤ n, ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË nH . óÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ D É Y ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ HEss ÔÁËÉÈ,
ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ti ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ N , ÒÁ-
ÓÔÅÔ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ËÁË NHEss . éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.87. a) GKdim(A) ≤ HEss(A).
Â) HEss ≥ lim (VA(n))= ln(n). 2

äÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÅÍÅÒÁ É ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ) ×ÅÒÎÁ É ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.58. Y ÅÓÔØ s-ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ HEss É ËÏ-
ÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D(Y ) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ t1 : : : tN , ÇÄÅ N ≤ 2 HEss +1, É ∀i ti ∈ D(Y ) ÌÉÂÏ ti = ykii , yi ∈ Y .
ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ti =∈ D(Y ) ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ HEss. ðÏÄ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÊ ×ÙÓÏÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ Y ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ HEss(A), ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ. äÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Ó ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

çÏ×ÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ×ÙÓÏÔÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÌÏ× Ë ËÕ-
ÓÏÞÎÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍÕ ×ÉÄÕ, ×ÙÓÏÔÁ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ËÕÓËÏ×. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÙÓÏÔÁ ÅÓÔØ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ËÕÓËÏ×, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÁÌÇÅÂÒÙ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï D(Y ) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ËÏÎÅÞÎÙÈ \ÐÒÏËÌÁÄÏË" ÍÅÖÄÕ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ËÕÓËÁÍÉ (ËÏÔÏÒÙÅ \ÓÌÕÞÁÊÎÙ").
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Y ÅÓÔØ s-ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ A ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ, ÔÏ
\ÐÒÏËÌÁÄËÉ" ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Y É A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ Y .

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 1.59. ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ
GKdim(A) = HEss(A) (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÒÁ×ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ
×ÙÓÏÔÅ).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.31. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÙÓÏÔÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ
×ÙÂÏÒÁ Y , Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÅÓÔØ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. òÁÎÅÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÷. ô. íÁÒËÏ×ÙÍ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ PI-
ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÎÅÃÅÌÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á, ÔÁË ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï GKdim(A) = HEss(A) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ. âÙÌÏ ÂÙ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ
ÐÒÉÍÅÒ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ HEss(A) ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ s-ÂÁÚÉÓÁ. éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×
ë. ðÒÏÞÅÚÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ-
×Á PI-ÁÌÇÅÂÒÙ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ|ëÜÌÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.88. ðÕÓÔØ A ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × Endn(R), ÇÄÅ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-
ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ A ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ×ÉÄÁ

xn + t1(x)xn−1 + · · ·+ tn(x) = 0; ∀i ti(x) ∈ R:

2

éÚ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.89. ðÕÓÔØ A ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × Endn(R), R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ
ËÏÌØÃÏ. þÅÒÅÚ I = (i1; : : : ; ik) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ, |I| = i1 + : : : + ik. ðÕÓÔØ
× A ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× c0; : : : ; ck ∈ A, x1; : : : ; xk ∈ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÅ

∑

|I|≤r
�Ic0xi11 c1 : : : xikk ck = 0; (5)

Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÉÄÁ
∑

|I|≤r
�Ic0xm1

1 xi11 c1 : : : xmkk xikk ck = 0 (6)

ÄÌÑ ×ÓÅÈ nk ÎÁÂÏÒÏ× ×ÅËÔÏÒÏ× −→m = (m1; : : : ;mk), 0 ≤ mi ≤ n − 1 (ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÙ �i ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÁ −→m ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ M1; : : : ;Mk
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

∑

|I|≤r
�Ic0xM1+i1

1 c1 : : : xMk+ik
k ck = 0: (7)

2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.90. ðÕÓÔØ U | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ

c0xM1
1 c1 : : : xMk

k ck:

ôÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÔÁËÉÈ ÞÌÅÎÏ×, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Mi ÍÅÎØÛÅ r, ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
U .
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍÍÙ Ï ÐÅÒÅËÁÞËÅ. éÚÌÏÖÉÍ ÅÇÏ
ÚÄÅÓØ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ (M1; : : : ;Mk) ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ É
ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÌÅÎÙ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÞÌÅÎÁÍÉ Ó ÍÅÎØÛÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ,
ÉÍÅÀÔ ÉÓËÏÍÙÊ ×ÉÄ. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (5) ÞÌÅÎ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÕÌØÔÉ-
ÉÎÄÅËÓÏÍ I ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ �I 6= 0. ðÏÌÏÖÉÍ mj = Mj − ij. ðÏÓËÏÌØËÕ Mj ≥ r, mj ≥ 0,
ÓÔÅÐÅÎØ xMj

j ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ xmjj xijj . ðÒÉÍÅÎÉ× ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (6), ÍÙ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÞÌÅÎ c0xM1

1 c1 : : : xMk
k ck × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÞÌÅÎÏ× Ó ÍÅÎØÛÉÍÉ

×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.32. ðÕÓÔØ S(q) | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ
c0xM1

1 c1 : : : xMk
k ck ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ∑Mj ≤ q. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÏÔ-

ÎÏÛÅÎÉÊ ÔÉÐÁ (6), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ S(q) < Cqk−1.
2

ðÒÉÓÔÕÐÉÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.59. ïÃÅÎÉÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÍ q0 ×ÓÅ cj, xj ÌÅÖÁÔ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ q0. ôÏÇÄÁ
S(q) ≤ VA((k + 1 + kq)q0). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (6)
ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ nk-ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ
c0xm1+i1

1 c1 : : : xmk+ik
k ck. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÁÍÉ (m1; : : : ;mk) ÎÅÏÔÒÉÃÁ-

ÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n. åÓÌÉ ij ≤ q, ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÁËÉÈ
×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ nkS(kn+q), Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ É nkVA((k+1+k(kn+q))q0) =
C0VA(C1 + C2q). ðÕÓÔØ lim ln(VA(n))= ln(n) < k. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
" > 0 ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ q VA(q) < qk−". îÏ ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
q ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ qk−"=2, ÞÔÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ
ÔÉÐÁ (6). ÷ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× cj É xj ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ËÁË
ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÙÓÏÔÁ ÍÅÎØÛÅ k.
éÔÁË, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ HEss ≤ lim ln(VA(n))= ln(n). ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ GKdim(A) ≥ lim ln(VA(n))= ln(n). ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. 2

1.6.2. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ
(ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÙÈ) ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ | ÓÍ. ÓÔÒ. 34)
ãÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.60. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÅÓÔØ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÌÅÍÍÙ 2.8 (Ï ÄÅÒÅ×Å) É ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ×ÙÓÏÔÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× {Bj} ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ D(A), ËÏ-
ÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ A É ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÂßÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÆÏÒÍ fij =
fi(−→a ; Z1; : : : ; Zqi) (−→a ∈ Ar) ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ qi, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎ-
ÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ A ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ

{fij(Bkl1
j1 ; : : : ; B

klqi
jqi )}:

(÷ ÆÏÒÍÁÈ fi ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ A, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ
B�
�.)

âÕÄÅÍ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÎÁÂÏÒÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÐÅÒ×Á
ÓÒÁ×ÎÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ × ÎÁÂÏÒÁÈ M1 É M2. ôÏÔ ÎÁÂÏÒ ÂÏÌØÛÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÏÌØÛÅ. åÓÌÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÅÓÌÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÜÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á | ÔÏ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë
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ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ É Ô.Ä. ðÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
ÐÏÒÑÄËÁ ÌÉÎÅÊÎÏ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÏÂÒÙ×Á ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ.

íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ qi É ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á
ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÌÉÂÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏ-
ÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÆÏÒÍ Í�ÅÎØÛÅÊ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÂÏÒ ÆÏÒÍ ÍÏÖÎÏ
ÕÍÅÎØÛÉÔØ. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÁ-
ÂÏÒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

äÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ:

ìÅÍÍÁ 1.18 (ðÅÒÅËÁÞËÁ). ðÕÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ −→k = (k1; : : : ; kq) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏ-
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

∑
−→r =(r1;:::;rs)

�−→r f(Bk1+r1
j1 ; : : : ; Bkq+rq

jq ) = 0; (8)

ðÏÌÏÖÉÍ f(−→k ) = f(Bk1
j1 ; : : : ; B

kq
jq ). ôÏÇÄÁ f(−→k ) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ f(−→k j), ÇÄÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ×ÅËÔÏÒÁ −→k j ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ
max rq.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅ-
ÓËÉ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÓÒÅÄÉ ÞÌÅÎÏ× × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ 8 ÞÌÅÎ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅ-
ÎÅÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ 8 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

f(Br1
j1 ; : : : ; B

rq
jq ) =

∑
−→k ≺(r1;:::;rs)

�−→k f(Bk1
j1 ; : : : ; B

kq
jq ): (9)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÏÂÒÙ×Á ÕÂÙ×Á-
ÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× −→k ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f(−→k ) ÎÅ
ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ {f(−→k′ )}, ÇÄÅ −→k ′ ≺ −→k ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔÕ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ max(ri; ki). 2

äÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕ f ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÆÏÒÍ Í�ÅÎØÛÅÊ
×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. éÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÎÁÉÍÅÎØ-
ÛÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÆÏÒÍÁ fj ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ
Í�ÅÎØÛÅÊ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. îÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÅÓÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ q ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ GKdim(A). îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (8), ËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ −→k = (k1; : : : ; kq).

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.90, ÍÏÖÎÏ ÄÏ-
ÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÒÉ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏ× Bjs ÂÙÌÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ max(qi), ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕ f ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÊ
ÎÁÂÏÒ ÆÏÒÍ Í�ÅÎØÛÅÊ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

éÚ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 1.19. ðÕÓÔØ C { ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, b ∈ D(C). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
M ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ s bs ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÆÏÒÍ ∑M

j=1 �jbj, ÇÄÅ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÙ �j ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÏÌØÃÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ R. 2

éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ

ìÅÍÍÁ 1.20. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ M (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ A), ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÍ −→k = (k1; : : : ; kq) É ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ −→k ′ = (k1 + m1; : : : ; kq + mq) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
mi ≤ M , ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (8), ÔÏ ÏÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ−→k ′ = (k′1; : : : ; k′q), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ∀ik′i ≥ ki. 2

115



ôÅÐÅÒØ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ M , ËÁË × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ. ó ÆÏÒÍÏÊ
f(bk1

1 ; : : : ; bkss ) Ó×ÑÖÅÍ ×ÅËÔÏÒ −→F , ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÆÏÒÍ
−→F = {f(bk1+mj1

1 ); : : : ; bks+mjss )}−→m∈MM ; ÇÄÅ −→m = {(mj1; : : : ;mjs)};

MM ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÃÅÌÙÍÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÎÅ
ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍÉ M .

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 1.21. ìÉÂÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ −→F ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÓÔÅÐÅ-
ÎÅÊ (k1; : : : ; kq), ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÉÄÁ (8), ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÅÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k.

2

ðÏÓËÏÌØËÕ × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÉÖÎÑÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÎÅ
ÍÅÎØÛÅ q, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕ f ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÆÏÒÍ
Í�ÅÎØÛÅÊ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-
ÎÉÑÍ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ. ðÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ A ÎÁÂÏÒÏÍ ÆÏÒÍ ÏÔ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×
ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÓÏÔÅ, Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ,
ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÆÏÒÍ ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á, |
ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ.

2. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ëÁÐÅÌÌÉ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ëÅÍÅÒÁ
äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÒÅÄÓÔ×, ÉÓÐÏÌØÚÕ-

ÅÍÙÈ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÐÏ
ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÇÒÕÐÐÁÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ëÁÐÅÌÌÉ Cn ÐÏÒÑÄËÁ n ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ

Cn =
∑

�∈Sn
(−1)�x�(1)y1x�(2) · · · · · yn−1x�(n):

ðÒÉ ÜÔÏÍ yi ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÏËÌÁÄËÁÍÉ.
÷ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ


) ÐÏÄ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ëÁÐÅÌÌÉ Cn ÐÏÒÑÄËÁ n ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏ×, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ n
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {xi}. åÓÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ B ËÁÖÄÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n ÏÂÒÁ-
ÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ × B ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ.
óÉÓÔÅÍÁ Cn ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÁÌ-
ÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï Cn2+1 (ÎÏ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Cn2).

ó ËÁÖÄÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ D ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ
ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {�i}, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÅÅ ÓÔÏÌÂÃÁÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ× × ÎÁÂÏÒÅ �i ÒÁ×ÎÏ ÄÌÉÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ. þÅÒÅÚ S(D) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
T -ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÐÏ
ËÁÖÄÏÍÕ �i.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ′ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÄÉÁÇÒÁÍÍ. åÓÌÉ ×ÓÅ
ÓÔÏÌÂÃÙ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ D′ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ D ÐÕÔÅÍ ÄÏÂÁ-
×ÌÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏ×. éÎÁÞÅ ÂÅÒÅÍ Ä×Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ
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ÓÔÏÌÂÃÁ. ðÕÓÔØ m { ÉÈ ÄÌÉÎÁ. úÁÍÅÎÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ ÄÌÉÎÙ m−k, ÄÒÕÇÏÊ
| ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ ÄÌÉÎÙ m + k. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ
×ÉÄÁ D′ (ÐÒÉ k = 1; : : : ;m). îÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÏÌÂÃÙ ÎÅ ÐÉÛÕÔÓÑ.

ìÅÍÍÁ 2.1. ìÀÂÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ×ÉÄÁ D(s) ÐÒÉ s ≥ n(n+1)(2n+1)
12 ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÌÂÅÃ

ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n. 2

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÁÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË. ðÕÓÔØ s ≥
n(n+1)(2n+1)=12. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁÄ ÎÁÂÏÒÏÍ ÞÉÓÅÌ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÅÄÉÎÉÃ,
ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ÎÅÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ. åÓÌÉ ÖÅ m;m ÅÓÔØ ÐÁÒÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÓÏ×ÐÁÄÁ-
ÀÝÉÈ ÞÉÓÅÌ × ÎÁÂÏÒÅ, ÔÏ ÏÎÉ ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ m − h;m + h, ÇÄÅ 1 ≤ h ≤ m.
ôÏÇÄÁ s-ËÒÁÔÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ
Í�ÅÎØÛÅÇÏ n.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ. ÷
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ
ÐÒÉÍÅÎÑÌÁÓØ ÎÁÛÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ. îÏ ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÂÏÌÅÅ n ÒÁÚ ÐÒÉÍÅÎÑÌÁÓØ Ë ÞÉÓÌÕ n, ÔÏ
×ÏÚÎÉËÁÅÔ Ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÞÉÓÌÁ Â�ÏÌØÛÉÈ n. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, Ë
ËÏÔÏÒÏÍÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁÛÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

éÔÁË, ÞÉÓÌÏ ≥ n ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÐÏÑ×ÉÔÓÑ { ×ÏÐÒÏÓ ÔÏÌØËÏ × ÞÉÓÌÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÛÁÇÏ× ÄÏ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ≥ n.
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙÈ n−1 (ÉÎÁÞÅ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ
ÞÉÓÌÁ ≥ n ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÏÔ×ÒÁÔÉÔØ É ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÅ
ÓÁÍÏÊ ÄÏÌÇÏÊ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ ÄÏÌÖÎÏ ÎÁÂÌÀÄÁÔØÓÑ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ
n− 1 É Ä×Á ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÞÉÓÌÁ n− 2. äÅÊÓÔ×ÕÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ
ÎÁ k-ÏÍ ÏÔ ËÏÎÃÁ ÛÁÇÅ ÓÁÍÏÊ ÄÏÌÇÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÄÏÌÖÎÏ ÎÁÂÌÀÄÁÔØÓÑ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ
ÉÚ ÞÉÓÅÌ n− (k− 1); : : : ; n− 1 É Ä×Á ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÞÉÓÌÁ n− k. îÁ n− 2-ÏÍ ÏÔ ËÏÎÃÁ
ÛÁÇÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÁÂÏÒ 2; 2; 3; 4; : : : ; n − 1, Á ÎÁ n − 1-ÏÍ { ÎÁÂÏÒ 1; 1; 2; : : : ; n − 1 É
ÅÝÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÏÄÎÁ ÅÄÉÎÉÃÁ.

îÏ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÌÅÇËÏ ÏÃÅÎÉÔØ.
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ′ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÞÉÓÅÌ × ÎÁÂÏÒÅ
ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2. é ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ (2 + ∑n−1

k=1 k2)=2 = n(n−1)(2n−1)
6 + 1.

ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ n. ÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÏÃÅÎËÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÁËÁÑ ÖÅ ÏÃÅÎËÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÃÉÊ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÇÏ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ n ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ n; n → n − k; n + k ÞÉÓÌÏ
k ÏÂÑÚÁÎÏ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ 1. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ
Á×ÔÏÒÏÍ ÎÁ 27 ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÔÕÒÎÉÒ ÇÏÒÏÄÏ×.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ b(M) ËÁË ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ b, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:

óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D ÉÚ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏË, ×ÓÅ
ÓÔÏÌÂÃÙ × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ b É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÉÚ S(D)
ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M.

äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ C ÐÏÌÏÖÉÍ b(C) = b(Var(C)). åÓÌÉ C ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ, ÔÏ b(C) = 0,
Á ÅÓÌÉ C ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ×ÓÅÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÔÏ b(C) = ∞.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ M { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ 
, D { ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ
àÎÇÁ, ×ÓÅ ÓÔÏÌÂÃÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ b = b(M). åÓÌÉ ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ
S(D)|M 6= 0, ÔÏ ÔÁËÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÀÂÏÐÙÔÎÏÊ. äÉÁÇÒÁÍÍÁ
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D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÅ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ D. îÁÚÏ×ÅÍ ÓÔÏÌÂÅÃ ÌÀÂÏÐÙÔÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D ÂÏÌØÛÉÍ,
ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ b, Á ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ b, ÔÏ ÏÎ ÍÁÌÙÊ. íÁÌÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÍÁÌÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ, Á ÂÏÌØÛÉÍ { ÂÏÌØÛÏÍÕ. íÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ÂÏÌØÛÉÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÏÌÏ×Õ H(D) ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D. äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ H(D′) ⊃ H(D) É
D′ ⊃ D ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ S(D′) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ M; k(H) ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØ-
ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÁÌÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× × ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ Ó ÇÏÌÏ×ÏÊ H (ÅÓÌÉ ÔÁËÏÊ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÎÅÔ, ÔÏ k(H) = ∞). èÏÒÏÛÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ Ó ÇÏÌÏ×ÏÊ H ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ Ó k + 1 ÍÁÌÙÍ ÓÔÏÌÂÃÏÍ. üËÓÔÒÅÍÁÌØ-
ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ëÅÍÅÒÁ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÂÏÌØÛÉÅ ÓÔÏÌÂÃÙ ÉÍÅÀÔ
ÄÌÉÎÕ b + 1. ôÏÇÄÁ d ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÈ ÞÉÓÌÏ, Á k { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÌÙÈ
ÓÔÏÌÂÃÏ× × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ëÅÍÅÒÁ. éÔÁË, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ëÅÍÅÒÁ ÏÐÉÓÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ b, d É k. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÅÌÉÞÉÎÙ
b(M), d(M) É k(M). ôÉÐÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÉÌÉ ÔÒÏÊËÉ (b; d; k) ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÁË.
(b1; d1; k1) ≺ (b2; d2; k2), ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:

• b1 < b2;

• b1 = b2; d1 < d2;

• b1 = b2; d1 = d2; k1 > k2.

ðÒÏÍÅÖÕÔËÉ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, ÎÁÚÙ×Á-
ÀÔÓÑ ÐÒÏËÌÁÄËÁÍÉ. ëÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÊ, ÔÅÒÍÉÎ \ÐÒÏËÌÁÄËÁ"
ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ É ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×
(ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ ⋃ �i ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ).

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ÐÏÄ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ëÅÍÅÒÁ ÐÏÎÉÍÁ-
ÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ëÅÍÅÒÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ \ÓÕÐÅÒ"-ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ (b0; b1),
(d0; d1) Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ: (a; b) ≺ (c; d), ÅÓÌÉ a ≤ b, c ≤ d É (a; b) 6= (c; d).
ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÜÔÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ, ÔÏ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó×Ñ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÐÁÒ. ÷ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ
ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ) ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.5), ÞÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÓÒÁ×-
ÎÉÍÙÈ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÐÁÒ ×ÅÄÅÔ Ë ÎÁÌÉÞÉÀ T -ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.
âÙÌÏ ÂÙ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÑ É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÐÅÒÅÎÏÓ ÅÇÏ × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ É ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ.

ðÕÓÔØ B ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M, X = {xi}i∈I { ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷
ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ BM<X > ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ
B Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ X (ÓÍ. [42]):

ìÅÍÍÁ 2.2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ B ∈ M É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁ
BM<X>∈ M, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ B É X ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

• ìÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X → BM<X> ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÜÎÄÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁ BM<X>∈ M.

• X ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÉÚ M.

• áÌÇÅÂÒÁ BM <X>∈ M ÅÓÔØ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÔÑÇÉ×ÁÀÝÉÊ ÏÂßÅËÔ, ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÕÎËÔÏ×.
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Balt
M <X> × ËÌÁÓÓÅ

×ÓÅÈ ÒÁÓÛÒÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ B ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÉÚ |X| ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀ-
ÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× X Á ÔÁËÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁ BM(D), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÅ D. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÓÔÏÌÂÃÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÎÁÂÏÒÙ.

2

ëÏÇÄÁ M = Var(B), ÔÏ ÉÎÄÅËÓ M ÐÒÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒ ÔÉÐÁ BM <X >
ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ É ÍÙ ÐÉÛÅÍ B<X>.

åÓÌÉ M′ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ BM<X> ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ BM′<X>. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÒÆÉÚÍÕ ÁÌÇÅÂÒ B1 → B2 ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ B1

M <X>→ B2
M <X> É ÄÁÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÔÏÞÎÙÍ.

2.1. ÷ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ É ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ
äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÔÅÈÎÉËÅ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ × ÒÁÂÏÔÁÈ [42], [43]. üÔÉ ÒÁÂÏÔÙ

×ÏÓÈÏÄÑÔ Ë ÓÔÁÔØÅ à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ×Á [107], ÕÞÅÎÉËÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ë. á. úÕ-
ÂÒÉÌÉÎ.

ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F (−→y ; x1; : : : ; xn) ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÍ xi, a ∈ A. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ �ka ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

�ka(F ) =
∑

i1<···<ik
F (−→y ; x1; : : : ; xn)|xi1=axi1 ;:::;xik=axik ; �0

a(F ) = F: (1)

íÎÏÇÏÞÌÅÎ �ka(F ) ÅÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÐÏ a ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÏÄ-
ÓÔÁÎÏ×ËÉ F |(a+1)xi→xi;i=1;:::;n.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

�ka(Cn) =
∑

i1<···<ik

∑

�∈Sn
(−1)�x�(1)y1 : : : x�(i1)ayi1 : : : x�(ik)ayik : : : yn−1x�(n):

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �ka(F ) ÐÏ ÐÒÅÖÎÅÍÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {xi}ni=1.

ðÏÌÏÖÉÍ Tr(a) = �1
a. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Tr(a+ b) = Tr(a) + Tr(b).

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ �ka ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÚÁÐÉÓÑÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÈ ÐÒÉ-
ÍÅÎÅÎÉÑ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A
× ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F É ×ÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ {xi}. åÓÌÉ ÐÏÌÉÎÏÍ F ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏ-
ÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÎÁÂÏÒÁÍ, ÔÏ, ÇÏ×ÏÒÑ ÏÂ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ �k, ÍÙ ÂÕÄÅÍ
ÕËÁÚÙ×ÁÔØ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÎ ÂÅÒÅÔÓÑ.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ìÅÍÍÁ 2.3 (ï ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ). ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉ-
ÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n+ 1; ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
z. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

F (z; x1; : : : ; xn;−→y ) =
n∑
i=1

F (z; x1; : : : ; xn;−→y )|z=xi;xi=z: (2)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÐÒÁ×ÏÊ É ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÅÓÔØ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎ ÉÚ T(Cn+1) ÉÂÏ ÏÎ ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ
{z; x1; : : : ; xn}. 2
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óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÌÅÍÍÕ ÒÁÂÏÔÙ [42], ËÏÔÏÒÁÑ ÓÌÕÖÉÔ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ìÅÍÍÁ 2.4. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F (y;−→z ; x1; : : : ; xn) ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉ-
ÞÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ xi, a ∈ D(A) { ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �a). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ Cn+1 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (\ÔÅ-
ÏÒÅÍÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ"):

F (an(y);−→z ; x1; : : : ; xn) =
n∑

k=1
(−1)k�ka(F (an−k(y);−→z ; x1; : : : ; xn)) (3)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3) × ×ÉÄÅ
n∑

k=0
(−1)k�ka(F (an−k(y);−→z ; x1; : : : ; xn)) = 0 (4)

ðÕÓÔØ i1 < · · · < ik, I = {i1 < · · · < ik}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÌÅÎ

tI = F (an−k(y);−→z ; x1; : : : ; xn)|xi1=axi1 ;:::;xik=axik :

ðÒÉ n − k > 0 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ an−ky × ×ÉÄÅ an−k−1ay, É ÐÏÌÏÖÉÍ y′ = ay. ðÒÉ n = k
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ an−ky × ×ÉÄÅ y, É ÐÏÌÏÖÉÍ y′ = y. äÁÌÅÅ ÐÏÌÏÖÉÍ x′i = xi ÐÒÉ i =∈ I
x′i = axi ÐÒÉ i ∈ I. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (2) ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.3 Ë ÞÌÅÎÕ tI . ðÏÌÕÞÉÍ

tI = −
∑

j =∈I
F (an−k−1(xj);−→z ; x1; : : : ; ay; : : : ; xn)|xi1=axi1 ;:::;xik=axik−

−
∑

j∈I
F (an−k(xj);−→z ; x1; : : : ; ay; : : : ; xn)|xi1=axi1 ;:::;xik=axik :

ÐÒÉ I 6= {1; : : : ; n} É

t{1;:::;n} =
n∑
j=1

F (xj;−→z ; ax1; : : : ; ay; : : : ; axn):

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ∑
I(−1)|I|tI

ÞÌÅÎÙ × ÓÕÍÍÁÈ
∑

j =∈I
F (an−|I|−1(xj);−→z ; x1; : : : ; ay; : : : ; xn)|xi1=axi1 ;:::;xi|I|=axi|I|

ÐÒÉ |I| = k < n ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ Ó ÞÌÅÎÁÍÉ × ÓÕÍÍÁÈ
∑

j∈I
F (an−|I|(xj);−→z ; x1; : : : ; ay; : : : ; xn)|xi1=axi1 ;:::;xi|I|=axi|I|

ÐÒÉ |I| = k + 1 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ∑
I(−1)|I|tI = 0. 2

òÁÓÛÉÒÉÍ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ �i. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ Ia, ÐÏ-
ÒÏÖÄÅÎÎÙÊ an+1 −∑

i �ian+1−i.
ðÕÓÔØ �M(A;X) ÅÓÔØ ÐÏÄÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÁÌÇÅÂÒÅ AM < x1; : : : ; xn > ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ

ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ X =
{x1; : : : ; xn}. ðÏÌÏÖÉÍ A(n; a) = A[{�i}]=Ia.

ðÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ �i ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ �i(a). éÚ ÌÅÍÍÙ 2.4 ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ A ∈ M É × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
Cn+1. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ

�M(A;X) → �M(A(n; a); X):

2

ðÕÓÔØ Ka ÅÓÔØ ÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A→ An(a) = A[{�i}]=Ia.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.1. åÓÌÉ h ∈ Ka, A = A′M<y >, y ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÎÅ ÉÚ X, F (y;X) ∈
�M(A(n); X), ÔÏ F (y;X)|h→y = 0. 2

ðÕÓÔØ S ⊂ A { ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ A. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑ-
ÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A(n;S), A(n;S)M<X> É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �M(A(n;S); X). ðÕÓÔØ A(n)
ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÐÕÔÅÍ ÐÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÏÇÏ
ÏÂßÑ×ÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ A ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ n. ïÎ ÐÏÌÕÞÁ-
ÅÔÓÑ ËÁË ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ A0 = A, A1 = A0(n;A0); : : : ; Ak+1 =
Ak(n;Ak). ðÕÓÔØ Kn { ÑÄÒÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A→ A(n).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Fh = 0, ÅÓÌÉ h ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ÐÒÅ-
ÐÑÔÓÔ×ÉÀ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÐÏÒÑÄËÁ n ÌÀÂÏÇÏ
ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á {a1; : : : ; as} ⊆ A, ÉÂÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ
ÔÁËÉÈ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÊ ÅÓÔØ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÀ ÐÏÒÑÄËÁ n ×ÓÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.1 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.2. Á) ðÕÓÔØ A ∈ M É × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
Cn+1. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ

�M(A;X) → �M(A(n); X):

Â) åÓÌÉ h ∈ K, A = A′M<y>, y ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÎÅ ÉÚ X, F (y;X) ∈ �M(A(n); X),
ÔÏ F (y;X)|h→y = 0. 2

éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ×ÁÖÎÏÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 2.5. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÎÁ-
ÂÏÒÕ ÉÚ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ � É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, F ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x0, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÅÊ
× ÎÁÂÏÒ �, v ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÀ Obstrn Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ n.
ôÏÇÄÁ Fv = F |v→x0 ≡ 0 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ Cn+1.

ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T(g), ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏ ÎÁÂÏÒÁÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ �i,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ Tr(a), �k(a). 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.3. a) Cn Obstrn ⊆ Cn+1.
Â) Obstr1 · · ·Obstrn ⊆ Cn+1.
×) (Obstrn)n ⊆ Cn+1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Cn+1, ÔÏ

(Obstrn)n = 0.
Ç) åÓÌÉ × ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁ-

ÐÅÌÌÉ, ÔÏ ÒÁÄÉËÁÌ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) ÅÓÔØ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ, Ð.Â) ×ÙÔÅËÁÅÔ
ÉÚ Ð.Á) ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ, Ð.×) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ð.Â) É ×ËÌÀÞÅÎÉÑ Obstrk ⊆ Obstrn
ÐÒÉ k ≤ n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Cn+1 ÔÏ × ÎÅÊ
ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ Obstrn ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏ×ÓÔÉ n Ó ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ ÆÁËÔÏÒÏÍ. á ×
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÒÁÄÉËÁÌ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ. Ð.Ç) ÄÏËÁÚÁÎ.

2
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 1.5 ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ×Ù-
ÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ. ÷ÍÅÓÔÅ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏ ÄÁÅÔ
ÔÅÏÒÅÍÕ òÁÚÍÙÓÌÏ×Á{ëÅÍÅÒÁ{âÒÁÕÎÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X É Y É ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S2m, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÎÁ X ∪ Y . ÷ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ZS2m
ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ T (Z); Z ⊆ X ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

T (Z) =
∑

�(Z)⊆Y
(−1)� · � Z 6= ∅;

T (∅) =
∑

�∈S2m

(−1)� · �: (5)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2 ([42]). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:
∑

Z⊆X
(−1)|Z|T (Z) =

∑

�(X)=X
(−1)� · � (6)

óÕÍÍÁ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ Z ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ×ËÌÀÞÁÑ
ÓÁÍÏ X É ∅.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ � ∈ S2n É ÓÒÁ×ÎÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ,
Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔ (−1)�� ×ÈÏÄÉÔ × ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (6).

åÓÌÉ �(X) ∩ Y = ∅, Ô.Å. �(X) = X ÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ Z = ∅.
åÓÌÉ ÖÅ �(X) 6= X, ÔÏ ÐÒÁ×ÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÎÏÌØ Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
Z ′ ⊆ X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �(Z ′) ⊆ Y ÎÅÐÕÓÔÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ k > 0 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

óÌÁÇÁÅÍÏÅ (−1)�� ×ÈÏÄÉÔ × T (Z) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 0 ÐÒÉ Z 6⊆ Z ′ É Ó ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÏÍ 1 ÐÒÉ Z ⊆ Z ′. þÉÓÌÏ s-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
Z ′ ÒÁ×ÎÏ

(k
s
)

É ÐÏÔÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ (−1)�� × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÔÓ×Á (6) ÒÁ×ÅÎ
k∑
s=0

(−1)s
(k
s

)
= 0 ÐÒÉ k > 0:

É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ X = {1; : : : ;m}; Y = {m + 1; : : : ; 2m}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ZS2m × Z-ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÌÉ-
ÎÏÍÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ 2m ÏÔ 2m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; x2m, Á ÉÍÅÎÎÏ

� · x1; : : : ; x2m = x�(1) : : : x�(2m);

ÇÄÅ � ∈ S2m. ôÏÇÄÁ T (Z) · x1 : : : x2m Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÐÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚ Z É ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚ X\Z ∪ Y . åÓÌÉ
Z 6= X, ÔÏ |X\Z ∪ Y | ≥ m+ 1 É ÅÓÌÉ |Z| = m− k, ÔÏ |X\Z ∪ Y | ≥ m+ k.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.2, É ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 2.6. ðÕÓÔØ f(x1; : : : ; x2n) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-
ÎÙÊ ÐÏ ÎÁÂÏÒÁÍ x1; : : : ; xn É xn+1; : : : ; x2n É ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ôÏÇÄÁ

f(x1; : : : ; xn; xn+1; : : : ; x2n)− f(xn+1; : : : ; x2n; x1; : : : ; xn) ≡ 0 mod I;

ÇÄÅ I ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ T -ÉÄÅÁÌÏ×, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÁÍ D ÓÏ ÓÔÏÌÂÃÏÍ ÄÌÉÎÙ n−k É ÄÒÕÇÉÍ ÓÔÏÌÂÃÏÍ ÄÌÉÎÙ n+k, k = 1; : : : ; n.
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.4 (ï ÐÅÒÅÂÒÏÓËÅ). Á) ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n + 1 É ÐÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ {xi}ni=1; {zi}ni=1. ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ka(F ) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ
ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {xi} ÉÌÉ {zi} ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ, É ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ �ka É �sb
ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.

Â) ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Tr(ab) = Tr(ba).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ,
Ð.Â) ÅÓÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ð.Á), ÉÂÏ Tr(ab) = �1

a�1
b − �2(a; b), Tr(ba) = �1

b �1
a − ~�2(b; a), ÇÄÅ ~�2

ÅÓÔØ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ ÆÏÒÍÙ �2
a. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n+ 1. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F (y;−→z ; x1; : : : ; xn)
ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ xi; a; b ∈ D(A) { ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ �ka É �sb ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. 2

ìÅÍÍÁ 2.7. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ
ÉÚ Ä×ÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �i; i = 1; 2 É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x0, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÅÊ × ÎÁÂÏÒÙ �, v ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÅÐÑÔ-
ÓÔ×ÉÀ Ë ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n. ôÏÇÄÁ F |x0→v ≡ 0 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ∑n

k=1(Cn+k; Cn−k).
ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T(g), ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÏ ÎÁÂÏÒÁÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ �i,

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ �k.

úÄÅÓØ (Cr; Cs) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ T -ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊ-
ÎÙÍÉ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ ÇÒÕÐÐ ÉÚ r É s ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÐÒÏÝÅ ÞÅÍ ÌÅÍÍÁ 2.5. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 2.4 É ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ
ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.2. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÈ ÌÅÍÍÕ 2.5 (ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÅÍÍÕ 2.7) ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ �i (ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏÌØËÏ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ×), ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÌÅÍÍ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ
ÓÌÕÞÁÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ (Ô.Å. ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ×).

éÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3 (ï ÐÅÒÅÂÒÏÓËÅ). ðÕÓÔØ |�1| = |�2| = n = b(A), ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
F ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁ D = D0∪D1, ÇÄÅ D0 ÅÓÔØ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ
àÎÇÁ, Á ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ D1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× ÄÌÉÎÙ b, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÎÁÂÏÒÁÍ
�1 É �2.

ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÐ.Á) É Â) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ
ÌÅÍÍÙ, ÌÅÍÍÙ 2.4, Á ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2.4. 2

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ �k(x) { ÜÔÏ ÆÏÒÍÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÌÅÍÍÙ 2.7 ÄÌÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ-

ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ D ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÁÒÕ ÓÔÏÌÂÃÏ× ÏÄÉÎÁ-
ËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ m, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ S(D) ÌÉÎÅÅÎ, ÐÏÍÉÍÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÉÈ ÓÔÏÌÂÃÁÍ D, ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x0, ÜÌÅÍÅÎÔ v ∈ A ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÀ
Ë çÁÍÉÌØÔÏÎÕ{ëÜÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ m, g = f |v→x0. ôÏÇÄÁ g ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÕÍÍÅ ÉÄÅÁÌÏ×
×ÉÄÁ S(Di), ÇÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ Di ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ D ÐÕÔÅÍ ÚÁÍÅÎÙ ÐÁÒÙ ÓÔÏÌÂÃÏ×
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ÄÌÉÎÙ n ÎÁ ÐÁÒÕ ÓÔÏÌÂÃÏ× ÄÌÉÎÙ n + k É n − k ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (k > 0). ÷
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ m ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÓÔÏÌÂÃÏ×, ÔÏ g ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÕÍÍÅ ⊕

Di=D′
S(Di). 2

(óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
′.)

ôÅÐÅÒØ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 2.1. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.1. ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ Cn.
ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë çÁÍÉÌØÔÏÎÕ{ëÜÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ
ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n(n+1)(2n+1)

12 . 2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÀ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Á ÄÌÑ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÔÅÏÒÅÍÁ òÁÚÍÙÓÌÏ×Á{ëÅÍÅÒÁ{âÒÁÕÎÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
ÍÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÑÍÏÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.
ïÃÅÎËÁÍ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÒÁÚÄÅÌ â.

ðÏÓËÏÌØËÕ × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÓÌÅ-
ÄÕÀÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ [106], [157], [41], ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÅ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.6. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÕÓÔØ A ÅÓÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁÑ
ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ
n, ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n(n+1)(2n+1)

12 . 2

òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÔÁËÏÍÕ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ A { ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ Cn+1, ÎÏ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Cn, (Cn)2 ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ
T -ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

Á) ðÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ × M Ë ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÆÏÒ-
ÍÁÍÉ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÆÏÒÍÁÍÉ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ Cn.

Â) ðÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ × M Ë ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÆÏÒ-
ÍÁÍÉ Ó ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ
ÎÁ (Cn)2.

×) ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ Ð.Á) ÐÕÓÔØ A ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ É ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ
ÉÚ M ÎÅ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ (Cn)k ÐÒÉ ×ÓÅÈ k. ôÏÇÄÁ M ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÏÄÕÌØ,
ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÆÏÒÍÁÍÉ.

åÓÌÉ M É A ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ, ÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ-
×ÏÍ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ. 2

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÂÉÍÏÄÕ-
ÌÅÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. èÏÞÅÔÓÑ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ-
ÎÏÓÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë çÁÍÉÌØÔÏÎÕ{ëÜÌÉ. ÷ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ D(A) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ L[A] ⊗
R[A] ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÅ×ÙÈ É ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÁ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÉÌÉ A ⊗ A∗, ÇÄÅ A∗ ÅÓÔØ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁ, ÁÎÔÉÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ A. ÷ÅÒÏÑÔÎÏ, ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÚ×ÏÌÉÔ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÏÃÅÎËÉ
ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÒÁÚÄÅÌÏÍ â. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÍÅÓÔÏ ÁÌØÔÅÒ-
ÎÉÒÕÀÝÉÈÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÇÕÔ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÂÕË×Ù É ÍÅÖÄÕ ×ÏÚÎÉËÁ-
ÀÝÉÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5
ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.
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2. ÷ÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ É ÔÅÈÎÉËÁ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÐÅ-
ÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ
ÎÁÂÏÒÁ �i, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ëÁÐÅÌÌÉ:

Csymm
n =

∑
�
y0x�(1)y1 : : : x�(n)yn:

óÉÓÔÅÍÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ (Á × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ×ÅÄÕÔ Ë ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ).

3. ðÕÓÔØ M { ÜÌÁÓÔÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, A ∈ M, X = {xi} ⊂ A. íÏÖÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔØ X-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ëÁÐÅÌÌÉ, ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÏÂÙÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
ëÁÐÅÌÌÉ, ÔÏÌØËÏ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á X. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 2.4, 2.6, 2.2, Á
ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M { ËÕÒÏÛÅ×Ï, ÔÏ É ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ
(ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÃÅÎÏË). ðÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÊ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
x ∈ X ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÐÏ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÅÊ
(É ÜÔÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x ∈ X).

2.2. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S ⊆ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ
ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÐÏ ÎÕÌÀ Ó ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅÍ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. îÁ-
ÚÏ×ÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S ⊂ B ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ B, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ B
× ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÕÒÏÛÅ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ
ÉÚ M ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÁ. áÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ 1-ÐÏÒÏÖ-
ÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ.

(òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ S ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A ×
ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.)

äÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ⊇ Var(A) É ÁÌÇÅÂÒÙ A ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÄÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï SD;M(A) ⊆ AM<{�i}> ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ
É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ �i, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D. ëÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ËÁËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ
SD;M(A).

÷ ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÎÁ ÓÔÒ. 123 ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.6. ðÕÓÔØ D { ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÄÌÑ ËÕÒÏÛÅ×Á ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÑ M ⊇ Var(A), S = SD;M. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ D ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁÌÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ, ÔÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õÓÌÏ×ÉÅ ËÕÒÏÛÅ×ÏÓÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
ÍÏÇÕÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØÓÑ Ë ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ D, É ÓÔÅ-
ÐÅÎÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A ÍÏÖÅÔ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÔØ. þÔÏÂÙ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÁÒÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ A É
ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ A.

óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ij ∈ �i, ÇÄÅ �i { ÎÁÂÏÒ
ÓÉÌØÎÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ j-ÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ
D.

ðÕÓÔØ M { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ, D { ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ëÅÍÅÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ
K0(A;D) = A∗M<{�ij}> =Q, ÇÄÅ ÉÄÅÁÌ Q ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÍÏÎÏÍÁÍÉ
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M�, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ Ä×Á ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ij, Á ÔÁËÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
×ÉÄÁ M(�ij1 ; �ij2)+M(�ij2 ; �ij1). áÌÇÅÂÒÁ K0(A;D) ÅÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÉ M ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÓÉÌØÎÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ
D. ïÂÙÞÎÏ M = Var(A) É ÜÔÏ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓ M ÏÐÕÝÅÎ. ÷ ÌÀÂÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ, ÄÌÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ×ËÌÀÞÅ-
ÎÉÅ M ⊇ Var(A). üÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ.

ðÕÓÔØ Jb+1 ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ × K0(A;D), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ×ÉÄÁ
f(u1; : : : ; ub+1;−→y ), ÇÄÅ uk { ÍÏÎÏÍÙ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A, f ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ui. ðÏÌÏÖÉÍ K1(A;D) = K0(A;D)=Jb+1. K(A;D) ÅÓÔØ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÉÄÅÁÌ) × K1(A;D), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÏÎÏÍÁÍÉ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÏ ×ÓÅÍ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ×ÉÄÁ �ij. ÷ ÓÉÌÕ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÓÔÉ D ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
× ÁÌÇÅÂÒÁÈ K1(A;D) É K0(A;D) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.7 (ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ). ðÕÓÔØ D { ÜËÓÔÒÅ-
ÍÁÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ. ôÏÇÄÁ:

Á) Var(A) = Var(K0(A;D)) = Var(K1(A;D)).
Â) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S1(A;D) É S0(A;D) × ÁÌÇÅÂÒÁÈ K1(A;D) É K0(A;D) ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÍÏÎÏÍÁÍÉ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ×ÉÄÁ
�ij, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ S(A;D)).

×) åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M { ËÕÒÏÛÅ×Ï, ÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍÙ. 2

åÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K(A;D)
ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ AM<X> | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÁÍÉ × A, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K(A;D) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ×ÎÕ-
ÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ (ÆÏÒÍÙ), É ÅÓÌÉ M { ËÕÒÏÛÅ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×Á ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K(A;D).

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅÓÑ Ë ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ
×ÙÛÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ A → KM(A;D) ÅÓÔØ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎË-
ÔÏÒ. (éÎÄÅËÓ M ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
KM(A;D) ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, KM(A;D) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Õ KM(A′; D) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ A′ { ÆÁËÔÏÒÁ A ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×É-
ÍÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ T -ÉÄÅÁÌ R(D) ÁÌÇÅÂÒÙ K1M(A;D) ÌÅÖÉÔ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
KM(A;D) 2

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅÓÑ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.9. ðÕÓÔØ D ÅÓÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÍÅÒÁ

(k(M)+d(M)+1)× b(M)

É M { ËÕÒÏÛÅ×Ï ÜÌÁÓÔÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (Ô.Å. Ó ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ).
ôÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S = SD;M ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ S ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅÍ
Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÔÏÌØËÏ ÏÔ M)
ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ r ∈ B. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ
B[�i(r)] ËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ ËÏÍÍÕÔÁ-
ÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ F[�i(r)], É ×ÙÂÅÒÅÍ × ÎÅÊ ÎÏ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ r′ ∈ B É Ô.Ä. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
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ÂÕÄÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ B Ë ÅÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÍÕ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. á ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.

ðÕÓÔØ b = b(A),  i ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÉÄÁ xi → r(xi). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ r ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ  i (É ÐÏÒÑÄÏË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ
ÔÏÌØËÏ ÏÔ M). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. ôÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞ-
ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×  i É ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ, ËÁË ×
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍ 2.5 É 2.7.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÍ m ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F (−→x ;−→y ; rm), ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-
ÎÏÇÏ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏ× �i, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

F (−→x ;−→y ; rk) =
k∑
i=1

	iF (−→x ;−→y ; rm−i);

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ 	i ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×  i É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ F .
ðÕÓÔØ �ik(r) ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÆÏÒÍÙ ÐÏÒÑÄËÁ k, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ

Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÁÂÏÒÁ �j (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.9). åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ G ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
G(−→y ;⋃

i
�i; rb; d), ÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ

G(−→y ;
⋃
i

�i; rb; d)−
b∑

k=1
�jk ·G(−→y ;

⋃
i

�i; rb−k; d)

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÕÔÅÍ ×Ù-
ÄÅÌÅÎÉÑ b+ 1 ÐÏÄÓÌÏ×Á ×ÎÕÔÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �G É ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÉÈ
ÐÏÄÓÌÏ×, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÄÓÌÏ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÉÚ �j, ÐÒÉ j 6= i ÎÅ ÐÒÉÎÉ-
ÍÁÀÔ ÕÞÁÓÔÉÑ × ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ
r, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ rb.

ðÕÓÔØ m = b · (d+ 1). ôÏÇÄÁ ÓÔÅÐÅÎØ rm ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ d+ 1 ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ b
É ÒÁÚÎÏÓÔØ

G(−→y ;
⋃
i

�i; rm)−
b∑

k1=1

b∑

k2=1
· · ·

b∑

kd+1=1
�1k1(r)�2k2(r) · · · �d+1;kd+1(r)×

×G(−→y ;
⋃
i

�i; rm−
P
i ki)

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ T -ÉÄÅÁÌÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ d+1 ÓÔÏÌÂÅÃ ÄÌÉÎÙ
b+ 1 É k(A) ÓÔÏÌÂÃÏ× ÄÌÉÎÙ b. á ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÎÕÌÅ×ÏÊ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. 1. ðÏÈÏÖÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÒÅÄÌÏÖÅ-
ÎÉÑ 6.13 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 6.2.2.

2. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ
ÑÚÙËÅ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÊ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÏÌØ ÐÒÉ ÁÌØÔÅÒÎÉ-
ÒÏ×ÁÎÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.10. ëÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÐÏÒÏ-
ÖÄÁÅÔ ÎÅÔÅÒÏ× A-ÍÏÄÕÌØ (ÌÅ×ÙÊ, ÐÒÁ×ÙÊ, Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ SD;Var(A). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-
ÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÓÔÁÂÉÌÉÚÉ-
ÒÕÅÔÓÑ. 2
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2.3. õÔÏÎÞÅÎÉÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÏ×
äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÒÅÄÓÔ× ÄÁÎÎÏÊ

ÇÌÁ×Ù. ïÎÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏÂÉ×ÁÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÅÍÙÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÍÅÌÉ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ. íÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ëÅÍÅÒÁ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÁÒÁ (A;H) ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ A, Ó ÆÉË-
ÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ H ∈ N.

ðÕÓÔØ D ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ S(D) ∩ AM< ⋃
i

�i >, g
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ f ÐÕÔÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÌÏ× {vj} ∈ A ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ⋃

i
�i.

åÓÌÉ ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ×ÙÛÅH, ÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ g (É ÎÁÂÏÒÙ �i) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÔÏÎËÉÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D. (ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÚÁÐÉÓÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
g, ÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.)

åÓÌÉ ÖÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ vj ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÂÏÌØÛÅ H, ÔÏ g ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌÓÔÙÍ. üÔÏ
ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÎÅ Ë ÓÁÍÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ g, Á Ë ÅÇÏ ÚÁÐÉÓÉ. (íÙ ÄÏÐÕÓËÁÅÍ ÔÁ-
ËÕÀ ×ÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ, ËÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ËÁËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ É ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ
Ë ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÑÍ.)

ëÏÇÄÁ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ H ÎÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏÂ h-ÔÏÎËÉÈ É h-
ÔÏÌÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ h ∈ N.

åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ëÁÐÅÌÌÉ ÔÏÌÝÉÎÙ h ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×Ï-
ÒÉÔØ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ ÔÏÌÝÉÎÙ h. åÓÌÉ
h = H, ÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÎËÉÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ. áÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÔÏÌÝÉÎÙ h, ÔÏÎËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×,
ÐÏÎÑÔÉÑ ÔÏÌÓÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ �i É ÎÁÂÏÒÁ �i ÔÏÌÝÉÎÙ h, Á ÔÁËÖÅ ÔÏÌÝÉÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÏÊ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÁË ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ
ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ 
, ÎÁÄÏ ×ÉÄÏÉÚÍÅÎÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ×Á. ðÏÄ ÓÌÏ×ÏÍ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÎÏÍ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ðÏÒÑÄËÕ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁ-
ÃÉÉ, ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÄÅÒÅ×Ï, ×ÉÓÑÞÉÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ (ËÒÏÍÅ ËÏÒÎÑ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ, Á ËÏÒÎÀ | ÓÁÍ ÍÏÎÏÍ. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ ÍÏÎÏÍÁ. ÷ÅÔËÏÊ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÞÁÓÔÏË ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÇÏÓÑ ÐÕÔÉ, ×ÅÄÕÝÅÇÏ ÉÚ ËÏÒÎÑ × ×ÉÓÑÞÕÀ
×ÅÒÛÉÎÕ. äÌÉÎÏÊ v ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ×ÅÔËÉ ÄÅÒÅ×Á ÍÏÎÏÍÁ
v É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ l(v). l(v) ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÃÅÐÉ ÐÏÄÍÏÎÏÍÏ×, ÐÏ-
ÐÁÒÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ; br(v) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÔÏË ÄÌÉÎÙ l(v).
ðÏËÁÚÁÔÅÌØ CH(v) ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒ (l(v); br(v)). ðÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁ-
ÆÉÞÅÓËÉ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÐÏÔÏÍ ÐÏ ×ÔÏÒÏÊ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ë. á. úÕÂÒÉÌÉÎÕ [43], ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÔÒÏÅÎÉÀ
ÄÅÒÅ×ØÅ× ÍÏÎÏÍÏ× ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ. åÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÅÒÅËÁÞËÉ.

ìÅÍÍÁ 2.8 (ï ÄÅÒÅ×Å). ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎ-
ÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× m-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. îÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÔËÕ ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ m ÄÌÉÎ-
ÎÏÊ.

ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÍÏÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÍÏÎÏÍÁÍÉ, É ËÁÖÄÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÔÁËÏÍÕ ÍÏÎÏÍÕ, ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m− 1 ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊÓÑ ÄÌÉÎÎÏÊ
×ÅÔËÉ. 2

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÔÏÌÝÉÎÏÊ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅ-
ÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. ÷ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÔ ÎÕÖÄÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ
ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ CH, Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÔÏÌØËÏ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÍÏÎÏÍÏ×. ôÏÇÄÁ ÔÅÈ-
ÎÉÞÅÓËÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ É ÐÒÉ ÐÅÒ×ÏÍ ÞÔÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÉÍÅÔØ ×
×ÉÄÕ ÉÍÅÎÎÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.
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ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÏÎÏÍÁ v ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ql(v), ÇÄÅ q ÅÓÔØ ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌØÎÁÑ ÁÒÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ × ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ 
.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÐÅÒÅËÁÞËÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.11. ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ B ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ
ÔÏÖÄÅÓÔ× ÐÏÒÑÄËÁ h É ÔÏÌÝÉÎÙ h, g ∈ S(D). ôÏÇÄÁ g ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ g′ ∈ S(D) ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ h ÎÁÂÏÒÏ×
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �i ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÔÏÌÝÉÎÕ ÂÏÌØÛÅ h. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ (×Ï ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ) ÔÏÌÝÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ h ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ h− 1. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.7. åÓÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ B ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ
ÐÏÒÑÄËÁ m ÔÏÌÝÉÎÙ m, ÔÏ × ÎÅÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ 2m− 1. 2

íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ AM<⋃
i

�i> ×ÍÅÓÔÅ Ó ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÉÊ ÍÏÎÏÍÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ ⋃

i
�i, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ, ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ g. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÔÏÌÓÔÙÈ ÉÌÉ ÔÏÎËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
ÉÚ ⋃

i
�i Á ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÏÌÝÉÎÙ h.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. S(m)
D;m1;m2;k ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÏÔ-

×ÅÞÁÀÝÉÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D ∪ E ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

• äÉÁÇÒÁÍÍÁ E ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m1 +m2 ÓÔÏÌÂÃÏ× ÄÌÉÎÙ k.

• îÅ ÂÏÌÅÅ m1 ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÓÔÏÌÂÃÁÍ ÉÍÅÀÔ ÔÏÌ-
ÝÉÎÕ ÂÏÌØÛÅ m.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ S(m)
D;m1;m2;k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.11 É ÌÅÍÍÙ Ï ÒÁÚÒÅ-
ÖÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅËÁÞËÉ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.5, ÌÅÍÍÁ 1.17).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.8 (õÔÏÎÞÅÎÉÅ ÍÁÌÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×). ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÐÏÒÑÄËÁ m ÔÏÌÝÉÎÙ m, m′ = m1 + m2 ≥ m.
ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

S(m)
D;m′;0;k = S(m)

D;m;m′−m;k

É ×ËÌÀÞÅÎÉÅ
S(m)
D;m′;0;k ⊆ S(m)

D;0;m′−m;k

2

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÐÒÏÃÅÄÕÒÅ ÕÔÏÎÞÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ëÅ-
ÍÅÒÁ. ÷ ÏÓÎÏ×Å ÌÅÖÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É
ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {yi}mi=1 É ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f ′ = f −
m∑
i=1

f |x→yi;yi→x (7)

ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ′ ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ {x}∪
{yi}mi=1.
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ É ËÏÓÏÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {yi}m1

i=1 É {xj}m2
j=1, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ f ′, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ
f ′ = ∑

�∈S(−1)�� · f , ÇÄÅ S ÅÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Sm1+m2

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Sm1× Sm2 .

ìÅÍÍÁ 2.9. ðÕÓÔØ m = |�|, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ AM <� ∪ {x0}> ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏ-
ÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ � É ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x0. ðÕÓÔØ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎ g ∈ T(f) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÍÅÓÔÏ x0 ÍÏÎÏÍÁ v0 ÄÌÉÎÙ k,
k > m+ 1, Á ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ � { ÍÏÎÏÍÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ Â�ÏÌØÛÅÊ m.

ôÏÇÄÁ g ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ:

1) ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË × f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ CH(v′0) < CH(v),

2) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ÔÏÌÝÉÎÙ m + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× A
× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ AM<� ∪ {x0}>, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ � ∪ x0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÄÅÌÉÍ ÐÏÄÍÏÎÏÍ ÔÏÌÝÉÎÙ m+ 1 ÍÏÎÏÍÁ v0, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ
ÞÅÒÅÚ x′0 É ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (7). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ

f ′ = f −
m∑
i=1

f |x→yi;yi→x;

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 2), Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÌÅÎÁÍ ÓÕÍÍÙ
m∑
i=1

f |x→yi;yi→x;

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 1) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÌÅÍÍÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. ðÕÓÔØ u ÅÓÔØ ÐÏÄ-
ÍÏÎÏÍ ÍÏÎÏÍÁ v, ÐÒÉÞÅÍ u ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÃÅÐÏÞËÕ ÐÏÄÍÏÎÏÍÏ×, ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÐÏ
×ËÌÀÞÅÎÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ. ôÏÇÄÁ ÚÁÍÅÎÁ u ÎÁ ÍÏÎÏÍ Í�ÅÎØ-
ÛÅÊ ÄÌÉÎÙ ×ÅÄÅÔ Ë ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ. 2

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÕ (A;H). ðÕÓÔØ H ≥ k. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.12. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ AM<
1⋃
i=0

�i>, |�0| = k, |�1| = k + 1.
ðÕÓÔØ ÎÁÂÏÒ �1 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ s ÔÏÌÓÔÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ×
ÎÁÂÏÒÅ |�0| { ÔÏÎËÉÅ. ôÏÇÄÁ

Á) åÓÌÉ s > 1, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ f , ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g�, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÊ ÔÏÌÓÔÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÏÊ × ÎÁÂÏÒÅ �1.

Â) ðÕÓÔØ s = 1. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ f , ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g� ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ (CH) ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
× ÎÁÂÏÒÅ �1 ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ, Á ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ.

(÷ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ f ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÂÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁ-
ÎÏ×ËÅ xj → vj, ÇÄÅ xj ∈

1⋃
i=0

�i.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÔÕ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ
(7), Ð.Â) ÅÓÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ Ë ÔÏÌÓÔÏÊ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÂÏÒÁ �1. 2
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ |�0| = |�1| − s, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ
ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ s ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ �1 ÉÍÅÌÏ
ÔÏÌÝÉÎÕ, Â�ÏÌØÛÕÀ m. ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ s > 1 ÐÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÏÇ Ð.Â) ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ. üÔÏ ÏÄÎÁ
ÉÚ ÐÒÉÞÉÎ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ ëÅÍÅÒÁ, Á ÎÅ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ
ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ.

éÔÁË, ÍÙ ÕÔÏÎÞÁÅÍ ÂÏÌØÛÏÊ ÎÁÂÏÒ ÃÅÎÏÊ \ÕÔÏÌÛÅÎÉÑ" ÍÁÌÏÇÏ. óËÏÍÂÉÎÉÒÕÅÍ
ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ Ó ÐÅÒÅËÁÞËÏÊ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÊ ÕÔÏÎÞÁÔØ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ ÍÁÌÙÅ ÎÁÂÏÒÙ. óÕÍ-
ÍÉÒÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.12 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2.8, ÉÍÅÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.13. ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ
(b; d; k), × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÔÅÐÅÎÉ m. Sm1;m2

ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ëÅÍÅÒÁ Ó m1 +m2 ÍÁÌÙÍÉ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÂÏÌØÛÉÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÉÍÅÀÔ ÔÏÌ-
ÝÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m + 1, É ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ m1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÍÁÌÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÍÅÀÔ
ÔÏÌÝÉÎÕ Ó×ÙÛÅ m (Á ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ëÅÍÅÒÁ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁ×ÎÏ
d). ôÏÇÄÁ

Á) åÓÌÉ m1 = m− 1 É m1 +m2 ≥ k + 1, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Sm1;m2 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ×ÓÅÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ëÅÍÅÒÁ Ó ÄÉÁÇÒÁÍ-
ÍÏÊ D, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ d ÂÏÌØÛÉÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× É m1 +m2 ÍÁÌÙÈ.

Â) ðÕÓÔØ c ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÍÁÌÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× × ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ëÅÍÅÒÁ D, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ E
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m ÓÔÏÌÂÃÏ× ÄÌÉÎÙ b. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ S(D ∪E) ⊂ S(0; c), 2

óÍÙÓÌ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (É ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ) × ÍÁÖÏÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ: ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ëÅÍÅÒÁ D ∪ E, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ
× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÔÏÎËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ëÅÍÅÒÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÞÕÔØ Í�ÅÎØÛÅÊ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.9. ðÕÓÔØ A { PI-ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ (b; d), × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÐÏÒÑÄËÁ m, A′ ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÔÏÌÝÉÎÙ max(m; b + 1), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ëÅÍÅÒÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Var(A). ôÏÇÄÁ ÐÁÒÁ (b; d) ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
Var(A′) ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÐÁÒÙ (b; d) ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Var(A). 2

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ôÅÈÎÉËÁ ÕÔÏÎÞÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÄÌÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ m ÍÁÌÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏ×
É ×ÍÅÓÔÅ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÓÔÏÌÂÃÏÍ ÄÌÉÎÙ q ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÏÌÂÅÃ ÄÌÉÎÙ q − 1.

2. äÌÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ É ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÕÔÏÎÞÅÎÉÑ ×Ù-
ÔÅËÁÅÔ ÔÁËÖÅ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÅÔÅÒÏ× ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ
ÓÌÅÄÁÍÉ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌÙ 3.3, á).

2.3.1. ëÏÌØÃÁ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ.
ðÕÓÔØ B { ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ 
, D(B) ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅ-

ÂÒÙ B. ëÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ D(B) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÏÎÏÍ ÉÚ BVar(B) < x >, ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. õÍÎÏÖÅÎÉÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× D1∗D2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ D1 → x
× D2, Á ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ v { ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ v → x.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ (B;D), ÇÄÅ D ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. îÁÓ
ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÐÁÒÙ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M Ä×ÕÈÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÄÏÌÖÎÙ ×ÈÏÄÉÔØ
× ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ D), Á ÔÁËÖÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ B < −→x ;−→y >, ÇÄÅ −→x ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, Á −→y { Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ BM < −→x ;−→y > ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M
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Ä×ÕÈÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (Á ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÏÂÙÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ä×ÕÈÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ
ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ É ÊÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÍÎÏÇÏ-
ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ (áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÊÏÒÄÁÎÏ×Ù ÔÒÏÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ).

îÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ. äÁÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÁÌÇÅÂÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍ ÄÌÑ ÎÁÓ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ×ÉÄÎÁ ÉÚ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ:

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ x(yz) = 0,
B { Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ 2-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M, M′ = Var(B). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ
M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÏÎÏÍÏ× ×ÉÄÁ (: : : ((xi1xi2)xi3)xi4) : : : )xik), É ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÏÎÏÍÏ×
ÄÌÉÎÙ Â�ÏÌØÛÅÊ 1 ×Ï ×ÓÅ ÐÏÚÉÃÉÉ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒ×ÏÊ, ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ xi1 ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÉÄÁ xi1 → xi1x� ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÅ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ × ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M′ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× | ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ
ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ, ÒÏÓÔ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ M′ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁ-
ÌÅÎ, GKdim(B) = ∞, Á ÓÁÍÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M′ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ÛÐÅÈÔÏ×ÙÍ,
ÎÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ.

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ,
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÏ× ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÍÏÇÕÔ ×ËÌÀÞÁÔØ × ÓÅÂÑ ÔÁËÖÅ ÏÂÙÞÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ). óÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÍÉ, Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D, ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ S2(D); ÐÁÒÅ
D = (D1; D2), ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÏÂÙÞÎÏÊ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S(D) = S(D1; D2). ðÕÓÔØ D1 { ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ-
ÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ B. ïÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ D2 ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÁ Ó ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÏÊ D1, ÅÓÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ BM < −→x ;−→y > ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ
S(D1; D2), É ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ D1, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÁ Ó ÌÀÂÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ-
ÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D′ ⊃ D1. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ D1 É ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÅÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕ-
ÞÁÀ ÏÂÙÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ D1, ÉÈ ÇÏÌÏ×Ù É È×ÏÓÔÙ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ÜËÓ-
ÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ D = (D1; D2). (äÉÁÇÒÁÍÍÁ D2 ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁ
× ËÌÁÓÓÅ ×ÓÅÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÈ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ D1.)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D2 ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅÏÂÒÁÝÅ-
ÎÉÅ × ÎÏÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÍ.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S(D2) × ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ D ×ÐÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ
É ÎÕÌÅ×ÙÍ.

îÁÚÏ×ÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍ-
ÍÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÅÅ ÐÏÄÄÉÁÇÒÁÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 2.10. ìÀÂÁÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×
ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ. 2

ðÕÓÔØ D1 { ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ëÅÍÅÒÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ B. ó ÒÏÓÔÏÍ D1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍ, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÈ Ó D1, ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ É Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ.
k ÔÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÌÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏ×, ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ
ÄÌÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÉ, ÈÏÒÏÛÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ëÅÍÅÒÁ ÎÅ
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ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ Ó k + 2 ÍÁÌÙÍÉ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÅ Ó
ÈÏÒÏÛÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ëÅÍÅÒÁ D1, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ëÅÍÅÒÁ D2,
Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó D1, Á ÔÁËÖÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ b2; d2 É k2. ðÁÒÁ (D1; D2) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ
ÄÉÁÇÒÁÍÍ ëÅÍÅÒÁ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÙ É ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ
ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ÷ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÕÔÏÎÞÅÎÉÀ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÏ× É
Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ.
ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÉÔÏÇÏ×ÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.14. ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ä×ÕÈÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÐÁÒÁ-
ÍÅÔÒÁÍÉ (b; d; k), × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÔÅÐÅÎÉ m É
ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÅ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ. Sm1;m′1;m2;m′2;n ÅÓÔØ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ëÅÍÅÒÁ Ó m1+m′

1 ÍÁÌÙÍÉ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ × ÐÅÒ×ÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ
É m2 +m′

2 ×Ï ×ÔÏÒÏÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.

1) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÂÏÌØÛÉÍ ÎÁÂÏÒÁÍ,
ÉÍÅÀÔ ÔÏÌÝÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m + 1 (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ × ÜÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ
� ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÏÎÏÍÙ ÔÏÌÝÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m+ 1).

2) îÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ m1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÍÁÌÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÍÅÀÔ ÔÏÌÝÉÎÕ Ó×ÙÛÅ m.

3) ÷ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ A, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÅÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÉÍÅÀÔ ÔÏÌ-
ÝÉÎÕ ÎÅ ×ÙÛÅ n.

ôÏÇÄÁ
Á) åÓÌÉ m1 = m2 = m − 1, m1 + m′

1 ≥ k + 1;m2 + m′
2 ≥ k + 1, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï Sm1;m′1;m2;m′2 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ×ÓÅÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ
ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ëÅÍÅÒÁ Ó ÐÁÒÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍ (D1; D2), ÇÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ Di ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ di
ÂÏÌØÛÉÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× É mi +m′

i ÍÁÌÙÈ.
Â) ðÕÓÔØ ci ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÍÁÌÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× × Di, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ Ei ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m

ÓÔÏÌÂÃÏ× ÄÌÉÎÙ bi. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ S(D1∪E1; D2∪E2) ⊂ Sm1;m′1;m2;m′2;m ⊂
S0;m′1;0;m′2;m. 2

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, É ÌÀÂÁÑ ÅÅ ËÏÎÅÞÎÏ
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÕÒÏÛÅ×ÏÊ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÄÅÒÅ×Å ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.15. ðÕÓÔØ D = (D1; D2) { ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ÐÁÒÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÄÌÑ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ⊇ Var(A) Ä×ÕÈÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, S = SD;M. ôÏÇÄÁ
ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ Di ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁÌÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ. 2

2.3.2. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á É ÒÑÄÙ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÕÔÏÎÞÅÎÉÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

ðÕÓÔØ S ′ ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ⋃ �i ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ⊂ A. ôÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S ′
ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.

÷ ÓÉÌÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÕÔÏÎÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ

H(D1 ∪ E1; D2 ∪ E2) ⊂ Sm1;m′1;m2;m′2;m ⊂ S0;m′1;0;m′2;m;

ÇÄÅ ×ÓÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.13. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓ-
Ô×ÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÔÏÌÝÉÎÙ,
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ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ S0;m′1;0;m′2;m, ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ
Í�ÅÎØÛÉÅ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÔÁËÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

ðÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ S� ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÕÀ ÁÌÇÅ-
ÂÒÕ A(�), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ (ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÇÏ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ A ÐÕÔÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ � É ×ÚÑÔÉÑ ÆÁËÔÏÒÁ
ÐÏ ÍÏÎÏÍÁÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ Ä×Å ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ �.

÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 2.9, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.16. Á) ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M′ ⊆ M, ÌÀÂÏÊ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ∈ M É ÌÀÂÏÊ ÈÏÒÏÛÅÊ ÐÁÒÙ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ëÅ-
ÍÅÒÁ � = (�1;�2) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S�(A) ÎÅ
ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ A. ôÏÇÄÁ GKdim(A) =
GKdim(A(�)) = GKdim(A=I), ÇÄÅ I ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ ÉÄÅÁÌ.

åÓÌÉ M ÅÓÔØ ËÕÒÏÛÅ×Ï ÜÌÁÓÔÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÏ ÈÏÒÏÛÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ
ëÅÍÅÒÁ.

Â) ðÕÓÔØ k { ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ A, B { k-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ Var(A(�)). åÓÌÉ GKdim(B) = GKdim(A(�)) = g,
ÔÏ GKdim(A) = g. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜÌÁÓÔÉÞÎÏÓÔÉ. é, ËÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ × ÒÑÄÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ A { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ k-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M. é ÐÕÓÔØ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A′ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M′ ⊆ Var(A) ÅÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÅ
ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÉÌÉ ÎÁÌÉÞÉÅÍ × Var(A′) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ
ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÏ×ÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ A. é ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÒÁÎÇ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÉÚ A, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ k.

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÊÔÉ ÔÁËÉÍ
ÐÕÔÅÍ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÅÓÔØ ÃÅÌÏÅ
ÞÉÓÌÏ, Á ÆÁËÔÏÒ ÐÏ T -ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÉÍÅÅÔ
Í�ÅÎØÛÉÅ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ.

ïÄÎÁËÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ñ×ÌÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï SM;�(A). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ SM;�(A) ∼=
SM;�( �A), ÇÄÅ �A ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ ÆÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ðÕÓÔØ M′ =
Var(A′). ôÏÇÄÁ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ SM′;�( �A) 6∼= SM;�( �A) É ÄÁÖÅ ÉÍÅÅÔ Í�ÅÎØÛÕÀ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï GKdim(A) >
GKdim( �A), ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ.

íÙ ÐÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ Ñ×ÌÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÎÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄ-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÙÊ ÌÅÇËÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÕÅÔÓÑ × ÐÒÉÍÅÒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ
ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M′ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÓÔÒ. 132).

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A, ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ËÏÔÏÒÏÊ
ÓÕÔØ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ× ×ÉÄÁ aq1bak1bak2baq2 , ÇÄÅ k1 ≤ k2

2. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
GKdim(A) = 31

2 . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÌÀÂÏÊ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÅÓÔØ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ A ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ ÉÍÅÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 3.

÷ ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ 8 ÐÏÒÑÄËÁ, É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÁ D = 5342 (ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÌÂÃÏ×, ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ |
ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ëÅÍÅÒÁ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, � ÅÓÔØ
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ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ D. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S� ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ
É SVar(A);�(A) ∼= SVar(A);�( �A) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ �A ÁÌÇÅÂÒÙ A.
÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ SVar( �A);�( �A) = 0.

ðÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ-
ÃÉÑ, Á ÉÓÔÏÎÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏ× ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.
õËÁÚÁÎÎÁÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÍÏÄÕÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË × ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ⋃ �i. úÁÐÉÓØ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÍÏÖÅÔ
ÐÅÒÅÊÔÉ × ÚÁÐÉÓØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ×ÍÅÓÔÏ ti ∈ � ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ,
ÔÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÅÓÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ
\ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÑ" ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.17. ðÕÓÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÒÁÎÇ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÒÁ×ÅÎ s. ôÏÇÄÁ ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ r ≥ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ ÉÚ M É ÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ÓÏ-
×ÐÁÄÁÀÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.5 ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ k = 1, Ô.Å.
ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚ �. ðÕÓÔØ A { ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.
ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ⊆ A ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ∈
AVar(A)<�> ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚ � É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ E ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ F = 0.

åÓÌÉ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÒÁÎÇ ÁÌÇÅÂÒ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ ÒÁ-
×ÅÎ r, ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-
ÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ ÄÌÑ r-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ
K(A;D). á ÔÏÇÄÁ GKdim(K(A;D)) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌ-
ÌÏ×Á r-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×Ï-
ÂÏÄÎÁ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.10. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.16 ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Var(A(�)) ÞÉÓÌÕ k ×ÌÅÞÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á GKdim(B) = GKdim(A(�)) =
GKdim(A). 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ×ÐÅÒ×ÙÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ á. ÷. çÒÉÛÉÎ. ïÎ ÐÏËÁÚÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ([24], [25]). äÁÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÅ M, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ (× M) d-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ M Ó×Ï-
ÂÏÄÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ {xi} É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÏ×Á, × ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ×ÈÏÄÑÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ c ÒÁÚ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ c ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ
çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Sc, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÜÔÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÓÔÁÂÉÌÉ-
ÚÉÒÕÅÔÓÑ. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ËÏÎ-
ÔÒÏÌØ ÚÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ × Sc, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÊ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ É ÜÔÁ
ÓÔÁÂÉÌÉÌØÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÉÍÅÎÕÅÍÁÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ÒÏÓÔÁ, ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ. (ïÎÁ ÓÏ×ÐÁ-
ÄÁÅÔ, ËÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ×ÉÄÉÍ, Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.) ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÒÁÂÏÔÁÈ [24], [25] × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ.
äÌÑ ÐÏÌÕÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ËÏÎÔÒÏÌØ ÎÁÄ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ × ÏÂÝÅÊ ÓÉ-
ÔÕÁÃÉÉ, ÞÔÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÈÏÄÏÍ | ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÊ
(ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÉÌÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ). äÒÕÇÏÊ
ÓÐÏÓÏÂ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ | ÒÁÂÏÔÁ Ó ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍ T -ÉÄÅÁÌÏÍ × ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÊ.
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÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ËÕÒÏÛÅ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ, × ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÈÏÄÉÔ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÕÓÔØ s {
ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A, J { ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÎÏÍÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ Ä×Å ÏÄÉ-
ÎÁËÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ �. éÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÊ ÛÁÇ ÐÒÏÊÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÐÏËÁÚÁÔØ ÓÏ×ÐÁÄÅ-
ÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ K0(A;D), ÏÔ×Å-
ÞÁÀÝÅÇÏ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A É s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ K0(A;D). üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó×ÏÂÏÄÎÁ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ
M = Var(K0(A;D)). åÓÌÉ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÒÁÎÇ M ÒÁ×ÅÎ s, ÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ
×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.17 (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.10).

ïÄÎÁËÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÒÁÎÇ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ,
ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M ÉÍÅÌÁ ÂÙ ÆÁËÔÏÒ Ó ÔÏÊ ÖÅ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á É ÂÁÚÉÓÎÙÍ ÒÁÎÇÏÍ s (× ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕ-
ÞÁÅ s = 2). óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÏÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.18. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ M ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

1) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M′ ⊆ M, ÌÀÂÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ A ∈ M É ÌÀÂÏÊ ÈÏÒÏÛÅÊ ÐÁÒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ëÅÍÅÒÁ � = (�1;�2) ÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S� ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-
ÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ A.
ìÉÂÏ | M ÅÓÔØ ËÕÒÏÛÅ×Ï ÜÌÁÓÔÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

2) éÍÅÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ C ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ M.

3) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ci ∈ C ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÒÁÎÇ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Var(Ci) ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓ-
ÈÏÄÉÔ s.

4) òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ B ∈ M

ÒÁ×ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {	i} {
ÆÁËÔÏÒÏ× ÅÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ
K(	i) ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 	i ⊗K(	i) ∈ C.

ôÏÇÄÁ GKdim(A) ÐÒÉ r ≥ s ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ r-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ A ∈ M ÒÁ×ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á Ó×ÏÅÇÏ ÆÁË-
ÔÏÒÁ Ai ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ Var(Ai) = Var(Ci), ÇÄÅ Ci ∈ C. 2

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 2.17. âÁÚÉÓÎÙÊ ÒÁÎÇ ÔÅÓÔÏ×ÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ C ÒÁ×ÅÎ s É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ r-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔØÀ ÅÅ ÆÁËÔÏÒÁ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÍÓÑ × s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒÁÈ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. áÎÁÌÏÇ ÕÓÌÏ×ÉÑ Ð.3 ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÚÁÍÙËÁ-
ÎÉÑ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ (ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÏÄÁÌ-
ÇÅÂÒÙ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÉÚ C). ôÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ
ÕÄÏÂÎÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ,
ÞÅÍ Ð.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÁÌÇÅÂÒ A = A1⊕A2, Var(A1) ⊃ Var(A2), ÂÁÚÉÓ-
ÎÙÊ ÒÁÎÇ A2 ÂÏÌØÛÅ s ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÒÁÎÇ A1 ÒÁ×ÅÎ s. ôÏÇÄÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ ÚÁÒÉÓÓËÏÍÕ
ÌÀÂÏÊ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ A ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÒÏÄÉÔØ ×ÓÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÎÏ ÍÏÖÅÔ
ÐÏÒÏÄÉÔØ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.
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2. ÷ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ s = 2 É ËÌÁÓÓ C ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÌÕÐÒÑ-
ÍÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÎÁÊÔÉ ÜÔÏÔ
ËÌÁÓÓ ÄÌÑ ÊÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ É ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÐÏÚ×Ï-
ÌÑÅÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÕÀ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ × ÏÂßÅÍÌÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÏÂÙÞÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒ-
ÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÔÁËÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÒÑÄÁ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ××ÅÄÅÎÉÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÏÂÁ×ÏÞ-
ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ �1 ÎÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ×ÌÉÑÎÉÑ ÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ É ÍÙ ÉÍÅÅÍ
ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:
ôÅÏÒÅÍÁ 2.4. ðÕÓÔØ M { ËÕÒÏÛÅ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ.
ôÏÇÄÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ N ⊆ M ÒÁ×ÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
N′ ⊆ N, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. 2

îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× × ÁÌÇÅÂÒÅ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ×ÅÄÅÔ Ë ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÒÏÓÔÕ ÒÑÄÁ ËÏ-
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ É Ë ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ | ÜËÓÐÏ-
ÎÅÎÔÕ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÚÄÅÌÁ 0.2.4, ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ.

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÔÏ × ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÐÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ
ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÍÅÒÙ, ËÏÇÄÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ó ÄÒÕ-
ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÅÓÔØ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.6.2).

2.3.3. ÷ÙÓÏÔÁ É ËÕÒÏÛÅ×ÏÓÔØ ÄÌÑ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ
÷ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÔÅÈÎÉËÁ ÕÔÏÎØÛÅÎÉÑ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.50 (ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ × ÒÁÚÄÅÌÅ 1.5.2 ÄÒÕ-
ÇÉÍ ÐÕÔÅÍ):
ôÅÏÒÅÍÁ 2.5. ðÕÓÔØ Y { ËÕÒÏÛÅ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.51) × ÁÌÇÅÂÒÅ
A ÉÚ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ á.1). ôÏÇÄÁ Y ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ Y .
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ D { ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ëÅÍÅÒÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÑ M. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S1(A;D), ××ÅÄÅÎÎÏÅ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ
2.7. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.3, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÕÒÏÛÅ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÈÏÒÏ-
ÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ �k(ysi ), ÇÄÅ yi ∈ Y . ÷ ÓÉÌÕ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ l-ÄÌÉÎÙ É ÍÏÎÏÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ Y .

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L ⊂ A ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï SL, ÐÏ-
ÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ S1(A;D) ÐÕÔÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ L ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
�ij, ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ Y .

ôÅÐÅÒØ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ ÕÔÏÎØÛÅÎÉÑ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.9, ×ÚÑ×
× ËÁÞÅÓÔ×Å L ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÔÏÌÝÉÎÙ m (×ÅÌÉÞÉÎÁ m ÕËÁÚÁÎÁ × ÓÌÅÄ-
ÓÔ×ÉÉ 2.9). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, A ÉÍÅÅÔ ÉÄÅÁÌ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ
×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ Y , ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÉÓÔÉËÉ.

ôÅÐÅÒØ ÄÅÌÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÉÎÄÕËÃÉÑ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÕÓÌÏ×ÉÅ \ÈÏÒÏÛÅÓÔÉ" ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÍÏÖÎÏ
ÏÓÌÁÂÉÔØ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ëÏÎÅÞÎÏ-
ÍÅÒÎÏÓÔØ F[{�k(yi)}]-ÍÏÄÕÌÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÕÒÏÛÅ×ÏÓÔÉ, Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ
×ÙÓÏÔÙ ÔÁËÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÏÔ 1-
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ M.
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2.4. îÅÔÅÒÏ×Ù ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÎÅÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ

äÖ. âÅÒÇÍÁÎ ÐÏÓÔÒÏÉÌ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ì. óÍÏÌÌ ÐÏÓÔÁ×ÉÌ ×ÏÐÒÏÓ Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÎÅ-
ÔÅÒÏ×ÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ × PI-ÓÌÕÞÁÅ. õÓÌÏ×ÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÏÓÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÉÎÁÞÅ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ: ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË-
ÃÉÊ ÎÁÄ C. ïÎÏ ÎÅÔÅÒÏ×Ï, ÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ É ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ, É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ
ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÌÁÂÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ.
ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ E ⊂ N É ÁÌÇÅÂÒÁRE ÚÁÄÁÎÁ ÔÒÅÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a; b; c É ÓÉÓÔÅÍÏÊ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ:

c2 = b2 = cb = ab = ca = 0; bakc = q1 ÐÒÉ k ∈ E; bakc = q2 ÐÒÉ k ∈ N\E:
ëÁË ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ËÏÌØÃÏ RE Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ, PI (× ÎÅÍ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï [x1; y1][x2; y2][x3; y3] ≡ 0), ÎÏ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ (ÉÂÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
E É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ′ 6= E, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË [1; n] ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E). é
ÅÓÌÉ E = {n ∈ N|∃k : 22k < x < 22k+1}, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1.20 (ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë
ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ ÓÔÅÐÅÎÉ k) ËÏÌØÃÏ RE ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ
PI-ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÎÉ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ, ÎÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅ
ÎÅÔÅÒÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ
ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ.

äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:
ôÅÏÒÅÍÁ 2.6. ìÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

ðÕÓÔØ A ÅÓÔØ ÎÅÔÅÒÏ×Á PI-ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ
{a1; : : : ; as}; An ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ
ÎÅ ×ÙÛÅ n ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÁËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ × ÁÌÇÅÂÒÅ A. ðÒÉ n1 > n2
ÁÌÇÅÂÒÁ An1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ An2 . åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÒÏÅËÃÉÉ
�n1;n2 : An1 → An2 É �n : An → A. áÌÇÅÂÒÁ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÁÌÇÅÂÒ An.

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÁÌÇÅÂÒÙ A É An ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÎÙ.

÷ÎÁÞÁÌÅ (ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ) ÂÕÄÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ
ÂÏÌØÛÉÈ n ÁÌÇÅÂÒÁ An Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ
×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÔÏÌÝÉÎÙ. ÷ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏ-
ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ Ck.
ìÅÍÍÁ 2.11. ðÕÓÔØ S ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ËÏÌØÃÏÍ  . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓ-
Ô×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ× V = {vi}hi=1 ⊂ A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ V ∈ A É
sj ∈ S ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

V sj =
∑
i
�ivisjui; (8)

ÇÄÅ �i ∈ 	, vi ∈ V.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �i; vi É ui ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ sj ∈ S (ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ

V ).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁ×ÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ N , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ−→f V ×ÉÄÁ (V s1; : : : ; V sh), V ∈ A. ïÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ A-
ÍÏÄÕÌÅÊ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A, É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅÔÅÒÏ× É ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ.
ðÕÓÔØ −→f vj = (vjs1; : : : ; vjsh) { ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ N , ÐÒÉÞÅÍ vj ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÌÏ×ÁÍÉ.
ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ V ∈ A ÜÌÅÍÅÎÔ −→f V ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ
×ÅËÔÏÒÏ× −→f juj, Ô.Å.

V sj =
∑
i
�ivisjui

þÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ. 2

ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A, {vi} { ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ, k ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÈ ÄÌÉÎ. ðÏÌÏÖÉÍ
K(V) ÒÁ×ÎÙÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÔÁËÏÍÕ k ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.11. ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ A, ÎÁÂÏÒÙ V = {vi}, S = {sj} ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ
ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ É k = K(V). ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ Ak ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÚÁ-
ËÌÀÞÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ. 2

éÚ ÌÅÍÍÙ 2.11 ÔÁËÖÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.19. ðÕÓÔØ I ÅÓÔØ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ × ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A.
ôÏÇÄÁ I ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ËÁË ÐÒÁ×ÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. é ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ
n ÐÒÏÏÂÒÁÚ �(−1)

n (I) ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ËÁË ÐÒÁ×ÙÊ An-ÍÏÄÕÌØ. 2

ðÕÓÔØ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÉÄÅÁÌ In × ÁÌÇÅÂÒÅ An, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ An-ÍÏÄÕÌÅÍ,
ÐÒÉÞÅÍ I = �n(In) 6= 0. ôÏÇÄÁ I ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ An-
ÍÏÄÕÌÅÍ (É A-ÍÏÄÕÌÅÍ), ker(�n) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ É ÐÏÔÏÍÕ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÂÏÌØÛÉÈ m ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÄÅÁÌ Im ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ I ËÁË An-ÍÏÄÕÌØ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ A ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÎÄÕËÃÉ-
ÏÎÎÙÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ É ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ ÄÌÑ
×ÓÅÈ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ m
ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÙ Am=Im É A=I ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �m ÎÁ Im Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒ. ôÏÇÄÁ É ÓÁÍÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �m Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É ÏÓÎÏ×ÎÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

éÓËÏÍÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎ ÐÕÔÅÍ ÕÔÏÎÞÅÎÉÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏ-
ÒÏ×. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÌÅÍÍÙ 2.11 (ÐÒÏÃÅÓÓ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ × ÜÔÏÊ
ÌÅÍÍÅ, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ÍÅÖÄÕ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÀÝÉÍÉÓÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉ-
ÑÍÉ):

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.12. ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
ÔÏÌÝÉÎÙ h. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n × ÁÌÇÅÂÒÅ An ÔÁËÖÅ ×Ù-
ÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÔÏÌÝÉÎÙ h.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÐÏÒÑÄËÁ n ÔÏÌÝÉÎÙ
h ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ ËÏÎÅÞÎÏ
ÐÏÒÏÖÄÅÎ ËÁË ÐÒÁ×ÙÊ An-ÍÏÄÕÌØ.

(÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ H(D) ÔÏÌÝÉÎÙ H ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÏÌØ
× ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÔÏ ÏÎÉ ÖÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÏÌØ É × ÁÌÇÅÂÒÅ An ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÂÏÌØÛÉÈ n.)
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2.11 ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÌÉ-
ÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÒÉ ÓÁÍÏÊ ÌÅ×ÏÊ ÐÒÏËÌÁÄËÅ ÔÏÌÝÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ
K = K(V), ÇÄÅ V ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ h. åÝÅ ÒÁÚ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ

139



2.11 Ë ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÕËÁ-
ÚÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÐÒÉ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓÁÍÙÈ ÌÅ×ÙÈ ÐÒÏËÌÁÄËÁÈ ÔÏÌÝÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ
K. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ, ÄÏÂÉ×ÁÅÍÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÐÒÏ-
ËÌÁÄËÉ ÉÍÅÌÉ ÔÏÌÝÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ K. á ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ
ÓÌÏ×ÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÁÂÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ \ÚÁÇÎÁÔØ" si Ë ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÍÕ ËÒÁÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÓÏÂÒÁÔØ ×ÍÅÓÔÅ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÀÝÉÅÓÑ ÐÏÄÓÌÏ×Á (Á
ÔÏÌØËÏ × Ä×Å ÇÒÕÐÐÙ). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÓÌÁÂÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ).

áÌÇÅÂÒÁ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ × ÎÅÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁ-
ÐÅÌÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ k, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁ-
ÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ k ÔÏÌÝÉÎÙ k. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n × ÁÌÇÅÂÒÅ An ÔÁËÖÅ
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ k ÔÏÌÝÉÎÙ k. îÏ ÔÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ
ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÕÔÏÎÞÅÎÉÑ, × ÔÏÊ ÖÅ ÁÌÇÅÂÒÅ An ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ 2k − 1 É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÁ An Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ
ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 2.13, 2.10 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 2.3:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.20. ðÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n Õ ÁÌÇÅÂÒ A É An ÐÏËÁÚÁ-
ÔÅÌÉ b; d É k ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ An ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅ-
ÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÐÏÒÑÄËÁ m ÔÏÌÝÉÎÙ m. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÁÌÇÅÂÒÅ An ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÔÏÌÝÉÎÙ h = b+2, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ëÅÍÅÒÁ D,
ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÐÒÁ×ÙÊ ÎÅÔÅÒÏ× An-ÍÏÄÕÌØ N(D), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H(D ∪ E), É ÅÇÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÕ A ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. 2

úÄÅÓØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ E ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m ÓÔÏÌÂÃÏ× ÄÌÉÎÙ b.
÷ ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ, ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.19, ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÙÔÅ-

ËÁÅÔ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ. (ôÏÎËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, Á ÔÏÌÓÔÙÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÙ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÐÒÏÍÁÖÏÒÉÒÏ×ÁÎÙ
ÔÏÎËÉÍÉ. óÍ. ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.13.)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍ É × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ, ×
ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2.9, ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÎÅÍÕ ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÐÁÒÕ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅ-
ÔÒÏ× (b; d). äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÓÐÕÓËÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÔÏÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á, ÎÏ ÍÙ ÐÏÛÌÉ
ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏ ÄÒÕÇÏÍÕ, ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØÀ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

2.5. T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ: ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ,
ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÏÐÒÏÓÁ é. ÷. ìØ×Ï×Á

T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ Ä×ÕÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ
T -ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ, ×ÐÅÒ×ÙÅ ××ÅÄÅÎÎÏÅ á. ò. ëÅÍÅ-
ÒÏÍ, ÅÓÔØ ÁÎÁÌÏÇ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÓÔÉ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 0.1.2). äÁÎÎÙÊ
ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÉÚÕÞÅÎÉÀ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ïÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ
ÒÁÚÄÅÌÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× É ÓÌÁ-
ÂÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×, Á ÔÁËÖÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ é. ÷. ìØ×Ï×Á ÉÚ äÎÅÓÔÒÏ×ÓËÏÊ
ÔÅÔÒÁÄÉ [33]:

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ A, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ [A;A]?
íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ, ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÀÔ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ì. ç. íÁ-
ËÁÒ{ìÉÍÁÎÏ×Á Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÔÅÌÁ (ÈÏÔÑ ÍÏÖÎÏ ÄÅÊ-
ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÒÏÝÅ), × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ p > 0 ÁÌÇÅÂÒÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ
ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ëÏÍÍÕÔÁÎÔ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÓÌÅÄÏÍ, Á ÓÌÅÄ ÌÀÂÏÊ ÍÁ-
ÔÒÉÃÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ p ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÌÏËÏ×, ÉÄÕÝÉÈ ×ÄÏÌØ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÒÁ-
×ÅÎ ÎÕÌÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ A ÄÏÐÕÓËÁÅÔ
ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ z; t ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ [z; t] = x.

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.21. ëÁÖÄÙÊ T -ÉÄÅÁÌ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ T -ÉÄÅÁÌÅ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍ
ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÓÌÏ×ÉÅ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ,
ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ T -ÉÄÅÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅ-
ÎÉÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÃÅÐÏÞËÉ T -ÉÄÅÁÌÏ×, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ×, ÓÎÏ×Á
ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ ÌÀÂÏÊ T -ÉÄÅÁÌ � Ó ÎÅÎÉÌØ-
ÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ T -ÉÄÅÁÌÅ J , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÍ ÜÔÉÍ
Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÓÔØ J ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á, ÞÔÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ-
ÎÏÓÔØ A=J1 É A=J2 ×ÌÅÞÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ A=J1J2 É ÅÓÌÉ J1; J2 ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔ
J , ÔÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ × J . 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ A { \Ë×ÁÚÉÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ" ÁÌÇÅÂÒÁ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍ
ÓÍÙÓÌÅ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 0.1.2). ðÕÓÔØ X = {xi}∞i=1 { ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× A, ÞÔÏ
ÌÀÂÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ X → X ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ôÏÇÄÁ
ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÁËÔÏÒ
�A = A=I, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
X ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å I ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ
ÉÄÅÁÌ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÒÅÄÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÉÚ X ÉÄÅÁÌÏ×, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ× ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× xi.

ðÕÓÔØ A = [A;A] ÅÓÔØ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ. ôÏÇÄÁ
ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ÅÓÔØ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ B, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÅ Var(A), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ
ÉÍÅÅÍ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.22. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ËÏÍ-
ÍÕÔÁÔÏÒÏÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ,
ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.7. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ,
ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ, ÎÏ ÏÎ ÔÁËÏ×ÙÍ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ
ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ×ÍÅÓÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

åÓÌÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ × T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÅÓÔØ ÓÌÁÂÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á
(ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.29), ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏ-
×ÐÁÓÔØ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ É ×ÏÐÒÏÓ é. ÷. ìØ×Ï×Á ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.8 (çÉÐÏÔÅÚÁ é. ÷. ìØ×Ï×Á). îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ PI-
ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÊ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ. 2
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éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÌÅÄÁ × T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ
ÎÕÌÅ×ÏÊ. (ðÒÉÍÅÒÏÍ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Mn(G), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÁÔÒÉ-
ÃÁÍÉ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÒÁÓÓÍÁÎÁ.) ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÅÎÕ-
ÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ.

äÒÕÇÁÑ ÃÅÌØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.9. ÷ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÃÅÎ-
ÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ×ÓÅ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÐÉÓÁÎÙ
É ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÌ ëÅÍÅÒ, × T -
ÐÅÒ×ÉÞÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ. ðÕÓÔØ
n + 1 { ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË É k ≤ n. äÌÑ ÐÁÒÙ k-ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (−→a ;−→b ) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ \ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ" �k(−→a ;−→b ):

�k(−→a ;−→b )[Cn(−→x ;−→y )] =
∑

i1<···<ik
Cn(−→x ;−→y )|xi�=a�xi�b� : (9)

éÚ ÌÅÍÍÙ 2.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ
ÆÏÒÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÚÁÐÉÓÉ.

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ �k(−→a ;−→b ) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ, Ñ×ÌÑ-
ÀÝÉÈÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ.

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÆÏÒÍ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ×ÙÒÁ-
ÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÌÅÄÙ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÎÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.23. ðÕÓÔØ �k(−→a ) ÅÓÔØ ÐÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ ÆÏÒÍÙ �k, ×ÙÒÁ-
ÖÁÀÝÅÊ k-Ê ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

�k(−→a ) =  
(∑

�
(−1)��

)
|ai→xi : (10)

úÄÅÓØ  { ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Sk × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÏÔ {x1; : : : ; xk}, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ××ÅÄÅÎ × ÒÁÚÄÅÌÅ 0.2.4.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ h = �k(u1; : : : ; uk) ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÏ×
f(h) = Tr(u1) · · ·Tr(uk). åÓÌÉ h ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn
É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ h ÜÌÅÍÅÎÔ '(h) ∈ Sn, ÐÏÌÏÖÉ×
'(h) =  (f(h)).

ðÕÓÔØ �; � ∈ Sn, f =  (−1)(�), h = '(−1)(�). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ. ôÏÇÄÁ ÞÌÅÎÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ h ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÞÌÅÎÏ×,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ f Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ 0 ÉÌÉ 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÜÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ
1 ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ � ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ � Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ: ËÁÖÄÙÊ
ÃÉËÌ � ÒÅÖÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÅÊ É ËÁÖÄÁÑ ÞÁÓÔØ ÚÁÍÙËÁÅÔÓÑ × Ó×ÏÊ ÃÉËÌ.
éÎÁÞÅ ×ÓÅ ÜÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÕÌÉ.

ãÉËÌ ÄÌÉÎÙ n ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ k ÞÁÓÔÅÊ ÒÏ×ÎÏ
(n−1
k−1

)
ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, Á ÎÁÂÏÒ

ÃÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÙ n1; : : : ; ns ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÒÁÚ-
ÒÅÚÁÔØ ÎÁ k1; : : : ; ks ÞÁÓÔÅÊ ∏s

i=1
(ni−1
ki−1

)
ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ Sn ÒÁ×ÎÁ (−1)n× ÞÉÓÌÏ ÃÉËÌÏ×.
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (10)
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• þÌÅÎÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ
+1.

• ðÕÓÔØ � ∈ Sn { ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, n1; : : : ; ns { ÅÅ ÃÉËÌÙ. ôÏÇÄÁ ÞÌÅÎÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ '−1(�) ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ � ÒÁ×ÎÙÍ

∑

k1;:::;ks
(−1)n+P ki

s∏
i=1

(ni − 1
ki − 1

)
:

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

∑

k1;:::;ks
(−1)n+P ki

s∏
i=1

(ni − 1
ki − 1

)
= (−1)n

s∏
i=1

ni∑

ki=1

(ni − 1
ki − 1

)
=

= (−1)n+Pni
s∏
i=1

(1− 1)ni−1 (11)

üÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ni ÂÏÌØÛÅ 1. (ÐÏÌÁÇÁÅÍ
(1− 1)0 = 1). 2

ìÅÍÍÁ 2.12. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(−→y ; x1; : : : ; xn) ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi. ðÕÓÔØ ui w zi { ÓÌÏ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÒÁ×ÎÏ ÏÄÎÏ
×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ zi É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ zj ÐÒÉ j 6= i, ui = ui1ziui2.

ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

~f =
∑

�∈Sn
(−1)�f(−→y ; u1; : : : ; un)|zi→�(zi)

ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ �i(−→a ;−→b )(g)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁË ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ {zi} ×ÎÕÔÒÉ ÍÏÎÏÍÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ ÍÏÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , É,
ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ zi ×ÓÅ ÔÉÐÙ ÏËÒÕÖÅÎÉÊ
u�(i)1 ∗ u�(i)2 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÐÏ ÒÁÚÕ. 2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÄÁÎ-
ÎÏÊ ÌÅÍÍÙ, | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ, ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÆÏÒÍÙ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.3

F (z; x1; : : : ; xn;−→y ) =
n∑
i=1

F (z; x1; : : : ; xn;−→y )|z=xi;xi=z:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ËÏÎÃÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ T -
ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÆÏÒÍ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÎÁ-
ÂÏÒÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ gz, ÇÄÅ g = ∑�k	k ∈ T(Cn) ÅÓÔØ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÆÏÒÍ, É × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
ÔÏÖÄÅÓÔ× Cn+1, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ×ÎÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×
ÆÏÒÍ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ (×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × g).
üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ \ÓÌÁÂÕÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×É-
ÍÏÓÔØ". ðÒÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ g ÏÎÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÏÂÙÞÎÕÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×É-
ÍÏÓÔØ É ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÓÏ×ÐÁÄÕÔ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ.
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ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ ~f . ðÕÓÔØ f ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ,
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ {x1; : : : ; xn}. úÁÆÉËÓÉ-
ÒÕÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ xj É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ f × ×ÉÄÅ f = ∑

i bixjdi.
ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ R1 É R2 ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {z1; : : : ; zn} É {y1; : : : ; yn} ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (2) ÐÏÌÕÞÉÍ

fR1R2 =
∑
i
bixjdiR1R2 =

∑

i;k
bixjykR1R2|di→yk =

=
∑

k

∑
i
bixjykR1ekdigk =

∑

k
f |xjykR1ek→xj · gk:

éÔÁË, ÍÙ ÄÏÂÉÌÉÓØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÌÀÂÏÊ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xj ÏËÁÚÁÌÏÓØ
ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÈ. õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.24. ðÕÓÔØ M { T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n + 1, ÎÏ ÎÅ ÐÏÒÑÄËÁ n. ðÕÓÔØ
gi = Cn(−→y i;−→x i), f = Cn(−→t ;−→z ), h = f |gi→zi. ôÏÇÄÁ h 6≡ 0 × M. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ. ÷ÓÅ ÄÒÕÇÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ
ÎÁ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÇÏ ÐÏÄ-
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ É ÏÐÅÒÁÃÉÑ
ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔ ÉÚ M, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ
ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ M É ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏ-
ÌÉÎÏÍÏ×.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ M ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ sln Ó ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÅÄÉ-
ÎÉÃÅÊ (ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ). ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÈÏÔÑ É ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ sln. é × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M

ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÎÅÔ.

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ É ÌÅÍÍÙ 2.3 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.13. ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n+1, ÎÏ ÎÅ n, g { ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏ-
ÌÉÎÏÍ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ M, h ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ g ÐÕÔÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × g
×ÍÅÓÔÏ i-Ê ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Cn(−→x i;−→y i), ÐÒÉÞÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,
ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ôÏÇÄÁ h ÔÁËÖÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁ-
ÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ M. 2

åÓÌÉ Ë Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÓÞÅÔÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ðÕÓÔØ A′
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ A ÐÕÔÅÍ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ. ôÏÇÄÁ A′[A′; A′]A′ ⊆ A. ÷ ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Cn ÐÒÉ n > 1 × ÁÌÇÅÂÒÅ A′ ÌÅÖÁÔ × A. ðÏÜÔÏÍÕ
× ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.24 × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M′ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁ-
ÐÅÌÌÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÁ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 2.13. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÔÁÎÏ-
×ÌÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.25. T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, × ËÏ-
ÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÕÎÉÔÁÒÎÏ
ÚÁÍËÎÕÔÏ. 2
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íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ×ÓÅÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÔÁËÖÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ. ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, × ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ × PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÓÍ. [148], Á ÔÁËÖÅ ÒÁÚÄÅÌ 2.6).
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÀÂÏÅ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ. ÷
ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÊ. üÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÒÁÓÓÍÁÎÁ G, ÁÌÇÅÂÒÏÊ Mn ⊗ G, ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ Mn, Á ÔÁËÖÅ
ÁÌÇÅÂÒÏÊ M0

n;k ⊗ G0 +M1
n;k ⊗ G1 { ÇÒÁÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ

Mn;k. ÷ÓÅ ÜÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÅÄÉÎÉÃÕ. óÕÍÍÉÒÕÑ ×ÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ, ÉÍÅÅÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.10. T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÕÎÉÔÁÒÎÏ
ÚÁÍËÎÕÔÏ (× ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÎÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ). 2

òÁÎÅÅ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ á. ò. ëÅÍÅÒÏÍ.
ðÕÓÔØ F ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÙÈ �1 = {xi}ni=1 É �2 = {zi}ni=1.
ìÅÍÍÁ 2.3 ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÎÏ É

ÐÏÚÉÃÉÉ. á ÉÍÅÎÎÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÏÚÉÃÉÀ ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ �1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ F
× ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ F = ∑n

i=1 Fi, ÇÄÅ Fi ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÞÌÅÎÁÍ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ
ÓÔÏÉÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ xi.

ðÕÓÔØ �H = 	(F;G;−→y ), ÇÄÅ G = Cn(−→t ;−→z ), É 	 ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ÐÅÒ×ÙÍ Ä×ÕÍ ÁÒ-
ÇÕÍÅÎÔÁÍ, H = ∑

i 	(Fi; G;−→y ). ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ËÁÖÄÏÍÕ Fi ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ÉÚ ÌÅÍÍÙ
2.3 É ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÐÅÒÅÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÕ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÞÌÅÎÙ Ó
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ zj ÎÁ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ, j = 1; : : : ; n.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ H ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ × ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 2.24. òÁÚÎÅÓÑ
n − 1 ÐÏÚÉÃÉÀ ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ g1 ÐÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ g2; : : : ; gn (É ÏÓÔÁ×É× ÏÄÎÕ ×ÎÕÔÒÉ g1), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉ-
ÎÁÃÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ

~f =
∑

�∈Sn
(−1)�f(−→y ; u1; : : : ; un)|zi→�(zi);

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 2.12. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.24 ×ÓÅ ÜÔÉ ÞÌÅÎÙ
ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÏÌØ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.11. ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ
ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ, ÌÉÂÏ M ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ × M ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÙ (Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ) ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ ÎÅ ×ÓÅ ÎÕÌÅ×ÙÅ. 2

(÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÄÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ
T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.)

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ. òÁÓÛÉÒÉÍ
Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÉÚ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÆÏÒÍ É ÅÄÉÎÉ-
ÃÅÊ. éÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ëÁÐÅÌÌÉ Cn = ∑(−1)�x�(1)t1 : : : tn−1x�(n), Õ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ É ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ. (ôÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ \ËÉÌÌÅÒÏÍ
ÆÏÒÍ".) ðÏÜÔÏÍÕ, × ÓÉÌÕ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÓÔÉ, × ÁÌÇÅÂÒÅ Ó ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ
ÔÁËÖÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Cn+1 (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÅÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÍÏÇÕÔ
ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÐÏÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÆÏÒÍ).

ðÕÓÔØ 	 { ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÆÏÒÍÁ. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × 	,
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ëÁÐÅÌÌÉ Cn({yij}; {xij}) (i ÎÏÍÅÒ ÎÁÂÏÒÁ, Á j { ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ×
ÎÁÂÏÒÅ) ÏÔ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ
2.24 ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 	′. ÷ ÓÉÌÕ
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ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ 	′ · 1 = ∑
j 	j ·x1j. ðÏÌÉÎÏÍ Ó ÆÏÒÍÁÍÉ ∑

j 	j ·x1j
ÌÅÖÉÔ × ÃÅÎÔÒÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
x1j ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁ Cn ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÂÏÒÁÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÍÅÖÄÕ ÓÏ-
ÂÏÊ É Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ × ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÆÏÒÍÙ 	). ÷
ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.24 ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎ ÌÅÖÉÔ × ÉÓÈÏÄ-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ É ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ.

óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ × T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÄÏËÁ-
ÚÁÎÏ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÄÁÎÎÏÇÏ
ÒÁÚÄÅÌÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.12. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌ-
ÇÅÂÒ) T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏ É ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ. é ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ PI
É ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÏÌØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ×
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÅÓÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. 2

éÚ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ á.9 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ á.2.1 (ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÇÏ ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁ-
ËÏÅ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.14. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌ-
ÇÅÂÒ) ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ.
ôÏÇÄÁ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÅÓÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ
ad × ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ É ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ
ÃÅÎÔÒ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÔÒÅÈÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ (L; ad(L); U(L)) É ÒÁÂÏÔÁÑ Ó ×ÎÕÔÒÅÎ-
ÎÉÍÉ ÓÌÅÄÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚ ad(L), ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ
ìÉ L, ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ
× ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÐÁÒ (L;U(L)), ÇÄÅ L { Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ, Á U(L) { ÅÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ
ÏÂÅÒÔÙ×ÁÀÝÁÑ.

2. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
ÉÚ Ä×ÕÈ ÇÒÕÐÐ X = {x1; : : : ; xn} É Y = {y1; : : : ; yn}, ÔÏ F |axib→xi∀i = F |ayi→yi;xib→xi∀i
ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ T(Cn+1). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ \ÐÅÒÅÂÒÁÓÙ×ÁÔØ" \ÌÅ×ÙÅ" É \ÐÒÁ×ÙÅ" ÐÏÄ-
ÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ n ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ. (÷
ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÜÔÉÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ det(a)n det(b)n.) ïÄÎÁËÏ
ÐÏÄÈÏÄ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÅÊ \×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ" { ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ
axib→ xi∀i ×ÓÔÒÅÞÁÅÔ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÅ×ÙÅ É ÐÒÁ×ÙÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, ×ÏÚÎÉ-
ËÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÔÁËÉÈ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑÈ (xi → xibj, xi → ajxi), ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É
×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ.

éÚ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÚÁ-
ÄÁÎÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ, ÔÏ × ÎÅÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ xn = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÍÅÅÔ
T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ, ÔÏ ÉÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ × ÎÁÞÁÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.26. ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ
Ó×ÏÉÍÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ. ôÏÇÄÁ × ÎÅÍ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
xn = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ n. 2

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÏÌØËÏ
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ÐÏÒÏÖÄÁÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ É ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ îÁÇÁÔÙ{èÉÇÍÁÎÁ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ
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ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏ-
ÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ É × ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï xn ≡ 0
×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ É ÌÅÍÍÙ 2.4, ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M

ÅÓÔØ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ n É ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÎÏ Ó×ÏÉÍÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
k ≤ n ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÉÄÁ �k(a) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ. åÓÌÉ M ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏ, ÔÏ �1(x) ≡ 0. ÷ ÌÀÂÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ (ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ) ÐÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× �k ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ
ÞÅÒÅÚ ÓÌÅÄÙ | ÏÐÅÒÁÔÏÒ �1. ðÏÜÔÏÍÕ × ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× �k ÎÕÌÅ×ÁÑ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �k(x) ≡ 0 ÐÒÉ k < p = ch(F).

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÙ �k ÎÅ ×ÓÅ ÎÕÌÅ×ÙÅ, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.23 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

�(a; b) = �1(a; b) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.27. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

�([a1; a2]; b) = �(a; [b1; b2]) = 0: (12)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÓÌÅÄÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

[�(a; b); �(c; d)] = �([ac]; bd) + �(ca; [bd]):
ðÒÉ ÜÔÏÍ [�(a; b); �(c; d)] = 0.

ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Ï w = w1w2 = u1u2. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ �(ca; [w1; w2]) = �(ca; [u1; u2]), É × ÓÉÌÕ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

�(a; [u1; u2]− [w1; w2]) ≡ 0:

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ [x; y · 1] = [x; y]− [xy; 1].
òÁ×ÅÎÓÔ×Ï �([a1; a2]; b) = 0 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. 2

éÔÁË, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Trb(a) = �(a; b), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ
ÐÏÌÅÚÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Tr, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Trb(a1a2) = Trb(a2a1). ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.3, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.24 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2.13 ×ÙÔÅËÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.28. ðÕÓÔØ M { T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, A { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ
ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M. ôÏÇÄÁ h 6= 0 × A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Try(ax) 6= 0 ÄÌÑ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÙÈ x, y. 2

ðÏÓËÏÌØËÕ Trb([c; d]) ≡ 0 É Trb(c) 6≡ 0, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

g = Trb(a)Cn =
∑
i
Cn(−→x ;−→y )|xi→axib

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ × T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÒÁÎÇÁ n (Ô.Å. × ËÏÔÏÒÏÍ
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Cn+1, ÎÏ ÎÅ Cn).

éÔÁË, ÉÍÅÅÍ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.29. ÷ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÅÓÔØ
ÓÌÁÂÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÎÁÌÉÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÓÌÁÂÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÁÓØ ÓÉ-
ÓÔÅÍÁ Cn+1, ÎÏ n-Ñ ÓÔÅÐÅÎØ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ Cn, ÂÙÌÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ. äÌÑ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÂÙÌÁ ÓÔÅÐÅÎØ
ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÐÏÒÑÄËÁ n2.
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ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÒÁ-
ÂÏÔÁÅÔ ÔÅÈÎÉËÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.13. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Á f = ∑uixvi, ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ f ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ
×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á f ∗ = ∑ vixui.

ðÏÎÑÔÉÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ ÷. î. ìÁÔÙÛÅ×ÙÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.14. T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÕÓÔÏÊÞÉ×Ï.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÄÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ó. ÷. ïÈÉÔÉÎÁ [94] (ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ëÅÍÅÒÏ×ÓËÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉ-
ËÁÃÉÉ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÄÏ-
ËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. óÌÕÞÁÊ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ×ÓÅÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ, Á × PI-ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-
ÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ.

ðÕÓÔØ g = ∑
i cixdi = 0 × M, g ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ

ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Trz(
∑

i cixdiy) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ z. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∑

i dizci = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ z. ôÏÇÄÁ, ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÏ×Á× z × x É
×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ ∑

i dixci = 0, É ÕÓÌÏ×ÉÅ
ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÐÒÏ×ÅÒÅÎÏ.

îÏ Trz(
∑

i cix · diy) = Trz(
∑

i diy · cix), ÏÔËÕÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÏÓØ × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ × ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ [108] ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÓÙÌËÁ, ÞÔÏ \× ÒÁÂÏÔÅ [94]
ÄÏËÁÚÁÎÁ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ". îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ
ÒÁÂÏÔÅ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ.

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÕÌÀ ÆÏÒÍÙ �1 ÄÌÑ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.15. åÓÌÉ M ÅÓÔØ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
M⊗M ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÜÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ
ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ É ÎÁÌÉÞÉÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÓÌÅÄÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ L[A] ⊗ R[A] ÄÌÑ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ðÒÉ ÜÔÏÍ L[A] ' A, R[A] ' Aop É × ÓÉÌÕ
ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ Aop ' A.

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ T -ÐÅÒ×ÉÞ-
ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÉÂÏ G⊗G = M1;1,Mp;q⊗Mr;s = Mpr+qs;ps+qr,Mpq⊗G = Mp+q⊗G,
É Mn ⊗G⊗Mm ⊗G = Mnm;nm. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄ ×ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ b, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï �(a; b)�(c; d) = �(c; b)�(a; d). ïÄÎÁËÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ×ÅÄÅÔ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ −1 É ÄÁÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ × ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ �(a; b) 6≡ �(b; a).

÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Tr(L(a) ⊗ R(b)) = Tr(�1(L(a) ⊗ 1 · 1 ⊗ R(b)) =
Tr(�1(L(a)⊗1) Tr(1⊗R(b))− �2(1⊗R(b)); L(a)⊗1) × ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ ÆÏÒÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ
a, b × ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ. ÷ ÓÉÌØÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÎÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÄÅÌÉÔØÓÑ,
ÉÂÏ ÔÏÇÄÁ ÂÕÄÕÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÓÌÅÄÁ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ×
ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

÷ ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Trb(Z) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Z. éÎÁÞÅ
ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ.
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ðÒÉÍÅÒÙ. 1. ðÕÓÔØ ch(F) > 2, G = G0 + G1 { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ
çÒÁÓÓÍÁÎÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÄ F. ôÏÇÄÁ × G ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ
p+ 1, ÎÏ ÎÅ ÐÏÒÑÄËÁ p. åÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ × Cp ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ G0 É
G1, ÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÍÅÅÔ ÞÅÔÎÕÀ
ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ, Á p− 1 { ÎÅÞÅÔÎÕÀ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a ∈ G0 ÉÌÉ b ∈ G0, ÔÏ
Trb(a) = 0. åÓÌÉ ÖÅ a; b ∈ G1, ÔÏ Trb(a) ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ 2ab. (åÓÌÉ
a; b ∈ G1, ÔÏ × p − 1 ÓÌÕÞÁÅ axib = −abxi É × ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ axib = −abxi, ÄÌÑ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi Ó ÞÅÔÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ab ∈ G0 ⊂ Z(G).) ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,
ÞÔÏ Trb(a) ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [a; b].

2. ðÕÓÔØ ch(F) = 2, G ÅÓÔØ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ × ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ 2, Ô.Å.
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ xi É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ
[xi; xj] = "i"jxixj; "2

i = 0, "i { ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ (ÓÍ. ÇÌÁ×Á 7 ÒÁÚÄÅÌ 7.1).
îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ G ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï C5,
ÎÏ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ C4. é, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Trxi(xj) = "i"jR(xixj), ÇÄÅ R(u) { ÏÐÅÒÁÔÏÒ
ÐÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ u. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Trb(a) ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [a; b].

3. ðÕÓÔØ ch(F) > 2, M = Var(Mnk). ôÏÇÄÁ × M ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ
ÐÏÒÑÄËÁ n2 + k2 + 2nk(p − 1) + 1, ÎÏ ÎÅ ÐÏÒÑÄËÁ n2 + k2 + 2nk(p − 1) ≡ (n − k)2(
mod p). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Tr(1) = �1(1) = (n − k)2, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÅÒÅÚ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ. åÓÌÉ ÖÅ ÅÇÏ ÏÔÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ, ÒÁÚÄÅÌÉ× ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-
ÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ëÁÐÅÌÌÉ, ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÇÏÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ (ÓÍ. ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
(2) ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 0.2.3), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ Tr(1) = n− k { ÏÖÉÄÁÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

4. ðÕÓÔØ ch(F) > 2, M = Var(Mn ⊗ G). ôÏÇÄÁ × M ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n2p+ 1, ÎÏ ÎÅ ÐÏÒÑÄËÁ n2p. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

Trx(y) =
∑
i

[xii; yii]

É Try(1) = Tr1(y) = 0.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÎÁÌÉÞÉÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÁÌÉÞÉÀ ÓÌÁÂÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× [108]. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕËÁÚÁÔØ Ñ×ÎÏ ÃÅÎ-
ÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ.

ðÕÓÔØ Z = ∑
i cixdi 6= 0 ÅÓÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ, Ô.Å. [Z; t] ≡ 0 ÉÌÉ

0 ≡ Trb(
∑
i
cixdity −

∑
i
tcixdiy) = Trb(

∑
i
di[y; t]cix);

ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ∑
i di[y; t]ci ≡ 0, ÎÏ × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.28 Trb(Zy) 6≡ 0

É 0 6= Trb(Z) = Trb(
∑

i diycix) 6≡ 0, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÉÑ 2.28 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ∑

i diyci 6= 0. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÓÌÁÂÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
h = ∑

i diyci.
íÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ É × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ. åÓÌÉ h = ∑

i diyci 6= 0, ÎÏ∑
i di[y; t]ci ≡ 0, ÔÏ ~h = ∑

i cixdi ÅÓÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. ðÕÓÔØ

h = Trb(y) · Cn(−→t ;−→z );

ÔÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ~h ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ Ñ×ÎÏ:

~h =
∑

�∈Sn

∑

�(i)=k
(−1)�(−1)kbtkz�(k+1) : : : z�(n)tnxt0z�(1) : : : z�(k−1)tk−1:
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2.6. ï ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ × ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ
p

äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.15. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0 × ÌÀÂÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄ-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÙ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛÁÇÏ×.

ûÁÇ 1. ÷ ÒÁÂÏÔÅ á. ò. ëÅÍÅÒÁ [148] ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ
PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ Cn.

ûÁÇ 2. éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ ë. á. úÕÂÒÉÌÉÎÁ [42], ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2.1,
ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÝÉÊ 2n (Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÈÎÉËÉ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù
(ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2.1), ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÏÃÅÎËÕ ÄÏ s ≥ n(n+1)(2n+1)

12 ).
(åÓÌÉ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÉ× ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÙ ×ÚÑÔÉÑ ÆÏÒÍ (ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚÌÏÖÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ
[55]), É ÎÁÌÏÖÉÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÅÌÌÉ, ÔÏ ÑÄÒÏ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ ÐÒÉ ÜÔÏÊ
ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ s.)

ûÁÇ 3. ÷ ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× á. î. úÕÂËÏ×Á [41], ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÖÄÅÓÔ× Ó ÆÏÒÍÁÍÉ
ÔÉÐÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ-ëÅÌÌÉ ÓÌÅÄÕÀÔ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ.

ûÁÇ 4. éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ö. ìÅ×ÉÎÁ [151] ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ I { ÉÄÅÁÌ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÉÌØ-
ÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ q × ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÔÏ A ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ q
ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒ A=I. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ q = 2n (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÐÏÌØÚÏ-
×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 2.1, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ q = s ≥ n(n+1)(2n+1)

12 ), A { PI-ÁÌÇÅÂÒÁ
Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n, I { ÑÄÒÏ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ ÐÒÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ
ÆÏÒÍÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÆÁËÔÏÒÅ A=I ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÍÁÔÒÉÃ n-ÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ.

ûÁÇ 5. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ q ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÐÏÒÑÄËÁ qn. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ × A ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÒÑÄËÁ
n2(n+1)(2n+1)

12 .

2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅ ÉÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÁ: × ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Á × ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ | ÎÅÔ.

2.7. ôÏÖÄÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ
äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ.
åÓÌÉ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ëÁÐÅÌÌÉ ×ÍÅÓÔÏ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÀÝÉÈÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ

ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÓÉÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁ-
ÉÞÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ëÁÐÅÌÌÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÏÚÍÏ-
ÖÅÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÍÏÖÅÔ ÕÍÅÎØÛÉÔØÓÑ (ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ
n ÏÎ ÒÁ×ÅÎ n, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ëÁÐÅÌÌÉ Ó ÎÅÎÕÌÅ-
×ÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÒÁ×ÅÎ n2). òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÓÔÅÐÅÎÅÊ
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ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ y × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ëÁÐÅÌÌÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍ ÒÁÚÄÅÌÁ 2.1, ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÊ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÕÄÕÔ ÆÉÇÕÒÉÒÏ×ÁÔØ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ y. óÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ É ÁÎÁÌÏÇÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× �k(y) ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÀÔÓÑ ËÁË ×ÓÔÁ×ËÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁÎÁÌÏÇ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï ÐÅÒÅÂÒÏÓËÅ (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.4) ÎÅ
ÎÕÖÅÎ, ÉÂÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÁÎÁÌÏÇÏ× ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× �k(y) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ× (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ), ÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ
ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÅÍ ÖÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ, ÎÏ Ó, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÈÕÄÛÉÍÉ ÏÃÅÎËÁÍÉ. òÁ-
ÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÄÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ É ÄÌÑ ËÕÒÏÛÅ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ á. ò. ëÅÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÄÎÏÇÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÁÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ b(A) ÐÏÌÕÞÉÌ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ a(A). ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÂÙÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 3.3, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÁÎÁÌÏÇ
ÌÅÍÍÙ 3.6.

2.7.1. ÷ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.16. ðÕÓÔØ I | ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ, I = (i1; : : : ; ir), |I| = ∑

� i�. ôÏ-
ÖÄÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ

f =
∑

�∈Sr+1

∑

|I|=N
�Ic0xi1c1xi2 : : : xircr = 0

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÁÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ r. ôÏÖÄÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ

f =
∑

|I|=N
�Ic0xi1c1xi2 : : : xircr = 0

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ r. åÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ
f ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ∈ Sr ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f�:

f� =
∑

|I|=N
�Ic0xi�(1)c1xi�(2) : : : xi�(r)cr = 0;

ÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÓÉÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ r. çÌÕ-
ÂÉÎÁ D(f) ÔÏÖÄÅÓÔ×Á f (ÓÉÌØÎÏÊ, ÓÌÁÂÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ-
ÐÅÎØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ D(f) < N É deg(f) = N + r + 1.
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÔÅÐÅÎÉ m ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÉÌØÎÏÊ ÁÌÇÅ-

ÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.17. ÷ ÌÀÂÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÔÅÐÅÎÉ m ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖ-
ÄÅÓÔ× ×ÉÄÁ

(−1)�c0xi�(0)c1xi�(1)c2 · · · xi�(m)cm (13)

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ c0; : : : ; cr É x. ó ËÁÖÄÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f ×ÉÄÁ

f =
∑

|I|=N
�Ic0xi1c1xi2 : : : xircr

Ó×ÑÖÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ S(f) ∈ K[
1; : : : ; 
r] ÏÔ r ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

S(f) =
∑

|I|=N
�I
i11 
i22 · · · 
irr ;
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ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ; 
i ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÓÔÁ×ËÉ ×
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÅÓÔÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. é ÏÂÒÁÔÎÏ, Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ

g =
∑

|I|=N
�I
i11 
i22 · · · 
irr

Ó×ÑÖÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

�(g)(x; c0; c1; : : : ; cr) =
∑

|I|=N
�Ic0xi1c1xi2 : : : xircr:

äÏËÁÖÅÍ ÎÁÌÉÞÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÓÉÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ PI-ÁÌ-
ÇÅÂÒÅ. äÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ á. ò. ëÅÍÅÒÏÍ. ó ÅÇÏ ÐÏÍÏ-
ÝØÀ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÁ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ×
ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ×Á, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÄÉËÁÌÁ × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉËÅ. ÷ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ [164] Á×ÔÏÒ ÐÏÌÕÞÉÌ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ
Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÅÈÎÉËÉ \ÐÅÒÅËÁÞËÉ".

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

ADij(f) = f |ci→cix − f |cj→xcj ;

ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ci. ÷ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ ADij ÏÂÒÁÝÁÅÔ × ÎÏÌØ ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ cixkcj (k ≥ 0 ∈ Z),
É ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔ × ÎÏÌØ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ADij ÌÅÇËÏ ÕÎÉÞÔÏ-
ÖÉÔØ ×ÓÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÒÑÄÏË ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ci ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ
ÉÈ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ × ÞÌÅÎÅ P = c0xk1c1xk2 · · · xkrcr. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÁÍ P × ÎÏÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ
É ×ÏÚÎÉËÎÅÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ:

f� =
∑

|I|=N
�Ic0xi�(0)c1xi�(1)c2 · · · xi�(r−1)cr

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ × ÌÀÂÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÅ Ó ÐÏÌÉÌÉ-
ÎÅÊÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ r. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ

y1 · · · yr =
∑

�∈Sr\Id
��y�(1) · · · y�(r)

ÞÌÅÎ c0xk1c1xk2 · · · xkrcr ÐÅÒÅÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ × ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÞÌÅÎÏ×, × ËÏÔÏ-
ÒÙÈ ÐÏÒÑÄÏË ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ci ÎÁÒÕÛÅÎ É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ \ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×" ADij ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÞÌÅÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔ × ÎÏÌØ.

óÕÍÍÉÒÕÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.30. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï × ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÔÅÐÅÎÉ m, ÅÓÌÉ
r = m É S(f) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÷ÁÎ{äÅÒ{íÏÎÄÁ ∏

i<j
(
i − 
j). 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.16. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ i1; : : : ; in × ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÔÅÐÅÎÉ m
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

∑

�∈Sm
(−1)�c0xi�(0)c1xi�(1)c2 · · ·xi�(m)cm (14)

2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.31. Á) ÷ PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÔÅÐÅÎÉ m ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÉÌØ-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ r ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÒÁ×ÎÙÍ m.

Â) åÓÌÉ × PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÌÁÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ×
ÎÅÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÉÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÁ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. íÙ ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÈÎÉËÏÊ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ × ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ
ÓÉÔÕÁÃÉÉ. äÁÎÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ ×ÁÖÎÁ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ. åÊ
ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÒÁÚÄÅÌ 5.4.

2. ðÕÓÔØ

g =
k∏
i=2

(�1 − �i)(�k+1 − �i)
∏

2≤i<j≤k
(�i − �j)2:

ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

c(x; y1; : : : ; yk) = �(g)(x; 1; y1; : : : ; yk)�(g)(x; 1; y2; : : : ; yk; y1)+
+ · · ·+ �(g)(x; 1; yk; y1; : : : ; yk−1)

ÅÓÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ü. æÏÒÍÁÎÅËÁ [144] ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ k.

2.7.2. áÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ É ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÕ (A;B), A { ÁÌÇÅÂÒÁ, B ÅÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ. ðÕÓÔØ B ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ

ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ b É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ëÁÐÅÌÌÉ C(A;b)

n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÍÅÓÔÏ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÅÍÙÈ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ xi ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ B, Á ×ÍÅÓÔÏ \ÐÒÏËÌÁÄÏË" yi { ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ÉÚ A. åÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ, ÔÏ
ÍÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ (ÐÏ b) ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁ-
ÐÅÌÌÉ C(A;b)

n ÐÏÒÑÄËÁ n. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ ÓÕÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÐÁÒÙ
(A;B). åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÏ× B ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÉ b ∈ B, ÔÏ
ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÔÉÐÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ b ∈ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ C(A;b)

n , ÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÉÌØÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ. ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ C(A;b)
n+1 . äÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

F ∈ C(A;b)
n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ B ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ �k;(A;b)� Ó ÐÏÍÏÝØÀ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

�k;(A;b)� (F ) =
∑

i1<···<ik
F (−→y ; x1; : : : ; xn)|xi1=�xi1 ;:::;xik=�xik ; (15)

É
Tr(A;b)

� (F ) = �1;(A;b)
� (F )

ñÓÎÏ, ÞÔÏ Tr(A;b)
�1�2 (F ) = Tr(A;b)

�2�1 (F ) É ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÉÄÁ �k;(A;b)�i ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.
÷ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÔÅ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Á ÁÎÁÌÏÇÏ× ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 2.1 ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ
ÔÅ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÅÚÎÙ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ. íÙ
ÉÈ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍ × ×ÉÄÅ ÏÄÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.18. a) ðÕÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F (y;−→z ; x1; : : : ; xn) ÐÏÌÉÌÉ-
ÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ xi, �1; �2 ∈ B. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ C(A;b)

n+1
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÔÅÏÒÅÍÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{ëÜÌÉ):

F (�n1 �2;−→z ; x1; : : : ; xn) =
∑

k
(−1)k�k;(A;b)�1 (F (�n−k1 �2;−→z ; x1; : : : ; xn))
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Â) ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ
n + 1 É ÐÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ
{xi}ni=1; {zi}ni=1. ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �(A;b)

� (F ) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ {xi} ÉÌÉ {zi} ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ (ËÏÔÏÒÙÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ
B).

×) ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÉÚ
n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ � É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, F ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x0, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÅÊ × ÎÁÂÏÒ
�, v ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÀ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ b ÐÏÒÑÄËÁ n. ôÏÇÄÁ
Fh = F |h→x0 ≡ 0 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ C(A;b)

n+1 .
Ç) ðÕÓÔØ Y = {bi}mi=1 ËÕÒÏÛÅ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÁÌÇÅÂÒ {Bi}.

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ëÁÐÅÌÌÉ É ÓÉ-
ÓÔÅÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÔÉÐÁ �. ôÏÇÄÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T(g), ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ
ÐÏ ÎÁÂÏÒÁÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ �i, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍÉ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ Tr, �k.

Ä) ðÕÓÔØ Y = {bi}mi=1 ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ A × ÁÌÇÅÂÒÅ
A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ C(A;b)

n . ôÏÇÄÁ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ
n ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ Y ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏ ÉÎÄÅËÓÁ ÎÅ ×ÙÛÅ nm. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Y
ËÕÒÏÛÅ×Ï, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏ ÉÎÄÅËÓÁ
ÎÅ ×ÙÛÅ nm.

ðÏÓËÏÌØËÕ × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÒÁÄÉËÁÌ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ, ÔÅÏÒÅÍÁ òÁÚÍÙÓÌÏ-
×Á{ëÅÍÅÒÁ{âÒÁÕÎÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2.16, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÊ
×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍ C(A;b)

n .
á. ò. ëÅÍÅÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÔÁËÖÅ ×ÅÌÉÞÉÎÕ a(A) { ÓÕÍÍÕ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ

ËÌÅÔÏË, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ, É ×ÅÌÉÞÉÎÕ a1(A), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ
ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË É b1(A), Ó ÔÏÊ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ × ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ËÁ-
ÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ �i ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.
üÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÍÕ ÐÏÒÑÄËÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ. ìÅÍÍÁ × ÒÁÂÏÔÅ [52], ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÌÅÍÍÅ 3.6, ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×Å-
ÌÉÞÉÎÁ a1(A) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ìÁÔÙÛÅ×Á.

2.7.3. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÔÉÐÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-

ÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÒÁÚÄÅÌÁ 2.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Sk ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ 1 ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ {ci}ki=1 É ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÅÝÅ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
x.

ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÉÄÁ P (x)ci → ci É ciP (x) → ci (P (x) { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Å Sk ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.32. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Sk(M) ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍÏ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÒÅÛÅÔËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ Sk Ó T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M′ ⊆ M, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ. 2

÷ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÅÊ É ÎÁÌÉ-
ÞÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÅÔÅÒÏ×Á ÍÏÄÕÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË P (x)ci →
ci; ciP (x) → ci. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.32 ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÄÌÑ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÊ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ á.1 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ á).
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÏÇÁÔÓÔ×Ï ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ×ÌÅÞÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×É-
ÍÏÓÔØ.

2.7.4. ÷ÉÒÔÕÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ
÷ ÄÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÕ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× | \ÏÐÅÒÁÃÉ-

ÏÎÎÏÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ" ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ ÚÁÐÉÓÑÈ. (Ô.Å. ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÁËÉÍ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ×ÉÄÅ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÍ ÅÇÏ
ÐÒÉÍÅÎÑÔØ). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ ÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ
1.50. á×ÔÏÒ ÕÂÅÖÄÅÎ, ÞÔÏ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÄÏ-
×ÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ. îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÉÚÌÏÖÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÉÄÅÉ. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ | ÓÍ.
ÒÁÂÏÔÕ [174].

îÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, ËÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
xi ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ yi. úÁÊ-
ÍÅÍÓÑ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÏÊ ÞÌÅÎÏ× × ÔÏÖÄÅÓÔ×Å (ÓÉÌØÎÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ. õÐÏÒÑÄÏ-
ÞÉÍ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÙ I ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ, ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.19. ðÕÓÔØ f = ∑
|I|=n �IF (−→y ;xi1 ; : : : ; xin) { ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×

ÓÉÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ. úÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ ÞÌÅÎÙ × ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ
I = (i1; : : : ; in). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÉÅ ÞÌÅÎÙ, ÞÔÏ �I 6= 0. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ

I1 =max(i1); I2 =max
i1=I1

(i2); : : : ; In= max
i1=I1;:::;in−1=In−1

(in):

n-È×ÏÓÔÏÍ f ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÁÍÏ f , Á n− k-È×ÏÓÔÏÍ f { ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ
∑

i1=I1;:::;ik=Ik

�IF (−→y ;xi1 ; : : : ; xin)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ È×ÏÓÔÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ Á
ÔÁËÖÅ È×ÏÓÔÙ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ È×ÏÓÔÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (ÓÉÌØÎÏÊ)
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ËÁË (ÓÉÌØÎÁÑ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ.

õËÁÚÁÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÃÅÌÉ. íÙ ÓÔÒÅÍÉÍÓÑ
\ÏÔËÁÞÁÔØ" ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÎÁÈÏÄÑÝÅÅÓÑ ÍÅÖÄÕ c0 É c1 ÎÁÐÒÁ×Ï, Á ÅÓÌÉ
ÜÔÏ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ | ÔÏ ÏÔËÁÞÁÔØ ÎÁÐÒÁ×Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ \ËÁÒÍÁÎÁ" (ÍÅÖÄÕ
c1 É c2) É Ô.Ä.

íÏÄÅÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÞÁÓÔÉÞ-
ÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ 2 ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ Y . (óÉÓÔÅÍÁ ÔÁËÉÈ ÞÁ-
ÓÔÉÞÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ Y .
ôÏÇÄÁ ×ÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÕÒÏÛÅ×ÏÓÔÉ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ, Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÎÕÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÐÕÓÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.)

úÁÐÉÛÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ:

yni Cyr =
n∑

k=1
�kixr+n−kCxr+k; �ki ∈ F:

yni Cyr =
n∑

k=1
�′kixr+kCxr+n−k; �′ki ∈ F:

ðÅÒ×ÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÐÒÉ ×ÙÎÏÓÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÎÁÐÒÁ×Ï, ×ÔÏÒÁÑ |
ÎÁÌÅ×Ï.
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úÁÊÍÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ \ËÕÒÏÛÅ×ÏÓÔÉ" ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y . òÁÓÛÉÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A
ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ aij É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÙ F[aij]⊗A ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ

yni −
∑

k
aikyn−ki

ðÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A′ ÃÅÌÁ É ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ F[aij] (ÜÌÅÍÅÎÔÙ A É
ÉÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ËÏÇÄÁ ÎÅÔ ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÊ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï).

äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÕÖÅÎÉÑ ÍÙ ÒÁÚÏÂßÅÍ ÎÁ ÜÔÁÐÙ.
1. Y ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ R ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×Ù-
ÓÏÔÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÉÄÅÁÌÏ× y(R)

i , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ R-ÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÉÚ Y . üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ R-À ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÊ
ÂÕË×Ù ÉÚ Y . ôÁËÉÅ ÕÞÁÓÔËÉ ÂÕÄÕÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÂÏÌØÛÉÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ A=y(R)
i É ÎÁÂÏÒ Y ′ = Y \{yi}. ðÒÏÅËÃÉÑ Y ′

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÕÒÏÛÅ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ A′ É ÄÅÌÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ
ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÕÒÏÛÅ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y .

2. ïÔÍÅÔÉÍ × ÓÌÏ×Å ÕÞÁÓÔËÉ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ R-ÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ yi. ôÕÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ
ÐÅÒÅËÁÞÉ×ÁÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÏÓÔÁÌØÎÏÇÏ. ÷ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ×, ÓÌÏ×Á ÐÒÉ×ÅÄÕÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ yi ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÔÏÑÔ ÕÞÁÓÔËÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-
ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ôÁËÏÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ ÎÁÄ Y , ÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D(Y ) ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ
×ÙÓÏÔÙ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ \ÐÒÏËÌÁÄÏË".

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÓÔÁ×ËÉ �i, ËÏÔÏÒÙÊ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ-
×ÁÎÎÕÀ \ÂÏÌØÛÕÀ" ÓÔÅÐÅÎØ yi ÎÁ 1. ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ×
ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÚÁÐÉÓÑÈ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
× ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ×ÉÄÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔ ÆÉËÓÁÃÉÉ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ �i ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.
3. éÔÁË, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × ÓÌÏ×Å w ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ \ÂÏÌØÛÉÈ" (Ô.Å. Â�ÏÌØÛÉÈ R) ÓÔÅÐÅ-

ÎÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× yi ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i. óÌÏ×Ï w ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÁËÉÅ ÕÞÁÓÔËÉ É ÐÒÏÍÅ-
ÖÕÔËÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. âÕÄÅÍ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÐÏ-ÏÄÎÏÍÕ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏ-
ÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÁÎÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÉÍÅÌ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ×ÙÛÅ h, ÇÄÅ h { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ
ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÄÌÑ ×ÓÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

éÔÁË, ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÌÉ ÕÞÁÓÔÏË P ÓÌÏ×Á w. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ yi ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÎÁ-
ÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÕÞÁÓÔÏË, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÌÅ×ÅÅ v ÉÌÉ ÐÒÁ×ÅÅ. ÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ
ÏÔ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÅÒÅÍ \ÏÐÅÒÁÃÉÏÎÎÕÀ" ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ aij.

åÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ yi ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÁ×ÅÅ P , ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅ-
ÔÉÒÏ×ÁÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ aik ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ �ki� ki , Á ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÌÅ×ÅÅ | ÔÏ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ �′ki� ki .

4. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ \ËÕÒÏÛÅ×ÏÓÔÉ" ÎÁÂÏÒÁ Y . ëÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÏË P
ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

∑

l
�l;−→k

∏
akijlij Pijl;

ÇÄÅ −→k ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ kijl, �l;−→k ∈ F.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÏÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÅÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ai Á

ÔÁËÖÅ ËÕÒÏÛÅ×ÏÓÔØÀ Y (ÎÁÄ \ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÎÏÓÁ" ×ÓÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÕÞÁÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÒÁÚÏÂÒÁÎ.
ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ

n ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ y1 ∈ Y . óÉÔÕÁÃÉÀ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÔÓÉ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ |Y | = 1.
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þÁÓÔÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ 3, |Y | = 1. þÁÓÔÉÞÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ (ÐÅÒÅÕÐÏÒÑÄÏÞÉ× ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÌÅÎÙ) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

W = c0yn1c1yn2c2yn3c3 =
∑

n′2<n2;n′3>n3

�−→n ′c0yn
′
1c1yn

′
2c2yn

′
3c3 +

+
∑

n′2<n2;n′3<n3

�−→n ′c0yn
′
1c1yn

′
2c2yn

′
3c3 +

∑

n′2=n2;n′3>n3

�−→n ′c0yn
′
1c1yn

′
2c2yn

′
3c3: (16)

åÓÌÉ ÂÙ ÎÅ ÂÙÌÏ ÔÒÅÔØÅÊ ÇÒÕÐÐÙ ÞÌÅÎÏ×, ÔÏ ÍÙ ÂÙ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÐÒÉÍÅÒÎÏ
ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ
(\×ÙËÁÞÉ×ÁÑ" ÉÚ ÓÒÅÄÎÅÊ ÇÒÕÐÐÙ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÂÙ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÌÉ, ÅÓÌÉ
ÎÅ ÂÙÌÏ ÞÌÅÎÏ× ÐÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

âÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÓÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ ×ÉÄÁ W = ∏Wi, ÇÄÅ Wi = CiyniDi. ôÁËÁÑ ÚÁÐÉÓØ
ÕÄÏÂÎÏ ÐÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ËÕÓËÉ Wi ÓÌÏ×Á W ÂÕÄÕÔ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØÓÑ ÐÏ-
ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.

ôÏÌØËÏ ÞÔÏ ×ÙÐÉÓÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

W1C2yn2D2W3 =
∑

n′2<n2

�−→n ′W ′
1C2yn

′
2D2W ′

3+

+
∑

n′2=n2;n′3>n3

�−→n ′;i�i(W1;W3)(W1C2yn
′
2D2W3) (17)

ÇÄÅ �(W1;W3) ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÙÎÏÓÁ ÉÚ W1 × W3.
ðÏÌÏÖÉÍ �(W1;W3) = ∑�−→n ′;i�i(W1;W3). åÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ×ÉÒÔÕÁÌØÎÙÊ (Ô.Å.

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ ÚÁÐÉÓÑÈ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ � ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÔÏ ÐÒÉ ÎÁÄÌÅÖÁ-
ÝÅÊ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÛÉÒÉÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ
ÓÉÌØÎÏÅ. (éÂÏ ×ÙÎÏÓÙ ÞÌÅÎÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÕË×ÁÍÉ, ×ÅÄÕÝÉÍÉ
ÓÅÂÑ ËÁË ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ Y ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ.)

÷ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ W2 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÒÅÔØÅÊ ÇÒÕÐÐÙ ÞÌÅÎÏ× ÔÁËÖÅ ÐÒÏ-
ÉÓÈÏÄÑÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÐÏÄßÅÍÙ, ÏÄÎÁËÏ ÐÒÏÃÅÓÓ ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË, ÞÔÏ ÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎÙ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÐÁÄÅÎÉÅ ×ÎÕÔÒÉ W1 ÂÏÌØÛÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ
ÐÏÄßÅÍÏ× × W2, ÔÏ ÍÙ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ÉÂÏ ÕÍÅÎØÛÉÌÉ ÛÉÒÉÎÕ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,
ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÉ W2 ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÉ y ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ:

yn2 =
∑

�jyn2−j + yn2�

ÇÄÅ � { ÍÁÌÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. èÏÞÅÔÓÑ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

yn2 = 1
1−�

∑
�jyn2−j = yn2 = (

∞∑

k=0
�k)(

∑
�jyn2−j):

äÁÌÅÅ × ÓÉÌÕ \ÍÁÌÏÓÔÉ" ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ � ÏÂÏÒ×ÁÔØ ÒÑÄ, ÐÏÌÕÞÉ× × ÎÅ×ÑÚËÅ ÓÕÍÍÕ
ÞÌÅÎÏ× Í�ÅÎØÛÅÊ ÛÉÒÉÎÙ. (ëÏÍÍÕÔÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÎÕÖÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ
ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ \ÏÔËÁÔËÉ", ËÏÔÒÁÑ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÔÁËÖÅ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ \ÏÐÅÒÁÃÉÏÎ-
ÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ".) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ áÍÉÃÕÒÁ ×ÙÓÏËÁÑ
ÓÔÅÐÅÎØ � ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÉ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÒÑÄ
ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ. ÷ÓÅ ÜÔÏ ÓÌÕÖÉÔ ÏÆÏÒÍÌÅÎÉÅÍ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ÞÔÏ-ÔÏ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅ ÐÒÏÐÉÈÉ×ÁÅÔÓÑ × È×ÏÓÔ, ÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÂÒÁÂÏÔËÁ \ÇÏÌÏ×ÏÊ", ËÏÔÏÒÁÑ
ÉÍÅÅÔ Í�ÅÎØÛÉÊ ÐÏÒÑÄÏË.

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ.
ðÕÓÔØ W = W1 : : :Wq; Wi = CiyniDi. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
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×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ y ×ÎÕÔÒÉ W1 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ:

yn1 = 1
1−�

∑
�jyn2−j = yn1 = (

∞∑

k=0
�k)(

∑
�jyn2−j):

úÄÅÓØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ � ÏÔ×ÅÞÁÅÔ (n − 1)-È×ÏÓÔÕ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÁÉÞ-
ÎÏÓÔÉ f ÐÏÒÑÄËÁ n. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É ÔÁË: ÅÓÌÉ ×ÙÐÉÈÉ×ÁÎÉÑ ÉÚ W1 ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ
ÓÎÁÞÁÌÁ É ÄÁÖÅ ÄÏÌÇÏ | ÔÏ Õ ÏÓÔÁÔËÁ W2 : : :Wn ÓÉÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÛÉÒÉÎÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ (n− 1)-È×ÏÓÔ ÅÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, É ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ó ÎÉÍ
ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÅÑ×ÎÏ, × ÓÉÌÕ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ×ÙËÁÞËÕ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÚ W1 ÓÞÉÔÁÔØ ÍÁÌÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ É ÚÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ

yn1 =
∑

W ′�′ + yn1�:

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÍÏÓÔØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÙÎÏÓÁ
ÏÓÔÁÀÔÓÑ. éÈ ÐÒÅÏÄÏÌÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÉÅÒÁÒÈÉÉ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÔÅ-
ÐÅÎÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y ×ÎÕÔÒÉ Wi. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [174].

3. ëÏÎÃÅÐÃÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ. òÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ.

3.1. óÈÅÍÁ ëÅÍÅÒÁ
óÈÅÍÁ á. ò. ëÅÍÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÂÌÉÖÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅ-

ÂÒÙ, ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË:

÷ÎÁÞÁÌÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÔÁÒÔÏ×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A0 ÔÁËÁÑ,
ÞÔÏ T (A0) ⊆ �. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ òÁÚÍÙÓÌÏ×Á{
ëÅÍÅÒÁ{âÒÁÕÎÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ É ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ö. ìÅ×ÉÎÁ [151].

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. T(AoB) = T(A) ·T(B), ÇÄÅ T(A) | ÉÄÅÁÌ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÙ A.
2

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ö. ìÅ×ÉÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ c(A) { ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁ-
ÄÉËÁÌÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÔÏ A ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ | ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ c(A) ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ
ÐÏÒÑÄËÁ n, ÇÄÅ n = PIdeg(A) { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÍÁÔÒÉÃ, ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ËÏ-
ÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ A.

äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÐÁÒÙ (Ai;�i). ðÒÉ ÜÔÏÍ T -ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ Ai ÐÏÓÔÅ-
ÐÅÎÎÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë �i É ×ÏÐÒÏÓÙ Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ
ÄÌÑ i-ÏÊ ÐÁÒÙ Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÄÌÑ (i + 1)-ÏÊ. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ
ÁÌÇÅÂÒÁ Ai ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ-
ÄÕËÃÉÏÎÎÙÊ ÓÐÕÓË (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁ-
ÄÉËÁÌÁ). ÷ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ× T(An) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ �n. ôÁËÉÅ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ
ÁÌÇÅÂÒÙ Ai ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ.

óÈÅÍÁ ëÅÍÅÒÁ ÉÄÅÔ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ, ÕÍÅÎØÛÁÑ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ. üÔÏ ÐÏ-
Ú×ÏÌÑÅÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁÐÅ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÌ-
ÇÅÂÒ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÓÔØÀ ÉÌÉ ÏÔÝÅÐÉÍÏÓÔØÀ ÒÁÄÉËÁÌÁ. óÂÌÉÖÅÎÉÅ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁË. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ×
ÓÉÌÕ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÁÈ Ai ÎÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ
ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÌ á. ò. ëÅÍÅÒ, ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ � 6⊆ T(A) ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ T -ÉÄÅÁÌ �0, ÞÔÏ
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1) �0 ⊆ � É �0 6= T(A).

2) æÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÁ A=�0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÉÊ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÈ ÐÁÒÁ-
ÍÅÔÒÏ×.

3) ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ Var(A=I ∩ �0) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ.

éÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÁÒÅ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ × ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÍ �i, ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ
J 6=0 ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ J É �i∩J Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÎÁÄ \ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÓÌÅÄÏ×"
(ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ). óÈÅÍÁ ëÅÍÅÒÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ É
ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÓ-
ÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. îÁÛÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÈÅÍÙ ëÅÍÅÒÁ ÎÏÓÉÔ ÂÏÌÅÅ ËÁÔÅÇÏÒÎÙÊ ÉÌÉ
\ÁÌÇÅÂÒÏ{ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ" ÈÁÒÁËÔÅÒ, ÞÅÍ × ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ.

3.1.1. éÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ. óÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÔÉÐ
ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÉÎ-

ÄÕËÃÉÏÎÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ | ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÌÏÖ-
ÎÏÓÔÉ ÏÂÙÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ \ËÌÀÞÅ×ÙÈ" ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÁÔ ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÁÌ-
ÇÅÂÒÕ çÒÁÓÓÍÁÎÁ.) éÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÓÌÕÖÁÔ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ÐÅÒÅ×ÏÄÁ Ó
ÑÚÙËÁ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÎÁ ÑÚÙË ÔÏÖÄÅÓÔ× É ÉÍÅÀÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ c(A) É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÌÕ-
ÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ b(A)).

éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ ÐÅÒ×ÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÂÙÌÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
PIdeg(M) { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ M. üÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÔ ÎÁÂÏÒ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ M. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ F ËÏÎÅÞÎÏ,
Ë ÒÁÚÍÅÒÕ ÍÁÔÒÉÃ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ | ÒÁÚÍÅÒ ÃÅÎÔÒÁ (ÞÉÓÌÏ
ÉÌÉ ÓÉÍ×ÏÌ ∞). îÁÓ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ | ÍÁË-
ÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ ûÉÒÛÏ×Á
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ [165].

÷. î. ìÁÔÙÛÅ× [69] ××ÅÌ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
Lat(M) ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÉÚ M. ðÒÉ
ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×Å-
ÄÅÔ ÓÅÂÑ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. üÔÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒ á. ò. ëÅÍÅÒ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÌ a(M). ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÐÏÌÀ ÔÕÔ ÔÁËÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ Ó×ÏÑ ÓÐÅ-
ÃÉÆÉËÁ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ìÁÔÙÛÅ×Á ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ
ÒÁÚÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÚ M. óÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ìÁÔÙÛÅ×Á ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÏÃÅÎËÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{
ëÉÒÉÌÌÏ×Á.

óÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ÔÉÐÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ×ÅÄÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÓÌÕÖÉÔ
ÎÁÂÏÒ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ M, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒ ÏÂÝÉÈ ÍÁ-
ÔÒÉÃ (× ÎÁÛÅÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ). üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ
ÓÌÏÖÎÏÓÔØ PIdeg(M) É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ìÁÔÙÛÅ×Á. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎ-
ÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
M ÒÁ×ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ÔÉÐÁ M. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ÔÉÐÁ: ÜÔÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÔÉÐÏ× ËÌÅÔÏË (\ÓÏÓÔÁ×Ï× ÐÕÔÅÊ"), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ
ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ÔÉÐÏÍ ÓÌÕÖÉÔ ÎÁ-
ÂÏÒ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ ÉÚ
ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
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íÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ÔÉÐÁ
M ÅÓÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒ b(M), ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÊ ëÅÍÅÒÏÍ (\×ÎÅÛÎÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ"). îÁÓ ÂÕ-
ÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ (ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÏÓÔÁ× ÐÕÔÅÊ).

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ É ÐÏÌÕÐÒÏ-
ÓÔÙÈ (ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÍÁÔÒÉÞÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ) ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØÓÑ ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×ÏÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× | ×ÈÏÄÏ×/×ÙÈÏÄÏ×/ÐÅÒÅÈÏÄÏ×, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ ÐÒÅÖÄÅ
×ÓÅÇÏ Ë ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ (ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃÁÍ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÃÅÎ-
ÔÒÏÍ).

ðÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÒÏÌØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ÔÉÐÁ
ÉÇÒÁÅÔ ÎÁÂÏÒ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ,
ÌÅÖÁÝÉÈ × M. üÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ËÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ í. úÁÊÃÅ×ÙÍ É A. Giambruno
[136], ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ÔÉÐÏÍ É ÅÓÔØ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ (ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÍÕ ÔÉÐÕ) ÓÕÍÍÁ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÄÌÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐÏ-
ÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. óÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÄÌÑ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ
ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÅ á.1 × ÒÁÚÄÅÌÅ á.1.

3.1.2. ï ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ ÛÁÇÉ ÓÈÅÍÙ ëÅÍÅÒÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÅÚ ÉÚÍÅ-

ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ É ÊÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ ÁÌÇÅÂÒ É Ó ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ | ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ
ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅÃ (Ô.Î. ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ). éÓËÌÀÞÅ-
ÎÉÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÐÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ | ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓÔÁÒÔÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÁÎÁÌÏÇÁ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ö. ìÅ×ÉÎÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏËÁ ÎÅÔ. (îÁ ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÎÅ ÕËÁÚÁÌ
á. ÷. éÌØÔÑËÏ×).

÷ÏÐÒÏÓ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ × Ë.Ð. ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÊ ÉÌÉ ÊÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ×Ù-
ÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÊ ÉÌÉ ÊÏÒ-
ÄÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ?

ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ
ËÏÌÅÃ, ÂÌÉÚËÉÈ Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍ (ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÅ ÈÏÒÏÛÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ). ïÔ-
ÍÅÔÉÍ, ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÄÌÑ Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ ÈÏÒÏÛÉÈ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ A | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ Ë.Ð. PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. ÷ ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ëÅÍÅÒÁ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Á ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ HA ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÕÖÎÏ ÕÍÅÔØ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ
T -ÉÄÅÁÌ I 6= 0, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ HI ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á HA = HI +HA=I ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ 3.1 (ï ÓÐÕÓËÅ). åÓÌÉ HA=I É HI ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ HA ÔÁËÖÅ ÒÁÃÉÏÎÁ-
ÌÅÎ. 2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ A Ó×ÅÌÁÓØ Ë ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÒÁÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÅÅ ÆÁËÔÏÒÁ A=I. á × ÓÉÌÕ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ T -ÉÄÅÁÌÏ×,
ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÊ ÓÐÕÓË Ë ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÆÁËÔÏÒÁÍ ÄÏÌÖÅÎ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØÓÑ.

ðÕÓÔØ I1 É I2 | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ôÏÇÄÁ HI1+I2 = HI1 + HI2 −
HI1∩I2 . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ I1∩ I2 = 0, ÔÏ HI1+I2 = HI1 +HI2 . ðÕÓÔØ T(I) | T -ÉÄÅÁÌ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÙ A=I.

óÕÍÍÉÒÕÅÍ ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ:

ìÅÍÍÁ 3.2 (ï ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ). Á) T (I) ⊆ I; ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ I1∩I2 = 0,
ÔÏ T (I1) ∩ T (I2) = 0.

160



Â) ðÕÓÔØ I1 ∩ I2 = 0, ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ HA=I1 É HA=I2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÏÓÔØ HA=(I1+I2).

×) ðÕÓÔØ
n⋂
i=1

Ti = 0. ôÏÇÄÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ HA ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ:

{HJ | J =
∑

i∈I
Ti ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ I ⊆ {1; : : : ; n}}:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ T -ÉÄÅÁÌÁ, Ð.Â) -
ÉÚ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÄ ÌÅÍÍÏÊ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ, Ð.×) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Ð.Â)
ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ. 2

þÔÏÂÙ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ HI ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ I, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁ-
ÚÁÔØ ÉÄÅÁÌ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÅÔÅÒÏ-
×ÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ (ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÓÌÅÄÏ× ÉÌÉ ÆÏÒÍ). é ÎÁÛÁ ÄÁÌØÎÅÊÛÁÑ
ÃÅÌØ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÐÏÉÓËÅ ÔÁËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ. èÏÔÑ ÅÇÏ ÎÁÄÏ ÕÍÅÔØ ÉÓËÁÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ
ËÏÎÅÞÎÏ{ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ{Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÍÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ËÏÎËÒÅÔ-
ÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×.

3.2. ðÒÉÍÅÒÙ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×
3.2.1. áÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ Mn

Mn ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. îÏ ÅÓÌÉ ÅÅ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÌÅÄÁ (ÆÏÒÍÁÍÉ), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÏÍ,
ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 0.8 É ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.1. Á) ðÕÓÔØ Cn2 | T -ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ
ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n2. ôÏÇÄÁ K(Z)Cn2 = Cn2.

Â) T -ÉÄÅÁÌ Cn2 ÅÓÔØ ÎÅÔÅÒÏ× K(Z)-ÍÏÄÕÌØ É ÅÇÏ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ.
2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÈÏÔÑ Mn[Z] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ Mn, Õ ÁÌÇÅÂÒ
Mn[Z] É Mn T -ÉÄÅÁÌÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n2, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
ôÁËÏÊ T -ÉÄÅÁÌ, ×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÀÝÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÅÄÙ É ÐÏÇÌÏÝÁÀÝÉÊ ÉÈ, á. ò. ëÅ-
ÍÅÒ ÎÁÚÙ×ÁÌ \ËÉÌÌÅÒÏÍ" ÓÌÅÄÏ×. ïÓÎÏ×Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ëÅÍÅÒÁ ÓÏÓÔÏÑÌÁ × ÎÁÈÏ-
ÖÄÅÎÉÉ ÔÁËÉÈ \ËÉÌÌÅÒÏ×" ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

éÔÁË, ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ Mn ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ ÐÏÓÔÒÏÅÎ. ëÏ-
ÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÅÝÅ ÎÅ ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ
Mn. ÷ÅÄØ ÆÁËÔÏÒ, ÈÏÔÑ É ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÎÏ ÕÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ
ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ M2 ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë
ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ôÁËÉÍ ÐÕÔÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÌ ÷. äÒÅÎÓËÉÊ × Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÅ [140].
ïÎ ÒÅÛÉÌ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ | É ÄÌÑ
M2.

3.2.2. ðÏÌÕÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ ÍÁÔÒÉÃ
íÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒ

É ËÁË ÏÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔØÀ. üÔÏ

ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ, ×ÄÏÌØ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ËÌÅÔËÉ | ÂÌÏËÉ ÆÉË-
ÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×, ÎÁÄ ÎÉÍÉ | ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ, ÐÏÄ ÎÉÍÉ | ÎÕÌÉ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ
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ÎÁ ËÌÅÔËÕ ÄÁÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÁÔÒÉÃ. ôÁËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÐÏ-
ÌÕÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ÷ÙÂÉÒÁÑ ÏÂÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÁÌÇÅÂÒÕ ÏÂÝÉÈ ÂÌÏÞÎÏ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÍÎÏÖÉ-
ÔÅÌØ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ (ÄÁÎÎÕÀ) ËÌÅÔËÕ (ÒÁÄÉËÁÌ), ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÏÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÒÁ×ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-
ÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ M, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÐÏÌÕÐÒÑ-
ÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ (× ÎÁÛÅÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ). îÁÂÏÒ ÔÁËÉÈ
ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ M ÓÌÕÖÉÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ×Å-
ÄÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ÔÉÐÁ: ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÎÁÂÏÒÏ× ÔÉÐÏ× ËÌÅÔÏË (\ÓÏÓÔÁ×Ï× ÐÕÔÅÊ"), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅ-
ÍÅÎÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ A ÅÓÔØ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ M1 o · · · o Ms. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ
Zni ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ ni, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÙÊ × ÔÅÏÒÅÍÅ , ÇÄÅ ni | ÒÁÚÍÅÒ i-ÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. ÷ÙÐÉÛÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ,
ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ:

f =
s∏
i=1

[Zn2
i
; yi]"iCr

n2
i
[Zn2

i
; y′i]�i ; (1)

ÇÄÅ r ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ, Á ×ÅÌÉÞÉÎÙ �i É "i,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ i-ÏÊ ËÌÅÔËÅ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÉÌÉ 1 É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

1) "i = 0, ÅÓÌÉ i = 1 ÌÉÂÏ ni ≤ ni+1.

2) �i = 0, ÅÓÌÉ i = s ÌÉÂÏ ni < ni+1.

3) ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �i É "i ÒÁ×ÎÙ 1.

ô.Å. ÐÒÉÏÒÉÔÅÔ ÉÍÅÅÔ ËÌÅÔËÁ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, Á ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ
| ÔÏ ÐÒÁ×ÁÑ.

ðÒÉ ÚÁÄÁÎÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÐÏÄ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ËÏÇÄÁ × ÎÉÈ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
îÁÐÒÉÍÅÒ, xr ÅÓÔØ x1 · : : : · xr, Á

xr[z; t]xs = x1 · : : : · xr[z; t]xr+1 · : : : · xr+s:

ðÒÏËÏÍÍÅÎÔÉÒÕÅÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ [Zn; y]
ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÒÁÚÍÅÒÁ n É ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ
ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÌÅÔËÉ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÌÉÂÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. åÇÏ ÒÏÌØ
| ×ÙÎÕÄÉÔØ ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ. íÎÏÖÉÔÅÌØ Cr

n2 ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÌÅÔËÕ ÒÁÚ-
ÍÅÒÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÇÏ n (ÐÒÉÞÅÍ ÏÄÎÏ ÉÚ Cn2

i
×ÈÏÄÉÔ ÔÕÄÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ) ÌÉÂÏ ÐÒÉÎÁÄ-

ÌÅÖÉÔ r-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ r ×ÅÄÅÔ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÎÕÌÀ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÔØ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ëÁÐÅÌÌÉ Cn2

i
, \ÌÅÖÁÝÉÊ ×ÎÕÔÒÉ i-ÏÊ ËÌÅÔËÉ". ïÎ ÄÁÅÔ

×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÙ (ÆÏÒÍÙ), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÜÔÏÊ ËÌÅÔËÅ. ÷ÏÔ ÔÏÞÎÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1. Á) f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ A.
Â) ðÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ ÉÚ Â, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÎÕÌÅ-

×ÏÊ, × ËÁÖÄÏÅ Cnri ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ i-ÏÊ
ËÌÅÔËÅ.
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×) T -ÉÄÅÁÌ T (f) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ R1 ⊗ · · · ⊗Rs ÍÏÄÕÌÅÍ, ÇÄÅ Ri | ËÏÌØÃÏ
ÓÌÅÄÏ× (ÆÏÒÍ) ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ i-ÏÊ ËÌÅÔËÅ. åÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á
ÒÁ×ÎÁ ∑

i GKdim(Ri)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 5.6 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á s-
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ. ïÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÃÅÎ-
ÔÒÁ É ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÒÁÓÛÉ-
ÒÅÎÎÏÊ ÓÌÅÄÁÍÉ É ÆÏÒÍÁÍÉ. (îÁÛÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÂÏÔÁÍ [24], [25], [157].)
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ GKdim(Ri) = m(n2

i ) − n2
i + 1 É GKdim(I) = (m − 1) ·∑s

i=1 n2
i + s, m {

ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. Ð.×) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð.Â) É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 0.8,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ (ËÏÌÅÃ) ÎÅÔÅÒÏ×Ï. ðÏÜÔÏÍÕ
ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ Ð.Â).

ðÕÓÔØ n = max(ni). ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÍÅÓÔÏ
ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ
[Zni ; y] ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ni = n. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ
ÁÌÇÅÂÒÅ Mni , ÔÁË ÞÔÏ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØ-
ÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÌÅÖÁÔØ × ÒÁÄÉËÁÌÅ. ó ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ r ÒÁ×ÅÎ ÉÎÄÅËÓÕ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ×ÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉ-
ÔÅÌÉ Cni × Cnri ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ × ÒÁÄÉËÁÌÅ, É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ
ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ni ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ
ËÌÅÔËÅ ÒÁÚÍÅÒÁ n = ni. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÀ [Zn2

i
; y]"iCr

n2
i
[Zn2

i
; y]�i

ÔÁËÏÍÕ, ÞÔÏ ni = n, ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÕÞÁÓÔÏË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ É ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ
ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, É ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ËÌÅÔËÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚ-
ÍÅÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÂÕÄÕÔ ÉÚÒÁÓÈÏÄÏ×ÁÎÙ. ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ "i É �i, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÇÒÁÎÉÃÁÍ ÇÒÕÐÐ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ n,
ÒÁ×ÎÙ 1. ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÂÕÄÕÔ ÚÁÎÑÔÙ É
×ÓÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ \×ÈÏÄÁ{×ÙÈÏÄÁ{ÐÅÒÅÈÏÄÁ", ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÉÈ ÇÒÁÎÉÃÁÍ,
ÔÏÖÅ ÂÕÄÕÔ \ÉÓÔÒÁÞÅÎÙ".

ôÅÐÅÒØ ×ÏÚØÍÅÍ n′ = maxni 6=n(ni) É ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÄÌÑ ËÌÅÔÏË ÐÏÒÑÄËÁ n′ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-
ÎÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ. äÁÌÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. 2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁÐÅ ÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó ËÌÅÔËÁÍÉ
ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÕÍÅÎØÛÁÀÝÅÇÏÓÑ Ó ËÁÖÄÙÍ ÎÏ×ÙÍ ÜÔÁÐÏÍ, ÂÕÄÅÔ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ
ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.4, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍ 5.13, 5.14).

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. óÔÅÐÅÎØ r ÐÒÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ
ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. íÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ×ÉÄÁ [Zn; x] ÒÁÚÍÅ-
ÓÔÉÔÓÑ × ÎÁÂÏÒÅ \ÍÅÌËÉÈ ËÌÅÔÏË", Á ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

∏
ni<n

[Zn2
i
; y]"iCr

n2
i
[Zn2

i
; y]�i

ÐÒÅËÒÁÓÎÏ ÒÁÚÍÅÝÁÅÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÒÁÚÍÅÒÁ n.
2. ÷ÍÅÓÔÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ [Zni ; y] ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÅÓÑ

× Mni , ÎÏ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÅÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÁÈ Bl
ni , Br

ni , Bni;ni+1 . üÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ
×ÈÏÄÁÍ, ×ÙÈÏÄÁÍ É ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁÍ. ïÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5.

üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ É ÍÅÔÏ-
ÄÏÍ ëÅÍÅÒÁ. ðÕÓÔØ x É y ÓÕÔØ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÙ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ), Á z { ÓÍÅÛÁÎ-
ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÒÁÄÉËÁÌÁ), ÔÏÇÄÁ xzy = 0.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ z | ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÔÏ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ xzy = 0.
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ ×
Cn2

i
, ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ × ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ i-ÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉ-

ÔÅÌÀ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ yi; y′i ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ × ÒÁÄÉËÁÌ.
ðÕÓÔØ �i ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Cn2

i
ËÏÓÏÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÞÅÎ.
ôÏÇÄÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÚ �i ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÍÅÓÔÏÍ Ó ÐÅÒÅ-

ÍÅÎÎÏÊ ÉÚ �j ÐÒÉ i 6= j (ÉÌÉ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ),
ÉÍÅÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÎÏÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÂÏÒÙ �i ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ, ÐÏÌÕÞÉ× ÎÏ×ÙÊ
ÎÁÂÏÒ � ÉÚ b = ∑n2

i ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ � ÓÏ×ÐÁ-
ÄÁÅÔ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÏ× �i ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÂÏÒ � ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÌÀÂÏÊ \ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ" ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ yi ÉÌÉ
y′i.

ðÕÓÔØ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (1) r ≥ s + 1. ôÏÇÄÁ ÐÕÔÅÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÁÂÏÒÏ× ÔÉÐÁ �i
×ÍÅÓÔÅ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÔÉÐÁ yi; y′i ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ s ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ b+ 1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
�k É ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ÉÚ b ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h
ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h ÎÅ ÅÓÔØ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ ÎÁ A, É T(h) ÂÕÄÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ÓÌÅÄÙ
(× ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ | ÎÁ ÆÏÒÍÙ). íÎÏÇÏÞÌÅÎ h ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ëÅ-
ÍÅÒÁ. íÙ ÐÒÏ×ÅÌÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ëÅÍÅÒÁ × ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ |
ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌÙ 3.3, 3.3.1.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ëÅÍÅÒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÐÕÔÅÍ
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ËÌÅÔËÁÍ. ÷ÚÁÉÍÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ
ÎÁÛÉÍÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÍÉ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÍÉ ëÅÍÅÒÁ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.6.3.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.2. òÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ HT (f) ÉÄÅÁÌÁ T (f) ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ. 2

éÔÁË, HT (f) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ T -ÉÄÅÁÌÏÍ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÏ-
ÌÕÐÒÑÍÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

éÚ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2. òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÒÁÚÌÉÞ-
ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÕÓÔØ {Ai} { ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÏÔÌÉ-
ÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ {fi} ÔÁËÉÅ,
ÞÔÏ fi|Ai 6= 0, ÎÏ fi|Aj = 0 ÐÒÉ i 6= j. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÍÅÓÔÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ [Zn2
i
; y], \×ÙÎÕÖÄÁÀÝÉÈ ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÅÒÅ-

ÈÏÄÙ", ÄÌÑ ÔÏÊ ÖÅ ÃÅÌÉ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÙ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ
Mmax(ni;ni+1) É ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ Mni oMni+1 .

3.2.3. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ
÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ×ÉÄÎÏ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÒÁÆÏ×, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÁÌÇÅ-

ÂÒÙ, ÏÔÒÁÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÉÄÅÎ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÜÆÆÅËÔ
ÎÁÌÉÞÉÑ ËÌÅÔÏË \ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ". òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (ÁÌÇÅÂÒÁ, ×ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
× ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏ×ÁÍÉ). óÏÇÌÁÓÎÏ [164], ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÐÏ-
ÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ É ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ (Á, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ,
Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÇÒÁÆ ËÏÔÏÒÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ{ÚÁÍÅÞÁÔÅÌÅÎ (ÓÍ. ÎÁÞÁÌÏ ÒÁÚÄÅÌÁ 1,
ÒÁÚÄÅÌ 1.3.2 É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.1, 1.30).

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3.2 ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ Ó×ÑÚÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ.
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ðÕÓÔØ ri; i = 0; : : : ; s | ÄÌÉÎÙ ÐÅÒÅÍÙÞÅË, r = ∑ ri, ni; i = 0; : : : ; s |
ÒÁÚÍÅÒÙ ÃÉËÌÏ×, ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ r0 É rs ÍÏÇÕÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÎÕÌÀ (ÔÏÌØËÏ ÐÅ-
ÒÅÍÙÞËÉ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÐÅÒ×ÙÊ ÃÉËÌ É ×ÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, ÍÏÇÕÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×Ï-
×ÁÔØ), Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ri ≥ 1; i = 1; : : : ; s−1. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
f , ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÉÓËÏÍÙÊ T -ÉÄÅÁÌ, Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÒÑÄÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ HT (f):

f =
s∏
i=1

xri−1−�i−1−"i [Zn2
i
; y]"iCr

n2
i
[Zn2

i
; y]�i · xrs−�s ; (2)

ÇÄÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �i É "i, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ i-ÏÊ ËÌÅÔËÅ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÉÌÉ 1
É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

1) "i = 0, ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ÐÅÒÅÍÙÞËÉ, ×ÈÏÄÑÝÅÊ × i-Ê ÃÉËÌ, ÒÁ×ÎÁ 1, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÅ×Á
ÓÔÏÉÔ ÃÉËÌ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÌÉÂÏ ×ÈÏÄÑÝÁÑ ÐÅÒÅÍÙÞËÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ.

2) �i = 0, ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ÐÅÒÅÍÙÞËÉ, ×ÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ i-ÇÏ ÃÉËÌÁ, ÒÁ×ÎÁ 1, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÓÌÅ×Á ÓÔÏÉÔ ÃÉËÌ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÌÉÂÏ ×ÙÈÏÄÑÝÁÑ ÐÅÒÅÍÙÞËÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ.

3) ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �i É "i ÒÁ×ÎÙ 1.

(ïÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ×ÈÏÄÑÝÅÊ ÐÅÒÅÍÙÞËÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ, Á ×ÙÈÏÄÑ-
ÝÅÊ | ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ.)

÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÐÏÑ×ÉÌÉÓØ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ xri−1
i , ËÏÔÏÒÙÅ

ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÔ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÙÞÅË.
éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ | ÅÓÌÉ ÎÅÌØÚÑ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÂÅÉÍ

ËÌÅÔËÁÍ (Ô.Å. ËÏÇÄÁ ÄÌÉÎÁ ÐÅÒÅÍÙÞËÉ ÒÁ×ÎÁ 1), ÐÒÉÏÒÉÔÅÔ ÉÍÅÅÔ ËÌÅÔËÁ Â�ÏÌØÛÅÇÏ
ÒÁÚÍÅÒÁ, Á ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ | ÔÏ ÐÒÁ×ÁÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3. Á) f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ A�.
Â) ðÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ ÉÚ Â, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÎÕÌÅ-

×ÏÊ, × ËÁÖÄÏÅ Cn2
i

ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ i-ÏÊ
ËÌÅÔËÅ.

×) T -ÉÄÅÁÌ T (f) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ R1 ⊗ · · · ⊗Rs ÍÏÄÕÌÅÍ, ÇÄÅ Ri | ËÏÌØÃÏ
ÓÌÅÄÏ× (ÆÏÒÍ), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ i-ÏÊ ËÌÅÔËÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ
3.1 É ÍÙ ÅÇÏ ÏÐÕÓËÁÅÍ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ëÁÐÅÌÌÉ Cn2

i
ÏÔ×ÅÞÁÀÔ

ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÕÞÁÓÔËÁÍ ÓÌÏ× ÐÅÒÉÏÄÁ ni, ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ [Zni ; y] { ËÏÎÃÁÍ ÔÁËÉÈ
ÕÞÁÓÔËÏ×, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ x-Ï× | ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ÐÅÒÅÍÙÞËÉ.

3.2.4. îÅÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
îÅÍÁÔÒÉÞÎÙÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÁ-

ÔÒÉÃ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ × ÜÔÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × M2. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÎÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ, × Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
×ÉÄÁ

[x1; y1]z1[x2; y2]z2 · : : : · [xk; yk] = 0:

òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ
÷. äÒÅÎÓËÉ [140] ÍÅÔÏÄÏÍ, ÒÁÎÅÅ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÍ ÷. î. ìÁÔÙÛÅ×ÙÍ [71]. óÔÒÁ-
ÔÅÇÉÑ ÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I. ÷
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ËÁÞÅÓÔ×Å I ÏÎ ÂÒÁÌ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ËÏÍ-
ÍÕÔÁÔÏÒÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ q. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÍÏÖÎÏ Ñ×ÎÏ ÕËÁÚÁÔØ
ÂÁÚÉÓ (ÂÁÚÉÓ ûÐÅÈÔÁ). ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ

X = xk1
1 · · · xkss ·

q∏
�=1

F�;

ÇÄÅ ÐÏÌÉÎÏÍ F� ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

xj� ◦ ad(x1)l�1 ◦ ad(x2)l�2 ◦ : : : ◦ ad(xs)ks :

ðÏÓËÏÌØËÕ q | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ, ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÓÏ-
ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ xk1

1 · · · xkss ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÉ ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ËÁË
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉ-
ÞÉÎÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ad × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ F� ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ,
ËÒÏÍÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ Ë xj� . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ
[[xj� ; z�]; t�] ÍÏÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ, Á ÄÁÌÅÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ ad ÐÕÓÔØ
ÉÄÕÔ × ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ. éÓËÏÍÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Z, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ×ÏÚ-
ÎÉËÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×Á ÍÏÄÕÌÑ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ
Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ É ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍÉ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ I. á
ÉÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

(
xk1

1 · · ·xkss ·
q∏

�=1
F�

)
◦ad(t) = xk1

1 · · · xkss ·
s∑

�=1

�−1∏
�=1

F� · (F� ◦ad(t)) ·
q∏

�=�+1
F�:

åÓÌÉ ÞÅÒÅÚ t(�) ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó t, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÕÀ Ë ÍÎÏ-
ÖÉÔÅÌÀ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ � (ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÁÐÉÓÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ), ÔÏ ÄÁÎÎÏÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ: ad(t) = ∑ t(�). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÓÉÌÕ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÓÔÉ
ÞÉÓÌÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, t(�)

1 t(�)
2 = (t1t2)(�). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ t(�) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÚÁÐÉÓÑÈ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÐÏ �)
ÏÔ ÎÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Á ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÃÅÌÏ ÎÁÄ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ
ÆÕÎËÃÉÑÍÉ É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ.

÷ ÒÁÂÏÔÅ [140] ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÔÁËÖÅ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ É ÄÌÑ
ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ \ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ" ÓÌÕÞÁÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÊÏÒÄÁÎÏ-
×ÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

ëÏÍÍÕÔÁÔÏÒÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÉÈ Ó×ÑÚØ
ÍÅÖÄÕ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ËÏÔÏÒÏÅ
ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ
4.6).

îÅÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÅÎ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔØÀ \ËÌÅÔÏË"| ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. ïÎÉ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1. ôÅÏÒÉÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×
ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÙ Ó ËÌÅÔËÏÊ ÎÅ ÎÕÖÎÁ, ×ÓÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ | ×Ï ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔ-
ËÁÍÉ. üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÅÎ ÓÌÕÞÁÀ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, ËÏÇÄÁ ÅÓÔØ
ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ËÌÅÔËÁ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÚÂÉÒÁÔØÓÑ É Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÏÊ
×ÎÕÔÒÉ ËÌÅÔÏË É Ó ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ÐÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ Ñ×ÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ É ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ:

• ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁ×ÁÌÏ ÎÁÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌ
ÐÕÔØ × ÇÒÁÆÅ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÕÔÅÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ É, ÞÔÏ ×ÁÖÎÏ, ÏÎÉ
ÍÏÇÕÔ \ÇÁÓÉÔØ" ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. óÕÍÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ
ÜÔÉÈ ÐÕÔÅÊ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÏÊ. üÔÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ
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• ëÌÅÔËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ (Ô.Å. ËÏÇÄÁ × ÎÉÈ ÓÔÏÑÔ ÎÅÚÁ×É-
ÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ). ïÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÅÝÅ É ÐÏÈÏÖÉÍÉ { ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ÜÔÉ ËÌÅÔËÉ ÍÏÇÕÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ.

• çÒÕÐÐÙ ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔÏË, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ, ÍÏÇÕÔ ÉÄÔÉ ÐÏÄÒÑÄ, ÏÂÒÁÚÕÑ
ÁÎÆÉÌÁÄÙ. òÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁÍ ÍÅÖÄÕ ÁÎÆÉ-
ÌÁÄÁÍÉ, ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÔÓÑ, Á ×ÎÕÔÒÉ ÁÎÆÉÌÁÄ | ÇÏÒÁÚÄÏ ÈÕÖÅ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁ-
ÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÒÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÂÒÏÓËÅ ÓÌÅÄÏ×
ÐÒÉ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÎÙÍÉ ÁÎÆÉÌÁÄÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÄÌÑ ËÌÅÔÏË ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÅÓÔØ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ:
ÂÙÔØ \ÐÏÈÏÖÉÍÉ" É \ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ". îÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÐÒÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÝÅ
ÔÁËÉÅ ÜÆÆÅËÔÙ:

• óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ xij É yij × ËÌÅÔËÁÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ó×Ñ-
ÚÁÎÙ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ: xq1ij = yq2ij , ÇÄÅ qi { ÔÁËÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ p = ch(F),
ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ F ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï xqi = x. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ
Ï ËÒÁÔÎÏÓÔÑÈ ËÌÅÔÏË.

• ëÌÅÔËÉ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÃÅÎÔÒ (ÂÙÔØ \ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ").

üÔÉ ÜÆÆÅËÔÙ ÎÁÄÏ ÂÕÄÅÔ ÕÍÅÔØ ÏÐÉÓÙ×ÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×.

3.3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÍÅ-
ÔÏÄÏÍ ëÅÍÅÒÁ

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ T -
ÉÄÅÁÌ I 6= 0, ÎÁÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.
ôÏÇÄÁ HI ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÐÕÓË Ë ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÅ A=I. ÷ ÄÁÎÎÏÍ
ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÈÎÉËÕ ëÅ-
ÍÅÒÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÕÀ ÎÁ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÎÏÓÉÔÅÌÑ É ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏÍ ÓÂÌÉ-
ÖÅÎÉÉ ÉÄÅÁÌÁ ÅÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ× Ó T -ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÐÅÒÅÉÚÌÏÖÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ëÅÍÅÒÁ × ÂÏÌÅÅ ÁÌÇÅÂÒÏ{
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÔÉÌÅ.

ðÕÓÔØ A | ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, � | T -ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ T(A). îÁÛÁ ÃÅÌØ
| ÐÏËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ �. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏ× K<−→x > É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÏ× F. ðÏÍÉÍÏ ÁÌÇÅÂÒÙ
A ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ �A, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÓÕÍÍÉÒÏ×Á-
ÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ A \ÓÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ" {
Ô.Å. Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, Ó×ÏÉÍÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ. åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÕ �A ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÓÌÅÄÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. Á) îÏÓÉÔÅÌÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÁ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
supp(f) ⊂ F, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. èÏÒÏÛÉÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ
suppG(f) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ supp(f), ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × T(f).

Â) îÏÓÉÔÅÌÅÍ T -ÉÄÅÁÌÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÁÌÇÅÂÒ {Ai}i∈I ÉÚ F, ÞÔÏ T(Ai) ⊂ �.
×) íÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ∈ F ÏÔÄÅÌÑÅÔ f ÏÔ �, ÅÓÌÉ f 6∈ � + T(A), É

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÜÔÏ dist(f;A;�). åÓÌÉ � ⊇ T(A), ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ
f Ë �, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ A ÈÏÒÏÛÏ ÏÔÄÅÌÑÅÔ f ÏÔ �. (éÎÙÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f × A, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÉÚ �.)
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ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ suppG(f) = supp(T(f))\{B}, ÇÄÅ B ⊂ F | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒ,
ÉÄÅÁÌ ÔÏÖÄÅÓÔ× ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó T(f). åÓÌÉ ÖÅ T(⋃

�
A(�)) = T(A), ÔÏ ÎÅÐÏ-

ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÐÕÓË Ë Í�ÅÎØÛÅÊ ÐÁÒÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. Á) áÌÇÅÂÒÁ A(d) ÉÌÉ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÒÁÄÉËÁÌÁ Ó
ÉÎÄÅËÓÏÍ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ d × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Var(A) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË �A ∗ K <
�1; : : : ;�r > = id(T(A)+�d) (∗ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, �A { ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÞÁÓÔØ
ÁÌÇÅÂÒÙ A).

Â) ðÕÓÔØ �A { ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ A�(d) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË

�A ∗K<�1; : : : ;�r> =(�+id(�)d)

.

ìÅÍÍÁ 3.3. Á) åÓÌÉ A ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ, ÔÏ A(d) É A�(d) ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ ÄÌÑ ËÁÖ-
ÄÏÇÏ d.

Â) lim−−−→d→∞
A�(d) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÞÔÏ É �. 2

ìÅÍÍÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ (× ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ Á ÔÏÇÄÁ ÜÔÏ
ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍÏÓÔÉ).

éÚ ÎÅÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ×ÁÖÎÏÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4 (ÏÂ ÏÂÒÅÚÁÎÉÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ). ðÕÓÔØ A { ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁ, ×ÌÏÖÅÎÎÁÑ × R-ÁÌÇÅÂÒÕ Â, ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ R,
Ó ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÎÙÍ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔØÀ, Îd { ÉÄÅÁÌ × Â, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ
d-Ê ÓÔÅÐÅÎØÀ ÒÁÄÉËÁÌÁ, Id = A ∩ Îd. ôÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ Id ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ. 2

(äÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I = A∩ Î, ÇÄÅ Î { ÉÄÅÁÌ × Â, ÎÏ
ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÜÔÏÔ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Var(A�(d)) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÏËÁÌØ-
ÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [31] ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×Ï-
ÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ÷×ÏÄÑÔÓÑ ÎÏ×ÙÅ ÐÏ-
ÎÑÔÉÑ \ÔÉÐÁ" É \ËÒÁÔÎÏÓÔÉ".

åÓÌÉ d ≥ c(A), ÔÏ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ A(d). ó×ÏÊÓÔ×Ï ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ A(d)
ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ {xi} { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A, ËÁ-
ÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉÂÏ �A, ÌÉÂÏ R(A). ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ A(d), ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÏÔ
xi, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ËÁË ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ, ÔÏ A ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ ×ÌÏÖÉÍÁ × ÁÌÇÅ-
ÂÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ Â Ó ÔÅÍ ÖÅ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ. ðÒÉÒÏÄÁ
ÜÔÏÇÏ Ñ×ÌÅÎÉÑ \ÎÅÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ" Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÜÆÆÅËÔÏÍ \ÎÅÐÏÈÏÖÅÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ
× ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔËÁÈ", ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5.2. óÅÊÞÁÓ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ
ÐÒÉÍÅÒÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ A { ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ × K <a; �; �> =I, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ 1; a+
�; �. éÄÅÁÌ I ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:

[�; a] = 0; �n = 0; [�; a] = 0; �� = 0; ∀x �x� = 0:

(n≥2 { ÐÁÒÁÍÅÔÒ.)
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ôÏÇÄÁ R(A) = id(�) É A=R(A) = A= id(�) ∼= K[a]; ÐÏÜÔÏÍÕ c(A) = 1. ó ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÄÉËÁÌ
ÏÔÝÅÐÌÑÅÔÓÑ É ËÕÄÁ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ A, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n+ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÏ×Á ÍÉÎÉÍÁÌØ-
ÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ Õ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, ËÕÄÁ ×ËÌÁÄÙ-
×ÁÅÔÓÑ A.

ðÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ
ÔÁËÏ×. îÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈ �, ÔÏ
f ∈ T(A) É ÅÓÌÉ f 6∈ �, ÔÏ f 6∈ T(A). ðÕÓÔØ f 6∈ �, ÔÏÇÄÁ f ∈ T(A). òÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ F, ÈÏÒÏÛÏ ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÊ f ÏÔ �. åÓÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÏÔÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÐÏ ×ÓÅÍ f =∈ �, ÔÏ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÐÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

• ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÞÁÓÔÅÊ,

• ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÉÎÄÅËÓÏ× ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÏ×.
ôÏÇÄÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ

ÄÁÓÔ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ×ÓÅÍ f 6∈ �, ËÏÔÏÒÙÊ É ÂÕÄÅÔ
ÐÏÒÏÖÄÁÔØ ÜÔÏÔ T -ÉÄÅÁÌ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. á. ò. ëÅÍÅÒ ÉÚÌÁÇÁÌ Ó×ÏÀ ÓÈÅÍÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ. ïÎ ÓÔÒÏÉÌ
T -ÉÄÅÁÌ �0 ⊆ �, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÓÌÅÄÁÍÉ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ A′i ÆÁËÔÏÒÁ Â=�0, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ,
ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÉÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÔÉÐ (b; d), ÌÉÂÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ � ÎÕÌÅ×ÁÑ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÕÌÕÞÛÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ A, ÈÏÒÏÛÏ
ÏÔÄÅÌÑÀÝÕÀ f ÏÔ �. ÷×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. áÌÇÅÂÒÁ A
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ A = �A + R(A), ÇÄÅ �A { ÅÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÞÁÓÔØ, Á R(A) {
ÒÁÄÉËÁÌ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ:
�A =

s⊕
�=1

A�. ðÕÓÔØ A(�) { ÆÁËÔÏÒ A ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ A�; c(A) { ÉÎÄÅËÓ

ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A, b(a) = dim( �A).
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. ðÕÓÔØ A { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, �i { ÐÉÒÓÏ×ÓËÉÅ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÙ ÅÄÉÎÉÃÙ, �0 = E−∑n

i>0 ui ÅÓÔØ ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ. üÌÅÍÅÎÔÏÍ ÔÉÐÁ
(�i; �j) (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÔÉÐÁ (i; j)) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ×ÉÄÁ �ix�j. åÓÌÉ i 6= j, ÔÏ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔ ÓÍÅÛÁÎÎÙÊ, ÉÎÁÞÅ ÏÎ ÎÅÓÍÅÛÁÎÎÙÊ. îÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ,
ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �i ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÉÐÁ (�i; �j) ÉÌÉ ÔÉÐÁ (�j; �i).

ðÅÒ×ÉÞÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ×ÓÅÇÄÁ ÎÅÓÍÅÛÁÎÎÙÅ, ÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ËÌÅÔËÉ {
ÂÌÏËÉ × ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÂÌÏË ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÕ × ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.

ïÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÏÊËÉ (A;�; f) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ � ⊇ T(A) É f =∈ �.
éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ 3.4 (ïÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÏÔÄÅÌÉÔÅÌÑ). ðÕÓÔØ A ÈÏÒÏÛÏ ÏÔÄÅÌÑÅÔ f ÏÔ
�.

Á) ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ A(�) ÈÏÒÏÛÏ ÏÔÄÅÌÑÅÔ f , ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ
g ∈ T(f) É ÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a� ∈ A�; � = 1; : : : ; s; bj ∈ A; j = 1; : : : ; r
ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ g(−→a ;−→b ) 6= 0.

Â) ðÕÓÔØ d { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ, ÐÒÉÞÅÍ d < c(A). ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ × f Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ deg(f) − d
ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× A É d ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ. ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A(d + 1) ÈÏÒÏÛÏ ÏÔ-
ÄÅÌÑÅÔ f . 2
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äÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÒÉÈÏÄÉÔØ Ë ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊ-
ÓÔ×ÕÀÔ, Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÔÉÐ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒ. á. ò. ëÅÍÅÒ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏ-
ÄÒÕÇÏÍÕ:

ìÅÍÍÁ 3.5. åÓÌÉ f ∈ ⋂
i

T(A(i))\T(A), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ g ∈ T(f) É ÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ

{a�}s�=1, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÂÏÒ {bj}rj=1 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ g(−→a ;−→b ) 6= 0.
Â) åÓÌÉ f ∈ T(A(d))∩⋂

i
T(A(i))\T(A) É d < c(A)− 1, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ g ∈ T(f)

ÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ {a�}s�=1, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÍÅÎÅÅ d ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ g(−→a ) 6= 0. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÈ. ïÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÌÏÖÅÎÁ
× ÁÌÇÅÂÒÕ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÄÁÀÔ ÐÉÒÓÏ×ÓËÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÅÄÉ-
ÎÉÃÙ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ ÞÁÓÔØ É ÒÁÄÉËÁÌ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÍÙ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÅ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍ Ó×ÏÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÉÂÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÔ ×ÅÓÔÉÓØ ÒÅÞØ Ï ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ôÅÐÅÒØ ÄÁÄÉÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÎÁ ÑÚÙËÅ
ÔÏÖÄÅÓÔ×. òÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ×ÎÅÛÎÉÍ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ
ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÅÄÕËÃÉÏÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÏÔÄÅÌÉÔÅÌÑ. ðÕÓÔØ � { ÎÁÂÏÒ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÈ. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ S� ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊ-
ÎÙÈ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ �, É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÍ ÉÚ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ: S�(f) = ∑

�∈S|�|(−1)�f�, ÇÄÅ S|�| { ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ �, f� ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ∈ S|�| ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ
f .

b1(A) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
× ÁÌÇÅÂÒÅ A, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ b1(A) ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
d(A) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g É ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× �i ÉÚ b(A) + 1
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ S�1S�2 · · ·S�kg ∈ T(A). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ:

b(A;�) = max
k
|∀t∃g ∈ � : S�1 · · ·S�tg 6= 0; ÇÄÅ ∀i|�i| = k

d(A;�) = min
t
|∀g ∈ � : S�1 · · ·S�tg = 0; ÇÄÅ ∀i|�i| = b(A;�) + 1:

é Ä×ÁÖÄÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ:

b(A;�; f) = max
k
|∀t∃g∈ T(f) S�1 · · ·S�tg 6∈ �+T(A); ÇÄÅ ∀i|�i| = k

d(A;�; f) = min
t
|∀g∈ T(f) S�1 · · ·S�tg ∈ �+T(A); ÇÄÅ ∀i|�i| = b(A;�; f) + 1:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ b(A;�; f) ≤ b(A;�) ≤ b1(A) ≤ b(A), d(A) ≤ c(A) É ÅÓÌÉ b(A;�) = b(A),
ÔÏ d(A;�) ≤ d(A), Á ÅÓÌÉ b(A;�; f) = b(A), ÔÏ d(A;�; f) ≤ d(A) (× ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ d ÍÏÇÕÔ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ).

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÒÅÄÕËÃÉÏÎÎÙÅ ÌÅÍÍÙ. ïÎÉ ÏÔÒÁÖÁÀÔ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÑÚÙËÏÍ ÎÏ-
ÓÉÔÅÌÅÊ É ÑÚÙËÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×. ðÅÒ×ÁÑ ÌÅÍÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÏ \Ó×ÑÚ-
ÎÏÊ" ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ b(A) ÍÏÖÎÏ ÓÏÚÄÁÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
Ó ÌÀÂÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÇÒÕÐÐ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, b(A) ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
× ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ:
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ìÅÍÍÁ 3.6. Á) ðÕÓÔØ A ∈ supp(f), b(A; f) < b(A). ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ � ÉÍÅ-
ÅÔÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ A(�) ∈ supp(f). é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ A(�) ∈ supp(f) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ
i, ÔÏ b(A; f) < b(A).

Â) ðÕÓÔØ b(A;�; f) < b(A). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ A ÈÏÒÏÛÏ ÏÔÄÅÌÑÅÔ f ÏÔ �, ÔÏ ÜÔÏ
ÖÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ A(�). 2

ðÅÒ×ÁÑ ÌÅÍÍÁ Ó×ÏÄÉÔ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ
×ÈÏÄÑÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ × ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á (ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÐÒÏËÌÁÄÏË).
÷ÔÏÒÁÑ ÌÅÍÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÏÃÅÎËÅ ÉÎÄÅËÓÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ:

ìÅÍÍÁ 3.7. Á) ðÕÓÔØ A ∈ supp(f), b(A; f) = b(A). ôÏÇÄÁ A(d) ∈ supp(f). Â)
ðÕÓÔØ b(A;�; f) = b(A). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ A ÈÏÒÏÛÏ ÏÔÄÅÌÑÅÔ f ÏÔ �, ÔÏ ÜÔÏ ÖÅ
×ÅÒÎÏ ÄÌÑ Ad(A;�;f). 2

äÁÎÎÙÅ ÌÅÍÍÙ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÁ ËÌÁÓÓ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ á.2.1). ëÁË É ÌÅÍÍÁ 3.4, ÏÎÉ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÆÏÒÍÕ-
ÌÉÒÏ×ÁÌÉÓØ ÎÅ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÏÔÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, Á ËÁË ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÏÌØ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÉÚ T(f) (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 3.5):

åÓÌÉ b(A; f) < b(A) ÉÌÉ b(A; f) = b(A); d(A;�; f) < c(A) − 1, ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÉÚ � ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ
A ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ � ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ⊕

i
A(i) ⊕ A(d(A)− 1).

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÁÌÇÅÂÒ:

ìÅÍÍÁ 3.8. Á) ìÉÂÏ T(A) = ⋂
i

T(A(i)), ÌÉÂÏ b(A) ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÐÒÏ-
ÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

Â) ⋂
i

T(A(i)) ∩ T(A(d(A))) ⊆ T(A).

éÌÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÒÏÅË:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5. Á) åÓÌÉ (A;�; f) ÅÓÔØ ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ É b(A;�; f) <
b(A), ÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ i ÔÒÏÊËÁ (A(i);� + T(A(i)); f) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÍÅ-
ÞÅÎÎÏÊ.

Â) åÓÌÉ (A;�; f) ÅÓÔØ ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ É b(A;�; f) = b(A), d(A;�; f) <
d(A), ÔÏ (Ad;� + T(Ad); f) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ. 2

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍ ÌÅÍÍ 3.6 É 3.7 ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÒÁÚÄÅÌ 3.3.1.
åÓÌÉ d(A; f) < c(A) (d(A;�; f) < c(A)), ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A(d) \ÍÅÎØÛÅ" É ÌÅÍÍÁ ÄÁÅÔ

ÓÐÕÓË. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A ÈÏÒÏÛÏ ÏÔÄÅÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ g ÏÔ �, ÇÄÅ
g ∈ T(f) { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ëÅÍÅÒÁ, Ô.Å. ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ f ×ÉÄÁ

g = S�1 · · ·S�d−1S�0h; (3)

ÇÄÅ |�i| = b(A) + 1 ÐÒÉ i > 0 É |�0| = b(A).
íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÉÄÁ (3) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ëÅÍÅÒÁ.
ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ËÁÖ-

ÄÙÊ \ÂÏÌØÛÏÊ" ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒ �i; 0 < i < d − 1 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÓÐÅÃÉÁ-
ÌÉÚÁÃÉÀ, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ c(A) − 1 ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ
ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ, ÔÏ \ÂÏÌØÛÉÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÙ ÐÏÇÌÏÝÁÀÔ ×ÅÓØ ÒÁÄÉËÁÌ". ðÏÜÔÏÍÕ
ÅÓÌÉ �0 = {x1; : : : ; xb(A)}, ÔÏ ÐÕÔÅÍ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (2) (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ )
ÄÌÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

(∑
j
nj Trj(Z)

)
g =

b(A)∑
i=1

g|xi=Zxi
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(∑
j

Trj(Z1) Trj(Z2)
)
g =

b(A)∑
i=1

g|xi=Z1xiZ2

(éÎÄÅËÓ j ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.)
ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÕÄÏÂÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÎÅÇÏ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÁÂÏÒÁ �0 ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÅÄÙ!
éÄÅÁÌ T(g) ÕÓÔÏÊÞÉ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÅÄÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚ A. îÏ ×

ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 0.1 ÁÌÇÅÂÒÁ �A = A[Tr(x)]|x∈A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ,
ÉÍÅÅÔ ÔÅ ÖÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ b É d, ÞÔÏ É ÁÌÇÅÂÒÁ A, É ÉÄÅÁÌÙ T(g) Õ ÜÔÉÈ ÁÌÇÅÂÒ
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌÇÅÂÒÁ �A ÓÌÕÖÉÔ ÈÏÒÏÛÉÍ ÏÔÄÅÌÉÔÅÌÅÍ g, Á ÚÎÁÞÉÔ,
É f , ÏÔ � É ÐÒÉ ÜÔÏÍ

(b( �A;�); d( �A;�)) < (b(A;�); d(A;�)):

úÁ×ÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×Ï-
ÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. óÕÍÍÉÒÕÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.6. ðÕÓÔØ A { ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÉÄÅÁÌÏ×
Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

Á) ôÏÇÄÁ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ I, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÊ ÎÁ ÓÌÅÄÙ (ÆÏÒÍÙ), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ

g = S�1 · · ·S�d−1S�0h; (4)

ÇÄÅ |�i| = b(A) + 1 ÐÒÉ i > 0 É |�0| = b(A).
ðÒÉ ÜÔÏÍ I ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó T -ÉÄÅÁÌÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ A[R] ÁÌÇÅÂÒÙ A ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÌÅÄÁ (ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÆÏÒÍ) É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ
ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÜÔÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.

Â) âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ �|A 6= 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ
�′ ⊆ �, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ×ÉÄÁ (4), ÇÄÅ h ∈ �. üÔÏÔ T -ÉÄÅÁÌ ÕÓÔÏÊÞÉ×
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÅÄÙ.

×) ðÕÓÔØ A′ = A=�′. ôÏÇÄÁ

(b(A′;�); d(A′;�)) < (b(A;�); d(A;�)):

2

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÉÓËÏÍÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÒÑÄÏÍ
çÉÌØÂÅÒÔÁ HT(g), ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.

îÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× Ï ÔÏÍ, ËÁË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ É ÌÏ-
ËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ÎÕÌÅ×ÏÊ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ (ÏÎÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ð.×) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ).

ðÕÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ,
�|A 6= 0. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ Â ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A. ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ
ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ,
Ñ×ÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. ðÕÓÔØ �0 ⊆ � ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ T -
ÉÄÅÁÌ, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÅÄÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × �. ïÎ ÏÞÅ-
×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ A′ = Â=�0. áÌÇÅÂÒÁ A′ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍÁ É × ÓÉÌÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ~A ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ
ÎÅÔÅÒÏ×Á ÔÉÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

áÌÇÅÂÒÁ ~A ÅÓÔØ ÐÏÄÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ó×ÏÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ× ~Ai,
ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ai ÌÉÂÏ �|Ai = 0, ÌÉÂÏ (b(Ai); d(Ai)) < (b(A); d(A)).

172



÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ T -ÉÄÅÁÌ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎ Ë ÎÏÓÉÔÅÌÀ,
×Ï ×ÔÏÒÏÍ | ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÐÏÎÉÚÉ-
ÌÉÓØ.

áÌÇÅÂÒÕ Â ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÐÕÞÏË ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ
ËÏÌØÃÁ ÓÌÅÄÏ×. ïÂÒÁÝÅÎÉÀ × ÎÏÌØ �0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ, ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ×ÅÄÅÔ Ë ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, á. ò. ëÅÍÅÒ ÓÄÅÌÁÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ. ïÎ Ñ×ÎÏ ÕËÁÚÁÌ, ËÁË \ÐÏÇÌÏÔÉÔØ" ÒÁÄÉËÁÌ É ÞÔÏ ÐÏ×Å-
ÄÅÎÉÅ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ëÁÐÅÌÌÉ. âÙÌÏ ÂÙ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ
ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÑÓÎÉÔØ ×ÌÉÑÎÉÅ ÒÁÄÉËÁÌÁ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ, Á ÎÅ
ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ. íÅÎÅÅ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ ÒÁÓÓÕ-
ÖÄÅÎÉÑ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÒÁÄÉËÁÌÁ. ïÎÉ, ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÌÕÞÛÅ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÎÁ
ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.

2. ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ (ÏÔÝÅÐÌÅÎÉÅ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ðÉÒÓÏ×-
ÓËÉÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ) ÄÅÌÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×.
÷ÐÅÒ×ÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ ÂÙÌ ÓÄÅÌÁÎ ó. ÷. ðÉÈÔÉÌØËÏ×ÙÍ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ [95], [96].

3.3.1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍ ëÅÍÅÒÁ
÷ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÌÅÍÍÙ 3.6 É 3.7. éÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÅÓÔØ ×

ÒÁÂÏÔÁÈ [53] É [52]. íÙ ÅÇÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ËÁÒÔÉÎÙ, ÞÔÏÂÙ Õ×ÉÄÅÔØ, ËÁË
Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÏÔÒÁÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×.

îÁÞÎÅÍ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 3.6. ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÐÏÚÉÃÉÀ ÍÅÖÄÕ \ÐÒÏËÌÁÄËÁÍÉ" Eij É Epq, ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÚÎÁËÏÍ ∗: Eij ∗ Epq. éÚ
\ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ" (Ô.Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ E�;�) ×ÍÅÓÔÏ ∗ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ
ÔÏÌØËÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ejp. (éÎÁÞÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ.) ðÕÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ P
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ Ei′�;j�x�Ep�;q′� , ÇÄÅ x� = Ej�;p� , ÐÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÐÁÒÙ ÉÎÄÅËÓÏ×
(j�; p�) ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
P� ÚÁÍÅÎÙ ×ÅÌÉÞÉÎ x� ÎÁ x�(�) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ É P = ∑(−1)�P�. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X = {xi} ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.

ôÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ (j�; p�) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ
ÅÄÉÎÉÃ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ ËÏ ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A. íÏÝÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁ×ÎÁ b(A) { ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ. úÁÐÉÛÅÍ ÜÔÏ × ×ÉÄÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

P =
∏

E�
i′�;j�x�;�E

�
p�;p′�d�;� =

∑

�∈Sb(a)

(−1)�
∏

E�
i′�;j�x�(�;�)E�

p�;p′�d�;�:

éÎÄÅËÓ � ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÏÍÅÒ \ËÌÅÔËÉ" { ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÉÎÄÅËÓ � {
ÎÕÍÅÒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ × ËÌÅÔËÁÈ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ � { ÎÁÂÏÒ {x�;�},
ÔÏ S�(P ) = P 6= 0, ÅÓÌÉ P 6= 0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ P ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÎÁÂÏÒÏ× ÐÏÚÉÃÉÊ ÔÉÐÁ
Es;�
i′�;j�x

(s)
�;�Es;�

p�;p′� ; ÇÄÅ s = 1; : : : ; k; x(s)
�;� = E�

j�;p� , ÔÏ S�1;:::;�k(P ) = P , ÅÓÌÉ �i ÅÓÔØ
ÎÁÂÏÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {x(i)

�;�}. ôÏÇÄÁ S�1;:::;�k(P ) 6= 0, ÅÓÌÉ P 6= 0.
ñÓÎÏ, ÞÔÏ P Ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÐÅÈÏÍ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ

P =
∑

�m
∏

E�
i′�;j�x�;�E

�
p�;p′�d

(s)d�;�;m;

ÇÄÅ �m ∈ F.
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é ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ S�1;:::;�k(P ) = P (ÉÎÄÅËÓ s ÎÕÍÅÒÕÅÔ ÎÁÂÏÒÙ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÅÍÙÈ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÈ �s).

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ. áÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ ÐÒÏÓÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ E, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉÐÁ

P =
∑

�m
∏

�;s∈{1:::;k}
Ei′�;j�x�Ep�;p′�d(s)

�;m;

ÐÒÉÞÅÍ k (ÞÉÓÌÏ ÎÁÂÏÒÏ× �s) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÏ ÌÀÂÙÍ.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ÉÎÄÅËÓÏ× (j�; p�) ÓÏÓÔÏ-

ÑÌÏ ÉÚ n2
� ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ ÄÌÑ

ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ ÂÙÌÉ ÂÙ ÚÁÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÎÙ.
óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ÐÉÒÓÏ×ÓËÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÅÄÉÎÉÃÙ �� (� 6= 0) ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÇÏ k ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ

�� =
∑

�m
∏
�
E�
i′�;j�x�;�E

�
p�;p′�d

(s)d�;m; ÇÄÅ x�;� = E�
j�;p� :

é, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÅ � ÎÁ ÐÏÌÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {� ′r;�′yr� ′′r;�′′} (× ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3.4 ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ), ÔÏ, ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÐÉÒÓÏ×ÓËÉÈ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔ, ÍÏÖÎÏ ÓÏÚÄÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÂÏÒÏ× \ÇÎÅÚÄ" ÄÌÑ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÊ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ′ ∈ T(f), ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ ÔÏ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �, ÐÒÉ-
ÞÅÍ S�1;:::;�k(f ′) = f ′ ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÎÁÂÏÒÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÍÏÖÎÏ ÓÏÚÄÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ b(A) ÐÏÚÉÃÉÊ, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÁÌØÔÅÒÎÁÃÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏ×Ï W �(−→x ) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

W �(−→x ) = E�
11x11E�

11x2E�
21 : : : E�

n;n−1xn2−1E�
nnxn2E�

nn;

ÇÄÅ E�
ij { ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÐÉÒÓÏ×ÓËÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ �

É ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÁÒÙ ÉÎÄÅËÓÏ× (i�; j�) (× ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å n2
� ÛÔÕË) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÐÏ

ÒÁÚÕ. åÓÌÉ ×ÓÅ xi ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÙ × ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ W �(−→x ) 6= 0 ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ xi, ÓÔÏÑÝÅÅ ÍÅÖÄÕ E�

ij É E�
pq, ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÏ ×

E�
jp.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ f { ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × ÎÕÌØ
ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÌÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {yi}. óÉÓÔÅÍÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÉÄÁ

yi→B1yi; yi→yiB2; yi→B1yiB2;

ÇÄÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Bj ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ
k∏
s=1

W �
s ds;

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ k, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ ÓÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ
{yi}, ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓ � ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ×ÚÑ-
ÔÙÈ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. éÎÄÅËÓ s Ó×ÑÚÁÎ Ó ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ.

ðÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó S, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ x(s)

i × ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÅ yi ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÄÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ. îÁÂÏÒÁÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,
Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó S, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÙ �s = {x(s)

� }. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ b(A)
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÌÅÍÍÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÅÍÍÁ
3.6:
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ìÅÍÍÁ 3.9. ðÕÓÔØ f { ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÌÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {yi}. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ′ ∈ T(f),
ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ f ÓÉÓÔÅÍÏÊ S ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÏÄÈÏÄÑ-
ÝÅÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �s.

ôÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ′ ÓÏÄÅÒÖÉÔ f(−→y )
É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f ′|A 6= 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, S�1;:::;�k(f ′) = f ′ ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁ-
ÃÉÑÈ É S�1;:::;�k(f ′)|A 6= 0. 2

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 3.7 ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:

1) ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÅÓÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ôÏÇÄÁ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
(ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÉÈ ÐÏ ÐÉÒÓÏ×ÓËÉÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÅÄÉÎÉÃÙ) × ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÉ-
ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ f Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ
ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ �ix�j.

2) ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅÔ. ôÏÇÄÁ ÐÉÒÓÏ×ÓËÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÏÄÎÁ
É ×ÓÅ ÏÂËÌÁÄËÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.

îÁÞÎÅÍ Ó ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÌÅÍÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.7:

ìÅÍÍÁ 3.10. Á) ðÕÓÔØ f ∈ T(A[c(A)−1]). ôÏÇÄÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÍÅ-
ÓÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × f ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.

Â) ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÍÅÎÙ ÌÀÂÏÊ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉ-
ÚÁÃÉÉ ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ. 2

ðÕÓÔØ f ∈ T(A[c(A)− 1]) É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ,
ÔÏ ∀if ∈ T(A(i)) É f =∈ T(A). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ d(a) < c(A), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË
ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ, Á ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ
ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ c(a) − 1. ôÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ Ó ÌÅÍÍÏÊ
3.4, ÌÅÍÍÁ 3.7 ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ S, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÎÁÚÙ-
×ÁÅÔÓÑ ÕÄÏÂÎÏÊ, ÅÓÌÉ

• ðÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ {yi} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ×ÓÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÏÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÎÕÔÒØ yi, ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÍÅÛÁÎÎÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ.

• ðÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ {yi} ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÕÄÏÂÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ
ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ × ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ′ = fh ×ÎÕÔÒØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {y′i},
×ÈÏÄÑÝÉÈ × h, ÐÒÉÞÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × f É × h, ÎÅ ÐÅÒÅ-
ÓÅËÁÀÔÓÑ, Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ h ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÈ ÒÁ×ÎÏ ÅÄÉÎÉÃÅ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÅÍÍÁ 3.7:

ìÅÍÍÁ 3.11. ðÕÓÔØ f { ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ
ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÌÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {yi}. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ′ ∈
T(f), f ′|A 6= 0, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ f ÕÄÏÂÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ S ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, �s { ÓÉ-
ÓÔÅÍÁ ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó S.

ðÕÓÔØ k > c(A). ðÏÐÏÌÎÉÍ ÎÁÂÏÒÙ �s ÐÒÉ s = 1; : : : ; c(A) − 1 ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ×ÈÏÄÑÝÅÊ × f , Ó×ÏÅÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÄÏ ÎÁÂÏÒÏ×
�′s.

ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ′ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ f(−→y ), É ÐÏÜÔÏÍÕ f ′|A 6=
0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, S�′1;:::;�′c(A)−1;�c(A);:::;�k(f ′) = f ′ ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÈ É
S�′1;:::;�′c(A)−1;�c(A);:::;�k(f ′)|A 6= 0.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁ-
ÎÏ×ËÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ �s, �′s
ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÍ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ
ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ É ÏÔÄÅÌØÎÏ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.

óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÉÄÏ×:

• ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, Ä×ÉÇÁÀÝÉÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.
óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÁË ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ ×ÙÛÅ, ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.

• ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ, ÎÏ Ä×É-
ÇÁÀÝÉÅ ÎÅÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.
ðÒÉ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ \ÚÁÓÁÓÙ×ÁÎÉÅ" ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÒÁÄÉËÁÌ.
éÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ T(f), ÉÓÐÏÌØ-
ÚÕÀÝÉÈ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÅÍ d(A) ÞÉÓÌÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ. ÷ ÓÉÌÕ Ð.Á)
ÌÅÍÍÙ 3.10 ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

• ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÅ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× �s.

óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÉÒ-
ÓÏ×ÓËÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÏÄÎÁ, ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÞÁÓÔØ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ n É b(A) = n2, ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅÔ, ×ÓÅ ÏÂËÌÁÄËÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. ðÏÜÔÏÍÕ
ÐÏÌÉÎÏÍ f ÍÏÖÎÏ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ 1 É ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ k > c(A)−1
ÎÁÂÏÒÏ× �s ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x�, ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ × ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ Eij. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÕÄÏÂÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÉÄÏ×:

• ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, Ä×ÉÇÁÀÝÉÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.
ïÎÉ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ×ÍÅÓÔÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × f ÐÏÌÕ-
ÐÒÏÓÔÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÉÚ h É ÐÏÔÏÍÕ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÏÌØ (× ÓÉÌÕ Ð.Â) ÌÅÍÍÙ
3.10).

• ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÅ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× �s.

2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ä×Á ÓÌÕÞÁÑ | ËÏÇÄÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÅÓÔØ É ËÏÇÄÁ ÉÈ ÎÅÔ,
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ. ó ÜÔÉÍ Ñ×ÌÅÎÉÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ
ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÒÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÈ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (× ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ) ×ÐÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÉ ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÙ × ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. á. ò. ëÅÍÅÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÔÁËÖÅ ×ÅÌÉÞÉÎÕ a(A) { ÓÕÍÍÕ ÒÁÚÍÅÒÏ×
ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÌÅÔÏË, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ, É ×ÅÌÉÞÉÎÕ a1(A), ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÕÀ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË É b1(A), Ó ÔÏÊ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÎÉÃÅÊ, ÞÔÏ × ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÅ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ �i ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ìÅÍÍÁ × ÒÁÂÏÔÅ [52], ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÌÅÍÍÅ 3.6, ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ÎÅÓ×ÏÄÉ-
ÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÅÌÉÞÉÎÁ a1(A) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ìÁÔÙÛÅ×Á. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ.
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ðÕÓÔØ x = ∑
k �kEkk, m ∈ N. ôÏÇÄÁ xm = ∑

k �mk Ekk. é ÅÓÌÉ

W = f0E11E11f1E22E22f2 : : : fa−1EaaEaafa

ÔÏ
∑

�∈Sa
(−1)�f0E11x�(m1)E11f1E22x�(m2)E22f2 : : : fa−1Eaax�(ma)Eaafa = det(�mji )W:

ëÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ {�i} ∈ F ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det(�mji ) ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÌÓÑ × ÎÏÌØ. óÏ ×ÔÏÒÙÍ ÓÏÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅÍ ÍÙ ÕÖÅ ÉÍÅÌÉ ÄÅÌÏ. ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅ E(�)

ij
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÓÌÏ×Á

U� = E(�)
ij f0E11 ∗ E11f1E22 ∗ E22f2 : : : fn�−1En�;n� ∗ En�;n�fn� :

÷ ÍÅÓÔÁ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ ∗ ÍÏÖÎÏ ×ÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x É ÁÌØÔÅÒ-
ÎÉÒÏ×ÁÔØ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 3.6.

3.4. íÅÔÏÄ á. ò. ëÅÍÅÒÁ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-
ÓÔÉËÉ

üÔÏÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÐÅÒÅÎÏÓÕ ÔÅÈÎÉËÉ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ
× ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ, Á ÔÁËÖÅ ×ÏÐÒÏÓÁÍ,
Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó ÒÅÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ.

3.4.1. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ × ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉËÉ

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ. ÷
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ: \ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ" ⇒
\ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ" (× ÌÀÂÏÍ ÐÏÎÉÍÁÎÉÉ) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ
ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÝÅ, ÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ. üÔÉÍ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ É ÚÁÊÍÅÍÓÑ. äÅÌÏ ×
ÔÏÍ, ÞÔÏ ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ ×ÈÏÄÉÌÉ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. é ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÏ, × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÞÁÓÔÉ \ÓÌÅÄÏ×" ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ.
éÎÏÅ ÄÅÌÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ p. åÓÌÉ a É b ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÔÏ (a + b)pk = apk + bpk .
åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ a { ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ, b { ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ M , Á pk ÂÏÌØÛÅ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÔÏ bpk = 0 É ÏÐÅÒÁÔÏÒ Mpk ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ. ôÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ
ÐÒÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÉ × ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍ.
óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÜÔÏ × ×ÉÄÅ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 3.12. ðÕÓÔØ R { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p = ch(R),
c = c(R) { ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ËÏÌØÃÁ R, q = pk ≥ c. ôÏÇÄÁ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : x → xq ÅÓÔØ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ R. '(R) ÅÓÔØ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á
ÅÓÌÉ R ÎÅÔÅÒÏ×Ï, ÔÏ R ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ÎÅÔÅÒÏ× '(R)-ÍÏÄÕÌØ. 2

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å R ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍ. é × ÓÉÌÕ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ
ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÎÁÛÅÊ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ×ÅÌÉ-
ÞÉÎÙ b É d ÄÌÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×. îÁÚÏ×ÅÍ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {a1; : : : ; an}
ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i × ÎÅÍ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ Ai. åÓÌÉ
ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅÔ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ó×ÏÉÈ
ÆÁËÔÏÒÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. üËÓÔÒÅÍÁÌØ-
ÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓËÁÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ, Ô.Å. ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó
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ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÐÉÒÓÏ×ÓËÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÄ-
ÎÏÔÉÐÎÙ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, b = b(A).

ðÕÓÔØ � | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ, ×ÓÅ
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ.
ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÉÚ � ÔÁËÏ×Ù É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ � Ó ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ×ÓÅÍÉ
Ai, ÎÕÌÅ×ÏÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ T -ÉÄÅÁÌ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ,
× ÁÌÇÅÂÒÅ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ É ÄÅÌÏ ÚÁ ÓÐÕÓËÏÍ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ b = b(A).

ôÅÐÅÒØ ×ÏÚØÍÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ d, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A(d) ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÎÁÂÏÒ
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÞÔÏ É ÁÌÇÅÂÒÁ A. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ ÚÁÐÉÓÑÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
×ÉÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ:

g = S�1 · · ·S�d−1S�0
1
: : : S�0

c(A)
h;

ÇÄÅ |�i| = b+ 1 ÐÒÉ i > 0 É |�0
j | = b ÐÒÉ j = 1; : : : ; c(A).

üÔÉ ÓÌÅÄÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, É ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÓÌÅÄ
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ×ÎÅÛÎÉÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ A(d), Á ÚÎÁÞÉÔ, É × A, ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ
ÓÌÅÄ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �0

j , ÒÁ×ÅÎ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÍÕ
ÓÌÅÄÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �0

i . ó ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÇÒÕÐÐ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ Ó×ÏÂÏÄÎÁ ÏÔ
×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÁÄÉËÁÌÁ.

éÔÁË, ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÓÌÅÄ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÁÐÉÓÉ. îÏ ÔÏÇÄÁ
ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ q-Å ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÌÅÄÏ× (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÚÁÐÉÓÉ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ×), ÇÄÅ q = pk > c(A). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×Á ÍÏÄÕÌÑ
ÎÁÄ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ.

åÝÅ ÏÄÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅÓÑ Ë Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÆÏÒÍ:

ìÅÍÍÁ 3.13. ðÕÓÔØ B { ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ q-ÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÁ-
ÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n. ôÏÇÄÁ Var(B) = Var(Mn). æÏÒÍÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ q-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÁ-
ÔÒÉÃÙ C, ÒÁ×ÎÁ q-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÙ ÄÌÑ C. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ðÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÎÅ c(A) ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ b(A) ÁÎÔÉ-
ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ. âÙÌÏ ÂÙ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ.

2. íÏÖÎÏ ÐÏÊÔÉ ÄÒÕÇÉÍ ÐÕÔÅÍ | ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÌÉÎÏÍ

g = S�1 · · ·S�rS�0 : : : S�′0h

Ó ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÉ b É r. úÄÅÓØ |�i| = b+ 1 ÐÒÉ i > 0 É |�0| = |�′0| = b.
ôÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ úÕÂÒÉÌÉÎÁ, ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ ÂÕÄÕÔ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÔØ,

Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÅÓÌÉ q = pk > c(A), ÔÏ ÉÈ q-Å ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ
ÞÁÓÔÉ É ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó q-ÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ×ÎÅÛÎÉÈ ÓÌÅÄÏ×. íÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ É ÎÅ
ÞÅÒÅÚ ÔÅÏÒÅÍÕ úÕÂÒÉÌÉÎÁ: ÓÏÚÄÁÔØ ÍÎÏÇÏ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÏ× Ó S�(k)

0
É ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

ÐÒÉ ÓÏÚÄÁÎÉÉ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÌÅÄÏ× ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ,
Á ÉÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ c(A). ðÏÜÔÏÍÕ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ ÎÁÞÎÕÔ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÔØ.

3. ðÕÓÔØ q = pk > c(A), ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ xq ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÌÅÖÁÔØ × ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ
ÞÁÓÔÉ Â. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÏÐÅÒÁÔÏÒ E11 + tE12; t ∈ R(A). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔ
x ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ × ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �M, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×
(ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.5.1), ÔÏ ÒÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÐÏÎÉÍÁÅÍÙÅ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ
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∑VA(n)tn, ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ M É �M ÓÏ×ÐÁ-
ÄÕÔ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.5.1, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.35). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÌØÃÏ S, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ
× ÒÁÚÄÅÌÅ 5.3.1, ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ �M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÏ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ S-ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ É ÔÅÈÎÉËÁ
ÇÌÁ×Ù 5 ÄÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÑ ×
ÔÁËÏÍ ÉÈ ÐÏÎÉÍÁÎÉÉ.

îÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ,
ÔÉÐÁ (n1; : : : ; ns). üÔÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ ÍÏÎÏÍÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÒÏ×ÎÏ ni ×ÈÏ-
ÖÄÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ai (ÄÌÑ ×ÓÅÈ i). ðÕÓÔØ VM(n1; : : : ; ns) { ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÏÎÏÍÏ×, Á �VM(n1; : : : ; ns) { ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÆÁËÔÏÒÁ ÐÅÒÅÓÅ-
ÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÏÎÏÍÁÍÉ, Ó ÎÅ
ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ É ÓÏ ÓÔÒÏÇÏ Í�ÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ
×ÈÏÖÄÅÎÉÊ × ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ. ðÏÌÏÖÉÍ

HM;s(t1; : : : ; ts) =
∑

n1;:::;ns
VM(n1; : : : ; ns)tn1

1 : : : tnss

É
�HM;s(t1; : : : ; ts) =

∑
n1;:::;ns

�VM(n1; : : : ; ns)tn1
1 : : : tnss :

òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ
Ë ÁÌÇÅÂÒÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÓÔÁÒÛÉÍ (ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ), ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×
(ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.5.1, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.14). ëÏÎÅÞÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ ÂÕÄÅÔ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÒÁÄÉËÁÌØ-
ÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, Á ÅÓÌÉ ×ÄÏÌØ ÐÕÔÉ ÅÓÔØ ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ | ÔÏ ËÌÅÔËÕ
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ (ÐÅÒÅÂÒÏÓÉ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ×
ÂÏÌØÛÕÀ ËÒÁÔÎÏÓÔØ, ÍÏÖÎÏ ÓÜËÏÎÏÍÉÔØ ÎÁ ÓÏÓÔÁ×Å).

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ É ÓÌÏÖÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

3.4.2. ï ÒÅÄÕËÃÉÑÈ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ
ãÅÌØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ | ÉÚÕÞÉÔØ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚØ Ó×ÏÊÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÙ É ÅÅ ÒÅÄÕË-

ÃÉÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ p ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ ÒÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÅÅ ÒÅÄÕËÃÉÉ, Á ÔÁËÖÅ ÎÏÒÍÁÌØ-
ÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÓÌÏ×, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ ÎÉ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ, ÎÉ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ÷ÉÔÔÁ W1. üÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ
ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. åÅ ÒÏÓÔ | ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ (ÂÏÌØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ, ÍÅÎØÛÅ ÌÀ-
ÂÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ). áÌÇÅÂÒÁ L[W1], ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ,
ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p ÁÌÇÅÂÒÁ Zp ⊗ W1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ SPI, ÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÒÏÓÔ, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁ ÌÅ×ÙÈ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ L[Zp ⊗ W1] ÅÓÔØ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ
W1 ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÎÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ
(ÔÁË ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÎÏ×ÙÅ ÓÅÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ).

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ:

ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÕÀ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ D ÎÁÄ Z Ó ÔÒÁÎÓ-
ÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ ÒÑÄÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÏ× ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÓÌÏ× ÓÌÏ× ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: {baxcayd|x2−2y2 6= 1}. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
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ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ÁÌÇÅÂÒÁ Zp⊗D ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ D ÂÕÄÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ x 6∈ D ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
p · x ∈ D.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÒÅÄÕË-
ÃÉÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ,
ÒÅÄÕËÃÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p É ÏÂÝÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ
ÐÏÌÉÎÏÍÏ× Zp[−→x ] { ÎÅ ÏÄÎÏ É ÔÏÖÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÉ×ÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (ÌÉÂÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ) ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÔ. (ðÒÉ ÍÁÌÏÍ
p ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ z ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ Mn, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ z=p ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÁÌÇÅ-
ÂÒÅ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ Z, Á ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÅÖÁÔ × Z[x].)

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ.

ìÅÍÍÁ 3.14. òÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Q⊗M É Zp⊗M ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ R-ÍÏÄÕÌÑ M ÎÅÔ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÁ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.7. Á) ðÕÓÔØ M { ÎÅÔÅÒÏ× R-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÂÏÌØÛÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ p × ÍÏÄÕÌÅ M ÎÅÔ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ.

Â) ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï HM⊗Q = HM⊗Zp.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð.Á) É ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ. äÏËÁÖÅÍ Ð.Á). ðÕÓÔØ
{pi} { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
M ÉÍÅÅÔ pi-ËÒÕÞÅÎÉÅ, Mi { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÏÄÕÌØ ËÒÕÞÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ
Mi ∩Mj = 0 ÐÒÉ i 6= j É ⊕

i<k
Mi { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ,

ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ M . 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÔÒÏÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÞÅÒÅÚ ÌÅÍÍÕ Ï ÚÍÅÅ: ÅÓÌÉ
ÐÏÄÍÏÄÕÌØ É ÆÁËÔÏÒ-ÍÏÄÕÌØ ÎÅ ÉÍÅÀÔ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÓÁÍ ÍÏÄÕÌØ ÔÏÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ
p-ËÒÕÞÅÎÉÑ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.3. ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. ôÏÇÄÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ A⊗Q É A⊗Zp ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

2

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ × ÒÅ-
ÄÕËÃÉÑÈ:

ìÅÍÍÁ 3.15 (ïÂ ÉÚ×ÌÅËÁÅÍÏÓÔÉ ÄÒÏÂÅÊ). ðÕÓÔØ N | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M , 0 →
N → M . ôÏÇÄÁ N ⊗ Zp ×ÌÏÖÅÎÏ × M ⊗ Zp ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÅÓÌÉ N 3 y = pz; z ∈ M , ÔÏ y = pt ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ
t ∈ N . 2

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ N ÐÒÉ ÒÅÄÕË-
ÃÉÉ ÍÏÄÕÌÑ M , É ÒÅÄÕËÃÉÑ ÐÏ p ÓÁÍÏÇÏ N ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
p-ËÒÕÞÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒ-ÍÏÄÕÌÑ M=N ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ.

éÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.4. ðÕÓÔØ A { ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÓÌÅÄÁ. ôÏ-
ÇÄÁ p-ËÒÕÞÅÎÉÅ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ É HA⊗Q = HA⊗Zp.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÌÇÅÂÒÁ A ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØ-
ÃÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÁÍÉ. 2
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îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3.6. ðÕÓÔØ A { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Z-ÁÌ-
ÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p ÁÌÇÅÂÒÁ A ⊗ Zp ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÍÁ-
ÔÒÉÃÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ (ÐÏ p) ÒÁÚÍÅÒÁ, É A ÎÅ ÉÍÅÅÔ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.7. ðÕÓÔØ A ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ôÏÇÄÁ
HA⊗Zp = HA⊗Q ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p É ÁÌÇÅÂÒÙ A⊗Zp É A⊗Q ÉÍÅÀÔ
ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÏ×, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÓÌÏ× ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-
ÓÔÉ, Õ ÎÉÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ.

÷Ù×ÏÄ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.7 ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.6. ðÕÓÔØ A ÎÅ ÉÍÅÅÔ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ × ÁÄÄÉ-
ÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ. ôÏÇÄÁ ÒÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Õ ÁÌÇÅÂÒÙ A ⊗ Q É ÅÅ \ÒÅÄÕËÃÉÉ" A ⊗ Zp
ÒÁ×ÎÙ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. ðÏËÁÖÅÍ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏ×, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÓÌÏ×, Õ ÁÌÇÅÂÒ A ⊗ Zp
É A⊗Q. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ × ÜÔÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ
ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÎÁÂÏÒÙ ÓÌÏ×. ðÕÓÔØ ÓÌÏ×Á vi ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ Z, Ô.Å. ∑�ivi = 0,
�i ∈ Z. ÷ ÓÉÌÕ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p ÎÅ ÄÅÌÉÔ ×ÓÅ �i. îÏ
ÔÏÇÄÁ vi ÂÕÄÕÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ É × ÁÌÇÅÂÒÅ A⊗ Zp.

ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ | Ô.Å., ÞÔÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÏ×Á × A⊗Zp ÂÕÄÕÔ
ÚÁ×ÉÓÉÍÙ × A ⊗ Q. îÏ × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÁÌÇÅÂÒ A ⊗ Zp É A ⊗ Q
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ r × ÜÔÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ,
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ B × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ r × ÁÌÇÅÂÒÅ
A ⊗ Q. äÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ Ë B ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á v ÄÌÉÎÙ r ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏ
ÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ A ⊗ Q, Á, ÚÎÁÞÉÔ, É × ÁÌÇÅÂÒÅ A ⊗ Zp. ÷ ÓÉÌÕ
ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ B ÂÕÄÅÔ ÂÁÚÉÓÏÍ É × ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.8. ðÕÓÔØ A { ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÒÑÄËÁ m É ×ÓÅ ÅÅ ÒÅ-
ÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ A⊗ Zp ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ôÏÇÄÁ
ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p ÒÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÁÌÇÅÂÒ A É A⊗ Zp ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ m. íÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ:

0 −→ pi · A −→ A −→ Api −→ 0
↓ ↓ ↓

0 −→ pi · A(n) −→ A(n) −→ A(n)
pi −→ 0

åÓÌÉ m ÂÏÌØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ×ÓÅÈ ÒÅÄÕËÃÉÊ, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 0.3 ×ÅÒ-
ÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ p-
ËÒÕÞÅÎÉÑ Ó×ÅÌÏÓØ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A(m). îÏ ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ (ÐÏ ÌÅÍÍÅ
0.3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÓÌÅ-
ÄÁÍÉ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 3.4. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ É
ÎÁ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.8 ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏ-
ÌÅÃ. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ) ÒÅÄÕËÃÉÊ ÐÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÂÏÌØÛÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ É ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ | ÏÔÝÅÐÉÍÏÓÔØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ
ÞÁÓÔÉ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ôÏÇÄÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÍ ÎÁÄ Zp,
Á ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÕÄÏÂÅÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÉ × pk-À ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ k ÒÁ-
ÄÉËÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÓÌÅÄÏ× ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ. é pk-Å ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÌÅÄÏ× É ÆÏÒÍ
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(ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ëÁÐÅÌÌÉ) ÓÏ×ÐÁÄÕÔ Ó pk-ÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ×ÎÅÛÎÉÈ
ÓÌÅÄÏ× É ÆÏÒÍ (ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ) (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ × ËÏÎÃÅ
ÒÁÚÄÅÌÁ 4.6.2).

÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ÈÏÞÅÔÓÑ ÐÒÏÑÓÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
÷ÏÐÒÏÓ. ðÕÓÔØ B { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ Ë.Ð. Z-ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
HB⊗Q = HB⊗Zp?

ðÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÏÔ×ÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÔ×ÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ,
ÅÓÌÉ Var(B) ËÕÒÏÛÅ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ
p ÁÌÇÅÂÒÁ B ÎÅ ÉÍÅÅÔ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ. üÔÏ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ,
ÞÔÏ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.8.

úÁ×ÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3.6. îÁÞÎÅÍ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÔÓÕÔ-
ÓÔ×ÉÑ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p Õ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ Z-ÁÌÇÅÂÒÙ A. íÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÁ
6.1.3. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ I, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ p ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÂÏÌØÛÉÈ HI⊗Q = HI⊗Zp É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ pI = I ∩ pA. éÂÏ ÔÏÇÄÁ HA = HI + HA=I .
ôÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ëÅÍÅÒÁ. åÓÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÍÅÀÔÓÑ T -ÉÄÅÁÌÙ
Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ, ÔÏ ÄÅÌÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÓÐÕÓË. éÎÁÞÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
� É T -ÉÄÅÁÌ I, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ

S�1 · · ·S�c(A)−1S�0h;

ÇÄÅ |�i| = b(A) + 1 ÐÒÉ i > 0 É |�0| = b(A).
üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ I ÕÓÔÏÊÞÉ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÅÄÙ, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉ-

ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ, ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍ É ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÅÔÅÒÏ× ÍÏÄÕÌØ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÚÑÔÉÑ ÓÌÅÄÁ
(ÆÏÒÍÙ). é, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ T -ÉÄÅÁÌÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A[R], ËÏ-
ÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ. ðÕÓÔØ gi | ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ I ËÁË R-ÍÏÄÕÌÑ É
p > max(deg(gi)). ôÏÇÄÁ Jp { ÒÅÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p T -ÉÄÅÁÌÁ J , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×ÏÍ {gi}, { ÔÁËÖÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÒÅÄÕËÃÉÑÍÉ gi. á ÔÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔ× (2)
ÏÎÁ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÓÌÅÄÏ×, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ
p ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó R⊗Zp. é, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Jp ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó T -ÉÄÅÁÌÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A[R]⊗Zp,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× gi. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.7 ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÂÏÌØÛÉÈ p ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÁ A[R]=J , Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ É A=J , ÎÅ ÉÍÅÀÔ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ ×
ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, É ÓÁÍ J ÎÅ ÂÕÄÅÔ
ÉÍÅÔØ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ É HJ⊗Q = HJ⊗Zp , Á × ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3.3 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÑ Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë
ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÅ A=J É ÄÅÌÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÓÐÕÓË.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. èÏÔÑ
ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÚÄÅÌÁ 6.2, ÍÙ ÜÔÏ ÚÄÅÓØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÒÎÏ. íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ p × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ Ë.Ð. Z-ÁÌÇÅÂÒÅ
A ÎÅÔ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ. áÌÇÅÂÒÁ Q ⊗ A ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÅ
ÆÁËÔÏÒ A′ = A=N ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÒÕÞÅÎÉÑ N (ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ T -ÉÄÅÁÌÏÍ × ÓÉÌÕ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.5). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÕ (A; ~A), ÇÄÅ ~A = A′[R] { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ
ÔÉÐÁ, Á R { ËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÁÍÉ. ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ A′ ÉÍÅÅÔÓÑ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ
T -ÉÄÅÁÌ I = I[R], ËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ × A[R].

ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p (× ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.7) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï pI = I ∩ p ~A É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï pI = I ∩ pA. ðÏÜÔÏÍÕ I ⊗ Zp
×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ~A=p ~A É × A=pA. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ �1 : A→ ~A⊗Zp,
ÐÒÉÞÅÍ ker(�1) ∩ I = pI. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ker �1 ⊃ pA.

182



ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Q-ÁÌÇÅÂÒ ÓÔÁÂÉ-
ÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ×ÅÓÔÉ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ É ÓÞÉÔÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÆÁËÔÏÒÏ× ÐÏ T -ÉÄÅÁÌÁÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ �′2 ÆÁËÔÏÒÁ A=I × ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ B É ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ �2 : A→ B, ÑÄÒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ker(�2) ÅÓÔØ I + pA.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ �1 ⊕ �2 : A → ~A ⊗ Zp ⊕ B. ôÏÇÄÁ ker(�1 ⊕ �2) =
ker(�1) ∩ ker(�2) = ker(�1) ∩ (I + pA) = pA + ker(�1) ∩ I (ÉÂÏ ker(�1) ⊃ pA) =
pA + pI = pA. éÔÁË, ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ Zp ⊗ A. ïÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ (ÐÏ p) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ B
(Ô.Å. ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ) (ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ) É ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ-
ÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ Zp ⊗ ~A. 2

éÔÁË, ÐÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÇÌÁÓÕ-
ÀÔÓÑ.

é × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÉÚÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ. ÷ÏÚØÍÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÕÀ ÁÓÓÏ-
ÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ Z-ÁÌÇÅÂÒÕ B É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÕ B̂ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÐÒÏÓÕÍ-
ÍÉÒÏ×Á× ÂÁÚÉÓ B Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ | Ó×ÏÉÍ
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ B̂ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ B̂, ÐÒÉÞÅÍ, × ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ á. ò. ëÅÍÅÒÁ Ï ÐÏÒÏ-
ÖÄÁÅÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÌÀ-
ÂÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ
ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅ-
ÂÒÕ B1

p = Zp⊗B̂ É ÁÌÇÅÂÒÕ B2
p , ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ×ÙÂÏÒÁ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

× ÁÌÇÅÂÒÅ Zp ⊗ B. üÔÏ ÎÅ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÒÏÂØ x=p ÍÏÖÅÔ ÉÚ×ÌÅËÁÔØÓÑ
× ÁÌÇÅÂÒÅ B ⊗Z[−→x ], ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ B É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, É ÎÅ ÉÚ×ÌÅËÁÔØÓÑ × ÁÌÇÅ-
ÂÒÅ B1

p . ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p × ÁÌÇÅÂÒÅ B ÎÅÔ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ É ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ
HB1p ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó HB̂. ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ HB1p ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× HB2p . óÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ p ÍÏÖÎÏ
×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 3.16. ðÕÓÔØ R { ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, S { ÅÇÏ ÎÅÔÅÒÏ×Ï
ÐÏÄËÏÌØÃÏ, M { ÎÅÔÅÒÏ× R { ÍÏÄÕÌØ, N ⊆ M { ÅÇÏ S-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p ÏÂÒÁÚ S × Zp ⊗ R ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Zp ⊗ S, Á ÏÂÒÁÚ N × Zp ⊗M
ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Zp ⊗N .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÔÅÐÅÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ × N É S ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ
ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ×M ÉR, Á ÔÁËÖÅ
ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÌÏ× ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÉÚ N É S.
ïÃÅÎËÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. á × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÐÒÉ ÏÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ ×Ù×ÏÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
ÒÁÚ. 2

ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÒÅÄÕËÃÉÊ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÙ, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÁÌÇÅÂÒÙ
B1
p ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p É ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ

ÂÕÄÅÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó ÒÅÄÕËÃÉÅÊ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ B̂.
(á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÒÁÃÉ-
ÏÎÁÌØÎÏÓÔØÀ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ. úÄÅÓØ ÚÁÐÒÑÔÁÎÁ ÎÁÛÁ ÔÅÈÎÉËÁ.) ôÅÐÅÒØ ÐÏÇÒÕÚÉÍ
ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ B̂ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 3.16. íÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.9. ðÕÓÔØ B { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ p ÒÅÄÕËÃÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ B̂ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ B É ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÄ Zp ⊗B ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. 2
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üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ: ÉÚ×ÌÅËÁÅÍÏÓÔØ ÄÒÏÂÅÊ × ÁÌÇÅÂÒÅ B̂ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÚ×ÌÅËÁÅÍÏÓÔÉ
× ÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ × B.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ I ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÉÊ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ
ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× (b; c). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ
ÒÅÄÕËÃÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ Z-ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍÕ
ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÏÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÒÅÄÕËÃÉÑÍÉ.
ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ðÒÏÞÅÚÉ Ï ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p
ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÂÝÉÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ, É ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ Zp. ðÒÉ
p, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃ É Ó ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ,
ÇÉÐÏÔÅÚÁ ðÒÏÞÅÚÉ ×ÅÒÎÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÍÅÀÔÓÑ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ. ëÏÇÄÁ ÓÐÒÁ-
×ÅÄÌÉ×Á ÇÉÐÏÔÅÚÁ ðÒÏÞÅÚÉ? èÏÒÏÛÏ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÃÅÎËÉ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ

÷ÏÐÒÏÓ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ p ÇÉÐÏÔÅÚÁ ðÒÏÞÅÚÉ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÍÁ-
ÔÒÉÃ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÞÉÓÌÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ?

á. ò. ëÅÍÅÒ [148] ÐÏÓÔÒÏÉÌ ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ
ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ n-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍÉ. üÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÎÅ ÚÁ-
×ÉÓÉÔ ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-
ÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÇÉÐÏÔÅÚÕ ðÒÏÞÅÚÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (Ó ÕÎÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÅÄÁ)
ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ Mn(Tr). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÍ ÖÅ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈Mp ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ

• �(x) 6= 0, ÇÄÅ � : Mp(Z) → Mp(Zp { ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ Mp(Tr). üÔÏ
ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈Mp(Z) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï py 6= x.

• äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ y ∈Mp(Z)(Tr) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï py = x.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÉÐÏÔÅÚÁ ðÒÏÞÅÚÉ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÒÏ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ. îÁÌÉÞÉÅ ÔÁ-

ËÏÇÏ ÒÏÄÁ \ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ p × ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ p" ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÏÄÁ
T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÁÎÁÌÏÇÏ× × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ,
×ËÌÀÞÁÑ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ×ÙÍ [108]. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÂÙÌÉ ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÙ ÍÅÔÏÄÏÍ 2-ÓÌÏ×, Ô.Å. ËÁË ÓÕÍÍÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÚÁÐÁÓÏÍ ÎÅÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×, Ô.Å. ÆÁËÔÏÒÁÍÉ
Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÏ ÓÌÏ×ÁÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ Ä×Á ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ðÒÏÞÅÚÉ.
òÅÄÕËÃÉÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÒÅÉÍÕ-
ÝÅÓÔ×ÁÍÉ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÑÔØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÞÁÓÔÉ, ×ÏÚ×ÏÄÑ × ÓÔÅÐÅÎØ, Á
×Ï-×ÔÏÒÙÈ | ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Ù ÐÒÏÂÌÅÍÙ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÌÅÇÞÅ ÒÅ-
ÛÁÀÔÓÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ×
çÉÌØÂÅÒÔÁ. íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ×ÏÐÒÏÓÙ ÏÂ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ËÒÕÞÅÎÉÑ É Ô.Ð. Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÐÒÉ ÒÅÄÕËÃÉÑÈ ÐÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ-
ÛÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÅÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ-
ÓÔØÀ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØÀ ÉÚ-ÚÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË. üÔÏ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ
ÍÏÄÕÌØÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

é, ÎÁËÏÎÅÃ, ×ÏÐÒÏÓ é. ÷. ìØ×Ï×Á [33]:
÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ PI-ËÏÌØÃÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ PI-ËÏÌØÃÁ

ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ?
ëÒÕÞÅÎÉÀ × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÌØÃÁÈ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÔÁËÖÅ ÒÁÚÄÅÌ 6.1.3.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÓÏÂÏÇÏ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÀÔ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙÅ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.
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3.5. âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ É T -
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÓ-
ÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÕÐÅÒÍ-
ÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ T2-ÉÄÅÁÌÏ× É T2-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ××ÅÄÅÎÙ ×
ÒÁÚÄÅÌÅ 0.2.4). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÕÐÅÒ-ÓÌÕÞÁÑ
ÍÁÌÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. ÷ÍÅÓÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎ b1(A), b1(A;�), d(A), d(A;�)
××ÏÄÑÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ b1i(A), b1i(A;�), di(A), di(A;�), ÉÎÄÅËÓ i = 0; 1
ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ i ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ÔÏÌØËÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÅÍÙÅ ÎÁÂÏÒÙ �(i)

j .
ðÒÉ ÜÔÏÍ bi(A) ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÞÅÔÎÏÓÔÉ i, ci(A) {
ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ. ÷ÅÌÉ-
ÞÉÎÁ d(A) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

d(A) ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g É ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× �j ÉÚ
bij(A) + 1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ij ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ S�1S�2 · · ·S�kg ∈ T2(A).

ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ É Ä×ÁÖÄÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.
íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ.

bi(A;�) = max
k
|∀t∃g ∈ � : S�1 · · ·S�tg 6= 0;

ÇÄÅ ∀j|�j| = k É ÞÅÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ � ÅÓÔØ j

d(A;�) = min
t
|∀g ∈ � : S�1 · · ·S�tg = 0; ÇÄÅ ∀j|�j| = bi(j)(A;�) + 1:

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ �j ÉÍÅÀÔ ÞÅÔÎÏÓÔØ i(j).
íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× (b0; b1), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ

n ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÐÏ n ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ b0 ÞÅÔÎÙÈ É
n ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ b1 ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÁÒ,
ÔÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ (ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 3.6, ÓÍ. ÔÁËÖÅ
ÌÅÍÍÕ 3.5), ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌÙ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ É ÄÅÌÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ
ÓÐÕÓË. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅÌÉÞÉÎÙ bi(A) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ Ó
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍÉ É Ä×ÁÖÄÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÌÅÍÍ 3.6 É
3.7:

ìÅÍÍÁ 3.17. Á) ðÕÓÔØ A ∈ supp(f), (b0(A; f); b1(A; f)) < (b0(A); b1(A)). ôÏÇÄÁ
ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ � ÉÍÅÅÔÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ A(�) ∈ supp(f). é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ A(�) ∈
supp(f) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ i, ÔÏ (b0(A; f); b1(A; f)) < (b0(A); b1(A)).

Â) ðÕÓÔØ (b0(A;�; f); b1(A;�; f)) < (b0(A); b1(A)). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ A ÈÏÒÏÛÏ ÏÔÄÅ-
ÌÑÅÔ f ÏÔ �, ÔÏ ÜÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ A(�).

×) ðÕÓÔØ A ∈ supp(f), (b0(A; f); b1(A; f)) = (b0(A); b1(A)). ôÏÇÄÁ A(d) ∈
supp(f).

Ç) ðÕÓÔØ (b0(A;�; f); b1(A;�; f)) = (b0(A); b1(A)). b(A;�; f) = b(A). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ
A ÈÏÒÏÛÏ ÏÔÄÅÌÑÅÔ f ÏÔ �, ÔÏ ÜÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ Ad(A;�;f). 2

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍÍ 3.6, 3.7 É
ÍÙ ÅÇÏ ÏÐÕÓËÁÅÍ. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ T2 ÉÄÅÁÌ ÂÕÄÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ
ÎÁ ÓÕÐÅÒÓÌÅÄÙ. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ | ÓÍ. [54].
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úÁÍÅÞÁÎÉÑ Ï T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. ëÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ÒÁÎÅÅ, ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞ-
ÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, × ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÌ ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3.8 (÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×). ðÕÓÔØ S ÅÓÔØ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ. ôÏÇÄÁ:

Á) åÓÌÉ S\[A;A] 6= ∅, ÔÏ S ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ.
Â) åÓÌÉ S ⊆ [A;A], ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ T -ÉÄÅÁÌ � ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ [�; A] ⊆ S. 2

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.10. ðÕÓÔØ S ⊆ [A;A]. ôÏÇÄÁ × A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ T -ÉÄÅÁÌ � ÔÁ-
ËÏÊ, ÞÔÏ � ∩ [A;A] ⊆ S.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ g { ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ m. ïÎ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ
F [Sn]-ÍÏÄÕÌØ, ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ
àÎÇÁ Di. üÔÉÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ × T(f) É ÐÏÒÏ-
ÖÄÁÀÝÉÅ ÅÇÏ. äÉÁÇÒÁÍÍÙ Di ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ Ó
f . ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f Ó×ÑÚÁÎÁ ÏÄÎÁ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÁ. Im ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ T -ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ Ó×ÑÚÁÎÙ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÍÅÒÁ m×m.

ìÅÍÍÁ 3.18. Á) ðÕÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ D, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f , ÓÏÄÅÒÖÉÔ
Ë×ÁÄÒÁÔ (m+ 1)× (m+ 1). ðÕÓÔØ f = ∑ fi, ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ fi ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍ-
ÂÉÎÁÃÉÑ ÓÌÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ x0 ÎÁ i-ÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ
àÎÇÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó fi, ÓÏÄÅÒÖÁÔ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÍÅÒÁ m×m.

Â) ïÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ Ó ËÁÖÄÙÍ ÍÏÎÏÍÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÔÁË,
ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x0 ÐÏÐÁÌÁ ÎÁ ÐÅÒ×ÕÀ ÐÏÚÉÃÉÀ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ′i . ôÏÇÄÁ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó fi, ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÍÅÒÁ m×m.

×) íÎÏÇÏÞÌÅÎ fi − f ′i ÌÅÖÉÔ × [A; In−1].
Ç) åÓÌÉ f ∈ [A;A], ÔÏ ∑ f ′i = 0.

(óÌÏ×Á u É v ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏ× s; t u = st; v = ts,
ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÓÌÏ×Á Ë ÅÇÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ.)
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ï ×ÅÔ×ÌÅÎÉÉ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ
0.6). ð.Â) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð.Á) (ÉÂÏ ÅÓÌÉ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×ÁÈ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ
ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÐÏÚÉÃÉÊ, ÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÏ-
ÄÕÌÅÊ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Á×ÔÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.) ð.×) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð.Á), ÌÅÍÍÙ Ï ×ÅÔ×ÌÅÎÉÉ É
ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ: ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ, ÐÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÓÔÏÑÝÁÑ ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÅ, ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÚÁ i − 1
ÛÁÇ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÕ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÂÕË×Á ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ × ËÏÎÅÃ É ÜÔÁ ÐÒÏ-
ÃÅÄÕÒÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ \ÐÏÒÔÉÔØ" ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ
ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ð.Ç) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
Tr(xh) = 0, ÇÄÅ ÐÏÌÉÎÏÍ h ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï h = 0.
2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ f ∈ Im+1, f { ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. ðÏÌÉÎÏÍ �f ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÔÓÑ ÉÚ f ÔÁË: ËÁÖÄÙÊ ÍÏÎÏÍ, ×ÈÏÄÑÝÉÊ × f , ÐÏÄ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÍÕ ÃÉËÌÉ-
ÞÅÓËÏÍÕ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÀ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x0 ÐÏÐÁÌÁ ÎÁ ÐÅÒ×ÕÀ ÐÏÚÉÃÉÀ. ôÏÇÄÁ
f − �f ∈ In−1.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ÐÏÌÉÎÏÍ f ÐÏÌÕÞÁ-
ÅÔÓÑ ÉÚ ÐÏÌÉÎÏÍÁ g Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔ m×m, ÐÕÔÅÍ ÐÏÄ-
ÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÌÏ× ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÕÓÔØ v0 = v′x0v′′ { ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×, ÓÏÄÅÒ-
ÖÁÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ x0, gi É g′i ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ gi É f ′i . íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ v0 ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ t0. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ∑(gi − g′i) ∈
[A; Im−1] É g′i ∈ Im. ôÏÇÄÁ g′i = t0hi É hi ∈ Im. ðÕÓÔØ ĥ { ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÌÏ×
vi ×ÍÅÓÔÏ ti × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h = ∑hi, Á ĝ { ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÏÊ ÖÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ ∑ gi. ðÏÌÏÖÉÍ �f = x0v′′ĥv′. ôÏÇÄÁ �f − ĝ = �f − v′x0v′′ĥ = [x0v′′ĥ; v′] ∈ [A; In−1].
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. 2

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.10. ðÕÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ � ÓÏÄÅÒÖÉÔ Im.
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å � ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ Im+2. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ,
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈ [A;A], ÔÏ �f = 0. îÏ f − �f ∈ [A;A], ÐÏÜÔÏÍÕ
ÔÏÇÄÁ É �f ∈ [A;A]. îÏ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ (Ð.Ç) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÞÌÅÎÏ×,
ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÂÕË×Ù x0, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÉÇÄÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÌÅ-
ÖÁÔØ × ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. ðÕÓÔØ x0g { ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ðÕÓÔØ g ÎÅ ÅÓÔØ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ k, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ A ÏÂÝÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ
ÐÏÒÑÄËÁ k. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄ x0g ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÏÌØ, Á ÓÌÅÄ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ [A;A] { ÏÂÒÁ-
ÔÉÔÓÑ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.10 ÄÏËÁÚÁÎÏ. 2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÐÒÏÓ Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ T ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó×ÏÄÉÔÓÑ
Ë ÓÌÕÞÁÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ÷ÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅ-
ÎÉÉ \ÓÕÐÅÒ{ÔÒÀËÁ" ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ É ÄÌÑ ÒÅÛÅÔËÉ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (ÒÅ-
ÛÅÔËÁ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ T -
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ÁÌÇÅÂÒÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ
ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ É ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∗ ÏÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÀ ÒÅÛÅÔÏË T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É T -ÉÄÅÁÌÏ× × ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÅ). ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÌÏ-
ËÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÍÕ ÓÕÐÅÒ{ÓÌÕÞÁÀ. á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ×ÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 5.1 (ÔÁËÏÊ ÐÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÅÎ,
ÉÚ-ÚÁ ÎÁÌÉÞÉÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ).

3.5.1. òÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
ôÅÏÒÅÍÁ á.15 (ÒÁÚÄÅÌ á.2.2) × Ó×ÏÅÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ

ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÌÀÂÏÇÏ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ. ( ÷ÏÐÒÏÓÙ
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ × ÒÁÚ-
ÄÅÌÅ 5.1.4.)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ
ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. þÅÒÅÚ HA(S) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
S × ÁÌÇÅÂÒÅ A.

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×Á ÐÒÏÌÉ×ÁÅÔ Ó×ÅÔ ÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ
ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×Á ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á:

• T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ T -ÉÄÅÁÌ I. ôÏÇÄÁ

HA(S) = HI +HA=I(S) = HA −HA=I +HA=I(S) =

=
∞∑

k=0
tksk −HA=I +HA=I(S)

É ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ HS ÅÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.
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• S ⊆ [A;A].
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.10 × A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ T -ÉÄÅÁÌ � ÔÁËÏÊ,
ÞÔÏ � ∩ [A;A] ⊆ S. ôÏÇÄÁ

HA(S) = HA=�(S) +H�∩S = HA=�(S) +H�∩[A;A] =

= HA=�(S) +H[A;A] −HA=�([A;A]):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ
ÏÔ ÒÑÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ [A;A] ÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. îÏ ÓÁÍ ÜÔÏÔ
ÒÑÄ H[A;A] ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÅÎ.

áÌÇÅÂÒÁ A ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ [A;A] ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÓÌÏ× (Ô.Å.
ÓÌÏ×, ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÉÈ ×ÓÅÈ Ó×ÏÉÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ). ëÁÖÄÏÍÕ
ÓÌÏ×Õ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÍÕÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÎÏÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, Á ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÌÏ×Á | ÓÔÅÐÅÎØ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ H[A;A] = HA−R, ÇÄÅ R = ∑

n tnhn ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÓÌÏ×. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Ln ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÏÎÏÍÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ n ×
Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ, É hn = ∑

d|n Ld.
÷ÅÌÉÞÉÎÁ LN ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

Ln = 1
n

∑

r|n
�(r)sn=r:

úÄÅÓØ �(n) ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ í£ÂÉÕÓÁ: �(1) = 1; �(n) = 0, ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ
ÐÒÏÓÔÏÇÏ, É ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ �(n) =
(−1)k.

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ gn n-ÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á [A;A]:

gn = sn −
∑

d|n

1
d

∑

r|d
�(r)sd=r:

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÒÉ ch(F) = p > 0, ÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÚÄÅÌÁ 5.4.1
×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÔÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ
ÏÄÎÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÉÔÕÁÃÉÊ:

• éÍÅÅÔÓÑ T -ÉÄÅÁÌ J ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ A=J ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, É T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S∩J ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ É ÉÍÅÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÊ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ (ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÒÑÄÁÍÉ çÉÌØÂÅÒÔÁ ×
ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ { ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.4.1).

• éÍÅÅÔÓÑ T -ÉÄÅÁÌ I 6= 0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ S ∩ I = 0.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÉÔÕÁÃÉÑ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ
ÎÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÎÅÔ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅ-
ÎÉÅÍ. éÍÅÎÎÏ × ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ É ÂÙÌÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÅ T -
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

ôÁËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁ ÜÎ-
ÇÅÌÅ×Õ ÁÌÇÅÂÒÕ, É ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ ËÁË ËÏÌØÃÏ, ÔÏ ÉÄÅÁÌ ÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÓÏÓÔÏÉÔ
ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.
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4. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌ-
ÇÅÂÒ.

4.1. úÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ.
ôÅÈÎÉËÁ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ Ä×ÏÑËÏ.

÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÐÒÉ ÐÒÏ×ÅÒËÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ,
ÎÅ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. óÁÍÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÒÏÅÎÏ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÏ É ÏÂÌÁÄÁÔØ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÏÎËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÒÁ-
ÂÏÔÁÔØ Ó ÂÏÌÅÅ ÇÒÕÂÙÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ | Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ.
á ÉÍÅÎÎÏ. íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ A ×ÌÏÖÅÎÁ × ÁÌÇÅÂÒÕ, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ R-
ÍÏÄÕÌÅÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R ⊇ F. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Rs. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓ-
ÓËÏÍÕ ÏÂÒÁÚÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ÎÅÍ \ÏÂÝÉÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ" (ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ× ÓÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, Á ÄÌÑ ËÌÅÔÏË ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ
| ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ Fq[−→x ], ÇÄÅ q { ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÃÅÎÔÒÁ).
ïÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

4.2. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÕÌÕÞÛÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. áÌÇÅÂÒÙ A,
Acl É Â

îÁÞÎÅÍ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ 1-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ
×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1. úÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÞÔÏ É ÓÁÍÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÕÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ô.Å.
ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2. Á) ðÕÓÔØ {
i} ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ∏s
i=1 
nii 6∈ {0; 1} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅ-

ÌÙÈ {ni}. ôÏÇÄÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ (
n1 ; : : : ; 
ns )
ÅÓÔØ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F s.

Â) ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:
s∏
i=1


nii = 0;
s∏
i=1


nii = 1

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÃÅÌÙÈ {ni}.
îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ:


kjj =
∏

i∈I

nii ; É 
j = 0;

ÇÄÅ ni ∈ Z, Á I { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ×, ÐÒÉÞÅÍ I ⊂ {1; : : : ; s} É j 6∈ I.

2

îÁÚÏ×ÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞ-
ËÁÍÉ x É y ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÈ ÓÕÍÍÕ x+ y.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3. Á) íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÚ Ð.Â) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉ-
ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ É
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:


qjj = 
qiji (i ∈ I; j 6∈ I) É 
j = 0;
ÇÄÅ ×ÓÅ qj É qij { ÓÔÅÐÅÎÉ p, Á p { ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.

Â) ïÎÏ ×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ F ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ qj É qij ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï × ËÏÌØÃÅ F : xqj = x É xqij = x
ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ F . 2

åÓÌÉ ÖÅ {
i} ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ 
q
′
ij
i = 
q

′′
ij
j , ÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ

úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÕÍÍ ×ÅËÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ (
n1 ; : : : ; 
ns ) ÅÓÔØ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
F s.
ìÅÍÍÁ 4.1 (ï ÚÁÍÙËÁÎÉÉ 1-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ). Á) ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
A ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÉÚ Ð.Â) ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ K[A]cl ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó A.

Â) ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ Ð.Â) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.3. ôÏÇÄÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ K[A]cl ÅÓÔØ × ÔÏÞ-
ÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ: ËÁÖ-
ÄÙÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

×) åÓÌÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕËÁ-
ÚÁÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ, ÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ K[A]cl ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÅ


qjj = 
qiji (i ∈ I; j =∈ I);
Á ÎÁ ÐÏÚÉÃÉÑÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ


j = 0
ÓÔÏÑÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ F . îÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ
ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÎÅÔ.

Ç) úÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÙ K[A]cl, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ A, ÓÏ-
ÄÅÒÖÉÔ ÅÇÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ AS É ÅÇÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ AR ÞÁÓÔÉ. é ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÏ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÇÒÕÐÐÅ
ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, Á ÔÁËÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÜÔÉÈ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, É ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ, ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï. 2

ñÓÎÏ, ÞÔÏ K[A]cl ÅÓÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ (ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ | ÞÁÓÔÎÙÊ
ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.1.)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÐÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÒÁÄÉËÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ E11 É E11 + E12 × ÁÌÇÅÂÒÅ
ÍÁÔÒÉÃ. âÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ E11 É E11 + pE12 × ÁÌÇÅÂÒÅ
ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ Zp2 . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉËÁËÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ E11 + pE12 ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ
ÓÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ E11. ðÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ pE12 ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ \ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÊ ÐÏ×ÏÒÏÔ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ".

ðÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ
×ÉÄÁ

(
� t
0 �

)
; ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉ-

ÏÎÁÌØÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ.
äÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ËÁÒÔÉÎÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÈÏÔÑ ÎÁÍ É ÎÅ ÐÏÎÁÄÏ-

ÂÉÔÓÑ, ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ É
ÇÒÕÐÐ:
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ìÅÍÍÁ 4.2 (ï ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ). Á) ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÅ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ Ð.Â) ÐÒÅÄÌÏÖÅ-
ÎÉÑ 4.3. ôÏÇÄÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ({An}n∈N)cl ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
K[A]cl.

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ:
Â) úÁÍÙËÁÎÉÅ ({An}n∈N)cl Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ

ÞÁÓÔØ AS ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A É ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ,
ÔÏ É ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ AR.

×) ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ({An}n∈N)cl\{0}
ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ËÌÁÓÓÁÍ ÍÕÌØÔÉ-
ÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ,
Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.3.

Ç) üÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ
ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,
ÓÏÄÅÒÖÁÔ É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ É ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ ×
ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. (á ÔÁËÖÅ ×ÓÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ.)

Ä) ðÕÓÔØ �1 = ��2, � | ËÏÒÅÎØ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, �1 | ÎÅ ËÏÒÅÎØ ÉÚ
ÅÄÉÎÉÃÙ. ôÏÇÄÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÁÒ {(�n1 ;�n2 )}n∈N ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ
{(x; y)|∃k : x = �ky}. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒÙ. 1. ðÕÓÔØ ch(K) 6= 2 É ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ a ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:
(
� 0
0 −�

)
.

ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ � ÎÅ ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÓÔÅÐÅÎÅÊ
a ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉÃ ×ÉÄÁ

(
x 0
0 −x

)
; Á ÔÁËÖÅ ×ÉÄÁ

(
x 0
0 −x

)
. úÁÍÙËÁÎÉÅ

ÁÌÇÅÂÒÙ K[a]cl ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.
2. ðÕÓÔØ ch(K) = 2 É ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ-

ÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: P =
(
x t
0 x2

)
: ôÏÇÄÁ × ÂÁÚÉÓÅ (−→e ′

1;−→e ′
2) ÇÄÅ

−→e ′
1 = −→e 1 + t

x− x2
−→e 2; e′2 = e2

ÏÐÅÒÁÔÏÒ P ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ P =
(
x 0
0 x2

)
; É ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÇÏ ÓÔÅ-

ÐÅÎÅÊ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÁÔÒÉÃ ×ÉÄÁ P =
(
� 0
0 �2

)
: åÓÌÉ ÐÏÌÅ F ÅÓÔØ Z2, ÔÏ

ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÓÔØ F-ÁÌÇÅÂÒÁ. éÎÁÞÅ × ÐÏÌÅ F ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ f 6= f 2 É ÚÁ-
ÍÙËÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ P + fE (E { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ
ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ (× ÂÁÚÉÓÅ (−→e ′

1;−→e ′
2)). åÓÌÉ P ′ =

(
x t′
0 x2

)
; ÐÒÉÞÅÍ t 6= t′;

ÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ F = Z2 ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ P É P ′, ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ:

(
x ∗
0 x2

)
:

åÓÌÉ ÖÅ F = Z2 ÔÏ ÜÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ:
(
x ∗
0 y

)
:

3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉÃ ×ÉÄÁ
(
z 0
0 �z

)
; z ∈ C: úÁÍÙËÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÓÔØ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÆÁËÔ ×ÅÒÅÎ,
ÅÓÌÉ C ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ | ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ,
ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÉÐÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ.
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ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ðÕÓÔØ � | ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ A ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ
ËÏÌØÃÏÍ. íÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ A Ó ÅÅ ÏÂÒÁÚÏÍ �(A). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ
ÁÌÇÅÂÒÁ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ ÒÁÄÉËÁÌÁ É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ.

éÚ ÌÅÍÍÙ 4.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4. úÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ Acl ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÕ-
ÐÒÏÓÔÕÀ É ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÞÁÓÔÉ ×ÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚ A. é ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÏ ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÇÒÕÐÐÅ ÖÏÒ-
ÄÁÎÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ
Ó ÎÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.3, Á ÔÁËÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×.

Â) áÌÇÅÂÒÁ Acl ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÒÁÄÉËÁÌÁ AR É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ
ÞÁÓÔÉ AS. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.5. ðÕÓÔØ � : B → C | ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÏÌÕÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ B, R { ËÏÌØÃÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ
R′ ⊇ R ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ B × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ �′ : B → R′ ⊗R C
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ×ÉÄÁ:




Mi1 0 · · · 0
0 Mi2 0 ...
... . . .
0 · · · 0 Mik




ëÁÖÄÏÊ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ B� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ËÌÅÔÏË N� =
{Mi�}. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ hi� ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ËÌÅÔËÕ ÉÚ N� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏ-
ÖÅÎÉÅÍ ÎÁ B� É ËÁË R′-ÍÏÄÕÌØ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ×ÓÀ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ M�, ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÜÔÏÊ ËÌÅÔËÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ B� ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÅÔËÉ {
ÎÕÌÅ×ÙÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÌÅÔÏË B� ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ � ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

åÓÌÉ ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ B� ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÅÅ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ hi� ÅÓÔØ ×
ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÏÌÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÀÂÁÑ ÐÏÌÕÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ
ÓÕÍÍÁ Ó×ÏÉÈ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ
ÓÕÍÍÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ B. òÁÓÛÉÒÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÔÁË,
ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÌÏÓØ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ �-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÐÅË-
ÔÒÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÃÅÎÔÒÁ. äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÇÌÁ-
ÓÏ×ÁÎÎÙÊ Ó ÜÔÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÉÞ-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÍÍÕ-
ÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ R′, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ B� ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ
hi� ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ×ÓÀ ËÌÅÔËÕ. åÓÌÉ ÖÅ ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÓÁÍÁ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃ É ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ
×ÉÄÕ (ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÁÎ{äÅÒ{â�ÅÒÎÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÔÅÌÏ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ). 2

éÚÕÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ.
úÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓ-

ÛÉÒÅÎÉÅ A[R′], ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ R, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÜÔÏ
ÚÁÍÙËÁÎÉÅ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÌØÃÏ R′, ÐÒÉÞ£Í ÃÅÎÔÒ B (Á ÔÏÇÄÁ É ËÏÌØÃÏ R) ÂÅÓËÏÎÅ-
ÞÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ AS ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ.
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ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ É ÅÇÏ ÚÁÍÙ-
ËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ËÁË × ÌÅÍÍÅ 4.1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
ÍÙ ÉÍÅÅÍ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ËÌÅÔÏË ÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ É Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÐÏ æÒÏÂÅÎÉÕÓÕ.

ôÅÐÅÒØ ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ × ËÌÅÔËÁÈ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ P ÉÚ AS
ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ (ÞÅÇÏ ÌÅÇËÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ×ÏÚ×ÏÄÑ ÅÇÏ × pk-À
ÓÔÅÐÅÎØ). åÇÏ ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ 4.1. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× P , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ. ëÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÌÅÔËÅ,
Á ÞÉÓÌÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÚÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ, ÌÉÂÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÌÉÂÏ Ó×ÑÚÁÎÙ Á×ÔÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ó×ÑÚÅÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÃÅÎ-
ÔÒÁ É ÏÄÉÎÁËÏ×.

éÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.6. ðÕÓÔØ A | ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÅ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

• ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ A ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ×ÄÏÌØ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ
ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄÕÔ ÂÌÏËÉ, Á ÐÏÄ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ | ÎÕÌÉ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ R(A) ÉÚÏÂÒÁ-
ÖÁÀÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÂÌÏËÉ
| ÎÕÌÅ×ÙÅ.

• ëÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÂÌÏËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ
A, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒ×ÉÞÅÎ.

• ðÒÏÅËÃÉÑ A ÎÁ ÅÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ ÞÁÓÔØ AS ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÕ ÉÚ A ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ AS Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÂÌÏËÉ,
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÎÅ ÂÌÏËÏ× ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

• âÌÏËÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÇÒÕÐÐÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÓÐÅËÔÒÕ ÃÅÎÔÒÁ AS. ÷ ËÁÖÄÏÊ
ÔÁËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÂÌÏËÏ× × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ (ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ÂÌÏËÏ×) ÓÔÏÑÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÌÉÂÏ

• óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Õ ÜÔÉÈ ÂÌÏËÏ× ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÑÍ: (x(�)

ij )q� = (x(�)
ij )q� (ÇÒÅÞÅÓËÉÅ ÂÕË×Ù ÎÕÍÅÒÕÀÔ ËÌÅÔËÉ). ðÁÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ×

(ij) ÚÁÄÁÅÔ ÐÏÚÉÃÉÀ × ÍÁÔÒÉÃÅ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÍÏÔÒÉÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ. ðÒÉ-
ÞÅÍ xq� = x ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ F .

üÌÅÍÅÎÔÙ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ
×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ. 2

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ Ë ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍÕ
×ÉÄÕ.

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ËÌÀÞÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ïÎ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÕÔÅÍ
×ÙÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Ù ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ. íÅÖÄÕ
ÏÂßÅËÔÁÍÉ ÒÁÚÎÙÈ ÔÉÐÏ× ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÅÔ, Á ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÍÉ | ÐÒÏÓÔÙÅ É
ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÅÍÙÅ. ïÎÉ ÌÅÇËÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×.

4.3. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÕÌÕÞÛÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ
íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÐÒÅ-

ÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ. âÌÏËÉ ÂÕÄÕÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ËÌÅÔËÁÍÉ. îÕÌÅ×ÏÊ ËÌÅÔËÏÊ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÚÉÃÉÑ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÎÏÌØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
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ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ A. ä×Å ËÌÅÔËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏÈÏÖÉÍÉ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ÜÔÉ ËÌÅÔËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ
×ÙÛÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ Ï ËÒÁÔÎÏÓÔÑÈ ËÌÅÔÏË) É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ
× ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ëÌÅÔËÉ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× ×ÓÅÇÄÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ
ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ×ÓÅ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÐÏÈÏÖÉ.

òÁÄÉËÁÌ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ. òÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ Acl
ÔÏÖÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ ÞÁÓÔÅÊ. üÔÉ Ó×ÑÚÉ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ
Eij, ÇÄÅ ÉÎÄÅËÓ i ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÏÄÎÏÍÕ ÂÌÏËÕ, j { ÄÒÕÇÏÍÕ, ÉÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏ× ÎÉËÁ-
ËÏÍÕ ÂÌÏËÕ ÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ. òÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ �ijEij ÂÙ×ÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÔÉÐÏ×:

1) ïÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ×ÈÏÄÁÍ × ËÌÅÔËÕ (i { ÎÅ ÉÎÄÅËÓ ×ÎÕÔÒÉ ËÌÅÔËÉ, j { ÉÎÄÅËÓ ×ÎÕÔÒÉ
ËÌÅÔËÉ).

2) ÷ÙÈÏÄÁÍ ÉÚ ËÌÅÔÏË.

3) ðÅÒÅÈÏÄÁÍ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ × ËÌÅÔËÕ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÉÐÁ.

4) ðÅÒÅÈÏÄÁÍ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ × ËÌÅÔËÕ ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÉÐÁ, ÎÏ ÎÅ ÐÏÈÏÖÕÀ. ÷ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× q� É q�.

5) ðÅÒÅÈÏÄÁÍ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ × ËÌÅÔËÕ ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÉÐÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÉÐÁ 1, 2, 3 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÁÍÉ.

óÉÔÕÁÃÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ðÉÒÓÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ðÉÒÓÏ×ÓËÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÅÄÉÎÉÃÙ,
Á ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ËÌÅÔËÉ | ÒÁÚÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ. òÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÉÐÁ 1,
2, 3 ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÓÍÅÛÁÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÐÉÒÓÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (�i | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-
ÎÙÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÅÄÉÎÉÃÁÍ × ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ. \÷ÎÅËÌÅÔÏÞ-
ÎÙÍ" ÉÎÄÅËÓÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÉÒÓÏ×ÓËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �0 = 1−∑k

i=1 �i. óÍÅÛÁÎÎÙÍ (×
ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ á. ò. ëÅÍÅÒÁ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ×ÉÄÁ �ix�j, ÇÄÅ i 6= j.) üÌÅÍÅÎÔÙ
ÔÉÐÁ 1 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ �0x�i; i > 0, Á ÔÉÐÁ 2 | × ×ÉÄÅ �ix�0; i > 0. üÌÅ-
ÍÅÎÔ ÉÚ A ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ Ó×ÏÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ
Acl).

úÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ Acl ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ
ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ \ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÞÁÓÔÉ" | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÞÁ-
ÓÔÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÌÅÔÏË ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÐÉÒÓÏ×ÓËÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÅÄÉÎÉÃÙ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÐÉÒÓÏ×ÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ
ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÉÐÁ (�i; �j). ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÉÐÁ (�i; �i) ÔÏÖÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÅ-
ÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ×
ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ. (ïÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÊ ÜÎÇÅÌÅ×ÏÓÔÉ zqix − xzqj , ÇÄÅ z { ÃÅÎÔÒÁÌØ-
ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÌÅÔÏË, ÕÎÉÞÔÏÖÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ.
ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÝÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ Ó ÄÒÕÇÉÍ ÓÏ-
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ, ÔÏÌØËÏ ÄÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ É ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ.)

4.3.1. ÷ÙÂÏÒ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. áÌÇÅÂÒÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Â. çÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ
ôÅÐÅÒØ ÎÁÛÁ ÃÅÌØ | × ×ÙÂÏÒÅ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ Acl. ó ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ,

Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ Ó ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ (\×ÚÁÉÍÎÏ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÈ") ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ÌÕÞÛÅ ×ÓÅÇÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÏË, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏËÒÁÝÁÔØÓÑ
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ÍÏÇÕÔ ÞÌÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4.4.1). íÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÌÅÔËÉ
ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ: ÒÁÚÍÅÒ É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÃÅÎÔÒÁ (ÞÉÓÌÏ
ÉÌÉ ÓÉÍ×ÏÌ ∞). �0, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ 1 − ∑

i>0 �i ÉÌÉ \×ÎÕÔÒÉÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ"
ÐÉÒÓÏ×ÓËÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÅÄÉÎÉÃÙ.

ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ×ÙÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ × ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ Acl ÔÁËÏ×Á: ×ÙÂÉÒÁÅÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ | ÉÚ ËÏÌØÃÁ F [−→x ] ÉÌÉ Fqi [−→x ].
üÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ Acl ÂÕÄÕÔ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÔØÓÑ Ó
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ ÜÔÉÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÒÁÚÎÙÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ É/ÉÌÉ Ë ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÒÁÚÎÏÇÏ
ÔÉÐÁ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ïÐÉÛÅÍ ×ÙÂÏÒ ÔÉÐÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. ðÕÓÔØ
q = pk { ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÌÑ F.

• ëÌÅÔËÅ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ F[−→x ].

• ëÌÅÔËÅ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÉÚ qi ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ Fqi [−→x ].

• ëÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÔÉÐÁ �0x�0 ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ Fq[−→x ].

• åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ËÌÅÔÏË Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i ÉÌÉ j ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÔÉÐ (Ô.Å.
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÃÅÎÔÒ), ÔÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÔÉÐÁ �ix�j ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ
ÉÚ F[−→x ].

• ðÕÓÔØ ËÌÅÔËÁÍ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i É j ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÞÉÓÌÁ qi É qj ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,
qij { ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÐÏÄÐÏÌÑ ÉÚ qi É qj ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ×. ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÔÉÐÁ �ix�j ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ Fqij [−→x ].

• ðÕÓÔØ ËÌÅÔËÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i ÉÍÅÅÔ ÃÅÎÔÒ ÒÁÚÍÅÒÁ qi. ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÔÉÐÁ
�0x�i, Á ÔÁËÖÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÔÉÐÁ �0x�i, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ Fqi [−→x ].

ôÅÐÅÒØ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ×ÙÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ-
×ÁÔØÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÍÉ × ÇÒÕÐÐÁÈ ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔÏË É
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ, ÒÁÚÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ É ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ
ÔÉÐÁÈ É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÔØ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ ËÌÅÔÏË. ÷ÏÚØ-
ÍÅÍ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ Eij É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ × ÜÔÉÈ ËÌÅÔËÁÈ, ËÏ-
ÔÏÒÙÅ ÅÊ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ. îÁÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÁ × ËÌÅÔËÁÈ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4.6. ôÅÐÅÒØ ÕÍÎÏÖÁÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ Eij ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ Ó×ÏÂÏÄ-
ÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ (ÐÏ æÒÏÂÅÎÉÕÓÕ), ÞÔÏÂÙ ×Ù-
ÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.6. óÉÓÔÅÍÕ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÂÕÄÅÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ. ôÉÐ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÏÐÉÓÁÎ ×ÙÛÅ. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÂÏÌÅÅ ÉÎ-
×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ: ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÔÉÐ-
ÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, Ó×ÏÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÅÄÉÎÉÞËÉ, ÄÏÍÎÏÖÁÅÍ
É ÓÕÍÍÉÒÕÅÍ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ê�

ij.
úÁÊÍÅÍÓÑ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ. äÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÔÉÐÁ (�; �) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÂÏÒ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ,

ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Ê�
ijxÊ�

kl, ÇÄÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Êij, Êkl, Á ÔÁËÖÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ � É � ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÔÉÐÁÍ ËÌÅÔÏË. ðÏÌÕÞÉÌÉ, ÔÁ-
ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ ÔÉÐÁ il ÐÒÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ
ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ó ÏÂÝÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ,
ÎÏ ÒÁÚÎÏÊ ÐÏÈÏÖÅÓÔÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÔÉÐÁ xq� = yq� . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÚÑÔÙ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÉÍÅÎÎÏ | × ËÌÅÔËÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ � ÂÅÒÅÔÓÑ
ÓÔÅÐÅÎØ q(�) = qs=�, s = îïë(�i). üÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ q(�) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ
ËÌÅÔÏË. ëÒÁÔÎÏÓÔØ ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ p.
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ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ÞÌÅÎÙ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁÈ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ
Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ. óÔÅÐÅÎØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÒÉ
ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÒÁ×ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ (ÕÖÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ)
É ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ Acl. õ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ ÅÓÔØ Ó×ÏÊ \ðÉÒÓÏ×ÓËÉÊ ÔÉÐ". ëÁÖ-
ÄÏÍÕ ÔÉÐÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÏÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ ÏÐÉÓÁÎÁ ÎÉÖÅ).
ðÏÄÐÒÁ×ÌÑÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÍÙ ×ÙÄÅÌÉÍ
É ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÍÅÛÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ,
ÏÄÎÁ ÉÚ ÏÂËÌÁÄÏË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÌÅÔËÁÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. óÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É ÐÒÏÓÔÏÊ × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. åÓÌÉ ËÏÌÉ-
ÞÅÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÉÐÏ× ËÌÅÔÏË, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÜÔÏÊ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÙ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ, ÔÏ ÜÔÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÎÙÊ ÓÏÓÔÁ×. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÅÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ×, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÏÓÔÁ×. üÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ.

ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ
ÍÙ ÂÅÒÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ × ÁÌÇÅÂÒÅ Acl É
ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍ. äÁÌÅÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÔÉÐÁ Ê�

ij ×ÙÄÅÌÑÅÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔ×Å-
ÞÁÀÝÉÅ ×ÈÏÄÎÏÊ É ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅ. ÷ÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÂÅÒÕÔÓÑ ÚÁÎÏ×Ï,
ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÓÏÒÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌ ÒÁÎÅÅ ÏÐÉÓÁÎ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ × ÓÔÅÐÅÎÑÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÍ ÔÉÐÁÍ ËÌÅÔÏË É ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍ.
ëÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÂÅÒÅÔÓÑ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ{ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÅÚÁ-
×ÉÓÉÍÙÍÉ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ.

ðÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÕÌÕÞÛÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ É ÂÕÄÅÍ
ÒÁÂÏÔÁÔØ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÔÁËÏ×Ï,
ÞÔÏ ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÓÕÔØ \ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ", ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ
×ÙÛÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ðÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Acl, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A,
ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ Â, Á ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍÉ ×ÓÅ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÙÍ ÐÁÒÁÍ ËÌÅÔÏË, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÃÅÌÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �A. ñÓÎÏ, ÞÔÏ
Var(A) = Var(Acl) = Var(Â) É ÞÔÏ Var(A) ⊂ Var( �A). é ÅÓÌÉ Var(A) ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ
ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÏÍ, ÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÅ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.5.1).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÏÂßÅËÔ ÔÁË. äÁÎÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÎÁÄÏ
×ÓÅÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ É ÂÒÁÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÏÊ
ÓÕÍÍÙ. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÂÈÏÄÉÔØÓÑ ÂÅÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ Fr[−→x ], ÎÏ ÕÓÌÏÖÎÑÅÔ ÉÚÌÏ-
ÖÅÎÉÅ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Acl É ÉÈ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Â É ÎÁ A.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.7. ðÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ xi ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ (�i; �i). ôÏÇÄÁ ÌÅ×ÏÅ
(ÐÒÁ×ÏÅ) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÎÁ xi ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÜÎÄÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÙ Acl. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ xi ÎÅ ÌÅÖÁÔ × ÒÁÄÉËÁÌÅ, Á ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ
ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÌÅÔËÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÁ×ÙÍÉ (ÌÅ×ÙÍÉ) ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ,
ÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÐÁÒÙ (A; Â) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÁÒÅ. 2

196



ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÕ ÎÁ ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅÃ F [−→x ] É ×ÓÅÈ Fqi [−→x ], Fqij [−→x ].

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.8. áÌÇÅÂÒÁ �A ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ ×ÓÅÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ×ÓÅÈ ÏÂÒÁÚÕÀ-
ÝÉÈ A × ÜÔÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÅ.

ðÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó ÔÉÐÏÍ �ix�j, ÅÓÌÉ i É/ÉÌÉ j ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë
ËÌÅÔËÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÜÔÁ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ÷ ÐÒÏ-
ÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÉÌÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Õ ÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ, Á ÔÁËÖÅ ÞÉÓÌÏ ÅÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ
qij − 1. 2

ó ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÏÊ Ó×ÑÚÁÎÁ ÏÄÎÁ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ. ïÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A (× ÕÌÕÞÛÅÎ-
ÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ) ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ \ÏÓÏÂÙÅ" ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÀ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× (ÔÁË ÍÙ ÏÒÇÁÎÉÚÕÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÓÕÍÍÉ-
ÒÏ×ÁÎÉÅ). üÔÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÂÅÒÕÔÓÑ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ É ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ ÉÈ ÕÞÉ-
ÔÙ×ÁÅÔ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ \ÏÓÏÂÙÅ" ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÒÉ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÁÈ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÉÚ-ÚÁ \ÏÓÏÂÙÈ" ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓÏ-
ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ | ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ \ÏÂÙÞÎÙÈ" ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÁÈ, Ñ×ÌÑÀÝÉ-
ÅÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÞÌÅÎÏ× ÒÁÚÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ. éÎÏÇÄÁ ÍÙ ××ÏÄÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á ÉÎÏÇÄÁ | ÎÅÔ, ËÏÇÄÁ ÒÁÂÏÔÁÅÍ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ \ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÒÁÄÉ-
ËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ × ÏÄÎÏÊ ÂÕË×Å".

÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÏÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÕÔÅÊ (Ó ÕÞÁ-
ÓÔÉÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË), ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏ-
×ÁÎÏ ÓÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÞÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ.

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÉÍÅÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÍÅÒÙ ËÌÅ-
ÔÏË, Á ÎÅ ÉÈ ÔÉÐÙ (ÒÁÚÍÅÒ ÃÅÎÔÒÁ), Á ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ×ÅÄÕÔ
ÓÅÂÑ ËÁË ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ. äÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (N-ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ) ÐÏ ÄÁÎ-
ÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ÏÂËÌÁÄËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ É ÜÔÉÍ ÍÙ
ÂÕÄÅÍ ÁËÔÉ×ÎÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÒÕÞÅÎÉÑ × ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÅ,
ÔÏ ÍÙ ÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ËÁÒÔÉÎÙ.

÷×ÅÄÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁÈ ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÅ-
ÐÅÎÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ F [−→x ], Á ÚÁÔÅÍ | ËÁËÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ
Fr[−→x ] ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ, Á ËÁËÉÅ | ÎÅÔ. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
ËÒÕÞÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.3. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ
ÉÄÅÁÌÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÍÅÛÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÏÂËÌÁÄÏË ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ËÌÅÔËÁÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÇÒÁÄÕÉ-
ÒÏ×ËÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ
(ÎÅ ×ÁÖÎÏ, ÏÔ ËÁËÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ), Á ÓÔÅÐÅÎØ × ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ. éÄÅÁÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ × ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÅ, É T -
ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ,
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ.

åÓÌÉ ÓËÌÅÉÔØ ×ÓÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ, Á ÐÏÍÎÉÔØ ÔÏÌØËÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ. çÒÁÄÕÉ-
ÒÏ×ËÁ ÕÄÏÂÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÕÀ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÀ ÁÌÇÅÂÒ
Â É �A ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ËÏÎÇÒÕÜÎÃÉÉ × ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÅ.
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4.3.2. ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ. çÒÁÆ �.
îÁÍ ÎÁÄÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ Ó×ÑÚÅÊ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ

ÓÌÕÞÁÑ | ËÏÇÄÁ ËÌÅÔÏË ×ÓÅÇÏ Ä×Å. äÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ËÁÒÔÉÎÙ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ Ä×Á ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÑ. ïÎÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÒÁÚ×ÉÔÁ ×ÙÛÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ÉÈ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ.

ìÅÍÍÁ 4.3. ðÕÓÔØ A | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ m + n, ÉÍÅÀÝÁÑ
Ä×Å ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÍÅÒÏ× m É n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ É ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ×ÉÄÁ:

(
Mm ∗

0 Mn

)
:

ðÕÓÔØ A ÜÐÉÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅÃÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ m×m É n× n ÍÁÔÒÉÃ, ÐÒÏÅË-
ÃÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ ËÌÅÔËÕ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ Ä×Å
×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ:

• üÔÉ Ä×Å ËÌÅÔËÉ ÐÏÈÏÖÉ. ôÏÇÄÁ m = n;m+n = 2n É A ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉÂÏ Mn,
ÌÉÂÏ Mn ⊗K[T ]=T 2.

• üÔÉ Ä×Å ËÌÅÔËÉ ÎÅ ÐÏÈÏÖÉ, ÎÏ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙ. ôÏÇÄÁ m = n;m + n = 2n É
A ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉÂÏ Mn (É ÔÏÇÄÁ ÎÁÄ ÂÌÏËÏÍ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ∗ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ) ÌÉÂÏ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ Mn ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ T , Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÒÁÄÉËÁÌÁ 2 É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �q1(x)T = T�q2(x), ÇÄÅ �q { Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏ-
ÂÅÎÉÕÓÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÍÁÔÒÉÃ ËÁË xij → xqij. ðÒÉ ÜÔÏÍ q
ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ p.

• üÔÉ Ä×Å ËÌÅÔËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ôÏÇÄÁ A ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ, ÌÉÂÏ ÐÒÑÍÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ Ä×ÕÈ ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔÏË
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ. ïÄÎÁËÏ ËÏÇÄÁ
ËÌÅÔÏË ÔÒÉ, ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ
Mn ⊗K<T1; T2> = id(T 2

i ; T2T1; {[Ti; B]}B∈Mn).

ìÅÍÍÁ 4.4. ðÕÓÔØ A | ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ m+n, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ
ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ×ÉÄÁ: (

Mm ∗
∗ Mn

)
:

ðÕÓÔØ A ÜÐÉÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅÃÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ m×m É n×n ÍÁÔÒÉÃ, ÐÒÏÅËÃÉÉ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ ËÌÅÔËÕ É ÐÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÙ
ÉÚ A Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ × ÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÐÒÁ×ÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÞÁÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÜÔÉ
Ä×Å ËÌÅÔËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É A 'Mn+m ÌÉÂÏ A 'Mn ⊕Mm. 2

4.4. çÒÁÆÙ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ
ðÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÇÒÁÆÏ× É ÉÈ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. óÔÏÉÔ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏÎÑÔÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÐÏ ÅÅ ÇÒÁÆÕ. îÁÛÁ ÃÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,
ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÇÒÁÆÏ×ÕÀ ÔÅÈÎÉËÕ Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×-
ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. îÁ ÜÔÏÍ ÑÚÙËÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ Ó×ÑÚÅÊ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ.
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ (× ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ), ÔÅÈÎÉËÁ ÚÁÍÙ-
ËÁÎÉÑ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÍÏÎÏÍÉÁÌØ-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÎÏÍÉ-
ÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ{ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.3.2,
Á ÔÁËÖÅ [164]). üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÓÌÕÖÉÌÏ ÏÔÐÒÁ×ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ Á×ÔÏÒÁ ×
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ
ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ, Á ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ | É ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍ ûÐÅÈ-
ÔÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, ×ËÌÀÞÁÑ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ (ÓÍ. ÇÌÁ×Õ 7, ÒÁÚÄÅÌ 7.2).

ðÒÉ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁ-
ÆÁ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.3.3). íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÐÏÈÏÖÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ �, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÉÚÉÒÕÀÔ ËÌÅÔËÉ, Á ÔÁËÖÅ ×ÅË-
ÔÏÒÁ (ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ), ÎÅ ×ÏÛÅÄÛÉÅ × ËÌÅÔËÉ. éÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ
\ËÌÅÔËÁÍÉ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ". ä×Å ËÌÅÔËÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÎÅ-
ÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ Eij, ÇÄÅ i | ÉÎÄÅËÓ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÅÒ×ÏÊ ËÌÅÔËÅ, j |
×ÔÏÒÏÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍ ÍÁ-
ÔÒÉÃÁÍ, � ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÃÉËÌÏ×. � ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÁÆ ÐÏ ÓÉÌØÎÏ
Ó×ÑÚÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ × ÇÒÁÆÅ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ei.

åÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. ä×Å ÓÔÒÅÌËÉ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ,
ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÏÂÅ ÜÔÉ ÓÔÒÅÌËÉ, É ÓÉÌØÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-
ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ Ä×ÕÈ ÐÕÔÅÊ Ó ÏÂÝÉÍÉ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÜÔÉ ÓÔÒÅÌËÉ.
ëÌÅÔËÉ, ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÏÊ, ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ, É ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÓÒÁ×-
ÎÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ Ä×ÕÈ ÐÕÔÅÊ Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ É ÏÂÝÉÍ ËÏÎÃÏÍ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ
ÜÔÉ Ä×Å ËÌÅÔËÉ.

îÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ËÌÅÔÏË ÐÒÉ×Ï-
ÄÉÔ Ë ÉÄÅÁÌÁÍ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ É Ë ÓÐÕÓËÕ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÕ ÇÒÁÆÁ �. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ
ÎÅ ÔÁË. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÕÔÉ ÍÏÇÕÔ \ÇÁÓÉÔØ" ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. éÍÅÎÎÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÔÁ-
ËÉÍ ÜÆÆÅËÔÁÍ É ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ ÒÑÄÏÍ çÉÌØ-
ÂÅÒÔÁ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.3.3). îÕÌÅ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÉÚ ÏÄÎÏÊ
×ÅÒÛÉÎÙ × ÄÒÕÇÕÀ ÍÏÖÅÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÚÁ ÓÞÅÔ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ ÒÁÚÎÙÍ ÐÕÔÑÍ. ó
ÜÔÉÍ Ó×ÑÚÁÎÙ (ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÅ) ÔÏÖÄÅÓÔ×Á × ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ Â ×ÉÄÁ:

u1 · · · us|vi;vj = u�(1) · · · u�(s)|vi;vj ;
ÇÄÅ ui { ÓÌÏ×Á ÏÔ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ Â, ÐÏÍÅÔËÁ |vi;vj ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÕ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ vi Ë ×ÅÒÛÉÎÅ
vj ÇÒÁÆÁ �. üÔÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ × ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÙÞÎÙÈ
ÔÏÖÄÅÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁ-
ÍÅÎ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÎÕÖÄÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ × ÇÒÕÐÐÁÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
(ÓÍ. ÌÅÍÍÙ 5.13 É 5.14, ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÐÒÉÍÅÒ 5 ÎÁ ÓÔÒ. 218).

4.4.1. ðÕÔÉ × ÇÒÁÆÁÈ. \çÁÛÅÎÉÅ" ÐÕÔÅÊ
îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÒÏËÏÎÔÒÏÌÉÒÏ×ÁÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ \ÇÁÛÅÎÉÑ" É ÓÄÅÌÁÔØ ÒÅÄÕËÃÉÏÎÎÙÅ ÐÅ-

ÒÅÈÏÄÙ, ÕÐÒÏÝÁÀÝÉÅ ÓÉÔÕÁÃÉÀ. ïÔÞÁÓÔÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÁÄÏÂÉÌÏÓØ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ
úÁÒÉÓÓËÏÍÕ É ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ \ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ" ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ,
Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏÚÉÃÉÅÊ ×ÎÅËÌÅÔÏÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÌÉ ÓÉÍ×ÏÌ
ËÌÅÔËÉ. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÐÏÚÉÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÅÄÐÏÒÑÄËÁ. ïÄÎÕ ÐÏ-
ÚÉÃÉÀ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÏÌØÛÅ ÄÒÕÇÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÔÒÏËÉ ÓÔÏÑÔ ×ÙÛÅ,
Á ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ A Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÉ Eij { ÍÁ-
ÔÒÉÞÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÕ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÐÏÚÉÃÉÑÍÉ. üÔÏ ÔÏÌØËÏ ÏÔ-
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ÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÅÄÐÏÒÑÄËÁ, ÉÂÏ ÐÏ ÐÒÉÞÉÎÅ \ÇÁÛÅÎÉÑ ÐÕÔÅÊ" ÉÚ a Â b É b Â c ÅÝÅ ÎÅ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a Â c. ôÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÄÁÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.9. ÷ÓÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÕ ÞÅÒÅÚ i-
À ÐÏÚÉÃÉÀ ×ÎÉÚ, ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒ �, Á ÐÅÒÅÈÏÄÕ ××ÅÒÈ | ÎÁ �−1.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÏ×ÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A É Acl ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÓÔÁÒÙÍ É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
Var(Acl) ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÏ×ÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ
ÓÔÏÉÔ �, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ | ÅÄÉÎÉÃÙ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÂÁÚÉÓÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ×
ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÎÏÍÅÒÏÍ, ÂÏÌØÛÉÍ i ÎÁ �. 2

åÓÌÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÞÅÒÅÚ i-À ÐÏÚÉÃÉÀ ××ÅÒÈ ÎÅÔ, ÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ
ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ×ÎÉÚ, ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÐÒÏÝÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.4. ä×Á ÐÕÔÉ C1 É C2 ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ:

• ïÎÉ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÅ ÖÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÔÉÐÙ ËÌÅÔÏË × ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÅ.

• üÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ É ÐÏÒÑÄÏË ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÒÁÄÉ-
ËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

• ëÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÅÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó ÏÂËÌÁÄËÁÍÉ, ÏÔÌÉÞ-
ÎÙÍÉ ÏÔ �0, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

ä×Á ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ ÐÕÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ ÐÏÈÏÖÉÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ ÐÏ-
ÒÑÄËÉ ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔ ÅÝÅ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó ÏÂ-
ËÌÁÄËÁÍÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ �0. ä×Á ÓÉÌØÎÏ ÐÏÈÏÖÉÈ ÐÕÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÏÄÉ-
ÎÁËÏ×ÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

ôÉÐÏÍ ÐÕÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÉÐÏ× ËÌÅÔÏË É ÒÁÄÉ-
ËÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÅÇÏ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ, Á ÓÏÓÔÁ×ÏÍ ÐÕÔÉ ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ
ÎÁÂÏÒ ËÏÌÉÞÅÓÔ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ ÉÚ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (Ó ÕÞÅÔÏÍ
ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ). îÁÚÏ×ÅÍ ÔÉÐ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÏÂËÌÁÄÏË
ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ËÌÅÔËÁÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÏÓÔÁ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ËÏ-
ÌÉÞÅÓÔ× ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. (íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ × ÜÔÏÍ
ÐÏÎÑÔÉÉ ÆÁËÔÏÒ ÎÁÌÉÞÉÑ (ÎÏ ÎÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï) ËÌÅÔÏË ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ É ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÏ× ×ÈÏÄÁ, ×ÙÈÏÄÁ É ÐÅÒÅÈÏÄÁ. îÏ ÜÔÏ ÎÁÍ ÎÅ ÔÁË ×ÁÖÎÏ.) ÷ÙÂÉÒÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ Acl É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÉÚ ÎÉÈ ÁÌÇÅÂÒÕ A, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ Eij, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ÜÔÉÈ ÐÕÔÅÊ, ÓÔÏÑÔ Ó ÎÅÚÁ-
×ÉÓÉÍÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. Â ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ
ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Var(Acl) ⊃ Var(Â) ⊃ Var(A) = Var(Acl),
ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÐÕÔÉ. äÌÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÔÉÐÏ× ÐÕÔÅÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÎÉÖÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ,
ÐÒÉ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÉ | ×ÔÏÒÁÑ É Ô.Ä. äÁÄÉÍ ÓÐÉÓÏË ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË:

1) ëÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÉÐÏ× ÓÁÍÙÈ ÂÏÌØÛÉÈ ËÌÅÔÏË, ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ × ÎÁ-
ÌÉÞÉÉ.

2) ëÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÁÎÆÉÌÁÄ ÓÁÍÏÇÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÔÉÐÁ (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÈÏÄÁ,
×ÙÈÏÄÁ É ÐÅÒÅÈÏÄÁ).
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3) ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÉÐÏ× ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÍÉ É ÎÅÐÏÈÏÖÉÍ ËÌÅÔËÁÍÉ
(ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÌÅÔËÉ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ). (ðÅÒÅÈÏÄÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ
ÐÅÒÅÐÁÄÁÍÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ.)

4) ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÍÉ É ÎÅÐÏÈÏÖÉÍ ËÌÅÔËÁÍÉ (ÒÁÚÄÅ-
ÌÑÀÔÓÑ ËÌÅÔËÉ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ).

5) ðÁÒÁÍÅÔÒÙ 1, 2, 3 É 4 ÄÌÑ ËÌÅÔÏË, ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ, ÚÁÔÅÍ | ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÈ É Ô.Ä.

6) ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË ÓÁÍÏÇÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÔÉÐÁ.

7) óÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ É Ô.Ä.

8) ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÎÁÓ ×ÁÖÎÅÅ ÓÁÍ ÆÁËÔ ÎÁÌÉÞÉÑ ÁÎÆÉÌÁÄ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ (\ÂÕÌÅ×Á
ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ"), Á ÚÁÔÅÍ | ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ \ÒÁÓÔÁÌËÉ×Á-
ÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË"(ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.4.1) ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ T -ÉÄÅÁÌÙ (ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×Ï ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÈ ËÌÅÔÏË ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ × ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó×ÑÚÁÎÏ
Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ), ÏÄÎÁËÏ ÏÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ × ÜÔÏÍ \ÂÕÌÅ×ÏÍ" ÓÍÙÓÌÅ.

ëÁÖÄÏÍÕ ÔÉÐÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ó×ÏÉ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. óÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ëÁÖÄÏÍÕ ÐÕÔÉ ÏÔ-
×ÅÞÁÀÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ �A. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÏÄÎÏÍÕ ÔÉÐÕ, ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÔÅÍ, ÏÔ ËÁËÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A ËÁËÉÅ ÒÁ-
ÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ×ÚÑÔÙ É, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ
ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÍ ËÌÅÔËÁÍ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ. îÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁÄÉ-
ËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ó ÐÏÒÑÄËÏÍ ÎÁ ÔÉÐÁÈ ÐÕÔÅÊ ÅÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ × ÁÌÇÅÂÒÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÔÁË ÞÔÏ ÐÕÔÉ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÔÉÐÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ:
ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ËÏÔÏÒÙÈ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ
ÎÁÂÏÒÙ ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÈ ËÌÅÔÏË. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ
ÐÏÒÑÄÏË. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÕÔÉ ÒÁÚÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ
ÇÁÓÉÔØ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ c(A) ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó ÎÕ-
ÌÅ×ÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÏÊ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÊÓÑ Ë ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ. ÷ÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÉÐÁ
(�0; �0) ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ Eij ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ i É j ÅÓÔØ
ËÌÅÔÏÞÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ, Á ÇÒÁÆ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÔÁËÉÍÉ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÑÍÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÕÔÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ Ä×ÕÈ ×ÎÅËÌÅÔÏÞÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÉÄÕÝÉÈ
ÐÏÄÒÑÄ.

îÁ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ××ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÁÂÕÄÅÍ, ÏÔ ËÁËÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ËÁËÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ.
ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÁÂÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ×
ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÐÒÏÓÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, Á ÓÉÌØÎÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ËÏÍÐÏÎÅÎ-
ÔÁÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,
ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÕ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ
ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ (ÐÒÉ ÓÉÌØÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-
ÓÔÉ); ÏÎÁ ÖÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÏÓÔÁ×Õ ÐÕÔÉ.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.8 ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.10. ðÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ �A ÐÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÕ-
ÔÑÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÌÉ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ
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ÁÌÇÅÂÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ É
Ó×ÑÚÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ × ÎÏ×ÏÊ É ÓÔÁÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÇÒÁÆ �′ ÎÅ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÕÔÅÊ ÔÁËÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. 2

üÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ. ïÎÏ, × ÞÁÓÔÎÏ-
ÓÔÉ, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ \ÐÏÂÅÄÉÔØ" ÜÆÆÅËÔÙ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÇÁÛÅÎÉÑ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍ. ÎÉÖÅ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÚ-ÚÁ ËÌÅÔÏË ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅ-
ÎÅÅ, ÈÏÔÑ ÐÏ ÎÉÍ ÎÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÏÂËÌÁÄËÁÍÉ
ÏÔÄÅÌÑÀÔÓÑ. éÚ-ÚÁ ÜÆÆÅËÔÏ× ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÌÅÔÏË ×ÏÚÎÉËÁÅÔ \ÄÒÕÇÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ",
ËÏÔÏÒÁÑ ÉÈ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ. çÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØÀ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÎÁ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.5. Á) ä×Á ÐÕÔÉ C1 É C2 Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á u ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ÜÔÉÈ ÐÕÔÅÊ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ
ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ É ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ, ÄÁ£Ô ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ
ÐÒÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÁÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ÜÔÉÈ ÐÕÔÅÊ.

Â) ä×Á ÐÕÔÉ C1 É C2 Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÐÒÏÐÏÒ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á u É v É ÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ C1 É C2, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÀÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ
ÐÒÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÁÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÈÏÄÕ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ × ËÏÎÅÃ ÜÔÉÈ ÐÕ-
ÔÅÊ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÌÅÖÉÔ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ËÏÌØÃÅ.

×) óÅÍÅÊÓÔ×Ï (ÓÌÁÂÏ) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÕÔÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÓÌÁÂÏ) ÇÁÓÑÝÉÍÓÑ,
ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ.

Ç) óÅÍÅÊÓÔ×Ï (ÓÌÁÂÏ) ÇÁÓÑÝÉÈÓÑ ÐÕÔÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅ ÇÁÓÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ
ËÌÅÔËÉ ÄÁÎÎÙÈ ÔÉÐÏ× É ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÔÉÐÙ ÉÈ ËÏÎÃÏ× ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ × ÔÏÍ ÖÅ ÐÏ-
ÒÑÄËÅ.

üÆÆÅËÔÙ ÓÌÁÂÏÇÏ ÇÁÛÅÎÉÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×,
ÏÔ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÇÁÛÅÎÉÑ ÎÁ ÐÕÔÑÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÍÏÖÎÏ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ. èÕÖÅ
×ÓÅÇÏ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÁÛÅÎÉÅ. ôÁË, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ çÒÁÓÓÍÁÎÁ
É ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÏÂÏÌÏÞÅË (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ) ÓÔÒÏÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÁ. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÍÙ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÎÅ ÐÒÅÄßÑ×ÌÑÅÍ, Á ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×ÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ. íÙ ××ÏÄÉÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ (ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÚÁÐÉÓÑÈ)
É ×ÎÅÛÎÉÅ (Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ × ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ) É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÉÄÅÁÌÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï. ïÔÍÅ-
ÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ëÅÍÅÒÁ (Ï ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ
ÜÆÆÅËÔÙ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÊ \ÐÏ ëÁÐÅÌÌÉ" (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ
ÍÅÒÅ × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ).

èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÉÍÅÔØ ÐÏÌÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÇÁÛÅÎÉÑ ÎÁ ÁÄÅË×ÁÔÎÏÍ ÑÚÙËÅ.
éÍÅÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÜÆÆÅËÔ: ÇÁÓÉÔØÓÑ ÍÏÇÕÔ ÐÕÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË (É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×). ïÄ-
ÎÁËÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ (× ÓÉÌÕ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ) ÜÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÐÏ
ÍÏÄÕÌÀ q − 1, ÇÄÅ q { ÒÁÚÍÅÒ ÃÅÎÔÒÁ ËÌÅÔËÉ.

ðÕÔÉ ÓÌÁÂÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÅ ÎÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅÃ É ÇÒÁ-
ÄÕÉÒÏ×ËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÐÕÔÑÍ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓ-
Ô×ÕÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÈ Acl, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÉÍ ÐÕÔÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ
ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ F . ä×Å ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ
ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÐÏÓÌÅ ÓËÌÅÊËÉ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ Ó×Ï-
ÂÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÒÁÄÉËÁÌÕ.

åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï É ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÔØ ÅÇÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÎÁÂÏÒÕ ÇÁÓÑÝÉÈÓÑ ÐÕÔÅÊ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ.
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óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ (ÓÌÁÂÁÑ) ÐÒÏ-
ÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.11. Á) ä×Á ÐÕÔÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÉÌØÎÏ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙ
É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÐÒÉ (�0; �0)-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

Â) ä×Á ÐÕÔÉ ÓÌÁÂÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÓÏÓÔÁ× É
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÐÒÉ (�0; �0)-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.10 ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÅÄÕËÃÉÏÎÎÁÑ

ìÅÍÍÁ 4.5. åÓÌÉ ×ÓÅ ÐÕÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÌÉ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÓÉÌØÎÏ ÇÁÓÑÔÓÑ, ÔÏ A
ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÇÒÁÆ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ É ÓÏÓÔÏÉÔ
ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ ÉÓ-
ÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �. 2

üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÇÁÛÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÐÕÔÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÌÉ
Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÎÅÔ. ÷×ÉÄÕ ÜÔÏÇÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÐÕÔÉ, ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ, É
ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ×ÙÎÕÖÄÁÀÝÉÅ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-
ÎÙÈ ÐÕÔÅÊ É ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ A. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÔÉÐ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÉÐÏ× ËÌÅÔÏË ÎÁ ÐÕÔÉ
ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.1.1).

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. íÏÖÎÏ ÎÅ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÒÅÄÕËÃÉÀ, Á ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ �A É ÓÌÅ-
ÄÉÔØ ÚÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÐÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÎÅÓÏËÒÁÝÁÀÝÉÍÉÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÐÕÔÑÍ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á (ÉÌÉ ÂÏÌØ-
ÛÉÅ), ×ÓÅÇÄÁ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÉÇÎÏÒÉÒÏ×ÁÔØ.

2. óÍ. ÐÒÉÍÅÒÙ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5.2.

äÌÑ ÎÁÛÉÈ ÃÅÌÅÊ ×ÐÏÌÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÅÍÍÙ 4.5, ÏÄÎÁËÏ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÍÏÖÎÏ
ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ ÓÐÕÓË. îÁÚÏ×ÅÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ
V , ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÅ ÉÚ V ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ V ÔÏÌØËÏ ×ÈÏÄÑÝÉÍÉ
ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ×ÙÈÏÄÑÝÉÍÉ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ; [v1; v2] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ
�, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÐÕÔÉ, ×ÅÄÕÝÅÍ ÉÚ v1 × v2. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ
ÍÁÔÒÉÃ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ.

çÒÁÆ � ÍÏÖÎÏ ÕÒÅÚÁÔØ, ÓÔÉÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÅÂÅÒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÉÌÉ ÆÉÎÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÔÏ × Â ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌÙ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.
óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÅÄÕËÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÚ×É×ÁÅÔ ÜÔÕ ÉÄÅÀ É ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ
ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÊ ×ÉÄ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.12. Á) ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ � ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÙ.

Â) áÌÇÅÂÒÁ Acl ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ
ÏÔÒÅÚËÁÍ ×ÉÄÁ [vi; vj] ÄÌÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÁÒ ×ÅÒÛÉÎ (vi; vj).

×) åÓÌÉ � ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ (Ô.Å. ÎÅ ×ËÌÀÞÁÀÝÉÅÓÑ × Ä×Á ÐÕÔÉ
Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ), ÔÏ Acl ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒ
Ó ÍÅÎØÛÉÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ. (÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ËÏÇÄÁ � ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Å
ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÉÌÉ Ä×Å ÆÉÎÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ.) 2

íÙ Ó×ÅÌÉ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ � ÅÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË ×ÉÄÁ [v1; v2], ËÁÖÄÁÑ
ÓÔÒÅÌËÁ ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÐÕÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÓÉÌØÎÏ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÙÈ ÓÔÒÅÌÏË ÎÅÔ, É ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÏ ÓÏÓÔÁ×Õ ÐÕÔÉ. äÌÑ \ÏÔ-
ÒÅÚÏÞÎÙÈ" ÁÌÇÅÂÒ ××ÅÄÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. îÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (T -ÉÄÅÁÌ)
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ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÄÌÑ A, ÅÓÌÉ × ÌÀÂÏÊ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÏÔ-
ÒÅÚËÕ � (ÏÔÌÉÞÎÏÍÕ ÏÔ [v1; v2]), ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ É ÌÅÖÉÔ × T -ÉÄÅÁÌÅ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍ ÐÕÔÑÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. ä×Å ÏÔÒÅÚÏÞÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ-
ÔÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× (T -
ÉÄÅÁÌÏ×) Õ ÎÉÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÐÏÓÔÒÏÉÔØ T -ÉÄÅÁÌ, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÅÄÙ.

îÁÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Acl ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ E�AclE�, ÏÔ×ÅÞÁ-
ÀÝÉÈ ÐÉÒÓÏ×ÓËÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÅÄÉÎÉÃÙ; ÐÁÒÁ (�; �) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÉÐÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.
éÎÄÅËÓ 0, ËÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ \ËÌÅÔËÁÍ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ", É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÊ ðÉÒÓ ÅÓÔØ 1−∑ �i.

ó ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ (�0; �0) ÓÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÐÌÏÈÏ. ïÄÎÁËÏ ÐÕÔÉ ÐÏ
ËÌÅÔËÁÍ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ. ðÕÓÔØ A(k) ÅÓÔØ k-Ñ ÓÔÅÐÅÎØ ÁÌÇÅÂÒÙ
A. ðÕÓÔØ n { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ
ÐÕÔØ, m { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÐÕÔÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ËÌÅÔÏË ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÕÔØ ÄÌÉÎÙ m ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ËÌÅÔËÕ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.13. Á) ðÕÓÔØ k ≥ m. ôÏÇÄÁ A(m)cl = A(k)cl É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
Var(A(m)) = Var(A(k)).

Â) çÒÁÆ ÁÌÇÅÂÒÙ A(m) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÕÔÅÊ ÄÌÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ n, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑ-
ÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ËÌÅÔËÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, É ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ (�0; �0)-
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n + 1. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÔØ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ Ä×Å
×ÎÅËÌÅÔÏÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÏÄÒÑÄ.

÷ ÇÒÁÆÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÔÒÅÚÏÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÁÖÄÁÑ ×ÎÅËÌÅÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒ-
ÛÉÎÁ ÏËÒÕÖÅÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ËÌÅÔËÁÍ. 2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÔÉÐÁ (�0; �0) ÁÌÇÅÂÒÙ A(m) ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØ-
ÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ, × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÙÊ n+ 1.

÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ×ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ
ÓÉÌØÎÏÇÏ ÇÁÛÅÎÉÑ (É ÂÅÚ ÓÉÌØÎÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÕÔÅÊ). ÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ÚÁ-
ÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ, ÐÒÁ×ÄÁ, ÐÏËÁ Ë ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Õ ÜÔÏÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ÎÅ ÐÒÉ×ÅÌÁ (ÍÅÛÁÅÔ ÜÆÆÅËÔ ÇÁÛÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ
×ÅÒÛÉÎÁÈ).

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ. ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ � ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÇÁÓÑÝÉÈÓÑ ÐÕÔÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ
×ÅÒÛÉÎÙ v1 É v2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A′ Ó ÇÒÁÆÏÍ �′, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

• ÷ÅÒÛÉÎÙ v1 É v2 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÕÔÅÊ.

• ëÁÖÄÙÊ ÐÕÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔÉ × �, É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ | ÔÅ ÖÅ.

• ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒ ÇÁÓÑÝÉÈÓÑ ÐÕÔÅÊ ÕÂÒÁÎ.

ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ � ÅÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÉÌØÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÕÔÅÊ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ
ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ËÏ ×ÓÅÍ ÐÕÔÑÍ, ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÔÒÅÌËÕ × v2, ÚÁÍÅÎÉ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÎÁ
ÓÔÒÅÌËÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.6. çÒÁÆÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÄÅÁÌÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀ-
ÝÉÅ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÕÔÅÊ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÁÛÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ:
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.14. Á) ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ � ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÇÁÓÑÝÉÈÓÑ ÐÕÔÅÊ, ÓÏ-
ÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ v1 É v2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A′ Ó ÇÒÁÆÏÍ �′, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÔÓÑ ÉÚ � ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

• ÷ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÜÔÉÈ ÐÕÔÑÈ × ÇÒÁÆÁÈ � É �′, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

• ÷ÍÅÓÔÏ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÕÔÅÊ × ÇÒÁÆÅ �, ×
ÇÒÁÆÅ �′ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉ.

• ÷ÅÒÛÉÎÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ, ËÁË × �, ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É Ó ×ÙÈÏÄÑÝÉÍÉ ÉÚ
ÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (ËÒÏÍÅ v2) É ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ Ó ×ÈÏÄÑÝÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (ËÒÏÍÅ
v1). (ïÎÉ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÔ ÐÕÔÉ, ÉÄÕÝÉÅ ÞÅÒÅÚ v1.)

• ÷ÅÒÛÉÎÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ, ËÁË × � ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É Ó ×ÈÏÄÑÝÉÍÉ ×
ÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (ËÒÏÍÅ v1), É ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ Ó ×ÙÈÏÄÑÝÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (ËÒÏÍÅ
v2). (ïÎÉ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÔ ÐÕÔÉ, ÉÄÕÝÉÅ ÞÅÒÅÚ v2.)

• ÷ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ, ËÁË × � ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É Ó ×ÈÏÄÑÝÉÍÉ
× ÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (ËÒÏÍÅ v1), É ×ÙÈÏÄÑÝÉÍÉ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (ËÒÏÍÅ v2). (ïÎÉ
ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÔ ÐÕÔÉ, ÉÄÕÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÐÕÔÉ.)

• ÷ÅÒÛÉÎÙ ÒÁÚÎÙÈ ÔÉÐÏ× ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ.

ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ [�; �] (ËÒÏÍÅ [v1; v2]) × ÇÒÁÆÅ � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÉÎ
ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÔÒÅÚËÏ× × �′ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. óÉÓÔÅÍÅ ÐÕÔÅÊ, ×ÅÄÕÝÉÈ ÉÚ v1 × v2, ×
ÇÒÁÆÅ � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÕÔÅÊ, ÎÏ Ó ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÏÊ
ÓÉÌØÎÏ ÇÁÓÑÝÉÈÓÑ ÐÕÔÅÊ. çÒÁÆ �′ ÚÁÄÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ A.

Â) ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ � ÅÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÉÌØÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÕÔÅÊ. ôÏÇÄÁ
ÏÔ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ, ÐÒÉÍÅÎÉ× ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ËÏ ×ÓÅÍ ÐÕÔÑÍ,
ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÔÒÅÌËÕ × v2, ÚÁÍÅÎÉ× ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÎÁ ÓÔÒÅÌËÅ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Â ÓÁÍÏÊ ÎÁ
ÓÅÂÑ ÐÒÁ×ÙÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ. äÁÌÅÅ ×ÚÑÔØ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ × ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ, ÐÏÌÕÞÉÔØ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Â ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ É ÓÎÏ×Á ÐÏ×ÔÏÒÉÔØ ÐÒÏÃÅ-
ÄÕÒÕ ×ÙÂÏÒÁ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Â′. îÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ËÁ-
ÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÏ×ÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �′ ÎÅÔ ÓÉÌØÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ (Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É
ÓÉÌØÎÏ ÇÁÓÑÝÉÈÓÑ) ÐÕÔÅÊ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ÷ ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ
(ÏÔÝÅÐÉÍÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ) ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÓÌÕ-
ÞÁÑ. á × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ � ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ (×ÅÒÛÉÎÙ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ
ÂÁÚÉÓÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ, Á ÓÔÒÅÌËÉ | ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×). é ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÎÉÞÅÍ ÎÅ
ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ. á ÚÁÄÁÞÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉËÉÍÉ, É
ÎÁÌÉÞÉÅ ÓÉÌØÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ × ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ.

÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÍÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ
4.12 É 4.14, Ó×ÅÄÅÍ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÓÉÌØÎÏÇÏ ÇÁÛÅÎÉÑ ÎÅÔ (É ÎÅÔ ÓÉÌØ-
ÎÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ), Á ÓÁÍ ÇÒÁÆ � ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÔÒÅÚËÕ [v1; v2], ÇÄÅ v1 | ÅÇÏ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ, Á v2 | ÆÉÎÁÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ. üÔÉ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ
ÐÕÔÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ HA, ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ T -ÉÄÅÁÌ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ T -ÉÄÅÁÌ, ÏÔ×ÅÞÁ-
ÀÝÉÊ ÐÕÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, É ××ÅÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÌÅÄÏ× ÞÅÒÅÚ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ,
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ÔÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÕÄÕÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÚÁÐÉÓÅÊ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÉÞÉÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ËÌÅÔÏË ÍÏÖÅÔ ÐÏÒÏÖÄÁÔØ ÔÏ ÖÅ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÞÔÏ É ÏÄÎÁ ËÌÅÔËÁ, É ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÏÊÄÕÔ × ÓÌÅÄÙ.
ôÉÐ ÖÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÔÏÇÏ, × ËÁËÏÍ ÉÍÅÎÎÏ ÍÅÓÔÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÙÌÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÁ \×ÓÔÁ×ËÁ" ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÓÌÅÄÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ËÏÌØÃÁ \×ÎÅÛÎÉÍ" ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÎÏ ÂÕÄÅÔ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØÓÑ
ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÉÚ ÁÎÆÉÌÁÄ ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔÏË (ÔÏÞÎÅÅ, ÎÁ \È×ÏÓÔÁÈ ÁÎÆÉÌÁÄ"). üÔÏ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÅ ÎÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÁÌÇÅÂÒÕ A × ÓÅÂÑ, ÎÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ T -ÉÄÅÁÌ × A
É ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. üÔÏÔ T -ÉÄÅÁÌ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ËÁË
É ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÒÁÆÁ ÐÕÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á (ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÓÌÅÄÙ ÉÚ ÏÄÎÏÊ
ÁÎÆÉÌÁÄÙ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÍÙ ×ÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÔÁËÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ É ÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó ÎÏ×ÙÍ
ÉÄÅÁÌÏÍ, É × ÓÉÌÕ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÎÏ×ÙÍ ËÏÍÍÕÔÁ-
ÔÏÒÁÍ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÄÅÁÌ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ
ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ. (òÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ
ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ.)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÒÅÌËÕ −→v ÇÒÁÆÁ �, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÏÂËÌÁÄËÅ ÔÉÐÁ (�i; �j), ÐÒÉÞÅÍ
i 6= 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÔÏÌØËÏ ÔÉÐÁ
(�i; �i), ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ Ó ÅÅ ËÏÎÃÏÍ. îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÎÆÉÌÁÄÏÊ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÏÂß-
ÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÏ×, × ÎÅÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÞÔÏ É ÏÄÎÁ ËÌÅÔËÁ. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.12 ÏÎÏ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ
ÏÔÒÅÚÏË, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ôÁËÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ È×ÏÓÔÏÍ
ÁÎÆÉÌÁÄÙ. è×ÏÓÔ ÁÎÆÉÌÁÄÙ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÃÅÎÔÒÁÌØ-
ÎÙÍÉ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÁÍÉ. ÷ÙÈÏÄÏÍ ÉÚ ÁÎÆÉÌÁÄÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ
È×ÏÓÔ ÁÎÆÉÌÁÄÙ Ó ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ.

4.4.2. ÷ÎÅÛÎÉÅ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ É ÆÏÒÍÙ
÷ÎÕÔÒÉ È×ÏÓÔÁ ÁÎÆÉÌÁÄÙ ×ÓÅ ÓÌÅÄÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅ-

ÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÅÄ × \È×ÏÓÔÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ" ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. éÍ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ × ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, É ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÅ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× É ÄÁÓÔ ÎÕÖÎÕÀ ÎÁÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. îÏ
ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÉÚÕÞÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁ ÁÎÆÉÌÁÄÕ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.15. Á) ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ B ÎÅÔ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ôÏÇÄÁ
B̂ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ B̂ = Mn ⊗ K < T1; : : : ; Ts > =J , ÇÄÅ
ÉÄÅÁÌ id({Ti}), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ {Ti}, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ × ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÅ
K <T1; : : : ; Ts>=J .

Â) áÌÇÅÂÒÁ B ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅ (ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÞÔÏ É Mn, ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ Ti ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.

×) ìÀÂÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ Mn, ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ × ÁÌÇÅÂÒÅ B̂ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑ, ÌÅÖÁÝÉÅ × ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÙÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ
[Ti; Tj] ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ.

Ç) ðÕÓÔØ P É Q | ÔÁËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ f , ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÇÏÓÑ
× ÎÕÌØ ÎÁ Mn, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Pf(B)Q = 0. ôÏÇÄÁ PxQ = 0 ÄÌÑ ÌÀ-
ÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÁÌÇÅÂÒÙ B̂, ÌÅÖÁÝÅÇÏ × ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁÍÉ
[Ti; Tj]. ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Ð.Á). ðÕÓÔØ t { ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÞÁÓÔØ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ Â ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, É × ÎÅÊ ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Eij, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÁÍ. ðÏÌÏÖÉÍ tij = ∑

k EkitEjk. ôÏÇÄÁ Eij ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ
Ó trs É t = ∑

ij tij. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ð.Â) ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ. ð.×) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Â), Ç) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×). 2
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÚÌÉÞÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ B̂ ÉMn, Ó×ÑÚÁÎÏ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ
ÒÁÄÉËÁÌÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ Ð.Ç) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ
ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ Pf(B)Q ÎÁÄÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ,
Á ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ B̂ ÄÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [Ti; Tj]. ÷ÏÚ-
ÍÏÖÎÏ, ÜÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÚ×ÏÌÉÔ ÐÒÏÄ×ÉÎÕÔØÓÑ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÂÁÚÉÓÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×
× ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

éÔÁË, ÒÁÄÉËÁÌ ×ÌÉÑÅÔ ÞÅÒÅÚ ÞÌÅÎÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÜÔÏ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÌÉÅ×Õ
ÓÉÔÕÁÃÉÀ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙ, ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ, Á
ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ Ë ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÔÏ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÐÒÏÑ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 2 ÏÔ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. þÔÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ
ÐÒÏ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÒÁÄÉËÁÌ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ
ÔÏÖÄÅÓÔ×)?

éÎÏÇÄÁ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÎÁÂÏÒ ËÌÅÔÏË ËÁË ËÌÅÔËÕ, Á ÞÁÓÔØ ÒÁÄÉËÁÌÁ |
ËÁË ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÅ ÔÁËÉÅ \ËÌÅÔËÉ". îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË ÕÓÔÒÏÅÎ ÇÒÁÆ ÄÌÑ
Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó k ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ-
×ÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ Mn;k (ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÓÍ. ÎÁ ÓÔÒ. 220).
òÁÄÉËÁÌ ÍÏÖÅÔ \ÚÁËÒÕÞÉ×ÁÔØ" ÇÒÕÐÐÙ ËÌÅÔÏË. ëÁË ÔÁËÁÑ ÚÁËÒÕÔËÁ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊ-
ÓÔ×ÕÅÔ Ó ÞÁÓÔØÀ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÄÁÎÎÏÍÕ ÔÉÐÕ?

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÌÅÄÏ× ÎÁ ÁÌÇÅ-
ÂÒÅ B.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.16 (éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÆÏÒÍ É ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑ ÁÌÇÅÂÒ).
Á) ðÕÓÔØ Ti ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. ôÏÇÄÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ (ÆÏÒÍÙ), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ
ÎÁ ÉÄÅÁÌÅ ëÁÐÅÌÌÉ ÁÌÇÅÂÒÙ B, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ×ÎÅÛÎÉÍÉ ÓÌÅÄÁÍÉ (ÆÏÒÍÁÍÉ), ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ Tr(X) = ∑

iEiiXEii (×ÎÅÛÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÒÁÚÕ
ÐÏÓÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ).

Â) ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍÍÕÔÁÎÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ ÌÅÖÉÔ × ÉÄÅÁÌÅ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁÍÉ [Ti; Tj].

×) åÓÌÉ P É Q ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ Ð.Ç) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ ×
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈ P ·B ·Q ×ÎÅÛÎÉÅ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �(B) ÎÅ ÏÔÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ-
ÚÎÁÞÎÏ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÐÒÉ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ B, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ × Ð.Á), ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ
×ÚÑÔÉÑ ÓÌÅÄÁ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ! é, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ (É ÆÏÒÍÙ) ÎÁ
È×ÏÓÔÁÈ ÁÎÆÉÌÁÄ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ×ÎÅÛÎÉÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ×ÎÅÛÎÉÊ ÓÌÅÄ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ ËÌÅÔÏË
ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ Trext� (X) = ∑

ij EijXEji, ÇÄÅ Eij { ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ, ÏÔ×Å-
ÞÁÀÝÁÑ ËÌÅÔËÁÍ ÄÁÎÎÏÊ ÁÎÆÉÌÁÄÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÍÁÔÒÉÃ (xijs ); s = 1; : : : ; k,
ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× xijs , ÒÁ×ÎÙÈ EiiXsEjj. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ×ÎÅÛÎÉÅ
ÆÏÒÍÙ �ext

� (X1; : : : ; Xk) ËÁË ÓÕÍÍÙ ÇÌÁ×ÎÙÈ \ÍÉÎÏÒÏ×", Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌ-
ÂÅÃ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÅÒ×ÙÍ ÓÔÏÌÂÃÏÍ x1, ×ÔÏÒÏÊ | ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ ÓÔÏÌÂÃÏÍ x2 É Ô.Ä.
\íÉÎÏÒÙ" ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ËÁË ÓÕÍÍÙ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÕÞÅÔÏÍ ÚÎÁËÏ×. ëÏÇÄÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ti, ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ,
ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ (Á ÔÁËÏÅ ÍÅÓÔÏ
× ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÏÒÇÁÎÉÚÕÅÔÓÑ É × ÎÅÍ ×ÅÄÅÔÓÑ ÒÁÂÏÔÁ). äÁÌÅÅ, ÆÏÒÍÙ ÔÉÐÁ �̂k(a),
ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ËÁË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
ÏÔ �k(a), ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 0.2.3. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÉÄ ÜÔÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÎÅ ×ÁÖÅÎ, ÍÙ
ÉÈ ÚÄÅÓØ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ.

ëÏÌØÃÏ Rext
i ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ

Trext� (X) (× ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ | ÔÁËÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÆÏÒÍ
�ext
� (X1; : : : ; Xk)). üÔÏ ËÏÌØÃÏ \ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ×ÎÅÛÎÉÈ ÓÌÅÄÏ× (ÆÏÒÍ)". äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
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ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ (�; �)-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÅÇÏ ×ÎÅÛÎÉÊ ÓÌÅÄ,
Á ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÁ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÉÐÁ (�; �) { ÆÏÒÍÙ. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ Â ËÏÌØÃÏ ×ÎÅÛÎÉÈ
ÆÏÒÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÐÏÄËÏÌØÃÁ Ó×ÏÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ (×ÎÅÛÎÉÈ ÓÌÅÄÏ× ÐÏÌÕÐÒÏ-
ÓÔÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×) Ó×ÏÅÊ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌØÃÏ ×ÎÅÛÎÉÈ ÓÌÅ-
ÄÏ× ÎÅÔÅÒÏ×Ï. ëÏÌØÃÏ Rext

i ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ �ix�j ËÁË ÌÅ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ
ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ Trext� (X) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ext

� (X1; : : : ; Xk)) É ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ �jx�i ËÁË
ÐÒÁ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ Trext� (X) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ext

� (X1; : : : ; Xk)). îÁ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ È×ÏÓÔÙ ÁÎÆÉÌÁÄ ÏÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, É
ÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ëÁÐÅÌÌÉ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏ× [Ti; Tj] ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÆÏÒÍÙ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ-
ÎÙÅ ÞÅÒÅÚ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÐÏÌÉÎÏÍÙ ëÁÐÅÌÌÉ) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ×ÎÅÛÎÉÍÉ.
úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. åÓÌÉ ÂÒÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÔÁËÉÈ \×ÎÅÛÎÉÈ ÓÌÅÄÏ×",
ÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 1 ÍÙ ÐÒÉÄÅÍ ÐÏÞÔÉ ÞÔÏ Ë ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÷. äÒÅÎÓËÏÇÏ ÉÚ
ÒÁÂÏÔÙ [140]. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ T -ÉÄÅÁÌ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ×ÅÔËÉ,
ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÓÌÅÄÙ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÒÁÚÕ ÐÏ ×ÓÅÍ ×ÓÔÁ×ËÁÍ, ÎÁÍ ÎÅ ÎÕÖÎÏ.

2. íÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÎÅ ×ÓÀ ÁÎÆÉÌÁÄÕ, Á ÔÏÌØËÏ ÔÏÔ ÅÅ ÏÔÒÅÚÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÅÁÌÉ-
ÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ ÐÕÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. (äÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÐÕÔÅÊ ÔÁËÉÅ
ÏÔÒÅÚËÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÎÙÍÉ, É ÏÎÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÇÕÔ ÇÁÓÉÔØÓÑ. îÏ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÇÁ-
ÛÅÎÉÅ, ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, ÚÁÄÁÄÕÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÍÏÄÕÌØÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.)

3. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÅÓÔØ ÌÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÁÚ×ÉÔÕÀ ÚÄÅÓØ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÕÀ
ÔÅÏÒÉÀ Ë ÐÏÌÕÞÅÎÉÀ ÏÃÅÎÏË ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ. îÁÌÉÞÉÅ ÒÁÚ-
ÌÏÖÅÎÉÑ ÁÎÆÉÌÁÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ × ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.15),
Á ÔÁËÖÅ ÎÁÌÉÞÉÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÁË ÂÕÄÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ××ÏÄÉÔØ \ÏÂËÌÁÄËÉ",
ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ É ÓÐÕÓË. ôÒÕÄÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÁ-
ÅÔÓÑ × Ä×ÕÈ ×ÅÝÁÈ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÅÔ ÌÅÖÁÔØ ×
(�0; �0)-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ, Á ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó
ËÌÅÔËÁÍÉ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅÐÒÉÍÅÎÉÍÁ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, × ÓÌÕÞÁÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÌÏÖ-
ÎÏÓÔÉ É ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÅÄÕËÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉÍÅ-
ÎÉÍÙ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ ÇÒÕÐÐÏ×ÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ Ó ÅÄÉ-
ÎÉÃÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Á ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ
ÉÈ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏ×ÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ (ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÅÊ), ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅ-
ÒÅÓÎÙÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ.

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÐÏÓÔÒÏÉÔØ T -ÉÄÅÁÌ, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÊ ÎÁ ×ÎÅÛÎÉÅ ÓÌÅÄÙ. ïÎÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ È×ÏÓÔÁÈ ÁÎÆÉÌÁÄ. ðÏÌÉÎÏÍ, ÐÏ-
ÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÜÔÏÔ T -ÉÄÅÁÌ, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∏Hi. íÎÏÖÉÔÅÌÉ Hi =
H(1)
i RiCn2

i
H(2)
i ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÎÅÎÕ-

ÌÅ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ×ÓÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÎÕÔÒØ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Cn2
i

ÂÕÄÕÔ ÏÔ×ÅÞÁÔØ
È×ÏÓÔÁÍ ÁÎÆÉÌÁÄ. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ. íÎÏÖÉÔÅÌÉ
H(1)
i É H(2)

i ×ÙÎÕÖÄÁÀÔ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÍÅÖÄÕ ÁÎÆÉÌÁÄÁÍÉ (ÔÅÍ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÈÏ-
ÖÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ ËÌÅÔÏË).

íÎÏÖÉÔÅÌÉ Ri ÐÏÇÌÏÝÁÀÔ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ×Ï ×ÎÕÔÒÉ-ÁÎÆÉÌÁÄÎÙÈ ÒÁÄÉ-
ËÁÌÁÈ (ÔÅÍ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.16 ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ×ÎÅÛÎÉÈ É ×ÎÕ-
ÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ). ïÎÉ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÐÏÜÔÁÐÎÏ. åÓÌÉ ÇÄÅ-ÔÏ ÓÌÅÄÙ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÔÏ
ÍÏÖÎÏ ×ÓÔÁ×ÉÔØ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ R, ËÏÔÏÒÙÊ ÜÔÕ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÌÏ×ÉÔ, É ÐÏÌÏ-
ÖÉÔØ R′i = RiR. ÷ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ×, × ÓÉÌÕ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ÍÅÓÔÏ Ó ËÏÍÍÕ-
ÔÉÒÕÀÝÉÍÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ ÓÌÅÄÁÍÉ ÂÕÄÅÔ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÏ. (á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÌÅÄÏ× ÓÏ×ÐÁÄÕÔ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ
ÏÔ ÓÌÅÄÏ× ×ÎÅÛÎÉÈ.) óÌÅÄÙ É ÆÏÒÍÙ ÂÕÄÕÔ ×ÅÓÔÉ ÓÅÂÑ ËÁË × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ.
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íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ �A, ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÕÀ Â. ïÎÁ ÐÏ-
ÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÉ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ
ÎÅÅ É ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÅ, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ
ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Var( �A) ⊃ Var(Â) = Var(A), ÐÒÉÞÅÍ ×ËÌÀÞÅ-
ÎÉÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÍ.

4.5. ñÚÙË ÔÏÖÄÅÓÔ×.
äÁÎÎÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÏÐÉÓÁÎÉÀ Ó×ÏÊÓÔ× ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÏ-

ÖÄÅÓÔ×. îÁÞÎÅÍ Ó ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÓÉÔÕÁÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑ ÎÁÓ ÂÕÄÕÔ ÉÇÒÁÔØ ÒÏÌØ
Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ \ËÉÒÐÉÞÅÊ".

4.5.1. çÒÁÎÉÞÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ
üÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÌÅÔÏË. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.7. Á) ðÕÓÔØ D | ÏÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.
áÌÇÅÂÒÏÊ ×ÈÏÄÁ Bl

n ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
DoMn. áÌÇÅÂÒÁ ×ÙÈÏÄÁ Br

n ÅÓÔØ Mn oD.
Â) áÌÇÅÂÒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Bk1;k2 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÕ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ) ÅÓÔØ ÐÏ-

ÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Mk1 oMk2 .
×) áÌÇÅÂÒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Pnq1;q2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÕ ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÍÉ ËÌÅÔ-

ËÁÍÉ ÒÁÚÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ. ïÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ Mn ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÏÍ T , Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ 2 É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ xT = Txq1=q2

ðÏÄ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÉÐÏ×. óÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁÍÉ.

áÌÇÅÂÒÕ ×ÈÏÄÁ × ËÌÅÔËÕ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ (n+1)×(n+1)
Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÓÔÏÌÂÃÏÍ, Á ÁÌÇÅÂÒÕ ×ÙÈÏÄÁ | ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ (n+1)×
(n+1) Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ. áÌÇÅÂÒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Bk1;k2 ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ
ÐÏÒÑÄËÁ (k1 + k2) × (k1 + k2). ðÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÉÄÕÔ ÂÌÏËÉ ÐÏÒÑÄËÁ k1 É k2,
ÓÌÅ×Á-ÓÎÉÚÕ ÎÕÌÉ, Ó×ÅÒÈÕ-ÓÐÒÁ×Á | ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ.

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÐÏÌÉÎÏÍÏ×. îÁÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ Zk × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ òÁÚÍÙ-
ÓÌÏ×ÓËÉÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ k, Á × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÁÔÒÉÃ ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ,
ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ÆÏÒÍÙ. ïÎ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ
Zk.

çÒÁÎÉÞÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ, \×ÙÎÕÖÄÁÀ-
ÝÉÅ" ÒÁÄÉËÁÌ. éÚ ÎÉÈ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÕ-
ÔÑÍ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÍ.

ðÕÓÔØ Pk1;k2 = CZk1 · (t ◦ ad(Zk1) ◦ ad(Zk1)) · Zk2D, P l
k = [t; Zk]S, P r

k = S[t; Zk].
ðÅÒÅÍÅÎÎÕÀ t ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÑÄÒÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

ìÅÍÍÁ 4.6. Á) ðÕÓÔØ t = ∑�iE0i ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÈÏÄÁ × ËÌÅÔËÕ ÒÁÚÍÅÒÁ k.
ôÏÇÄÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ Blk ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï [t; Zk] = tZk.

Â) ðÕÓÔØ t = ∑�iEi0 ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÍÅÒÁ k. ôÏÇÄÁ ×
ÁÌÇÅÂÒÅ Brk ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï [t; Zk] = −Zkt.

×) åÓÌÉ max(k1; k2) ≥ max(k′1; k′2), k1 +k2 ≥ k′1 +k′2 É (k1; k2) 6= (k′1; k′2), ÔÏ Pk1;k2

ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ Bk′1;k′2.
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2

(åÓÌÉ k > max(k1; k2), ÔÏ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅ×ÉÎÁ 3.1, Mk ⊃ Var(Bk1;k2).)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÐ.Á) É Â) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ
ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ ÷. î. ìÁÔÙÛÅ×ÙÍ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ËÏÎÅÞÎÏÊ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É ÐÏÚÄÎÅÅ ÷. äÒÅÎÓËÉÍ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ×
çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.2.4)

éÚ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.17. Á) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ëÁÐÅÌÌÉ Ck ÐÏÒÑÄËÁ n2

ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ Mn. ôÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ n2 × ÌÀÂÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å.

Â) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ad(Zk)r ◦ x × ÁÌÇÅÂÒÅ Blk ÓÏ-
×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ×ÉÄÁ Ei0, ÇÄÅ i > 0, Á
× ÁÌÇÅÂÒÅ Brk | Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Spani>0(E0i). ôÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ Cs

k2 ad(Zk)r ◦ x
(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ ad(Zk)r ◦ xCs

k2.
×) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÁ Pk1;k2 × ÁÌÇÅÂÒÅ Bk1;k2 ÅÓÔØ

Spani≤k1<j≤(k1+k2)(Eij) :

2

(îÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÝÅ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×
P l
k, P r

k , ÐÏÍÏÇÁÀÔ C É D, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ.)
îÁÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÄ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÚÄÅÓØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×Å-

ÄÅÎÉÅ Ó ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÇÏÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ B̂lk, B̂rk, B̂k′1;k′2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÙ ÔÉÐÁ Q ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q, ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×
(ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ) ÆÏÒÍ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ËÌÅÔËÁÍ. ðÕÓÔØ R ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍ.
ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÕÀ ÔÁËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÐÕÞÏË
ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁ Spec(R), ÐÒÉÞÅÍ × ÔÏÞËÁÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ, ×
ËÏÔÏÒÙÈ òÁÚÍÙÓÌÏ×ÓËÉÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÅ ÎÕÌÅ×ÙÅ, Q ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ×ÅÓØ
ÒÁÄÉËÁÌ.

éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.18. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ Qk1;k2 ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ m ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ
Mm

k1−1Mk1Mm
k2. 2

ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÌÉ×ÁÀÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ Ó×ÅÔ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÏ{ÇÅÏ-
ÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ ÔÅÏÒÅÍ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÒÁÂÏÔÅ Ó ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ
ÌÅÍÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÎÉÞÔÏÖÁÔØ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÔÁËÉÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ.

ìÅÍÍÁ 4.7. ôÏÖÄÅÓÔ×Ï Zq
k − Zk ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ Mk(Fq) É ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑ-

ÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ Mk(Fq′) ÐÒÉ q′ > q. (Fq { ÐÏÌÅ çÁÌÕÁ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.) 2
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ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÝÁÌÉÓØ × ÎÕÌØ É ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÈ
ÔÉÐÁ P n(q1; q2). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÕÖÎÏ ÅÝÅ ÓÄÅÌÁÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ \ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÙÈ ËÏÍÍÕ-
ÔÁÔÏÒÏ×" Zq2R−RZq1 ÐÏ ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÐÁÒÁÍ (q1; q2), ×ÚÑÔÙÍ × ÎÕÖÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.
áÎÁÌÏÇ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.17 ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÏ-
ÌÉÎÏÍÙ. ïÎÉ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊ-
ÛÅÍ. ÷ÅÌÉÞÉÎÙ, Ó ÎÅÊ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ, × ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË
ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ.

÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: ad(q1;q2)(z) ◦ t = zq1t − tzq2 (\ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÙÊ adjoint"). ÷
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ad(1;1)(z) ◦ t = ad(z) ◦ t.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÎÅÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ \ÐÏÄËÒÕ-
ÞÅÎÎÏÊ ÜÎÇÅÌÅ×ÏÓÔÉ" Engeln ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÔÉÐÁ ad:

Engeln(−→Z ) =
∏

q�=pk∈Q
(ad(qi;qj)(Zij;n))ps ;

ÇÄÅ s { ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÃÅÌÏÅ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ps > c, Zij;n { ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÄÌÑ
ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÍÅÒÁ n. Zps

ij;n ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Zij;n,
Á ÎÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. Q ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÐÁÒ (qi; qj) ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ËÌÅÔÏË.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. 1. ïÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÏÊ ÜÎÇÅÌÅ×ÏÓÔÉ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ
ÏÂÒÁÝÁÌÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ ÁÎÆÉÌÁÄÁÈ ÒÁÚÍÅÒÁ n É ×ÙÎÕÖÄÁÌ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÅÖËÌÅÔÏÞ-
ÎÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ.

2. íÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÒÍÉÎÏÍ \ÜÎÇÅÌÅ×ÏÓÔØ", ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÜÎÇÅÌÅ×ÏÊ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÔ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ
ÎÅ ×ÙÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ c ÅÓÔØ ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÌÉÅ×ÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ
[: : : [x1; x2]; x3] : : : xc−1] = 0. (÷ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÅ×Á ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ-
ÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÜÎÇÅÌÅ×ÏÓÔÉ.) íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÔÉÐÁ ÜÎÇÅÌÅ×ÏÓÔÉ \×ÙÂÉ×ÁÀÔ" ×ÎÕ-
ÔÒÉËÌÅÔÏÞÎÙÊ ÒÁÄÉËÁÌ.

åÝÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: c ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ c(A), Cm { ÐÏÌÉÎÏÍ ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ m, Cc
m

ÏÚÎÁÞÁÅÔ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ëÁ-
ÐÅÌÌÉ ÏÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. h = ys1 − ys2 { \×ÙÒÅÚÁÀÝÉÊ"
ÐÏÌÉÎÏÍ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË (ÔÁË ÐÏÄÂÉÒÁÀÔÓÑ si).
D1 = D11 · · ·D1c; D2 = D21 · · ·D2c.

÷ÙÐÉÛÅÍ ÉÓËÏÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ:

Q�
k1;k2 = D1h1Cc

k2
1

(
t ◦ (Engelk1(−→Z 1) ◦ Engelk2(−→Z 2)

)
Cc
k2

2
h2D2: (1)

äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÙÈÏÄÁ:

Qr;�
k = D1h1Cc

k2
1

(
t ◦ (Engelk(

−→Z )
)
: (2)

äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÈÏÄÁ:

Ql;�
k =

(
t ◦ (Engelk(

−→Z )
)
Cc
k2

2
h2D2: (3)

éÎÄÅËÓ � ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ A, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÞÁÓÔ-
×Ï×ÁÌÉ × ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× c(A) (ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ si × h1 É h2 É Ô.Ä.). ëÏÇÄÁ
ÜÔÏ ÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÊ, ÉÎÄÅËÓ � ÂÕÄÅÔ ÏÐÕÓËÁÔØÓÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ
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×ÙÐÉÓÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ
ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ q′ É q′′:

P �
k;q′;q′′ = D1h1Cc

k2

(
t ◦ Engel(q′;q′′)k (−→Z 1)

)
Cc
k2

2
h2D2; (4)

ÇÄÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Engel(q′;q′′) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ Engel, ÔÏÌØËÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ad(qi;qj)(Zps

ij;n) Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ËÒÁÔ-
ÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔ ÐÁÒÁ (q1; q2). üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ logp(qi)− logp(qj) = logp(q′)− logp(q′′). ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÏÊ ÍÙ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.8. õÞÁÓÔËÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÙÅ × ÂÏÌØÛÉÈ ÓËÏÂËÁÈ × ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×ÁÈ (1), (2), (3), (4), ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÑÄÒÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.
ìÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÄÏ ÑÄÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ËÏÎÃÏÍ, Á
ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ, ÉÄÕÝÁÑ ÐÏÓÌÅ ÑÄÒÁ, | ÐÒÁ×ÙÍ ËÏÎÃÏÍ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÐÏÎÑÔÉÅ ËÌÅÔËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÁÎÎÏÍÕ ËÏÎÃÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÔÉÐÁ Q. íÎÏÖÉ-
ÔÅÌÉ ëÁÐÅÌÌÉ ×ÉÄÁ Cc

k2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ ÐÒÉÅÍÁ (ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ)
ÆÏÒÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÌÅÔËÁÍ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÔÉÐÁ). ÷ÅÌÉÞÉÎÙ ki, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀ-
ÝÉÅ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ËÌÅÔÏË
ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P �
k;q′;q′′ É Q�

k1;k2 ÉÍÅÀÔ ÏÂÁ ËÏÎÃÁ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ql;�
k ÉÍÅÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ

ËÏÎÅÃ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Qr;�
k | ÔÏÌØËÏ ÌÅ×ÙÊ.

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÔÉÐÁ Engel ×ÙÎÕÖÄÁÀÔ ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ, ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÔÉÐÁ
Ck2 ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÆÏÒÍÙ, hi ×ÙÒÅÚÁÀÔ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ × ËÌÅÔËÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÔÉÐÁ. ëÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÇÒÁÎÉÞÉÔ Ó ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ, ÂÅÒÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ×ÈÏÄÕ ÉÌÉ ×ÙÈÏÄÕ. ÷ÐÒÏÞÅÍ, É ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÅÒÅÈÏÄÁ (ÏÎ ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË ÖÅ, ÔÏÌØËÏ ÂÅÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ hi), ÎÏ ÎÁÍ ÜÔÏ ÎÅ
ÎÕÖÎÏ.

äÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× Qr;�
k , Ql;�

k , Q�
k1;k2 , P �

q′;q′′ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ
Ð.Â) É ×) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.17, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.19. Á) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× Qr;�
k ,

Ql;�
k , Q�

k1;k2, P �
k;q′;q′′ × ÁÌÇÅÂÒÁÈ Brk, Blk, Bk1;k2, Bk1;k2, Pnk;q1;q2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÏ×ÐÁ-

ÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÓÐÅÃÉ-
ÁÌÉÚÁÃÉÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÑÄÒÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ. þÔÏ ËÁ-
ÓÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ Acl, ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÔÉÐÁÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×, ËÏÎÃÁÍ É ÎÁÞÁ-
ÌÁÍ ÁÎÆÉÌÁÄ, Ô.Å. ×ÓÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.

Â) åÓÌÉ max(k1; k2) ≥ max(k′1; k′2) É ÐÒÉ ÜÔÏÍ k1 > k′1 ÌÉÂÏ k2 > k′2, ÔÏ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ Q�

k1;k2 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ Bk′1;k′2. åÓÌÉ k > k′, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Qr;�
k ,

Ql;�
k , P �

k;q′;q′′ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÈ Brk, Blk, Pnk;q1;q2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ �).

×) ðÕÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× � ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ A. ôÏÇÄÁ

• ëÁÖÄÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÁ Qr;�
k ÌÅÖÉÔ × ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ

ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÉÓÑ Ë ÇÒÁÎÉÞÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÍÕ Ó ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k, ÌÉÂÏ × ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÉÓÑ Ë ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ ÂÏÌØÛÅ
k.
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• ËÁÖÄÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× Ql;�
k ÌÅÖÉÔ × ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ

ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÉÓÑ Ë ×ÙÈÏÄÕ ÉÌÉ ÐÅÒÅÈÏÄÕ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ
ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k, ÌÉÂÏ × ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ,
ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÉÓÑ Ë ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ ÂÏÌØÛÅ k.

• ëÁÖÄÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÁ P �
k;q′;q′′ ÌÅÖÉÔ × ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ

ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÔÉÐÁ, Á ÔÁËÖÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ, ÏÔÎÏÓÑ-
ÝÉÍÉÓÑ Ë ÐÅÒÅÈÏÄÕ ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ k Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÔÁËÉÍ ÖÅ, ËÁË É ÍÅÖÄÕ q′ É q′′.

• ëÁÖÄÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÁ Q�
k1;k2 ÌÅÖÉÔ × ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ

ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÉÓÑ Ë ÐÅÒÅÈÏÄÕ ÍÅÖÄÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÌÅÔ-
ËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÏ× k′1 É k′2, ÐÒÉÞÅÍ k′1 ≥ k1, k′2 ≥ k2, ÌÉÂÏ × ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÉÓÑ Ë ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ ÂÏÌØÛÅ
max k1; k2.

2

4.5.2. ðÒÉÍÅÒÙ ÇÒÁÆÏ× É ÁÌÇÅÂÒ
óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ � ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÐÕÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÜËÓÔÒÅ-
ÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, Á ÇÒÁÆ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ [v1; v2], ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÒÁÓ-
ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ×ÄÏÌØ ÐÕÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏ-
ÔÏÒÙÊ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ, | ËÏÇÄÁ � ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ \×ÅÔËÉ".

åÓÌÉ ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔÏË ÎÅÔ, ÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. çÁÛÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÉÓ-
ÈÏÄÉÔØ ÐÏ ÐÕÔÑÍ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. ëÏÇÄÁ ÎÅÔ ÇÁÛÅÎÉÑ, ÁÌÇÅÂÒÁ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ
× ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Ó×ÏÉÈ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÕÔÑÍ × ÇÒÁÆÅ �.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÔØ C × ÇÒÁÆÅ �. C-áÎÆÉÌÁÄÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔÏË, ÉÄÕÝÁÑ ×ÄÏÌØ ÜÔÏÇÏ ÐÕÔÉ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅÔ ËÌÅÔÏË ÄÒÕÇÏÇÏ
ÔÉÐÁ ÉÌÉ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÄÒÕÇÏÊ ÐÉÒÓÏ×ÓËÏÊ ÏÂËÌÁÄËÏÊ. è×ÏÓÔÏÍ C-
ÁÎÆÉÌÁÄÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÃ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ÁÌÇÅÂÒÙ Acl ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÎÁ ÜÔÉ ËÌÅÔËÉ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ ÔÏ
ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÞÔÏ É ÏÄÎÁ ËÌÅÔËÁ ÁÎÆÉÌÁÄÙ. áÌÇÅÂÒÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ È×ÏÓÔÕ ÁÎ-
ÆÉÌÁÄÙ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÌÅÔËÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÁÍÉ.
ëÁÖÄÏÍÕ ÐÕÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ÁÎÆÉÌÁÄ.

îÏ×ÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ, ËÏÇÄÁ ÅÓÔØ ÐÏÈÏÖÉÅ ËÌÅÔËÉ. ðÏÑÓÎÉÍ, × ÞÅÍ ÏÎÉ
ÓÏÓÔÏÑÔ É ËÁË ÏÔÒÁÚÉÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï \ÐÏÈÏÖÅÓÔÉ" ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×.

äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÐÏÈÏÖÉÍ ËÌÅÔËÁÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÂÒÁÓÙ×ÁÔØ
ÏÔ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ Ë ÄÒÕÇÏÊ. ÷ÙÐÉÛÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ðÕÓÔØ

f =
s∏
i=1

xri−1−�i−1−"i [Zn2
i
; yi]"iCr

n2
i
[Zn2

i
; yi]�i · xrs−�s ; (5)

ÇÄÅ s ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÁÎÆÉÌÁÄ × ÐÕÔÉ C, r | ÉÎÄÅËÓÕ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ, Á ×ÅÌÉ-
ÞÉÎÙ �i É "i, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ i-ÏÊ ËÌÅÔËÅ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÉÌÉ 1 É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ
ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

1) "i = 0, ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ÐÅÒÅÍÙÞËÉ, ×ÈÏÄÑÝÅÊ × i-À ËÌÅÔËÕ, ÒÁ×ÎÁ 1, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÅ×Á
ÓÔÏÉÔ ËÌÅÔËÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÌÉÂÏ ×ÈÏÄÑÝÁÑ ÐÅÒÅÍÙÞËÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ.

2) �i = 0, ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ÐÅÒÅÍÙÞËÉ, ×ÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ i-Ê ËÌÅÔËÉ, ÒÁ×ÎÁ 1, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÅ×Á
ÓÔÏÉÔ ËÌÅÔËÁ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÌÉÂÏ ×ÙÈÏÄÑÝÁÑ ÐÅÒÅÍÙÞËÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ.
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3) ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �i É "i ÒÁ×ÎÙ 1.

(ïÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ×ÈÏÄÑÝÅÊ ÐÅÒÅÍÙÞËÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÏÇÄÁ v1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ
ËÌÅÔËÅ, Á ×ÙÈÏÄÑÝÅÊ | ËÏÇÄÁ v2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ. ðÏÄ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ× ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ËÏÇÄÁ × ÎÉÈ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.)

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ: ÅÓÌÉ ÉÄÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ Â�ÏÌØÛÅÊ ËÌÅÔËÉ Ë Í�ÅÎØÛÅÊ ÉÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏ, ÔÏ
ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (ad(Zn2

i
)q ◦ yi), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ Â�ÏÌØÛÅÊ ËÌÅÔËÅ, Á ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÙ

ÒÁ×ÎÙ | ÔÏ ÌÅ×ÏÊ ËÌÅÔËÉ. ÷ÎÅËÌÅÔÏÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ËÌÅÔËÁÍÉ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚ-
ÍÅÒÁ.

ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ

• f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ Acl, Á, ÚÎÁÞÉÔ, É A.

• ðÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ ÉÚ Â, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ, × ËÁÖÄÏÅ
Cnri ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ i-ÏÊ ÁÎÆÉÌÁÄÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. ðÕÓÔØ ËÌÅÔËÉ Ó
ÎÏÍÅÒÁÍÉ i É j | ÐÏÈÏÖÉ. ôÏÇÄÁ ADij(a)f = Tri(a)f − Trj(a)f = 0, ×ÙÒÁ-
ÖÅÎÉÅ Tri(a)f ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÍÅÎÕ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Cn2

i
× ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ f ÎÁ ÓÕÍÍÕ∑

k
1
niCn2

i
(−→x ;−→y )|xk=xka; × ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-

×ÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ADij(a1; a2)f = Tri(a1; a2)f − Trj(a1; a2), ÇÄÅ Tri(a1; a2)f ÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ ÚÁÍÅÎÕ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Cn2

i
× ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ f ÎÁ ÓÕÍÍÕ ∑

k Cn2
i
(−→x ;−→y )|xk=a1xka2 .

(åÓÌÉ A ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ
Tr(a1; a2)f = Tr(a1) Tr(a2)f . ëÌÅÔËÁ ÏÄÎÁ É ÉÎÄÅËÓ i ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ.)

÷ÓÅ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ \ÚÁÐÉÓÑÈ" | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-
ÓËÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÈ. (÷ÍÅÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ADij(z)f ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒ-
ÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁ, ÞÅÇÏ ÍÙ ÎÅ ÄÅÌÁÅÍ ÉÚ-ÚÁ Å£ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÓÔÉ.)

îÁÌÉÞÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÁÎÆÉÌÁÄ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ × ÜÔÉÈ ÁÎÆÉÌÁÄÁÈ ÐÏÈÏÖÉ,
ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÜÆÆÅËÔÁÍ ÐÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ADij. ïÎÉ
\×ÙÎÕÖÄÁÀÔ" ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ×ÎÕÔÒÉ ÁÎÆÉÌÁÄ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÍÅ-
ÅÔÓÑ ÁÎÆÉÌÁÄÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÌÅÔÏË, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ T , É ÅÝÅ ÏÄÎÁ
ÁÎÆÉÌÁÄÁ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ, ÐÏÈÏÖÅÊ ÎÁ ÎÉÈ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ
ADij Ë ÐÏÌÉÎÏÍÕ f ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ×ÓÔÁ×ËÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÌÅÄÁ. åÓÌÉ ÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ
ÐÁÒÁ ÁÎÆÉÌÁÄ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÁÒ ËÌÅÔÏË × ËÁÖÄÏÊ, ÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ADij(x) ×ÅÄÅÔ Ë ÒÁÚ-
ÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÁÎÏ×ÏË ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÌÅÄÁ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ
ÁÎÆÉÌÁÄ. òÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÓÌÅÄÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÁÎÆÉÌÁÄ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ
ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ Ó×ÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÚÁ×ÉÓÑ-
ÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ Õ ÐÏÈÏÖÉÈ ÁÎÆÉÌÁÄ ÍÏÇÕÔ
ÂÙÔØ ÐÏÈÏÖÉÍÉ, Á ÍÏÇÕÔ | É \ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ".

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ADij \ÔÒÁÔÉÔÓÑ" ÒÁÄÉËÁÌØ-
ÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ É ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ADq

ij f = 0, ÇÄÅ q | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÏÄÒÑÄ
ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔÏË. ðÒÉ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÚÁÐÉÓÑÈ AD
×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ z(k)

1 É z(k)
2 (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÎÁÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×). ëÏÇÄÁ ni = nj = 1, ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÏ× ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÅÒÅÂÒÏÓËÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÉÐÁ ÜÎÇÅÌÅ×ÏÓÔÉ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ËÏÍ-
ÍÕÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÔÉÐÁ ad (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ). üÔÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÁ × ÄÉÓÓÅÒ-
ÔÁÃÉÉ ÷. î. ìÁÔÙÛÅ×Á [71], ËÏÔÏÒÙÊ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÄÌÑ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ××ÅÌ ÔÁËÉÅ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Hi(�)(f), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÓÉÓÔÅÍÅ
ÚÁÍÅÎ, ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÝÉÈ ÐÒÏÓÔÁÎÏ×ËÕ × i-Ê ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÆÏÒÍÙ �, Á ÔÁËÖÅ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ ADij(�)(f) = Hi(�)(f) − Hj(�)(f). ÷ÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÂ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ
ÓÏ ÓÌÅÄÁÍÉ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÆÏÒÍÁÍÉ.
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äÌÑ ×ÅÔÏÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ×ÙÂÉ×ÁÀÔÓÑ Ñ×ÎÏ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍÉ
ÞÁÓÔÑÍÉ ÓÌÅÄÏ×.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ËÏÎÅÞÎÏ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁ ÚÁÐÉÓÑÈ. ðÕÓÔØ Zki ÅÓÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ
ÐÏÌÉÎÏÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ i-Ê ËÌÅÔËÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ki. ïÐÅÒÁÔÏÒ Hi(Zki) ×ÓÔÁ×ÌÑÅÔ × ÍÅÓÔÏ i-
Ê ËÌÅÔËÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ Zki , Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ P (q)i { ÍÎÏÖÉÔÅÌØ Zq

ki−Zki
(q { ÓÔÅÐÅÎØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ). ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×Á-
ÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ, Á ÎÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ó ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
ïÄÎÁËÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÓÔÁ×ËÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ Ó ÏÓÔÁÌØ-
ÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒ ÃÅÎÔÒÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ i-ÏÊ ËÌÅÔËÉ ËÏÎÅÞÅÎ, ÒÁ×ÅÎ q′ É q′− 1
ÄÅÌÉÔ q−1, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P (q)

i ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÂÒÁÔØ
q ÔÁËÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. (ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ \×ÙÎÕÖÄÁÅÔÓÑ" ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÔÉÐÁ.)

÷ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÉÍÅÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÌÅÔÏË. åÇÏ
ÎÁÄÏ ÕÞÅÓÔØ ÐÒÉ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ad(q1;q2)(z) ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ \ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÙÊ adjoint": ad(q1;q2)(z)◦t = zq1t−tzq2 . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ad(1;1)(z)◦t =
ad(z)◦t. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, \ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÙÅ" ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Engel(q1;q2)

ij (z)f = Tri(z)q1f−
Trj(z)q2f .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÚÁÐÉÓÉ �i ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÓÔÁ×ËÕ ÆÏÒÍÙ � × i-Ê
ÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ËÌÅÔËÉ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÁÑ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÅÍÕ ëÁÐÅÌÌÉ{ÍÎÏÖÉÔÅÌÀ Ci. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ AD(q1;q2)(�)
É Engel(q1;q2)

ij (�). ïÐÅÒÁÔÏÒ Pq;k(�) ÅÓÔØ ÁÎÁÌÏÇ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P (q)i.
ðÏÈÏÖÅÓÔØ ËÌÅÔÏË Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i É j ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

∏
q�;q�

(Engel(q1;q2)
ij )c ◦ f;

ÇÄÅ ÐÁÒÙ (q�; q�) ÉÚ ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ËÌÅÔÏË ×
ÁÌÇÅÂÒÅ (É ×ËÌÀÞÁÅÔ ÐÁÒÕ (1; 1)), c = c(A) { ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ.

ðÒÉÍÅÒÙ. îÁ ×ÓÅÈ ÒÉÓÕÎËÁÈ ÍÁÌÅÎØËÉÅ ÂÕË×Ù ÐÒÉ ÓÔÒÅÌËÁÈ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÆÕÎË-
ÃÉÉ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÁÈ. âÏÌØÛÁÑ ÃÉÆÒÁ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÎÏÍÅÒ ÔÉÐÁ, ÐÅÒ×ÙÊ ÎÉÖÎÉÊ
ÉÎÄÅËÓ ÐÒÉ ÃÉÆÒÅ (ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ) | ÎÁ ÎÏÍÅÒ ÁÎÆÉÌÁÄÙ, ×ÔÏÒÏÊ ÎÉÖÎÉÊ
| ÎÁ ÎÏÍÅÒ ËÌÅÔËÉ × ÁÎÆÉÌÁÄÅ, ×ÅÒÈÎÉÊ | ÎÁ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÌÅÔËÉ
(ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÁ). q ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ p, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ∀x ∈ F xq = x.

1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ,
ÄÁÌÅÅ ÉÄÅÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁÑ ËÌÅÔËÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÄÁÌÅÅ | ÁÎÆÉÌÁÄÁ ÉÚ Ä×ÕÈ
ËÌÅÔÏË, ÐÏÈÏÖÉÈ Ó ÐÅÒ×ÏÊ. (ÓÍ. ÒÉÓ.)

- - -r r r r/ / / /1 2 1 1
x12 x21 t
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ:

a1[a2; x]b1[b2; y]c− [a2; x]b1[b2; y]ca1 = [a1; [a2; x]b1[b2; y]c];

ÏÎ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÐÅÒÅÂÒÏÓËÁ × ÄÒÕÇÕÀ ËÌÅÔËÕ ×ÙÎÕÖÄÁÅÔ ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ a1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

[a; [a1; [a2; x]b1[b2; y]c]]

ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÕÖÅ ÉÓÔÒÁÞÅÎÙ.
2. ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÇÒÁÆÕ:

- - - -r r r r r r/ / / /1 11 12 1k
t1 t2 t3

: : :
tk

åÓÌÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ti ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÚÁÄÁÅÔ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÌÉÅ×ÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ k + 1:
[: : : [y; x1]x2] : : : xk+1] ≡ 0.

åÓÌÉ ÖÅ ti = t ÐÒÉ i > 1, t1 É t ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ,
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÌÉÅ×ÏÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ k + 1 É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ
ÍÅÔÁÂÅÌÅ×ÏÓÔÉ [[x; y]; [z; t]] ≡ 0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÍÁ-
ÔÒÉÃÁÍÉ ×ÔÏÇÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ F[t]= id(tk+1) É ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ \ÉÍÅÅÔÓÑ Ä×Å
ËÌÅÔËÉ, ÐÏÈÏÖÉÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÁ ÐÏÒÑÄËÁ k."

3. ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÇÒÁÆÕ:

- - - - -r r r r r r r/ / / / /1q1 2 121 122 12k
x12 x21 t t

: : :
t

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ:

adq;1(a1)s([a2; x]b1[b2; y]c);

ÇÄÅ adq;1(x)(y) = xy − yxq.
ïÎ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ s ≤ [(k − 1)=q]. ðÒÉ s =

[(k − 1)=q] ÏÎ ×ÙÂÉ×ÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁÄÉËÁÌÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
[(k1 − 1)=q] = [(k2 − 1)=q] ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒ.
õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÌÅ×Á ÄÏÌÖÎÏ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØÓÑ Ó \ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÙÍ" ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÐÒÁ×Á.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á. ðÕÓÔØ ai(k) ÅÓÔØ ËÏÌÉ-
ÞÅÓÔ×Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ai, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ k-ÏÊ ÁÎ-
ÆÉÌÁÄÅ. ôÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÅÇÏ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ (× ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó �) ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ai(1) + qai(3), Á ÔÁËÖÅ ai(2), xij(a) ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ É × ÏÂÙÞÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÅ, ÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÓÕÍÍÁ∑ xij(a) + ai(1) + ai(2) + ai(3), ÞÔÏ ÐÒÉ q 6= 1 ×ÌÅÞÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÌÉÞÉÎ
xij(a), ai(1), ai(2) É ai(3) ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ
(ÐÒÉ q 6= 1) ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× Õ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÇÒÁÆÕ
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- -r r r/ / /1 2 3
x12 x23

4. ôÅÐÅÒØ ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉ ÁÎÆÉÌÁÄÙ ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔÏË, ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÏÄÎÏÇÏ
ÔÉÐÁ. éÎÄÅËÓ 0 ÐÏÍÅÞÁÅÔ \ËÌÅÔËÉ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ", ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÅ ÖÉÒÎÙÍÉ ÔÏÞ-
ËÁÍÉ. òÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÂÕË×Ù Ä×ÕÈ ËÒÁÊÎÉÈ ÁÎÆÉÌÁÄ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÒÏÐÏÒ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÙ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ �.

- - - - - -r r r r r r r/ / / / /1 1 1 1 1
� x10 x01 x10 x01 t

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ:

f = [a; [d; x]b1[b2; y]]c1[c2; z]h[g; e]− � · [d; x]b1[b2; y]c1[[c2; z]h[g; e]; a]:

ïÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ � = �. é ÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏ-
ÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÂÕË×, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ \ÆÏÒÓÉÒÏ×ÁÎÙ".

5. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A(n);q
k;(j) ÁÎÆÉÌÁÄÕ ÉÚ k ≥ 1 ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ n ≤ 1 j-

ÇÏ ÔÉÐÁ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ q. åÓÌÉ k, q ÉÌÉ n ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÅÄÉÎÉÃÕ, ÌÉÂÏ ÔÉÐ ×ÓÅÇÏ ÏÄÉÎ,
ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ. O ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÙ-
ÞÅË, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ÞÅÒÅÚ \ËÌÅÔËÕ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ", ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÅ
ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍÕ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ. çÒÁÆÙ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÚÁ-
ÐÉÛÕÔÓÑ × ×ÉÄÅ A(1)A(2)A2;(1), A1;(1)A1;(2)Aqk;(1), A2OA1OA2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:

Aq1k1OA
q2
k2OA

q3
k3 ;

×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ (Ô.Å. ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ) ÒÁÚÍÅÒÁ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙ, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ q2 =
min(q1; q2; q3) (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ). ðÏÓËÏÌØËÕ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÌÅÔÏË ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÙ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ q2 = 1.

ôÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ad(a)([d; x]b1[b2; y]) ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ
ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÙ ÂÙ ÚÁÐÉÓÁÌÉ

adq1;1(a)k2−1+[(k1−1)=q1]([d; x]b1[b2; y]);

Á ×ÍÅÓÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ [[c2; z]h[g; e]; a] ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ |

ad1;q2(a)k2−1+[(k3−1)=q3]([c; z]h[g; e])

(k2 ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÂÉÔØ ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÉÚ
ÁÎÆÉÌÁÄÙ A2).

÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f = adq11(a)k2−1+[(k1−1)=q1]([d; x]b1[b2; y])c1[c2; z]h[g; e]−

−� · [d; x]b1[b2; y]c1 ad1q2(a)k2−1+[(k3−1)=q3]([c; z]h[g; e]):
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ïÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �(a)[(k1−1)=q1] = �t(a)[(k3−1)=q3].
(æÕÎËÃÉÉ t É � ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉ-
ÎÉÃÁÈ.) åÓÌÉ ÖÅ ÃÅÌÙÅ ÞÁÓÔÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ: [(k1−1)=q1] = [(k′1−1)=q′1], [(k3−1)=q3] =
[(k′3 − 1)=q′3] É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, q1 = q′1; q3 = q′3; q2 = q′2 = 1, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ
ÇÒÁÆÁÍ � É �′, ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÁÌÇÅÂÒÕ A′, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÇÒÁÆÕ

A(1)OA(2)OA(3):

åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÎÏÊ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÓÏ×ÐÁ-
ÄÁÀÔ. ïÄÎÁËÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÐÒÉÍÅÒÁ 2, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×
×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ. ðÕÓÔØ t1; t2; t3 { ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ
ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ {

t1 + t2 + t3 = 0
q1t1 + q2t2 + q3t3 = 0

É Q(x1; x2; x3;−→z ) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, P = Q(xh1 ; xh2 ; xh3 ;−→z ) { ÚÁÐÉÓØ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ P É ÐÕÓÔØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ min(hi) + min(ti) > 0. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R, ÏÔ×Å-
ÞÁÀÝÉÊ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ:

R(P ) = Q(xh1 ; xh1 ; xh1 ;−→z )−Q(xh1+t1 ; xh2+t2 ; xh3+t3 ;−→z ):

åÓÌÉ min(hi) + n ·min(ti) > 0, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Rn(P ). ðÏÌÏÖÉÍ

Q(x1; x2; x3;−→z ) = x1[z1; z2][z3; z4]x2[z5; z6][z7; z8]x3;

P (x;−→z ) = xh1 [z1; z2][z3; z4]xh2 [z5; z6][z7; z8]xh3 :
ôÏÇÄÁ Rn(P ) { ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ A, ÅÓÌÉ n ≥ k1 +
k2 +k3, É ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÇÒÁÆÕ A(1)OA(2)OA(3).

äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Ñ×ÌÑÑÓØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÐÕÔÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×-
ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ
ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. þÔÏ, ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ
ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ.

6. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÓÌÁÂÏ ÇÁÓÑÝÉÈÓÑ ÐÕÔÅÊ. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ
� ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ×ÉÄ:

µ

µ
- -

R

R

R

R - -
µ

µ
r

r
r r r

r

r
r r r

r

/ /

ª /

B E

1 2

2 1

x1

x2

x3

x4

yB yE zB zE

zB
zE yB

yE

úÄÅÓØ B { ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, E { ÆÉÎÁÌØÎÁÑ, ÎÁ ÏÄÎÏÊ ×ÅÔËÅ ÓÐÅÒ×Á ÉÄÅÔ
ËÌÅÔËÁ ÔÉÐÁ 1, ÚÁÔÅÍ ÔÉÐÁ 2, ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ | ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ôÏÞËÁÍÉ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ËÌÅÔËÉ
ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ëÌÅÔËÁ ÔÉÐÁ 1 ÏÄÎÏÍÅÒÎÁ, ËÌÅÔËÁ ÔÉÐÁ 2 { Ä×ÕÍÅÒÎÁ. ðÅÒÅ-
ÍÙÞËÉ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÙ 1, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÏ× ÐÒÉ ÓÔÒÅÌËÁÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ËÌÅÔËÉ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ×ÅÔËÅ,
ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ×ÅÔËÅ × � ÒÁÚ. ðÒÉ ÜÔÏÍ
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∀a ∈ A x1(a)x2(a) ≡ �x3(a)x4(a). ðÏÌÏÖÉÍ Z(2)
1 = [u1; u2]2, Z(2)

2 = [v1; v2]2. (÷
ËÁÞÅÓÔ×Å Z(2)

i ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÌÀÂÙÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ×ÔÏ-
ÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÂÏÒÏ× ÂÕË×. éÎÄÅËÓ (2) ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ
ÐÏÒÑÄÏË.) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ:

[z; t]a[b1; c1][b2; Z(2)
1 ][e1; e2][Z(2)

2 ; g]− � · [g; Z(2)
1 ][e1; e2][Z(2)

2 ; b2][c1; b1]a[t; z]:

åÓÌÉ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÈÎÀÀ ×ÅÔËÕ, ÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ [g; Z(2)
1 ][e1; e2][Z(2)

2 ; b2][c1; b1]a[t; z]
ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÏÌØ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÉÖÎÀÀ ×ÅÔËÕ, ÔÏ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÏÌØ
ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ [z; t]a[b1; c1][b2; Z(2)

1 ][e1; e2][Z(2)
2 ; g].

÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ×ÅÓØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ ÉÚ-ÚÁ ÜÆÆÅËÔÁ ÇÁÛÅÎÉÑ, ËÏÇÄÁ
� = �. åÓÌÉ ÂÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ËÌÅÔËÉ ÉÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×, ÔÏ ÂÒÁÌÉÓØ ÂÙ ËÏÍÍÕÔÁ-
ÔÏÒÙ Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×. (òÁÚÌÉÞÉÅ ÒÁÚÍÅ-
ÒÏ× ËÌÅÔÏË ÔÉÐÁ 1 É 2 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÏÌØ
ÐÒÉ ×ÙÒÅÚÁÎÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅÔÏË.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÆÆÅËÔ ÇÁÛÅÎÉÑ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ×ÉÄÁ

∑
�k

ik∏
jk

(�)(f) = 0:

(é ÐÏÌÉÎÏÍ f ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÕÔÉ.)
á ÔÁËÖÅ Ó ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ×ÉÄÁ

∑
�kMk(−→x 1; : : : ;−→x n;−→z ) = 0;

ÇÄÅ −→x i ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ i-ÇÏ ÓÏÒÔÁ. óÏÒÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÉÐÁÍ ÁÎ-
ÆÉÌÁÄ.

7. îÁ×ÅÒÎÏÅ, ÐÅÒ×ÙÊ ×ÏÐÒÏÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ÔÁËÏ× | ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ, ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÒÁÓÓÍÁÎÁ (ÉÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ [[x; y]; z] = 0),
Á ÔÁËÖÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ Mn;k. äÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ,
ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ 3-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÒÁÓÓÍÁÎÁ (Ó ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ), ÇÒÁÆ
ÂÕÄÅÔ ÔÁËÉÍ:

?

-

?-

r r

r r

/ /

ª ª

1 1

1 1
?

-

?-

r r

r r

/ /

ª ª

¼ ¼

¼ ¼

1 1

1 1

�1

−�1

−�1

�1

�2

−�2
�2

−�2

�3

−�3−�3
�3

÷ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÓÕÔØ ÐÏÈÏÖÉÅ ËÌÅÔËÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ËÁÖÄÏÊ ÏÂÒÁÚÕ-
ÀÝÅÊ ai ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÞÁÓÔØ (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÐÅÔÌÅ).

äÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ m-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÒÁÓÓÍÁÎÁ Ó ÐÒÉÓÏÅÄÉ-
ÎÅÎÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÇÒÁÆ ÂÕÄÅÔ ×ÙÇÌÑÄÅÔØ ËÁË ËÁÒËÁÓ m-ÍÅÒÎÏÇÏ
ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ. óÔÒÅÌËÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ, É ÚÎÁË ÎÁ ÓÔÒÅÌËÅ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÓÕÍÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. ëÁÖÄÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ
ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÐÒÉ ÐÅÔÌÑÈ É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ.

8. äÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ Mn;k ÇÒÁÆ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ m-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÔÁË. ðÁÒÙ
×ÅÒÛÉÎ, ÓÉÍ×ÏÌÉÚÉÒÕÀÝÉÅ ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÍÅÒÁ n É k ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ
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×ÂÌÉÚÉ ×ÅÒÛÉÎ m-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ. ÷ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÍÅÒÁ n, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÍÅÒÁ
k, ÐÏÈÏÖÉ. óÔÒÅÌËÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÅÔÌÉ, Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ | ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ
ÐÁÒÙ ×ÅÒÛÉÎ \ÎÁËÒÅÓÔ" | ËÌÅÔËÕ ÒÁÚÍÅÒÁ n Ó ËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ k É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ëÁ-
ÖÄÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁÂÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×: ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÐÅÔÌÑÍ, ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n×k É k×n. ëÁÖÄÏÍÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ É ÔÉÐÕ ÓÔÒÅÌËÉ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÉËÕÄÁ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ.
á ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ É ÔÉÐÁÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ
×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ËÁË É × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ, ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÄÌÑ ËÌÅÔËÉ 1, ÓÌÕÖÉÔ
ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÔÉÐÁ üÎÇÅÌÑ ÄÌÑ ×ÙÓÛÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. çÁÛÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ×ÏÚ-
ÎÉËÁÔØ É ×ÎÕÔÒÉ ÁÎÆÉÌÁÄ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÈÎÉËÁ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏ×, ÐÅ-
ÒÅÂÒÁÓÙ×ÁÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ × ÄÒÕÇÕÀ, ÂÙÌÁ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÁ ÷. î. ìÁ-
ÔÙÛÅ×ÙÍ [71]. éÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅÌÏÓØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ (ÂÁÚÉÓÁ ûÐÅÈÔÁ).

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ Ñ×ÌÅÎÉÑ ÏÂßÑÓÎÑÀÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ËÌÅÔÏË É Ó×ÑÚÅÊ
ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ëÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ 1 É ÐÏÈÏÖÉ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
üÎÇÅÌÑ. ìÅ×ÁÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÎÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÈÏÄÁ × ÁÎÆÉÌÁÄÕ,
ÐÒÁ×ÁÑ | ËÏÇÄÁ ÎÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÙÈÏÄÁ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ
×ÌÅËÕÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÌÅ×ÕÀ (ÐÒÁ×ÕÀ) ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØ, ÓÕÔØ x[y1; [y2; : : : ; z] : : : ] = 0 É ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ [y1; [y2; : : : ; z] : : : ]x = 0. óÌÁÂÁÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÎÆÉÌÁÄ, ÚÁÐÅÒÔÙÈ Ó Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ. üÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ
ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ× ×ÉÄÁ

[y1; [y2; : : : ; z] : : : ]x1 : : : xs[t1; [t2; : : : ; u] : : : ] = 0:

÷. î. ìÁÔÙÛÅ× ÐÏÓÔÁ×ÉÌ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÁÌ-
ÇÅÂÒ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Ó ÔÁËÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ
ÂÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ á. ú. áÎÁÎØÉÎÙÍ [2] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÒÁÚÄÅÌ 4.7.2).

4.6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÍÅ-
ÔÏÄÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ

äÁÎÎÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ËÁËÏÍ{ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ËÕÌØÍÉÎÁÃÉÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÇÌÁ×Ù.
éÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÔÅÈÎÉËÁ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÓÔÒÏ-
ÉÌÁÓØ ÐÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ.

4.6.1. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ
íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ [v1; v2], ÇÄÅ v1 | ÎÁÞÁÌØÎÁÑ, Á v2 |

ÆÉÎÁÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ. ïÎÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÐÕÔÅÍ C ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, É ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ
ÇÁÓÑÝÉÈÓÑ ÐÕÔÅÊ ÎÅÔ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 4.5). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
ÞÉÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ Acl, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ÐÕÔÉ C.

îÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÅÒÅÈÏÄÁ × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.17, 4.19). ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÓÔÒÏÉÔÓÑ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ f , ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ:

f =
s∏
i=1

xri−1−�i−1−"i(ad(Zn2
i
)q ◦ yi)"iCq

n2
i
tiCn2

i
(ad(Zn2

i
)r ◦ yi)�i · xrs−�s ; (6)

1ÉÌÉ ×ÚÑÔÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ, ËÏÇÄÁ ×ÎÕÔÒÉ ËÌÅÔÏË ÅÓÔØ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎ ëÁÐÅÌÌÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ.
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ÇÄÅ s ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÁÎÆÉÌÁÄ × ÐÕÔÉ C, r | ÉÎÄÅËÓÕ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ,
Á ×ÅÌÉÞÉÎÙ �i É "i, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ i-ÏÊ ËÌÅÔËÅ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÉÌÉ 1 É
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

1) "i = 0, ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ÐÅÒÅÍÙÞËÉ, ×ÈÏÄÑÝÅÊ × i-À ËÌÅÔËÕ, ÒÁ×ÎÁ 1, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÓÌÅ×Á ÓÔÏÉÔ ËÌÅÔËÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÌÉÂÏ ×ÈÏÄÑÝÁÑ ÐÅÒÅÍÙÞËÁ ÏÔÓÕÔ-
ÓÔ×ÕÅÔ).

2) �i = 0, ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ÐÅÒÅÍÙÞËÉ, ×ÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ i-Ê ËÌÅÔËÉ, ÒÁ×ÎÁ 1, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÓÌÅ×Á ÓÔÏÉÔ ËÌÅÔËÁ ÓÔÒÏÇÏ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÌÉÂÏ ×ÙÈÏÄÑÝÁÑ ÐÅÒÅÍÙÞËÁ
ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ).

3) ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �i É "i ÒÁ×ÎÙ 1.

(ïÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ×ÈÏÄÑÝÅÊ ÐÅÒÅÍÙÞËÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÏÇÄÁ v1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÞÁÌØ-
ÎÏÊ ËÌÅÔËÅ, Á ×ÙÈÏÄÑÝÅÊ | ËÏÇÄÁ v2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ. ðÏÄ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ËÏÇÄÁ × ÎÉÈ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÅÐÅÒÅÓÅ-
ËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.)

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ: ÅÓÌÉ ÉÄÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ Â�ÏÌØÛÅÊ ËÌÅÔËÉ Ë Í�ÅÎØÛÅÊ ÉÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏ,
ÔÏ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (ad(Zn2

i
)q ◦yi), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ Â�ÏÌØÛÅÊ ËÌÅÔËÅ, Á ÅÓÌÉ ÒÁÚ-

ÍÅÒÙ ÒÁ×ÎÙ | ÔÏ ÌÅ×ÏÊ ËÌÅÔËÉ. ÷ÎÅËÌÅÔÏÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ËÌÅÔËÁÍÉ ÎÕ-
ÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÏÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.20 (ï ×ÙÎÕÖÄÁÀÝÅÍ ÐÕÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÅ). Á) f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ Acl, Á, ÚÎÁÞÉÔ, É A.

Â) ðÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ ÉÚ Â, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ,
× ËÁÖÄÏÅ Cnri ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ i-ÏÊ ÁÎÆÉÌÁÄÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.17. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÍÅÓÔÏ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÉÚ Acl ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ,
ÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ð.Â) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ, ËÁË É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.20. 2

îÁ ÚÁÐÉÓÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ×ÉÄÁ 6 ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÒÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÎÕ-
ÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ Hi(�). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÙ �, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ
ÐÏÒÑÄËÁ ni Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Cn2

i
(ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 0.2.3), ÏÐÒÅÄÅÌÑ-

ÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Hi(�)). ïÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ i-Ê ÍÎÏÖÉÔÅÌØ

Cq
n2
i
tiCn2

i
(ad(Zn2

i
)r ◦ yi)�i

Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË × ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ Cn2
i
, ÓÔÏÑÝÉÊ ÐÏÓÌÅ ti. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒ Ri(�(−→x )) ËÁË (Hi(�(−→x )))q−Hi(�(−→x )). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ
ÔÁËÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ADij(�) É \ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÙÅ adjoint'Ù" | AD(q1;q2)

ij (�). ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ni = nj. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÐÏÈÏÖÅÓÔÉ ËÌÅÔÏË, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ i-ÍÕ É j-ÍÕ
ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ, ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ

c∏
r=1

ADij(�(−→x r));

Á ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ \i-ÏÊ ËÌÅÔËÉ" | ÏÂÒÁÝÅÎÉÀ × ÎÏÌØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ
c∏

r=1
Pi(�(−→xr )):
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ïÄÎÏÔÉÐÎÏÓÔØ ËÌÅÔÏË ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ \ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÙÈ adjoint'Ï×", Ô.Å. ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×ÏÍ ∏

q1;q2

c∏
r=1

AD(q1;q2)
ij (�(−→x r)) ◦ f = 0:

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ÷ÍÅÓÔÏ ÐÒÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ad(Zn2
i
)q ◦yi, ×ÙÎÕÖÄÁÀÝÉÈ ÍÅÖ-

ËÌÅÔÏÞÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ, É ×ÙÂÏÒÁ, ÐÏÌÉÎÏÍ ÄÌÑ ËÁËÏÊ ËÌÅÔËÉ ÏÓÔÁ×ÌÑÔØ, ÍÏÖÎÏ ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÔÉÐÁ Pki;ki+1 :

P (n)
ki;ki+1 = Zn

kiF ad(Zn
ki ◦ ad(Zki+1)n)EZn

ki+1 :

2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.4) ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ×ÙÎÕÖÄÁÀÝÉÈ ÐÏÐÁÄÁÎÉÅ ×
ÓÕÍÍÕ ÉÄÅÁÌÏ× ÔÉÐÁ ⊕T(fi), ÇÄÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ fi ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÐÕÔÑÍ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á (×
ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅ ÔÉÐÙ ËÌÅÔÏË). ÷ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (|F | = ∞) ÍÏÖÎÏ
ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÐÏÐÁÄÁÎÉÅ × T -ÉÄÅÁÌ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÐÕÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á.

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅÓÑ Ë ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A. � ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ [v1; v2], ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Ó ÎÕÌÅ-
×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ Acl ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ É ÉÍÅÅÔÓÑ T -ÉÄÅÁÌ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ
× ÎÕÌØ ÐÒÉ ÕÎÉÞÔÏÖÅÎÉÉ ÐÕÔÅÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á É ÐÒÉ ÕÒÅÚÁÎÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ
ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ (× ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.4). ðÏÜÔÏÍÕ c(A) = c(Acl).
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÐÕÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÐÏÓÌÅ ÕÂÉ-
ÒÁÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÇÁÓÑÝÉÈÓÑ ÐÕÔÅÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ËÌÁÓÓ ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÕÔÉ, ×ÅÄÕÝÉÅ ÉÚ v1 ×
v2, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÏÓÔÁ×. ïÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ
Ic−1 ÅÓÔØ �Ev1v2 , � { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. îÁÚÏ×ÅÍ Ä×Á ÐÕÔÉ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÉÈ ÐÒÏ-
ÈÏÖÄÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÔ ÁÎÆÉÌÁÄÙ ÉÚ ËÌÅÔÏË ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÁ É ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÐÏÈÏÖÅÓÔÉ
ËÌÅÔÏË ÐÒÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍ ÁÎÆÉÌÁÄ ×ÄÏÌØ ÐÕÔÉ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.21 (òÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ T -ÉÄÅÁÌÁ ÎÁ ×ÅÔËÅ). ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ A
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ, C { ÐÕÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á
ÉÚ v1 × v2, {Ci} { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÕÔÅÊ, ÐÏÄÏÂÎÙÈ C. íÎÏÇÏÞÌÅÎ fC ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÐÏ
ÐÕÔÉ C ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ,

hC =
∏

(ADij)c(Hk)c(P(q)
l )cfC : (7)

ðÁÒÙ (i; j) ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÁÒ ÁÎÆÉÌÁÄ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÏÈÏÖÉÍ ËÌÅÔ-
ËÁÍ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÉÎÄÅËÓ l { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. c {
ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ (ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÍ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ ÎÁÓÞÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×). ôÏÇÄÁ

Á) f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A.
Â) ðÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ ÉÚ Â, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ,

× ËÁÖÄÏÅ Cnri ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ i-ÏÊ ÁÎÆÉÌÁÄÅ, ÏÔ-
ÎÏÓÑÝÅÊÓÑ Ë ÐÕÔÉ C ÉÌÉ ÐÕÔÉ Ci. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ
É ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÕÔÉ.

×) ðÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A, É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A × ×ÉÄÅ
ÓÕÍÍÙ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÞÌÅÎÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÐÏÄÓÔÁ-
ÎÏ×ËÅ × Cnri ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

Ç) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÁ hC × ÁÌÇÅÂÒÅ Acl ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ÐÕÔÉ C.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ.
ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ hC { ÜÔÏ ÐÏÞÔÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ

ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ, ÞÅÍÕ É ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚ-
ÄÅÌ.

4.6.2. úÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ
ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÌÉÎÏÍ g ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÂÙ T(g) ÏÂÌÁÄÁÌ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÍÏ-

ÄÕÌÑ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ R ËÏÌØÃÁ ÆÏÒÍ � (É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, � ÅÓÔØ ÎÅÔÅÒÏ×
R-ÍÏÄÕÌØ). ôÏÇÄÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ HT (g) ÂÕÄÅÔ ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÁ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ g ∈ T(f), ÇÄÅ f ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ 6. ëÁÖÄÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ÁÎÆÉÌÁÄÙ.

íÙ ÈÏÔÉÍ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ S(R1⊗· · ·⊗Rs)-ÍÏÄÕÌÑ, ÇÄÅ Ri |
ËÏÌØÃÏ ÓÌÅÄÏ× (ÆÏÒÍ), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ i-ÏÊ ËÌÅÔËÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.16
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÌÅÄÏ× ×ÎÕÔÒÉ ÁÎÆÉÌÁÄ. äÌÑ
ÜÔÏÇÏ × ËÁÖÄÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ Ki, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÁÎÆÉÌÁÄÙ (É ÔÁË,
ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÌÏÓØ × ÎÏÌØ). ðÒÏÃÅÓÓ \×ÓÔÁ×ËÉ" ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÔÁË:

• òÅÚÅÒ×ÉÒÕÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ti.

• ïÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ti → tiQi, ÇÄÅ ÐÏÌÉÎÏÍQ1 ∈ T(Mni) ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ
ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (6) ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÌÏÓØ × ÎÕÌØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ.

• ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ i ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÞÔÏÂÙ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÐÏÄ-
ÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÏÇÌÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØÓÑ. (ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ti ÍÏÖÅÔ ÏÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÌÑÔØÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ.)

• ÷ ÓÉÌÕ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ (ÎÅ ÐÏÚÄÎÅÅ, ÞÅÍ ÐÏ-
ÓÌÅ c(A)− 1 ÛÁÇÁ).

(÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Qi ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÏÐÉÓÁÎ-
ÎÙÅ × ÐÐ.×) É Ç) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.15. éÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sij.)

òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÐÒÏÃÅÓÓÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g.
éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ: ÍÙ ÉÄÅÍ ×ÄÏÌØ ÐÕÔÉ É ÌÉÂÏ ÐÏÐÁÄÁÅÍ × ÔÏ ÍÅÓÔÏ, ÇÄÅ ÍÏÖÎÏ

ÒÁÂÏÔÁÔØ ËÁË × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ, ÌÉÂÏ ÐÒÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÐÏÇÌÏÝÁÀÝÉÊ ÒÁ-
ÄÉËÁÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÙÎÕÖÄÁÀÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ
(ÔÏÞÎÅÅ, ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÔÉÐÁ [Ti; Tj], Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÁÎÆÉ-
ÌÁÄ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË É × \È×ÏÓÔÅ ÁÎÆÉÌÁÄÙ".
÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.16 ×ÎÅÛÎÉÅ ÓÌÅÄÙ ÓÏ×ÐÁÄÕÔ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ É ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ
ÉÄÅÁÌ ÂÕÄÅÔ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÎÕÖÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ.

÷ÙÐÉÛÅÍ ÉÔÏÇÏ×ÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ g:

g =
s∏
i=1

xri−1−�i−1−"i(Gl
i)"iCq

n2
i
KiCn2

i
Gri · xrs−�s ; (8)

ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Gl
i = ad(Zn2

i
)q ◦ yi É Gr

i = ad(Zn2
i
)r ◦ yi ×ÙÎÕÖÄÁÀÔ ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÙÅ

ÐÅÒÅÈÏÄÙ, ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Ki = ∏h(i)
j=1 Sij ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÔ ÎÕÖÎÏÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ

ÓÌÅÄÏ×. ðÏÌÉÎÏÍÙ ëÁÐÅÌÌÉ Cn2
i

É ÉÈ \ÓÔÅÐÅÎÉ" ÎÕÖÎÙ ÄÌÑ \ÐÒÉÅÍÁ" ÓÌÅÄÏ× É ÆÏÒÍ,
\ÓÔÅÐÅÎØ" x ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÙÞÅË. (ðÏÄ \ÓÔÅÐÅÎØÀ" ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
Hk, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ k ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.)
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ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÐÏÌÉÎÏÍ g ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÚÁÐÉÓÑÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ
T(g)) × ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Cq

n2
i
, ÍÙ, × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.16, ÍÏÖÅÍ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ i-Ê ÁÎÆÉÌÁÄÙ ÎÁ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÓÌÅÄ (ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ)
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÉÐÁ ÜÔÏÊ ÁÎÆÉÌÁÄÙ.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÊÄÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ S-ÍÏÄÕÌÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ×ÎÅÛÎÉÈ ÆÏÒÍ ÎÁ
ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ É ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÁÌÇÅÂÒÕ Acl[R] × ÓÅÂÑ. ôÏÇÄÁ ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ
ËÏÒÒÅËÔÎÏ ×ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÁÐÉÓÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÉÚ T(g), É ÚÁÐÉÓØ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÐÏÌÉ-
ÎÏÍÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÚÁÐÉÓØ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÒÁÖÁÔØÓÑ
ÞÅÒÅÚ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÆÏÒÍÙ (ÔÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÉÄÅÁÌ T(g) × ÓÅÂÑ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 4.7.

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÓËÏÍÏÇÏ ËÏÌØÃÁ S ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ËÏÌØÃÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× × ËÏÌØÃÅ ÆÏÒÍ
R1⊗· · ·⊗Rs ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ËÌÅÔËÉ ÆÉËÓÉÒÏ-
×ÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÁ ËÏÌØÃÅ ÆÏÒÍ, Ó ÎÉÍÉ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ).
÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 0.5 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁ-
ÎÏ×ÏË ËÏÎÃÏ× ÁÎÆÉÌÁÄ) ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÆÏÒÍ ÐÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÐÏÌÉÎÏÍÕ ÉÚ T(g)
ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ËÁË ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ËÏÌØÃÁ ×ÎÅÛÎÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÏÒÙ.

÷ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ ÎÅ ×Ù×ÏÄÑÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÎÁ
ÚÁÐÉÓÑÈ. ÷ÎÅÛÎÅÅ ÖÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ËÏÌØÃÁ R1⊗· · ·⊗Rs ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ÓÁÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ
Acl, ÎÏ ×Ù×ÏÄÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ A. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ R1⊗· · ·⊗Rs, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ T(g) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÎ ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔ
ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ A, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÌÅÄÏ×
ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÁÐÉÓÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ (ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÌÏËÁÌØÎÕÀ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. íÏÖÎÏ ÐÏÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ R,
Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÏÄÉÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ ÁÎÆÉÌÁÄÙ. üÔÏÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÓÌÅÄÁ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÄÎÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ ÚÁÐÉÓÉ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÁ g. ïÄÎÁËÏ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Acl, É × ÏÂÒÁÚÅ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÉÚ A ÍÏÇÕÔ ÕÖÅ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ. îÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ,
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ÚÁÐÉÓÑÈ, ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÎÁÄÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ
ÚÁ×ÉÓÅÌ ÏÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ g. üÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÚÁÐÉÓØ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ ÏÓÔÁ×ÁÌÁÓØ ÎÕÌÅ×ÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ Acl,
ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÍÙ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ 0.5, ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ËÏÌØÃÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ
ÏÔ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÌÅÄÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÁÎÆÉÌÁÄ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÍ
ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ ËÌÅÔÏË (ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ É ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ
ÒÁÚÍÅÒÁ). îÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ ÷. äÒÅÎÓËÏÇÏ [140] (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.2.4) ÔÁËÖÅ ÐÏÑ×É-
ÌÉÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ!

2. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÉÓÁÎÏ × ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÉÉ 4.7 É ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ×
çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÎÉÖÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ-
ÓÔÉ É ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ. á×ÔÏÒ ÓÞÉÔÁÅÔ Ó×ÏÉÍ ÄÏÌÇÏÍ ÐÏÄÞÅÒË-
ÎÕÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÌÏÍÁ × ÅÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ ÐÒÏÂÌÅÍ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ Ñ×ÉÌÏÓØ
ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ. äÒÕ-
ÇÉÍ ÐÅÒÅÌÏÍÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÂÙÌÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ Ë ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ
ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ.

3. äÏ×ÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ, ËÏÇÄÁ � ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄ-
ÎÏÇÏ ÐÕÔÉ. óÌÅÄÙ É ÆÏÒÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÁ ÚÁÐÉÓÑÈ. ïÄÎÁËÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÇÁÛÅÎÉÅÍ. (çÁÛÅÎÉÅ | ÜÔÏ
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Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍ.) ïÔÓÀÄÁ | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ, ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ É Ô.Ä.

4. äÌÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× fQ É gQ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÔÁËÖÅ
×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÔÉÐÁ Qi ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 4.5

gQ =
s∏
i=1

xmiQiKiQ′i"i · xm; (9)

ÇÄÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Ki ÉÍÅÀÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÙÓÌ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ Qi, Q′i, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏ-
ÓÔÉ ÏÔ ÔÉÐÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ÅÓÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ Qr;�

k , Ql;�
k , Q�

k1;k2 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ
4.5, ÐÒÉÞÅÍ "i = 0, ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ×ÙÈÏÄÑÝÅÊ ÐÅÒÅÍÙÞËÉ ÒÁ×ÎÁ 1 (ÔÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ), ÉÎÁÞÅ "i = 1 É ÐÏÌÉÎÏÍ Q′i ÅÓÔØ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÙÈÏÄÁ. ðÏËÁÚÁÔÅÌÉ \ÓÔÅÐÅÎÉ" ÐÒÉ x ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÌÉÎÁÍ
ÐÅÒÅÍÙÞÅË. åÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ÐÅÒÅÍÙÞËÉ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ ÒÁ×ÎÁ 1 ÉÌÉ 2, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ
ÎÏÌØ. (÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÏÉÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ |
ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ ËÌÅÔËÉ Q′i−1, Á ÚÁÔÅÍ | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÈÏÄÁ). åÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ÐÅÒÅ-
ÍÙÞËÉ, ×ÈÏÄÑÝÅÊ × ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÉÌÉ ×ÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ ÆÉÎÁÌØÎÏÊ ËÌÅÔËÉ, ÒÁ×ÎÁ 0 ÉÌÉ
1, ÔÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÔÏÖÅ ÎÏÌØ.

4. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ \ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ⇒
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ" ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÝÅ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.4.1). ðÒÉ
ÜÔÏÍ ×ÍÅÓÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÎÅÛÎÅÇÏ) ÓÌÅÄÁ ÎÁÄÏ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÎÅÛÎÉÅ) ÆÏÒÍÙ. èÏÞÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÎÅÐÏ-
ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÒÅÄÕËÃÉÅÊ
ÐÏ ÂÏÌØÛÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ (ÔÅÈÎÉËÁ ÒÁÚÄÅÌÁ 3.4.2 ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎ-
ÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ). ïÓÏÂÅÎÎÏ ÜÔÏ ÁËÔÕÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ
ÓÌÕÞÁÑ.

4.6.3. úÁÍÅÞÁÎÉÑ Ï ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉ-
ÒÕÅÍÏÓÔÉ

îÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÄÈÏÄ Á×ÔÏÒÁ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÜËÓÔÒÅ-
ÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ,
É ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ëÅÍÅÒÁ, ÉÍÅÀÔ ÍÁÌÏ ÏÂÝÅÇÏ.
÷ ÏÂÏÉÈ ÐÏÄÈÏÄÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: ËÏÇÄÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÅÓÔØ
É ËÏÇÄÁ ÉÈ ÎÅÔ. òÏÄÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÔÁËÖÅ ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÉÚÕÞÉÔØ
×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ Ó×ÑÚÉ.

÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å á. ò. ëÅÍÅÒÁ × ÐÅÒ×ÏÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ \ÓÌÉÐÁ-
ÎÉÅ" ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. úÎÁÞÅÎÉÅ f(a1; : : : ; an) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ f(b1; : : : ; bn), ÇÄÅ ÏÄÎÏ ÉÚ bi ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ (ÓÍ. [53], [54], Á ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍ 3.7 É 3.11
ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 3.3.1). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÍÏÄÕÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ É Ó×Ñ-
ÚÁÎÎÏÇÏ Ó ÜÔÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÒÅÄÕËÃÉÉ ×ÐÏÌÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, Ô.Å. ÞÉÓÔÏ
T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.

óÐÅÃÉÆÉËÁ T -ÉÄÅÁÌÏ× (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ) ÐÒÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ×Ï
×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. é ÜÔÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ. ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ× ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×

{En} = {xpn−1ypn−1[x; y]}

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ{ÂÁÚÉÒÕÅÍÁ ËÁË T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ T -ÉÄÅÁÌÁ [x; [y; z]] (ÓÍ.
[122]), Ô.Å. × ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. é ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ
ÎÁÍÉ ÏÆÏÒÍÌÅÎÏ ËÁË ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.6, á. ò. ëÅÍÅÒ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÌ ÓÌÕÞÁÊ,
ËÏÇÄÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ!
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ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÒÏÑÓÎÉÔØ ÒÏÄÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÏÂÏÉÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ, ÎÁÛÉÍ ÐÏÄÈÏÄÏÍ É
ÐÏÄÈÏÄÏÍ ëÅÍÅÒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ É
ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ. äÅÊÓÔ×ÉÅ ×ÎÅÛÎÉÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ,
ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ËÏÌØÃÁ S ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 5.3.2.

îÁÞÎÅÍ Ó ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×Á ÐÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. îÁÐÏÍÎÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÊ ÌÅÍÍÙ ëÅÍÅÒÁ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ (ÓÍ.
ÒÁÚÄÅÌ 3.3.1). ÷ÏÚØÍÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ g 6≡ 0, ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ × R(A)c(A)−1.
ìÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (×ÓÅÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÙ Ó ÎÅ-
ÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ) ÔÒÅÂÕÅÔ c(A) − 1 ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ. ðÕÓÔØ
x1; : : : ; xc(A)−1 { ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ Ó ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ. ôÏÇÄÁ ÚÁÍÅÎÁ ÒÁ-
ÄÉËÁÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÎÁÂÏÒÁ {xi} ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ ÐÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÎÕ-
ÌÅ×ÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ×
h, × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ gh ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍÉ. éÎÁÞÅ ×ÎÕÔÒÉ g ÍÏÖÅÔ ÕÞÁÓÔ-
×Ï×ÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ c(A) − 2 ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ É ÚÎÁÞÅÎÉÅ g ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ ×
ÎÏÌØ.

ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h ÓÏÄÅÒÖÉÔ c(A)− 1 ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ({yij}b(A)
j=1 )c(A)−1

i=1 É ËÏ-
ÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ {yij}b(A)

j=1 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÏÍ i. äÏÐÏÌÎÉÍ ËÁÖÄÙÊ ÎÁÂÏÒ {yij}b(A)

j=1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi É ÐÒÏÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÅÍ.
ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (gh)′, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
gh É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. (ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ yij ÎÁ ÍÅÓÔÏ xi ÐÒÉ-
×ÏÄÉÔ Ë ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.) äÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ
É ÎÁ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ. ðÏÄÙÔÏÖÉ× ÓËÁÚÁÎÎÏÅ, ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ
×ÓÅ \ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ" ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ \×ÎÕÔÒÉ", \ÓÎÁÒÕÖÉ" ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ
ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ.

îÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÈÏÖÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÓÅ ÓÏÂÙÔÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ×ÎÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÅÒÅÈÏÄÁ, Á ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ |
ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÉÚÎÕÔÒÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÎÅÇÏ \ÉÓÈÏÄÑÔ" ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÏÌØËÏ
Ó ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ (ËÏÇÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÌÅÖÉÔ ×
R(A)c(A)−1). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ
Acl É ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-
ÍÏÓÔØ ÏÔ ÚÁÐÉÓÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×). üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ \ÓÌÉ-
ÐÁÎÉÑ" ÒÁÄÉËÁÌÁ (ÓÍ. ÌÅÍÍÙ 3.4 É 3.5). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÓÁÍÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ \ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ
ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ", ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ × ÓÁÍÏÍ ËÏÎÃÅ.

ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÁËÖÅ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ×ÎÅÛÎÉÈ É ×ÎÕÔÒÅÎ-
ÎÉÈ ÆÏÒÍ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÇÒÁÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÓÏÚÄÁÔØ ÍÎÏ-
ÖÉÔÅÌØ, ÉÍÅÀÝÉÊ ×ÉÄ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ëÁÐÅÌÌÉ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ
ËÌÅÔËÉ. ÷ÓÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍÉ,
É ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÆÏÒÍÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ, ÓÏ×ÐÁÄÅÔ Ó ×ÎÅÛÎÅÊ. ó ÄÒÕ-
ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÎÅÛÎÉÅ ÆÏÒÍÙ Ó È×ÏÓÔÁ ÁÎÆÉÌÁÄÙ ÍÏÖÎÏ \ÐÅÒÅËÉÄÙ×ÁÔØ" ÎÁ ÜÔÏÔ
ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, × ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÚÄÅÌÁ 2.1. óÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÅÒÅËÉÄÙ-
×ÁÎÉÅÍ, ÒÁÂÏÔÁÀÔ É × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-
ÎÏÓÔÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÌÅÄÏ× (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ á.2.2).

óÍÅÛÁÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ, É ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ
ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ËÌÅÔËÁÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÔØÀ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. éÍÅÎÎÏ ÜÔÏ É ÏÔÒÁ-
ÖÁÅÔ ÒÁÂÏÔÁ ö. ìÅ×ÉÎÁ [151]. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÚÄÅÓØ ÐÒÉÞÉÎÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ
ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÇÏ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ) ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ É ÐÒÉ-
ÞÉÎÁ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ
ÓÉÔÕÁÃÉÀ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏ, ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÓÐÏÓÏÂÁ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ
× ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÍ É ÊÏÒÄÁÎÏ×ÏÍ, ÐÏÚ×ÏÌÉÌÏ

226



ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅ×ÉÎÁ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. á×ÔÏÒ ÈÏÞÅÔ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÕÂßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á,
ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÝÉÅ ÉÄÅÊÎÙÅ Ó×ÑÚÉ. ÷ÎÁÞÁÌÅ Á×ÔÏÒ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÈÎÉËÕ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ
ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÉÌ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ ×
ÄÁÎÎÏÊ ÇÌÁ×Å (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4.6.2). úÁÔÅÍ Á×ÔÏÒ ÓÍÏÇ ÐÏÎÑÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á á. ò. ëÅ-
ÍÅÒÁ, Ó×ÑÚØ ËÏÔÏÒÙÈ Ó ÐÏÄÈÏÄÏÍ Á×ÔÏÒÁ ÂÙÌÁ ÏÓÏÚÎÁÎÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÚÖÅ.

ï \ÌÏ×ÌÅ" ÒÁÄÉËÁÌÁ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÎÅ-
ÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ÉÚ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ
JC ∩ Ic(A)−1.

ðÕÓÔØ f ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ JC ∩ Ic(A)−1 É f |A 6= 0. ôÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ
4.21, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÁÌÇÅÂÒÅ Acl ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ:

hC =
∏

(ADij)c(Hk)c(P(q)
l )cfC ;

ÇÄÅ

fC =
s∏
i=1

xri−1−�i−1−"i(ad(Zn2
i
)q ◦ yi)"iCq

n2
i
tiCn2

i
(ad(Zn2

i
)r ◦ yi)�i · xrs−�s : (10)

ïÔÓÀÄÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×Á-
ÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ), ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ T(f)\T(A) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ hC .

äÁÌÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÉÄÁ yi → ad(Zn2
i
)◦yiCn2

i
ÉÌÉ Cn2

i
yi → ad(Zn2

i
)◦

yi. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× g′ (ÐÒÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍ
×ÙÂÏÒÅ Cn2

i
ÓÌÅ×Á ÉÌÉ ÓÐÒÁ×Á ÏÔ yi) × ÁÌÇÅÂÒÅ Acl ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÊ g. é ÐÏÓËÏÌØËÕ g′ ∈ JC ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÎÁ ÓÔÒ. 170)
Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÜÔÉ Cn2

i
, ÂÕÄÕÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÏ-

×ÁÔØÓÑ × ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Â, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÔÉÐÕ i-ÏÊ ËÌÅÔËÉ. é ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
ÚÁÍÅÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ
Ë ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ g Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÏÍ. ðÕÓÔØ �1; : : : ; �s { ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÎÎÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁ-
ÃÉÑ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÎÅÓÍÅÛÁÎÎÏÊ É ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ. óÄÅÌÁÅÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ (È×ÁÔÁÅÔ c(A)−1 ÒÁÚ). äÏÂÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÅ �j Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ×ÏÚÎÉË-
ÛÉÈ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÉÈ Cn2

i
ÎÁÂÏÒÏ× ÐÒÏÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �(�j) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

ÔÉÐÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �j É ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ �(�j) ÓÏ×ÐÁÄÁÌÉ. äÁÌÅÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÐÏ ÎÁÂÏÒÁÍ {�j} ∪ �(�j).

á ÉÍÅÎÎÏ. åÓÌÉ h ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚ � =
{x1; : : : ; xk} É ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �, ÔÏ ÎÏ×ÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h′ = h −∑k

i=1 h|�=xi;xi=� ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ �′ = � ∪ {�}.
ðÒÉ ÎÁÛÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÚÁÍÅÎ � = xi; xi = � ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ ×

ÎÏÌØ, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g′ ÓÏ×ÐÁÄÅÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÅÍ g; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÎÏÓ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �j
×ÎÕÔÒØ Cn2

j
É ÅÓÔØ ÔÏ \ÓÌÉÐÁÎÉÅ" ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Õ

á.ò.ëÅÍÅÒÁ. ïÎÏ ÏÐÉÓÁÎÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 3.3.1 (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍ 3.7 É 3.11).
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÙ 0 6= g = ∑hkC , ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ ×

ÎÕÌØ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ. ëÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ
ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ×ÉÄÁ h′kC , ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÐÏ ÎÁÂÏÒÁÍ �′j. ðÒÉ ÜÔÏÍ g′ = ∑h′kC 6= 0 É
ÐÏÔÏÍÕ h′kC 6= 0 ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:
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ôÅÏÒÅÍÁ 4.9. ðÕÓÔØ × A ÎÅÔ ÐÁÒ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ, � = c(A) −
1 − t − s ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉ-
ÁÌÉÚÁÃÉÊ (t ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÒÉ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ ÐÕÔÉ C, s ÅÓÔØ
ÞÉÓÌÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ × ÐÅÒÅÍÙÞËÁÈ). é ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, f |A 6= 0; f ∈ Ic(A)−1 ∩ JC.

ôÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ T(f)\T(A) ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ h′kC = P ◦ hkC, ÇÄÅ P ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ �
ÇÒÕÐÐÁÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÇÒÕÐÐÅ, ÔÉÐ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ-
×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÉÐÏÍ i-ÏÊ ÁÎÆÉÌÁÄÙ, ÒÁ×ÎÏ n2

i + 1, É ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ
×ÈÏÄÑÔ × ÕÞÁÓÔËÉ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. 2

(÷ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 10, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ÁÎÆÉÌÁÄ, ÏÄÎÏ-
ÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÐÏÈÏÖÅÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÎÎÏÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÏ-
ÃÅÄÕÒÙ P Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ.)

åÓÌÉ Ë ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �j ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÎÅ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ �(�j), Á ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ ËÌÅÔÏË É ÐÕÔÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎ, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÉÚ b(A) + 1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, É
ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �i, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ëÅÍÅÒÁ.

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ �(�j) ÏÔ×ÅÞÁÌÏ ÏÄÎÏÊ ÁÎÆÉÌÁÄÅ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ C ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ ÁÎÆÉÌÁÄ ÐÏ Ä×Å ËÌÅÔËÉ ÒÁÚ-
ÍÅÒÁ 1 × ËÁÖÄÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÐÕÔÅÍ ÄÌÉÎÙ 2. é ÐÕÓÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁ-
ÀÝÉÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍ × ÜÔÉÈ ÁÎÆÉÌÁÄÁÈ, ÂÕÄÕÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h′C 6= 0, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÐÕÔÅÍ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
hC = x1[y2; u1[y1; t1]][[t2; z1]u2; z2]x2 ÐÏ ÐÁÒÁÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x1; u2) É (x2; u1). ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÎÕÔÒÉ ÏÄÎÏÊ ÁÎÆÉÌÁÄÙ | ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÉÂÏ ÁÎÆÉÌÁ-
ÄÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÎÕÔÒÉËÌÅÔÏÞÎÙÊ
ÒÁÄÉËÁÌ ÐÒÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÎÆÉÌÁÄ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÒÁÔØ × ËÁ-
ÞÅÓÔ×Å ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÇÌÏÝÁÀÝÅÇÏ ×ÅÓØ ÒÁÄÉËÁÌ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ëÁÐÅÌÌÉ
É ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ×ÙÎÕÖÄÁÀÝÉÈ ÐÅÒÅÈÏÄÙ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÌØÚÑ.

÷ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÏ× ÉÚ Ic(A)−1∩JC , ËÏÔÏÒÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ×
Â ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ É Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙ ÐÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ. ôÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀ-
ÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ 5.13.

åÓÌÉ ×ÓÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ zi ÉÍÅÀÔ ÔÉÐ (��; ��), ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒÙ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÌÅÔÏË ÒÁ×ÎÙ ni, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ \ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ ëÁÐÅÌÌÉ". á ÉÍÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ qi = pki { ÓÔÅÐÅÎØ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
zi, i = 1; : : :m, × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ f (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.8). ðÏÌÏÖÉÍ Q(i) = pk1::: bki:::km ,
Q = pk1:::km . ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË zi → ziZQ(i)

ni ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ Q, ËÏÔÏÒÙÅ É ÂÕÄÕÔ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÔØÓÑ.
íÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ \ÐÏÄËÒÕÞÉ×Á-
ÎÉÅ" ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ
ÉÚ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �
ÄÏÌÖÎÁ ÓÏ×ÐÁÓÔØ Ó ÓÕÍÍÏÊ ∑Qj, ×ÚÑÔÏÊ ÐÏ ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ.

åÓÌÉ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÏÇ
ÔÅÏÒÅÍÙ 4.9 ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ \ÐÏÄËÒÕÞÉ×ÁÎÉÉ" ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ
ÍÏÖÅÔ ÕÎÉÞÔÏÖÉÔØÓÑ. âÙÌÏ ÂÙ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ Ñ×ÎÙÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×
ÉÚ Ic(A)−1 ∩ JC × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.
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4.7. çÒÁÆÙ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ
äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ: ÎÅÔÅÒÏ-

×ÏÓÔÉ, ÓÌÁÂÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ, ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÐÕÔÅÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÔÏ-
ÒÁÑ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÉÖÅ × ÇÌÁ×Å 5.

4.7.1. ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ
÷ ÄÁÎÎÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.22. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÅÔÅÒÏ×Á ÓÐÒÁ×Á, ÅÓÌÉ
× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÇÒÁÆÅ � ÎÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË,
Á ÔÁËÖÅ ÎÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ Â�ÏÌØÛÅÇÏ 1.

ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÅÔÅÒÏ×Á ÓÌÅ×Á, ÅÓÌÉ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÅÍ ÇÒÁÆÅ � ÎÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÈÏÄÁ × ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË, Á ÔÁËÖÅ ÎÅÔ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ Â�ÏÌØÛÅÇÏ 1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ×ÄÏÌØ ÐÕÔÅÊ ÍÏ-
ÇÕÔ ÂÙÔØ × ÌÀÂÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒ×ÕÀ ÞÁÓÔØ.
ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÐÒÁ×Ï ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÎÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ m) ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÁ
I = AmR(A)c(A)−1, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÐÒÁ×ÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ.

áÌÇÅÂÒÁ A ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÉÄÅÁÌ I ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÞÁÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ×. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÄÅÁÌ Î × ÁÌÇÅÂÒÅ Â ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ðÉÒÓÏ×ÓËÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÅÄÉÎÉÃÙ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÔÉÐ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ËÌÅÔÏË, É ÔÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A É Â ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ÉÄÅÁÌÁÈ I É Î ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÉÂÏ ÔÏÇÄÁ A=R(A) + E ' Â=R(Â) + E ' F[�a1; : : : ; �as]
(E { ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ, �ai { ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÞÁÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ). ïÓÔÁÅÔÓÑ
ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÅÔÅÒÏ×.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÅ ÎÅÔÅÒÏ×Á. òÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Bl, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a É b É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ
b2 = ba = 0. ÷ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÕÔØ ÐÏÄÓÌÏ×Á Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á a∞=2b.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Bl ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ ÓÐÒÁ×Á (ÈÏÔÑ ÏÎÁ ÎÅÔÅÒÏ×Á
ÓÌÅ×Á). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÁÌÇÅÂÒÁ Bl ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ � × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ
ÐÏÒÑÄËÁ 2 ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× F[�], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �(a) = �E11, �(b) = E12.

ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÌÅÔËÁ É ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÙÈÏÄÁ
ÉÚ ÎÅÅ, ÌÉÂÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÐÏÒÑÄËÁ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ Bl ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ×
ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Acl. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Bl ∈ VarA É Bl ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A (Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ). é ÒÁÚ Bl ÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×Ï ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ, ÔÏ A ÔÁËÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×Ï ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ. 2

4.7.2. óÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ
íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅÃ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ-

ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍÉ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉÓØ ÍÎÏÇÉÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ.
é. ÷. ìØ×Ï× [74] ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ
ÎÏÌØ ÂÕÄÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ÎÅÍ ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ
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xynz =
∑
ni<n

�iuixynizvi; (11)

ÇÄÅ ui É vi { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÏ×Á, �i ∈ F.
÷ 1976 Ç. ÏÎ ÖÅ [75] ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÌ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ

ËÏÌØÃÏÍ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ. à. î. íÁÌØÃÅ× [84] ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ
ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÂÕÄÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-
ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ xyzt = xzyt.
÷. ô. íÁÒËÏ× ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÌÇÅÂÒ, ÚÁÄÁÎ-
ÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ üÎÇÅÌÑ.

á. ú. áÎÁÎØÉÎ [2] ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÂÙÌÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×
ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ

[x1; x2; : : : ; xn]y1 : : : yn[z1; z2; : : : ; zn] = 0:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.23 × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ áÎÁ-
ÎØÉÎÁ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

÷ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÌÁÂÏÊ ÎÅÔÅ-
ÒÏ×ÏÓÔØÀ É ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØÀ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÚÄÎÅÅ ÂÙÌÉ
ÐÏÌÕÞÅÎÙ ó. é. ëÕÂÌÁÎÏ×ÓËÉÍ [64]. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 4.10 (ó. é. ëÕÂÌÁÎÏ×ÓËÉÊ). óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
M ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅÃ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØÃÏÍ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ � ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:

1) M ÌÏËÁÌØÎÏ ÆÉÎÉÔÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍÏ.

2) ËÁÖÄÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÞÔÏ ÒÁ×-
ÎÏÓÉÌØÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÓÌÁÂÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ M).

3) M ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ. (ëÁÖÄÁÑ Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ.)

4) M ÌÏËÁÌØÎÏ ÈÏÐÆÏ×Ï.

5) M ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÈÉÇÍÁÎÏ×Ï.

6) ÷ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ (11).

2

íÙ ÄÁÄÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÀ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÇÒÁÆÏ×. ÷ ÄÁÎÎÏÍ
ÐÕÎËÔÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.23. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×Á, ÅÓÌÉ
× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÇÒÁÆÅ � ÎÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÁÎÆÉÌÁÄ ×ÄÏÌØ ÐÕÔÅÊ ÏÄÎÏ×ÒÅ-
ÍÅÎÎÏ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ×ÙÈÏÄÁ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ×ÈÏÄÁ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ Â�ÏÌØÛÅÇÏ 1.

(ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ×ÄÏÌØ ÐÕÔÅÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×
ÌÀÂÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å.)
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÉÑ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕ-
ÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ôÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÐÕÔÉ ÉÚ Ä×ÕÈ ÁÎÆÉÌÁÄ ×ÍÅÓÔÏ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÔØ ÂÉÍÏÄÕÌÉ, É ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁ ÉÄÅÁÌÅ I × Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÔ
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ÕÓÔÒÏÅÎÏ ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ 2s ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �al1; : : : ; �als; �ar1; : : : ; �ars. éÎ-
ÄÅËÓÙ l É r ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÌÅ×ÙÅ É ÐÒÁ×ÙÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ
ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ B, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a É b
É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ abakb = bakba = bbakb = bakbb = 0; k = 0; : : : ;∞. ÷ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ
ÓÌÏ×Á ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÕÔØ ÐÏÄÓÌÏ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ× bakb.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ B ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÁÌÇÅÂÒÁ
B ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ � × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ 2 ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒÏÍ ËÏÌØÃÁ
ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× F[�; "]= id("2), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �(a) = �E11, �(b) = "(E12 + E21).

ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÌÅÔËÁ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÈÏÄÁ
É ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ ÎÅÅ, ÌÉÂÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÐÏÒÑÄËÁ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ B ×ËÌÁ-
ÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Acl. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, B ∈ VarA É B ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒÕ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A (Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ).
é ÒÁÚ B ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ, ÔÏ A ÔÁËÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÌÇÅÂÒÁ B ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ (Á ÁÌÇÅÂÒÁ Bl Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÁÌÇÅÂÒÁ Bn Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ
ÎÅ ×ÙÛÅ n, ÞÔÏ É ÁÌÇÅÂÒÁ B, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ. îÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ É
ÁÌÇÅÂÒÁ B′

n Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a; b É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ bakb = 0; k = 1; : : : ; n. ÷ÍÅÓÔÅ Ó
ÔÅÍ, ÁÌÇÅÂÒÁ B′ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a; b É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ bakb = 0; k = 1; : : : ;∞ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ É ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ÌÀÂÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ×ÉÄÁ Â, ÅÓÌÉ
ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ËÌÅÔËÕ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ×ÈÏÄÁ É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ
ËÌÅÔËÕ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ×ÙÈÏÄÁ.

4.7.3. ëÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ
éÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÐÏÓÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.23 É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ-

ÎÏÓÔÉ ÌÅ×Ï(ÐÒÁ×Ï) ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2.4) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.24. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ËÏÎÅÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÌÉÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×Á ÓÌÅ×Á, ÌÉÂÏ ÎÅÔÅÒÏ×Á ÓÐÒÁ×Á. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.25. ðÕÓÔØ A { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ÁÌÇÅÂÒÁ An Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ
ÎÅ ×ÙÛÅ n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ A ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ
Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ× (Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ). ïÄÉÎ
ÎÅÔÅÒÏ× ÓÌÅ×Á, ÄÒÕÇÏÊ | ÎÅÔÅÒÏ× ÓÐÒÁ×Á. 2

5. ìÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ É ÌÏËÁÌØÎÁÑ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ

ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÒÁÚÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ, Á ÔÁËÖÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ É ÄÒÕ-
ÇÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÒÁÄÉËÁÌÁ. äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÂÏÔÁÌÉ Ó ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÞÅ-
ÒÅÚ ÎÏÓÉÔÅÌØ É ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÑÚÙË ÇÒÁÆÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ
Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÑÚÙË | ÑÚÙË ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×. îÁ ÎÅÍ
ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÒÔÁ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ. îÁ×ÅÒÎÏÅ,
×ÐÅÒ×ÙÅ Ó ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÒÁÂÏÔÁÌ ó. á. ðÉÈÔÉÌØËÏ× ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ-
×ÁÎÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ×ÓÅÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ [95]. ÷
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ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ (ÎÅ ÕÞÉÔÙ×Á×ÛÉÊ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÏÓÔØ ÒÁ-
ÄÉËÁÌÁ) ÂÙÌ ÇÌÕÂÏËÏ ÒÁÚ×ÉÔ × ÒÁÂÏÔÁÈ á. ÷. çÒÉÛÉÎÁ [26], [28].

5.0.1. áÌÇÅÂÒÏ{ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ

îÉÖÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f |A 6= 0, ÌÅÖÁÝÅÇÏ × ÉÄÅ-
ÁÌÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍ ÐÕÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÁËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË G (Ñ×ÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ), ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏËÁÖÅÔÓÑ × A ÎÅ ÒÁ×ÎÙÍ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ É ÂÕÄÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉ× ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØÃÏ R.
(äÌÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ
S-ÍÏÄÕÌÅÊ.) óÁÍÏ ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÂÕÄÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÈ ÁÎÆÉÌÁÄ ×ÄÏÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÔÉ C ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á.

ó ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ A É Â ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÐÕÞËÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ
ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ | ÓÐÅËÔÒÅ ËÏÌØÃÁ ÓÌÅÄÏ× É ÆÏÒÍ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ T -ÉÄÅÁÌ,
ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ f , ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ×ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÏÔ×Å-
ÞÁÀÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÕ ËÌÅÔÏË ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ É ÏÂÒÁ-
ÝÅÎÉÀ × ÎÏÌØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×. ðÕÓÔØ I { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØÃÅ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, N { ÐÕÞÏË R-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÓÑ
× ÎÏÌØ ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÐÕÔÑÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á.

áÌÇÅÂÒÏ{ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÏÓÎÏ×Á ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÔÁËÏ×Á. ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ H⊃
T(A) É H ′ ⊃ H { ÏÂÒÁÚ H ÐÒÉ ÎÁÛÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË G. ôÏÇÄÁ H ′ ÍÏÖÎÏ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÐÕÞÏË ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ Spec(R). ðÕÓÔØ Ĥ ⊃H { ÐÕÞÏË R-ÍÏÄÕÌÅÊ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ H, Â[R] { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, A[R]. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ
x ∈ Spec((R) ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÐÕÞËÏ× ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Hx∩Nx = H ′

x, (ÉÎÄÅËÓ
x ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÀ ÐÕÞËÁ).

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÁËÔÏÒ-ÐÕÞÏË Ĥ ∩ N=H ′ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ
ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÅ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÄÅÁÌ Î = Î(H) × ËÏÌØÃÅ R
ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Îk ·

(
Ĥ ∩N=H ′

)
= 0 ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k = k(H).

îÏ ÔÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ H ′ ⊇ ÎkN ∩ Ĥ.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁ Â=IkA ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÉÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎ�ÏÊ ÔÉÐ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë
ÆÁËÔÏÒÕ R=Ik ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÏÍÕ ÓÐÕÓËÕ.

íÙ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÐÒÉÍÅÒ, ×ÁÖÎÙÊ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ. ðÕÓÔØ S { T -ÉÄÅÁÌ × ÁÌÇÅ-
ÂÒÅ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ Mn ÐÏÒÑÄËÁ n. åÓÌÉ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ Mn ÓÌÅÄÁÍÉ, ÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ Ŝ ÂÕÄÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÊ, ÉÂÏ ×ÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏËÁ-
ÖÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÏÍ. ðÕÓÔØ Z { ËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÒÁÚÍÙ-
ÓÌÏ×ÓËÉÍÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ. ïÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ
ÓÌÅÄÙ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ × ÃÅÎÔÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, Á ÔÁËÖÅ × ËÏÌØÃÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÓÌÅ-
ÄÁÍÉ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (2) ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 0.2.3 ÏÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÉÄÅÁÌ
× ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ É × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ. (÷ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÎÕÖÎÙ ÅÝÅ É ÆÏÒÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ÄÌÑ
ÆÏÒÍ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 0.2.3). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÉÓÔÅÍÁ S ′ = ZS Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ
ËÏÌØÃÏÍ ÓÌÅÄÏ× É ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ S ′ ⊂ S É ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ. ïÄÎÁËÏ, × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ, ÏÎÁ ÎÁËÒÙ×ÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ZkMn ∩S,
(ÞÉÓÌÏ k ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ S!) ÞÔÏ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÓÐÕÓË Ë ÁÌ-
ÇÅÂÒÅ Mn=ZkMn. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÍÅÅÔ Í�ÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÐÏÔÅÒÀ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÚÁÍÅÎÁÈ ×ÓÅ ÖÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏËÏÎÔÒÏ-
ÌÉÒÏ×ÁÔØ. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙË ÓÈÅÍ É ÐÕÞËÏ×, ÓÏÓÒÅÄÏ-
ÔÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÅ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÑÚÙË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ
T -ÉÄÅÁÌÁ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌÙ 5.4.3 É 5.4).

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÜÔÉÍ ÐÏÎÑÔÉÑ. ðÕÓÔØ M { ÎÅÔÅÒÏ× ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ
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ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØÃÏÍ R, C { ÐÏÄËÏÌØÃÏ R. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, M ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ
C-ÍÏÄÕÌÅÍ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ËÏÇÄÁ C { ÉÄÅÁÌ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. íÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÎÁÄ C, ÅÓÌÉ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ C-ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ N ⊂M ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ k ∈ N É ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ× {n1; : : : ; ns} ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ C-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ n1; : : : ; ns, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×
N ∩ CkM .

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1. áÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ (Á ÔÁËÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ
ÓÌÅÄÏÍ) ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅÔÅÒÏ×Á ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ òÁÚÍÙÓÌÏ×ÓËÉÍ ÃÅÎÔÒÏÍ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÚÍÙÓÌÏ×ÓËÉÊ ÃÅÎÔÒ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ
ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÌÅÄÏ× (ÆÏÒÍ), ÎÏ ÎÅ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ.

éÚÕÞÉÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2. ðÕÓÔØ M ′ É M ′′ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅÔÅÒÏ×Ù ÎÁÄ C É ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 →M ′ →M →M ′′ → 0

ôÏÇÄÁ ÍÏÄÕÌØ M ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅÔÅÒÏ× ÎÁÄ C. 2

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÌÅÍÍÕ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ (ÓÍ. [14], ÓÔÒ. 244):

ìÅÍÍÁ (ìÅÍÍÁ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ). ðÕÓÔØ M { ÎÅÔÅÒÏ× ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ
ËÏÌØÃÏÍ R, I { ÉÄÅÁÌ × R. ôÏÇÄÁ M ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅÔÅÒÏ× ÎÁÄ I.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÁÖÎÙ ÄÌÑ ÎÁÓ,
ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ N ⊂ M
É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ: I · N ⊇ Ik+1M ∩ N . ðÏ-
ÌÏÖÉÍ Nk = {x ∈ M |Ikx ∈ N}. ôÏÇÄÁ {Nk} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ
R-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅÔÅÒÏ×Á ÍÏÄÕÌÑ M , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÍ k ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Nk = Ns ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ≥ k. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈M ÅÓÌÉ
Ik+1x ∈ N , ÔÏ Ikx ∈ N É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ik+1x ∈ I ·N . ðÏÜÔÏÍÕ I ·N ⊇ Ik+1M ∩N .
(é ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Is ·N ⊇ Ik+sM ∩N .) ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. 2

þÉÓÌÏ k, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ.

äÁÄÉÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.3. îÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØÃÏ R ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅÔÅÒÏ×Ï ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ ÐÏÄ-
ËÏÌØÃÏÍ C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Ri
ËÏÌØÃÁ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ C ′i ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Ci × Ri É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÏÅ Ci ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÄÅÁÌ
ËÏÌØÃÁ C ′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.2 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ,
ËÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ R, Á ÚÎÁÞÉÔ, É C, ÐÅÒ×ÉÞÎÏ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ É ÌÅÍÍÙ
áÒÔÉÎÁ-òÉÓÓÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄËÏÌØÃÏ C ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅ-
ÍÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ R ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅÔÅÒÏ×Ï ÎÁÄ C. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ.
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îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ R ÎÁÄ C ′ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔ-
ÎÙÈ ËÏÌØÃÁ R ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ C.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x, ÞÔÏ xC ′ ⊂ C. ïÔÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á D ⊂ C ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. äÁÌÅÅ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌØÃÏ C ′ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ xY ⊂ C ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y ⊂ C ′, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ
ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y = {ym}∞m=1 É C-ÍÏÄÕÌØ N , ËÏÔÏÒÙÊ ÏÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ.
ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ k É s ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ys = {ym}sm=1 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ C-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ,
ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÉÊ CkY . ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ x ÔÁËÏ×, ÞÔÏ xYs ⊂ C ′. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x′ ∈
Ckx ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ x′N ⊂ C. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ckx ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÉÓËÏÍÙÊ
ÉÄÅÁÌ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.1 (ï ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ). ðÕÓÔØ R1-ÍÏÄÕÌØ M1 ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÏ ÎÅÔÅÒÏ× ÎÁÄ C1, Á R2-ÍÏÄÕÌØ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅÔÅÒÏ× ÎÁÄ C2. ôÏÇÄÁ M1 ⊗M2
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅÔÅÒÏ× ÎÁÄ C1 ⊗ C2 ËÁË R1 ⊗R2-ÍÏÄÕÌØ. 2

5.0.2. ÷ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ
âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÈÏÒÏÛÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ×ÌÏÖÅÎÁ × ÁÌÇÅ-

ÂÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ÐÏÌÕÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ
R, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚ R, ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ ÎÁÄ Zp, É ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ R ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ É ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ
ÞÁÓÔÉ.

éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÀ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÀ ËÌÅÔÏË, ×ÙÔÅ-
ËÁÅÔ ÔÁËÏÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÎÁÂÏÒ ËÌÅÔÏË, ÔÁË ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÑ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ × ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ. xi ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ A ÎÁ ËÌÅÔËÕ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i.
Zi(−→x ) −→x ∈A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÒÁ×-
ÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÌÅÔËÉ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ H × ÁÌÇÅÂÒÅ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÒÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÁÈ × ÜÔÉÈ ËÌÅÔËÁÈ, ÉÎ×Á-
ÒÉÁÎÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË × ÁÌÇÅÂÒÅ A. ôÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏ×, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ×ÉÄÁ:

• ∀−→x (Zi(−→x ))k

• ∀−→x ((Zi(−→x ))q − Zi(−→x ))k, ÇÄÅ q = pk ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ F xk = x.

• ∀−→x (Zi(−→x )− Zj(−→x ))k

• ∀−→x (Zi(−→x )q1 − Zj(−→x )q2)k, ÇÄÅ qi = pki ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ F xki = x.

2

5.1. òÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ É ÍÅÔÏÄ á. ÷. çÒÉÛÉÎÁ
èÏÔÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ É ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÉÚÌÏÖÅÎ-

ÎÁÑ ÚÄÅÓØ ÔÅÈÎÉËÁ ÄÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁ-
ÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ. íÎÏÇÉÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ Ó×Ñ-
ÚÁÎÙ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÂÏÌÅÅ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ËÏÌØÃÏÍ
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ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÓÌÅÄÏ× (ÆÏÒÍ). é ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÓÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÈ ËÏÌÅÃ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ. é ÅÓÌÉ \ÐÅÒÅËÁÞËÁ" ÅÓÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ-
ÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÍÅÔÏÄ á. ÷. çÒÉÛÉÎÁ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ
ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÐÒÑÍÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ, ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ËÏÌØÃÏÍ ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÒÁÂÏÔÁÍÉ á. ÷. çÒÉÛÉÎÁ, ÎÁÛÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ
ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÂÌÉÚËÉÅ ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

ðÏÍÉÍÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× É ÉÄÅÊ, × ÎÅÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ, ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ×ÁÖÎÁ
ÔÁËÖÅ É ÄÉÎÁÍÉËÁ ÉÄÅÊ. ðÏÎÑ× ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÅ ÉÄÅÉ É ÌÉÎÉÀ ÅÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ, ÍÙ ÌÕÞÛÅ
×ÉÄÉÍ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÉ É ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ÞÅÍ ËÏÇÄÁ ÉÄÅÑ ÅÓÔØ ÎÅÞÔÏ ÞÕÖÄÏÅ É ÐÒÉ×-
ÎÅÓÅÎÎÏÅ ÉÚ×ÎÅ.

ôÏ, ÞÔÏ Á×ÔÏÒ ÓÞÉÔÁÅÔ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ, ÂÙÌÏ ÐÒÉÄÕÍÁÎÏ
ÉÍ ÐÒÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÁÈ. á×ÔÏÒ ÒÁÚÂÉÒÁÌ ÒÁÂÏÔÕ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÕÀ ËÏÎÅÞÎÏÊ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, ÇÄÅ ÅÍÕ ×ÓÔÒÅÔÉÌÏÓØ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏÅ ÍÅÓÔÏ (×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ× ÔÁÍ
ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ ÏÛÉÂËÕ). þÔÏÂÙ ÚÁËÒÙÔØ ÅÇÏ, Á×ÔÏÒ ÐÒÉÄÕÍÁÌ \ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØ".
ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÏ{ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ × ÍÅÔÏÄÅ
á. ò. ëÅÍÅÒÁ É ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ×ÅÄÅÔ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ É ÌÏËÁÌØÎÏÊ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅÃ É ÁÌÇÅÂÒ. üÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ, Á ÔÁËÖÅ
ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÑ ÍÅÔÏÄÁ á. ÷. çÒÉÛÉÎÁ, ÄÏËÌÁÄÙ×ÁÌÉÓØ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ íçõ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÌÅÃ
É, ËÁË ÏÔÍÅÔÉÌ å. ó. çÏÌÏÄ, ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÌÅÍÍÁ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ.
ëÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ á. ÷. çÒÉÛÉÎÙÍ, \×ÐÅÒ×ÙÅ ÌÅÍÍÕ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ ÐÏÄ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ÐÒÉÍÅÎÉÌ á. ñ. âÅÌÏ× × Ó×ÏÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ ÐÏ ËÏÎÅÞÎÏÊ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ" [32]. äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÉ ÍÅÔÏÄÁ á. ÷. çÒÉÛÉÎÁ. ïÎÁ
ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÏÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, × ÂÏÌÅÅ
ËÁÔÅÇÏÒÎÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ (ÌÅÍÍÁ Ï ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ T -ÓÔÒÕËÔÕÒ), É ×-ÔÒÅÔØÉÈ | × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÍ
ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó \ÛÉÒÉÎÏÊ".

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄ á. ÷. çÒÉÛÉÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ
ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ.
äÌÑ ÒÁÂÏÔÙ × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ.

5.1.1. �-ÔÅÈÎÉËÁ
�-ÔÅÈÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÅÍ ÉÄÅÊ ö. ìÅ×ÉÎÁ. äÌÑ ÅÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅ-

ÂÕÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ \ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ" É ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÑÚÙË, ÏÐÉ-
ÓÙ×ÁÀÝÉÊ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×. ÷ÅÄØ ÒÁÄÉËÁÌ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ
ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÔÉÐÁÍ ÏÂËÌÁÄÏË �i.

ðÕÓÔØ {ai}i∈I { ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ A Ó ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ 
 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ {�i}i∈I ⊂ A ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ xi → �i ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÜÎÄÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÚÁÄÁÎÁ T -ÓÔÒÕËÔÕÒÁ.
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ T -ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ
xi → �i ÄÏÌÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØÓÑ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔÙ). ðÏÎÑÔÉÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ T -ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ T -ÓÕÐÅÒ-ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÕ, Á ÔÁËÖÅ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

(äÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÆÉËÓÁÃÉÉ ÎÁÂÏÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÇÒÕÐÐÙ ÜÎÄÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÏ× A, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÎÕÖÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.)

îÁÞÎÅÍ Ó ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÑÓÎÅÎÉÑ. ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ

x =
∑
i

�xi +
∑
ij
�ij +

∑
i
�′i +

∑
i
�′′j + ��;

ÇÄÅ �xi ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÉÚ i-ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔÏË, �ij { ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅ-
ÈÏÄÁ ÉÚ i-ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÌÅÔÏË × j-À, �′i { ×ÈÏÄ × ËÌÅÔËÉ i-Ê ÇÒÕÐÐÙ, �′′j { ×ÙÈÏÄ. ��
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ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÔÉÐÁ (�0; �0), Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó ÞÉÓÔÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ
ÐÉÒÓÏ×ÓËÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ.

þÅÒÅÚ Kr ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ r, Mr { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ
ÉÄÅÁÌ ÔÏÖÄÅÓÔ×, GM(r;X) { ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÚ X, ÐÒÉ
ÜÔÏÍ �xi = ∑x(�;�)

i E�;�, ÇÄÅ E�;� { ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, �xi { ÏÂÒÁÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi,
TR(r;X) { ÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÌÅÄÁÍÉ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, TRGM(r; x) { ÁÌÇÅÂÒÁ
ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ri (ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ)
É ÁÌÇÅÂÒÕ �(r1; : : : ; rs) ÏÂÝÉÈ ÂÌÏÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÁÍÉ, ri { ÒÁÚÍÅÒÙ ÂÌÏËÏ×.
�(r1; : : : ; rs) = �1 ⊕ : : : ⊕ �s. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ T -ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.
áÌÇÅÂÒÏÊ �F -Ë×ÁÚÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Q( �F ) = �F ∗K<�1; : : : ; �n>.

ðÏÌÏÖÉÍ xi = �xi + �i; xi ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, Ñ×ÌÑ-
ÀÝÕÀÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Q( �F ). ÷×ÅÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË. äÌÑ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ g(x) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ �g = g(�x) É ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ
~g(x) = g(x) − �g(x) ÞÁÓÔÉ. ðÕÓÔØ � : xi → gi. ðÏÌÏÖÉÍ ��i = x�i − �x�i , ÇÄÅ �x�i {
ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÞÁÓÔÑÈ (ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏ �).
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ �F ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ
ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁQ( �F ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å �F ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÂÒÁÔØ É ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ
ÁÌÇÅÂÒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÔÏÒÉ-
ÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÄÁÎÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5 (ï ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ). ðÕÓÔØ ' : �F1 → �F2 { ÍÏÒ-
ÆÉÚÍ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ T -ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ T -
ÓÔÒÕËÔÕÒ Q(') : Q( �F1) → Q( �F2); �i 7→ �′i. 2

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �F ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÂÒÁÔØ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ÁÌÇÅÂÒ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ É ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ É (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÍ ÜÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ
ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÎÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ) ÒÁÂÏÔÁÔØ ÂÕÄÅÍ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ
Q( �F )=�n+1. éÎÄÕËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ×ÅÓÔÉÓØ ÐÏ �-ÓÔÅÐÅÎÉ É ÐÏ ÉÎÄÅËÓÕ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏ-
ÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ, É ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �(n)=�(n+1). ïÔÍÅÔÉÍ
ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ T -ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ
ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ (É Ó ÆÏÒÍÁÍÉ). íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÁËÉÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ: ÐÒÉ ÎÁÌÉ-
ÞÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ×ÓÅ ×ÏÐÒÏÓÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ
Ë ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ, Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ×ÏÐÒÏÓÁÍ
ÄÌÑ ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒ.

éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ �-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

Ân = (
⊕
i
Ai) ∗K<�> =�(n);

ÇÄÅ Ai { ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ. áÌÇÅÂÒÁ Â ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ, Á
ËÁÖÄÙÊ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ É ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÞÁÓÔÉ. òÁÄÉËÁÌØÎÙÅ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ ÐÒÏËÌÁÄÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÞÁÓÔÉ. þÅÒÅÚ xr
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÕÍÍÕ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ xr. �r = xr − xr | ÅÇÏ ÒÁÄÉ-
ËÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ Pr(x1; : : : ; xn) → xr ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÖÅ ÐÏÄÓÔÁ-
ÎÏ×ËÁ ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÞÁÓÔÑÈ. íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁ
ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÑÈ

�′r = Pr(x1; : : : ; xn)− Pr(x1; : : : ; xn): (1)

(ôÅÈÎÉËÁ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÒÁÚ×ÉÔÁ × ÒÁÂÏÔÁÈ [26], [28].)
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íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÌÁÇÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ, ÎÏ É ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ× ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. ñÚÙË ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÏÊ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÑÚÙËÕ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÍÕ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÓÉÓÔÅÍÁÍ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Ai, Á ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ,
ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÓÑ Ë ÁÎÆÉÌÁÄÁÍ | ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÔÉÐÁ �′i, �′′i, �ij. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÔÉÐÁ ��
ÏÔ×ÅÞÁÅÔ (�0; �0)-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ Ân = (⊕
i
Ai) ∗ K< � > =(�(n) +J). ðÒÉ ÜÔÏÍ A ⊂ Â, Ai {

ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ,

xr =
∑
i

�xir +
∑
ij
�ijr +

∑
i
�′r
i +

∑
i
�′′r
j + ��r;

J { ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ:

• b�ij; b�′i; b ∈ Ak; k 6= i:

• �ijb; �′′jb; b ∈ Ak; k 6= j:

• b�′′j; �′ib; ��b; b��; b ∈ Ak:
• �ij�pq; �ij�′p; �′′j�pq; �′′j�′p; p 6= j:

• ���pq; �pq��; ���′′p; �′q��; �′p�′q; �′′p�′′q;

úÎÁË ′ ÐÏÍÅÞÁÅÔ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ×ÈÏÄÁÍ × ËÌÅÔËÉ, ′′ {
×ÙÈÏÄÁÍ, � { ÓÕÇÕÂÏ \×ÎÕÔÒÉÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ" ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ, ÐÁÒÁ ÉÎÄÅËÓÏ× ÏÚÎÁÞÁÅÔ
ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ Ë ÄÒÕÇÏÊ. ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ �� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÐÉÒÓÏ×ÓËÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÔÉÐÁ (�0; �0); �′i É �′′j { ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÔÉÐÁ (�0; �i) É (�j; �0)
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ �ij { ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ (�i; �j). ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÍÏÇÕÔ
ÂÙÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÉÐÁ �ii. åÓÌÉ Ai { ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÔÏ Ai É �ii ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ
ÁÌÇÅÂÒÕ, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ
ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ Ë ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ
ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÕÄÅÔ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÔØÓÑ ÎÁÂÏÒ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ~J , ÏÂÎÕÌÑÀÝÉÈ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÉÐÁ �ij, �′i, �′′j, �� ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÚÁÄÁÎÎÙÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ (ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ×ÅÄÅÔÓÑ ÓÐÕÓË).

ïÔÍÅÔÉÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ, ÎÏ ÐÏÌÅÚÎÙÊ ÆÁËÔ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.6. åÓÌÉ ×ÓÅ Ai ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Ân ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍÁ. 2

îÁ ÁÌÇÅÂÒÅ Â ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÏÔ×Å-
ÞÁÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ÉÚ A. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ (ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÉÐÁ � ÒÁÚÎÏÇÏ ÓÏÒÔÁ) ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
g, ÎÁÄÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ó×ÏÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × g É
ÓÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÔØ ÎÕÖÎÙÅ ÞÌÅÎÙ. ïÓÏÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÍÅÀÔ ÄÌÑ ÎÁÓ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÅÄÉ-
ÎÉÞÎÏÊ �-ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÎÏÍÏ× �-ÓÔÅÐÅÎÉ ÅÄÉÎÉÃÁ É ÏÂÝÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÂÏÌØÛÅÊ
ÅÄÉÎÉÃÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ��, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÍÏÖÎÏ
ÕÍÎÏÖÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ T -ÓÔÒÕËÔÕÒ ÍÏÖÎÏ
ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÎÏ É Ó ÌÀÂÙÍÉ ÄÒÕ-
ÇÉÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ËÁÞÅÓÔ×Å �F
ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÂÒÁÔØ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ÁÌÇÅÂÒ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ
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ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ É ÒÁÂÏÔÁÔØ ÂÕÄÅÍ × ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÕÔÑÍ × ÇÒÁÆÅ � ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. éÎÄÕËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ×ÅÓÔÉÓØ ÐÏ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÁÚÎÙÈ ÔÉÐÏ× � (ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÓÔÁ×Õ ÐÕÔÉ) É ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÕ \ÐÏ-
ÌÕÐÒÏÓÔÏÊ" ÞÁÓÔÉ. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØÓÑ × ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ T -ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ (ÓÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÔÉÐÁ � ÎÕÌÅ×ÏÊ).

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÄÁÎÎÙÈ ËÏÎ-
ÓÔÒÕËÃÉÊ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.7 (ï ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ T -ÓÔÒÕËÔÕÒ). ðÕÓÔØ 'j : Aj → A′j { ÎÁÂÏÒ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ

'̂ : Â = (
⊕
i
Ai) ∗K <�> =(�(n)+J) → Â′ = (

⊕
i
A′i) ∗K <�> =(�(n)+J);

ÇÄÅ Ai → A′i; �i 7→ �′i (Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÐÒÏÞÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÉÐÁ
�.)

åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÁÍÉ Aj ÎÁÄÅÌÅÎÙ T -ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ), ÔÏ ÎÁ Â ÔÁËÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ T -ÓÔÒÕËÔÕÒÁ,
ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÁÑ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ '̂. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.2. ðÕÓÔØ Tj { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ T -ÉÄÅÁÌÙ × Aj; ÐÕÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉ-
ÒÕÅÍÙ ×ÓÅ ÓÉÓÔÅÍÙ S

1) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ÔÉÐÏ× (É ÔÉÐÏ× Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÓÏÓÔÁ×ÏÍ),

2) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ Ai-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ × ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ ÌÅÖÉÔ × Ti.

ôÏÇÄÁ × ÓÉÓÔÅÍÅ Â ×ÓÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ

'j : Aj → A′j = Aj=Tj; ~'j = (id; : : : ; 'j; id; : : : ; id); '̂ =
⊕
j

~'j:

ôÏÇÄÁ ÑÄÒÏ '̂ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÔÉÐÁ 1, Á ÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ~'j {
ÉÚ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÔÉÐÁ 2. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ~'j { ËÏÎÅÞÎÏ. 2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.2. íÙ ÐÒÉÓ×ÏÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÔÉÐ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ËÁË ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÕ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÔÒÕËÔÕÒÁ Â
ÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ Â′, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÉÎÄÅËÓÏ×

• Ai ÍÅÎØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏ A′i (ÅÓÌÉ ËÏÇÏ-ÔÏ ÎÅÔ, ÔÏ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ
ÓÁÍÙÍ ÍÁÌÅÎØËÉÍ)

• íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ~J × ÓÔÒÕËÔÕÒÅ Â ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ
× ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Â′

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÔÉÐ ÆÁËÔÏÒÁ ÐÏ T -ÉÄÅÁÌÕ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÉÍ ÓÌÏÖ-
ÎÏÓÔÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÓÁÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.
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5.1.2. ïÓÎÏ×ÎÏÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÒÁÚÂÏÒÕ ËÌÀÞÅ×ÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ

ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ × ÍÅÔÏÄÅ çÒÉÛÉÎÁ ×ÉÄÎÙ × ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÉÓÔÏÍ ×ÉÄÅ.
åÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ F ÂÕÄÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ
ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ. îÁÞÎÅÍ Ó ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ ch(F) = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÏÎÏÍÁÍÉ
×ÉÄÁ cand, É ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË a → P (a). îÁÍ ÕÄÏÂ-
ÎÅÅ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ a → a + P (a). üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ T -
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ðÏËÁÖÅÍ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅ-
ÍÏÓÔØ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË É ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÊ.

ïÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ \ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÊ ÓÄ×ÉÇ". òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÉÄÁ a →
a + t · ar, Á ÚÁÔÅÍ ×ÙÄÅÌÉÍ ÞÌÅÎÙ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏ t. ðÏÓËÏÌØËÕ |F| = ∞, ÄÁÎÎÁÑ
ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 0.2.2). ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÍÏÎÏÍ cakd ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÍÏÎÏÍ k · cak+rd. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ, ÐÕÔÅÍ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏ×.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÏÇÄÁ ÍÅÖÄÕ c É d ÓÔÏÑÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÔØ. ôÁËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÎÅ-
ÓËÏÌØËÉÈ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÕÔ ××ÏÄÉÔØÓÑ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ti É ×ÙÄÅÌÑÔØÓÑ ÐÏÌÉÌÉ-
ÎÅÊÎÙÅ ÞÌÅÎÙ. úÁÔÅÍ ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÉÄÁ tia → ti, Á × ËÏÎÃÅ
ÜÔÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÂÕÄÕÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØÓÑ × ÅÄÉÎÉÃÕ ÉÌÉ × ÄÒÕ-
ÇÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÐÅÒ×ÏÍÕ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ch(F) = 0, \ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÙÓÏÔÁ" ÒÁ×ÎÁ Ä×ÕÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ
Q2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ ∑

kl �klc0akc1alc2 É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË S
×ÉÄÁ a → a + P (a). äÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÔ Ä×ÕÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Q[x; y], ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÍÕ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË SP : P (x) → x;P (y) → y.
úÄÅÓØ ÕÖÅ ×ÉÄÎÙ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÉÄÅÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ (ËÒÏÍÅ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ
ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ). äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÁÓÐÅËÔÙ ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ-
×ÁÎÙ ÎÉÖÅ. äÏËÁÖÅÍ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ (Q2; S).

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÐÏ a.

1 ûÁÇ. ÷ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ t. ïÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË É × ÐÅÒ×ÏÍ ÐÒÉ-
ÍÅÒÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÐÏ t ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ a→ a+ t · a.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ ÞÌÅÎÁ c0akc1alc2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÞÌÅÎÏ× k · c0takc1alc2 +
l · c0akc1talc2.
äÁÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÅ S-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, Á ÐÒÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ
t × ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ k + l, ÒÁ×ÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏ a. (\õÎÉÔÁÒÎÙÊ
ÔÒÀË").
îÏ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÐÏ a, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÎÏ-
×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÓÔÁÒÏÊ.

2 ûÁÇ. óÏÒÔÉÒÏ×ËÁ ÞÌÅÎÏ×. îÁÚÏ×ÅÍ ÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ c0takc1alc2 ÞÌÅÎÁÍÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÔÉÐÁ, Á ÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ c0akc1talc2 { ÞÌÅÎÁÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ.
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ðÅÒ×ÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ËÏÎÅÞ-
ÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÌÅÎÁÍÉ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÔÏÒÏÇÏ. éÂÏ ÓÕÍÍÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅ-
ÔÅÒÏ×Á.
÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÞÌÅ-
ÎÁÍÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ.
éÔÁË, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Q1

2 ×ÉÄÁ
∑

kl
�klc0takc1alc2

É ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË S1 : a→ a+P (a), Á ÔÁËÖÅ t→ t ·R(a). ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË
ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ 1-ÇÏ ÒÏÄÁ (Á
× ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ | É ÓÉÓÔÅÍÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ 2-ÇÏ ÒÏÄÁ), ×ÙÔÅ-
ËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÍ É ÎÕÖÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ. ðÕÓÔØ ÞÌÅÎÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f1; : : : ; fs ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ.
ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ h ÉÚ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏ-
ÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ f1; : : : ; fs, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ g − h ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÞÌÅÎÏ× ÐÅÒ-
×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÞÌÅÎÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ.
òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÐÅÒ×ÁÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
×ÉÄÁ c0ak1c1 · · · akhch ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÅ h.

3 ûÁÇ. ðÏÎÑÔÉÅ ÛÉÒÉÎÙ. ôÁÍ, ÇÄÅ ÓÔÏÉÔ t, ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
ÏÔ a. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ | × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÉÄÁ
P (a) → a ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÔÏÔ ÕÞÁÓÔÏË, ÇÄÅ
ÓÔÏÉÔ t. (á ÚÄÅÓØ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×Ù×ÁÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍÉ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ
a ÎÅ ÎÕÖÎÏ). ÷ ÐÒÅÏÄÏÌÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ É ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÓÕÔØ ÍÅÔÏÄÁ.
ûÉÒÉÎÏÊ ÍÏÎÏÍÁ c0takc1alc2 ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÔÅÐÅÎØ l. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÏÊ a × ÍÅÓÔÅ, \ÎÅÄÏÓÔÕÐÎÏÍ" ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÞÅÒÅÚ t. íÏÎÏÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÒÁ×ÎÉ-
×ÁÔØ ÓÐÅÒ×Á ÐÏ ÛÉÒÉÎÅ, Á ÐÏÔÏÍ | ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ.
ôÅÐÅÒØ |
ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ: òÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË a→
aP (a) × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ∑

kl �klc0takc1alc2 ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ×, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÉ
ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ ÏÔ c1 ÄÏ c2, É ÞÌÅÎÏ× Í�ÅÎØÛÅÊ ÛÉÒÉÎÙ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÔÁËÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ, ËÏÔÏÒÙÊ
\ÎÅÄÏÓÔÕÐÅÎ ÄÌÑ t", ÛÉÒÉÎÁ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ, ÓÌÕÖÉÔ ÐÒÉÞÉ-
ÎÏÊ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÒÁÂÏÔ [26], [28], [32] ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×ÁÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ. òÁÓÓÏÒÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉ-
ÚÁÃÉÊ ti ÍÏÇÕÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÔØÓÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÁ \ÇÒÕÂÏÓÔØ" Ó×ÑÚÁÎÁ
É Ó ÌÅÇËÏÓÔØÀ ÐÅÒÅÎÏÓÁ × ÉÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ
É Eij-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t�, ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÒÁÚÎÙÍ
ËÌÅÔËÁÍ É Ô.Ð. ïÓÏÂÅÎÎÏ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÚÎÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁ-
ÔÕÒÙ.

5.1.3. óÌÕÞÁÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ
îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ: s = 1.
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ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ch(F) = p > 0 É F { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÏÎÏÍÁÍÉ ×ÉÄÁ cand, É ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË
a→ P (a).

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ k ≡ 0 ( mod (p)), ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ cakd → k · ctakd →
k · cak+rd ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÏ. ôÏÇÄÁ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ tps , ÇÄÅ s ≥
ordp(k). üÔÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁ×ÅÎ

( k
ps

) 6≡ 0 ( mod (p)): (ðÒÉ y > x
(x
y
)

= 0.)
äÁÌÅÅ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÅÒÅÚ t, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ

F[aps ]-ÍÏÄÕÌÑ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ F[a] ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÓÕÔØ ÎÅÔÅÒÏ× F[apk ]-ÍÏÄÕÌØ.
úÁÄÁÄÉÍ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ cakd ÐÁÒÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×: (k; ordp(k)). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ n2 ≥

n1; m2 ≥ m1, ÔÏ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÓÔÁÒÛÅÍÕ ÞÌÅÎÕ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÁÒÁ
(n1;m1), ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÔÁÒÛÅÍÕ ÞÌÅÎÕ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÁÒÁ
(n2;m2) (ÅÓÌÉ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Ô.Å. m2 = ordp(n2)).

ôÅÐÅÒØ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÁÒ ÐÒÉ
ÞÌÅÎÁÈ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ëÁË É ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ, ÉÓËÏÍÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÇÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ:

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÒÏÖÅËÔÏÒ ÏÓ×ÅÝÁÅÔ Ë×ÁÄÒÁÎÔ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÎÔÁ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÔÁ×ÉÔØ ÎÏ×ÙÅ ÐÒÏÖÅË-
ÔÏÒÙ × ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÎÏ×ÙÊ ÐÒÏÖÅËÔÏÒ ÄÏÌÖÅÎ ÓÔÏÑÔØ × ÎÅÏÓ×ÅÝÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÓÔÁ-
ÎÏ×ËÉ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ× ÄÏÌÖÅÎ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ.

üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÏ t ÞÌÅÎÅ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ a → a + t · a, ÄÅÊ-

ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÁ ÍÏÎÏÍÅ cakd, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ k, ÔÏ ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ,
ÏÐÅÒÁÃÉÑ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÞÌÅÎÏ× Ó ÄÁÎÎÙÍ ÏÓÔÁÔËÏÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p
ÅÓÔØ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ. äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ps. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÌÅÎÙ ÐÒÉ tps ÄÌÑ ×ÓÅ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÙÈ s. ðÏËÁÚÁÔÅÌÀ k ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ

( k
ps

)
. íÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÞÌÅÎÙ ÄÌÑ ËÁ-

ÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÓÔÁÔËÏ×
ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p Õ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×

( x
pk

)
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÞÉÓÌÏ

x. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ F ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ÞÌÅÎÙ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ k, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ
ÏÓÔÁÔËÁÍ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ |F|.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÅ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ á. ÷. çÒÉÛÉÎÙÍ [32].

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ s > 1. ôÏÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ
ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ.

ðÒÉÍÅÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË: P (x) → x;P (y) → y × ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÉÓÔÉËÉ p > 0. üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÌÕÞÁÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ 2,
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×Õ:

Qk = xypk−1:
óÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× {Qk} ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏ-

ÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (x − y)2. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÓÅÒÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ a ÅÓÔØ
{c0ac1apk−1c2}.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ
× ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÍÏÖÎÏ.

ðÕÓÔØ M = c0ak1c1 : : : ; akscs, q = pk; k = minordp(ki). ôÏÇÄÁ Sq;t(M) { ÏÐÅÒÁÃÉÑ
×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÞÌÅÎÏ× ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏ t ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ a→ a(1 + t) (ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ
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q-ÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ) ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ:

Sq;t(M) =
s∑
i=1

(ki
q

)
c0ak1c1 : : : ci−1tqakici : : : cs:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÄÁÅÔÓÑ \×ÓÔÁ×ÉÔØ" tq ÍÅÖÄÕ ci−1 É ci. á ÚÁÔÅÍ, ÓÏÚÄÁ× ÓÔÒÕËÔÕÒÕ
F[aq]-ÍÏÄÕÌÑ, ÐÏÎÉÚÉÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ. ÷ÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÈÏÄÑÔ, ËÒÏÍÅ
ÏÄÎÏÇÏ: ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ t→ 1.

åÓÌÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ t → 1, ÔÏ ÐÅÒÅÄ M ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ, ÒÁ×ÎÙÊ∑s
i=1

(ki
q
)
, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ordp(

∑ ki) > k. é ÎÏ×ÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏËÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ. éÔÁË, × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÐÏÓÌÅ
×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÏÚ×ÒÁÝÁÔØÓÑ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ É \ÕÎÉ-
ÔÁÒÎÙÊ ÔÒÀË" ÉÍÅÅÔ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÄ-
ÓÔÁÎÏ×ÏË P (xi) → xi. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÏÐÒÏÓÙ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ×
ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ.

5.1.4. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
óÉÓÔÅÍÙ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ ËÏÎÓÔÒÕË-
ÃÉÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË. íÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ
ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ
0.2.2), × ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÚÁÍÅÎÙ. ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ. ðÏÄ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØÀ ÂÕÄÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ
T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÕ. íÙ ÄÏËÁ-
ÚÙ×ÁÅÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ É ÓÌÏ×Ï \ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ" × ÜÔÏÍ
ÒÁÚÄÅÌÅ ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ. ðÏ×ÙÛÁÀÝÉÍ ÉÌÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÊ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒ, ÐÏ×ÙÛÁÀÝÉÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÕ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÐÏÄÓÔÁÎÏ×-
ËÁÈ ÓÌÏ×Á ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ ÓÔÒÏÇÏ Â�ÏÌØÛÕÀ ÅÄÉÎÉÃÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅÒ-
ÂÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÐÏ×ÙÛÁÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ,
\×ÙÒÅÚÁÀÝÉÅ" ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ (ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ËÏÔÏ-
ÒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÓÔÁ×ÑÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ.) õÐÏÒÑÄÏÞÉ× ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÐÅÒ×Á ÐÏ ÄÌÉÎÅ, Á ÚÁÔÅÍ |
ÐÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ìÅÍÍÁ 5.1 (ï ÐÏ×ÙÛÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ). ëÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÐÒÏÓÔ-
ÒÁÎÓÔ×, ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏ×ÙÛÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÇÒÁÄÕ-
ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏ ÏÂÝÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÏÔÏÍ | ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅ-
ÓËÉ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ðÕÓÔØ
S { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏ×ÙÛÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. ôÏÇÄÁ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S, ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× É ÐÏÔÏÍÕ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ. ðÕÓÔØ
{s1; : : : ; sm} { ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S, ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁ-
ÚÉÓ. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓ ÓÉÓÔÅÍÙ S. 2
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÐÏ×ÙÛÁÀÝÉÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÉÈ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ
×ÅÒÂÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÐÏ×ÙÛÁÀÝÅÊ ÛÉÒÉÎÕ É ÎÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÁ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÕÓÔØ �S { ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ S, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÐÏÄ-
ÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ ÏÔ c1 ÄÏ c2. ôÏÇÄÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ËÏ-
ÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË �S.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f1; : : : ; fs ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÙ �S. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ H ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ

g =
s∑
i=1

∑
j
�ijS ′ij(fi);

É ÒÁÚÎÏÓÔØ

g −
s∑
i=1

∑
j
�ijSij(fi)

ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÛÉÒÉÎÕ. (îÁÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁ-
ÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ.)

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ h. äÏËÁ-
ÖÅÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ∑

i �ic0ak1c1 · · · akhch. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏ× ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË P (xi) → xi. âÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ
ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ h. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ (h = 1; 2) ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ.

ðÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ É ×ÔÏÒÏÊ ÛÁÇ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. õÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×ÕÅÍ ÒÁÓ-
ÓÕÖÄÅÎÉÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÛÁÇÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ:

∑
i
�ic0tak1c1ak2 · · · akhch:

ûÉÒÉÎÏÊ ÍÏÎÏÍÁ
M = c0tak1c1ak2 · · · akhch

ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÕÍÍÕ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ a × ÍÅÓÔÁÈ, ÇÄÅ ÎÅÔ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ti, Ô.Å. ×ÅÌÉ-
ÞÉÎÕ

h∑
i=2

ki = dega(M)− k1:

÷ÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅÍ ÛÉÒÉÎÙ ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ, ÎÏ ×ÓÅ ÖÅ ÓÄÅÌÁÅÍ
ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÅ ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁÂÏÒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ a,
ÔÁÍ ÇÄÅ ÓÔÏÉÔ t, ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ (ËÏÌØÃÁ F[�1] ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÛÁÇÁ É ËÏÌØÃÁ F[�1; : : : ; �s] ÄÌÑ s-ÇÏ). ÷ÙÒÁÖÅÎÉÀ cm1−1t1ak1cm1, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÍÕ
ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ �k1

1 , Á ÎÁÂÏÒÕ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ a ×
×ÙÒÁÖÅÎÉÉ

ti ti1ajk1cm1 : : : tisajkscms : : : ;
ËÏÔÏÒÏÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÁ s-ÏÍ ÛÁÇÅ, ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÏÎÏÍ �ik1

i1 · · ·�iksis .
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÉÓÔÅÍÁ Si1;:::;isn ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

Í�ÅÎØÛÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ, ÎÏ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ,
ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏ× ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ti. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ É
ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÜÔÏÊ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ
ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

243



ëÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {��} ÉÚ ÜÔÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-
ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÙ. ïÄÎÁËÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁÐÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØÓÑ ÒÅÄÕËÃÉÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ. á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÄÕËÃÉÑ Ë Í�ÅÎØÛÅÊ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÅ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÕÞÁÓÔÏË ÓÔÅÐÅÎÅÊ a ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ
× ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÒÅÁÌØÎÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÓÉÔÕÁÃÉÅÊ, ËÏÇÄÁ ÎÏ×ÏÊ
×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ � ÉÚ ËÏÌØÃÁ ËÏ-
ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×.

çÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ, Á ÛÉÒÉÎÁ ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÇÒÁÄÕ-
ÉÒÏ×ËÉ ÂÅÚ ÕÞÅÔÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ.

ëÁÖÄÙÊ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÊ (ÐÏ×ÙÛÁÀÝÉÊ) ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ É ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÈ.
óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ P ÏÐÅÒÁÔÏÒ �P , ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÓÕÍÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P , ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÈ ÎÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ. åÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ �T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É �T -ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅ-
ÍÏÓÔÉ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ 5.2 (ï ÐÏÎÉÖÅÎÉÉ ÛÉÒÉÎÙ). Á) ïÐÅÒÁÔÏÒ �P ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ Á ÔÁËÖÅ ÏÄ-
ÎÏÒÏÄÅÎ ÐÏ ÛÉÒÉÎÅ.

Â) ûÉÒÉÎÁ (P − �P )(f) ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÛÉÒÉÎÙ �P (f).
×) åÓÌÉ ÌÀÂÏÅ �T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× �Pi, ÔÏ ÌÀÂÏÅ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÏ× Pi.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÐ.Á) É Â) ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. ð.×) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÉÈ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. ðÕÓÔØ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f1; : : : ; fs ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÙ
�P . ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ H ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ

g =
s∑
i=1

∑
j
�ij �Pij(fi)

É ÒÁÚÎÏÓÔØ

g −
s∑
i=1

∑
j
�ijPij(fi)

ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÛÉÒÉÎÕ. 2

éÚ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ (Ó ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÛÁÇÁ).

éÚ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ n = mk
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË P (xij) → xij; i = 1; : : : ;m; j = 1; dots; k
× ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË Pj(xij) → xij. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.8. ðÕÓÔØ ch(F) = 0. ôÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÏ× ÏÔ n = mk ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ F[{xij}mi=1

k
j=1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË

Pj(xij) → xij. ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÁ. 2

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×ÙÍ.

�-ÔÅÈÎÉËÁ. òÁÄÉËÁÌ É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÞÁÓÔØ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÏÔÒÁÂÏÔÁÔØ ÓÉÔÕÁ-
ÃÉÀ, ËÏÇÄÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÖÅ ÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ. éÚ-
×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ Ó×ÏÉ ÒÁÄÉËÁÌØ-
ÎÕÀ É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ ÞÁÓÔÉ. ðÕÓÔØ ai = �ai + �i { ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ A ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

244



(
s⊕
i=1
K[�ai])∗K<�1; : : : ; �s> É ÅÇÏ ÆÁËÔÏÒ Â′ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ �(n+1), ÇÄÅ � = id({�i}). ôÏÇÄÁ

n + 1 { ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A′. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ö. ìÅ×ÉÎÁ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ n + 1 ≥ c(A) ÑÄÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ K<−→̂a > ×
ÁÌÇÅÂÒÕ A′, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ âi → �ai + �i, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × T(A).

íÙ ÂÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ A′, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÁË ÏÂÒÁÚÙ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× ÉÚ K<−→̂a >. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ Pi(−→a ) → ai ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ Pi(−→�a ) → �ai
É @(Pi(−→a )) → �i, ÇÄÅ @ { ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. îÁÐÒÉ-
ÍÅÒ @(1) = 0. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ @P (−→x ) = P (−→x ) − P (−→�x ). þÅÒÅÚ @k(x) ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x, ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÐÏÒÑÄËÁ k, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
{�i}. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ìÅÊÂÎÉÃÁ: @1(ab) = @1(a)�b + �a@1(b). (æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ É ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ T -ÓÔÒÕËÔÕÒ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.)

óÌÅÄÕÑ ËÏÎÃÅÐÃÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Å �n=�n+1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÄÌÑ T -
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Vi × ÔÁËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË × ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÅ ai ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ @ É @1 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �′ = @1(�′).
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: ÐÏÓËÏÌØËÕ Vi ÌÅÖÉÔ × �n, ÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ ÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÞÌÅÎÙ,
ÉÍÅÀÝÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ n ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÐÏÄ-
ÓÔÁÎÏ×ËÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ �-ÓÔÅÐÅÎÉ, Â�ÏÌØÛÅÊ 1, ×ÍÅÓÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ �n+1. (óÍ. Ð.Â) ÌÅÍÍÙ 3.4 É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó×ÏÊÓÔ×Á 5 ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.13.)

îÁÞÎÅÍ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 1. ôÏÇÄÁ Var(A′) = Var(Tn), (Tn {
ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n). îÁÍ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÏ×ÙÊ ÜÆ-
ÆÅËÔ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ \ÐÒÏËÌÁÄËÁÈ", ÓÏÅÄÉ-
ÎÑÀÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎÉ. éÍÅÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÈ ÍÏÎÏÍÏ×
×ÉÄÁ

�ak11
1 · · · �ak1s

s �i1 · · · �akn1
1 · · · �aknss �in�akn+1;1

1 · · · �akn+1;s
s :

ðÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ P → ai ×ÅÌÉÞÉÎÁ �i ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × @1(P ).
éÔÁË, ×ÏÚÎÉËÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ. óÐÏÓÏÂ ÂÏÒØÂÙ Ó ÎÉÍÉ

| ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË É ÐÒÉ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÛÁÇÁ 2. ÷×ÏÄÉÍ ÒÅÚÅÒ×ÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ t É
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ t-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ a→ a+ at.

ôÅ ÞÌÅÎÙ, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÉÔ @k(t), ÐÒÉ k > 1 ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ, ÉÂÏ ÔÏÇÄÁ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ @k(t) → t ×ÅÄÅÔ Ë ÐÏÐÁÄÁÎÉÀ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �m, ÇÄÅ m > n.

þÌÅÎÙ, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÉÔ @1(t), ÇÒÕÐÐÉÒÕÀÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ, É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞ-
ÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÉÍÉ. îÁÚÏ×ÅÍ ÐÏÚÉÃÉÀ ÐÒÉ �
ÎÅÕÄÏÂÎÏÊ ÉÌÉ ÐÁÓÓÉ×ÎÏÊ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÎÏ×ÙÅ \ÎÅÕÄÏÂÎÙÅ" ÚÁÍÅÎÙ, ÎÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ
ÐÏÚÉÃÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, É ÅÓÌÉ t ÓÔÏÉÔ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ @, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ \ÎÅÕÄÏÂÎÙÈ"
ÐÏÚÉÃÉÊ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÍÅÎØÛÉÌÏÓØ. âÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÞÉÓÌÕ
k ÎÅÕÄÏÂÎÙÈ ÐÏÚÉÃÉÊ ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ai. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ | ÓÌÕÞÁÊ k = 0 Õ
ÎÁÓ ÕÖÅ ÅÓÔØ.

ðÕÓÔØ {Sti} { ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ×ÅÒÂÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏ t
(ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÔÉÐÁ ai → ait) , Ë ÓÉÓÔÅÍÅ {Si}. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ
ÓÉÓÔÅÍÅ {Si}. ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s ∈ {Sti} ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ: st = �s + st +
s@t. úÄÅÓØ � ÅÓÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ t É ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÁÑ
R, st ÅÓÔØ ÞÌÅÎÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ×ÅÒÂÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ × \ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ"
ÐÏÚÉÃÉÉ, s@t ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ×, ÇÄÅ t ÓÔÏÉÔ ÐÏÄ \ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ".

ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÞÌÅÎÙ s@t ÉÍÅÀÔ ÎÁ ÏÄÎÕ \ÎÅÕÄÏÂÎÕÀ"
ÐÏÚÉÃÉÀ ÍÅÎØÛÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÌÉÎÏÍÏ× {si;@t} ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ. ðÕÓÔØ
{s0@t; : : : ; sq@t} { ÂÁÚÉÓ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× {S ′it} = {Sti−∑Qij(s�@t)}, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÞÌÅÎÏ× Ó @t. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ
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ÜÔÏÊ ÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.
éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÕ ××ÏÄÉÔÓÑ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ t, Á

ÚÁÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÞÌÅÎÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ @(t).
ðÕÓÔØ {Si} { ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÎÅÔÅÒÏ-

×ÏÍ ÍÏÄÕÌÅ M ÎÁÄ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØÃÏÍ R. ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ M , É ×ÅÒÂÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÎÁ
M Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ M , ÐÏ×ÙÛÁÀÝÉÍÉ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÕ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
ËÁÖÄÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ai ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ rij ∈ R (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕ-
ÝÉÊ ÒÁÚÄÅÌ). ûÉÒÉÎÏÊ Wide(M) ÍÏÎÏÍÁ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ
(ÂÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ). ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ × ÐÏÎÉÖÅÎÉÉ ÛÉÒÉÎÙ
ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ.

õÄÏÂÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ, Á ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. á ÉÍÅÎÎÏ, Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÁ ÅÓÔØ ÞÌÅÎ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÛÉÒÉÎÏÊ, Á Õ ×ÅÒÂÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÓÔØ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÁ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÐÏ×ÙÛÁÀÝÁÑ ÛÉÒÉÎÕ. üÔÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ
ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× (×ÅÒÂÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÄÎÏ-
ÒÏÄÅÎ É ÓÕÍÍÁ ÐÏ×ÙÛÅÎÉÑ ÛÉÒÉÎÙ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÉÚ R ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ (ÐÏ ÛÉÒÉÎÅ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ
{S ′it} ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÏ×ÙÛÁÀ-
ÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 5.1).

ëÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, Ó ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 5.1, ÏÄÎÁËÏ ÍÙ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÁ \ÍÉËÒÏÕÒÏ×ÎÅ".
÷ ÓÉÌÕ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÞÉÓÌÕ \ÚÁËÒÙÔÙÈ ÍÅÓÔ" ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× {s′t} ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-
ÔÁÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÁ
{s′1; : : : ; s′m}, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ S ′it −

∑Pi�(s�) ÉÍÅÀÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÛÉÒÉÎÕ, ÐÒÉÞÅÍ
ÞÌÅÎÙ ÓÔÁÒÛÅÊ ÛÉÒÉÎÙ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ {S ′it} ËÏÍÐÅÎÓÉÒÕÀÔÓÑ ÞÌÅÎÁÍÉ
ÓÔÁÒÛÅÊ ÛÉÒÉÎÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Pi�(s�). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ S ′it −

∑Pi�(s�).
ïÐÅÒÁÔÏÒÙ Pi�(s�) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ËÁÔÅÇÏÒÉÉ:

• ïÐÅÒÁÔÏÒÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ×ÙÛÁÀÝÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÉÄÁ t→ �1t�2.
äÅÊÓÔ×ÉÅ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÉÚ �s ÎÅ ×ÅÄÅÔ Ë ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ
×ÏÚÍÏÖÎÏÍÕ ÐÏ×ÙÛÅÎÉÀ ÛÉÒÉÎÙ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ st� ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, × ËÏÔÏÒÙÈ t ×ÈÏÄÉÔ ËÁË
� , É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÞÌÅÎÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ.

• ïÐÅÒÁÔÏÒÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏ×ÙÛÁÀÝÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÉÄÁ t → �1t�2 ÎÅ ÕÞÁÓÔ-
×ÕÅÔ.
ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ t→ 1 ÞÌÅÎÙ Ó � É t ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÍÉ É ÐÕÔÅÍ ××ÅÄÅÎÉÑ ÐÏÐÒÁ×ÏÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ Pi�(s�) ÞÌÅÎÙ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÏÍÐÅÎÓÉÒÏ×ÁÔØ.
ðÕÓÔØ k1 { ÛÉÒÉÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ S ′i ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ a, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏ-
ÒÕÀ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ, \×ÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ" t; k2 { ÓÔÅÐÅÎØ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ a. ÷ ÓÉÌÕ ÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÛÉÒÉÎÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× s�, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ k(j)

1� É k(j)
2� ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÉÎÄÅËÓ j ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÏÍÅÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÉÐÁ a, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ
ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ).
úÁÍÅÎÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ Pi�(s�) ÎÁ

P ′i�(s�) = k1 + k2
k1

· k(j)
1�

k(j)
1� + k(j)

2�
Pi�(s�):
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ôÏÇÄÁ ÎÏ×ÙÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ S ′it −
∑P ′i�(s�) ÉÍÅÀÔ Í�ÅÎØÛÕÀ ÛÉÒÉÎÕ.

íÙ ÐÒÉ×ÅÌÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÁ \ÍÉËÒÏÕÒÏ×ÎÅ". ïÄÎÁËÏ ÐÒÏÝÅ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ × ÔÅÒ-
ÍÉÎÁÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (ÐÏ ÛÉÒÉÎÅ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÐÏ×ÙÛÁÀÝÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ
×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÒÅÄÕËÃÉÏÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÌÅÍÍÅ
5.2:

ìÅÍÍÁ 5.3. Á) ðÕÓÔØ �P ÅÓÔØ ÓÔÁÒÛÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÐÏ×ÙÛÅÎÉÑ ÛÉÒÉÎÙ. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �P ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ, Á ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÐÏ ÛÉÒÉÎÅ.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Wide(P− �P )(f) ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÛÉÒÉÎÙ Wide( �P (f)) ÉÌÉ Wide( �P ( �f)).

Â) åÓÌÉ ÌÀÂÏÅ �T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÐÏ
ÛÉÒÉÎÅ, ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× �Pi, ÔÏ ÌÀÂÏÅ
T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× Pi. 2

äÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÕÞÁÓÔÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÞÌÅÎÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ @t, ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

óÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ \ÐÅÒ-
×ÉÞÎÁÑ ÞÁÓÔØ" ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÁÌÇÅÂÒ
ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ. óÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ÔÉÐÏÍ ÔÁËÏÊ ÓÕÍÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ, i-Ñ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ Mi. üÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ ÓÒÁ×-
ÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÐÅÒ×Á ÐÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ, ÚÁÔÅÍ |
×ÔÏÒÙÍ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ É Ô.Ä. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ÔÉÐÏ× ××ÅÄÅÎÏ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ×ÅÄÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ.

ëÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÅÅ ÏÂÒÁÚ xij × j-ÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ
ÞÁÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ �i.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ Â = (⊕
i
Mni) ∗ K < � > =�(n+1), ÇÄÅ Mk { ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ

ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ k.
éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ � Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ K < −→̂x > ÎÁ Â, ÐÒÉ

ËÏÔÏÒÏÍ �(x̂i) = ∑
j xij + �i. ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ Â ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ T -

ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.1.1).
÷ ÓÉÌÕ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ

T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÌÅÖÁÝÉÅ × n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÌÑÔØ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÍÕ ÔÉÐÕ. éÔÁË, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÊ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S ⊂ id(�)n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ
ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {si} ⊂ S ÉÚ S, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ S ∩⋂
j
Z(Mnj)n, ÇÄÅ Z(Mnj) ÅÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ òÁÚÍÙÓÌÏ×ÓËÉÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ

× j-ÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ (nj { ÒÁÚÍÅÒ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÌÅÔËÉ).

ðÒÉ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÛÉÒÉÎÏÊ É Ó ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ
ÞÉÓÌÕ \ÎÅÕÄÏÂÎÙÈ" �-ÐÏÚÉÃÉÊ, ÂÕÄÕÔ ×ÅÓÔÉÓØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ïÄÎÁËÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ. óÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ (ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
ÔÉÐÁ �) ÉÚÕÞÅÎ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.0.1.

îÅÓËÏÌØËÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 5.1, ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÐÏ×ÙÛÁÀÝÉÈ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. äÁÌÅÅ, Ë ÓÉÓÔÅÍÅ
S ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ×ÚÑÔÉÑ t-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁ-
ÎÏ×ËÁÈ xi → xi+t. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ S ÓÌÅÄÕÅÔ
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ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ S ′, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÐÏ×ÙÛÁÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ S ′ É ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅ-
ÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ R (ÉÌÉ C, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏ-
ÓÔÉ ÏÔ ÓÉÔÕÁÃÉÉ). äÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ R-ÍÏÄÕÌÑ M
É ÐÏÄËÏÌØÃÁ C ⊂ R ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÎÁÄ C.

åÓÌÉ m { ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, h { ÍÏÎÏÍ, ÔÏ ÛÉÒÉÎÏÊ Wide(mh)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØ h. ïÞÅ×ÉÄÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ 5.4. ðÕÓÔØ g { ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, P { ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏ×, �P { ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ P , ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×,
�g { ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ g ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ �P (�g) 6= 0, ÔÏ �P (�g) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÞÌÅÎÏÍ ÓÔÁÒÛÅÊ ÛÉÒÉÎÙ ÄÌÑ P (g). 2

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÒÅÄÕËÃÉÏÎÎÏÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.9. åÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÐÏ×ÙÛÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× É ÕÍÎÏÖÅ-
ÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ R, ÎÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ, É
R ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅÔÅÒÏ×Ï ÎÁÄ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ C ⊂ R, ÔÏ ÌÀÂÏÅ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÚÁ-
ÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ C, ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁ-
ÚÉÒÕÅÍÏ ÎÁÄ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÅ
ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ (ÉÚ M), ÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÄÌÑ R-ÚÁÍËÎÕÔ-
ÙÈ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÔÉÐÁ �P . äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ËÏÐÉÒÕÀÔ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ. ðÕÓÔØ S ÅÓÔØ C-ÚÁÍËÎÕÔÏÅ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, S ′ {
R-ÚÁÍËÎÕÔÏÅ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ S, {s1; : : : ; sk} ⊂ S { ÂÁÚÉÓ S ′, S1 ÅÓÔØ
T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ {s1; : : : ; sk}. ðÏÌÏÖÉÍ Sk = {H|CkH ∈ S ′}. ñÓÎÏ,
ÞÔÏ S ⊂ S1. ÷ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÈ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Sk
ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, É ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Sk = Sm ÐÒÉ ×ÓÅÈ
m ≥ k. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ Ck+1x ∈ S ′, ÔÏ Ckx ∈ S ′ É ck+1x ∈ S, ck+q+1x ∈ CqS. ðÏÜÔÏÍÕ
S1 ÎÁËÒÙ×ÁÅÔ Ck+1S ′. 2

ôÅÐÅÒØ ×ÓÅ ÇÏÔÏ×Ï ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 5.1 ÍÏÖÎÏ
ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÐÏ×ÙÛÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× É ÔÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 5.2
ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ × ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÎÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÓÉ-
ÓÔÅÍÅ S ×ÅÒÂÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t. ëÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ St, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÞÌÅÎÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÔÉÐÏ×:

1) óÏÄÅÒÖÁÝÉÅ @t.
åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕ-
ÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÄÁÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ ÎÁ ÏÄÎÏ \ÎÅÕÄÏÂÎÏÅ" ÍÅÓÔÏ
ÍÅÎØÛÅ. äÅÌÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ \ÎÅÕÄÏÂÎÙÈ" ÍÅÓÔ.

2) óÏÄÅÒÖÁÝÉÅ t ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÍÅÓÔÅ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÔÉÐÁ �. 1

1÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 5.1 É 5.2 ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍÓÑ × ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁ
ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÛÉÒÉÎÅ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÒÔÏ× ÔÁËÉÈ ÞÌÅÎÏ× ÒÁ×ÎÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÅ { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏ× ÍÅÖÄÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÔÉÐÁ �.
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ôÏÇÄÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÔÉÐÁ t → tC ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ R ⊗ Zi-ÍÏÄÕÌÑ, ÇÄÅ
Zi { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ \i-Ê ËÌÅÔËÅ"
(× ÍÅÓÔÅ, ÇÄÅ ÓÔÏÉÔ t). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÛÉÒÉÎÕ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ,
ÎÅ ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÜÔÏÊ ËÌÅÔËÅ, É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.9. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÄÅÌÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÍÕ ÔÉÐÕ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. äÁÎÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ,
ÉÂÏ \ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÔÒÀË" ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ Rpk-ÍÏÄÕÌÅÊ
ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ k.

2. äÌÑ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÎÁ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÕÖÎÏ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÉÍÅÔØ ÚÁÐÁÓ
ÔÏÖÄÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ É ×Ï-×ÔÏÒÙÈ | ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï
ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, Ô.Å. ÏÔÝÅÐÌÅÎÉÑ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÏÔ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÌÑ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. âÅÚ ÜÔÏÇÏ ÔÅÈÎÉËÁ �-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ.

3. íÅÔÏÄ á. ÷. çÒÉÛÉÎÁ ÓÁÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ, ÎÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÏÎ ÖÅ ÓÁÍÙÊ
ÇÒÕÂÙÊ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÉÛËÏÍ ÇÒÕÂÁ |
ÔÏÌØËÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. ÷ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÞÌÅÎÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ
t ×ÈÏÄÉÔ × ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ. á ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ Ë ÐÏ-
Ñ×ÌÅÎÉÀ ÎÕÌÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÜÔÉÍ
ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ.

5.1.5. T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÌÅÍÍÁ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ
òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×Ï-

ÄÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.0.1), ÎÏ É ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ
ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÂÝÅÊ ÉÄÅÏÌÏÇÉÉ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÒÏÌØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÐÏÎÉÖÅÎÁ, Á ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØ × ÏÓÎÏ×-
ÎÏÍ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÐÏÄÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÜÎÄÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÏ×. îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ É ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÑÀÝÅÅ, ÎÁÄÏ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ó ÅÄÉÎÙÈ ÐÏÚÉÃÉÊ.

ðÏÜÔÏÍÕ ×ÍÅÓÔÏ ÔÅÈÎÉËÉ ÐÏÎÉÖÅÎÉÑ ÛÉÒÉÎÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÒÁÓÔÁÌËÉ-
×ÁÀÝÉÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ÉÇÒÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÒÏÌØ
× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ
ÜÔÏ ÄÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ. ðÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ × ÄÁÎ-
ÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ (ÒÁÂÏÔÁ ×
ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÈÏÒÏÛÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉÍÅÒ 2 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 5.1.2. ðÏËÁÖÅÍ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ T -
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q.

1 ûÁÇ. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t1; t2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÐÏ t1
É t2 ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ a→ a+ t1 ·a+ t2 ·a.

2 ûÁÇ. òÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÅ t1 É t2. ïÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ÚÁÍÅÎÕ:

ADt1;t2(a)(f) = f |t1→t1a − f |t2→t2a:

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÌÅÎÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ×ÉÄ c0akt1t2c1alc2 ÉÌÉ c0akc1alt1t2c2, ÕÎÉÞÔÏ-
ÖÁÔÓÑ. éÚ ÞÌÅÎÁ ×ÉÄÁ c0akc1alc2 ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÕÍÍÁ kl(x + y)(c0akt1c1alt2c2 +
c0akt2c1alt1c2), ÇÄÅ x ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ k ÎÁ 1, Á y { l. éÔÁË, ÐÏÑ×ÉÔÓÑ
ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ kl.

3 ûÁÇ. ÷ÙÒÅÚÁÎÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÐÏ t11, t12, t21, t22 ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔÕ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ a→ a+ t11 · a+ t12 · at21 · a+ t22 · a. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÎÅÊ

249



ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ADt11;t12(a) ·ADt21;t22(a). ôÏÇÄÁ ti1 É ti2 ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
× ÒÁÚÎÙÈ ÕÞÁÓÔËÁÈ, É ÐÅÒÅÄ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ

�(x+ y)c0akt1it2jc1alt1;1−it2;1−jc2;

ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÉÚ ÞÌÅÎÁ c0akc1alc2, ÐÏÑ×ÉÌÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔ

� = (k − 1)(l − 1)kl:

åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÛÁÇÅ 2 (×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ
Ó ÎÏ×ÙÍÉ ti), ÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ×ÉÄÁ (kl)n, Á ÅÓÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÛÁÇÁ 3 | ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ
×ÉÄÁ ((k − 1)(l − 1)kl)n.
ðÕÓÔØ x ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÓÔÁ×ËÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ a ÍÅÖÄÕ c0 É c1; y ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
×ÓÔÁ×ËÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ a ÍÅÖÄÕ c1 É c2. ïÐÅÒÁÔÏÒÕ (ADti1;ti2(a))2 ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÅ ÎÁ (x− y)2 (×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ × Ë×ÁÄÒÁÔ ÕÄÏÂÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÔØ Ä×Á ÓÐÏÓÏÂÁ
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÊ tij × ÒÁÚÎÙÈ ÕÞÁÓÔËÁÈ | ËÏÇÄÁ ti1 ÓÌÅ×Á É ËÏÇÄÁ ti1 ÓÐÒÁ×Á).
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (k − 1)(l − 1)kl = (k′ − 1)(l′ − 1)k′l′ É kl = k′l′, ÔÏ ÌÉÂÏ
k = k′; l = l′, ÌÉÂÏ k = l′; l = k′.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÐÁ-
ÒÁÍ (k; l). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ f ,
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ � = (k − 1)(l− 1)kl É � = kl, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ
× ÎÏÌØ ÎÁ ×ÓÅÈ ÐÁÒÁÈ (�; �), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ ×ÓÅÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ f , ËÒÏÍÅ ÏÄ-
ÎÏÊ, ÚÁÒÁÎÅÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ. ðÒÉÞÅÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ
ÌÀÂÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ.
ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ (É ×ÚÑÔÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ) ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÁ f ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ (x − y)mHg, ÇÄÅ g ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ f ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ (k; l), m ≥ m0, m0 ∈ N { ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ f , H ∈ S ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ S ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ
ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÓÔÁ×ËÉ x É y.

4 ûÁÇ. õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ ÓÏ ÓÔÁÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ. ðÕÓÔØ R { ËÏÌØÃÏ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ×ÓÔÁ×ËÉ x É y, T ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ×, R | ÎÅÔÅÒÏ× S-ÍÏÄÕÌØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÔÅÒÏ× S-ÍÏÄÕÌØ M , ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ Q, É S-ÍÏÄÕÌØ N ⊆ Mxy, ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÉÚ Q. ðÕÓÔØ g1; : : : ; gk { ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ M . ôÏÇÄÁ Q
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ∈ N ÓÏÄÅÒÖÉÔ S-ÍÏÄÕÌØ N ′, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
g1(x−y)m; : : : ; gk(x−y)m. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ, N ′ ⊇ N ∩ (x−y)rxyT
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r ∈ N.

5 ûÁÇ. úÁ×ÅÒÛÁÀÝÉÊ ÓÐÕÓË. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ
I, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ xy(x − y)r, É ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÇÄÅ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅ-
ÍÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. (T=I ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ T= id(x)⊕ T= id(y)⊕ T= id((x−
y)r))

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ. ëÏÇÄÁ ÅÅ ÎÅÌØÚÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ
(× ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ), ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÅ T -ÐÒÏÓ-
ÔÒÁÎÓÔ×Á. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÕÓÌÏÖÎÑÅÔÓÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ Ó
ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØÀ | ÍÏÖÅÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Qk, ËÁÖÄÏÅ
ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Rpk-ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.1.3).

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÏÂÏÊÔÉ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ,
ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ T -ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S ′ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S É
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ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ∈ S ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÕÀ × ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g′ ∈ S ′. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ ÒÁÚÎÏÓÔÉ g − g′ ÍÅÎØÛÅ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÎÁ
×ÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ (× ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ) ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-
ÍÏÓÔØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÅ-
ÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. á ÔÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÐÁÓÔØ ÎÅ ÎÁ
ÔÅ ÍÅÓÔÁ, É ×ÏÚÎÉËÎÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ h ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÍ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ
ÞÌÅÎÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ h′ ∈ S ′, ÐÒÉÞÅÍ h − h′ 6= 0. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÌÏÈÏ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÅÍÁÑ
ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ.

ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ É ×ÏÚÎÉËÁÀÝÕÀ
ÍÏÄÕÌØÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

ïÂÓÕÄÉÍ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÕÀ ÎÁ 5 ÛÁÇÅ. ðÏÌÏÖÉÍ
� = x− y É ×ÏÚØÍÅÍ Qd { ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q Ó ÉÄÅÁÌÏÍ � d, ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÙÍ � × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d. ðÕÓÔØ @u ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
u, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ � × ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
ìÅÊÂÎÉÃÁ:

@(uv) = @(u)v + u@(v);
ËÏÔÏÒÏÅ ×ÌÅÞÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

@(t1)t2|t1x→t1 − @(t1)t2|t2x→t2 = t1t2@(x): (2)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ \×ÙÂÉ×ÁÅÔ" ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ-ÐÏÄ ÚÎÁËÁ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌÁ.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Qd ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ
ÞÁÓÔÉ, ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÏ t É ÐÏ tij (i = 1; 2; j = 1; : : : ; d) ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ a→ a+∑ atij,
Á ÚÁÔÅÍ | ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ ÚÁÍÅÎÙ f |t1i→t1ia − f |t2i→t2ia É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÏÐÅÒÁÃÉÀ ×Ù-
ÒÅÚÁÎÉÑ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Qd′ = xdQd. (ðÒÉ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ ÏÓÔÁ-
ÀÔÓÑ ÞÌÅÎÙ Ó @a, É ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ tij ÍÏÖÎÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØ × ÅÄÉÎÉÃÕ.
÷ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁ×ÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ (ÐÏ a) ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ.) üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÓÎÁÂÖÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ F[x]-ÍÏÄÕÌÑ, ÇÄÅ x
ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÓÔÁ×ËÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ a. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ Qq ′ ⊇ Qd ∩ id(x)k.

éÔÁË, ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ \ÐÏÊÍÁÔØ" ÒÁÄÉËÁÌ, ÐÏÄÏÂÎÏ
ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ × ÒÁÚÄÅÌÅ 3.3 Ó ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÅÍÙÍÉ \ÂÏÌØÛÉÍÉ" ÎÁ-
ÂÏÒÁÍÉ ÉÚ b(A) + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ � 2 = 0, �a = a� , a′ = a+� ÅÓÔØ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a. ôÏÇÄÁ
ÅÓÌÉ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ×ÚÑÔÉÑ � -ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÔÏ ÔÁËÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ × ÓÉÌÕ ÆÏÒ-
ÍÕÌÙ (2) ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, F[a′] ' F[a]
É � -ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ. òÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÕ. üÔÏÔ ÜÆÆÅËÔ Ó×ÑÚÁÎ ÓÏ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÒÁÚÎÙÈ � -ÓÔÅÐÅÎÅÊ
É ÎÅ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏ � ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, ËÁËÉÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï Qd. éÔÁË, ÓÁÍÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÅ ÍÏÖÎÏ
ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÌÉÂÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ, ÌÉÂÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ëÅÍÅÒÁ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ s > 2 ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÐÏÞÔÉ ÔÅ ÖÅ ËÏÎ-
ÓÔÒÕËÃÉÉ. îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ � -ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t1; : : : ; ts ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ a→ a+∑ ti ·a.
ë ÎÅÊ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

∏
1≤i<j≤s

ADti;tj(a):
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äÌÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-
×ÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÏ ×ÓÅÍ tij (i = 1; : : : ; s; j =
1; : : : k ≤ s) ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ

a→ a+
s k∑

i=1;j=1
ti · a:

ë ÎÅÊ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
k∏

�=1

∏
1≤p�<q�≤s

ADtp�;�;tq�;�(a):

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÅÒÅÄ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÍ ÉÚ c0ak1c1 : : : ; cs−1akscs, ÐÏÑ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �k;{ki}:

�k;{ki} =
s∏
i=1

(ki
k

)
:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁÂÏÒÙ ÞÉÓÅÌ {ki} É {si} ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �k;{ki} É �k;{si}
ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ≤ s ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÞÉÓÅÌ ×ÎÕÔÒÉ ÎÁÂÏÒÁ.

ëÁÖÄÏÍÕ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÓÔÅÐÅÎÅÊ {ki} ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ f Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÚÁÆÉË-
ÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ 
. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ×ÅÌÉÞÉÎ �k;{ki}, ËÏÔÏÒÙÊ
ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ ÄÌÑ ×ÅÌÉÞÉÎ �k;{ki}, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ×ÓÅÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ, ËÒÏÍÅ 
, É
ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × ÎÏÌØ ÄÌÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ 
.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÚÄÁ×ÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ×ÅÌÉÞÉÎ �k;{ki}, ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÅÚÁÔØ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔÙ É ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ Q ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ f ∈ Q É ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ
g ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , Õ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ki > s − 1, ÓÏÄÅÒÖÉÔ S-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ∏

i<j(xi − xj)mg. úÄÅÓØ xi ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÓÔÁ×ËÉ a ÍÅÖÄÕ ci−1 É ci, Á S { ËÏÌØÃÏ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×.

ïÂÙÞÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ, Ó ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ-
×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ

Q ⊇ N ∩
∏
i<j

(xi − xj)r
s∏
i=1

xsiT;

ÇÄÅ N ÅÓÔØ S-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ Q, T ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.
æÁËÔÏÒ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ

∏
i<j

(xi − xj)r
s∏
i=1

xsi ;

×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÏ× ÐÏ ÉÄÅÁÌÁÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ xsi ,
(xi − xj)r, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁ-
ÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÐÕÓË Ë Í�ÅÎØÛÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÊ ×ÙÓÏÔÅ. ÷ÅÌÉÞÉÎÙ �ij = xi − xj ÉÚÍÅÒÑÀÔ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ \ËÌÅÔËÁÍÉ"
É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ \ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÏÍÕ" ÒÁÄÉËÁÌÕ.

îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÛÁÇÁÈ ÓÐÕÓËÁ ÎÁÄÏ ÕÞÅÓÔØ ÜÆÆÅËÔÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÚÁ-
ÍÅÎ ÎÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ �ij. á ÉÍÅÎÎÏ. óÄÅÌÁ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÁÍÅÎÙ,
ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍ ×ÉÄÁ

c0ak1��1
1i1 : : : �

�q
1iqc1 : : : cs:
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úÄÅÓØ s { ÞÉÓÌÏ \ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ" ÕÞÁÓÔËÏ× (\ÔÉÐÏ× ÐÏÈÏÖÅÓÔÉ"), ËÏÔÏÒÙÅ ÅÝÅ ÎÅ
ÓËÌÅÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÁ.

÷ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ � -ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕ-
ÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ:

�ij(uv) = �ij(u)v + u�ij(v):

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ij ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ-
×ÁÎÉÑ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × ËÏÌØÃÅ F[xi].

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÂÏÔÁ ÉÄÅÔ × ËÏÌØÃÅ F[x1; : : : ; xs; �1; : : : ; �r]=I É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ j, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ � ji ∈ I. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ P (a) → a ÏÔ×ÅÞÁÅÔ
ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË

P (xi) → xi; i = 1; : : : ; s É P (xi(r) + �r)− P (xi(r)) → �r:

÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Qd ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍ

P (xi(r) + �r)− P (xi(r)) → �r

ÏÔ×ÅÞÁÀÔ xi(r)-ÚÎÁÞÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P .
òÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ÉÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ×ÉÄÁ

c(T )−1∏
�=1

∏
1≤p�<q�≤s+1

ADtp�;�;tq�;�(a) ·
k∏

�=1

∏
1≤p�<q�≤s

ADt1p�;�;t1q�;�(a)

ÐÒÉ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ tij; ti × ÅÄÉÎÉÃÕ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉ-
ÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ∏

j 6=i(r)
� krr (xr(i) − xj) ·

∏
i<j

(xi − xj)k;

Á ÔÁËÖÅ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ

�k;{ki};q =
s∏
i=1

(ki
k

)( ki
q(i)

)
;

ÇÄÅ q(i) ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �j ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ r(j) = i, Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ
ËÁÖÄÏÇÏ �j × ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ Qd.

ðÕÓÔØ T ÅÓÔØ ÉÚÕÞÁÅÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, c(T ) { ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉ-
ËÁÌÁ (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÉÄÁ �). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q, ÌÅÖÁÝÅÅ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ.

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ÔÏÌØËÏ ×
ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÉÐÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ëÅÍÅÒÁ (ÓÍ.
ÒÁÚÄÅÌÙ 3.3, 3.3.1). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÅÒÅÔÓÑ d ÇÒÕÐÐ ÉÚ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ tij É s+1
ÒÅÚÅÒ×ÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ × ËÁÖÄÏÊ (i = 1; : : : ; c(T )−1; j = 1; : : : ; s+1). äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÏ ×ÓÅÍ tij; t1pq ÞÁÓÔØ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ

a→
c(T )−1∑
i=1

s+1∑
j=1

tija+
k∑
p=1

s∑
j=1

t1ija:

ë ÎÅÊ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
c(T )−1∏
�=1

∏
1≤p�<q�≤s+1

ADtp�;�;tq�;�(a) ·
k∏

�=1

∏
1≤p�<q�≤s

ADt1p�;�;t1q�;�(a):
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÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÞÌÅÎ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ∏ �i(a). ðÒÉ ÎÅÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ
ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �k;{ki};q É ÓÔÅÐÅÎØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÷ÁÎ{äÅÒ{íÏÎÄÁ

∏
i<j

(xi − xj)m:

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ (É ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ tij × ÅÄÉÎÉÃÕ) ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÑÔØ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÊ ÓÐÕÓË ËÁË × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.10. ðÕÓÔØ ch(F) = 0. ôÏÇÄÁ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ n = mk ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ F[{xij}mi=1

k
j=1 ÏÔ-

ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË Pj(xij) → xij ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ. 2

ðÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÂÏÔÁ É Ó ÏÂÝÅÊ �-ÔÅÈÎÉËÏÊ. òÁÓÓÕÖÄÅ-
ÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ×ÙÒÅÚÁÎÉÑÍÉ É ÌÅÍÍÏÊ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ, ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ.
ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ.

� ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ. ïÂÙÞÎÏ i ÅÓÔØ ÉÎÄÅËÓ ËÌÅÔËÉ,
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ.
ïÂÙÞÎÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ ∏ �iuiwivi, ÇÄÅ �i { ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ui; vi { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (× ÓÉÌÕ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÔ i-Ê ËÌÅÔËÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ni); a(S) = ∑ni.

ðÕÓÔØ R ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÏÔ×ÅÞÁ-
ÀÝÉÈ \ÐÒÏËÌÁÄËÁÍ" ÍÅÖÄÕ �i. �n;k { k-Ê ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ{
ëÜÌÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÍÁÔÒÉÃÁÍ ÐÏÒÑÄËÁ n. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Hi É
Hij ÓÐÅËÔÒÁ ËÏÌØÃÁ R ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÄÓÈÅÍÙ Hi ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ
×ÉÄÁ

�ni;ni(−→a i):
ðÏÄÓÈÅÍÙ Hij ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ×ÉÄÁ

�k(−→a i)− �k(−→a j):

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ni = nj. (éÎÄÅËÓÙ i; j ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁ-
ÃÉÀ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ.)

úÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ H × Spec(R) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓËÌÅÊËÅ ËÌÅÔÏË É ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ÉÈ
ÒÁÚÍÅÒÁ, Ô.Å. ÒÅÄÕËÃÉÉ. ïÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

H =
⋃
i
Hi ∪

⋃
ij
Hij:

J ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ H. óÈÅÍÁ H, × ÏÔÌÉÞÉÅ
ÏÔ ÓÈÅÍ Hi É Hij ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ËÌÅÔÏË,
ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÙ.

äÁÌÅÅ, wi ÅÓÔØ ÓÌÏ×Ï ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ tij É cij ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ:

wi = ci0ti1ci1ti2 : : : ti;nici;ni+1:

éÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÓÌÏ× Wi × ÒÁÚÄÅÌÅ 3.3.1. äÌÑ \×ÙÂÉ×Á-
ÎÉÑ" ÒÁÄÉËÁÌÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ tk;ij = tkij É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ó ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ

Wi =
d∏

k=0
wki:
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ðÒÉ ÜÔÏÍ wki ÅÓÔØ ÓÌÏ×Ï ÏÔ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ tijk É cijk ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ

wki = cki0tki1cki1tki2 : : : tkinicki;ni+1:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÓÌÏ×Á

Ui =
d∏

k=1
u0
kiukiu1

ki:

ðÏËÁÚÁÔÅÌØ d, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ id(�)d+1 = 0, id(�)d 6= 0, Ô.Å.
d = c(S)− 1. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S ⊂ id(�)d.

òÁÚÏÂØÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ tijk ÎÁ d+1 ÇÒÕÐÐÕ. ë ÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÅ �0 ÉÚ a(S) ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ ÏÔÎÅÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ tij0, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÓÌÏ×Á w0i. ë k-ÏÊ ÇÒÕÐÐÅ (ÇÄÅ k = 1; : : : ; d)
ÉÚ a(S) + 1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔÎÅÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ tijk, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÓÌÏ×Á wki, É ÏÄÎÕ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ �i, ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ uki ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i. (÷ÙÂÏÒ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÅÎ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ×ÓÅÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ
×ÙÂÏÒÁ).

äÁÌÅÅ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ × ËÁÖÄÏÍ ÎÁÂÏÒÅ �k, k = 0; : : : ; d(S). ïÂÏÚÎÁ-
ÞÉÍ ÉÈ ÚÁ �ks.

ó ËÁÖÄÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ �k (k = 0; : : : ; d) Ó×ÑÖÅÍ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

P�k(a) =
∏
s1<s2

(|�s1a→�s1 − |�s2a→�s2 );

Á Ó ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÎÁÂÏÒÏ× | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

P (−→a ) =
∏

k
P�k(ak):

�(a) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

�(a) =
∏

1≤i<j≤a(S)
(ai − aj)

ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ a, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ×ÓÅÍ ÅÇÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍ
(ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÕÞÁÓÔËÏ× ÍÅÖÄÕ �k). I ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØÃÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ �(a)2 (ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÉÂÏ �(a)2 ÅÓÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ |
ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ).

âÅÒÅÔÓÑ d ÇÒÕÐÐ ÉÚ ÓÌÏ× wi, ×ÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÚÄÁÅÔÓÑ d ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ ÒÁÓÔÁÌËÉ-
×ÁÅÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ti. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÕÞËÏ×ÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ á.3) ÐÏËÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÆÏÒÍ É ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÆÏÒÍ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏ I ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÍÕ ÓÐÕÓËÕ. óÆÏÒÍÕ-
ÌÉÒÕÅÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍ Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 5.4.1).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.11. ðÕÓÔØ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ
×ÉÄÁ h0�0h1�1 : : : hs. üÌÅÍÅÎÔ hi ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ ni.
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ a(S), b(S) É d(S) (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ
3.3). Q ÅÓÔØ T -ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Sd.

Á) ðÕÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ M ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ:

u0w0v0�1u1w1v1�2 : : : �suswsvs;

255



ÇÄÅ �i { ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ui; vi { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, (× ÓÉÌÕ ÒÁÓÐÏ-
ÌÏÖÅÎÉÑ ÏÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ i-Ê ËÌÅÔËÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ni);

M ′ ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë M ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË P ({tij})
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÙ {tij}; T (H ′) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ T (H)) ÅÓÔØ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓ-
Ô×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ H ′ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ H). ôÏÇÄÁ T (H ′) ⊃ T (H) ∩ IrT (H) ÐÒÉ
ÎÅËÏÔÏÒÏÍ r.

Â) ðÕÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï G ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ N ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ:

u0U0W0v0a1�1b1u1W1v1U1a2�2b2 : : : as�sbsusWsvsUs;

ÇÄÅ �i { ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �i, Á ui; vi { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (×ÙÂÏÒ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÅÎ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ×ÓÅÍÉ ÓÐÏÓÏ-
ÂÁÍÉ ×ÙÂÏÒÁ).

ðÕÓÔØ N ′ ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë N ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ÓÉÓÔÅÍ �i, Á T (H ′) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ T (H))
ÅÓÔØ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ H ′ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, H).

ôÏÇÄÁ T (H ′) ⊃ T (H) ∩ IrT (H) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ r.
×) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H ′ ⊆ H, ËÏ-

ÔÏÒÏÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ

P ·
∏

1 ≤ i ≤ a(S) + 1
1 ≤ j ≤ d(S)

hijuijtijvij:

ðÒÉ ÜÔÏÍ T (H ′) ⊃ T (H) ∩ IrT (H), ÇÄÅ ÉÄÅÁÌ I ÂÙÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ
ÐÕÎËÔÅ.

Ç) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ k ÇÒÕÐÐ ÉÚ a(S) ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É d(S) ÇÒÕÐÐ ÐÏ a(S) + 1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. (üÔÏ
ÏÂßÅÄÉÎÑÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÕÎËÔÏ×.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ
ÓÐÅËÔÒÁ ËÏÌØÃÁ R, ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÅ H, ÏÂÒÁÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S ∩ (�)n ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓ-
ÈÏÄÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.

÷ÎÅ ÐÏÄÓÈÅÍÙ H ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ Ó×ÏÉ ðÉÒÓÏ×ÓËÉÅ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÙ É ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ËÌÅÔÏË ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ð.Á) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉ-
ÚÉÒÏ×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ tij = Ei

jj, cij = Ei
j;j+1, a = ∑�ijEi

jj (×ÅÒÈÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ
ÎÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÌÅÔËÅ), ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÒÁÓÔÁÌËÉ-
×ÁÀÝÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÁÎ{äÅÒ{íÏÎÄÁ �(a),
ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÓÌÏ×
wi ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÅÓÌÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Cn2
i

× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ c0i,
ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÄÅÁÌ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÕÞÏË ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Ð.Á) ÄÏËÁÚÁÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ð.Â) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÍÙ ÕËÁÚÁÌÉ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ T ,
×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ S, ×ÓÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ
Ë ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ
T ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË Wi → ti ∈ T . é ÄÅÊ-
ÓÔ×Ï×ÁÔØ ËÁË × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, × ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÒÁÄÉËÁÌØ-
ÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ \×ÙÂÉÔØ" Ñ×ÎÏ. òÁÚÌÁÇÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÓÕÍÍÕ ðÉÒÓÏ×ÓËÉÈ
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ËÏÍÐÏÎÅÎÔ É ×ÙÂÉÒÁÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÁË × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ, ÐÏ-
ÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒÅÊÄÕÔ × ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ u0

ki@(a)u1
ki (ÌÉÂÏ ×

ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ x�(a)). òÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÷ÁÎ{
äÅÒ{íÏÎÄÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ×ÉÄÁ. éÈ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÌÅÇËÏ ÏÂÅÓÐÅ-
ÞÉ×ÁÅÔÓÑ. (âÏÌØÛÉÅ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÚÁÍÅÎÑÀÔ @(u(a)) ÎÁ u(@(a) (a)),
ÇÄÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ  (a) ÌÅÇËÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ.)

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ
× ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÉÍ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ, ÓÏÄÅÒ-
ÖÁÝÉÈ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. üÔÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ á.10
Ï ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÁÈ É ÌÅÍÍÙ á.4 Ï ÂÕË×ÅÎÎÏÍ ÕÔÏÎÞÅÎÉÉ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ á.2.2.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÐÕÎËÔÏ× ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÈÎÉ-
ÞÅÓËÁÑ
ìÅÍÍÁ 5.5. ðÕÓÔØ f = P (−→a )(g). ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ f = ∑ fi, ÇÄÅ fi = ∑ fij ÅÓÔØ
ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ× fij, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
× ËÁÖÄÕÀ ËÌÅÔËÕ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ fij (i ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ) ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ÔÕ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎØ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ËÌÅÔËÁÍ ÏÄÎÏÇÏ
ÒÁÚÍÅÒÁ (ÓÒÁÚÕ ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ).

ôÏÇÄÁ
Á) ×ÎÅ ÎÁÂÏÒÏ× {ak}dk=1 ÎÅÔ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. é ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ k = 1; : : : ; d ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ak ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ
(ÉÎÁÞÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ).

Â) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ, ×ÙÄÅÌÑÀÝÉÊ ×ÓÅ fi. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ k ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ T(f) ⊇ Jk ∩ (⋃i T(fi)).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. ð.Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð.Á) (ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉ-
ÚÁÃÉÉ ÎÅ ÍÅÛÁÀÔÓÑ) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ ×ÎÁÞÁÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÁ-
ÒÁÇÒÁÆÁ É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å Ð.Á) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.11, ÉÂÏ × ÔÏÞËÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ
ÓÐÅËÔÒÁ ËÏÌØÃÁ R ×ÎÅ ÐÏÄÓÈÅÍÙ H ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �(a) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×Ù-
ÂÒÁÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ. 2

äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÏ× Cn2

i
× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ c0i É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÄÅÁÌ. 2

íÏÖÎÏ ÉÄÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÉÍ ÐÕÔÅÍ. þÔÏÂÙ ti ÎÅ ÐÏÐÁÌÉ ÎÁ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÏÔ×Å-
ÞÁÀÝÉÅ ËÌÅÔËÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÅÍ ÎÕÖÎÏ, ÄÅÌÁÀÔÓÑ ÚÁÍÅÎÙ ti → tiZ, ÇÄÅ
Z { ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. ÷ÈÏÖÄÅÎÉÑ × ËÌÅÔËÉ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÉÓËÌÀÞÁÀÔÓÑ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ. ðÒÏÃÅÓÓ ÏÒÇÁÎÉÚÕÅÔÓÑ ÐÏÜÔÁÐÎÏ, ËÁË × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.4.1.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÍÅÓÔÏ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ
Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ëÁÐÅÌÌÉ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ëÅÍÅÒÁ.

ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ ÐÕÔØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÅÈÎÉËÅ ëÅ-
ÍÅÒÁ. òÁÂÏÔÁ Ó ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ ÔÉÐÁ ÌÅÍÍÙ Ï ÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÕÔÏÎÞÅÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ
ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÌÉÞÉÑ ËÌÅÔÏË ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ É ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÌÅÖÉÔ × ÒÕÓÌÅ ÉÄÅÊ ëÅÍÅÒÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÏ-
ÌÅÅ ÔÏÎËÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ×
çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÔÅÈÎÉËÉ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. é × ÎÅ-
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ËÏÇÄÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÏÞÔÉ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ) ÕÓÏ×ÅÒ-
ÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÏÎÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ
ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÓÔÁÎÏ-
×ÉÔÓÑ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙÍ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ëÅÍÅÒÁ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÉÔÏÇÏ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.12. òÑÄÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÒÁ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÌÀÂÏÊ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ. 2
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5.1.6. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 1
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÕÞÁÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÁÌÇÅÂÒ Ó ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅ-

ÎÑÍÉ, ×ÓÅ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×Ù-
ÓÏÔÕ ÎÁÄ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ. äÌÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÉÌÉ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÜÔÏ
ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, × ÊÏÒÄÁÎÏ×ÏÍ | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ
ÁÌÇÅÂÒÕ M+

2 . èÏÒÏÛÅÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ×ÓÅ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ | ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 1.

äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÖÎÙ ÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ-
×ÅÒÑÅÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ á.2). ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.8 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 5.3 (á. ñ. âÅÌÏ× [179]). ðÕÓÔØ M { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÎÏÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×-
ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ, ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ
ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ. ôÏÇÄÁ M { ÛÐÅÈ-
ÔÏ×Ï (ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × M ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙ) É ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ
ÌÀÂÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ M ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ, Á ÓÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ B ∈ M ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ b1; : : : ; bm; s { ÅÅ ×ÙÓÏÔÁ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Y = {bi}. äÌÑ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × B ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ×ÉÄÁ bi → bi + P (bi). ÷ ÓÉÌÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ×ÙÓÏÔÙ ÎÁÄ ÏÂÒÁÚÕ-
ÀÝÉÍÉ, ÂÁÚÉÓ ÁÌÇÅÂÒÙ B ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ

∑

I;j
�IjMj(−→b I1

1 ; : : : ;
−→b Im

m );

ÇÄÅ −→b Ik
k = (bIk1

k ; : : : ; bIksk ) ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, Mj { ÒÁÚÎÏ×ÉÄÎÏÓÔÉ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁ-
ÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× (ÉÌÉ ÓÈÅÍ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓËÏÂÏË), ÏÂßÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÍÅÓÔÅ ÓÔÅÐÅÎÉ,
I; Ik { ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÙ, �Ij ∈ F. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏ× Mj ËÏÎÅÞÎÏ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.8, 5.10 É ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÄÅÌÁ
5.1.5.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ðÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.3 ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

2. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÉÄÁ bi → bki , ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ×ÙÒÁÖÅ-
ÎÉÊ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ÌÉÂÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á) ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÄÌÑ ÓÔÁÒ-
ÛÉÈ ÞÌÅÎÏ×, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÜÔÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ. óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÏÄÎÁËÏ,
ÞÔÏ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 5.8 É 5.10 ÎÅ ×Ù-
ÐÏÌÎÑÀÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÔÉ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ.
éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓ-
ÎÙÍ.

5.2. ôÏÖÄÅÓÔ×Á × ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ
áÌÇÅÂÒÁ Â ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, É ÅÅ ÍÏÖÎÏ

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.3.3). ôÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ × A
ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÙÍ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍ, ÉÌÉ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á. íÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ÑÚÙË, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÉÌÉ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÏÊ
ÞÌÅÎÏ×.

258



ïÂÙÞÎÙÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÐÒÉ
ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ËÁË É ÐÒÉ ÏÂÙÞÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ
(ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.1.1). íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó
ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ó×ÏÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, É ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË Ri → ti
ÎÁ ÞÌÅÎÁÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ti.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÉÐ (ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ) ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × Ri
×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÄÌÑ ti. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ri ÂÕÄÕÔ ÓËÏÎ-
ÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÎÉÍ Ô.Î. \ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ"
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÞÌÅÎÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÎÕÖÎÙÍ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍ ti.

ó ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍ Ri → ti
ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁÂÏÒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÂÉÒÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÞÔÏÂÙ ÎÅÎÕÖÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÏÂÒÁÔÉÌÉÓØ × ÎÏÌØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ É ÔÁËÏÍ ÑÚÙËÏÍ. ëÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ K ÏÔ-
×ÅÞÁÅÔ \ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ" ObstrK ËÏÔÏÒÙÊ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ∈ Â ÓÏÐÏ-
ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ. úÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕ-
ÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ, ËÁË É ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, Á ÓÕÍÍÙ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ | ÐÏ
ÆÏÒÍÕÌÁÍ (1). íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ.
ôÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ × A ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ
×ÙÒÅÚÁÎÉÑ × Â. íÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ.
÷ÍÅÓÔÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÅÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÍÙÈ
× ×ÉÄÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ï ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÈ É
Ô.Ä. ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ï ÞÌÅÎÁÈ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÎÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ
ÓÔÏÉÔ ÐÏÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÈÎÉËÁ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ × ÌÅÍÍÁÈ 5.13 É 5.14
ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÉÍÉÔÁÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ ÏÂÙÞÎÙÈ ÐÏ-
ÌÉÎÏÍÏ× É ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×.

5.2.1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ
îÁÍ ÎÁÄÏ ÕËÁÚÁÔØ, ËÁË ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÒÔÁ. äÁÌÅÅ ÂÕÄÕÔ

ÐÒÅÄßÑ×ÌÅÎÙ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÚÁÍÅÎ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ \ÏÔÌÁ×ÌÉ×ÁÔØ" ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÉÚÕÞÉÔØ, ËÁË ÏÔÒÁÖÁÀÔÓÑ ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ, Á
ÔÁËÖÅ ÎÁÌÉÞÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, × ÑÚÙËÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÊ (Ô.Å. ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ
ÍÅÎØÛÅ c { ÉÎÄÅËÓÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ) ÐÕÔØ × ÇÒÁÆÅ � ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏ-
ÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ËÌÅÔËÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÐÕÔÅÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á
(ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÌÅÔÏË) × ÁÌÇÅÂÒÅ Ac ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Ó �� ÎÅ
×ÏÚÎÉËÁÀÔ.

îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ. ðÅÒÅ×ÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÚ-
ÄÅÌÁ 4.5.1 Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ ÎÁ �-ÑÚÙË. þÅÒÅÚ �′i(v) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ix�0 {
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v (\ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ i-Ê ËÌÅÔËÉ ÉÚ v"); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ �′′i(v), �ij(v), ��(v). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Â, ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ ÔÁËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ ×ÈÏÄÁ Bl

k, ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÙÈÏÄÁ Br
k É ÐÅÒÅÈÏÄÁ Bk1;k2 . ÷ÅÒÈÎÑÑ ËÌÅÔËÁ ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ

1, ÎÉÖÎÑÑ | 2.
îÁÛÁ ÄÁÌØÎÅÊÛÁÑ ÃÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÕÍÅÔØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÐÅÒÅ×ÏÄ Ó

ÑÚÙËÁ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÎÁ ÑÚÙË ÏÂÙÞÎÙÈ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÉÓÙ-
×ÁÅÔ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ �-ÓÔÅÐÅÎÉ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÇÒÁ-
ÎÉÞÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.13. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:
Á) ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ Bl

k:
�′([a; Zk]Q) = �′([a; Zk])Q;

Â) ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ Br
k:

�′′(Q[a; Zk]) = Q�′([a; Zk]);
×) ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ Bk1;k2:

�12(CZk1 [[x; Zk1 ]; Zk2 ]Zk2D) = CZk1�12([[x; Zk1 ]; Zk2 ])Zk2D;

Ç) ÅÓÌÉ max(k1; k2) ≥ max(k′1; k′2) É (k1; k2) 6= (k′1; k′2); k1 + k2 ≥ k1 + k2, ÔÏ �ij-
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Qk1;k2, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÐÁÒÅ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ (k′1; k′2), ÎÕÌÅ×ÁÑ.

2

T -ÉÄÅÁÌÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ Zk1 · [[x; Zk1 ]; Zk2 ] · Zk2 , Pk1;k2 , Pk × ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ \ËÉÌÌÅÒÏ× ÓÌÅÄÏ×", Ô.Å. ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× ÜÔÉÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÎÁ ÓÌÅÄÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ËÌÅÔËÁÍ, ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔ ÚÁ ÉÈ ÐÒÅÄÅÌÙ
É ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒ. (ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÉÎÏÍÙ Zk ×
ÁÌÇÅÂÒÅ Mk ÔÁËÏ×Ù.)

5.2.2. ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ É ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÍÉ
äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚ×ÉÔØ ÔÅÈÎÉËÕ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ,

ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ A × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÌÅÖÁÝÉÈ × Â). äÌÑ ÜÔÏÇÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ
ÐÒÏÑÓÎÉÔØ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ Â É ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ A, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ (ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚÌÏÖÅÎÙ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.2). éÄÅÁÌ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÈ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ× | ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÓÏÒÔÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÚÁÄÁÎ
ÚÁËÏÎ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÒÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÏÒÔÁ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÒÔÁÍÉ Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÔÉÐÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÅ.

îÁÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ×ÚÑÔÙÅ Ó ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. åÓÌÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓÏ-
ÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÊÓÑ Ë ËÌÅÔËÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÐÒÉ
ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, Á ÉÎÁÞÅ ÜÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÚ ËÏÌØÃÁ Fq[−→x ],
ÇÄÅ q | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÃÅÌÏÅ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÙ ×ÓÅÈ ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÈ ËÌÅÔÏË ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ xq−x = 0. éÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ Â É Ó×ÏÊÓÔ× Acl ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.14. ÷ ÔÏÞËÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ
ÉÄÅÁÌÕ ËÏÌØÃÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ A
É Â É Acl ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ïÂÝÅÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÎÅÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔÏË É
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÓÔÏÔÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ÌÀÂÕÀ
ËÌÅÔËÕ. 2

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÉÄÅ-
ÁÌÁ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÙ Â:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.15. Á) éÄÅÁÌ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÐÏ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÁÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÌÉÂÏ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ËÌÅÔËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

Â) ðÕÓÔØ F (t;−→x ) 6= 0 | ÐÏÌÉÎÏÍ × A. åÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × A ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÅÇÏ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÊ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÉÚ Â. é
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ÏÂÒÁÔÎÏ, ËÁÖÄÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ F ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÉÚ Â ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ F × A.

×) ðÕÓÔØ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ × Â ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÏÄÎÏ×ÒÅ-
ÍÅÎÎÏ ×ÈÏÄÑÔ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÒÁÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ t, ×ÎÏÓÑÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ. ôÏÇÄÁ
ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ Â × (ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ)
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÕÀ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÀ F ÐÏ t. ÷ ÔÏÞËÁÈ ÓÐÅËÔÒÁ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ
ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÔÁËÉÈ ÞÌÅÎÏ× ÌÅÖÉÔ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅ-
ÎÉÑÍÉ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÊ F (ÐÏ t) × ÁÌÇÅÂÒÅ A. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ F Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÅÎ
ÐÏ t, ÔÏ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÐÒÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ × Â ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ
t. 2

ðÐ. Â) { ×) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ, ÒÁÂÏÔÁÑ × Â, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÁÑ ÃÅÌÉËÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

ìÅÍÍÁ 5.6 (ï ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ÁÌÇÅÂÒ). Á) åÓÌÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ A ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ Â, ÔÏ ÐÏÌÕ-
ÞÉ×ÛÁÑÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A′ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏÍÕ ÏÂÒÁÚÕ ÁÌÇÅÂÒÙ A. (íÏÖÎÏ ËÏÍ-
ÐÏÎÏ×ÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÏÔ ÒÁÚÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÏÄÎÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ.)

Â) ðÕÓÔØ Qi { ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A. (üÔÉ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ××ÅÄÅÎÙ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5.1.) ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ
(ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÉÀ Qi) ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ai ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ Qi, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A′ ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ A. 2

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÒÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅ-
ÎÉÉ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ:

ìÅÍÍÁ 5.7. Á) ðÕÓÔØ P (t;−→x ) { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×ÏÍ A. é ÐÕÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ t, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ
ÇÒÁÎÉÞÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × Â.
ðÕÓÔØ Q = P l

i ; P r
i ; Qij { × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÉÐÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×Á-

ÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÀ P ÐÏ t, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ t → t1 + t2 (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÏ-
×ÐÁÄÁÀÝÕÀ Ó P , ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ t2), É ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ t2 → D1QD2 ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ Q ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÉÚ
Q, É ÔÁËÏ×Ï ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {D1; D2}.

ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ
×ÎÕÔÒØ ËÁÖÄÏÇÏ Q, ÐÒÉÞÅÍ ÒÏ×ÎÏ ÐÏ ÒÁÚÕ, ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ÷ ÔÏÞËÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × A ÓÏÄÅÒÖÁÔ
ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. (äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÅÓÔØ, ÐÒÉÎÉ-
ÍÁÀÔÓÑ ×ÎÕÔÒØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ D. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ É \ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ" ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Ó \ÌÉÛ-
ÎÉÍÉ" ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ×ÎÕÔÒØ Qi.)

Â) åÓÌÉ ÖÅ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ×, ÓÏ-
ÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t, ÐÒÉÞÅÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ ÜÔÏÊ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÉÐÏ×, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ:

• ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÍÅÛÁÎÎÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ (Ô.Å. Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÍÅÖÄÕ
ÔÉÐÁÍÉ) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒØ ËÁÖÄÏÇÏ Q, ÐÒÉÞÅÍ ÒÏ×ÎÏ ÐÏ ÒÁÚÕ,

• ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ÎÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ
×ÎÕÔÒØ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ,

• ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ×ÎÕÔÒØ Di (ÉÌÉ ÎÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ×Ï×ÓÅ),
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ÔÁËÖÅ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.
÷ ÔÏÞËÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÐÏÄ-

ÓÔÁÎÏ×ËÉ × A ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÏÂ ÏÄÎÏ-
ÒÏÄÎÏÓÔÉ É ÌÅÍÍÙ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Q = P l

i ; P r
i ; Qij ÎÁ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅÓØ ÒÁÄÉËÁÌ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ t ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ Q, ÔÏ ÎÏ×ÁÑ \ÐÒÏÄÅÆÏÒ-
ÍÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ" ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ × Â ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ A (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 5.6). ð.Â) ÄÏËÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, Á ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ t2 = t3t4t5 É ×Ù×ÅÓÔÉ ÅÇÏ ÉÚ
Ð.Á). 2

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ. åÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÁ
ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 5.14:

ìÅÍÍÁ 5.8. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ H ′ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ H ÐÕÔÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÍÅÓÔÏ
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÔÉÐÁ Qi ÏÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÕÓÔØ H ′ 6≡ 0, ÐÒÉÞÅÍ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ × Â, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ × ÑÄÒÁÈ Qi
ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÌÅÔËÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ
ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.8), ÄÁÀÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ.

ôÏÇÄÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ ÄÁÀÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ × ÑÄÒÅ ËÁÖÄÏÇÏ Qi
ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ËÌÅÔËÁÍÉ ÒÁÚ-
ÍÅÒÁ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ.

óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÁËÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÄÁÀÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ, ÔÏ ÎÕÌÅ×ÏÊ
×ËÌÁÄ ÄÁÀÔ ×ÓÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ × Â ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ × ÑÄÒÁÈ Qi ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÐÅ-
ÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÌÅÔËÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ.
2

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÚÂÅÇÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉ-
ÚÁÃÉÊ ÔÁÍ, ÇÄÅ ÎÅ ÎÁÄÏ. ïÎÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÁÎÉÃÙ ÁÎÆÉÌÁÄ ÕÖÅ ÚÁÎÑÔÙ, ÔÏ
ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÉÄÕÔ ÌÉÂÏ ÃÅÌÉËÏÍ ×ÎÕÔÒØ, ÌÉÂÏ ÃÅÌÉËÏÍ ×ÎÅ ÁÎÆÉÌÁÄ:

ìÅÍÍÁ 5.9. ðÕÓÔØ
Q = Q(−→q )

k1;k2 = CZq
k1(t ◦ ad(Zk1)q1◦ad(Zk1)q2◦Zq3

k2)D;
ÉÌÉ

Q = Ql(−→q )
k = CZq1

k (t◦ad(Zk)q2)D
, ÉÌÉ

Q = Qr(−→q )
k = C(t ◦ ad(Zk)q1)Zq2

k

× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. ðÕÓÔØ k = max(k1; k2) É ∀i qi >
c(A); Y { ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ,

• ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÔÉÐÁÍ Ó ËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ ÂÏÌØÛÅ
k

• É Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÔÉÐÁÍ Ó ËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ
ÂÏÌØÛÅ k.

ôÏÇÄÁ:
Á) åÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÔÉÐÁÍ Ó ËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ

ÂÏÌØÛÅ k. üÔÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒØ ÑÄÒÁ t ◦
ad(Zk)q2 Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ Q.

Â) ÷ÓÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ×ÎÕÔÒØ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Zq
k,

ÎÅÓÍÅÛÁÎÙ É ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ËÌÅÔËÅ ÒÁÚÍÅÒÁ k. ðÒÉÞÅÍ × ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÏÍ ÞÌÅÎÅ ×
ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ Zk ×ÓÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÉÎÏÍ Zk ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ËÌÅÔËÅ ÒÁÚÍÅÒÁ
ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ k. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ qi > c(A), ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Qi ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ ×
ÎÏÌØ × ÆÁËÔÏÒÅ ÐÏ ÓÍÅÛÁÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÏÂËÌÁÄËÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÁÍ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ≥ k. ðÏÜÔÏÍÕ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉ-
ÚÁÃÉÊ ÐÒÉ ËÌÅÔËÅ ÒÁÚÍÅÒÁ k ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Õ ÁÎÆÉÌÁÄÙ Ä×Á ËÏÎÃÁ
É ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ËÏÎÞÉÔØÓÑ (ÎÁÞÁÔØÓÑ) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÒÉ ËÌÅÔËÅ ÔÏÇÏ ÖÅ
ÒÁÚÍÅÒÁ, ÞÅÇÏ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Zk ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ
ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ × ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÈ. ðÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ
Zk × ËÁÖÄÏÍ ÞÌÅÎÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á q > c(A). 2

íÙ ÎÅ ÕÞÌÉ ÐÅÒÅÈÏÄÙ Ë ËÌÅÔËÁÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÎÏ ËÌÅÔËÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ×Ù-
ÒÅÚÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ ×ÉÄÁ (sq1 −sq2)C(A), ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÞÅÔ ÜÔÉÈ ÜÆÆÅËÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÞÉÓÔÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ É × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ xi + ti → xi, Qi → ti, ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Qi
ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÍ. îÁÛÁ ÃÅÌØ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ T -ÉÄÅÁÌÁ,
ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÛÉÒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÆÏÒÍ. äÌÑ
ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÄÏÂÉ×ÁÅÍÓÑ, ÞÔÏÂÙ Qi ÂÙÌÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ, Ô.Å. ÏÔ×ÅÞÁÌÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍ
Qi × ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏËÒÙÌÉ
×ÓÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁÍ. óÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÏÔ-
ÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÐÅÒÅÈÏÄÁÍ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÞÅÍ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÅ, ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÏÌØ. ôÒÕÄÎÏÓÔÉ ×ÙÚÙ×ÁÀÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ËÌÅÔ-
ËÁÍÉ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ðÒÅÏÄÏÌÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ
ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÅÍÁÈ:

1. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÎÁ ÜÔÁÐÙ É ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ËÏÎÃÏ× ËÌÅÔÏË ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ
ÒÁÚÍÅÒÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÔÁÐÁ. ïÂÒÁÂÏÔËÁ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÓÁÍÙÈ ÂÏÌØÛÉÈ
ËÌÅÔÏË É ÉÄÅÔ ÐÏ ÕÂÙ×ÁÎÉÀ.

2. ÷ÙÒÅÚÁÎÉÅ ÎÅÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÏ×. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ t É ËÏÎÃÅ×ÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Dij
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Qi. ôÏÇÄÁ × ÒÁÚÎÏÓÔÉ F |DijZk→Dij − F |tiZk→ti ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ ÞÌÅÎÙ Ó
ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÍÉ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ti É Dij, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÉÓÑ Ë ËÌÅÔËÁÍ
ÒÁÚÍÅÒÁ k.

5.3. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ËÏÌÅÃ
äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ËÏÌÅÃ ÎÁ ÐÒ×ÉÌØ-

ÎÙÈ ÞÌÅÎÁÈ, ÎÕÖÎÏÊ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ T -ÉÄÅÁÌÏ×.

5.3.1. þÌÅÎÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á
ðÕÓÔØ R { ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØÃÏ, Á A[R] { ÎÅÔÅÒÏ× R-ÍÏÄÕÌØ. éÄÅÁÌ

J ⊂ A ÎÁÚÏ×ÅÍ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÄÅÁÌ J [R] × ÁÌÇÅÂÒÅ A[R] ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó J .
éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, J ×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ R. ãÅÌØ ÄÁÎÎÏÇÏ
ÐÕÎËÔÁ | ÐÏËÁÚÁÔØ R-ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ ÐÏÌÉÎÏ-
ÍÁÍÉ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.5) ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.4. T -ÉÄÅÁÌ I ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ S, ××ÅÄÅÎÎÏÇÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.

åÓÌÉ I ∈ JC , ÇÄÅ C { ÐÕÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ R É S ÚÁÍËÎÕ-
ÔÏÓÔÉ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍÉ.

íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÕÔÉ (ÐÕÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á) × ÇÒÁÆÅ
� É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÄÅÁÌÙ ×ÉÄÁ hC . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÄÅÁÌÏ× ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. çÒÁÆ �
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ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÕ [v1; v2] É, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÕÔÉ ÒÁÚÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏ-
ÓÔÁ×Á ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÎÅ ÇÁÓÑÔ, ×ÓÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÕÔÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÐÕÔÑÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É
ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á.

ðÕÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍ f ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×. ôÉÐÏÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÒÉ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ × Â ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÉÐÏ× ÐÏÚÉÃÉÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ
ËÁÖÄÏÍÕ ti. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ti ÏÄÎÏÔÉÐÎÙ. äÌÑ r-ÇÏ ÔÉÐÁ
ËÌÅÔÏË ÐÕÓÔØ nr ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÎÃÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÎÆÉÌÁÄ. äÌÑ ×ÓÅÈ
ÐÕÔÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÜÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ É ×ÓÅ ÐÏÚÉÃÉÉ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ËÏÎÃÁÍ, ÚÁÎÑÔÙ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ t�. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÄÁÎ-
ÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÉÎÏÍ | ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ, ÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ
ÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ti, É ÄÒÕÇÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ti Ó×ÑÚÁÎÁ
Ó ÉÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÒÉ ÁÎÆÉÌÁÄÁÈ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ËÌÅÔÏË ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÁ. (á
ÞÉÓÌÁ ËÏÎÃÏ× × ÎÏ×ÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÎÆÉÌÁÄÁÈ ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ.)

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÏÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ti
×ÈÏÄÉÔ mi ÒÁÚ × ÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÁÎÆÉÌÁÄÅ. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ Cni → ti É Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÜÔÏÇÏ Cni ÏÒÇÁÎÉÚÕÅÍ ÆÏÒÍÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÅÊÓÔ×ÕÑ ÞÅÒÅÚ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ëÁÐÅÌÌÉ,
×ÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ×ÎÕÔÒØ ÜÔÏÇÏ ti, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ mi-Å ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÌÅÄÏ×
(ÆÏÒÍ), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ni. åÓÌÉ ÖÅ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÒÁÚÕ ÐÏ ×ÓÅÍ
ti, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÓÑ Ë ËÌÅÔËÁÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÔÏ ÜÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ nr-
Å ÓÔÅÐÅÎÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë r-ÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁÎÆÉÌÁÄÅ. é ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÓËÌÁÄËÉ ÔÉÐÏ× ti ÐÒÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍ ÞÌÅÎÅ. ðÕÓÔØ
Rm { ËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÄÌÑ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ m, Á R {
ËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ×ÓÅÍÉ Rm. ôÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ×ÓÅÍÉ ÓÌÅÄÁÍÉ É ÆÏÒ-
ÍÁÍÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÉÓÑ Ë ÄÁÎÎÏÊ ËÌÅÔËÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ, Á ÐÏÔÏÍÕ
ÁÌÇÅÂÒÁ A[R] ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.16. éÄÅÁÌ J , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍÕ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÀ {ti},
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÄÅÁÌ J ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ. 2

5.3.2. þÌÅÎÙ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ Â�, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ Â

ÆÏÒÍ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ËÌÅÔËÁÍ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ). á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔÏË ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÐÉÒÓÏ×ÓËÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ
ÅÄÉÎÉÃÙ. (ïÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÏÒÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ ëÁÐÅÌÌÉ, ÎÏ
ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÎÉÈ ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ É ÐÏÔÏÍÕ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÀ
ÁÌÇÅÂÒÕ.) íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÄÌÑ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÎÙÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ Ó×ÑÚÁÎÙ ÔÅÍÉ ÖÅ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁÍÉ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ÞÔÏ É ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A ÎÁ
ÜÔÉ ËÌÅÔËÉ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ | ÎÕÌÅ×ÙÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
Â�cl = Âcl.

÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ S-ÍÏÄÕÌÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ{
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ S. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌØÃÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÌÅÔ-
ËÁÍ, ËÏÎÅÞÎÙ, ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ � ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ �li É �ri , ËÏÔÏÒÙÅ ÕÍÎÏÖÁÀÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÕÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ~A� ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ � × i-ÏÊ ËÌÅÔËÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ. ëÒÁÔÎÏÓÔØ ÜÔÁ ÄÌÑ �li ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÌÅ×ÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÈ ËÏÎÃÏ× ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× (ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÎÅÃ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÍÅÛÁÎ-
ÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÏÊ ËÌÅÔËÅ) Õ ËÌÅÔÏË i-ÇÏ ÔÉÐÁ, Á �ri |
ÐÒÁ×ÙÈ. ëÒÁÔÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÇÏ, ËÁËÏ×Á ËÒÁÔÎÏÓÔØ
ËÌÅÔËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÅÇÏ ËÏÎÃÕ. îÁ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.17. ôÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄ-
ÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ËÏÎÃÁÍ (ÌÅ×ÙÍ ÄÌÑ �li É ÐÒÁ-
×ÙÍ ÄÌÑ �ri ). ïÎÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ ÁÌÇÅÂÒÕ Â�, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÅÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ
Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÏË É ÐÏÔÏÍÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÒÁÊÎÉÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ × ËÒÁÊÎÉÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁÖÄÏÅ �li (ÉÌÉ �ri ) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
ÁÌÇÅÂÒÙ A Ó ÅÅ ÏÂÒÁÚÏÍ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. ó ÄÁÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅ-
ÁÌÅ) ÍÙ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.6.2 ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ×
çÉÌØÂÅÒÔÁ.

2. õËÁÚÁÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ, ÉÂÏ �i · ab =
�i(ab) = �i(a)�i(b) 6= (�i ·a)b). ïÄÎÁËÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÓÅ ÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ËÏÇÄÁ ÎÁ
b ÏÐÅÒÁÔÏÒ �i ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÎÅ
ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ. ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÂÌÅÍ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÑ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁ ËÒÁÊÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ
ÜÔÏ ÎÅ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ.

ëÏÌØÃÏ Ŝ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÜÔÉÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. ôÅÐÅÒØ
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ G ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÉÐÏ×, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÕÀ ÒÁÚÍÅÒ
ËÌÅÔÏË. üÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ
�li É �ri ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ �. éÓËÏÍÏÅ ËÏÌØÃÏ S Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ËÏÌØÃÏÍ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× S. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÕÐÐÁ G ËÏÎÅÞÎÁ, Á ÓÁÍÏ ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÏ ÎÁÄ
ËÏÌØÃÏÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ,
ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ìÅÍÍÁ 5.10. ëÏÌØÃÏ Ŝ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ×ÉÄÁ �ri , �li, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅ-
ÒÏ×ÙÍ ËÏÌØÃÏÍ É ÃÅÌÙÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÎÅÔÅÒÏ×Á ËÏÌØÃÁ S. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÙÚ×ÁÎÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ
ÍÏÖÅÔ ÎÁÂÌÀÄÁÔØÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÉÐÏ×, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ Qi × ÌÅÍÍÅ Ï ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁÈ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, × A
ÍÏÇÕÔ ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÔØÓÑ ÞÌÅÎÙ ÓÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ Qi ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ, ÎÏ ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉ-
ÚÁÃÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÉÐÙ ËÌÅÔÏË ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.
ó ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ Ñ×ÌÅÎÉÅÍ ÍÙ ÓÔÁÌËÉ×ÁÌÉÓØ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.6.2 ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÒÁÃÉ-
ÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ. é ÔÁÍ ÖÅ ÍÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ
ËÏÌØÃÁ S! ôÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÏÊ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ-
ÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÌÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÔÉÐÁ ad (ÓÍ.[140] Á ÔÁËÖÅ ÒÁÚÄÅÌ 3.2.4).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ{ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ T .
úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÏ ËÌÅÔËÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. ëÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ C ÏÔ×Å-

ÞÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ �C ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ëÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÅ  × ÁÌÇÅ-
ÂÒÅ �C(A) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ PC ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÐÒÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÁÈ
ËÌÅÔËÉ C Á ÚÎÁÞÉÔ | É ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ëÏÌØÃÏ T ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ËÏÌØÃÏ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ×ÉÄÁ PC .

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ËÏÌÅÃ S É Ŝ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÁÌÇÅÂÒ
Â� É ~A�, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË S (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ŝ)-ÍÏÄÕÌÉ.

ìÅÍÍÁ 5.11. Á) ëÁÖÄÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ-
ÔÅÒÏ×ÙÍ S-ÍÏÄÕÌÅÍ É ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ Ŝ-ÍÏÄÕÌÅÍ.

Â) óÕÍÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ S-
ÍÏÄÕÌÅÍ É ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ Ŝ-ÍÏÄÕÌÅÍ.

×) ëÏÌØÃÏ T ÎÅÔÅÒÏ×Ï É ÃÅÌÏ ÎÁÄ S, É, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ËÏÌØÃÏ Ŝ (Á ÔÁËÖÅ S) ÃÅÌÏ
ÎÁÄ T .
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(îÁÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÇÏ
ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.)
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ, Ð.Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Á) × ÓÉÌÕ
ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÉÂÏ ÓÕÍÍÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÅÓÔØ
ÎÅÔÅÒÏ× ÍÏÄÕÌØ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ð.×) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ � × ÄÁÎÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÃÅÌ ÎÁÄ S. îÏ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ
ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ T Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ S-ÍÏÄÕÌÑ. ïÎÉ
ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó S. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ri É �li ÎÁ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁ ÎÉÈ T ÎÅ ÃÅÌÏ ÎÁÄ S. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ
ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ �1; : : : ; �s ËÏÌØÃÁ T . ÷ÓÅ ÏÎÉ ÃÅÌÙ ÎÁÄ S, ÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

�mi = �m−1
i �i1 + · · ·+ �im:

ðÕÓÔØ ��i { ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ � . ëÏÌØÃÏ S ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÏ ÂÕË×ÁÍÉ xij, ÐÒÉÞÅÍ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

��mi = ��m−1
i xi1 + · · ·+ xim:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A′ = A[S]=J , ÇÄÅ ÉÄÅÁÌ J ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ
y(xij − �ij), ÇÄÅ y { ËÒÁÊÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. ïÞÅ×ÉÄÎÏ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.18. óÔÒÕËÔÕÒÙ S É S-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

áÌÇÅÂÒÁ A ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÕ A′, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ
ÔÉÐÁ. ìÀÂÏÊ S-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ S-ÍÏÄÕÌÅÍ. 2

éÚ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.37 Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ T -ÉÄÅÁÌÁ ËÒÁÊÎÉÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ É ÌÅÍÍÙ 5.14 Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.3. åÓÌÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ � × ÁÌÇÅÂÒÅ Â ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ,
Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÔÏ � ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ T -ÉÄÅÁÌ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ S-ÚÁÍËÎÕÔÙÍ.

ïÎ ÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ S-ÚÁÍÎËÎÕÔÙÍ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A′. 2

5.4. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×. ÷ÙÒÅÚÁÀÝÉÅ ÐÏÄÓÔÁ-
ÎÏ×ËÉ

îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ T -ÉÄÅÁÌÏ×, ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÉÍÅÔØ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ \ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÏ" É \ÐÒÏËÏÎÔÒÏÌÉÒÏ×ÁÎÏ". äÌÑ ÜÔÏÊ
ÃÅÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÒÏËÏÎÔÒÏÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ × Â, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ ÔÉÐÁÍ, É ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÎÕÖÎÙÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÏÂÅÓ-
ÐÅÞÉ×ÁÀÝÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×Á ÍÏÄÕÌÑ. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÓÍÅÛÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÉ-
ÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅÔ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÅÈÎÉËÕ ×ÙÒÅÚÁÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÌÑÅÔ ×ÙÎÕÖÄÅÎÉÅ \ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÕÔÅÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á". ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ
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ÐÒÉÍÅÒ ÔÏÇÏ, ËÁË ÜÔÁ ÔÅÈÎÉËÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ, ÉÚÌÏÖÅÎ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2.7 ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å
ÎÁÌÉÞÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÅ. äÁÎÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ
ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÏÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÌÑÑ Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÀ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÆÏÒÍ ÄÌÑ ËÌÅÔËÉ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ.

÷ÎÁÞÁÌÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÉÄÅÊÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÚÁÔÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ. ãÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ËÏÎ-
ÔÒÏÌÅ ÎÁÄ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, É × ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÉÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ T -ÉÄÅÁÌÏ×. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
ÉÄÅÑÈ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÅÓÌÉ Zk ÅÓÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ËÌÅÔËÅ ÒÁÚ-
ÍÅÒÁ k, ÔÏ [Zk; x] ×ÙÎÕÖÄÁÅÔ ÒÁÄÉËÁÌ ÌÉÂÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ËÌÅÔËÁÍ
Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. îÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ ad(Zk) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÅ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ×ÙÒÅÚÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ ×ÉÄÁ
xq1 − xq2 . é, ×-ÔÒÅÔØÉÈ, ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ \ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ" ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏÂÉ×ÁÔØÓÑ ÔÏÇÏ,
ÞÔÏÂÙ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÈ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ t� ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ, ÐÏËÒÙÌÉ
×ÓÅ ÔÉÐÙ É ÐÏÚ×ÏÌÉÌÉ ÂÙ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×Á R ÍÏÄÕÌÑ.

ëÏÌØÃÏ R ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.3.1.
ðÕÓÔØ J { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × T(hC)∩ Ic(A)−1 É ÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ

ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ × A. åÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × A ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ÉÚ ÜÔÏÇÏ
T -ÉÄÅÁÌÁ ÒÁÓÐÉÓÁÔØ, ÐÒÅÄÓÔÁ×É× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ó×ÏÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÉÚ
Â, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚ-
ÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (É c(A) − 1 ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ), Ô.Å. ×ÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ÁÎÆÉÌÁÄ
ÐÕÔÉ C.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ËÏÎÃÁÍ ÁÎÆÉÌÁÄ. ôÉÐÏÍ ÐÏÚÉÃÉÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÔØ ÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ (×ÈÏÄ, ×ÙÈÏÄ, ÐÅÒÅÈÏÄ), Á ÔÁËÖÅ ÔÏ, Ó ËÌÅÔËÁÍÉ ËÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ
ÏÎÁ Ó×ÑÚÁÎÁ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÉÐÁ D, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁ×ÑÔ ÔÏÌØËÏ ÞÌÅÎÙ Ó ÎÕÖÎÙÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ
ti, (Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÔÑÔ × ÎÏÌØ). îÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ti \ÚÁÎÑÌÉ" ×ÓÅ ×ÈÏÄÙ ×
ÁÎÆÉÌÁÄÙ É ×ÓÅ ×ÙÈÏÄÙ ÉÚ ÎÉÈ É ÂÏÌØÛÅ ÎÉËÕÄÁ ÎÅ ÐÏÐÁÌÉ. (üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÎÅ
ÎÁÂÏÒÁ {ti} ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÎÅÔ É ×ÓÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ti ÔÁËÏ×Ù.) é ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë
ÒÁÚÎÙÍ ÔÉÐÁÍ ÐÏÚÉÃÉÊ, ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÏÑÔØ ÒÁÚÎÙÅ ti.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.5. þÌÅÎÙ Ó ÔÁËÉÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ti ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÁ×ÉÌØ-
ÎÙÍÉ. ðÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ × Â ÌÅ-
ÖÉÔ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ.

ãÅÌØ ×ÙÒÅÚÁÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË | ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ. ôÏÇÄÁ,
ÄÅÊÓÔ×ÕÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × Ck2

i
, ÍÙ ÓÏÚÄÁÄÉÍ ÓÔÒÕË-

ÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.
ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÏÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×-

ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ É ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÒÁÚÍÅÒ. ôÏ-
ÇÄÁ ×ÓÅ T -ÉÄÅÁÌÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ É ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ. íÙ ÒÁÂÏ-
ÔÁÅÍ Ó ÉÄÅÁÌÏÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ
ÓÏÓÔÁ×Á | Ô.Å. ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÅ-
ÒÅÈÏÄÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ x → x + ∑ t�, ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ t� ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ
Dij1QijDij2. úÄÅÓØ Qij | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ××ÅÄÅÎÎÙÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÍ ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×. ïÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ Qij × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ×ÅÓØ ÒÁÄÉËÁÌ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÆÁËÔÏÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ
A ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÓÍÅÛÁÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ
Qij ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÏÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ t� ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ÓÍÅÛÁÎÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ.
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÷ÏÚØÍÅÍ ÞÌÅÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙ ÐÏ ×ÈÏÄÑÝÉÍ t� É ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÉÈ ÞÉÓÌÏ. ÷ÓÅ ËÏÎÃÙ ËÌÅÔÏË, Á ÔÁËÖÅ ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ
ÂÕÄÕÔ ÚÁÎÑÔÙ ÔÁËÉÍÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ, × ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.15 ÓÕÍÍÁ ÔÁËÉÈ ÞÌÅÎÏ× ÄÁÓÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ. äÁÌÅÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÞÌÅÎÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ÐÒÉ ËÌÅÔ-
ËÁÈ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÐÏÈÏÖÅÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÁÓ-
ÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÉÄÁ:

AD1(t�; t�; Z)(f) = f |DI=DIZ − f |DJ=DJZ ;
AD2(t�; t�; Z)(f) = f |DI=DIZ − f |DJ=ZDJ ;
AD3(t�; t�; Z)(f) = f |DI=ZDI − f |DJ=ZDJ ;
AD4(t�; t�; Z)(f) = f |DI=ZDI − f |DJ=DJZ (3)

(ÉÎÄÅËÓÙ � É � ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ t� É t�)
É ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ËÁË É ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ-
ÓÔÉ.

úÄÅÓØ Z = Zk { ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ k, ÇÄÅ k
ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒ ËÌÅÔËÉ, ÉÎÄÅËÓ I Ó×ÑÚÁÎ Ó t�, ÉÎÄÅËÓ J { Ó t�. ðÒÉÍÅÎÉ× c(A) ÒÁÚ ËÁÖ-
ÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÞÌÅÎÙ Ó ÎÕÖÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÐÏÈÏÖÅÓÔÉ
ËÌÅÔÏË, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ti.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ËÌÅÔËÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÔÒÕÄ-
ÎÏÓÔØ: ÐÏÌÉÎÏÍÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁÍ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ Í�ÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÎÅ
ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ ËÌÅÔËÁÈ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Qij ÍÏÇÕÔ
ÉÍÅÔØ É ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÔÁËÉÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ. îÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÚÍÅÒÏÍ, ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ËÁË
ÒÁÎØÛÅ.

ðÒÏÊÄÅÍ ÜÔÏÔ ÜÔÁÐ É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ.
ðÕÓÔØ t1; : : : ; ts { ÒÅÚÅÒ×ÎÙÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÎÑÌÉ ×ÓÅ ËÏÎÃÙ ËÌÅÔÏË ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ É ÂÏÌØÛÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ. îÁÚÏ×ÅÍ ÔÁËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÅÄÕÝÅÊ.

äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ti ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ QI ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÐÅÒÅÈÏÄÁÍ ÍÅÖÄÕ ÍÅÎØÛÉÍÉ ËÌÅÔ-
ËÁÍÉ, É ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 5.12.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÔÁËÖÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ \×ÙÒÅÚÁÎÉÅ" ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ
t ×ÎÕÔÒØ ÕÖÅ \ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÎÙÈ" ÁÎÆÉÌÁÄ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ
ÚÁÍÅÎ | ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ADp

�;� ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÈ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÎÏ×ÏÍÕ ti É ×ÅÄÕÝÉÍ t1; : : : ; ts.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ k ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ËÌÅÔÏË, ÔÏ Zc(A)

k ÏÂÒÁ-
ÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ, ÅÓÌÉ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÓÐÅÃÉÁ-
ÌÉÚÁÃÉÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ËÌÅÔËÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ k. ÷ÙÂÏÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Rj

�;� ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ
× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÐÏÌÉÎÏÍÁ Qi, Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ×ÅÄÕÝÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t�
(×ÈÏÄ, ×ÙÈÏÄ, ÐÅÒÅÈÏÄ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÉÓËÌÀÞÁÀ-
ÝÁÑ ÐÏÐÁÄÁÎÉÅ ÎÏ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ t� ×ÎÕÔÒØ ÁÎÆÉÌÁÄ ÒÁÚÍÅÒÁ k. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ
ÚÁÎÑÔØ ËÏÎÃÙ ÁÎÆÉÌÁÄ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ É, ÒÁÓÛÉÒÉ× ×ÅÄÕÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÐÅ-
ÒÅÊÔÉ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÜÔÁÐÕ.

òÁÂÏÔÁ Ó ÎÏ×ÏÊ ×ÅÄÕÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÄÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. úÁÔÅÍ ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÂÁÔÙ-
×ÁÔØÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÄÌÑ ËÌÅÔÏË ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ
ÒÁÚÍÅÒÁ É Ô.Ä. ðÒÏÃÅÓÓ ÉÄÅÔ ÐÏÜÔÁÐÎÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×
ÉÚ ÌÅÍÍ Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ 5.13, 5.14.

÷ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÓÌÕÞÁÀ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊ-
ÎÏÍÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × ÌÀÂÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÍÏÖÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ. ðÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÔÉÐÁ f |DJ=DJZq2 ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ
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(Zq2)k. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÍÅÓÔÏ ÏÂÙÞÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ adjoint'Ï× (3) ÎÁÄÏ ÂÒÁÔØ \ÐÏÄ-
ËÒÕÞÅÎÎÕÀ ÜÎÇÅÌÅ×ÏÓÔØ" ÉÌÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (ÐÏ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÐÁÒ (qk; ql))
\(qk; ql)-ÐÏÄËÒÕÞÅÎÎÙÈ adjoint'Ï× " { ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÔÉÐÁ ADr

(qk;ql) (r = 1; : : : ; 4):

AD1
(qk;ql)(t�; t�)(f) = f |DI=DIZq1 − f |DJ=DJZq2 ;

AD2
(qk;ql)(t�; t�)(f) = f |DI=DIZq1 − f |DJ=Zq2DJ ;

AD3
(qk;ql)(t�; t�)(f) = f |DI=Zq1DI − f |DJ=Zq2DJ ;

AD4
(qk;ql)(t�; t�)(f) = f |DI=Zq1DI − f |DJ=DJZq2 : (4)

óÌÕÞÁÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÐÒÏÝÅ. ÷ÍÅÓÔÏ ×ÙÂÏÒÁ ÞÌÅÎÏ×, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏ
×ÓÅÍ ti, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÝÅÅ ÎÕÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ti. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ \×ÙÒÅÚÁÔØ" ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÅÐÒÁ-
×ÉÌØÎÙÍÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ, ÔÏ ×ÓÅ ËÏÎÃÙ ËÌÅÔÏË ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÂÕ-
ÄÕÔ ÚÁÎÑÔÙ É ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÜÔÁÐÁ ÂÕÄÕÔ ÌÉÂÏ \ÞÉÓÔÏ
×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ" ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ËÌÅÔËÁÍ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÎÙÍ ÒÁÚÍÅÒÁÍ, ÌÉÂÏ | \ÞÉÓÔÏ
×ÎÅÛÎÉÍÉ".

ïÄÎÁËÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁÐÅ ÎÁÄÏ ÔÁËÖÅ \×ÙÒÅÚÁÔØ" ÞÌÅÎÙ, ÇÄÅ ti ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅ-
ÓËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏË Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.19 É 5.20). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÄÏ
ÐÏÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ×ÎÕÔÒÉ ËÌÅÔÏË ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ËÁÖÄÏÅ ti ÉÍÅÌÏ ÂÙ ÏÄÉÎÁ-
ËÏ×ÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ. üÔÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ: ÔÁËÉÅ ÞÌÅÎÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ÉÓÈÏÄ-
ÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÄÏ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.4.1).

÷ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á:

• îÁÄÏ ÕÎÉÞÔÏÖÉÔØ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ.
üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ×ÓÔÁ×ËÉ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ×ÉÄÁ xpk1 − xpk2 (ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍÏÊ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ P i É P (q)i ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 4.5.2).

• ÷ÏÚÎÉËÁÀÔ ÜÆÆÅËÔÙ ÒÁÚÎÙÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ËÌÅÔÏË É ÒÁÚÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ
ti × ÒÁÚÎÙÅ ÞÌÅÎÙ. ÷ÍÅÓÔÏ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÊ ÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑÍÉ.

• ðÒÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ ×ÙÒÅÚÁÎÉÊ ÎÁÄÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÞÌÅÎÁÍÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏ ti
ÉÍÅÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÏÔÉÐÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ïÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÔÉÐÁ AD ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ.

• çÌÁ×ÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÊ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØÀ. ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÞÌÅÎÙ, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ ÓÐÅ-
ÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÔ ×ÓÅÈ ÔÉÐÏ× ËÌÅÔÏË | É ÔÏÌØËÏ. ÷ÙÄÅÌÉÔØ ÞÌÅÎÙ Ó ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌØÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÍÅÓÔÏ ËÏÌØÃÁ
R ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ËÏÌØÃÁ S.

• ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÅÒÅÈÏÄÁ.

5.4.1. òÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÅ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÈ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ
ÉÄÅÁÌÁ

ðÕÓÔØ J { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × T(hC) ∩ Ic(A)−1 É ÎÅ ÒÁ×-
ÎÙÊ ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ × A. åÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × A ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ÉÚ
ÜÔÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ ÒÁÓÐÉÓÁÔØ, ÐÒÅÄÓÔÁ×É× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ
ÉÚ Â, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ
×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (É c(A)− 1 ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ
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ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ), Ô.Å. ×ÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ÁÎÆÉÌÁÄ
ÐÕÔÉ C.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ x→ x+∑ t�, ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ t� ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Qi, ××ÅÄÅÎÎÙÈ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5. ÷ÙÐÉÛÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ
ÅÝÅ ÒÁÚ:

P l
ki;(c)SkiCk2

i
D�; D�Ck2

i
SkiP r

ki;(c); D�1SkiCk2
i
P (c)
ki;ki+1Ski+1Ck2

i
D�2;

ÇÄÅ Ski = Zq
ki − Zki { ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÕÂÉ×ÁÀÝÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÅ ËÌÅÔËÉ (É ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÙÅ), Ck2
i

{ ÐÏÌÉÎÏÍ ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ k2
i . íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÕÍÍÙ

ÞÌÅÎÏ×, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÅ ti ×ÈÏÄÑÔ \× ÐÏÌÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÔÅ". (åÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÞÌÅÎÙ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ti.) ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ
0.4 ÜÔÏ | T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ËÏÎÃÁÍ ÁÎÆÉÌÁÄ. ôÉÐÏÍ ÐÏÚÉÃÉÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÔØ ÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ (×ÈÏÄ, ×ÙÈÏÄ, ÐÅÒÅÈÏÄ), Á ÔÁËÖÅ ÔÏ, Ó ËÌÅÔËÁÍÉ ËÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ
ÏÎÁ Ó×ÑÚÁÎÁ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÉÐÁ D, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁ×ÑÔ ÔÏÌØËÏ ÞÌÅÎÙ Ó ÎÕÖÎÙÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ
ti, (Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÔÑÔ × ÎÏÌØ). îÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.5). ôÏÇÄÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × Ck2

i
, ÍÙ ÓÏÚÄÁÄÉÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ Ð.Â) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.19:

ìÅÍÍÁ 5.12. ðÒÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, ËÁÖÄÏÅ ti ÍÏÖÅÔ ÐÏ-
ÐÁÓÔØ ÌÉÂÏ ÎÁ ÐÏÚÉÃÉÀ ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÌÑ ÁÎÆÉÌÁÄÙ Ó ËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ
ki, ÌÉÂÏ ×ÎÕÔÒØ ÁÎÆÉÌÁÄÙ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÌÉÂÏ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ ÁÎÆÉÌÁÄÙ Ó ËÌÅÔ-
ËÁÍÉ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. 2

(ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÂÕÄÅÔ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÎÉÃÙ ÁÎÆÉÌÁÄ Ó Â�ÏÌØÛÉÍÉ
ËÌÅÔËÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÕÖÅ ÚÁÎÑÔÙ. ôÒÕÄÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.)

÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ É,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. ïÄÎÁËÏ, ÄÌÑ ÜÔÏÊ
ÃÅÌÉ ÕÄÁÅÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ËÌÅÔËÁÍ. ÷ ÜÔÏÍ É ÓÏÓÔÏÉÔ
ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ.

÷×ÅÄÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ \ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ" Rn;Di
k , ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁ ÚÁÐÉ-

ÓÑÈ ÞÅÒÅÚ ti:

Rn
k;Di(f) = f − f |Di=Di(1+Zk)n :

åÓÌÉ ti ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × f , ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ | ÎÕÌÅ×ÏÊ. äÌÑ
ti, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÏÚÉÃÉÑÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁ,

ti = D�1SkiCk2
i
P (c)
ki;ki+1Ski+1Ck2

i
D�2:

÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: Rn;Di;1
k É Rn;Di;2

k . äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ (1 ÉÌÉ 2) ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ,
ÞÅÒÅÚ ËÁËÏÅ D ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ.

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÔÁË ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ É ÓËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÔØ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÙ, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ (Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÌÓÑ
ÂÙ × ÎÏÌØ). îÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ti ÐÏËÒÙÌÉ ×ÓÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ | Ô.Å. ÚÁÎÑÌÉ
×ÓÅ ×ÙÈÏÄÙ ÉÚ ÁÎÆÉÌÁÄ (ÐÅÒÅÈÏÄÙ) É ÂÏÌØÛÅ ÎÉËÕÄÁ ÎÅ ÐÏÐÁÌÉ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÏÅ ti
ÐÏÐÁÌÏ × ÍÅÓÔÁ ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÒÔÁ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÔØ ÜÔÏ ÐÕÔÅÍ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ
ÓÐÅÒ×Á ÇÒÕÐÐ ËÌÅÔÏË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÚÁÔÅÍ | ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ É
Ô.Ä.
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÷ÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØÓÑ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Â É ÍÙ ÂÕÄÅÍ
ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÞÔÏÂÙ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
ÎÁÂÏÒÁ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÕÓÔØ ËÏÎÃÙ ×ÓÅÈ ÁÎÆÉÌÁÄ ÉÚ ËÌÅÔÏË Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÚÁÎÑÔÙ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÕÎÉ-
ÞÔÏÖÉÔØ ÞÌÅÎ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÁÎÎÏÅ ts ×ÈÏÄÉÔ mj ÒÁÚ × ÐÏÚÉÃÉÀ ËÌÅÔÏË Ó ÎÏÍÅÒÏÍ
ÔÉÐÁ j, Ô.Å. ×ÈÏÄÉÔ ÅÇÏ �jx�j-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ. é ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ts ÍÏÖÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ × ÐÏÚÉ-
ÃÉÉ ËÌÅÔÏË ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÑ ÔÁËÉÅ ÞÌÅÎÙ ÄÌÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× {mj}, É
ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ, ÍÙ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ
ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÅÔ ÓÔÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÏÎÅÃ D, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÊ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÐÏÐÁÄÅÔ ÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÐÏÚÉÃÉÀ (×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÐÏÚÉÃÉÀ s-Ê
ËÌÅÔËÉ). ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ ÎÅ ÕÎÉÞÔÏÖÉÔ ÞÌÅÎÙ, ÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔ ÒÁÄÉËÁÌØ-
ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ÜÔÏÍ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍ ÞÌÅÎÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÏÖÉÍ D = D1 · · ·Dc(a) É
ÐÏ×ÔÏÒÉÍ c(a) ÒÁÚ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÎÏ×ÙÅ Dr. (ðÁÒÁ-
ÍÅÔÒ r ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÏÍÅÒÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ. äÌÑ ×ÓÅÈ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×
ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÜÔÁÐÅ ÜÔÏÔ ÎÏÍÅÒ ÏÄÉÎÁËÏ×.) ôÏÇÄÁ × ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍ ÞÌÅÎÅ c(A) ÒÁÚ ÂÕÄÅÔ
×ÙÎÕÖÄÅÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÅÇÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÀ × ÎÏÌØ.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÉÚÕÞÉÍ, ËÁË ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÅÒÅÚ ti:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.19. Á) ðÕÓÔØ ÂÕË×Á Di ÏÔ ti ×ÈÏÄÉÔ n ÒÁÚ × ËÌÅÔËÉ k-ÇÏ ÔÉÐÁ
ÐÏÈÏÖÅÓÔÉ É ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÄÒÕÇÉÅ ÔÉÐÙ. ôÏÇÄÁ ÚÁÍÅÎÁ Di → Di ·Z, ÇÄÅ Z { ÃÅÎ-
ÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÍÁÔÒÉÃÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÐÒÉ×Ï-
ÄÉÔ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ K(Z(i)n), ÇÄÅ Z(i) { ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÎÁ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÁÈ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë i-Ê ËÌÅÔËÅ, É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ
ÞÌÅÎÏ× Ó ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ×ÎÕÔÒØ Z. üÔÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÅÓÍÅÛÁÎÙ
É ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ËÌÅÔËÁÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÉÐÏ×.

Â) ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ Ð.Á) ÐÕÓÔØ ti ×ÈÏÄÉÔ ki ÒÁÚ × ËÌÅÔËÉ k-ÇÏ ÔÉÐÁ É ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ×
ËÌÅÔËÉ ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ôÏÇÄÁ ÚÁÍÅÎÁ Di → Di · Z, Z { ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÍÁÔÒÉÃÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ

K(
∏
i
Z(i)ki);

ÇÄÅ Z(i) { ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë i-Ê ËÌÅÔËÅ
É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× Ó ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ
×ÎÕÔÒØ Z. üÔÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÅÓÍÅÛÁÎÙ É ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ËÌÅÔËÁÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÉ-
ÐÏ×.

×) ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÂÕË×Á tj ×ÈÏÄÉÔ × ËÌÅÔËÉ k-ÇÏ ÔÉÐÁ mk
ÒÁÚ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ ÔÏÌØËÏ × ËÌÅÔËÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ôÏÇÄÁ
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Rn;Dj

k ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ

K(
∏
i

(1 + Z(k))mk) − 1

É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× Ó ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ
×ÎÕÔÒØ Z. üÔÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÅÓÍÅÛÁÎÙ É ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ËÌÅÔËÁÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅ-
ÍÙÈ ÔÉÐÏ×. 2

(÷ ÎÁÞÁÌÅ ÇÌÁ×Ù 5.2 ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÑÚÙË ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË É ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ.)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ � ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÊ ËÌÅÔËÏÊ, ÔÏ K(�) ÅÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ËÏÌØÃÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ-
ÔÏ×.
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äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ, ÎÅ ÍÅÛÁÀÔ ÐÒÏÉÚ×Ï-
ÄÉÔØ \×ÙÒÅÚÁÎÉÑ". ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ Ó ÕÞÅ-
ÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÌÅÔÏË.

ðÕÓÔØ zi { ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÄÌÑ ËÌÅÔÏË ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ
ÒÁÚÍÅÒÁ (n, ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍ 5.13, 5.14) × ËÌÅÔËÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i (ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ,
×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ). ðÕÓÔØ

Zi = zti ; k =
∏

ki; S =
∏
i

(1− zki )mi − 1:

äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ {ti}, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ËÌÅÔËÁÈ ÏÄÎÏÇÏ
Ó×ÏÅÇÏ ÔÉÐÁ É ×ÈÏÄÉÔ ÔÕÄÁ ki ÒÁÚ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÔÉÐÙ ÐÏËÒÙÔÙ ÜÔÉÍÉ ti ÐÏ ÒÁÚÕ.
ôÏÇÄÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ti, ÍÏÖÎÏ ÓÏÚÄÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÎÏÍÏ× zkii , × ÓÉÌÕ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.

äÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁ R ×ÉÄÁ Q(zk1
1 ; : : : ; zkmm ) ÐÏÌÏÖÉÍ

W−→k (R) = Q = R(z1=k1
1 ; : : : ; z1=km

m ):

ïÐÅÒÁÔÏÒ W−→k = Wk1;:::;ks ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÐÏÄËÏÌØÃÅ F[xk1
1 ; : : : ; xkss ] ËÏÌØÃÁ

F[x1; : : : ; xs]. ðÏÌÏÖÉÍ Wk = W−→k , ÇÄÅ ×ÓÅ ki = k.
äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ T ∈ F[x] É ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ s : t → zt ÐÏÌÏÖÉÍ

T(s)(z) ÒÁ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁ s. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔ ÚÁÍÅÎ,
ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÎÙÅ t. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ É ÐÏÄÓÔÁ-
ÎÏ×ËÁ ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ÏÔ z) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÏÌØËÏ × Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ.

ðÕÓÔØ
Q = W−→k (

∏
i

(1− zki )mi − 1);

si ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ti → zti. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÒÅÚÁÀÝÉÊ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ, ËÕÄÁ ×ÈÏÄÑÔ t É ti:

E−→k ;−→m (z)(P ) = W−→k (Q)(P )−Htz(P );

ÇÄÅ Htz(P ) = P |t→(1+z)t − P ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ (ÚÁÍÅÎÁ
t→ t(1 + z) = t+ tz ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÐÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.20. Á) ïÐÅÒÁÔÏÒ E−→k ;−→m (z) ÕÎÉÞÔÏÖÁÅÔ ÞÌÅÎÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁ-
ÖÄÏÅ tj ×ÈÏÄÉÔ × j-Ê ÔÉÐ mj ÒÁÚ, Á t | kj ÒÁÚ (É ÎÅ ÉÍÅÅÔ \ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ" ×ÈÏ-
ÖÄÅÎÉÊ). .

Â) äÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÁÖÄÏÅ
tj ×ÈÏÄÉÔ × j-Ê ÔÉÐ mj ÒÁÚ, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

∏
i

(1− zki )mi − 1

É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ.
×) ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ × Â ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ S ÐÒÁ×ÉÌØ-

ÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ E−→k ;−→m (z)(h) × ÁÌÇÅÂÒÅ Acl ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ S.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÐÕÞËÁ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ E−→k ;−→m (z)(h) ÐÒÉ-

ÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍ S. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÆÁËÔÏÒ{ÐÕÞÏË
ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØÃÁ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×) ×ÉÄÁ ∏

i
(1−K(zi)k)mi − 1:
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÑÓÅÎ ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ z ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ
ËÌÅÔËÁÈ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁ ÚÁÍÅÎÙ t → (1 + z)t ÎÕÌÅ×ÁÑ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ Ð.Â). ð.×) ÅÓÔØ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉ-
ÒÏ×ËÁ Ð.Â). 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÁÖÎÏ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ti ÍÏÇÕÔ ×ÈÏÄÉÔØ ÔÁËÖÅ × ÔÉÐÙ
ÒÁÚÍÅÒÁ, ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ (n). îÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÉÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÎÉ ÎÁ ÞÔÏ ÎÅ
×ÌÉÑÅÔ, ÉÂÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÉÄÁ ti → tiZk ÞÅÒÅÚ ÔÁËÉÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÕÌÅ×ÏÅ.
éÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÜÆÆÅËÔÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ ÔÁËÏÇÏ
ÒÏÄÁ, É ÐÏÄÂÉÒÁÌÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

∏
i

(1− zki )mi − 1:

÷ ÓÉÌÕ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ Ï c(A)-ËÒÁÔÎÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÒÅÚÁÎÉÑ, ÐÕÔÅÍ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÎÉÞÔÏÖÅÎÉÑ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.4. Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏÍ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÚÁÍÅÎ, ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÝÉÊ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ
ÐÐ.Â) É ×) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ×ÓÅ ËÏÎÃÙ ÁÎÆÉÌÁÄ ÒÁÚÍÅÒÁ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÞÅÍ n ÚÁÎÑÔÙ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ t�i É
× ÄÒÕÇÉÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ ÜÔÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ K
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÚÁÍÅÎ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÕÎËÔÁÈ, ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÝÁÑ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ,
× ËÏÔÏÒÙÈ ts ×ÈÏÄÉÔ × ËÌÅÔËÉ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÞÅÍ n ÒÁÚÍÅÒÁ, É ÎÅ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÝÁÑ
ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ.

ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ × Â ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ S ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ
ÞÌÅÎÏ×. ôÏÇÄÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ K Ë ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÞÌÅÎÁÍ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ
×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ts × ËÌÅÔËÉ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÞÅÍ n ÒÁÚÍÅÒÁ, × ÁÌÇÅÂÒÅ Acl ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
S.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÐÕÞËÁ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ, K(h) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍ S. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÆÁËÔÏÒ-ÐÕÞÏË ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ
× ÎÕÌØ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ

∏
i

(1−K(zi)k)mi − 1:

Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ K ÚÁÍÅÎ, ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÕÎËÔÁÈ, ÕÎÉ-
ÞÔÏÖÁÀÝÁÑ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ. åÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÐÒÁ×ÉÌØ-
ÎÙÈ ÞÌÅÎÁÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ K, ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ
ÐÕÎËÔÅ. 2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÕÌØ ×ÅÌÉÞÉÎÙ
∏
i

(1− zki )mi − 1

ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ ËÌÅÔËÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ! ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÙ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ É ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ k = ∏ ki
ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ k = îïë(ki).

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Z ÎÁ ËÌÅÔËÁÈ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÌÅÖÉÔ ×
ÒÁÄÉËÁÌÅ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅÓÍÅÛÁÎÎÏÊ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ti
ÏÄÉÎ ÉÚ Dij ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ÐÅÒ×ÉÞÎÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÅÊ ËÌÅÔËÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÓÏ ×ÓÅÍ
Dij, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÕÖÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.
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2. ÷ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÙÒÅÚÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ (É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÔÅ-
ÐÅÎØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ×ÚÑÔØ ÞÌÅÎÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÕÖÎÏÅ ×ÈÏÖÄÅ-
ÎÉÅ ti, É ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÎÉÍÉ.

3. þÔÏÂÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÕÎÉÞÔÏÖÅÎÉÉ ÌÉÛÎÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉ-
ÚÁÃÉÊ tj × ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÍÅÒÁ Â�ÏÌØÛÅÇÏ, ÞÅÍ ÎÕÖÎÏ, ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÌÓÑ × ÎÏÌØ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ
ËÏÌØÃÏ ËÌÅÔËÉ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∏
i

(1− zki )mi − 1 = 0

ÉÌÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Zq−Z = 0 ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÁ ËÌÅÔËÉ. ðÏÑ×ÌÅÎÉÅ
ÔÁËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ËÁË ÕÓÌÏ×ÉÅ \ÎÅÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ" ÄÌÑ ÔÏÞÅË ÓÈÅÍÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ
ÒÅÄÕËÃÉÀ ËÌÅÔÏË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ.

ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÕÖÎÙÅ ÎÁÍ ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ ti ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ (ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ deg(f)). ó
ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ P (H) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× fi. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÅÐÅÎØ ÉÄÅÁÌÁ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.19 (Á, ÚÎÁÞÉÔ, É
ÉÄÅÁÌÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ ÓÈÅÍÅ H ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.26) ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ. ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ
ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ ÎÁÂÏÒÁ {fi} ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÃÅÎÔÒ ×
ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÌÅÔËÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ. óÆÏÒÍÕ-
ÌÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒ×ÕÀ ×ÙÎÕÖÄÁÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ.

ìÅÍÍÁ 5.13 (ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ. I). ðÕÓÔØ g ∈ JC(A). ôÏ-
ÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

h ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ g ÐÕÔÅÍ ÚÁÍÅÎ xi → Qi, ÇÄÅ
Qi { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ËÏÎÃÁÍ ÁÎÆÉÌÁÄ ËÌÅÔÏË
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚ ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÉÑ 5.20 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.4;

ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × Â Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ, ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

1) × ÑÄÒÁÈ Qi ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓÍÅÛÁÎÎÏÍÕ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ É
ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÔÉÐ;

2) ×ÎÅ ÑÄÅÒ Qi ÔÁËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÎÅÔ;

3) ÔÉÐ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÓÍÅÛÁÎÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÉÐÕ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ Qi;

4) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ (ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÓÔÉ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÔÉ-
ÐÏ×) Õ ÜÔÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÄÌÑ ËÏÎÃÏ× Qi ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ
(ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.8);

5) ÓÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2);

6) ÄÁÎÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ h ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÎÅÔÅÒÏ-
×ÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ g × ÁÌÇÅÂÒÅ Acl ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× h ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó×ÏÊÓÔ×Ï 6, × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 0.5, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ
Ó×ÏÊÓÔ× (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4.6.2). ó×ÏÊÓÔ×Ï 5 ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏ-
ÌÉÎÏÍÁ ÉÚ JC(A). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. âÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ, ËÁË É ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å
ÌÅÍÍÙ ëÅÍÅÒÁ 3.4. ÷×ÅÄÅÍ ÎÏ×ÕÀ ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ
ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁÄÉËÁÌÁ, É ÚÁÎÕÌÉÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏ-
ÓÔÁ×Á ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ T(g), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÏÂÒÁ-
ÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ × ÁÌÇÅÂÒÅ Ó ÐÕÔÑÍÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. þÔÏ ËÁÓÁ-
ÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÔÏ ÏÎÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ
ÌÅÍÍÙ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÊÞÁÓ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ, É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.15.

úÁÊÍÅÍÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ 1{4.
ïÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÚÁÍÅÎ ai → ai + ∑

j Qij, ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Qij ÏÔ×ÅÞÁÀÔ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ (Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÍÅÛÁÎÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎ-
ÔÁÍ aj), Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ
×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÒÁÚÎÙÅ Qij, ÒÁÚÌÉÞÎÙ. üÔÉ ÚÁÍÅÎÙ ÓÔÒÏÑÔÓÑ × ÚÁ×É-
ÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÕÄÁÞÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ (ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÇÒÁ-
ÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ). ÷ ÓÉÌÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ Qij ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ×ÅÓØ ÒÁÄÉËÁÌ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.17), ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ÚÁÍÅÎÙ ×ÉÄÁ ai → ai+

∑
j Qij Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÀ ÐÏ Qi | ×ÙÂÏÒÏÍ

ÞÌÅÎÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Qij. ïÎÉ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ
ÎÁÂÏÒÕ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÐÏÌÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÔ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÄÏÌØ ÐÕÔÉ
C.

âÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÕ ÐÏÜÔÁÐÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó Qi, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ËÌÅÔËÁÍ ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌØÎÏÇÏ (ÎÅÏÂÒÁÂÏÔÁÎÎÏÇÏ) ÒÁÚÍÅÒÁ, É ÉÄÔÉ ×ÎÉÚ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÕ. óÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÏ×Á-
ÎÉÊ, ÚÁÎÑ×ÛÉÈ ËÏÎÃÙ ËÌÅÔÏË ÕÖÅ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×, ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ×ÅÄÕ-
ÝÅÊ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁÐÅ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒ. ÷ ËÁÖÄÏÅ Qi, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÅÅ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÜÔÁÐÕ, ÄÏÌÖÎÁ ÐÏÐÁÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ, ÏÔ×Å-
ÞÁÀÝÁÑ ËÌÅÔËÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÉÅ Qi × ÆÁËÔÏÒÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ËÌÅÔËÁÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ ×
ÎÕÌØ. äÁÌÅÅ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÄÏÂÉ×ÁÅÍÓÑ ÎÕÖÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÐÏÈÏ-
ÖÅÓÔÉ. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ Õ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × Qi, ÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ
ÅÝÅ ÏÄÎÁ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ. ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÁÌØÛÅ, ÐÏËÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ
\ÓÁÍÙÈ ÂÏÌØÛÉÈ" Qi ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÉÓÞÅÒÐÁÎÙ.

éÔÁË, ÐÅÒ×ÙÊ ÜÔÁÐ: ïÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÚÁÍÅÎ ai → ai + ∑
j Qij, ÇÄÅ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÙ Qij ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÌÅÔ-
ËÁÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÒÁÚÎÙÅ Qij
ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. äÁÌÅÅ, × ÓÉÌÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ
Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÞÌÅÎÙ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÍÁË-
ÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Qij (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÓÔÒÅÞÁÅÍÙÈ ÐÁÒ ÉÎÄÅËÓÏ× (ij), ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g1 ∈ T(g). ðÕÓÔØ s1 { ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÎÃÏ× É ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÄÌÑ ËÌÅÔÏË
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ×ÄÏÌØ ÐÕÔÉ C.

ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × Qij ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÄÕÝÉÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏ-
×ÅÓÔÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ×ÉÄÁ ai → ai + ∑

j Qij Ó ÎÅ×ÅÄÕÝÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (Qij Ó×ÑÚÁÎÏ Ó
ËÌÅÔËÁÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ) É ×ÙÂÒÁÔØ ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ Qij, ÔÏ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ. (÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 5.7 ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ Qi × Ë×Á-
ÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÀ.)

ðÏÜÔÏÍÕ, × ÓÉÌÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ×ÙÂÏÒÁ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ Â, ÎÅ×ÅÄÕÝÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
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ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ (ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ).
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ g ∈ JC(A), ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ

ÄÏÌÖÎÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ s1. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ s1
(Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ) ÓÏ×ÏËÕÐÎÙÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ Qij.

ðÅÒ×ÙÊ ÜÔÁÐ ÐÒÏÊÄÅÎ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g1 ∈ T(g) ÐÏÓÔÒÏÅÎ.
ïÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ r-Ê ÛÁÇ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ. ðÕÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ gr−1 ∈ T(g),

Á ÔÁËÖÅ ×ÅÄÕÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Qr
ij ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÎÃÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ

×ÙÛÅ ni ÕÖÅ ÚÁÎÑÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ×ÉÄÁ ai → ai + ∑
j Qr

ij, ÇÄÅ Qr
ij

Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ËÏÎÃÁÍÉ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ ni. ðÕÓÔØ si ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÎÃÏ× ËÌÅÔÏË
ÒÁÚÍÅÒÁ ni ×ÄÏÌØ ÐÕÔÉ C.

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎÃÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÁÎÆÉÌÁÄ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ËÒÕÐÎÙÈ ËÌÅÔÏË
ÕÖÅ ÚÁÎÑÔÙ, × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 5.9, ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ
ÄÁÎÎÏÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ Qr

ij ÌÅÖÉÔ ÌÉÂÏ ÃÅÌÉËÏÍ ×ÎÕÔÒÉ ÔÁËÉÈ ÁÎÆÉÌÁÄ, ÌÉÂÏ ÃÅÌÉËÏÍ
×ÎÅ.

ðÒÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÞÌÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÔÉÐÏ×:

1) äÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Qr
ij ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉ-

ÚÁÃÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ, Â�ÏÌØÛÅÇÏ ni ÌÉÂÏ Ó
ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÄÌÑ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ n1.
÷ ÓÉÌÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× Qr

ij (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.19) ÓÕÍÍÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ
ÞÌÅÎÏ× ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ.

2) þÌÅÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Qr
ij, ÉÍÅÀÔ ÓÐÅÃÉÁ-

ÌÉÚÁÃÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ, Â�ÏÌØÛÅÇÏ ni.
ôÁËÉÅ ÞÌÅÎÙ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× Ó ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.20 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÎÅÇÏ 5.4.

3) þÌÅÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Qr
ij, ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÓÐÅ-

ÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ, Â�ÏÌØÛÅÇÏ nr, ÎÏ
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Qr

ij ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × Qr
ij, ÉÍÅÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ,

Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÄÌÑ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ nr.
ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ ÎÅ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔ ÓÕÍÍÙ ÞÌÅÎÏ× ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ, ÉÂÏ ×ÓÅ
ÏÎÉ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ×ÅÌÉÞÉÎÕ.

äÁÌÅÅ, ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÅÊ, ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ÓÕÍÍÕ Ó
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÔÉÐÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Qr

ij (ÍÁËÓÉÍÁÌØ-
ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÁÒ ÉÎÄÅËÓÏ×). (ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, ×ÈÏÄÑÝÉÍ × Qr

ij.) òÁÓÓÕÖÄÁÑ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÜÔÁÐÁ, ÕÓÔÁ-
ÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅ×ÅÄÕÝÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ai ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ai → ai+

∑
j Qr

ij ×ÍÅÓÔÅ
ÓÏ ×ÚÑÔÉÅÍ ÓÕÍÍÙ ÞÌÅÎÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ Qr

ij, ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ É,
ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ gr ∈ T(gr−1) ÉÍÅÅÔ sr ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ Qr

ij (Ó
ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ), É × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÚ ÑÄÒÁ ÉÍÅÅÔ ÓÐÅÃÉ-
ÁÌÉÚÁÃÉÀ, Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÍÅÒÁ
nr.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÕÔÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ×ÅÄÕÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ g�, ÇÄÅ � | ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ËÌÅÔÏË.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï 4 ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÙ
ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë g� ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÒÁÓÔÁÌ-
ËÉ×ÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ P |Dij→DijZm� − P |Drs→DrsZm� É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ
ÐÏÌÉÎÏÍ h. þÌÅÎÙ Ó ÎÕÖÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÔÉÐÁÍÉ ÕÍÎÏÖÁÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ É
ÔÕ ÖÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ | ÕÎÉÞÔÏÖÁÔÓÑ.
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õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ Acl É Ï ÓÐÅËÔÒÅ ÄÏ-
ËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ. (âÅÒÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ Ë×ÁÚÉ-
ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑÍ. ðÏ ÅÇÏ ÍÏÄÕÌÀ ÞÌÅÎÏ× Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑÍÉ
ÎÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ. ÷ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË
É × ÌÅÍÍÅ 5.9. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ × ÆÁËÔÏÒÅ É × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÐÏ ËÏÔÏ-
ÒÏÍÕ ÆÁËÔÏÒÉÚÕÀÔ.) 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÁÌ-
ÇÅÂÒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁ×Ù ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÕÔÅÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÕÎÉ-
×ÅÒÓÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ (ÏÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÁÌÇÅÂÒÙ).

ìÅÍÍÁ 5.13 ÎÕÖÎÁ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Á ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÎÕÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅÓÑ Ë ÂÏÌÅÅ ÏÂ-
ÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ëÏÇÄÁ g 6∈ JC , ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÐÏÑ×ÌÅ-
ÎÉÅ ÐÒÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÞÌÅÎÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÍÅÛÁÎ-
ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÉÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ, ÉÈ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ) ×ÎÕÔÒØ ÑÄÅÒ Qi. ÷Ï-
×ÔÏÒÙÈ, ÍÏÖÅÔ × ÒÁÚÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ×ÏÊÔÉ ÒÁÚÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ,
É ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ. é ×-ÔÒÅÔØÉÈ | ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ
ÎÅ ×ÓÅ ÔÉÐÙ ËÌÅÔÏË.

âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Â ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÎÙÊ ÓÏÓÔÁ×, ÅÓÌÉ ÅÇÏ
ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÔ-
ÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ, É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÌÎÙÊ ÓÏÓÔÁ×, ÅÓÌÉ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ËÁÖÄÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÌÅÔËÅ. óÏ×ÓÅÍ ÐÏÌÎÙÊ (ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÊ) ÓÏÓÔÁ× ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ
ËÌÅÔËÁÍÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÞÔÏ T -ÉÄÅÁÌ ÉÍÅÅÔ (ÓÏ×ÓÅÍ) ÐÏÌÎÙÊ (ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÊ) ÓÏÓÔÁ×, ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×Ù ×ÓÅ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÉÐÁ D, ÆÏÒÍÉÒÕÀÝÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÙ Qi, ÐÏÎÑÔÉÅ
ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÇÏ n(D). üÔÏ | ÒÁÚÍÅÒ ËÌÅÔËÉ × ÇÒÁÎÉÞ-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÁÎÎÏÍÕ ÐÏÌÉÎÏÍÕ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÄÏÌÖÎÁ ÐÏÐÁÓÔØ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ (Ô.Å. × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Qi × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÁÌ-
ÇÅÂÒÅ ÄÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÜÔÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ). äÌÑ
ÁÌÇÅÂÒ ×ÈÏÄÁ ÉÌÉ ×ÙÈÏÄÁ ÜÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÌÅÔËÉ, Á ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ
ÜÔÏ ÒÁÚÍÅÒ \ÌÅ×ÏÊ" ÉÌÉ \ÐÒÁ×ÏÊ" ËÌÅÔËÉ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÇÄÅ ÓÔÏÉÔ ÜÔÁ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ.

ðÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, ×ÏÏÂÝÅ
ÇÏ×ÏÒÑ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ×ÙÄÅÌÑÔØ ÞÌÅÎÙ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÎÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ×Ù-
ÄÅÌÑÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÏÓÔÁ×. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÅÒÅÈÏÄÁ × ÒÁÚÎÙÈ ÞÌÅÎÁÈ
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó×ÑÚÁÎÏ ÐÏ æÒÏÂÅÎÉÕÓÕ. ÷ ÜÔÏÍ ÐÒÉÞÉÎÁ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ
T -ÉÄÅÁÌÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ \×ÔÏÒÁÑ ×ÙÎÕÖÄÁÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ":

ìÅÍÍÁ 5.14 (ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ. II). ðÕÓÔØ f 6≡ 0 × A É
ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, q = pk > c(Â). ôÏÇÄÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ T(f); g|A 6= 0, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
g = �(−→x ;Q1; : : : ; Qs), ÇÄÅ � ∈ T(f), ÐÒÉÞ£Í ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
× Â Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

1) × ÑÄÒÁÈ Qi ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓÍÅÛÁÎÎÏÍÕ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ.
ïÎ ÉÍÅÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÔÉÐ.

2) ÷ÎÅ ÑÄÅÒ Qi ÔÁËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÎÅÔ.
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3) ôÉÐ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÓÍÅÛÁÎÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÉÐÕ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ Qi É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

4) óÔÒÕËÔÕÒÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ (ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÓÔÉ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÔÉÐÏ×) Õ ÜÔÉÈ
ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÄÌÑ Dij { ËÏÎÃÏ× Qi ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ (ÓÍ.
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.8).

5) óÏÓÔÁ×ÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ (ÓÍ. ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÅ 4.2).

6) òÅÚÕÌØÔÁÔ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ D∗ → D∗ ÉÌÉ D∗ →  D∗ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ
 ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n(D∗).

7) äÁÎÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ h ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ Sq-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ. Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÎÅÔÅ-
ÒÏ×ÙÍ S-ÍÏÄÕÌÅÍ.
(ëÏÌØÃÏ S ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÉÖÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.3.2.)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ÑÄÅÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Qij ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÎÉÇÄÅ ÂÏÌØÛÅ
É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ g × ÁÌÇÅÂÒÅ Acl ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏ-
ÌÉÎÏÍÏ× h ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó×ÏÊÓÔ×Ï 4 ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÙ ÏÓÔÁÌØ-
ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, É ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 5.13.

ó×ÏÊÓÔ×Ï 7 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÎÕÔÒØ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ëÁÐÅÌÌÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × ÑÄÒÁÈ Qi, ÍÙ ÐÒÉÏÂÒÅÔÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ
ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÆÏÒÍÙ (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÁÐÉÓÉ), ÐÒÉÞÅÍ × ÓÉÌÕ
Ó×ÏÊÓÔ×Á 6 ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÆÏÒÍ ÂÕÄÕÔ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ (É ÄÏÐÕÓËÁÔØ ÐÅ-
ÒÅÂÒÏÓËÕ ÎÁ ÄÒÕÇÉÅ ëÁÐÅÌÌÉ, ÓÍ. ÌÅÍÍÙ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.7, 2.3, 2.4).

òÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÞÁÓÔÉ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ. úÁÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, × ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á 6 ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅËÉÄÙ×ÁÔØ Ó ÏÄÎÏÇÏ
\×ÎÕÔÒÉÑÄÅÒÎÏÇÏ" \ëÁÐÅÌÌÉ{ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ" ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ ÂÕÄÕÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ËÏÍÍÕÔÉÒÏ×ÁÔØ, ÉÂÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÉ-
ÄÁÔØ ÐÏ ÒÁÚÎÙÍ Cn2

i
. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÆÏÒÍÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ

Ó ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ.
÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, q > c(A) É, × ÓÉÌÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, q-Ñ ÓÔÅÐÅÎØ ÆÏÒÍÙ ÎÅ

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÒÁÚÄÅÌ 3.4.1).
é ×-ÔÒÅÔØÉÈ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÎÕÔÒÉ Qi ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ c(A) ëÁÐÅÌÌÉ{ÍÎÏÖÉÔÅ-

ÌÅÊ Ck, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÓÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ
ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ × Â ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ÆÏÒÍÕ, ÍÏÖÎÏ
ÐÅÒÅËÉÎÕÔØ ÔÕÄÁ, ÇÄÅ ÎÅÔ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ Õ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ Cn2

i
. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ q-Ñ ÓÔÅÐÅÎØ ÆÏÒÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ

ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ.
÷ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÆÏÒÍÁ 	 ÏÔ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ ëÁÐÅÌÌÉ, ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÍÅÀÔ ÞÉÓÔÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉ-
ÚÁÃÉÉ, ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÉÚ ËÏÌØÃÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ, | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ 	i.

éÔÁË, ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ q-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÆÏÒÍÙ ÂÕÄÅÔ ËÁË É
Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ \×ÎÅÛÎÅÊ", Á ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÕÎÉÞÔÏÖÉÔÓÑ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, q-Å ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÎÅÛÎÉÈ ÆÏÒÍ ÓÏ×ÐÁÄÕÔ Ó q-ÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ, ÄÅÊ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.

÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ q-Å ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ËÏÌØÃÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× Sq (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ
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ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ × Qi, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ËÌÅÔËÁÍÉ
ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ËÏÎÃÏ× Qi, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÒÁÚÍÅÒÏÍ, É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 0.5. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÍÍÕÔÁ-
ÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÁ T(g), ÚÁ×ÉÓÅÌÏ ÂÙ ÏÔ g, ÞÔÏ ÎÅÕÄÏÂÎÏ. (ó ÐÅÒÅÈÏ-
ÄÏÍ Ë ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÔÉÐÏ×, ÍÙ
×ÓÔÒÅÞÁÅÍÓÑ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ.)

ó×ÏÊÓÔ×Ï 6 ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÐÕÓÔØ ÏÎÏ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ g′, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ, É ÓÄÅÌÁÅÍ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ×ÙÛÅ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ D∗ → D∗�. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g1|A 6= 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ g1
×ÎÕÔÒÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ �, ÂÕÄÅÔ ×ÙÎÕÖÄÅÎÁ (ÎÅÓÍÅÛÁÎÎÁÑ) ÒÁÄÉËÁÌØ-
ÎÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ. ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË Ë ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚ g1
É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÓÔÒÏÉÍ g2. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉ-
ËÁÌÁ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ. (á ÍÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ É ÔÁË: ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ
D∗ → D∗P , ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ×ÙÂÒÁÎ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ, Á ÐÒÉ
ÜÔÏÍ P ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÄÅÁÌÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÍÁÔÒÉÃ
ÐÏÒÑÄËÁ n(D∗).)

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ðÏÈÏÖÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.6.2 ÐÒÉ ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØ-
ÂÅÒÔÁ.

2. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ É ÔÁË. äÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ Qi ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÆÏÒÍÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ-
ÎÙÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÎÙÅ ëÁÐÅÌÌÉ{ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Cn2

i
, ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÕÔ. ôÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ

ÆÏÒÍ ÏÂÑÚÁÎÁ ÉÍÅÔØ × ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÜÔÉ Cn2
i
, Á ÔÁËÖÅ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒ ÆÏÒÍÙ, ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ. ðÒÉÞÅÍ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÎÁ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.
òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÁÒÕ ëÁÐÅÌÌÉ{ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ É ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÐÒÏÃÅÓÓ. ïÎ
ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ c(Â) ÛÁÇÏ×. ðÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÍÙ ÐÒÉÄÅÍ
Ë ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ.

ó×ÏÊÓÔ×Ï 4 ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÙ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á
(ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 5.13). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÔÉÐÁ ADij,
ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ti, tj.

÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 5.13), Ó×ÏÊÓÔ×Ï 5 ÕÖÅ
Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÎÏ ÍÏ-
ÖÅÔ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ. âÕÄÅÍ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÒÏÓÔÁÎÏ×ËÉ Qi ËÁË É ÒÁÎØÛÅ,
ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ËÌÅÔËÁÍÉ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÍÅÎØÛÉÍ ÒÁÚÍÅÒÁÍ. òÁÂÏÔÁ ×Å-
ÄÅÔÓÑ ÐÏ ÜÔÁÐÁÍ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁÐÅ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒ É ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÄÏ-
ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÅÄÕÝÉÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÐÏËÒÙ×ÁÀÝÉÅ ËÏÎÃÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË
ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ëÏÇÄÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÜÔÁÐ, ÔÏ ËÏÎÃÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÈ ÁÎÆÉÌÁÄ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÕÖÅ ÚÁÎÑÔÙ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 5.9 ×ÏÚÍÏÖÎÙ
×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÉÌÉ ÃÅÌÉËÏÍ ×ÎÕÔÒØ ÁÎÆÉÌÁÄ Â�ÏÌØÛÅÇÏ
ÒÁÚÍÅÒÁ, ÉÌÉ ÃÅÌÉËÏÍ ÎÁÒÕÖÕ. ÷ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ ÐÕÔÅÍ
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.20. ÷ÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÔÏ-
ÒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÓÏÚÄÁÀÔ ÎÏ×ÙÅ Qi, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ × ÌÅÍÍÅ, É ÍÙ ÉÈ
ËÏÐÉÍ. ðÒÏÃÅÓÓ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÐÏËÁ ÎÅ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ
×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ×ÎÕÔÒØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ Qi, ÌÉÂÏ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. íÙ
ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ, ÏÚÎÁÞÁÀÝÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏÊÔÉ ËÁÖÄÙÊ
ÜÔÁÐ É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÏ×ÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÅÄÕÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ
ÎÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ. (÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÙ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÐÕÓÔÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ËÌÅÔËÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÞÅÍ nmax.)
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ìÅÍÍÁ 5.15 (éÎÄÕËÃÉÏÎÎÁÑ). ðÕÓÔØ n1 > : : : > nm { ÒÁÚÍÅÒÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ËÌÅÔÏË × ÁÌÇÅÂÒÅ A. é ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ � × A ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ × ÎÕÌØ, ÉÍÅÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:

� = F (Hn1
1 ; : : : ; Hn1

p1 ; : : : ; H
nk
1 ; : : : ; Hnk

pk ;−→x );

ÇÄÅ Hj
i = D′j

iQj
iD′′j

i ; ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Qj
i ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ËÏÎÃÁÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÁÎ-

ÆÉÌÁÄ ÉÚ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ nj; D′j
i , D′′j

i { ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ.
é ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × Â Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ

ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

1) ÷ ÑÄÒÁÈ Qj
i ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓÍÅÛÁÎÎÏÍÕ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ,

ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÔÉÐ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ËÌÅÔËÅ ÒÁÚÍÅÒÁ nj ≥ nk. 1

2) ÷ÎÅ ÑÄÅÒ Qj
i ÔÁËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÎÅÔ.

3) ôÉÐ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÓÍÅÛÁÎÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÉÐÕ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ Qj

i .

4) óÔÒÕËÔÕÒÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ (ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ) Õ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁ-
ÃÉÊ ËÏÎÃÏ× Qi, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÍÅÒÁ ≥ nk, ×Ï ×ÓÅÈ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.8).

5) óÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ËÌÅÔËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏÇÏ nk, ÏÔÓÕÔ-
ÓÔ×ÕÀÔ.

6) ÷ÓÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÎÕÔÒÉ \ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ" ÐÏÌÉÎÏÍÁ Zd
ij, ÏÔÎÏÓÑÝÅÇÏÓÑ Ë

Qj
i , Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÁÎÆÉÌÁÄÅ,

ÐÒÉÞÅÍ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ Z ÉÚ Zd
ij, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÌØËÏ

ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ.

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �′ ∈ T(�), ÐÒÉÞÅÍ �′ 6≡ 0 × ÁÌÇÅÂÒÅ A, ËÏÔÏÒÙÊ
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

�′ = F ′(Hn1
1 ; : : : ; Hn1

p1 ; : : : ; H
nk+1
1 ; : : : ; Hnk+1

pk+1 ;−→x )
É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (ÎÏ ÕÖÅ É ÄÌÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÒÉ ËÌÅÔËÁÈ
ÒÁÚÍÅÒÁ nk+1). ïÎ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ � ÐÕÔÅÍ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ D É ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÍ ÉÚ −→x , ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ×ÉÄÁ D → D(1)D(2), t� = D′Qk+1D′′, t� =
D′

1Qk+1
1 D′′

1D′
1 · · ·Q′k+1

s D′′
s É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× (Ô.Å. ÐÏÄ-

ÓÔÁÎÏ×ÏË ÔÉÐÁ D → DZ, ÇÄÅ Z { ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ,
É ×ÚÑÔÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÔÁËÉÈ
ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ, ÎÉÇÄÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ. åÓÌÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÅ ËÌÅÔËÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ nk+1, ÕÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ, ÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ É ÍÏÖÎÏ
ÐÏÌÏÖÉÔØ �′ = �. ó×ÏÊÓÔ×Ï 6 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 5.9.
ïÎÏ ÖÅ, ÂÕÄÕÞÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ �, ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ \×ÙÒÅÚÁÎÉÑ"
| Ô.Å. ÕÎÉÞÔÏÖÁÔØ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ Qi ×ÎÕÔÒØ ÕÖÅ \ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÎÙÈ"
ÁÎÆÉÌÁÄ ÒÁÚÍÅÒÁ nj ≥ nk (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.20 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.4).

1åÓÌÉ ËÏÎÅÃ Qji Ó×ÑÚÁÎ Ó ËÌÅÔËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÇÏ nk, ÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ-
ÎÙÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÍÅÎØÛÉÍÉ ÔÉÐÁÍÉ. ïÔ ÎÉÈ ÉÚÂÁ×ÌÑÅÍÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÌÅÍÍÙ 5.8.
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óÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÅÓÔØ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ, ×ÓÔÁ-
×ÌÑÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ Â. îÁÚÏ×ÅÍ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÞÁÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÄÁÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ
ÏÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÐÏÌÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ. ðÏÌÎÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ | ÜÔÏ ÅÓÌÉ
ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ ×ÓÅÈ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÏÌÎÁ.

âÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÕ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÅÍÍ 5.7 É 5.8, ËÁË É
ÒÁÎØÛÅ.

ïÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÚÁÍÅÎ ai → ai + ∑
j Qij, ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Qij ÏÔ×ÅÞÁÀÔ

ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ
ÒÁÚÍÅÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÒÁÚÎÙÅ Qij, ÒÁÚÌÉÞÎÙ. üÔÉ ÚÁ-
ÍÅÎÙ ÓÔÒÏÑÔÓÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÕÄÁÞÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ (ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
× ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ). ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ \ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÕ-
ÖÄÅÎÉÅÍ ". ÷ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÔÉÐÁ Qi, ÏÔ×ÅÞÁÀ-
ÝÅÇÏ Ó×ÏÅÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ×ÅÓØ ÒÁÄÉËÁÌ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.17), ÎÅÎÕ-
ÌÅ×ÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ×ÉÄÁ ai → ai +

∑
j Qij Ó

×ÙÂÏÒÏÍ ÞÌÅÎÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ Qij.
ëÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 5.13, Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ÍÙ ÂÕ-

ÄÅÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÔÉÐÏ×
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Qr

ij (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÁÒ ÉÎÄÅËÓÏ×), ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉ-
ÎÁÃÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÅÔ ÕÄÏÂÎÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ. (÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 5.13 ÞÌÅÎÙ
Ó Â�ÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÔÉÐÏ× ÄÁ×ÁÌÉ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ
ÄÁÀÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÛÁÇÅ, ÎÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅÕÄÏÂÎÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ,
ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÏÌØ ÐÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ×ÓÅÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ.) ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁ-
ÃÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÄÌÑ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ nr, ×ÎÅ Qr

ij ÏËÁ-
ÖÕÔÓÑ ÎÅÕÄÏÂÎÙÍÉ É ÐÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÄÁÄÕÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ.

îÅÕÄÁÞÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ (ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÞÌÅÎÏ×), Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁÍÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍÉ ËÌÅÔËÁÍ ÕÖÅ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×, ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ
ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÛÁÇÁÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÂÁ×ÏÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÎÅÕÄÁÞÎÙÍ ÓÐÅÃÉ-
ÁÌÉÚÁÃÉÑÍ, ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎÃÙ ÁÎÆÉÌÁÄ ÉÚ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ ≥ nk ÕÖÅ ÚÁÎÑÔÙ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅ-
ÎÉÅ 5.9), ÔÏ ×ÓÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÏ×ÙÈ Qr

ij ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ÃÅÌÉËÏÍ ×ÎÕÔÒØ
ÁÎÆÉÌÁÄ ÉÚ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ ≥ nk, ÌÉÂÏ ÃÅÌÉËÏÍ ×ÎÅ ÉÈ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÓÐÅ-
ÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÞÌÅÎÙ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÉÐÏ×:

1) äÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Qr
ij ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉ-

ÚÁÃÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ, Â�ÏÌØÛÅÇÏ ni ÌÉÂÏ Ó
ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÄÌÑ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ n1.
÷ ÓÉÌÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× Qr

ij (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.19) ÓÕÍÍÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ
ÞÌÅÎÏ× ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ.

2) þÌÅÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Qr
ij, ÉÍÅÀÔ ÓÐÅÃÉÁ-

ÌÉÚÁÃÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ, Â�ÏÌØÛÅÇÏ ni.
ôÁËÉÅ ÞÌÅÎÙ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× Ó ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.20 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÎÅÇÏ 5.4.

3) þÌÅÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Qr
ij, ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÓÐÅ-

ÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ, Â�ÏÌØÛÅÇÏ nr ÎÏ
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Qr

ij ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × Qr
ij, ÉÍÅÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ,

Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÄÌÑ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ nr.
ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ ÎÅ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔ ÓÕÍÍÙ ÞÌÅÎÏ× ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ, ÉÂÏ ×ÓÅ
ÏÎÉ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ×ÅÌÉÞÉÎÕ.
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÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.13) ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÞÌÅÎÙ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ \ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÏÊ" ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÓÍ.
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2). üÔÏ

4) þÌÅÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏ× Qr

ij Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ. üÔÁ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÀ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ËÌÅÔ-
ËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ nk+1.
åÓÌÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÄÏ ÓÐÅ-
ÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÓÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÏÌÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ, ÔÏ Ó×ÏÄÉÍ ÜÔÏÔ
ÓÌÕÞÁÊ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ.
á ÉÍÅÎÎÏ. ëÁÖÄÏÍÕ ÞÌÅÎÕ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÍÕ ÓÏ ÓÍÅÛÁÎÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÏÊ t ÐÏÒÑÄËÁ s, ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ti ÐÏ-
ÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ t1 · · · ts → t. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÁ t� =
D′

1Qk+1
1 D′′

1D′
1 · · ·Q′k+1

s D′′
s ÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ s. üÔÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ

ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó
ËÌÅÔËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ nk+1, ×ÎÕÔÒØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ DQD, ÒÁÎÅÅ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ÎÁ
ÔÏÍ ÖÅ ÜÔÁÐÅ.

5) óÌÕÞÁÊ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÎÕÔÒØ ÑÄÒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Qj
i ,

ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÛÁÇÁÈ, ÉÌÉ ×ÎÕÔÒØ Di.
ðÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ Ó×ÏÄÉÔÓÑ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 5.7 É 5.8 ÞÌÅÎÁÍ, ÉÍÅ-
ÀÝÉÍ ÓÏÓÔÁ×ÎÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ×ÎÕÔÒØ ÑÄÒÁ Qj

i , ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÞÌÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ
ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ×ÎÕÔÒØ ÑÄÒÁ Qj

i É ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ
ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ×ÎÕÔÒÉ Di. é ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÞÌÅÎÙ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ, ÏÔ×Å-
ÞÁÀÝÉÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ × ÑÄÒÁÈ Qj

i , ÔÏ ÞÌÅÎÙ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ
ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ Di ÔÁËÖÅ ÄÁÀÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ. é ÏÂÒÁÔÎÏ. åÓÌÉ ÞÌÅÎÏ× Ó
ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ Di ÎÅÔ, ÔÏ É ÎÅÔ ÞÌÅÎÏ× Ó ÌÉÛÎÉÍÉ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ × ÑÄÒÁ Qi. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÕÄÁÞÎÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ Ó ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ × ÑÄÒÅ
ËÁÖÄÏÇÏ Qi (ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÍÏÍÅÎÔÕ ÅÇÏ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ).
ëÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒØ D, ÔÏ ÄÅÌÁÅÍ
ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÎÕ D → D(1)D(2), ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÉÓÐÏÒÔÉÔØ ÏËÒÕÖÅÎÉÅ Qj

i , Á ÚÁÔÅÍ
| ÚÁÍÅÎÕ ×ÉÄÁ D(1) → D(1)Qr

ij. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ × ÓÉÌÕ ÔÅÈ
ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕÄÁÞÎÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÂÅÚ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ (ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ËÌÅÔËÁÍÉ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ) ÓÐÅ-
ÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ. üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØÓÑ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ-
ÓÔÉ ÄÌÑ ÕÄÁÞÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ, ÒÁÚÂÉÒÁÅÍÙÈ ÚÄÅÓØ, ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÉÓÞÅÒÐÁÎÙ (ÎÅ
ÐÏÚÄÎÅÅ, ÞÅÍ ÚÁ c(A) ÛÁÇÏ×).
÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÍÅÎ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ
ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ÄÌÑ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ nr,
×ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÏÌØËÏ ×ÎÕÔÒÉ ÑÄÅÒ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ Qr

ij, Á ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÞÌÅ-
ÎÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÉÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÕÄÁÞÎÏÊ (É ÕÎÉÞÔÏÖÉÔÓÑ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÛÁÇÁÈ ÐÒÏÃÅÓÓÁ).

òÅÄÕËÃÉÏÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ, Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ É ÌÅÍÍÁ Ï ÚÁÍÅÎÁÈ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÙ ÓÔÒÏÑÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁ-
ÃÉÑÍÉ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÏÚÉÃÉÉ Ó ×ÙÎÕÖÄÅÎÎÏÊ ÓÍÅÛÁÎÎÏÊ ÒÁÄÉ-
ËÁÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ, Á ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÞÌÅÎÏ× ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ
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ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÞÌÅÎÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÍÅÛÁÎÎÁÑ ÓÐÅ-
ÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ × ÄÒÕÇÉÅ ÍÅÓÔÁ, ÂÅÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÏÒÇÁÎÉ-
ÚÁÃÉÉ ÚÁÍÅÎ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÕÄÁÞÎÙÅ ÞÌÅÎÙ), ÔÏ ÎÁ ÎÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ.

2. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á (Ô.Å. ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ),
ÎÏ É ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÉÂÏ ÍÏÖÅÔ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØÓÑ ÒÁÚÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
\×ÙÒÅÚÁÎÉÊ". ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ËÁË × ÌÅÍÍÁÈ Ï ÚÁÍÅÎÁÈ, ÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍ ÓÏÓÔÁ×ÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ h ÐÒÉ×ÅÄÅÔ
Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h′, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÇÏ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÁÌÇÅÂÒÅ
Acl, ÞÔÏ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-
ÎÙÅ ×ÙÒÅÚÁÀÝÉÅ ÚÁÍÅÎÙ.

3. äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ ÒÁÚÄÅÌÕ 3.3.1. òÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ÍÏÖÎÏ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ëÁÐÅÌÌÉ, Á ÄÁÎÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁ-
ÎÉÅ | ËÁË ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÌÅÍÍÅ 3.11.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÕÔÏÞÎÑÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ Ï ÚÁÍÅÎÁÈ ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÇÏ
ÓÏÓÔÁ×Á:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.21. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÌÅÍÍÙ Ï ÚÁÍÅÎÁÈ ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÁ g × ÁÌÇÅÂÒÅ Â, ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌ-
ÎÙÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÏÓÔÁ×. ôÏÇÄÁ ÏÎ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÞÌÅÎÏ× ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ

Á) úÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÁ g × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, Ñ×ÌÑÀ-
ÝÉÊÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á.

Â) T(g) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ ×ÉÄÁ, ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ × ÌÅÍÍÅ Ï ÚÁÍÅÎÁÈ,
ÉÍÅÀÝÉÊ ÐÏÌÎÙÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÏÓÔÁ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÉ, Ñ×ÌÑÀÝÅÍÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ
ÞÌÅÎÏ× ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÅÓÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ-
ÓÔÉ T -ÉÄÅÁÌÏ× × Â É ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, Ð.Â) ÅÓÔØ
ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ð.Á) É ÌÅÍÍÙ Ï ÚÁÍÅÎÁÈ. á ×ÏÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ð.Á),
ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ, ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÉ.
äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÓÐÅ-
ÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÂÕÄÕÔ ÉÓÞÅÒÐÁÎÙ, ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÉÐÙ
ËÌÅÔÏË ÂÕÄÕÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ. ðÒÏÃÅÓÓ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÍÏÖÅÔ ×ÅÔ×ÉÔØÓÑ. îÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÐÏÓÌÅ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÏÔ ×ÓÅÈ ÓÁÍÙÈ ÂÏÌØÛÉÈ ËÌÅÔÏË ÍÏÖÅÔ ÏÓÔÁÔØÓÑ
×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÔÁËÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, É ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÊÄÅÔ ÐÕÔÅÍ,
ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ g, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÁÒÁÎÔÉ-
ÒÕÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ
ÓÏÓÔÁ×Á ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ: ÉÄÅÍ ÐÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍ É ÜÔÏ
ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÖÅÓÔËÏÓÔØ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÄÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ \×ÙÒÅÚÁÎÉÑ" × ÔÅÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ,
ËÏÇÄÁ ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÙ ×ÓÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÉÐÙ ÒÁÚÍÅÒÁ ×ÙÛÅ ÄÁÎÎÏÇÏ, ÎÏ ÅÝÅ ÅÓÔØ
×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ × ÔÁËÉÅ ÔÉÐÙ.

âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ×ÈÏÄÉÔ × ËÌÅÔËÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ Ó ËÒÁÔÎÏ-
ÓÔØÀ k, ÅÓÌÉ k ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ× ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × ËÌÅÔËÉ ÜÔÏÇÏ
ÔÉÐÁ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ËÌÅÔÏË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ Ä×Å
×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 5.16. ðÕÓÔØ ÔÉÐÙ Tj É ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ × ÎÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ {Di}
ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
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• òÁÚÍÅÒÙ ËÌÅÔÏË ÄÌÑ ×ÓÅÈ Tj ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.

• ëÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ Di ×ÈÏÄÉÔ Tj Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ kij; i; j = 1; : : : n É ÎÅ ÉÍÅÅÔ
ÄÒÕÇÉÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ.

• óÉÓÔÅÍÁ ÉÚ n ×ÅËÔÏÒÏ× −→k i = (ki1 : : : ; kin) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÁ.

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á I É J
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; : : : ; n} É Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ Di → DiZni ; i ∈ I; maxni 6=
0 É Di → DiZni ; i ∈ J; maxni 6= 0, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÌÅÎÙ ÐÒÉ
ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÈ Di ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ, Á ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÉÐÁ Z ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙ, ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒÙ {−→k i} ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ôÏÇÄÁ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ
kij ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÉÎÄÅËÓÏ× I É J ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ-
ÎÙÈ ÃÅÌÙÈ nj ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ:

∑

j∈I
kijnj =

∑

j∈J
kijnj:

ôÏÇÄÁ ÐÁÒÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË (Di → DiZni ; i ∈ I; Di → DiZni ; i ∈ J) ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ.
2

äÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ \ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ" ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÉÔÕ-
ÁÃÉÊ. òÁÚÎÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Õ ÜÔÉÈ ÐÁÒ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ

� =
n∏
j=1

Z
P
i∈I kjini

j −
n∏
j=1

Z
P
i∈J kjini

j

(Zi { ÚÎÁÞÅÎÉÅ Z × i-Í ÔÉÐÅ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 1).
é ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÔÉÐÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ, � 6≡ 0.

ìÅÍÍÁ 5.17. ðÕÓÔØ ÔÉÐÙ Tj É ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ D, Á ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ {Di} ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

• òÁÚÍÅÒÙ ËÌÅÔÏË ÄÌÑ ×ÓÅÈ Tj ÏÄÉÎÁËÏ×Ù É ÒÁ×ÎÙ m.

• îÁÂÏÒ {Tj} ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÍÅÒÁ m.

• ëÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ Di ×ÈÏÄÉÔ Tj Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ kij; i; j = 1; : : : n, É ÎÅ
ÉÍÅÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ.

• óÉÓÔÅÍÁ ÉÚ n ×ÅËÔÏÒÏ× −→k i = (ki1; : : : ; kin) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ.

• ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ D ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÍÅÒÁ, Â�ÏÌØÛÅÇÏ m, × ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ
ÔÉÐÙ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ (ÎÏ ÍÏÖÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ × ËÌÅÔËÉ
ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ).

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ, ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÝÉÊ ×ÓÅ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØ-
ÎÙÅ ÞÌÅÎÙ É ÕÍÎÏÖÁÀÝÉÊ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÎÁ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÅÒÅÚ D É {Di}
Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ
ÄÒÕÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ÚÁÍÅÎÁÈ. (ïÂÒÁÝÁÔØ × ÎÏÌØ ÓÕÍÍÙ ÐÒÏÞÉÈ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.)
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þÌÅÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ D × ÔÉÐÙ ÉÚ {Tj} ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÎÉÞÔÏÖÉÔØ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ. ôÏÇÄÁ ÐÕÔÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏ,
ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ.

ðÕÓÔØ Z { ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÌÑ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÁ m. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ Hk(F ) = F |D→D(1+Zk) − F . ïÎ ÕÎÉÞÔÏÖÁÅÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ (ÉÂÏ Z ÏÂÒÁ-
ÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ ËÌÅÔËÁÈ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ). ðÕÓÔØ −→n = (n1; : : : ; ns) { ×ÅËÔÏÒ
ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ D × ÔÉÐÙ {Tj}. þÌÅÎÙ ÖÅ, × ËÏÔÏÒÙÈ D ×ÈÏÄÉÔ × i-Ê ÔÉÐ Ó
ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ {ni}, ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍ

∏
i

(1 + Zk
i )ni − 1:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ k ×ÅËÔÏÒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ −→z = {zi} ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅË-
ÔÏÒÙ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ Di Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÔÁËÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ-
ÔÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÏ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ
×ÅËÔÏÒÏ× ÓÔÅÐÅÎÅÊ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë Hk(F ) ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË: Di → DiZn
i , ÇÄÅ ni { ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ

ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÇÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ H ′(F ). ó ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ

∏
i

(1 + Zk
i )ni − 1;

ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ∏
Z
P
i nikij

j ;

×ÏÚÎÉËÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ (× ÞÌÅÎÁÈ Ó ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ×Å-
ÌÉÞÉÎ ÔÉÐÁ DZ, DiZ É ÓÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ D É Di, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ
×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ) ÐÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë F ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË: Di → DiZm

i , ÇÄÅ mi {
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÍÏÇÏ.

òÁÚÎÏÓÔØ H ′(F ) É ÓÕÍÍÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÄÁÓÔ ÔÏ,
ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.21 ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÌÅÍÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÈ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-
ÎÉÊ, ÞÔÏ É ÌÅÍÍÁ Ï ÚÁÍÅÎÁÈ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, | ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ
ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ Di É ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ.
(åÓÌÉ ÔÁËÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ D ÉÌÉ
Di, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÏÍÕ ÖÅ ÔÉÐÕ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÉ.) äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÍÅ-
ÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ D É D� ÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ D1 · · ·Dc(A) É
D�;1 · · ·D�;c(A). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍ ÎÁÂÏÒÙ D ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÄÅËÓÅ (ÎÕÍÅÒÕ-
ÀÝÅÍ ÐÏÚÉÃÉÀ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÄÌÑ D ÉÌÉ D�) ÏÔÄÅÌØÎÏ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ. äÅÌÁÅÍ
×ÉÄ, ÞÔÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ × ÜÔÉ D ÎÅÔ. äÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÏÌØËÏ
ÞÌÅÎÙ, ÇÄÅ D ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, Á ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÞÌÅÎÏ× Ó
ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ D ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÅ × ÎÏÌØ.
(ëÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÓÕÍÍÙ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÔÒÁÎÓ-
ÃÅÎÄÅÎÔÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ D ×
ÔÉÐÙ. á ÞÌÅÎÙ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ Di ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ × Â ÐÏ ÐÒÉÞÉÎÅ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ. ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ó ËÏ-
ÔÏÒÙÍÉ ÒÁÂÏÔÁÌÉ, ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓËÏÍÐÅÎÓÉÒÏ×ÁÔØ ÎÕÖÎÙÅ ÞÌÅÎÙ (ÄÌÑ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ
×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÎÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ). ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.21 ÄÏËÁÚÁÎÏ. 2
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.6. ðÕÓÔØ f ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P (f)
T -ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ T(f), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÉÑ 5.21. åÓÌÉ f ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ × ÁÌÇÅÂÒÅ Â ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ
ÓÏÓÔÁ×Á, ÔÏ P (f) = 0. P (I) ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ∑

f∈I P (f). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, '(f)
ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ T(f), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ Ï ÒÁÓ-
ÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ 5.14, É '(I) = ∑

f∈I P (f). äÌÑ T -ÉÄÅÁÌÁ � ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÔÓÑ T -ÉÄÅÁÌ P (�).

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ìÅÍÍÙ 5.17 É 5.16 ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ \×ÙÒÅÚÁÎÉÑ" × ÂÏÌÅÅ
ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ É ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÃÅÓÓÁ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ
ÜÔÏÍ ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ ÞÌÅÎÙ Ó ÍÅÎØÛÉÍ, ÞÅÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÉÓÌÏÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ti É ÎÅ
×ÓÅ ËÏÎÃÙ ÁÎÆÉÌÁÄ ÂÕÄÕÔ ÚÁÎÑÔÙ. (ëÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ËÏÎÔÒÏÌÑ ÎÁÄ
ÎÁÌÉÞÉÅÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ, ÎÏ ÎÅ ÎÁÄ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÁÍÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ T -ÉÄÅÁÌ
ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ R (ÉÌÉ S)-ÚÁÍËÎÕÔÙÍ. äÌÑ ÔÁËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ Ó
×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÑÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÎÏ×ÙÈ tj ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÙ ÓÔÁÒÙÈ ÁÎÆÉÌÁÄ É ÉÈ ÉÓÞÅÒÐÙ×Á-
ÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ R (S)-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ �0 ⊂ � | ÜÔÏ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÔÏ,
ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×: ÎÁÄÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÒÁÚ ÂÒÁÔØ ÆÁËÔÏÒÙ ÐÏ ÉÄÅÁÌÁÍ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÍ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, É
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ × ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÈ (ËÏÇÄÁ ÏÎÉ
ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÕÔØ ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ
ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ Õ ÔÁËÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ
ÓÍÙÓÌÅ ÎÅ ÒÁÓÔÅÔ (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.10 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 5.7.1).

2. ìÅÍÍÕ Ï ÚÁÍÅÎÁÈ ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ, ×ÙÎÕÄÉ× ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏÚÉÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÎÏ É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (ÂÅÒÑ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ×ÉÄÁ xpk , ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ \×ÎÕÔÒÉÁÎÆÉÌÁÄÎÙÅ"
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ) É ×ÙÎÕÖÄÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÅÐÏÈÏÖÅÓÔÉ Ó ËÏÎÃÁÍÉ ÒÁÎÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÁÌÅÅ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÎÕÄÉÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÒÁÄÉ-
ËÁÌØÎÙÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ × ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ
× ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÅÐÏÈÏÖÅÓÔÉ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÓÍÅÛÁÎ-
ÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ×ÙÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÔÉÐ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÔÉÐÁÍÉ ÄÒÕÇÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,
ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÉÐÁ (�0; �0). åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ Á×ÔÏÒÕ ÓÐÏÓÏÂ ×ÙÎÕÖÄÁÔØ
ÎÅÓÍÅÛÁÎÎÙÊ ÒÁÄÉËÁÌ | ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ \ÐÏ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍÕ ÐÒÉÎÃÉÐÕ", ×ÙÎÕÄÉ× ×ÓÅ
ÏÓÔÁÌØÎÏÅ. îÏ ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÉÄÅÁÌÅ JC(A). ðÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÄÒÕÇÏÇÏ
ÓÐÏÓÏÂÁ ÎÅÔ.

3. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.21 ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÏÌÎÙÊ ÓÏ-
ÓÔÁ× (ÎÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÏÌÎÙÊ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ �). åÓÌÉ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÅÎ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÌÅÍÍÙ Ï ÚÁÍÅÎÁÈ (×ÏÚÉÔØÓÑ Ó ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÅÊ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÎÅ ÎÕÖÎÏ).

4. áÎÁÌÏÇ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.21 ÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ T -ÉÄÅÁÌ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔÁÍ (ÈÏÔÑ ÓÁÍÁ ÁÌÇÅÂÒÁ Â É ÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÐÏ ÎÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ). ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ
Ó ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÖÄÅÓÔ× \ÌÏ×ÉÔÓÑ" ÔÏÌØËÏ ÆÁËÔ ÎÁÌÉÞÉÑ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.

5.4.2. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ
ôÅÈÎÉËÁ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ ÐÒÏÈÏÄÉÔ, ËÏÇÄÁ Õ ËÁÖÄÏÊ ÁÎÆÉÌÁÄÙ ÅÓÔØ

ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÎÅÃ (ÞÔÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÌÉÞÉÅÍ ËÏÎÃÁ Õ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÁÎÆÉ-
ÌÁÄÙ). éÎÁÞÅ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ ÔÉÐ, ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× | ÇÒÁÎÉÞ-
ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÅÔ, É ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÍÏÄÕÌØÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄÓÔÁ-
ÎÏ×ÏË ÎÁ ÎÉÈ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÌÑ ÒÅÄÕËÃÉÉ È×ÁÔÁÅÔ ÔÏÌØËÏ
T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. éÍÅÎÎÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÁÎÆÉÌÁÄÁ ÏÄÎÁ É
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ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÓÍ. ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.6.3). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÕÍÎÏ-
ÖÁÅÍ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍ ëÁÐÅÌÌÉ Cn2 , ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÍ ÐÒÁ×Ï ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÙ.
ëÏÌØÃÏ R ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÌØÃÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.6.2.

äÅÊÓÔ×ÉÅ ËÏÌÅÃ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ×ÙÛÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÏÓØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄ-
ÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÕÖÎÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕ-
ÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÅÔ. òÏÌØ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË
ÉÇÒÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (ÐÒÁ×ÏÅ ÉÌÉ ÌÅ×ÏÅ | ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ).

ðÏÓËÏÌØËÕ × ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ËÌÅÔËÕ ÎÅÌØÚÑ ×ÏÊÔÉ É ÉÚ ÎÅÅ ÎÅÌØÚÑ ×ÙÊÔÉ, ÁÌÇÅÂÒÁ
A ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÅÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË É ÁÌÇÅÂÒÙ, Õ
ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ É ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÔÉÐ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ × Â ÎÅÔ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

áÌÇÅÂÒÁ ÂÅÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ËÏÎÅÞÎÁ, ×ÓÅ ÉÄÅÁÌÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ É ËÏÎÅÞ-
ÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÈ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ËÌÅÔÏË.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.22. Á) åÓÌÉ f |Mn 6= 0, ÔÏ f ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅ-
ÅÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ.

Â) ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙ, n = PIdeg(A), x ∈ R(A)c(A)−1,
ÐÏÌÉÎÏÍ f ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ Mn. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ A ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÅ f(t), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ xf(t) 6= 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Ð.Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð.Á), Ð.Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ
ÍÁÔÒÉÃ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÔÅÌÏ (ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÅÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÃÅÎÔÒÕ).
2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.5. ðÕÓÔØ � 6= 0 { T -ÉÄÅÁÌ, ÌÅÖÁÝÉÊ × R(A)c(A)−1, Ck { ÐÏÌÉÎÏÍ
ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ k. ôÏÇÄÁ T -ÉÄÅÁÌ �0 = �Cn2 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �, ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ
É ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÏÒÍÙ. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.23. ðÕÓÔØ � { T -ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ T -ÉÄÅÁÌ �′ ⊂ �
ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ∀f |Mn = 0 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �′f = f�′ = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ � ∈ � É �1 = �f(ÉÌÉ f�) 6= 0. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ
�1 ÜÌÅÍÅÎÔ �2 = f ′�1 (ÉÌÉ �1f ′), ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ �2 { ÜÌÅÍÅÎÔ �3 É Ô.Ä., ÐÏËÁ ÜÔÏ
×ÏÚÍÏÖÎÏ. ðÒÏÃÅÓÓ ÏÂÏÒ×ÅÔÓÑ ÎÁ ÛÁÇÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ k, ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÝÅÍ c(A) − 1.
ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �k ÂÕÄÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. 2

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÈ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÞÔÏ É × ÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 5.14,
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 5.18. ðÕÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ �′ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ, q =
pk ≥ c(A). ôÏÇÄÁ T -ÉÄÅÁÌ �0 = �′Cn2 ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ q-Å
ÓÔÅÐÅÎÉ ÆÏÒÍ. 2

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.23 É ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÓÕÍÍÉÒÕÀÝÅÅ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.24. Á) ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÁÌÇÅÂÒÅ Â
ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ. ôÏÇÄÁ A ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÏÄÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ
É ÁÌÇÅÂÒ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ.

Â) ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ
q = pk ≥ c(A) ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ � ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ
�0 ⊂ �, ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ q-ÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÆÏÒÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ×ÎÅÛÎÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ (Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÏÊ T -ÉÄÅÁÌ, ÌÅÖÁÝÉÊ ×
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R(A)c(A)−1, ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÁÌÇÅÂÒÙ ÆÏÒÍ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ
ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

� = fCt
n2

(ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ó ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÒÁÚÎÙÈ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ × ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.) 2

5.4.3. ðÒÏÂÌÅÍÁ ûÐÅÈÔÁ É ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ
ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ T -ÉÄÅÁÌÏ× ×ÏÚÎÉËÌÉ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÒÁÓÓÕ-

ÖÄÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÌÅÍÍÏÊ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ. òÏÌØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÉÇÒÁÀÔ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÐÏÌÕÞÅÎ-
ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÕÄÕÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ.
íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÒÁÚÄÅÌÁ 5.7.1, Á ÔÁËÖÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÙ S-ÍÏÄÕÌÑ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 5.3.2.

üÆÆÅËÔÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ ËÌÅÔÏË, ÒÁÚÌÉÞÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÔÉÐÁÍÉ É Ô.Ä.,
ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÇÒÁÆÏ×, ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ
ÑÚÙËÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×. üÔÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÐÒÉ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× \ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ".

óÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ Â, Acl ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÐÕÞÏË ÁÌÇÅÂÒ ÎÁ ÓÐÅË-
ÔÒÅ ËÏÌØÃÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ (Á ÔÁËÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÏÒÍ). ðÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ
ÒÁÚÎÏÔÉÐÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÍÏÇÕÔ ÓÔÁÔØ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÍÉ (É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÁ ËÌÅÔËÁ ÐÒÅ-
×ÒÁÔÉÔØÓÑ × ÁÎÆÉÌÁÄÕ), ËÌÅÔËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÓÔÁÔØ ÁÎÆÉÌÁÄÏÊ ËÌÅÔÏË ËÏ-
ÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ É Ô.Ä. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÅ É
Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÑÚÙËÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ��i(−→z ) ÜÌÅÍÅÎÔ
ËÏÌØÃÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÆÏÒÍÙ �(−→z ) ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÝÉÈ
ÍÁÔÒÉÃ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ i-Ê ÁÎÆÉÌÁÄÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �Tr(z) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÌÅÄÁ. òÅÄÕËÃÉÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÏ× ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ËÌÅÔÏË, ÎÏ×ÙÅ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Á.

åÓÌÉ � { T -ÉÄÅÁÌ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÏ-
ÓÔÁ×Á, ÔÏ P (�) ÅÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ × ÌÅÍÍÅ Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ 5.14.

÷ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-
ÎÉÑ (Ô.Å. ×ÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ H) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÁ
g, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 5.13 ÉÌÉ ÌÅÍÍÙ 5.14, ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉ-
ÑÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×, ×ÉÄ ËÏÔÏÒÙÈ ÕËÁÚÁÎ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÌÅÍÍ. îÁÛÁ
ÃÅÌØ | ÉÚÕÞÉÔØ H É ÓÄÅÌÁÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÍÉ. \òÁÓÔÁÌËÉ×Á-
ÀÝÉÅ" ÚÁÍÅÎÙ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× A, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ
ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÌÅÖÁÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÁÌÅ ËÏÌØÃÁ ÓÌÅÄÏ×. üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ
ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÎÏ×ÙÈ Ó×ÑÚÅÊ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ. ïÎ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÑÍÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍÉ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ:

• ÷ÉÄÁ Tri(z) − Trj(z) ÉÌÉ ��i(−→z ). éÍ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓËÌÅÊËÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ËÌÅÔÏË
× ÐÏÈÏÖÉÅ, É ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÏÎÉ ÐÒÉ \ÒÁÚÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÉ" ti ÐÏ ËÌÅÔËÁÍ. õÓÌÏ×ÉÑ
ÐÏÈÏÖÅÓÔÉ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ (Tri−Trj)s = 0 ÉÌÉ (��i(−→z ) − ��j(−→z ))s = 0,
ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÌÅÄÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÌÅÔËÁÍ.

• ÷ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÉÄÁ
Trqii (z) − Trqjj (z) ÉÌÉ �qi

i − �qj
j . éÍ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓËÌÅÊËÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ËÌÅÔÏË ×

ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÅ. ïÎÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. õÓÌÏ×ÉÑ ÏÄÎÏÔÉÐÎÏÓÔÉ ÚÁÐÉÓÙ×Á-
ÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ADqi;qj

ij
s = (�qi

i −�qj
j )s = 0 (ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

(Trqii (z)−Trqjj (z))s = 0). éÈ ÓÍÙÓÌ: \Ó×ÑÚØ ÐÏ æÒÏÂÅÎÉÕÓÕ" ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÌÅÄÏ×,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÌÅÔËÁÍ.
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æÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ADij(�) = �i −�j (× ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ Trqii (z) − Trqjj ) ×ÅÄÅÔ Ë ÓËÌÅÊËÅ ÁÎÆÉÌÁÄ (É Ë ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÀ ÁÎÆÉÌÁÄ
ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÉÀ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ, Á ÒÁÄÉËÁÌ ÐÒÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÉ (ÓÍ.
ÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÓÔÒ. 168). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÒÉ ÒÁÓÔÁÌËÉ-
×ÁÎÉÉ ti ÐÏ ÔÉÐÁÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. åÓÌÉ ÄÏ ×ÙÓÏËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÁËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ
ÎÏÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÓÑ, ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÄÅÔ ÓÅÂÑ
ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ.

• ðÏÌÉÎÏÍÁÍ ×ÉÄÁ Tri(z)q − Tri(z) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ËÌÅÔËÉ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÔÉÐÁ × ËÏÎÅÞÎÙÊ. ïÎÉ ÐÏÑ×ÌÑÌÉÓØ ÐÒÉ ×ÓÔÁ×ËÁÈ, ÐÒÅÄÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÏÔ ÐÏÐÁ-
ÄÁÎÉÑ ti × ËÌÅÔËÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, Á ÇÌÁ×ÎÏÅ | ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×,
ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÝÉÈ ÞÌÅÎÙ Ó ×ÈÏÖÄÅÎÉÅÍ ti × ÂÏÌØÛÉÅ ËÌÅÔËÉ, ÎÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ
ÞÌÅÎÙ, ÉÂÏ ÔÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ tj, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ËÏÎÃÁÍ ÂÏÌØÛÉÈ ËÌÅÔÏË,
ÉÄÅÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ Zq − Z.

• ðÏÌÉÎÏÍÙ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁÈ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. éÍ ÏÔ-
×ÅÞÁÅÔ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ËÌÅÔÏË (ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÅÎØÛÉÈ ËÌÅÔÏË
ÉÚ-ÚÁ ÏÔÐÒÁ×ËÉ òÁÚÍÙÓÌÏ×ÓËÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁ × ÒÁÄÉËÁÌ). ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ, × ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ \ÐÒÏÐÉÈÉ×ÁÎÉÉ" ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ëÁÐÅÌÌÉ.

÷ÓÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ qi ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ x ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ËÏÌØÃÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÁÍÉ
��i(−→z ). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÁÌÇÅÂÒ Ax = Âx ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

1) òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÉÐÙ ËÌÅÔÏË ÎÅ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ.

2) ðÏÌÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÃÅÎÔÒÁÍ ÐÒÅÖÎÉÈ ËÌÅÔÏË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ yqi = y.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ É ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅ-
ÎÉÅ 5.25.

åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ É ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÔÁËÏÇÏ
ÒÏÄÁ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÅÊ, ÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ (ÁÎÆÉÌÁÄ × ÒÁÚÎÏÔÉÐÎÙÅ
ËÌÅÔËÉ, ËÏÎÅÞÎÙÈ ÔÉÐÏ× × ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ É Ô.Ä.).

äÌÑ T -ÉÄÅÁÌÁ � 6= 0, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÎÏÇÏ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ) ÓÏÓÔÁ×Á,
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ ÓÔÒÏÉÔÓÑ S (R)-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ �′, ÐÏ-
ÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ×ÉÄ ËÏÔÏÒÙÈ ÕËÁÚÁÎ × ÌÅÍÍÁÈ 5.13 É 5.14. ïÄÎÁËÏ ÏÎ
ÍÏÖÅÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ S (R)-ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ
�0, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ × �. ðÒÉÞÉÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ
ÐÏÌÑ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÒÅÚÅÒ×ÎÙÍÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ti ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÞÌÅÎÙ Ó ÍÁÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ
×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ti. ÷ ÎÉÈ ËÏÎÃÙ ÁÎÆÉÌÁÄ ÚÁËÒÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ÄÒÕÇÉÈ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ (ÚÎÁÞÉÔ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ aj) É ÜÔÉ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. é ÅÓÌÉ ÐÏÔÅÒÑ
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ
ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ ÉÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÐÏÔÅÒÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ-
ÓÔÉ ÐÒÉ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑÈ, ÐÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÎÉËÁË ÎÅ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÅÔÓÑ (ÓÍ.
ÒÁÚÄÅÌ 5.1.3). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÂÒÁÔØ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ ÚÁÍÅÎÙ × ÆÁËÔÏÒÅ ÐÏ �′, ÔÁÍ
ÎÁÈÏÄÉÔØ S (ÉÌÉ R)-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ É ÔÁË ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ
ÐÕÔÅÍ T -ÉÄÅÁÌ (ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÔÁËÉÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÒÏÅËÃÉÑÈ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÞÅÒÅÚ �1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �1 ⊂ �0. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ � ÐÏÒÏÖÄÅÎ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÁÍÉ, �1 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó P (�) { ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÉÚ ÌÅÍÍ 5.13,
5.14 Ë T -ÉÄÅÁÌÕ � (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.6).
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A, Â, ~A ËÁË ÐÕÞËÉ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁ ÓÐÅËÔÒÅ ËÏÌØÃÁ S (ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, R). ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÔÏÞËÕ ÉÚ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÄÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ,
ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÕÀ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÎÕÖÎÙÈ ×ÙÒÅÚÁÎÉÊ ÐÒÉ ÏÂÒÁ-
ÂÏÔËÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÞÌÅÎÏ× ÐÒÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÈ, ×ÙÒÅÚÁÔØ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ
ÎÕÖÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÃÅÎÔÒÙ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ËÌÅÔËÁÍ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÉÍÅÌÉ ÐÏÒÑÄÏË Â�ÏÌØÛÉÊ ÞÅÍ deg(f), Á ÔÁËÖÅ ÓÏÈÒÁÎÑÌÏÓØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï
ËÌÅÔÏË ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÔÉÐÙ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÌÉÓØ ÂÙ × ÎÕÌØ òÁÚÍÙÓÌÏ×ÓËÉÅ
ÐÏÌÉÎÏÍÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ËÌÅÔËÁÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.25. Á) ðÕÓÔØ H { T -ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ôÏÇÄÁ H1 { ÎÅÔÅÒÏ×
S-ÍÏÄÕÌØ.

Â) ðÕÓÔØ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ B ÓÕÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, ÁÌÇÅÂÒÁ
~B ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÁÑ B, ÐÒÉ-
ÞÅÍ ÐÁÒÁ (B; ~B) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÐÁÒ (A; ~A). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ
ËÌÅÔËÁÍ × A ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ËÌÅÔËÉ × B, Á ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ × A
| ËÌÅÔËÉ Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÃÅÎÔÒÏÍ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ �, ×ÓÅ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÏÓÔÁ× (× A), ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï P (�B) = �B.

×) ðÕÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ H ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, Ĥ {
ÉÄÅÁÌ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÄÅÁÌÕ H × ÁÌÇÅÂÒÅ Â[S]. ôÏÇÄÁ H1 ⊂ Ĥ É × ÏÂÝÅÊ
ÔÏÞËÅ x ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ P (H)x = Ĥx. 2

(ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ĥ, ÉÚ-ÚÁ ÜÆÆÅËÔÏ× ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÅÔ ÕÖÅ ÎÅ ÂÙÔØ T -ÉÄ-
ÅÁÌÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ Â[S], ÄÁÖÅ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó H ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.)

ïÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ ×ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÑÍ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÅ 273.

ðÕÓÔØ '1; : : : ; 'r | ÜÌÅÍÅÎÔÙ H ′ = H∩hC∩Ic, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ H ′[S], f1; : : : ; fs {
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ H1 ËÁË R-ÍÏÄÕÌÑ, NB(H) É NS(H) { ÐÕÞËÉ R-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ H ′

É H1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Q-ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ fi. NB(H) É NS(H) { ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÅ
ÐÕÞËÉ ÎÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ Spec(S).

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ á.23 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ á.3. ïÎÏ
ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.18 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 4.5.1:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.26. Á) ðÕÓÔØ x { ÔÏÞËÁ Spec(R), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ ×
ÎÏÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏ× ÔÉÐÁ 1)-2)-3), ÕËÁÚÁÎÎÙÈ × ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÅ 273
(ÐÒÉÞÅÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ q ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ fi). ôÏÇÄÁ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÕÞËÉ NB(H)x
É NS(H)x ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

Â) æÁËÔÏÒ{ÐÕÞÏË T = NB(H)=NS(H) ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÅ
H. ðÕÓÔØ IH { ÉÄÅÁÌ × R, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ H. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁ ÜÔÕ
ÐÏÄÓÈÅÍÕ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÔÉÐ (Ô.Å. ÅÓÌÉ ÐÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÑÀÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍÕ ÉÄÅÁÌÕ IH × ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÈ, ÔÏ ×ÏÚ-
ÎÉËÎÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÏÓÔÁ×ÏÍ ÐÕÔÉ ÍÅÎØÛÉÍ, ÞÅÍ ÓÏÓÔÁ× C).

×) ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k É l ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï IkHT = 0
É ×ËÌÀÞÅÎÉÅ NB(H) · I lH ⊆ NS(H).

õÓÌÏ×ÉÅ Ð.Á) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÐÒÉ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ × ÔÏÞËÕ x ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ
ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÒÁÚÎÏÔÉÐÎÏÓÔÉ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× 'i ËÏÎÅÞÎÏ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÐÕÞËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ × ÔÏÞËÁÈ ×ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ, Ñ×ÌÑÀ-
ÝÅÊÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÐÏÄÓÈÅÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ 'i. ðÏÜÔÏÍÕ Ð.Á) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙ-
ÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ð.Â) Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï IkHT = 0 ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ
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ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð. Á). ÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÜÔÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ
NB(H) · I lH ⊆ NS(H). ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ Ð.×). ðÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ:
ÐÕÓÔØ M { ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÅ Spec(S), N { ÐÕ-
ÞÏË ÅÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, I { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × S. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ:
I ·M ⊇ Is(I;M)∩M , s(I;M) ∈ N. ïÔËÕÄÁ Ik ·M ⊇ Is(I;M;k)∩M . éÔÁË, ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ s ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ:

NS(H) ⊇ Ik ·NB(H) ⊇ Is ∩NB(H)

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. 2

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÕÔÉ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
ÔÁËÏÇÏ ÐÕÔÉ Ci ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ hCi , ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ × ÆÁËÔÏÒÅ Â
ÐÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.21). ðÕÓÔØ
gC ÅÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ ÔÁËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.6. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ H ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ T -ÉÄÅÁÌ P (H) É ÉÄÅÁÌ J
× ËÏÌØÃÅ S ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ:

• P (H) = P̃ (H) = P (H)[S].

• áÌÇÅÂÒÙ A=P (H) É A=(A ∩ J ~A) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ.

• P ( ~H) = H ∩ (J ~A ∩ gC [S]).

• áÌÇÅÂÒÁ A=(A∩J ~A∩gC) ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÉÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÔÉÐ. (íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ
ÓÏÓÔÁ× ÐÕÔÉ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÇÒÁÆÅ.)

• éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ:

?

¾

¾
?

k

+

A

~̂A

�

~̂�

�SSM = �̃SSM

2

éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ H ÎÅ ÌÅ-
ÖÁÔ × J ~A∩ gC . ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 0.3 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÆÁËÔÏÒÕ ÐÏ J ~A∩ gC ,
É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÓÐÕÓËÏÍ ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÍÕ ÔÉÐÕ.

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÊ, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ Á×ÔÏÒÁ Ë \ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÍ
ÚÁÍÅÎÁÍ". üÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ É ÏËÁÚÁÌÓÑ
ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ
ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌÙ 6.2.2 É 6.2.3).

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÉ. ïÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁ-
ÌÏÇÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.9 Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.27. Á) ðÕÓÔØ � = T(f1; : : : ; fs) ÅÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ, ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÔÏÞËÁ x ×ÚÑÔÁ ËÁË × Ð.Á)
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.26. ôÏÇÄÁ P (�x) = �x.
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Â) ðÕÓÔØ m ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ~A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕ-
ÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ
� ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÉÄÅÁÌÙ J; J ′ / S, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ JPm(�) ⊇
Pm+1(�) É J ′A[S] ∩ Pm(�) ⊇ Pm+1(�).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÅÓÔØ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ Ð.Á) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.26. ðÕÎËÔ Â)
×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ P (�) ⊇ � É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÅ ~A ÏÔ×Å-
ÞÁÅÔ ÐÕÞÏË ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ SpecS, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ
ÞÉÓÌÏÍ m. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÉÄÅÁÌ J ′ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ. 2

äÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÁ-
ÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. üÔÁ ÌÅÍÍÁ, ÐÒÁ×ÄÁ, ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ
ÔÉÐÁ, É × ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÅÊ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ. ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÏËÁÌØ-
ÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÌÅÃ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÉÄÅÊÎÏ ÂÌÉÚËÏÅ
ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ. éÄÅÁÌ (T -ÉÄÅÁÌ) ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉ-
ÍÁÌÅÎ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S ÏÎ ÐÏ-
ÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÌÀÂÙÍ Ó×ÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÏÄÎÏÍÅÒÅÎ
× ÔÁËÏÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ.

ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ
(ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.2.2). ðÏÄÈÏÄ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ
T -ÉÄÅÁÌÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ × ÄÁÎÎÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ÉÚÌÏÖÅÎ × ÎÁÞÁÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚ-
ÄÅÌÁ, ÅÓÔØ ÏÆÏÒÍÌÅÎÉÅ ÉÄÅÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉ-
ÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× É ×ÚÑÔÉÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏ×. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ
ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ É ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ×ÙÒÏÓÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ
ÑÄÒÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÈÅÍÁ ëÅÍÅÒÁ ÉÄÅÔ \Ó×ÅÒÈÕ". èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÒÁÄÉ ÎÅÁÓÓÏ-
ÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ { ÉÂÏ ÔÁÍ ÎÅÔ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅ×ÉÎÁ) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÐÕÔØ \ÓÎÉÚÕ",
ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÐÒÅÄÅÌ lim−−−→d→∞

A�(d) Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉÊ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÉÌØ-
ÐÏÔÅÎÔÁÍÉ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍ T -ÉÄÅÁÌÕ �. ÷ ÐÒÅÄÅÌÅ ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÁÔØ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÆÆÅËÔÙ: \ÒÁÓËÌÅÊËÁ" ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔÏË (ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ ÎÉÌØ-
ÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÄÏÂÁ×ËÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ × ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ), \ÒÁÓ-
ËÌÅÊËÁ" ËÌÅÔÏË, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÐÏ æÒÏÂÅÎÉÕÓÕ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÁÎÆÉÌÁÄÁ ÍÏÖÅÔ ÐÒÅ×ÒÁ-
ÔÉÔØÓÑ × ÌÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. (îÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÐÒÏËÌÁÄËÉ × ÐÒÅÄÅÌÅ
ÐÅÒÅÓÔÁÀÔ ÂÙÔØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ.) âÙÌÏ ÂÙ ×ÁÖÎÏ, ÐÏÎÉÍÁÑ ÜÔÉ ÜÆÆÅËÔÙ, ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏÒËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÎÅÞ-
ÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ. üÔÏ ×ÁÖÎÏ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

5.5. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á, ÒÑÄÙ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏ-
ÓÔÉ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ

äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÒÏÓÔÕ ÁÌÇÅÂÒ É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ðÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÒÏÓÔÁ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒ. üÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÒÉÞÉÎ, ÐÏ-
ÞÅÍÕ ÜÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÍÅÝÅÎ ÚÄÅÓØ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÚÕÞÉÔØ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ
ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ. õÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×,
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÈ ÐÅÒ×ÉÞÎÕÀ ÞÁÓÔØ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. óÌÏÖÎÅÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ
c(Â). îÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ ÎÁ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÌÉÂÏ Ó Í�ÅÎØÛÅÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔØÀ, ÌÉÂÏ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ c.
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÏÃÅÎËÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÁ-
ÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ. îÁÛÅÊ ÃÅÌØÀ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ
ÔÅÏÒÅÍÙ:
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ôÅÏÒÅÍÁ 5.7. ðÕÓÔØ A { s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏ-
ÇÄÁ GKdim(A) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÁÌ-
ÇÅÂÒ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÉÚ Var(A). òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÔÁËÏÇÏ ÐÏÌÕ-
ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÓÏÍÎÏ-
ÖÉÔÅÌÅÊ. óÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÔÉÐÙ Õ ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ Ä×ÕÍÑ ÅÅ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÉÚ
Var(Mn1o · · ·oMnk) ÒÁ×ÎÁ

k + (s− 1)
k∑
i=1

n2
i : (5)

÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ k = 1, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{
ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÄÌÑ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n ÒÁ×ÎÁ 1+(s−1)n2.
üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ ë. ðÒÏÞÅÚÉ [157]. á. ÷. çÒÉÛÉÎ [24], [25]
ÄÁÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÕÓÔÁÎÏ×É× ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ É ÅÅ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ{
ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ.

òÅÚÕÌØÔÁÔ ë. ðÒÏÞÅÚÉ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ
ÍÁÔÒÉÃ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÉÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5.8. åÓÌÉ L ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ 
, ÔÏ GKdim(L) = sn−m.

úÄÅÓØ n+ 1 ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ, ×ÙÐÏÌÎÑ-
ÀÝÉÈÓÑ × L, G ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× L̂ ⊗ C(L)alg:cl ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÏÍ
íÁÒÔÉÎÄÅÊÌÁ C(L), m ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ G ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n
ÒÁ×ÎÁ dim(SL(n) = n2− 1 É ÍÙ ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ L ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ n, ÔÏ GKdim(L) = sn2−(n−1) = (s−1)n2 +1, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ
ë. ðÒÏÞÅÚÉ.

(ôÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ k-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× × L̂, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó L̂. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ
k ≥ s.)

÷ÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.28. ðÕÓÔØ A { ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a1; : : : ; as
ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ 
, {ei} { ÂÁÚÉÓ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, ËÕÄÁ ÏÎÁ
×ÌÏÖÅÎÁ. ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ aj = ∑

i �ijei, j = 1; : : : ; s, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ �i ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ{ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ R, A ×ÌÏÖÅÎÁ × R-ÁÌÇÅÂÒÕ, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ
ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ.

ôÏÇÄÁ GKdim(A) ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ R. 2

÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁËÏÊ
÷ÏÐÒÏÓ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ R

ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÒÁ×ÎÁ ÅÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{
ëÉÒÉÌÌÏ×Á?

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dim(R) ≥ GKdim(A) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÏÐÙÔËÉ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÕÀ
ÏÃÅÎËÕ ÂÙÌÉ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÍÉ ÐÒÏÂÌÅÍÁÍÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ-
ÂÌÀÄÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (ÓÍ. [164] Á ÔÁËÖÅ
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ÒÁÚÄÅÌ 1.3.3). 1 òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× CAnD.
ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÁÈ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

k∑
i=1

Pi(n)�ni (6)

ÇÄÅ k { ÒÁÚÍÅÒ ÍÁÔÒÉÃ, �i { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ A (ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÏÌØÃÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ), Pi { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ
×ÙÛÅ k.

þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉ-
ÒÉÌÌÏ×Á 1 ÍÏÖÎÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ 1, ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ 2 ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ (6) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÐÏ ÎÕÌÀ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ
ÉÄÅÁÌÏÍ. ðÏËÁ Á×ÔÏÒ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÕÍÅÅÔ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÒÁ×ÎÁ s, ÔÏ ÏÎÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÏÊ
É ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ×ÉÄÁ

C0Un1
1 C1 · · ·Cs−1Uns

s Cs

á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S�, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÒÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉ-
ÃÁÈ:

∑

I
Pi(n1; : : : ; ns)�n1

i1 · · ·�nsis (7)

I ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.
é ÞÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{

ëÉÒÉÌÌÏ×Á s ÍÏÖÎÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ s, ÎÁÄÏ ÐÏËÁ-
ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ s+1, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ (6) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÐÏ ÎÕÌÀ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ.

5.6. ðÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÂÝÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ
äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.8.

÷ÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ. ðÕÓÔØ A1; : : : ; As { ÏÂÝÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, A { ÁÌÇÅÂÒÁ, ÉÍÉ ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÁÑ, s ≥ 2. ÷ÙÂÒÁ× ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÂÁÚÉÓ, ÍÁÔÒÉÃÕ A1 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ-
ÎÏÊ. äÁÌÅÅ, ÐÕÔÅÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ,
ÞÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÄ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÍÁÔÒÉÃÙ A2 (ÒÑÄÏÍ Ó ÎÅÊ) ÂÕÄÅÔ
ÓÔÏÑÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÉÚ n − 1 ÅÄÉÎÉÃÙ (× ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÌÉ-
ÞÉÅ ×ÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, Ô.Å. ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï s ≥ 2). ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÌÀÂÏÅ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ×ÉÄ ÍÁÔÒÉÃÙ A1, ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÓÏ-
ÐÒÑÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÊ ×ÍÅÓÔÅ Ó A1, É ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ
ÅÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ. óÏÐÒÑÇÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔÅÌÅÍ. ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ
ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (n!) ÍÁÔÒÉÃ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ×ÉÄ ÐÁÒÙ (A1; A2) (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ
5.29).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÂÏÒÕ ÉÚ s ÍÁÔÒÉÃ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ n +
(n2 − (n− 1)) + n2(s− 2) = n2(s− 1) + 1 Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÑ ÎÁÛÁ
ÁÌÇÅÂÒÁ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ n2(s−1)+ 1
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

1õÄÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÅÓÔØ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÏÊ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.6.2).
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ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÒÁ×ÎÁ
ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, Á ÆÕÎËÃÉÑ ÒÏÓÔÁ ÍÁÔÒÉÃ
ÐÏÒÑÄËÁ n ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × n2 (Ô.Å. × ËÏÎÓÔÁÎÔÕ) ÒÁÚ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ
ÆÕÎËÃÉÀ ÒÏÓÔÁ ÓÁÍÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÉÍÅÅÍ ×ÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ: GKdim(A) ≤ n2(s− 1) + 1.

îÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ. îÁÛÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ËÎÉÇÏÊ [157], ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÏÄÉ-
ÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÏ. îÁÞÎÅÍ Ó ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏ-
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ Ó ÐÏÄßÅÍÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ-
ÃÉÉ. áÌÇÅÂÒÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÐÕÞÏË ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ, Ó×Ñ-
ÚÁÎÎÏÊ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÁÂÏÒÏ× Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ. îÁÞÎÅÍ
Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÓÉÔÕÁÃÉÉ × ÔÏÞËÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.29. Á) ðÕÓÔØ A1 { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁÍÉ ×ÄÏÌØ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉÃ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ
Ó A1, ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.

Â) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉÃ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó ÐÁÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ,
ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.

×) åÓÌÉ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁ-
ÔÒÉÃ, ÉÍÉ ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ, ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ n! ÓÅÒÉÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ ÉÚ
ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. áÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÓÅÒÉÊ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ÏÂßÅËÔÙ ËÁÔÅÇÏ-
ÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ
× ÔÏÞËÁÈ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÅÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÆÁËÔ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, Ð.Â) ×ÙÔÅËÁÅÔ
ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ÍÁÔÒÉÃ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (Ô.Å. ÉÚ ÐÌÏÔÎÏÇÏ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ×ÓÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. ð.×) ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ Ð.Â).
2

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÃÅÎËÁÍ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ Z ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ×, ÞÔÏ Z + ZA ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ ÎÁÄ F [Z]. ðÏÜÔÏÍÕ GKdim(A) ≥ GKdim(Z) =
Trdeg(Z), ÇÄÅ Trdeg(Z) { ÓÔÅÐÅÎØ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ Z. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÏÃÅÎÉÔØ
ÜÔÕ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÏÍ n2(s− 1) + 1.

ëÁÖÄÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Z × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏ-
ÍÅÒÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ A′ ÁÌÇÅÂÒÙ A. åÇÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. éÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÏÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ

Spec(F [Z]) → ÎÁÂÏÒÙ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×:
ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ F [Z] ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÏÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ A[Z] ÎÁÄ F [Z] É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÅÂÕÅ-
ÍÏÅ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÁÌÇÅÂÒÏ{ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù-
ÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.30. ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ ÐÕÞÏË ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ R-ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁ ÎÅÔÅÒÏ-
×ÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ Spec(R); M ÅÓÔØ ÍÏÄÕÌØ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÊ M; �1; : : : ; �s { ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ M . é ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ
ÓÐÅËÔÒÁ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (x; y) ÍÏÄÕÌÉ Mx É My ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (Ô.Å. ÏÔÓÕÔ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÊ Ó ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ÐÁÒÙ (M;R)).

ôÏÇÄÁ GKdim(M) = dim(R).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁÄ ÐÒÉÍÁÒ-
ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ R. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÕÓÌÏ×ÉÅ, É ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÀ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÇÏ × ÒÁÄÉËÁÌÅ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ J(R). 2

éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.31. ðÕÓÔØ L ÅÓÔØ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÍÏÄÕÌÅÊ É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ
ÐÕÞÏË ÁÌÇÅÂÒ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ 
 ÎÁÄ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ
Spec(R). L ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ L; �1; : : : ; �s {
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ L. é ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (x; y) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Lx É Ly ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (ËÁË ÍÏÄÕÌÉ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÕ-
ÀÝÉÈ ÎÁÄ ËÏÌØÃÁÍÉ Rx=Ann(Mx) É Ry=Ann(My) Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÒÁ-
ÚÕÀÝÉÈ).

ôÏÇÄÁ GKdim(L) = dim(R). 2

ðÕÓÔØ L̂ ÅÓÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ íÁÒÔÉÎÄÅÊÌÁ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ L ÓÉÇ-
ÎÁÔÕÒÙ 
 É ÐÕÓÔØ × L ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ,
É ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ n. ôÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÎÇÅ
á.13 (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ á.2.1) L̂ ÅÓÔØ n-ÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÏÍ íÁÒÔÉÎ-
ÄÅÊÌÁ C(L). ðÏÜÔÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁ L ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ É ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÍÉ ~L
É ~L ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.32. Á) ðÕÓÔØ L { ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ.
ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ D(L) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ. åÓÌÉ L ËÏÎÅÞÎÏ
ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ É × ÎÅÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ, ÔÏ × D(L) ÔÁËÖÅ
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ É D(L) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ. Var(D(L)) =
Var(Mm), É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÇÏÓÑ × D(L)
ÅÓÔØ m2 + 1.

Â) ðÕÓÔØ I ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ × D(L), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ Cm2, Z 6= 0 ∈
I { ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ D(L). ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, D̂(L) ÅÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ D(L)
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÏÐÒÅÁÔÏÒÏ× ÆÏÒÍ 	j(ui), R = K[{	j(ui)}]. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ xZ → x
ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁ É D̂(L), ~L, D̂(L)I = D(L)I, L̂ · I = L · I,
D̂(L)Z = D(L)Z, L̂ · Z = L · Z ÓÕÔØ ÔÏÞÎÙÅ ÎÅÔÅÒÏ×Ù R-ÍÏÄÕÌÉ.

×) òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÜÔÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏ-
ÓÔØÀ ËÏÌØÃÁ R É Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ L.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Ð.Á) ÏÞÅ×ÉÄÅÎ, Ð.Â) ÎÅÐÏÓÔÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× ÐÅÒ-
×ÉÞÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ É Ð.Á), Ð.×) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð.Â). 2

íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ (~L;	) ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÁÌÇÅÂÙ ~L, Ñ×ÌÑÀ-
ÝÅÊÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÏÉÄÏÍ 	, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØ-
ÃÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ GKdim(~L) = GKdim(	) = GKdim(L). ÷ ÉÔÏÇÅ ÉÍÅÅÍ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.7. ðÕÓÔØ L ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ 
, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×.
ôÏÇÄÁ L ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ. äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ R ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, �1; : : : ; �s {
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ L. é ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (x; y) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Lx É Ly ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÒÁ-
ÚÕÀÝÉÈ.

ôÏÇÄÁ GKdim(L) = dim(R). 2

ðÕÓÔØ G ÅÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× L̂⊗C(L)alg:cl, m ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ G ËÁË
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ôÅÐÅÒØ ×ÓÅ ÇÏÔÏ×Ï ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ
5.8.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÔÁÂÉÌØÎÙÊ
ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÅÎ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×É-
ÔÅÌÅÊ × ËÏÌØÃÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G. åÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ
ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ËÏÌØÃÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× É ÇÒÕÐÐÙ G. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅ-
ÎÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. äÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔ ó. ÷. ðÏÌÉËÁÒÐÏ×Á É
é. ð. ûÅÓÔÁËÏ×Á (ÓÍ. [97], [98]), × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÞÉÓÌÑÌÁÓØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{
ëÉÒÉÌÌÏ×Á Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Var(O), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÏÊ
ëÜÌÉ{äÉËÓÏÎÁ O Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÊÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ HC3 ×
ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ch(K) 6= 2; 3.

2. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.32 Ó ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÎÕÖÎÙ ÄÌÑ ÐÒÅÈÏÄÁ Ë ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ~L ÉÍÅÀÝÅÊ ÎÅÔÅÒÏ×
ÔÉÐ. ïÎÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ × ÒÁÂÏÔÅ [24].

5.7. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ
÷ÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ n1; : : : ; nk { ÎÁÔÕ-
ÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, A ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
Mn1 o · · ·oMnk Ó s ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ s ≥ 2 (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.7). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕ-
ÞÁÅ ÐÕÔÅÍ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÞÉÓÅÌ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ËÌÅÔËÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÔÁËÁÑ ÏÃÅÎËÁ:

GKdim(A) ≤ k + (s− 1)
k∑
i=1

n2
i :

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ ∑n2
i ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁ-

ÓÔÉ b(a) × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ á. ò. ëÅÍÅÒÁ. üÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ
ÑÚÙËÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ëÅÍÅÒÁ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌÙ 2, 3.3, á.2.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ É ÁÌÇÅÂÒ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÃÅÎ-
ÔÒÏÍ.

ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÚ M ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ
ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ × ÂÌÏËÁÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÃÅÎ-
ÔÒÏÍ, ÓÔÏÑÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ (Ó×ÏÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ
ÐÏÚÉÃÉÉ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ) ÉÚ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. âÌÏËÁÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÔÏÖÅ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ
\Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÄÌÑ i-ÇÏ ÂÌÏËÁ" ÂÅÒÕÔÓÑ ÉÚ ËÏÌØÃÁ Ri = F[−→xi ]=Ki, ÇÄÅ
Ki ÅÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ yqi − y. ðÒÉ ÜÔÏÍ qi = pki ÅÓÔØ
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ × ÃÅÎÔÒÅ i-ÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ×ÙÐÏÌÎÑ-
ÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï yqi − y ≡ 0. ëÏÌØÃÏ Ri ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ (ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Ri
ÒÁ×ÎÏ n2

i× ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A) É ËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ
ÎÁ ×ÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ×ÌÉÑÎÉÑ ÎÅ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ A′ ËÌÅÔÏË ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ × ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÅ (ÐÒÏÐÕÓÔÉ× ËÌÅÔËÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ). ÷ ÓÉÌÕ
ÔÅÏÒÅÍÙ 0.1 A′ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × A É ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÚÄÅÌÁ 3.2.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
M′ = Var(A′) ⊆ M ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÏÌÕ-
ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒ ÍÁÔÒÉÃ ÁÌÇÅÂÒ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ É ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ×Ù-
ÞÅÓÌÅÎÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ (ÞÅÒÅÚ ÐÏÄÓÞÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×), ÐÒÉÞÅÍ ×ÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ
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ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÎÉÖÎÉÍÉ (ÓÍ. ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÕÎËÔ). ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{
ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÒÁ×ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-
ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ Var(A′). ëÌÅÔËÉ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÎÅ ×ÌÉÑÀÔ (ËÁË, ËÓÔÁÔÉ ÓËÁÚÁÔØ,
É ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÏ× ûÉÒÛÏ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ÓÍ. 6.5.2)

îÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ,
ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÔÏÞÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÓÌÅÄÁÍÉ ÉÌÉ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÓÌÅÄÁÍÉ,
ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÉÓÑ Ë ËÌÅÔËÁÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ
ÒÏÓÔÁ ÉÄÅÁÌÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ×ÐÁÄÅÔ Ó ×ÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{
ëÉÒÉÌÌÏ×Á ×ÓÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. üÔÉ T -ÉÄÅÁÌÙ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ × ÒÁÚÄÅÌÁÈ 5.4 Á ÔÁËÖÅ 3.3.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{
ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ. ïÎÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ, ÐÏ-
ÌÕÞÅÎÎÏÊ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ 5.7 ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 5.7. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÕÓÔØ
A { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, M = Var(A),
A(i) { ÅÅ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÐÉÒÓÏ×ÓËÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ni { ÓÌÏÖÎÏÓÔØ A(i), ki = (s−1) ·n2

i +1
ÅÓÌÉ A(i) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ É ki = 0 ÅÓÌÉ A(i) ËÏÎÅÞÎÁ. ðÕÓÔØ J(A) { ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ
ÁÌÇÅÂÒÙ A (ÏÎ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÌØÒÁÄÉÔËÁÌÏÍ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅ-
×ÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ A(I) = A(i1)j1A(i2)j2 · · · jrI−1A(irI ) 6= 0; j� ∈ J(A), i�I 6= i�I ÐÒÉ
� 6= �. ðÕÓÔØ K(I) = ∑rI

�=1 ki.
éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.28 É ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 5.7 ×ÙÔÅËÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1. ôÏÇÄÁ GKdim(A) ≤ maxI(KI). 2

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 0.1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ M ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
MnI;1 oMnI;2 o · · · oMnI;ri É ÐÏÔÏÍÕ ÏÃÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ ÄÌÑ A ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØ-
ÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. á ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ
ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ, ÔÅÏÒÅÍÁ 5.7 ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÉÑ 5.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍÁ 5.7
ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÅÏÒÅÍÁ 5.7 ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÕÖÅ ÕÓÔÁ-
ÎÏ×ÌÅÎÁ, Á ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÒÏÓÔÁ ÆÁËÔÏÒÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÉÖÎÉÍÉ ÏÃÅÎËÁÍÉ ÄÌÑ
ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÌÖÎÙ
ÓÏ×ÐÁÓÔØ Ó ÎÉÖÎÉÍÉ.

÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.3.2 ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÓÔÒÏÅÎ
ÉÄÅÁÌ, Ó ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÞÔÏ É s-
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Var(A), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕÐÒÑ-
ÍÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ; ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ ÉÍÅÅÔ Í�ÅÎØÛÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ. üÔÏ ÚÁ×ÅÒ-
ÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5.7.

5.7.1. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÄÌÑ T -ÉÄÅÁÌÏ×
÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÄÌÑ T -ÉÄÅÁÌÏ× ÎÕÖÎÙ ÐÏ Ä×ÕÍ

ÐÒÉÞÉÎÁÍ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ
| ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ R-ËÒÕÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ B { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ
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ÔÉÐÁ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R. îÁÍ ÎÁÄÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË
ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ. ðÒÏÂÌÅÍÕ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ) ÒÁÄÉËÁÌÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ×ÏÚÒÁÓÔÉ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÞÉÓÔÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÔÉÐÁ (�i; �j), ÇÄÅ �i ÉÌÉ �j
ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÌÅÔËÅ.

÷ ÞÅÍ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÒÏÓÔÁ? íÙ ÉÍÅÅÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ~A ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ R. ÷ ÎÅÊ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ S-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ I. ðÒÉ ÜÔÏÍ S { ÐÏÄ-
ËÏÌØÃÏ R, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ËÏÌØÃÏ R { ÃÅÌÏ. ÷ ÆÁËÔÏÒÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ S-ËÒÕÞÅÎÉÅ. é ÚÁ ÅÇÏ
ÓÞÅÔ | ÒÏÓÔ ÉÎÄÅËÓÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ S
ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÂÒÁÔØ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ S-ËÒÕÞÅÎÉÀ, ÔÏ ÉÎÄÅËÓ
ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÒÁÓÔÉ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ (ÒÁ×ÎÏ ËÁË É ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ). éÂÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ÁÌÇÅÂÒÅ Â ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÓÌÅÄÁÍÉ, É ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÊÄÅÔ
× ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ÔÏ ÐÏÑ×ÉÔÓÑ ËÒÕÞÅÎÉÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ËÒÕÞÅÎÉÑ ×ÓÅ
×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ S, Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÍÏÖÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ.

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ
S = R. þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ T -ÉÄÅÁÌ J ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÏÌØ ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ
ÍÏÄÕÌÀ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌ-
ÌÏ×Á ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ËÏÌØÃÁ
R.

éÚ ÌÅÍÍ Ï ÚÁÍÅÎÁÈ 5.13 É 5.14, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.21 ×ÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.8. Á) ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ T -ÉÄÅÁÌÁ I × ÁÌÇÅÂÒÅ Â ÉÍÅÀÔ ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌØÎÙÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÏÓÔÁ×. ôÏÇÄÁ I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -
ÉÄÅÁÌ.

Â) ðÕÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ I × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ
ÓÏÓÔÁ×Á (Ô.Å. ×ÓÅ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÁËÏ×Ù). ôÏÇÄÁ I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ Sq-ÚÁÍ-
ËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ, ÇÄÅ q = pk > c(A).

×) åÓÌÉ T -ÉÄÅÁÌ I × ÁÌÇÅÂÒÅ Â ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ Sq-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÌÅÍÍÙ 5.13. ð.×) ÅÓÔØ ÐÅ-
ÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.21. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ð.Â) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ
g ∈ I, ×ÉÄ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÙ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.21 É ÌÅÍÍÙ
5.13. 2

ìÅÍÍÁ 5.19. ðÕÓÔØ q = pk. ëÏÌØÃÏ S (R) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ Sq-ÍÏÄÕÌÅÍ (ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Rq-ÍÏÄÕÌÅÍ). òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÌÅÃ R, S, Rq, Sq, Á ÔÁËÖÅ ËÏÌÅÃ ÉÎ-
×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÉÐÏ×, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.9. Á) ðÕÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ T -ÉÄÅÁÌÁ I × Â ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÎÏÇÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ËÁË ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÒÏÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË,
ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ S, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÓÕÍÍÅ, ÐÏ ×ÓÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÔÉÐÁÍ ËÌÅÔÏË, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÄÌÑ ËÏÌÅÃ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÓÌÅÄÁÍÉ É ÆÏÒÍÁÍÉ.

Â) åÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÕÔØ C Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÏÓÔÁ×ÏÍ É JC 6= 0,
ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ-ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ A ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ, ÐÏ ×ÓÅÍ ÒÁÚÌÉÞ-
ÎÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÔÉÐÁÍ ËÌÅÔÏË, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÄÌÑ ËÏ-
ÌÅÃ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÓÌÅÄÁÍÉ É ÆÏÒÍÁÍÉ.
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×) õËÁÚÁÎÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ

GKdim(I) = k + (s− 1)
∑

n2
i ;

ÇÄÅ s { ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, k { ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÉÐÏ× ËÌÅÔÏË ×
ÐÕÔÉ. óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÔÁËÉÍ ÔÉÐÁÍ. äÌÑ ÐÕÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÔÉÐÁÍ
×ÏÏÂÝÅ, Á k ÅÓÔØ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÉÐÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Â) ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ð.Á). ð.Á) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ËÏÌØÃÁ S É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ×
ÒÁÚÄÅÌÅ 5.3.2. ð.×) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á
ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÏÔ s ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ: GKdim(M(s)

n ) = n2(s− 1) + 1. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÁÎÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Á ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÉÔÕÁÃÉÅÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. ðÏÌÎÏÔÁ ÓÏÓÔÁ×Á ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅ-
ÎÉÑ. ëÏÌØÃÏ S É ÅÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.3.2.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ËÏÌØÃÏ R ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á
ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ Ó×ÏÅÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.33. ðÕÓÔØ A′ { ÆÁËÔÏÒ A ÐÏ R-ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ I. é ÐÕÓÔØ
A′ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÕÔØ C ′ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÔÁËÏÇÏ ÖÅ, ËÁË
É ÐÕÔØ C × ÇÒÁÆÅ A. ðÕÓÔØ J ′ 6= 0 { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ × A′ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ
ÓÏÓÔÁ×Á. 1 ôÏÇÄÁ ~J ′ { R-ÍÏÄÕÌØ × ~A′ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ J { ÔÏÞÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ. é ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 5.13
É 5.14 ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ J ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏÞÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ J ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ
R-ÍÏÄÕÌØ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.10. çÒÁÆ A′ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÕÔÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÏÓÔÁ×Á Ó Â�ÏÌØÛÉÍ ÉÎ-
ÄÅËÓÏÍ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ U { T -ÉÄÅÁÌ × A′, ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ÍÁË-
ÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÏÓÔÁ×, Á ÔÁËÖÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ.
ôÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ 5.13 É 5.14 U ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÆÁËÔÏÒ ~A=(I+H), ÇÄÅ ÉÄÅÁÌ H
ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ~A, Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÉÚ R. îÏ × ÜÔÏÍ ÆÁËÔÏÒÅ ÎÅÔ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Â�ÏÌØÛÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÅÍ Õ A!. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ.
åÓÌÉ ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÐÏ R, ÔÏ ÉÚ ~A ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ R, É H ÂÕÄÅÔ ÑÄÒÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ.
ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ A ÎÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ A′=H. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ
ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÄÉËÁÌÁ ÎÅ ÒÁÓÔÅÔ É ÎÏ×ÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. 2

1üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ÍÙ × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A′ ÓÎÏ×Á ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆ É Ô.Ä., ÔÏ ×ÓÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ J ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÏÓÔÁ×.

300



ìÅÍÍÁ 5.20. éÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ × ÆÁËÔÏÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ
ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÌÅÖÁÝÅÍÕ × ÒÁÄÉËÁÌÅ, ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÉÊ ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÒÁÄÉËÁÌÁ. åÓÌÉ ÏÄÎÏ ÈÏÒÏÛÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏ-
ÒÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÌÅÖÁÝÅÍÕ × ÒÁÄÉËÁÌÅ, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÌØÃÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Ri
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ É R-ËÒÕÞÅÎÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÆÁËÔÏÒÁ, Õ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ
ÎÅ ×ÙÛÅ, ÞÅÍ Õ ÄÒÕÇÏÇÏ. 2

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍ
5.13 É 5.14 ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉ-
ÎÁÃÉÉ ÞÌÅÎÏ× Ó ÎÕÖÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ti É Qi. ôÁËÏÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ
T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ f × Â ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ', ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h ∈ T(f), ×ÉÄ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕËÁÚÁÎ × ÌÅÍÍÅ
5.13, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ', ÏÔËÕÄÁ h|A 6= 0. íÎÏÇÏÞÌÅÎ h ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍ-
ÂÉÎÁÃÉÑ ÞÌÅÎÏ×, Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÑÄÅÒ Qi. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ 5.21. åÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ � ÓÕÝÅÓ-
Ô×ÕÅÔ T -ÉÄÅÁÌ �0, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ×ÉÄ ËÏÔÏÒÙÈ
ÏÐÉÓÁÎ × ÌÅÍÍÅ 5.13. ïÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ É ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÁÍ ÉÚ �.

üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ R-ÚÁÍËÎÕÔ, É × ÆÁËÔÏÒÅ A=�0 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×
ÉÚ � ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÓÔÁ×Õ × A. (÷ÏÚ-
ÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ × ÆÁËÔÏÒÅ ÔÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ.) 2

äÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅ-
ÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ{ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ �.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ðÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅÍ ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÙ (Õ ÎÁÓ | ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ) × ÉÄÅÁÌÁÈ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (ÔÁÍ ÏÎÉ ×ÓÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ), ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÒÁ-
ÂÏÔÅ á. ò. ëÅÍÅÒÁ [55], ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ
ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.

2. åÓÌÉ I { T -ÉÄÅÁÌ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ×ÙÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÀ ÉÌÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÀ ËÌÅÔÏË. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÎÏÇÏ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÏÇÏ ÓÏÒÔÁ)
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ A′ × ÓÉÌÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ Ó×ÏÂÏÄÙ ÉÚÏÍÏÒ-
ÆÅÎ A′, Á ÐÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ
ËÌÅÔËÁÍ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. íÏÖÎÏ ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 5.4 Ï
ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÎÕÖÄÁÀÔ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ. ôÅ
ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÓÈÅÍ, ÉÂÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÏÌØ ÆÁËÔÏÒ-
ÐÕÞËÏ× ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÉÑ 5.4.

5.7.2. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á É ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÒÁÎÇ
íÙ ×ÙÞÉÓÌÉÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÄÌÑ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅ-

ÂÒÙ A × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÉÐÏ× ËÌÅÔÏË ÎÁ ÐÕÔÑÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ ×ÅÌÉÞÉÎÅ
k + (s− 1) ∑n2

i , ÇÄÅ k { ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÉÐÏ×. ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ
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ÐÒÉ ÍÅÎØÛÅÍ ÞÉÓÌÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÚÁÄÁÅÔ ÄÒÕÇÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. íÁË-
ÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÏÓÔÁ× ÐÕÔÉ × ÎÅÍ ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ (ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÇÒÁÆ ÄÌÑ
ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉMn;k, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4.4). ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÔÉÐÏ× × ÐÕÔÉ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2.
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÂÕÄÅÔ
×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÇÄÅ s ≥ 2.

ìÅÍÍÁ 5.22. Á) ä×Å ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ×ÓÀ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ
ÁÌÇÅÂÒÕ (ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÔÁËÏ×ÙÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ).

Â) úÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ L 2-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ × A, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁÍÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ ÞÁÓÔØ.

2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.11. áÌÇÅÂÒÁ L ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ (Ó Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ) ÒÁ-
ÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Ó×ÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. 2

÷ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÐÒÏÈÏ-
ÄÑÝÅÅ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÔÉÐÕ ËÌÅÔÏË ÐÏ ÒÁÚÕ. (üÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÇÕÔ ÄÁÌØÛÅ ÒÁÓËÌÁ-
ÄÙ×ÁÔØÓÑ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÎÏ ÄÌÑ ÎÁÓ ÜÔÏ ÎÅ ×ÁÖÎÏ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÔÒÏ-
ÉÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ A { ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ.

÷ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ 2-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÏÎÉ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍ Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5.9. ðÕÓÔØ M { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÕÔÉ C ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÅ-
ÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. 1

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÉÐÙ ÍÏÖÎÏ ×ÓÔÒÅ-
ÔÉÔØ ×ÄÏÌØ ÐÕÔÉ C (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÒÑÄ), M ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ
ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ-ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ ÉÚ M Ó s ≥ 2 ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÒÁ×ÎÁ

GKdim(I) = k + (s− 1)
k∑
i=1

n2
i ;

ÇÄÅ k { ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÉÐÏ×. 2

5.7.3. òÑÄÙ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
ðÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ

ÔÉÐÁ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ ÎÁÂÏÒ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÌÅÖÁÝÉÅ × M. üÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ËÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ í. úÁÊÃÅ×ÙÍ É A. Gi-
ambruno [136], ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ÔÉ-
ÐÏÍ É ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ (ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÍÕ ÔÉÐÕ) ÓÕÍÍÁ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÄÌÑ ÓÏÍÎÏ-
ÖÉÔÅÌÅÊ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÐÉÓÁÎÙ. äÌÑMn
ÜÔÏÔ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ n2, ÄÌÑM0

n;k⊗G0⊕M1
n;k⊗G1 ÒÁ×ÅÎ (n+k)2, É 2n2 ÄÌÑMn⊗G

(× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ G ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÒÏÓÔÁ ÒÁ×ÅÎ Ä×ÕÍ). (íÙ ÕËÁÚÙ×ÁÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÅ, ÐÒÅÄßÑ×ÌÑÑ ÎÏÓÉÔÅÌØ.)

ðÏÑÓÎÉÍ ÐÒÉÒÏÄÕ ÜÔÏÇÏ Ñ×ÌÅÎÉÑ É ÄÏËÁÖÅÍ ×ÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ. üÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Mn
ÚÁÄÁÅÔÓÑ n2 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÏËÁÚÁÔÅÌØ ÒÏÓÔÁ ÄÌÑ Mn ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ

1éÎÁÞÅ ÏÎÁ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Ó×ÏÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ× Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÉÐÏ×.
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Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ. äÌÑ k ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ kn2 . áÎÁÌÏ-
ÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÒÏÓÔÁ ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÉÚ
ÓÐÉÓËÁ. íÎÏÖÉÔÅÌØ 2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÍÅÅÔ
ÞÅÔÎÕÀ É ÎÅÞÅÔÎÕÀ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ.

äÌÑ ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÔÏÑÝÉÈ × ËÌÅÔËÁÈ,
ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ. óËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ É ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÒÏÓÔÁ.

ðÏÌÕÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. âÁÚÉÓ-
ÎÙÊ ÒÁÎÇ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ, ÔÏ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ k ÍÁÔÒÉÃ | ÏÇÒÁÎÉÞÅ-
ÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÁ ËÌÅÔËÉ ÓÏ×ÐÁÄÕÔ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ. á ÔÏÇÄÁ ËÌÅÔËÉ
× ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÅ ÂÕÄÕÔ ÐÏÈÏÖÉÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÒÏÓÔÁ ÄÌÑ ÒÑÄÁ ËÏÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ-
×ÅÄÅÎÉÑ, Á ÔÁËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÒÏÓÔÁ ÄÌÑ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ k-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ
ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. ÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ÈÏÞÅÔÓÑ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ

÷ÏÐÒÏÓ. ëÁËÏ× ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÒÁÎÇ ÐÏÌÕÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ ÍÁÔÒÉÃ
Mn1 o · · ·oMnk ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ?

òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ:
îÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ k ÍÁÔÒÉÃ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ×ÓÀ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÁÌ-

ÇÅÂÒÕ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ.

5.8. ìÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ
÷ÎÁÞÁÌÅ ÍÙ ÚÁ×ÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, Á ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ H { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ. þÅÒÅÚ P (H) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë H ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ
ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.34. ðÕÓÔØ ĴC { ÉÄÅÁÌ × ÁÌÇÅÂÒÅ Â, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, JC = A ∩ ĴC. ðÕÓÔØ I { ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ (ÓÍ.
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.3) T -ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ I ∩ JC = 0. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁ×É-
ÍÏÓÔÉ ÉÄÅÁÌÁ I × ÁÌÇÅÂÒÅ A=JC (Ô.Å. ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ I + JC) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÁ I × ÁÌÇÅÂÒÅ A. 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ T -ÉÄÅÁÌ Î × ÁÌ-
ÇÅÂÒÅ Â ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ĴC . ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ
ÓÉÓÔÅÍÕ ÚÁÍÅÎ ti É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ
× ÎÕÌØ × ÁÌÇÅÂÒÁÈ Â É Acl É Ô.Ë. A É Â ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÚÁÐÁÓ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÔÏ ÏÎ ÎÅ
ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ É × ÁÌÇÅÂÒÅ A. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÎÅÉÚÂÅÖ-
ÎÏÓÔØÀ ÌÅÖÉÔ × JC . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ~A, ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÕÀ Â, ÐÕÔÅÍ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ
× ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÓÌÅÄÏ×, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ËÌÅÔËÁÍ. áÌÇÅÂÒÁ ~A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ
ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, üÌÅÍÅÎÔÁÍ ÉÚ ĴC ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÓÕÍÍÙ ÞÌÅÎÏ× ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, Á
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÉÚ Î { ÎÅÔ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÌÅÄÙ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÊÓÑ Ë
ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ Â ∩ ĴC ÜÔÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÏÊ É ÏÐÒÅÄÅÌÑ-
ÀÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÁÌÇÅÂÒÅ ~A ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ

1ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.3.
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ÎÕÌÅ×ÏÅ. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ~I ÕÖÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ T -ÉÄÅÁÌÏÍ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ
Ó I ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.) ðÕÓÔØ I ′ = ~I ∩ Â. ôÏÇÄÁ I ′ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ É I ′ ⊇ Î. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ
ÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Â=I ′ ÎÁ ĴC ÅÓÔØ ×ÌÏÖÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ × ĴC (É, ÚÎÁÞÉÔ, É ×
JC) ÎÅÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ I É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÆÁËÔÏÒ-ÁÌÇÅÂÒÅ
A=JC . 2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ "ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ" ÏÐÕÓÔÉÔØ, ÔÏ ÒÁÓÓÕ-
ÖÄÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë ÁÌÇÅÂÒÅ ~A, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÔ: ÐÒÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÏÓÎÏ×-
ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ × ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÈ ÍÏÇÕÔ ×ÙÄÅÌÉÔØÓÑ. ôÅÍ ÎÅ
ÍÅÎÅÅ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÆÏÒÍÁÍÉ ÏÔ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÒÅÄÙÄÕ-
ÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, É ÐÒÉÍÅÎÉ× Ð.Â) ÌÅÍÍÙ 5.14 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.35. ðÕÓÔØ Ĵ { ÉÄÅÁÌ × ÁÌÇÅÂÒÅ Â, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, J = A ∩ Ĵ . ðÕÓÔØ I { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÔÁËÏÊ,
ÞÔÏ I ∩ J = 0. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ I + J { ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, ÔÏ I ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÅÝÅ ÎÅ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ
ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÂÏ ÎÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÏÂ ÉÄÅÁÌÁÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × J . üÔÉ ÉÄÅÁÌÙ
ÍÏÇÕÔ ÒÁÓÛÉÒÑÔØÓÑ ÐÒÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ × ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ.

ïÓÏÂÏ ÎÁÄÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ
ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ É ÁÎÆÉÌÁÄÁ ÏÄÎÁ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.4.2) ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÕÍÎÏÖÁÅÍ
ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍ ëÁÐÅÌÌÉ Cn2 , ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ \ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÍ ÐÒÁ×Ï ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÙ" É
ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ËÁË ×ÙÛÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.5.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.36. Á) ðÕÓÔØ � { T -ÉÄÅÁÌ, I0 { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ
T -ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × �. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ HI = I ∩ JC 6= 0, ÔÏ I0 6= 0.

Â) ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ, C {
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÔØ, I { T -ÉÄÅÁÌ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÒÉÞÅÍ I ÎÅ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ×
ÏÂÒÁÚ A ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. ôÏÇÄÁ HI =
I ∩ hC 6= 0 É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ I0 ⊆ I ∩ hC, ÞÔÏ I0 6= 0.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ HI 6= 0. ðÏÜÔÏÍÕ Ð.Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð.Á). ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ,
ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ HI ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ 5.13 Ï ÒÁÓÔÁÌ-
ËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ Ë HI . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ
ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. 2

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 5.36, 5.35 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.10 ×ÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.12. ðÕÓÔØ I { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ, I0 ⊂ I { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ
R-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × JC. ôÏÇÄÁ I0 { ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ É × ÆÁËÔÏÒ-
ÁÌÇÅÂÒÅ A′ = A=I0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: I ∩ JC = 0. (ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
C | ÐÕÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÔÁËÏÇÏ ÖÅ, ËÁË É × A. åÓÌÉ
ÔÁËÏÇÏ ÐÕÔÉ × ÜÔÏÍ ÆÁËÔÏÒÅ A′ ÎÅÔ, ÔÏ ÉÄÅÁÌ JC ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ ×
A′.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ I0 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÕÓÔØ �(I)∩JC 6= 0 × ÁÌÇÅÂÒÅ A′.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A′′ = A′=TorR(A′), ÇÄÅ TorR(A′) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
A′, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÍÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÉÚ R. ÷ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.10 ÉÄÅÁÌÙ, ÏÔ-
×ÅÞÁÀÝÉÅ ÐÕÔÑÍ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á × ÁÌÇÅÂÒÁÈ A′ É A′′, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ É × ÁÌÇÅÂÒÅ A′′ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ R-
ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ I ′0 ⊆ �(I) ∩ JC . îÏ ÔÏÇÄÁ �−1(I ′0) ⊃ �−1(0) = I0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
�−1(I ′0) ⊆ �−1(�(I)) = I É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-
ÎÏÓÔÉ I0. 2
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éÚ ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.14 ×ÙÔÅËÁÅÔ
ìÅÍÍÁ 5.23. ðÕÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ I × ÁÌÇÅÂÒÅ Â ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ
(× ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÎÏÇÏ) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ T -ÉÄÅÁÌ
0 6= I0 ⊆ I, ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏ-
ÓÔÁ×Á. 2

5.8.1. ïËÏÎÞÁÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ
÷ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏ-

ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ (Â; ~A) É ÐÏËÁÖÅÍ,
ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ T -ÉÄÅÁÌÏ× {�i} × ÁÌÇÅÂÒÅ Â ÓÔÁÂÉÌÉÚÉ-
ÒÕÅÔÓÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ (ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÁÌÇÅÂÒÕ Â × ÓÕÍÍÕ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ)
ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÐÕÔÅÊ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÇÒÁÆÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÏÓÔÁ×
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É ÎÅÔ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÁ×Ï×.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ðÕÓÔØ {�i} { ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÔÁËÉÈ
T -ÉÄÅÁÌÏ×. ðÕÓÔØ Cj { ÐÕÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á (ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ ÐÏ-
ÒÑÄËÏÍ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÌÅÔÏË, ÉÈ ÎÁÌÉÞÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÜÆÆÅËÔÁÍÉ ÇÁ-
ÛÅÎÉÑ). ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ËÏÎÅÞÎÏ, Á ÓÏÓÔÁ× ÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÏÄÉÎÁËÏ×Ù É ËÏÌØÃÁ Ri, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÐÕÔÑÍ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ R-ÚÁÍËÎÕ-
ÔÙÈ T -ÉÄÅÁÌÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × �i (ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÐÕÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ)
ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÁÌÅ �i0. üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ (ÉÂÏ ÏÎ ÔÁËÖÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ A[R]), ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÆÁË-
ÔÏÒÕ A′ = A=�i0. ÷ ÜÔÏÊ ÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ
i ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÉÚ �i ÎÅ ÌÅÖÁÔ × JCi .

îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ T -ÉÄÅÁÌÏ× × ÆÁËÔÏÒÅ
A′=JC(A′). üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÏÓÔÁ× ÐÕÔÉ (ÞÅÍ ÓÏÓÔÁ×
C). ÷ ÓÉÌÕ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ (ÁÌÇÅÂÒÁ) ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍÁ, É ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÅÌÏ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÓÔÁ×Õ ÐÕÔÉ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÓÕÍÍÁ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ T -ÉÄÅÁÌÏ× � É I ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ. ïÄÎÁËÏ
ÉÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ ~A ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ
ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ÍÏÇÕÔ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÎÏÔÕ ÓÏ-
ÓÔÁ×Á. òÅÄÕËÃÉÏÎÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ,
Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÏÓÏÂÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÛÐÅÈ-
ÔÏ×ÏÓÔØÀ.
úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÎÅ ÄÏËÁÚÙ-
×ÁÅÔ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÁ � × ÆÁËÔÏÒÅ A=JC ÅÝÅ ÎÅ ×ÌÅÞÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ
� × A ÉÚ-ÚÁ ÜÆÆÅËÔÏ× ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ: ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ~A É ÐÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ ËÏ-
ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ÍÏÇÕÔ ×ÙÄÅÌÑÔØÓÑ, ÈÏÔÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ A (É × Â) ÏÎÉ ÎÅ
×ÙÄÅÌÑÌÉÓØ. âÙÌÏ ÂÙ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ Ë ÔÁËÏÍÕ ÎÁÉ×ÎÏÍÕ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ, Ô.Å. ÐÒÉÍÅÒ T -ÉÄÅÁÌÁ � × A ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ �∩ JC = 0 (×
A), ÎÏ ~� ∩ ~JC 6= 0 (× ~A). ëÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ
ÜÆÆÅËÔÏ× ÎÅÔ É ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕ-
ÖÄÅÎÉÑ.

2. ôÁËÉÍ ÐÕÔÅÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÄÎÏ-
ÒÏÄÎÙÈ T -ÉÄÅÁÌÏ× × A (ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ, ÞÔÏ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ-
ÓÔØÀ × ÆÁËÔÏÒÅ ÈÏÒÏÛÏ).

3. ðÕÔØ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÔÏÌØËÏ \ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ" ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË,
ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ \ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÔÒÀË" (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.1.3), Á ×Ï-
×ÔÏÒÙÈ | ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÏÌØËÏ Rpk-ÚÁÍËÎÕÔÙÅ T -ÉÄÅÁÌÙ, ÐÒÉÞÅÍ k ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.
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5.9. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ: ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ ⇒ ÌÏËÁÌØÎÁÑ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ � 6= 0
ÕÍÅÔØ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ T -ÉÄÅÁÌ �0 6= 0, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × �. ôÏÇÄÁ ÄÅÌÏ
ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÓÐÕÓË, ËÏÔÏÒÙÊ, × ÓÉÌÕ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ, ËÏ-
ÎÅÞÅÎ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, T -ÉÄÅÁÌ � ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÚÁÄÁÎÎÙÍ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×ÁÍÉ.

òÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. é ÎÁ
ËÁÖÄÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ËÏÍÎÏÎÅÎÔÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÐÏ-Ó×ÏÅÍÕ É Ó
ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÜÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÎÅ ÎÁÐÒÑÍÕÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÔ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ T -ÉÄÅÁÌÅ ËÒÁÊÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ×ÙÄÅÒÖÉ-
×ÁÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. úÁÔÅÍ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ËÏÌØÃÏ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ, Á
Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ | ÞÅÒÅÚ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÏÒÍÙ. üÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ËÏÌØÃÏÍ
S.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÇÏ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ �0 ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁË.
áÌÇÅÂÒÁ Â ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R ÄÏ
ÁÌÇÅÂÒÙ ~A = Â[R], ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÌÅÄÙ É ÆÏÒÍÙ ÂÕÄÕÔ ÃÅÌÙ ÎÁÄ R. ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ ~A ÂÕÄÅÔ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ. áÌÇÅÂÒÙ A É Â ÂÕÄÕÔ × ÎÅÅ ×ÌÏÖÅÎÙ É ÂÕÄÅÔ
ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊR-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ �0 ⊆ �. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÄÏ ÉÄÅÁÌÁ
× A′′ = A[R] ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÍ ÓÁÍÉÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÄÅÁÌ �0 ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ,
Á ÆÁËÔÏÒ{ÁÌÇÅÂÒÁ A=�0 ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÆÁËÔÏÒ ~A=�0. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ �0 ×
ÁÌÇÅÂÒÅ A′′, ÈÏÔÑ É ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó T -ÉÄÅÁÌÏÍ �0 ÁÌÇÅÂÒÙ A ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÏ T -
ÉÄÅÁÌÏÍ × A′′, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. (ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÉÄÁ t → �t ÓÐÏÓÏÂÎÙ
ÒÁÚÄÅÌÑÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ × �0 ÉÓÈÏÄÎÏ ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ.)

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÄÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ.

5.9.1. ëÒÁÊÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.10. îÁÚÏ×ÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ Â ËÒÁÊÎÉÍ, ÅÓÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÇÏ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (Ó ÌÀÂÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÒÁÊÎÉÊ ÓÌÅ×Á É ËÒÁÊÎÉÊ ÓÐÒÁ×Á.

òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ (ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ!) ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ | ÎÕÌÅ×ÏÊ.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ËÒÁÊÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ. ÷ ÓÉÌÕ ÜÆÆÅËÔÁ ÇÁÛÅÎÉÑ ÐÕÔÅÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÀ ÐÕÔÅÊ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÁÍÉ
ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÁÊÎÉÍÉ, ÎÏ ÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÊÎÅÊ
(ÐÒÉ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÎÃÙ ÓÌÉ×ÁÀÔÓÑ É ÐÕÔÉ ÇÁÓÑÔÓÑ).

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ
ÉÄÅÁÌÁ I ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÁÊÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÎÅÇÏ ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÉÄÅÁÌ,
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ IB. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÁÊÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× T -ÉÄÅÁÌÁ, ×ÏÏÂÝÅ
ÇÏ×ÏÒÑ, T -ÉÄÅÁÌÏÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ. åÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ \ËÒÁÊÎÉÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ" ÞÅÒÅÚ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ÔÏ ÔÁËÉÅ \ÐÓÅ×-
ÄÏ-ËÒÁÊÎÉÅ" ÜÌÅÍÅÎÔÙ T -ÉÄÅÁÌÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÒÏÖÄÁÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÊ
T -ÉÄÅÁÌ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒ ÍÁÔÒÉÃ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÁÍÉ).
÷ÅÒÏÑÔÎÏ, ÐÏÄÏÂÎÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ É ÄÌÑ ÔÁËÉÈ \ÐÓÅ×ÄÏ-ËÒÁÊÎÉÈ ÉÄÅÁÌÏ×" × ÁÌÇÅÂÒÅ Â
ÉÚ-ÚÁ ÜÆÆÅËÔÏ× ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.37 (ï T -ÉÄÅÁÌÅ ËÒÁÊÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T -ÉÄÅÁ-
ÌÁ I 6= 0 ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ J ⊆ I, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÒÁÊÎÉÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÍÏÖÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ Â. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ËÒÁÊÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÏ, ÕÍÎÏÖÉ× ÅÇÏ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÒÁÊÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f , ÌÅÖÁÝÉÊ × ÓÕÍÍÅ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ É ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ-
ÃÉÉ. ðÏÒÑÄËÏ×ÙÍ ÔÉÐÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÔÉÐ
ÍÌÁÄÛÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × ÎÅÅ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, Á ÐÏÒÑÄËÏ×ÙÍ ÔÉÐÏÍ T -ÉÄÅÁÌÁ | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÔÉÐ ÅÇÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ. óÔÅÐÅÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÏË ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÔÁË, ËÁË ÂÙÌ ÕÐÏÒÑ-
ÄÏÞÅÎ ÓÏÓÔÁ× ÐÕÔÅÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË,
ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÎÉÖÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ, ÐÒÉ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÉ
| ×ÔÏÒÁÑ É Ô.Ä. ÷ÏÔ ÓÐÉÓÏË ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË:

1) ëÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÉÐÏ× ÓÁÍÙÈ ÂÏÌØÛÉÈ
ËÌÅÔÏË.

2) ëÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ËÌÅÔËÁÍÉ ÓÁÍÏÇÏ ÂÏÌØ-
ÛÏÇÏ ÔÉÐÁ (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× | Ô.Å. ÐÒÏÈÏÄÉÍÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØ-
ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×).

3) ðÁÒÁÍÅÔÒÙ 1 É 2 ÄÌÑ ËÌÅÔÏË, ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ, ÚÁÔÅÍ | ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ
É Ô.Ä.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.37 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ 5.14, ÐÒÉÍÅ-
ÎÅÎÎÏÊ Ë T -ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÉÚ I. äÌÑ ÜÔÏÇÏ
ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÌÉÎÏÍ ÔÉÐÁ � ÉÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÞÉ-
ÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÑÄÒÁ Qi. åÓÌÉ ÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÓÍÅÛÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÁÓÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÔÏ ÐÒÉÍÅÎÉ× ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÁÓÔÁÌËÉ×Á-
ÎÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.14 Ë ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ �Qi, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó Â�ÏÌØÛÉÍ
ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Qi É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÂÏÌÅÅ Ñ×ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, ÎÁ
ËÏÔÏÒÏÍ ÌÕÞÛÅ ×ÉÄÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ. ÷ÏÚØÍÅÍ T -ÉÄÅÁÌ J ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÔÉÐÁ,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × I. ðÕÓÔØ q = pk > c(A), � ∈ J { ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ T -ÉÄÅÁÌ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÒÁÊÎÉÈ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏ-
ÒÏÎÙ. ôÏÇÄÁ, ÐÏÓÔÒÏÉ× T -ÉÄÅÁÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÒÁÊÎÉÈ ÓÌÅ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ÐÏ ÎÅÍÕ
| T -ÉÄÅÁÌ ËÒÁÊÎÉÈ ÓÐÒÁ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÙÊ T -ÉÄÅÁÌ. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ T -ÉÄÅÁÌÁ, ËÒÁÊÎÅÇÏ ÓÐÒÁ×Á.

âÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ Acl, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒ
A É Â. ÷ ÎÅÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙ.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÉÒÓÏ×ÓËÉÅ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÇÒÕÐÐÅ ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅÔÏË, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× Qi ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. (ôÁË ÍÙ
ÚÄÅÓØ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÙ Qr;�

k , Ql;�
k , Q�

k1;k2 , P �
q′;q′′ , ××ÅÄÅÎÎÙÅ

× ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5.)
ðÕÓÔØ Zn1 { ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ ÍÁË-

ÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÐÒÉÞÅÍ ×ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÐÏÌÉÎÏÍ
×ÉÄÁ ypk − yps , ÐÒÉÞÅÍ k É s ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ËÌÅÔËÁÈ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÎ
ÏÂÒÁÔÉÌÓÑ × ÎÏÌØ. ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁ [x; Zq

n1 ] ÌÅÖÁÔ × ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ
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ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÍÅÛÁÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ � ÎÁ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔ ÔÉÐÁ [x; Zq

n1 ] ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ
× Acl ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ
ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ. âÕÄÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ � ÓÐÒÁ×Á ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÙ,
ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ËÌÅÔËÁÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ É
ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ.

1) ðÒÏÃÅÓÓ ÍÏÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ.
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ-
ÃÉÀ ÞÌÅÎÏ× ÉÚ ÌÅ×ÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ìÀÂÏÅ ÐÒÁ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅ×ÁÑ ÏÂËÌÁÄËÁ ÉÍÅÅÔ ÄÒÕÇÏÊ ÔÉÐ, ÎÕÌÅ×ÏÅ. ó
ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÍÅÛÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÏÂËÌÁÄËÏÊ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ Acl,
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4.19, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÅÇÏ Qi. îÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ
ÓÔÒÏÇÏ Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÁËÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
ÔÏÖÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ, ËÒÁÊÎÉÊ ÓÐÒÁ×Á.

2) ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �′, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÐÒÁ×Á ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ
ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ. ôÏÇÄÁ �′ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒÏÍ
Acl ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ J , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ. üÔÏÔ ÍÏÄÕÌØ ÔÁËÖÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÜÔÏÍÕ ÆÁËÔÏÒÕ A ÐÏ ÔÁËÉÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ É ÐÒÏÄÏÌ-
ÖÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ M ËÁË A=J ÍÏÄÕÌØ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÜÌÅÍÅÎÔ T -ÉÄÅÁÌÁ, ËÒÁÊÎÅÇÏ ÓÐÒÁ×Á, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÍ É ÎÕÖÅÎ. 2

5.9.2. ìÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒ
íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÒÁÚÄÅÌÁ 5.3.2. ìÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×É-

ÍÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.3, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 5.35 É 5.24. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ.
åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ Â ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
T -ÉÄÅÁÌÁ � ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ �0 ⊆ �, ÄÁÀÝÅÇÏ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÊ
ÓÐÕÓË, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.24. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, × ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.3, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ T -
ÉÄÅÁÌÁ � ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅ ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. îÏ ÔÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ Ï ÒÁÓÔÁÌ-
ËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ 5.14, ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × Â ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ÓÔÁÌÏ
ÂÙÔØ, ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × A (É × Â) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏ-
ÓÔÁ×Á, Á × ÁÌÇÅÂÒÅ ~A ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÄÅÁÌ ÔÏÖÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.
îÏ ÔÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.35 × ÉÄÅÁÌÅ J , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÏÌÎÏÇÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÎÅÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ � É ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë
ÆÁËÔÏÒÕ ÐÏ J . ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ!

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÒÁÊÎÅÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÂÅÒÕÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á | ÉÚ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ. ÷ ÎÅÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅ ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÅÔ ÎÁÂÌÀÄÁÔØÓÑ
ÇÁÛÅÎÉÅ ÐÕÔÅÊ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ (ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ) ÓÔÅÐÅÎØÀ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÁÓ ÔÕ ÖÅ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á |
Ô.Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ËÌÅÔËÉ ÎÁÌÉÞÉÅ ÓÍÅÛÁÎÎÏÊ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Ó ÔÁËÏÊ ÏÂËÌÁÄËÏÊ. üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ
ÔÏÖÄÅÓÔ×, Á ÉÍÅÎÎÏ | ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ.
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úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÌÉ Ó ÔÁËÏÊ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÏÊ ÓÏÒÔÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ, ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ, ÎÅÓÍÅÛÁÎÎÙÅ. ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÇÌÁ×Ù
ÈÏÞÅÔÓÑ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÎÏÓ ÒÁÚ×ÉÔÏÊ ÚÄÅÓØ ÔÅÈÎÉËÉ ÎÁ ÎÅ- ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÓÌÕ-
ÞÁÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÓØÍÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ.

6. ïÂÝÉÅ ËÏÌØÃÁ É ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ
ËÏÌØÃÏÍ

äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÐÅÒÅÎÏÓÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÌÅÃ É ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ
ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ �. ðÏÓËÏÌØËÕ n-ËÒÁÔÎÏÅ ÓÌÏ-
ÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Ó ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ � ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔ 1 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ Zn. äÁÌÅÅ J :(�) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÒÁÄÉËÁÌÁ
äÖÅËÏÂÓÏÎÁ J(�) ËÏÌØÃÁ �, c(�) { ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ J(�).

÷ÎÁÞÁÌÅ ÂÕÄÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ, Á ÚÁÔÅÍ Ó ÅÅ ÐÏÍÏÝØÀ |
ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ËÏÌÅÃ.

6.1. ìÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ
÷ÎÁÞÁÌÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÓÌÕÞÁÊ PI-ËÏÌÅÃ, Ô.Å. ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ K × ËÏÌØÃÅ �,

ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ, Á ÚÁÔÅÍ | ÏÂÝÉÊ
ÓÌÕÞÁÊ ÂÕÄÅÔ Ó×ÅÄÅÎ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ.

6.1.1. óÌÕÞÁÊ PI-ËÏÌÅÃ
óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ÏÂÝÉÈ ÞÅÒÔÁÈ ÔÁËÏ×Á: ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÌÏËÁÌØ-

ÎÁÑ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÆÁËÔÏÒÏ× �
ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ. (îÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØ �
ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÅÓÔÉ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÅÇÏ ÆÁËÔÏÒÁÍ.) ðÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÂÕÄÅÔ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØÓÑ ËÁË ÐÏÄÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ Ó×ÏÅÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÒÕÞÅÎÉÑ É ÆÁË-
ÔÏÒÁ, Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ �=I-ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ËÏÌØÃÁ �.
á ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÒÕÞÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ F { ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ
� É ÈÏÒÏÛÏ ÕÓÔÒÏÅÎ. ÷ ÎÅÍ ÉÝÅÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ É Ô.Ä. òÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ
ËÏÌØÃÏÍ É ÅÇÏ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × �=I-ÁÌÇÅÂÒÅ | ÍÏÄÕÌÅ ËÒÕÞÅÎÉÑ, É ÔÁÍ
ÃÅÐÏÞËÉ T -ÉÄÅÁÌÏ× ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ, ÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ:

ìÅÍÍÁ 6.1. ðÕÓÔØ M { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �-ÁÌÇÅÂÒ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÎÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×-
ÎÙÈ, � { ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, x ∈ �. ôÏÇÄÁ

Á) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï xB ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ B (Á ÔÁËÖÅ ÁÌÇÅÂÒÙ
�=Ann(x)⊗B) ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ T -ÉÄÅÁÌÕ.

Â) åÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �= id(x)-ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ M ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ
É ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �=Ann(x)-ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ M ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ, ÔÏ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �-ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ M ÔÏÖÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ (Ô.Å. ÌÏËÁÌØÎÏ
ÛÐÅÈÔÏ×Ï).

×) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I / � ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {g|gI = 0} ÏÂÒÁÚÕÅÔ T -ÉÄÅÁÌ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ Ó Ð.Á). åÓÌÉ xf = 0, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ Ó×ÏÂÏÄÙ B
ÎÕÌÀ ÒÁ×ÅÎ É xg ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ g ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ÐÒÉ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÅ B, (Ô.Å. ÐÒÉ
ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ x ÅÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ, ÆÁËÔÏÒÕ ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ
ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï xB. ð.Á) ÄÏËÁÚÁÎ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ð.×).

ïÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ x ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ B ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï xB, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÒÁÚÙ É ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ T -ÉÄÅÁÌÏ× ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ T -ÉÄÅÁÌÁÍÉ. üÔÏ
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ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÙ B=Ann(x). ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÌÀÂÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ T -ÉÄÅÁÌÏ× × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å xB ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕ-
ÅÔÓÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀÂÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ T -ÉÄÅÁÌÏ× × ÆÁËÔÏÒÅ B=xB
ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÔÏÖÅ. 2

éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.1. Á) ðÕÓÔØ M { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �-ÁÌÇÅÂÒ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÎÅ ÁÓÓÏ-
ÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ. � { ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ{ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, �� = �=J(�). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ
ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ��-ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ M ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
�-ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ M ÔÏÖÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ (Ô.Å. ÌÏËÁÌØÎÏ ÛÐÅÈÔÏ×Ï).

Â) ìÏËÁÌØÎÁÑ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ M ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ M

ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÏ× ËÏÌØÃÁ �. 2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ Ó×ÅÌÏÓØ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÁÌ-
ÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ËÏÌØÃÏ �� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÏÌÅÍ, ÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ
ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÎÅ ÐÒÏ-
ÈÏÄÑÔ. ìÅÇËÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÇÏ × B=J(�)B, ÎÏ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍÏÇÏ × B. ðÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ × ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÍÏÇÕÔ ÐÏÑ×ÌÑÔØÓÑ
ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÑÄÅÒ ÉÚ xB. èÏÒÏÛÏ ÂÙ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ
ÐÒÉÍÅÒ ÄÌÑ T -ÉÄÅÁÌÏ×. íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÕÔÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÅ,
ÎÏ ÎÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ)?

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÄÅÁÌ I ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × A=J(�)A É x ∈ J :(�), ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï xA ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ A=J(�)A, ÔÏ ÉÄÅÁÌ xI ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × A. ïÎ ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÅÎ ÉÄÅÁÌÕ I ËÁË ÐÏÄÍÏÄÕÌØ × xA. åÓÌÉ ÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
A=J(�)A ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ J :(A), ÔÏ ÉÄÅÁÌ J :I ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × A.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÇÏ ÆÁËÔÏÒ �� ÐÏ ÒÁÄÉËÁÌÕ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ J(�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÉÞ-
ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. åÓÌÉ � ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÜÔÏ | ÐÏÌÅ. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ËÏÌØÃÁ Ó ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ
ÆÁËÔÏÒÏÍ ÐÏ ÒÁÄÉËÁÌÕ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÉÍÁÒÎÙÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.1. ìÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÎÅ ÏÂÑÚÁ-
ÔÅÌØÎÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ) ÐÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ S ËÏÌØÃÁ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÏ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ s. ïÔÓÀÄÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ
ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÏ× É ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÕÅÔ É ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÚÑ× ÆÁËÔÏÒ
ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÒÕÞÅÎÉÑ (ÓÍ. Ð.×) ÌÅÍÍÙ 6.1), ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ s ÎÅ ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ
ÎÕÌÑ × � É × A.

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ× × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ
É × ÌÏËÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ
P (s−k1x1; : : : ; s−klxl), ÇÄÅ ki ∈ N, ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ Ó ËÏÜÆÆÉ-
ÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ Z[s; s−1] ÞÅÒÅÚ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ×ÉÄÁ P (sr1x1; : : : ; srlxl) (ri ∈ N). óÞÉÔÁÑ ×ÓÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ, ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÙ ÐÒÉ-
ÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ
Ó×ÅÌÏÓØ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÌÅÍÍÅ:
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ìÅÍÍÁ 6.2. ðÕÓÔØ −→e t; i = 1; : : : ; n { ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ×, 	 = Z[S; S−1],

−→f k =
n∑
t=1

Skt−→e t; k ∈ Z:

ôÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ −→f −1 ÌÅÖÉÔ × 	-ÍÏÄÕÌÅ M+, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÏÍ {−→f k}k≥0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÏÌØÃÏ 	 ÎÅÔÅÒÏ×Ï, É ×ÅËÔÏÒÙ −→f k ÌÅÖÁÔ × ÎÅÔÅÒÏ×ÏÍ ÍÏÄÕÌÅ
N , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ {−→e i}ni=1, ÐÏÜÔÏÍÕ 	-ÍÏÄÕÌÉ M , M+ É M−, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ {−→f k}k∈Z
{−→f k}k≥0 É {−→f k}k≤0, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅÔÅÒÏ×Ù. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ∈ N
ÍÏÄÕÌØ M+ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ×ÅËÔÏÒÏ× {−→f k}mk=0.

ðÕÓÔØ � { ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ 	 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �(S) = S−1; �|Z = id,
�k : N → N { ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ �k(Sit−→e i) = S(k−t)i−→e i É ∀� ∈ 	 �k(�−→u ) =
�(�)�k(−→u ).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �k ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÕÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÉÎ×ÏÌÀÃÉ-
ÑÍÉ N → N . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ �k(−→f i) = −→f k−i É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �k(M) = M . ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �m ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× {−→f k}mk=0, É ÐÏÔÏÍÕ
�m(M+) = M+.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �m ÄÏÌÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔØ M+ × 	-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ
{−→f k}mk=−∞, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ M−, Á ÔÁËÖÅ 	[{−→f k}mk=0] = M+ É ÐÏÔÏÍÕ ÓÏ×ÐÁ-
ÄÁÅÔ Ó M . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �m(M+) = M , M+ = � 2

m(M+) = �m(M) = M . üÔÏ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ {−→f k}mk=0 ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ×ÓÅ −→f k, k ∈ Z, Ô.Å. ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ
ÄÏËÁÚÁÎÏ. 2

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.2. ðÕÓÔØ � { T -ÉÄÅÁÌ �-ÁÌÇÅÂÒÙ A, F { ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ �,
�′ { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ T -ÉÄÅÁÌ × F⊗A, �′′ = �′∩A. ôÏÇÄÁ �′′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ T -ÉÄÅÁÌÏÍ
É ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ × A=� ÌÅÖÉÔ × ÍÏÄÕÌÅ �-ËÒÕÞÅÎÉÑ. 2

îÁÚÏ×ÅÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ TorEss(M) ⊆ M , ÓÏÓÔÏ-
ÑÝÉÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÎÅ ÉÚ J(R). Tor�(M) ÅÓÔØ ÍÏÄÕÌØ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÄÌÑ
ËÏÌØÃÁ � (ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M).

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÅÍÍÅ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.2. Á) ðÕÓÔØ M { ÎÅÔÅÒÏ× ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ
ËÏÌØÃÏÍ R, Tor(M) { ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ËÒÕÞÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ M ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ
ÓÕÍÍÕ Ó×ÏÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ× M=I ·M⊕M=Tor(M) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ
I ËÏÌØÃÁ R.

Â) åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ R = � ⊗ R0 ÅÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ÐÅÒ-
×ÉÞÎÙÈ ËÏÌÅÃ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÔÏ M ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Ó×ÏÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ×
M=I ·M ⊕M=Tor�(M) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ËÏÌØÃÁ �.

×) ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ Ð.Á) ÐÕÓÔØ R { ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØÃÏ ÂÅÚ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅ-
ÓÅÞÅÎÉÅÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÇÏ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÒÁÄÉËÁÌÕ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ �R = R=J(R) ÐÅÒ×ÉÞÅÎ.
ôÏÇÄÁ M ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Ó×ÏÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ× M=I ·M⊕M=TorEss(M)
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ËÏÌØÃÁ R.

Ç) ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ Ð.Á) ÐÕÓÔØ R { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØÃÏ, �Ri { ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ
ËÏÌØÃÁ É R=J(R) = ⊕ �Ri, Ri = �−1( �Ri). ôÏÇÄÁ M ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ
Ó×ÏÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ× M=Rk

iM ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k.
Ä) åÓÌÉ ×ÓÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÔÅÒÏ×Ù ËÏÌØÃÁ ÜÆ-

ÆÅËÔÉ×ÎÏ ÚÁÄÁÎÙ, ÔÏ ×ÓÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÜÆÆÅË-
ÔÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ. 2
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äÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×ÏÄÉÔØ ×ÓÅ
Ë ÓÌÕÞÁÀ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒÏÍ � (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ É ÌÏ-
ËÁÌØÎÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÏÍÕ
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ) É ÓÔÒÏÉÔØ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ × ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ
ËÏÌØÃÁ � (Á ÓÌÕÞÁÊ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎ).

éÚ ÌÅÍÍÙ 5.21 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 6.2, 6.1 ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ìÅÍÍÁ 6.3. ðÕÓÔØ F { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ �, A { �-ÁÌÇÅÂÒÁ ÂÅÚ
�-ËÒÕÞÅÎÉÑ, R { ËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÁÍÉ, Â = A[R] { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ
ÔÉÐÁ, � { T -ÉÄÅÁÌ × A, �F ≡ F⊗ � { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ T -ÉÄÅÁÌ × F⊗ A.

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ �0 × A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ T -ÉÄÅÁÌ �0F ≡
F ⊗ �0 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 5.21. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ
ËÏÎÓÔÁÎÔÁ � ∈ �\{0}, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ �1 = �0F ∩ A ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ
� · x ∈ �0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ � ∈ �\{0}, ÞÔÏ
ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ �0F ∩ A[R] ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ � · x ∈ �0. á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ
ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ð.Â) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.2. 2

úÁ×ÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ{ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-
ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ �. ëÏÌØÃÏ � ÎÅÔÅÒÏ×Ï É × ÓÉÌÕ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÕÀ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ×ÓÅÍÉ ÆÁËÔÏÒÁÍÉ ËÏÌØÃÁ � ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÕÓÔÁÎÏ-
×ÌÅÎÎÏÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ � Ó×ÅÄÅÎÁ Ë
ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÎÁÄ ÅÇÏ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍÉ ÆÁËÔÏÒÁÍÉ, É ÐÏÔÏÍÕ �
ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ. ðÕÓÔØ F { ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ �. åÓÌÉ � { ÐÏÌÅ, ÔÏ
ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÐÏÓÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ F 6= � É ËÏÌØÃÏ
� ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.

íÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó ÐÁÒÏÊ (�; A), ÇÄÅ � ⊇ T(A), ÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÅÒÏ× ÔÉÐ
ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ � ⊗ R. (ðÏÓËÏÌØËÕ � ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ ÎÅ Ó
ÐÁÒÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒ (A; ~A), Á ÔÏÌØËÏ Ó ÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A.) ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.2 ÍÏÖÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ (É ÓÞÉÔÁÅÍ) ÞÔÏ A ÔÏÞÎÙÊ �-ÍÏÄÕÌØ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ É ÔÏÇÄÁ Var(F ⊗ A) =
Var(A). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × A ÎÅÔ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ ÉÄÅÁÌ I0 / A, ÞÔÏ:

1) ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �0 = � ∩ I0 ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ.

2) Var(F ⊗ A=I0) ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Var(F ⊗ A).

ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÊ ÓÐÕÓË Ë ÐÁÒÅ (�=�0; �A) ÇÄÅ �A = A=I0. ÷ ÓÉÌÕ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.2 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ � ∈ �, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÁÑ ÍÏÄÕÌØ �-
ËÒÕÞÅÎÉÑ J� ÁÌÇÅÂÒÙ É ÁÌÇÅÂÒÁ �A ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Ó×ÏÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ×
�A=J�⊕ �A=� �A. áÌÇÅÂÒÁ A′ = �A=J� ÎÅ ÉÍÅÅÔ �-ËÒÕÞÅÎÉÑ É ÐÏÔÏÍÕ Var(A′) = Var(F⊗
A′). áÌÇÅÂÒÁ A" = �A=� �A ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ Í�ÅÎØÛÉÍ ËÏÌØÃÏÍ �=��. ëÏÎÅÞÎÕÀ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÎÁÄ ×ÓÅÍÉ ÆÁËÔÏÒÁÍÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ � ÓÞÉÔÁÅÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÍ,
É ÐÏÔÏÍÕ ÐÒÏÉÚÏÛÅÌ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÐÁÒÅ ~� = �=�0 + T(A"); A′). ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ
6.1 ~� ∼= F ⊗ � É � · (~� ∩ A) ⊆ �. ðÒÉ ÜÔÏÍ Var(A′) ( Var(A) É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
Var(A) = Var(F ⊗ A) É Var(A′) = Var(F ⊗ A′). ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÄÌÑ ÐÏÌÅÊ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ, ÃÅÐÏÞËÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏ×
A→ A′ ÄÏÌÖÎÁ ÏÂÏÒ×ÁÔØÓÑ.

éÔÁË, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÄÅÁÌ I0 × ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1)
É (2). âÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÁË, ËÁË ÂÕÄÕÔÏ � { ÐÏÌÅ, Á ÐÏÔÏÍ R-ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÉÄÅÁÌÁ
ÄÏÍÎÏÖÉÍ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ | ËÏÇÄÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ F⊗A ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ É ËÏÇÄÁ ÉÈ ÎÅÔ.

÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÚØÍÅÍ ÐÕÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á × ÁÌÇÅÂÒÅ F ⊗ A, ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ É T -ÉÄÅÁÌ ~�1 ⊆ ~�, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ
ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ, ×ÉÄ ËÏÔÏÒÙÈ ÕËÁÚÁÎ × ÌÅÍÍÅ Ï ÚÁÍÅÎÁÈ 5.13. üÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÙÊR-ÍÏÄÕÌØ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ A É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÉÚ �.

÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÁÌÇÅÂÒÙ F ⊗ A ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙÍÉ É
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ, ×ÚÑÔØ ÉÄÅÁÌ �0, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.4.2, É ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ
ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 5.5.

îÁÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ËÏÌØÃÏÍ R ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÌÅÄÙ É ÆÏÒÍÙ ÃÅÌÙ, ×ÅÒÎÏ É
ÏÂÒÁÔÎÏÅ. (÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ R ÐÒÏÓÔÏ ÓÏ×ÐÁÄÅÔ Ó ËÏÌØÃÏÍ ÆÏÒÍ.) ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ R, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A ×Ï ×ÓÐÏ-
ÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Qi, ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ. ÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒÛÏ×Á
Ï ×ÙÓÏÔÅ, A[R] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ R, ÐÒÉÞÅÍ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ
6.3 T -ÉÄÅÁÌ � ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÄÅÁÌ �0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÁÌ-
ÇÅÂÒÅ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÎÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÊ T -ÉÄÅÁÌ �1, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó T -ÉÄÅÁÌÏÍ �0

ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ �0 = F ⊗ �1.
üÔÏÔ T -ÉÄÅÁÌ �1 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÍ (ÉÂÏ F ⊗A ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ)

É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ | ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ (ÉÂÏ F ⊗A ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ).
é ÏÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (1) É (2). 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ F ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ ÄÌÑ ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ á. ò. ëÅ-
ÍÅÒÁ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [55]. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ×ÅÓÔÉ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÍÕ ÔÉÐÕ.

6.1.2. îÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á. îÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÄÉËÁÌÁ É ÆÉÎÉÔ-
ÎÁÑ ÁÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍÏÓÔØ

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ | ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ K × ËÏÌØÃÅ �, ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÅ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÏÓÔ ÁÌÇÅÂÒÙ
ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ É ÅÅ ÎÅ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, Á
×ÏÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÄÌÑ T -ÉÄÅÁÌÏ× ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ � Ó ÉÄÅÁÌÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× K × ËÏ-
ÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ T -ÉÄÅÁÌ W , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ-
ÔÁÍÉ ÉÚ K ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÉÄÅÁÌÅ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÒÁÎÅÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÄÅÁÌ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ Ä×Á ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÚÄÅÌÁ
6.2). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ T -ÉÄÅÁÌÏ× {�k = � + T(Ck)}∞k=1 × Ë.Ð. ÁÂÓÏ-
ÌÀÔÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ �-ÁÌÇÅÂÒÅ A. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÓÔØ �. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÚÄÅÌÁ 6.2 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÆÁËÔÏÒÏ× A=�k, Á ËÁË ÐÏËÁÚÁÌ á. é. íÁÌØÃÅ×, ËÁÖÄÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ
ÁÌÇÅÂÒÁ ÆÉÎÉÔÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ
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ôÅÏÒÅÍÁ 6.1 (çÉÐÏÔÅÚÁ ì. á. âÏËÕÔÑ É é. ÷. ìØ×Ï×Á [33]). ïÔÎÏÓÉÔÅÌØ-
ÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ PI-ËÏÌØÃÏ ÆÉÎÉÔÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍÏ. 2

÷ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ òÁÚÍÙÓÌÏ×Á{ëÅÍÅÒÁ{
âÒÁÕÎÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K ÉÚ J(A) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÉÄÅÁÌ.
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÅ ÉÚ KA ÎÅ
ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ × ÒÁÄÉËÁÌÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ
âÒÁÕÎÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.2. òÁÄÉËÁÌ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁ-
ÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ{ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ � ÎÉÌØ-
ÐÏÔÅÎÔÎÅÎ. 2

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.3.

ìÅÍÍÁ 6.4. ðÕÓÔØ K { ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØÃÅ �, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ T -ÉÄÅÁÌÁ H. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÁÍÉ, ÐÒÉÞ£Í ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
x ∈ K ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ xf ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ H.

ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÅÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ
M(n;�) = Mn(Z[x])⊗ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f �-ÁÌÇÅÂÒÙ A
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

f =
n∑
i=1

xiui;

ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ ui ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÍÏÎÏÍÏ× Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ,
×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ × ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ, Á xi { Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ
ËÏÌØÃÁ � = Z[x1; : : : ; xn], ÔÏ ÉÄÅÁÌ T(f) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ
xigi, ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ xi { ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï g { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ. ôÏÇÄÁ, ×
ÓÉÌÕ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á gi ÓÌÅÄÕÀÔ ×ÓÅ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ni. é × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÌÅÍÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÐÏÌÏÖÉÔØ n = maxi ni.

äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ xi ÅÓÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÍÏÎÏÍÅ ui ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅ-
ÐÅÎÉ, ÒÁÚÏÂÒÁÎ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÊ ÓÐÕÓË ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ {x�}, ÉÂÏ ÅÓÌÉ xigi ∈ T(A), ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ fgi−xigih Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ
A É × ÎÅÍ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÎØÛÉÊ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {x�}.

ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ Ó×ÅÌÏÓØ Ë ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, × ÓÉÌÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁ-
ÒÉÚÁÃÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×Á× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ,
ÐÏÌÁÇÁÅÍ i = 1.

ðÕÓÔØ B { Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÓÞÅÔÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ VarA Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ
{y1; y2; : : : }, ÐÒÉ ÜÔÏÍ y1 ≺ y2 ≺ : : : ;Mh { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ
h ÏÔ {y1; : : : ; yh}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Mh = ∑ xiMh. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÍÏÎÏÍÙ É
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ xkmk, ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÞÌÅÎÁÍÉ ×ÉÄÁ
xjmj, ÇÄÅ mj ≺ mk. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ mk ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ q-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍÉ, ÇÄÅ
q = deg(f). ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÎÇ Z-ÍÏÄÕÌÑ Mh ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ nh2(q−1). ÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
Mh ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Sh, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. é ÅÓÌÉ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ D ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÍÅÒÁ 2nq4× 2nq4, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÅÊ ÍÏÄÕÌÑ ÎÕÌÅ×ÁÑ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 0.2.4).

ðÕÓÔØ g { ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ Z, ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
xif = 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ. 2
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.3 (éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÆÕÎË-
ÃÉÑ H(n; s), ÞÔÏ ÅÓÌÉ × s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÔÏÖÄÅÓÔ×
{gi} ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ T(MH(n;s)(Z) É ÌÀÂÏÇÏ x ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ
K E �, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ×ÓÅÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× {gi}, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
×ËÌÀÞÅÎÉÅ

xf ∈ T(A):
2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ M(n;�) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ �, ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÂÝÉÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ, ÍÏÖÅÔ
ÉÚ×ÌÅËÁÔØÓÑ ÄÒÏÂØ, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÏ ÎÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÏÂÝÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÎÅÊ
ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÞÅÍ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ.

ìÅÍÍÁ 6.5. Á) ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ M(n;�) ÎÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ �-
ÍÏÄÕÌÅÍ É ÏÂÒÁÚÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ Mn(Z[x])⊗ 1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ.

Â) íÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× É ÓÔÁÒÛÉÈ ÞÌÅÎÏ× ÔÏÖÄÅÓÔ× × ÁÌÇÅÂÒÁÈ
M(n;�) É Mn(Z[x]) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

×) ÷ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ �g, ÇÄÅ g ∈ T(Mn(Z[x])), � ∈ �.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. ð.Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð.Á), Ð.×) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð.Â). 2

éÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÌÅÍÍ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×
× A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÉÚ M(n;�), ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ ×
K. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.3. þÔÏ É ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÎÕÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:
ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

éÚ ÌÅÍÍÙ 6.4 É ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ PI-ËÏÌÅÃ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ (ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ × ÒÁÚÄÅÌÅ 6.2), ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ,
ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ \ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ" ×
ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.4. ðÕÓÔØ A { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ
�-ÁÌÇÅÂÒÁ, K { ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ �, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ×Ù-
ÐÏÌÎÑÀÝÉÈÓÑ × A.

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ � ÁÌÇÅÂÒÙ A × ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï KA Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ìÅÍÍÁ 6.4 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3.10 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 3.5. ïÂÁ ÜÔÉÈ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ÒÅÄÕËÃÉÉ Ë \ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ PI-ÓÉÔÕÁÃÉÉ".

6.1.3. ëÒÕÞÅÎÉÅ × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÌØÃÁÈ
÷ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ �-ËÒÕÞÅÎÉÅ, ÉÂÏ ÍÎÏÇÉÅ ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÙÔÅËÁÀÔ

ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ
ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ M { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �-ÍÏÄÕÌØ. éÄÅÁÌÁÍ × ËÏÌØÃÅ � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÉÈ ÁÎÕ-
ÌÑÔÏÒÙ × M , Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÅÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ. é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÍ × M ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÔ ÉÈ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÙ × �, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, Á ÔÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ (Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ), ÓÏ-
ÄÅÒÖÉÔ ÓÕÍÍÕ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ
ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ X1 ⊂ X2, ÔÏ Y1 ⊇ Y2, ÇÄÅ Yi ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Xi. üÔÏ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÎÏ ÅÓÌÉ Y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ X, Á
Z ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Y , ÔÏ Y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Z É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Ä×ÏÊÎÏÅ
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ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÚÁÍÙËÁÎÉÀ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÂß-
ÅËÔÏ× ÕÖÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. úÁÍËÎÕÔÙÍ ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ (ÉÄÅÁÌ)
Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.3. ëÒÕÞÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ 	 ËÏÌØÃÁ �, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÄÅÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 	-ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ, Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔ c ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÎÁ 	. åÓÌÉ �� ÐÅÒ×ÉÞÎÏ, ÔÏ ËÒÕÞÅÎÉÅ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÅ ÉÚ J(�).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.5. ðÕÓÔØ B { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁ-
ÔÅÌØÎÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁÑ). ôÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌÁÍ × ËÏÌØÃÅ � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ T -ÉÄÅÁÌÙ ×
ÁÌÇÅÂÒÅ B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. T -ÉÄÅÁÌÙ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÅ ÉÄÅÁÌÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÀÔ
ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ B. ïÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒÕ B,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ I ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ J ⊂ � ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÉÄÅÁÌÁ I ÐÒÉ
ÌÀÂÏÍ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÅ. 2

ôÅÐÅÒØ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÒÅÛÅÔËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÉÄÅ-
ÁÌÏ× ËÏÌØÃÁ � É ÚÁÍËÎÕÔÙÈ T -ÉÄÅÁÌÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏ ÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÀ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ, Á ÉÄÅÁÌÙ × � É T -ÉÄÅÁÌÙ × A ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÂÒÙ×Á
×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ, ÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÏÂßÅËÔÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÂÒÙ×Á ËÁË
×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ, ÔÁË É ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ë Z-ÁÌÇÅÂÒÁÍ, Ô.Å. ÐÒÏÓÔÏ ËÏÌØÃÁÍ. ðÕÓÔØ M {
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ Z-ÍÏÄÕÌØ, Mp = M ⊗ Zp, � : M → Mp { ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ, É
ÐÕÓÔØ

Mp;k = ker'p;k : M →M : x 7→ pkx; Mp;k = Im'p;k; Mp =
⋂

k
Mp;k:

ñÓÎÏ, ÞÔÏ Mp;k ⊂ Mp;k+1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ Mp;k = Mp;k+1, ÔÏ Mp;q = Mp;q+1 ÄÌÑ
×ÓÅÈ q > k.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ

ìÅÍÍÁ 6.6. åÓÌÉ M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ R-ÍÏÄÕÌÑ, ÔÏÇÄÁ
Mp;kRp;k = 0, Rp ÁÎÕÌÉÒÕÅÔ ×ÓÅ Mp;k.

ðÕÓÔØ A { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ M = A, Mp = A⊗Zp,
ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÏÄÕÌÉ �(Mp;k) ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ T -ÉÄÅÁÌÁÍÉ. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.6. ðÕÓÔØ A ÅÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ Ë.Ð. ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁÑ
�-ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ

Á) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ p, ÞÔÏ × A ÅÓÔØ p-ËÒÕÞÅÎÉÅ, ËÏÎÅÞÎÏ.
Â) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ k, ÞÔÏ ker(pk) 6= ker(pk+1), ËÏÎÅÞÎÏ.
×) åÓÌÉ M ÅÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÁË

�-ÍÏÄÕÌØ, É Mp;k 6= Mp;k+1, ÔÏ �(Mp;k) 6= �(Mp;k+1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÄÕÌÉ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ ÉÚ ÐÐ.Á) É Â) ÄÁÎ-
ÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÓÕÔØ T -ÉÄÅÁÌÙ. ðÕÓÔØ Ip ÅÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉ pk-ËÒÕÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k, Ip;k ÅÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ pkx = 0. ôÏÇÄÁ ⊕

p<q Ip, Á ÔÁËÖÅ Ip;k, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-
ÀÝÉÅ ÃÅÐÏÞËÉ T -ÉÄÅÁÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ. ð.×) ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ
ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ð.Â). 2
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÌÇÅÂÒÁ A ⊗ Q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁ É ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏ-
ÒÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÖÄÅÓÔ×. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ
3.4.2 ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ Ë.Ð. ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ Z-ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÍÅÅÔÓÑ
ËÒÕÞÅÎÉÅ ÐÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ Ð.Á) ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÚÄÅÌÁ 3.4.2.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÅÛÅÔËÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÄÌÑ ËÏÌÅÃ (ÓÌÕÞÁÊ � = Z) ËÏÎÅÞÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÔÁË. ðÕÓÔØ � = Q["1; "1; �1; �2; �].
ðÒÉ ÜÔÏÍ "i�j = �ij�, �ij ∈ Q, det(�ij) 6= 0. é ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, "i"j = �i�j = "i� = �j� =
�2 = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÍÎÏÖÁÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �1f+�2g ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÓÕÍÍÕ a1"1 +
a2"2 (ai ∈ Q) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ �(b1f + b2g) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ
ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (b1; b2). óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ× ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ �.
÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÜÔÉÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÏÍ, ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï
ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏ× ×ÉÄÁ a1"1 + a2"2 É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ T -ÉÄÅÁÌÏ×
×ÉÄÁ �1f + �2g.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.7. Á) äÌÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈
�\{0}, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÏÊ �-ÁÌÇÅÂÒÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ËÒÕÞÅÎÉÅ.

Â) äÌÑ ÐÒÉÍÁÒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈ �\{0}, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ
×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ �-ÁÌÇÅÂÒÙ, ÉÍÅÀ-
ÝÉÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ËÒÕÞÅÎÉÅ.

×) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ 	 ËÏÌØÃÁ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ
� ∈ �\{0} ÁÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÏÊ �-ÁÌÇÅÂÒÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ 	-ËÒÕÞÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ Ann(xy) ⊇ Ann(x) + Ann(y), Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÐÕÎËÔÏ× ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ
ÏÂÒÙ×Á ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ ÄÌÑ T -ÉÄÅÁÌÏ×. 2

é × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ { ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 6.7. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ei �-ÍÏÄÕÌÑ M É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ij ∈
� ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

n∑
i=1

�ijei = 0 j = 1; : : : ; n:

ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ i ei� = 0, ÇÄÅ � = det((�ij)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Mij { ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ � = (�ij), M = (Mij). ôÏÇÄÁ
�M = �E ÉÌÉ ∑

jMij�jk = ��ik (�ik = 0 ÐÒÉ i 6= k É �ik = 1 ÐÒÉ i = k.) ðÏÜÔÏÍÕ

0 =
∑

jk
Mij�jkek = �ei:

2
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.8. Á) ïÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á f ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x
ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÷ÁÎ-äÅÒ-
íÏÎÄÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �, ÐÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ
f ÐÏ x.

Â) ðÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ �� ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ôÏÇÄÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÉÚ
A ÉÍÅÀÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ËÒÕÞÅÎÉÅ.

×) ðÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ � ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ë ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÷ÁÎ-äÅÒ-íÏÎÄÁ ÐÏÒÑÄËÁ n. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÕ Ó×ÏÉÈ ÐÏÌÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ É ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �-
ÁÌÇÅÂÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÐ.Â) É ×) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ Ð.Á). äÏËÁÖÅÍ Ð.Á).
ðÕÓÔØ f = ∑n

i=0 fi, fi { ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ f ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ i ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ �kx → x × f ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ∑n

i=0 �kifi,
Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á f . ðÏÜÔÏÍÕ Ð.Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 6.7. 2

åÝÅ ÏÄÎÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ìÅÍÍÁ 6.8. ðÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ � ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÄÅÁÌÏ× I� 3 E�, E� { ÓÅ-
ÍÅÊÓÔ×Ï ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏ×, × ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÝÉÈ ÅÄÉÎÉÃÕ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ
�-ÍÏÄÕÌØ (ÌÀÂÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ) ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ �=I� ÍÏÄÕÌÅÊ (ÁÌÇÅÂÒ),
Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÅÇÏ ÆÁËÔÏÒÁÍÉ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÁÖÅ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅ-
ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÎÅ×ÅÒÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ M { 2-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ
a; b É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ai1 = bi2; i1 ∈ I1; i2 ∈ I2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÁËÔÏÒÙ �=I1 É �=I2
ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÄÁÖÅ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ
ÐÏÄÏÂÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÓÔØ ÐÏÄ-
ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ó×ÏÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÒÉÍÁÒÎÏÅ ËÒÕÞÅÎÉÅ × ÁÄÄÉÔÉ×-
ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ËÒÕÞÅÎÉÑ. (ëÒÕÞÅÎÉÅ ÐÒÉÍÁÒÎÏ, ÅÓÌÉ ×ÅÚÄÅ ÏÎÏ ÅÓÔØ
ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.)

6.2. ìÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ
äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ � ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ.

ðÕÓÔØ A { Ë.Ð. ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ, �� = �=J(�), �A = �� ⊗ A.
âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÆÁËÔÏÒÏ× �, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅÈ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÊ �, Ó ÍÅÎØ-
ÛÉÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ôÏÇÄÁ
ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØ � ÏÂÅÓÐÅÞÉÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

6.2.1. òÅÄÕËÃÉÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ �� { ÐÏÌÅ
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ËÏÌÅÃ ÜÔÁ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ:

ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÕÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÏÌÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 6.8.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÅÒ×ÉÞÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ 	 ËÏÌØÃÁ � (Ô.Å. ÐÅÒ×ÉÞ-
ÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÆÁËÔÏÒÁ �=J(�)). ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.7 × ËÏÌØÃÅ � ÅÓÔØ 	-
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ 	-ËÒÕÞÅÎÉÑ
(ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.3). ôÏÇÄÁ A ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ Ó×ÏÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ× A=�A ⊕
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A=Toress(A). áÌÇÅÂÒÕ A=�A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �= id(�)-ÁÌÇÅÂÒÕ, ËÏÔÏ-
ÒÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ 	-
ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÅÔ. îÏ ÔÏÇÄÁ A ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × �	

EssLoc-ÁÌÇÅÂÒÕ �	
EssLoc ⊗ A, ÇÄÅ

�	
EssLoc { ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ � ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ 	-ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁÌÇÅ-

ÂÒÁ �	
EssLoc⊗A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁ (× ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.1), Á ËÏÌØÃÏ ��	

EssLoc
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. é ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ �	

EssLoc ⊗ A ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.

6.2.2. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×
íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×

ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ \× ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ". îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÄÎÏ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.4. ðÕÓÔØ M { ÎÅÔÅÒÏ× ÍÏÄÕÌØ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÐÅÒ-
×ÉÞÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ R. îÁÚÏ×ÅÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ N ⊆ M ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ
N 6= 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ N ′ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ r ∈ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
N ′ ⊇ rN . R-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ I 6= 0 ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌÅÎ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
R-ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ J ⊆ I ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ r ∈ R ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ J ⊇ rI, É ÓÉÌØÎÏ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌÅÎ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ J ⊆ I ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ r.
ðÏÎÑÔÉÅ ÓÉÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ T -ÉÄÅÁÌÏ×, ÎÅ
ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÈ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.9. ìÀÂÏÊ ÎÅÔÅÒÏ× R-ÍÏÄÕÌØ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ. ôÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÈ T -ÉÄÅÁÌÏ×, Ñ×ÌÑ-
ÀÝÉÈÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍÉ R-ÍÏÄÕÌÑÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ
× ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ R. åÓÌÉ
Ä×ÕÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ R-ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÍ N1 É N2 ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,
ÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ r ∈ R ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ N1
× N2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, rN1 ⊂ N2. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ
ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. (á ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ T -ÉÄÅÁÌÁÍ | ÎÅ ÏÂÑ-
ÚÁÔÅÌØÎÏ.) 2

éÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ 5.13 (ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊ) É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ
5.22 (ÓÌÕÞÁÊ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ìÅÍÍÁ 6.9. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ
ÌÅÍÍÙ 5.13, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ R { ËÏÌØÃÏ ÉÚ
ÌÅÍÍÙ 5.13. ìÀÂÏÊ T -ÉÄÅÁÌ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÉÌØÎÏ ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ I. ÷ÓÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ × ÎÅÍ T -ÉÄÅÁÌÙ
ÂÕÄÕÔ ÓÉÌØÎÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙ. 2

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ Ë.Ð. �-ÁÌÇÅÂÒÅ A. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÏËÁÌØÎÁÑ
ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÊ T -ÉÄÅÁÌ I 6= 0
× A, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ×ÓÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ
ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, × ÏÂÒÁÚÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ÉÚ I ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ × ÎÏÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ. ëÏÌØÃÏ � ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÉÍÁÒÎÙÍ,
Á ËÏÌØÃÏ �� { ÐÏÌÅÍ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �� ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ � ÓÏÄÅÒÖÉÔ Q,
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ á. ò. ëÅÍÅÒÁ
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Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ (É, ËÓÔÁÔÉ, Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÏÊ ÏÂÏÌÏÞ-
ËÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÙ) ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÓÞÉ-
ÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ �� ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ p > 0 É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØÃÏ
� ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ∈ N ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ pkx = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ �.

ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ �A = �� ⊗ A ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÐÏ ÒÁÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ. ôÏÇÄÁ × ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ-
×ÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ JC , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÐÕÔÉ C ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á. ëÏÌØÃÏ
R, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.3.1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á × �̂A ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÐÏ ×ÓÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ É ÐÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË (Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ).

åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å
JC ×ÚÑÔØ ÉÄÅÁÌ �, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÐÏÒÑÄËÁ c(A)−1, É ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÄÅÁÌ �0, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.4.2, É ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ
5.5. R ÂÕÄÅÔ ËÏÌØÃÏÍ ÆÏÒÍ.

ðÕÓÔØ H { ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ × JC . ôÏÇÄÁ ÏÎ
ÓÉÌØÎÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌÅÎ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÒÁÊÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. îÁÛÁ
ÃÅÌØ | × ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × A, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÇÏ H.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.10. ðÕÓÔØ H { ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ R-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄ-
ÅÁÌ × JC. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ r ∈ R É x ∈ �, ÞÔÏ T -ÉÄÅÁÌ xrH ÁÌÇÅÂÒÅ A
ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ (ËÁË T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É �A-ÂÉÍÏÄÕÌØ) T -ÉÄÅÁÌÕ rH × �A. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ " ∈ J(�) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï "xrH = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ x ∈ J :(�). ôÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.1, T -ÉÄÅÁÌ xH
× A ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒÕ I × �A ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ T -ÉÄÅÁÌÕ E. åÓÌÉ E = 0, ÔÏ ÍÙ ÐÏ-
ÌÕÞÉÌÉ ÉÓËÏÍÏÅ, ÉÎÁÞÅ x ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ T -ÉÄÅÁÌ H1 = rH ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r ∈ R\{0}.
ðÕÓÔØ 	1 = 	= id(x). ÷ÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ J :(	1) É ÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×É-
ÔÅÌØ x1 ∈ 	. ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ x2 É T -ÉÄÅÁÌÕ H2. ðÒÏÃÅÓÓ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÎÕÖÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ. 2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÉÄÅÁÌ xH, ÇÄÅ H ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÀ
ÌÅÍÍÙ 5.13. üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ R-ÚÁÍËÎÕÔ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌÏÍ J(�) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞ-
ÎÙÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÓÉÌØÎÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ. (äÅÊÓÔ×ÉÅ ËÏÌØÃÁ
R ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÞÅÒÅÚ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ.) íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÉÄÅÁÌÅ ÎÅÔ
ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ A. üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÜËÓÔÒÅÍÁÌÅÎ × Ä×ÕÈ ÓÍÙÓÌÁÈ: × ÓÍÙ-
ÓÌÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á É × ÓÍÙÓÌÅ \ÃÏËÏÌØÎÏÓÔÉ" | ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÒÁÄÉËÁÌ
ËÏÌØÃÁ �.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÅÈÎÉËÁ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÁÑ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÒÁÚ×ÉÔÉÅ
ÔÅÈÎÉËÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ áÒÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ, É ÅÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ
ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ Ë ×ÏÐÒÏÓÁÍ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ
ËÏÎÔÒÏÌÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏÔÅÒÀ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÈ ÎÁÄ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ S { ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ, Á Z { ÃÅÎ-
ÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ SZ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k ∈ N ÎÁËÒÙ×ÁÅÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ
S∩id(Z)k. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÓÐÕÓË ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÎÕÖÎÙ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ ÚÁÍÅÎÙ. äÌÑ ÎÉÈ ×ÅÒÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ
Ó×ÏÊÓÔ×Ï: P (I) ⊃ I∩P s(H), ÇÄÅ H { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×, P ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ
ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ. õÄÏÂÎÅÅ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÎÁËÒÙÔÉÑÍÉ
ÉÄÅÁÌÏ× ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R, ÏÔÓÀÄÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØ-
ÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ.

þÅÇÏ ÍÙ ÄÏÂÉÌÉÓØ? ðÏÑÓÎÉÍ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ë. á. úÕÂÒÉÌÉÎÁ [42] ÂÙÌÏ
ÐÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ
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Cn+1 ÐÏÒÑÄËÁ n+ 1. é ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t1; : : : ; tn, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ×ÅÄÅÔÓÑ
ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏ ti; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {ti} ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ. ðÕÓÔØ U { ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ-
ÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ n ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÈÓÑ ÂÅÚ ÐÏÍÏÝÉ ti. ðÕÓÔØ D {
ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ ti, ÔÏ ÐÅ-
ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏ ti, ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÏÌØ.
éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÐÏ
ti ÎÅÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ, É ÏÎÏ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÏÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ. áÎÁÌÏÇÉÑ Ó ÓÉÔÕÁÃÉÅÊ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [42] ×Ï ×ÔÏÒÏÍ
ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×) ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÐÏÎÑÔÎÏÊ
(ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.2.4).

ïÄÎÁ ÉÚ ËÌÀÞÅ×ÙÈ ÉÄÅÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÁËÏ×Á: Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 0.9
ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ n ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
d ÉÚ D × ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ÐÏ ti ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ.
äÁÌÅÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Ë ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÕÔÅÍ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÅÇÏ d, ËÕÄÁ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×,
ÐÒÏ×ÏÄÑÔ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÎÏ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ d′ ∈ D É Ô.Ä. ÷ ÉÔÏÇÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÐÏ ti ×ÌÏÖÉÔÓÑ × ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ
D ÐÏÒÑÄËÁ n (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 2.5).

ðÏÓËÏÌØËÕ × ËÏÎÅÞÎÏ{ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÈÏÞÅÔÓÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×É-
ÍÏÓÔØ.

ðÒÏÂÌÅÍÁ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÔØÓÑ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÉÇÄÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ, Á ÃÅÌÙÅ ÍÏÎÏÍÙ, É T -ÉÄÅÁÌ ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÉÚ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ. ðÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ti Ë
ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÈÏÒÏÛÅÍÕ ×ÉÄÕ ÕÖÅ ÎÅ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ.

ïÄÎÁËÏ T -ÉÄÅÁÌ H, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ, ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÔØÓÑ Ë
×ÉÄÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ × ÌÅÍÍÅ 5.13 Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ! é ÌÀ-
ÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ H ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ \ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ". ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÕË×Ù, ÎÕÖÎÙÅ ÄÌÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÚÁÍÅÎ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ
ÔÁÍ ÇÄÅ ÎÁÄÏ É ÔÁË ËÁË ÎÁÄÏ, ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÏÂÒÅÓÔÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ T -
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÎÕÌÅ×ÙÍ, Á ÐÒÏ-
ÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ! äÁÌØÛÅ | ×ÏÐÒÏÓ ÔÅÈÎÉËÉ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÜÔÏ × ×ÉÄÅ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 6.10. Á) ðÕÓÔØ f ∈ H ′, ÇÄÅ H ′ = xH { ÒÁÎÅÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ-
ÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ P (f) ÉÚ T(f), ÉÍÅÀÝÉÊ ×ÉÄ,
ÕËÁÚÁÎÎÙÊ × ÌÅÍÍÅ Ï ÚÁÍÅÎÁÈ (ÉÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.24).

Â) âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÌÀÂÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, 1 ÔÁË ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ P∞(f) ÒÁÓ-
ÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ ÉÚ T(f) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÉÖÅ).

2

þÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÐÏ×ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ \ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁ-
ÍÅÎ"? ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 5.14 × ÑÄÒÁÈ Qi ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÍÅÛÁÎÎÏÊ ÒÁ-
ÄÉËÁÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ (Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ × ÑÄÒÁÈ ÉÍÅÀÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÊ ÎÅÓÍÅÛÁÎÎÙÊ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ ÉÌÉ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÔÉÐ), Á ×ÎÅ ÑÄÅÒ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ

1ëÁË É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ b(A) × ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.
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ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÎÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ×ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÒÁÓ-
ÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÑÄÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Qi, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ
ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ. ôÁËÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, Á ÎÁÈÏÄÑÝÉ-
ÅÓÑ ×ÎÅ ÑÄÅÒ Qi ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ëÁÐÅÌÌÉ, ÆÏÒÍÉÒÕÀÝÉÈ Qi ÄÌÑ s-ÔÏÇÏ
ÜÔÁÐÁ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ s-ÇÏ ÜÔÁÖÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÏ× ÉÚ T(f), ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ Ë ÑÄÒÁÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
ÜÔÁÐÁ Ó×ÏÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÓÔÏÑÝÉÍÉ ×ÎÅ ti ÄÌÑ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÛÁÇÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÒÁÓÔÁÌ-
ËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ. ôÁËÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÅ ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ, É ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. üÔÏ Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ
ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ.

ïÄÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ. ðÒÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÉÚ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Á 5.14, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÛÁÇÁ (ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÑÄÒÁÍ ÕÖÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ Qi,
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÅ) ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ ÔÏÌØËÏ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ (ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÛÁÇÏ× ÓÒÁÚÕ). ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÉÍÅÎÑÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ É ÉÈ ÔÉÐÏ×
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.

éÚ Ð.Â) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.4. ðÕÓÔØ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ. ôÏÇÄÁ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ T(f), ÉÍÅÀÝÉÊ ×ÉÄ, ÕËÁÚÁÎÎÙÊ × ÌÅÍÍÅ Ï ÚÁ-
ÍÅÎÁÈ 5.14. ïÎ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ
ÚÁÍÅÎ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÉÓÁÎÁ ×ÙÛÅ. 2

âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ ÕÄÏÂÎÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ
ËÏÎÅÞÎÏÍ ÛÁÇÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÚÁÍÅÎ, ÍÏÇÕÔ
ÂÙÔØ \ÒÁÓÐÏÔÒÏÛÅÎÙ" Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. á ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ \ÒÁÓÐÏÔÒÏÛÅÎÏ" ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÕ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÚÁÍÅÎ (×ÏÚÍÏÖÎÏ) ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ É ÏÓÔÁ-
ÎÏ×ËÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÄÁÓÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ.
(îÏ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÛÁÇÁ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ.) òÁÂÏÔÁÔØ ÍÙ ÂÕ-
ÄÅÍ Ó ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×, Ë ÑÄÒÁÍ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÒÁÓ-
ÔÁÌËÉ×ÁÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË. T -ÉÄÅÁÌ H ÔÁËÕÀ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ
×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ, É ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ
(ËÁË T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É ÂÉÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ) T -ÉÄÅÁÌÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ Var(A). üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ×ÙÒÁÖÁ-
ÀÝÉÈÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÚÁÍÅÎ.

6.2.3. úÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ. ôÅÓÔÏ-
×ÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ

ïÓÎÏ×ÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ÷ÔÏ-
ÒÏÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ × ÒÁÚÄÅÌÅ 6.2.4. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.17 ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÍ 6.12, 6.13, 6.14.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ h ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ 5.13.
á ÉÍÅÎÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ tij, ÓÉÍ×ÏÌÉÚÉÒÕÀÝÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ
ÍÅÖËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ×ÄÏÌØ ÐÕÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÛÉ-
ÒÅÎÉÅ A< {tij} > × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Var(A) É ÐÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍ ÅÇÏ ÐÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ
ÐÏ ×ÓÅÍ tij ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÏÚØÍÅÍ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÓÌÏ×ÁÍ,
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ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÈÏÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ tij × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å, Â�ÏÌØÛÅÍ ÞÅÍ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÅÇÏ ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ × ÐÕÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á C ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ �A.
ðÏÌÕÞÉÌÉ �A { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �-ÁÌÇÅÂÒÙ A.

æÁËÔÏÒÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A, Á ÔÁËÖÅ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÁÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ �A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÅÒÅÚ ti ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÐÏ×ÔÏÒÎÏ. ôÏÇÄÁ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØÓÑ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÍÉÍÏ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁÌØ-
ÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ × ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ ÆÉ-
ÇÕÒÉÒÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ �, Á ÔÁËÖÅ ÎÏ×ÙÅ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÅ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÅ, Á ÎÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁÓÛÉÒÑÅÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó
ÔÒÏÊËÁÍÉ (A; �A;M), ÇÄÅ A { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ M,
Á ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ �A ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÐÕÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÄÌÑ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÑ �� ⊗ M. ÷ÓÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ, ÐÒÉÍÅÎÑÅÍÙÈ
Ë ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÔÉÐÁ t, ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ. (÷ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÌÉ Ó
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ÐÁÒÙ (A; ~A).)

ôÅÐÅÒØ ×ÏÚØÍÅÍ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÀ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ k ·c(�) ÄÌÑ
×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A. úÄÅÓØ c(�) { ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ËÏÌØÃÁ �,
Á ÞÉÓÌÏ k ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ �A ÎÅÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ k
É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ �A ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ k ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ
R ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.13 Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ. ðÏÓËÏÌØËÕ �� { ÐÏÌÅ, ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ
ÐÏÌÅÍ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ, Á × ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ×ÓÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ
ÔÁËÏÅ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÏÌÕÞÉ×ÛÕÀÓÑ ÁÌÇÅÂÒÕ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �A.

�Ak ÅÓÔØ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÆÁËÔÏÒÁ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �A ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÎÓÔÁÎÔ
{�a;j} ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ

ak −
k∑
i=1

�a;iak−i:

üÔÏ É ÅÓÔØ ÔÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÍ ÎÕÖÎÁ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.11. Á) áÌÇÅÂÒÁ �A ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ.
Â) ìÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ xH, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ × A, ÎÅ

ÒÁ×ÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ × �A.
×) ÷ T -ÉÄÅÁÌÅ xH ÎÅÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ.
éÂÏ ÅÓÌÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ B ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ
ÒÁÄÉËÁÌÁ É ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÇÏ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ S, ËÏÍÍÕÔÉÒÕ-
ÀÝÉÍ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ B, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ. ð.×) ÅÓÔØ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉ-
ÒÏ×ËÁ Ð.Â). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ð.Â) ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÉÚ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÉÖÅ.

ë ÜÔÏÍÕ ÐÕÎËÔÕ Ó×ÅÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.11 ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÒÅÄÕËÃÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A Ë
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ A=xH, É ÄÅÌÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÓÐÕÓËÏÍ. óÐÕÓË ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× × ÓÉÌÕ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ Ð.Â) ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.11, Ë ÞÅÍÕ ÍÙ É ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �A, ÌÅÖÁÝÉÅ × ÉÄÅÁÌÅ J , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÓÌÏ-
×ÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ tij × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å. (ðÏ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÀ Ë
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ �A ÍÙ ÎÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍ.) ïÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ÞÅÒÅÚ tij ÓÉ-
ÓÔÅÍÕ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ. ðÏÌÕÞÉÍ Ë×ÁÚÉÍÏÎÏÍ ×ÉÄÁ g = �(−→x ;Q1; : : : ; Qs), ÉÚ
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ÌÅÍÍÙ 5.14, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÕÔÑÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á (Á ÎÅ
ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÎÏÇÏ) É ËÏÔÏÒÙÊ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚ Qi. ë×ÁÚÉ-
ÍÏÎÏÍÁÍÉ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÔÁËÉÈ
ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÐÏÒÑÄÏË ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ −→x ÏÄÉÎÁËÏ×, ÐÏÒÑÄÏË ÑÄÅÒ Qi ÏÄÉ-
ÎÁËÏ× ÔÏÖÅ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ Qi ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÑÄÅÒ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Qi,
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÎÕÔÒÉ Qi, ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÙÈ ÄÌÑ \ÐÒÉÅÍÁ ÆÏÒÍ", É ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ −→x
ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÜÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁ-
ÍÅÎ ÞÅÒÅÚ tij Ë ÍÏÎÏÍÕ. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ −→x ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ A. íÎÏÇÏÞÌÅÎ
ÎÁÚÏ×ÅÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ Ë×ÁÚÉÍÏÎÏÍÏ×. îÁÂÏÒÙ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Qi É ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÉÈ ÑÄÒÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÎÁ
k-Í ÜÔÁÐÅ, ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÜÔÁÖÁÍÉ. ïÎÉ \ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÙ" ÄÌÑ \ÐÒÉÅÍÁ ÆÏÒÍ".

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.12. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ k É Ó = c(�), ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ. ðÕÓÔØ E { ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚ R ÎÁ ÚÁÐÉÓÑÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÁÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ
ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÎÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ.

Á) ðÕÓÔØ E ÓÏÄÅÒÖÉÔ k-À ÓÔÅÐÅÎØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v ∈ A. ôÏÇÄÁ E ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ AJ(�) ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÚÁÍÅÎ vs → vk, ÇÄÅ s < k, × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÉ vk Ó ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ R.

Â) ðÕÓÔØ E ÓÏÄÅÒÖÉÔ c · k-À ÓÔÅÐÅÎØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v ∈ A, W { ÒÅÚÕÌØÔÁÔ c-
ËÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÑÄÒÁÍ Qi ÉÚ E ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ
ÚÁÍÅÎ. ôÏÇÄÁ W ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË vs → vk, ÇÄÅ
s < c · k, × ÄÁÎÎÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ vc·k × W Ó ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÁÍÉ ÉÚ R, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÅ Ë ÒÁÚÎÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÆÏÒÍÙ.

÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ E.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÁÌ-
ÇÅÂÒÅ �A ÆÏÒÍÙ ÃÅÌÙ ÎÁÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÉÚ R. ÷Ù×ÅÄÅÍ Ð.Â) ÉÚ Ð.Á). òÁÚÏÂØÅÍ c ·k-À
ÓÔÅÐÅÎØ v ÎÁ c ÂÌÏËÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÒÁ×ÅÎ vk. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÂÌÏËÕ Ó×ÏÊ ÜÔÁÖ ×
ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÚÁÍÅÎ É ÇÒÕÐÐÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÌÑ \ÐÒÉÅÍÁ" ÆÏÒÍ. ðÒÉÍÅÎÉÍ
ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÉÚ Ð.Á) ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ (Ô.Å. ×ÍÅÓÔÏ vk ÓÔÁ×ÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ
vk −∑

s<k vsrs. ðÒÉ ÜÔÏÍ ri ∈ R ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ Ó×ÏÅÍ ÜÔÁÖÅ.) éÚ Ð.Á) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÅÒ×ÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔ ÐÏÐÁÄÁÎÉÅ
× J(�)A. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÉÈÏÄ × ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÍÏÖÎÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ×ÎÅ
ÜÔÏÇÏ ÉÚ A vk ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ÏÄÎÏÊ ÂÕË×ÏÊ, Á ÑÄÒÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÜÔÁÖÁ ÎÅ ÒÁÓËÒÙ×ÁÔØ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ×ÔÏÒÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔ ÐÏÐÁÄÁÎÉÅ × J(�)2A É Ô.Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ
J(�)cA = 0, × ËÏÎÃÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÏÌØ. îÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÏ× ÚÁÍÅÎ É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ v ÎÁÄ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ. 2

óÄÅÌÁÅÍ ÏÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ: ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ri, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÏÍÕ v,
×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÔÉÐÁ yi → yiv É ÐÏÔÏÍÕ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ
ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. (ðÏ ÍÏÄÕÌÀ id(J(�)) ÏÎÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ É ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ v.)

óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ ë. á. úÕÂÒÉÌÉÎÁ [42]:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.13. ðÕÓÔØ a ∈ A, Obstrm(a) { ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ
ÐÏÒÑÄËÁ m ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a, Jm(a) ⊂ �A ÅÓÔØ J∩Obstrm(a). ôÏÇÄÁ ÐÒÉ c(�)-ËÒÁÔÎÏÍ
ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ ÞÅÒÅÚ tij ÏÂÒÁÚ Jc(�)k(a) ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ �A ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ tij É a ∈
A ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÐÏ tij ÎÏÌØ, ÔÏ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÔÏÖÅ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ ÐÏ tij. òÁÓÛÉÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ
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�i, ÇÄÅ i = 1; : : : ; c · k. ëÁÖÄÏÍÕ ÐÏÌÉÎÏÍÕ ÉÚ �A[�i] ∩ J ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÐÏÌÉÎÏÍ ÉÚ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÏÍÕ �i
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ri. äÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ É ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌÕ
× J , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

ac·k −
c·k∑
i=1

�iac·k−i;

ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÉÄÅÁÌ. 2

éÚ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÒÁÂÏÔÅ [42], ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.14. ðÕÓÔØ Obstrm { ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ
m ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, Jm ⊂ �A ÅÓÔØ J ∩ Obstrm. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ
c(�)-ËÒÁÔÎÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ ÞÅÒÅÚ tij ÏÂÒÁÚ Jc(�)k
ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a ∈ A { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. òÁÓÛÉÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A
Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ �i, ÇÄÅ i = 1; : : : ; c·k, É ×ÏÚØÍÅÍ ÆÁËÔÏÒ
ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ

ac·k −
c·k∑
i=1

�iac·k−i:

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÕÀÓÑ ÁÌÇÅÂÒÕ ÞÅÒÅÚ A1 (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉ-
ÅÓÑ × A, × ÎÅÊ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ). åÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÁÌÇÅÂÒÁ �A1, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �A[−→� ] ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ
ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ

ac·k −
c·k∑
i=1

�iac·k−i:

ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÑÄÒÁ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ Ó ÉÄÅÁÌÏÍ J ÁÌÇÅÂÒÙ �A, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅ-
ÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ
ÚÁÍÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á J Õ ÁÌÇÅÂÒÙ �A1 ÐÏÄ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÅÍ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÂÒÁÚÕ J Õ ÁÌÇÅÂÒÙ �A. éÔÁË, ÍÙ ÐÅÒÅ-
ÛÌÉ Ë ÔÒÏÊËÅ (A1; �A1;M).

ôÅÐÅÒØ ×ÏÚØÍÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a1 ∈ A É ÐÒÏ×ÅÄÅÍ Ó ÜÔÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ ÁÎÁÌÏ-
ÇÉÞÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ (ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ �i). ðÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ a1 × ÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A1 ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ × ÎÕÌØ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÊ ÉÄÅÁÌ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÓÔÁÒÙÈ �i, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ÎÏ-
×ÏÍ ÜÔÁÐÅ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÉÚ R ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ). úÁÔÅÍ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÔÒÏÊËÅ
(A2; �A2;M) É Ô.Ä. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á J × �Ai ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÏÂÒÁÚ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á J × �Ai+1, Á ÚÎÁÞÉÔ | É × �Ak ÐÒÉ ×ÓÅÈ k ≥ i. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ⊂ A ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÏÂÒÁÚ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ
Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ c · k ÄÌÑ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. á ÔÁËÉÅ ÉÄÅÁÌÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ ×ÓÅ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Obstrc·k(A). 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓËÏÐÉÒÏ×ÁÎÏ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [42]. ïÎÏ ÎÅÐÒÉ-
×ÙÞÎÏ, Á×ÔÏÒ ÓÁÍ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÉ×ÙËÁÌ. äÌÑ ÎÁÛÉÈ ÃÅÌÅÊ È×ÁÔÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ
ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× | ÂÁÚÉÓÁ ûÉÒÛÏ×Á (ÓÄÅÌÁÅÍ ÎÕÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓÔÁÌËÉ-
×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ, É ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÁÚÉÓÁ ûÉÒÛÏ×Á ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÜÔÁÖÏÍ,
ÌÉÂÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ÓÒÁÚÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ É ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÂØÅÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ, ÎÏ ÏÓÔÁ×ÉÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ

325



ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ), ÎÏ ×ÁÖÎÏ ÎÅ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ËÏÅ-ËÁË, ÎÏ ÉÍÅÔØ ÐÒÉÎÃÉ-
ÐÉÁÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ×ÁÖÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÓÉÍÍÅÔÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ.
ôÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ Á×ÔÏÒÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏÊ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÎÅÁÓ-
ÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, Á ×ÏÚÍÏÖÎÏ | É Ë ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ.

éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ, ×ÚÑ× ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÑÄÒÕ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ A ÐÏÒÑÄËÁ c · k, ÍÙ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ �A ÐÏÌÕÞÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ
�A. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.15. ðÕÓÔØ ÏÂÒÁÚ f ∈ J × ÁÌÇÅÂÒÅ �A ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÐÒÉ
ÓÉÓÔÅÍÅ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ �A ÎÅ
ÒÁ×ÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.5. T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏÌÉÎÏÍÏ×, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÈ × ÁÌÇÅÂÒÁÈ A É �A ÐÕ-
ÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. 2

ðÏÓËÏÌØËÕ T -ÉÄÅÁÌ cH, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ tij, ÉÚÏÍÏÒ-
ÆÅÎ T -ÉÄÅÁÌÕ H × �A < tij >= �� ⊗ A < tij > É ×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÅÔ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓÔÁÌ-
ËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ, ÏÂÒÁÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ �A ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (ÐÒÉÓÕÔ-
ÓÔ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �A) ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ Ð.Â) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ
6.11, Á ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ | É ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ �-ÁÌÇÅÂÒ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ËÏÌØÃÁ �.

óÕÍÍÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.16. Á) ðÕÓÔØ M { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �-ÁÌÇÅÂÒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ
ÒÁÎÇÁ. ôÏÇÄÁ ÒÅÛÅÔËÉ T -ÉÄÅÁÌÏ× × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÉÚ M É
× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ �A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÕÍÍÕ � ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ
T -ÉÄÅÁÌÏ×, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

Â) ðÕÓÔØ � { ÉÄÅÁÌ ÔÏÖÄÅÓÔ× M, f =∈ �. ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ f =∈ �, ÌÉÂÏ �A ÏÔÄÅÌÑÅÔ
f ÏÔ �. 2

åÓÌÉ f =∈ �, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÔÄÅÌÅÎÉÑ f ÏÔ � + �. éÚ ÄÁÎ-
ÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ (×ÍÅÓÔÅ Ó ÅÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ
ÓÌÕÞÁÑ) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÏÔÄÅÌÉÔÅÌÑ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ.

6.2.4. óÌÕÞÁÊ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × A=J(�)A
÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ T -ÉÄÅÁÌ �0 ⊆ � ÉÝÅÔÓÑ ÐÒÏÝÅ, ÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ

ÉÎÁÞÅ.1 ÷ÍÅÓÔÏ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍ ëÁ-
ÐÅÌÌÉ Cn2 , ÇÄÅ n = PIdeg(A). õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÅÊ ÐÏÄ-
ÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÅÒÅÚ ÓÍÅÛÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ É ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ËÏÎÅÃ ÓÌÏ×Á |
ÜÔÏ \ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÓÍÅÛÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ"). ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÉ,
É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ b(A) = b(A=J(�)A) (ÓÍ.
ÒÁÚÄÅÌ 3.3). þÅÒÅÚ d(A) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ×ÎÕÔÒÉ d ÇÒÕÐÐ ÉÚ b+ 1 ÐÅÒÅÍÅÎÏÊ
× ËÁÖÄÏÊ, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ d(A) { ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ,
É, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, d(A) 6= d(A=J(�)A). ðÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a
ÐÏÒÑÄËÁ q ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Obstrq(a).

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÍ 6.12, 6.13, 6.14:
1ëÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ; ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.4.2, Á ÔÁËÖÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 4.6.3.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.17. ðÕÓÔØ b = b(A), d = d(A). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
A(Cb)d. ôÏÇÄÁ:

Á) ëÁÖÄÙÊ a ∈ A ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÐÏÒÑÄËÁ bd ÎÁÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÆÏÒÍ,
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ëÁÐÅÌÌÉ { ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

Â) Obstrdb(a) · (Cb)d = 0.
×) Obstrdb(A) · (Cb)d = 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ËÁË É ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×
ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ c(�) ÎÅ ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÖÅ ÕÞÔÅÎÁ × ÐÏËÁÚÁ-
ÔÅÌÅ d(A). åÓÌÉ p { ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÏ× ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ �,
Ap = Zp ⊗ A, ÔÏ

b(A) = b(Ap); d(A) ≤ d(Ap)c(�):
üÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÄÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÅÈÎÉËÏÊ á. ò. ëÅÍÅÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ Ð.Á) ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Õ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.12, Ð.Â) ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ Ð.Á) ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ
6.13 ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ 6.12 (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÔÕ-
ÁÃÉÉ ÆÏÒÍÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a ∈ A, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ),
Ð.×) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.14. 2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ | ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ Ï ÒÁÓ-
ÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ | ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÅÓÔØ ×ÉÄÏÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ
ë. á. úÕÂÒÉÌÉÎÁ [42] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.9)!

áÎÁÌÏÇÏÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.15 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.18. ðÕÓÔØ n = PIdeg(A), f · (Cn2)b(A)d(A) 6= 0. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ
ÐÒÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ Obstrdb(A) ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.6. T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏÌÉÎÏÍÏ× × ÁÌÇÅÂÒÁÈ A É A=Obstrdb(A) ÐÏÓÌÅ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ (Cn2)b(A)d(A) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. 2

éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ Ð.Â) ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.11 ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÓÎÏ×-
ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ
ËÏÌØÃÁÍÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍ
ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÌÀÞÅ×ÙÈ ÐÏÚÉÃÉÊ | ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ËÏÎ-
ÔÒÏÌÉÒÕÀÔ. üÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÔ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ÚÁÄÁ×ÁÑ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÄÌÑ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË. îÁ×ÅÒÎÏÅ, ËÏÇÄÁ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÉÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ÎÅ-
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÔÁÍ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ.

2. âÙÌÏ ÂÙ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ \ÕÌÕÞÛÅÎÎÙÈ" ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÌÅÃ É �-ÁÌÇÅÂÒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÅÏÒÉÉ \ÕÌÕÞÛÅÎÎÙÈ" ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÐÏ úÁÒÉÓÓËÏÍÕ,
ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ. äÌÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÌÅÔÏË ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ: ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÅ ËÒÕÞÅÎÉÅ (ÞÉÓÌÏ p) ÉÌÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÏÎÏÇÏ (ËÒÕÞÅ-
ÎÉÅ 0). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó p-ËÒÕÞÅÎÉÅÍ É q-ËÒÕÞÅÎÉÅÍ ÒÁ×ÎÏ
ÎÕÌÀ, Á ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÒÉÍÁÒÎÏÇÏ ËÒÕ-
ÞÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ËÒÕÞÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ÎÏÌØ, ÌÉÂÏ ÓÔÅÐÅÎØ p. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÅÔ ÎÁÂÌÀÄÁÔØÓÑ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ËÌÅ-
ÔÏË ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÓÔÅÐÅÎÉ p, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÑ×ÑÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó
ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ p.
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3. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒ×ÙÍ É ×ÔÏÒÙÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ, Á
ÔÁËÖÅ Ó ÍÅÔÏÄÏÍ ëÅÍÅÒÁ ÂÙÌÁ ÐÏÎÑÔÁ Á×ÔÏÒÏÍ ÐÏÓÌÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÉÔÕÁÃÉÉ × ÁÌÇÅÂÒÁÈ
ÎÁÄ ÏÂÝÉÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ.

4. íÏÖÎÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ËÁË É Ó ÐÅÒ×ÙÍ, ××ÅÄÑ ÏÄÎÕ
ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÂÕË×Õ t (ÓÉÍ×ÏÌÉÚÉÒÕÀÝÕÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ | \ÎÅÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ") É ÏÐÒÅÄÅÌÉ× ÁÌÇÅÂÒÕ �A ËÁË ÆÁËÔÏÒ A < t > = id(t)2,
× ËÏÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ A ÐÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÏ ÏÂßÑ×ÌÅÎÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ
nc(A)c(�), ÇÄÅ n ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ, ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀ-
ÝÅÇÏÓÑ × A. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ k (××ÅÄÅÎÎÏÇÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 6.2.3) ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ c(�) max(maxp(d(Ap)); d(A⊗Q)).

6.3. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ
ðÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁÓÐÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÉÌÉ, ËÁË ÅÅ ÅÝÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ, ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ× Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ.
÷. ì. íÕÒÓËÉÊ (1968) É à. ç. ëÌÅÊÍÁÎ (1982) [56], [57] ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,
ÞÔÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÄÌÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ É ÇÒÕÐÐ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅ-
ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. äÌÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅÃ ÅÅ ÐÏÓÔÁ×ÉÌ á. é. íÁÌØÃÅ× × 1966 ÇÏÄÕ. ÷
ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÄÌÑ ÔÏÖÄÅÓÔ× Ó ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÒÁ×ÎÏÊ 1) ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ó. é. ëÕÂÌÁÎÏ×ÓËÉÍ [64]. îÁÛÁ ÃÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ ×
ÐÏÌÕÞÅÎÉÉ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅ).

íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ. òÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÙ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÎÁÄÏ \ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ".

ðÏÄ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÅÅ ÏÂÒÁÚÕ-
ÀÝÉÈ ai × ×ÉÄÅ ai = ∑

i �ij−→e i, ÇÄÅ −→e i−→e j = ∑
k Ck

ij
−→e k, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁÂÏÒ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ

ËÏÎÓÔÁÎÔ Ck
ij É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ �ij ÉÚ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÎÅÔÅ-

ÒÏ×ÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÚÁÄÁÎ, Á ÓÁÍÏ ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ | ×ÙÞÉÓÌÅÎÏ (Ô.Å. ÚÁÄÁÎÏ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÒÁ-
ÚÕÀÝÉÈ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ). äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ËÏÌÅÃ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ
ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.19. ðÕÓÔØ m { ÓÔÅÐÅÎØ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ
�, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ É/ÉÌÉ ÎÁÂÏÒÏÍ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×. ôÏÇÄÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ m ÁÌÇÅÂÒÙ
A ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.20. ðÕÓÔØ A { ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ
F. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ VarA, Á ÔÁËÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ � É ×ÓÅÈ ËÏÎ-
ÓÔÒÕËÃÉÊ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 4. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.7. ðÕÓÔØ A { ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, f {
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ f
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ A ÉÌÉ ÎÅÔ. 2

6.3.1. ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë PI-ÓÌÕÞÁÀ
ðÕÓÔØ f { ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, {gi} { ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, K /� { ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÔÏÑÝÉÍÉ ÐÒÉ ÍÏÎÏÍÁÈ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ gi. åÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÐÒÉ ÍÏÎÏÍÁÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÅ ÌÅÖÉÔ × K, ÔÏ f ÎÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ
{gi}.

åÓÌÉ ÖÅ ×ÓÅ ÜÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÌÅÖÁÔ × K, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 6.3 ÉÚ ÒÁÚ-
ÄÅÌÁ 6.1.2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÌÅÖÉÔ × T({gi}) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÌÅÖÉÔ ×
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T({gi}∪{CH(n;s)2+1}, ÇÄÅ n = max deg(gi), s { ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × f . (éÂÏ
× ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ H(n; s) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï CH(n;s)2+1.) ðÏÓËÏÌØËÕ
H { ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ CH(n;s)2+1 ÒÁ×ÎÙ ±1,
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÁ ÒÅÄÕËÃÉÑ Ë PI-ÓÌÕÞÁÀ, Ô.Å. ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ T({gi}) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÉÌÉ-
ÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÜÔÉÍ ÓÌÕÞÁÅÍ.

6.3.2. áÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ
ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ Â ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Â′ ÉÌÉ ÓÉÓÔÅÍÕ ÇÒÁÄÕÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÎÁÂÖÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×Á ÍÏÄÕÌÑ
(ÐÒÁ×ÄÁ, ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ ËÏÌØÃÏÍ ÆÏÒÍ). õÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ × ÁÌÇÅÂÒÅ
Â ÎÁÓÌÅÄÕÀÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, É ÜÔÁ ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ
ÂÕÄÅÔ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×Á ÔÉÐÁ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Â).

óÉÓÔÅÍÅ ÔÏÖÄÅÓÔ× × Â ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× × ÜÔÏÊ ÍÎÏ-
ÇÏÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ Â ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔ-
ÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. é ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ
Â′ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ ËÁË ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ Â. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ËÁË
ÓÕÍÍÕ Ó×ÏÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ É ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ
ÒÁÚÎÏÓÏÒÔÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×.

åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f É ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ s ÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ
ÞÉÓÌÏ n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ Var(Mn) ⊃ Var(f). éÔÁË, ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÔÁÒÔÏ×ÁÑ
ÁÌÇÅÂÒÁ.

äÁÌÅÅ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÅ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ, É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ.
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÏ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÏÂÒÁ-
ÚÕÀÝÉÈ, ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÕÌÕÞÛÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ É ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ Ó×ÑÚØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÐÒÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÁÈ
ÂÕÄÅÔ ÔÁËÏÊ, ËÁË ÏÎÁ ÏÐÉÓÁÎÁ × ÇÌÁ×Å 4 (ÒÁÚÄÅÌÙ 4.2, 4.3).

ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÁÑ × ÇÌÁ×Å 5 (ÓÍ. ÒÁÚ-
ÄÅÌÙ 5.4, 5.4.1, 5.4.2), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÍ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ, Á ÔÁËÖÅ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ÐÒÏÃÅÓÓ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÐÁÒÙ (A; Â), ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ A , ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁÂÏ-
ÒÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Â.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÂÌÅÍÁ íÁÌØÃÅ×Á ÄÌÑ ÐÏÌÅÊ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ.
äÌÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÏÇÏ ÓÐÕÓËÁ ÐÏÌÅÚÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁËÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 6.11. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ÔÉÐÏ× (\ÐÕÔÅÊ"), Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÒÁÚ-
ÍÅÒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ËÌÅÔËÉ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉ-
ËÁÌÁ ËÏÎÅÞÎÏ. 2

ðÕÓÔØ M { k-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ 	 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó
ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ïÎ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎ. óÔÅÐÅÎØ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÅÓÔØ
ÓÔÅÐÅÎØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÁÒÛÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. N { ÐÏÄÍÏÄÕÌØ N , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ q
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ h.

ìÅÍÍÁ 6.12. ðÕÓÔØ t ∈ H = M=N , x ∈ 	, txn = 0. ôÏÇÄÁ txkqh = 0. 2

éÚ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÌÅÍÍ Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÔÁËÏÅ

329



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.8. ðÕÓÔØ A { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ n, {gi}q1i=1 { ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÐÏÒÏ-
ÖÄÁÀÝÉÈ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÉÄÅÁÌÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕÓÑ ×
ÓÕÍÍÅ ÉÄÅÁÌÏ×, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ gi), ni = deg(gi). ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍ � ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒÕ F[x1; : : : ; xm]= id({hj}q2j=1); mj = deg(hj). ôÏÇÄÁ

c(A= id({gi}q1i=1) ≤ c(A)n2
q1∏
i=1

ni
q2∏
j=1

mj:

2

éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ É ÌÅÍÍÙ 6.11 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.9. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ÔÉÐÏ× ÄÌÑ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ
ÆÁËÔÏÒÁ A= id({gi}q1i=1 ËÏÎÅÞÎÏ, ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ.

äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏ-
ÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ �A, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ I, ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ × ÉÄÅÁÌÅ � , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× tij × ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å. äÁÌÅÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ A1 = A=I É ÄÁÌÅÅ
ÁÌÇÅÂÒÕ �A1, × ÎÅÊ ÏÐÑÔØ ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ É Ô.Ä. ÷ ÓÉÌÕ
ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M

ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁÎÏ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ⊕
i

�Ai;

ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ ÐÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ, ÚÁÄÁÀÝÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M.
óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÜÔÏ × ×ÉÄÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.21 (ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅ). äÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÁÌ-
ÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ m ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ,
ÒÁ×ÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ⊕

Ni⊆M

�Ai:

åÓÌÉ M ÚÁÄÁÎÏ ÎÁÂÏÒÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÌÉÂÏ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÁ
�A ÓÔÒÏÉÔÓÑ, ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ × ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ ÎÁ ÓÔÒ. 327.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ É
ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.22. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ T -ÉÄÅÁÌÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ A (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ). 2

ðÏÄÏÂÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÒÏÈÏÄÑÔ É ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ËÏÌØÃÁÍÉ, ÔÏÌØËÏ × ÄÁÎÎÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑÍÉ
ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ �.
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6.3.3. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ × �A. æÉÌØÔÒÁÃÉÉ
ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ

ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ � 3 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ �A.
÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ (ÓÍ. ÒÁÚ-
ÄÅÌ 6.5.1). ïÄÎÁËÏ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ Ó×ÑÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÙÅ
ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÖÅ ÔÁËÏ×ÙÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÎÕÖÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÍ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍ.

ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ �A ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Ã. éÍÅÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ A(i) É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÞÅÒÅÚ +tij.
îÁ ËÁÖÄÏÍ A(i) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÏÌØÃÏ q-ÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÆÏÒÍ Ri, q = pk > c( �A).

ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ A(i) ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÅÔÅ-
ÒÏ×Á ÍÏÄÕÌÑ (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ i). äÁÌÅÅ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈ Ó ÕÞÁÓÔÉÅÍ tij ÔÁËÖÅ ÅÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÆÏÒÍÁÍÉ. é ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÁÑ
ÁÌÇÅÂÒÁ Ã Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÉ ÓÏ-
ÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ Ó ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑÍÉ É ÂÁÚÉÓ ÔÏÖÄÅÓÔ× Ó ÆÏÒÍÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ Ã ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÎÅÞÅÎ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁ �A ÎÉ-
ÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ �A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ É ÐÕÔÅÍ C, ÍÙ
ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ �AC . íÙ ÂÕÄÅÍ ×ÙÄÅÌÑÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔ× {gj} Ó ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÁÍÉ × Z, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎ�ÏÊ ÔÉÐ. ïÎÉ É ÉÈ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ
ÍÏÄÕÌÀ ÚÁÄÁÀÔ ÔÉÐ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÐÕÔÉ C. ðÒÉ ÜÔÏÍ C ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ. ÷ ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ �A({fi}; {gj}), ÏÐÕÓËÁÑ ÉÎÄÅËÓ C.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ �A ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ k′ = kc(�)
(ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.2.3 É ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ (4) ÎÁ ÓÔÒ. 327). ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÒÅÄÕËÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ É ÉÎÄÅËÓÏÍ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ c(�),
Ô.Å. ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ (ÒÅÄÕËÃÉÉ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ËÏÌØÃÁ �. äÁÌÅÅ, × ÐÒÏ-
ÃÅÓÓÅ ÓÐÕÓËÁ É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.2 (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.3.4) ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ
ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÍ ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒÁÍÉ ËÏÌØÃÁ �, ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ
ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÄÅËÓ k′ ÂÕÄÅÔ ÏÐÕÓ-
ËÁÔØÓÑ. íÙ ×ÓÅÇÄÁ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ k′ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ c(�) É ÔÁËÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ k, ÞÔÏ
×ÓÅ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ k ÄÌÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÄÕËÃÉÊ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÉÚÕÞÁÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ |
ÎÕÌÅ×ÙÅ. üÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÔÁËÖÅ ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ, ÉÂÏ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÏ× ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ (ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ
ÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÅ ÐÏÌÑ) ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÓÔÒÏÉÔØÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ.

ðÒÉ ÐÒÏ×ÅÒËÅ ÔÏÇÏ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ g × ÁÌÇÅÂÒÅ �A, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ,
ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ g (ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏ) É ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÁÂÚÁÃÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.23. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ
ÄÁÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï g × ÁÌÇÅÂÒÅ �A. 2

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.24. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ��i ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ zi ËÏÌØÃÁ ÆÏÒÍ S, ËÏÔÏÒÙÊ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ×ÓÅ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ S-ËÒÕÞÅÎÉÅ × ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó �i, É ÜÌÅÍÅÎÔÁ �i ∈
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�\{0}, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ×ÓÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ËÒÕÞÅÎÉÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅÓÑ Ë ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ,
Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó ËÏÌØÃÏÍ ��i, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j 6= i ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ × ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ × ËÏÌØÃÏ ��j ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. 2

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ � × ÁÌÇÅÂÒÅ �A, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÅ tij × \ÐÏÌÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÔÅ" ÉÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å, ÒÁ×ÎÏÍ ÞÉÓÌÕ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÏ× × ÐÕÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ �� ⊗ A. òÁÓÛÉÒÉÍ ÉÄÅÁÌ �
ËÏÌØÃÏÍ R, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× ÉÚ A. òÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ �(R) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ R-ÍÏÄÕÌÅÍ. òÁÓÛÉÒÅ-
ÎÉÀ ÉÄÅÁÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. âÕÄÅÍ ÅÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ
P (A). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ �A ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ ÐÏ ×ÓÅÍ tij.
ìÅÍÍÁ 6.13. Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g × ÁÌÇÅÂÒÅ �A[S] ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó � , Á ÔÁËÖÅ ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (g) × ÁÌÇÅÂÒÅ
�A ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó � .

Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ g × ÁÌÇÅÂÒÅ �A ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó � .
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ S-ÍÏÄÕÌÅÊ, Ð.Â)
×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ð.Á). 2

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÔÅ-
ËÁÀÔ ÉÚ ÎÁÌÉÞÉÑ ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ É ÁÌÇÅÂÒ ÎÅÔÅÒÏ-
×ÏÇÏ ÔÉÐÁ:
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.25. Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÒÕ-
ÞÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ
ÔÏÇÏ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÄÕÌÀ ËÒÕÞÅÎÉÑ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÌØÃÁ
ÆÏÒÍ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÍÏÄÕÌØ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÐÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÜÔÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ. ëÏÌØÃÏ
ÆÏÒÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ËÁË ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉ-
ÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÁÌÇÅÂÒÙ �A. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÏ-
ÄÕÌÅÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÁÌÇÅÂÒÙ �A, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ Ó T -ÉÄÅÁÌÏÍ
�.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ. äÁÌÅÅ, ÐÒÉÍÅÎÉ×
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.24 É 6.2, Ó×ÏÄÉÍ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ S-
É �-ËÒÕÞÅÎÉÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ {M�} ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÄÌÑ
A=J(A) É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÏÚØÍÅÍ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h� ∈ M�. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ
ËÏÎÅÞÎÁ É ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ r ∈ � ÔÁËÏ×, ÞÔÏ rJ(�) = 0 É r ÏÔ×ÅÞÁÅÔ
ÍÌÁÄÛÅÊ (\ÃÏËÏÌØÎÏÊ") ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ËÏÌØÃÁ �.

åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ rh� 6= 0, ÔÏ ÏÎ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ
ÉÄÅÁÌ. éÔÁË, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ÓÔÒÏÉÔØ.
ìÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× {N�} × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
r �A.

äÁÌÅÅ, ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ S(�)∩S({N�}, ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ ÚÁ-
ÍÅÎÙ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ × ÎÅÍ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÉÚ � É ÄÏÐÏÌÎÉÔØ
ÅÇÏ ÄÏ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, M�, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ S({N�}).

äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÎÁÄÏ ÐÅ-
ÒÅÊÔÉ Ë ÆÁËÔÏÒÕ ÐÏ rA É ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÉÂÏ ÜÔÏÔ ÆÁËÔÏÒ, ËÁË ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×-
ÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ð.Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ
Ð.Á) 2
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ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØ-
ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ {N�} ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ A=J(A), ÌÅÖÁÝÉÈ × ÍÏÄÕÌÅ ËÒÕÞÅÎÉÑ, É
×ÚÑÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÕ N�, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ id({N�}) (×ÙÞÉÓÌÅ-
ÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ A=J(A)). òÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁÄÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÆÏÒÍÕ, ÁÎÕ-
ÌÉÒÕÀÝÕÀ ÍÏÄÕÌØ ËÒÕÞÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 6.14. Á) ðÕÓÔØ M { ÎÅÔÅÒÏ× S-ÍÏÄÕÌØ ÂÅÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ËÒÕÞÅÎÉÑ.
ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÁÂÏÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉ-
ÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ M .

Â) ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÁÂÏÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÄÌÑ
ÍÏÄÕÌÅÊ ËÒÕÞÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ËÒÕÞÅÎÉÑ. 2

îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ S-ËÒÕÞÅÎÉÅ É �-ËÒÕÞÅÎÉÅ.
÷ ÓÉÌÕ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÒÕÞÅÎÉÑ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.2 ÁÌÇÅÂÒÕ �A ÍÏÖÎÏ

\ÕÌÕÞÛÉÔØ", ÚÁÍÅÎÉ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒ ×ÉÄÁ �A�i , ÇÄÅ �i ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ
ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÆÁËÔÏÒÁ ËÏÌØÃÁ �, ÞÔÏ J(�i) = N(�i) É �i=N(�i) { ÐÏÌÅ. äÁÎÎÁÑ
ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ:

ìÅÍÍÁ 6.15 (ïÂ ÕÌÕÞÛÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ �A). ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ �A ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ. ôÏ-
ÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ' ÁÌÇÅÂÒÙ �A × ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ
ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ⊕ �A�i ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ �i. ðÒÉ ÜÔÏÍ ⊕ �A�i ÎÅ ÉÍÅÀÔ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ×ÅÌÉÞÉÎÙ c(�i) ÔÁËÖÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÃÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ É
Var( �A) = Var(⊕ �A�i). 2

æÉÌØÔÒÁÃÉÉ. ðÕÓÔØ A { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ. ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË
Ó ÎÅÊ Ó×ÑÚÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÉÄÁ xiA=Ji; x ∈ �; Ji / �, É
ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔÏÒ ÕÓÔÒÏÅÎ ËÁË ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ��i-ÁÌÇÅÂÒÁ ÂÅÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ
ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁÄ �′. úÄÅÓØ ��i ÅÓÔØ ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ��. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ËÏÌØ-
ÃÏÍ �� × ÓÉÌÕ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÒÏÂÌÅÍÕ íÁÌØÃÅ×Á ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ
ÒÅÛÅÎÎÏÊ.

ìÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÒÁÄÉËÁÌÁ J(�) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÙÌÁ ÓÔÁÒÛÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, x ¹ xy ÐÒÉ ×ÓÅÈ
x; y. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ x ≺ y ⇒ xz ≺ yz ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ
(ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÍÏÖÅÔ ÐÏÐÁÓÔØ × ÌÀÂÕÀ
ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ. (äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÉÎÄÅËÓ i ÏÐÕÓËÁÅÍ.) åÇÏ
ÆÁËÔÏÒ ÐÏ AJ(�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ
�. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ (ËÁË �-ÍÏÄÕÌÅÊ) x(k)

j ÄÌÑ k-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ
ÒÁÄÉËÁÌÁ J(�)k ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ J(�)(k+1) ÐÒÉ ×ÓÅÈ k = 0; : : : ; c(J) − 1. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÔÅ-
ÒÏ×ÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ �, ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÎÅÞÎÙ. éÍÅÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÆÁËÔÏÒ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×

Mk = (x(k)
j A+

∑
s>j

xksA)=(J(�)k+1+
∑
s>j

xksA):

ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒÕ A=J(�)A ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ T -ÉÄÅÁÌÕ. ïÎÏ ÒÁÚ-
ÌÁÇÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ��i. ëÁÖÄÏÍÕ i ÏÔ×ÅÞÁÅÔ Ó×ÏÑ
ÁÌÇÅÂÒÁ ��i ⊗ A.

ëÁÖÄÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Mk ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ �-ËÒÕÞÅÎÉÅ. ïÎÏ ÄÁÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ËÏÎÅÞÎÙÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ, ×ÓÅ ÆÁËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ
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Mkj ÅÓÔØ ÐÏÄËÏÌØÃÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÑÍÉ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÍÉÓÑ ÆÁËÔÏÒÉ-
ÚÁÃÉÅÊ ËÏÌØÃÁ � ÐÏ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ, Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ
Mkj ' Akj = A=(Ikj · A+Hkj), ÇÄÅ Ikj / �, Hkj / A { ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ.

éÚ ÌÅÍÍÙ 6.1 (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.1) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ

ìÅÍÍÁ 6.16. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Mk (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Mkj) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË T -
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÁËÔÏÒÁÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÙÍ T -ÉÄÅÁÌÁÍ Jk (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Jkj). 2

åÓÌÉ ×ÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Akj ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÔÏÖÅ
×ÙÞÉÓÌÅÎÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A-×ÙÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ,
ÔÏ ÅÅ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÔÏÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A { ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÉÌØ-
ÔÒÁÃÉÉ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÑÓÅÎ, Á × ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÅÇÏ ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ ÎÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.26. æÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ �A ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌ-
ÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒ �Aij ËÁÖÄÏÊ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÏÊ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ �A.

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ T -ÉÄÅÁÌÏ×. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÒÆÉÚÍÕ ËÏÌÅÃ � → 	 ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ
ÁÌÇÅÂÒ ÔÉÐÁ �AC , C { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÐÕÔØ. áÌÇÅÂÒÁ �AC ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÐÏÌÑ,
ËÕÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏ �. åÓÌÉ ÒÅÄÕËÃÉÑ f ÌÅÖÉÔ × ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ
ÉÄÅÁÌÅ ÁÌÇÅÂÒÙ �AFC (AF = F⊗ A) É ÔÁÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ, ÔÏ f ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ É ×
ÁÌÇÅÂÒÅ �AC . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �AC `ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ' ×ÓÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ËÏÌØÃÁ
� É ÈÏÒÏÛÏ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ Ó ÍÏÄÕÌÅÍ ËÒÕÞÅÎÉÑ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ T -ÉÄÅÁÌÁÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÌÉÂÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉ-
ÎÉÍÁÌØÎÙÅ T -ÉÄÅÁÌÙ, ÌÉÂÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÄÕÌÑ S-ËÒÕÞÅÎÉÑ (ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ
ÆÏÒÍ). üÔÉÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ.

éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 6.8 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.27. ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ �A ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÚÁÄÁÎÁ ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× {hj}.

ôÏÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ �A= id({hj}) ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ, É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ
×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒ { �Ai}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Var( �A= id({hj})) =
Var({ �Ai}). 2

òÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ × ÁÌÇÅÂÒÅ �A. âÕÄÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏ×Ï-
ÄÉÔØ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ P \ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ" É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÏ-
ÄÕÌÑ. ðÕÓÔØ �Ai ÅÓÔØ Fi⊗A ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Fi, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ËÏÌØÃÁ
�i. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÍÏÖÎÏ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ
ÎÁÂÏÒ ÚÁÍÅÎ Pj, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ {Pj(f)} ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉ-
ÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÉÚ T(f), Á ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅÔ, ÔÏ Pj(f) = 0.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ rzi�iPj(f) ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ × ÁÌÇÅÂÒÅ �A.
ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÌÉÂÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ, ÌÉÂÏ ÐÏÐÁÄÁÅÔ × Â�ÏÌØÛÕÀ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ, ÞÅÍ ÔÕ,
ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÀ r. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏ× ×ÉÄÁ {r1f1j} = {rPj(f)}, ÇÄÅ r1 Â r É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ Ñ×ÎÏ
ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ. ë ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÎÏ×Á ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÁËÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ É Ô.Ä.
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ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØÃÁ r ≺ r1 ≺ · · · ≺ rk, k ≤ C(�) É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×
{rifij}.

ðÏÒÑÄËÏÍ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÅÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÛÁÇÏ×.
ïÎÏ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ c(�) | ÉÎÄÅËÓÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ
�. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ zi�i ÐÒÉ-
×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ.

éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 6.5 ×ÙÔÅËÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.28. ðÕÓÔØ k = ∑ k� { ÓÕÍÍÁ ÐÏÒÑÄËÏ× ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÒÁÓÔÁÌ-
ËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ, ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÝÉÈ ÐÏÐÁÄÁÎÉÅ × ÉÄÅÁÌÙ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, g { ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÏÒÑÄËÏ×. ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ (z�s�)c(�) T(g) ÌÅÖÁÔ ×
ÉÄÅÁÌÁÈ ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÁÌ-
ÇÅÂÒ �A É P (A) É ÌÅÖÁÔ × ÉÄÅÁÌÁÈ J É J [R] ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. 2

ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ
ÆÁËÔÏÒÕ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ A=J(�) ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ T -ÉÄÅÁÌÕ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.10. ÷ÓÅ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ P (A) ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ.
ëÏÍÐÏÎÅÎÔÙ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÏÂÒÁÚÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÐÒÉ ÓÉÓÔÅÍÅ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁ-
ÍÅÎ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ ÔÁËÖÅ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÊ × ÆÁËÔÏÒÅ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ A ÐÏ ÓÉÓÔÅÍÅ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÔÁËÖÅ. 2

6.3.4. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅ
âÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ÄÌÑ ÐÒÏÂÌÅÍ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÓÈÅÍÅ. òÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ ÐÁÒÕ (�; �A�
C = �AC ⊗ 	), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ T( �A�

C) ⊆ �, 	 ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ
ËÏÌØÃÁ �. T -ÉÄÅÁÌ � ÚÁÄÁÎ ÎÁÂÏÒÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ× {fi}, ÁÌÇÅÂÒÁ �A�

C ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÎÏÊ. âÕÄÅÍ ÓÂÌÉÖÁÔØ T -ÉÄÅÁÌ É ÎÏÓÉÔÅÌØ, ÏÚÁÂÏÔÉ×ÛÉÓØ Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ
ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ.

÷ ÓÉÌÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ � ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÄÌÑ
×ÓÅÈ ÅÇÏ ÆÁËÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÍÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏÌÁÇÁÅÍ � = 	.
äÁÌÅÅ, ÁÌÇÅÂÒÕ �A�

C ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÏÊ, É × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.2 É ÌÅÍÍÙ
6.15 ÁÌÇÅÂÒÕ �A�

C ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÆÁËÔÏÒ
�=J(�) { ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, Á ÁÌÇÅÂÒÕ �AC ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ Zpk-ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÉÌÉ
ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ.

îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÏÔÙÓËÁÔØ ÐÁÒÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ T -ÉÄÅÁÌÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ-
×ÉÑÍ �0 ⊆ �, S ⊇ �0, � ∩ S = �0 É ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ �A=S ÉÍÅÌÏ ÍÅÎØÛÉÊ ÓÌÏÖ-
ÎÏÓÔÎ�ÏÊ ÔÉÐ.

ðÕÓÔØ r ∈ � ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ rJ� = 0 × �A É r� 6= 0 × �A, É ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ
S-ËÒÕÞÅÎÉÅ (Ô.Å. r ÅÓÔØ \ÃÏËÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ"). âÕÄÅÍ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ
ÔÉÐÙ ÔÁË: ÓÐÅÒ×Á | ÔÉÐ A=J(�)A, ÅÓÌÉ ÖÅ ÜÔÉ ÔÉÐÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÓÔÁÒÛÅÊ ÂÕÄÅÍ
ÓÞÉÔÁÔØ ÔÕ ÁÌÇÅÂÒÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÁÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎ�ÏÊ ÔÉÐ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ × ÍÌÁÄÛÅÊ
ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ.

ðÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× {gi}ki=1 × ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å rA ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ Ó �, ÅÓÌÉ gi ∈ � ÐÒÉ i ≤ i0 É gi =∈ � ÐÒÉ
i > i0. é ÅÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× {gi} ÌÅÖÁÔ × Z, ÔÏ
ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÄÏÂÎÏÊ. �A�

C(�) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ �A�
C=�.

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 6.17. Á) ðÕÓÔØ � { T -ÉÄÅÁÌ É P (f) =∈ �. ôÏÇÄÁ f | �A�
C(�) 6= 0.

Â) ðÕÓÔØ {gi} { ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó
T -ÉÄÅÁÌÏÍ �, É ÐÕÓÔØ f ∈ T({gj}gj =∈�. ôÏÇÄÁ f | �A�

C(�) 6= 0. 2
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.11. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ A→ �A�
C(�)⊕A= id(∪f T(P (f))). åÓÌÉ

ÁÌÇÅÂÒÁ �A�
C ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ, ÔÏ É ÁÌÇÅÂÒÁ �A�

C(�) ÔÏÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÉ-
ÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× {fi} ∪ {gi}ki=i0+1 ÔÁËÖÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. 2

óÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× {fi} ∪ {gi}ki=i0+1 ÚÁÄÁÅÔ ÎÏ×ÙÊ T -ÉÄÅÁÌ �′ ⊆ �.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.29. Á) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÏÌ-
ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× {gi}, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó �.

Â) áÌÇÅÂÒÁ �AC(T({gi}) ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÉÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎ�ÏÊ ÔÉÐ, ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ×
ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÁÌÇÅÂÒ ×ÉÄÁ Ai, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÁ, ÌÉÂÏ ÎÅ
ÉÍÅÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ Zpk Á ÔÁËÖÅ
ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ �′, ÐÒÉÞÅÍ �′=J(�′) ÐÅÒ×ÉÞÎÏ É ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ.

×) ðÒÉ ÜÔÏÍ c(�′) ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ. üÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÃÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ
ÔÁËÖÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ×ÓÅÈ ÆÁËÔÏÒÏ× ÐÏ ÉÄÅÁÌÁÍ, ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÙÍ J(�′).

Ç) ëÁÖÄÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ai ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÞÔÏ É ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÉÄÁ
�ACi, É ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ ÉÚ ÐÒÏ-
ÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó �, Á ÎÅ ÐÒÑÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ÷ÐÒÏ-
ÞÅÍ, ÜÔÏ É ÎÅ ×ÁÖÎÏ | ÐÒÏÃÅÓÓÙ, ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ A É �A, ÉÂÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ
ÛÁÇÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÒÅÛÅÔËÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØ-
ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ
ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ.

2. íÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÇÒÕÐÐÕ ÛÁÇÏ× ÄÏ ÐÏÎÉÖÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎ�ÏÇÏ ÔÉÐÁ A=J(�)A.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁÌÇÅÂÒÕ �A ÍÏÖÎÏ \ÎÅ ÍÅÎÑÔØ" É ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ A→ �AC(�)⊕
A=T({gi}) ÇÄÅ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× {gi} Ñ×ÎÏ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ É ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÎÅÍÕ ÉÍÅÅÔ
ÍÅÎØÛÉÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎ�ÏÊ ÔÉÐ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ (A=T({gi}))=(A=T({gi}))J(�).

3. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÄÁÎÎÏÊ ÇÌÁ×Ù ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÚ T -ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ ÐÏÓÌÅ ÌÀÂÙÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË,
ÍÏÖÎÏ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ, ×ÉÄ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÉÓÁÎ × ÌÅÍÍÁÈ Ï ÒÁÓÔÁÌ-
ËÉ×ÁÀÝÉÈ ÚÁÍÅÎÁÈ (Ó ÎÅÂÏÌØÛÉÍÉ ×ÁÒÉÁÃÉÑÍÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÎÏÓÅ ÎÁ �-ÁÌÇÅÂÒÙ) É ËÏ-
ÔÏÒÙÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ. á ÒÁÂÏÔÁ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÔÁËÏÇÏ
×ÉÄÁ | ÜÔÏ ÒÁÂÏÔÁ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÔÉÐÁ �A (ÉÄÅÊÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ | × ÒÁÚ-
ÄÅÌÅ 2.2, ÔÏÌØËÏ ÔÁÍ ÈÕÖÅ: ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÌÏ× ×ÍÅÓÔÏ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
tij ÕÖÅ ÎÅÔ ×ÏÚ×ÒÁÔÁ Ë ÓÔÁÒÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ). ïÔÓÀÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ,
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ Ó×ÏÊÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÙ �A (× ÎÅÊ ÎÅÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ T -ÉÄÅÁÌÏ× \ÐÏÌÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á", ÄÁÖÅ ÌÅÖÁÝÉÈ × ÍÏÄÕÌÅ ËÒÕÞÅÎÉÑ).
üÔÏÔ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó �-ËÒÕÞÅÎÉÅÍ É ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ËÏÌØÃÁ � É Ó
ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁ �A ÉÍÅÅÔ ÈÏÒÏÛÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅ-
ÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× {gi} ÉÚ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÓÄÅÌÁÎ-
ÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ {ĝi} ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÊ ÒÑÄ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÊ Ó �. ïÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ S-ÚÁÍËÎÕÔÙÅ T -ÉÄÅÁÌÙ
H É �0 ⊆ �, H ∩� = �0. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 6.16. æÁËÔÏÒ �A=H ×ËÌÁÄÙ-
×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ó×ÏÉÈ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÆÁËÔÏÒÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �-ËÒÕÞÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÆÁËÔÏÒÏ× ÐÏ ÉÄÅÁÌÁÍ ×ÉÄÁ I �A=H, ÇÄÅ I / �
(ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.2). ÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÜÔÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
ÒÅÄÕËÃÉÏÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.30. ðÕÓÔØ A { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ
ÎÁÂÏÒÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ× {fi}. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÐÕÔØ C É ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ
ÔÏÖÄÅÓÔ× {gi}, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ A ∈ Var( �AC({gi})).

ôÏÇÄÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× {hj} É ×ÌÏÖÅÎÉÅ

A→ �AC({gi})=T({fi})⊕
⊕
i
AFi=T({hj}):

ðÒÉ ÜÔÏÍ Fi Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ (ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ÆÁËÔÏÒÏ× �).
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÙÞÉÓÌÉÍÙ ÉÎÄÅËÓÙ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ËÏÌÅÃ Fi, ×ÅÌÉÞÉÎÙ
c(AFi=T({hj})), Á ÔÁËÖÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× {gjik} É ÐÕÔÅÊ Cik ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ
ÁÌÇÅÂÒÙ �ACik({gi} ∪j {gjik}) ÎÅÓ×ÏÄÉÍÙ, ÔÉÐÙ Cik ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÔÉÐÁ C É ÐÒÉ
ÜÔÏÍ

AFi=T({hj}) ∈ Var(
⋃

k

�ACik({gi} ∪j {gjik})):

2

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ,
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M, ÚÁÄÁÎÎÏÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ m-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ
Am(f1; : : : ; fs) × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÏÖÄÅÓÔ× {f1; : : : ; fs}.
ïÄÉÎ ÛÁÇ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ.

1) óÔÒÏÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ �A1; A = Am(f1; : : : ; fs).

2) óÔÒÏÉÍ × ÎÅÊ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× M� É ÚÁÄÁ-
ÀÝÉÈ ÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× g�. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Z. ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ {g�} ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏÔ
ÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÔÉÐ, ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍ.

3) ðÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÎÁÂÏÒÕ {f1; : : : ; fs} ∪ {g�} É ÐÏ×ÔÏÒÑÅÍ Ó ÎÉÍ ÔÕ ÖÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ,
ÒÁÂÏÔÁÑ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ A2 = Am(f1; : : : ; fs; g1; : : : ; gr) É ÓÔÒÏÑ ÁÌÇÅÂÒÕ �A2.

4) óÔÅÐÅÎÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g� ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× {g�}, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ Z-ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÏ
ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ÔÉÐÏÍ C É ÓÔÅÐÅÎØÀ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ c, ÔÏ ÎÏ×ÁÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÅ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎ�ÙÍ ÔÉÐÏÍ É ÓÔÅÐÅÎØÀ ÎÉÌØ-
ÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ c · d ·∏� g� · c(�); d ÅÓÔØ ÒÁÎÇ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, ËÕÄÁ ×ÌÏÖÅÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. (éÂÏ ÏÂÒÁÚÕ-
ÀÝÉÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÎÁ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÙ É ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÉÈ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÅÊ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×. óÍ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.8 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.27). ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ l, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ∃x ∈ �y ∈ Ai : yxl 6= 0; yxl+1 = 0, ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. üÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É ËÒÕÞÅÎÉÅ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ
ÛÁÇÅ.

5) áÌÇÅÂÒÕ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ, ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Å£ ÎÅÓ×ÏÄÉ-
ÍÙÈ ÆÁËÔÏÒÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒÏÍ ËÏÌØÃÁ
� ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �-ËÒÕÞÅÎÉÑ. õËÁÚÁÎÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÜÆÆÅË-
ÔÉ×ÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍÁ.

6) ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 6.11 ËÁÖÄÙÊ ÛÁÇ ÜÔÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ×Å-
Ô×ÌÅÎÉÊ, Á × ÓÉÌÕ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ ÐÒÏÃÅÓÓ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ.
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ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÏ×ÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÍÏÖÅÔ ÐÏÎÉÚÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÔÉÐ,
ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ �A. é ÈÏÔÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ
ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÎÅ ÌÅÖaÝÉÊ × ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÍÏÄÕÌÅ, ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ �Am(f1; : : : ; fs), ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÎ ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ
ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒ.

éÓËÏÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ M, ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ
ÛÁÇÁÈ ÐÒÏÃÅÓÓÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÜÔÏ × ×ÉÄÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.5 (ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅ). ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M PI-ÁÌ-
ÇÅÂÒ ÚÁÄÁÎÏ ÎÁÂÏÒÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ× {f1; : : : ; fk}. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒ ×ÉÄÁ �A(f1; : : : ; fk; {g�}�∈I), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
M ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ

M = Var
(⊕

I

�AFi(f1; : : : ; fk; {g�}�∈I)
)
:

úÄÅÓØ Fi { ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÆÁËÔÏÒÁ ËÏÌØÃÁ �, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ, É
ÁÌÇÅÂÒÙ �AFi(f1; : : : ; fk; {g�}�∈I) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Fi { ËÒÕÞÅÎÉÑ. ÷ÓÅ ÏÂß-
ÅËÔÙ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÜÔÉÈ ÁÌÇÅÂÒ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÍÉ.
2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÁ
�Ai ÓÔÒÏÉÔÓÑ, ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ × ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ ÎÁ ÓÔÒ. 327. ðÒÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÔÁËÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ
ÎÅÉÚÂÅÖÎÁ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÍÅÀÔ ÔÁËÏÊ ×ÉÄ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.12. ðÕÓÔØ M { ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁ-
ÔÉ×ÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ �, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ× {fi}.
ôÏÇÄÁ

Á) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×Ï g × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M.

Â) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÄÅÁÌÁ × ËÏÌØÃÅ �, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÅÇÏ ÎÅ-
ÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ M (ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ s).

×) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ � ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÂÁÚÉÓ T -ÉÄÅÁÌÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅ-
ÍÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ x. 2

6.3.5. áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×
ðÕÓÔØ {fi}si=1 = {f1; : : : ; fs} { ÎÁÂÏÒ ÔÏÖÄÅÓÔ×. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÓÌÅÄÕÅÔ

ÌÉ ÄÁÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï g ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ {fi}si=1.
áÌÇÅÂÒÁ �A[S] ÎÅÔÅÒÏ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ Ñ×ÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ S-ÍÏÄÕÌØ N , ÐÏÒÏ-

ÖÄÅÎÎÙÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ g × ÁÌÇÅÂÒÅ �A, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ
×ÓÅÍÉ tij × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× × ÐÕÔÉ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á.

åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÍÏÄÕÌØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ, ÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï g ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÎÁÂÏÒÁ
{fi}si=1.

åÓÌÉ ÖÅ N = 0, ÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ g × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ n-
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ An({fi}) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÌÀÂÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ H, ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ �An({fi}si=1) ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ
É ÌÅÖÉÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏ-
ÐÏÌÎÉÔØ ÎÁÂÏÒ {fi}si=1 ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ h, É ÔÏÇÄÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÌÉ g ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ {fi}si=1∪{h}. ìÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ (ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÑ ×ÏÚ-
ÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÏÞÅË T -ÉÄÅÁÌÏ× × n-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ) ÏÂÅÓÐÅÞÉÔ ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ
ÐÒÏÃÅÓÓÁ.
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6.3.6. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÐÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ f ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×ÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A

ó×ÅÄÅÍ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ f Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏ. ðÕÓÔØ g { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÁÑ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ f , Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 0.2.2, ÌÅÍÍÁ
0.4). åÓÌÉ g ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × A, ÔÏ f ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × A. þÉÓÌÏ ÜÔÁÐÏ× Ë×ÁÚÉ-
ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÏ (ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ deg(f)) É ÐÏÔÏÍÕ × ÓÉÌÕ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÈ
ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÐÒÏ×ÅÒÉ× ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÊ f) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÅÎ × A. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÌÏ×Á ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ.

ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ ÃÅÎÔÒÏÍ Z. ôÏÇÄÁ
ÓÕÍÍÁ N = ∑k

i=1⊗k
ZB Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ Z-ÍÏÄÕÌÅÍ, f { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ Ë×ÁÚÉ-

ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ k. ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ A ×ÌÏÖÅÎÁ × ÁÌÇÅÂÒÕ B É ÜÔÏ ×ÌÏÖÅ-
ÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÏ, a1; : : : ; as { ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ A. þÅÒÅÚ Nq ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Z-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ × B,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÎÅ ×ÙÛÅ q ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ai.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ {Nq} ÏÂÒÁÚÕÅÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ Z-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ B,
ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ q0, É ÜÔÏ q0 ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏ.

ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ÌÉ f ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ × ÎÏÌØ ÐÒÉ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ai, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ
ÔÏÌØËÏ ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ q0, Ô.Å. ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÅÒÅÂÏÒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.6. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ f ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×ÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, Ô.Å. ÁÌÇÅÂÒÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ Ó×Ï-
ÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÍÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ B. ðÒÉ ÜÔÏÍ B ÚÁ-
ÄÁ£ÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ Z, Ó×ÏÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ËÁË Z-ÍÏÄÕÌÑ É ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ
ËÏÎÓÔÁÎÔ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ
ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ{ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-
ÎÙÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ËÏÌØÃÏÍ �.

6.4. ëÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ËÏÌØÃÁ
K E � ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÄÅÁÌ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÔÏÖÄÅÓÔ×, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÈÓÑ × ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÍ ËÏÌØÃÅ �.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.7. ëÏÌØÃÏ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÅ ÐÏÄËÏÌØÃÁ É ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØÃÁ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÅÍ
Var(R). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

éÚ×ÅÓÔÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ
ðÒÏÂÌÅÍÁ [33]: óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ËÏÌØÃÁ?
äÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ Ó×ÅÓÔÉ ÜÔÕ ÐÒÏÂÌÅÍÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÔÅÌ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.8. âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ É
ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI-ËÏÌØÃÏÍ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.9. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÃ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÎÁÄ
ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ É ÐÅÒ×ÉÞÎÙÊ PI-ÆÁËÔÏÒ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.13. Á) âÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÎÁÄ � ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÃ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

Â) âÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. 2

÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ Á×ÔÏÒÕ ÎÅÉÚ-
×ÅÓÔÎÏ:

äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R, Ñ×ÌÑÀÝÅ-
ÇÏÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ �, × ËÏ-
ÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, KR ËÏÎÅÞÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ �
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ r ∈ R : r� 6= 0.

÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ � ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÄ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÎÉ-
ÍÁÅÔÓÑ ÅÅ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØ ËÁË �-ÍÏÄÕÌÑ. (éÎÁÞÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ
ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÌÕÖÉÔ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ.) ðÕÓÔØ R { ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ
ËÏÌØÃÏ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÌÅÃ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ËÏÎÅÞÎÏ
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄËÏÌØÃÁÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ R ËÒÉÔÉÞÎÏ, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÏÄËÏÌÅÃ
ÄÏÌÖÎÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó R. ðÏÜÔÏÍÕ R ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ. ÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ,
ÂÅÚ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÇÏ×ÏÒÏË, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÌØÃÁ.

äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ Rp ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ R ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ Ip, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÉÍÅÀ-
ÝÉÈ p-ËÒÕÞÅÎÉÅ (Ô.Å. ËÒÕÞÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÔÅÐÅÎÉ p). ðÒÉ p 6= q ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ip∩Iq = 0
É R ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ Rq ⊕ Rp. ÷ ÓÉÌÕ ËÒÉÔÉÞÎÏÓÔÉ R ÔÏÇÄÁ Ip = 0
ÌÉÂÏ Iq = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ R ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ p ËÒÕÞÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ
ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.7).

äÁÌÅÅ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ p { ËÒÕÞÅÎÉÅ, ÌÉÂÏ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ Q. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 6.6 É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÚÁ-
×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ

Var(R) = Var({Rp;k}∞k=1; {R=AnnR(Rp;k)}∞k=1; {AnnR(Rp;k)}∞k=1):

åÓÌÉ ÅÄÉÎÉÃÁ ËÏÌØÃÁ � ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏ×,
ÔÏ ËÏÌØÃÏ R ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÏÄÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ó×ÏÉÈ ÆÁËÔÏÒÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀ-
ÝÉÈ ÜÔÉÍ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÁÍ, É ÐÏÔÏÍÕ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ
ËÏÌØÃÏ � ËÏÎÅÞÎÏ, ÉÌÉ � = Z, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅÄÕËÃÉÀ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ �� ÅÓÔØ
ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ËÏÌØÃÏ É ÄÁÖÅ ÐÏÌÅ.

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 6.2.1 ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÔ
(ÎÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
ÓÐÅÒ×Á ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÃ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ö. ìÅ×ÉÎÁ 3.1 ÔÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ËÏÌØÃÁ ÐÒÏ-
ÓÔÙÅ, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ).

íÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ËÏÌØÃÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ �-
ÍÏÄÕÌÑÍÉ, ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÆÁËÔÏÒÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ �.

ðÕÓÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ É K ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØÃÅ �, ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÙÊ ÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×Á g ÌÅÖÁÔ × K. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ. åÓÌÉ g ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÎÅ ÉÚ K,
ÔÏ × ÓÉÌÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ g ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ.

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 6.4 É ÔÏÇÄÁ ÕÓÔÁÎÏ-
×ÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ x ∈ �\K É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h = xCk ∈ T(g). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
ÏÐÑÔØ{ÔÁËÉ × ÓÉÌÕ ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÙ 6.4, ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ � É ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ
ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ k ×ÙÂÒÁÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ K
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï yCk ≡ 0.
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îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ck ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÄ-
ËÏÌØÃÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï h. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×Ù-
ÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

xCk(−→z ;−→t )|Ck(−→� 0
i ;−→� 0

i→zi);Ck(−→� 1
i ;−→� 1

i→ti);

(\ëÁÐÅÌÌÉ ÏÔ ëÁÐÅÌÌÉ"). åÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ K, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅ-
ÞÉÔ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ K /�. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×Á ÌÅÖÁÔ × K.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ËÁË ÍÏÒÆÉÚÍÙ
ÉÚ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ �A = A=T(Ck) × ÁÌÇÅÂÒÕ A, ÉÂÏ ÔÅÈÎÉËÁ ÒÁÚÄÅÌÁ 6.4.2 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ
ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ.

íÙ Ó×ÅÄÅÍ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ËÏÌØÃÏ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI-
ËÏÌØÃÏÍ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ, ÌÉÂÏ ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, ÌÉÂÏ
ËÏÌØÃÏ KR ËÏÎÅÞÎÏ.

ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ f { ËÒÉÔÉÞÅ-
ÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ËÁË × ÌÅÍÍÅ Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ
ÚÁÍÅÎÁÈ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ g ∈ T(f), ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ f
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÎÎÙÍÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁ×-
ÎÑÌÏÓØ ÚÎÁÞÅÎÉÀ f ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÏÄËÏÌØÃÅ.

÷ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÎÁÄÏ ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ. á
ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÄÏ ÐÒÉÄÔÉ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ f = rh, r ∈ �, É rh × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÅ B ÉÚ Var(A) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ h × ÆÁËÔÏÒÅ B=�, ÇÄÅ � { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ T -ÉÄÅÁÌ. ðÒÉ ÜÔÏÍ B=� ÅÓÔØ
ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ ÆÁËÔÏÒÏÍ F ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ �, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ
F -ËÒÕÞÅÎÉÑ (É ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÝÁÑÓÑ × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ).

6.4.1. óÌÕÞÁÊ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×
éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ö. ìÅ×ÉÎÁ 3.1 ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.31. ëÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ËÏÌØÃÏ R, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×Á, ÐÒÏÓÔÏÅ. 2

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ.
þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ R ÅÓÔØ ÔÅÌÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ × R ÎÅÔ ÎÅÎÕÌÅ-

×ÙÈ ÌÅ×ÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÌÅ×ÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI-ËÏÌØÃÏÍ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. åÓÌÉ R ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ É ÎÅ PI, ÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÏÇÏ
ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÌÅ×ÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÅÓÔØ ÌÅ×ÙÊ ÉÄÅÁÌ É PI-ËÏÌØÃÏ. ÷ ÓÉÌÕ ËÒÉÔÉÞÎÏ-
ÓÔÉ R ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÅ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÌÅ×ÙÈ
ÉÄÅÁÌÏ×, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É × ÓÕÍÍÅ ÉÈ ×ÓÅÈ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÌÅ×ÙÈ ÉÄÅÁ-
ÌÏ× ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ R É, ËÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÉÄÅÁÌÏÍ (ÓÍ.,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [116]) × R. üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÐÒÏÓÔÏÔÅ ËÏÌØÃÁ R.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ I1, I2 { ÌÅ×ÙÅ ÉÄÅÁÌÙ × R É H = I1 + I2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÄÅÁÌÙ I1 É I2
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ËÏÌØÃÁ H, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ
àÎÇÁ D, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÒÁÚÍÅÒÁ k × k, × ÔÒÏÊËÅ (H; I1; I2) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÌÀÂÏÅ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, ÉÍÅÀÝÅÅ ×ÉÄ

∑

�∈Sm
��x�(1)y1x�(2)y2 : : : ym−1x�(m) = 0;

ÇÄÅ ÌÉÂÏ xi ∈ I1 ÐÒÉ ×ÓÅÈ i, ÌÉÂÏ xi ∈ I2 ÐÒÉ ×ÓÅÈ i.
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÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÁÌÇÅÂÒÅ H ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÏÔ-
×ÅÞÁÀÝÅÅ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÒÁÚÍÅÒÁ 2k × 2k (ÉÂÏ ÅÓÌÉ 2k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÌÅÖÁÔ × I1 ∪ I2, ÔÏ
ÈÏÔÑ ÂÙ k ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ I�). ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ,
ËÏÇÄÁ xi ∈ I1 ÐÒÉ ×ÓÅÈ i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÏ×
É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÒÁÚÄÅÌÁ 0.2.4.

ðÏÓÔÒÏÉÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÏÂßÅËÔ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ (H; I1; I2).
óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ∈ Ij ÎÁÂÏÒ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ �ji (x) (j = 1; 2, i = 1; : : : ;∞).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ

xi =
∑

x∈I1
�1
i (x)x; yi =

∑

y∈I2
�2
i (y)y:

õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x1 ≺ x2 ≺ · · · ≺ y1 ≺ y2 ≺ : : : . üÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÉÎÄÕ-
ÃÉÒÕÅÔ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÒÑÄÏË × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÌÏ× ÏÔ xi; yi. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÌÏ×Á vI ×ÉÄÁ

vI = xi1yi1xi2yi2 : : : xisyis : (1)

îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ vI , ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÍÅÎØÛÉÈ
ÓÌÏ× ×ÉÄÁ (1).

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌØÃÏ R ËÒÉÔÉÞÎÏ, ÌÅ×ÙÅ ÉÄÅÁÌÙ I1 É I2 ÓÕÔØ PI-ËÏÌØÃÁ É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ

∑

�∈Sq
��z0x�(1)z1x�(2) : : : x�(q)zq = 0 (2)

×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÅ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÎÅ ×Ù×ÏÄÉÔ ÚÁ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÙ, × ÔÒÏÊËÅ

(H; I1; I2) ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á:

∑

�∈Sm
��z�(1)t�(1)u1 : : : z�(m)t�(m)um = 0;

∑

�∈Sm
��z�(1)u1 : : : z�(m)um = 0; (3)

ÇÄÅ ∀i zi; ui ∈ I1; ti ∈ I2 ÌÉÂÏ ∀i zi; ui ∈ I2; ti ∈ I1.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÏÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÐÅ-

ÒÅÍÅÎÎÙÈ xi; yi ÔÒÏÊËÉ (H; I1; I2), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏ×. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÓÌÏ×Á ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
2m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍÉ. (íÎÏÖÉÔÅÌØ 2 ×ÏÚÎÉË ÉÚ{ÚÁ Ä×ÕÈ ÔÉÐÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y.)

ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ xi É yi, ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ S∞×S∞, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ
ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÒÔÁ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É ÎÅ ÓÍÅÛÉ×ÁÀÝÅÅ ÓÏÒÔÁ.

ïÔÓÀÄÁ, ÉÚ ÏÃÅÎËÉ n2(2m−1) ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n, ÎÅ Ñ×ÌÑ-
ÀÝÉÈÓÑ 2m-ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍÙÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÏÃÅÎÏË ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ Sq-
ÍÏÄÕÌÅÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ Dm, m = n(n+ 1)=2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ
1; 2; : : : ; n (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 0.2.4):

√ �
(2m)1=2e2−mm1=2(m−√m)e−

√
18m < dim(MDm) <

√ �
(2m)1=2e2−mm1=2(m−√m);
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ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ H ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ (2) ÐÒÉ q =
(3m)4.

éÔÁË, ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÅ PI-ËÏÌÅÃ Ó×ÅÌÁÓØ
Ë ÓÌÕÞÁÀ ÔÅÌ. äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÓÔÏÉÔ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ

÷ÏÐÒÏÓ: óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÔÅÌÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÎÁÄ
ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ?

äÌÑ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÏÔ×ÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ. åÓÌÉ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ × ÏÂ-
ÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÔÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÃ ÐÏÌÕÞÉÔ
ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÔÅÌÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. îÏ ÅÓÌÉ ÔÅÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ËÏÌØÃÏÍ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ 2-
ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ, ÎÏ É ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÁÌÇÅÂÒÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ×Ù-
ÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ,
ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ×ÓÅ ÔÅÌÏ.

÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ
÷ÏÐÒÏÓ: óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÔÅÌÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÎÅËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÙ ÅÇÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ?
ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍÙÊ ÏÔ×ÅÔ | ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ.
ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÏÐÒÏÓÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÅ PI-ÔÅÌÁÍÉ, ×ÙÈÏÄÑÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁ-

ÂÏÔÙ (ËÁË × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍÁÔÉËÉ, ÔÁË É ÍÅÔÏÄÏ× ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ), ÔÏ ÍÙ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÉÍÓÑ ÜÔÉÍ ËÒÁÔËÉÍ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅÍ.

6.4.2. óÌÕÞÁÊ ÎÁÌÉÞÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×
äÁÎÎÙÊ ÐÕÎËÔ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.10. ðÕÓÔØ R { ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ËÏÌØÃÏ, K E � { ÉÄÅÁÌ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×
ÔÏÖÄÅÓÔ×, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÈÓÑ × R. ôÏÇÄÁ KR { ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.11. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÃ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ
ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ É ÐÅÒ×ÉÞÎÙÊ PI-ÆÁËÔÏÒ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.14. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÌÅÃ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. 2

ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ PI-
ËÏÌØÃÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÚ ÎÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ-
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ PI-ËÏÌÅÃ (ËÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ× ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÉÄÅÁÌ).

ðÕÓÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ K/�. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÌÕ-
ÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ a ∈ A : �a 6= 0. éÎÁÞÅ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÎÉÞÅÍ
ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒÏÍ � (É ÐÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ËÓÔÁÔÉ ÓËÁ-
ÚÁÔØ, ÔÏÖÄÅÓÔ× ÍÏÖÅÔ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÏËÁÚÁÔØÓÑ É ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ËÁË × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ
ÒÁÚÄÅÌÅ). ðÕÓÔØ f 6≡ 0 { ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï. ôÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÁÑ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÆÁËÔÏÒÁ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ A ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ T -ÉÄÅÁÌÕ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÁ f (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.1.2).

ðÕÓÔØ ~A { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Var(A). ÷ ÓÉÌÕ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÚÄÅÌÁ 6.1.3 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f × ÁÌÇÅÂÒÅ
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~A ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ T -ÉÄÅÁÌ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ V = 	 ⊗ ~A=I,
ÇÄÅ I { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ T -ÉÄÅÁÌ ~A, 	-ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ �, ÐÒÉÞÅÍ
V ÎÅ ÉÍÅÅÔ 	-ËÒÕÞÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ R { ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ËÏÌØÃÏ, f { ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄËÏÌØÃÁÈ É ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØÃÁÈ R, A { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁ ÉÚ Var(R), C { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÇÒÁÆÅ (ÄÌÑ A ËÁË
Q-ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÙ Zp ⊗ A). íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f ∈ IC ÌÅÖÉÔ × ÉÄÅÁÌÅ,
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÍ ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÐÕÔÉ C. (ïÔÍÅ-
ÔÉÍ, ÞÔÏ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ Ä×ÕÈ T -ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅ-
ÎÉÅÍ, Á × ÆÁËÔÏÒÅ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÍ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÉÚ-ÚÁ ÓËÌÅÊËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏÑ×ÉÔØÓÑ.)

ìÏÇÉËÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÔÁËÏ×Á. éÝÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ri ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

• ðÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ {Ri → xi}i∈I ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f |Ri→xi;i∈I ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ ×
ÁÌÇÅÂÒÅ ~A.

• åÓÌÉ f |Ri(−→y )→xi;i∈I 6= 0 × ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ {Ri(−→y )}i∈I ÏÂÒÁÚÕÀÔ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ × A (ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÍ ÆÁËÔÏÒÅ
A, Á ÚÎÁÞÉÔ É × ÓÁÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ).

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ
ÐÏÄËÏÌØÃÅ A, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ËÒÉÔÉÞÎÏÓÔÉ (ÉÂÏ ÅÓÌÉ f |Ri→xi;i∈I 6= 0 × ÁÌÇÅÂÒÅ
~A, ÔÏ f |Ri(−→y )→xi;i∈I 6= 0 × A ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ −→y ).

äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄËÏÌÅÃ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÐÏÍÏ-
ÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. îÁÞÎÅÍ Ó ÉÚÕÞÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ
ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÏÌÅÍ.

ìÅÍÍÁ 6.18. ðÕÓÔØ A { Ë.Ð. ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F. ôÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ × ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ F ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ
ÉÈ ÐÏÒÑÄËÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÞÉÓÌÏÍ q É ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ q1 6= q2 É q3 ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÏ-
ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁÈ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï xq1 = xq2 É ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÎÁ ÆÏÒÍÙ
	q3 = 	. 2

ðÕÓÔØ A ÅÓÔØ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, �A ÅÓÔØ ÅÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ ÍÉ-
ÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n. ðÕÓÔØ F ËÏÎÅÞÎÏ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ q1, q2
É q3 ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ
ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Í�ÅÎØÛÅÊ n. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ 6.19. ðÕÓÔØ Zn { ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÍÁÔÒÉÃÁÍ ÒÁÚ-
ÍÅÒÁ n, R { ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n (ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÅ
ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÎÁÄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ q3 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÌØÔÅÒ-
ÎÁÔÉ×Á:

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ −→x ÌÉÂÏ Zn(−→x ) − Zn(−→x )q3 = 0, ÌÉÂÏ 1 + Zn(−→x ) − Zn(−→x )q3 ÐÏÒÏ-
ÖÄÁÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÌÏÖÉÍ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ËÏÌØÃÏ × ËÏÌØÃÏ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ K ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ×ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ {xi},
ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ K ÃÅÌÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ q ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ q3, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ
Zn(−→x )− Zn(−→x )q3 ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ xi × ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ q ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. åÓÌÉ ×ÚÑÔØ q ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ-
ÛÉÍ, ÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ 1+Zn(−→x )−Zn(−→x )q3 ÂÕÄÅÔ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁÍÉ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. á ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ
ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × ÎÅÔÅÒÏ×ÏÍ ÍÏÄÕÌÅ (ÐÒÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÇÏ
ÆÁËÔÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÆÏÒÍ), Á ÚÎÁÞÉÔ | É × ÉÓËÏÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. 2
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ðÕÓÔØ R { ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, �B { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ s-
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ Var(R=J(�)R), B ÅÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ
ÉÚ Var(R). îÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈
T(f) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T(g) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï T(f) ËÏÎÅÞÎÏ × B, ÔÏ
f ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÙÍ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÁÍ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÉÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÉÂÏ ÐÅÒ×ÏÇÏ, ÌÉÂÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. äÁÌÅÅ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÍ ÎÁÄ ËÏÌØ-
ÃÁÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ 6.4, ÐÏÌÕÞÁÅÍ,
ÞÔÏ É × ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ËÏÌØÃÁÍÉ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ (ÐÏÒÏÖÄÁ-
ÀÝÅÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ), Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÏÍ ÌÉÂÏ ÐÅÒ×ÏÇÏ, ÌÉÂÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÌØËÏ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:

1) ëÏÇÄÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ.

2) ëÏÇÄÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÑ 1. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 5.14 Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀ-
ÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ 6.20. ðÕÓÔØ B { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ Var(A), f |A 6= 0.
ôÏÇÄÁ ∀q3 = pk ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ T(f)\T(A), ÚÎÁÞÅÎÉÅ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ × ÁÌÇÅÂÒÅ B̂ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ:

• ÷ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÍÕ Ó
ËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ > n, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ [xi; Zn].

• ÷ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÎÅÓÍÅÛÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÍÕ Ó
ËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ, Â�ÏÌØÛÅÇÏ ÞÅÍ n, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ xih, ÇÄÅ h
ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï Mn.

• ÷ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÍÕ Ó
ËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ n, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ

[xi; Zn(−→x )− Zn(−→x )q3 ]

ÉÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ

[[Zn(−→x′ )− Zn(−→x′ )q3 ; xi]; Zn(−→x )− Zn(−→x )q3 ]

× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÉÐÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (×ÈÏÄ, ×ÙÈÏÄ ÉÌÉ ÐÅÒÅÈÏÄ).

• ÷ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÎÅÓÍÅÛÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÍÕ Ó
ËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ ≤ n (Á ÔÁËÖÅ ×ÎÕÔÒÉÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ), ÐÏÄÓÔÁ-
×ÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ (1 + Zn(−→x )− Zn(−→x )q3)xi

• ÷ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÍÕ Ó
ËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ n (Á ÔÁËÖÅ ×ÎÕÔÒÉÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÏÊ), ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÉÄÁ (1+Zn(−→x )−Zn(−→x )q3)xi, ÉÌÉ xi(1+Zn(−→x )−
Zn(−→x )q3), ÌÉÂÏ

(1 + Zn(−→x′ )− Zn(−→x′ )q3)xi(1 + Zn(−→x )− Zn(−→x )q3)

× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÉÐÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (×ÈÏÄ, ×ÙÈÏÄ ÉÌÉ ÐÅÒÅÈÏÄ).
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ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ g ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q.
ìÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÓÏÄÅÒ-

ÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ × ËÒÉÔÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A. 2

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄËÏÌØÃÁ × ÁÌÇÅÂÒÅ A, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÏÔ×ÅÞÁ-
ÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ. á ÉÍÅÎÎÏ. úÁÆÉË-
ÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÂÏÒ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ −→x , ÞÉÓÌÏ n ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ
ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ ËÏÌØÃÁ R, q3 ×ÙÂÒÁÎÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ
6.19. îÁÚÏ×ÅÍ ÐÏÄËÏÌØÃÏ S ËÏÌØÃÁ R ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ:

1) [xi; Zn].

2) xih, ÇÄÅ h ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï Mn.

3) [xi; Zn(−→x )− Zn(−→x )q3 ].

4) [[Zn(−→x′ )− Zn(−→x′ )q3 ; xi]; Zn(−→x )− Zn(−→x )q3 ].

5) (1+Zn(−→x )−Zn(−→x )q3)xi; xi(1+Zn(−→x )−Zn(−→x )q3); (1+Zn(−→x′ )−Zn(−→x′ )q3)xi(1+
Zn(−→x )− Zn(−→x )q3).

åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÉÐÁ (3) ÉÌÉ ÔÉÐÁ (4) ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ, ÔÏ (× ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 6.19) ÐÏÄ-
ËÏÌØÃÏ S ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ. ðÕÓÔØ f { ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
g ∈ T(f)\0, ×ÉÄ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕËÁÚÁÎ × ÌÅÍÍÅ Ï ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÈ. äÁ-
ÌÅÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ h ∈ T(g), ×ÉÄ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕËÁÚÁÎ × ÌÅÍÍÅ 6.20. îÏ
ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ
ÕÄÏÂÎÏÍ ÐÏÄËÏÌØÃÅ S. ðÒÉ ÜÔÏÍ (ÐÏÓËÏÌØËÕ h 6= 0) ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÉÐÁ (3) ÉÌÉ (4) ÎÅ
ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ, É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏÄËÏÌØÃÏ S ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÎÕÖÎÏÅ ÐÒÏÔÉ-
×ÏÒÅÞÉÅ. éÔÁË, ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ × ÐÅÒ×ÏÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ËÏÇÄÁ
f ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÕÔÉ ÓÏ ÓÍÅÛÁÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ

Zn(−→x )xi(1 + Zn(−→x )− Zn(−→x )q3) → xi
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á × ÎÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, É ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ: ×
ÆÁËÔÏÒÅ A=J(A) ÜÌÅÍÅÎÔÙ Zn(−→x )xi(1 + Zn(−→x )− Zn(−→x )q3), i = 1; : : : ; s, ÏÂÒÁÚÕÀÔ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ (×ÅÌÉÞÉÎÁ q3 ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 6.20).

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ËÏÎÅÞ-
ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ Ó ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Ó ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 6.21. ðÕÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ F ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ij ∈ F ÔÁËÏ×Ù,
ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j ÎÁÂÏÒ {1 + �ij(Zn(−→x ) − Zn(−→x )q3)} ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ �A, G { ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. ôÏÇÄÁ

G(−→x ) ∈ Spanj(G(x1(1+�1j(Zn(−→x )−Zn(−→x )q3)); : : : ; xs(1+�sj(Zn(−→x )−Zn(−→x )q3))):

2

äÌÑ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÍÅÀÔ ÐÅÒ×ÙÊ ÒÏÄ.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.
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ìÅÍÍÁ 6.22. ðÕÓÔØ A { s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÁ-
ÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ q1 6= q2, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× {xi} É {yi} É ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ f ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f(−→x ) = f(−→x )|∀i xi(1+yq1i −y
q2
i )→xi :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ËÏÎÅÞÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ yq1 − yq2 = 0.
2

ìÅÍÍÁ 6.23. åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÐÅÒ-
×ÉÞÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ y, ÞÔÏ A(1 + yq1 − yq2) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÜÔÏÍÕ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÍÕ ÆÁËÔÏÒÕ É ÚÁÍÅÔÉÔØ,
ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÃÅÌÏ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ H, ÉÚÏÍÏÒÆ-
ÎÙÍ ËÏÌØÃÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å y ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÚ H. 2

éÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÌÅÍÍ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÉÂÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ y (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 6.20) A(1+yq1−yq2) ÏÂÒÁÚÕÅÔ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ × A.

ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÌÅÃ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÉ,
ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ | ÆÁËÔÏÒÁ
ËÏÌØÃÁ R. ëÁÖÄÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ (ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁÄ ÆÁË-
ÔÏÒÏÍ Fi ËÏÌØÃÁ �, ËÏÔÏÒÏÅ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ
ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ Fi ËÏÌØÃÁ Fi (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.3.3, Á ÔÁËÖÅ ÌÅÍÍÙ 6.1, 6.16).

é ÄÌÑ ÜÔÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÏÔ×Å-
ÞÁÀÝÉÈ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍ ÆÁËÔÏÒÁÍ, Ô.Å. ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ
�g, ÇÄÅ � ∈ � { ÜÌÅÍÅÎÔ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ \ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ" ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ �. äÌÑ ÎÅ
PI-ÓÌÕÞÁÑ Ó ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á KA ' KA=T(Ck), ËÏÔÏÒÏÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ × PI-ÁÌÇÅÂÒÅ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 6.4).

ìÅÍÍÁ 6.24. Á) ðÕÓÔØ f { ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅÈ ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁÈ É ÆÁËÔÏÒ{ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÎÏ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÓÁÍÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÅ. ðÕÓÔØ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈ �
É g ∈ T(f) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

• �g|A 6= 0.

• ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ �g × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ B ÉÚ Var(A)
ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �g = h × ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ
�B=�B, Á ÓÁÍÁ ÜÔÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ×ÉÄÁ F⊗B=J ,
ÇÄÅ F ÅÓÔØ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÆÁËÔÏÒÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ �, Á J { T -ÉÄÅÁÌ.

• íÎÏÇÏÞÌÅÎ h ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ, ÕËÁÚÁÎÎÙÊ × ÌÅÍÍÅ 6.20 (ÅÓÌÉ F ËÏÎÅÞÎÏ) ÌÉÂÏ ×
ÌÅÍÍÅ 6.20 (ÅÓÌÉ F ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ).

Â) ðÕÓÔØ K E � { ÉÄÅÁÌ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÔÏÖÄÅÓÔ×. ôÏÇÄÁ × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅ-
ÎÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ KA
É ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï KA ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÁÑ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÔÁËÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ. 2
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éÚ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ
ÄÅÌÅ: ÚÎÁÞÅÎÉÅ h ÎÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÏÌØ, ÎÏ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ T(g) ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ É ÜÔÏÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÒÏ-
ÖÄÁÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. ïÎ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ
ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 6.25. ðÕÓÔØ f { ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÈ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁÈ É ÆÁËÔÏÒ{ÁÌÇÅÂÒÁÈ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÎÏ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑ-
ÅÔÓÑ × ÓÁÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. ðÕÓÔØ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
� ∈ � É g ∈ T(f) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

• �g|A 6= 0.

• ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ �g × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ B ÉÚ Var(A)
ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �g = h × ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ
�B=�B, Á ÓÁÍÁ ÜÔÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ×ÉÄÁ F⊗B=J ,
ÇÄÅ F ÅÓÔØ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÆÁËÔÏÒÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ �, Á J { T -ÉÄÅÁÌ.

• óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ q1 6= q2, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×
{xi} É {yi} É ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ f ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f(−→x ) = f(−→x )|∀i xi(1 + yq1i − yq2i ) → xi:

• ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÎÁÄ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÐÅÒ×ÉÞ-
ÎÙÊ ÆÁËÔÏÒ (ÔÏÞÎÅÅ ÓËÁÚÁÔØ - ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÐÏ ��\0 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ, ÇÄÅ
�� ÅÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÆÁËÔÏÒ �). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ y, ÞÔÏ
A(1 + yq1 − yq2) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÉÌØÔÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ × ÁÌÇÅÂÒÅ B ËÏÎÅÞÎÏ,
ËÁÖÄÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ËÁË T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÅ, É ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÉÅ q1 6= q2, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï yq1 − yq2 = 0. 2

éÚ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄËÏÌØÃÁ, ÎÁ ËÏÔÏ-
ÒÏÍ f × ÎÏÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÅÇÏ ËÒÉÔÉÞÎÏÓÔÉ.

éÔÁË, ÔÅÏÒÅÍÁ 6.11 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. îÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÐÕÔÑÍ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï,
ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÔÁËÏ×ÏÅ × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
f ∈ IC ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÍÏÄÕÌØ M , ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó ÎÉÍ ÓÏ×ÐÁ-
ÄÁÀÔ. îÁ ÎÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ××ÏÄÉÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÏÒÍÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉ-
ÅÓÑ Ë ËÒÁÊÎÉÍ ËÌÅÔËÁÍ C (ÎÅ ÚÁÖÁÔÙÍ Ó Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ) É
ÔÁËÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÙÍ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ. T(f) ÍÏÖÅÔ ÐÏÒÏÄÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏ-
ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ × Zp-ÁÌÇÅÂÒÅ R ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
ac = da = dc = d2 = c2 = 0, ∀x ∈ R ex = xe = hx = xh = 0 É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

cakd = e ⇐⇒ k ∈ S1; cakd = h ⇐⇒ k ∈ S2;

ÇÄÅ S1∪S2 = N { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. ðÕÓÔØ f = [x; y]r[z; t].
ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ Zp, Á ÅÓÌÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ
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S1 ∪ S2 = N ×ÙÂÒÁÎÏ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏ R ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÚÁÄÁÎ-
ÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ g[x; y]r[z; t] = 0 É [x; y]r[z; t]g = 0. é × 2-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ
ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ T(f) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.

2. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÍÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÏÞÅË ÍÁËÓÉÍÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÃÅÎÔÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, ËÕÄÁ ×ÌÏÖÅÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, É ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ. õÄÏÂÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏ-
ÉÔØ ËÁË ÎÁÂÏÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ ÐÒÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ
ÔÏÞËÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÒÁÚÍÙÓÌÏ×ÓËÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÕÄÏÂÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ, ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ
(É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ T(g)). ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÖÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈ
ÔÁËÉÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÂÕÄÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ. äÁÌÅÅ, ÐÕÔÉ C ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÏÔ-
×ÅÞÁÀÔ ×ÙÎÕÖÄÁÀÝÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ
ÍÏÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ \ÐÏÌÉÍÏÄÕÌØÎÕÀ ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÕ". æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ g ÎÁ ÕÄÏÂÎÙÈ ËÏÌØÃÁÈ
ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÉÚ T(g).

6.5. ÷ÏÐÒÏÓÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ
éÔÁË, ÌÀÂÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ËÏÌØÃÏ (�-ÁÌÇÅÂÒÁ) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ. ïÄ-

ÎÁËÏ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÎÅ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅÃ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ
ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÌÀ-
ÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ (ÓÍ. [55]). üÔÁ
ÓÉÔÕÁÃÉÑ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌÙ 0.1.3 É 0.2.2) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ÷ ÄÁÎ-
ÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ,
ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÉÈ ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, Á ÔÁËÖÅ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×,

6.5.1. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
÷ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁËÉÍ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M, ÞÔÏÂÙ

ÏÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÌÏÓØ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.12. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × M ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÉÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ
ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÔÏÊ-
ÞÉ×Ù ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.32. ðÕÓÔØ M { ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ, ÎÅ ÏÂÑÚÁ-
ÔÅÌØÎÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ. B ∈ M, C { ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ôÏ-
ÇÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁ B ⊗ C ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.33. ìÀÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ R, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ R-ËÒÕÞÅÎÉÑ (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ R { ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ËÏÌØÃÏ),
ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. 2

ðÕÓÔØ A ⊆ ~A, ~A { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, R { ËÏÌØÃÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ
ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Var(A) ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ, ÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A[R] ÐÏÄÁÌÇÅ-
ÂÒÙ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ É ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÞÔÏ
É A. íÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.13. ìÀÂÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÌÏ-
ËÁÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. 2
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äÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÅÒÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÎÏ É
ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ.

üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÎÁÛÅÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ: × ÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÂÕÄÕÔ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ,
ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁ ~A ÂÕÄÅÔ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ Â. ôÁË ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÐÁÒÙ ÉÚ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ É ÅÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ
ÁÌÇÅÂÒÕ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ. ìÅÍÍÁ 5.14 ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ.
äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÕÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á, É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÈ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÞÔÏ É
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.15. ðÕÓÔØ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ ËÏÌØÃÁ �
ÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �-ÁÌÇÅÂÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ É ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁ-
ÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 6.8. 2

äÁÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅ-
ÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. ðÕÓÔØ A { ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, R { ËÏÌØÃÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ.
÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 6.2, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ A ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍ-
ÍÏÊ Ri-ÁÌÇÅÂÒ Ai, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ Ai ÎÅ ÉÍÅÅÔ Ri-ËÒÕÞÅÎÉÑ. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ
6.33 ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ Ri ÁÌÇÅÂÒÁ Ai ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.34. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅ-
ÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÏÊ, É ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. 2

äÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÅÒÎÁ É × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Á ÄÌÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÌÅÃ
× ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ: ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅ-
ÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÓÅÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÓÔØ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÅÞÎÏÊ
É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ. ÷ÐÒÏÞÅÍ, ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÐÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ
ÞÁÓÔÉ (ÜÆÆÅËÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÌÅÔÏË). åÓÌÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A
ÄÏ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ É ÉÚÕÞÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ A, ÔÏ ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÕÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, Á ËÏÎÅÞÎÙÅ
ËÌÅÔËÉ ÐÒÅ×ÒÁÔÑÔÓÑ × ËÌÅÔËÉ ÎÏ×ÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÉÐÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ
çÅÌØÆÁÎÄÁ{ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÍÏÖÅÔ ÓÉÌØÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÉ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÓÅ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓÔÁÎÕÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ, Á ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÁ × Â { ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÏÊ.

é × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ | ÏÄÎÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.35. ðÕÓÔØ M { ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, � { T -ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ
ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÉÚ � (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏ ÓÕÍÍÁÒÎÏÍÕ
ÞÉÓÌÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ÓÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ T -ÉÄÅÁÌ �′ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÏÓÔÁ. íÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

ôÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ T -ÉÄÅÁÌÁ �′′, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎÏ× ÉÚ � ÐÏ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. 2

ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×Ï-
ÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ × ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.4.1).
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.14. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏ
ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÎÏÍ, × ÎÅÅ ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÊ, ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ
ÓÔÅÐÅÎØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÊ
ÉÚ ÎÉÈ. þÅÒÅÚ �M ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÁÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÈÓÑ × M, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,
Á �M′ { ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ M ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÂÒÙ×Á ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ
T -ÉÄÅÁÌÏ×, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏ ÏÂÝÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÁÌÇÅÂÒÙ
ÉÚ M ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ×
ÆÉÎÉÔÎÏ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÁÎ-
ÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, T -ÉÄÅÁÌÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ. âÙÌÏ ÂÙ ÉÎÔÅ-
ÒÅÓÎÏ ×ÙÑÓÎÉÔØ ×ÚÁÉÍÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ T -ÉÄÅÁÌÏ×, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
×ÚÑÔÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÌÅÔÏË É Ô.Ð. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ
(ÏÓÏÂÅÎÎÏ × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ) ÉÚÕÞÉÔØ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚØ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ É ÆÉÎÉÔ-
ÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÍÏÓÔÉ.

6.5.2. òÁÄÉËÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÔÏÖÄÅÓÔ× É ÔÅÏ-
ÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÅ

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ PI, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ. îÁÍ
ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ×ÉÄÏÉÚÍÅÎÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÉÓËÌÀÞÉ× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÒÁÄÉ-
ËÁÌ. ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ, ÔÏÇÄÁ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ×Ù-
ÐÏÌÎÑÀÝÉÈÓÑ × M. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ PIdeg(M) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌØÎÏÅ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÁ F ËÏÌØÃÁ � MF

n ∈ M.
òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: PIdeg(M) ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ n×n
ÍÁÔÒÉÃ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ f ÍÏÖÅÔ
ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ Ë ÒÏÓÔÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | f = x2). alg(A) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× A, ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ �; GT(A) | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÄÎÏÒÏÄ-
ÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÈÓÑ × A, �A = A=GT(A), � | ÅÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ, R( �A) | ÒÁÄÉËÁÌ �A, R′(A) = �−1(R( �A)); m = deg(A), g ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÅÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ A; ÂFs (g) | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ
s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ F -ÁÌÇÅÂÒÁ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ g; T (Stn) |
T -ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n; |M | | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M .

ôÅÏÒÅÍÁ 6.15. ðÕÓÔØ A | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ � ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ÃÅÌÙÊ ÉÄÅÁÌ ALG, ÆÁËÔÏÒ ÐÏ
ËÏÔÏÒÏÍÕ ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ � ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÉÍÅÅÔ. ÷ÓÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ× ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ALG. åÓÌÉ � ÎÅÔÅÒÏ×Ï, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ M , N , K,
ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ x ∈ ALG ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (xM − xN)K = 0.

ôÅÏÒÅÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.36. Á) ðÕÓÔØ F | ÐÏÌÅ, |F | > deg(g), F ′ ¤ F . ôÏÇÄÁ ÂFs (g)⊗F
F ′ = ÂF ′s (g).

Â) ðÕÓÔØ x | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ g. ôÏÇÄÁ ÃÅÎÔÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÇÏ
ÆÁËÔÏÒÁ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ x ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ deg(g) ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ÓÁÍ
ÆÁËÔÏÒ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ deg(g)deg(g) ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

ðÏÌÏÖÉÍ K = deg(g)deg(g).
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×) x2K! − xK! ∈ Rad(A), ∃N : (x2K! − xK!)N = 0; x ∈ alg(A).
Ç) GT(A) ⊆ alg(A) É ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÉÄÅÁÌ.
Ä) ðÕÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁ. ôÏÇÄÁ alg(A) = R(GT(A)). åÓÌÉ

� ÎÅÔÅÒÏ×Ï É A | Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ t ∈ N (alg(A))t ⊆ GT(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) åÓÌÉ |F | ÂÏÌØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ g, ÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÂFs (g) É ÂF ′s (g)
×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ g É ×ÓÅ ÉÈ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ (ÓÍ. [36]). ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÂFs (g)⊗F F ′ = ÂF ′s (g).

éÍÐÌÉËÁÃÉÉ Á)⇒ Â)⇒ ×)⇒ Ç)⇒ Ä) ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. (éÍÐÌÉËÁÃÉÑ Á)⇒ Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ
ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ | ÁÌÇÅÂÒ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ
ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ Ç)⇒Ä) ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ òÁÚÍÙÓÌÏ×Á|ëÅÍÅÒÁ|
âÒÁÕÎÁ Ï ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ.) 2

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. Á) áÎÁÌÏÇÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ É ÔÅÏÒÅÍÙ 6.15 ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÄÉËÁÌ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ, ÐÒÏ-
ÓÔÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÃÅÎÔÒÏÍ ËÏÎÅÞÎÙ É ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ
× ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ (ÓÍ. ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ á).

Â) ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ËÏÌØÃÁ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.37. åÓÌÉ × �-ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ St2n | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×Ï ÓÔÅÐÅÎÉ 2n, ÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÞÉÓÌÏÍ H ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ× Y ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n. ðÒÉ ÜÔÏÍ H ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.57:

H = ((2n+ 3)2nl2n+1 − 1) · 4n2ln+1(2n+R) + 2nln;

ÇÄÅ l | ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ
ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ St2n. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � × ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Z[x1; : : : ; xs] ×ÓÅ ÓÌÏ×Á
ÄÌÉÎÙ � ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ T (St2n) ÓÌÏ×ÁÍÉ V�;H ÄÌÉÎÙ � É ×ÙÓÏÔÙ
ÎÅ ×ÙÛÅ H.

ðÕÓÔØ L | Z-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÄÌÉÎÙ �,

M = L ∩ [T (St2n) + 〈V�;H〉]; N = L=M:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÃÅÎËÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.57 ÄÌÑ ×ÙÓÏÔÙ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÐÒÁ×Á ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
ÐÒÏÓÔÏÇÏ q N ⊗ Zq = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ Z-ÍÏÄÕÌØ N ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ, ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ
îÁËÁÑÍÙ N = 0. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÍÅÓÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÐÅÈÏÍ ÏÐÅÒÉ-
ÒÏ×ÁÔØ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n (É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n ×ÓÅÈ ÅÇÏ
ÒÅÄÕËÃÉÊ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ).

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.78:

ìÅÍÍÁ 6.26. ðÕÓÔØ n = PIdeg(A), k < n; M { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ
ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÓÌÏ×Õ ÄÌÉÎÙ, Í�ÅÎØÛÅÊ k. ôÏÇÄÁ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× {f1; : : : ; fs} ⊂ T(Mk) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ A ÉÍÅÅÔ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ {f1; : : : ; fs} ∪M. 2
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éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ áÍÉÃÕÒÁ{ìÅ×ÉÃËÏÇÏ, ÔÅÏÒÅÍÙ 6.15, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.37 É ÐÒÅÄÙÄÕ-
ÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ
ôÅÏÒÅÍÁ 6.16. ëÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁ-
ÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ � Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n = PIdeg(A). åÓÌÉ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁ, Á Y |
ÂÁÚÉÓ ûÉÒÛÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÓÌÏ×, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á u, ÄÌÉÎÁ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ×ÙÛÅ n, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÏ×Ï, ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ uk. ëÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ s-ÂÁÚÉÓÏÍ A, Á ÅÓÌÉ Y ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ A, ÔÏ Y | ÂÁÚÉÓ ûÉÒÛÏ×Á. 2

äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á f ∈ T(A) ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ÐÏÌÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ
ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ PIdeg(A). åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ
deg(f), ÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÕ Ó×ÏÉÈ ÐÏÌÉÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.
ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÔÅÌÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÅ, ÉÍÅÅÍ
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.38. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÁËÔÏÒÏ×
Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ PIdeg(A) ÎÁÄ
ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÌÅÍ. (÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 0 ËÏ-
ÎÅÞÎÏ). 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ � ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ-
×ÁÌÁÓØ.

6.5.3. ïÂ ÏÄÎÏÍ ×ÏÐÒÏÓÅ é. ÷. ìØ×Ï×Á
é. ÷. ìØ×Ï× × äÎÅÓÔÒÏ×ÓËÏÊ ÔÅÔÒÁÄÉ [33] ÐÏÓÔÁ×ÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ:
ðÕÓÔØ f ÅÓÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ m, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØÃÅ �. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÉÚ f ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÔÅÐÅÎÉ m ×ÉÄÁ

x1 : : : xm −
∑

�∈Sm\{1}
��x�(1) : : : x�(m) ?

é. ÷. ìØ×Ï× ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÉÚ f ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ
×ÉÄÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m2. ÷ÏÐÒÏÓ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ. îÁÛÁ ÃÅÌØ | Ó×ÅÓÔÉ
ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ë ÐÒÉÍÁÒÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.
ìÅÍÍÁ 6.27. ðÕÓÔØ u { ÓÔÁÒÛÅÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ m, ÍÏÄÕÌØ N ÐÏ-
ÒÏÖÄÅÎ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÄÌÉÎÙ m ÏÔ ÔÅÈ ÖÅ ÂÕË×, ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÉÈ u, M
ÐÏÒÏÖÄÅÎ N É ÓÌÏ×ÏÍ u, Q = M=N .

Á) ðÕÓÔØ I� { ÉÄÅÁÌÙ ËÏÌØÃÁ �, × ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÝÉÅ ÅÄÉÎÉÃÕ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ � �=I� ⊗Q = 0, ÔÏ Q = 0.

Â) ðÕÓÔØ Q ⊗M=Q ⊗ N = 0 É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ Zpk ⊗M=Zpk ⊗ N = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
ÐÒÏÓÔÏÇÏ p É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k. ôÏÇÄÁ Q = 0.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ Ð.Â) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÔÅ-
ÒÏ×Á ÍÏÄÕÌÑ É ÅÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌØÃÏ Zn ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ËÏ-
ÌÅÃ Zpk , ÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ð.Â) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: Zn⊗M=Zn⊗N = 0
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n. ðÏÌÏÖÉÍ Nn = {x ∈M |n! ·x ∈ N}. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÕÌÉ
Nn ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ, ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n ÏÎÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ. îÏ
ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ k
ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ kx ∈ N . ôÏÇÄÁ x ∈ Nk! É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x ∈ Nn, Ô.Å. ∀x ∈M n!x ∈ N . ó
ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÓÌÏ×ÉÅ Zn!⊗M=Zn!⊗N = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈M
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ z + n!y, ÇÄÅ z ∈ N . é ÐÏÓËÏÌØËÕ n!y ∈ N , ÜÌÅÍÅÎÔ x
ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ N , Ô.Å. Q = M=N = 0. 2
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁÉ×ÎÙÅ ÒÅÄÕËÃÉÏÎÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ó ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÅÊ É ÆÁËÔÏÒÉÚÁ-
ÃÉÅÊ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ∈ � ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÔ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÕÓÌÏ×ÉÅ Q⊗M=Q⊗N =
0 ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ.

éÚ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.8 ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ Ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë ÓÌÕ-
ÞÁÀ, ËÏÇÄÁ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÌØÃÁ � ÐÒÉÍÁÒÎÁ, Á ÓÁÍÏ ËÏÌØÃÏ � ÒÁÄÉËÁÌØÎÏ,
ÐÒÉÞÅÍ ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ J(R) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ. é, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÁÍÏ ËÏÌØÃÏ �
ËÏÎÅÞÎÏ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÓÌÕÞÁÊ � = Zpk , × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ k = 2. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f
Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ Ó×ÏÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ � = Zp2 , ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f1 + pf2, ÇÄÅ f1 ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ, Á f2 Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÅÎ ÎÁÄ Zp É ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË
Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ p (É ÓÔÅÐÅÎØ × p ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ f1). îÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÈ
ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ
ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔ Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ \ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ" É \Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ"
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

óÔÁÒÛÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ f ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÒÏÖÄÁÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ �[Sk]-ÍÏÄÕÌÉ (ÉÎÁÞÅ
ÏÎÉ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ). íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÐÒÏÓ é. ÷. ìØ×Ï×Á ÉÍÅÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É Ó×ÑÚÑÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÒÁÚÎÏÊ \ÓÔÅÐÅÎÉ Ë×Á-
ÚÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ".

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ×ÏÐÒÏÓÁ é. ÷. ìØ×Ï×Á ÎÁ ÓÌÕ-
ÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ K ËÏÌØÃÁ �, ÏÔÌÉÞÎÙÊ
ÏÔ ÅÄÉÎÉÃÙ. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÉÚ f × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï g,
deg(g) = deg(f), ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ K (ÉÌÉ ÎÁÂÏÒ ÐÏÌÉÌÉ-
ÎÅÊÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× {gi} ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ
K)? îÁ×ÅÒÎÏ, ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÉ deg(f)2 ÍÏÖÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ.

7. ðÒÉÍÅÒÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÈ T -ÉÄÅÁÌÏ×
7.1. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ
K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ, p { ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, |v| | ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á v. íÙ ÓÔÁÒ-

ÔÕÅÍ ÏÔ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ [[x; y]; z] = 0 Ó
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ xi; yi; i = 1; : : : ;∞. ÷ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ p + 1
×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ, ÎÕÌÅ×ÙÅ. é × ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 2
ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÔÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ÁÍÅÎÁ-
ÂÅÌØÎÏÓÔÉ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ p = 2 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ yi ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ, Á ÓÁÍÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÚÁÄÁÅÔÓÑ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

x3
i = 0; [xi; xj] = �i�jxixj;

ÇÄÅ �2i = 0, �i ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ (É Ó �j). ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ixixj =
�ixjxi, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. éÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÁÍÅÎÁÂÅÌØÎÏÓÔÉ. áÌÇÅÂÒÁ A × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ çÒÉÛÉÎÁ
'p.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï:

zu1zu2 · · ·uq−1z = 0;

ÇÄÅ q { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ p.
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üÔÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× á. ò. ëÅÍÅÒÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓ-
ÓÍÁÎÁ × ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ p ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ
p, É ÉÚ ÌÅÍÍÙ ëÅÍÅÒÁ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÉÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×Á Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ. ÷ÐÒÏÞÅÍ, ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ
ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÐÅÃÉÆÉËÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÍÅÎÁÂÅÌØ-
ÎÏÓÔÉ [[x; y]; z] = 0.

ðÕÓÔØ z = x1 : : : xn { ÓÌÏ×Ï. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

[z; y] =
n∑
i=1

x1 : : : xn|xi=[z;xi] (1)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ) ÓÌÏ×Ï v ÏÔ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {yi} (ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÉÚ v ÐÕÔÅÍ ÓËÌÅÊËÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ xi) É ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÄ-
ÓÔÁÎÏ×ÏË S : yi → [z; xi]. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [v; z] ÅÓÔØ z-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÞÁÓÔØ
S(v). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÏÄÎÏÒÏÄÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÒÁÚÄÅÌÑÂÔÓÑ
(ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 0.2.2) É ×ÚÑÔÉÅ ËÏÍÕÔÁÎÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ
(ÐÒÉÞÅÍ ÓÌÁÂÏÊ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ, Ô.Å. ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-
ÌÉÅ×ÏÊ ÐÁÒÙ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÌÕÞÁÅ (ÓÌÁÂÏÇÏ) T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á S ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏ-
ÌÅÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ [S;A] ⊂ A É T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÁÌÇÅÂÒÅ ìÉ ÎÁÄ ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ T -ÉÄÅÁÌÏÍ. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ × ÓÉÌÕ
ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÜÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ (ÓÍ. [5], ÇÌ. 4).

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÌÅÍÍÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÁÍÅÎÁÂÅÌØÎÏÓÔÉ.
óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÷. î. ìÁÔÙÛÅ×Õ [66] :

ìÅÍÍÁ 7.1. ðÕÓÔØ × A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï [[x; y]; z] = 0. ôÏÇÄÁ ËÏÍÍÕ-
ÔÁÎÔ [x; y] ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ É × A ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á:

Á) [x; y]u[z; t] = −[x; t]u[z; y].
Â) [x; y]u[z; y] = 0:
×) ÷ ÌÀÂÏÊ 2-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï: [x; y]u[z; t] =

0. 2

îÁÚÏ×ÅÍ p-ÓÌÏ×ÏÍ ÓÌÏ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó ÎÕÌÅÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ p-ÓÌÏ×Ï ÁÌÇÅÂÒÙ
A ËÁÖÄÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ×ÈÏÄÉÔ ÌÉÂÏ ÎÏÌØ, ÌÉÂÏ p ÒÁÚ. ðÏÌÉÎÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌ-
ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ p-ÓÌÏ×. óÌÏ×Ï U ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÓÌÏ×Õ V , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏ× V1 É V2 ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:
U = V1V2; V = V2V1. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ \ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ" Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Å ÌÅÍÍÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×Õ:

ìÅÍÍÁ 7.2. Á) úÎÁÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ p-ÓÌÏ×Á ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ. (á ÚÎÁÞÉÔ, ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÎÙÊ
ÐÏÌÉÎÏÍ ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ.)

Â) úÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× Q(x; y) = xp−1yp−1[x; y] (char(K) = p) É x2 (ÅÓÌÉ
char(K) = 2) ÌÅÖÁÔ × ÃÅÎÔÒÅ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Â) ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ð.Á). äÏËÁÖÅÍ Ð.Á). ïÂÏ-
ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ordx(V ) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕË×Ù x × ÓÌÏ×Ï V , Dx(V ) | ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÑ ÂÕË×Ù x ÉÚ V (ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÍÅÓÔÏ x ÅÄÉÎÉÃÙ). ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1) É ÌÅÍÍÙ 7.1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

[z; x]V = [z; x]xordx(V )Dx(V ):
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ïÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ ÐÒÁ×ÉÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÓÔÉ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ÉÍÅÅÍ:

[v; x] =
∑
i

[xi; x] ordxi(V )xordxi (V )
i Dxi(V ):

åÓÌÉ V { p-ÓÌÏ×Ï, ÔÏ ordxi(V ) = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ i É ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [x; v] ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×
ÎÏÌØ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x. ðÏÜÔÏÍÕ V ÌÅÖÉÔ × ÃÅÎÔÒÅ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. p-ÓÌÏ×Ï | ÜÔÏ Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ ÁÎÁÌÏÇ \ÓÐÁÒÉ×ÁÎÉÑ". ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ÚÁ p-
ÓÌÏ×ÁÍÉ ÓÔÏÉÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ (ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÅÏÒÉÉ 2-ÓÌÏ× à. ð. òÁÚÍÙÓÌÏ×Á).

ìÅÍÍÁ 7.3. Á) ðÕÓÔØ V { p-ÓÌÏ×Ï, V ′ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ V . ôÏÇÄÁ × × ÁÌ-
ÇÅÂÒÅ A ÚÎÁÞÅÎÉÑ V É V ′ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.

Â) ðÕÓÔØ W { ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ × A, V É V ′ { ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ
ÓÌÏ×Á É ÐÏÌÉÎÏÍ WV ÐÏÌÏÎ. ôÏÇÄÁ WV = WV ′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔ ÓÌÏ×Á V ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÅÇÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍÕ ÐÕÔÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÉÑ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÂÕË×Å ÉÚ ËÏÎÃÁ ×
ÎÁÞÁÌÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ.
ðÕÓÔØ x { ÂÕË×Á, xV { p-ÓÌÏ×Ï. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ xV = V x, ÉÌÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ÎÕÌÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ [x; V ]. îÏ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 7.1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉ xi 6= x,
ÔÏ ordxi(V ) = ordxi(xV ) ≡ 0 mod p. åÓÌÉ ÖÅ xi = x, ÔÏ [xi; x] = 0.

äÏËÁÖÅÍ Ð.Â). ðÕÓÔØ v = v1v2; v′ = v2v1. ôÏÇÄÁ Wv = v1Wv2;Wv′ = v2Wv1.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁÓÐÉÓÁÔØ W × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÌÏ× É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ð.Á) ÄÁÎÎÏÊ
ÌÅÍÍÙ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 7.1. ðÕÓÔØ W { ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ × A, v = v1v2 É v′ = v3v4 {
ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ ÓÌÏ×Á, ÐÏÌÉÎÏÍ Wv ÐÏÌÏÎ. ôÏÇÄÁ Wv = Wv′ = v1Wv2 =
v3Wv4. 2

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ á. ÷. çÒÉÛÉÎÁ É ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×Á, ÏÔÎÏÓÑÝÉ-
ÅÓÑ Ë Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

ìÅÍÍÁ 7.4. Á) ðÕÓÔØ char(K) = 2. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ
ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÅÊ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÉÚ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ∏xi2, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
T([[x; y]; z]).

Â) ðÕÓÔØ char(K) = p > 2. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÌÉÎÅÁ-
ÒÉÚÁÃÉÅÊ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÉÚ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ∏Q(xi; yi), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
T([[x; y]; z]).

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ A É ÏÓÔÁÅÔÓÑ
ÔÏÌØËÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÌÏ× ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÏÌÏÖÉÍ Hn =
n∏
i=1

xi2, Gn =
n∏
i=1

Q(xi; yi).

ìÅÍÍÁ 7.5. ðÏÌÉÎÏÍÙ Hn (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Gn) ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÓÌÏ× ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × Hs (ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × Gs) ÐÒÉ ×ÓÅÈ s < n.
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ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÒÁÓÛÉÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ e, f , É t, ÄÏÂÁ×É× ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

t4q+1 = 0; [t; xi] = [t; yi] = 0:
[t; fe] = [fe; xi] = [fe; yi] = 0:

xie = yie = te = e2 = 0: fxi = fyi = ft = f 2 = 0:
{v = 0|v ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ q ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ e ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ q ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ f}

ðÏÌÕÞÉ×ÛÕÀÓÑ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ Â. ëÁÖÄÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚ Â ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë
ÐÏÄÓÌÏ×Õ ÓÌÏ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ: w = etk1v(fe)k2f , ÇÄÅ v | ÓÌÏ×Ï ÉÚ A, Ô.Å. ÓÌÏ×Ï
ÏÔ xi É yi. óÌÏ×Ï W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ p-ÓÌÏ×ÏÍ, ÅÓÌÉ v | p-ÓÌÏ×Ï. ðÏÌÎÏÔÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ{ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× Rn É R(2)
n :

R(2)
n = [[E; T ]; T ]

n∏
i=1

x2
i ([T; [T; F ]][[E; T ]; T ])q−1[T; [T; F ]];

ÅÓÌÉ char(K) = 2 É × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ

Rn = [[E; T ]; T ]
n∏
i=1

Q(xi; yi) ([T; [T; F ]][[E; T ]; T ])q−1 [T; [T; F ]];

ÇÄÅ Q(x; y) = xp−1yp−1[x; y].

7.2. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ
îÁÛÁ ÃÅÌØ | ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:

ôÅÏÒÅÍÁ 7.1. óÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× {Rn}∞n=1 É {R(2)
n }∞n=1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÊ T -ÉÄÅÁÌ × ÁÌÇÅÂÒÅ Â.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÑÓÎÅÎÉÅ, ÏÔÎÏ-
ÓÑÝÅÅÓÑ Ë ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ Â. áÌÇÅÂÒÁ A | ÜÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÁÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓ-
ÓÍÁÎÁ, A[t] | ÅÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏÍ. áÌÇÅÂÒÕ Â ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔØ, ÐÒÅÄÓÔÁ×É× ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÎÁÄ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ "ÁÌÇÅÂÒÙ çÒÁÓÓÍÁÎÁ" A[t], Õ
ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ
2q + 1 ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A[1; t], Eij ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚÕÀ-
ÝÉÍ ÁÌÇÅÂÒÙ Â ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ:

xi 7→ xi
q∑
i=1

E2i;2i; yi 7→ yi
q∑
i=1

E2i;2i; t 7→ t
q∑
i=1

E2i;2i;

e 7→
q∑
i=1

E2i−1;2i; f 7→
q∑
i=1

E2i;2i+1

äÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÏÚÉÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÅÔËÏÊ, ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÓÌÕ-
ÞÁÅÍ. (âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÁ × ÓÍÙÓÌÅ ëÅÍÅÒÁ,
É ÍÙ ÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ × Ó×ÏÉÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÈ ËÁË ÐÅÒ×ÉÞÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ.) ðÏÑÓÎÉÍ ÜÔÏ
ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ.

ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ ÒÁÄÉËÁÌÁ É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ. ÷
ÌÏËÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ B ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÍÁÔÒÉ-
ÃÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÁËÏÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ: ×ÄÏÌØ ÄÉÁÇÏ-
ÎÁÌÉ ÉÄÕÔ ÂÌÏËÉ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÂÌÏË ÄÁÅÔ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ. ðÏÄ ÂÌÏËÁÍÉ ÉÄÕÔ ÎÕÌÉ. ìÀÂÙÅ Ä×Á
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ÂÌÏËÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÉÂÏ ÐÏÈÏÖÉÍÉ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ
ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅ × Ä×ÕÈ ÂÌÏËÁÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ), ÌÉÂÏ ÎÅÚÁ-
×ÉÓÉÍÙÍÉ (ÎÁ ÌÀÂÙÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ ÓÔÏÑÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ).
òÁÄÉËÁÌ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÂÌÏËÁÍÉ. üÔÉ Ó×ÑÚÉ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÔÓÑ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ Eij, ÇÄÅ ÉÎÄÅËÓ i ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÏÄÎÏÍÕ ÂÌÏËÕ, j { ÄÒÕÇÏÍÕ, ÉÌÉ ÏÄÉÎ
ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏ× ÎÉËÁËÏÍÕ ÂÌÏËÕ ÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ. òÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ �ijEij
ÂÙ×ÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÉÐÏ×:

1. ïÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ×ÈÏÄÁÍ × ËÌÅÔËÕ (i { ÎÅ ÉÎÄÅËÓ ×ÎÕÔÒÉ ËÌÅÔËÉ, j { ÉÎÄÅËÓ
×ÎÕÔÒÉ ËÌÅÔËÉ).

2. ÷ÙÈÏÄÁÍ ÉÚ ËÌÅÔÏË.
3. ðÅÒÅÈÏÄÁÍ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ × ÄÒÕÇÕÀ.
4. äÒÕÇÏÇÏ ÔÉÐÁ.
üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÐÉÒÓÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. á ÉÍÅÎÎÏ: ÁÌÇÅÂÒÕ B

ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÄÏ B̂ ÔÁË, ÞÔÏ Var(B̂) = Var(B). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÈÏÖÉÈ ËÌÅ-
ÔÏË ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ B̂, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ËÌÅÔËÉ
| ÒÁÚÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ, Á ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÉÐÁ 1, 2, 3, ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÓÍÅ-
ÛÁÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÐÉÒÓÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (�i | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ,
ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÅÄÉÎÉÃÁÍ × ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ, �0 = 1 − ∑k

i=1 �i, nu0 { ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ \×ÎÅËÌÅÔÏÞÎÙÍ" ÉÎÄÅËÓÁÍ. óÍÅÛÁÎÎÙÍ (× ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ á. ò. ëÅÍÅÒÁ)
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ×ÉÄÁ �ix�j, ÇÄÅ i 6= j.) âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÉÐÁ 1 ÍÏÖÎÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ �0x�i; i > 0, Á ÔÉÐÁ 2 | × ×ÉÄÅ �ix�0; i > 0. üÌÅÍÅÎÔ ÉÚ B ÅÓÔØ
ÓÕÍÍÁ Ó×ÏÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ (ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÖÁÔ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ B̂).

þÅÒÅÚ xr ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÕÍÍÕ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ xr, Ô.Å. ÅÇÏ
ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÕÀ ÞÁÓÔØ, �r = xr − xr | ÅÇÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ
Pr(x1; : : : ; xn) → xr ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÖÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÞÁ-
ÓÔÑÈ. íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÜÔÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÑÈ
�′r = Pr(x1; : : : ; xn) − Pr(x1; : : : ; xn). (ôÅÈÎÉËÁ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÒÁÚ×ÉÔÁ
× ÒÁÂÏÔÁÈ [26], [28].)

÷ \ÇÌÏÂÁÌØÎÏÍ" ÓÌÕÞÁÅ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ËÌÅÔËÉ ÂÕÄÅÔ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ, ËÏÔÏ-
ÒÙÊ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ÷ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÂÕÄÕÔ ÐÏÈÏÖÉÍÉ.

äÌÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ë T -ÉÄÅÁÌÁÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÄÏÈÒÁÎÉÔØÓÑ ÏÔ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÊ, ÎÕÖÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A \ÚÁÐÅÒÅÔØ × ËÌÅÔËÁÈ" (Ó Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ). îÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ
ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ É × ÚÁÐÉÒÁÀÝÉÅ \ÐÒÏËÌÁÄËÉ". þÔÏÂÙ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ, ÎÁÄÏ ÜÌÉÍÉÎÉÒÏ×ÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ
ÓÔÒÏÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ Â ÔÁË, ÞÔÏÂÙ:

1) ÓÌÏ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÂÏÌÅÅ p ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÂÙÌÉ ÎÕÌÅ-
×ÙÍÉ (üÔÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÏËÒÕÖÉÔØ ÒÁÄÉ-
ËÁÌØÎÕÀ Ó×ÑÚËÕ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÓÌÏ×ÏÍ, ÞÔÏ ×ÙÎÕÖÄÁÅÔ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÀ);

2) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï q ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÙÂÉÒÁÌÏÓØ ÒÁ×ÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÉ p. ïÎÏ
ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ \ÐÒÏËÌÁÄÏË" ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ | ÚÁÐÉÒÁÀÝÉÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ×ÈÏÄÁÍ × ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ËÌÅÔËÉ (ÏÐÅÒÁÔÏÒ e) É ×ÙÈÏÄÁÍ
ÉÚ ÎÉÈ (ÏÐÅÒÁÔÏÒ f). üÔÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÊ.

íÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×.

7.2.1. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÌÏ× ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ
éÔÁË, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏÒÏ-

ÖÄÅÎÎÏÇÏ Rn (R(2)
n ) × ÁÌÇÅÂÒÅ Â ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. éÓÓÌÅÄÕÅÍ

ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÌÏ× ÉÚ Â. éÚ Ó×ÏÊÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÙ Â ×ÙÔÅËÁÅÔ
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ìÅÍÍÁ 7.6. Á) ìÀÂÁÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÓÌÏ× ÉÚ Â ×ÎÕÔÒØ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏ×
[[E; T ]; T ] É [T; [T; F ]] ÉÍÅÅÔ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ e ÉÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f (ÓÍ. ËÏÎ-
ÓÔÒÕËÃÉÀ Â).

Â) ìÀÂÁÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ÓÌÏ× ÉÚ Â × ÐÏÌÉÎÏÍ Rn (R(2)
n ) ÉÍÅÅÔ ×ÈÏÖÄÅ-

ÎÉÅ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ e × [[E; T ]; T ] É ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ f × [T; [T; F ]].
×) óÌÏ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ xi ÉÌÉ yi, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ p ×ÈÏ-
ÖÄÅÎÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÎËÔÙ Á) É ×) ÏÞÅ×ÉÄÎÙ × ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ× A É Â. äÏËÁÖÅÍ
Ð.Â). ÷ ÓÉÌÕ Ð.Á) ×ÓÅ 2q ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ e É f ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÉÚÒÁÓÈÏÄÏ×ÁÎÙ.
ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÚÁ f ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ e, Á ×ÈÏÖÄÅÎÉÀ e ÍÏÖÅÔ
ÐÒÅÄÛÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ f (ÅÝÅ f ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÅÒÛÁÔØ ÓÌÏ×Ï, Á e ÍÏÖÅÔ ÎÁÞÉÎÁÔØ) É
ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ Ó [[E; T ]; T ] É Ó [T; [T; F ]] ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ. 2

îÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÈÏÒÏÛÅÊ, ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ xi ÉÌÉ yi, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÈÏ-
ÖÄÅÎÉÊ × ÐÏÚÉÃÉÉ E, F ÉÌÉ T , ÉÎÁÞÅ ÏÎÁ ÐÌÏÈÁÑ. îÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÈÏÒÏÛÉÅ, É ÐÌÏÈÉÍ × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ.

ìÅÍÍÁ 7.7. Á) ìÀÂÁÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÈÏÒÏÛÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÓÌÏ× ÉÚ Â ×ÎÕÔÒØ ËÏÍ-
ÍÕÔÁÔÏÒÏ× [[E; T ]; T ] ÉÌÉ [T; [T; F ]] ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ (ef)hetk ÉÌÉ tkf(ef)h, ÇÄÅ
k + h ≥ 2; h ≥ 0.

Â) ðÕÓÔØ � { ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÈÏÒÏÛÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ÓÌÏ× ÉÚ Â × ÐÏÌÉÎÏÍ Rn (R(2)
n , ÓÍ.

ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ), �′ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �, ÅÓÌÉ × T , E, F ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ t; e; f , Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ �′
ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ �, É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÜÔÉÈ
ÄÒÕÇÉÈ ÐÏÚÉÃÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Á) ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. Ð.Â) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð.Á), Ó×ÏÊÓÔ× ÁÌÇÅÂÒ A É Â É Ð.Â)
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ. 2

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁ Rn (R(2)
n ) ÎÁ ÞÔÏ

ÕÇÏÄÎÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ Â ÎÕÌÅ×ÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
{∏n

i=1 x2
i }∞n=1 É {∏n

i=1Q(xi; yi)}∞n=1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ 7.8. óÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× Rn (R(2)
n ) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÈÏÒÏÛÉÈ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÚÁËÏÎÞÉÌÉ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÂÏÔÕ.

7.2.2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ
÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÁÍÉ 7.7, 7.8. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

ÐÕÔÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ Rk (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, R(2)
k ), ÇÄÅ k < n, ÎÅÌØÚÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ Rn

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, R(2)
k ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, É \ÉÄÅÁÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ" | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ

Rn (R(2)
n ) ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Â | ÄÁÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÅÔÓÑ

ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÅ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÐÏÄ-
ÓÔÁÎÏ×ËÉ × E; T É F :

ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÌÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ Q ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÏÌÉÎÏÍÁ Rn (ÉÌÉ
R(2)
n ) ÐÕÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÌÏÈÏÇÏ ×ÅÒÂÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÉÎÏÍ Q |

ÎÕÌÅ×ÏÊ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ � ÎÁ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁÈ. úÁ-
ÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÁÒ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏ× [T; [T; F ]][[E; T ]; T ] × ÐÏÌÉÎÏÍÅ

Rn = [[E; T ]; T ]
n∏
i=1

x2
i ([T; [T; F ]][[E; T ]; T ])q−1[T; [T; F ]]

(char(K) = 2),

Rn = [[E; T ]; T ]
n∏
i=1

Q(xi; yi)([T; [T; F ]][[E; T ]; T ])q−1[T; [T; F ]]

(char(K) = p) ÐÏ ËÒÕÇÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [T; [T; F ]] ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÅÊ ÐÁ-
ÒÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ [[E; T ]; T ]. ëÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏ× [T; [T; F ]][[E; T ]; T ] ÏÔ×ÅÞÁÅÔ
6 ÐÏÚÉÃÉÊ (ÌÅ×ÏÅ T , ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ T , F , E, É ÏÐÑÔØ Ä×Á T ). ëÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÚÉÃÉÊ
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÐÏÚÉÃÉÀ × ÓÏÓÅÄÎÅÊ ÓÐÒÁ×Á ÐÁÒÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏ× ( ÐÏÓÌÅÄ-
ÎÅÊ ÐÁÒÅ [T; [T; F ]][[E; T ]; T ] ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÁÒÁ ÉÚ ËÏÎÃÅ×ÏÇÏ [T; [T; F ]] É ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ
[[E; T ]; T ], Á ÜÔÏÊ ÐÁÒÅ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, | ÐÅÒ×ÁÑ ÐÁÒÁ, ÓÔÏÑÝÁÑ ÐÏÓÌÅ ∏x2

i (ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ∏Q(xi; yi)). óÏÐÏÓÔÁ×É× ËÁÖÄÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ × ÐÁÒÅ ([T; [T; F ]][[E; T ]; T ])
ÐÏÚÉÃÉÀ × ÓÏÓÅÄÎÅÊ ÐÁÒÅ, ÍÙ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÓÄ×ÉÇ
� ÎÁ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁÈ. (ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÅ ÖÅ ÓÌÏ×Á, ÎÏ ÎÁ ÓÄ×ÉÎÕÔÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ, Á ÎÁ
ÐÏÚÉÃÉÑÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÀ Xi, Yi ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ).

äÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ � ÎÁ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁÈ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

• ðÕÓÔØ ps = q. ôÏÇÄÁ ÏÒÂÉÔÁ ÌÀÂÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË pr, ÇÄÅ 0 ≤
r ≤ s.

• åÓÌÉ r = 0, ÔÏ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ
ÓÌÏ×Á ÎÁ E;F; T | ÐÏÚÉÃÉÑÈ × ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó ÎÕÌÅÍ
( mod q).

• ðÌÏÈÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. (éÚ ÌÅÍÍÙ 7.6 ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ × ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍ ÓÌÏ×Å ÐÏÄÓÌÏ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ xi ÉÌÉ yi, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ
p ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ, Á ÚÄÅÓØ q > p.)

• åÓÌÉ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ, ÔÏ ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.

÷ÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÇÒÕÐÐÉÒÕÀÔÓÑ × ÏÒÂÉÔÙ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÁ �.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÏÄ-
ÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÏÌÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌ-
ÇÅÂÒÙ Â. ôÏÇÄÁ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÎÏÌØ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �,
ÓÄ×ÉÇÁÀÝÉÊ ÒÁÚÍÅÔËÉ, ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÞÌÅÎ × ÒÁ×ÎÙÊ ÅÍÕ.

îÏ ÜÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁ Q(x; y) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,
ÐÏÌÉÎÏÍÁ x2) É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 7.1 ÉÚ ÌÅÍÍÙ 7.3 Ï ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÍ ÓÄ×ÉÇÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ × Rn (R(2)
n ), ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏ-

ÔÏÒÏÊ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×Ï zv1zv2 · : : : · vp�−1z = 0, ÔÏ ÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÕÔÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÌÏ×,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ xi ÉÌÉ yi × T (× E, × F ) ÎÁ p� ÐÏÚÉÃÉÊ, | ÎÕÌÅ×ÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ
q ≥ p�, ÔÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÄÁÄÕÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ËÌÁÄ × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÅÝÅ ÒÁÚ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.
þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Rn 6∈ T({Ri}i<n), (R(2)

n =∈ T({Ri}i<n)), ÍÙ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ
ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ | ÚÎÁÞÅÎÉÅ Rn ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÏÄÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Â ÎÅ ÍÏÖÅÔ
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ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ Â. üÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ
ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ,
ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ
ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. óÕÍÍÉÒÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÌÅÍÍÙ É ÌÅÍÍ 7.4, ÉÍÅÅÍ:

• òÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÌÏÈÉÈ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× (Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÐÏÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A, × (E−F −T )-ÐÏ-
ÚÉÃÉÉ) ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ.

• åÓÌÉ ×ÅÒÂÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÅÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË × X ÉÌÉ Y -
ÐÏÚÉÃÉÉ, ÔÏ ÅÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ, ÔÏÖÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ (ÌÅÍÍÁ
7.4).

• åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ×
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ × T , E, F (ÄÒÕÇÉÅ ÈÏÒÏÛÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÅÊ ÐÒÏ-
ÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ) É × ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÌÏ× ×ÍÅÓÔÏ xi, yi.

é ÄÌÑ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÛÁÇÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØÀ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× Rn (R(2)

n ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 7.5).

7.3. ïÂÏÂÝÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. îÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ
ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ,

ËÁË ÐÏËÁÚÁÌÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×ÙÍ, s ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅ.
ôÏÇÄÁ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÌÏÈÉÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÏÚÎÉËÎÕÔ, ÎÏ, ËÁË
ÏÔÍÅÔÉÌ ÷. ÷. ýÉÇÏÌÅ×, ÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÊ ÄÏÐÏÌ-
ÎÉÔÅÌØÎÏÊ p-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÌÏ×Á. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ×ÍÅÓÔÏ T -
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× {En} É {Fn} T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× {vpEn} É {vpFn}. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, T -ÉÄÅÁÌÙ
ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ ÂÁÚÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Qs(xi; yi) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ≥ 1.
÷ÍÅÓÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏ× [[E; T ]; T ] É [T; [T; F ]] ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ, | Ô.Å. ÎÅ ÒÁÚÍÅÝÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ
ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÅ.

äÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
ìÉÅ×ÙÈ É ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÊÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ
ÓÌÕÞÁÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ). ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÐÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ,
ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÄÌÑ ÊÏÒÄÁÎÏ×Á ÓÌÕÞÁÑ:

R′(2)
n = {E; T 2; T 2} ·

n∏
i=1

R[xi]2 ·
(
R[{E; T 2; T 2}] ·R[{T 2; T 2; F}])q−1×

×R[{T 2; T 2; F}];
ÅÓÌÉ char(K) = 2;

× ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ

R′n = {E; T 2; T 2} ·
n∏
i=1

Q(R[xi]; R[yi])R[xi]2×

× (
R({E; T 2; T 2}) ·R[{T 2; T 2; F}])q−1R[{T 2; T 2; F}];

ÇÄÅ Q(x; y) = xp−1yp−1[x; y], R[x] | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ x, {x; y; z} =
(xy)z − x(yz) | ÁÓÓÏÃÉÁÔÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x, y, É z. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ËÁË
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. ÷ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ t4q+1 = 0 ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ Â ÎÁËÌÁÄÙ-
×ÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ t8q+1 = 0.
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ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ

á. ï ËÏÌØÃÁÈ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÂÌÉÚËÉÈ Ë ÁÓÓÏÃÉ-
ÁÔÉ×ÎÙÍ

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ,
× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÅÒÅÎÏÓÉÌÉÓØ ÎÁ ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÕÞÁÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÓÌÕÞÁÉ ÁÌØÔÅÒÎÁ-
ÔÉ×ÎÙÈ ÉÌÉ ÊÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ ËÏÌÅÃ. ôÁËÏÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ \ÏÞÉÓÔÉÔØ" ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ
É ÌÕÞÛÅ ÐÏÎÑÔØ ÓÁÍÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ.

âÌÉÚÏÓÔØ Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÐÅÒÅÎÏÓ ÉÎ-
ÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÊÓÑ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ D(A), ÎÁ ÓÁÍÕ ÁÌÇÅÂÒÕ A. úÎÁÞÉ-
ÔÅÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁÂÏÔÙ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ L[A].

íÙ ÐÏÐÙÔÁÌÉÓØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÂÌÉÚÏÓÔÉ Ë ÁÓÓÏ-
ÃÉÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÁÍ É ×ÙÄÅÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ.

÷ ÃÅÎÔÒÅ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉ-
ÒÕÅÍÏÓÔØÀ É ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØÀ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÒÑÄÏ× çÉÌØ-
ÂÅÒÔÁ. ëÌÀÞÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÉÌÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ.

ðÒÏÇÒÁÍÍÁ á. ò. ëÅÍÅÒÁ ÓÏÓÔÏÑÌÁ × Ñ×ÎÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ
I, \×ÙÎÕÖÄÁÀÝÅÇÏ" ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ É
ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ. ÷ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÎÅ-
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÜÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÈ.
ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÎÅÔ ÔÁËÏÊ ÈÏÒÏÛÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÂÏÔÁ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÁ É ÐÏÄÈÏÄ ÂÏÌÅÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ
×ÍÅÓÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÍÏÄÅÌÅÊ{ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÍÙ ÐÒÅÄßÑ×ÌÑÅÍ ÐÒÑÍÏÅ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉ-
ÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÌÅÄÏ× É ÜÔÏ, ÐÏ ÍÎÅÎÉÀ
Á×ÔÏÒÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ, ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÓÈÅÍÙ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕ-
ÅÍÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. úÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × PI-
ÁÌÇÅÂÒÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÏÜÔÏÍÕ
× ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÍ É ÊÏÒÄÁÎÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÏÂÈÏÄÎÙÍ ÐÕÔÅÍ. ìÏËÁÌØÎÁÑ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁË É ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ, É ÎÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÅÊ ÔÅ-
ÏÒÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó \ÓÕÐÅÒ-ÔÒÀËÏÍ". é × ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ×ÁÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ

÷ÏÐÒÏÓ: ëÏÇÄÁ × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÅ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉ-
ÓÔÅÍÁ Cn, ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ? ÷
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ
ÄÌÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ É ÊÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ.

ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÍÙ ×ÙÎÕÖÄÅÎÙ ÐÏÓÔÕÌÉÒÏ×ÁÔØ
×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ïÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅ ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ. T(f) × ÄÁÎÎÏÊ ÇÌÁ×Å ÏÚÎÁÞÁÅÔ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f (Á ÎÅ T -ÉÄÅÁÌ).

á.1. èÏÒÏÛÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÅ
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ á.1. áÌÇÅÂÒÁ A ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ L-ÄÌÉÎÕ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ
k ÁÌÇÅÂÒÁ L[A] ÅÅ ÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
×ÉÄÁ L(p1) : : : L(pq), ÇÄÅ q < k É L(x) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ x. íÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÌÏÈÉÍ, ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
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1) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ,

2) ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ L-ÄÌÉÎÕ,

3) ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÁÍÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÜÌÁÓÔÉÞÎÁ, Ô.Å. ÌÀÂÁÑ 1-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ
M ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ, ÉÌÉ M ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ.

üÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÂÌÉÚÏÓÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ L[A] Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÅ A, ÐÏÚ×ÏÌÑÑ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë L[A],= ÎÁ A.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ á.2. ëÌÁÓÓ ËÏÌÅÃ E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ëÁÐÌÁÎÓËÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ R ∈ E ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

1) åÓÌÉ R ÐÅÒ×ÉÞÎÏ É Nil(R) = 0, ÔÏ R ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÃÅÎÔÒ.

2) æÁËÔÏÒ R=Nil(R) ∈ E É ÅÓÔØ ÐÏÄÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÌÅÃ.

3) R⊗ F[�] ∈ E.

4) Nil(R) = 0 ⇒ Jac(R⊗ F[�]) = 0.

õÓÌÏ×ÉÅ (4) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ:

• åÓÌÉ R { ÐÅÒ×ÉÞÎÏ É Nil(R) = 0, ÔÏ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÐÏ ÃÅÎÔÒÕ Z(R) ÐÒÏÓÔÁ.

• åÓÌÉ Nil(R) = 0, ÔÏ R⊗F[�] ÅÓÔØ ÐÏÄÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.
ìÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Z(R) ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ÎÅÐÌÏÈÉÍ ÎÅ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ l-ÄÌÉÎÁ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ïÎÏ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ ëÁÐÌÁÎ-
ÓËÏÇÏ.

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÌÏÈÏÅ, É ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ
4) ÁÌÇÅÂÒÁ ÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.
áÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÕÀ

ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ-ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.1. Á) ÷ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ n-ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ-
×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÊ ÏÂßÅËÔ.

Â) áÌÇÅÂÒÁ C ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÅÍÅÊ-
ÓÔ×Ï ÉÄÅÁÌÏ× {Ji}i∈I É ÞÉÓÌÏ n ∈ N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

1) ⋂
i∈I Ji = 0.

2) dimC=Ji ≤ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÎËÔ Â) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ð.Á), ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÎÁÄ
ÃÅÎÔÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ {�ei}ni=1 | ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ
ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Ck

ij: �ei�ej = Ck
ij�ek. ëÁÖÄÏÊ i-Ê ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ

C ÐÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ∑
j �ij�ei. äÁÌÅÅ, ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Ck

ij É �ij
ÎÁÌÏÖÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÍÉ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ C. óÁÍÉ
ÜÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÉÚ ÆÁËÔÏÒÁ ËÏÌØÃÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÐÏ
ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ. 2
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ËÌÁÓÓÅ n-ÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ
ÏÔÔÁÌËÉ×ÁÀÝÉÊ ÏÂßÅËÔ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÄÁÖÅ × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ÷
ËÏÌØÃÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ, É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÙ. (óÍ. [95], [96].)

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. Monr ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ
r. M (k) | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ k-ÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ M . åÓÌÉ J | ÉÄÅÁÌ ×
C, ÔÏ IJ ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ × L[C], ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ
J . ðÕÓÔØ D ⊆ C; ID;s ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÄÅÁÌ × L[C], ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÌÅ×ÏÇÏ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÉÄÁ W (t1; : : : ; tk), ÇÄÅ W ∈ Monk, k ≤ s, É ∃i: ti ∈ D.
åÓÌÉ I | ÉÄÅÁÌ × L[C], ÔÏ ÉÄÅÁÌ JI ÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï: {x ∈ C: ∀d ∈
id(x) L(d) ∈ I}. þÅÒÅÚ g(r) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÌÅ×ÙÈ
ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÄÌÑ Mr | Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ r-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ M, l(r) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ
l-ÄÌÉÎÕ Mr. ÷ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ GM(r) (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ G(r)) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ s >
G(r) × r-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ C ÉÚ M ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ID;s 3 Iid(D).

éÚ Ó×ÏÊÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ ÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ h(r) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ L[Mr] ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÏÎÏÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ h(r) ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ
ÁÌÇÅÂÒÙ Mr. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.3. åÓÌÉ I | ÉÄÅÁÌ × L[C] ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k, ÔÏ ËÏÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÁ JI ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ k ·N , ÇÄÅ N | ÞÉÓÌÏ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ×
ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ G(r + 1), r | ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ × ÁÌÇÅÂÒÅ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅ-
ÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x ∈ JI , ÅÓÌÉ L(d) ∈ I ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ d
ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ G(r + 1), × ËÏÔÏÒÙÊ ×ÈÏÄÉÔ x. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ JI ÎÅ
ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ I ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÍÏÎÏÍÏ×. 2

ôÅÏÒÅÍÁ á.3. Á) ðÕÓÔØ M | ÎÅÐÌÏÈÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, C ∈ M | Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒÁ.
ôÏÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ C ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ L[C].

Â) åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÈÏÒÏÛÅÅ, C ∈ M | ÐÏÌÕÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ C
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ.

×) åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÈÏÒÏÛÅÅ, C ∈ M | ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ C ËÏÎÅÞÎÏ-
ÍÅÒÎÁ.

Ç) åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÈÏÒÏÛÅÅ É ÁÌÇÅÂÒÁ C ∈ M ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÅ-
ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ ÆÁËÔÏÒÏÍ, ÔÏ C ÐÒÏÓÔÁ.

Ä) åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÈÏÒÏÛÅÅ É ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M ÎÅ ÉÍÅÅÔ
ÂÁÚÉÓÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ × M ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ
ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ëÕÒÏÛÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ C ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ É ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ,
ÔÏ ∃M ⊂ C: ∀k ÁÌÇÅÂÒÁ C=M (k) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ.

Å) òÅÛÅÔËÁ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÍ ÓÉÓÔÅÍÅ
ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÙ×Á ËÁË ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ, ÔÁË É ÕÂÙ-
×ÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÎËÔ Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ. ðÕÎËÔÙ ×), Ç)
ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ Â), ÐÕÎËÔ Ä) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÕÎËÔÏ×, ÐÕÎËÔ Å) { ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ
Ï ÒÁÎÇÅ. äÏËÁÖÅÍ ÐÕÎËÔ Â). ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ L[C] ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÏ×
{I�}, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ × ÒÁÄÉËÁÌÅ R(L[C]), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÆÁËÔÏÒ
L[C]=I� ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÕ m×m ÍÁÔÒÉÃ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m, ÏÂÝÅÇÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ
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I�. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÏ× JI� × C ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ-
×ÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÆÁËÔÏÒ C=JI� ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ
ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÏÍ ÎÅ ×ÙÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m′. åÓÌÉ x ∈ ∩JI� , ÔÏ L(x) ∈ R(L[C]) É
x ∈ R(C). îÏ, × ÓÉÌÕ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ C, R(C) = 0: ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ á.1. 2

ðÕÓÔØ q(n) | ÓÔÅÐÅÎØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ C=M (n), s | ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ C. þÅÒÅÚ I(M;n) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ × ÁÌÇÅÂÒÅ L[A], ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÍÉ ×ÉÄÁ L(t1) : : : L(tn) ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ ∃m ∈M : ∀i ti = mki (ÜÌÅÍÅÎÔ m ∈M ÏÂÝÉÊ
ÄÌÑ ×ÓÅÈ ti). éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÐÌÏÈÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.4. ïÐÅÒÁÔÏÒ L(xq) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ q ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÉÄÅÁÌ × ÁÌÇÅÂÒÅ L[B] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ xt ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ t ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × B. 2

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØÀ ÎÉÌØ
ÁÌÇÅÂÒ É ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.5. ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÎÉÌØ-ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÉÌØ-
ÐÏÔÅÎÔÎÙ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ FM(n; k) É HM(n; k), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ
k-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÒÑÄËÁ n ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, Ñ×ÌÑÀ-
ÝÉÍÉÓÑ ÓÕÍÍÁÍÉ ÍÏÎÏÍÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ HM(n; k) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ×ÙÛÅ
FM(n; k). 2

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÏÊ × ÎÅÐÌÏÈÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ.
ïÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ ÁÌÇÅÂÒÙ Ë ÅÅ ÁÌÇÅÂÒÅ ÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ É
ÏÂÒÁÔÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.6. Á) L[A]=IM(k) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ
q(k) · l(s+ 1).

Â) Id(D) ⊇ ID;r, É ÐÒÉ r ≥ h(s+1) ÄÌÑ ×ÓÅÈ D ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Id(D) =
ID;r.

×) ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k (ÐÒÉ k > g(r + 1)) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÅ
IM(k);s ⊆ I(M;n) (k > K(|M |; n; s)).

Ç) ðÒÉ n > k · l(2) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ I(M;n) ⊆ IM(k);s.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) üÌÅÍÅÎÔ ÉÚ L[A]t ÌÅÖÉÔ × ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ
ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ L[At=l(s)]. åÓÌÉ t=l(s) ≥ q(k), ÔÏ At=l(s) ⊇M (k).

Â) ÷ËÌÀÞÅÎÉÅ Id(D) ⊇ ID;r ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÉ r ≥ h(s + 1)
ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ á.2.

×) ðÕÓÔØ z ∈ id(mk). úÁËÏÄÉÒÕÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ mk ÎÏ×ÏÊ ÂÕË×ÏÊ m′. L[z] ÌÅÖÉÔ ×
ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÂÕË×ÏÊ m′ É ÍÏÎÏÍÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ G(s + 1) ÏÔ ÏÂÒÁ-
ÚÕÀÝÉÈ A. ðÕÓÔØ z′ { ÔÁËÏÊ ÍÏÎÏÍ. ôÅÐÅÒØ ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ mk ×ÍÅÓÔÏ m′ É ÐÏÌÕÞÉÍ
ÍÏÎÏÍ w (ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÂÕË×Ù m).

ïÐÅÒÁÔÏÒ L(w) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ ∏L(wi), ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎØ
ËÁÖÄÏÇÏ wi ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ h(s+ 1) (ÁÌÆÁ×ÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ s ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ É
ÜÌÅÍÅÎÔÁ m). îÁÚÏ×ÅÍ ÍÏÎÏÍÏÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÏÎÏÍ wi, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÂÕË×Õ, ÏÔÌÉÞ-
ÎÕÀ ÏÔ m, É ÍÏÎÏÍÏÍ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÏÎÏÍ ÂÅÚ ÔÁËÉÈ ÂÕË×. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÏÎÏÍÏ×
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ G(s + 1) − 1, É ×ÓÅ ×ÍÅÓÔÅ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ
(h(s+ 1)− 1)(G(s+ 1)− 1) ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕË×Ù m. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ
k − (h(s+ 1)− 1)(G(s+ 1)− 1) ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÂÕË×Ù m × ÍÏÎÏÍÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÏÎÏÍ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÅÍ ÍÏÎÏÍÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ h(2) (ÎÕÖÎÁ ÂÕË×Á m É ÔÏ, Ë ÞÅÍÕ
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ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ

k − (h(s+ 1)− 1)(G(s+ 1)− 1)
h(2) :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÎÏÍÏ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ G(s + 1) − 1, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÕÞÁÓÔÏË,
ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ

k − (h(s+ 1)− 1)(G(s+ 1)− 1)
h(2)(G(s+ 1)− 1)

ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ÍÏÎÏÍÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÐÒÉ

k > n · h(2) · (G(s+ 1)− 1) + (h(s+ 1)− 1)(G(s+ 1)− 1)
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ IM(k);s ⊆ I(M;n).

Ç) úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÐÅÒÅÒÁÂÏÔËÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ x · L[w1] · · ·L(wn), ÇÄÅ wi { ÓÔÅÐÅÎÉ
m, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÓÉÍ×ÏÌÁ | m É x. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ð.Ç) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ L-ÄÌÉÎÙ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x É m, ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ l(2).
2

ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ n ÂÏÌØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÇÏÓÑ × L[A]. ðÒÉÍÅÎÉ×
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ É ÌÅÍÍÕ Ï ÐÅÒÅËÁÞËÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ á.1. ðÕÓÔØ C | Ë.Ð. ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÑ, M ⊂ C | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ∀k
ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ C=M (k) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÏ H É ËÏÎÅÞ-
ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D(M) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ L[C] ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÍÉ ×ÉÄÁ t1t2 · · · tk, ÇÄÅ k < H, É ÌÉÂÏ ti ∈ D, ÌÉÂÏ ∃mi ∈ M ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
ti = L(xi1)L(xi2) · · ·L(xij), ÇÄÅ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ i) ×ÓÅ xi� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅ-
ÎÑÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ mi. 2

éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ L-ÄÌÉÎÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.7. ðÕÓÔØ ×ÓÅ x� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m. ôÏ-
ÇÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ L(x1)L(x2) · · ·L(xj) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ
L(y1)L(y2) · · ·L(y�), ÇÄÅ � ≤ l(1), É ×ÓÅ y� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m.
2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ á.4. áÌÇÅÂÒÁ C ÉÍÅÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ H ÎÁÄ
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ M , ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍ s-ÂÁÚÉÓÏÍ C, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
D(M) É ÞÉÓÌÏ N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ C ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ Q(t1; : : : ; tl),
ÇÄÅ Q ∈ Monl, l ≤ N , É ∀i ÌÉÂÏ ti ∈ D, ÌÉÂÏ ∃mi ∈ M , ki ∈ N: ti = mki

i , ÐÒÉÞÅÍ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ti =∈ D ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ N . íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ H ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ
×ÙÓÏÔÁ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ H ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ D = ∅, ÔÏ M | ÂÁÚÉÓ ûÉÒÛÏ×Á
ÁÌÇÅÂÒÙ C. üÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÀ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ: M ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ C
ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ N = 2H + 1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÎÑÔÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ, ÓÉÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ É ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÇÏ
ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ á.1 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ á.7.
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ôÅÏÒÅÍÁ á.5 (á. ñ. âÅÌÏ×). ðÕÓÔØ C | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, M ⊂ C | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ∀k ÁÌÇÅÂÒÁ C=M (k) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ, ÔÏ C ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ M . åÓÌÉ ÖÅ M ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ C ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ, ÔÏ M | ÂÁÚÉÓ
ûÉÒÛÏ×Á C. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ
ÕÓÌÏ×ÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ 1-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ
ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ ÕÓÌÏ×ÉÅ ∃mi ∈M : ti = mki

i ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍÏÓÔÉ ti × ×ÉÄÅ ÍÏÎÏÍÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ M .

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.1. ðÕÓÔØ C | Ë.Ð. ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, M ⊂ C | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ôÏÇÄÁ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
s-ÂÁÚÉÓÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÙ C ÓÏ-
ÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ M . 2

÷ÏÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.2. ðÕÓÔØ M | ÈÏÒÏÛÅÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ
ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.
ðÕÓÔØ C | ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M. ôÏÇÄÁ C ÉÍÅÅÔ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ M . 2

÷ ÒÑÄÅ ÒÁÂÏÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÂÌÉÚÏÓÔØ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ
Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
\ÂÙÔØ ÈÏÒÏÛÉÍ". ÷ ÒÁÂÏÔÅ [110] ÐÏËÁÚÁÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ l-ÄÌÉÎÙ Ë.Ð. ÊÏÒÄÁÎÏ-
×ÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, × ÒÁÂÏÔÅ [120] | ÄÌÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÈ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [120] ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ
ÁÌÇÅÂÒÁ ÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÊ ÉÌÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÊÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ Ë.Ð. PI-
ÁÌÇÅÂÒÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ. 1 ôÁÍ ÖÅ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ë.Ð. ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÊ
PI-ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å M ×ÚÑÔØ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ m2. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [88] ÐÏËÁÚÁÎÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÕÓÌÏ-
×ÉÑ (4) ÄÌÑ Ë.Ð. ÊÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ, × [39] ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ
ÊÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÔÅÐÅÎÉ m, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ m2 ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÎÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.3. Á) ðÕÓÔØ A | Ë.Ð. ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁÑ (ÁÌØÔÅÒÎÁ-
ÔÉ×ÎÁÑ, ÊÏÒÄÁÎÏ×Á) PI-ÁÌÇÅÂÒÁ, M ⊂ A | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ×, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ A ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ, M (k) | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ k-ÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ M . ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ∀k ÆÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÁ A=M (k) ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ, ÔÏ A
ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ M .

Â) ðÕÓÔØ B | ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÁÑ ÉÌÉ ÊÏÒÄÁÎÏ×Á Ë.Ð. PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ m.
ôÏÇÄÁ B ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ×ÙÓÏÔÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ
m2. 2

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.8. ðÕÓÔØ B | ÁÌÇÅÂÒÁ ëÜÌÉ|äÉËÓÏÎÁ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÐÏ-
ÌÅÍ. ôÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ Ä×ÕÈ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ B ÎÅ ÎÉÌØÐÏ-
ÔÅÎÔÎÏ. 2

1êÏÒÄÁÎÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÕ A+ ÄÌÑ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A, É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ
ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ. áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÊ PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌØÔÅÒÎÁ-
ÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ, ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÍÓÑ × Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.
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éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÅÏÒÅÍÙ á.5 É ÔÅÏÒÅÍÙ á.3 ×ÙÔÅËÁÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ á.6. ðÕÓÔØ B | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ,
M | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ) ÓÌÏ× ÏÔ ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ôÏÇÄÁ
M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏ×Á (s-ÂÁÚÉÓÏÍ) ÁÌÇÅÂÒÙ B ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏ×Á (s-ÂÁÚÉÓÏÍ) ÆÁËÔÏÒÁ B ÐÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÏÒÎÏÍÕ
ÉÄÅÁÌÕ. 2

ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ{ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÈÏÒÏ-
ÛÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÌÁÓÓ ÐÒÏÓÔÙÈ
ÁÌÇÅÂÒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ M. òÁÚÒÅÖÅÎÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË × ÒÁÚÄÅÌÅ
1.5.4.

ôÅÏÒÅÍÁ á.7. ðÕÓÔØ M | ÈÏÒÏÛÅÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ
Á) óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ×ÙÓÏÔÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ M, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ,

ÒÁ×ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÓÁÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÅ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉÒÉÌÌÏ×Á ÅÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏ-
ÖÅÎÉÊ; Á ÓÁÍÁ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁ.

Â) ÷ ËÁÖÄÏÊ Ë.Ð. ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ M ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÓÉÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞ-
ÎÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÅ ÁÌÇÅÂÒÁ
ÐÒÁ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÔÏÖÅ PI;

×) òÁÄÉËÁÌ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ M ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ (ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏ-
ÒÅÍÙ âÒÁÕÎÁ).

Ç) åÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M ÉÍÅÅÔ ÃÅÎÔÒ, ÔÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ× ÐÏÌÎÙÊ
ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÚÍÙÓÌÏ×ÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ ÐÅÒ×ÉÞ-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏ ÃÅÎÔÒÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÏÍ, É ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ×ËÌÁ-
ÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÕ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÕÀ ÎÁÄ ÃÅÎÔÒÏÍ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ çÅÌØÆÁÎÄÁ|ëÉ-
ÒÉÌÌÏ×Á ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÃÅÎÔÒÁ.

Ä) ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÔÏÖÄÅÓÔ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÉÄÅÁÌ, ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ×ÉÄÁ xn−1−xn2 = 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÁÎÁÌÏÇÉ
ÔÅÏÒÅÍÙ 6.15 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6.36.

2

é ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÒÁÎØÛÅ, ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ
ÉÚ ÈÏÒÏÛÉÈ ËÕÒÏÛÅ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÙÓÏÔÅ.

íÙ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ á.7, ÒÁ×ÎÏ ËÁË É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ÎÅÊ ÐÏÎÑÔÉÊ, × ÓÉÌÕ ÐÏÌÎÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÓÔÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍÕ
ÓÌÕÞÁÀ. ÷ÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÅÒÅËÁÞËÏÊ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ
ÎÁ ÈÏÒÏÛÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ É ÄÌÑ (ÍÎÏÇÏÏÓÎÏ×ÎÙÈ) ÁÌ-
ÇÅÂÒ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ïÐÅÒÁÔÏÒ D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÎÏÍ M ÓÔÅÐÅÎÉ n + 1 É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c1; : : : ; cn ∈ B ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ D(x) ≡
M(x; c1; : : : ; c1. ïÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ × ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÅÓÌÉ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ á.8. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÌÏÈÉÍ ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

1) ÷ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ M ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ
ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ.

2) ïÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ × ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ
ÄÌÉÎÕ.
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îÅÐÌÏÈÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ
(3) ïÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ × ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÉÚ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

PI-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A (ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ), × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ Cn ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÉÄÅÁÌ [44], ÎÏ ÐÒÏ
\âÜÒÏ×ÓËÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ" ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ n-ÏÍ ÛÁÇÅ. üÔÏ
ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÊ ÉÄÅÁÌ B0(A), ×
ÆÁËÔÏÒÅ A=B0(A) ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÌÏËÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÊ ÉÄÅÁÌ B1(A), × ÆÁË-
ÔÏÒÅ A=B1(A) { B2(A) É Ô.Ä. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Bn(A) = 0 (ÓÍ. [45]). äÌÑ
ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÒÁÄÉËÁÌ âÜÒÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÌØ-ÒÁÄÉËÁÌÏÍ (É Ó ÒÁÄÉËÁÌÏÍ
äÖÅËÏÂÓÏÎÁ) É B1(A) = 0.

á.1.1. ï ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ
éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÏ× ûÉÒÛÏ×Á × ÌÉÅ×ÏÍ É ÊÏÒÄÁÎÏ×ÏÍ ÓÌÕ-

ÞÁÑÈ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÍÉ.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÁÑ ÊÏÒÄÁÎÏ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ | ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-
ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÌÉÂÏ ÎÅÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ HC3, ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ
A ◦B = AB +BA, ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ
◦. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍÉ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á
ÄÌÉÎÙ Ä×Á | ÎÅÔ. é ÂÁÚÉÓ ûÉÒÛÏ×Á ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 1 É 2. ÷ ÐÏ-
ÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.26) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÎÏÍÏ× ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á u ÄÌÉÎÙ ÎÅ ×ÙÛÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÁÔÒÉÃ n ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ u, Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ûÉÒÛÏ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ ÏÃÅÎÏË × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ å. é. úÅÌØ-
ÍÁÎÏ×Á [39] ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ HC3. îÏ × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÓÌÏ× ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ max(m=2; const). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ,
× ÓÉÌÕ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË ÓËÏÂÏË, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ÊÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ (ÌÉÅ×ÙÈ) ÍÏÎÏÍÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ.
ðÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ. ÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ×ÓÔÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ ÏÂ ÏÐÉÓÁ-
ÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÏÎÏÍÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ûÉÒÛÏ×Á. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ
á.6 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ \ËÕÒÏÛÅ×ÏÓÔÉ". ðÏ ×ÓÅÊ ×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, ÐÏ-
ÓÌÅÄÎÅÅ ËÁË-ÔÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÒÁÎÇÁÍÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ. âÙÌÏ ÂÙ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏ
ÐÒÏÑÓÎÉÔØ ÜÔÕ Ó×ÑÚØ.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÅÛÅÔËÕ ÉÄÅÁÌÏ× ÔÏÖÄÅÓÔ× ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÄÌÑ PI-
ËÏÌÅÃ, ÂÌÉÚËÉÈ Ë ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍ, É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÔËÉ × ÍÁË-
ÓÉÍÁÌØÎÏ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ PI (�; �)-ÁÌÇÅÂÒÙ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ
×ÏÐÒÏÓ:

âÕÄÅÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ PI (�; �)-ÁÌÇÅÂÒ ÈÏÒÏÛÉÍ?
ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ë.Ð. ÜÎÇÅÌÅ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÅÐÌÏÈÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÈÏÒÏÛÅÅ (Ô.Å. ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÕÍÎÏÖÅ-
ÎÉÊ PI)? äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ Ó×ÅÒÈÕ ÐÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ËÁË
o(n)!. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÅÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔ å. é. úÅÌØÍÁÎÏ×Á).

÷ÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ.
âÕÄÅÔ ÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÈÏÒÏÛÁÑ ÓÌÅ×Á, ÈÏÒÏÛÅÊ ÓÐÒÁ×Á? ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ

ÎÕÌØ? úÁÍËÎÕÔ ÌÉ ËÌÁÓÓ ÎÅÐÌÏÈÉÈ (ÈÏÒÏÛÉÈ) ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × Ë.Ð. ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ? ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ? ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ-
×ÅÄÅÎÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ PI-ÁÌÇÅÂÒ ÓÎÏ×Á PI, ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÌÅ×ÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ × ÔÅÎ-
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ÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÓÎÏ×Á PI. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÅÎ-
ÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ A É B Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ L-ÄÌÉÎÏÊ ÓÎÏ×Á ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÎÕÀ L-ÄÌÉÎÕ; Á ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÙ L[A] É L[B] ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ, ÔÏ L(A⊗ B)
ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ. ïÄÎÁËÏ ×ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÄÌÑ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ ÉÚ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Var(A⊗B)?

ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ëÕÒÏÛÁ ÍÙ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÉ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ-
×ÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÎÉÌØÂÁÚÉÓÁ Õ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ïÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×-
ÎÏÍ, ÊÏÒÄÁÎÏ×ÏÍ É ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÑÈ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ
ìÉ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÈÏÒÏÛÅÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÎÉÌØÂÁÚÉÓÏÍ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁËÉÅ-
ÎÉÂÕÄØ ÏÂÝÉÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÎÉÌØÂÁÚÉÓÁ. îÅÌØÚÑ ÌÉ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ
á.2 ÚÁÍÅÎÉÔØ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÎÉÌØ-
ÁÌÇÅÂÒ?

á.2. ðÒÏÂÌÅÍÙ ûÐÅÈÔÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ
ðÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÛÉÒÏËÉÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÁÌÇÅÂÒ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÙ,

ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÒÁÂÁÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á É ÐÒÏÑÓÎÑÅÔÓÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ á.9. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒ×ÉÞ-
ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÅÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ. ëÁÖÄÁÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-
ÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÎÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÓÌÏÖÎÏ-
ÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒ. Ai ≺ Aj ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Var(Ai) ⊂ Var(Aj).

óÌÏÖÎ�ÏÓÔÎÙÍ ÔÉÐÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒ-
×ÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÙÈ M. îÁÂÏÒ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ {Ai} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄ-
ÞÉÎÅÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M, ÅÓÌÉ × M ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ⊕iAi, ÉÍÅÀÝÁÑ
ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÎÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ Ai ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ i.

÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ M ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏÖÎÏ-
ÓÔÅÊ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. ïÄÎÁËÏ, × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÉÉ íÁÒÔÉÎÄÅÊÌÁ, ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÇÏ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×Ï ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÏÂÒÙ×Á ËÁË ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ, ÔÁË
É ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ.

ëÁË É × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒ {Ai} (ÓÒÅÄÉ
ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ), Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÒÁÄÉËÁÌÁ. ä×Á ÓÌÏÖ-
ÎÏÓÔÎ�ÙÈ ÔÉÐÁ T1 É T2 ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÂÕÄÅÍ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÔÁË. åÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ
ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ai ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × T1 É T2, ÔÏ ÕÍÅÎØÛÉÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÅÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ
ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÁÂÏÒÙ T ′1 É T ′2, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ×
ÔÏÍ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ, ÞÔÏ É T1 Ó T2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÅÔØ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ
ÎÁÂÏÒÙ ÂÅÚ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ti ≺ Tj, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ Ti ÍÅÎØÛÅ (× ÓÍÙÓÌÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ≺) ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Tj. ðÏÌÕÞÉ×ÛÅÅÓÑ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÚÁÍÅÎÁ ÌÀÂÏÇÏ Ai ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ×ÅÄÅÔ Ë ÐÏÎÉÖÅÎÉÀ
ÓÌÏÖÎÏÓÔÎ�ÏÇÏ ÔÉÐÁ.

÷ ÄÁÎÎÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ. ìÀÂÁÑ ËÏÎÅÞ-
ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÅÓ×ÏÄÉÍÏÊ, Ô.Å. ÏÎÁ
ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×ÕÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ. ÷ÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ
ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÍÉ.

ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÃÅÌØ ÒÁÚÄÅÌÁ | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:

ôÅÏÒÅÍÁ á.10. Á) ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ ÕÄÏÂÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÅ á.11) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ×ÓÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
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ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ. ôÏÇÄÁ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ HQ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Q × ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ M ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ.

Â) õÄÏÂÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÌÏËÁÌØÎÏ
ûÐÅÈÔÏ×Ï, É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍÙ.

á.2.1. óÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÅÒ×ÁÑ ÌÅÍÍÁ ëÅÍÅÒÁ
îÁÞÎÅÍ Ó ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ

××ÅÓÔÉ ÅÝÅ Ä×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ á.11. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁ-
ÖÄÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ É
ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ.

óÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÄÏÂÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ.

ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ 
. ôÏÇÄÁ ÅÅ ÃÅÎ-
ÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ íÁÒÔÉÎÄÅÊÌÁ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÌÅÍ, É ÅÅ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ëÁÐÅÌÌÉ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅ-
ÇÏÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

ðÕÓÔØ R { ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ 
. îÁÐÏÍÎÉÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÃÅÎÔÒÏÉÄÁ
íÁÒÔÉÎÄÅÊÌÁ. ïÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-
ÓÔÉ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×

lim
−→

{HomR(I; R)|0 6= I / R}:
üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÁÒ ( 1; I1) É ( 2; I2) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ  1

É  2 ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ I1 ∩ I2. óÕÍÍÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×  i É  j ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ | ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ  i ◦  j. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ C(R).

ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ Q(R) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ∑ iri (ri ∈ R) Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ á.12 ([108]). C(R) ÅÓÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, Q(R) =
C(R)R, ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ D-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ × Q(R) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó R ÐÏ ÎÅÎÕ-
ÌÅ×ÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ D-ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ � ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ D-ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ J Q(R)
× Q(R) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ c ∈ C(R), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ cj = �(j) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ j ∈ J .
åÓÌÉ J | ÂÏÌØÛÏÊ D-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ × Q(R), ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ c ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �. 2

ðÏÄÍÏÄÕÌØ M ÍÏÄÕÌÑ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÍ × P , ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÏÄ-
ÍÏÄÕÌØ × P ÉÍÅÅÔ Ó M ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.

äÒÕÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÃÅÎÔÒÏÉÄÁ íÁÒÔÉÎÄÅÊÌÁ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÞÅÒÅÚ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÕÀ
ÏÂÏÌÏÞËÕ (ÓÍ. [108]). ãÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁË
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÁË D(A)-ÍÏÄÕÌØ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ËÏÌØÃÏ D(A)-ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÜÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ËÕÄÁ ×ËÌÁÄÙ×Á-
ÀÔÓÑ D(A)-ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÁÌÇÅÂÒÙ A. üÔÏ ÐÏÌÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÉÄÏÍ íÁÒÔÉÎ-
ÄÅÊÌÁ.

ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F (−→y ; x1; : : : ; xn) ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi. óÄÅÌÁÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ei → xi, −→y ′ → −→y ÇÄÅ ei; y′k ∈ A.
äÁÌÅÅ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ej ÐÒÉ j 6= i. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ
ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ 'i. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, F (−→y ; e1; : : : ; en) = 'i(ei) É 'i(ej) = 0 ÐÒÉ i 6= j.
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íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ. ÷ÍÅÓÔÏ ÂÁÚÉÓÎÙÈ
ÅÄÉÎÉÃ Eij ÉÍÅÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ei. ÷ÍÅÓÔÏ ÐÏÚÉÃÉÉ ∗ ÍÅÖÄÕ ÏÂËÌÁÄËÁÍÉ Eij ∗ Ekl,
ËÕÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ Ejk (ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÄÒÕÇÉÈ ÅÄÉ-
ÎÉÃ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ), ÉÍÅÀÔÓÑ ÐÏÚÉÃÉÉ × ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ 'i.

îÅ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ Cn ÏÚÎÁÞÁÅÔ \ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-
ÍÏÓÔØ". ðÕÓÔØ R { ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Cn+1, ÎÏ
ÎÅ ÓÉÓÔÅÍÁ Cn. ôÏÇÄÁ R ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÃÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÓÔÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ R′ ÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔÉ n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÕÀ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [159] ÉÌÉ
[108]). äÁÄÉÍ ÔÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:

ôÅÏÒÅÍÁ á.13 (ï ÒÁÎÇÅ [108]). ðÕÓÔØ V { ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ÁÌ-
ÇÅÂÒÅ A ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ 
. åÓÌÉ rank(A; V ) <∞, ÔÏ × ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ Q(A)

dimc(A)C(A)V = rank(A; V )− 1:

2

òÁÎÇÏÍ rank(A; V ) ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ V ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ k. îÁ V ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ ÐÏÒÑÄËÁ
k, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ F (x1; : : : ; xk;−→y ), ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {x1; : : : ; xk}, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÐÒÉ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-
ÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÎÇÅ, ÉÂÏ ÂÌÉÚËÉÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ
ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÅÝÅ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ. ðÕÓÔØ a = Cn(v1; : : : ; vn;−→z ) 6= 0, v ∈ A, G(x; y;−→t )
ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ x; y. ðÏÌÏÖÉÍ ai(u) = Cn(v1; : : : ; vi−1; u; vi+1; : : : ; vn;−→z ). ÷ÏÓÐÏÌØÚÏ-
×Á×ÛÉÓØ ÌÅÍÍÏÊ 2.3 Ï ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2)), ÉÍÅÅÍ:

g(ai(u); a;−→t ) =
n∑
j=1

g(ai(vj); aj(u);−→t ):

åÓÌÉ u = vk É ÐÒÉ ÜÔÏÍ k 6= i, ÔÏ ai(u) = 0, × ÓÉÌÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
ëÁÐÅÌÌÉ. åÓÌÉ ÖÅ k = i, ÔÏ ai(u) = ai(vi) = a. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï

g(ai(u); a;−→t ) ≡ g(a; ai(u);−→t ): (1)

÷ ÓÉÌÕ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; a ∈ A\{0}; n ∈ N, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
� ∈ Id(a)n É ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ G ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ G(g; �;−→t ) 6= 0.
éÚ ÜÔÏÇÏ É ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1), ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÇÏ ÐÅÒÅËÉÄÙ×ÁÔØ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ, ÌÅÇËÏ ×Ù×Ï-
ÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ci(a; u) ÚÁÍÅÎÙ a ÎÁ ai(u) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ
ÏÔ ÚÁÐÉÓÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÁÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÏÌÀ D(A)-ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×
ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÎÇÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

b = u−
n∑
i=1

ci(a; u)vi = 0:

îÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ H, ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏ ÐÅÒ×ÙÍ Ä×ÕÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ, ÉÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
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H(b; a;−→t ) = H(u; a)−
n∑
i=1

H(vi; ci(a; u)a;−→t ) =

= H(u; a)−
n∑
i=1

H(vi; ai(u);−→t ) = 0:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (2) ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.3 (× ËÁÞÅ-
ÓÔ×Å ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z ÂÅÒÅÔÓÑ u). ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÎÇÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. 2

éÚ Ó×ÏÊÓÔ× ÃÅÎÔÒÏÉÄÁ íÁÒÔÉÎÄÅÊÌÁ É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.9. ðÕÓÔØ A ∈ M { ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÑ-
ÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ (n+1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÎÏ ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ôÏÇÄÁ A ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÕ B, ËÏÎÅÞ-
ÎÏÍÅÒÎÕÀ ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏ{ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ K ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ D(A) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �(a) ∈ K, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
F (−→y ; x1; : : : ; xn), ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x1; : : : ; xn,
×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

n∑
i=1

F (−→y ; x1; : : : ; xn)|a(xi)→xi = �(a) · F (−→y ; x1; : : : ; xn):

ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÏ K ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÔÁËÉÍÉ �(a) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ× ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ íÁÒÔÉÎÄÅÊÌÁ ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F−→y (−→x ;−→z ) ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn É z1; : : : ; zn, ÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ

F−→y (−→x ;−→z ) →
n∑
i=1

F−→y (−→z ; x1; : : : ; xn)|a(xi)→xi

ÚÁÄÁÅÔ ÍÏÒÆÉÚÍ D(A)-ÍÏÄÕÌÅÊ (D(A) { ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÑÍÉ F ÎÁ T -ÉÄÅÁÌÅ A, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÓÉÓÔÅÍÏÊ Cn. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ
ÌÅÍÍÙ 2.6 ÒÁÚÄÅÌÁ 2.1. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.4. òÅÛÅÔËÁ T -ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× × ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁ-
ÐÅÌÌÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÂÒÙ×Á ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ É ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÂÒÙ×Á
ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ. 2

÷ ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ÉÚ A.

ðÕÓÔØ {ei} { ÂÁÚÉÓ R′ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ôÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï
ÒÁÎÇÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F (x1; : : : ; xn;−→y ), ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-
ÎÙÊ ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {x1; : : : ; xn} ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 	 = F (e1; : : : ; en;−→t ) 6= 0. ÷
ÓÉÌÕ ÐÒÏÓÔÏÔÙ R′ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ R′ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ k-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÄÅÁÌÁ J ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 	, É ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÍÏÎÏÍÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ k
×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 	.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ R ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÇÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. åÅ ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ R′ ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ
Var(R′) = Var(R). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, R′ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ Ó×ÏÉÈ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔ É ÒÁÄÉËÁÌÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÁÑ ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ R′i ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ
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ni, ÒÁ×ÎÕÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ, ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÊÓÑ × ÁÌÇÅ-
ÂÒÅ R′i. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÍÕ R′i ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ 	i.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ G É ÅÇÏ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ × ÁÌÇÅÂÒÅ R′ (×ÍÅ-
ÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ É ÒÁÄÉËÁÌÁ).
ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ H ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ G ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ É ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÏÊ yi ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ xi ÉÚ R′i. ôÁËÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ∈ N ÌÉÎÅÊÎÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ T(G), ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×-
ËÁÍÉ ×ÉÄÁ yi → Mj, ÇÄÅ Mj { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÎÏÍ, É ÜÌÅÍÅÎÔ 	i
ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎ ×ÍÅÓÔÏ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÙÈ Mj ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ,
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ k. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ H ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ, ×ÓÅ ÔÁËÉÅ
ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÎÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ T(G) × ÎÏÌØ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ.

äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ H ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ R′i, ÔÏ ÂÁÚÉÓÎÙÅ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ {eij}nij=1

s
i=1, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × 	i, ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ × ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ É ÐÒÏÁÌØÔÅÒ-

ÎÉÒÏ×ÁÔØ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ eij1 ×ÍÅÓÔÏ eij2 ÐÒÉ j1 6= j2 ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÕÌÅ×ÏÍÕ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÐÅÃÉ-
ÁÌÉÚÁÃÉÅÊ É ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ (ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ
3.6 × ÒÁÚÄÅÌÅ 3.3.1).

ðÏÓËÏÌØËÕ × Mj ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ k ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ 	i, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØ ÁÌØ-
ÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ k ÎÁÂÏÒÏ×. (÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ k
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ.)

óÕÍÍÉÒÕÑ ×ÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ìÅÍÍÁ á.2 (ïÂ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÉ). ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÅ �g ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔÙ R′i. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ q ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏ-
ÒÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ T(g), ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ g ÐÕÔÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÈ
ÍÏÎÏÍÏ× ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÎÕÔÒÉ q ÇÒÕÐÐ ÉÚ b(A) ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÅ ÔÏ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. 2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÕÄÏÂÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁ-
ÔÕÒÙ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á

ìÅÍÍÁ á.3 (ðÅÒ×ÁÑ ÌÅÍÍÁ ëÅÍÅÒÁ). ðÕÓÔØ M | ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÅ ÕÄÏÂÎÏÅ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, A ∈ M, A(i) ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒ A ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ i-ÏÊ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ.

ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ Var(A) = Var(⋃A(i)) ÌÉÂÏ b(A) = ∑ dim(A(i)).
åÓÌÉ � ÅÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ × A, ÔÏ � ⋂

i
A(i) = 0, ÌÉÂÏ b(A;�) = ∑ dim(A(i)). 2

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. ðÅÒ×ÕÀ ÌÅÍÍÕ ëÅÍÅÒÁ ÄÌÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ
ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÏÔÄÅÌÉÔÅÌÅÊ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.3). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÐÒÏ-
×ÅÓÔÉ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÉÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÏÔÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ.

2. ðÏÈÏÖÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÎÇÅ.
3. îÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÎÁÌÏÇ ×ÔÏÒÏÊ ÌÅÍÍÙ ëÅÍÅÒÁ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÍÅ-

ÔÏÄÁÍÉ ÒÁÚÄÅÌÁ 3.3. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ÍÅÖÄÕ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎÁÞÅ ÕÓÔÒÏÅÎÏ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀ-
ÂÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ D(A(i)) ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ i
ÍÏÖÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ ÒÁÄÉËÁÌÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ ÊÏÒÄÁÎÏ-
×ÙÈ ÁÌÇÅÂÒ). ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 3.11 (ÒÁÚÄÅÌ 3.3.1),
Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÔÐÒÁ×ËÏÊ ÓÍÅÛÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ×ÎÕÔÒØ ÍÏÎÏÍÁ, ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÀÔ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ É ÏÂÒÁÝÅ-
ÎÉÉ × ÎÏÌØ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÔ. üÔÏ ÎÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉËÁÌ × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
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ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÉÎÁÞÅ, Á ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÉÚ ÄÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 3.11, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 4.6.3 ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÓÐÅÃÉÆÉËÅ
Ó×ÑÚÉ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÓÎÏ×-
ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×), ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-
ÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ.

ðÏÜÔÏÍÕ ×ÍÅÓÔÏ Ñ×ÎÏÊ \ÌÏ×ÌÉ" ÒÁÄÉËÁÌÁ, ËÁË Õ á. ò. ëÅÍÅÒÁ, Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×Á-
ÎÉÅÍ ÓÐÅÃÉÆÉËÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÎÏÓÉÔÅÌÑ, ÍÙ ÐÏÊÄÅÍ ÂÏÌÅÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÍ É ÂÏÌÅÅ
\ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ" ÐÕÔÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ × ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÚÁÐÉÓÉ. ÷ ÜÔÏÍ É ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ
ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÇÌÁ×Ù.

á.2.2. ÷ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ
ãÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÌÅÄÏ× ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ-

ÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ. ÷ ÎÅÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÅÈ-
ÎÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÁÎÎÏÊ ÇÌÁ×Ù, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ×ÔÏÒÏÊ
ÌÅÍÍÙ ëÅÍÅÒÁ.

ðÕÓÔØ A { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ a1; : : : ; as ÉÚ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅ-
ÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M, �A = A=J(A). ðÏÌÏÖÉÍ

A(q) = �A ∗M F< �1; : : : ; �s>=�q;

ÇÄÅ � = Id(�1; : : : ; �s). üÔÏ \Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ �A ÒÁÄÉËÁ-
ÌÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ q". ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍÕ ÓÌÕ-
ÞÁÀ (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 3.3).

ðÕÓÔØ D { ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ëÅÍÅÒÁ,

� =
k+2⋃
i=1

�i
0 ∪

d⋃
j=1

�j

ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D, ÐÒÉÞÅÍ

k ≥ max(k(A); c(A)); d = d(A); |�i
0| = b(A);

|�j| = b(A) + 1. ëÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f , ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚ �, ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ S�(f) ÉÚ S(D), ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÐÕÔÅÍ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ
ÎÁÂÏÒÁÍ �i

0 É �j. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ f ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ′ = S�(f) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ
× ÎÏÌØ.

T -ÉÄÅÁÌ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ S�(f) ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ-
ÎÙÍ.

ðÕÓÔØ g ∈ S(D). ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ∑S��gi|vi→xi (vi { ÎÅËÏÔÏ-
ÒÙÅ ÍÏÎÏÍÙ, ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÅ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÚÁÐÉÓÑÍÉ
g ÉÌÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ

g =
∑

S�(i)gi;
ÇÄÅ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÐÏÄ×ÅÒÇÁÀÔÓÑ ÓÌÏ×Á, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚ ÎÁ-
ÂÏÒÁ �.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÚÁÐÉÓÉ É ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

�(a)(g) =
∑
i

∑

k
S�(i)gi|av1

ik→v1
ik
;

ÇÄÅ {v1
ik} ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ �1

0 ÄÌÑ i-ÇÏ ÓÌÁÇÁÅ-
ÍÏÇÏ.
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÷ ÓÉÌÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÚÄÅÌÁ 2.1 ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ �(ui) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ �(a) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÍÁÌÏÇÏ ÐÏÄÎÁÂÏÒÁ �i

0
ÎÁÂÏÒÁ �, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ (ÐÕÔÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �(a)
(ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 2.6 É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3).

îÁÛÁ ÃÅÌØ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÄÁÎÎÙÈ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÏ×, Ô.Å. ÉÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÚÁÐÉÓÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ S(D) ÉÚ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÇÏ
ÉÄÅÁÌÁ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÉÄÁ �(a). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ-
×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÐÉÓØ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÚÁÐÉÓØ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. ðÕÓÔØ ∑S�(i)gi = g = h = ∑S�(j)hj. ôÏÇÄÁ
∑

S�(i)gi −
∑

S�(j)hj

ÅÓÔØ ÚÁÐÉÓØ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g − h, É ÅÓÌÉ �(a)(g) 6= �(a)(h), ÔÏ �(a)(g − h) 6= 0.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÐÉÓØ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÅÒÅÛÌÁ × ÚÁÐÉÓØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ.
úÁÐÉÓØ S�(i)gi ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÕË×ÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ �

ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ (ÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ 1), Ô.Å. ×ÓÅ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ-
×ÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÂÕË×ÁÍ.

éÚ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÙ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.10 (ï ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÁÈ). Á) ðÕÓÔØ f ÅÓÔØ
ÓÕÍÍÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÉÄÁ S�(fi), ÐÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÃÉÉ | ÂÕ-
Ë×ÅÎÎÙÅ. ôÏÇÄÁ f ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ

f = (
∑
j
�jS�j)(h);

ÇÄÅ �j ∈ K É S�j ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÏ ÎÁÂÏÒÁÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏ-
ÒÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÔÏÌÂÃÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D.

Â) ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, S�j(f) 6= 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ
1

(b+ 1)!db!k+2S�j

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÁÍÉ É ÌÀÂÁÑ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ
ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. äÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÁËÔ ÉÚ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ É ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ.

2. ðÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÁ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ
ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÔÏ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÏÄÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.
òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 6.2.2, 6.2.3, 6.3, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÍÉÎÉ-
ÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, Á ÔÁËÖÅ ÌÅÍÍÕ Ï ÂÕË×ÅÎÎÏÍ ÕÔÏÎÞÅÎÉÉ á.4 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÔØ ËÁË ÄÁÌÅËÏ ÉÄÕÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÕÔÉ
ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ PIn Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÌÑ ÈÏÒÏÛÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÈ ÛÐÅÈÔÏ×ÙÈ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, Ô.Å. ×Ù×ÏÄÉÔØ ÉÚ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÐÕÔÅÍ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ T -ÉÄÅÁÌÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÓÌÅ ÌÀÂÏÊ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ
×ÏÚÍÏÖÅÎ ×ÏÚ×ÒÁÔ Ë T -ÉÄÅÁÌÁÍ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ × ÕÄÏÂÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÚÄÅÌÁ 2.2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.5. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÂÕË×ÅÎÎÙÍÉ ÁÌØÔÅÒ-
ÎÁÔÏÒÁÍÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ëÅÍÅÒÁ D, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ. 2

ëÌÀÞÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ

ìÅÍÍÁ á.4 (ï ÂÕË×ÅÎÎÏÍ ÕÔÏÎÞÅÎÉÉ). ðÕÓÔØ A ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁ ÉÚ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÇÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, g = ∑

i S�(i)gi. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ g × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁ-
ÔÏÒÏ× ÉÚ T(g), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ëÅÍÅÒÁ D.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. èÏÞÅÔÓÑ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ T -ÐÒÏÓ-
ÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ ÓÔÒÕË-
ÔÕÒÉÒÕÅÍÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ | Ô.Å. ÏÔÄÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ É ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁ-
ÄÉËÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ á.10 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÌÅÍÍÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ S�(i)gi. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ g = S�(i)gi, ÐÒÉÞÅÍ g
ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ.

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ, ËÁË × ÒÁÚÄÅÌÅ á.2.1 ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ á.3. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ g 6= 0. ó×ÑÖÅÍ Ó
ÜÔÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÅÊ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË Mi → xi ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

• óÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi × ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ xi → xi.

• óÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi × ÐÅÒ×ÉÞÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ A(i) ÁÌÇÅÂÒÙ A ÏÔ×Å-
ÞÁÅÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ×ÉÄÁ Mi → xi, ÇÄÅ Mi | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÍÏ-
ÎÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÍÏÎÏÍÁ 	i, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ
É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ ni ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,
ni = rank(A(i)).

• ÷ÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ÍÏÎÏÍÏ× 	i ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

îÁÚÏ×ÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÐÁÓÓÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ×ÈÏÄÉÔ × (ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÅ) ÓÌÏ×Ï
vi, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ×ÈÏÄÑÝÉÊ × ÂÏÌØÛÏÊ ÎÁÂÏÒ, ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �. éÎÁÞÅ ÏÎÁ ÁËÔÉ×ÎÁ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË × ÍÁÌÙÅ ÎÁÂÏÒÙ
ÁËÔÉ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÏÚÄÁÀÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÅÄÙ É ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ
ÍÏÄÕÌÑ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ, ÔÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÏÔ-
×ÅÞÁÅÔ ÌÉÂÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ, ÌÉÂÏ ÐÅÒ×ÉÞÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ A. ÔÅÍ ÓÁ-
ÍÙÍ ËÁÖÄÏÍÕ 	i ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ A(i).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ×ÎÕÔÒÉ ÏÄ-
ÎÏÇÏ ÉÚ ÍÁÌÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2) ÂÕÄÕÔ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ
ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ R′i. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
ÎÁÂÏÒÏ× ÁËÔÉ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �j ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

• ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ �j ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ ni ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ 	ij ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ.

• äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �i ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ A, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ
ÎÁÂÏÒÁÍ, ×ÈÏÄÑÝÉÍ × 	ij ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ
ÁÌÇÅÂÒÙ A, ×ÚÑÔÙÈ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.

• ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ ÎÁÂÏÒ �j ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ b(A) ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.
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äÁÌÅÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÏ× �j ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ. éÔÁË, ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÚÁÐÁÓ ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÍÁÌÙÍ ÎÁÂÏÒÁÍ É ÓÏÓÔÏ-
ÑÝÉÈ ÉÚ ÁËÔÉ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÚÄÁÎ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÒÁ×ÎÏÅ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ
ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, × ÓÉÌÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ
ÍÏÎÏÍÏ× 	i É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÚÄÅÌÁ á.2.1. (ðÒÉ ÐÏÐÁÄÁÎÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÓÐÅÃÉÁÌÉ-
ÚÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ × A(i), × ÇÎÅÚÄÏ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ A(k), ÇÄÅ k 6= i, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉ-
ÚÁÃÉÉ.)

ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ \ÂÕË×ÅÎÎÏÓÔÉ" ÂÏÌØÛÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÔÏÊ ÐÒÏ-
ÃÅÄÕÒÅ ÕÔÏÎÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 2.9 É ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÉÑ 2.12 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 2.3. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ {yi}b(A)

i=1 É ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ′ ÒÁ×ÅÎ

f ′ = f −
b(A)∑
i=1

f |x→yi;yi→x: (2)

ôÏÇÄÁ f ′ ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÏÒÁ {x} ∪ {yi}b(A)
i=1 .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÍÁÌÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× �j (ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÓÔÒ. 117 × ÒÁÚÄÅÌÅ
2).

ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ �j Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÕË×ÅÎÎÙÍÉ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÏÍ, É ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ
ÉÚ ÎÅÇÏ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ ×ÎÕÔÒØ ÂÏÌØÛÉÈ ÎÁÂÏÒÏ×.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ×ÈÏÄÑÝÅÊ × ÂÏÌØÛÏÊ ÎÁÂÏÒ, ÐÏÐÏÌÎÉÍ
ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÁÌÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÅÍ (2). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ G ÏËÁÖÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ
× ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÁ (ËÏÔÏÒÙÊ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏ-
ÉÔØ) É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ T(G), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ÂÏÌØÛÉÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ
ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÎÕÔÒÉ ÓÌÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÂÏÌØÛÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ, ÎÅÔ
ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÓÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ,
ÉÂÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ b(A) É ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÏÌØ-
ÛÏÍ ÎÁÂÏÒÅ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÎÅ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ á.10, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅ-
ÍÏÇÏ S�(i)gi ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÚÁÐÁÓ ÎÁÂÏÒÏ× ÁËÔÉ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �j, ÎÅ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ i, É ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.
(ðÁÓÓÉ×ÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÁËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ
gi, × ÜÔÏÍ ÓÕÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÙ.) ôÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÍÎÏÖÁÔØÓÑ, ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ, ÉÂÏ \ÒÁÚÍÎÏÖÅÎÎÙÅ"
ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÂÕÄÕÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. äÅÌÏ × ÔÏÍ,
ÞÔÏ ÎÁÂÏÒÙ �j ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, Á ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÓÐÏ-
ÌÏÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× (ÜÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ × ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÛÁÇÁÈ
ÐÒÏÃÅÓÓÁ \×ÙÂÉ×ÁÎÉÑ" ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÕÔ), Á ÔÁËÖÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÁÄÉËÁÌØÎÕÀ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ×Å-
ÌÉÞÉÎÏÊ c(A)−1. þÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
ÎÁÂÏÒÏ× ÁËÔÉ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ 2r(b(A) + 1)(d(A) + 2).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ

h =
r∑
i=1

S�(i)(hi) = 0

378



É
ha = �(a)(h) =

r∑
i=1

∑

k
S�(i)hi|avik→vik =

r∑
i=1

�(a)S�(i)(hi) 6= 0:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ha ÅÓÔØ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ
ÓÌÅÄÁ (ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a). éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ × ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ h′a ∈ T(ha) (ÐÒÉÞÅÍ × a ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ), ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-
ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (2) ÁËÔÉ×ÎÙÈ ÍÁÌÙÈ ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÏ× É d(A) ÂÏÌØÛÉÈ. ôÏÇÄÁ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ �(a) ÍÏÖÎÏ \ÐÅÒÅÂÒÏÓÉÔØ" ÎÁ ÜÔÉ ÍÁÌÙÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÙ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÒÅ-
ÚÕÌØÔÁÔÁ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÚÑÔÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË,
ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, Ô.Å. ÞÅÒÅÚ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ. ÷
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ h′a ∈ T(h′) É h′ ∈ T(h) = T(0) = 0. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ
h′a 6= 0.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÌÅÍÍÕ Ï ÂÕË×ÅÎÎÏÍ ÕÔÏÎÞÅÎÉÉ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÞÌÅÎÕ �(a)S�(i)(gi),
×ÈÏÄÑÝÅÍÕ × ÓÕÍÍÕ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÍÅÅÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍ �h ∈ T(h), ÐÒÅÄÓÔÁ×É-
ÍÙÊ × ×ÉÄÅ

�ha =
r∑
i=1

∑
j
�(a)S�(ij)(hij);

ÇÄÅ ×ÓÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÙ ÂÕË×ÅÎÎÙÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ hij ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÕË×, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ
× ÂÏÌØÛÉÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÁÈ, ÒÁ×ÎÏ (b+ 1)d.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ:

h =
r∑
i=1

∑
j
S�(ij)(hij) = 0:

ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÌÅÎÏ× hij ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ Ï ÂÕË×ÅÎ-
ÎÏÍ ÕÔÏÎÞÅÎÉÉ É ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ cd. îÁÚÏ×ÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÐÁÓÓÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ
ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÂÏÌØÛÉÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÏ×, É ÁËÔÉ×ÎÏÊ × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.
ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÁÓÓÉ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÌÅÇËÏ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ r(b + 1)dcd. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÎÁÌÉÞÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÁÌÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÏ×, ÓÏÓÔÏÑ-
ÝÉÈ ÉÚ ÁËÔÉ×ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, (ÒÁÄÉ \ÐÅÒÅÂÒÏÓÏË") ÍÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:
äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÌÅÎÁ S�(hij) ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÁÌÙÊ ÎÁÂÏÒ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÅÍÙÈ ÁËÔÉ×ÎÙÈ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÂÕË×) {zk} É ÍÁÌÙÊ ÎÁÂÏÒ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÅÍÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× {vk}, ÔÁËÉÅ,
ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ z� ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ÎÉ × ÏÄÎÏ v�.

÷ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ hij ÍÏÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÎÁÂÏÒ ÁËÔÉ×ÎÙÈ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÁÌÙÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒ, É Ó ÉÈ ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
�1(a). ðÏÓËÏÌØËÕ

h =
r∑
i=1

∑
j
S�(ij)(hij) = 0;

Á ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ �1(a) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ É ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ
ÞÌÅÎÏ×, �1(a)(h) = 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó \ÐÅ-
ÒÅÂÒÏÓËÏÊ" (ÓÍ. ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÚÄÅÌÁ 2.1 | ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3, ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄ-
ÓÔ×ÉÅ 2.4), ÒÁÚÎÏÓÔØ �1(a)(hij) − �(a)(hij) ÌÅÖÉÔ × ÉÄÅÁÌÅ H(D1), ÇÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ
D1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ D ÐÕÔÅÍ ÎÁÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ ÍÁÌÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÄÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ. ðÏÜÔÏÍÕ
�1(a)(hij)− �(a)(hij) = 0, É ÔÏÇÄÁ ha = �1(h) = 0.

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÏÌØ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÎÕ-
ÔÒÅÎÎÅÇÏ ÓÌÅÄÁ. éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ

ìÅÍÍÁ á.5 (ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÌÅÄÁÈ). ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÓÌÅÄÁ ÄÌÑ
ÕÄÏÂÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ×ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÁÐÉÓÉ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁ. 2
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ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ \ÐÅÒÅËÉÄÙ×ÁÎÉÑ" ÐÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.11. ðÕÓÔØ ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Rad(a) ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÎÕÌÅ-
×ÁÑ. ôÏÇÄÁ �(a) ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÅÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÍÁÌÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ,
ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �(a), ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÉÑ 2.3, ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �(a), ÍÏÖÎÏ \ÐÅÒÅËÉÄÙ×ÁÔØ" Ó
ÎÁÂÏÒÁ ÎÁ ÎÁÂÏÒ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ ÏÂ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÞÉ-
ÓÌÏ ÍÁÌÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ c(A), É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
×ÓÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÍÁÌÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×, ÂÕÄÕÔ
ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍÉ. 2

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ á.11 ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ (ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÌÅÍÍÙ Ï ÂÕË×ÅÎÎÏÍ
ÕÔÏÎÞÅÎÉÉ) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.6. åÓÌÉ R(a) = 0, ÔÏ ha = 0. 2

éÚ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÌÅÍÍÙ á.5 ×ÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.7. åÓÌÉ M ÅÓÔØ ÕÄÏÂÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ×ÓÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ, ÔÏ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ
ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ M ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. T -ÉÄÅÁÌ J = T(S�) ÅÓÔØ ÎÅÔÅÒÏ× ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ
ÓÌÅÄÁÍÉ. åÇÏ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ HJ ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ É HA = HJ + HA=J . áÌÇÅÂÒÁ A=J
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁ É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÉÂÏ b(A=J) < b(A), ÌÉÂÏ b(A=J) = b(A) É
d(A=J) < d(A). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÅÌÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÓÐÕÓË. 2

éÔÁË, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁ-
ÚÙ×ÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ á.14. éÄÅÁÌ J ⊆ S� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔ-
ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÌÅÄÏ× �(a). ðÕÓÔØ J { ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ.
ôÏÇÄÁ J0 ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × J .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÎÑÔÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ É × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ
b(A; J) = b(A), ÄÌÑ ÉÄÅÁÌÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Hr. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÎ-
ÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚÌÏÖÅÎÙ × ÒÁÚÄÅÌÅ á.2.3.

åÓÌÉ J { T -ÉÄÅÁÌ, ÔÏ J0 { ÔÏÖÅ T -ÉÄÅÁÌ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, d(A=J0; J) < d(A) =
d(A; J).

ðÕÓÔØ I =
s⋂
i=1

Ri ∩R(A)c(A)−1.
éÚ ÌÅÍÍÙ Ï ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÁÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.12. åÓÌÉ J ⊂ I É J { ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ, ÔÏ J0 6= 0. 2

éÚ ÌÅÍÍÙ ÏÂ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÉ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÁÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.13. Á) ðÕÓÔØ g ∈ T(S�(f)) É g|A 6= 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ h ∈
T(g) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ S�(h) 6= 0.

Â) ðÕÓÔØ Q ÅÓÔØ T -ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ⋃
f
S�(f). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ

T -ÉÄÅÁÌ � ⊆ ⋃
f
S�(f) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Q0 = Q ∩ � ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.

2
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ðÏÄÞÅÒËÉ×ÁÅÍ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÊ ÇÌÁ×Å T(f) ÅÓÔØ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ f .
ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ á.7.

ôÅÏÒÅÍÁ á.15. ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ ÕÄÏÂÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ×ÓÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÏ-
ÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ. ôÏÇÄÁ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ HQ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
Q × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ M ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Q ÅÓÔØ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ËÏ-
ÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ B ∈ M. îÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ HQ. íÏÖÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M = Var(B). ðÕÓÔØ A { ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Var(A) =
M. ÷ ÓÉÌÕ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÎÅÔ Ä×ÕÈ
ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

ðÕÓÔØ � { ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ëÅÍÅÒÁ D, I =⋃
g

T(S�(g)), Q′ = Q∩I. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ HQ′ , ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ

ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Q = Q′. ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ Ð.Â) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ,
ÉÂÏ ÒÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ HQ0 ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ. úÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ
Ë ÆÁËÔÏÒÕ B=� É ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÍ ÓÐÕÓËÏÍ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.8. òÑÄ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÌÀÂÏÇÏ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ-
ÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ PI-ÁÌÅÂÒÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.9 (éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á). ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ ÕÄÏÂÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ,
×ÓÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅ-
ÐÏÞËÁ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ
ÉÚ M ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ. 2

éÔÁË, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØÀ
É ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØÀ ÄÌÑ T -ÉÄÅÁÌÏ×.

òÁÓÛÉÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ×ÚÑÔÉÑ ÓÌÅÄÁ �e(a), Á ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÏ× ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ D(A). ÷ÏÚØÍÅÍ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (�(a)− �e(a))(f), ÇÄÅ f ∈ S�(g). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Â.
éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.14. ìÀÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ (ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÁÍÉ ÔÉÐÁ �) ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Â, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÅÔÅÒÏ-
×ÏÇÏ ÔÉÐÁ. óÁÍÏ ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÍ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÍÏÒÆÉÚÍ A→ Â Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÁÍÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ D(A) ÔÒÅÂÕÅÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ-
×ÏÒÑ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×. ïÄÎÁËÏ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÈÎÉËÉ ÒÁÚÄÅÌÁ 1.6.2
ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÉÒÛÏ×Á Ï ×ÙÓÏÔÅ É ÌÅÍÍÙ Ï ÄÅÒÅ×Å 2.8
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×.

ðÕÓÔØ I ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏ×, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ Ri Á ÔÁËÖÅ (c(A)− 1)-ÏÊ ÓÔÅ-
ÐÅÎØÀ ÒÁÄÉËÁÌÁ. îÁÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÎÅÓ×ÏÄÉÍÁ É × ÎÅÊ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f , ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ I. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ
ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, É ÌÀÂÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÌÉÞÅÎ
ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÒÅÂÕÅÔ c(A) − 1 ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÌÉÞÉÑ ÓÐÅÃÉÁ-
ÌÉÚÁÃÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ËÁÖÄÏÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ.

ðÕÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ � ⊂ I. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ �0 ⊂ �,
ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ×ÉÄÁ {g = S�(f)|f ∈ �} É ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× �(a).
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ðÕÓÔØ ai ∈ R′i. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ ai ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÑ, Ô.Å. ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÏÎÏÍÏ× Mij(	i;−→y ), ÉÍÅÀÝÉÈ c(A) ×ÈÏÖÄÅ-
ÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 	i. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÄÌÑ g É ÐÒÉÍÅÎÉÍ
Ë g ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× �(ai). äÁÌÅÅ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ 	i É ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÒÁÄÉËÁÌØ-
ÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ÓÏÚÄÁÄÉÍ c(A) ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ b(A) + 1 ÜÌÅÍÅÎÔÁ × ËÁÖÄÏÍ. ðÒÉ
ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ,
ÇÄÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ ÕÈÏÄÉÔ ×ÎÕÔÒØ ai, É ÞÌÅÎÙ, ÇÄÅ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ 	i
ÐÏÐÁÄÁÅÔ ×ÎÕÔÒØ 	j (i 6= j). üÔÉ ÄÏÂÁ×ÏÞÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÏÌØ.

äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÔÐÒÁ×ËÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÐÒÉÎÑ×ÛÅÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÚ A(i), ×ÎÕÔÒØ
ÍÏÎÏÍÁ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ A(k) ÐÒÉ k 6= i ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÐÒÁ×ËÁ ÒÁ-
ÄÉËÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ f ∈ �0 ÐÏÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒ � ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
×ÉÄÁ ∑ fi�i, ÐÒÉÞÅÍ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ fi ∈ �0 ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ c(A)− 1
ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ, É ÐÏÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×
ÎÕÌØ. (òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ×ÔÏÒÏÊ ÌÅÍÍÙ ëÅÍÅÒÁ ÄÌÑ ÁÓÓÏ-
ÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.3.1.)

ðÏÓËÏÌØËÕ T -ÉÄÅÁÌ �0 ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ �, ÔÏ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÄÅÁÌÙ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ É × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. íÙ
ÄÏËÁÚÁÌÉ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ×ÔÏÒÏÊ ÌÅÍÍÙ ëÅÍÅÒÁ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.15 (÷ÔÏÒÁÑ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ëÅÍÅÒÁ). åÓÌÉ ÉÍÅ-
ÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ �0 ⊂ I, ÔÏ d(A) = c(A)− 1. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.10. éÄÅÁÌ H(D), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ëÅÍÅÒÁ D ÁÌÇÅÂÒÙ A,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ. 2

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.11. åÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ T -ÉÄÅÁÌ �0 ⊂ I, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó
×ÎÅÛÎÉÍÉ. 2

á.2.3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Hr. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ×ÔÏÒÏÊ ÌÅÍÍÙ ëÅÍÅÒÁ
ðÕÓÔØ � { T -ÉÄÅÁÌ × ÁÌÇÅÂÒÅ A. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÜËÓÔÒÅ-

ÍÁÌØÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ëÅÍÅÒÁ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ b, d É k É ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ
ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÄÅÌÁ 2.

åÓÌÉ � ⊆ ⋂R′i, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÌÅÍÍÙ ëÅÍÅÒÁ á.3
b(A;�) = b. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÔÁËÉÅ T -ÉÄÅÁÌÙ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ.

ðÕÓÔØ Sr ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ Dr, ÓÏÄÅÒ-
ÖÁÝÅÊ r ÂÏÌØÛÉÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× É ÈÏÔÑ ÂÙ k + 2 ÍÁÌÙÈ. ðÒÉÞÅÍ r ≤ d(A).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ á.16. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Hr ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ T -ÉÄÅÁÌ � ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
d(�; A) = r É b(�; A) = b(A). ðÏÌÏÖÉÍ H ′

r = Hr ∩ SDr(A).
SDr(A) ÅÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ×ÉÄÁ S�r(f), ÇÄÅ �r ÅÓÔØ

ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ Dr.

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÁÌØÔÅÒÎÁÃÉÑ ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÍÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ Ó Â�ÏÌØÛÉÍ,
ÞÅÍ Õ Dr, ÞÉÓÌÏÍ ÂÏÌØÛÉÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× É ÈÏÔÑ ÂÙ k + 2 ÍÁÌÙÍÉ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÁÑ Ë ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Hr, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀ-
ÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÉÄÅÁÌÏ× Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÅÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ á.13 ×ÙÔÅËÁÅÔ ×ÁÖÎÏÅ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.12. åÓÌÉ r1 < r2, ÔÏ Hr1 ∩ SDr2 (A) = 0. 2
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ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H ′
r ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÅÍÉ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÞÔÏ É ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ

I, É ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÁÎÁÌÏÇÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÚÄÅÓØ
ÐÒÉ×ÅÄÅÍ.

îÁÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S ⊂ B ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ B, ÅÓÌÉ ÉÍÅ-
ÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍ B × ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.16. Á) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H ′
r ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ A=SDr+1(A).

Â) ÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H ′
r ÎÅÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ

A=SDr+1(A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ð.Â) ÅÓÔØ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ Ð.Á). äÏËÁÖÅÍ Ð.Á). ðÕÓÔØ Â′ ÅÓÔØ
ÆÁËÔÏÒ Â ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ (�(a) − �e(a))(f), ÇÄÅ f ∈ H ′

r ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
r. ôÏÇÄÁ, × ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A→ Â′ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
×ÌÏÖÅÎÉÅÍ É ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ á.14.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H ′
r É ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ × ÁÌÇÅÂÒÅ A=SDr+1(A) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

ôÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ. 2

äÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÌÅÍÍÙ. óÕÍ-
ÍÉÒÕÅÍ ÉÈ × ×ÉÄÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.17. Á) ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H ′
r ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅ-

ÎÉÑ ÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÌÅÄÙ.
Â) åÓÌÉ b(A;�) = b, ÔÏ � ⊆ ⊕H ′

r.
×) ðÕÓÔØ T -ÉÄÅÁÌ � ⊆ H ′

r É b(A;�) = b. ôÏÇÄÁ d(A;�) = r.
Ç) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ T -ÉÄÅÁÌÁ � ⊆ H ′

r ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ
0 6= �′ ⊆ �. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h ∈ �′ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ SDr(h) 6= 0.

Ä) ðÕÓÔØ g ∈ H ′
r. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ g × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ

ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ Dr, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÈ
Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÉÚ T(g) ∈ H ′

r. 2

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ{ÁÌÇÅÂÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ Â ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
×ÉÄÁ (�(a)− �e(a))(f), ÇÄÅ f ∈ H ′

r (r = 1; : : : ; d(A)). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Â′. áÌÇÅÂÒÁ
A ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ Â′, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÕÀ (ËÁË
ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ) ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ×ÔÏÒÏÊ ÌÅÍÍÙ ëÅÍÅÒÁ:

ìÅÍÍÁ á.6 (÷ÔÏÒÁÑ ÌÅÍÍÁ ëÅÍÅÒÁ ÄÌÑ H ′
r). ðÕÓÔØ ÐÒÏÅËÃÉÑ T -ÉÄÅÁÌÁ � ×

ÁÌÇÅÂÒÕ A(q − 1) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, Á ÐÒÏÅËÃÉÑ × A(q) ÎÕÌÀ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,
b(A;�) = b. ôÏÇÄÁ � ⊆ H ′

r É d(A;�) = q. 2

ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ÍÙ ÅÇÏ ÎÅ ÐÒÉ×Ï-
ÄÉÍ.

á.2.4. ôÅÓÔÏ×ÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ
÷ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÚÁÄÁÀÝÕÀ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅ, Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ×ÉÄÕ. üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÒÏÄÓÔ×ÅÎÎÁ ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÉÀ ÁÌÇÅÂÒÙ �A × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ËÏÌÅÃ, Á ÔÁËÖÅ ×
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ×Ù×ÏÄÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ

K0(A;D) = A∗M<{�ij}> =Q;
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ÇÄÅ ÉÄÅÁÌ Q ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÍÏÎÏÍÁÍÉ M�, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ Ä×Á
×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ij, Á ÔÁËÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ M(�ij1 ; �ij2) −
M(�ij2 ; �ij1). áÌÇÅÂÒÁ K(A;D) ÅÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ
ÓÉÌØÎÏ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D. äÉÁÇÒÁÍÍÁ D,
ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏ×ÏÒÅÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ.

ðÕÓÔØ Jb+1 ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ × K0(A;D), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ×ÉÄÁ
f(u1; : : : ; ub+1;−→y ), ÇÄÅ uk { ÍÏÎÏÍÙ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A, f ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ui. ðÏÌÏÖÉÍ K1(A;D) = K0(A;D)=Jb+1; K(A;D) ÅÓÔØ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÉÄÅÁÌ) × K1(A;D), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÏÎÏÍÁÍÉ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÏ ×ÓÅÍ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ×ÉÄÁ �ij.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÔÏÞÎÑÀÝÅÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.7 ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ
2.2 ÄÌÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ, ÓÄÅ-
ÌÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ:
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.18. Á) åÓÌÉ M = Var(A) { ËÕÒÏÛÅ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K(A;D) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ÌÀÂÏÊ ÆÁËÔÏÒ{ÁÌÇÅÂÒÅ A′ = A=J . åÓÌÉ ÐÒÉ
ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÙ A′ \× ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÕÀ" ÁÌÇÅÂÒÕ
Â=Ĵ , ÔÏ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å K(A;D) ÂÕÄÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.

Â) S�(F (A)) ' S�(F (K1(A;D))), ÇÄÅ F (B) ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ B. 2

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K(A;D) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÂÕ-
Ë×ÅÎÎÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ D.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.19. ëÁÖÄÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÍÕ T -ÉÄÅÁÌÕ M ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ
T -ÉÄÅÁÌ K(M) × K1(A;D), Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ × K(A;D). äÁÎÎÏÅ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ É ÓÔÒÏÇÏÇÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ. (ëÁË ×ÅÒ-
ÂÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ËÁË T -ÉÄÅÁÌ-
Ï×.)

äÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÄÅÁÌÏ×, ÏÂÌÁ-
ÄÁÀÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÁÌÇÅÂÒÁ A ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÁÌÇÅ-
ÂÒÅ K(A;D). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÚÄÅÌÁ 2.2 (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.6, 2.7)
ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Ó
ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÉ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÁÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÅÍÍÁ á.4 Ï
ÂÕË×ÅÎÎÏÍ ÕÔÏÎÞÅÎÉÉ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÔØÓÑ Ë ÔÁËÉÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍ. é ÍÙ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÜÔÉÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÏÍ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏ-
ËÁÚÁÔØ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ. äÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ Ä×ÕÈ T -ÉÄÅÁÌÏ× M1 É M2 × ÁÌÇÅÂÒÅ
K1(A;D) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÜÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÁÌÇÅÂÒÅ A.

åÓÌÉ ÑÚÙË ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÎÁ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÑÚÙË, ÔÏ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ× ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÁÌÇÅÂÒÅ K1(A;D) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÚÎÁÞÅÎÉÊ
ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÎÁÂÏÒÕ �. á ÜÔÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ (ÓÍ. ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎÉÑ á.10 É á.13). 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÛÅÔÏË
×ÅÒÂÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× × ÁÌÇÅÂÒÅ A É ÅÅ \ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ" K1(A;D). á ÉÍÅÎÎÏ. åÓÌÉ
�i ⊆

⋂
j T(A(j))∩ Jd(A) ÔÏ (b(�i; A); d(�i; A)) = (b(A); d(A)) É ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×

ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ K(A;D) (Ô.Å. ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÏÒÏ×
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ �i) ×ÌÅÞÅÔ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÏÌÉÎÏ-
ÍÏ× × A. îÏ ÜÔÏ ÅÝÅ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ × ËÏÌØÃÁÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×
Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÈ | ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

384



éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÌÅÍÍÙ á.4 Ï ÂÕË×ÅÎÎÏÍ ÕÔÏÎÞÅÎÉÉ ÐÏÌÕÞÁ-
ÅÔÓÑ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.13. ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ × S�(A). ôÏÇÄÁ × ÉÄÅÁÌÅ
S�(A) ÎÅÔ ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÑ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ M . 2

á ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.20. ðÕÓÔØ b(A;�) = b(a), d(A;�) < d(A). ôÏÇÄÁ � ∩ S� = 0 ×
A (É × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Â).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ K(A;D) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ïÔ-
ÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ × Â ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ T -
ÉÄÅÁÌÁ �0 ⊆ � É ÉÄÅÁÌÁ S�. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÆÁËÔÏÒÕ ÐÏ �0, É ÄÅÌÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÓÐÕÓË.
2

éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, Á ÔÁËÖÅ ×ÔÏÒÏÊ ÌÅÍÍÙ ëÅÍÅÒÁ ÄÌÑ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ á.7 (ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅ). 1 ðÕÓÔØ M = Var(A) { ÕÄÏÂÎÏÅ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, �A = A=J(A), {Ai} { ÎÁÂÏÒ ÆÁËÔÏÒÏ× �A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. ôÏÇÄÁ M ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ
ÁÌÇÅÂÒ ×ÉÄÁ K(Ai; Di), ÇÄÅ Di ÅÓÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ
d(Di) ÓÔÏÌÂÃÏ× ÄÌÉÎÙ dim(Ai) + 1 ËÁÖÄÙÊ.

åÓÌÉ b(A;�) = b0, d(A;�) = d0, ÔÏ � ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒ
K(Ai; Di), ÇÄÅ dim(Ai) = b0 É d(Di) = d0. 2

íÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÏÊ ÕÄÏÂÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÎÅÛ-
ÎÉÅ ÓÌÅÄÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ. á ÉÍÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ A { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÕÄÏÂÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M. óÔÒÏÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÕÀ ÁÌÇÅ-
ÂÒÕ A′ = A[Tr]= id(S�(A) · (�(a) − Tr(a))), c(A) = d(�). ôÏÇÄÁ Var(A′) = Var(A) É,
ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÆÁËÔÏÒ{ÁÌÇÅÂÒÁ A1 = A′=S�(A) ÉÍÅÅÔ Í�ÅÎØÛÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎ�ÙÅ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉËÉ: (b(A1); d(A1)) < (b(A); d(A)), Á × ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ A1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A(1) ÉÚ Var(A1) ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ. ðÏ ÁÌÇÅÂÒÅ A(1) ÓÔÒÏÑÔÓÑ
ÁÌÇÅÂÒÙ A2 É A(2) É Ô.Ä. éÓËÏÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A∗ ÅÓÔØ ⊕Ak. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.21. ÷ ÁÌÇÅÂÒÅ A∗ ×ÎÅÛÎÉÅ ÓÌÅÄÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ.
2

á.2.5. úÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×
ðÕÓÔØ A { Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ × ÈÏÒÏÛÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÍ ÍÎÏ-

ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ A=S�(A) ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ
ÌÅÍÍÙ ëÅÍÅÒÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. áÌÇÅÂÒÕ A ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ
ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÓÔÅÐÅÎØ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ
ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ d(A) + 1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S�(A) ×ÎÅÛÎÉÅ ÓÌÅÄÙ ÓÏ-
×ÐÁÄÁÀÔ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ É ÓÁÍÏ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ
ÓÌÅÄÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌ S�(A) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ.

ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ×Ù×ÅÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÁÍÉ ×ÉÄÁ �(a) ÄÁÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ÎÅÔÅÒÏ×Á ÔÉÐÁ.

ðÕÓÔØ � { T -ÉÄÅÁÌ. åÓÌÉ �∩S�(A) = 0, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÆÁËÔÏÒÕ A=S�(A)
É ÄÅÌÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÓÐÕÓË ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ.

1óÒ. Ó ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 6.5 ÒÁÚÄÅÌÁ 6.3.4.
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åÓÌÉ J = � ∩ S�(A) 6= 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ J0 ⊆ J .
ïÎ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ É, × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ T -ÉÄÅÁÌÏ×,
ÄÅÌÏ ÏÐÑÔØ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÓÐÕÓË. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ×Ù×ÏÄÉÔØ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ.

þÔÏÂÙ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ (É, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÏËÁÚÁÔØ
ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï), ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ, ËÁË × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.8. ÷ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å J0 ÍÁË-
ÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × J .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ{ÁÌÇÅÂÒÕ A′ = A=J0 É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ × ÎÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
S ′�(A′), Á ÔÁËÖÅ J . ñÓÎÏ (ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÐÕÓËÁ), ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕ-
ÞÁÊ, ËÏÇÄÁ b(A′) = b(A) É d(A′) = d(A).

îÁÂÏÒ �′ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ëÅÍÅÒÁ D′ ÁÌÇÅÂÒÙ A′, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÏÔ-
ÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ D Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ ÍÁÌÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× (ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÁ S ′� ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÐÏÐÁÄÁÎÉÅ × ÎÕÖÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÆÁËÔÏÒ A′ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ �-ËÒÕÞÅÎÉÑ (Ô.Å. ÉÍÅÀÝÉÍ ÎÅ-
ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ × ËÏÌØÃÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÉÄÁ �(a)), ÔÏ ÄÉÁ-
ÇÒÁÍÍÁ ëÅÍÅÒÁ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A′′ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ × D. ó ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÉÄÅÁÌÁ ËÒÕÞÅÎÉÑ Tor�(A′) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï b(A′;Tor�(A′)) <
b(A). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ëÅÍÅÒÁ, Á ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ A′′.
ðÏÈÏÖÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÛÐÅÈÔÏ×ÏÓÔÉ
ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.7.1, ÌÅÍÍÁ 5.20).

îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ A′ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ �(�) Ó S ′�(A′)
ÎÕÌÅ×ÏÅ. îÏ ÉÎÁÞÅ ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ, ÐÒÏ-
ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ T -ÉÄÅÁÌ, ÓÔÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ 0, Ô.Å. J0.
üÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ J0. éÔÁË,

(b(A=J0; J); d(A=J0; J)) < (b(A; J); d(A; J)) = (b(A); d(A)):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (× ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ
A=S�(A)) ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ A=S�(A) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÉÄÅÁÌÁ
S�(A).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÅÍ É ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØÀ T -ÉÄÅÁÌÏ×,
Á ÔÁËÖÅ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ KM(A;D), ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÎÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ × ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ.

÷ÙÛÅ, ÐÕÔÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× É ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÆÁËÔÏÒÁÍ ÐÏ
ÎÉÍ, ÍÙ Ó×ÏÄÉÌÉ ÓÉÔÕÁÃÉÀ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ b(A;�) < b(A) ÌÉÂÏ b(A;�) = b(A)
É d(A;�) < d(A). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÕ ÓÉÔÕÁÃÉÀ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ.

éÔÁË, ÍÙ ÉÍÅÅÍ: S�(�) = 0. é, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÓÉÌÕ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒÕ A′ = A=(S�(A) + �) (ÚÄÅÓØ b(A′) ≤ b(A) É ÅÓÌÉ b(A′) = b(A), ÔÏ
d(A′) < d(A)) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍ
h1 ÆÁËÔÏÒÁ A=� × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÑÄÒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × S�(A=�).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ A=� ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏ-
ÉÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ h2 × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÑÄÒÏ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó S�(A=�). ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× h1 ⊕ h2 ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏ-
ÍÙÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.

ðÕÓÔØ H ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ T -ÉÄÅÁÌÏ× �i ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ b(A;�i) < b(A) ÌÉÂÏ b(A;�i) =
b(A) É d(A;�i) < d(A). ðÏÓËÏÌØËÕ H ∩ S�(A) = 0 É H ⊇ � (ÉÂÏ S�(�) = 0),
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ A=H. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
H = �.

386



äÁÌÅÅ, ÉÄÅÁÌÙ Hr ÚÁÍËÎÕÔÙ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë
ÆÁËÔÏÒ{ÁÌÇÅÂÒÅ A1 ÐÏ ÓÕÍÍÅ ÉÄÅÁÌÏ×

⊕

r<d(A)
Hr:

äÌÑ ÜÔÏÊ ÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ b(A1; H) < b(A1) = b(A).
îÏ ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A1, × ÓÉÌÕ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÌÅÍÍÙ ëÅ-

ÍÅÒÁ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ H ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÏÍ ×ÓÅÍÉ ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ Ri ÁÌÇÅÂÒÙ A1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ
'i : A1 → A1=Ri É ÍÏÒÆÉÚÍ ' = ⊕

i
'i. ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÓÏ

ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÉÚ H, É ÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.

ðÕÓÔØ Q ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ÁÌÇÅÂÒÅ A1, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ zi, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ËÁÖÄÙÍ ÔÁËÉÍ zi, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó R -
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ A1, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÏÎÏÍÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ
Ri. ôÏÇÄÁ Q É R { ÉÄÅÁÌÙ × A1, É A1 ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ A1=Q ⊕ A1=R. óÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÓÉÌÕ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÌÅÍÍÙ ëÅÍÅÒÁ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÚÎÁÞÅÎÉÊ H ÌÅÖÉÔ × Q, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ S�(A1) { × R. ôÅÐÅÒØ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × A1 ÓÌÅÄÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÔÏ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H É S�(Â1) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÕÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ
ÄÌÑ ÕÄÏÂÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ,
Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ | É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ ÄÌÑ ÎÉÈ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÁÎÔÉËÏÍ-
ÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÌÀÂÏÊ ÍÏÎÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ Ä×Å ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÎÏ×ÙÅ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÕÌÅ×ÏÊ), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ÁÌÇÅÂÒ É Ó ÎÉÍÉ ÒÁÂÏÔÁÔØ.

á.3. �-ÔÅÈÎÉËÁ ÄÌÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÈ ËÏÌÅÃ
îÁ ÓÌÕÞÁÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÈ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ×ÓÅ

ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ É ×ÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë �-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ.
ðÏÓËÏÌØËÕ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ Ñ×ÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÃÅÎ-
ÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×, ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÂÏÌÅÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÊ ÁÌÇÅÂÒÏ{ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ
ÐÏÄÈÏÄ (ËÏÔÏÒÙÊ É ÐÏÓÌÕÖÉÌ ÄÌÑ Á×ÔÏÒÁ ÏÔÐÒÁ×ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å
ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ). ãÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÎÏÓ ÔÅÈ-
ÎÉËÉ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÊ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.1, ÎÁ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ É ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÁÌÇÅÂÒÏ-
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ.

á.3.1. ðÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ
ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÏÄÓÔÁÎÏ-

×ÏË, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ (\ÈÒÁÎÉÔÅÌÉ ÚÁÍÅÎ") t�. óÔÒÕË-
ÔÕÒÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ, ÂÕÄÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ
ÓÌÏÖÎÏÊ. ÷ÍÅÓÔÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÉÄÁ tZ� → t, ÇÄÅ Z� { ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ, ÍÙ
ÂÕÄÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ t→ ∑R�(t;−→x �;−→z ), ÇÄÅ

R�(t;−→x �;−→z ) = H�(t; U�(−→x �;−→z 1);−→z 2); −→z = (−→z 1;−→z 2);

ÐÒÉÞÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R� ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x1; : : : ; xn É
ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t. ðÕÓÔØ Q ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ
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×ÉÄÁ R�. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ t ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÉÎÉ-
ÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2.4 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ h ∈ D(A)
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

�(h)R�(t;−→x �;−→z ) =
n∑
i=1

R�(t;−→x �;−→z )|xi→h(xi);

É × ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ 2.4, 2.5 ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ �, ××ÅÄÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. üÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÕÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ×ÎÕ-
ÔÒÅÎÎÉÍÉ ÓÌÅÄÁÍÉ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÓÌÅÄÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ëÏÌØÃÏ
ÔÁËÉÈ ÓÌÅÄÏ× ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ K.

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ R�, ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÅÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ D(A), ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ
ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÅÔÅÒÏ× ÍÏÄÕÌØ. åÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÞÏË ÎÁ Spec(K), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÅÍ ÌÉÂÏ ÞÅÒÅÚ N , ÌÉÂÏ A(t).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T -ÐÒÏÓ-
ÔÒÁÎÓÔ×Á S ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÞÉÓÌÁ k(S) ∈ N É ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á
{s1; : : : ; sq} ⊂ S, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ S ∩ (Cn)k.
äÁÌÅÅ, ÄÅÊÓÔ×ÕÑ ËÁË × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.1, ÍÏÖÎÏ ÏÔÓÀÄÁ ×Ù×ÅÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ
ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.

éÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÊ ÒÁÂÏÔÁÔØ
Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ
ÎÁÂÏÒÏ× ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. éÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÍ ÓÌÏ× Wi ÉÚ
ÒÁÚÄÅÌÁ 5.1.5 ÉÌÉ ÓÌÏ× W �(−→x ) ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 3.3.1. á ÉÍÅÎÎÏ,

W (−→x �;−→z i;−→b ) = M({R�(t�;−→x �;−→z �)};−→� );

ÚÄÅÓØ M { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÍÏÎÏÍ.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÓÈÅÍÙ Hi É Hij ÓÐÅËÔÒÁ ËÏÌØÃÁ R ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ. ðÕÓÔØ ni { ÒÁÎÇ i-Ê ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ, Ki ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ, ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÁÍÉ �ni (Ô.Å. ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÙ ÒÁÎÇÁ) × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ, Ri =

√
Ki. ôÏÇÄÁ ÐÏÄ-

ÓÈÅÍÁ Hi ⊂ Spec(R) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ Ri.
ëÏÌØÃÁ Ki ÎÅÔÅÒÏ×Ù, É ÏÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØÃÏ K.

ðÏÄÓÈÅÍÙ Hij ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔÑÍÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÌÅÄÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÓÐÅÃÉÁ-
ÌÉÚÁÃÉÑÍ × i-À É j-À ÐÅÒ×ÉÞÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ:

Tr(−→a i)− Tr(−→a j):

(éÎÄÅËÓÙ i; j ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÀ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ.) ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÏÒÏÖÄÁÌÉ ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ.

úÁÍËÎÕÔÁÑ ÐÏÄÓÈÅÍÁ H × Spec(R) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓËÌÅÊËÅ \ËÌÅÔÏË{ËÏÍÐÏÎÅÎÔ" É
ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÁ, Ô.Å. ÒÅÄÕËÃÉÉ. ïÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

H =
⋃
i
Hi ∪

⋃
ij
Hij:

J ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÏÌØ ÎÁ H. óÈÅÍÁ H, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ
ÓÈÅÍHi ÉHij, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ,
ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÉÈ ÔÉÐÙ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÒÁÂÏÔÅ Ó ÐÕÞËÁÍÉ ÎÁÄ Spec(K). áÌÇÅÂÒÅ Â ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÐÕÞÏË Ñ ÐÅÒ-
×ÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË K-ÍÏÄÕÌÅÊ Q̃, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Q. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÉÚÕÞÉÍ ÅÇÏ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÁÈ
ÉÌÉ ÔÏÞËÁÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ.

388



ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.22. ðÕÓÔØ x { ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ Spec(K). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ x
ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

1) åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ Ax ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÞÔÏ É A, ÔÏ Nx=Qx = 0
(Ax ÍÏÖÅÔ ÒÁÚÌÁÇÁÔØÓÑ × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ).

2) åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ Ax ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÍÅÎØÛÅÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ Qx = 0.

3) Nx=Qx ≡
⊕M� (� ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÆÁËÔÏÒÁÍ A, ÉÍÅÀÝÉÍ ÍÅÎØÛÉÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔ-

Î�ÏÊ ÔÉÐ).

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ k, ÞÔÏ (Cn)k ∩Nx=Qx = 0 × ÌÀÂÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÅ
x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÌÇÅÂÒÁ Ax ÐÒÏÓÔÁ É ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ, Á ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. 2

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ M.
äÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ, × ÓÉÌÕ ÐÌÏÈÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÉÎÁÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ×
ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÓÌÏ×Á ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÐÁÄÁÎÉÀ × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÄ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. é, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (× ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ) ×Ï-
ÐÒÏÓÙ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÅÝÅ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÐÒÏÑÓÎÅÎÙ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ËÁËÁÑ-ÔÏ
ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÅÓÔØ É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÐÅÒÅÎÏÓ ÔÅÈÎÉËÉ á. ò. ëÅÍÅÒÁ ÄÌÑ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ-
ÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÕÄÁÌÏÓØ. óÍ. [47], [147], [49].

ôÅÐÅÒØ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÓÅÞÅÎÉÑÍ. îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.23. ðÕÓÔØ M̃ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ ×ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÄÓÈÅÍÙ
H ′/H. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ k ∈ N, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f , ÌÅÖÁÝÅÇÏ
× ÉÄÅÁÌÅ IH′, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ ÐÏÄÓÈÅÍÅ H ′, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï H ′kM = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ K=Ann(M). 2

ðÕÓÔØ Ât = {∑�iRi(t; Â)} ÅÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÉÚ ÂVar(A) < t >,
ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏ t. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,

At = {
∑

�iRi(t; A)} ⊂ Ât; N = At:

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ
ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ:

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.14. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ {qi} ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ K É ÎÁÔÕ-
ÒÁÌØÎÏÅ l ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

1) id({qi}) ⊃ (Cn)l.

2) ðÒÉ ×ÓÅÈ i ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ qiÂt ⊆ Q, qiÂ ⊂ A.

2

äÁÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÓÌÕÖÉÔ ÚÁÍÅÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÚÍÙÓÌÏ×ÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×. ðÕÓÔØ R
ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØÃÅ K, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ qi. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ. óÕÍÍÉÒÕÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.24 (ï ÐÏËÒÙÔÉÉ ÓÐÅËÔÒÁ). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ I ×
ËÏÌØÃÅ K, ÞÔÏ

1) A=IkA ÐÒÉ ×ÓÅÈ k ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎ�ÏÊ ÔÉÐ, ÞÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁ
A (Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÒÅÄÕËÃÉÉ).

2) ÂtI ⊂ At (Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ).

3) Qt ⊃ AtI (×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÍÉÔÉÒÏ×ÁÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ K Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË).

4) ìÀÂÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S ⊆ ÂVar(A)< t >, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÏÌÉÎÏÍÏ×, ÌÉÎÅÊ-
ÎÙÈ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t É ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË tz → t ÉÌÉ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË t→ tz, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÎÅÔÅÒÏ×ÙÍ ÎÁÄ I.

2

á.3.2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ �-ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ×

ðÕÓÔØ M ÅÓÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÒÁÚÒÅÖÅÎ-
ÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PI.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÅÒ×ÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ai ÉÚ M É ÉÈ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ⊕Ai. ïÐÒÅ-
ÄÅÌÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ �-Ë×ÁÚÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ðÏÌÏÖÉÍ

Â(n) =
⊕

Ai ∗M F<�> =�n+1;

ÇÄÅ �n+1 ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÎÏÍÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉ n + 1 ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ á.6 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ á.25. ðÕÓÔØ M { ÈÏÒÏÛÅÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c(n) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Â(n) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÍÏÎÏÍÁÍÉ
ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ c(n) ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ Ai É �i ∈ �. 2

ðÕÓÔØ A { ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M. ðÏÓÔÁ×ÉÍ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ai ∈ A ÜÌÅÍÅÎÔ ∑

j aij+�i É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ
(ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ)

A→
⊕

Ai ∗Var(A) F <�> =�n+1:

äÅÊÓÔ×ÉÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË É Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÜÔÉÍ T -ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË
É ÄÌÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÚÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.

ëÁË É × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒ {Ai} (ÓÒÅÄÉ
ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ), Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÒÁÄÉËÁÌÁ, Ô.Å. ÓÏ ÓÌÏÖ-
ÎÏÓÔÎÙÍÉ ÔÉÐÁÍÉ. ä×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ÔÉÐÁ T1 É T2 ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÂÕÄÅÍ
ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÅ 370 ÐÏÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ á.9).)

ðÅÒ×ÉÞÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÁÌÇÅÂÒ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁÐÅÌÌÉ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÃÅÐÏÞËÉ ÐÅÒ-
×ÉÞÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× × ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÏÂÒÙ×Á ×ÏÚÒÁÓÔÁ-
ÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ É ÌÀÂÁÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ÔÉÐÏ× ÔÁËÖÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕ-
ÅÔÓÑ.

ðÕÓÔØ Q ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ÷ÅÒÂÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÙ É ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ Sai;t ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÁÓÓÏÃÉÁ-
ÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. îÕÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ai ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ, ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ
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ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ. ÷ÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ É ËÏÎ-
ÓÔÒÕËÃÉÉ ÒÁÚÄÅÌÁ 0.2.2, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 0.5, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ
× ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, AnM = AM< � > =�n. áÌÇÅÂÒÁ A ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ × Ân Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ai →

∑
j �aij + �i, ÐÒÉ ÜÔÏÍ M ⊆ Var(A).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙ É ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÚÉÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏ×, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÓÐÕÓË. ôÅÏÒÅÍÁ 5.5 Ï ÒÁÓÛÉÒÅ-
ÎÉÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ á.17 (ï ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÓÉÓÔÅÍ Ë×ÁÚÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×). ðÕÓÔØ
{'j : Aj → A′j} { ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ

'̂ : Â = (
⊕
i
Ai) ∗M K <�> =(�(n)+J) → Â′;

Â′ = (
⊕
i
A′i) ∗M K <�> =(�(n)+J);

ÇÄÅ Ai → A′i; �i 7→ �′i.
åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÁÍÉ Aj, A′j ÎÁÄÅÌÅÎÙ T -ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑ-

ÀÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ) É ÍÏÒÆÉÚÍÙ 'j ÉÈ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ, ÔÏ
ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ Â ÔÁËÖÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ T -ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÁÑ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ '̂. 2

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.15 (ï ÓÌÏÖÎ�ÏÓÔÎÏÍ ÓÐÕÓËÅ). ðÕÓÔØ M { ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÅ
ÈÏÒÏÛÅÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Tj { ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ T -ÉÄÅÁÌÙ × Aj; É ÐÕÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁ-
ÚÉÒÕÅÍÙ ×ÓÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ë×ÁÚÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×:

1) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÌÏÖÎ�ÏÓÔÎÙÈ ÔÉÐÏ×,

2) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ Ai-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Pij × ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ ÌÅÖÉÔ
×ÎÕÔÒÉ Ti.

ôÏÇÄÁ × ÓÉÓÔÅÍÅ Â ×ÓÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ 'j : Aj → A′j = Aj=Tj ÓÕÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ,
'̂j = (id; : : : ; 'j; id; : : : ; id) { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÓÉÓÔÅÍ Ë×ÁÚÉÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏ×. ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚÙ ×ÓÅÈ '̂j ËÏÎÅÞÎÏ ÂÁÚÉÒÕÅÍÙ, Á ÑÄÒÏ ker ⊕

j
'̂j = ⋂

j
'̂j ËÏÎÅÞÎÏ

ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ × ÓÉÌÕ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÅÍÍÙ. 2

÷ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÄÅÌÏ Ó ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÐÏÌÕ-
ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ É ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÈ \ÐÒÏËÌÁÄÏË". ÷ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ á.25 ÍÙ
ÍÏÖÅÍ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÍÏÎÏÍÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏ× ÁÌÇÅÂÒ Ai É ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �j. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÏÎÉÖÅÎÉÅÍ ÛÉÒÉÎÙ,
ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ. ÷ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÏÒÅÍÁ
ö. ìÅ×ÉÎÁ 3.1 (×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØÀ ÒÁÄÉËÁÌÁ) ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÓÔÁÒÔÏ×ÙÅ
ÕÓÌÏ×ÉÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A<�> =�n ×ÙÐÏÌÎÑ-
ÀÔÓÑ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ PI-ÁÌÇÅÂÒ M. ïÄÎÁËÏ × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË,
É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ
ÈÏÒÏÛÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:
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íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÌÅÖÉÔ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÏÊ ÉÚ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (Cn)k T -ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ
É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ k ÇÒÕÐÐ ÉÚ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × ËÁÖÄÏÊ. òÁ×ÎÏ-
ÓÉÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: (Cn)k = H(D), ÇÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ D ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ k ÓÔÏÌÂÃÏ×
ÄÌÉÎÙ n.

æÁËÔÏÒ ÐÅÒ×ÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ T -ÉÄÅÁÌÕ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÐÏ
ÓÉÓÔÅÍÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ëÁÐÅÌÌÉ, ×ÅÄÅÔ Ë ÐÏÎÉÖÅÎÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. íÙ ÂÕÄÅÍ
ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØÀ É ×ÅÓÔÉ ÓÐÕÓË, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ á.15 ÉÚ
ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ T -ÓÔÒÕËÔÕÒ.

ëÁË É × ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ \ÈÒÁÎÉÔÅÌÉ ÚÁÍÅÎ" |
ÒÅÚÅÒ×ÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ t� (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.1). ÷ÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÓÏÒÔÉ-
ÒÏ×ËÏÊ ÞÌÅÎÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ t� ÐÏÐÁÌÁ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, ÎÅ
ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ. ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É Ë ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó
ÐÏÎÉÖÅÎÉÅÍ ÛÉÒÉÎÙ.

úÁ×ÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ÷ÏÓ-
ÐÏÌØÚÅÍÓÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ á.24, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÚÄÅÌÁ á.3.1. ïÔ-
ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 5.1.4 ÎÉËÁË ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÓÐÅÃÉ-
ÆÉËÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÎÏÓÑÔ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕ-
ÞÁÀ. üÔÏ ÌÅÍÍÁ 5.1 ÏÂ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅ-
ÍÏÓÔÉ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÐÏ×ÙÛÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×; ÌÅÍÍÁ 5.4, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ ÛÉ-
ÒÉÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÐÏ×ÙÛÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ,
ÎÅ ÐÏ×ÙÛÁÀÝÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÎÁ ÓÔÁÒÛÅÊ (ÐÏ ÛÉÒÉÎÅ) ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁ; ÌÅÍÍÙ 5.2 É 5.3 (Ï ÐÏÎÉÖÅÎÉÉ ÛÉÒÉÎÙ), ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ Ó×ÏÄÉÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ
ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÚÁÍÅÎ Ë ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÐÏ×ÙÛÁÀÝÉÈ ÛÉÒÉÎÕ É ÎÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ
ËÏÌØÃÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×; ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.9, ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÅ ×Ù×ÏÄÉÔØ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ËÏ-
ÎÅÞÎÕÀ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒÏ×, ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÉÈ ÛÉÒÉÎÕ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÌØÃÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×.

ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÒÁÚÄÅÌÁ 5.1.2 ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÄÌÑ T -ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ á.24 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÏÊ ÓÐÅÃÉÁÌÉ-
ÚÁÃÉÊ (ÛÁÇ 2, ÐÒÉÍÅÒ 3, ÒÁÚÄÅÌ 5.1.2), Ó ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØÀ, É ÄÒÕÇÉÈ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÒÁÚÄÅÌÁ 5.1.2.

íÏÖÎÏ ÐÏÊÔÉ ÄÁÌØÛÅ, ÒÁÚ×É×ÁÑ ÔÅÈÎÉËÕ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ �-ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÁÍÉ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5.1.5. ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ × ËÏÎÃÅ
ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× çÉÌØÂÅÒÔÁ É
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÚÁÍÅÎÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ
Ó ÐÏÎÉÖÅÎÉÅÍ ÛÉÒÉÎÙ, ÎÁ ÔÅÈÎÉËÕ \ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ" Ó ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ áÒ-
ÔÉÎÁ{òÉÓÓÁ. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ \ÒÁÓÔÁÌËÉ×ÁÎÉÑ" × ÎÅÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÃÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ëÅÍÅÒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÁ ÓÏ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÔÉÐÁ
W (−→x �;−→z i;−→b ), ××ÅÄÅÎÎÙÍÉ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÏÎÔÒÏÌÑ ÎÁÄ
ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑÍÉ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÔÉÐÁ
ÌÅÍÍÙ Ï ÂÕË×ÅÎÎÏÍ ÕÔÏÎÞÅÎÉÉ. ÷ÓÅ ÜÔÏ ×ÍÅÓÔÅ ÏÐÑÔØ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ
ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÏ× á.2.2, á.2.3, á.2.5, É ÍÙ ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑ ÜÔÉÍ ËÒÁÔËÉÍ ÕÐÏ-
ÍÉÎÁÎÉÅÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ. 1. òÁÂÏÔÁ × ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÁÓÓÏÃÉÁ-
ÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. óÐÅÃÉÆÉËÁ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ | × ÓÐÏÓÏÂÁÈ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ
ÐÅÒ×ÉÞÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ. ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ
ö. ìÅ×ÉÎÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 3.1), Á ÔÁËÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÇÌÁ×Ù 4.

2. ðÏÞÔÉ ×ÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔØÀ É Ó ÏÂÏÂ-
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ÝÅÎÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÓÔÉËÕ. îÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÏÌØËÏ \ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÔÒÀË" (ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ). óÍ. ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÁ ÓÔÒ.240.

3. äÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ÉÚ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÕÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ-
ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁÑ �-ÔÅÈÎÉËÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ. ÷ÍÅÓÔÅ
Ó ÔÅÍ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÔÅÏÒÅÍ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍÅ ö. ìÅ-
×ÉÎÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 3.1).

â. ïÃÅÎËÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ É
ÔÅÏÒÅÍÁ îÁÇÁÔÙ-èÉÇÍÁÎÁ

äÁÎÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÏÃÅÎËÁÍ ÎÁ ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ.
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÉÚÕÞÁÅÍ ÓÕÐÅÒÉÏÒÉÚÁÃÉÀ É ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÔÉÐÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ A ÅÓÔØ k-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁÑ PI-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ
F. ðÏÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ PIdeg(A) ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ n, ÞÔÏ Var(Mn ⊆
Var(A). J(A) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÄÉËÁÌ äÖÅËÏÂÓÏÎÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A, c(A) ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÉÌØ-
ÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ J(A), l { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n,
×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÇÏÓÑ × A, I� { ÐÒÅÐÑÔÓÔ×ÉÅ Ë ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ �.

îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ

ìÅÍÍÁ â.1. ðÕÓÔØ I { ÉÄÅÁÌ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÉÎÄÅËÓÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ r. ôÏÇÄÁ
c(A) ≤ rc(A=I). 2

â.1. ïÃÅÎËÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÄÅÁÌÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×
× ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ

éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÚÄÅÌÁ 2.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1) ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ â.1. ðÕÓÔØ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÖÄÅÓÔ× ëÁ-
ÐÅÌÌÉ Cn. ôÏÇÄÁ T -ÉÄÅÁÌ Mn ÔÏÖÄÅÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ n ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ
ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ×ÙÛÅ

n(n+ 1)(2n+ 1)
12 :

2

â.2. îÕÌÅ×ÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ. óÕÐÅÒÉÏÒÉÚÁÃÉÑ
ðÕÓÔØ × k-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ F-ÁÌÇÅÂÒÅ A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f ÓÔÅÐÅÎÉ m É

ch(F) = 0. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÉÈÓÑ × A, ÎÁÄÏ ÌÉÂÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ
ÓÔÅÐÅÎØ ëÁÐÅÌÌÉ, ÌÉÂÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÏÃÅÎËÁÍÉ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ
ÓÉÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ× É \ÓÕÐÅÒ{ÔÒÀËÏÍ".

ìÅÍÍÁ â.2. ðÕÓÔØ B ÅÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ k-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ
Var(Mn⊗G) (ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ çÒÁÓÓÍÁÎÁ). ôÏÇÄÁ c(A) ≤ kn2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ n2 ×ÅÌÉÞÉÎ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÐÅ-
ÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏ×, Á Ó k ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ | kn2 ×ÅÌÉÞÉÎ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ,
ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉËÁÌÁ × s-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ ÒÁ×ÅÎ
s− 1. 2
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çÒÁÓÓÍÁÎÏ×Á ÏÂÏÌÏÞËÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A ÌÅÖÉÔ × A ⊗ G. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÓÉÌÕ
ÌÅÍÍÙ â.1, ËÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÌÅÍÍÕ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÚÄÅÌÁ 0.2.4 (ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÉÅ 0.14), Á ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ â.1, ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ â.2. ðÕÓÔØ deg(M) = m, A { k-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó×Ï-
ÂÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ M. ôÏÇÄÁ ÉÎÄÅËÓ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÅÒÂÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ, ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÒÑÄËÁ 6m4, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙ

k · (6m4)2 · 12m4(12m4 + 1)(2 · 12m4 + 1)
12 =

= 36km12(12m4 + 1)(24m4 + 1) ∼ 5184km20:

2

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÈÏÒÏÛÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×Á ëÁÐÅÌÌÉ, ×ÙÐÏÌÎÑÀÝÅÇÏÓÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ â.3. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M É ÁÌÇÅÂÒÁ A ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ-
×ÉÑÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ × A ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ëÁÐÅÌÌÉ
ÐÏÒÑÄËÁ 12km4. é, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, A ∈ M′, ÇÄÅ b(M′) = 6m4, d(M′) = 12km4. 2
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