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Ñïèñîê îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

|A| � ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A;

[a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a;

a|b � ñâîéñòâî �a äåëèò b�, ò.å. ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà b;

(x,y) � åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x è y;

|x| � íîðìà âåêòîðà x â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå;

V (G) � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G;

E(G) � ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà G;

ω(G) � êëèêîâîå ÷èñëî ãðàôà G èëè ÷èñëî âåðøèí â ñàìîì áîëüøîì ïîë-
íîì ïîäãðàôå â G;

f(N) = o(g(N)) � äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N0, ÷òî
äëÿ ëþáîãî N > N0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |f(N)| ≤ c|g(N)|;

f(x) ∼ g(x) � ôóíêöèè àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíû ïðè x → ∞, òî åñòü
f(x) = g(x) · (1 + o(1));

r(x, y) � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x, y â ìåòðèêå r;
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a ≡ b ( mod k) � a ñðàâíèìî ñ b ïî ìîäóëþ k, òî åñòü a è b äàþò îäèíà-
êîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà k;

Ck
n � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k;

cyx = xx

yy(x−y)x−y � äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë x > 0 è y ∈ (0, x), òàêæå

cyx = 1 ïðè y = x è cyx = 0 ïðè y > x.
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Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èññëåäóåòñÿ ðÿä âîïðîñîâ, âîçíèêàþùèõ íà ñòû-
êå íåñêîëüêèõ îáëàñòåé íàóêè � êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè, ýêñòðåìàëüíîé
êîìáèíàòîðèêè, òåîðèè êîäèðîâàíèÿ è åâêëèäîâîé òåîðèè Ðàìñåÿ. Ïåðâîíà-
÷àëüíî çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìûå â äàííîé ðàáîòå, ïîÿâèëèñü â ðàìêàõ êîìáè-
íàòîðíîé ãåîìåòðèè. Ýòî âåñüìà ìíîãîãðàííàÿ è áóðíî ðàçâèâàþùàÿñÿ ÷àñòü
ñîâðåìåííîé êîìáèíàòîðèêè. Ïî-âèäèìîìó, îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ åå ðàçâè-
òèÿ ïîñëóæèëà ïðîáëåìàòèêà, îáñóæäàâøàÿñÿ È. Êåïëåðîì è äðóãèìè åùå
â íà÷àëå XVII âåêà. Â ÷àñòíîñòè, îäíà èç çàäà÷ â ýòîé îáëàñòè â òî âðåìÿ
ôîðìóëèðîâàëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàêîâî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàâíûõ
ìàòåðèàëüíûõ øàðîâ, êîòîðûå ìîæíî ïðèëîæèòü ê ðàâíîìó âñåì èì øàðó â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå? È. Êåïëåð ïðåäïîëîæèë, ÷òî ÷èñëî òàêèõ øàðîâ
12, íî ïîëíîå è ñòðîãîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áûëî äàíî ëèøü â 1953 ãîäó Á. Ë.
Âàí äåð Âàðäåíîì è Ê. Øþòòå (ñì. [1]). Âîîáùå, èìåííî â XX âåêå êîìáèíà-
òîðíàÿ ãåîìåòðèÿ ñôîðìèðîâàëàñü â ñàìîñòîÿòåëüíóþ äèñöèïëèíó. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, óæå óïîìÿíóòîå ðåøåíèå çàäà÷è Êåïëåðà ïîñïîñîáñòâàâîëî ðàçâè-
òèþ ñîâðåìåííîé òåîðèè óïàêîâîê è ïîêðûòèé (ñì. [2]�[4]). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîÿâèëñÿ ðÿä íîâûõ çàäà÷, êîòîðûìè ìîòèâèðóåòñÿ íàøà ðàáîòà è î êîòîðûõ
ìû ïîãîâîðèì íèæå. Äàëüíåéøàÿ ñòðóêòóðà ââåäåíèÿ ñëåäóþùàÿ: â ïåðâûõ
äâóõ ðàçäåëàõ ìû îáñóäèì çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè, â òðåòüåì ðàç-
äåëå ïîãîâîðèì î òåñíî ñâÿçàííîé ñ íèìè òåîðèè Ðàìñåÿ, à â ÷åòâåðòîé è
ïÿòîé ÷àñòÿõ ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ îá ýêñòðåìàëüíîé êîìáèíàòîðèêå è åå
ñâÿçè ñ ãåîìåòðèåé.

Ïðîáëåìà Áîðñóêà

Â 1933 ãîäó Ê. Áîðñóê ïîñòàâèë ïðîáëåìó îòûñêàíèÿ ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà
f(n) ÷àñòåé ìåíüøåãî äèàìåòðà, íà êîòîðûå ìîæíî ðàçáèòü ïðîèçâîëüíîå
îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn (ñì. [5]). Äàäèì áîëåå
ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå. Ââåäåì âåëè÷èíó
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f(Ω) = min{f : Ω1 t · · · t Ωf , diam Ωi < diam Ω ∀ i},
ãäå Ω � ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Rn è

diam Ω = sup
x,y∈Ω

|x− y|,

a |x− y| � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè. Â ýòèõ òåðìèíàõ

f(n) = max
Ω

f(Ω).

Áîðñóê [5] âûñêàçàë ãèïîòåçó, ÷òî f(n) = n+ 1. Äëÿ n = 1, 2 äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ áûëî ïîëó÷åíî ñàìèì Áîðñóêîì â òîé æå ðàáîòå [5]. À
â 1955 ãîäó Ýãëñòîí äîêàçàë ñïðàâåäëèâîñòü ãèïîòåçû â ðàçìåðíîñòè n = 3
(ñì. [6]). Ïîçäíåå ðÿäîì àâòîðîâ áûëè ïîëó÷åíû ýëåìåíòàðíûå äîêàçàòåëü-
ñòâà â ýòîé ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî, íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè 4 äîêàçàòåëüñòâî
ãèïîòåçû Áîðñóêà ïîëó÷èòü íå óäàâàëîñü. Áûëè òàêæå ïðåäïðèíÿòû ïîïûò-
êè îïðîâåðãíóòü ãèïîòåçó, è â 1993 ãîäó Äæ. Êàí è Ã. Êàëàè â ðàáîòå [7]
ïîñòðîèëè êîíòðïðèìåðû â ðàçìåðíîñòÿõ n > 2014. Ñåé÷àñ èçâåñòíî, ÷òî ãè-
ïîòåçà óæå íå âåðíà íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè n = 64. Ïîäðîáíåå ñ ïðîáëåìîé
Áîðñóêà ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ðàáîòàõ è êíèãàõ [8]�[11].

Çàäà÷à î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ïðîñòðàíñòâà

Åùå îäíà îñíîâîïîëàãàþùàÿ çàäà÷à êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè, èñòîðèÿ êî-
òîðîé òåñíî ñâÿçàíà ñ èñòîðèåé ãèïîòåçû Áîðñóêà, � ýòî çàäà÷à î íàõîæäåíèè
òàê íàçûâàåìîãî õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Èñòîêè îíà
áåðåò åùå â 1950 ãîäó, êîãäà Ý. Íåëüñîí ïðåäëîæèë íàéòè ìèíèìàëüíîå êî-
ëè÷åñòâî χ(Rn) öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî òàê ïîêðàñèòü âñå òî÷êè åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà Rn, ÷òîáû ìåæäó òî÷êàìè îäíîãî öâåòà íå áûëî ðàññòîÿíèÿ
1. Âåëè÷èíà χ(Rn) è áûëà íàçâàíà õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì åâêëèäîâà ïðî-
ñòàíñòâà. Ñåé÷àñ èçâåñòíî ìíîæåñòâî ðåçóëüòàòîâ î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå.
Íå âäàâàÿñü â äåòàëè èñòîðèè, ïîäðîáíîñòè êîòîðîé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð,
â ñòàòüå [12], ïðèâåäåì ëèøü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî ýòîé ïðîáëåìå.

• 4 ≤ χ(R2) ≤ 7. Íèæíÿÿ îöåíêà áûëà ïîëó÷åíà áðàòüÿìè Ìîçåðàìè â 1961
ãîäó â ðàáîòå [13]. Âåðõíÿÿ îöåíêà äîêàçàíà â òîì æå 1961 ãîäó Äæ.
Õàäâèãåðîì â ðàáîòå [14].

• 6 ≤ χ(R3) ≤ 15. Íèæíÿÿ îöåíêà áûëà ïîëó÷åíà Î. Íå÷óøòàíîì â 2002 ãîäó
â ðàáîòå [15]. Âåðõíÿÿ îöåíêà áûëà äîêàçàíà â 2000 ãîäó Ä. Êóëñîíîì â
ðàáîòå [16].
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• 7 ≤ χ(R4) ≤ 54. Íèæíÿÿ îöåíêà áûëà ïîëó÷åíà Ê. Êàíòâåëëîì â 1996 ãîäó
â ðàáîòå [17], à â 2006 ãîäó Ë.Ë. Èâàíîâûì áûëî ïðåäëîæåíî ñóùåñòâåííî
áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé îöåíêè â ðàáîòå [18]. Âåðõíÿÿ îöåíêà
áûëà äîêàçàíà â 2003 ãîäó Ã. Òîòîì è Ð. Ðàäîé÷è÷åì â ðàáîòå [19].

• (1.239...+o(1))n ≤ χ(Rn) ≤ (3+o(1))n. Íèæíÿÿ îöåíêà áûëà ïîëó÷åíà À.Ì.
Ðàéãîðîäñêèì â 2000 ãîäó â ðàáîòå [20]. Âåðõíÿÿ îöåíêà áûëà äîêàçàíà
â 1972 ãîäó Ä. Ëàðìàíîì è Ê.À. Ðîäæåðñîì â ðàáîòå [21].

Çàìåòèì, ÷òî çàïèñè âèäà f(n) ≤ (c+o(1))n çäåñü è äàëåå îçíà÷àþò ñóùåñòâî-
âàíèå òàêîé ôóíêöèè g(n), ðàâíîé o(1) ïðè n → ∞, ÷òî f(n) ≤ (c + g(n))n

äëÿ âñåõ n. Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü ÷òî âñå ôóíêöèè o(1) âî âñåõ íåðàâåíñòâàõ
ðàçíûå.

Çà ïðîøåäøèå ñ ìîìåíòà ïîñòàíîâêè çàäà÷è î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå øåñòü-
äåñÿò ñ ëèøíèì ëåò ïîÿâèëèñü ðàçíîîáðàçíûå åå îáîáùåíèÿ. Íàïðèìåð, ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà ïðîèçâîëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
(ñì. [12], [22]�[30]). Â ÷àñòíîñòè, èçó÷àëàñü âåëè÷èíà χ(Qn), èëè õðîìàòè÷å-
ñêîå ÷èñëî ðàöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â äàííîì ñëó÷àå òî÷êè áåðóòñÿ èç
ïðîñòðàíñòâà Qn, ñíàáæåííîãî åâêëèäîâîé ìåòðèêîé. Óäèâèòåëüíî, íî äëÿ
χ(Qn) â ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ, â îòëè÷èå îò âåùåñòâåííîãî ñëó÷àÿ, óäàëîñü
ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ìíîãî òî÷íûõ îöåíîê. À èìåííî: ïðè n = 1, 2, 3 îêàçà-
ëîñü, ÷òî χ(Qn) = 2, à ïðè n = 4 ïîëó÷èëîñü, ÷òî χ(Qn) = 4 (ïîäðîáíåå ñì. â
[22], [23] ). Â îáùåì æå ñëó÷àå ëó÷øåé âåðõíåé îöåíêîé ÿâëÿåòñÿ îöåíêà 1972
ãîäà Ä. Ëàðìàíà è Ê.À. Ðîäæåðñà [21]:

χ(Qn) ≤ χ(Rn) ≤ (3 + o(1))n,

à ëó÷øåé íèæíåé îöåíêîé � îöåíêà Å.È. Ïîíîìàðåíêî è À.Ì. Ðàéãîðîäñêîãî
2013 ãîäà (ñì. [31]):

χ(Qn) ≥ (1.199 . . .+ o(1))n.

Òàêæå èçó÷àëèñü õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà ïðîñòðàíñòâ ñ íåñêîëüêèìè (è äà-
æå áåñêîíå÷íî ìíîãèìè) çàïðåùåííûìè ðàññòîÿíèÿìè. À èìåííî, ðàññìàòðè-
âàëèñü âåëè÷èíû

χ((X, ρ),A),

ãäå (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à ìíîæåñòâî çàïðåòîâ áåðåòñÿ êàê
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ R+ è

χ((X, ρ),A) = min{χ : ∃ V1, . . . , Vχ Rn = V1 t . . . t Vχ,

∀ i ∀ x,y ∈ Vi ρ(x,y) 6∈ A}.
Áîëåå ïîäðîáíî ñ ýòîé ïðîáëåìàòèêîé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â cëåäóþùåé ëè-
òåðàòóðå: [27], [28], [32]�[35].

8



Åâêëèäîâà òåîðèÿ Ðàìñåÿ

Åùå îäíî åñòåñòâåííîå è âàæíîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñ-
ëà ïðîñòðàíñòâà äàåòñÿ â òàê íàçûâàåìîé åâêëèäîâîé òåîðèè Ðàìñåÿ. Çäåñü
ìíîæåñòâî S ⊂ Rd íàçûâàåòñÿ ðàìñååâñêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî r ñóùåñòâóåò
òàêîå n0 ≥ d, ÷òî ïðè êàæäîì n ≥ n0 è ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ïðîñòðàíñòâà
Rn â r öâåòîâ íàéäåòñÿ êîíãðóýíòíàÿ îäíîöâåòíàÿ êîïèÿ S. Ìîæíî äàòü òî
æå îïðåäåëåíèå è â òåðìèíàõ õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë. À èìåííî, ïóñòü χS(Rn)
� ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî òàê ïîêðàñèòü Rn, ÷òî-
áû îäíîöâåòíûå òî÷êè íå îáðàçîâûâàëè ìíîæåñòâ, êîíãðóýíòíûõ S. Â ýòèõ
îáîçíà÷åíèÿõ S ðàìñååâñêîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà χS(Rn) → ∞ ïðè
n→∞.

Â ñâåòå îöåíêè

(1.239...+ o(1))n ≤ χ(Rn) ≤ (3 + o(1))n

ÿñíî, ÷òî ëþáîå äâóõòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî S ÿâëÿåòñÿ ðàìñååâñêèì è äàæå,
êàê ãîâîðÿò, ýêñïîíåíöèàëüíî ðàìñååâñêèì. Äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ ìíîæåñòâ
òàêæå äîêàçàíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ðàìñååâîñòü. Íàïðèìåð, ýòî ñäåëàíî äëÿ
ìíîæåñòâà âåðøèí ïðîèçâîëüíîãî ñèìïëåêñà è äëÿ äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé
ýêñïîíåíöèàëüíî ðàìñååâñêèõ ìíîæåñòâ (ñì. [36]�[39]). Îäíàêî âñÿêèé ðàç ýòî
äåëàåòñÿ íåÿâíî, òàê ÷òî âûïèñàòü îöåíêó âèäà

χS(Rn) ≥ (c+ o(1))n

ñ êîíêðåòíîé c > 1 íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ìíîæåñòâà S îáÿçàíû ëåæàòü íà íåêîòîðîé ñôåðå (ñì.
[36]�[38]). Òðóäíàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå èëè îïðîâåðæåíèè îá-
ðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ.

Äèñòàíöèîííûå ãðàôû è ãèïåðãðàôû

Òåïåðü ðàññêàæåì î ñâÿçè îïèñàííûõ âûøå çàäà÷ ñ ïðîáëåìàìè ýêñòðåìàëü-
íîé êîìáèíàòîðèêè è òåîðèåé ãèïåðãðàôîâ. Äëÿ íà÷àëà ââåäåì îïðåäåëåíèå
äèñòàíöèîííîãî ãðàôà.

Äèñòàíöèîííûé ãðàô èëè ãðàô ðàññòîÿíèé � ýòî ëþáîé ãðàô G = (V,E),
ó êîòîðîãî

V ⊆ Rn, E ⊆ {{x,y} : |x− y| = a}, a > 0.
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Æåëàÿ ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âåðøèíû ãðàôà ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó ðàçìåð-
íîñòè n, áóäåì ãîâîðèòü îá n-ìåðíîì äèñòàíöèîííîì ãðàôå. Åñëè |V | < ∞,
òî ñêàæåì ÿâíî, ÷òî ãðàô ðàññòîÿíèé êîíå÷íûé.

Â òåðìèíàõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ χ(Rn) � ýòî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðà-
ôà ðàññòîÿíèé, ó êîòîðîãî V = Rn. À ïîñêîëüêó, êàê íåòðóäíî âèäåòü, χ(Rn) <
∞, íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ êîìïàêòíîñòè (ñì. [40]) ïîêàçûâàþò, ÷òî õðîìàòè-
÷åñêîå ÷èñëî ïðîñòðàíñòâà äîñòèãàåòñÿ íà êîíå÷íîì n-ìåðíîì äèñòàíöèîííîì
ãðàôå.

Âñå èçâåñòíûå ýêñïîíåíöèàëüíûå íèæíèå îöåíêè âåëè÷èíû χ(Rn) äîñòè-
ãàþòñÿ íà êîíå÷íûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôàõ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ðåøåòêè
Zn. À ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè âåëè÷èí χS(Rn), ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [36]�
[38], è âîâñå îñíîâàíû íà ìíîæåñòâàõ (0, 1)�âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå. Îïèøåì
îáùóþ èäåþ íà ïðèìåðå âåëè÷èíû χS(Rn) è ãðàôà ñ âåðøèíàìè â {0, 1}n.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé âåðøèíå ýòîãî ãðàôà îäíî è òî æå ÷èñëî åäè-
íèö. Â ýòîì ñëó÷àå ãðàô ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ íåêîòîãîãî b ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå åãî âåðøèí (êàê âåêòîðîâ) ðàâíî
b. Ïóñòü χ(G) � õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà G, òî åñòü ìèíèìàëüíîå êîëè÷å-
ñòâî öâåòîâ, â êîòîðûå òàê ìîæíî ïîêðàñèòü âñå âåðøèíû ýòîãî ãðàôà, ÷òî
âñå ðåáðà íå ÿâëÿþòñÿ îäíîöâåòíûìè (èíà÷å ãîâîðÿ, âåðøèíû, îáðàçóþùèå
ðåáðà, ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà). Ïóñòü, äàëåå, α(G) åñòü ðàçìåð ëþáîãî èç
ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ âåðøèí ãðàôà G (òî åñòü ìíîæåñòâà
âåðøèí, â êîòîðûõ íèêàêèå äâå âåðøèíû íå ñîåäèíåíû ðåáðîì). ßñíî, ÷òî

χ(G) ≥ |V (G)|
α(G)

,

ãäå |V(G)| � êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðàôà G. Ïðè ýòîì â íàøåì ñëó÷àå α(G)
� ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî (0, 1)�âåêòîðîâ, ó êîòîðûõ ïîïàðíûå ñêàëÿðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ íå ðàâíû b. Òàêèì îáðàçîì, æåëàÿ ïðîäîëæèòü öåïî÷êó íåðà-
âåíñòâ

χ(Rn) ≥ χ(G) ≥ |V (G)|
α(G)

,

ìû äîëæíû íàó÷èòüñÿ îöåíèâàòü ñâåðõó ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè. Íàïîìíèì,
÷òî ãèïåðãðàô � ýòî ïàðà ìíîæåñòâ H = (V,E), ãäå V = V (H) � íåêîòîðîå
(êàê ïðàâèëî, êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå ìíîæåñòâîì âåðøèí ãèïåð-
ãðàôà, à E = E(H) � ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V ,
íàçûâàåìûõ ðåáðàìè ãèïåðãðàôà. ßñíî, ÷òî êàæäîìó (0, 1)�âåêòîðó ìîæíî
ñîïîñòàâèòü ðåáðî ãèïåðãðàôà íà n âåðøèíàõ: ýòî ïðîñòî ìíîæåñòâî íîìåðîâ
êîîðäèíàò, íà êîòîðûõ ñòîÿò åäèíèöû. Â ýòèõ òåðìèíàõ α(G) � ýòî ìàêñè-
ìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð ãèïåðãðàôà, ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðûõ íå ìîãóò
èìåòü ìîùíîñòü b. Îòûñêàíèå ïîñëåäíåé âåëè÷èíû � ýòî è åñòü êëàññè÷åñêàÿ
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ïðîáëåìà ýêñòðåìàëüíîé êîìáèíàòîðèêè è òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Çäåñü ñàìûå
ñèëüíûå äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàëè Ï. Ôðàíêëó è Â.
Ðåäëþ (ñì. [37]).

Çàäà÷à îá îáõâàòå è õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ãðàôà

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû óæå ïîêàçàëè, íàñêîëüêî âàæíû ãðàôû è èõ õðî-
ìàòè÷åñêèå ÷èñëà äëÿ êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè. Îäèí èç êëàññè÷åñêèõ ðå-
çóëüòàòîâ î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ãðàôà áûë äîêàçàí â 1959 ãîäó Ï. Ýðåäåøåì
(ñì. [41] ): Äëÿ ëþáûõ k, l ñóùåñòâóåò ãðàô G, ó êîòîðîãî χ(G) > k, g(G) > l,
ãäå â ñâîþ î÷åðåäü g(G) åñòü îáõâàò ãðàôà G, òî åñòü äëèíà êðàò÷àéøåãî
öèêëà â íåì. Ï. Ýðäåø äîêàçàë òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ �îáû÷íûõ� ãðàôîâ, à
À.Ì. Ðàéãîðîäñêèé (ñì. [42]) ñôîðìóëèðîâàë åñòåñòâåííûé àíàëîã ýòîé çà-
äà÷è äëÿ ñëó÷àÿ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ: ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êî-
íå÷íûõ n-ìåðíûõ ãðàôîâ ðàññòîÿíèé Gn, ó êîòîðûõ íåò êëèê ðàçìåðà k, à
õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà ðàñòóò ýêñïîíåíöèàëüíî.

Â ðàáîòàõ [42] � [46] èçó÷àëèñü âåëè÷èíû

ζ(k) = sup{ζ : ∃ δ(n) = o(1), ∀ n, ∃ G ⊂ Rn,

ω(G) < k, χ(G) ≥ (ζ + δ(n))n},
ãäå ω(G) � ÷èñëî âåðøèí â ñàìîì áîëüøîé êëèêå ãðàôà G. Äëÿ ýòèõ âåëè÷èí
ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íî õîðîøèå îöåíêè. Äëÿ íàñ ñåé÷àñ âàæíî òî, ÷òî, êàê
âèäíî èç ýòèõ îöåíîê, ζ(k)→ 1.239 . . . ïðè k →∞. Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè
ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè k = k(n), ñòðåìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè
ñ ðîñòîì n, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ δ = δ(n), ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè n→∞,
è òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ n-ìåðíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ Gn,
÷òî χ(Gn) ≥ (1.239...+ δ(n))n è ω(Gn) ≤ k(n).

Ïàôîñ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â òîì, ÷òî êîíñòàíòà â îñíîâàíèè ýêñïîíåíòû,
êîòîðàÿ ñëóæèò îöåíêîé äëÿ õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà, â òî÷íîñòè ðàâíà âå-
ëè÷èíå 1.239 . . . , à íå ïðîñòî �áëèçêà� ê íåé. È äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷åí ëþáîé
ñêîëü óãîäíî ìåäëåííûé ðîñò âåðõíåé ãðàíèöû k(n) äëÿ êëèêîâîãî ÷èñëà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà óëó÷-
øåíèþ ðåçóëüòàòîâ Ôðàíêëà�Ðåäëÿ î ÷èñëå ðåáåð ãèïåðãðàôà ñ çàïðåùåííûì
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ïåðåñå÷åíèåì (ñì. ðàçäåë äèñòàíöèîííûå ãðàôû è ãèïåðãðàôû). Âî âòîðîé
ãëàâå ðå÷ü ïîéäåò î ïðèìåíåíèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â çàäà÷å î õðîìàòè-
÷åñêîì ÷èñëå ïðîñòðàíñòâà ñ çàïðåùåííûì ðàâíîñòîðîííèì òðåóãîëüíèêîì.
Â òðåòüåé ãëàâå ðå÷ü ïîéäåò î íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòàõ â ðåøåíèè êëàccè÷å-
ñêîé ïðîáëåìû, ñâÿçàííîé ñ èçó÷åíèåì õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà χ(Rn) åâêëè-
äîâà ïðîñòðàíñòâà. È â çàêëþ÷åíèè ïîãîâîðèì î äàëüíåéøèõ íàïðàâëåíèÿõ
èññëåäîâàíèé.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí ïðîôåññîðó À.Ì. Ðàéãîðîä-
ñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è íåîöåíèìóþ ïîìîùü â ðàáîòå.
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Ãëàâà 1

Òåîðåìà î ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ðåáåð

ãèïåðãðàôà ñ çàïðåùåííûì

ïåðåñå÷åíèåì è åå óòî÷íåíèÿ

1.1 Ââåäåíèå

Ïåðåä òåì êàê ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ â äàííîé äèññåð-
òàöèè áûëà ñóùåñòâåííî óëó÷øåíà, ïðèâåäåì ðÿä îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ãèïåðãðàôîì H íàçîâåì ïàðó ìíîæåæñòâ H = (V,E), ãäå
V = V (H) � íåêîòîðîå (êàê ïðàâèëî, êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå ìíî-
æåñòâîì âåðøèí ãèïåðãðàôà, à E = E(H) � ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V , íàçûâàåìûõ ðåáðàìè ãèïåðãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ãèïåðãðàô íàçûâàåòñÿ n-îäíîðîäíûì, åñëè êàæäîå åãî ðåá-
ðî èìååò ðîâíî n âåðøèí.

Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è î ðàñêðàñêàõ ãèïåðãðàôîâ âïåðâûå âîçíèêëè â êëàñ-
ñè÷åñêèõ ðàáîòàõ 20-30-õ ãîäîâ XX âåêà, ïîëîæèâøèõ íà÷àëî òåîðèè Ðàìñåÿ.
Ïðîáëåìû ðàìñååâñêîãî òèïà áåðóò ñâîå íà÷àëî â êîìáèíàòîðèêå ñ òåîðåìû
Ðàìñåÿ 1930 ãîäà, à â òåîðèè ÷èñåë � ñ òåîðåìû Âàí äåð Âàðäåíà 1927 ãîäà.
Îáå ýòè òåîðåìû î÷åíü òåñíî ñâÿçàíû ñ ðàñêðàñêàìè ãèïåðãðàôîâ è, ïî ñóòè,
ñòèìóëèðîâàëè ñàìî ðàçâèòèå òåîðèè ðàñêðàñîê ãèïåðãðàôîâ.

Â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè ñëåäóþùóþ òåîðåìó â ñâîåé ðàáîòå [37] äîêàçàëè Ï.
Ôðàíêë è Â. Ðåäëü.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü H1 = (V,E1), H2 = (V,E2) � äâà ãèïåðãðàôà íà îäíîì è
òîì æå ìíîæåñòâå V èç n âåðøèí, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ F1 ∈ E1, F2 ∈ E2

âûïîëíåíî |F1 ∩ F2| 6= l (ìíîæåñòâà ðåáåð E1, E2 ìîãóò êàê ïåðåñåêàòüñÿ,

13



òàê è íå ïåðåñåêàòüñÿ). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî η ∈
(
0, 1

4

)
âûïîëíåíî óñëîâèå

ηn ≤ l ≤
(

1
2 − η

)
n, òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà ε > 0, çàâèñÿùàÿ òîëüêî

îò η, ñ êîòîðîé |E1| · |E2| ≤ (4− ε+ o(1))n.

Ðàçóìååòñÿ, òåîðåìà 1 òåì èíòåðåñíåå, ÷åì áîëüøå n. Ôàêòè÷åñêè ìû âè-
äèì, ÷òî ïðè n→∞ ìàêñèìóì ïðîèçâåäåíèÿ ìîùíîñòåé äâóõ ñîâîêóïíîñòåé
ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, â êîòîðûõ çàïðåùåíû �ïåðåêðåñò-
íûå� ïåðåñå÷åíèÿ âåëè÷èíû l = Θ(n), â ýêñïîíåíòó ðàç ìåíüøå, ÷åì 4n, ò.å.
÷åì ïðîñòî ìàêñèìóì ïðîèçâåäåíèÿ ìîùíîñòåé äâóõ ñîâîêóïíîñòåé ïîäìíî-
æåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

Çàìåòèì, ÷òî â òåîðåìå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíîñòü ãèïåðãðàôîâ, ò.å.
ìîùíîñòè ðåáåð ìîãóò áûòü ðàçíûìè. Íà ñàìîì äåëå â ïðèëîæåíèÿõ, êîòî-
ðûì ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ, ãèïåðãðàôû áóäóò êàê ðàç îäíîðîä-
íû. Ïîýòîìó ìû ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíî äîïóùåíèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî i ∈ {1, 2} è ëþáîãî F ∈ Ei âûïîëíåíî |F | = d.

Îïÿòü æå, åñëè ãîâîðèòü î ïðèëîæåíèÿõ, òî íàèáîëåå öåííûìè ÿâëÿþòñÿ
ñèòóàöèè, êîãäà äëÿ êàæäîãî n åñòü ñâîÿ ïàðà ãèïåðãðàôîâ Hn

1 , H
n
2 , äëÿ êîòî-

ðûõ d (ìîùíîñòü êàæäîãî ðåáðà) � ýòî ôóíêöèÿ îò n, èìåþùàÿ àñèìïòîòèêó
d ∼ an, a ∈ (0, 1/2), ïðè n → ∞, à l (âåëè÷èíà çàïðåòà) � ýòî ôóíêöèÿ îò
n, èìåþùàÿ àñèìïòîòèêó l ∼ ρn, ρ ∈ (0, a). Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ âåëè÷èíà ε
èç òåîðåìû 1 çàâèñèò ïî-ïðåæíåìó òîëüêî îò ρ è íèêàê íå ó÷èòûâàåò çíà÷å-
íèÿ a. Áîëåå òîãî, çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ε îò âåëè÷èíû ρ â òåîðåìå 1 ñèëüíî
íåÿâíàÿ.

Íàì óäàëîñü, âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâåííî óòî÷íèòü òåîðåìó, âî-âòîðûõ, ñäå-
ëàòü îöåíêó çàâèñÿùåé òàêæå îò a è, â-òðåòüèõ, ÿâíî îïèñàòü çàâèñèìîñòü ε
îò ρ è a.

1.2 Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ãëàâíûìè ðåçóëüòàòàìè äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ, âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâåííîå
óòî÷íåíèå òåîðåìû Ôðàíêëà�Ðåäëÿ, a, âî-âòîðûõ, íîâûå âåðõíèå îöåíêè ïðî-
èçâåäåíèÿ ìîùíîñòåé äâóõ ñîâîêóïíîñòåé ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà ñ çàïðåòîì íà �ïåðåêðåñòíûå� ïåðåñå÷åíèÿ. Äîêàçàííûå íèæå òåîðåìû
îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [65], [66].

Èòàê, ïóñòü Hn
1 = (V n, En

1 ), Hn
2 = (V n, En

2 ) � ãèïåðãðàôû, ó êîòîðûõ
V n = {1, . . . , n}, òàêæå äëÿ ëþáîãî i è äëÿ ëþáîãî F ∈ En

i âûïîëíåíî

|F | = d(n) ∼ an, a ∈ (0, 1/2), n→∞,
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è, íàêîíåö, äëÿ ëþáûõ F1 ∈ En
1 , F2 ∈ En

2 âûïîëíåíî

|F1 ∩ F2| 6= l(n) ∼ ρn, ρ ∈ (0, a), n→∞.

Ââåäåì ðÿä ïàðàìåòðîâ. Ïóñòü α1, α2, β � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñ-
ëà, α = α1 + α2, ïðè÷åì α + β < 1. Ïóñòü äàëåå γ1, γ2 ∈ (0, α + β). Ïîëîæèì

µ1 = 1− α− β + γ1, µ2 = 1− α− β + γ2,

a1 = min
{
a− α1 − β + γ1,

µ1

2

}
,

a2 = min
{
a− α1 − β + γ2,

µ2

2

}
.

Òåïåðü ââåäåì íåêîòîðóþ âåëè÷èíó g1. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ôóíêöèþ ýíòðî-
ïèè

H(x) = −x log2 x− (1− x) log2(1− x)

è ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Åñëè a1 = µ1

2 , òî

g1 = 2
2H

(
1+

β
µ1
2

)
µ1

.

Åñëè
a1 = a− α1 − β + γ1 è a1 + β ≥ µ1

2
,

òî

g1 = min

2
2H
(
a1
µ1

)
µ1, 2

H
(
a1
µ1

)
µ1+H

(
a1+β
µ1

)
µ1, 2

2H

(
1+

β
µ1
2

)
µ1

 .

Åñëè
a1 = a− α1 − β + γ1 è a1 + β <

µ1

2
,

òî

g1 = min

2
2H
(
a1
µ1

)
µ1, 2

2H

(
1+

β
µ1
2

)
µ1

 .

Äëÿ δ ∈ (0, 1) è z, z1 ≥ 1, z2 ≥ 1 ïîëîæèì

f1(δ) = inf
{

(1 + y)(1− x) : (1 + y)2 ≤ 1 + δ, (1 + x)(1− y) ≤ 1 + δ,

x > 0, y > 0 } ,

f2(α, β, δ, z) = α ln(1 + δ) + β ln f1(δ) + ln(1− (δ)z), z ≥ 1
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δ1 = sup

δ : sup
z1≥1


min
γ1

(g1/4
µ1)

(1 + δ)αfβ1 (δ)
: β = ρ− α1, α + β ≥ ρ,

f2(α, β, δ, z1) ≤ 0} < 1− (δ)z1 } ,

Äàëåå ïîõîæèì îáðàçîì îïðåäåëèì δ2. À èìåííî, ïóñòü κ = β
µ2
− 1

2 è λ ∈(
1
2 −

a2
µ2
, κ
)
. Åñëè

a2 + (κ− λ)µ2 ≥
µ2

2
,

òî ïîëîæèì

g2(λ) = min

{
2

2H
(
a2
µ2

)
µ2, 2

H
(
a2
µ2

)
µ2+H

(
a2+(κ−λ)µ2

µ2

)
µ2, 22H( 1+(κ−λ)

2 )µ2

}
.

Èíà÷å

g2(λ) = min

{
2

2H
(
a2
µ2

)
µ2, 22H( 1+(κ−λ)

2 )µ2

}
.

Åñëè a2 = µ2

2 , òî

h(λ) = max
{

2µ2 · 2H( 1
2−λ)µ2, 22H( 1+κ−λ

2 )µ2

}
,

èíà÷å

h(λ) = min

{
2

2H
(
a2
µ2

)
µ2,max

{
2
H
(
a2
µ2

)
µ2 · 2H( 1

2−λ)µ2, g2(λ)

}}
.

Íàêîíåö, ξ = min
λ
h(λ) è

δ2 = supδ : sup
z2≥1


min
γ2: κ>0

(ξ/4µ2)

(1 + δ)αfβ1 (δ)
: ρ− α1 = 1− α− β, α + β ≥ 1− ρ,

f2(α, β, δ, z2) ≤ 0} < 1− (δ)z2 } ,

Òåîðåìà 2. Ïîëîæèì ε = min{(δ1)
z1, (δ2)

z2}. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|En
1 | · |En

2 | ≤ (4− 4ε+ o(1))n .
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Çàìå÷àíèå. Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóþòñÿ èäåè èñõîäíîé ðàáîòû Ï. Ôðàíê-
ëà è Â. Ðåäëÿ [37], à òàêæå ðÿä íîâûõ íåòðèâèàëüíûõ ñîîáðàæåíèé èç ýêñòðå-
ìàëüíîé êîìáèíàòîðèêè. Êðîìå òîãî, ðàññóæäåíèå çíà÷èòåëüíî óñëîæíåíî çà
ñ÷åò ââåäåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà íîâûõ ïàðàìåòðîâ. Â ÷àñòíîñòè, îãðàíè÷åíèå
íà ìîùíîñòü ðåáðà ãèïåðãðàôà ïðèâîäèò ê íîâûì íåðàâåíñòâàì äëÿ îöåíêè
èñêîìîé âåëè÷èíû |En

1 | · |En
2 |. Áîëåå òîãî, òî, ÷òî âñå îñíîâíûå ïàðàìåòðû

èç óñëîâèÿ òåîðåìû ìû íàìåðåííî ñäåëàëè çàâèñèìûìè îò n, ïîìîãëî íàì â
îòûñêàíèè ÿâíîé çàâèñèìîñòè ε îò ρ è a.

Â ñëó÷àå, êîãäà a = 1
2 , ρ = 1

4 , òåîðåìà 1 èìåëà ñëåäñòâèå, ñôîðìóëèðî-
âàííîå êàê ñëåäñòâèå 1.2 â ðàáîòå [37]: â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 2 âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

|En
1 | · |En

2 | ≤ (3.96 + o(1))n.

Ïðè òåõ æå ïàðàìåòðàõ òåîðåìà 2 äàåò îöåíêó

|En
1 | · |En

2 | ≤ (3.892 . . .+ o(1))n.

Ìîæíî ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå îöåíêè è ñ òðèâèàëüíûì ñëó÷àåì. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùóþ òàáëèöó. Â íåé ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðè íåêîòî-
ðûõ a ∈ [0.3, 0.5] è ρ ∈ [0.025, 0.25]. Â êàæäîé êëåòêå ñâåðõó ñòîèò îöåíêà
â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå, òî åñòü ïðîñòî êâàäðàò ÷èñëà âñåõ âîçìîæíûõ ðåáåð
áåç çàïðåòà íà ïåðåêðåñòíûå ïåðåñå÷åíèÿ n

√
(Cd

n)2 = ( 1
aa(1−a)1−a )

2, à ñíèçó �
4− 4ε. Âèäíî, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî çíà÷èìîå óëó÷øåíèå.
Ïðî÷åðêè ñòîÿò â òåõ êëåòêàõ, â êîòîðûõ óëó÷øåíèÿ íåò.

0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15 0.175 0.2 0.225 0.25

0.3
3.393 3.393 3.393 3.393 3.393 3.393 3.393 3.393 - -

3.384 3.372 3.296 3.280 3.220 3.268 3.180 3.232 - -

0.35
3.651 3.651 3.651 3.651 3.651 3.651 3.651 3.651 - -

3.608 3.604 3.432 3.452 3.460 3.468 3.400 3.580 - -

0.4
3.842 3.842 3.842 3.842 3.842 3.842 3.842 3.842 3.842 -

3.716 3.712 3.704 3.700 3.700 3.692 3.688 3.676 3.780 -

0.45
3.960 3.960 3.960 3.960 3.960 3.960 3.960 3.960 3.960 3.960

3.792 3.792 3.788 3.796 3.796 3.800 3.796 3.800 3.804 3.880

0.5
4.000 4.000 4.000 4.000 4.000 4.000 4.000 4.000 4.000 4.000

3.844 3.848 3.852 3.856 3.864 3.868 3.872 3.880 3.884 3.892
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1.3 Äîêàçàòåëüñòâî óòî÷íåíèÿ òåîðåìû Ôðàíêëà�Ðåäëÿ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ìû ðàçîáüåì íà íåñêîëüêî ÷àñòåé.

1.3.1 Íåêîòîðûå ïàðàìåòðû

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2, áóäó÷è ñóùåñòâåííûì
óòî÷íåíèåì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 Ôðàíêëà�Ðåäëÿ, òåì íå ìåíåå, âî ìíî-
ãîì ñ íèì ïåðåêëèêàåòñÿ. Ïîýòîìó ìû áóäåì ÷àñòî àïåëëèðîâàòü ê ðàáîòå
[37] è äàæå ê îáîçíà÷åíèÿì èç ýòîé ðàáîòû.

Èòàê, ïóñòü ôèêñèðîâàíî n ∈ N è äàíû ãèïåðãðàôû Hn
1 = (V n, En

1 ),
Hn

2 = (V n, En
2 ). Ó íèõ îäíî è òî æå ìíîæåñòâî èç n âåðøèí, è íàì íóæíî

îöåíèòü ïðîèçâåäåíèå ìîùíîñòåé èõ ìíîæåñòâ ðåáåð. Ïîñêîëüêó n ôèêñèðî-
âàíî, ââåäåì äëÿ ìíîæåñòâ ðåáåð íîâûå îáîçíà÷åíèÿ, â êîòîðûõ n ÿâíî íå
ôèãóðèðóåò. À èìåííî, çàìåíèì îáîçíà÷åíèå En

1 íà F , à îáîçíà÷åíèå En
2 �

íà G. Òàê è èíäåêñîâ ìåíüøå, è ñèìâîëû ñîâïàäàþò ñî ñâîèìè àíàëîãàìè èç
ðàáîòû [37].

Îòìåòèì, ÷òî, çàôèêñèðîâàâ n, ìû â ïðèíöèïå ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî
äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, âåäü îöåíêà â òåîðåìå 2 ñôîðìóëèðîâàíà ñ òî÷-
íîñòüþ äî ôóíêöèè o(1), êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì n, íî ïðè íåîá-
õîäèìîñòè ìîæåò áûòü ñäåëàíà è î÷åíü áîëüøîé íà íà÷àëüíîì îòðåçêå íàòó-
ðàëüíîãî ðÿäà.

Êðîìå òîãî, êîëü ñêîðî n äàíî, äàíû è ÷èñëà d � ìîùíîñòü êàæäîãî ðåáðà
� è l � âåëè÷èíà çàïðåùåííîãî ïåðåñå÷åíèÿ.

Íàïîìíèì íåñêîëüêî âàæíûõ îáîçíà÷åíèé èç ðàáîòû [37]. Ïóñòü íà îä-
íîì è òîì æå n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå âåðøèí X åñòü äâà ìíîæåñòâà ðå-
áåð X ,Y . Ïóñòü ÷èñëà l1, l2 òàêîâû, ÷òî 0 ≤ l1 ≤ l2 ≤ n. Òîãäà çàïèñü
(X ,Y) ∈ P(n, [l1, l2]) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåáðà èç X è ëþáîãî ðåáðà
èç Y ìîùíîñòü èõ ïåðåñå÷åíèÿ íå ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [l1, l2]. Ïðè l1 = l2
îòðåçîê ñîñòîèò èç îäíîãî ÷èñëà. Íàïðèìåð, äëÿ íàøèõ ìíîæåñòâ ðåáåð F ,G
âûïîëíåíî

(F ,G) ∈ P(n, [l, l]).

Äàëåå, ïî x ∈ X îïðåäåëÿþòñÿ ñîâîêóïíîñòè X0,X1:

X0 = X0(x) = {F ∈ X : x 6∈ F},

X1 = X1(x) = {F \ {x} : x ∈ F ∈ X}
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è èõ àíàëîãè Y0,Y1. Íàáëþäåíèå (î÷åâèäíîå) ñî ñòðàíèöû 267 ðàáîòû [37]
ñîñòîèò â òîì, ÷òî

(X1,Y1) ∈ P(n− 1, [l1 − 1, l2 − 1]),

(X0,Y0 ∪ Y1) ∈ P(n− 1, [l1, l2]),

(X0,Y0 ∩ Y1) ∈ P(n− 1, [l1 − 1, l2]).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ãèïåðãðàô (X,Y) îäíîðîäåí, òî Y0 ∩ Y1 = ∅.
Íàêîíåö, â [37] èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

p(X ) =
|X |

2|∪X |
,

ãäå ïîä ∪X ìû ïîíèìàåì îáúåäèíåíèå âñåõ ðåáåð èç ñîâîêóïíîñòè X .
Âåðíåìñÿ ê íàøèì ñîâîêóïíîñòÿì F ,G è èõ ïàðàìåòðàì n, d, l. Ïóñòü

δ ∈ (0, 1). Îïèøåì àëãîðèòì A(δ) ñî ñòðàíèöû 268 ðàáîòû [37]. Ýòîò àëãî-
ðèòì ïðåîáðàçóåò èñõîäíûå ñîâîêóïíîñòè F ,G â íåêîòîðûå íîâûå ñîâîêóï-
íîñòè F∗,G∗, è, åñëè èçíà÷àëüíî ìíîæåñòâàì èç ðàçíûõ ñîâîêóïíîñòåé áûëî
çàïðåùåíî ïåðåñåêàòüñÿ ïî l ýëåìåíòàì, òî â èòîãå âçàèìíûå ïåðåñå÷åíèÿ
îêàæóòñÿ ëèáî áîëüøèìè íåêîòîðîé âåëè÷èíû, ëèáî ìåíüøèìè íåêîòîðîé
äðóãîé âåëè÷èíû.

1.3.2 Àëãîðèòì Ôðàíêëà�Ðåäëÿ A(δ)

(a) Ïîëàãàåì m = n, l1 = l, l2 = l.

(b) Ïðîâåðÿåì, íå âûïîëíåíî ëè l1 = 0. Åñëè äà, òî îñòàíàâëèâàåì àëãîðèòì.
Åñëè íåò, òî ïåðåõîäèì ê øàãó (c).

(c) Ïðîâåðÿåì, íå âûïîëíåíî ëè l2 = m. Åñëè äà, òî îñòàíàâëèâàåì àëãî-
ðèòì. Åñëè íåò, òî ïåðåõîäèì ê øàãó (d).

(d) Ïðîâåðÿåì, íå âûïîëíåíî ëè

p(F1)p(G1) > (1 + δ)p(F)p(G).

Åñëè äà, òî ïîëàãàåì F = F1, G = G1, l1 = l1− 1, l2 = l2− 1 è ïåðåõîäèì
ê (h). Èíà÷å ïåðåõîäèì ê (e).

(e) Âûáèðàåì F1 èëè G1 (ñêàæåì, F1) ñ p(F1) ≤
√

1 + δp(F) è ïåðåõîäèì ê
(f).
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(f) Ïðîâåðÿåì, íå âûïîëíåíî ëè

p(G0 ∪ G1)p(F0) > (1 + δ)p(G)p(F).

Åñëè äà, òî ïîëàãàåì F = F0, G = G0 ∪ G1 è ïåðåõîäèì ê (h). Èíà÷å
ïåðåõîäèì ê (g).

(g) Ïîëàãàåì F = F1, G = G0 ∩ G1, l1 = l1 − 1 è ïåðåõîäèì ê (h).

(h) Ïîëàãàåì m = m− 1 è ïåðåõîäèì ê (b).

Íà øàãàõ (d), (f) ñîâîêóïíîñòè F ,G ïðåîáðàçóþòñÿ â ñîâîêóïíîñòè F ′,G ′,
ó êîòîðûõ

p(F ′)p(G ′) > (1 + δ)p(F)p(G).

Íà øàãå (g) òàêæå èìååò ìåñòî ïðåîáðàçîâàíèå ñîâîêóïíîñòåé. Íî ÷òî
ìîæíî ñêàçàòü î âåëè÷èíàõ p? Åñëè ïîëîæèòü, ñëåäóÿ ðàáîòå [37],

p(F1)

p(F)
= 1 + y,

p(G0 ∪ G1)

p(G)
= 1 + x,

òî, êîíå÷íî, x > 0, à y ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ. Â ðàáîòå [37] ïîñëå
íåñëîæíûõ âûêëàäîê ïðè y < 0 ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî

p(F ′)p(G ′) > (1− δ)p(F)p(G).

Â òî æå âðåìÿ ïðè y ≥ 0 èìååì

p(F ′)p(G ′) = p(F1)p(G0 ∩ G1) = p(F1)
p(G0 ∩ G1)

p(G)
p(G) =

= (1 + y)p(F)

(
2− p(G0 ∪ G1)

p(G)

)
p(G) = (1 + y)(1− x)p(F)p(G).

Î÷åâèäíî, 1 + y ≤
√

1 + δ, ò.å. (1 + y)2 ≤ 1 + δ, âåäü øàã (e) óæå ïðîéäåí.
Áîëåå òîãî, ïðåîäîëåí è øàã (f), îòêóäà

p(G0 ∪ G1)

p(G)
· p(F0)

p(F)
≤ 1 + δ,

ò.å.

(1 + x) · p(F0)

p(F)
= (1 + x)

(
2− p(F1)

p(F)

)
= (1 + x)(1− y) ≤ 1 + δ.

Â èòîãå
p(F ′)p(G ′) ≥ f1(δ)p(F)p(G). (2)
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Ïîñêîëüêó f1(δ), êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, íå ïðåâîñõîäèò 1 − δ, ïîëó÷àåì,
÷òî ïðè ëþáûõ y ñïðàâåäëèâî (2).

Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ ëèáî ïðè l1 = 0, ëèáî ïðè l2 = m. Îáîçíà÷èì
α ÷èñëî øàãîâ (d) è (f), èç íèõ α1 øàãîâ (d) è α2 øàãîâ (f). Àíàëîãè÷íî � β
� ÷èñëî øàãîâ (g). Ïîëîæèì

α =
α

n
, α1 =

α1

n
, α2 =

α2

n
, β =

β

n
.

Î÷åâèäíî, ïîñëåäíèå ÷åòûðå âåëè÷èíû óäîâëåòâîðÿþò âñåì îãðàíè÷åíèÿì,
íàëîæåííûì íà îäíîèìåííûå âåëè÷èíû èç ðàçäåëà 1.2, ò.å. íà òå âåëè÷è-
íû, ïî êîòîðûì ôàêòè÷åñêè áåðóòñÿ âíóòðåííèå ñóïðåìóìû â îïðåäåëåíèÿõ
÷èñåë δ1, δ2 èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 2. Èíûìè ñëîâàìè, α1, α2, β � ïîëî-
æèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, α = α1 + α2, α + β < 1.

ßñíî òàêæå, ÷òî åñëè F∗,G∗ � ñîâîêóïíîñòè, ïîëó÷åííûå ïî çàâåðøåíèè
àëãîðèòìà, òî

p(F∗)p(G∗) ≥ (1 + δ)αfβ1 (δ)p(F)p(G).

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ðàçáåðåì ñëó÷àé, êîãäà àëãîðèòì îñòàíàâëè-
âàåòñÿ íà l1 = 0. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ðàçáåðåì äðóãîé ñëó÷àé îñòàíîâêè.

1.3.3 Ïåðâûé ñëó÷àé îñòàíîâêè àëãîðèòìà è äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 2 â ýòîì ñëó÷àå

Çàôèêñèðóåì ëþáîå ÷èñëî δ′1 < δ1 (ñì. ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 2). Ïóñòüm1 �
ýòî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âåðøèí ãèïåðãðàôîâ F∗,G∗, âûäàííûõ àëãîðèòìîì
A(δ′1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãîðèòì çàâåðøèëñÿ ïðè l1 = 0. ßñíî, ÷òî m1 =
n−α−β. Äàëåå, ïîñêîëüêó êîíöû èíòåðâàëà çàïðåùåííûõ ïåðåñå÷åíèé (ò.å.
âåëè÷èíû l1, l2) ñäâèãàþòñÿ íà 1 âëåâî òîëüêî íà øàãàõ (d) è (g), òî ïîíÿòíî,
÷òî â òåêóùåì ñëó÷àå (êîãäà ïî çàâåðøåíèè àëãîðèòìà l1 = 0) l = α1 + β,
îòêóäà ρ ∼ α1 + β ïðè n→∞ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, β ∼ ρ− α1. Ðàçóìååòñÿ,
òàêæå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

α + β ≥ (1 + o(1))ρ

ïðè n→∞. Èíûìè ñëîâàìè, âåëè÷èíû α1, α, β ñâÿçàíû àñèìïòîòè÷åñêè òåìè
æå ñîîòíîøåíèÿìè, êàêèìè ñâÿçàíû îäíîèìåííûå âåëè÷èíû èç âíóòðåííåãî
ñóïðåìóìà â îïðåäåëåíèè ÷èñëà δ1. Åñëè áû åùå îêàçàëîñü, ÷òî f2(α, β, δ

′
1, z1) ≤

0 (õîòÿ áû ïðè áîëüøèõ n), òî ìû ñ óâåðåííîñòüþ ìîãëè áû óòâåðæäàòü, ÷òî
ïðè áîëüøèõ n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

min
γ1

(g1/4
µ1)

(1 + δ′1)
αfβ1 (δ′1)

< 1− (δ′1)
z1. (3)
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Äîêàæåì îöåíêó f2(α, β, δ
′
1, z1) ≤ 0 â äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

p(F)p(G) ≥ (1− (δ′1)
z1)n. Äåéñòâèòåëüíî,

1 ≥ p(F∗)p(G∗) ≥ (1 + δ′1)
αfβ1 (δ′1)p(F)p(G) ≥

≥ (1 + δ′1)
αfβ1 (δ′1)(1− (δ′1)

z1)n,

îòêóäà ëîãàðèôìèðîâàíèåì ïîëó÷àåì

0 ≥ α ln(1 + δ′1) + β ln f1(δ
′
1) + n ln(1− (δ′1)

z1) =

= n(α ln(1 + δ′1) + β ln f1(δ
′
1) + ln(1− (δ′1)

z1)),

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, òî

|F| · |G| = 4np(F)p(G) < (4− 4(δ′1)
z1)n,

à ñòàëî áûòü, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè δ′1 < δ1, èìååì òàêæå

|F| · |G| ≤ (4− 4(δ1)
z1 + o(1))n ≤ (4− 4ε+ o(1))n,

ò.å. òåîðåìà 2 äîêàçàíà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñ íàøèìè
ïàðàìåòðàìè α, α1, α2, β, a, ρ âûïîëíåíî (3).

Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò γ1 ∈ (0, α + β), ñ êîòîðûì

g1/4
µ1

(1 + δ′1)
αfβ1 (δ′1)

< 1− (δ′1)
z1.

Ïîëîæèì γ1 = [γ1n] (çäåñü è äàëåå [x] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x).
Î÷åâèäíî, γ1 ≤ γ1n è γ1 ∼ γ1n ïðè n→∞.

Ïîëîæèì m1 = m1 + γ1. Ïîëó÷àåì, ÷òî m1 ∼ µ1n (ñì. ôîðìóëèðîâêó
òåîðåìû 2). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ỹ ìîùíîñòè γ1 è äâå ñîâîêóïíîñòè

F̃ = {F ∗ ∪ Y : F ∗ ∈ F∗, Y ⊆ Ỹ },

G̃ = {G∗ ∪ Y : G∗ ∈ G∗, Y ⊆ Ỹ }.
Ýòî ñîâîêóïíîñòè ðåáåð íà ìíîæåñòâå âåðøèí ìîùíîñòè m1. Áîëåå òîãî, êàê
è â èñõîäíûõ ñîâîêóïíîñòÿõ F∗,G∗, ðåáðà èç F̃ ïåðåñåêàþòñÿ ñ ðåáðàìè èç
G̃ íå ìåíåå ÷åì ïî β = βn âåðøèíàì (ïîñêîëüêó â íà÷àëå àëãîðèòìà ïðàâûé
êîíåö èíòåðâàëà çàïðåòîâ � ýòî l = α1+β è ýòîò êîíåö ñìåùàåòñÿ íà 1 òîëüêî
íà øàãå (d), ò.å. α1 ðàç). Íàêîíåö, êàæäîå ðåáðî â ëþáîì èç ãèïåðãðàôîâ �ñ
âîëíîé� èìååò ìîùíîñòü íå áîëüøå

a1 = d− α1 − β + γ1 ∼ (a− α1 − β + γ1)n.
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(ñð. âåëè÷èíó a1 èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 2). Â ñàìîì äåëå, íà êàæäîì øàãå
(d) è íà êàæäîì øàãå (g) ïðè ñìåíå ãèïåðãðàôîâ âñå ðåáðà óêîðà÷èâàþòñÿ
íà 1.

Ëåììà 1. Âûïîëíåíà îöåíêà

|F̃ | · |G̃| ≤ (g1 + o(1))n.

Ëåììó ìû äîêàæåì íèæå, à ñåé÷àñ äîïóñòèì, ÷òî îíà âåðíà. Òîãäà

p(F)p(G) ≤ p(F∗)p(G∗)
(1 + δ′1)

αfβ1 (δ′1)
=

p(F̃)p(G̃)

(1 + δ′1)
αfβ1 (δ′1)

=
|F̃ | · |G̃|

4m1(1 + δ′1)
αfβ1 (δ′1)

≤

≤

(
g1/4

µ1

(1 + δ′1)
αfβ1 (δ′1)

+ o(1)

)n

≤ (1− δ′1
z1 + o(1))n,

è òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Ïîñêîëüêó ìû çíàåì, ÷òî îáå ñîâîêóïíîñòè ðàñïî-
ëîæåíû íà ìíîæåñòâå âåðøèí ìîùíîñòè m1 è êàæäîå ðåáðî â íèõ èìååò íå
áîëåå a1 âåðøèí, òî äëÿ íàñ î÷åâèäíà îöåíêà

|F̃ | · |G̃| ≤

(
a1∑
i=0

C i
m1

)2

,

êîòîðàÿ ïðè a1 = a− α1 − β + γ1 (ñì. ðàçäåë 1.2) íå ñòîëü óæ òðèâèàëüíà è
ñ ó÷åòîì ôîðìóëû Ñòèðëèíãà (ñð. êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî ×åðíîâà) èìååò
âèä

|F̃ | · |G̃| ≤
(

2
2H
(
a1
µ1

)
µ1 + o(1)

)n
.

Ýòà îöåíêà ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì âåëè÷èíû g1 êàê ðàç â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà a1 = a− α1 − β + γ1.

Äàëåå, âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû g1 ïðèñóòñòâóåò âå-

ëè÷èíà 2
2H

(
1+

β
µ1
2

)
µ1

. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îöåíêà äîêàçàíà â ðàáîòå [37] â âèäå
òåîðåìû 2.1 íà ñòðàíèöå 266. Òàì íåò µ1, ïîñêîëüêó òàì ìíîæåñòâà âåðøèí
èìåþò ìîùíîñòè n; ó íàñ æå îíè ñóòü m1 ∼ µ1n, îòêóäà è íîðìèðîâêà, è o(1)
â îñíîâàíèè ýêñïîíåíòû, ôèãóðèðóþùåé â èòîãîâîé îöåíêå.
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Îñòàëîñü ëèøü îáúÿñíèòü �ñðåäíþþ� îöåíêó â ñëó÷àå, êîãäà a1 = a−α1−
β + γ1 è a1 + β ≥ µ1

2 . Îíà òîæå ôàêòè÷åñêè äîêàçàíà â ïðåäïîñëåäíåì íåðà-
âåíñòâå íà ñòðàíèöå 266 ñòàòüè [37]. Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ òî íåðàâåíñòâî
âûãëÿäèò òàê:

|F̃ | · |G̃| ≤

(
a1∑
i=0

C i
m1

) m1∑
i=a1+β

C i
m1

 ,

è â óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ ïîñëåäíåå ïðîèçâåäåíèå èìååò âèä(
2
H
(
a1
µ1

)
µ1+H

(
a1+β
µ1

)
µ1 + o(1)

)n
,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Çàìåòèì, ÷òî òàêîå íåðàâåíñòâî íå ìîãëî áûòü ïîëó÷åíî
â ðàìêàõ òåîðåìû 2.1 èç ðàáîòû [37]. Äåëî â òîì, ÷òî òàì íå áûëî ÿâíîãî
îãðàíè÷åíèÿ íà ìîùíîñòü êàæäîãî ðåáðà, à ó íàñ îíî åñòü.

Ëåììà äîêàçàíà.

1.3.4 Âòîðîé ñëó÷àé îñòàíîâêè àëãîðèòìà è äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 2 â ýòîì ñëó÷àå

Ðàññóæäåíèÿ î÷åíü ïîõîæè íà òå, êîòîðûå ìû ïðîâåëè â ï. 1.3.3. Îäíàêî äëÿ
áîëüøåé ÷åòêîñòè èçëîæåíèÿ èõ ñòîèò ïîâòîðèòü, ò.ê. åñòü è îòëè÷èÿ.

Çàôèêñèðóåì ëþáîå ÷èñëî δ′2 < δ2 (ñì. ðàçäåë 1.2). Ïóñòü m2 � ýòî ìîù-
íîñòü ìíîæåñòâà âåðøèí ãèïåðãðàôîâ F∗,G∗, âûäàííûõ àëãîðèòìîì A(δ′2).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëãîðèòì çàâåðøèëñÿ ïðè l2 = m. ßñíî, ÷òîm2 = n−α−β.
Äàëåå, ïîñêîëüêó êîíöû èíòåðâàëà çàïðåùåííûõ ïåðåñå÷åíèé (ò.å. âåëè÷èíû
l1, l2) ñäâèãàþòñÿ íà 1 âëåâî òîëüêî íà øàãàõ (d) è (g), òî ïîíÿòíî, ÷òî â òåêó-
ùåì ñëó÷àå (êîãäà ïî çàâåðøåíèè àëãîðèòìà l2 = m) l−α1 = n−α−β, îòêóäà
ρ− α1 ∼ 1− α− β ïðè n→∞. Ðàçóìååòñÿ, òàêæå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

α + β ≥ (1 + o(1))(1− ρ)

ïðè n→∞. Èíûìè ñëîâàìè, âåëè÷èíû α1, α, β ñâÿçàíû àñèìïòîòè÷åñêè òåìè
æå ñîîòíîøåíèÿìè, êàêèìè ñâÿçàíû îäíîèìåííûå âåëè÷èíû èç âíóòðåííåãî
ñóïðåìóìà â îïðåäåëåíèè ÷èñëà δ2. Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî f2(α, β, δ

′
2) ≤ 0

ñïðàâåäëèâî ïðè áîëüøèõ n ðîâíî ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ïî êàêèì òàêîå æå
íåðàâåíñòâî âûïîëíÿëîñü â ïåðâîì ñëó÷àå îñòàíîâêè àëãîðèòìà.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò γ2, ñ êîòîðûì κ > 0, è ñóùåñòâóåò òàêîå λ ∈(
1
2 −

a2
µ2
, κ
)
, ÷òî

ξ/4µ2

(1 + δ′2)
αfβ1 (δ′2)

< 1− (δ′2)
z2.
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Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èíòåðâàë, èç êîòîðîãî áåðåòñÿ λ, çàâåäîìî íå ïóñò. Â ñàìîì
äåëå, åñëè a2 = µ2

2 (ñì. ðàçäåë 1.2), òî èíòåðâàë èìååò âèä (0, κ), è âñå â
ïîðÿäêå. Èíà÷å

κ−
(

1

2
− a2

µ2

)
=
β + a2

µ2
− 1 =

a− α1 + γ2

1− α− β + γ2
− 1,

è ýòî áîëüøå íóëÿ, êîëü ñêîðî

a− α1 + γ2 > 1− α− β + γ2 ⇐⇒ a− α1 > ρ− α1 ⇐⇒ a > ρ.

Ïîñëåäíåå âåðíî ïî óñëîâèþ òåîðåìû, è ñíîâà âñå â ïîðÿäêå.

Ïîä÷åðêíåì òàêæå, ÷òî, ñ î÷åâèäíîñòüþ, κ ∈
(
0, 1

2

)
.

Ïîëîæèì γ2 = [γ2n]. Î÷åâèäíî,

γ2 ≤ γ2n è γ2 ∼ γ2n ïðè n→∞.

Ïîëîæèì m2 = m2 + γ2. Ïîëó÷àåì, ÷òî m2 ∼ µ2n (ñì. ðàçäåë 1.2). Ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâî Ỹ ìîùíîñòè γ2 è äâå ñîâîêóïíîñòè

F̃ = {F ∗ ∪ Y : F ∗ ∈ F∗, Y ⊆ Ỹ },

G̃ = {G∗ ∪ Y : G∗ ∈ G∗, Y ⊆ Ỹ }.
Ýòî ñîâîêóïíîñòè ðåáåð íà ìíîæåñòâå âåðøèí ìîùíîñòè m2. Áîëåå òîãî, ðåá-
ðà èç F̃ ïåðåñåêàþòñÿ ñ ðåáðàìè èç G̃ íå áîëåå ÷åì ïî

n− α− 2β + γ2 ∼ (1− α− 2β + γ2)n =

= (µ2 − β)n =

(
1− β

µ2

)
(µ2n) =

(
1

2
− κ
)

(µ2n)

âåðøèíàì (ïîñêîëüêó â íà÷àëå àëãîðèòìà ëåâûé êîíåö èíòåðâàëà çàïðåòîâ
� ýòî l = α1 + n − α − β è ýòîò êîíåö ñìåùàåòñÿ íà 1 íà øàãàõ (d) è (g),
ò.å. α1 + β ðàç). Íàêîíåö, êàæäîå ðåáðî â ëþáîì èç ãèïåðãðàôîâ �ñ âîëíîé�
èìååò ìîùíîñòü íå áîëüøå

a2 = d− α1 − β + γ2 ∼ (a− α1 − β + γ2)n.

(ñð. âåëè÷èíó a2 èç ðàçäåëà 1.2). Â ñàìîì äåëå, íà êàæäîì øàãå (d) è íà
êàæäîì øàãå (g) ïðè ñìåíå ãèïåðãðàôîâ âñå ðåáðà óêîðà÷èâàþòñÿ íà 1.

Ëåììà 2. Âûïîëíåíà îöåíêà

|F̃ | · |G̃| ≤ (ξ + o(1))n.

Ëåììó ìû äîêàæåì íèæå. Äîêàçàòåëüñòâî æå òåîðåìû çàâåðøàåòñÿ â òî÷-
íîñòè òàê æå, êàê è â ï. 1.3.3.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñî÷åòàíèè íàøåé ëåì-
ìû 1 è òåîðåìû 2.2 ñî ñòðàíèöû 267 ñòàòüè [37]. Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó
òåîðåìû 2.2.

Òåîðåìà 2.2 ([37]). Ïóñòü A,B � äâå ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ íà ìíî-
æåñòâå èç n ýëåìåíòîâ. Ïóñòü κ ∈

(
0, 1

2

)
òàêîâî, ÷òî

|A ∩B| ≤
(

1

2
− κ
)
n

äëÿ âñåõ A ∈ A, B ∈ B. Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ ∈ (0, κ) âûïîëíåíî

|A| · |B| ≤ max
{

2n · 2H( 1
2−λ)n+1, 22(H( 1+κ−λ

2 )n+1)
}
.

Íàøè ñîâîêóïíîñòè F̃ , G̃ íàõîäÿòñÿ âî ìíîæåñòâå èç ∼ µ2n ýëåìåíòîâ.
Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà èç ëåììû 2 â ñëó÷àå, êîãäà a2 = µ2

2 (ñì.
ðàçäåë 1.2).

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îöåíêà óëó÷øàåòñÿ. À èìåííî, åñëè a2 <
µ2

2 , òî êàæ-
äîå èç ìíîæåñòâ â íàøèõ ñîâîêóïíîñòÿõ èìååò ìîùíîñòü, àñèìïòîòè÷åñêè
íå ïðåâîñõîäÿùóþ a2n = a2

µ2
· (µ2n). Çíà÷èò, êàê è â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà

ëåììû 1,

|F̃ | ≤
(

2
H
(
a2
µ2

)
µ2 + o(1)

)n
, |G̃| ≤

(
2
H
(
a2
µ2

)
µ2 + o(1)

)n
,

è ýòî ñðàçó ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

|F̃ | · |G̃| ≤
(

2
2H
(
a2
µ2

)
µ2 + o(1)

)n
,

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî èìååò âèä (ξ+o(1))n ïðè óñëîâèè, ÷òî ìèíèìóì â îïðå-
äåëåíèè h(λ) (ñì. ðàçäåë 1.2) äîñòèãàåòñÿ íà ïåðâîé èç äâóõ ñðàâíèâàåìûõ
âåëè÷èí.

×òîáû ïîÿñíèòü, îòêóäà áåðåòñÿ îöåíêà ñ ïîìîùüþ âòîðîé èç äâóõ ñðàâíè-
ìàåìûõ â îïðåäåëåíèè h(λ) âåëè÷èí, âîñïðîèçâåäåì ïî ñóòè äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 2.2 ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåé ñèòóàöèè. Ïóñòü

F̃0 =

{
F ∈ F̃ : |F | ≤

(
1

2
− λ
)
m2

}
.

Ýòà ñîâîêóïíîñòü íå îáÿçàíà ñîâïàäàòü ñ F̃ , ïîñêîëüêó ïðî ýëåìåíòû ïîñëåä-
íåé ìû çíàåì ëèøü, ÷òî èõ ìîùíîñòè àñèìïòîòè÷åñêè íå ïðåâîñõîäÿò a2n,
òîãäà êàê (

1

2
− λ
)
m2 <

a2

µ2
m2 ∼ a2n.
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Òåì íå ìåíåå, âîçìîæíû, êîíå÷íî, äâà ñëó÷àÿ:

|F̃0| ≥
1

2
|F̃ | è |F̃0| <

1

2
|F̃ |.

Àíàëîãè÷íûå êîíñòðóêöèè è ñëó÷àè åñòü è äëÿ G̃.
Åñëè èìååò ìåñòî ïåðâûé ñëó÷àé õîòÿ áû äëÿ îäíîé èç ñîâîêóïíîñòåé F̃ ,

G̃ (íàïðèìåð, äëÿ F̃), òî

|F̃ | · |G̃| ≤ 2|F̃0| ·
(

2
H
(
a2
µ2

)
µ2 + o(1)

)n
≤

≤
(

2H( 1
2−λ)µ2 · 2H

(
a2
µ2

)
µ2 + o(1)

)n
,

è ýòî êàê ðàç ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîé èç äâóõ âåëè÷èí ïîä çíàêîì ìàêñèìóìà â
îïðåäåëåíèè h(λ).

Åñëè äëÿ îáåèõ ñîâîêóïíîñòåé F̃ , G̃ âûïîëíåí âòîðîé ñëó÷àé, òî âîçüìåì
ñïåðâà

F̃1 = F̃ \ F̃0, G̃1 = G̃ \ G̃0.

Ðàçóìååòñÿ,
|F̃ | · |G̃| ≤ 4 · |F̃1| · |G̃1|.

Äàëåå, ïóñòü

H̃1 =
{
G : G ∈ G̃1

}
,

ò.å. â H̃1 íàõîäÿòñÿ äîïîëíåíèÿ ìíîæåñòâ G. Òîãäà, âî-ïåðâûõ, |H̃1| = |G̃1| è,
âî-âòîðûõ, äëÿ ëþáîãî F ∈ F̃1 è ëþáîãî G ∈ H̃1 âûïîëíåíî∣∣F ∩G∣∣ ≥ (1 + o(1))(κ− λ)(µ2n).

Ïî ëåììå 1 îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

|F̃ | · |G̃| ≤ 4 · |F̃1| · |G̃1| = 4 · |F̃1| · |H̃1| ≤ (g2(λ) + o(1))n,

è ëåììà 2 äîêàçàíà.
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Ãëàâà 2

Õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà ïðîñòðàíñòâà ñ

çàïðåùåííûìè îäíîöâåòíûìè

òðåóãîëüíèêàìè

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé ãëàâå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è
îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [65], [66].

2.1 Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îñíîâíîé âåëè÷èíû, êîòîðîé è áóäåò â îñíîâíîì ïî-
ñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ãëàâà.

Îïðåäåëåíèå 3. χS(Rn) � ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæ-
íî òàê ïîêðàñèòü Rn, ÷òîáû îäíîöâåòíûå òî÷êè íå îáðàçîâûâàëè ìíîæåñòâ,
êîíãðóýíòíûõ S.

Â íàøåì êîíêðåòíîì ñëó÷àå áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà S
òðîéêó âåðøèí ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà. Äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà ââåäåì
îòäåëüíîå îáîçíà÷åíèå ∆.

Â ñâîåé ðàáîòå [37] Ï. Ôðàíêë è Â. Ðåäëü äîêàçàëè Òåîðåìó 1 (ñì. ðàçäåë
1.1) â òîì ÷èñëå, èìåÿ öåëüþ îöåíèòü χ∆(Rn), è â ðàáîòå [37] èì ýòî óäàëîñü.
Îäíàêî, áûëî äîêàçàíî ëèøü ñóùåñòâîâàíèå êîíñòàíòû áîëüøåé åäèíèöû â
îñíîâàíèè ýêñïîíåíòû. Áîëåå òîãî, ýôôåêòèâíîãî îïèñàíèÿ òîé êîíñòàíòû èç
ðàáîòû [37] ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî. Íàì æå óäàëîñü ïîëó÷èòü ÿâíóþ íèæíþþ
îöåíêó äëÿ χ∆(Rn).

Ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè ê ôîðìóëèðîâêå îñíîâíîé òåîðåìû äàííîé ãëàâû,
ñäåëàåì íåñêîëüêî ïðåäïîëîæåíèé. À èìåííî, ïóñòü ìíîæåñòâîM ñîñòîèò èç
âñåõ âîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ ÷èñåë v = (v, u, w, v′, θ), óäîâëåòâî-
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ðÿþùèõ óñëîâèÿì

v ∈
(

0,
1

2

)
, u ∈ (0, 1),

w ∈
(

0,
u

2

)
, v − w ∈

(
0,

1− u
2

)
,

v′ ∈ (0, v), θ ∈ (0, w), v′ − θ < v − w,
θ < v′, 1− 2v + v′ > u− 2w + θ.

Äëÿ êàæäîãî v ∈M ïîëîæèì

r =
(2θ − w)(2w − 2θ)

u− 4w + 4θ
,

r′ =
(2v′ − v)(2v − 2v′)

1− 4v + 4v′
.

Íàïîìíèì, ÷òî â òåîðåìå 2 ïåðâîé ãëàâû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, âåëè÷èíà
ε � ýòî ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ, êîòîðûå òàì îáîçíà÷åíû a è ρ, òî åñòü
ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò âåëè÷èíû ìîùíîñòè ðåáðà (d � ýòî ôóíêöèÿ îò n,
èìåþùàÿ àñèìïòîòèêó d ∼ an, a ∈ (0, 1/2)) è îò çàïðåùåííîãî ðàññòîÿíèÿ (l
� ýòî ôóíêöèÿ îò n, èìåþùàÿ àñèìïòîòèêó l ∼ ρn, ρ ∈ (0, a)). Òàêæå ââåäåì
âåëè÷èíó cyx = xx

yy(x−y)x−y � äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë x > 0 è y ∈ (0, x), è
cyx = 1 ïðè y = x è cyx = 0 ïðè y > x.

Â ïåðå÷èñëåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ íîâàÿ òåîðåìà,
îïóáëèêîâàííàÿ â [65], [66].

Òåîðåìà 3. Ïîëîæèì

T =

{
(τ,v) : v ∈M :

τ ·
cwv c

u−w
1−v

cu1c
v−w
1−u

> I{θ≤w2 } · c
w−θ
u + I{θ>w

2 } ·
cw−θu c2θ−w+2r

u

c2θ−w+r
w cru−w

,

cwv c
u−w
1−v

cθv′
(
cw−θv−v′

)2
cu−2w+θ

1−2v+v′

> I{v′≤ v2} · c
v−v′
1 + I{v′>v

2} ·
cv−v

′

1 c2v′−v+2r′

1

c2v′−v+r′
v cr

′
1−v

,

τ 2 (cwv )2 (cu−w1−v
)2

(cu1)2 (cwu )2 >

(
4− 4 · ε

(
v − w
1− u

,
v′ − θ
1− u

))1−u
}
,

ãäå I � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ. Òîãäà

χ∆(Rn) ≥

(
sup

(τ,v)∈T

cv1
τ

+ o(1)

)n

.
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Ñëåäñòâèå 1. Èìååò ìåñòî îöåíêà

χ∆(Rn) ≥ (1.052 . . .+ o(1))n .

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû îïèøåì âû÷èñëåíèÿ, ïîçâîëèâøèå ïîëó÷èòü
ñëåäñòâèå 1. Â ðàçäåëå 2.3 ìû äîêàæåì òåîðåìó 3. Îòìåòèì, ÷òî â ñòàòüÿõ
[47] è [48] èçó÷åíî ñëåäóþùåå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî: χa,b(Rn) � ýòî ìèíèìàëü-
íîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî òàê ïîêðàñèòü òî÷êè ïðîñòðàíñòâà,
÷òîáû íå ñóùåñòâîâàëî òðåõ òî÷åê îäíîãî öâåòà, ñëóæàùèõ âåðøèíàìè ðàâ-
íîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ñ äëèíîé áîêîâûõ ñòîðîí 1 è äëèíîé îñíîâàíèÿ
â ïðåäåëàõ îò a < 1 äî b > 1. Êîíå÷íî, χa,b(Rn) ≥ χ∆(Rn). È âî ìíîãèõ ñëó-
÷àÿõ îöåíêà èç ñëåäñòâèÿ 1 ñ ó÷åòîì ýòîãî íåðàâåíñòâà äàåò áîëåå ñèëüíûå
ðåçóëüòàòû. À èìåííî, â ðàáîòå [48] ïðèâåäåíà ñëåäóþùàÿ òàáëèöà îöåíîê

1.10 1.15 1.2 1.25 1.30 1.35 1.40

0.02 1.053 1.079 1.104 1.129 1.153 1.177 1.200

0.04 1.049 1.075 1.100 1.125 1.149 1.173 1.196

0.06 1.044 1.070 1.095 1.120 1.144 1.168 1.191

0.08 1.038 1.064 1.089 1.114 1.138 1.162 1.185

0.10 1.032 1.057 1.082 1.107 1.131 1.155 1.177

0.12 1.025 1.050 1.075 1.099 1.123 1.147 1.170

0.14 1.020 1.043 1.067 1.091 1.115 1.138 1.161

0.16 1.015 1.036 1.059 1.083 1.106 1.130 1.153

0.18 1.010 1.029 1.051 1.074 1.098 1.121 1.143

0.20 1.006 1.023 1.044 1.066 1.089 1.111 1.134

0.22 1.002 1.018 1.037 1.058 1.080 1.103 1.125

0.24 � 1.013 1.030 1.051 1.072 1.094 1.115

0.26 � 1.009 1.025 1.043 1.064 1.085 1.106

0.28 � 1.004 1.019 1.037 1.056 1.076 1.097

0.30 � 1.001 1.015 1.030 1.049 1.068 1.088

0.32 � � 1.010 1.025 1.042 1.060 1.080

0.34 � � 1.005 1.020 1.035 1.053 1.072

0.36 � � 1.002 1.014 1.030 1.046 1.064

0.38 � � 1.002 1.009 1.024 1.040 1.057

0.40 � � 1.002 1.005 1.018 1.034 1.050

0.42 � � 1.002 1.005 1.013 1.028 1.043

0.44 � � 1.002 1.005 1.007 1.022 1.037
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1.10 1.15 1.2 1.25 1.30 1.35 1.40

0.46 � � 1.002 1.005 1.005 1.016 1.031

0.48 � � 1.002 1.005 1.005 1.010 1.025

0.50 � � 1.002 1.005 1.005 1.005 1.019

0.52 � � 1.002 1.005 1.005 1.005 1.012

0.54 � � 1.002 1.005 1.005 1.005 1.006

0.56 � � 1.002 1.005 1.005 1.005 1.005

0.58 � � 1.002 1.005 1.005 1.005 1.005

0.60 � � 1.002 1.005 1.005 1.005 1.005

Çäåñü ïî ãîðèçîíòàëè ñòîÿò çíà÷åíèÿ b, ïî âåðòèêàëè � a, à â êëåòêàõ � êîí-
ñòàíòû â îñíîâàíèÿõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ íèæíèõ îöåíîê âåëè÷èíû χa,b(Rn).
Âèäíî, ÷òî óëó÷øåíèÿ âîçíèêàþò ïðè b = 1.1, a ≥ 0.03, ïðè b = 1.15,
a ≥ 0.12, ïðè b = 1.2, a ≥ 0.18, ïðè b = 1.25, a ≥ 0.24, ïðè b = 1.3, a ≥ 0.3,
ïðè b = 1.35, a ≥ 0.36, ïðè b = 1.4, a ≥ 0.4. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðåçóëüòà-
òû ðàáîò [47], [48] ïîëó÷åíû ïðèíöèïèàëüíî èíûì ìåòîäîì, è íàëè÷èå íîâîãî
ïîäõîäà, äàííîãî â òåîðåìå 3, ïîçâîëÿåò ñåðüåçíî ïðîäâèíóòüñÿ â çàäà÷å ïðè
òåõ ïàðàìåòðàõ, ãäå ñòàðûé ìåòîä äàâàë ñëàáûå ðåçóëüòàòû.

2.2 Îïèñàíèå âû÷èñëåíèé � ðó÷íûõ è êîìïüþòåðíûõ,

� äàâøèõ ñëåäñòâèå 1

Ñïåðâà ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î òîì, êàê ïðîèçâîäèëîñü âû÷èñëåíèå âåëè-
÷èíû ε èç òåîðåìû 2. Òóò îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Èìååò ìåñòî òî÷íîå ðàâåíñòâî

f1(δ) =

√
1 + δ

(
3− 2

√
1 + δ − δ

)
2−
√

1 + δ
.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1. Î÷åâèäíî, ÷òî çà ñ÷åò íåðàâåíñòâà (1+y)2 ≤
1+δ âûïîëíåíî y < 1. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (1+x)(1−y) ≤ 1+δ ðàâíîñèëüíî
íåðàâåíñòâó x ≤ δ+y

1−y . Ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìû ìèíèìèçèðóåì, èìååò âèä

f(x, y) = (1 + y)(1− x),

ò.å. ïî x îíà óáûâàåò. Çíà÷èò, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî x = δ+y
1−y . Ïîëó÷àåì

f(x, y) =
(1 + y)(1− 2y − δ)

1− y
.
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Ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè ïî y ðàâíà

2y2 − 4y − 2δ

(1− y)2
.

Êîðíè ÷èñëèòåëÿ ñóòü
y1 = 1−

√
1 + δ < 0,

y2 = 1 +
√

1 + δ > 1,

ò.å. ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà y ∈ (0, 1) ÷èñëèòåëü âñåãäà îòðèöàòåëåí. Ñëåäîâàòåëü-
íî, íàøà ôóíêöèÿ óáûâàåò ïî y è ìèíèìàëüíà ïðè y =

√
1 + δ − 1. Óòâåð-

æäåíèå äîêàçàíî.

Â ñâåòå óòâåðæäåíèÿ 1 ïåðåáîð èäåò áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ òîí-
êîñòåé. Äëÿ ïîèñêà δ1 ïàðàìåòðàìè âíåøíèõ öèêëîâ ïåðåáîðà ñëóæàò δ è
α1, α2. Âåëè÷èíà δ áåðåòñÿ ñ øàãîì 0.001, à âåëè÷èíû α1, α2 � ñ øàãàìè 0.01.
Ïî íèì íà êàæäîé èòåðàöèè âû÷èñëÿåòñÿ β = ρ − α1 è ñðàçó ïðîâåðÿåòñÿ
óñëîâèå f2(α, β, δ) ≤ 0. Åñëè óñëîâèå íå âûïîëíåíî, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä
ê íîâîé èòåðàöèè. Èíà÷å ñ÷èòàåòñÿ çíà÷åíèå

min
γ1

(g1/4
µ1)

(1 + δ)αfβ1 (δ)
.

Çäåñü ïåðåáèðàþòñÿ γ1: øàã 0.001, ïðåäåëû ïåðåáîðà (0, α + β) . Â ýòîì æå
ïåðåáîðå ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå

1 + β
µ1

2
∈ (0, 1),

ò.ê. ýòî àðãóìåíò ýíòðîïèè.

Àíàëîãè÷íî ñ÷èòàåòñÿ δ2, òîëüêî çäåñü åñòü åùå öèêë ïî λ ñ øàãîì 0.01.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñëåäñòâèþ 1. Â òåîðåìå 3 èäåò ìàêñèìèçàöèÿ ïî (τ,v) ∈
T . Ýêñïåðèìåíòàëüíî (â ñåðèè çàïóñêîâ ñ íåâûñîêîé òî÷íîñòüþ) áûëî óñòà-
íîâëåíî, ÷òî äîñòàòî÷íî áðàòü τ ∈ (0, 2). Ïîñëå ýòîé ëîêàëèçàöèè τ ïåðåáèðà-
ëèñü ñ øàãîì 0.0001. Ïðè ôèêñèðîâàííîì τ çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ
òàêæå âûáèðàëèñü â öèêëàõ: u, v è w ñ øàãîì 0.001; v′, θ ñ øàãîì 0.01. Êîãäà
âñå ïàðàìåòðû áûëè ôèêñèðîâàíû, íàõîäèëîñü

ε

(
v − w
1− u

,
v′ − θ
1− u

)
.

Ïðè ýòîì òî÷íîñòü ïðèõîäèëîñü ïîíèæàòü ïî ñðàâíåíèþ ñ îïèñàííîé âûøå.

Â èòîãå áûëè íàéäåíû

τ = 1.8996, v = 0.4989, u = 0.022, v′ = 0.28, θ = 0.01.
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Èìåííî ñ íèìè è ïîëó÷èëàñü îöåíêà èç ñëåäñòâèÿ 1.

Âû÷èñëåíèÿ îñóùåñòâëÿëèñü íà êëàñòåðå ßíäåêñà. Çàäà÷à áûëà ðàçäåëå-
íà íà 10000 ÷àñòåé, îáðàáîòêà êîòîðûõ âåëàñü ïàðàëëåëüíî. Âåñü ðàñ÷åò çà-
íÿë òðîå ñóòîê. Çà áîëüøîå ó÷àñòèå â ýòîé ðàáîòå àâòîð áëàãîäàðèò Â.À.
Êîøåëåâà, èññëåäîâàòåëÿ è ðóêîâîäèòåëÿ ãðóïïû â îòäåëå òåîðåòè÷åñêèõ è
ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé ßíäåêñà.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âû÷èñëåíèÿ âåëèñü íà êëàñòåðå, èòîãîâûé ðåçóëüòàò
ìîæíî ïðè æåëàíèè ïðîâåðèòü è íà îáû÷íîì ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå, è
äàæå íà êàëüêóëÿòîðå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü òå çíà÷åíèÿ âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 2, êîòîðûå îòâå÷àþò çà
âåëè÷èíó ε äëÿ ïðèâåäåííûõ âûøå τ, v, u, v′, θ. Âîò îíè:

δ1 = min{(δ1)
z1, (δ2)

z2} = 0.99, α1 = 0.04, α2 = 0.02, β = 0.236074, γ1 = 0.29.

Òåîðåòè÷åñêè, ïðè ïîâûøåíèè òî÷íîñòè ïåðåáîðà, ìîæíî íàéòè è áîëüøå äå-
ñÿòè÷íûõ çíàêîâ äëÿ îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Îäíàêî ýòî ìîæåò ïðèâåñòè
ëèøü ê óâåëè÷åíèþ ε è óëó÷øåíèþ èòîãîâîé îöåíêè, êîòîðàÿ ñåé÷àñ èìååò
âåëè÷èíó 1.052.

2.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3

2.3.1 Âûáîð ïàðàìåòðîâ, ôîðìóëèðîâêè ëåìì è âûâîä óòâåðæäå-
íèÿ òåîðåìû

Ïóñòü (τ,v) ∈ T � ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 3. Ïóñòü
âåêòîð v ∈ M ñîñòîèò èç ÷èñåë v, u, w, v′, θ, ñâÿçàííûõ èçâåñòíûìè ñîîòíî-
øåíèÿìè è âìåñòå ñ τ óäîâëåòâîðÿþùèõ èçâåñòíûì íåðàâåíñòâàì. Åñëè ìû
äîêàæåì, ÷òî

χ∆(Rn) ≥
(
cv1
τ

+ o(1)

)n
,

òî ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ïàðû (τ,v) ìû óñòàíîâèì èñêîìóþ îöåíêó. Âûáåðåì
íåêîòîðûå ïàðàìåòðû.

Ïóñòü v = [vn],

Vn = {x = (x1, . . . , xn) : xi ∈ {0, 1}, x1 + . . .+ xn = v} .

Èç ôîðìóëû Ñòèðëèíãà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî

|Vn| = Cv
n = (cv1 + o(1))n .
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È, êñòàòè, èìåííî èç ïîäîáíûõ ñîîáðàæåíèé ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå cba.

Ïóñòü, äàëåå, p1 � ýòî ìèíèìàëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî, ñ êîòîðûì v′ := v−p1 ≤
v′n − 2. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë (ñì. [49] è [50])
ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà x,
÷òî f(x) = o(x) ïðè x→∞ è äëÿ ëþáîãî x ≥ 1 íà îòðåçêå [x, x+ f(x)] åñòü
ïðîñòîå ÷èñëî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî v′ ∼ v′n. Ïîëîæèì

En = {{x,y} : (x,y) = v′} ,

ãäå (·, ·) � åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn.

Ïàðà Gn = (Vn, En) � ýòî òàê íàçûâàåìûé äèñòàíöèîííûé ãðàô. Ó ýòîãî
ãðàôà âåðøèíû � òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, à ðåáðà � îòðåçêè äàííîé äëèíû.

Ëåììà 3. Åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê W ⊂ Vn òàêîâî, ÷òî |W | > τn, òî
ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â W è ðåáðàìè èç En.

Ëåììó 3 ìû äîêàæåì ïîçæå, à ïîêà âûâåäåì èç íåå òåîðåìó 3. Ïóñòü Rn

ïîêðàøåíî â χ < |Vn|
τn öâåòîâ. Òîãäà è Vn ïîêðàøåíî â íå áîëåå χ öâåòîâ. Ïî

ïðèíöèïó Äèðèõëå â îäèí èç ýòèõ öâåòîâ ïîêðàøåíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
òî÷åê W ⊂ Vn ìîùíîñòè > τn. Çíà÷èò, åñòü â W îäíîöâåòíûé òðåóãîëüíèê,
ò.å.

χ∆(Rn) ≥ |Vn|
τn

=

(
cv1
τ

+ o(1)

)n
,

è òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ëåììà 3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 4. Äëÿ åå ôîðìóëè-
ðîâêè ââåäåì åùå ðÿä ïàðàìåòðîâ. Ïîëîæèì u = [un], w = [wn]. Âûáåðåì p2

êàê ìèíèìàëüíîå ïïðîñòîå ÷èñëî, ñ êîòîðûì âåëè÷èíà θ, îïðåäåëåííàÿ ðà-
âåíñòâîì θ = w−p2, íå ïðåâîñõîäèò θn−2. Îïÿòü æå, ââèäó [49] è [50], èìååì
θ ∼ θn.

Ëåììà 4. Åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê W ⊂ Vn òàêîâî, ÷òî |W | > τn, òî ÷èñëî
ðåáåð ãðàôà Gn, îáà êîíöà êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ â W , íå ìåíüøå âåëè÷èíû

1

8
·

|W |Cw
v C

u−w
n−v

Cθ
v′

(
Cw−θ
v−v′

)2

Cu−2w+θ
n−2v+v′

.

Âûâåäåì èç ëåììû 4 ëåììó 3. Ïóñòü W ⊂ Vn òàêîâî, ÷òî |W | > τn. Òîãäà
ïî ëåììå 4 â W ìíîãî ðåáåð ãðàôà Gn. Çíà÷èò, õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí â W

34



èìååò ñòåïåíü íå ìåíüøå âåëè÷èíû

1

8
·

Cw
v C

u−w
n−v

Cθ
v′

(
Cw−θ
v−v′

)2

Cu−2w+θ
n−2v+v′

,

êîòîðàÿ èç ñòàíäàðòíûõ ñîîáðàæåíèé èìååò âèä(
cwv c

u−w
1−v

cθv′
(
cw−θv−v′

)2
cu−2w+θ

1−2v+v′

+ o(1)

)n

.

Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáñòâà çàìåíèì íàø ãðàô íà ãèïåðãðàô ïî ñëåäóþ-
ùåìó ïðèíöèïó. Âåðøèíå ãðàôà, ò.å. n-ìåðíîìó (0,1)-âåêòîðó ñ v åäèíèöàìè,
ñîïîñòàâèì ðåáðî v-îäíîðîäíîãî ãèïåðãðàôà ñ n âåðøèíàìè. Îáîçíà÷èì ñî-
âîêóïíîñòü ðåáåð ïîëó÷åííîãî ãèïåðãðàôà F = Fn. Òîãäà ïàðà (F1, F2) ðåáåð
èç F �îáðàçóåò ðåáðî� (â èñõîäíîì ãðàôîâîì ñìûñëå), åñëè |F1 ∩ F2| = v′

(ìîùíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð ãèïåðãðàôà F ðàâíà ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ
âåêòîðîâ èç Vn, îòâå÷àþùèõ ýòèì ðåáðàì).

Â íîâûõ òåðìèíàõ ìíîæåñòâî W � ýòî òîæå ñîâîêóïíîñòü ðåáåð G íåêî-
òîðîãî ãèïåðãðàôà: G ⊂ F . È ìû çíàåì, ÷òî îäíî èç ðåáåð F ∈ G èìååò íå
ìåíüøå (

cwv c
u−w
1−v

cθv′
(
cw−θv−v′

)2
cu−2w+θ

1−2v+v′

+ o(1)

)n

�ñîñåäåé�. Îáîçíà÷èì H ñîâîêóïíîñòü, ñîñòàâëåííóþ èç ýòèõ ñîñåäåé.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìàìè, äîêàçàííûìè Ï. Ôðàíêëîì�Ð.Ì. Óèëñîíîì â
[51] è Å.È. Ïîíîìàðåíêî â [52], [53] (ñì. òàêæå [12], [54]).

Òåîðåìà 4 ([51]). Ïóñòü H = (V,E) � k-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô íà n âåð-
øèíàõ, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ F1, F2 ∈ E âûïîëíåíî |F1 ∩ F2| 6= l è k − l �
ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì q. Åñëè 2l < k, òî

|E| ≤
q−1∑
i=0

C i
n.

Òåîðåìà 5 ([52], [53]). Ïóñòü H = (V,E) � k-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô íà
n âåðøèíàõ, ïðè÷åì k ≤ n

2 , äëÿ ëþáûõ F1, F2 ∈ E âûïîëíåíî |F1 ∩ F2| 6= l,
2l ≥ k è q = k − l � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà. Ïîëîæèì d = 2l − k + 1.
Îïðåäåëèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî r èç ñîîòíîøåíèÿ

(k − d+ 1)

(
2 +

d− 1

r + 1

)
≤ n < (k − d+ 1)

(
2 +

d− 1

r

)
.
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Òîãäà

|E| ≤ Cd+2r
n

Cd+r
k Cr

n−k

(
q−1∑
i=0

C i
n

)
.

Äîïóñòèì, v′ ≤ v
2 . Òîãäà ïî óñëîâèþ òåîðåìû 3

cwv c
u−w
1−v

cθv′
(
cw−θv−v′

)2
cu−2w+θ

1−2v+v′

> cv−v
′

1 .

Â òî æå âðåìÿ
p1−1∑
i=0

C i
n =

(
cv−v

′

1 + o(1)
)n
.

Çíà÷èò, ïðè áîëüøèõ n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|H| >
p1−1∑
i=0

C i
n.

Íî H � ýòî v-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô íà n âåðøèíàõ è

2v′ ≤ 2v′n− 4 ≤ vn− 4 < v,

ò.å. ïðèìåíèìà òåîðåìà 4 ñ k = v, l = v′, q = p1, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî âH åñòü
ïàðà (F1, F2), îáðàçóþùàÿ ðåáðî â èñõîäíîì ãðàôå Gn. Ïîñêîëüêó, íàêîíåö,
è F1, è F2 ÿâëÿþòñÿ ñîñåäÿìè F , òî âòðîåì îíè è çàäàþò òðåóãîëüíèê â W .

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî v′ > v
2 . Òîãäà âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: 2v′ ≥ v è

2v′ < v. Íî âòîðîé âàðèàíò âîçìîæåí ëèøü ïðè ìàëûõ n, êîòîðûìè ìû, êàê
îáû÷íî, ìîæåì ïðåíåáðå÷ü. Ïîýòîìó ðàáîòàåì â ïðåäïîëîæåíèè 2v′ ≥ v.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 3

cwv c
u−w
1−v

cθv′
(
cw−θv−v′

)2
cu−2w+θ

1−2v+v′

>
cv−v

′

1 c2v′−v+2r′

1

c2v′−v+r′
v cr

′
1−v

.

Â òî æå âðåìÿ ïðè k = v, l = v′, q = p1 â òåîðåìå 5 èìååì d ∼ (2v′ − v)n è
r ∼ r′n, îòêóäà

Cd+2r
n

Cd+r
k Cr

n−k

(
q−1∑
i=0

C i
n

)
=

(
cv−v

′

1 c2v′−v+2r′

1

c2v′−v+r′
v cr

′
1−v

+ o(1)

)n

,

ò.å.

|H| > Cd+2r
n

Cd+r
k Cr

n−k

(
q−1∑
i=0

C i
n

)
è â H åñòü ïàðà (F1, F2), îáðàçóþùàÿ âìåñòå ñ F òðåóãîëüíèê â W .

Èòàê, âñå ñëó÷àè ðàçîáðàíû, è ëåììà 3 âûâåäåíà èç ëåììû 4. Îñòàåòñÿ
äîêàçàòü ëåììó 4, è ýòî ìû ñäåëàåì â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.
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2.3.2 Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4

Âî ìíîãîì äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè ðàññóæäåíèé èç
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.7 â ñòàòüå [37]. Ìû òàêæå ñîõðàíÿåì äëÿ óäîáñòâà
ìíîãèå îáîçíà÷åíèÿ òîé ðàáîòû.

Ïóñòü F � ñîâîêóïíîñòü, îòâå÷àþùàÿ ìíîæåñòâó W èç ëåììû 4. Ïðåä-
ïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å., ÷òî ÷èñëî ðåáåð (F1, F2) â F � îáîçíà÷èì åãî s �
ìåíüøå ñòðîãî, ÷åì

1

8
·

|F|Cw
v C

u−w
n−v

Cθ
v′

(
Cw−θ
v−v′

)2

Cu−2w+θ
n−2v+v′

.

Ïóñòü A � ñîâîêóïíîñòü âñåõ u-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà, â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ òàêæå âñå ìíîæåñòâà èç ñîâîêóïíîñòè F .
Äëÿ êàæäîãî A ∈ A ïîëîæèì

xA = |{F ∈ F : |F ∩ A| = w}.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ∑
A∈A

xA = |F|Cw
v C

u−w
n−v .

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå A ∈ A, ÷òî

xA ≥
|F|Cw

v C
u−w
n−v

Cu
n

.

Èç íåêîòîðûõ ñîîáðàæåíèé îãðóáèì ýòîò âûâîä, ñêàçàâ, ÷òî çàâåäîìî

xA ≥
1

2

|F|Cw
v C

u−w
n−v

Cu
n

=: x1.

È ýòî, ïðàâäà, ïîëåçíî, ò.ê. òàêèõ A óæå äîâîëüíî ìíîãî:∑
A∈A: xA<x1

xA < |A| · x1 = Cu
n · x1 =

1

2
|F|Cw

v C
u−w
n−v ,

îòêóäà ∑
A∈A: xA≥x1

xA =
∑
A∈A

xA −
∑

A∈A: xA<x1

xA >
1

2
|F|Cw

v C
u−w
n−v .

Ïóñòü òåïåðü äëÿ A ∈ A

yA = |{(F1, F2) ∈ F2 : |F1 ∩ A| = |F2 ∩ A| = w,

|F1 ∩ F2 ∩ A| = θ, |F1 ∩ F2| = v′}|.
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Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ìû íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæàåì òèïè÷íîå âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå ìíîæåñòâ A,F1, F2.

Îïÿòü-òàêè, íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî (ñð. ðèñ. 2)∑
A∈A

yA = sCθ
v′

(
Cw−θ
v−v′
)2

Cu−2w+θ
n−2v+v′.

Âåðíåìñÿ ê òåì A ∈ A, äëÿ êîòîðûõ xA ≥ x1. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
äëÿ êàæäîãî òàêîãî A âûïîëíåíî yA ≥ 1

4xA, òî îêàæåòñÿ, ÷òî ñ ó÷åòîì èçíà-
÷àëüíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î âåëè÷èíå s âûïîëíåíà ñåðèÿ íåðàâåíñòâ∑

A∈A: xA≥x1

yA ≥
∑

A∈A: xA≥x1

1

4
xA >

1

8
|F|Cw

v C
u−w
n−v >
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> sCθ
v′

(
Cw−θ
v−v′
)2

Cu−2w+θ
n−2v+v′ =

∑
A∈A

yA,

êîòîðàÿ ïðîòèâîðå÷èâà, âåäü ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷àñòü ñóììû ñòðîãî áîëüøå
âñåé ýòîé ñóììû. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò A0, äëÿ êîòîðîãî îäíîâðåìåííî xA0

≥ x1

è yA0
< 1

4xA0
.

Ïîëîæèì
FA0

= {F ∈ F : |F ∩ A0| = w}.
Åñòåñòâåííî,

|FA0
| = xA0

≥ x1.

Óäàëèì èç ñîâîêóïíîñòè FA0
âñå ìíîæåñòâà F ′, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ

ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî F ∈ FA0
, ÷òî

|F ∩ F ′ ∩ A0| = θ, |F ∩ F ′| = v′.

Îñòàíåòñÿ ñîâîêóïíîñòü FA0
, ïðè÷åì∣∣FA0

∣∣ ≥ |FA0
| − 2yA0

≥ 1

2
xA0
≥ 1

2
x1.

Ïåðå÷èñëèì âñå Cw
u ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A0, èìåþùèõ ìîùíîñòü w.

Ïóñòü zi � ÷èñëî ìíîæåñòâ èç ñîâîêóïíîñòè FA0
, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåð-

æèò i-å òàêîå ïîäìíîæåñòâî. ßñíî, ÷òî

Cwu∑
i=1

zi =
∣∣FA0

∣∣ ≥ 1

2
x1.

Â òî æå âðåìÿ ∑
i: zi<

1
4 ·

x1
Cw
u

zi <
1

4
x1,

à ñòàëî áûòü, ∑
i: zi≥ 1

4 ·
x1
Cw
u

zi =

Cwu∑
i=1

zi −
∑

i: zi<
1
4 ·

x1
Cw
u

zi >
1

4
x1.

Ïîñêîëüêó åñòü òðèâèàëüíàÿ îöåíêà zi ≤ Cv−w
n−u , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣{i : zi ≥

1

4
· x1

Cw
u

}∣∣∣∣ > 1

4

x1

Cv−w
n−u

=
1

8

|F|Cw
v C

u−w
n−v

Cu
nC

v−w
n−u

=

= |F|
(
cwv c

u−w
1−v

cu1c
v−w
1−u

+ o(1)

)n
>

(
τ ·

cwv c
u−w
1−v

cu1c
v−w
1−u

+ o(1)

)n
.

39



Îáîçíà÷èì Bν1, . . . , Bνt � òå ñàìûå w-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæå-
ñòâà A0, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò zi ñ óñëîâèåì

zi ≥
1

4
· x1

Cw
u

.

Ðàçóìååòñÿ,

t >

(
τ ·

cwv c
u−w
1−v

cu1c
v−w
1−u

+ o(1)

)n
. (4)

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì îáîçíà÷åíèå z(Bνj) äëÿ âåëè÷èíû zi, îòâå÷àþùåé ìíî-
æåñòâó Bνj , è ïîëîæèì B = {Bν1, . . . , Bνt}. Òåïåðü ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Âî-ïåðâûõ, ìîæåò ñòàòüñÿ, ÷òî θ ≤ w

2 . Òîãäà

2θ ≤ 2θn− 4 ≤ wn− 4 < w,

ò.å. ïðèìåíèìà òåîðåìà 4 ñ k = w, l = θ, q = p2. Ýòà òåîðåìà ãîâîðèò, ÷òî
åñëè â ñîâîêóïíîñòè B íåò ïàð ìíîæåñòâ, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî l ýëåìåíòàì, òî

|B| ≤
p2∑
i=0

C i
u =

(
cw−θu + o(1)

)n
. (5)

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 3 â òåêóùåì ñëó÷àå

τ ·
cwv c

u−w
1−v

cu1c
v−w
1−u

> cw−θu ,

à çíà÷èò, íåðàâåíñòâà (4) è (5) íå ñîãëàñóþòñÿ ïðè áîëüøèõ n, îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå B1, B2 ∈ B, ÷òî |B1 ∩B2| = θ.

Âî-âòîðûõ, ìîæåò áûòü è θ > w
2 . Òîãäà ïðè áîëüøèõ n âûïîëíåíî 2θ > w,

ò.å. ïðèìåíèìà òåîðåìà 5 ñ k = w, l = θ, q = p2 (ïðè ýòîì ÷èñëî âåðøèí
ãèïåðãðàôà, êîòîðîå â òåîðåìå 5 îáîçíà÷åíî n, ñåé÷àñ ðàâíî u). Ýòà òåîðåìà
ãîâîðèò, ÷òî åñëè â ñîâîêóïíîñòè B íåò ïàð ìíîæåñòâ, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî l
ýëåìåíòàì, òî

|B| ≤ Cd+2r
u

Cd+r
k Cr

u−k

(
p2−1∑
i=0

C i
u

)
.

Çäåñü
d ∼ (2θ − w)n, r ∼ rn, n→∞

Òàêèì îáðàçîì,

|B| ≤
(
cw−θu c2θ−w+2r

u

c2θ−w+r
w cru−w

+ o(1)

)n
. (6)

40



Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 3 â òåêóùåì ñëó÷àå

τ ·
cwv c

u−w
1−v

cu1c
v−w
1−u

>
cw−θu c2θ−w+2r

u

c2θ−w+r
w cru−w

,

à çíà÷èò, íåðàâåíñòâà (4) è (6) íå ñîãëàñóþòñÿ ïðè áîëüøèõ n, îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå B1, B2 ∈ B, ÷òî |B1 ∩B2| = θ.

Èòàê, â ëþáîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò òàêèå B1, B2 ∈ B, ÷òî |B1 ∩ B2| = θ.
Ïðè ýòîì

z(Bi) ≥
1

4
· x1

Cw
u

, i = 1, 2.

Ïîëîæèì

F(i) =
{
F \Bi : F ∈ FA0

, F ⊃ Bi

}
, i = 1, 2,

òàê ÷òî |F(i)| = z(Bi) è F(i) � ýòî ìíîæåñòâî ðåáåð (v − w)-îäíîðîäíîãî
ãèïåðãðàôà íà n− u âåðøèíàõ. Áîëåå òîãî, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ òåîðåìû 3

|F(1)| · |F(2)| ≥
(

1

4
· x1

Cw
u

)2

=
1

64
·
(
|F|Cw

v C
u−w
n−v

Cu
nC

w
u

)2

>

>
1

64
·
(
τn · Cw

v C
u−w
n−v

Cu
nC

w
u

)2

=

(
τ 2 (cwv )2 (cu−w1−v

)2

(cu1)2 (cwu )2 + o(1)

)n

>

>

((
4− 4 · ε

(
v − w
1− u

,
v′ − θ
1− u

))1−u
+ o(1)

)n

.

Ïî òåîðåìå 2 ñóùåñòâóþò äâà òàêèõ ìíîæåñòâà F1 ∈ F(1) è F2 ∈ F(2), ÷òî
|F1∩F2| = v′−θ. Çíà÷èò, â FA0

åñòü äâà ìíîæåñòâà F ′1 = F1∪B1 è F
′
2 = F2∪B2,

äëÿ êîòîðûõ
|F ′1 ∩ F ′2 ∩ A0| = θ, |F ′1 ∩ F ′2| = v′.

Íî â FA0
ïî ïîñòðîåíèþ íå ìîæåò áûòü òàêèõ ïàð, è ýòî ïðîòèâîðå÷èå çà-

âåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.
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Ãëàâà 3

Î äèñòàíöèîííûõ ãðàôàõ ñ áîëüøèì

õðîìàòè÷åñêèì è ìàëûì êëèêîâûì

÷èñëàìè

Íàïîìíèì, ÷òî â òåêóùåì ðàçäåëå ðå÷ü ïîéäåò îá åñòåñòâåííîì îáîáùåíèè
íà ñëó÷àé äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà Ï. Ýðäåøà (ñì.
[41]) î òîì, ÷òî äëÿ ëþáûõ k, l ñóùåñòâóåò ãðàô G, ó êîòîðîãî χ(G) > k,
g(G) > l.

3.1 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà

Âî ââåäåíèè áûëè îïèñàíû ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

ζ(k) = sup{ζ : ∃ δ(n) = o(1), ∀ n, ∃ G ⊂ Rn,

ω(G) < k, χ(G) ≥ (ζ + δ(n))n},
ãäå ω(G) � ÷èñëî âåðøèí â ñàìîì áîëüøîé êëèêå ãðàôà G. Äëÿ ýòèõ âåëè÷èí
ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íî õîðîøèå îöåíêè, ëó÷øèå èç êîòîðûõ ïðèâåäåíû â òàá-
ëèöå íèæå. Çäåñü íåîáõîäèìî îòìåòèòü ðàáîòó À.Á. Êóïàâñêîãî [46], â êîòîðîé
è áûëè ïîëó÷åíû íàèëó÷øèå îöåíêè äëÿ ζ(k) ñ ïîìîùüþ íîâîãî âåðîÿòíîñò-
íîãî ïîäõîäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ áåç k-êëèê. Ïðè ýòîì
îöåíêè, ïðèâåäåííûå íèæå, ÿâëÿþòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà
îïòèìàëüíûìè.
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k ζ(k) k ζ(k) k ζ(k)

3 1.0582 11 1.1131 19 1.1479

4 1.0663 12 1.1190 20 1.1518

5 1.0857 13 1.1245 100 1.2197

6 1.0898 14 1.1293 1000 1.2375

7 1.0995 15 1.1336 10000 1.2393

8 1.1019 16 1.1375 100000 1.2395

9 1.1077 17 1.1409 1000000 1.2395

10 1.1093 18 1.1441

Äëÿ íàñ ñåé÷àñ âàæíî òî, ÷òî, êàê âèäíî èç ýòèõ îöåíîê, ζ(k)→ 1.239 . . .
ïðè k →∞.

À íàì óäàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùèé íîâûé ðåçóëüòàò, îïóáëèêîâàííûé â
[67].

Òåîðåìà 6. Ïóñòü k = k(n) � ëþáàÿ ôóíêöèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñêîíå÷íî-
ñòè ñ ðîñòîì n. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ δ = δ(n), ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ
ïðè n→∞, è òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ n-ìåðíûõ äèñòàíöèîí-
íûõ ãðàôîâ Gn, ÷òî χ(Gn) ≥ (ζ + δ(n))n è ω(Gn) ≤ k(n), ãäå ζ = 1.239 . . . .

3.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ k = k(n), ñòðåìÿùóþñÿ ê áåñêîíå÷íî-
ñòè ñ ðîñòîì n.

Ïóñòü äëÿ íà÷àëà a è b < a � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà èç èíòåðâàëà (0, 1/2).
Äëÿ êàæäîé ïàðû òàêèõ ÷èñåë ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ

Vn(a, b) = {x = (x1, . . . , xn) : xi ∈ {−1, 0, 1},

|{i : xi = 1}| = [an], |{i : xi = −1}| = [bn]}.
Çäåñü [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x. Ñòàíäàðòíûå âû÷èñëåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì
ôîðìóëû Ñòèðëèíãà ïîêàçûâàþò, ÷òî

|Vn(a, b)| = (β(a, b) + o(1))n,

ãäå β(a, b) > 1. Ïóñòü p � ìèíèìàëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî

[an] + [bn]− 2p < −2[bn].

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç (x,y) åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, ïîëîæèì

En(a, b) = {{x,y} : x,y ∈ Vn(a, b), (x,y) = [an] + [bn]− p}.
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Îáðàçîâàëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ n-ìåðíûõ äèñòàíöèîííûõ ãðà-
ôîâ

Gn(a, b) = (Vn(a, b), En(a, b)).

Íàçîâåì ìíîæåñòâî W ⊆ V âåðøèí êàêîãî-ëèáî ãðàôà G = (V,E) íåçà-
âèñèìûì, åñëè íèêàêèå äâà åãî ýëåìåíòà íå ñîåäèíåíû ðåáðîì èç ìíîæåñòâà
E. Ðàçìåð ëþáîãî èç ìàêñèìàëüíûõ ïî ìîùíîñòè íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â
ãðàôå G îáîçíà÷èì ÷åðåç α(G) è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî α(G) � ÷èñëî íåçà-
âèñèìîñòè äàííîãî ãðàôà. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà
� ýòî �àíòèêëèêè�; èìåííî ïîýòîìó ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè è êëèêîâîå ÷èñëî
ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ïåðâîé è ïîñëåäíåé áóêâàìè ãðå÷åñêîãî àëôàâèòà.

Â ðàáîòå [20] ïîêàçàíî, ÷òî

α(Gn(a, b)) ≤ (γ(a, b) + o(1))n,

ãäå 1 < γ(a, b) < β(a, b) (áîëåå ïîäðîáíî íóæíûå âûêëàäêè ïðîâåäåíû â [54]).
Â òî æå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî

χ(G) ≥ |V |
α(G)

äëÿ ëþáîãî ãðàôà G = (V,E). Â íàøåì ñëó÷àå, ñòàëî áûòü,

χ(Gn(a, b)) ≥
(β(a, b) + o(1))n

(γ(a, b) + o(1))n
=

(
β(a, b)

γ(a, b)
+ o(1)

)n
.

Êàê äîêàçàíî âñå â òåõ æå [20], [54], çíà÷åíèå

max
a,b

β(a, b)

γ(a, b)

â òî÷íîñòè ðàâíî ζ è äîñòèãàåòñÿ ïðè a0 = 0.36063 . . . è b0 = 0.063 . . ., ãäå
a0 è b0 ñóòü âåëè÷èíû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ñëåäóþùåé äðîáè.

f(a, b) =
AABBCC

aabb(1− a− b)1−a−b ,

ãäå

A =
2 + 9b+ 3a−

√
(2 + 9b+ 3a)2 − 12(3b+ a)2

12

B =
a+ 3b

2
− 2A

C = 1 + A− a+ 3b

2
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Åñëè áû áûëî çàîäíî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ω(Gn) ≤ k, òî ãîâîðèòü áûëî
áû äàëüøå íå î ÷åì. Îäíàêî â ãðàôàõ Gn ïîëíî k-êëèê.

Ïðèìåíèì âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä. Ðàññìîòðèì Gn = Gn(a0, b0). Ïóñòü

β = β(a0, b0), γ = γ(a0, b0), N = |Vn(a0, b0)|.

Ïîëîæèì ρ = N−3/k. Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, ρ ∈ (0, 1], ýòó âåëè÷èíó ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåðîÿòíîñòü. À èìåííî, ìû áóäåì óäàëÿòü ðåáðà ãðàôà
Gn íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − ρ. Ïîëó÷èòñÿ ñëó÷àéíûé
ãðàô. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ó ýòîãî ãðàôà
íåò k-êëèê è åãî ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè íå ïðåâîñõîäèò (γ+o(1))n, òî ìû íàéäåì
íóæíûé íàì ãðàô è òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà.

Ïîëîæèì

l =

[
5
α(Gn)

ρ
lnN

]
+ 1 ≥ 5

α(Gn)

ρ
lnN.

Èìååì
l ∼ 5α(Gn)N

3/k lnN ≤ 5N 3/k(lnN)(γ + o(1))n =

= (β + o(1))3n/k(γ + o(1))n = (γ + o(1))n,

ò.ê. k →∞ (ðàçóìååòñÿ, çäåñü âñå âåëè÷èíû o(1) ðàçíûå).

Äîêàæåì, ÷òî ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ó ñëó÷àéíîãî ãðàôà G îä-
íîâðåìåííî ω(G) < k è α(G) < l. ßñíî, ÷òî ýòîãî õâàòèò äëÿ çàâåðøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xn ÷èñëî k-êëèê â ñëó÷àéíîì ãðàôå, à ÷åðåç Yn � ÷èñëî
íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ ðàçìåðà l â íåì. Ââèäó íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà äîñòà-
òî÷íî ïîëó÷èòü îöåíêè MXn < 1

2 è MYn < 1
2 ïðè áîëüøèõ n, ãäå M �

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Èìååì

MXn ≤ Ck
Nρ

C2
k ≤ Nkρ

k(k−1)
2 = Nk ·N−1.5(k−1) → 0.

Âìåñòå ñ òåì
MYn =

∑
A⊂Vn, |A|=l

(1− ρ)|{{x,y}∈En: x,y∈A}|.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Òóðàíà ãîâîðèò, ÷òî åñëè ó ãðàôà l âåðøèí è ÷èñëî
íåçàâèñèìîñòè α, òî ÷èñëî åãî ðåáåð íå ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ðåáåð ó ãðàôà, ñî-
ñòîÿùåãî èç ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëèê, ðàçìåðû êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ
îò α íå áîëåå ÷åì íà 1. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

|{{x,y} ∈ En : x,y ∈ A}| ≥ l2

(1 + o(1))α(Gn)
.
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Îäíàêî äëÿ íàøèõ öåëåé êîíñòàíòà íå âàæíà. Çàìåòèì ÷òî, â ðàáîòå [42]
äîêàçàíà îöåíêà

|{{x,y} ∈ En : x,y ∈ A}| ≥ l2

4α(Gn)
.

Â èòîãå

MYn ≤ C l
N(1− ρ)

l2

4α(Gn) ≤ N le−
ρl2

4α(Gn) = el lnN−
ρl2

4α(Gn) .

Íî
ρl

4α(Gn)
≥ 1.25 lnN,

òàê ÷òî

l lnN − ρl2

4α(Gn)
≤ −0.25l lnN → −∞, MYn → 0,

è òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàêëþ÷åíèå

Îáçîð ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ïåðñïåêòèâíûå íàïðàâ-

ëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè èññëåäîâàí ðÿä âîïðîñîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ñòûêå
íåñêîëüêèõ îáëàñòåé íàóêè. Â ãëàâå 1 â ðàìêàõ òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
î ðàñêðàñêàõ ãèïåðãðàôîâ íàì óäàëîñü ñóùåñòâåííî óòî÷íèòü êëàññè÷åñêèé
ðåçóëüòàò Ï. Ôðàíêëà è Â. Ðåäëÿ (Òåîðåìà 1) è, áîëåå òîãî, ïîëó÷èòü íîâûå
âåðõíèå îöåíêè ïðîèçâåäåíèÿ ìîùíîñòåé äâóõ ñîâîêóïíîñòåé ïîäìíîæåñòâ
n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ñ çàïðåòîì íà �ïåðåêðåñòíûå� ïåðåñå÷åíèÿ. Â ãëàâå
2 ìû ïîëó÷èëè íîâûå îöåíêè õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâà ñ çàïðå-
ùåííûì ðàâíîñòîðîííèì òðåóãîëüíèêîì, ïðèìåíèâ ðåçóëüòàò ïåðâîé ãëàâû
è èñïîëüçóÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ïîäõîä, îïèñàííûé â òåîðåìå 3. Òåì ñàìûì
óäàëîñü ñåðüåçíî ïðîäâèíóòüñÿ â çàäà÷å, ãäå ñòàðûé ïîäõîä, ÷àñòî èñïîëüçóå-
ìûé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ â îáëàñòè ýêñòðåìàëüíîé êîìáèíàòîðèêè è åâêëèäî-
âîé òåîðèè ðàìñåÿ, äàâàë ñëàáûå ðåçóëüòàòû. È, íàêîíåö, â ãëàâå 3, èñïîëüçóÿ
âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä, óäàëîñü äîêàçàòü àíàëîã êëàññè÷åñêîãî óòâåðæäåíèÿ
Ï. Ýðäåøà äëÿ ñëó÷àÿ äèñòàíöèîííûõ ãðàôîâ.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé. Âî-
ïåðâûõ, åñëè ãîâîðèòü î ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ â ãëàâå 1, òî ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü àíàëîãè äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãèïåðãðà-
ôû n1- è n2-îäíîðîäíûå. Âî-âòîðûõ, ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïåðåíåñòè òåõíè-
êó, èñïîëüçóåìóþ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2, íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ ñ çàäàííûìè äëèíàìè ñòîðîí. È, íàêîíåö, ìîæíî ïåðåéòè îò
çàïðåòîâ íà òðåóãîëüíèêè ê çàïðåòàì íà ñèìïëåêñû, à òàêæå äðóãèå áîëåå
ñëîæíûå êîíôèãóðàöèè, ðàñïîëîæåííûå íà ñôåðàõ. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû
òåîðåì 1 è 2 âîçìîæíî äîïóñêàþò äàëüíåéøèå óòî÷íåíèÿ, íî îíè âîçíèêíóò,
åñëè ñïðàâåäëèâà íåêîòîðàÿ ãèïîòåçà. Âîò î íåé è î òîì, ÷òî ìîæåò ïîëó-
÷èòüñÿ, ïîãîâîðèì äàëåå.
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Ãèïîòåçà î ïðîèçâåäåíèè ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ ðåáåð ãè-

ïåðãðàôîâ â ñëó÷àå, êîãäà ìîùíîñòè ïåðåêðåñòíûõ ïåðå-

ñå÷åíèé îãðàíè÷åíû ñíèçó

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü íîâóþ òåîðåìó, íàì ïðèäåòñÿ äàòü íåáîëü-
øîé îáçîð ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî îäíîé ñìåæíîé ïðîáëåìû ýêñòðåìàëü-
íîé òåîðèè ãèïåðãðàôîâ. Â ñàìîì äåëå, åñëè íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñ-
êàíèè îöåíîê äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìîùíîñòåé ðåáåð äâóõ ãèïåðãðàôîâ, ðåáðàì
êîòîðûõ çàïðåùåíû âçàèìíûå ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé âåëè÷èíû, òî åñòåñòâåíåí
áëèçêèé âîïðîñ: êàêîâî ìàêñèìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå ìîùíîñòåé ðåáåð äâóõ
ãèïåðãðàôîâ, åñëè ëþáîå ðåáðî ïåðâîãî ãèïåðãðàôà ñ ëþáûì ðåáðîì âòîðîãî
ãèïåðãðàôà äîëæíî èìåòü íå ìåíåå ñòîëüêèõ-òî îáùèõ âåðøèí? Ïîëíîãî îò-
âåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ íåò. Îäíàêî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà.

Ãèïîòåçà 1. Ïóñòü H1 = (V,E1), H2 = (V,E2) � äâà ãèïåðãðàôà íà îäíîì
è òîì æå ìíîæåñòâå âåðøèí V = {1, 2, . . . , n}, ïðè÷åì H1 ÿâëÿåòñÿ d1-
îäíîðîäíûì, à H2 � d2-îäíîðîäíûì è äëÿ ëþáûõ F1 ∈ E1, F2 ∈ E2 âûïîëíåíî
|F1 ∩ F2| ≥ l (ìíîæåñòâà ðåáåð E1, E2 ìîãóò êàê ïåðåñåêàòüñÿ, òàê è íå
ïåðåñåêàòüñÿ). Òîãäà

|E1| · |E2| ≤ max
i,j: 0<i+j<n−l

|E1
i,j| · |E2

i,j|,

ãäå
E1
i,j = {F ⊂ V : |F | = d1, |F ∩ {1, 2, . . . , l + i+ j}| ≥ l + i},
E2
i,j = {F ⊂ V : |F | = d2, |F ∩ {1, 2, . . . , l + i+ j}| ≥ l + j}.

Ýòà ãèïîòåçà äîêàçàíà â ñëó÷àå, êîãäà H1 è H2 ñîâïàäàþò, ò.å. â ñëó÷àå,
êîãäà äàí îäèí ãèïåðãðàô è åãî ðåáðà èìåþò äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïîïàðíûå
ïåðåñå÷åíèÿ (ñì. [54]�[58]). Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãèïåðãðàôû ïî ñóùåñòâó ðàç-
ëè÷íû, èìååòñÿ ðÿä ðàáîò, ÷àñòè÷íî ðåøàþùèõ ïðîáëåìó (ñì. [59]�[61]).

Ìîäèôèêàöèÿ òåîðåìû 2

Ââèäó ãèïîòåçû 1 ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì âûáîðà íåîáõîäèìûõ
ïàðàìåòðîâ äëÿ òåîðåìû 2 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê è ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé
òåîðåìû 2, çàôèêñèðóåì ÷èñëà

a ∈
(

0,
1

2

)
, ρ ∈ (0, a) .
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Ïóñòü
α1, α2, α, β, γ1, γ2, µ1, µ2, a1, a2

òàêèå æå, êàê â òåîðåìå 2. Ïóñòü

g(x1, x2, x3, x4) = max
i,j: 0<i+j<x1−x4

cx4+i
x4+i+j · c

x2−x4−i
x1−x4−i−j · c

x4+j
x4+i+j · c

x3−x4−j
x1−x4−i−j.

Ïîëîæèì g1 = g(µ1, a1, a1, β) è äàëåå îïðåäåëèì δ1 òàê æå, êàê â òåîðåìå 2.

Âûáîð âåëè÷èíû δ2 îñóùåñòâèì ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è â òåîðåìå 2, òîëüêî
âåëè÷èíó

22H( 1+κ−λ
2 )µ2

â òðåõ ìåñòàõ çàìåíèì âåëè÷èíîé

g(µ2, a2, µ2 − a2, (κ− λ)µ2).

Â èòîãå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ íîâàÿ òåîðåìà, îïóáëèêîâàííàÿ â [68].

Òåîðåìà 6. Ïóñòü

a ∈
(

0,
1

2

)
, ρ ∈ (0, a) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðíà ãèïîòåçà 1. Íàéäåì âåëè÷èíû δ1, δ2 ñ ïîìîùüþ àë-
ãîðèòìà, îïèñàííîãî ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû. Ïóñòü ε = min{δ1, δ2}.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n, ïðèíèìàþùàÿ,
âîçìîæíî, êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è ñòðå-
ìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞, ñ êîòîðîé èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå. Ïóñòü d è l � ôóíêöèè íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n, ïðèíèìàþùèå
íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ è ïðè n → ∞ èìåþùèå àñèìïòîòèêè d(n) ∼ an,
l(n) ∼ ρn. Ïóñòü, êðîìå òîãî, Hn

1 = (V n, En
1 ), Hn

2 = (V n, En
2 ) � äâå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè d(n)-îäíîðîäíûõ ãèïåðãðàôîâ, â êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî n ìíî-
æåñòâî âåðøèí V n îäíî è òî æå è |V n| = n, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ F1 ∈ En

1 ,
F2 ∈ En

2 âûïîëíåíî |F1 ∩ F2| 6= l(n) (ìíîæåñòâà ðåáåð En
1 , E

n
2 ìîãóò êàê

ïåðåñåêàòüñÿ, òàê è íå ïåðåñåêàòüñÿ). Òîãäà

|En
1 | · |En

2 | ≤ (4− ε+ ϕ(n))n.

Òåïåðü ñðàâíèì ðåçóëüòàòû òåîðåìû 2 è 6. Â ãëàâå 1 ìû ãîâîðèëè î òîì
åäèíñòâåííîì ñëó÷àå, ãäå Ï. Ôðàíêë è Â. Ðåäëü êîíêðåòèçèðîâàëè ñâîþ îöåí-
êó èç ðàáîòû [37], òî åñòü êîãäà a = 0.5 è ρ = 0.25. Ó íèõ ïîëó÷èëîñü ÷èñëî
3.96, è, êàê ìû îïèñàëè äàëåå â ãëàâå 1, òåîðåìà 2 äàåò áîëåå ñèëüíûé ðåçóëü-
òàò, à èìåííî îöåíêó 3.892. Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ òåîðåìû 6,
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íàìè áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà 3.87, ÷òî, êîíå÷íî, åùå ëó÷øå. Âû÷èñëåíèÿ êîí-
ñòàíò â òåîðåìå 6 íàìíîãî áîëåå òðóäîåìêèå, ïîýòîìó ìû ïîêà îãðàíè÷èëèñü
ñëó÷àåì êîãäà a = 0.5 è ρ = 0.25.

Êàê è ó òåîðåìû 2, òàê è ó òåîðåìû 6 åñòü ñëåäñòâèå. Ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè âåðíà ãèïîòåçà 1, òî èìååò ìåñòî îöåíêà

χ∆(Rn) ≥ (1.06 . . .+ o(1))n .

Ïîíÿòíî, ÷òî ñëåäñòâèå 2 ñèëüíåå ñëåäñòâèÿ 1 èç òåîðåìû 2. Îïèñàíèå
âû÷èñëåíèé, äàâøèõ ñëåäñòâèå, ïîõîæå íà ïðèâåäåííûå âûøå, è çäåñü ìû
åãî íå ïîâòîðÿåì. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 6 è â êîíöå ðàññìîòðèì ðÿä ñèòóàöèé, â êîòîðûõ âñå ïåðåâèñëåííûå
òåîðåìû äîïóñêàþò óòî÷íåíèÿ.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6 î÷åíü ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2, ïî-
äðîáíî èçëîæåííîå â ïåðâîé ãëàâå íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè. Ïîÿñíèì, â ÷åì
ñîñòîÿò ðàçëè÷èÿ. Â ðàçäåëå 1.3.2 áûë îïèñàí àëãîðèòì, êîòîðûé ïî èñõîä-
íûì ãèïåðãðàôàì F = Hn

1 , G = Hn
2 ñòðîèò íîâûå ãèïåðãðàôû F∗, G∗. Ó

àëãîðèòìà åñòü äâà âàðèàíòà îñòàíîâêè.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ãèïåðãðàôû F∗, G∗ îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè.
Èõ îáùåå ìíîæåñòâî âåðøèí èìååò ìîùíîñòü µ1n± f1(n), ãäå f1 � ôóíêöèÿ,
ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞. Ðåáðà êàæäîãî èç íèõ ñîäåðæàò íå áîëåå
a1n ± f2(n) âåðøèí, ãäå f2 � ôóíêöèÿ, àíàëîãè÷íàÿ f1. Ïðè ýòîì ìîùíîñòü
ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîãî ðåáðà èç F∗ è ëþáîãî ðåáðà èç G∗ íå ìåíüøå βn± f3(n).
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Ñòèðëèíãà, ÷òî ââèäó ãèïî-
òåçû 1

|F∗| · |G∗| ≤ (g1 + f4(n))n.

Ðîâíî òàêóþ æå ðîëü èãðàëà â ýòîì ñëó÷àå è âåëè÷èíà g1 èç àëãîðèòìà 1.
Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþò ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû 2.

Âî âòîðîì ñëó÷àå îñòàíîâêè àëãîðèòìà ãèïåðãðàôû F∗, G∗ îáëàäàþò èíû-
ìè ïàðàìåòðàìè. Èõ îáùåå ìíîæåñòâî âåðøèí èìååò ìîùíîñòü µ2n± h1(n),
ãäå h1 � ôóíêöèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞. Ðåáðà êàæäîãî èç íèõ
ñîäåðæàò íå áîëåå a2n ± h2(n) âåðøèí, ãäå h2 � ôóíêöèÿ, àíàëîãè÷íàÿ h1.
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Ïðè ýòîì ìîùíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîãî ðåáðà èç F∗ è ëþáîãî ðåáðà èç G∗ íå
áîëüøå

(
1
2 − κ

)
µ2n ± h3(n). Òàêîãî ðîäà îãðàíè÷åíèå õàðàêòåðíî äëÿ çàäà÷

òåîðèè êîäèðîâàíèÿ î ïîñòðîåíèè ðàâíîâåñíûõ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè
(ñì. [63]). Ñèòóàöèÿ ñ ãðàíèöàìè äëÿ ìîùíîñòåé ýòèõ êîäîâ êðàéíå çàïóòàí-
íàÿ. Åñòü ðÿä êëàññè÷åñêèõ ãðàíèö (ñì. [63]), è åñòü, íàïðèìåð, ðàáîòà [64],
êîòîðàÿ çàòðóäíÿåò ôîðìóëèðîâêó êàêîé-ëèáî ãèïîòåçû.

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíÿåòñÿ òðþê, ïðè êîòîðîì (ñì. ðàçäåë 1.3) âòîðîé ãè-
ïåðãðàô çàìåíÿåòñÿ íîâûì ãèïåðãðàôîì ñ ïðåæíèì ìíîæåñòâîì âåðøèí è
ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: êàæäîå ðåáðî íîâîãî ãèïåðãðàôà èìååò íå ìåíåå
(µ2−a2)n±h4(n) âåðøèí; ðåáðà íîâîãî ãèïåðãðàôà ïåðåñåêàþò ðåáðà ïåðâîãî
ãèïåðãðàôà ïî íå ìåíåå (κ−λ)µ2n âåðøèíàì. Âèäíî, ÷òî óêàçàííûå ïàðàìåò-
ðû ñîãëàñóþòñÿ ñ àðãóìåíòàìè ôóíêöèè g â îïèñàíèè ïàðàìåòðîâ òåîðåìû
2. Â èòîãå ñ ó÷åòîì ôîðìóëû Ñòèðëèíãà, ãèïîòåçû 1 è õîäà äîêàçàòåëüñòâà
èç ðàçäåëà 1.2 èìååì îöåíêó

|F∗| · |G∗| ≤ (ξ + h5(n))n.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþò ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû 2.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6 çàâåðøåíà.

Ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé òåîðåìû 1, 2 è 6 äîïóñêàþò óòî÷íåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ãèïåðãðàôû H1 è H2 ñîâïàäàþò. Ðàçóìååò-
ñÿ, äëÿ ýòîãî ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ òåîðåìû 1, 2 è 6 äàþò îöåíêó ìîùíîñòè
ìíîæåñòâà ðåáåð ãèïåðãðàôà H1 (îí æå H2) âåëè÷èíîé(√

4− ε+ ϕ′(n)
)n
.

Íèæå íàïîìíèì åùå ðàç äâå òåîðåìû, êàñàþùèåñÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Ýòî òåîðåìû
4 è 5 èç ðàçäåëà 2.3.1. Èõ êàðäèíàëüíîå îòëè÷èå îò òåîðåì 1, 2 è 6 ñîñòîèò â
òîì, ÷òî åñëè â òåîðåìàõ 1, 2 è 6 çàïðåò l ìîæåò ïðèíèìàòü àáñîëþòíî ëþáûå
çíà÷åíèÿ, òî â íèõ çàïðåò îáÿçàí îòëè÷àòüñÿ îò ìîùíîñòè êàæäîãî ðåáðà (êàê
è â òåîðåìàõ 2 è 6, ãèïåðãðàôû òàì îäíîðîäíûå) íà âåëè÷èíó, ðàâíóþ ñòåïåíè
ïðîñòîãî ÷èñëà. Ïåðâàÿ òåîðåìà äîêàçàíà Ï. Ôðàíêëîì è Ð. Óèëñîíîì â [51].
Âòîðàÿ ïðèíàäëåæèò Å.È. Ïîíîìàðåíêî è À.Ì. Ðàéãîðîäñêîìó (ñì. [12], [52]
� [54], [62] ).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü H = (V,E) � d-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô íà n âåðøèíàõ,
ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ F1, F2 ∈ E âûïîëíåíî |F1 ∩ F2| 6= l è d − l � ñòåïåíü
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ïðîñòîãî ÷èñëà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì q. Åñëè 2l < d, òî

|E| ≤
q−1∑
i=0

C i
n.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü H = (V,E) � d-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô íà n âåðøèíàõ,
ïðè÷åì d ≤ n

2 , äëÿ ëþáûõ F1, F2 ∈ E âûïîëíåíî |F1 ∩ F2| 6= l, 2l ≥ d è
q = d − l � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà. Ïîëîæèì t = 2l − d + 1. Îïðåäåëèì
íàòóðàëüíîå ÷èñëî r èç ñîîòíîøåíèÿ

(d− t+ 1)

(
2 +

t− 1

r + 1

)
≤ n < (d− t+ 1)

(
2 +

t− 1

r

)
.

Òîãäà

|E| ≤ Ct+2r
n

Ct+r
d Cr

n−d

(
q−1∑
i=0

C i
n

)
.

Ïåðåôîðìóëèðóåì ýòè òåîðåìû, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì.
[50]): ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ìåæäó n è
n+Cn0.525 åñòü ïðîñòîå ÷èñëî. Áëàãîäàðÿ ýòîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 4 è
5 ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü

a ∈
(

0,
1

2

)
, ρ ∈

(
0,
a

2

)
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n, ïðèíèìàþùàÿ,
âîçìîæíî, êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è ñòðå-
ìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞, ñ êîòîðîé èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå. Ïóñòü d � ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n, ïðèíèìàþùàÿ
íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ è ïðè n → ∞ èìåþùàÿ àñèìïòîòèêó d(n) ∼ an.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ l íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n, ïðèíèìàþ-
ùàÿ íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ è ïðè n→∞ èìåþùàÿ àñèìïòîòèêó l(n) ∼ ρn,
÷òî åñëè Hn = (V n, En) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d(n)-îäíîðîäíûõ ãèïåðãðà-
ôîâ íà n âåðøèíàõ, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ F1, F2 ∈ En âûïîëíåíî |F1∩F2| 6= l(n),
òî

|En| ≤
(
ca−ρ1 + ϕ(n)

)n
.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü

a ∈
(

0,
1

2

)
, ρ ∈

(a
2
, a
)
.

52



Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n, ïðèíèìàþùàÿ,
âîçìîæíî, êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è ñòðå-
ìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞, ñ êîòîðîé èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå. Ïóñòü d � ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n, ïðèíèìàþùàÿ
íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ è ïðè n → ∞ èìåþùàÿ àñèìïòîòèêó d(n) ∼ an.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ l íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n, ïðèíèìàþ-
ùàÿ íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ è ïðè n→∞ èìåþùàÿ àñèìïòîòèêó l(n) ∼ ρn,
÷òî åñëè Hn = (V n, En) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d(n)-îäíîðîäíûõ ãèïåðãðà-
ôîâ íà n âåðøèíàõ, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ F1, F2 ∈ En âûïîëíåíî |F1∩F2| 6= l(n)
è

r′ =
(2ρ− a)(2a− 2ρ)

1− 4a+ 4ρ
,

òî

|En| ≤

(
c2ρ−a+2r′

1 ca−ρ1

c2ρ−a+r′
a cr

′
1−a

+ ϕ(n)

)n

.

Îòìåòèì, ÷òî îöåíêè èç òåîðåì 4 è 5, ðàáîòàþùèå â âåñüìà ñïåöèàëü-
íûõ ñèòóàöèÿõ, ñèëüíåå ìíîãèõ îöåíîê, ïðèâåäåííûõ ðàíåå. Íàïðèìåð, ïðè
a = 0.5, ρ = 0.25, êîòîðûå ìû íåîäíîêðàòíî óïîìèíàëè, òàê êàê ýòî åäèí-
ñòâåííûé ñëó÷àé, â êîòîðîì Ï.Ôðàíêë è Â.Ðåäëü âñå-òàêè êîíêðåòèçèðîâàëè
ñâîþ îöåíêó, èìååì âìåñòî

√
3.87 = 1.967 . . . ÷èñëî 1.754 . . . Íî òóò î÷åíü

âàæåí ýôôåêò, ñîçäàâàåìûé ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà, êîòîðàÿ åñòü â ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ôîðìóëèðîâêàõ (ñì. [54]). Íèæå ïðèâåäåíà òàáëèöà âû÷èñëåíèé
ïðè a ∈ [0.3, 0.5] è ρ ∈ [0.025, 0.25] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãèïåðãðàôû H1 è H2

ñîâïàäàþò. Â âåðõíåé ñòðîêå äëÿ êàæäûõ a è ρ ïðèâåäåíà îöåíêà èç òåîðåìû
2, â íèæíåé ñòðîêå îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåì 4 è 5.

0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15 0.175 0.2 0.225 0.25

0.3
1.840 1.836 1.815 1.811 1.794 1.808 1.783 1.798 1.842 1.842

1.801 1.755 1.704 1.649 1.590 1.526 1.530 1.546 1.575 1.623

0.35
1.899 1.898 1.853 1.858 1.860 1.862 1.844 1.892 1.910 1.910

1.879 1.842 1.800 1.755 1.704 1.649 1.590 1.583 1.587 1.603

0.4
1.928 1.927 1.925 1.924 1.924 1.921 1.920 1.917 1.960 3.842

1.938 1.910 1.879 1.842 1.801 1.755 1.704 1.649 1.631 1.624

0.45
1.947 1.947 1.946 1.948 1.948 1.949 1.948 1.949 1.950 1.969

1.978 1.960 1.938 1.911 1.879 1.842 1.801 1.755 1.704 1.674

0.5
1.960 1.962 1.963 1.964 1.966 1.967 1.968 1.970 1.971 1.973

1.998 1.990 1.978 1.960 1.938 1.911 1.879 1.842 1.801 1.755
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