
2019

CONTEMPORARY 
PROBLEMS
OF MATHEMATICS 
AND MECHANICS
Proceedings of 
the international 
conference dedicated
to the 80th anniversary 
of academician
V.A. Sadovnichy

Материалы
международной
конференции,
посвященной
80-летию
академика РАН
В.А.Садовничего

СОВРЕМЕННЫЕ
ПРОБЛЕМЫ 
МАТЕМАТИКИ
И МЕХАНИКИ

2019
С

О
В

Р
Е

М
Е

Н
Н

Ы
Е

 П
Р

О
Б

Л
Е

М
Ы

 
М

А
ТЕ

М
А

ТИ
К

И
 И

 М
Е

Х
А

Н
И

К
И





Выдающийся ученый и общественный деятель, 
ректор МГУ имени М. В. Ломоносова с 1992 года,

академик РАН В. А. Садовничий



СОВРЕМЕННЫЕ ПРОБЛЕМЫ
МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ

МАТЕРИАЛЫ МЕЖДУНАРОДНОЙ КОНФЕРЕНЦИИ,
ПОСВЯЩЁННОЙ 80-ЛЕТИЮ АКАДЕМИКА РАН В. А. САДОВНИЧЕГО

CONTEMPORARY PROBLEMS
OF MATHEMATICS AND MECHANICS
PROCEEDINGS OF THE INTERNATIONAL CONFERENCE DEDICATED
TO THE 80th ANNIVERSARY OF ACADEMICIAN V. A. SADOVNICHY

М О С К О В С К И Й   Г О С УД А Р С Т В Е Н Н Ы Й   У Н И В Е Р С И Т Е Т
и м е н и   М . В .  Л О М О Н О С О ВА

МОСКВА – 2019



УДК 517+ 519+531 DOI 10.29003/m978-5-317-06111-1
ББК 22.162:22.193: 22.19:22.311:22.2

С56

Издание осуществлено при финансовой поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований (РФФИ) по проекту 19-01-20097  

и попечительского Совета МГУ имени М. В. Ломоносова

С56
Современные проблемы математики и механики. Материалы международ-

ной конференции, посвященной 80-летию академика РАН В. А. Садовничего. – 
Москва : МАКС Пресс, 2019. – 824 с. 

e-ISBN 978-5-317-06111-1 print-ISBN 978-5-317-06133-3
Книга составлена из коротких заметок, в которых представлены результаты исследо-

ваний участников международной конференции, посвященной 80-летию академика РАН 
В. А. Садовничего. В книге представлены 5 направлений математики и механики, в кото-
рых активно работал В. А. Садовничий. Эти направления совпадают с названиями секций 
конференции.

1. Теория операторов и функциональный анализ.
2. Дифференциальные уравнения.
3. Теория функций и вычислительная математика.
4. Геометрия и математическая физика.
5. Механика и математическое моделирование.
Ключевые слова: теория операторов, спектральная теория, дифференциальные урав-

нения, дифференциальная геометрия, теория функций, математическая физика, механика, 
математическое моделирование.

e-ISBN 978-5-317-06111-1

© МГУ имени М. В. Ломоносова, 2019
© Коллектив авторов, 2019
© Оформление. ООО «МАКС Пресс», 2019



Организационный комитет конференции

Председатель: В.Н. Чубариков

Заместители председателя: Т.П. Лукашенко, А.Т. Фоменко,

А.А. Шкаликов

Члены комитета: В.В. Александров, Е.Д. Алферова,

А.И. Аптекарев, А.А. Владимиров, В.В. Власов, А.А. Левин,

Е.С. Карулина, И.С. Ломов, А.Н. Попов, Т.В. Родионов,

А.М. Савчук, А.П. Солодов, Я.Т. Султанаев, Д.В. Трещев

Программный комитет конференции

Председатель: В.Н. Чубариков

Заместители председателя: А.И. Шафаревич, А.А. Шкаликов

Члены комитета: Д.В. Георгиевский, В.Н. Денисов,

А.О. Иванов, И.С. Ломов, Т.П. Лукашенко, А.М. Савчук,

А.С. Шамаев

Organizing Committee
Chairman: V.N. Chubarikov
Vice chairmen: T.P. Lukashenko, A.T. Fomenko, A.A. Shkalikov
Members: V.V. Alexandrov, E.D. Alferova, A.I. Aptekarev,
A.A. Vladimirov, V.V. Vlasov, A.A. Levin, E.S. Karulina,
I.S. Lomov, A.N. Popov, T.V. Rodionov, A.M. Savchuk,
A.P. Solodov, Ya.T. Sultanaev, D.V. Treschev

Program Committee
Chairman: V.N.Chubarikov
Vice chairmen: A.I. Shafarevich, A.A. Shkalikov
Members: D.V. Georgievskii, V.N. Denisov, A.O. Ivanov,
I.S. Lomov, T.P. Lukashenko, A.M. Savchuk, A.S. Shamaev



Содержание

Секция 1. Теория операторов и функциональный ана-

лиз 1
А.Р. Абдуллаев, Е.А. Скачкова, Î ðàçðåøèìîñòè êâàçèëèíåéíîãî

îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå . . . . . . . . . 1
О.Г. Авсянкин, Î êîìïàêòíîñòè è îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ òèïà

ñâåðòêè â ïðîñòðàíñòâàõ Ìîððè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
А.Н. Агаджанов, Îá óíèâåðñàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ äëÿ íîðì â ñó-

ïåððåôëåêñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ . . . . . . . . . . . 5
А.Р. Алимов, И.Г. Царьков, Íåãëàäêèå ñå÷åíèÿ åäèíè÷íîãî øàðà

ïðîñòðàíñòâà 𝐶(𝑄) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
А.Б. Антоневич, А.Н. Бузулуцкая, Ñèììåòðèè êîíôèãóðàöèé â

êâàçèðåøåòêàõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
С.Н. Асхабов, Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ òèïà ñâåðò-

êè ñî ñòåïåííîé íåëèíåéíîñòüþ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
А.Х. Бегматов, З.Х. Очилов, Çàäà÷à èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè ñ

âåñîâîé ôóíêöèåé ñïåöèàëüíîãî âèäà . . . . . . . . . . . . . . . 14
Б.Б. Беднов, Î òî÷êàõ Øòåéíåðà â ïðîñòðàíñòâå Ëèíäåíøòðàóññà 18
Александр А. Беляев, Àíàëèòè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ ìåð íà áåñêî-

íå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
Алексей А. Беляев,Ìóëüòèïëèêàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ áåññåëåâûõ

ïîòåíöèàëîâ è Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Б.Т. Билалов, Î áàçèñíîñòè âîçìóùåííîé ñèñòåìû ýêñïîíåíò â

ïðîñòðàíñòâàõ òèïà Ìîððè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
Н.А. Бокаев, Ж.М. Онербек, Îá îãðàíè÷åííîñòè ïîòåíöèàëà Ðèññà

â ãëîáàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ òèïà Ìîððè ñ ïåðåìåííûì ïîêà-
çàòåëåì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

Н.Ф. Валеев, Îá îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷àõ ñ íåïîëíûìè
äàííûìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

В.Б. Васильев, Ýëëèïòè÷åñêèå îïåðàòîðû, óðàâíåíèÿ è êðàåâûå
çàäà÷è . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

А.А. Владимиров, Óãëîâûå ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðíûõ ìàòðèö . . . 36
В.Е. Владыкина, Ñïåêòðàëüíûå àñèìïòîòèêè çàäà÷è Øòóðìà �

Ëèóâèëëÿ ïðè ìèíèìàëüíûõ óñëîâèÿõ íà ãëàäêîñòü êîýôôè-
öèåíòîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

v



vi

В.В. Власов, Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðàòîðíûõ ìîäåëåé ëèíåé-
íîé âÿçêîóïðóãîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

Т.А. Гарманова, ßâíûé âèä òî÷íûõ êîíñòàíò â íåðàâåíñòâàõ òèïà
Ìàðêîâà �Ôðèäðèõñà �Êîëìîãîðîâà . . . . . . . . . . . . . . . 43

В.Л. Гейнц, Îáðàòíàÿ çàäà÷à î ðåçîíàíñàõ äëÿ óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

С.В. Гонченко, А.Д. Козлов, К.Е. Морозов, К.А. Сафонов, Áèôóð-
êàöèè óäâîåíèÿ çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ è äèñêðåò-
íûå àòòðàêòîðû Øèëüíèêîâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

К.С. Елецких, Ïñåâäîîáîáùåííûé (𝜇𝜈 )-ñäâèã è ôîðìóëà Ïóàññîíà
ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ïóàññîíà�
Äàðáó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

В.К. Захаров, Т.В. Родионов, Ïðîáëåìà Ðèññà �Ðàäîíà �Ôðåøå õà-
ðàêòåðèçàöèè èíòåãðàëîâ è ñëàáàÿ êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâ
ðàäîíîâñêèõ ìåð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

А.С. Иванов, Î ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà À.À. Äîðîäíèöûíà äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ ñòðóíû ñ ñèíãó-
ëÿðíûìè ïîòåíöèàëîì è âåñîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

О.А. Иванова, Ñâåðòêè â ñîïðÿæåííûõ ê âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì
öåëûõ ôóíêöèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

М. Илолов, Îáîáùåííûå äðîáíûå ïðîèçâîäíûå Ëèóâèëëÿ-
Ëèçîðêèíà è íåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà . . . . . . . . . . . . . . . 60

Н.С. Иманбаев, Î íóëÿõ îäíîãî êëàññà öåëûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ
èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

Х.К. Ишкин, Îá óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðîãî êëàññà íåñàìîñîïðÿæåí-
íûõ îïåðàòîðîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

С.И. Кадченко, А.В. Пуршева, Л.С. Рязанова, ×èñëåííûé ìåòîä
ðåøåíèÿ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ íà ãåîìåòðè÷åñêîì
ãðàôå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

А.С. Калитвин, Ôðåäãîëüìîâîñòü ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíû-
ìè èíòåãðàëàìè â 𝐿𝑝 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

В.А. Калитвин, Î ñïåêòðàëüíîì ðàäèóñå îïåðàòîðîâ Âîëüòåððà ñ
ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè . . . . . . . . . . . . . . 74

А.А. Калыбай, Р. Ойнаров, Îãðàíè÷åííîñòü îäíîãî êëàññà èíòå-
ãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ èç âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà â
âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Б.Е. Кангужин, Èçìåíåíèå êîíå÷íîé ÷àñòè ñïåêòðà îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà çà ñ÷åò äåëüòà-îáðàçíûõ âîçìóùåíèé . . . . . . . . . . . 78

Н.Н. Конечная, Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè-ðàñïðåäåëåíèÿìè . . . . . . 80

А.Б. Костин, В.Б. Шерстюков, Î áàçèñíîñòè ñèñòåìû êîðíåâûõ
ôóíêöèé çàäà÷è ñ íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé äëÿ îïåðàòîðà Ëà-
ïëàñà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

Л.К. Кусаинова, Я.Т. Султанаев, Г. Мурат, Àïïðîêñèìàòèâíûå
îöåíêè äëÿ îäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà â âåñîâîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

З.А. Кусраева, Î ïðîäîëæåíèè ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ . . . . 88



vii

А. А. Лобода, Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà . . . . . . . . . . . . . . . . 91

Л.Н. Ляхов, С.А. Рощупкин, Îäíîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Áåññåëÿ
÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ôóíêöèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

А.С. Макин, Î áàçèñíîñòè ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé, îòâå÷àþùèõ
îïåðàòîðó Äèðàêà ñ ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè . . . . 96

А.С. Мигаева, А.В. Перескоков, Àñèìïòîòèêà ñïåêòðà àòîìà âîäî-
ðîäà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå âáëèçè íèæíèõ ãðàíèö ñïåê-
òðàëüíûõ êëàñòåðîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

К.А. Мирзоев, Îá èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ñóìì íåêîòîðûõ
ñòåïåííûõ ðÿäîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

Е.Д. Нурсултанов, Îá èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìå Ìàðöèíêåâè÷à . 105
А.В. Павлов, Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå . . 106
А.С. Печенцов, Ïî ñëåäàì Â.À. Ñàäîâíè÷åãî . . . . . . . . . . . . . 109
С.С. Платонов, Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç Ôóðüå �ßêîáè è íåêîòîðûå

çàäà÷è òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé . . . . . . . . . . . . . . 112
В.Е. Подольский, Ôîðìóëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ âîçìó-

ùåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà . . . . . . . . . . . . . . 115
Д.М. Поляков, Ñïåêòðàëüíûå àñèìïòîòèêè äëÿ äèôôåðåíöèàëü-

íîãî îïåðàòîðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôè-
öèåíòàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

В.В. Рыжиков, Ìåðû äèíàìè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ ñ íåîáû÷íû-
ìè ñâîéñòâàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

В.С. Рыхлов, Êðàòíàÿ ïîëíîòà êîðíåâûõ ôóíêöèé íåðåãóëÿðíûõ
ïó÷êîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè è ðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè . . . . . 122

А.М.Савчук, И.В.Садовничая, Î ñâîéñòâàõ îïåðàòîðíîé ãðóïïû,
ïîðîæäàåìîé îäíîìåðíîé ñèñòåìîé Äèðàêà . . . . . . . . . . . 125

М.А. Садыбеков, Î áàçèñíîñòè êîðíåâûõ ôóíêöèé êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ñèììåòðè÷íûì ïîòåíöè-
àëîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

К.К. Садыкова, Н.Т. Тлеуханова, Îá îïåðàòîðå ñâåðòêè â àíè-
çîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Íèêîëüñêîãî�Áåñîâà ñ äîìèíèðó-
þùåé ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

В.Ф. Салманов, В.С. Мирзоев, Áàçèñíîñòü ñèñòåìû ýêñïîíåíò â
Grand- ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

Т.А. Сафонова, Îá èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïîëèëîãàðèôìîâ
è àññîöèèðîâàííûõ ñ íèìè ôóíêöèé . . . . . . . . . . . . . . . 136

В.Н. Сивкин, Î áàçèñíîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âîçìóùåíèé ñà-
ìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

Н.А. Сидоров, Î ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ ðàçâåòâëÿþùèõñÿ
ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â óñëîâèÿõ ñïëåòåíèÿ . . . . 142

Я.Т. Султанаев, Н.Ф. Валеев, Э.А. Назирова, Cïåêòðàëüíûå ñâîé-
ñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ îñöèëëèðóþùèìè êî-
ýôôèöèåíòàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

Ю.А. Тихонов, Î êëàññè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùåé â òåîðèè âÿçêî-
óïðóãîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146



viii

Е.Т. Шавгулидзе, А.К. Кравцева, Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ
èíòåãðàëîâ Ôåéíìàíà ïî ïðîñòðàíñòâó òðàåêòîðèé . . . . . . 148

С.Н. Туманов, Òåîðåìà ïîëíîòû ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
îïåðàòîðà Øð�eäèíãåðà ñ êîìïëåêñíûì ñòåïåííûì ïîòåíöèàëîì149

З.Ю. Фазуллин, Ôîìóëû ñëåäîâ îãðàíè÷åííûõ âîçìóùåíèé äâó-
ìåðíûõ ìîäåëüíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ . . . . . . 151

И.Д. Цопанов, А.К. Баззаев, Ðåãóëÿðèçîâàííûå ñëåäû äëÿ âîçìó-
ùåíèé ñïåêòðàëüíîãî îïåðàòîðà. Ìåòîä Ãàëåðêèíà-Ïåòðîâà
âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. . . . . . . . . . . . . . . . . 154

М.Ш. Шабозов, Î íåðàâåíñòâàõ òèïà Êîëìîãîðîâà äëÿ ôóíêöèé
äâóõ ïåðåìåííûõ â 𝐿2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

И.А. Шейпак, Òî÷íûå îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ÷åòíîãî ïîðÿäêà â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

Р.Н. Ярметова, Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ïîëèíîìèàëüíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

A.R. Aliev, On the solvability in a weight space of a boundary-value
problem for a class fourth-order operator-differential equations . 164

N.V. Artamonov, On the solvability of the operator Riccati equation
in reflexive Banach space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

A.V. Arutyunov, S.E. Zhukovskiy, On global inverse function theorems 167
A. Asanov, Z.A. Kadenova, Uniqueness of solutions for one class of

Fredholm – Stieltjes equations of the first kind with tho variables 169
D. Borisov, On spectrum of quadratic operator pencil with small pe-

riodic 𝒫𝒯 -symmetric perturbation . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
A.G. Chechkina, Operator estimates for problems with oscillating

Steklov boundary condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
V. Chilin, M. Muratov, J. Pashkova, Dominated ergodic theorem in

symmetric spaces on infinite continuous measure space . . . . . . 176
V.A. Dubravina, Feynman approximations for solutions to second-

order parabolic equations on some ramified manifolds . . . . . . 178
F.A. Guliyeva, S.R. Sadigova, On approximation by shift operators in

Morrey type spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
J.J.Hasanov, Singular integral operators and their commutators on

generalized weighted Morrey spaces with variable exponent . . . 181
S. Iliadis, On actions of spaces continuously containing topological

groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
M.I. Ismailov, V.Q. Alili, On basicity of the system of exponents and

trigonometric systems in grand-Lebesgue spaces . . . . . . . . . . 185
Z. Kadelburg, Spectral function asymptotics of differential operators . 186
E.S. Karulina, Oscillation properties of one fourth-order problem with

a spectral parameter in boundary conditions . . . . . . . . . . . . 186
B.B. Koca, Spectral properties of Toeplitz operators . . . . . . . . . . 187
M. Kukushkin, On spectral properties of the m-accretive operator

transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
I.V. Melnikova, Semigroup and distribution methods in studying ab-

stract stochastic problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
S.S. Mirzoev, S.F. Babayeva, On a double-point boundary value prob-

lem for a second order operator-differential equation . . . . . . . 191



ix

A.M. Musayev, Oscillatory integral operators and their commutators
in modified Morrey spaces with variable exponent . . . . . . . . . 192

A.S. Osipov, Remarks on commuting Jacobi type difference operators 194

N.N. Shamarov, Kolmogorov integral and Fock approaches to Weyl
second quantization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

O.G. Smolyanov, Transformation of Feynman path integrals and quan-
tum anomalies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

V.D. Stepanov, Characterization of associate function spaces and prin-
ciple of duality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

S.M. Tashpulatov, The structure of essential spectra and discrete spec-
trum of five-electron systems in the Hubbard model. Quartet state202

V.A. Yurko, Inverse spectral problems for Sturm-Liouville operators
with complex weights . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

Секция 2. Дифференциальные уравнения 207
М.Ф. Абдукаримов, С.Х. Мирзоев, Î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ îä-

íîé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííîé ñ íàãðóæåííûì
óðàâíåíèåì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

А.В. Аксенов, Èíâàðèàíòíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè Ðèìàíà . . . . . . . 209
И.В. Асташова, Î òèïè÷íîñòè è íåòèïè÷íîñòè ñòåïåííîãî ïîâå-

äåíèÿ blow-up ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà �
Ôàóëåðà âûñîêîãî ïîðÿäêà â çàâèñèìîñòè îò ñïåêòðà ïîðîæ-
äåííîãî èì ÿêîáèàíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

Е.А Бадерко, М.Ф. Черепова, Î åäèíñòâåííîñòè â êëàññå Ã�åëüäåðà
ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì â ïîëó-
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè . . . . . . . . . . . . . . . 215

Ш.А. Балгимбаева, Îãðàíè÷åííîñòü íåêîòîðûõ êëàññîâ ïåðèîäè-
÷åñêèõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ . . . . . . . . . . 217

Е.А. Барабанов, В.В. Быков, Îáîáùåíèå ïðèìåðîâ Ïåððîíà è Âè-
íîãðàäà íåóñòîé÷èâîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà íà ëèíåéíûå
äèôôåðåíöèàëüíûå ñèñòåìû ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè âîçìóùåíè-
ÿìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220

С.И. Безродных, Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè Ëàóðè÷åëëû 𝐹

(𝑁)
𝐷 . . . . . . . . . . . . . . . . . 223

А.В. Болтачев, А.Ю. Савин, Îá îäíîì êëàññå ôðåäãîëüìîâûõ
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ äàííûìè íà âñåé
ãðàíèöå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227

Е.Е. Букжалёв, Ïðèìåíåíèå ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêèõ èòåðàöèé ê
îäíîìó ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîìó íåëèíåéíîìó äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà . . . . . . . . . . . . . . . 229

В.Ф. Бутузов,Î ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷àõ ñ êðàòíûì êîð-
íåì âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232

А.Н. Ветохин, Äåñêðèïòèâíûé òèï ìíîæåñòâ òî÷åê ïîëóíåïðå-
ðûâíîñòè òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
íåïðåðûâíî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà . . . . . . . . . . . . . . . 234

В.И. Власов, Àñèìïòîòèêà è ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
â îáëàñòÿõ ñ óçêîé ùåëüþ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236



x

В.И. Войтицкий, Н.Д. Копачевский, Ïðîáëåìà íîðìàëüíûõ äâè-
æåíèé ìàÿòíèêà ñ òðåíèåì â øàðíèðå è ïîëîñòüþ, ÷àñòè÷íî
çàïîëíåííîé èäåàëüíîé æèäêîñòüþ . . . . . . . . . . . . . . . . 240

Н.П. Волков, Óïðàâëåíèå ïåðåõîäíûìè ïðîöåññàìè â îäíîé ìî-
äåëüíîé çàäà÷å äèíàìèêè ðåàêòîðà . . . . . . . . . . . . . . . . 243

А.А. Гималтдинова, Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûìè óñëî-
âèÿìè ñî çíàêîïåðåìåííûì âåñîì . . . . . . . . . . . . . . . . . 246

Ю.В. Гласко, Î ãåîìåòðè÷åñêîì ìåòîäå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êðàå-
âûõ çàäà÷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247

Н.Л. Гольдман, Íåêîòîðûå íîâûå ïîñòàíîâêè íåëèíåéíûõ çàäà÷
äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249

В.И. Горбачев, Î ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252

В.Н. Денисов, Î ñêîðîñòè ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ
ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàñòóùèìè êîýôôèöèåíòàìè . . 256

М.Т. Дженалиев, М.И. Рамазанов, М.Г. Ергалиев, Îá îäíîé ãðà-
íè÷íîé çàäà÷å òåïëîïðîâîäíîñòè è ñâÿçàííîì ñ íåé âûðîæäà-
þùåìñÿ èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè òèïà Àáåëÿ âòîðîãî ðîäà . . 258

С.А.Довбыш, Êâàçèñëó÷àéíûå äâèæåíèÿ è íåèíòåãðèðóåìîñòü â
ñèñòåìàõ ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé 𝑆1 . . . . . . . . . . . . . . . . . 261

А.В. Егорова, Î âû÷èñëåíèè ñðåäíåé âðåìåííîé âûãîäû äëÿ ýêñ-
ïëóàòèðóåìîé ïîïóëÿöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264

Н.В. Зайцева, Íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ñ ñèíãóëÿðíûì êîýôôèöèåíòîì . . . . . . . . . . . 268

Г.А. Закирова, Îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî îïåðàòîðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà . . . . . . . . . . . . . . 270

Е.П. Иванова, Î êîýðöèòèâíîñòè âîçìóùåííûõ äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273

М.Ю. Игнатьев, Î çàäà÷å ðàññåÿíèÿ äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòüþ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275

Е.В. Игонина, Îá èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ
ìàÿòíèêîâîãî òèïà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278

М. Исмати, Н.М. Исматов, Î ïî÷òè-ïåðèîäè÷íîñòè ðåøåíèÿ ÷åò-
âåðòîé (ïÿòîé) ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàìå280

Б.Т. Калимбетов, В.Ф. Сафонов, Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå
ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå óðàâíåíèÿ ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùè-
ìè êîýôôèöèåíòàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282

Т.Ш. Кальменов, Н. Кахарман, Îòñóòñòâèå êîíå÷íîãî ñïåêòðà ðå-
ãóëÿðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé . 284

В.Л. Камынин, Îá îáðàòíûõ çàäà÷àõ îäíîâðåìåííîãî îïðåäåëåíèÿ
ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòîâ â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè . . . . 286

О.Х. Каримов, Êîýðöèòèâíàÿ ðàçðåøèìîñòü íåëèíåéíûõ ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìàòðè÷íû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå . . . . . . . . . . 288



xi

Ш.Г. Касимов, У.С. Мадрахимов, Îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
îáîáùåííîãî àíàëîãà íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è êîëåáàíèé
áàëêè, îäèí êîíåö êîòîðûé çàäåëàí, à äðóãîé øàðíèðíî çà-
êðåïëåí, â êëàññàõ Ñîáîëåâà â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå . . . . . . 290

И.С. Кащенко, Î ïîâåäåíèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ áîëüøèìè
çàïàçäûâàíèÿìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293

А.И. Кожанов, Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295

Л.М. Кожевникова, Î ðåøåíèÿõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïå-
ðåìåííûìè ïîêàçàòåëÿìè íåëèíåéíîñòåé è äàííûìè â âèäå
ìåðû â ïðîñòðàíñòâå R𝑛 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296

Ю.А. Комаров, А.Б. Куржанский, Âåêòîðíûé âàðèàíò ãàìèëüòî-
íîâà ôîðìàëèçìà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 299

А.Н. Конёнков, Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïàðàáîëè÷å-
ñêîé ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302

М.В. Коровина, Ïðîáëåìà Ïóàíêàðå. Àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãîëîìîðôíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè â îêðåñòíîñòè èððåãóëÿðíûõ îñîáûõ òî÷åê . . 304

Б.Д. Кошанов, Îá îáîáùåííîé çàäà÷å Íåéìàíà äëÿ ýëëèïòè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè . . . . . . . . . . 307

М.Н. Кузнецова,Èíòåãðèðóåìûå êâàçèëèíåéíûå äâóìåðèçîâàííûå
öåïî÷êè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå àëãåáðû . . . . . . . . . . . . . 309

А.Н. Куликов, Д.А. Куликов, Ëîêàëüíûå àòòðàêòîðû óðàâíåíèÿ
Êàíà �Õèëëèàðäà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312

А.Н. Кучкарова, Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà-
÷è Òðèêîìè �Íåéìàíà äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ îïåðàòîðà ñìå-
øàííîãî òèïà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314

А.С. Леонов, Àïîñòåðèîðíàÿ îöåíêà òî÷íîñòè íàõîæäåíèÿ èñòî÷-
íèêà â îáðàòíûõ çàäà÷àõ äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316

А.Н. Миронов, Л.Б. Миронова, Î íåëîêàëüíûõ ïîäñòàíîâêàõ äëÿ
óðàâíåíèé Ëèóâèëëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319

Ф.Х. Мукминов, Î êîððåêòíîñòè ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ àíèçî-
òðîïíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äèôôóçíîé ìåðîé . . 321

А.Б. Муравник, Íåêîòîðûå ñèíãóëÿðíûå íåðàâåíñòâà, âîçíèêàþ-
ùèå â ìîäåëÿõ íåéðîñåòåé: ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü . . . . . 324

Н.Т. Орумбаева, А.Б. Кельдибекова, Ðàçðåøèìîñòü ïåðèîäè÷åñêîé
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325

Г.С. Осипенко, Àïïðîêñèìàöèÿ ýðãîäè÷åñêèõ ìåð . . . . . . . . . . 329
К.Н. Оспанов, Î ìàêñèìàëüíîé ðåãóëÿðíîñòè ýëëèïòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ñî ñìåùåíèåì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332
С.Е. Пастухова, Óñðåäíåíèå ìàêñèìàëüíûõ ìîíîòîííûõ îïåðàòî-

ðîâ ñòåïåííîãî ðîñòà ñ îñöèëëèðóþùèì ïîêàçàòåëåì . . . . . 332
С.В. Пикулин, Ñõîäèìîñòü ðåøåíèé êâàçèëèíåéíîãî ýëëèïòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè ñ øàðîâîé ïîëîñòüþ . . . . . . . . 336
Е.В. Полежаева, Н.Т. Левашова, Д.И. Кузнецова, Ñòàáèëèçàöèÿ

ðåøåíèÿ âèäà ôðîíòà çàäà÷è ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ . . 338



xii

И.П. Половинкин, М.В. Половинкина, А.Л. Мугланов, Î äâóõòî-
÷å÷íûõ ôîðìóëàõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé â íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ . . . . . . . . . . . . . . 341

А.И. Прилепко, Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è ïðèíöèï ìàêñèìóìà â
(B) � ïðîñòðàíñòâàõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343

Л.С. Пулькина,Î íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíûõ
çàäà÷ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé . . . . . . . . . . . . . . 345

Н.А. Раутиан, Èññëåäîâàíèå âîëüòåððîâûõ èíòåãðî-äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíûìè ÿäðàìè . . . . . . . . . . 347

Л.И. Родина, Îöåíêà ïðîìûñëîâîãî äîõîäà â ñòîõàñòè÷åñêèõ ìî-
äåëÿõ ñáîðà âîçîáíîâëÿåìîãî ðåñóðñà . . . . . . . . . . . . . . 349

К.Б. Сабитов, Íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà . . . . . . 352

Ж. Сартабанов, А.А. Кульжумиева, Ìíîãîïåðèîäè÷åñêîå ðåøå-
íèå ïîëóëèíåéíîé 𝐷𝑒-ñèñòåìû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355

И.Н. Сергеев, Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì
ïî Ëÿïóíîâó è ïî Ïåððîíó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358

С.Н. Сидоров, Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ óðàâíåíèÿ
ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà . . . . . . . . . . 361

П.М. Симонов, Î òåîðåìå Áîëÿ �Ïåððîíà î ñóùåñòâîâàíèè ïðå-
äåëîâ ðåøåíèé äëÿ ãèáðèäíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì . . . . . . . . . . 364

С.М. Ситник, Î êîìïîçèöèîííîì ìåòîäå â òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367

В.В. Соловьев, Ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ èñòî÷-
íèêà ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè 369

Б.Х. Турметов, Î íåêîòîðûõ íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ ñ ãðà-
íè÷íûìè îïåðàòîðàìè äðîáíîãî ïîðÿäêà . . . . . . . . . . . . 371

А.К. Уринов, К.Т. Каримов, Çàäà÷à òèïà çàäà÷è Äèðèõëå â ïîëó-
áåñêîíå÷íîì ïàðàëëåëåïèïåäå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ñ òðåìÿ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè . . . . . . . . . . . . . 373

А.В. Филиновский, Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïåðâîãî ñîá-
ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ çàäà÷è Ðîáåíà . . . . . . . . . . . . . . . . 375

А.Р. Хакимова, Îá îäíîì ìåòîäå ïîñòðîåíèÿ ïàðû Ëàêñà . . . . . . 378
А.Р.Халмухамедов, Э.И.Кучкоров, К.К.Тургунов, O ñïåêòðàëüíûõ

ðàçëîæåíèÿõ ôóíêöèé èç êëàññà Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî ïî ñîá-
ñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà Øð�åäèíãåðà â òðåõìåðíîé îá-
ëàñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 380

Г.А. Чечкин, Î ñèòå Ñòåêëîâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382
Л.Г. Шагалова, Êóñî÷íî-ëèíåéíîå ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ Ãàìèëüòîíà �ßêîáè ñ íåîäíîðîäíûì ãàìèëüòîíèàíîì . . 385
М.В. Шамолин, Èíòåãðèðóåìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ äèññèïà-

öèåé ñî ìíîãèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû . . . . . . . . . . . . 387
Э.Л. Шишкина, Ìåòîä ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 390
М.Г. Юмагулов, М.Ф. Фазлытдинов, Ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû è

àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé . . . . . . . 394



A.T. Assanova, Z.M. Kadirbayeva, On the solvability of periodic prob-
lem for loaded pseudoparabolic equation of fourth order . . . . . 396

S.A. Buterin, M.A. Malyugina, C.-T. Shieh, An inverse spectral prob-
lem for functional-differential pencils with delay . . . . . . . . . . 399

V.A. Galkin, Microlocal geometry makes global structures in porous
medium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402

V. Gol’dshtein, V. Pchelintsev, A. Ukhlov, Conformal spectral esti-
mates of the Dirichlet-Laplacian . . . . . . . . . . . . . . . . . . 404

K. Imanberdiyev, A. Kassymbekova, On stabilization problem for a
loaded heat equation: the two-dimensional case . . . . . . . . . . 405

G. Kurina, On projector approach to constructing asymptotic solu-
tion of initial value problems for singularly perturbed systems in
critical case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 408

N. Nefedov, The periodic solutions with an interior layer of Burgers
type equations with modular advection: asymptotic approxima-
tion and asymptotic solutions of some inverse coefficient problems 410

V.S. Serov, Spectral problems for elliptic operators with singular co-
efficients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412

A.G. Yagola, A posteriori error estimation for solutions of ill- posed
problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 415

������ �� 	�
��� ������ � �������������� �����

���������

���� �������	
� ���� 
��
���� ����� �����	
����� ��� �������

���������
	��� ��������� ���� ���� � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ������	� ���� ����
��	� � ���������
�� p(x)�
���������
	�� ���	� 
 �!������� ��	�!������ p � � � � � �"#

���� �����	� ���� ��������	� �� � ����!	"�	� ���� #�$����	�

 �%� %�	�����"��&� ���� '
&�
�� �� � '
&�
�� $�
��!���

����� �����	������ �!�%��&��� ��������� ��
�� � �	
�

���������� �� ���������
	�� ��!���� � � � � � � � � � � � � � � �"�

���� ���
(�	� � 	��

���	��� ���
��� ��
�	�� �	����������

��� ���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"'

��)� *
+
,(� � ��������� ��������� ��(��� 
��)�� ����������


	�� 
�
��� �� ���
	�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"*

��%� *
�(
�-�	
� +����������� ������� ��� �����������
	��

���������� ���
���� � ��� ���� 
���� � � � � � � � � � � � � � ��"

��.� *�+�
��	� ���� /������	� � ��

���������� ���	��, !��

����� ����������� �� 
��� 
��� ����%�� � � � � � � � � � � � ���

��/� *���$��&� -���� � ����
������ ���
����
�� .���� � � � � � ���

0���  �����	
� *� � ������	� ���	� ���� ������ 	��

� ��� �

��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��#

 � � �
�
������ 0�1� #��
(�����  ��� �
��	����&� � 
�������


�� ����� �
/�� ������	��
����� ��!��&��� �� 
�
�����


&��� � 
������ !��	����������� ���	� � � � � � � � � � � ���

���� �
�,
�!�� 0������ ���� 1��� 2+�(� ��� �����������

��������� �����)�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ��+���	
� ��.� /(�
����	� $�(���� ����� �%�
���������

!���� ������)(�� 	�������� 
 ��!��&������ �������� ��

�
���� ������ ��������!��� 
 ����������� 
�������� .���

	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'#

 ��� ����	�2���� *�%� 3��	���(���� 1����
�� 2 ����	����
���

��
	�� 
���� ��� �������� ����%�����
	��� ���� � � � � � � �'�

*�/� ������	� ����  �����	�"� �%�%3����� �������� ����!������

� ����������� 
������
�) �� ���� 0��)� 24��(� � � � � � � � �'�

хiii



А.В. Звягин, Г.М. Кобельков, М.А. Ложников, Î ÷èñëåííîé ñòà-
áèëèçàöèè íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè . . 456

С.И. Кабанихин, М.А. Шишленин, Н.С. Новиков, Àëãîðèòìû ðå-
øåíèÿ ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ óðàâíåíèé È.Ì. Ãåëüôàíäà,
Á.Ì. Ëåâèòàíà, Ì.Ã. Êðåéíà è Â.À. Ìàð÷åíêî . . . . . . . . . 458

С.Н. Копылов, Âëèÿíèå ìàñøòàáíûõ ôóíêöèé íà ñâîéñòâà èíòå-
ãðàëà Õåíñòîêà �Êóðöâåéëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 461

А.А. Корнев, Î òåîðåìå Àäàìàðà �Ïåððîíà è ìåòîäàõ òèïà äåôëÿ-
öèè äëÿ ñòàáèëèçàöèè íåëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ 462

Н.Г. Корыткин, П.Г. Корыткин, Ïîñòðîåíèå ãðàäóèðîâî÷íûõ õà-
ðàêòåðèñòèê ñðåäñòâ èçìåðåíèé ìåòîäîì ìàêñèìóìà êîìïàêò-
íîñòè, åãî àâòîìàòèçàöèÿ è ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ . . . . . 463

O.C. Кудрявцева, А.П. Солодов, Îáëàñòè îäíîëèñòíîñòè íåêîòî-
ðûõ êëàññîâ ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé êðóãà â ñåáÿ . . . . . 465

М.Р. Лангаршоев, Òî÷íîå íåðàâåíñòâî òèïà Äæåêñîíà â âåñîâîì
ïðîñòðàíñòâå Áåðãìàíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 468

С.Ф. Лукомский, Íåõààðîâñêèå âåéâëåòû íà íóëüìåðíûõ ãðóïïàõ . 470
С.Г. Мерзляков, С.В. Попенов, Èíòåðïîëÿöèÿ ñóììàìè ðÿäîâ ýêñ-

ïîíåíò è ãëîáàëüíàÿ ãîëîìîðôíàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ îïåðàòî-
ðîâ ñâåðòêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 473

С.И. Мустафина, В.А. Михайлов, Т.А. Михайлова, Îá èñïîëüçî-
âàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â çàäà÷å
ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ñîïîëèìåðèçàöèè â êàñêàäå ðåàêòîðîâ477

К.А. Оганесян, Ìåðà ïîëîæèòåëüíîñòè ñóììû íåâûðîæäåííîãî
ñèíóñ-ðÿäà ñ ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè íà îòðåçêå [0, 𝜋] 480

Б.П. Осиленкер, Î ìóëüòèïëèêàòîðàõ ðÿäîâ Ôóðüå ïî ìíîãî÷ëå-
íàì, îðòîãîíàëüíûì â êîíòèíóàëüíî-äèñêðåòíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ Ñîáîëåâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 482

А.Г. Петров, ×èñëåííûå ñõåìû áåç íàñûùåíèÿ äëÿ ïîëèãàðìîíè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485

А.Ю. Попов, Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à î íàèáîëüøåì çíà÷åíèè ìèíè-
ìóìà ìîäóëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè . . . . . 489

М.К. Потапов, Б.В. Симонов, Êîíñòðóêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè
äðîáíûõ ìîäóëåé ãëàäêîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 491

А.В. Прошкина,Î íåêîòîðûõ àíàëîãàõ òåîðåì Õàóñäîðôà �Þíãà è
Ïýëè �Âèíåðà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå áûñòðî óáûâàþùèõ
ôóíêöèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 494

З.Х. Рахмонов, А.С. Аминов, Î íóëÿõ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè
Äýâåíïîðòà �Õåéëáðîííà â êîðîòêèõ ïðîìåæóòêàõ êðèòè÷å-
ñêîé ïðÿìîé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 498

А.М. Седлецкий, Î ìèíèìàëüíîñòè è íåïîëíîòå ñèñòåìû ýêñïîíåíò
â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà ïîëóïðÿìîé è íà ïðÿìîé . . . . . 502

Т.Ю. Семенова, Îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàç-
ëîæåíèÿ èíòåãðàëà Ôåéíìàíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 504

П.А. Терехин, Ñèñòåìû ñæàòèé è ñäâèãîâ â ñèììåòðè÷íûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 507

Н.Т. Тлеуханова, А. Бахыт, Î òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîæèòåëÿõ
â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 509

xiv



xv 

Ю.А. Фарков, Î íàèëó÷øåé ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé,
àíàëèòè÷åñêèõ â îêðåñòíîñòè êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà . . . . . 511

Г.В. Федоров, Î êëàññàõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ íåïðå-
ðûâíûõ äðîáåé â ýëëèïòè÷åñêèõ ïîëÿõ . . . . . . . . . . . . . 514

Ш.А. Хайруллоев, Òåîðåìà î íóëÿõ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Õàðäè . 517
А.В. Цветкова, Ïàðà ëàãðàíæåâûõ ìíîãîîáðàçèé è àñèìïòîòèêà

ïîëèíîìîâ Ýðìèòà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 520
Е.В. Чижонков, Î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ãðàäèåíòíûõ êàòà-

ñòðîô â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ïëàçìåííûìè êîëåáàíèÿìè . . . 522
В.Г. Чирский,Ìåòîä Çèãåëÿ�Øèäëîâñêîãî â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè

𝑝-àäè÷åñêèõ ïîëåé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 524
И.А. Шакиров, Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ

õàðàêòåðèñòèê ïîëèíîìà Ëàãðàíæà, îïðåäåëåííîãî â íå÷åò-
íîì ÷èñëå óçëîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 525

М.А. Шишленин, С.И. Кабанихин, Ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è ïðîäîë-
æåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñ äàííû-
ìè íà ÷àñòè ãðàíèöû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 528

S. Artamonov, Approximation by generalized sampling series and gen-
eralized moduli of smoothness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 532

R.R. Ashurov, Generalized localization for spherical partial sums of
multiple Fourier series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 535

G.A. Kalyabin, On a special sequence of minimal integers with locally
maximal Gronwall numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 537
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Секция 1

Теория операторов и

функциональный анализ

О РАЗРЕШИМОСТИ КВАЗИЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРНОГО
УРАВНЕНИЯ В РЕЗОНАНСНОМ СЛУЧАЕ

А.Р. Абдуллаев, Е.А. Скачкова
skachkovaea@gmail.com

УДК 517.988.63

Для квазилинейного операторного уравнения с необратимым линей-
ным оператором (резонансный случай) сформулированы эффектив-
ные теоремы существования хотя бы одного решения.

Ключевые слова: квазилинейное операторное уравнение, резонансная
краевая задача, степень Брауэра.

Solvability of a quasilinear operator equation at resonance

For a quasilinear operator equation with a noninvertible linear operator
(the resonance case), effective existence theorems for at least one solution
are established.

Keywords: quasilinear operator equation, boundary value problem at res-
onance, Browder’s degree.
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2 “Современные проблемы математики и механики”

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
𝐿𝑥 = 𝐹𝑥+ 𝑓 (1)

ñ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì 𝐿 : 𝑋 → 𝑌 è íåïðåðûâíûì (âîîá-
ùå ãîâîðÿ íåëèíåéíûì) îïåðàòîðîì 𝐹 : 𝑋 → 𝑌 , ãäå 𝑋 è 𝑌 �� áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà è 𝑓 ∈ 𝑌 .

Åñëè êðàåâàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â âèäå êâàçèëèíåéíîãî îïåðàòîð-
íîãî óðàâíåíèÿ (1), òî â ñëó÷àå íåîáðàòèìîñòè îïåðàòîðà 𝐿, çàäà÷ó ïðè-
íÿòî íàçûâàòü ðåçîíàíñíîé (èëè êðèòè÷åñêèì ñëó÷àåì çàäà÷è). Ýôôåêòèâ-
íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àå ðåçîíàíñà ïðåäñòàâëÿþò
çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîíêðåòíûõ êëàññîâ ðåçîíàíñíûõ
êðàåâûõ çàäà÷.

Ïóñòü R𝑛 � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî 𝑛-ìåðíûõ âåêòîðîâ 𝛼 =
col(𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè 𝛼𝑖 è íîðìîé | · |. Ïóñòü
𝑟 > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐵(𝑟) = {𝛼 ∈ R𝑛 : |𝛼| < 𝑟} îòêðûòûé øàð â 𝑅𝑛 è
ïóñòü 𝜕𝐵(𝑟) = {𝛼 ∈ R𝑛 : |𝛼| = 𝑟} � åãî ãðàíèöà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
𝐿 : 𝑋 → 𝑌 � íåòåðîâ îïåðàòîð íåîòðèöàòåëüíîãî èíäåêñà. ×åðåç ker𝐿 è
im𝐿 ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷èì ÿäðî è îáðàç îïåðàòîðà 𝐿 : 𝑋 → 𝑌 . Ðàñ-
ñìîòðèì ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ 𝑋 è 𝑌 â ïðÿìûå ñóììû 𝑋 = ker𝐿⊕𝑋0,
𝑌 = im𝐿⊕𝑌0 è ïóñòü 𝑃 : 𝑋 → 𝑋 è 𝑄 : 𝑌 → 𝑌 ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå ïðî-
åêòîðû ñîîòâåòñòâåííî íà ker𝐿 è im𝐿. Ïóñòü äàëåå äëÿ ïðîñòîòû ind𝐿 = 0,
𝑛 = dim dim𝐿 è 𝐽1 : R𝑛 → ker𝐿 � ôèêñèðîâàííûé èçîìîðôèçì.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå Φ𝑧 : R𝑛 → R𝑛, îïðåäåë¼ííîå
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà 𝑧 ∈ 𝑋0 òàêîå, ÷òî èç Φ𝑧(𝛼) = 0 ñëåäóåò, ÷òî
𝐹 (𝑧 + 𝐽1𝛼) ∈ im𝐿.

Êîíêðåòíàÿ êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ Φ𝑧 çàâèñèò îò ñïåöèôèêè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è è, â îñíîâíîì, îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîðàìè 𝑃 ,
𝑄 è 𝐽1. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì
Φ𝑧(𝛼) = 𝐽2𝑄

𝑐𝐹 (𝑧 + 𝐽1𝛼), ãäå 𝑄𝑐 = 𝐼 − 𝑄 � äîïîëíèòåëüíûé ïðîåêòîð,
𝐽2 : 𝑌0 → R𝑛 � èçîìîðôèçì. Äëÿ êàæäîãî 𝑧 ∈ 𝑋0 ÷åðåç deg(Φ𝑧, 𝐵(𝑟))
îáîçíà÷èì ñòåïåíü Áðàóýðà îòîáðàæåíèÿ Φ𝑧 : R𝑛 → R𝑛 îòíîñèòåëüíî øàðà
ðàäèóñà 𝑟 > 0 ñ öåíòðîì â íóëå.

Ïîëó÷åíû íîâûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1). Ýòè
óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè ñõåìû èññëåäîâàíèÿ ðåçîíàíñíûõ
êðàåâûõ çàäà÷, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [1].

Теорема 1. Пусть выполнены условия:
1) оператор 𝐹 — вполне непрерывный;
2) существуют 𝑎, 𝑏, 𝛾 > 0 и 𝛾 < 1 такие, что ||𝐹𝑥|| 6 𝑎+ 𝑏||𝑥||𝛾 , 𝑥 ∈ 𝑋;
3) для каждого 𝑧 ∈ 𝑋0 существует 𝑟 6 𝑑||𝑧||, 𝑟 = 𝑟(𝑧) > 0 такое, что
deg(Φ𝑧, 𝐵(𝑟)) ̸= 0.
Тогда уравнение (1) имеет хотя бы одно решение для любого 𝑓 ∈ im𝐿.

Ìíîãèå àâòîðû ïðèìåíÿþò ïîäîáíûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ íà ðàçðåøèìîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.

Ïðè ïðèìåíåíèè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1 îïðåäåë¼ííûå òðóäíîñòè ìîãóò
áûòü ñâÿçíû ñ ïðîâåðêîé óñëîâèÿ 3). Â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-
íû ðàçëè÷íûå òåîðåìû î ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàí-
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ñòâàõ (ñì., íàïðèìåð, [2]). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ
áîëåå óäîáíûì äëÿ ïðèìåíåíèÿ.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 1 и, кроме того,
условие
3') для каждого 𝑧 ∈ 𝑋0 существует 𝑟 6 𝑑||𝑧||, 𝑟 = 𝑟(𝑧) > 0 такое, что для
всех 𝛼 ∈ 𝜕𝐵(𝑟) справедливо неравенство < Φ𝑧(𝛼), 𝛼) >>< 𝛼,𝛼 >.
Тогда уравнение (1) имеет хотя бы одно решение для любого 𝑓 ∈ im𝐿.

Литература
1. Абдуллаев А.Р., Скачкова Е.А. Периодическая краевая задача для диф-

ференциального уравнения четвертого порядка. // Известия вузов. Математика.
№12 (2013), 3-10.

2. Куфнер А., Фучик С. Нелинейные дифференциальные уравнения. — М.:
Наука, 1988. — 304 с.

О КОМПАКТНОСТИ И ОБРАТИМОСТИ ОПЕРАТОРОВ
ТИПА СВЕРТКИ В ПРОСТРАНСТВАХ МОРРИ

О.Г. Авсянкин
avsyanki@math.rsu.ru

УДК 517.9

Рассматриваются интегральные операторы свертки в пространствах
Морри. Получены достаточные условия компактности произведения
оператора свертки и оператора умножения на существенно ограничен-
ную функцию. Для оператора, являющегося суммой тождественного
оператора и оператора свертки, получен критерий обратимости.

Ключевые слова: пространство Морри, оператор свертки, компакт-
ность, обратимость

On the compactness and invertibility of convolution operators
in Morrey spaces

We consider integral convolution operators in Morrey spaces. We obtain
the sufficient conditions of compactness for the product of the convolution
operator and the operator of multiplication by an essentially bounded
function. We also obtain the invertibility criterion of the operator, which
is the sum of identity operator and the convolution operator.
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1. Ïóñòü 1 6 𝑝 < ∞ è 𝜆 ∈ R. Ïðîñòðàíñòâî Ìîððè 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛) � ýòî
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐𝑝 (R𝑛) òàêèõ, ÷òî

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆(R𝑛) = sup
𝑥∈R𝑛,𝑟>0

‖𝑓‖𝐿𝑝(B(𝑥,𝑟))

𝑟𝜆
<∞,

ãäå B(𝑥, 𝑟) � îòêðûòûé øàð â R𝑛 ðàäèóñà 𝑟 ñ öåíòðîì â òî÷êå 𝑥.
Ïðîñòðàíñòâà 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛) ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà 0 6 𝜆 6 𝑛/𝑝. Òàê êàê 𝐿𝑝,0(R𝑛) = 𝐿𝑝(R𝑛), 𝐿𝑝,𝑛/𝑝(R𝑛) = 𝐿∞(R𝑛), òî
íèæå âñþäó ñ÷èòàåì, ÷òî 0 < 𝜆 < 𝑛/𝑝.

Â ïðîñòðàíñòâå 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛) ðàññìîòðèì îïåðàòîð ñâåðòêè

(𝐻𝜙)(𝑥) =

∫︁
R𝑛

ℎ(𝑥− 𝑦)𝜙(𝑦)𝑑𝑦, 𝑥 ∈ R𝑛,

ãäå ℎ ∈ 𝐿1(R𝑛). Èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî îïåðàòîð 𝐻 îãðàíè÷åí â 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛).

2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑀𝑎 îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ 𝑎 ∈ 𝐿∞(R𝑛).
Â ïðîñòðàíñòâå 𝐿∞(R𝑛) âûäåëèì äâà ñïåöèàëüíûõ êëàññà ôóíêöèé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑎 ∈ 𝐿∞(R𝑛) ïðèíàäëåæèò êëàññó 𝐿0
∞(R𝑛),

åñëè
lim
𝑁→∞

ess sup
|𝑥|>𝑁

|𝑎(𝑥)| = 0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑎 ∈ 𝐿∞(R𝑛) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ω∞(R𝑛),
åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà 𝐾 ⊂ R𝑛 ôóíêöèÿ

𝐴(𝑥) := ess sup
𝑡∈𝐾

|𝑎(𝑥) − 𝑎(𝑥− 𝑡)|

ïðèíàäëåæèò êëàññó 𝐿0
∞(R𝑛).

Èçâåñòíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ, ëåæàùèõ
â ïðîñòðàíñòâå Ìîððè (ñì. [2]). Íà ýòîé îñíîâå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Теорема 1. Пусть 1 < 𝑝 <∞ и 0 < 𝜆 < 𝑛/𝑝. Тогда
1) если 𝑎 ∈ 𝐿0

∞(R𝑛), то операторы 𝑀𝑎𝐻 и 𝐻𝑀𝑎 компактны в про-
странстве 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛);

2) если 𝑎 ∈ Ω∞(R𝑛), то коммутатор 𝑀𝑎𝐻 − 𝐻𝑀𝑎 компактен в про-
странстве 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛).

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ðàçäåëà ìîæíî íàéòè â [3].

3. Â ïðîñòðàíñòâå 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛) ðàññìîòðèì îïåðàòîð 𝑐𝐼 + 𝐻, ãäå 𝑐 ∈ C,
𝐼 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Íàçîâåì ñèìâîëîì ýòîãî îïåðàòîðà ôóíêöèþ
𝑐+ ̂︀ℎ(𝜉), ãäå ̂︀ℎ(𝜉) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè ℎ(𝑡).

Теорема 2. Пусть 1 6 𝑝 <∞ и 0 < 𝜆 < 𝑛/𝑝. Для того чтобы оператор
𝑐𝐼 +𝐻 был обратим в пространстве 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛), необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось условие

𝑐+ ̂︀ℎ(𝜉) ̸= 0, ∀𝜉 ∈ Ṙ𝑛,

где Ṙ𝑛 — компактификация R𝑛 одной бесконечно удаленной точкой.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç A íàèìåíüøóþ çàìêíóòóþ ïîäàëãåáðó áàíàõîâîé àë-
ãåáðû ℒ(𝐿𝑝,𝜆(R𝑛)), ñîäåðæàùóþ âñå îïåðàòîðû 𝑐𝐼 +𝐻, ãäå 𝑐 ∈ C, 𝐼 � òîæ-
äåñòâåííûé îïåðàòîð. Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé.
Äëÿ àëãåáðû A ñòðîèòñÿ ñèìâîëè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå, ò. å. êàæäîìó îïåðà-
òîðó 𝐴 ∈ A ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ 𝜎𝐴(𝜉) ∈ 𝐶(Ṙ𝑛),
êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ñèìâîëîì îïåðàòîðà 𝐴. Íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ
ïðîñòðàíñòâà ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ àëãåáðû A, äîêàçàíî, ÷òî íåâûðîæ-
äåííîñòü ñèìâîëà 𝜎𝐴(𝜉) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà 𝐴.
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СУПЕРРЕФЛЕКСИВНЫХ БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ
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В докладе приведены универсальные неравенства для норм в супер-
рефлексивных банаховых пространствах. Под универсальными нера-
венствами для норм понимаются неравенства справедливые для про-
извольной эквивалентной нормы на банаховом пространстве. Полу-
ченные неравенства для норм справедливы (при соответствующих
значениях параметров) для пространств Лебега, Соболева, Бесова,
Лизоркина-Трибеля и др.

Ключевые слова: суперрефлексивное банахово пространство, модули
выпуклости и гладкости, финитная представимость

Some mathematical reasonings Some mathematical reasonings
Some mathematical reasonings

The report presents universal inequalities for norms in superreflexive Ba-
nach spaces. By universal inequalities for norms, we mean inequalities
valid for an arbitrary equivalent norm on a Banach space. The obtained
inequalities for the norms are convincing (at the corresponding values of
the parameters) for the spaces of Lebesgue, Sobolev, Besov, Lizorkin-
Triebel, etc.
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ness, finite representability
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Ñðåäè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñóïåððåôëåêñèâíûå çàíèìàþò îñîáîå ìå-
ñòî. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âàæíåéøåå ïðîñòðàíñòâî ñîâðåìåííîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, à èìåííî, ïðîñòðàíñòâî Ëå-
áåãà 𝐿𝑝 è 𝑙𝑝, Ñîáîëåâà 𝑊𝑚

𝑝 , Áåñîâà 𝐵𝑠𝑝,𝑞, Ëèçîðêèíà-Òðèáåëÿ 𝐹𝑝,𝑞 è äð., ïðè
ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿþòñÿ ñóïåððåôëåêñèâíûìè.

Ýòîò êëàññ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ áûë âïåðâûå ââåäåí Ð. Äæåéìñîì â
íà÷àëå 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà [1].

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì îïðåäåëåíèÿ.

Определение 1. Банахово пространство 𝑌 называется финитно
представимым в банаховом пространстве 𝑋 (finite representation in 𝑋),
если для любого 𝜆 > 1 и любого конечномерного подпространства 𝑌0 ⊂ 𝑌
существует изоморфизм 𝑇 : 𝑌0 → 𝑋 такой, что

1

𝜆
||𝑦||𝑌 6 ||𝑇𝑦|| 6 𝜆||𝑦||𝑌 ∀𝑦 ∈ 𝑌0

Определение 2. Банахово пространство 𝑋 называется суперрефлек-
сивным, если каждое банахово пространство финитно представимое в 𝑋
является рефлексивным.

Íàçîâåì ìîäóëåì âûïóêëîñòè áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà 𝑋

𝛿𝑥(𝜀) = inf{1 − 1

2
||𝑥+ 𝑦|| : ||𝑥|| = ||𝑦|| = 1, ||𝑥− 𝑦|| > 𝜀, 0 < 𝜀 6 2}.

Ìîäóëåì ãëàäêîñòè áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà 𝑋 íàçîâåì

𝜌𝑋(𝜏) = sup

{︂
||𝑥+ 𝑦|| + ||𝑥− 𝑦||

2
− 1: ||𝑥|| = 1, ||𝑦|| = 𝜏, 𝜏 > 0

}︂
.

Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò ðàâíîìåðíî âûïóêëûì îòíîñèòåëüíî
íîðìû || · ||, åñëè 𝛿𝑥(𝜀) > 0 ïðè 0 < 𝜀 6 2.

Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò ðàâíîìåðíî ãëàäêèì îòíîñèòåëüíî
íîðìû || · ||, åñëè lim𝜏→0+

𝜌𝑋(𝜏)
𝜏 = 0.

Ïóñòü𝑋 � ñóïåððåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Íàçîâåì íåðàâåí-
ñòâî äëÿ íîðì, îïðåäåëåííûõ íà 𝑋, óíèâåðñàëüíûì åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ âñåõ íîðì ýêâèâàëåíòíûõ çàäàííîé íîðìå íà 𝑋.

Ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå â òåîðèè ñóïåððåôëåêñèâíûõ ïðîñòðàíñòâ
çàíèìàþò ðåçóëüòàòû Ï. Ýíôëî [2] è Æ. Ïèçüå [3].

Ï. Ýíôëî äîêàçàë, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñóïåððåôëåêñèâíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà íåì ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî âûïóêëàÿ
(ðàâíîìåðíî ãëàäêàÿ íîðìà).

Æ. Ïèçüå óñèëèë ðåçóëüòàò Ï. Ýíôëî, â òîì îòíîøåíèè, ÷òî íà ñóïåð-
ðåôëåêñèâíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà íîðìà | · |,
ìîäóëü âûïóêëîñòè êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 𝛿||(𝜀) > 𝐿 · 𝜀𝑞, ãäå
𝐿 > 0 � êîíñòàíòà, 2 6 𝑞 <∞.

Ïðèâåäåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
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Лемма 1. Пусть ||·|| — произвольная норма на суперрефлексивном про-
странстве 𝑋. Существует множество мощности континуума, состоя-
щее из равномерно выпуклых норм | · |Δ, которые ∆-изоморфны норме || · ||,
то есть для любых 𝑢 ∈ 𝑋 имеют место неравенства

1

1 + ∆
|𝑢|Δ 6 ||𝑢|| 6 (1 + ∆)|𝑢|Δ.

Лемма 2. Пусть || · || — произвольная норма на 𝑋. Существует мно-
жество мощности континуума, состоящее из равномерно гладких норм
||| · |||Δ, которые ∆-изоморфны норме || · ||.

C ïîìîùüþ ëåìì 1 è 2 ìîæåò áûòü äîêàçàíà îñíîâíàÿ òåîðåìà.

Теорема 1. Пусть 𝑋 — суперрефлексивное банахово пространство и
|| · || — произвольная норма на 𝑋. Для любых 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 выполняются нера-
венства:

||𝜆𝑢+(1+𝜆)𝑣|| 6 (1+∆)(𝜆||𝑢||𝑞Δ +(1−𝜆)||𝑣||𝑞Δ−𝑊1(𝑞Δ, 𝜆)·𝑐Δ ·||𝑢−𝑣||𝑞Δ)1/𝑞Δ

||𝜆𝑢+(1+𝜆)𝑣|| > 1

1 + ∆
(𝜆||𝑢||𝑝Δ +(1−𝜆)||𝑣||𝑝Δ−𝑊0(𝑝Δ, 𝜆)·𝑑Δ ·||𝑢−𝑣||𝑝Δ)1/𝑝Δ

Здесь ∆ ∈ (𝑝 − 1, 1), 𝑝 =
ln 2

ln 2
(︁

1 − 𝜙 · 𝛿||·||Δ
(︁

1
𝜙

)︁)︁ , 𝜙 =
22

5
— константа

Фигеля [4], 𝑐Δ =
3 · 𝛽 · ln2 2

16 · 𝜋2 · 𝛼𝑞+Δ
· ∆

(1 + ∆) · 4𝑞+Δ
(𝛼 > 𝛽 > 1), 𝑑Δ = 𝑐

Δ+(1−𝑝)
Δ ,

𝑊0(𝑝Δ, 𝜆) = 𝜆𝑝Δ(1 − 𝜆) + 𝜆(1 − 𝜆)𝑝Δ , 𝑊1(𝑞Δ, 𝜆) = 𝜆𝑞Δ(1 − 𝜆) + 𝜆(1 − 𝜆)𝑞Δ ,

𝑞Δ = 𝑞 + ∆, 𝑝Δ = 𝑝− ∆, 0 6 𝜆 6 1, 𝑞 = max{𝑠 : 𝑙𝑠 фин. представимы в 𝑋}.
Íåêîòîðûå äðóãèå íåðàâåíñòâà äëÿ íîðì â ñóïåððåôëåêñèâíûõ áàíàõî-

âûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðèâåäåíû â [5].

Литература
1. James R.C. Super-reflexive Banach spaces // Canad. J. Math. 24 (1972), 896-

904.
2. Enflo P. Banach spaces which can be given an equivalent uniformly convex

norm // Israel J. Math. 13 (1972), 281-288. 3. Pisier G. Martingales with values in
uniformly convex spaces // Israel J. Math. 20 (1975), 326-350.

4. Figiel T. On the moduli of convexity and smoothness // Studia Math., 56
(1978), 121-155.

5. Агаджанов А.Н. Геометрия норм и неравенства в суперрефлексивных ба-
наховых пространствах // ДАН, 421:3 (2008), 295-298.
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НЕГЛАДКИЕ СЕЧЕНИЯ ЕДИНИЧНОГО ШАРА
ПРОСТРАНСТВА 𝐶(𝑄)

А.Р. Алимов, И.Г. Царьков
alexey.alimov-msu@yandex.ru, igtsarkov@yandex.ru

УДК 517.518

Установлено, что в пространстве 𝐶(𝑄) (𝑄 — хаусдорфов компакт) су-
ществует двумерное подпространство, сдвиги которого имеют только
негладкие пересечения с единичным шаром пространства.
Ключевые слова: геометрия банаховых пространств, сечение единич-
ного шара

Nonsmooth sections of the unit ball in 𝐶(𝑄)

We show that in 𝐶(𝑄) (𝑄 is a Hausdorff compact set), there exists a two-
dimensional subspace whose translates intersect the unit ball only by
a nonsmooth set.

Keywords: Banach space geometry, section of the unit ball

Äàåòñÿ îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ. Ñóùåñòâóåò ëè ñîáñòâåííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî 𝐿 ïðîñòðàíñòâà 𝐶(𝑄) òàêîå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî åãî ñäâèãà
𝐿 + 𝑥, 𝑥 ∈ 𝐵, ñ åäèíè÷íûì øàðîì 𝐵 ïðîñòðàíñòâà 𝐶(𝑄) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
íåãëàäêèì ìíîæåñòâîì? Ãëàäêîñòü âûïóêëîãî ìíîæåñòâà (òåëà 𝐵 ∩ (𝐿+ 𝑥)
â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå 𝐿 + 𝑥) ïîíèìàåòñÿ â ñòàíäàðòíîì ñìûñëå: âû-
ïóêëîå òåëî íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè ëþáàÿ åãî ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ãëàäêîñòè, ò.å. â íåé îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê íåìó åäèíñòâåííà.

Îòâåò íà äàííûé âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì äàæå äëÿ äâó-
ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà 𝐿: ñóùåñòâóåò òàêîå äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
𝐿 ⊂ 𝐶[0, 1], ÷òî ëþáîé åãî ñäâèã äàåò íåãëàäêîå ìíîæåñòâî ïðè ïåðåñå÷å-
íèè ñ åäèíè÷íûì øàðîì ïðîñòðàíñòâà. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî êëàññè÷å-
ñêîé òåîðåìå Áàíàõà �Ìàçóðà åäèíè÷íûé øàð 𝐵 ïðîñòðàíñòâà 𝐶[0, 1] èìå-
åò ãëàäêèå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûå ñå÷åíèÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè, îäíàêî
â ïîñòàâëåííîé âûøå çàäà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ ñå÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ñäâè-
ãîì ôèêñèðîâàííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà 𝐿, òàê ÷òî ñóùåñòâóþùèå ïî òåîðå-
ìå Áàíàõà �Ìàçóðà ãëàäêèå ñå÷åíèÿ ìîãóò îêàçûâàþòñÿ íå ïàðàëëåëüíûìè
ïîäïðîñòðàíñòâó 𝐿.

Теорема. Для любого конечного 𝑛 > 2 в пространстве 𝐶(𝑄) (𝑄 — ха-
усдорфов компакт, card𝑄 > 𝑛) существует 𝑛-мерное подпространство,
любой сдвиг которого на вектор 𝑝, ‖𝑝‖ < 1, пересекает шар 𝐵 простран-
ства 𝐶(𝑄) по негладкому телу.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (грант № 19-01-00332-a) и гранта Президента Российской Федерации для госу-
дарственной поддержки ведущих научных школ Российской Федерации (проект НШ-
6222.2018.1).

Алимов Алексей Ростиславович, д.ф.-м.н., в.н.с., МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Alexey Alimov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia).

Царьков Игорь Германович, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Igor’ Tsar’kov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia).
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СИММЕТРИИ КОНФИГУРАЦИЙ В КВАЗИРЕШЕТКАХ
А.Б. Антоневич, А.Н. Бузулуцкая
antonevich@bsu.by, anna-glazl@yandex.ru

УДК 517.518

Введены подмножества квази-решетки, названные конфигурациями,
которые могут служить моделями расположения атомов в веществе.
Получено описание симметрий заданной конфигурации.

Ключевые слова: квазирешетка, симметрия, квазикристалл

On symmetry of configurations in quasi-lattises

The notion of configuration, as a subset of a quasi-lattise is given. A de-
scription of non-trivial symmetry of configuranitn obtained.

Keywords: quasi-lattice, symmetry, quasi-cristall

𝐶*−ïîäàëãåáðà 𝒜 â àëãåáðå 𝐶𝐵(R𝑚) îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé íà R𝑚 íàçûâàåòñÿ квазипериодической ðàíãà 𝑁 , åñëè îíà ïîðîæäåíà
êîíå÷íûì ÷èñëîì 𝑁 ýêñïîíåíò 𝑒𝑖2𝜋<ℎ𝑗 ,𝑥>, ℎ𝑗 ∈ R𝑚, 𝐽 = 1, . . . , 𝑁, ãäå âåê-
òîðû ℎ𝑗 ëèíåéíî íåçàâèñìèû íàä ïîëåì Q. Êàê àáñòðàêòíàÿ 𝐶*−àëãåáðà
îíà èçîìîðôíà àëãåáðå 𝐶1(R𝑁 ), ñîñòîÿùåé èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà
R𝑁 , ïåðèîäè÷åñêèõ ñ ïåðèîäîì 1 ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Íî ñâîéñòâà èí-
äèâèäóàëüíûõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò
ïåðèîäè÷åñêèõ.

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå àëãåáðû ïðåäñòàâ-
ëÿþò îñîáûé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè, â ÷àñòíî-
ñòè, â òåîðèè êâàçèêðèñòàëëîâ [1, 2].

Ïîäãðóïïà â R𝑚, èìåþùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ, íàçûâàåòñÿ ква-
зирешеткой. Êâàçèðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ âåêòîðàìè ℎ𝑗 , íàçûâàåòñÿ груп-
пой частот ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû è îáîçíà÷àåòñÿ 𝐻(𝒜).

Ïðîñòðàíñòâî R𝑚 áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ åãî îáðàçîì 𝐿 ïðè çàäàííîì
âëîæåíèè 𝐽 : R𝑚 → 𝐿 ⊂ R𝑁 . Ìíîæåñòâî ôóíêöèé

𝒜𝐿 = {𝑢(𝑥) : 𝑢 ∈ 𝐶1(R𝑁 , 𝑥 ∈ 𝐿},

ÿâëÿþùèõñÿ ñóæåíèÿìè íà 𝐿 ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, åñòü êâàçèïåðèîäè-
÷åñêàÿ àëãåáðà íà R𝑚, ãðóïïà ÷àñòîò êîòîðîé 𝐻(𝒜𝐿) åñòü ïðîåêöèÿ ãðóïïû
Z𝑁 íà 𝐿. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî 𝐿 вполне иррационально, ò.å.
íåò íåíóëåâûõ âåêòîðîâ èç Z𝑁 , îðòîãîíàëüíûõ ê 𝐿, òî 𝒜𝐿 èìååò ðàíã 𝑁 .

Ëþáàÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ àëãåáðà ðàíãà𝑁 ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç àëãåáð
𝒜𝐿 ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå âëîæåíèÿ.

Óäîáíî, ñëåäóÿ [1], ïðè îïèñàííîé êîíñòðóêöèè íàçûâàòü R𝑚 физиче-
ским пространством, R𝑁 � супер-пространством.

Антоневич Анатолий Борисович, д.ф.-м.н., профессор, БГУ (Минск, Баларусь);
Anatolij Antonevich, (Belarussian State University, Minsk, Belarus)

Бузулуцкая Анна Николаевна, к.ф.-м.н., системный аналитик, СООО "ХайКво Со-
люшенс"(Минск, Баларусь); Hanna Busulustkaya (HiQo Solutions, Ltd., Minsk, Belarus)
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Òîãäà ñ ïðîöåññ, îïèñûâàåìûì êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé íà R𝑚,
ïîëó÷àåòñÿ ñóæåíèåì íà ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óïîðÿäî÷åííîãî (ïåðèî-
äè÷åñêîãî) ïðîöåññà, ïðîèñõîäÿùåãî â ñóïåðïðîñòðàíñòâå. Ýòî ÷àñòî óïðî-
ùàåò èññëåäîâàíèå.

Îñîáåííîñòüþ êâàçèêðèñòàëëîâ ÿâëÿòñÿ òî, ÷òî îíè îáëàäàþò ñèììåò-
ðèåé, çàïðåùåííîé â òåîðèè êðèñòàëîâ. Â ñâÿçè ýòèì èçó÷àëñÿ âîïðîñ î
ñèììåòðèè êâàçèðåøåòîê, à èìåííî îá èññëåäîâàíèè êâàçèêðèñòàëëîãðàôè-
÷åñêèõ ãðóïï, îïðåäåëåíèå êîòîðûõ äàíî Ñ.Ï.Íîâèêîâûì è À.Ï.Âåñåëîâûì.

Ïóñòü çàäàíà êâàçèðåøåòêà Γ ⊂ R𝑚. Группа аффинной симметрии êâà-
çèðåøåòêè Γ ⊂ R𝑚 ̃︀𝐺 åñòü ãðóïïà ̃︀𝐺, ñîñòîÿùàÿ èç òàêèõ àôôèííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé 𝑔(𝑥) = 𝑄𝑥 + 𝑏 ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R𝑚, ïðè êîòîðûõ
𝑔(Γ) ⊂ Γ.

Группа симметрии 𝐺 åñòü ïîäãðóïïà â ̃︀𝐺, ñîñòîÿùàÿ èç èçîìåòðè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé, ò.å. ó êîòîðûõ ìàòðèöà 𝑄 -îðòîãîíàëüíàÿ.

Ôàêòîð-ãðóïïà 𝐺/Γ íàçûâàåòñÿ линейной частью .
Àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ квазикристаллографической, åñëè îíà

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèè êàêîé-íèáóäü êâàçèðåøåòêè.
Êàæäàÿ ñèììåòðèÿ êâàçèðåøåòêè ïîðîæäàåò àâòîìîðôèçì ñîîòâåòñòâó-

þùåé êâàçèïåðèîäè÷åñêîé àëãåáðû 𝒜, ïîýòîìó îïèñàíèå òàêèõ ñèììåòðèé
ñâÿçàíî ñ îïèñàíèåì àâòîìîðôèçìîâ 𝒜[3].

Çàìåòèì, ÷òî êâàçèðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â R𝑚
è íå ìîæåò îïèñûâàòü ðàñïîëîæåíèå àòîìîâ â âåùåñòâå.

Конфигурацией áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâî 𝐾 ⊂ Γ, ñîñòîÿùåå èç
ïðîåêöèé íà 𝐿 òî÷åê èç Z𝑁 , íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè îò 𝐿, ìåíüøåì çà-
äàííîãî 𝑑 > 0. Êîíôèãóðàöèè âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè àïïðîêñèìàöèé
êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ 𝛿− ôóíêöèè, à èìåííî, ôóíêöèÿ, àïïðîêñèìèðóþùàÿ
êâàçèïåðèîäè÷åñêóþ 𝛿−ôóíêöèè, îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â îêðåñòíîñòÿõ
òî÷åê èç íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèè. Êîíôèãóðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì
ìíîæåñòâîì è ìîæåò ñëóæèòü êàíäèäàòîì íà ìîäåëü ðàñïîëîæåíèÿ àòîìîâ
â òâåðäîì âåùåñòâå. Â îáùåì ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê êîíôèãóðàöèè
íå îáëàäàåò êàêèì-ëèáî ïîðÿäêîì, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü ìîäåëüþ àìîðôíîãî
ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà.

Íî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ñèììåòðèè êîíôèãóðàöèè, êîòîðûå îïèñûâàþò
óïîðÿäî÷åííîñòü â ðàñïîëîæåíèè òî÷åê êîíôèãóðàöèè.

Теорема 1. Пусть квазипериодическая алгебра 𝒜 на R𝑚 реализована с
помощью вложения в R𝑁 описанным выше образом и пусть 𝐾 есть кон-
фигурация, соответствующая этой реализации. Нетривиальная симмет-
рия конфигурации 𝐾 существует тогда и только тогда, когда существу-
ет перестановочная матрица 𝑈 размерности 𝑁 ×𝑁, такая, что 𝐿 есть
подпространство в R𝑁 , инвариантное относительно действия 𝑈 , на ко-
тором действие 𝑈 нетривиально. При этом симметрия действует как
сужение действия 𝑈 на 𝐿.
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ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТИПА
СВЕРТКИ СО СТЕПЕННОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

С.Н. Асхабов
askhabov@yanrex.ru

УДК 517.968

Методом весовых метрик (аналог метода Белицкого) в классе неот-
рицательных непрерывных на положительной полуоси функций изу-
чается интегро-дифференциальное уравнение вольтерровского типа
с разностным ядром и степенной нелинейностью. Получены точ-
ные априорные оценки для решений этого уравнения. Использование
этих оценок позволило доказать глобальную теорему существования
и единственности решения. Показано, что решение может быть най-
дено методом последовательных приближений, для которых указаны
оценки погрешности и скорости их сходимости к точному решению.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение, степенная
нелинейность, метод Белецкого.

Integro-differential equations of convolution type with power
nonlinearity

The integro-differential equation of Volterra type with difference kernel
and power nonlinearity is studied by the method of weight metrics (analog
of the Bielicki method) in the class of non-negative continuous functions
on the positive half-axis. Exact a priori estimates for the solutions of this
equation are obtained. The use of these estimates allowed to prove the
global theorem of existence and uniqueness of the solution. It is shown
that the solution can be found by the method of successive approximations
for which the error estimates and the rate of their convergence to the exact
solution are given.

Keywords: integro-differential equation, power nonlinearity, Bielicki
method.
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Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîå
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà ñâåðòêè

𝑢𝛼(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑘(𝑥− 𝑡)𝑢′(𝑡)𝑑𝑡, 𝑢(0) = 0, 𝑥 > 0, 𝛼 > 1. (1)

Íà ÿäðî 𝑘(𝑥) íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå:

𝑘(𝑥) ∈ 𝐶1[0,∞), 𝑘′(𝑥) íå óáûâàåò íà [0,∞), 𝑘(0) = 0 è 𝑘′(0) > 0, (2)

ãäå 𝐶1[0,∞) îçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà
ïîëóîñè [0,∞) ôóíêöèé.

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ðàçûñêèâàþòñÿ â êëàññå

𝑄1
0 = {𝑢(𝑥) : 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶1(0,∞), 𝑢(0) = 0 è 𝑢(𝑥) > 0 ïðè 𝑥 > 0} .

Íàðÿäó ñ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (1) ìû áóäåì ðàññìàòè-
ðèâàòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

𝑢𝛼(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑘′(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 0, 𝛼 > 1, (3)

â êîíóñå ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé 𝐶[0,∞):

𝑄0 = {𝑢(𝑥) : 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶[0,∞), 𝑢(0) = 0 è 𝑢(𝑥) > 0 ïðè 𝑥 > 0} .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó â [1, �17].

Лемма 1. Пусть ядро 𝑘(𝑥) удовлетворяет условию (2). Если 𝑢(𝑥) ∈ 𝑄0

и является решением интегрального уравнения (3), то функция 𝑢(𝑥) не
убывает и дважды непрерывно дифференцируема при 𝑥 > 0.

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 äîêàçûâàåòñÿ

Лемма 2. Пусть ядро 𝑘(𝑥) удовлетворяет условию (2). Если 𝑢(𝑥) ∈
𝑄1

0 и является решением интегро-дифференциального уравнения (1), то
𝑢(𝑥) ∈ 𝑄0 и является решением интегрального уравнения (3). Обратно,
если уравнение (3) имеет решение 𝑢(𝑥) ∈ 𝑄0, то 𝑢(𝑥) ∈ 𝑄1

0 и является
решением уравнения (1).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðåäîñòàâëÿåò òî÷íûå àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (3), èãðàþùèå âàæíóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ ðå-
çóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû (òåîðåìû 1 è 2).

Лемма 3. Пусть ядро 𝑘(𝑥) удовлетворяет условию (2). Если 𝑢(𝑥) ∈ 𝑄0

и является решением интегрального уравнения (3), то 𝑢(𝑥) удовлетворя-
ет неравенствам:

𝐹 (𝑥) ≡
[︂
𝛼− 1

𝛼
𝑘′(0)𝑥

]︂1/(𝛼−1)

6 𝑢(𝑥) 6

[︂
𝛼− 1

𝛼
𝑘(𝑥)

]︂1/(𝛼−1)

≡ 𝐺(𝑥). (4)
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Ïðèìåð ÿäðà 𝑘(𝑥) = 𝑎·𝑥, ãäå 𝑎 > 0 ëþáîå ÷èñëî, ïîêàçûâàåò, ÷òî íèæíÿÿ
è âåðõíÿÿ àïðèîðíûå îöåíêè (4) íåóëó÷øàåìû, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îíè
ñîâïàäàþò è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì êàê èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3), òàê è
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1).

Èç Ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) åñòå-
ñòâåííî ðàçûñêèâàòü â êëàññå

𝑃 = {𝑢(𝑥) : 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶[0,∞) è 𝐹 (𝑥) 6 𝑢(𝑥) 6 𝐺(𝑥)} .

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñâ¼ðòêè 𝑇 :

(𝑇𝑢)(𝑥) =

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

𝑘′(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

⎞⎠1/𝛼

, 𝛼 > 1.

Лемма 4. Пусть ядро 𝑘(𝑥) удовлетворяет условию (2). Тогда класс 𝑃
инваpиантен относительно нелинейного опеpатоpа 𝑇 .

Èññëåäîâàíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) áóäåò îñíîâàíî íà ïðèíöèïå
ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé è äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ íóæíî ïîñòðîèòü ïîëíîå
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ââåäåì â ñâÿçè ñ ýòèì ñëåäóþùèé êëàññ:

𝑃𝑏 = {𝑢(𝑥) : 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑏] è 𝐹 (𝑥) 6 𝑢(𝑥) 6 𝐺(𝑥)} ,

ãäå ôóíêöèè 𝐹 (𝑥) è 𝐺(𝑥) îïðåäåëåíû â (4), à 𝑏 > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.
Ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì Áåëèöêîãî (ñì., íàïðèìåð, [3, ñ. 218]) ââåäåì âî

ìíîæåñòâå ôóíêöèé 𝑃𝑏 pàññòîÿíèå ïî ôîpìóëå:

𝜌𝑏(𝑢1, 𝑢2) = sup
0<𝑥6𝑏

|𝑢1(𝑥) − 𝑢2(𝑥)|
𝑥1/(𝛼−1)𝑒𝛽𝑥

, 𝛽 > 0. (5)

Ëåãêî ïðîâåðèòü (cp. [1, �17]), ÷òî ìíîæåñòâî 𝑃𝑏 ñ ìåòpèêîé 𝜌𝑏 îápàçóåò
ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Âûáåðåì òåïåðü äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî 𝑐 ∈ (0, 𝑏) òàêîå, ÷òî

𝑘′(𝑐) < 𝛼 · 𝑘′(0). (6)

Ïîëîæèì

𝛽 =
1

𝑘′(0)
sup
𝑐6𝑥6𝑏

𝑘′(𝑥) − 𝑘′(0)

𝑥
. (7)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñð. [2]).

Лемма 5. Пусть функция 𝑘(𝑥) удовлетворяет условию (2). Тогда для
любого 𝑥 ∈ [0, 𝑏] спpаведливо неpавенство:

𝑘′(𝑥) · 𝑒−𝛽𝑥 6 𝑘′(𝑐), (8)

где 𝑐 и 𝛽 определяются из условия (6) и равенства (7), соответственно.

Теорема 1. Пусть ядро 𝑘(𝑥) удовлетворяет условию (2). Тогда опеpа-
тоp 𝑇 действует из 𝑃𝑏 в 𝑃𝑏 и является сжимающим, пpичем

𝜌𝑏(𝑇𝑢2, 𝑇𝑢1) 6
𝑘′(𝑐)

𝛼 · 𝑘′(0)
𝜌𝑏(𝑢2, 𝑢1), ∀𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥) ∈ 𝑃𝑏,
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где число 𝑐 опpеделяется из условия (6).

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé è òåî-
ðåìû 1, èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíèÿìè (3) è (1), óñòàíîâëåííóþ â
ëåììå 2, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû.

Теорема 2. Если ядро 𝑘(𝑥) удовлетворяет условию (2), то интегро-
дифференциальное уравнение (1) имеет в 𝑄1

0 (и в 𝑃𝑏 при любом 𝑏 > 0)
единственное решение 𝑢*(𝑥). Это решение можно найти в полном мет-
рическом пространстве 𝑃𝑏 методом последовательных пpиближений по
формуле 𝑢𝑛 = 𝑇𝑢𝑛−1, 𝑛 ∈ N, со сходимостью по метpике (5). При этом
справедлива оценка скорости сходимости:

𝜌𝑏(𝑢𝑛, 𝑢
*) 6

𝑞𝑛

1 − 𝑞
𝜌𝑏(𝑇𝑢0, 𝑢0), 𝑛 ∈ N,

где 𝑞 = 𝑘′(𝑐)/
[︀
𝛼 · 𝑘′(0)

]︀
< 1, а 𝑢0(𝑥) ∈ 𝑃𝑏 есть начальное приближение.
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В работе рассматривается новый класс задач интегральной геометрии
вольтерровского типа с весовой функцией специального вида. Дока-
заны теоремы единственности и существования решения, получены
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The problem of integral geometry with a weight function of a
special type

A new class of Volterra type integral geometry problems with a special-
weight function is considered. Theorems of uniqueness and the existence
of a solution are proved, stability estimates and the inversion formula in
Sobolev spaces are obtained, thereby showing the weak incorrectness of
the solution of the integral geometry problem.

Keywords: The problem of integral geometry, weak and strong incorrect-
ness, uniqueness and stability

Èíòåãðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ - ýòî èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùàÿ îáëàñòü ñîâðå-
ìåííîé ìàòåìàòèêè. Îíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êðóïíûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè
íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è àíàëèçà.

Ïðèâåäåì îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè [1]. Çàäà-
÷àìè èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè âîëüòåððîâñêîãî òèïà íàçûâàþòñÿ çàäà÷è,
êîòîðûå ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê èññëåäîâàíèþ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé âîëü-
òåððà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ, äàííîãî Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâûì [1].

Äîñòàòî÷íî îáùèå ðåçóëüòàòû ïî åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøå-
íèÿ çàäà÷ èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè â ñëó÷àå, êîãäà ìíîãîîáðàçèÿ, ïî êî-
òîðûì âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, èìåþò âèä ïàðàáîëîèäîâ, âåñîâûå ôóíê-
öèè è ìíîãîîáðàçèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âñåõ äâèæåíèé
âäîëü ôèêñèðîâàííîé ãèïåðïëîñêîñòè, ïîëó÷åíû Â.Ã. Ðîìàíîâûì [3]. Ñëàáî
íåêîððåêòíûå çàäà÷è èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè âîëüòåððîâñêîãî òèïà ñ âåñî-
âûìè ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè îñîáåííîñòü èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [9-14].
Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè, îöåíêè óñòîé÷èâîñòè è ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ñëà-
áî íåêîððåêòíûõ çàäà÷ èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè ïî ñïåöèàëüíûì êðèâûì è
ïîâåðõíîñòÿì ñ îñîáåííîñòÿìè âåðøèíàõ ïîëó÷åíû â [15-18].

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ çàäà÷ èí-
òåãðàëüíîé ãåîìåòðèè â ïîëîñå, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ñèëüíî íåêîððåêò-
íûå, áûëà óñòàíîâëåíà Â.Ã. Ðîìàíîâûì (ñì.[4]). Â ðàáîòàõ À.Ë. Áóõãåéìà
[5,6] ïîëó÷åíû ôîðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè
÷åðåç èíòåãðàëû îò íå¼ ïî ïàðàáîëîèäàì â ïîëóïðîñòðàíñòâå 𝑦 > 0, ïðè÷åì
ôîðìóëà îáðàùåíèÿ, ïðèâåäåííàÿ â [5], ñîäåðæèò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî
ïðîèçâîäíûõ îò äàííûõ. Â [6] ñ ïîìîùüþ òåõíèêè øêàë áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è èíòåãðàëüíîé
ãåîìåòðèè â ïîëîñå íà ïàðàáîëàõ ñ âåñîâîé ôóíêöèåé, àíàëèòè÷åñêîé ïî
÷àñòè ïåðåìåííûõ.

Â ñâîåé ðàáîòå [2] Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâ ïîêàçàë åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
ñèëüíî íåêîððåêòíîé çàäà÷è èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè â ïîëîñå íà ïàðàáîëàõ
ñ âîçìóùåíèåì äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà.

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè ñ âåñîâîé
ôóíêöèåé ñïåöèàëüíîãî âèäà ïî ïîëóïëîñêîñòè 𝑦 > 0. Äîêàçàíû òåîðå-
ìû åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â êëàññå ãëàäêèõ ôèíèòíûõ
ôóíêöèé, ïîëó÷åíû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâàõ
Ñîáîëåâà, ÷òî ïîêàçûâàåò å¼ ñëàáóþ íåêîððåêòíîñòü, à òàêæå ôîðìóëû îá-
ðàùåíèÿ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü â ýòîì ïóíêòå:
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(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2, (𝜉, 𝜂) ∈ 𝑅2, 𝜆 ∈ 𝑅1, 𝜇 ∈ 𝑅1

Ω = {(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ 𝑅1, 𝑦 ∈ (0, 1), 𝑙 <∞}

Ω = {(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ 𝑅1, 𝑦 ∈ [0, 1]}

Постановка задачи. Â ïîëîñå Ω ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êðèâûõ, êîòî-
ðîå îäíîçíà÷íî ïàðàìåòðèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò ñâîèõ âåðøèí (𝑥, 𝑦),
ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ ñåìåéñòâà 𝑃 (𝑥, 𝑦) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

𝑃 (𝑥, 𝑦) = {(𝜉, 𝜂) : 𝜂 = (𝜉 − 𝑥+
√
𝑦)2, 0 6 𝜂 6 𝑦, 𝑥−√

𝑦 6 𝜉 6 𝑥}∪

∪{(𝜉, 𝜂) : 𝜂 = (𝑥+
√
𝑦 − 𝜉)2, 0 6 𝜂 6 𝑦, 𝑥 6 𝜉 6 𝑥+

√
𝑦}

Задача 1. Îïðåäåëèòü ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ 𝑢(𝑥, 𝑦), åñëè äëÿ âñåõ
(𝑥, 𝑦) èç ïîëîñû Ω èçâåñòíû èíòåãðàëû îò ôóíêöèè 𝑢(·) ïî êðèâûì 𝑃 (𝑥, 𝑦):

𝑥∫︁
𝑥−√

𝑦

𝑔(𝑥−𝜉)𝑢(𝜉, (𝜉−𝑥+
√
𝑦)2)𝑑𝜉+

𝑥+
√
𝑦∫︁

𝑥

𝑔(𝑥−𝜉)𝑢(𝜉, (𝑥+
√
𝑦−𝜉)2)𝑑𝜉 = 𝑓(𝑥, 𝑦)

(1)

ãäå 𝑔(𝑥− 𝜉) =
√︁

𝜂
𝑦 · 𝜒(𝑥− 𝜉), 𝜒(𝑥− 𝜉) = { 1, åñëè 𝑥− 𝜉 > 0,

0, åñëè 𝑥− 𝜉 < 0.
Ôóíêöèÿ 𝑢(𝑥, 𝑦) - ôóíêöèÿ èç êëàññà u, êîòîðûå èìåþò âñå íåïðåðûâ-

íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî è ôèíèòíû ñ
íîñèòåëåì â 𝑅2

+ :

𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑢 ⊂ 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : −𝑎 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑎 <∞, 0 < 𝑦 < 𝑙, 𝑙 <∞}

Теорема 1. Пусть функция 𝑓(𝑥, 𝑦) известна для всех (𝑥, 𝑦) из полосы
Ω. Тогда решение задача 1 в классе U единственно, имеет место пред-
ставление

𝑢(𝑥, 𝑦) =

+∞∫︁
−∞

+∞∫︁
−∞

𝐼2(𝑥− 𝜉, 𝑦 − 𝜂)(
𝜕2

𝜕𝜉2
− 𝜕4

𝜕𝜉2𝜕𝜂2
)𝑓(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 (2)

и выполняется неравенство

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐿2(Ω) 6 𝐶1‖𝑓‖𝑊 2,2
2 (Ω)

где 𝐶1 - некоторая постоянная.
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О ТОЧКАХ ШТЕЙНЕРА В ПРОСТРАНСТВЕ
ЛИНДЕНШТРАУССА

Б.Б. Беднов
noriiii@inbox.ru
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В пространстве Линденштраусса множество точек Штейнера для про-
извольного конечного набора элементов характеризуется через пере-
сечение метрических отрезков и пересечение шаров.

Ключевые слова: банахово пространство, пространство Линденштра-
усса, точка Штейнера, липшицева выборка

On Steiner points in the Lindenstrauss space

The set of Steiner points for an arbitrary finite set of elements is charac-
terized by the intersection of metric segments and the intersection of balls
in the Lindenstrauss space.

Keywords: Banach space, Lindenstrauss space, Steiner point, Lipschits
selection

Â äåéñòâèòåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå (𝑋, ‖ · ‖) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
íàáîðà {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} èç 𝑛 > 3 åãî ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê
Øòåéíåðà

St𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

{︃
𝑠 ∈ 𝑋 :

𝑛∑︁
𝑘=1

‖𝑥𝑘 − 𝑠‖ = inf
𝑥∈𝑋

𝑛∑︁
𝑘=1

‖𝑥𝑘 − 𝑥‖

}︃
.

Òî÷êè Øòåéíåðà íàçûâàþò òàêæå òî÷êàìè Ôåðìà, òî÷êàìè Ëàìå è ìå-
äèàíàìè. Âîçíèêàþùåå ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå Øòåéíåðà St𝑛 : 𝑋𝑛 → 𝑋
ïðîñòðàíñòâà 𝑋𝑛 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥𝑘 ∈ 𝑋} ñ íîðìîé ‖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)‖𝑛 =
‖𝑥1‖ + . . . ‖𝑥𝑛‖ â 𝑋 ìîæåò áûòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îäíîçíà÷íûì è îïðåäå-
ëåííûì íå íà âñåì 𝑋𝑛.

Â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà 𝑋 è 𝑛 = 3 òî÷êà Øòåéíåðà
St(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà: îíà ëåæèò â ïëîñêîñòè òî÷åê 𝑥1,
𝑥2, 𝑥3 è ëèáî ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç íèõ (åñëè â òðåóãîëüíèêå 𝑥1𝑥2𝑥3 åñòü
óãîë, íå ìåíüøèé 120∘), ëèáî ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Òîððè÷åëëè (èç êîòîðîé
âñå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà âèäíû ïîä óãëîì 120∘).

Íàèáîëåå ïðîñòî òî÷êè Øòåéíåðà íàõîäÿòñÿ â ïðîñòðàíñòâå 𝐿1: äëÿ âñÿ-
êîãî íàáîðà ôóíêöèé 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿1(𝐸,𝜇) ìíîæåñòâî St𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ñîñòî-
èò â òî÷íîñòè èç òàêèõ ôóíêöèé 𝑠, êîòîðûå â 𝜇-ïî÷òè êàæäîé òî÷êå 𝑡 ∈ 𝐸
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, средние äëÿ ÷èñåë 𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡) (ïðè íå÷åòíîì 𝑛
òàêàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà).

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (№ 18-01-00333) и Программы
Президента Российской Федерации поддержки ведущих научных школ (НШ 6222.2018.1).
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Òî÷êè Øòåéíåðà ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü óæå äëÿ òðåõòî÷å÷íûõ ìíî-
æåñòâ 𝑀3 â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝑋. Ïåðâûé ïðèìåð òàêèõ 𝑋 è 𝑀3 ïî-
ñòðîèë À.Ë. Ãàðêàâè [1] â 1974 ã. Â òî æå âðåìÿ âî âñÿêîì áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå 𝑋, 1-äîïîëíÿåìîì â ñâîåì âòîðîì ñîïðÿæåííîì (â ÷àñòíîñòè,
â ëþáîì ðåôëåêñèâíîì ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå 𝐿1)
ìíîæåñòâî St𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) íåïóñòî äëÿ ëþáîãî íàáîðà òî÷åê 𝑥𝑘 è ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî 𝑛 (ñì., íàïð., [2]).

Ïóñòü 𝑚 > 3 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ãîâîðÿò, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî 𝑋 îáëàäàåò ñâîéñòâîì m.2.I.P. (m.2 Intersection Property), åñëè âñÿêèå
𝑚 ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ øàðîâ â 𝑋 èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå-
÷åíèå.

Äåéñòâèòåëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì m.2.I.P.
äëÿ âñÿêîãî 𝑚 > 3, íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè Ëèíäåíøòðàóññà èëè ïðå-
äóàëüíûìè ê 𝐿1. Ê ýòîìó êëàññó ïðîñòðàíñòâ îòíîñÿòñÿ âñå ïðîñòðàí-
ñòâà 𝐶[𝐾] äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà (õàóñäîðôî-
âîì) êîìïàêòå 𝐾, ïðîñòðàíñòâà 𝑐0(𝐸), 𝑙∞ è ìíîãèå äðóãèå.

Â ïðåäóàëüíîì ê 𝐿1 ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî òî÷åê Øòåéíåðà St(𝑀𝑛) íå
ïóñòî [3] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà 𝑀𝑛 ⊂ 𝑋, à ñàìî ìíîæåñòâî St(𝑀𝑛)
ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü [4] ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêèõ îòðåçêîâ (метриче-
ский отрезок ñ êîíöàìè 𝑎 è 𝑏 â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝑋 åñòü ìíîæåñòâî
𝑚[𝑎, 𝑏] = {𝑥 ∈ 𝑋 : ‖𝑥− 𝑎‖ + ‖𝑥− 𝑏‖ = ‖𝑎− 𝑏‖}). Òî÷íåå, âåðíà

Теорема [4]. Пусть пространство 𝑋 предуально к 𝐿1. Для множества
𝑀 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} из 𝑋 имеет место формула

|St|(𝑀) =
1

2
max

⎧⎨⎩
𝑘∑︁
𝑗=1

𝐿(𝑁𝑗) : 𝑁1 ∪ · · · ∪𝑁𝑘 = 𝑀

⎫⎬⎭ ,

где максимум берётся по всем не менее чем двухточечным подмноже-
ствам 𝑁𝑗 ⊂ 𝑀 , причём если точка 𝑥𝑖 имеет кратность 𝑝𝑖 во множе-
стве 𝑀 , то 𝑥𝑖 содержится в 𝑝𝑖 различных множествах из {𝑁𝑗}𝑘𝑗=1. Чис-
ло 𝐿(𝑁𝑗) обозначает максимальную сумму длин рёбер цикла, обходящего
все вершины из 𝑁𝑗 по одному разу. При этом

St(𝑀) =

𝑘⋂︁
𝑗=1

St(𝑁*
𝑗 , 𝑋) =

⋂︁
𝑚[𝑥𝑝, 𝑥𝑞],

где {𝑁*
𝑗 }𝑘𝑗=1 — такие не менее чем двухточечные подмножества множе-

ства 𝑀 , для которых
∑︀𝑘
𝑗=1 𝐿(𝑁*

𝑗 ) = 2|St|(𝑀), а последнее пересечение
берётся по тем парам индексов 𝑝, 𝑞, для которых 𝑥𝑝, 𝑥𝑞 ∈ 𝑁*

𝑗 соединены
ребром в цикле с длиной 𝐿(𝑁*

𝑗 ), обходящем множество 𝑁*
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑘.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äâóõòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà 𝑁𝑗 öèêë ñîñòîèò èç îäíîãî
ðåáðà, ïîñ÷èòàííîãî äâàæäû.

Â ïðîñòðàíñòâå Ëèíäåíøòðàóññà âåëè÷èíà |St|(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ðàâíà ïîëóïå-
ðèìåòðó òðåóãîëüíèêà 𝑥1𝑥2𝑥3. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèÿ îò 𝑥𝑖 äî âñåõ òî÷åê
𝑠 ∈ St(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) îäèíàêîâû è ðàâíû 𝜌𝑖 = 1

2 (‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖ + ‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑘‖ − ‖𝑥𝑗 −
𝑥𝑘‖), {𝑖, 𝑗, 𝑘} = {1, 2, 3}. Ýòî çíà÷èò, ÷òî |St|(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) åñòü ïåðåñå÷åíèå
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øàðîâ 𝐵(𝑥𝑖, 𝜌𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3. Äëÿ ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà Ëèíäåí-
øòðàóññà |St|(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = max{‖𝑥1 − 𝑥2‖ + ‖𝑥3 − 𝑥4‖, ‖𝑥1 − 𝑥3‖ + ‖𝑥2 −
𝑥4‖, ‖𝑥1 − 𝑥4‖+ ‖𝑥2 − 𝑥3‖} è ðàññòîÿíèÿ ‖𝑥𝑖− 𝑠‖ îïðåäåëåíû íå îäíîçíà÷íî
ïðè 𝑠 ∈ St(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà St(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) è St(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4
ïðîñòðàíñòâà Ëèíäåíøòðàóññà. Âîçìîæíî, ìíîæåñòâà St(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1) è
St(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå äëÿ êàæäîãî 𝑛 è ïðîèçâîëüíûõ
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 èç ïðåäóàëüíîãî ê 𝐿1 ïðîñòðàíñòâà.

Â ïðîñòðàíñòâå Ëèíäåíøòðàóññà ïîäìíîæåñòâî èç St(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ìîæ-
íî ïîëó÷èòü êàê ïåðåñå÷åíèå øàðîâ 𝐵(𝑥𝑖, 𝑟𝑖) ïðè óñëîâèÿõ 𝑟1 + · · · + 𝑟𝑛 =
|St|(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) è 𝑟𝑖 + 𝑟𝑗 > ‖𝑥𝑖− 𝑥𝑗‖ (â ñèëó ñâîéñòâà m.2.I.P.). Ïðè ìàëûõ n
òàêèå ðàäèóñû ïîçâîëÿþò ïðåäúÿâèòü ëèïøèöåâó âûáîðêó èç îòîáðàæåíèÿ
Øòåéíåðà St𝑛 : 𝐶[𝐾]𝑛 → 𝐶[𝐾] (â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëèíäåí-
øòðàóññà ëèïøèöåâà âûáîðêà èç îòîáðàæåíèÿ Øòåéíåðà ñóùåñòâóåò [5]).
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АНАЛИТИЧЕСКИЕ ПРОДОЛЖЕНИЯ МЕР НА
БЕСКОНЕЧНОМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Александр А. Беляев
aabelyaev@fa.ru

УДК 517.982, 517.987, 517.54

Изучаются свойства аналитических мер на бесконечномерном локаль-
но выпуклом пространстве. Устанавливается, что мера является ана-
литической экспоненциального роста только тогда, когда её преобра-
зование Фурье финитно в некотором смысле. Приводятся примеры
таких мер.

Ключевые слова: бесконечномерный анализ, теория меры, аналитиче-
ское продолжение
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Analytic continuations of measures on infinite-dimensional
space

The properties of analytic measures on an infinite-dimensional locally con-
vex space are studied. It is established that a measure is an analytic ex-
ponential growth only when its Fourier transform is finite in some sense.
Examples of such measures are given.

Keywords: infinite dimensional analysis, measure theory, analytic contin-
uation

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ñ Î.Ã. Ñìîëÿíîâûì èññëåäîâàíèÿõ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ìåð íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íà÷àòûõ â ðàáîòå [2].

Ïóñòü 𝑄− âåùåñòâåííîå ËÂÏ è 𝑃 = 𝑄′− ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàí-
ñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà 𝑄. Îáîçíà÷èì Σ𝑃 ìèíè-
ìàëüíóþ 𝜎− àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà 𝑃, ñîäåðæàùóþ àëãåáðó
𝑄−öèëèíäðè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ 𝑃 , è ÷åðåç𝑀(Σ𝑃 ) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
âñåõ êîíå÷íûõ 𝜎−àääèòèâíûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ìåð íà Σ𝑃 , íàäåë¼ííîå
íîðìîé ‖𝜇‖ = |𝜇|(𝑃 ), ãäå |𝜇|− âàðèàöèÿ ìåðû 𝜇 [1]. Ìåðà 𝜇 íà Σ𝑃 îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå �̂�(ñì.[1]).

Íàçîâ¼ì ìåðó 𝜇 ∈ 𝑀(Σ𝑃 ) àíàëèòè÷åñêîé ïî íàïðàâëåíèþ ℎ ∈ 𝑃 , åñëè
∀𝐴 ∈ Σ𝑃 ôóíêöèÿ 𝜇(𝐴 − 𝑡ℎ), 𝑡 ∈ R, èìååò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
𝜇(𝐴− 𝑧ℎ) â îáëàñòü 𝑈𝜇,ℎ,𝐴 ⊂ C (ñì. [2]).

Ìîæíî äàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå àíàëèòè÷íîñòè ìåðû, îñíîâàí-
íîå íà ðàçëîæåíèè ôóíêöèè 𝜇(𝐴− 𝑡ℎ) â ðÿä Òåéëîðà (ñì. [3]).

Åñëè äëÿ êàæäîãî 𝐴 ∈ Σ𝑃 ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
ôóíêöèè 𝜇(𝐴−𝑡ℎ) â îáëàñòü 𝑈 ⊂ C, òî ýòî ïðîäîëæåíèå 𝜇𝑧ℎ(𝐴) = 𝜇(𝐴−𝑧ℎ)
ÿâëÿåòñÿ ìåðîé, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùåé îò 𝑧 ∈ 𝑈 .

Èç àíàëèòè÷íîñòè ìåðû ñëåäóåò å¼ áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü
ïî íàïðàâëåíèþ ℎ (îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ ìåð ñì. â
[4,5]).

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìåð íà Σ𝑃 àíàëèòè÷åñêèõ ïî íàïðàâëåíèþ ℎ ∈ 𝑄
îáîçíà÷èì 𝑀ℎ(Σ𝑃 ).

Лемма 1. Пусть ℎ ∈ 𝑃 и мера 𝜇− аналитическая по направлению ℎ.
Тогда производная 𝑑ℎ меры 𝜇 по ℎ также есть мера на Σ𝑃 аналитическая
по направлению ℎ.

Лемма 2. Пусть ℎ ∈ 𝑃 и мера 𝜇− аналитическая по направлению ℎ.
Тогда для произвольной меры 𝜈 ∈ 𝑀(Σ𝑃 ) свёртка мер 𝜇 * 𝜈 также есть
мера на Σ𝑃 аналитическая по направлению ℎ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåðà 𝜇 íà Σ𝑃 öåëàÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ñ
ïîêàçàòåëåì 𝑅 > 0 ïî íàïðàâëåíèþ ℎ ∈ 𝑃 , åñëè 𝜇− öåëàÿ ïî íàïðàâëåíèþ
ℎ è ∀𝑅1 > 𝑅, ∀𝐴 ∈ Σ𝑃 ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà 𝐶(ℎ,𝑅1, 𝐴) > 0, ÷òî

|𝜇(𝐴− 𝑧ℎ)| 6 𝐶(ℎ,𝑅1, 𝐴)𝑒𝑅1|𝐼𝑚(𝑧)| ∀𝑧 ∈ C.

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ ìåð áóäåì îáîçíà÷àòü 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ). Ïðîñòðàíñòâî
âñåõ öåëûõ ïî íàïðàâëåíèþ ℎ ìåð ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ñ ïðîèçâîëüíûì
ïîêàçàòåëåì 𝑅 > 0 îáîçíà÷èì 𝐴𝑀ℎ(Σ𝑃 ).
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Лемма 3. Пусть ℎ ∈ 𝑃, 𝑅 > 0. Тогда 𝜇 ∈ 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ) тогда и только
тогда, когда 𝜇− целая по направлению ℎ ∈ 𝑃 мера и выполнена оценка

‖𝜇𝑧ℎ‖ 6 4𝑒𝑅|𝐼𝑚(𝑧)|‖𝜇‖ ∀𝑧 ∈ C. (*)

Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 )− çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî áà-
íàõîâà ïðîñòðàíñòâà 𝑀(Σ𝑃 ).

Äëÿ ëþáîãî 𝐵 ⊂ 𝑃 ïîëÿðà 𝐵∘ â 𝑄 îïðåäåëåòñÿ ðàâåíñòâîì

𝐵∘ = {𝑞 ∈ 𝑄 : | < 𝑞, 𝑝 > | 6 1 ∀𝑝 ∈ 𝐵}.

Теорема 1. Пусть ℎ ∈ 𝑃, 𝑅 > 0, 𝜇 ∈𝑀(Σ𝑃 ) и �̂� = ℱ(𝜇). Тогда

𝜇 ∈ 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ) ⇔ 𝑠𝑢𝑝𝑝(�̂�) ⊂ 𝑅 · {ℎ}∘.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1 îáîáùàåò èçâåñòíóþ êîíå÷íîìåðíóþ òåîðåìó
Ïýëè-Âèíåðà î ðàñïðåäåëåíèÿõ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà ñëó÷àé ìåð
íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Èíîé ïîäõîä ê îáîáùåíèþ òåîðåìû
Ïýëè-Âèíåðà íà ñëó÷àé êâàçèìåð íà áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæ-
íî íàéòè â ðàáîòå [6].

Следствие 1. Пусть последовательность мер 𝜇𝑛 из 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ) схо-
дится на каждом 𝐴 ∈ Σ𝑃 . Тогда существует предел 𝜇 последовательно-
сти 𝜇𝑛 в 𝑀(Σ𝑃 ), и для каждого 𝑧 ∈ C последовательность мер (𝜇𝑛)𝑧ℎ
сходится по вариации к мере 𝜇𝑧ℎ ∈ 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ). При этом ∀𝛿 > 0 указан-
ная cходимость последовательность (𝜇𝑛)𝑧ℎ равномерна по множеству

𝑉𝛿 = {𝑧 ∈ C | |𝐼𝑚𝑧| 6 𝛿}.

Следствие 2. Пусть ℎ ∈ 𝑃 и 𝜇 ∈ 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ). Тогда для произвольной
меры 𝜈 ∈𝑀(Σ𝑃 ) свёртка мер 𝜇 * 𝜈 также есть мера из 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ).

Следствие 3. Пусть ℎ ∈ 𝑃, 𝜇 ∈ 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ) и 𝑇−цилиндрический
многочлен на 𝑃 . Тогда 𝑇 · 𝜇 ∈ 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå â òîì ñëó÷àå, êîãäà 𝑃 ñîäåðæèò
íåêîòîðîå ïëîòíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïîäïðîñòðàíñòâî, ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ïðîäàêò-ìåðà 𝜇, ÷òî 𝜇 ∈ 𝐴𝑀ℎ(Σ𝑃 ) ∀ℎ ∈ 𝐻, ãäå
𝐻−ïëîòíîå ãèëüáåðòîâî ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑃 . Çàïàñ òàêèõ ìåð ìîæíî ðàñ-
øèðèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèé 2 è 3.

Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ àíàëèòè÷åñêîé ìåðû ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà, â ñîâìåñòíîé ñ Î.Ã. Ñìîëÿíîâûì ðàáîòå [2] àâòîðà-
ìè áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè äî-
ñòàòî÷íî øèðîêèõ îãðàíè÷åíèÿõ.
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МУЛЬТИПЛИКАТОРЫ В ПРОСТРАНСТВАХ БЕССЕЛЕВЫХ
ПОТЕНЦИАЛОВ И ЛИЗОРКИНА–ТРИБЕЛЯ

Алексей А. Беляев
alexei.a.belyaev@gmail.com, belyaev-aa@rudn.ru

УДК 517.518.23

Мы рассматриваем проблему конструктивного описания мультипли-
каторов, действующих в шкале пространств Лизоркина–Трибеля,
причём особое внимание уделяется случаю пространств бесселевых
потенциалов. Применяя принцип равномерной локализации, мы пока-
зываем, что при естественных ограничениях в важных частных слу-
чаях может быть получение описание пространства мультипликато-
ров в терминах равномерно локализованных пространств Лизоркина–
Трибеля. Это описание обобщают полученные ранее в совместных ра-
ботах автора и А.А. Шкаликова результаты о мультипликаторах, дей-
ствующих в пространствах бесселевых потенциалов.
Ключевые слова: мультипликаторы, равномерная локализация, про-
странства Лизоркина–Трибеля

Multipliers in Bessel potential and Lizorkin–Triebel spaces

We consider a problem of finding a constructive description of multipliers
acting in the scale of Lizorkin–Triebel spaces with special attention being
paid to the case of multipliers between Bessel potential spaces. We show
that, since uniform localization principle holds true for Lizorkin–Tribel
spaces, under natural assumptions the multiplier space can be described
in terms of the uniformly localized Lizorkin–Tribel spaces in some impor-
tant model cases. This description generalizes results about multipliers
acting in Bessel potential spaces, obtained recently by the author and
A.A. Shkalikov.

Keywords: multipliers, Lizorkin–Triebel spaces, uniform localization
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Ðàññìîòðèì ìóëüòèïëèêàòîðû, äåéñòâóþùèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè
𝐴𝑠1𝑝1, 𝑞1(R𝑛) è 𝐴𝑠2𝑝2, 𝑞2(R𝑛), ãäå â êà÷åñòâå 𝐴𝑠𝑝, 𝑞(R𝑛) ôèãóðèðóåò èëè ïðîñòðàí-
ñòâî Áåñîâà 𝐵𝑠𝑝, 𝑞(R𝑛), èëè ïðîñòðàíñòâî Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ 𝐹 𝑠𝑝, 𝑞(R𝑛).

Â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå 𝑝 = 𝑞 ýòè øêàëû ñîâïàäàþò è, áîëåå òî-
ãî, ïðè íåöåëûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ãëàäêîñòè 𝑠 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
𝐵𝑠𝑝, 𝑝(R𝑛) = 𝐹 𝑠𝑝, 𝑝(R𝑛) = 𝑊 𝑠

𝑝 (R𝑛), ãäå 𝑊 𝑠
𝑝 (R𝑛) � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà�

Ñëîáîäåöêîãî. Â äðóãîì âàæíîì ìîäåëüíîì ñëó÷àå 𝑞 = 2 ìû ïîëó÷àåì,
÷òî

𝐹 𝑠𝑝, 2(R𝑛) = 𝐻𝑠
𝑝(R𝑛),

ãäå 𝐻𝑠
𝑝(R𝑛) � ïðîñòðàíñòâî áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ.

Ïîñëåäíèé ñëó÷àé áûë äåòàëüíî èçó÷åí â ðàáîòàõ [1] è [2], ãäå äëÿ îïè-
ñàíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ â
äðóãîå áûëà èñïîëüçîâàíà øêàëà ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ
áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ 𝐻𝛾

𝑟, 𝑢𝑛𝑖𝑓 (R𝑛). Èñïîëüçîâàíèå ýòîé øêàëû ïîçâîëè-
ëî íàéòè êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå ìóëüòèïëèêàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ ìåæäó
ïðîñòðàíñòâàìè áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ. À èìåííî, áûëè ïîëó÷åíû ñëåäó-
þùèå ðåçóëüòàòû

Теорема 1. Пусть 𝑠1, 𝑠2 > 0 и 𝑝1, 𝑝2 > 1. Пусть также 𝑝1 6 𝑝2,
𝑠1 − 𝑛/𝑝1 > 𝑠2 − 𝑛/𝑝2 и 𝑠1 − 𝑛/𝑝1 > 0. Тогда

𝑀 [𝐻𝑠1
𝑝1 (R𝑛) → 𝐻𝑠2

𝑝2 (R𝑛)] = 𝐻𝑠2
𝑝2, 𝑢𝑛𝑖𝑓

(R𝑛),

причём нормы этих пространств эквивалентны.

Теорема 2. Пусть 𝑠1, 𝑠2 > 0 и 𝑝1, 𝑝2 > 1. Пусть также 𝑝1 6 𝑝2,
причём или 𝑠1 > 𝑠2, 𝑠1 − 𝑛/𝑝1 > 0, или 𝑠2 > 𝑠1, 𝑠2 − 𝑛/𝑝

′

2 > 0. Тогда

𝑀 [𝐻𝑠1
𝑝1 (R𝑛) → 𝐻−𝑠2

𝑝2 (R𝑛)] = 𝐻−𝑠2
𝑝2, 𝑢𝑛𝑖𝑓

(R𝑛) ∩𝐻−𝑠1
𝑝
′
1, 𝑢𝑛𝑖𝑓

(R𝑛),

причём нормы этих пространств эквивалентны (здесь и ниже для числа
𝑝 ∈ (1; +∞) под 𝑝′ понимаем число из (1; +∞), определённое соотношением
1/𝑝+ 1/𝑝

′
= 1).

Ëîêàëèçàöèîííûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà è Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ
ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ. Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ
èìååò ìåñòî ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè, ãëàñÿùèé, ÷òî íà ïðî-
ñòðàíñòâå 𝐹 𝑠𝑝, 𝑞(R𝑛) ìîæíî ââåñòè íîðìó ‖ · ‖𝑠, 𝑝, 𝑞, (𝑝), ýêâèâàëåíòíóþ ñòàí-
äàðòíîé íîðìå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà è çàäàííóþ ñîîòíîøåíèåì

‖𝑢‖𝑠, 𝑝, 𝑞, (𝑝) =

(︃∑︁
𝑧∈Z𝑛

(︁
‖𝜂𝑧 · 𝑢‖𝐹 𝑠

𝑝, 𝑞(R𝑛)

)︁𝑝)︃ 1
𝑝

∀ 𝑢 ∈ 𝐹 𝑠𝑝, 𝑞(R𝑛),

ãäå 𝜂 ∈ 𝐷(R𝑛) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

𝑎) 0 6 𝜂(𝑥) 6 1 ∀ 𝑥 ∈ R𝑛; 𝑏) 𝜂(𝑥) = 1 ∀ 𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| 6 1;

𝑐) 𝜂(𝑥) = 0 ∀ 𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| > 2,



Материалы международной конференции 25

è
𝜂𝑧(𝑥) = 𝜂(𝑥− 𝑧) ∀ 𝑥 ∈ R𝑛.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà íîðìà ‖ · ‖𝑠, 𝑝, 𝑞, (𝑝), çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèåì

‖𝑢‖𝑠, 𝑝, 𝑞, (𝑝) =

(︃∑︁
𝑧∈Z𝑛

(︁
‖𝜂𝑧 · 𝑢‖𝐵𝑠

𝑝, 𝑞(R𝑛)

)︁𝑝)︃ 1
𝑝

∀ 𝑢 ∈ 𝐵𝑠𝑝, 𝑞(R𝑛),

ñòðîãî ñëàáåå ñòàíäàðòíîé íîðìû ‖ · ‖𝐵𝑠
𝑝, 𝑞(R𝑛) ïðè 𝑝 > 𝑞 è ñòðîãî ñèëüíåå

ýòîé íîðìû ïðè 𝑝 < 𝑞 (ñìîòðåòü [3]). Ïðè ýòîì äëÿ ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà ýòè
íîðìû ýêâèâàëåíòíû òîëüêî ïðè 𝑝 = 𝑞, íî â ýòîì ñëó÷àå, êàê îòìå÷àëîñü
âûøå, 𝐵𝑠𝑝, 𝑝(R𝑛) = 𝐹 𝑠𝑝, 𝑝(R𝑛).

Ìû èçó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñòàíäàðòíûìè íîðìàìè íà ïðîñòðàí-
ñòâàõ Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ è Áåñîâà è ëîêàëèçîâàííûìè íîðìàìè

‖𝑢‖𝑠, 𝑝, 𝑞, (𝑟) =

(︃∑︁
𝑧∈Z𝑛

(︁
‖𝜂𝑧 · 𝑢‖𝐴𝑠

𝑝, 𝑞(R𝑛)

)︁𝑟)︃ 1
𝑟

, 𝑟 ∈ [1; +∞),

‖𝑢‖𝑠, 𝑝, 𝑞, (∞) = sup
𝑧∈R𝑛

(︁
‖𝜂𝑧 · 𝑢‖𝐴𝑠

𝑝, 𝑞(R𝑛)

)︁
,

÷òî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ, äåé-
ñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâàõ Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ è Áåñîâà. Îñíîâíîå âíèìà-
íèå óäåëÿåòñÿ òîé ñèòóàöèè, êîãäà âîçìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå ïðîñòðàí-
ñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ â òåðìèíàõ ëîêàëèçîâàííûõ íîðì.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâíîé ðåçóëüòàò äëÿ ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ â òîé ñèòóàöèè, êîãäà
îáà èíäåêñà ãëàäêîñòè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ íåîòðèöàòåëüíû.

Теорема 3. Пусть 𝑠1 > 𝑛
𝑝1
, 𝑠2 > 0, 𝑝1, 𝑝2 > 1, 𝑞1, 𝑞2 > 1, причём

𝑝1 6 𝑝2, 𝑠1 − 𝑛
𝑝1
> 𝑠2 − 𝑛

𝑝2
. Тогда

𝑀 [𝐹 𝑠1𝑝1, 𝑞1(R𝑛) → 𝐹 𝑠2𝑝2, 𝑞2(R𝑛)] = 𝐹 𝑠2𝑝2, 𝑞2, 𝑢𝑛𝑖𝑓 (R𝑛)

и нормы этих пространств эквивалентны.
Îãðàíè÷åíèÿ, íàëàãàåìûå â óñëîâèÿõ ýòîé òåîðåìû, ÿâëÿþòñÿ åñòå-

ñòâåííûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè îòêàçå îò ëþáîãî èç ýòèõ îãðàíè÷å-
íèé íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ â òåðìèíàõ åãî ñîâïàäåíèÿ ñ íåêîòîðûì ïðîñòðàíñòâîì

𝐹 𝛾𝑝, 𝑞, 𝑢𝑛𝑖𝑓 (R𝑛)
𝑑𝑒𝑓
= 𝐹 𝛾𝑝, 𝑞,∞(R𝑛).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 3 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå

Утверждение 1. Пусть 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 ∈ R, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 > 1. Пусть
также или 𝑝1 < 𝑝2, или 𝑝1 = 𝑝2 и 𝑞1 6 𝑞2. Тогда непрерывное вложение

𝐹 𝑠3𝑝3, 𝑞3, 𝑢𝑛𝑖𝑓 (R𝑛) ⊂𝑀 [𝐹 𝑠1𝑝1, 𝑞1(R𝑛) → 𝐹 𝑠2𝑝2, 𝑞2(R𝑛)]

имеет место тогда и только тогда, когда существует такая константа
𝐶 > 0, что

‖𝑓 · g‖𝐹 𝑠2
𝑝2, 𝑞2

(R𝑛) 6 𝐶 · ‖f‖𝐹 𝑠3
𝑝3, 𝑞3

(R𝑛)‖g‖𝐹 𝑠1
𝑝1, 𝑞1

(R𝑛) ∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐷(R𝑛).
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О БАЗИСНОСТИ ВОЗМУЩЕННОЙ СИСТЕМЫ
ЭКСПОНЕНТ В ПРОСТРАНСТВАХ ТИПА МОРРИ

Б.Т. Билалов
b_bilalov@mail.ru

УДК 517.51

В работе рассматривается возмущенная система экспонент
exp (𝑖 (𝑛− 𝛽 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑛) 𝑡) , 𝑛 ∈ 𝑍, где 𝛽−некоторый комплексный па-
раметр. Находится необходимое и достаточное условие на параметр
𝛽, при выполнении которого эта система образует базис в простран-
стве Морри на интервале (−𝜋, 𝜋). Критерий базисности относительно
параметра 𝛽 этой системы в лебеговых пространствах получен в
работах А.М.Седлецкого и Е.И.Моисеева. Отметим, что критерий ба-
зисности в пространствах Морри отличается от критерия базисности
в лебеговых пространствах.

Ключевые слова: возмущенная система экспонент, базисность, про-
странство Морри

The basis property of a perturbed system of exponentials in
Morrey-type spaces

The perturbed system of exponents exp (𝑖 (𝑛− 𝛽 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑛) 𝑡) , 𝑛 ∈ 𝑍, where
𝛽 is some complex parameter is considered. A necessary and sufficient
condition on the parameter 𝛽 are obtained, under which this system forms
a basis for Morrey space over the interval (−𝜋, 𝜋). A basicity criterion
with respect to the parameter 𝛽 of this system in Lebesgue spaces was
obtained in the works of A.M. Sedletskii and E.I. Moiseev. We note that
the basicity criterion in Morrey spaces differs from the basicity criterion
in Lebesgue spaces.

Keywords: perturbed system of exponents, basis property, Morrey space

Данная работа выполнена при финансовой поддержке Фонда Развития Науки при
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ áàçèñíîñòè âîçìóùåííîé ñèñòåìû ýêñïî-
íåíò

𝐸𝛽 ≡
{︁
𝑒𝑖(𝑛−𝛽 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑛)𝑡

}︁
𝑛∈𝑍

, (1)

â ïðîñòðàíñòâàõ Ìîððè íà èíòåðâàëå (−𝜋, 𝜋), ãäå 𝛽 ∈ 𝐶−êîìïëåêñíûé ïà-
ðàìåòð.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Ìîððè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè 𝛾 =
{𝑧 ∈ 𝐶 : |𝑧| = 1} íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè 𝐶. Äàëåå 𝜔 = 𝑖𝑛𝑡𝛾 áóäåò îáî-
çíà÷àòü åäèíè÷íûé øàð â 𝐶.

×åðåç 𝐿𝑝,𝛼 (𝛾) , 1 6 𝑝 < +∞, 0 6 𝛼 6 1, áóäåì îáîçíà÷àòü íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ íà 𝛾 ôóíêöèé 𝑓 (·) ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝛼(𝛾) = sup
𝐵

(︂
|𝐵 ∩ 𝛾|𝛼−1

𝛾

∫︁
𝐵∩𝛾

|𝑓 (𝜉)|𝑝 |𝑑𝜉|
)︂1/𝑝

< +∞,

(|𝐵 ∩ 𝛾|𝛾 −ëèíåéíàÿ ìåðà ïåðåñå÷åíèÿ 𝐵∩𝛾), ãäå sup áåðåòñÿ ïî âñåì øàðàì
ñ öåíòðîì íà 𝛾 è ñ ïðîèçâîëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ðàäèóñîì. Îòíîñèòåëüíî
ýòîé íîðìû 𝐿𝑝,𝛼 (𝛾) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì. Íàðÿäó ñ ýòèì îïðåäåëèì ïðî-
ñòðàíñòâî 𝐿𝑝,𝛼 (−𝜋, 𝜋), 1 6 𝑝 < +∞, 0 6 𝛼 6 1, ñîñòîÿùåãî èç èçìåðèìûõ
íà (−𝜋, 𝜋) ôóíêöèé 𝑓 (·), ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝛼(−𝜋,𝜋) = sup
𝐼⊂[−𝜋,𝜋]

(︂
|𝐼|𝛼−1

∫︁
𝐼

|𝑓 (𝑡)|𝑝 |𝑑𝑡|
)︂1/𝑝

< +∞,

ãäå sup áåðåòñÿ ïî âñåì èíòåðâàëàì 𝐼 ⊂ [−𝜋, 𝜋]. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
ñîîòâåòñòâèå 𝑓 (𝑡) =: 𝐹

(︀
𝑒𝑖𝑡
)︀
, 𝑡 ∈ (−𝜋, 𝜋) , 𝐹 (·) ∈ 𝐿𝑝,𝛼 (𝛾), óñòàíàâëèâàåò

èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè 𝐿𝑝,𝛼 (𝛾) è 𝐿𝑝,𝛼 (−𝜋, 𝜋).
Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ýòè ïðîñòðàíñòâà áóäåì îòîæäåñòâëÿòü è åãî áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç 𝐿𝑝,𝛼, à íîðìó ÷åðåç ‖·‖𝑝,𝛼.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑀𝑝,𝛼 ôóíêöèé 𝑓 (·), ñäâèãè êî-
òîðûõ íåïðåðûâíû â 𝐿𝑝,𝛼, ò.å. ‖𝑓 (· + 𝛿) − 𝑓 (·)‖𝑝,𝛼 → 0, 𝛿 → 0.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ áàçèñíîñòè ñèñòåìû ýêñïîíåíò (1) â ïðîñòðàíñòâàõ
Ìîððè 𝑀𝑝,𝛼 ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êðàåâûõ çàäà÷. Ýòîò ìåòîä òðåáóåò óñòà-
íîâëåíèÿ áàçèñíîñòè ÷àñòåé ñèñòåìû ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâàõ Ìîððè-
Õàðäè 𝑀𝐻𝑝,𝛼

+ è −1𝑀𝐻𝑝,𝛼
− .

Èòàê, ðàññìîòðèì ñèñòåìó
{︀
𝑒𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑍+

⊂ 𝑀𝑝,𝛼
+ , 1 < 𝑝 < +∞, 0 < 𝛼 < 1.

Ïóñòü 𝑓 ∈ 𝑀𝑝,𝛼
+ −ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî 𝑓 ∈

𝐿+
𝑝 = 𝐻+

𝑝 /𝛾 . Èç áàçèñíîñòè ñèñòåìû ýêñïîíåíò
{︀
𝑒𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑍 â 𝑀𝑝,𝛼 (ñì. [1])

ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

𝑓 (𝑡) =
∑︁
𝑛∈𝑍

𝑓𝑛𝑒
𝑖𝑛𝑡. (2)

Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (2) ê 𝑓 (·) â𝑀𝑝,𝛼 ñëåäóåò, ÷òî îí ñõîäèòñÿ ê 𝑓 (·) è â 𝐿𝑝.
À èç âêëþ÷åíèÿ 𝑓 ∈ 𝐿+

𝑝 ñëåäóåò, ÷òî 𝑓𝑛 = 0,∀𝑛 < 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
ðàçëîæåíèå â 𝑀𝑝,𝛼

+ :

𝑓 (𝑡) =
∑︁
𝑛∈𝑍+

𝑓𝑛𝑒
𝑖𝑛𝑡,
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ò.å. ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç 𝑀𝑝,𝛼
+ ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ñèñòåìå{︀

𝑒𝑖𝑛𝑡
}︀
𝑛∈𝑍+

. Èç ìèíèìàëüíîñòè ñèñòåìû
{︀
𝑒𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑍 â 𝑀𝑝,𝛼 íåïîñðåäñòâåí-

íî ñëåäóåò ìèíèìàëüíîñòü ñèñòåìû
{︀
𝑒𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑍+

â 𝑀𝑝,𝛼
+ . Â èòîãå ïîëó÷àåì

áàçèñíîñòü ñèñòåìû
{︀
𝑒𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑍+

â 𝑀𝑝,𝛼
+ . Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçûâà-

åòñÿ áàçèñíîñòü ñèñòåìû
{︀
𝑒−𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑁 â −1𝑀

𝑝,𝛼
− . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ

Теорема 1. Система
{︀
𝑒𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑍+

(︁{︀
𝑒−𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑁

)︁
образует базис в про-

странстве 𝑀𝑝,𝛼
+ (в −1𝑀

𝑝,𝛼
− ), 1 < 𝑝 < +∞, 0 < 𝛼 < 1.

Òàêæå ñïðàâåäëèâà
Теорема 2. Пусть 2𝑅𝑒𝛽 + 𝛼

𝑝 /∈ 𝑍. Тогда система 𝐸𝛽 образует базис в

𝑀𝑝,𝛼, 1 < 𝑝 < +∞, 0 < 𝛼 < 1, тогда и только тогда, когда
[︁
2𝑅𝑒𝛽 + 𝛼

𝑝

]︁
= 0

([·]−целая часть). Ее дефект равен 𝑑 (𝐸𝛽) =
[︁
2𝑅𝑒𝛽 + 𝛼

𝑝

]︁
. При 𝑑 (𝐸𝛽) <

0, она неполна, по минимальна в 𝑀𝑝,𝛼; при 𝑑 (𝐸𝛽) > 0, она полна, но не
минимальна в 𝑀𝑝,𝛼.
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ОБ ОГРАНИЧЕННОСТИ ПОТЕНЦИАЛА РИССА В
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В настоящей работе вводится понятие глобального пространства типа
Морри с переменным показателем. Приводятся достаточные условия
ограниченности потенциала Рисса с постоянным и переменным пока-
зателями в этих пространствах.
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On boundedness of the Riesz potential in the global Morrey
type spaces with variable exponent

We introduce the global Morrey type spaces with variable exponent. We
give sufficient conditions for the boundedness of Riesz Potential with con-
stant and variable exponent in this spaces.

Keywords: the global Morrey type spaces with variable exponent, Riesz
Potential, boundedness of operator.

Ïîòåíöèàë òèïà Ðèññà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

𝐼
𝛼(𝑥) 𝑓(𝑥) =

∫︁
𝑅𝑛

𝑓(𝑦)

|𝑥− 𝑦|𝑛−𝛼(𝑥)
𝑑𝑦,

ãäå 0 < 𝛼(𝑥) < 𝑛. Ïðè 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ýòîò îïåðàòîð ñîâïàäàåò êëàññè÷åñêèì
ïîòåíöèàëîì Ðèññà 𝐼𝛼 .

Ïóñòü 𝑝(𝑥) èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ 𝑅𝑛 ñî çíà-
÷åíèÿìè (1,∞). Îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ω ìîæåò áûòü è íåîãðàíè÷åííûì.
Ïðåäïîëîæèì

1 < 𝑝− 6 𝑝(𝑥) 6 𝑝+ <∞,

ãäå 𝑝− = 𝑝−(Ω) = inf𝑥∈Ω 𝑝(𝑥), 𝑝+ = 𝑝+ (Ω) = sup𝑥∈Ω 𝑝 (𝑥).
Ïóñòü 𝑃 log(Ω) � ýòî ìíîæåñòâî ôóíêöèé 𝑝(𝑥), äëÿ êîòîðûõ

|𝑝(𝑥) − 𝑝(𝑦)| 6 𝐶

−𝑙𝑛| 𝑥− 𝑦|
, |𝑥− 𝑦| 6 1

2
,

|𝑝(𝑥) − 𝑝(∞)| 6 𝐴∞ ln (2 + |𝑥|) 𝑥, 𝑦 ∈ Ω.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐿𝑝(.)(Ω) ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé 𝑓(𝑥) íà
Ω, òàêèõ, ÷òî

𝐽𝑝(.)(𝑓) =

∫︁
Ω

[𝑓(𝑥)]
𝑝(𝑥)

𝑑𝑥 <∞,

ãäå íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

||𝑓 ||𝑝(.) = inf
{︀
𝜂 > 0, 𝐽𝑝(.)

(︂
𝑓

𝜂

)︂
6 1 } .

Ïóñòü 𝑤(𝑥, 𝑟) - íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà Ω×[0, 𝑙], ãäå Ω ⊂
𝑅𝑛, 𝑙 = diam Ω, 1 6 𝜃 < ∞. Ãëîáàëüíûå ïðîñòðàíñòâà Ìîððè ñ ïåðåìåííûì
ïîêàçàòåëåì𝐺𝑀𝑝(.),𝑤(.),𝜃 - ýòî ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé êâàçèíîðìîé:

‖𝑓‖𝐺𝑀𝑝(.),𝑤(.),𝜃
= sup
𝑥∈𝑅𝑛

⃦⃦⃦⃦
𝑤 (𝑥, 𝑟)

−1
𝑟−𝜃𝑝(𝑥,𝑟) ‖𝑓‖

𝐿𝑝(.)(𝐵(𝑥,𝑟))

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝜃(0,∞)

<∞,

ãäå 𝐵(𝑥, 𝑟) � øàð â 𝑛-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ öåíòðîì â òî÷êå x è ðàäèóñîì
𝑟. Ïóñòü 𝜃𝑝(𝑥,𝑟) = 𝑛

𝑝(𝑥) , ïðè 𝑟 6 1; 𝜃𝑝(𝑥,𝑟) = 𝑛
𝑝(∞) , ïðè 𝑟 > 1.

Теорема 1. Ïóñòü 𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥) ∈ 𝑃 log(Ω) è 0 < 𝛼 < 𝑛, 1
𝑝2(𝑥)

= 1
𝑝1(𝑥)

− 𝛼
𝑛 ,

1 < 𝜃 <∞, è ïóñòü èçìåðèìûå ôóíêöèè 𝑤1, 𝑤2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

sup
𝑥∈𝑅𝑛

∫︁ ∞

0

𝑤2
−𝜃(𝑥, 𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

(𝑤1 (𝑥, 𝑡) 𝑡𝜃𝑝1 (𝑥,𝑡)−𝜃𝑝2 (𝑥,𝑡)−1)
𝜃

𝜃−1 𝑑𝑡𝑑𝑟 <∞.
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Òîãäà îïåðàòîð 𝐼𝛼 îãðàíè÷åí èç 𝐺𝑀𝑝1(.),𝑤1(.),𝜃 â 𝐺𝑀𝑝2(.),𝑤2(.),𝜃.
Теорема 2. Ïóñòü 𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥) ∈ 𝑃 log(Ω) è

𝛼− = inf
𝑥∈Ω

𝛼(𝑥) > 0, (𝛼𝑝)+ = sup
𝑥∈Ω

𝛼(𝑥)𝑝(𝑥) < 𝑛,

ôóíêöèè 𝑤1, 𝑤2 è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1 è 𝛾(𝑥) =

𝐴∞𝛼(𝑥)[1− 𝛼(𝑥)
𝑛 ]. Òîãäà îïåðàòîð 1

(1+|𝑥|)𝛾(𝑥) 𝐼
𝛼(.) îãðàíè÷åí èç 𝐺𝑀𝑝1(.),𝑤1,𝜃(.)

â 𝐺𝑀𝑝2(.),𝑤2(.),𝜃 .

Äëÿ îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà Ìîððè 𝑀𝑝(.),𝑤(.) óñëîâèÿ îãðàíè÷åí-
íîñòè ïîòåíöèàëà Ðèññà â ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ Ω ïîëó÷åíû â [1],
à â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ Ω -ïîëó÷åíû â [2],[3]. Äðóãèå óñëî-
âèÿ îãðàíè÷åííîñòè êëàññè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Ðèññà 𝐼𝛼 â ãëîáàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ òèïà Ìîððè 𝐺𝑀𝑝,𝑤(.),𝜃 ñ ïîñòîÿííûì ïîêàçàòåëåì p ïîëó÷åíû
â ðàáîòå [4].
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ОБ ОБРАТНЫХ СПЕКТРАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ С
НЕПОЛНЫМИ ДАННЫМИ

Н.Ф. Валеев
valeevnf@yandex.ru

УДК 517.518

Рассматривается оптимизационная обратная спектральная задача
для оператора Штурма-Лиувилля ℒ[𝑞]𝑢 := −𝑢′′ + 𝑞(𝑥)𝑢 с разделен-
ными граничными условиями.

Суть оптимизационной обратной спектральной задачи для операто-
ра Штурма-Лиувилля заключается в следующем: для заданных соб-
ственных значений 𝜆𝑘, 𝑘 = 1, ...,𝑚 и потенциала 𝑞0(𝑥) требуется найти
потенциал 𝑞(𝑥), ближайший к 𝑞0(𝑥) в определенной норме, такой, что
𝜆𝑘(𝑞) = 𝜆𝑘, 𝑘 = 1, ...,𝑚 для всех 𝑘 = 1, ..,𝑚.

В статье доказано существование решения этой задачи.

Ключевые слова: спектральная теория, обратные спектральные зада-
чи, нелинейные дифференциальные операторы

On inverse spectral problems with incomplete data

We consider an inverse optimization spectral problem for the Sturm-
Liouville operator ℒ[𝑞]𝑢 := −𝑢′′ + 𝑞(𝑥)𝑢 whith separated boundary con-
ditions.

The essence of the inverse optimization spectral problem for the Sturm-
Liouville operator is the following: for a given 𝑞0(𝑥) and eigenvalues 𝜆𝑘,
𝑘 = 1, ...,𝑚 potential 𝑞(𝑥) closest to 𝑞0(𝑥) in a given norm, such that
𝜆𝑘(𝑞) = 𝜆𝑘, 𝑘 = 1, ...,𝑚 for all 𝑘 = 1, ...,𝑚.

In the article we prove the existence of solutions to this problem.

Keywords: nonlinear differential equations, spectral theory,inverse spectral
problems.

Â ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (êàê â îáû÷íûõ, òàê è â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ) , â êîòîðûõ çàäàþòñÿ ëèøü íåïîëíûå ñïåêòðàëüíûå äàííûå,
íàïðèìåð, ïåðâûå 𝑚 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 𝜆1 < ... < 𝜆𝑚.

Âñëåäñòâèå íåïîëíîòû ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ, òàêèå çàäà÷è èìåþò
íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå è íåêîððåêòíû.

Ìû ïðåäëàãàåì äîïîëíèòü óñëîâèÿ ýòèõ çàäà÷ ñîäåðæàòåëüíûìè (ñ ôè-
çè÷åñêîé èëè ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) è îáîñíîâàííûìè óñëîâèÿìè,
êîòîðûå â èòîãå ïðèâîäÿò ê íîâîìó êëàññó îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè òàêèõ çàäà÷ ñâÿçàíû ñ ïðîáëåìîé ïîñòðîå-
íèÿ ëèíåéíîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû S íàèáîëåå áëèçêîé ê çàäàííîé ëèíåé-
íîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå S0 (â êàêîé-òî íîðìå ) è òàêîé, ÷òîáû S îáëàäàë
çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Äàëåå ýòè çàäà÷è
áóäåì íàçûâàòü "Îïòèìèçàöèîííûìè îáðàòíûìè ñïåêòðàëüíûìè çàäà÷àìè
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ñ íåïîëíûìè äàííûìè ñîêð. ÎÎÑÇÍÄ (cì.[5]). Îòìåòèì, ÷òî ÎÎÑÇÍÄ òåñ-
íî ñâÿçàíà ñ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèìè îáðàòíûìè ñïåêòðàëüíûìè çàäà÷àìè
(ñì.[6])

Â öåëîì íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèÿ ÎÎÑÇ ñîñòîèò â ïîñòðîå-
íèè íåòðèâèàëüíîé ñâÿçè ìåæäó îïòèìèçàöèîííûìè îáðàòíûìè ñïåêòðàëü-
íûìè çàäà÷àìè ñ íåïîëíûìè äàííûìè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ è íåëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè. À èìåí-
íî, íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî êàæäàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ
çàäà÷à ñ íåïîëíûìè äàííûìè ýêâèâàëåíòíà âïîëíå îïðåäåëåííîìó íåëèíåé-
íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó (ñì. ïîäðîáíåå â [3,4,5]).Ýêâèâàëåíò-
íîñòü ýòèõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò íàõîäèòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè
êàê ÎÎÑÇ, òàê è ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ (ñì. ïîäðîáíåå â [4,5]).

Â äàííîì ñîîáùåíèè ìû ïîêàæåì õàðàêòåð ñâÿçè ÎÎÑÇ ñ íåëèíåé-
íîìè äèôôåðåíöèàëüíîìè îïåðàòîðàìè íà ïðèìåðå îïåðàòîðà Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ è ñôîðìóëèðóåì íîâûå óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé
ÎÎÑÇ.

Ïóñòü çàäàí ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð Øòóðìà - Ëèóâèëëÿ 𝐿(𝑞), ïî-
ðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì âèäà

𝑙𝑞𝑦 := −𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦, 𝑥 ∈ (0, 1),

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå 𝑦(0) = 𝑦(1) = 0, ãäå 𝑞 ∈ 𝐿2(0, 1)� âåùåñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ ïîòåíöèàëà. Ñïåêòð îïåðàòîðà 𝐿(𝑞)ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ
çíà÷åííèé: 𝜆1(𝑞) < 𝜆2(𝑞) < ... < 𝜆𝑘(𝑞) < ...

Ïðèìåíèòåëüíî ê ââåäåííîìó âûøå îïåðàòîðó Øòóðìà - Ëèóâèëëÿ 𝐿(𝑞)
ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ìîäåëüíûé âàðèàíò îïòèìèçàöèîííîé îáðàòíîé
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è:

(𝒫0) Пусть заданы 𝜆*1 < 𝜆*2 < ... < 𝜆*𝑚 ∈ R- спектральные данные зада-
чи, вещественная функция 𝑞0 ∈ 𝐿2(0, 1). Требуется найти вещественный
потенциал 𝑞 ∈ 𝐿2(0, 1) такой, что:

𝜆𝑘(𝑞) = 𝜆*𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..,𝑚;

è ||𝑞0 − 𝑞||𝐿2 =

= min{||𝑞0 − 𝑞||𝐿2 : 𝜆*𝑘 = 𝜆𝑘(𝑞), 𝑘 = 1, 2, ..,𝑚; 𝑞 ∈ 𝐿2(0, 1)}.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà ñ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Теорема 1. Пусть задана функция потенциала 𝑞0 ∈ 𝐿2(0, 1) и произ-
вольный упорядоченный набор чисел 𝜆*1 < 𝜆*2 < ... < 𝜆*𝑚 ∈ R- спектральные
данные задачи. Тогда существует функция 𝑞 ∈ 𝐿2(0, 1) такая, что:

𝐿(𝑞)𝑢𝑘 = −𝑢′′𝑘 + 𝑞(𝑥)𝑢𝑘 = 𝜆*𝑘𝑢𝑘, 𝑢𝑘(0) = 𝑢𝑘(1) = 0, 𝑘 = 1, .,𝑚;

||𝑞0 − 𝑞||𝐿2 = min{||𝑞0 − 𝑞||𝐿2 : 𝜆*𝑘 = 𝜆𝑘(𝑞), 𝑘 = 1, .,𝑚; 𝑞 ∈ 𝐿2(0, 1)}.
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решение ООСЗ 𝑞 выражается формулой

𝑞(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑢
2
𝑘(𝑥)

Âîïðîñ êîëè÷åñòâà (ñ÷åòíîñòè,êîíå÷íîñòè èëè åäèíñòâåííîñòè) ðåøåíèé
îïòèìèçàöèîííîé îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è îñòàåòñÿ îòêðûòûì, çäåñü
æå óêàæåì îäíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

Теорема 2. Пусть задан произвольный упорядоченный набор чисел
𝜆*1 < 𝜆*2 < ... < 𝜆*𝑚 ∈ R- спектральные данные задачи функция потенциала
𝑞0 ∈ 𝐿2(0, 1) такая, что 𝜆𝑘(𝑞0) < 𝜆*𝑘 для всех 𝑘 = 1, 2, ..,𝑚. Тогда

1) оптимизационная обратная спектральная задача имеет единствен-
ное решение 𝑞 ∈ 𝐿2(0, 1). и 𝑞(𝑥) =

∑︀𝑚
𝑗=1 𝑢

2
𝑗 (𝑥), где {𝑢𝑗(𝑥)}𝑚𝑗=1 слабое решение

cистемы нелинейныйных уравнений

𝐿(𝑞)𝑢𝑘 = −𝑢′′𝑘 +

(︂ 𝑚∑︁
𝑗=1

𝑢2𝑗 (𝑥)

)︂
𝑢𝑘 = 𝜆*𝑘𝑢𝑘, 𝑘 = 1, ..,𝑚;

2) система нелинейных уравнений имеет единстенное решение.
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Рассматриваются эллиптические псевдодифференциальные операто-
ры на многообразиях, граница которых имеет особенности. Опи-
сываются достаточные условия фредгольмовости в пространствах
Соболева–Слободецкого, основанные на локальном принципе и спе-
циальной факторизации эллиптического символа.

Ключевые слова: эллиптический оператор, символ, многообразие,
фредгольмовость

Elliptic operators, equations and boundary value problems

We consider elliptic pseudo-differential operators on manifolds for which
their boundaries have singularities. We describe sufficient conditions for
Fredholm properties in Sobolev–Slobodetskii spaces based on the local
principle and special factorization of an elliptic symbol.

Keywords: elliptic operator, symbol, manifold, Fredholm property

Ìû ðàññìàòðèâàåì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû 𝐴 íà 𝑚-
ìåðíîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ñ êðàåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ãðà-
íèöå 𝜕𝑀 ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀 èìåþòñÿ êîìïàêòíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ 𝑀𝑘 ðàç-
ìåðíîñòè 0 6 𝑘 6 𝑚 − 2, êîòîðûå ìû íàçûâàåì îñîáûìè. Ñèíãóëÿðíûå
òî÷êè ãðàíèöû îïèñûâàþòñÿ ðàçíûìè òèïàìè локальных представителей
îïåðàòîðà 𝐴 [6]. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑀 ⊂ R𝑚 � îáëàñòü â
𝑚-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è 𝐴(𝑥, 𝜉) � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà R2𝑚.

Ëîêàëüíûå ïðåäñòàâèòåëè îïåðàòîðà âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì

𝐴𝑥0
: 𝑢(𝑥) ↦−→

∫︁
𝐷𝑥0

∫︁
R𝑚

𝑒𝑖𝜉·(𝑥−𝑦)𝐴(𝜙(𝑥0), 𝜉)𝑢(𝑦)𝑑𝜉𝑑𝑦, 𝑥 ∈ 𝐷𝑥0
, (1)

ãäå 𝜙 : 𝑈 → 𝐷𝑥0
� äèôôåîìîðôèçì, ïðè÷åì êàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü 𝐷𝑥0

èìååò ðàçëè÷íûé âèä â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè 𝑥0 íà ìíîãîîá-
ðàçèè𝑀 . Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå òèïû êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé
𝐷𝑥0 : R𝑚,R𝑚+ = {𝑥 ∈ R𝑚 : 𝑥 = (𝑥′, 𝑥𝑚), 𝑥𝑚 > 0},𝑊 𝑘 = R𝑘 × 𝐶𝑚−𝑘, ãäå 𝐶𝑚−𝑘

� âûïóêëûé êîíóñ â R𝑚−𝑘, íå ñîäåðæàùèé öåëîé ïðÿìîé.
Îïåðàòîð 𝐴 ñ òàêèì íàáîðîì ëîêàëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé (1) óäîáíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà�Ñëîáîäåöêîãî 𝐻𝑠(𝑀), ëîêàëüíûìè
âàðèàíòàìè êîòîðûõ áóäóò ïðîñòðàíñòâà 𝐻𝑠(𝐷𝑥0

).
Определение 1. Символом оператора 𝐴 называется оператор-

функция 𝐴(𝑥) : 𝑀 → {𝐴𝑥}𝑥∈𝑀 , которая представляет собой семейство

Васильев Владимир Борисович, д.ф.-м.н., профессор, НИУ БелГУ (Белгород, Рос-
сия); Vladimir Vasilyev (Belgorod State National Research University, Belgorod, Russia)
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локальных представителей оператора 𝐴. Оператор 𝐴 называется эллип-
тическим, если его символ представляет собой семейство обратимых опе-
раторов.

Åñëè ôóíêöèÿ 𝐴(𝑥, 𝜉) óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì ãëàä-
êîñòíûì óñëîâèÿì è

𝑐1(1 + |𝜉|)𝛼 6 |𝐴(𝑥, 𝜉)| 6 𝑐1(1 + |𝜉|)𝛼, 𝛼 ∈ R,

òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèé âûâîä [6].
Теорема 1. Оператор 𝐴 фредгольмов тогда и только тогда, когда он

эллиптический.
Îáîçíà÷èì κ𝑛−1(𝑥) èíäåêñ ôàêòîðèçàöèè [1] ôóíêöèè 𝐴(𝑥, 𝜉) â òî÷êå

𝑥 ∈ 𝜕𝑀 ∖ ∪𝑚−2
𝑘=0 𝑀𝑘, κ𝑘(𝑥) � èíäåêñû 𝑘-âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè [2] îòíîñè-

òåëüíî êîíóñà 𝐶𝑚−𝑘
𝑥 â òî÷êàõ 𝑥 ∈ 𝑀𝑘, 𝑘 = 0, 1, · · · , 𝑛 − 2 è ïðåäïîëîæèì,

÷òî ôóíêöèè κ𝑘(𝑥), 𝑘 = 0, 1, · · · , 𝑛− 1, ïðîäîëæàþòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè íà
𝑀𝑘. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà
𝑀𝑘 ∩𝑀𝑘−1 ̸= ∅.

Àíàëîãè÷íî [1] â ñèëó åäèíñòâåííîñòè âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè [2] ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèè κ𝑘(𝑥), 𝑘 = 0, 1, · · · ,𝑚 − 1, íå çàâèñÿò îò âûáîðà
ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Теорема 2. Предположим, что классический эллиптический символ
𝐴(𝑥, 𝜉) допускает 𝑘-волновую факторизацию относительно конусов 𝐶𝑚−𝑘

с индексами κ𝑘(𝑥), 𝑘 = 0, 1, · · · ,𝑚− 2, удовлетворяющими условиям:

|κ𝑘(𝑥) − 𝑠| < 1/2, ∀𝑥 ∈𝑀𝑘, 𝑘 = 0, 1, · · · ,𝑚− 1. (2)

Тогда оператор 𝐴 : 𝐻𝑠(𝑀) → 𝐻𝑠−𝛼(𝑀) фредгольмов.

Åñëè ýëëèïòè÷íîñòü íàðóøàåòñÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèÿõ 𝑀𝑘, ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ìîäèôèêàöèè îïåðàòîðà 𝐴 ñ ïðèâëå÷åíèåì ãðàíè÷íûõ èëè êîãðà-
íè÷íûõ îïåðàòîðîâ [2]. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà íàðóøàåòñÿ îäíî
èç óñëîâèé (2).

Â ðàáîòàõ àâòîðà [3�5] ðàññìîòðåíû êîíêðåòíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ
íåêîòîðûõ îñîáåííîñòåé â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ (2).
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Указывается основанный на представлении о тройках D+ →˓ H →˓ D−

гильбертовых пространств аналог процедуры продолжения по Фри-
дрихсу для ряда неполуограниченных операторных матриц.

Ключевые слова: оснащённое гильбертово пространство, операторная
матрица, расширение симметрического оператора

Angular extensions of operator matrices

We use the notion of triples D+ →˓ H →˓ D− of Hilbert spaces to develop
an analog of the Friedrichs extension procedure for a class of nonsemi-
bounded operator matrices.

Keywords: triple of Hilbert spaces, operator matrix, extension of symmet-
ric operator

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî H, ðàçëîæåííîå â îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó H1 ⊕ H2

äâóõ ñâîèõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî
ôèêñèðîâàíû ÷åòûðå îïåðàòîðà 𝑇 ∘

11 : dom𝑇 ∘
11 → H1, 𝑇 ∘

12 : dom𝑇 ∘
22 → H1,

𝑇 ∘
21 : dom𝑇 ∘

11 → H2 è 𝑇 ∘
22 : dom𝑇 ∘

22 → H2, çàäàþùèå ñèììåòðè÷åñêóþ îïåðà-
òîðíóþ ìàòðèöó

𝑇 ∘ 


(︂
𝑇 ∘
11 𝑇 ∘

12

𝑇 ∘
21 𝑇 ∘

22

)︂
ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ dom𝑇 ∘

11⊕dom𝑇 ∘
22. Íàêîíåö, ïóñòü ñèììåòðè÷åñêèé

îïåðàòîð 𝑇 ∘
11 îãðàíè÷åí ñíèçó, à ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð 𝑇 ∘

22 � ñâåðõó.
Ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð 𝑇 ∘ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóîãðàíè÷åííûì,
è ïîòîìó âîïðîñ î ïîñòðîåíèè (íåêîòîðûõ) åãî ðàñøèðåíèé íå ìîæåò íåïî-
ñðåäñòâåííûì îáðàçîì ðåøàòüñÿ íà îñíîâå ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû Ôðè-
äðèõñà. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîé ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ óêàçàí-
íîé ïðîöåäóðû.

Çàôèêñèðóåì äâà çíà÷åíèÿ κ, 𝜏 ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

(∀𝑦 ∈ dom𝑇 ∘
11) ⟨(𝑇 ∘

11 − κ)𝑦, 𝑦⟩H1 > ‖𝑦‖2H1
,

(∀𝑦 ∈ dom𝑇 ∘
22) ⟨(𝜏 − 𝑇 ∘

22)𝑦, 𝑦⟩H2
> ‖𝑦‖2H2

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D2 ïîïîëíåíèå ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà dom𝑇 ∘
22 ïî íîðìå

‖𝑦‖D2

 ⟨(𝜏 − 𝑇 ∘

22)𝑦, 𝑦⟩1/2H2
,
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÷åðåç 𝑇 ∙
22 � ñâÿçàííîå ñ ïðîñòðàíñòâîì D2 ôðèäðèõñîâñêîå ðàñøèðåíèå

îïåðàòîðà 𝑇 ∘
22, à ÷åðåç D1 � ïîïîëíåíèå ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà dom𝑇 ∘

11 ïî
íîðìå

‖𝑦‖D1 

[︀
⟨(𝑇 ∘

11 − κ)𝑦, 𝑦⟩H1
+ ⟨(𝜏 − 𝑇 ∙

22)−1𝑇 ∘
21𝑦, 𝑇

∘
21𝑦⟩H2

]︀1/2
.

Ïî ïîñòðîåíèþ, ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò îáëàäàþùèå ïëîòíûìè îáðàçàìè
íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû âëîæåíèÿ 𝐼1 : D1 → H1 è 𝐼2 : D2 → H2. Ýòî ïîç-
âîëÿåò ââåñòè â ðàññìîòðåíèå òðîéêó ïðîñòðàíñòâ D →˓𝐼 H →˓𝐼* D*, ãäå
ïîëîæåíî D
 D1 ⊕D2 è 𝐼 
 𝐼1 ⊕ 𝐼2, à ÷åðåç D* îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî,
ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâó D.

Предложение 1. Оператор 𝐼*𝑇 ∘𝐼 является ограниченным и обладает
всюду определенным замыканием 𝑇 : D → D*.

Îòâå÷àþùèé óêàçàííîìó çàìûêàíèþ 𝑇 : D → D* (íåîãðàíè÷åííûé) îïå-
ðàòîð 𝑇 ∙ 
 (𝐼*)−1𝑇𝐼−1 áóäåò íàçûâàòüñÿ угловым расширением èñõîäíîé
îïåðàòîðíîé ìàòðèöû 𝑇 ∘.

Íà ÿçûêå óãëîâûõ ðàñøèðåíèé ìîæåò áûòü åäèíîîáðàçíûì îáðàçîì âû-
ðàæåí ðÿä ôàêòîâ òåîðèè îïåðàòîðíûõ ìàòðèö, ðàíåå ïîëó÷àâøèõñÿ [1,2]
êàê íåçàâèñèìûå. Îñíîâó äëÿ òàêîãî âûðàæåíèÿ ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå äâà
ôàêòà.

Предложение 2. Пусть матрица 𝑇 ∘ самосопряжена в существенном,
операторы 𝑇 ∘

11 и 𝑇
∘
22 полуограничены (соответственно, снизу и сверху), а

также выполнено хотя бы одно из следующих трех условий:

1. Оператор 𝑇 ∘
22 самосопряжен в существенном, причем для некоторых

𝛾, κ ∈ R выполняется соотношение

(∀𝑦 ∈ dom𝑇 ∘
11) ‖𝑇 ∘

21𝑦‖2H1
6 𝛾 · ⟨(𝑇 ∘

11 − κ)𝑦, 𝑦⟩H1
.

2. Для некоторых 𝛾,κ, 𝜏 ∈ R выполняются соотношения

(∀𝑦 ∈ dom𝑇 ∘
11) ‖𝑇 ∘

21𝑦‖2H1
6 𝛾 · ⟨(𝑇 ∘

11 − κ)𝑦, 𝑦⟩H1
,

(∀𝑦 ∈ dom𝑇 ∘
22) ‖𝑇 ∘

12𝑦‖2H2
6 𝛾 · ⟨(𝜏 − 𝑇 ∘

22)𝑦, 𝑦⟩H2
.

3. Операторы 𝑇 ∘
11 и 𝑇

∘
22 являются ограниченными.

Тогда замыкание оператора 𝑇 ∘ является его угловым расширением.

Предложение 3. Пусть отрезок [𝜁−, 𝜁+] ⊆ 𝜚(𝑇 ∙
22) таков, что отвеча-

ющий оператор-функции 𝑆 вида

𝑆(𝜆)
 𝑇11 − 𝜆𝐼*1 𝐼1 − 𝑇12[𝑇22 − 𝜆𝐼*2 𝐼2]−1𝑇21

оператор 𝑆(𝜁+) : D1 → D*
1 представляет собой вполне непрерывное возму-

щение некоторого равномерно положительного оператора. Тогда спектр
оператора 𝑇 ∙ на полуинтервале [𝜁−, 𝜁+) чисто дискретен, причем его сум-
марная кратность равна разности отрицательных индексов инерции опе-
раторов 𝑆(𝜁+) и 𝑆(𝜁−).
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Ñîäåðæàíèå äîêëàäà îñíîâàíî íà ìàòåðèàëå ðàáîòû [3].
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В работе рассматривается задача Штурма –Лиувилля в обобщенной
форме с минимальными условиями на гладкость коэффициентов. Для
этой задачи вводится понятие усиленно регулярных краевых усло-
вий. Для операторов, порождаемых соответствующими дифференци-
альными выражениями и усиленно регулярными краевыми условия-
ми получены асимптотические формулы для собственных значений и
собственных функций.

Ключевые слова: Уравнение Штурма –Лиувилля, асимптотики соб-
ственных значений, асимптотики собственных функций, сингулярные
коэффициенты

Spectral asymptotics of the Sturm–Liouville problem with
minimal smoothness conditions for the coefficients

The paper deals with the Sturm–Liouville problem in a generalized form
with minimal smoothness conditions for the coefficients. Asymptotic for-
mulae are obtained for the eigenvalues and the eigenfunctions of the oper-
ators generated by the corresponding differential expressions and stronly
regular boundary conditions.
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ â îáîáùåííîé ôîðìå:

−(𝑟2𝑦′)′ + 𝑝𝑦′ + 𝑞𝑦 = 𝜆2𝜌2𝑦, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ⊂ R, (1)

ãäå 𝑟 è 𝜌 � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè, à 𝑝 è 𝑞 �
êîìïëåêñíîçíà÷íûå, ïðè÷åì

𝑝 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏], 𝑞 ∈𝑊−1,2[𝑎, 𝑏]. (2)

Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâîîáðàçíàÿ 𝑢 =
∫︀
𝑞 𝑑𝑥, ïîíèìàåìàÿ

â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó 𝐿2[𝑎, 𝑏].
Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

𝜌′𝑢, 𝑟𝑢, 𝑝𝑢 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏], ãäå 𝑢 =

∫︁
𝑞 𝑑𝑥. (3)

Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà

𝑟, 𝜌 ∈𝑊 2,1[𝑎, 𝑏], 𝑞, 𝑝 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏],

ñ ïîìîùüþ çàìåíû óðàâíåíèå (1) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

−𝑧′′ + 𝑓(𝑡)𝑧 = 𝜆2𝑧, 𝑓 ∈ 𝐿1[0, ℎ]

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðè óñèëåííî ðåãó-
ëÿðíûõ ïî Áèðêãîôó êðàåâûõ óñëîâèÿõ õîðîøî èçâåñòíû (ñì. [1, ãë. 2]).

Â ñëó÷àå 𝑟 ≡ 𝜌 ≡ 1, 𝑝 = 0 àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå áûëè ïîëó÷åíû â
ðàáîòå [2].

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë ñëó-
æèò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â [3,4].

Теорема 1. Пусть коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют усло-
виям (2) и (3). Тогда ∀𝑠 > 0 фундаментальные решения задачи (1) пред-
ставимы в виде

𝑦±(𝑥, 𝜆) =
1

√
𝑟𝜌

exp

(︂
1

2

∫︁ 𝑥

𝑎

𝑝

𝑟2
± 𝑖𝜆

∫︁ 𝑥

𝑎

𝜌

𝑟

)︂
(1 + 𝜙±(𝑥, 𝜆)) .

Здесь функции 𝜙± аналитические в полуплоскости Π+
𝑠 = {𝜆 ∈ C| Im𝜆 >

−𝑠} при |𝜆| > 𝑅 и

|𝜙+ (𝑥, 𝜆) | + |𝜙−(𝑥, 𝜆)| = 𝑜(1) при |𝜆| → ∞, 𝜆 ∈ Π+
𝑠 ,

равномерно по 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].Полученные асимптотики можно почленно диффе-
ренцировать, если вместо производной рассматривать квазипроизводную

𝑦[1] = 𝑦′ − ℎ(𝑥)
𝜌

𝑟
𝑦, где ℎ =

∫︁
𝑞

𝑟𝜌
𝑑𝑥.

А именно

𝑦
[1]
± (𝑥, 𝜆) = ±𝑖𝜆

√︂
𝜌

𝑟3
exp

(︂
1

2

∫︁ 𝑥

𝑎

𝑝

𝑟2
± 𝑖𝜆

∫︁ 𝑥

𝑎

𝜌

𝑟

)︂
(1 + 𝜓±(𝑥, 𝜆)) ,
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где функции 𝜓± обладают тем же свойством, что и функции 𝜙±. Утвер-
ждение теоремы сохраняется, если вместо полуплоскости Π+

𝑠 рассмат-
ривать полуплоскость Π−

𝑠 = {𝜆 ∈ C| Im𝜆 6 𝑠}.
Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàì ñëåäóÿ [1, ãë. 2] îïðåäåëèòü ðåãóëÿðíûå è

óñèëåííî ðåãóëÿðíûå êðàåâûå óñëîâèÿ. Èòàê, íàçîâåì êðàåâûå óñëîâèÿ

𝑈𝑗(𝑦) = 𝛼𝑗0𝑦(𝑎) + 𝛼𝑗1𝑦
[1](𝑎) + 𝛽𝑗0𝑦(𝑏) + 𝛽𝑗1𝑦

[1](𝑏) = 0, 𝑗 = 1, 2. (4)

ðåãóëÿðíûìè, åñëè îòëè÷íû îò íóëÿ ÷èñëà 𝜃1, 𝜃−1, îïðåäåëåííûå ñëåäó-
þùèì óðàâíåíèåì:

⃒⃒⃒⃒
(𝑝𝜈1(𝑎)𝛼1𝜈1 + 𝑠𝑝𝜈1(𝑏)𝛽1𝜈1)𝜔𝜈11 (𝑝𝜈1(𝑎)𝛼1𝜈1 + 1

𝑠𝑝𝜈1(𝑏)𝛽1𝜈1)𝜔𝜈12
(𝑝𝜈1(𝑎)𝛼2𝜈2 + 𝑠𝑝𝜈2(𝑏)𝛽2𝜈2)𝜔𝜈21 (𝑝𝜈2(𝑎)𝛼2𝜈2 + 1

𝑠𝑝𝜈2(𝑏)𝛽2𝜈2)𝜔𝜈22

⃒⃒⃒⃒
=
𝜃−1

𝑠
+𝜃0+𝜃1𝑠,

ãäå 𝑝0(𝑥) = 1√
𝜌(𝑥)𝑟(𝑥)

exp
(︀
1
2

∫︀ 𝑥
𝑎

𝑝
𝑟2

)︀
, 𝑝1(𝑥) =

√︀
𝜌
𝑟3 exp

(︀
1
2

∫︀ 𝑥
𝑎

𝑝
𝑟2

)︀
, 𝜔1 = 𝑖,

𝜔2 = −𝑖. Åñëè ïðè ýòîì 𝜃20 − 4𝜃1𝜃−1 ̸= 0, áóäåì íàçûâàòü óñëîâèÿ óñèëåííî
ðåãóëÿðíûìè.

Теорема 2. Пусть коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют усло-
виям (2), (3), а краевые условия (4) — регулярные. Тогда собственные зна-
чения задачи (1), (4) образуют две последовательности

𝜆′2𝑘 =

(︂
2𝑘𝜋

ℎ

)︂2(︂
1 − 𝑖 ln0 𝜉

′

2𝑘𝜋
+ 𝑜(1/𝑘)

)︂
,

𝜆′′2𝑘 =

(︂
2𝑘𝜋

ℎ

)︂2(︂
1 − 𝑖 ln0 𝜉

′′

2𝑘𝜋
+ 𝑜(1/𝑘)

)︂
,

где 𝜉′, 𝜉′′ — корни уравнения 𝜃1𝑠2 + 𝜃0𝑠+ 𝜃−1 = 0, возможно, совпадающие.
При этом в случае 𝜃20 − 4𝜃−1𝜃1 ̸= 0 все собственные значения, начиная с
некоторого, простые, а в случае 𝜃20 − 4𝜃−1𝜃1 = 0 — простые или двукрат-
ные.

Теорема 3. Пусть коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют усло-
виям (2), (3) и краевые условия (4) — усиленно регулярные. Тогда собствен-
ные функции задачи (1), (4) образуют две последовательности

𝑦1,𝑘 = 𝑝0(𝑥)(−𝑖)𝜈2𝑒𝑖𝜆
′
𝑘 𝑡(𝑥)

(︂
𝛼2𝜈2𝑝𝜈2(𝑎) +

1

𝜉′
𝛽2𝜈2𝑝𝜈2(𝑏) + 𝑜(1)

)︂
−

− 𝑝0(𝑥)𝑖𝜈2𝑒−𝑖𝜆
′
𝑘 𝑡(𝑥) (𝛼2𝜈2𝑝𝜈2(𝑎) + 𝜉′𝛽2𝜈2𝑝𝜈2(𝑏) + 𝑜(1)) ,

где 𝑡(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑎

𝜌

𝑟
,

𝑝0(𝑥) =
1√︀

𝜌(𝑥)𝑟(𝑥)
exp

(︂
1

2

∫︁ 𝑥

𝑎

𝑝

𝑟2

)︂
, 𝑝1(𝑥) =

√︂
𝜌

𝑟3
exp

(︂
1

2

∫︁ 𝑥

𝑎

𝑝

𝑟2

)︂
,

а формула для 𝑦2,𝑘 получается из формулы для 𝑦1,𝑘 заменой 𝜉′ на 𝜉′′ и 𝜆′𝑘
на 𝜆′′𝑘.
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Â ÷àñòíîñòè äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé Äèðèõëå 𝑦(𝑎) = 𝑦(𝑏) = 0 ïîëó÷èì:

𝜆2𝑘 =
𝜋2𝑘2

ℎ2
(1 + 𝑜(1/𝑘)) , 𝑦𝑘 =

1√︀
𝜌(𝑥)𝑟(𝑥)

𝑒
1
2

∫︀ 𝑥
𝑎
𝑝𝑟−2

sin

(︂
𝜋𝑘

ℎ

∫︁ 𝑥

𝑎

𝜌𝑟−1

)︂
+ 𝑜(1),

à äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé Íåéìàíà 𝑦[1](𝑎) = 𝑦[1](𝑏) = 0 ïîëó÷èì:

𝜆2𝑘 =
𝜋2𝑘2

ℎ2
(1 + 𝑜(1/𝑘)) , 𝑦𝑘 =

1√︀
𝜌(𝑥)𝑟(𝑥)

𝑒
1
2

∫︀ 𝑥
𝑎
𝑝𝑟−2

cos

(︂
𝜋𝑘

ℎ

∫︁ 𝑥

𝑎

𝜌𝑟−1

)︂
+ 𝑜(1),
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Исследуются вольтерровы интегро-дифференциальные уравнения с
операторными коэффициентами в гильбертовом пространстве, кото-
рые могут быть реализованы как интегро-дифференциальные урав-
нения с частными производными по пространственным переменным.
Указанные интегро-дифференциальные уравнения являются обоб-
щенными моделями линейной вязкоупругости, а также имеют ряд
других важных приложений.
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ный анализ, оператор-функция
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Spectral analysis of linear viscoelasticity operator models

We consider the Volterra integro-differential equations with operator coef-
ficients in Hilbert space that can be realized as partial integro-differential
equations on space variables. These equations represent the general mod-
els of linear viscoelasticity and they have many other important applica-
tions.

Keywords: integro-differential equations, spectral theory, operator func-
tion

Èññëåäîâàíèÿ íàïðàâëåíû íà èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ è êà÷åñòâåííûõ
ñâîéñòâ ðåøåíèé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ è óðàâíåíèé ñ íåîãðàíè÷åí-
íûìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ìåòî-
äîì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà èõ ñèìâîëîâ. Ãëàâíàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìûõ
óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àáñòðàêòíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, âîç-
ìóùåííîå ñëàãàåìûìè, ñîäåðæàùèìè âîëüòåððîâû èíòåãðàëüíûå îïåðàòî-
ðû. Óêàçàííûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåí-
íûìè ìîäåëÿìè ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè, äèôôóçèè è òåïëîïðîâîäíîñòè
â ñðåäàõ ñ ïàìÿòüþ (óðàâíåíèå Ãóðòèíà-Ïèïêèíà ñì. [1], [2]) è èìåþò ðÿä
äðóãèõ âàæíûõ ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ðåàëè-
çîâàíû â âèäå ñëåäóþùåé ñèñòåìû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

𝜌�̈�(𝑥, 𝑡) − 𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝐾1(𝑡− 𝑠)𝐿1𝑢(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠+

+

𝑡∫︁
0

𝐾2(𝑡− 𝑠)𝐿2𝑢(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥, 𝑡),

ãäå 𝑢 = �⃗�(𝑥, 𝑡) ∈ R3 âåêòîð ïåðåìåùåíèé âÿçêîóïðóãîé íàñëåäñòâåííîé èçî-
òðîïíîé ñðåäû, 𝑡 > 0, ñðåäà çàïîëíÿåò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü 𝑥 ∈ Ω ⊂ R3,
𝑢 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Äèðèõëå â îáëàñòè Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, 𝐿1 =
𝜇 · (∆𝑢 + ·grad div𝑢), 𝐿2 = 𝜆 · grad div𝑢, 𝐿𝑢 = (𝐿1 + 𝐿2)𝑢 - îïåðàòîð Ëàìå
òåîðèè óïðóãîñòè, 𝐾1, 𝐾2 ôóíêöèè ðåëàêñàöèè, õàðàêòåðèçóþùèå íàñëåä-
ñòâåííûå ñâîéñòâà ñðåäû.

Ïðîâîäèòñÿ ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðàòîð-ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñèì-
âîëàìè óêàçàííûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åíû ðå-
çóëüòàòû î ñòðóêòóðå è ëîêàëèçàöèè èõ ñïåêòðà (ñì., [1], [2]).

Ýòè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ, îïóáëèêîâàííûõ â
ðàáîòå [3].
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ЯВНЫЙ ВИД ТОЧНЫХ КОНСТАНТ В НЕРАВЕНСТВАХ
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УДК 517.518.23

Для функций из класса Соболева ℋ :=
∘
𝑊𝑛

2 [0; 1] рассматривается во-
прос о нахождении точных констант в неравенствах |𝑓 (𝑘)(𝑥)| 6
𝐴𝑛,𝑘(𝑥)‖𝑓‖ℋ. Для каждого натурального 𝑛 и 𝑘 6 𝑛 − 1 найден яв-
ный вид 𝐴𝑛,𝑘(𝑥) в терминах гипергеометрических функций.

Ключевые слова: пространства Соболева, константы вложения, гипер-
геометрические функции

The explicit form of exact constants in
Markov –Friedrichs –Kolmogorov-type inequalities.

For functions from the Sobolev class ℋ :=
∘
𝑊𝑛

2 [0; 1] the problem of finding
exact constants in inequalities |𝑓 (𝑘)(𝑥)| 6 𝐴𝑛,𝑘(𝑥)‖𝑓‖ℋ is considered. For
each natural 𝑛 and 𝑘 6 𝑛 − 1 the explicit form of 𝐴𝑛,𝑘(𝑥) are found in
terms of hypergeometric functions.

Keywords: Sobolev spaces, embedding constants, hypergeometric func-
tions

Îïðåäåëèì âåëè÷èíû 𝐴𝑛,𝑘(𝑥) êàê íàèìåíüøèå âîçìîæíûå êîíñòàíòû â
íåðàâåíñòâàõ ⃒⃒⃒

𝑓 (𝑘)(𝑎)
⃒⃒⃒2
6 𝐴2

𝑛,𝑘(𝑎)‖𝑓‖2ℋ, 𝑓 ∈ ℋ.

Òàêèå íåðàâåíñòâà íàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè òèïà Ìàðêîâà-Ôðèäðèõñà-
Êîëìîãîðîâà. Òî÷íîå çíà÷åíèå

𝐴𝑛,𝑘 := sup
𝑥∈[0;1]

𝐴𝑛,𝑘(𝑥),

íàçûâàþò êîíñòàíòîé âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ℋ :=
∘
𝑊𝑛

2 [0; 1] â
∘

𝑊 𝑘
∞ [0; 1].
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Öåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ÿâíîãî âèäà ôóíê-
öèé 𝐴𝑛,𝑘(𝑥), äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ (0, 1) è íàòóðàëüíûõ 𝑛 è 𝑘 6 𝑛−1. Çàäà÷à íàõîæ-
äåíèÿ òî÷íûõ êîíñòàíò â íåðàâåíñòâàõ Ìàðêîâà-Ôðèäðèõñà-Êîëìîãîðîâà
íà îòðåçêå [−1, 1] áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ [1], [2]. Â ðàáîòå [1] áûëè ïî-
ëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîíñòàíò 𝐴2

𝑛,0, 𝐴
2
𝑛,1 è 𝐴

2
𝑛,2, à òàêæå óñòàíîâëåíà ñâÿçü

ìåæäó êîíñòàíòàìè âëîæåíèÿ è ïåðâîîáðàçíûìè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà. Â
ðàáîòå [2] ïîëó÷åíû ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé 𝐴2

𝑛,𝑘(𝑥) è ïðåäúÿâëåíû
ôîðìóëû äëÿ 𝐴2

𝑛,4 è 𝐴
2
𝑛,6.

Ñìåùåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó â
ïðîñòðàíñòâå 𝐿2[0; 1] è îïðåäåëÿþòñÿ

𝑃𝑛(𝑥) :=
1

𝑛!

(︀
(𝑥2 − 𝑥)𝑛

)︀(𝑛)
.

Ïåðâîîáðàçíàÿ ïîðÿäêà 𝑚 > 0 îïðåäåëÿåòñÿ

𝑃 (−𝑚)
𝑛 :=

1

𝑛!

(︀
(𝑥2 − 1)𝑛

)︀(𝑛−𝑚)
.

Ïîñëåäîâàòåëüíî äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ôàêòû.
Лемма 1. Функции 𝐴2

𝑛,𝑘(𝑥) удовлетворяют рекуррентному соотноше-
нию

𝐴2
𝑛,𝑘(𝑥) = 𝐴2

𝑛−1,𝑘−1(𝑥) −
(︀
𝑃

(𝑘−𝑛)
𝑛−1 (𝑥)

)︀2
(2𝑛− 1) .

Ñ óâåëè÷åíèåì 𝑘 ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ 𝐴2
𝑛,𝑘(𝑥) ïðè ïîìîùè ôîðìóëû,

ïðèâåäåííîé â Ëåììå 1, âîçðàñòàåò. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì íîâûé ïîäõîä ê
îïèñàíèþ ïåðâîîáðàçíûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà è ôóíêöèé 𝐴2

𝑛,𝑘(𝑥), èñïîëü-
çóþùèé ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè.

Лемма 2. Первообразные смещенных полиномов Лежандра порядка
𝑘 − 𝑛 имеют вид

𝑃 (𝑘−𝑛)
𝑛 (𝑡) =

𝑡𝑛−𝑘

(𝑛− 𝑘)!
2𝐹1

[︂
−𝑘

2 , 𝑛− 𝑘
2 + 1

2
𝑛− 𝑘 + 1

; −4𝑡

]︂
,

где 𝑡 = 𝑥2 − 𝑥
Ñ ïîìîùüþ ëåìì 1,2 è òåîðåìû Êëàóçåíà, ïðèâåäåííîé â êíèãå [3], äî-

êàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
Теорема 1. Величины 𝐴2

𝑛,𝑘(𝑥) имеют вид

𝐴2
𝑛,𝑘(𝑡) =

−𝑡2𝑛−2𝑘−1

(2𝑛− 2𝑘 − 1)((𝑛− 𝑘 − 1)!)2
3𝐹2

[︂
−𝑘, 𝑛− 𝑘 − 1

2 , 2𝑛− 𝑘
𝑛− 𝑘, 2𝑛− 2𝑘

; −4𝑡

]︂
,

где 𝑡 = 𝑥2 − 𝑥.
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА О РЕЗОНАНСАХ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ШРЕДИНГЕРА
В.Л. Гейнц

valgeynts@gmail.com

УДК 517.518

Ядро резольвенты самосопряженного оператора Шредингера на оси
или полуоси с потенциалом, убывающим быстрее экспоненты, может
быть продолжено как мероморфная функция на C; ее полюсы в за-
мкнутой нижней полуплоскости называются резонансами [1]. В дан-
ной работе мы исследуем задачу восстановления потенциала по ко-
нечному набору резонансов и собственных значений и даем оценки
устойчивости такого восстановления.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, спектральная тео-
рия, целые функции

The inverse resonance problem for the Schroedinger operator

The kernel of the self-adjoint Schroedinger operator on the line or on the
half-line with the super-exponential decaying potential can be continued
over C as a meromorphic function; its poles in the lower half-plane are
called resonances [1]. In this work we consider the problem of the recon-
struction of a potential from the finite set of resonances and eigenvalues
and give some estimates on the stability of such reconstruction.

Keywords: differential equations, spectral theory, entire functions

Ïðèâåäåì ñòàíäàðòíûå ñâåäåíèÿ îá îïåðàòîðå Øðåäèíãåðà íà ïîëóîñè
([2, 3]). Ïóñòü 𝑞 : [0,∞) → R � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

∞∫︁
0

𝑥|𝑞(𝑥)|𝑑𝑥 <∞.

Òîãäà îïåðàòîð

𝐻𝑞𝑦 = −𝑦′′ + 𝑞𝑦,

𝐷𝑜𝑚(𝐻𝑞) = {𝑦 ∈ 𝐿2(0,∞) : 𝑦, 𝑦′ ∈ 𝐴𝐶𝑙𝑜𝑐[0,∞), 𝐻𝑞𝑦 ∈ 𝐿2(0,∞), 𝑦(0) = 0},

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, грант №
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ñàìîñîïðÿæåí. Åãî ñïåêòð:

𝜎(𝐻𝑞) = [0,∞) ∪ {−𝜇2
1, ...,−𝜇2

𝑁}, 𝜇1 > 𝜇2 > ... > 𝜇𝑁 > 0.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå −𝑦′′ + 𝑞𝑦 = 𝑧2𝑦. Äëÿ âñåõ 𝑧 ∈ C+, ãäå C+ := {𝑧 :
Im(𝑧) > 0}, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 𝑦𝑞(𝑥, 𝑧), óäîâëåòâîðÿþùåå

lim
𝑥→∞

𝑦𝑞(𝑥, 𝑧)

exp(𝑖𝑥𝑧)
= 1,

è äëÿ âñåõ 𝑧 ∈ C ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 𝑠𝑞(𝑥, 𝑧) òàêîå, ÷òî

𝑠𝑞(𝑥, 𝑧) = 𝑥(1 + 𝑜(1)), 𝑥→ 0,

𝜕𝑠𝑞
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑧) = 1 + 𝑜(1), 𝑥→ 0.

Ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà 𝐻𝑞 � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

(︀
𝐻𝑞 − 𝑧21

)︀−1
𝑓(𝑥) =

∞∫︁
0

𝑅𝑞(𝑥, 𝑡; 𝑧)𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

ãäå ÿäðî

𝑅𝑞(𝑥, 𝑡; 𝑧) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑦𝑞(𝑥, 𝑧)𝑠𝑞(𝑡, 𝑧)

𝜓𝑞(𝑧)
, 𝑡 6 𝑥,

𝑦𝑞(𝑡, 𝑧)𝑠𝑞(𝑥, 𝑧)

𝜓𝑞(𝑧)
, 𝑡 > 𝑥.

Лемма. Если
∞∫︀
0

|𝑞(𝑥)|𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥 < ∞, 𝛼 > 0, то функция Йоста

𝜓𝑞(𝑧) имеет голоморфное продолжение в полуплоскость Π
(︀
−𝛼

2

)︀
:={︀

𝑧 : 𝐼𝑚(𝑧) > −𝛼
2

}︀
; если, более того,

∞∫︀
0

|𝑞(𝑥)|𝑒𝑥𝛾

𝑑𝑥 < ∞ для некоторого

𝛾 > 1, то функция Йоста 𝜓𝑞(𝑧) продолжается до целой функции порядка,
не превосходящего

𝜌(𝛾) :=
𝛾

𝛾 − 1
и конечного типа.

Íóëè ôóíêöèè Éîñòà 𝜓𝑞, ëåæàùèå â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, íàçûâàþòñÿ
ðåçîíàíñàìè.

Ïîìèìî êëàññè÷åñêèõ îáðàòíûõ çàäà÷ [4], áîëüøîé èíòåðåñ ñ ôèçè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ èìååò çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè ïîòåíöèàëà ïî ìíîæå-
ñòâó íóëåé ôóíêöèè Éîñòà â êðóãå 𝐵(0, 𝑅) = {𝑧 : |𝑧| < 𝑅}. Ñîîòâåòñòâåííî,
âîçíèêàåò âîïðîñ î òî÷íîñòè (óñòîé÷èâîñòè) òàêîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Óñòîé-
÷èâîñòü çàäà÷è âîñòàíîâëåíèÿ ïî ïîëíîìó íàáîðó íóëåé ôóíêöèè Éîñòà èñ-
ñëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ [5, 6], ïî êîíå÷íîìó íàáîðó � â [7]. Â äàííîé ðàáîòå
ïîëó÷åíî óñèëåíèå è îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [7].

Теорема 1. Пусть два потенциала 𝑞𝑗 ∈ 𝐿1(0, 𝑎), 𝑗 = 1, 2, удовлетворя-
ют априорным условиям

‖𝑞𝑗‖𝐿1 6 𝑄1, ‖𝑞2 − 𝑞1‖𝐿𝑝 6 𝐷𝑝.
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Предположим, что круг 𝐵(0, 𝑅) = {|𝑧| < 𝑅} содержит одинаковое количе-
ство нулей функций Йоста 𝜓𝑞𝑗 , и 𝜓𝑞1(0) = 𝐶𝜓𝑞2(0) для некоторого 𝐶 ̸= 0,

а внутри круга 𝐵(0, 𝑅) нули {𝑧(𝑗)𝑛 ̸= 0}𝑁𝑛=1 функций 𝜓𝑞𝑗 удовлетворяют
следующему условию близости:⃒⃒⃒⃒

1

𝑧
(2)
𝑛

− 1

𝑧
(1)
𝑛

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀, 𝑛 = 1, ..., 𝑁.

Пусть 𝛿 ∈ (0, 1) — произвольный параметр. Тогда существуют кон-
станты 𝑅0, 𝐶1 такие, что для 𝑅 > 𝑅0

max
06𝑥6𝑎

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑎∫︁
𝑥

(𝑞2(𝑡) − 𝑞1(𝑡))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝜙1(𝑅, 𝜀) + 𝐶1𝑅

−(1−𝛿) 𝑝−1
3𝑝−2 (1 + 𝜒1(𝑅));

если дополнительно

𝑎∫︁
0

𝑞1(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑎∫︁
0

𝑞2(𝑡)𝑑𝑡, 𝑞2 − 𝑞1 ∈ 𝐴𝐶[0, 𝑎], ‖(𝑞2 − 𝑞1)′‖𝐿𝑝 6 𝐷′
𝑝,

то существует константа 𝐶2 такая, что для 1 6 𝑟 <∞

‖𝑞2 − 𝑞1‖𝐿𝑟 6 𝜓2(𝑅, 𝜀) + 𝐶2𝑅
−min{ 𝑟−1

2𝑟−1 ,
𝑝−1
3𝑝−2}(1−𝛿) (ln(𝑅))

𝑟−1
𝑟 (1 + 𝜒2(𝑅));

где 𝜙𝑘(𝑅, 𝜀) = 𝑂(𝜀) (𝜀→ 0), 𝜒𝑘(𝑅) → 0 (𝑅→ ∞), 𝑅0, 𝐶𝑘 зависят от набора
(𝑎, 𝛿,𝑄1, 𝑝,𝐷𝑝, 𝐷

′
𝑝).

Òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ îöåíîê îïèðàåòñÿ íà ìåòîä îïåðàòîðà ïðå-
îáðàçîâàíèÿ [3, 7] è çàìå÷àíèå 6 ðàáîòû [8], èñïîëüçîâàííîå äëÿ îöåíîê
ðàçíîñòè ôóíêöèé Éîñòà íà êîíå÷íîì îòðåçêå.
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БИФУРКАЦИИ УДВОЕНИЯ ЗАМКНУТЫХ
ИНВАРИАНТНЫХ КРИВЫХ И ДИСКРЕТНЫЕ

АТТРАКТОРЫ ШИЛЬНИКОВА
С.В. Гонченко, А.Д. Козлов, К.Е. Морозов, К.А. Сафонов

sergey.gonchenko@mail.ru, safonov.klim@yandex.ru

УДК 517.938

Обсуждаются хорошо известные из приложений бифуркации удво-
ения замкнутых инвариантных кривых в случае ориентируемых и
неориентируемых трехмерных отображений, а также рассматривается
задача о сценариях возникновения дискретных аттракторов Шильни-
кова, которые содержат неподвижную точку типа седло-фокус с дву-
мерным неустойчивым многообразием.
Ключевые слова: замкнутая инвариантная кривая, бифуркация, ат-
трактор Шильникова.

Bifurcations of doubling closed invariant curves and discrete
Shilnikov attractors

We discuss the well-known from applications bifurcations of doubling
closed invariant curves in the case of orientable and nonorientable three-
dimensional maps, and study scenarios for the emergence of discrete
Shilnikov attractors that contain a saddle-focus fixed point with two-
dimensional unstable manifold.

Keywords: closed invariant curve, bifurcation, Shilnikov attractor.

Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì 𝑇 , çàäàííûé íà 𝑅3, èìååò ãëàäêóþ çàìêíóòóþ
èíâàðèàíòíóþ êðèâóþ 𝐿. Ðàçëè÷àþò äâà îñíîâíûõ òèïà òàêèõ êðèâûõ: ðå-
çîíàíñíûå è ýðãîäè÷åñêèå. Äëÿ ðåçîíàíñíîé êðèâîé ÷èñëî âðàùåíèÿ 𝜈 îä-
íîìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ 𝑇 |𝐿 ðàöèîíàëüíî, 𝜈 = 𝑝/𝑞, è 𝑇 |𝐿 èìååò îäèíàêîâîå
÷èñëî óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ ïåðèîäà 𝑞, òî÷êè êîòîðûõ ÷åðå-
äóþòñÿ íà 𝐿. Ó ãëàäêîé ýðãîäè÷åñêîé êðèâîé 𝜈 èððàöèîíàëüíî, è òðàåêòî-
ðèÿ ëþáîé òî÷êè âñþäó ïëîòíà íà 𝐿. Îõàðàêòåðèçîâàòü òèï ýðãîäè÷åñêîé
êðèâîé 𝐿 òðåõìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ïî ñïåêòðó åå ïîêàçàòåëåé Ëÿ-
ïóíîâà Λ1,Λ2,Λ3. Îäèí èç åå ïîêàçàòåëåé âñåãäà íóëåâîé, íàïðèìåð, Λ1 = 0.
Òîãäà êðèâàÿ 𝐿

∙ устойчивая, åñëè Λ2 < 0,Λ3 < 0, вполне неустойчивая, åñëè Λ2 >
0,Λ3 > 0 � ïðè ýòîì îíà узлового типа, åñëè Λ2 ̸= Λ3, è фокусного
типа, åñëè Λ2 = Λ3;
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∙ седловая, åñëè Λ2Λ3 < 0.

Â ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ 𝐿 � ñåäëîâàÿ, ó íåå åñòü äâà äâóìåðíûõ èíâà-
ðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèÿ 𝑊 𝑠(𝐿) è 𝑊𝑢(𝐿), óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ñîîò-
âåòñòâåííî, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî 𝐿 òðàíñâåðñàëüíî. Ïî îïðåäåëåíèþ,
êðèâàÿ 𝐿 ÿâëÿåòñÿ 𝜔-ïðåäåëüíîé (𝛼-ïðåäåëüíîé) äëÿ ëþáîé òî÷êè èç𝑊 𝑠(𝐿)
(èç 𝑊𝑢(𝐿)).

Лемма 1. Пусть 𝑇 имеет замкнутую эргодическую инвариантную
кривую 𝐿. Тогда 𝑊 𝑠

𝑙𝑜𝑐(𝐿) и 𝑊𝑢
𝑙𝑜𝑐(𝐿) – одновременно либо цилиндры, либо

листы Мёбиуса.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî çàìêíóòûå èíâàðèàíòíûå êðèâûå òðåõìåðíûõ
îòîáðàæåíèé ìîãóò ïðåòåðïåâàòü áèôóðêàöèè ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ.
Íåêîòîðûå òàêèå áèôóðêàöèè, ïðèâîäÿùèå ê ðàçðóøåíèþ èíâàðèàíòíîé
êðèâîé è âîçíèêíîâåíèþ õàîñà, èçâåñòíû è â äâóìåðíîì ñëó÷àå [1]. Â òðåõ-
ìåðíîì ñëó÷àå ê íèì ìîæíî äîáàâèòü åùå ò.í. �áèôóðêàöèè ðàññûïàíèÿ�
(êîãäà èñõîäíàÿ çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè) è íåêîòîðûå äðóãèå. Äëÿ ýðãîäè÷åñêèõ èíâàðèàíò-
íûõ êðèâûõ îäíîé èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ è ÷àñòî íàáëþäàåìûõ â ïðèëîæå-
íèÿõ ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ. Êîãäà îòîáðàæåíèå 𝑇 îðèåíòèðóåìî,
òàêàÿ áèôóðêàöèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óñòîé÷èâàÿ êðèâàÿ óçëîâîãî òè-
ïà ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé, ó êîòîðîé 𝑊 𝑠

𝑙𝑜𝑐(𝐿) è 𝑊𝑢
𝑙𝑜𝑐(𝐿) � ëèñòû Ì¼áèóñà, à

â åå îêðåñòíîñòè ïîÿâëÿåòñÿ çàìêíóòàÿ óñòîé÷èâàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ
äâîéíîé äëèíû. Â ñëó÷àå, êîãäà îòîáðàæåíèå 𝑇 íåîðèåíòèðóåìî, òàêæå ìî-
ãóò íàáëþäàòüñÿ áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ,
îäíàêî îíè èìåþò äðóãóþ ñòðóêòóðó.

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî 𝑇𝜇 òðåõìåðíûõ íåîðèåíòè-
ðóåìûõ îòîáðàæåíèé, îáëàäàþùèõ ãëàäêîé ýðãîäè÷åñêîé çàìêíóòîé èíâà-
ðèàíòíîé êðèâîé 𝐿𝜇, êîòîðàÿ ïðè 𝜇 < 𝜇0 óñòîé÷èâà è èìååò óçëîâîé òèï, à
ïðè 𝜇 > 𝜇0 � ñåäëîâàÿ.

Теорема 1. Предположим, что 𝑇 2(𝜇) вкладывается в поток в доста-
точно малой фиксированной окрестности кривой 𝐿𝜇 для всех близких к
𝜇 = 𝜇0 значений параметра 𝜇. Тогда, при общих условиях, при 𝜇 > 𝜇0

кривая 𝐿𝜇 становится седловой, у которой 𝑊 𝑠
𝑙𝑜𝑐(𝐿𝜇) и 𝑊𝑢

𝑙𝑜𝑐(𝐿𝜇) являют-
ся цилиндрами, а в ее окрестности рождаются две устойчивые инвари-
антные кривые 𝐿1

𝜇 и 𝐿2
𝜇, образующие цикл периода 2, т.е. 𝑇 (𝐿1

𝜇) = 𝐿2
𝜇 и

𝑇 (𝐿2
𝜇) = 𝐿1

𝜇.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ýòîé òåîðåìû â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà-
÷à î ñöåíàðèÿõ âîçíèêíîâåíèÿ äèñêðåòíûõ àòòðàêòîðîâ Øèëüíèêîâà, ò.å.
ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ ñîäåðæàùèõ íåïîäâèæíóþ òî÷êó òèïà ñåäëî-ôîêóñ
ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì [2], â îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñå-
ìåéñòâàõ íåîðèåíòèðóåìûõ òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé Ýíî.
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ПСЕВДООБОБЩЕННЫЙ (𝜇𝜈 )-СДВИГ И ФОРМУЛА
ПУАССОНА РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА—ПУАССОНА—ДАРБУ

К.С. Елецких
kostan.yeletsky@gmail.com

УДК 517.951

Рассматривается краевая задача для уравнения Эйлера –Пуассона –
Дарбу. Операторы Бесселя в уравнении, вообще говоря, разной раз-
мерности. Получено представление решения в виде формулы Пуассо-
на со специальным псевдосдвигом.

Ключевые слова: уравнение Эйлера –Пуассона –Дарбу, оператор Бес-
селя, псевдообобщенный (𝜇𝜈 )-сдвиг, формула Пуассона

Pseudo-generalized (𝜇𝜈 )-shift and the Poisson formula for
solving a boundary value problem for the

Euler –Poisson –Darboux equation

The boundary value problem for the Euler—Poisson—Darboux equation
is considered. Bessel operators in the equation, in general, of different
dimensions. A representation of the solution in the form of a Poisson
formula with a special pseudo-shift is obtained.

Keywords: Euler –Poisson –Darboux equation, Bessel operator, pseudo-
generalized (𝜇𝜈 )-shift, Poisson formula

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Áåññåëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé 𝛽 è 𝛾:

𝐵𝛽 =
𝑑2

𝑑𝑡2
+
𝛽

𝑡

𝑑

𝑑𝑡
, 𝐵𝛾 =

𝑑2

𝑑𝑥2
+
𝛾

𝑥

𝑑

𝑑𝑥
.

Ïóñòü 𝑘 > 0. Â [1] ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ 𝐵𝑘,𝑥𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝐵𝑘,𝑦𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑢|𝑥=0 = Φ(𝑥) íàéäåíî â âèäå îáîáùåííîãî ñäâèãà Ïóàññîíà
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ:

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑇 𝑦𝑥Φ(𝑥) =
Γ
(︀
𝑘+1
2

)︀
Γ
(︀
𝑘
2

)︀
Γ
(︀
1
2

)︀ 𝜋∫︁
0

Φ(
√︀
𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥𝑦 cos𝛼) sin𝑘−1 𝛼𝑑𝛼. (1)

Ñäâèã 𝑇 𝑦𝑥 ïðèíàäëåæèò êëàññó îáîáùåííûõ ñäâèãîâ Ëåâèòàíà.
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Â [2] ðàññìîòðåíî ïîäîáíîå óðàâíåíèå, íî áîëåå îáùåå ÷åì (1), ïîñêîëü-
êó îïåðàòîðû Áåññåëÿ, âõîäÿùèå â íåãî, èìåþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå
ïîëîæèòåëüíûå ðàçìåðíîñòè.

Теорема. В области Ω = {0 < 𝑥 < 1, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )} существует и един-
ственно решение 𝑢(𝑥, 𝑡) следующей краевой задачи

𝐵𝛽, 𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐵𝛾, 𝑥𝑢(𝑥, 𝑡), 𝛾>0, 𝛽>0, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(1, 𝑡) = 0. (3)

Решение в виде ряда Фурье –Бесселя имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑡)𝑋𝑛(𝑥), 𝑋𝑛(𝑥) =
𝑗𝜈(𝜆𝑛𝑥)

|𝑗𝜈(𝜆𝑛)|
,

𝑢𝑛(𝑡) = 𝜙𝑛 𝑗𝜇(𝜆𝑛𝑡), 𝜙𝑛 =

1∫︁
0

𝜙(𝑥) 𝑋𝑛(𝑥)𝑥𝛾𝑑𝑥,

𝜇=𝛽−1
2 , 𝜈=𝛾−1

2 , 𝑗𝜈(𝑥) = 2𝜈 Γ(1 + 𝜈)
𝐽𝜈(𝑥)

𝑥𝜈
, а 𝐽𝜈 — функция Бесселя первого

рода.
Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ 𝑗𝜈 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì

(â íà÷àëå êîîðäèíàò) ðåøåíèåì ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ è îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñòåïåííûì ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì

𝑗𝜈(𝑥) =

∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚 Γ(𝜈 + 1)

𝑚! Γ (𝑚+𝜈+1)

(︁𝑥
2

)︁2𝑚
, 𝑗𝜈(0) = 1.

Ñïåêòðàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà 𝜆𝑛 íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
𝑗′(𝜆𝑛)=0 .

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëîé Ïóàñ-
ñîíà. Åñëè 𝛽 ̸= 𝛾, òî ýòî ðåøåíèå èìååò âèä

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜈,𝜇

𝑉 𝑡𝑥

∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑛 𝑗 𝛽+𝛾−2
2

(𝜆𝑛𝑥) ,

ãäå ïñåâäîîáîáùåííûé
𝜈,𝜇

𝑉 𝑡𝑥 -ñäâèã îïðåäåëåí âûðàæåíèåì:

𝜈,𝜇

𝑉 𝑡𝑥 𝑓(𝑥) =
2𝜈+𝜇 Γ(𝜈 + 1)Γ(𝜇+ 1)

𝜋 Γ(𝜈 + 𝜇)

𝜋/2∫︁
−𝜋/2

𝑒𝑖𝜃(𝜇−𝜈) cos𝜈+𝜇 𝜃 𝑓(𝑟) 𝑑𝜃 ,

𝑟 =
√︁

2 cos 𝜃 (𝑥2 𝑒𝑖𝜃 + 𝑡2𝑒−𝑖𝜃).

Îòìåòèì, ÷òî ýòà êîíñòðóêöèÿ ñäâèãà íå ïðèíàäëåæèò êëàññó îáîáùåííûõ
ñäâèãîâ Ëåâèòàíà.

Ïðè 𝛽 = 𝛾 ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà [2]

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑇 𝑡𝑥

∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑛𝑋𝑛(𝑥) = 𝑇 𝑡𝑥𝜙(𝑥),
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ãäå 𝑇 𝑡𝑥 � îáîáùåííûé ñäâèã Ïóàññîíà, òîò æå, ÷òî è â ôîðìóëå (1). Íî â îò-
ëè÷èå îò ðàáîòû [1] çäåñü òðåáóåòñÿ ñîãëàñîâàíèå íà÷àëüííîãî è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé.

Ïî ñõåìå, ïðåäëîæåííîé â [2], íàõîäèòñÿ è íåîãðàíè÷åííîå (ïðè 𝑡→ ∞)
ðåøåíèå çàäà÷è (2), (3). Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè (𝑥 = 0) èìå-
þò ïðåäåëüíóþ ôîðìó. Íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóí-
äàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó è âûðàæàåòñÿ
÷åðåç 𝑗-ôóíêöèþ Íåéìàíà, ââåäåííóþ â [3].

Ðåçóëüòàòû çàìåòêè ïîëó÷åíû â ñîàâòîðñòâå ñ Ë.Í. Ëÿõîâûì.
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Предложен критерий 𝐶𝑏-слабой компактности множеств положитель-
ных ограниченных радоновских мер на тихоновском пространстве,
восходящий к критерию Прохорова для польского пространства. Для
общего хаусдорфова пространства, где пространство 𝐶𝑏 ограниченных
непрерывных функций может быть тривиально и не разделять точки
и замкнутые множества, предложен критерий 𝑆-слабой компактно-
сти, где 𝑆 — равномерно замкнутое линейное пространство метапо-
лунепрерывных функций. Эти результаты существенно опираются на
решение проблемы Рисса –Радона –Фреше описания радоновских ин-
тегралов как линейных функционалов, полученное авторами ранее.
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Riesz –Radon –Frechet problem of characterization of integrals
and weak compactness of sets of Radon measures

The paper presents some 𝐶𝑏-weak compactness criterion of a set of positive
bounded Radon measures for a Tychonoff space similar to the well-known
Prokhorov criterion. Since for a general Hausdorff space the classical
space 𝐶𝑏 of bounded continuous functions can be trivial and not separate
points and closed sets, the 𝑆-weak compactness criterion is presented for
this case, where 𝑆 is the new uniformly closed linear space of metasemi-
continuous functions. These results are esentially based on the solution of
the Riesz –Radon –Frechet problem of characterization of Radon integrals
as linear functionals obtained by the authors earlier.

Keywords: Radon measure, Prokhorov property, uniform tightness, weak
compactness, Riesz representation theorem

Èçâåñòíûé êðèòåðèé Þ.Â. Ïðîõîðîâà (1956) óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ñëà-
áîé êîìïàêòíîñòè çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííûõ ðàäîíîâñêèõ ìåð
íà ïîëíîì ñåïàðàáåëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (𝑇,𝒢) îòíîñèòåëüíî
ñëàáîé òîïîëîãèè, ïîðîæä¼ííîé íà ïðîñòðàíñòâå RM𝑏 îãðàíè÷åííûõ ðàäî-
íîâñêèõ ìåð ñåìåéñòâîì 𝐶𝑏 îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé:

(𝛼𝜋) äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî 𝐶, ÷òî
|𝜇|(𝑇 ∖ 𝐶) < 𝜀 äëÿ âñåõ 𝜇 ∈𝑀 (равномерная узкость);

(𝛽) sup(|𝜇|𝑇 | 𝜇 ∈𝑀) ∈ [0,∞).

Ýòè óñëîâèÿ äîñòàòî÷íû äëÿ ñëàáîé êîìïàêòíîñòè íà òèõîíîâñêîì
(âïîëíå ðåãóëÿðíîì) òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå [2, IX.5.5]. Îäíàêî, îíè
íå áóäóò íåîáõîäèìûìè äàæå â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûõ ìåð [3, 4.5.3, 4.5.4].

Â ñëó÷àå îáùåãî õàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íå èìååò
ñìûñëà ðàññìàòðèâàòü 𝐶𝑏-ñëàáóþ êîìïàêòíîñòü, ââèäó âîçìîæíîé òðèâè-
àëüíîñòè ñåìåéñòâà 𝐶𝑏: îíî ìîæåò ñîñòîÿòü èç îäíèõ òîëüêî ïîñòîÿííûõ
ôóíêöèé. Ïîýòîìó Â.Ê. Çàõàðîâ ðàññìîòðåë â [4] ñëàáóþ êîìïàêòíîñòü
îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑆 симметризуемых функций, ÿâëÿ-
þùåãîñÿ ðàâíîìåðíûì çàìûêàíèåì ââåä¼ííîãî Ô. Õàóñäîðôîì ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà 𝑆𝐶𝑢𝑏 +𝑆𝐶𝑙𝑏, ñîñòîÿùåãî èç ñóìì 𝑓+𝑔 îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé,
ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó è ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó. 𝑆-ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ
íà RM𝑏 ñèëüíåå 𝐶𝑏-ñëàáîé òîïîëîãèè, íî ñòðîãî ñëàáåå òðèâèàëüíîé òîïî-
ëîãèè ñõîäèìîñòè íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ, èñïîëüçîâàííîé â [3, 5.6.14].
Çàìåíÿÿ óñëîâèå (𝛼𝜋) áîëåå ñòðîãèì óñëîâèåì локально равномерной узко-
сти

(𝛼𝜁) äëÿ ëþáîãî 𝐺 ∈ 𝒢 è ëþáîãî 𝜀 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå êîìïàêòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî 𝐶 ⊂ 𝐺, ÷òî |𝜇|(𝐺 ∖ 𝐶) < 𝜀 äëÿ âñåõ 𝜇 ∈𝑀 ,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Теорема 1. Пусть (𝑇,𝒢) — хаусдорфово пространство и 𝑀 ⊂ (RM𝑏)+.
Замыкание cl𝑀 множества 𝑀 в 𝑆-слабой топологии является 𝑆-слабо
компактным тогда и только тогда, когда 𝑀 обладает свойствами (𝛼𝜁)
и (𝛽).
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Следствие. Если 𝑀 ⊂ RM𝑏 обладает свойствами (𝛼𝜁) и (𝛽), то его
замыкание cl𝑀 в 𝑆-слабой топологии 𝑆-слабо компактно.

Â ðåøåíèè ïðîáëåìû äëÿ òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà èñïîëüçóåòñÿ ñëå-
äóþùåå óñëîâèå хвостовой узкости:

(𝛼𝑧) äëÿ ëþáîé ñåòè (𝜇𝑗 ∈𝑀 | 𝑗 ∈ 𝐽) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñåòü (𝜇𝑗𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼),
÷òî äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 íàéäóòñÿ êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî 𝐶 è èíäåêñ 𝑖0 ∈
𝐼, äëÿ êîòîðûõ 𝜇𝑗𝑖(𝑇 ∖ 𝐶) < 𝜀 ïðè âñåõ 𝑖 > 𝑖0.

Теорема 2.Пусть (𝑇,𝒢) — тихоновское пространство и𝑀 ⊂ (RM𝑏)+.
Множество 𝑀 является 𝐶𝑏-слабо компактным тогда и только тогда,
когда оно замкнуто и обладает свойствами (𝛼𝑧) и (𝛽).

Следствие. Если 𝑀 ⊂ RM𝑏 обладает свойствами (𝛼𝜋) и (𝛽), то его
замыкание cl𝑀 в 𝐶𝑏-слабой топологии 𝐶𝑏-слабо компактно.

Èñòîðè÷åñêè îôîðìèëèñü äâà ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè â
êðèòåðèÿõ ñëàáîé êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà 𝑀 .

Ïåðâûé ñïîñîá ñâÿçàí ñ èìåíàìè À.Ä. Àëåêñàíäðîâà [1], Þ.Â. Ïðîõî-
ðîâà [6], Ô. Òîïñî [7] è äð. Îí ñîñòîèò â çàäàíèè ïðåäåëüíîé ðàäîíîâñêîé
ìåðû 𝜇0 ∈ 𝑀 äëÿ èñõîäíîé ñåòè 𝑠 ≡ (𝜇κ | κ ∈ 𝐾) ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé
ñëîæíîé ïðÿìîé ôîðìóëû, âûðàæàþùåé 𝜇0 ÷åðåç 𝜇κ .

Âòîðîé ñïîñîá âîñõîäèò ê Í. Áóðáàêè [2]. Îí ñîñòîèò â ïåðåõîäå îò ñåòè
ìåð 𝑠 ê ñåòè èíòåãðàëîâ 𝜎 ≡ (

∫︀
· 𝑑𝜇κ | κ ∈ 𝐾) â äâîéñòâåííîì ëèíåéíîì

ïðîñòðàíñòâå 𝐶 ′
𝑏 âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå 𝐶𝑏. Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Àëàîãëó �Áóðáàêè î ñëàáîé
êîìïàêòíîñòè åäèíè÷íîãî øàðà â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå [5, òåîðåìà 7
(III.3)], ñîãëàñíî êîòîðîé äëÿ ñåòè 𝜎 ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé íåïðåðûâíûé
ôóíêöèîíàë 𝜙0.

È, íàêîíåö, íóæíî èñïîëüçîâàòü ðåàëèçàöèîííóþ òåîðåìó Ðèññà � . . . �
Ïðîõîðîâà �Áóðáàêè î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèîíàëà 𝜙0 â âèäå èíòåãðàëà
𝜙0 =

∫︀
· 𝑑𝜇0 ïî íåêîòîðîé ðàäîíîâñêîé ìåðå 𝜇0. Ýòà ìåðà 𝜇0 è ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëüíîé äëÿ ñåòè 𝑠. Â ñèëó âàæíîñòè ýòîé òåîðåìû ïðèâåä¼ì å¼ òî÷íóþ
ôîðìóëèðîâêó [2, IX.5.2].

Теорема (Рисс – . . . –Прохоров –Бурбаки). Пусть (𝑇,𝒢) — тихо-
новское пространство.

1. Если 𝜇 ∈ RM𝑏, то функционал 𝜙 =
∫︀
· 𝑑𝜇 является линейным и уз-

ким, т. е. для любого 𝜀 > 0 существует такое компактное множе-
ство 𝐶, что из 𝑓 ∈ 𝐶𝑏 и |𝑓 | 6 𝜒(𝑇 ∖ 𝐶) следует, что |𝜙𝑓 | < 𝜀.

2. Если 𝜙 — узкий линейный функционал на 𝐶𝑏, то существует един-
ственная ограниченная радоновская мера 𝜇, такая что 𝜙 =

∫︀
· 𝑑𝜇.

Äàííûé ñïîñîá Áóðáàêè èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà æå òåîðåìû 1 èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä Áóðáàêè, íî ñ

îáîáùåíèåì ðåàëèçàöèîííîé òåîðåìû Ðèññà � . . . �Ïðîõîðîâà �Áóðáàêè íà
ñëó÷àé õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà [4].

Теорема (Рисс – . . . –Прохоров –Бурбаки –Захаров). Пусть
(𝑇,𝒢) — хаусдорфово пространство.
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1. Если 𝜇 ∈ RM𝑏, то функционал 𝜙 =
∫︀
· 𝑑𝜇 является линейным, по-

точечно (монотонно) 𝜎-непрерывным и локально узким, т. е. для
любого 𝜀 > 0 и любого 𝐺 ∈ 𝒢 существует такое компактное под-
множество 𝐶 ⊂ 𝐺, что из 𝑓 ∈ 𝑆 и |𝑓 | 6 𝜒(𝐺 ∖ 𝐶) следует, что
|𝜙𝑓 | < 𝜀.

2. Если 𝜙 — локально узкий, поточечно (монотонно) 𝜎-непрерывный,
линейный функционал на 𝑆, то существует единственная ограни-
ченная радоновская мера 𝜇, такая что 𝜙 =

∫︀
· 𝑑𝜇.

Ïðèâåä¼ííûå ðåàëèçàöèîííûå òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè
îáùåé ïàðàìåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèîííîé òåîðåìû [8, 3.6.4], ðåøàþùåé ïðî-
áëåìó Ðèññà �Ðàäîíà �Ôðåøå õàðàêòåðèçàöèè ðàäîíîâñêèõ èíòåãðàëîâ êàê
ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ.
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ВЫЧИСЛЕНИЯ ПЕРВЫХ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ ДЛЯ
СТРУНЫ С СИНГУЛЯРНЫМИ ПОТЕНЦИАЛОМ И ВЕСОМ
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Цель данного доклада — обсуждение применимости метода Дородни-
цына для вычисления первых собственных значений линейного опе-
раторного пучка с сингулярными коэффициентами из пространства
𝑊−1

2 [0, 𝜋]. Приближенное решение строится с использованием полу-
ченных автором ранее формул следов целых отрицательных поряд-
ков рассматриваемого пучка. Обсуждается вопрос существования ре-
шения, а также доказывается теорема о корректности метода путем
обобщения теоремы, доказанной ранее В.А. Садовничим и соавтора-
ми.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, спектральная тео-
рия, линейный пучок

Of applicability of A.A. Dorodnitsyn’s method for calulation of
the first eigenvalues of the string with singular potential and

weight

The main goal of the speech is the discussion of the applicability of Dorod-
nitsyn’s method for calculation of the first eigenvalues of linear operator
pencil with singular coefficients from 𝑊−1

2 [0, 𝜋] space. An approximate
solution is constructed using the formulas for traces of entire negative or-
ders for a considered pencil obtained by the author earlier. The existence
of a solution is discussed, and a theorem on the correctness of the method
is proved by generalizing a theorem proved earlier by V. A. Sadovnichii
and co-authors.

Keywords: differential equations, spectral theory, linear pencil

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîðíûé ïó÷îê

𝐴(𝜆) = 𝐿𝑦 − 𝜆𝑃𝑦.

Çäåñü 𝐿𝑦 = −𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 � îïåðàòîð Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíûì
ïîòåíöèàëîì, 𝑃 � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ñèíãóëÿðíûé âåñ 𝜌. Ïîòåíöèàë
è âåñ ðàññìàòðèâàþòñÿ èç íåãàòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà 𝑊−1

2 [0, 𝜋].
×åðåç 𝑢 è 𝑣 îáîçíà÷èì îáîáùåííûå ïåðâîîáðàçíûå èç 𝐿2[0, 𝜋] ïîòåíöèàëà 𝑞
è âåñà 𝜌 ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàáîòå [1] À.À.Äîðîäíèöûí ïðåäëîæèë ìåòîä ïðèáëèæåííîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàåâûõ çàäà÷ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ
âåñîì. Ìåòîä ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàë ñóììû öåëûõ ñòåïåíåé âåëè÷èí, îá-
ðàòíûõ ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì çàäà÷è. Çíà÷èòåëüíî ïîçæå êîððåêòíîñòü
ìåòîäà áûëà äîêàçàíà Â.À. Ñàäîâíè÷èì è ñîâòîðàìè â ðàáîòå [2]. Àâòîðû

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-01-00240).
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äîêàçûâàëè ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííîãî Äîðîäíèöûíûì ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ íåïðåðûíûì
è äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì è âåñîì âèäà 𝜌(𝑥) = 𝜌0(𝑥)𝑥𝛼, ãäå
𝛼 > −1, ïðåäïîëàãàÿ àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà

∑︀∞
𝑗=1 |𝜆𝑗 |−1, ãäå 𝜆𝑗 �

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è.
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñèíãóëÿðíîãî ïó÷êà àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ

À.Ì. Ñàâ÷óêîì â ðàáîòå [3] áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Теорема 1. Для любой функции 𝑣 ∈ 𝐿2[0, 𝜋] величины |𝜆𝑛|−1, где 𝜆𝑛 —
собственные значения пучка 𝐴(𝜆), удовлетворяют оценкам

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝜆𝑗 |−1 6 𝐶 ln𝑛, |𝜆𝑛|−1 6 𝐶
ln𝑛

𝑛
.

Â òîé æå ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà, äàþùàÿ îöåíêè íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ïó÷êà, åñëè îáîáùåííàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ 𝑣 âåñà 𝜌 ðàññìàòðèâà-
åòñÿ â øêàëå ïðîñòðàíñòâ 𝑣 ∈𝑊 𝜃

2 [0, 𝜋], 𝜃 ∈ [0, 1].

Теорема 2. Для любой функции 𝑣 ∈ 𝑊 𝜃
2 [0, 𝜋], 𝜃 ∈ [0, 1] собственные

значения пучка 𝐴(𝜆) удовлетворяют оценке

|𝜆𝑛| > 𝐶𝑛1/𝑝,

где 𝑝 > 1/(1 + 𝜃) произвольно.

Ïîëó÷åííûå îöåíêè âëåêóò çà ñîáîé àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ñëåäîâ öå-
ëûõ îòðèöàòåëüíûõ ïîðÿäêîâ ïó÷êà 𝐴(𝜆), íà÷èíàÿ ñî 2, à èìåííî âåëè÷èí∑︀∞
𝑗=1 |𝜆𝑗 |−𝑝, 𝑝 > 2. Äëÿ ñëåäà ïîðÿäêà (−1) ìîæíî ïðåäïîëàãàòü òîëü-

êî óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü. Îòñóòñòâèå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè äëÿ ëþáîãî
𝑃 ∈𝑊−1

2 [0, 𝜋] äîêàçûâàåò ïðèìåð èç ðàáîòû À.À. Âëàäèìèðîâà [4], â êîòî-
ðîé àâòîð ñòðîèò íåÿäåðíûé ìóëüòèïëèêàòîð èç ïðîñòðàíñòâà 𝑊−1

2 [0, 𝜋] â
ïðîñòðàíñòâî 𝑊−1

2 [0, 𝜋] .
Ïîçäíåå, â ðàáîòå [5] àâòîðîì áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû ñëåäîâ öåëûõ

îòðèöàòåëüíûõ ïîðÿäêîâ äëÿ ïó÷êà 𝐴(𝜆) â òåðìèíàõ âåñà 𝜌 è èíòåãðàëüíîãî
ÿäðà îïåðàòîðîãî 𝐿−1.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà Äî-
ðîäíèöûíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåìî-
ãî ëèíåéíîãî ïó÷êà. Îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ, ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ àâòîðîì ôîðìóë
ñëåäîâ öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ ïîðÿäêîâ, à òåîðåìà î êîððåêòíîñòè ìåòîäà
îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ ñëåäà ïîðÿäêà (-1).
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В топологическом сопряженном к счетному индуктивному пределу 𝐸
весовых пространств Фреше целых функций многих комплексных
переменных с помощью обычных сдвигов определено умножение —
свертка. Полученная алгебра изоморфна коммутанту системы опера-
торов частного дифференцирования в алгебре всех линейных непре-
рывных операторов, действующих в 𝐸. В построенной алгебре ана-
литических функционалов в двух несмешанных случаях введена то-
пология, с которой эта алгебра становится топологической и уже то-
пологически изоморфна указанному коммутанту с соответствующей
(естественной) операторной топологией.

Ключевые слова: весовое пространство целых функций, алгебра ана-
литических функционалов, коммутант, оператор свертки

Convolutions in duals of weighted spaces of entire functions

We define a multiplication — convolution in the dual of a countable in-
ductive limit 𝐸 of weighted Fréchet spaces of entire functions of several
variables. This algebra is isomorphic to the commutant of the system of
partial derivatives in the algebra of all continuous linear operators in 𝐸. In
the constructed algebra of analytic functionals in two pure cases a topol-
ogy is defined. With this topology the mentioned algebra is topological
and it is now topologically isomorphic to the considered commutant with
its natural operator topology.

Keywords: weighted space of entire functions, algebra of analytical func-
tionals, commutant, convolution operator
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Â äîêëàäå èäåò ðå÷ü î ñâåðòêå â ñîïðÿæåííûõ ê âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì
öåëûõ (â C𝑁 ) ôóíêöèé è ïðåäñòàâëåíèÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáð àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ. Äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé 𝑣𝑛,𝑘 : C𝑁 → R òàêèõ,
÷òî 𝑣𝑛,𝑘+1 6 𝑣𝑛,𝑘 6 𝑣𝑛+1,𝑘, 𝑘, 𝑛 ∈ N, îïðåäåëèì âåñîâîå ïðîñòðàíòâî öåëûõ
ôóíêöèé

𝐸 := {𝑓 ∈ 𝐻(C𝑁 )
⃒⃒⃒
∃𝑛∀𝑘 : sup

𝑧∈C𝑁

(|𝑓(𝑧)| exp(−𝑣𝑛,𝑘(𝑧)) < +∞},

ñíàáæåííîå åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé ñ÷åòíîãî èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïðî-
ñòðàíñòâ Ôðåøå. Âåñà 𝑣𝑛,𝑘 óäîâëåòâîðÿþò ñòàíäàðòíûì òåõíè÷åñêèì óñëî-
âèÿì, îáåñïå÷èâàþùèì èíâàðèàíòíîñòü 𝐸 îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ ÷àñò-
íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ñäâèãà, óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå.
Ïðîñòðàíñòâà ïîäîáíîãî âèäà ÷àñòî âîçíèêàþò ïðè ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è èõ ñîïðÿæåííûõ ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ôóðüå-Ëàïëàñà è åãî àíàëîãîâ.

Ïóñòü 𝐸′ � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà 𝐸.
Äëÿ 𝜙,𝜓 ∈ 𝐸 ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëèì ñâåðòêó 𝜙⊗ 𝜓:

(𝜙⊗ 𝜓)(𝑓) := 𝜙𝑡(𝜓𝑧(𝑓(𝑡+ 𝑧))), 𝑓 ∈ 𝐸.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì 𝒦(𝜕) êîììóòàíò ñèñòåìû {𝜕𝑗 : 1 6 𝑗 6 𝑁} îïåðà-
òîðîâ ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â êîëüöå âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ
îïåðàòîðîâ â 𝐸. Äëÿ ôóíêöèîíàëà 𝜙 ∈ 𝐸′ ââåäåì îïåðàòîð

𝐴𝜙(𝑓)(𝑧) := 𝜙𝑡(𝑓(𝑡+ 𝑧)), 𝑓 ∈ 𝐸, 𝑧 ∈ C𝑁 .

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíà

Теорема 1. Отображение 𝜔 : (𝐸′,⊗) → 𝒦(𝜕), 𝜔(𝜙) := 𝐴𝜙, является
алгебраическим изоморфизмом «на».

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ýòîãî èçî-
ìîðôèçìà è ñâåðòêè ⊗: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ (𝐸′,⊗) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-
ñêîé àëãåáðîé, à 𝜔 � òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ? Ìîòèâàöèåé ïîäîá-
íîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå íåáàíàõîâû àëãåáðû
èìåþò øèðîêîå ïîëå ïðèìåíåíèé: ïðè èçó÷åíèè îïåðàòîðîâ îáîáùåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ, â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèîíàëîâ, â òåîðèè îïåðàòîðîâ îáîáùåííîãî ñäâèãà, ãðóïï è àëãåáð
Ëè. Óêàçàííàÿ òîïîëîãè÷íîñòü ïîëåçíà ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ àïïðîêñè-
ìàöèîííûõ çàäà÷, ïðè èññëåäîâàíèè îïåðàòîðîâ ñâåðòêè 𝐴𝜙. Â îáùåé ñèòó-
àöèè 𝜔 ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà 𝐸′ ñî ñëàáîé
òîïîëîãèåé 𝜎(𝐸′, 𝐸) íà 𝒦(𝜕) ñî ñëàáî-îïåðàòîðíîé òîïîëîãèåé.

Îêàçàëîñü, ÷òî íåçàâèñèìîñòü âåñîâ 𝑣𝑛,𝑘 îò 𝑛 èëè îò 𝑘 ÿâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì óïîìÿíóòîé òîïîëîãè÷íîñòè, òî åñòü íóæíîå èìååò ìåñòî
â íåñìåøàííûõ, �÷èñòûõ� ñëó÷àÿõ. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ 𝐸 ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðî-
ñòðàíñòâîì Ôðåøå, ëèáî ñ÷åòíûì èíäóêòèâíûì ïðåäåëîì áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ.

Теорема 2. [2] Пусть 𝑣𝑛,𝑘 = 𝑣𝑛,1 или 𝑣𝑛,𝑘 = 𝑣1,𝑘 для любых 𝑛, 𝑘 ∈ N.
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(i) (𝐸′, 𝜆) с умножением ⊗ — топологическая алгебра. (При этом 𝜆 —
некоторая топология проективного предела, соответственно, индук-
тивного предела последовательности банаховых пространств в 𝐸′.
Она согласуется с двойственностью между 𝐸′ и 𝐸.)

(ii) 𝜔 : (𝐸′, 𝜆) → (𝒦(𝜕), 𝜇) — топологический изоморфизм "на". (При
этом 𝜇 — некоторая естественная операторная топология в 𝒦(𝜕)).

Ðîëü òîïîëîãè÷íîñòè ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû ïðè èçó÷åíèè îïåðàòî-
ðîâ ñâåðòêè 𝐴𝜙 ïîêàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè,

Теорема 3. [2] Предположим, что все многочлены содержатся в 𝐸 и
плотны в 𝐸. Пусть, кроме того, существует локально выпуклая топо-
логия ̃︀𝜆 в 𝐸′, согласующаяся с двойственностью между 𝐸′ и 𝐸, такая,
что (𝐸′, ̃︀𝜆) является топологической алгеброй с умножением ⊙. Тогда 𝐸′

с умножением ⊙ не имеет делителей нуля.

Следствие.Пусть выполняются предположения теоремы 3. Тогда для
любого 𝜙 ∈ 𝐸′∖{0} множество 𝐴𝜙(𝐸) плотно в 𝐸.
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Приводится сравнительный анализ операции свертки в пространствах
обобщенных функций и операции дробного дифференцирования. На
этой основе установлена связь между мультипликаторами и сверты-
вателями в соответствующих функциональных пространствах. Полу-
ченные результаты могут найти применения при анализе линейных
дифференциальных операторов с частными производными дробного
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Generalized fractional Liouville-Lizorkin derivatives and some
of their properties

A comparative analysis of the convolution operation in spaces of general-
ized functions and the operation of differentiation is given. On this basis,
a relationship is established between the multipliers and convolutors in
the corresponding functional spaces. The obtained results can be used
in the analysis of linear differential operators with partial derivatives of
fractional order.

Keywords: generalized Liouville differentiation, functional spaces, multi-
plier, convolutor, Fourier transform.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑆(R𝑛) - ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé óáûâàþùèõ íà ∞ áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè |𝑥|. Äëÿ ôóíêöèè
𝑢 ∈ 𝑆(R𝑛) îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

�̂� = (ℱ)(𝜁) =

∫︁
R𝑛

𝑈(𝑥)𝑒𝑖<𝜁,𝑥>𝑑𝑥, 𝜁 ∈ R𝑛 (1)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò âèä

𝑢(𝑥) = (ℱ−1�̂�)(𝑥) =
1

(2𝑢)𝑛

∫︁
R𝑛

�̂�(𝜁)𝑒−<𝜁,𝑥>𝑑𝜁, 𝑥 ∈ R𝑛. (2)

Ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïåðàòîðîâ ℱ è ℱ−1

íà 𝑆
′
(R𝑛) -ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà.

Îòìåòèì, ÷òî êëàññû 𝑆(R𝑛) ïëîõî ïðèñïîñîáëåíû äëÿ äðîáíûõ èíòå-
ãðàëîâ è ïðîèçâîäíûõ. Ôóíêöèè 𝐼𝛼±𝜙, 𝐷

𝛼
±𝜙 ãäå 𝜙 ∈ 𝑆(R𝑛) ÿâëÿþòñÿ áåñ-

êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåììûìè, íî íåäîñòàòî÷íî "õîðîøî"âåäóò ñåáÿ, âî-
îáùå ãîâîðÿ, íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîé ñâÿçè â [1] ââåäåíî ïðîñòðàíñòâî
Φ(R𝑛) ⊂ 𝑆(R𝑛), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî äðîáíîãî èí-
òåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì n-ìåðíûé äðîáíûé èíòåãðàë Ëèóâèëëÿ

𝐼𝛼𝜙 =
1

Γ(𝛼)

∫︁
𝑅𝑛

+...+

𝑡𝛼−1𝜙(𝑥− 𝑡)𝑑𝑡, (3)

ãäå 𝑅+...+ îêòàíò {𝑡 : 𝑡1 > 0, · · · 𝑡𝑛 > 0}, 𝑡𝛼−1 = 𝑡𝛼1−1
1 · · · 𝑡𝛼𝑛−1

𝑛 .
Äëÿ èíòåãðàëà (3) ñ ó÷åòîì (2) ïðè 0 6 𝛼𝑘 < 1, 𝑘 = 1, · · ·𝑛 ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà

ℱ𝐼𝛼𝜙 = (−𝑖𝑥)−𝛼𝜙(𝑥), (4)

ãäå (−𝑖𝑥)−𝛼 = (−𝑖𝑥1)−𝛼1 · · · (−𝑖𝑥𝑛)−𝛼𝑛 , 𝜙(𝑥) ∈ 𝐿1(R𝑛).
Èç ôîðìóëû (4) ñëåäóåò, ÷òî òðåáóåìàÿ èíâàðèàíòíîñòü êëàññà Φ áóäåò

èìåòü ìåñòî, åñëè ôóíêöèÿ 𝜙(𝑡) ýòîãî êëàññà áóäåò èìåòü îáðàçû Ôóðüå
𝜙(𝑥), òîæäåñòâåííî àííóëèðóþùèåñÿ íà ãèïåðïëîñêîñòè 𝑥𝑘 = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ ïîäêëàññ ïðîñòðàíñòâà 𝑆(R𝑛), ñîñòîÿùèé èç ôóíê-
öèé, èñ÷åçàþùèõ âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè íà ãèïåðïëîñêîñòÿõ
𝑥𝑘 = 0.
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Ψ = {𝜓(𝑥) : 𝜓 ∈ 𝑆(R𝑛), (𝐷𝑗𝜓)(𝑥1 · · ·𝑥𝑘−1, 0, 𝑥𝑘+1, · · · , 𝑥𝑛) = 0

𝑗 = 0, 1, 2, · · · ; 𝑘 = 1, · · · , 𝑛}.

Ïðîîáðàçû Ôóðüå ôóíêöèé èç Ψ îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî Ëèçîðêèíà Φ =
Φ(R𝑛) = {𝜙 : 𝜙 ∈ 𝑆(R𝑛), 𝜙 ∈ Ψ}. Òàê êàê

𝜙𝑗(𝑥)
⃒⃒
𝑥𝑘=0

=

∫︁
R𝑛−𝑖

𝑒𝑖<𝑥
𝐼 ,𝑡𝐼>(𝑡𝐼)𝑗

𝐼

𝑑𝑡𝑖
∫︁ ∞

−∞
𝜙(𝑡𝐼 , 𝜁𝑗𝑘)𝑑𝜁,

ãäå 𝑡𝐼 = (𝑡1, · · · , 𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘+1, · · · , 𝑡𝑛), 𝑗𝐼 = (𝑗1, · · · , 𝑗𝑘−1, 𝑗𝑘+1, · · · , 𝑗𝑛), òî êëàññ
Φ(R𝑛) ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ ôóíêöèé 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆(R𝑛), äëÿ êîòîðûõ ðàâ-
íû íóëþ âñå ìîìåíòû.∫︁ ∞

−∞
𝜙(𝑡1, · · · , 𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘+1, · · · , 𝑡𝑛)𝜁𝑚𝑑𝜁 = 0,𝑚 = 0, 1, 2, · · ·

âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé, 𝑘 = 1, · · · , 𝑛.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Φ îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ îïåðà-

öèÿ ñäâèãà 𝜏ℎ(𝜙) = 𝜙(𝑥+ ℎ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ′ è Φ′ ñîïðÿæåííûå ê Ψ è
Φ ïðîñòðàíñòâà îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâåííî.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Теорема. Åñëè ôóíêöèîíàë 𝑓 òèïà ôóíêöèè 𝑓(𝜁) ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëè-
êàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå Ψ′, òî ôóíêöèîíàë 𝐷 = 𝑓 -ñâåðòûâàòåëü â ïðî-
ñòðàíñòâå Φ′ è èìååò ìåñòî ôîðìóëà

𝐷 * 𝑔 = �̃� · 𝑔.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 𝑓(𝜁) = (𝑖𝜁)𝑟 = (𝑖𝜁1)𝑟1 · · · (𝑖𝜁𝑛)𝑟𝑛 . Âû÷èñëèì ïðîîáðàç
𝐷𝑟 = 𝐷𝑟1···𝑟𝑛 ýòîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîé öåëè ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ (𝑖𝜁)𝑟 â
âèäå ïðÿìîé ñóììû

(𝑖𝜁)𝑟 = (𝑖𝜀1)𝑟1 × (𝑖𝜁2)𝑟2 × . . .× (𝑖𝜁𝑛)𝑟𝑛 .

ßñíî, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò 𝑆1(R𝑛). Ïî òåîðåìå î ïðåîáðàçî-
âàíèè Ôóðüå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìååì

(𝑖𝜁)𝑟 = (𝑖𝜁1)𝑟1 × (𝑖𝜁2)𝑟2 × · · · × (𝑖𝜁𝑛)𝑟𝑛 .

Ïðè íåöåëûõ çíà÷åíèÿõ (𝑖𝜁𝑟𝑘)𝑟𝑘 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé è èìå-
åò âèä

(𝑖𝜁𝑟𝑘)𝑟𝑘 =

{︃
𝑒𝑖

𝜋
2 𝑟𝑘 · 𝜁𝑟𝑘𝑘 , åñëè 𝜁𝑘 > 0,

𝑒−𝑖
𝜋
2 𝑟𝑘 · |𝜁𝑟𝑘𝑘 |, åñëè 𝜁𝑘 < 0.

Âîçüìåì âåòâü (𝑖𝜁𝑘)𝑟𝑘 = 𝑒𝑖
𝜋
2 𝑟𝑘(𝜁𝑘 − 𝑖0)𝑟𝑘, è ïîëó÷èì

(𝑖𝜁𝑘)𝑟𝑘 =
1

Γ(−𝑟𝑘)
· 1

+
𝑥
1+𝑟𝑘

𝑘

,
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𝐷𝑟1···𝑟𝑛(𝑥) =
1

𝑛∏︀
𝑘=1

Γ(−𝑟𝑘)
· 1

+
𝑥
1+𝑟1

1

× 1

+
𝑥
1+𝑟2

2

× · · · × 1

+
𝑥
1+𝑟𝑛

,

ãäå

+
𝑥
𝛾

=

{︃
𝑥𝛾 , åñëè 𝑥 > 0,

0, åñëè 𝑥 6 0.

Òàêèì îáðàçîì ïîä äðîáíîé îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé Ëèóâèëëÿ áóäåì
ïîíèìàòü ñâåðòêó îáîáùåííîé ôóíêöèè 𝑓 ∈ Φ′ ñ îáîáùåííîé ôóíêöèåé
𝐷𝑟1···𝑟𝑛𝑥 ∈ Φ′. Îïåðàòîðû 𝐷𝑟1···𝑟𝑛 îáðàçóþò àääèòèâíóþ ïåðåñòàíîâî÷íóþ
ãðóïïó ïî âåêòîð-ïàðàìåòðó (𝑟1, · · · , 𝑟𝑛) è ïðè 𝑟𝑘 < 0, 𝑘 = 1;ℎ, ïðèâîäÿò ê
èíòåãðàëó Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà 𝛼 = (𝛼1 · · ·𝛼𝑛).

Â ðàáîòàõ [2, 3] ðàññìàòðèâàþòñÿ áëèçêèå ïî èäåå âîïðîñû.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ðàñïðåäåëåíèÿ íóëåé öåëûõ ôóíêöèé âèäà

𝑓(𝑧) = 1 +𝐴𝑧 + 𝑧2 ·
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

2∑︁
𝑗=0

exp
(︀
𝜌(𝜔𝑗𝑥+ 𝜔𝑗+1𝑦)

)︀
·𝐷(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (1)

ãäå 𝜌 = 3
√
𝑧, 𝜔𝑗 = exp

(︀
2𝜋𝑖𝑗
3

)︀
, 𝑖 =

√
−1, 𝐴-êîíñòàíòà, 𝐷(𝑥, 𝑦) � àáñîëþòíî

èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
Èññëåäîâàíèå íóëåé öåëûõ ôóíêöèé âèäà (1), ñîâïàäàþùèõ ñ êâàçèïî-

ëèíîìàìè, è èõ ñâÿçü ñî ñïåêòðàëüíûìè çàäà÷àìè îòðàæåíà â [1-4].

Теорема 1. Пусть 𝐷(𝑥, 𝑦) абсолютно интегрируемая на квадрате
[0, 1]× [0, 1] функция. Если функция 𝐷(𝑥, 𝑦) непрерывна и отлична от нуля
в окрестности квадрата, тогда нули функции 𝑓(𝑧), достаточно большие
по модулю, могут быть только в секторах сколь угодно малого раствора 𝜀⃒⃒⃒

𝐴𝑟𝑔𝑧 ± 𝜋

2

⃒⃒⃒
< 𝜀.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и пусть величина
𝜔1𝐷(1, 0) + 𝐷(0, 1) отлична от нуля, тогда нули 𝑧𝑘 функции 𝑓(𝑧) доста-
точно большие по модулю, принадлежащие сектору |𝐴𝑟𝑔𝑧− 𝜋

2 | < 𝜀, имеют
асимптотику

3
√
𝑧𝑘 =

(︂
−2𝑖𝑘𝜋

𝜔2
+

1

𝜔2
· ln

(︂
𝜔1𝐷(1, 0) +𝐷(0, 1)

𝐷(1, 1)

)︂)︂

+𝑂

(︂
max

(︀
ln 𝑘𝜔

(︀√
2

ln 𝑘

𝑘

)︀
; 1
)︀)︂

, 𝑘 >> 1,

где 𝜔(𝛿)-модуль непрерывности функции 𝐷(𝑥, 𝑦).
Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и пусть величина

𝐷(1, 0) + 𝜔2𝐷(0, 1) отлична от нуля, тогда нули 𝑧𝑘 функции 𝑓(𝑧) доста-
точно большие по модулю, принадлежащие сектору |𝐴𝑟𝑔𝑧+ 𝜋

2 | < 𝜀, имеют
асимптотику

3
√
𝑧𝑘 =

(︂
2𝑖𝑘𝜋

𝜔1
+

1

𝜔1
· ln

(︂
𝐷(1, 0) + 𝜔2𝐷(0, 1)

𝐷(1, 1)

)︂)︂

+𝑂

(︂
max

(︀
ln 𝑘𝜔

(︀√
2

ln 𝑘

𝑘

)︀
; 1
)︀)︂

, 𝑘 >> 1,

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ [5]:
Теорема 4. Пусть функция 𝑓(𝑧) имеет вид (1). Допустим, что функ-

ция 𝐷(𝑥, 𝑦) в квадрате [0, 1]× [0, 1] имеет непрерывные частные производ-
ные до третьего порядка по переменным 𝑥, 𝑦. Если 𝜔1𝐷(1, 0)+𝐷(0, 1) ̸= 0 и
𝐷(1, 1) ̸= 0, то нули 𝑧𝑘 функции 𝑓(𝑧) имеют ту же асимптотику, что и
в теоремах 2, 3, остаточный член которых записывается в виде 𝑂(1/𝑘).

Â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì 2, 3, ÷èñëà, âûðàæåííûå ÷åðåç ëîãàðèôìû,
ìîæíî âêëþ÷èòü â îñòàòî÷íûå ÷ëåíû. Â òî æå âðåìÿ â òåîðåìå 4 ýòè âåëè-
÷èíû ñóùåñòâåííî óòî÷íÿþò àñèìïòîòèêó.
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Изучаются классы несамосопряженных операторов, сохраняющих
некоторые спектральные свойства при малых возмущениях. Пока-
зано, что при относительно компактных возмущениях сохраняют-
ся свойства: принадлежность резольвенты классу Неймана–Шаттена,
наличие хотя бы одного луча наилучшего убывания резольвенты, а
при дополнительных условиях типа Данфорда–Шварца — базисность
системы корневых векторов для суммирования методом Абеля– Лид-
ского.

Ключевые слова: несамосопряженные операторы, спектральная
неустойчивость, базисность для суммирования методом Абеля– Лид-
ского

On the stability of some classes of non-self-adjoint operators

We study classes of non-self-adjoint operators that preserve certain spec-
tral properties under small perturbations. We have shown that with rela-
tively compact perturbations, the following properties are preserved: the
Schatten–von Neuman property of the resolvent, the presence of at least
one ray of the best decrease of the resolvent, and under additional con-
ditions of Dunford–Schwarz type, the Abel-Lidskii basis property of root
vectors.

Keywords: non-self-adjoint operators, spectral instability, Abel–Lidskii
basis property
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Ïóñòü ℋ � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâ, 𝑇0 � ïëîòíî îïðå-
äåëåííûé â ℋ çàìêíóòûé îïåðàòîð c äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. Â ðàáî-
òå [1] Ì.Â. Êåëäûø ïîëó÷èë øèðîêèå óñëîâèÿ íà âîçìóùåíèÿ, ñîõðàíÿ-
þùèå ñâîéñòâî ïîëíîòû ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîðîâ (ÑÊÂ) è àñèìïòîòèêó
ñïåêòðà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà 𝑇0 ñ ðåçîëüâåíòîé êëàññà Íåéìàíà�
Øàòòåíà S𝑝. Êàê ïîêàçûâàþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû (ñì. [2] è èìåþùè-
åñÿ òàì ññûëêè), äëÿ îïåðàòîðîâ, íå ïðåäñòàâèìûå â âèäå 𝑇 = 𝑇0 + 𝑉 , ãäå
𝑇0 ñàìîñîïðÿæåí, 𝑉 � 𝑇0-êîìïàêòåí, òåîðåìà Êåëäûøà íå ðàáîòàåò. Ìåæ-
äó òåì òàêîãî ðîäà îïåðàòîðû (äàëåå � ÄÑÎ (äàëåêèå îò ñàìîñîïðÿæåííûõ
îïåðàòîðû)) äîâîëüíî ÷àñòî âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ôèçèêè è ìå-
õàíèêè (ñì., íàïðèìåð, [2,3]). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à ñðåäè ÄÑÎ
âûÿâèòü êëàññû îïåðàòîðîâ, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè, êî-
òîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ìàëûõ (â êàêîì-ëèáî ñìûñëå) âîçìóùåíèÿõ.

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ìû ðàññìîòðèì äâà òàêèõ êëàññà. Êàê áûëî îòìå-
÷åíî, ñïåêòð ÄÑÎ íå îáÿçàòåëüíî ëîêàëèçóåòñÿ îêîëî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé,
ïîòîìó ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì â ëþáîì óãëå {𝜃1 < arg 𝜆 < 𝜃2}. Â ñâÿçè ñ
ýòèì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñïåêòð 𝑇0 локализован около луча arg 𝜆 = 𝛼 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ 𝜀 > 0

𝑁(𝑇0, 𝑟) ∼ 𝑁(𝑇0, 𝛼− 𝜀, 𝛼+ 𝜀, 𝑟), 𝑟 → +∞,

ãäå 𝑁(𝑇, 𝜂, 𝜁, 𝑟) è 𝑁(𝑇, 𝑟) � ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà 𝑇 ñîîò-
âåòñòâåííî â ñåêòîðå {𝜂 < arg 𝜆 < 𝜁, |𝜆| < 𝑟} è êðóãå {|𝜆| < 𝑟}.

Äàëåå îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑆𝑝,𝛼 ìíîæåñòâî ïëîòíî îïðåäåëåííûõ â ℋ îïå-
ðàòîðîâ ñ ðåçîëüâåíòîé êëàññà S𝑝 è ñî ñïåêòðîì, ëîêàëèçîâàííûì îêîëî
ëó÷à arg 𝜆 = 𝛼. Ëó÷ arg 𝜆 = 𝜙 íàçûâàþò лучом наилучшего убывания
ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà 𝑇 , åñëè ñóùåñòâóþò 𝑅 > 0, 𝐶 > 0, ÷òî ïðè âñåõ
𝑟 > 𝑅 ‖(𝑇0 − 𝑟𝑒𝑖𝜙)−1‖ 6 𝐶𝑟−1.

Теорема 1. Пусть 𝑇−1
0 ∈ S𝑝, (−∞, 0] – луч наилучшего убывания 𝑇−1

0

и оператор 𝑉 компактен относительно 𝑇0. Тогда найдутся 𝜀0 > 0, 𝑅0 > 0,
такие, что при всех 𝜆 из 𝑈0 = {𝜆 : | arg 𝜆 − 𝜋| 6 𝜀0, |𝜆| > 𝑅0} оператор
𝑅𝜆 := (𝑇0 + 𝑉 − 𝜆)−1 существует и принадлежит S𝑝. При этом каждый
луч {𝜆 = 𝑟𝑒𝑖𝛼 (|𝛼− 𝜋| 6 𝜀0} является лучом наилучшего убывания 𝑅𝜆.

Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, íàïîìíèì, ÷òî
îçíà÷àåò ïîíÿòèå базиса для суммирования методом Абеля–Лидского.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà {𝜇𝑘} îïåðàòîðà 𝑇 ñî-
äåðæàòñÿ â óãëå Θ = {𝜇 : | arg 𝜇| < 𝜃}. Ïóñòü 𝛼 ∈ (0, 𝜋/2𝜃). Ïîëîæèì
𝜇𝛼 = |𝜇|𝑒𝑖𝛼 arg 𝜇, 𝜇 ∈ Θ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî 𝑡 > 0 𝑒−𝜇

𝛼𝑡 → 0, Θ ∋ 𝜇 → ∞.
Ïîëîæèì

𝑆𝑘(𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑘

𝑒−𝜇
𝛼𝑡(𝑇 − 𝜇)−1𝑑𝜇,

ãäå 𝛾𝑘 � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé êîíòóð, öåëèêîì ëåæàùèé â óãëå

Θ è ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ 𝜇𝑘. Åñëè ïðè ëþáîì 𝑡 > 0 ðÿä
∞∑︀
𝑘=1

𝑆𝑘(𝑡) ñèëüíî

ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó îïåðàòîðó 𝑆(𝑡) è äëÿ ëþáîãî 𝑓 ∈ ℋ lim
𝑡→+0

𝑆(𝑡)𝑓 = 𝑓 ,

òî ãîâîðÿò, ÷òî ÑÊÂ îïåðàòîðà 𝑇 îáðàçóåò базис для метода суммирова-
ния Абеля–Лидского порядка 𝛼. Ñôîðìóëèðîâàííîå ïîíÿòèå åñòåñòâåííûì
îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîð 𝑇 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
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(DS1) 𝑇−1 ∈ S𝑝, 𝑝 <∞;
(DS2) ñóùåñòâóþò ëó÷è 𝛾𝑘 = {𝜆 ∈ C : arg 𝜆 = 𝜙𝑘} è 𝑅 > 0 òàêèå, ÷òî

|𝜙𝑘+1 − 𝜙𝑘| 6 𝜋/𝑝, 𝛾𝑘 ∩ {|𝜆| > 𝑅} ⊂ 𝜌(𝑇 ) è ïðè íåêîòîðîì 𝑁 > −1

‖(𝑇 − 𝜆)−1‖ = 𝑂(𝜆𝑁 ), 𝛾𝑘 ∋ 𝜆→ ∞,

(ïîäðîáíîñòè ñì., â ðàáîòå [4, ï. 6.4]). Óñëîâèÿ (DS1) � (DS2) âïåðâûå áûëè
ââåäåíû Í.Äàíôîðäîì è Äæ.Øâàðöåì [5, Ãëàâà XI, � 9].

Теорема 2. Пусть оператор удовлетворяет условиям (𝐷𝑆1) – (𝐷𝑆2)
с 𝑁 = −1 и оператор 𝑉 𝑇0-компактен. Тогда СКВ оператора 𝑇0 + 𝑉 об-
разует базис для суммирования методом Абеля–Лидского порядка 𝑝 + 𝜀 с
произвольным 𝜀 > 0.
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Разработан численный метод восстановления возмущающего потен-
циала оператора Штурма-Лиувилля, заданного на двухреберном гео-
метрическом графе, по спектральным характеристикам возмущенно-
го и соответствующего ему невозмущенного операторов. Метод был
апробирован на последовательном графе. Результаты численных экс-
периментов показали хорошую точность и высокую вычислительную
эффективность разработанного метода.
Ключевые слова: спектральная теория операторов, обратные спек-
тральные задачи, собственные значения и собственные функции опе-
раторов.
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The numerical method for solving inverse spectral problems on
a geometric graph

The numerical method had been developed for the reconstructing of per-
turbing potential of the Sturm-Liouville’s operator given on a two-edge
geometrical graph from the spectral characteristics of perturbed and cor-
responding unperturbed operators. The method was tested on the se-
quential graph. The results of a numerical experiments showed a good
accuracy and a high computational efficiency of the developed method.

Keywords: operator’s spectral theory, inverse spectral problems, eigenval-
ues and eigenfunctions of operators.

Â ðàáîòå Â.À. Ñàäîâíè÷åãî è Â.Â. Äóáðîâñêîãî [1] áûëè èçëîæåíû èäåè
÷èñëåííîãî ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Â ïîñëåäñòâèè, èñïîëüçóÿ
ýòè èäåè è ìåòîä Ãàëåðêèíà, óäàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó [2]. Ïðè
ýòîì óäàëîñü ñíÿòü îãðàíè÷åíèå íà íîðìó âîçìóùàþùåãî ïîòåíöèàëà.

Теорема 1. Пусть 𝐿 – дискретный полуограниченный снизу оператор,
действующий в сепарабельном гильбертовом пространстве 𝐻. Если си-
стема координатных функций {𝜙𝑘}∞𝑘=1 является ортонормированным ба-
зисом 𝐻 и удовлетворяет однородным граничным условиям, заданных для
оператора 𝐿, то его приближенные собственные значения ̃︀𝜇𝑘 находятся
по формулам ̃︀𝜇𝑛(𝑛) = (𝐿𝜙𝑛, 𝜙𝑛) + 𝛿𝑛, (1)

ãäå 𝛿𝑛 =
𝑛−1∑︀
𝑘=1

[̃︀𝜇𝑘(𝑛− 1) − ̃︀𝜇𝑘(𝑛)], 𝑛 ∈ 𝑁.

Â [2], [3] ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëû (1) ïîçâîëÿþò ñ áîëüøîé âû÷èñëèòåëü-
íîé òî÷íîñòüþ íàõîäèòü ïðèáëèæåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äèñêðåòíûõ
ïîëóîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ. Èñïîëüçóÿ (1), íàìè ïîñòðîåí àëãîðèòì ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ íà ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàôàõ.
Ðàññìîòðèì äâóõðåáåðíûé ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = G(V,E),
ãäå V = {𝑉1, 𝑉2, 𝑉3} � ìíîæåñòâî âåðøèí, E = {𝐸1, 𝐸2} � ìíîæåñòâî ðåáåð.
Êàæäîå ðåáðî èìååò äëèíó 𝑙𝑗 > 0 è òîëùèíó 𝑑𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 2. Ïóñòü íà
ãðàôå G çàäàíà âåêòîð-ôóíêöèÿ u = (𝑢1, 𝑢2), êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé
𝑢𝑗(𝑠𝑗) îòâå÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåáðó 𝐸𝑗 .

Ðàññìîòðèì íà ãðàôå G îáðàòíóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå 𝐻 = 𝐿2(G) = {g = (𝑔1, 𝑔2), 𝑔𝑗 ∈ 𝐿2(0, 𝑙𝑗), 𝑗 = 1, 2} [4]

−𝑑
2𝑢𝑗
𝑑𝑠2𝑗

+ 𝑝𝑗(𝑠𝑗)𝑢𝑗 = 𝜇𝑢𝑗 , 𝑢𝑗 = 𝑢𝑗(𝑠𝑗), 𝑠𝑗 ∈ (0, 𝑙𝑗), 𝑗 = 1, 2, (2)

𝑑𝑢1
𝑑𝑠1

⃒⃒⃒
𝑠1=0

= 0, 𝑢1(𝑠1) = 𝑢2(0),

𝑑1
𝑑𝑢1
𝑑𝑠1

⃒⃒⃒
𝑠1=𝑙1

− 𝑑2
𝑑𝑢2
𝑑𝑠2

⃒⃒⃒
𝑠2=0

= 0,
𝑑𝑢2
𝑑𝑠2

⃒⃒⃒
𝑠2=𝑙2

= 0.
(3)
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Â 𝐻 îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå [4]

(g,h) =

2∑︁
𝑗=1

𝑑𝑗

𝑙𝑗∫︁
0

𝑔𝑗ℎ𝑗𝑑𝑠, g,h ∈ G. (4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {𝜆𝑘}∞𝑘=1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (2)-(3),
çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ èõ âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé, à ÷åðåç
{𝑣𝑗𝑘}∞𝑘=1 � ñîîòâåòñòâóþùèå èì îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè,
çàäàííûå íà ðåáðàõ 𝐸𝑗 ãðàôà G äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà 𝑝𝑗(𝑠𝑗) ≡ 0. Ñèñòåìà
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé {𝑣𝑗𝑘}∞𝑘=1 îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â 𝐿2(𝐺).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (2), (3) 𝜇𝑘 (𝑘 = 1,∞) âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

𝜇𝑘 =

𝑙𝑚𝑎𝑥∫︁
0

[︁
𝑑1𝜒1(𝑠)

(︁
− 𝑣′′1𝑘(𝑠) + 𝑝1(𝑠)𝑣1𝑘(𝑠)

)︁
𝑣1𝑘(𝑠)+

+𝑑2𝜒2(𝑠)
(︁
− 𝑣′′2𝑘(𝑠) + 𝑝2(𝑠)𝑣2𝑘(𝑠)

)︁
𝑣2𝑘(𝑠)

]︁
𝑑𝑠+ 𝛿𝑘,

(5)

ãäå 𝑙𝑚𝑎𝑥 = max(𝑙1, 𝑙2), 𝜒𝑗(𝑠) =

{︂
1, 𝑠 ∈ [0, 𝑙𝑗 ],
0, 𝑠 > 𝑙𝑗 .

𝑗 = 1, 2.

Èñïîëüçóÿ (4), çàïèøåì (5) â âèäå

𝑙𝑚𝑎𝑥∫︁
0

[︁
𝑑1𝜒1(𝑠)𝑣21𝑘(𝑠)𝑝1(𝑠) + 𝑑2𝜒2(𝑠)𝑣22𝑘(𝑠)𝑝2(𝑠)

]︁
𝑑𝑠 = 𝜇𝑘 − 𝜆𝑘 − 𝛿𝑘, 𝑘 = (1,∞).

Íà îñíîâå ýòèõ óðàâíåíèé ñîñòàâèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà
ïåðâîãî ðîäà

𝐴𝑃 ≡
𝑙𝑚𝑎𝑥∫︁
0

̂︀𝐾(𝑥, 𝑠)𝑃 (𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥), 𝑐 6 𝑥 6 𝑑, (6)

ãäå 𝐴 � îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà,

̂︀𝐾(𝑥𝑘, 𝑠) =
(︁
𝐾1(𝑥𝑘, 𝑠) 𝐾2(𝑥𝑘, 𝑠)

)︁
, 𝑃 (𝑠) =

(︂
𝑃1(𝑠)
𝑃2(𝑠)

)︂
,

𝑓(𝑥𝑘) = 𝜇𝑘 − 𝜆𝑘 − 𝛿𝑘, 𝑥𝑘 ∈ [𝑐, 𝑑].

Ïóñòü ÿäðî ̂︀𝐾(𝑥, 𝑠) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6) íåïðåðûâíî è çàìêíóòî â
Π = [0, 𝑙1] × [0, 𝑙2] × [𝑐, 𝑑], à 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2[𝑐, 𝑑], 𝑃𝑗(𝑠) ∈𝑊 1

2 [0, 𝑙𝑗 ], 𝑗 = 1, 2.
Òî÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 𝑓(𝑥) íåèçâåñòíû, íî èçâåñòíû åå ïðèáëèæåí-

íûå çíà÷åíèÿ ̃︀𝑓(𝑥) òàêèå, ÷òî ||𝑓 − ̃︀𝑓 ||𝐿2[𝑐,𝑑] < 𝛿. Çàäà÷à ðåøåíèÿ èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà (6) ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâ-
ëåííîé. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñãëàæèâàþùèé ôóíêöèîíàë Òèõîíîâà

Φ𝛼[𝑃, ̃︀𝑓 ] = ||𝐴𝑃 − ̃︀𝑓 ||2𝐿2[𝑐,𝑑]
+ 𝛼Ω[𝑃 ]. (7)
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Ýëåìåíò 𝑃𝛼 èùåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ôóíêöèîíàë (7) äîñòèãàåò ìèíè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùàÿ ýêñòðåìàëè ôóíê-
öèîíàëà Φ𝛼[𝑃, ̃︀𝑓 ], èìååò âèä⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝛼[𝑝𝛼1 (𝑡) − 𝑞(𝑝𝛼1 )′′(𝑡)] +
𝑙𝑚𝑎𝑥∫︀
0

[︁
𝑅11(𝑠, 𝑡)𝑝𝛼1 (𝑠) +𝑅21(𝑠, 𝑡)𝑝𝛼2 (𝑠)

]︁
𝑑𝑠 = 𝐹1(𝑡),

𝛼[𝑝2𝛼(𝑡) − 𝑞(𝑝𝛼2 )′′(𝑡)] +
𝑙𝑚𝑎𝑥∫︀
0

[︁
𝑅12(𝑠, 𝑡)𝑝𝛼1 (𝑠) +𝑅22(𝑠, 𝑡)𝑝𝛼2 (𝑠)

]︁
𝑑𝑠 = 𝐹2(𝑡).

Çäåñü

𝑙𝑚𝑎𝑥∫︁
0

[︁
𝑅𝑚𝑛(𝑠, 𝑡)𝑝𝛼𝑚(𝑠)𝑑𝑠 =

𝑙𝑚𝑎𝑥∫︁
0

𝑝𝛼𝑚(𝑠)𝑑𝑠
[︁ ∫︁ 𝑑

𝑐

𝐾𝑚(𝑥, 𝑠)𝐾𝑛(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
]︁
𝑑𝑠,

𝐹𝑚(𝑡) =

∫︁ 𝑑

𝑐

𝐾𝑚(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑥)𝑑𝑥,

𝑚, 𝑛 = 1, 2, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑞 > 0, 𝛼 � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè.
Ïðîâåäåííûå ìíîãî÷èñëåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî âîñ-

ñòàíîâëåíèþ çíà÷åíèé ôóíêöèé 𝑝𝑗(𝑠) â óçëàõ äèñêðåòèçàöèè â îáðàòíîé
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å (2), (3), ïîêàçàëè âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ýôôåê-
òèâíîñòü ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè.
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ФРЕДГОЛЬМОВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С
ЧАСТНЫМИ ИНТЕГРАЛАМИ В 𝐿𝑃

А.С. Калитвин
kalitvinas@mail.ru

УДК 517.968

Важнейшие свойства линейных интегральных уравнений связаны с их
фредгольмовостью. Линейные уравнения второго рода с частными ин-
тегралами не являются фредгольмовыми даже в общем случае непре-
рывных ядер. В связи с этим изучается фредгольмовость линейных
интегральных уравнений с частными интегралами в пространствах
Лебега 𝐿𝑝.

Ключевые слова: операторы и уравнения с частными интегралами,
фредгольмовость, обратимость

The Fredholm property of linear equations with partial
integrals in 𝐿𝑝

The most important properties of linear integral equations are related
to their Fredholm property. Linear equations of the second kind with
partial integrals are not Fredholm even in the general case of continuous
kernels. In this connection, we study the Fredholm property of linear
integral equations with partial integrals in Lebesgue spaces 𝐿𝑝.

Keywords: operators and equations with partial integrals, Fredholm prop-
erty, invertibility

Ê ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ïðèâîäÿòñÿ çàäà÷è
ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, òåîðèè óïðóãèõ îáîëî÷åê, äèôôåðåíöèàëüíûõ è
èíòåãðî - äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è äðó-
ãèå ïðîáëåìû, ïðè÷åì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïîíèìàþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ñìûñ-
ëàõ. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ,
êîòîðûå âûáèðàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ñìûñëà ïîíèìàåìûõ â óðàâíåíèÿõ
ðåøåíèé [1�4].

Â [5] óñëîâèÿ (êðèòåðèè) ôðåäãîëüìîâîñòè ïîëó÷åíû äëÿ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè è ÿäðàìè èç ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ
âåêòîð-ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â 𝐿1, îäíàêî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñîîòâåòñòâó-
þùèå îïåðàòîðû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå 𝐿𝑝. Ïîýòîìó
â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ôðåäãîëüìîâîñòü ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà 𝐿𝑝.

Ïóñòü [𝑎, 𝑏] è [𝑐, 𝑑] � êîíå÷íûå îòðåçêè, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑠 ∈ [𝑐, 𝑑], 𝐷 = [𝑎, 𝑏] ×
[𝑐, 𝑑], ôóíêöèè 𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏), 𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎), 𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎) èçìåðèìû íà 𝐷×[𝑎, 𝑏], 𝐷×[𝑐, 𝑑],
𝐷 ×𝐷 ñîîòâåòñòâåííî.

Калитвин Анатолий Семенович, д.ф.-м.н., профессор, ЛГПУ имени П.П. Семенова-
Тян-Шанского (Липецк, Россия); Anatolij Kalitvin (Lipetsk State Pedagogical P. Semenov-
Tyan-Shansky University, Lipetsk, Russia)
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Â ïðîñòðàíñòâå 𝐿𝑝(𝐷) (1 < 𝑝 < ∞) èçó÷àåòñÿ ôðåäãîëüìîâîñòü ëèíåé-
íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè

𝑥(𝑡, 𝑠)=

𝑏∫︁
𝑎

𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏)𝑥(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏+

𝑑∫︁
𝑐

𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎)𝑥(𝑡, 𝜎)𝑑𝜎+

𝑏∫︁
𝑎

𝑑∫︁
𝑐

𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎)𝑥(𝜏, 𝜎)𝑑𝜏𝑑𝜎+

+𝑓(𝑡, 𝑠). (1)

Ïóñòü 𝑝−1 + 𝑞−1 = 1. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

𝑏∫︁
𝑎

|𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏)|𝑞𝑑𝜏 6 �̃�,
𝑑∫︁
𝑐

|𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎)|𝑞𝑑𝜎 6 �̃�
𝑏∫︁
𝑎

𝑑∫︁
𝑐

|𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎)|𝑞𝑑𝜏𝑑𝜎 6 �̃� , (2)

è äëÿ ëþáîãî 𝜖 > 0 íàéäåòñÿ òàêîå 𝛿 > 0, ÷òî ïðè |𝑡1 − 𝑡2| < 𝛿, |𝑠1 − 𝑠2| < 𝛿

𝑏∫︁
𝑎

|𝑙(𝑡1, 𝑠1, 𝜏) − 𝑙(𝑡2, 𝑠2, 𝜏)|𝑞𝑑𝜏 < 𝜖,

𝑑∫︁
𝑐

|𝑚(𝑡1, 𝑠1, 𝜎) −𝑚(𝑡2, 𝑠2, 𝜎)|𝑞𝑑𝜎 < 𝜖, (3)

𝑏∫︁
𝑎

𝑑∫︁
𝑐

|𝑛(𝑡1, 𝑠1, 𝜏, 𝜎) − 𝑛(𝑡2, 𝑠2, 𝜏, 𝜎)|𝑞𝑑𝜏𝑑𝜎 < 𝜖. (4)

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ëèíåéíûå îïåðàòîðû

(𝐿𝑥)(𝑡, 𝑠) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏)𝑥(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏, (𝑀𝑥)(𝑡, 𝑠) =

𝑑∫︁
𝑐

𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎)𝑥(𝑡, 𝜎)𝑑𝜎,

(𝑁𝑥)(𝑡, 𝑠) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑑∫︁
𝑐

𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎)𝑥(𝜏, 𝜎)𝑑𝜏𝑑𝜎

äåéñòâóþò è íåïðåðûâíû â 𝐿𝑝(𝐷) (1 < 𝑝 <∞) è â 𝐶(𝐷) [3], îïåðàòîð

(𝐿(𝑠)𝑥)(𝑡) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏 (𝑐 6 𝑠 6 𝑑),

âïîëíå íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) â ïðîñòðàíñòâî
𝐶([𝑎, 𝑏]) íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏] ôóíêöèé, îïåðàòîð

(𝑀(𝑡)𝑥)(𝑠) =

𝑑∫︁
𝑐

𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎)𝑥(𝜎)𝑑𝜎 (𝑎 6 𝑡 6 𝑏)

âïîëíå íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç 𝐿𝑝([𝑐, 𝑑]) â ïðîñòðàíñòâî
𝐶([𝑐, 𝑑]) íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [𝑐, 𝑑] ôóíêöèé [6]. Ïðè ýòîì îïåðàòîð-
ôóíêöèè 𝐿(𝑠) è 𝑀(𝑡) íåïðåðûâíû ïî íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç
𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) è 𝐿𝑝([𝑐, 𝑑]) â ïðîñòðàíñòâà 𝐶([𝑎, 𝑏]) è 𝐶([𝑐, 𝑑]) ñîîòâåòñòâåííî [3, 4].
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Â äàëüíåéøåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå 𝑥 = 𝐴𝑥+𝑓 áóäåì íàçûâàòü ôðåäãîëü-
ìîâûì â ðàññìàòðèâàåìîì áàíàõîâîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè
ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝐴 îãðàíè÷åí â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, à îïåðàòîð 𝐼−𝐴, ãäå
𝐼 � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, èìååò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, êîíå÷íûå
ðàçìåðíîñòè ÿäðà è êîÿäðà ñîîòâåòñòâåííî è ðàâíûé íóëþ èíäåêñ.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ëèíåé-
íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ðîäà ñ ãëàäêèìè ÿäðàìè íå ÿâëÿåòñÿ
ôðåäãîëüìîâûì íè â 𝐶(𝐷) è íè â 𝐿𝑝(𝐷) (1 6 𝑝 6∞).

Приме 1. Однородное интегральное уравнение второго рода с частны-
ми интегралами

𝑥(𝑡, 𝑠) =

1∫︁
0

𝑥(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏 +

1∫︁
0

𝑥(𝑡, 𝜎)𝑑𝜎 (5)

не является фредгольмовым ни в пространстве 𝐶(𝐷) и ни в пространстве
𝐿𝑝(𝐷) (1 6 𝑝 6∞), где 𝐷 = [0, 1] × [0, 1].

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ 𝑥(𝑡) ≡ 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé êîì-
ïàêòíîãî â 𝐶([0, 1]) è â 𝐿𝑝([0, 1]) (1 6 𝑝 6∞) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

(�̄�𝑥)(𝑡) =

1∫︁
0

𝑥(𝜏)𝑑𝜏,

ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 1, à ÿäðî ker(�̄�) ýòîãî îïåðàòîðà áåñ-
êîíå÷íîìåðíî. Òîãäà áåñêîíå÷íîìåðíî ÿäðî îïåðàòîðà 𝐼 − �̄�, ñîäåðæàùåå
ìíîæåñòâî 1 ⊗ ker(�̄�), ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (5) íå ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëü-
ìîâûì.

Теорема 1. Если функции 𝑙,𝑚, 𝑛 удовлетворяют условиям (2)–(4), то
в 𝐿𝑝(𝐷) фредгольмовость уравнений (𝐼 − 𝐿)𝑥 = 𝑓 и (𝐼 −𝑀)𝑥 = 𝑓 равно-
сильна их обратимости и обратимости в 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) и в 𝐿𝑝([𝑐, 𝑑]) уравнений
(𝐼 − 𝐿(𝑠))𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡) (𝑠 ∈ [𝑐, 𝑑]) и (𝐼 −𝑀(𝑡))𝑥(𝑠) = 𝑓(𝑠) (𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]) соответ-
ственно, а фредгольмовость в 𝐿𝑝(𝐷) уравнения (1) равносильна обрати-
мости в 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) и в 𝐿𝑝([𝑐, 𝑑]) уравнений (𝐼 − 𝐿(𝑠))𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡) (𝑠 ∈ [𝑐, 𝑑]) и
(𝐼 −𝑀(𝑡))𝑥(𝑠) = 𝑓(𝑠) (𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]).
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Рассматривается определение линейных операторов Вольтерра с мно-
гомерными частными интегралами. Приводятся условия обращения в
нуль спектрального радиуса этих операторов в пространстве непре-
рывных функций и в пространствах 𝐿𝑝.

Ключевые слова: операторы Вольтерра с частными интегралами,
спектральный радиус, свойство Андо

On spectral radius of Volterra operators with multidimensional
partial integrals

The definition of Volterra linear operators with multidimensional partial
integrals is considered. The conditions for the vanishing of the spectral
radius of these operators in the space of continuous functions and in the
spaces 𝐿𝑝 are given.

Keywords: Volterra operators with partial integrals, spectral radius, Ando
property

Ïóñòü 𝑇 è 𝑆 � êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé ëåáåãîâîé ìåðû
â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, 𝐷 = 𝑇 × 𝑆, 𝐶(𝐷) � ïðîñòðàíñòâî íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé íà 𝐷, 𝐿,𝑀,𝑁,𝐾� îïåðàòîðû

(𝐿𝑥)(𝑡, 𝑠) =

∫︁
𝑇

𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏)𝑥(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏, (𝑀𝑥)(𝑡, 𝑠) =

∫︁
𝑆

𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎)𝑥(𝑡, 𝜎)𝑑𝜎,

(𝑁𝑥)(𝑡, 𝑠) =

∫︁∫︁
𝐷

𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎)𝑥(𝜏, 𝜎)𝑑𝜏𝑑𝜎, 𝐾 = 𝐿+𝑀 +𝑁,

ãäå 𝑙,𝑚, 𝑛 � çàäàííûå èçìåðèìûå íà 𝐷 × 𝑇 , 𝐷 × 𝑆, 𝐷 ×𝐷 äåéñòâèòåëüíûå
ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî.

Ôóíêöèè 𝑙,𝑚, 𝑛 íàçîâåì ÿäðàìè Âîëüòåððà, åñëè â 𝑇 è 𝑆 çàäàíû ñåìåé-
ñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ {𝑇 (𝑡) : 𝑡 ∈ 𝑇} è {𝑆(𝑠) : 𝑠 ∈ 𝑆}, ïðè÷åì 𝑡 ∈ 𝑇 (𝑡),
𝑠 ∈ 𝑆(𝑠), ïðè 𝑡 ∈ 𝑇 (𝑡) 𝑇 (𝑡) ⊂ 𝑇 (𝑡), ïðè 𝑠 ∈ 𝑆(𝑠) 𝑆(𝑠) ⊂ 𝑆(𝑠) è âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

à) äëÿ êàæäîãî 𝛿 > 0 ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ìíîæåñòâà 𝑇 (𝛿) =
{𝑡1, · · · , 𝑡𝑝}, 𝑆(𝛿) = {𝑠1, · · · , 𝑠𝑞} òàêèå, ÷òî 𝑚𝑒𝑠(𝑇 (𝑡𝑖−1)∆𝑇 (𝑡𝑖)) < 𝛿 (𝑖 =
1, · · · , 𝑝), 𝑇 (0) = ∅, ∪𝑝𝑖=1𝑇 (𝑡𝑖) = 𝑇 ; 𝑚𝑒𝑠(𝑆(𝑠𝑗−1)∆𝑆(𝑠𝑗)) < 𝛿 (𝑗 = 1, · · · , 𝑞),
𝑆(0) = ∅, ∪𝑞𝑗=1𝑆(𝑠𝑗) = 𝑆, ãäå ∆ îáîçíà÷àåò ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü ìíî-
æåñòâ;

Калитвин Владимир Анатольевич, к.ф.-м.н., доцент, ЛГПУ имени П.П. Семенова-
Тян-Шанского (Липецк, Россия); Vladimir Kalitvin (Lipetsk State Pedagogical P. Semenov-
Tyan-Shansky University, Lipetsk, Russia)
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á) 𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏) = 0 ïðè 𝜏 /∈ 𝑇 (𝑡), 𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎) = 0 ïðè 𝜎 /∈ 𝑆(𝑠), 𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎) = 0
ïðè 𝜏 /∈ 𝑇 (𝑡) èëè 𝜎 /∈ 𝑆(𝑠).

Ïðèìåðû ÿäåð Âîëüòåððà ïðèâåäåíû â [1].
×åðåç 𝑟(𝐾), 𝑟(𝐿), 𝑟(𝑀), 𝑟(𝑁) îáîçíà÷èì ñïåêòðàëüíûå ðàäèóñû îïåðàòî-

ðîâ 𝐾,𝐿,𝑀,𝑁 .

Теорема 1. Если операторы 𝐿,𝑀,𝑁 с ограниченными ядрами Воль-
терра действуют в 𝐶(𝐷), то 𝑟(𝐾) = 𝑟(𝐿) = 𝑟(𝑀) = 𝑟(𝑁)= 0.

Ïóñòü 𝐶(𝐿1(Ω)) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ïî (𝑡, 𝑠) ∈ 𝐷 âåêòîð-
ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â 𝐿1(Ω) è

𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎) = �̄�(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎)𝜒𝑇 (𝑡)(𝜏), 𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎) = �̄�(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎)𝜒𝑆(𝑠)(𝜎),

𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏) = �̄�(𝑡, 𝑠, 𝜏)𝜒𝑇 (𝑡)(𝜏),𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎) = �̄�(𝑡, 𝑠, 𝜎)𝜒𝑆(𝑠)(𝜎), (1)

ãäå ÷åðåç 𝜒𝑇 (𝑡)(𝜏) è 𝜒𝑆(𝑠)(𝜎) îáîçíà÷åíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ìíî-
æåñòâ 𝑇 (𝑡) è 𝑆(𝑠) ñîîòâåòñòâåííî.

Теорема 2. Если �̄�(𝑡, 𝑠, 𝜏) ∈ 𝐶(𝐿1(𝑇 )), �̄�(𝑡, 𝑠, 𝜎) ∈ 𝐶(𝐿1(𝑆)), �̄�(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎) ∈
𝐶(𝐿1(𝐷)), 𝐿,𝑀,𝑁 — операторы с ядрами Вольтерра (1) и 𝐾 = 𝐿+𝑀 +𝑁 ,
то в 𝐶(𝐷) 𝑟(𝐾) = 𝑟(𝐿) = 𝑟(𝑀) = 𝑟(𝑁) = 0.

Ïóñòü 𝑢 = 𝑚𝑒𝑠 𝑇1+𝑚𝑒𝑠 𝑆1, ãäå 𝑇1 ⊂ 𝑇 è 𝑆1 ⊂ 𝑆 �èçìåðèìûå ìíîæåñòâà,
è 𝛿(𝐴) = lim𝑢→0‖𝑃𝐷1

𝐴𝑃𝐷1
‖, ãäå îïåðàòîð 𝐴 ∈ {𝐾,𝐿,𝑀,𝑁}, 𝑃𝐷1

� îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ 𝜒𝐷1

ìíîæåñòâà 𝐷1 = 𝑇1 ×𝑆1,
à íîðìà îïåðàòîðà 𝑃𝐷1𝐴𝑃𝐷1 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íîðìà ýòîãî îïåðàòîðà,
äåéñòâóþùåãî â 𝐿𝑝(𝐷) (1 6 𝑝 6∞). Åñëè 𝛿(𝐴) = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð
𝐴 îáëàäàåò ñâîéñòâîì Àíäî.

Ñâîéñòâî Àíäî âûïîëíåíî äëÿ îïåðàòîðà 𝐾, åñëè îíî âûïîëíåíî äëÿ
îïåðàòîðîâ 𝐿,𝑀,𝑁 . ×åðåç ]𝐾[, ]𝐿[, ]𝑀 [, ]𝑁 [ îáîçíà÷èì îïåðàòîðû ñ ÿäðàìè
|𝑙|, |𝑚|, |𝑛|. Åñëè ìåðû íà ìíîæåñòâàõ 𝑇 è 𝑆 íå ñîäåðæàò àòîìû, òî äåéñòâó-
þùèé â 𝐿𝑝(𝐷) (1 6 𝑝 6 ∞) îïåðàòîð ]𝐾[ îáëàäàåò ñâîéñòâîì Àíäî òî÷íî
òîãäà, êîãäà ñâîéñòâîì Àíäî îáëàäàþò îïåðàòîðû ]𝐿[, ]𝑀 [, ]𝑁 [, ïðè÷åì èç
ñâîéñòâà Àíäî äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ âûòåêàåò ñâîéñòâî Àíäî äëÿ îïåðàòî-
ðîâ 𝐾,𝐿,𝑀,𝑁 . Åñëè ÿäðà äåéñòâóþùèõ â 𝐿𝑝(𝐷) (1 6 𝑝 6 ∞) îïåðàòîðîâ
𝐿,𝑀,𝑁 îãðàíè÷åíû, òî îïåðàòîðû ]𝐾[, ]𝐿[, ]𝑀 [, ]𝑁 [ îáëàäàþò ñâîéñòâîì Àí-
äî. Äðóãèå óñëîâèÿ, èç êîòîðûõ ñëåäóåò ñâîéñòâî Àíäî, ïðèâåäåíû â [2].

Òàê êàê 𝑟(𝐴) 6 𝛿(𝐴) [2], òî ðàâåíñòâî íóëþ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà
îïåðàòîðîâ Âîëüòåððà ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè â ïðîñòðàíñòâàõ 𝐿𝑝(𝐷)
(1 6 𝑝 6∞) âûòåêàåò èç ñâîéñòâà Àíäî äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ.

Теорема 3. Если оператор Вольтерра 𝐴 ∈ {𝐾,𝐿,𝑀,𝑁} действует в
𝐿𝑝(𝐷) (1 6 𝑝 6∞) и обладает свойством Андо, то 𝑟(𝐴) = 0.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ê ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì Âîëüòåððà ñ ÷àñò-
íûìè èíòåãðàëàìè ïðèâîäÿòñÿ çàäà÷è òåîðèè óïðóãèõ îáîëî÷åê, äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè [2�4]. Óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðîâ
Âîëüòåððà ñ îäíîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ïðèâåäåíû â [1, 2, 5], à
îïåðàòîðîâ Âîëüòåððà ñ ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè � â [1].
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Рассматривается интегральный оператор вольтеррового вида. Полу-
чены критерии его ограниченности из весового пространства Соболе-
ва в весовое пространство Лебега. При этом предполагается, что ядро
оператора неотрицательное и удовлетворяет условию 𝑄𝑛, 𝑛 > 0.
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Boundedness of one class of integral operators from a weighted
Sobolev space into a weighted Lebesgue space

A Volterra type integral operator is considered. Criteria of its bound-
edness from a weighted Sobolev space to a weighted Lebesgue space are
obtained. In addition, it is assumed that the kernel of the operator is
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Ïóñòü 𝐼 = (𝑎, 𝑏), −∞ 6 𝑎 < 𝑏 6 ∞. Ïóñòü 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞, 1
𝑝 + 1

𝑝′ = 1.
Ïóñòü 𝜐, 𝜌, 𝑢 è 𝜔 íåîòðèöàòåëüíûå íà 𝐼 ôóíêöèè òàêèå, ÷òî 𝜐𝑝, 𝜌𝑝, 𝜔𝑝,𝑢𝑟,
𝜌−𝑝

′
, 𝜔−𝑞′ ëîêàëüíî ñóììèðóåìû íà 𝐼.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑊 1

𝑝 (𝑢, 𝜐) ≡𝑊 1
𝑝 (𝑢, 𝜐, 𝐼) ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëîêàëüíî àá-

ñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà 𝐼 ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íî íîðìà

‖𝑓‖𝑊 1
𝑝

= ‖𝜌𝑓 ′‖𝑝 + ‖𝜐𝑓‖𝑝,

ãäå ‖ · ‖𝑝 - îáû÷íàÿ íîðìà ïðîñòðàíñòâà 𝐿𝑝(𝐼).

×åðåç 𝑊 1
∘

𝑝(𝜌, 𝜐) ≡ 𝑊 1
∘

𝑝(𝜌, 𝜐, 𝐼) îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ìíîæåñòâà 𝐴𝐶
∘

(𝐼) ∩
𝑊 1
𝑝 (𝜌, 𝜐) ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà 𝑊 1

𝑝 (𝜌, 𝜐).

Ïóñòü 𝐿𝑝,𝜐 ≡ 𝐿𝑝(𝜐, 𝐼) ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ íà 𝐼 ôóíêöèé ñ
êîíå÷íîé íîðìîé ‖𝑓‖𝑝,𝜐 ≡ ‖𝜐𝑓‖𝑝.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííîñòü èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

𝒦+𝑓(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑎

𝐾(𝑥, 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠, 𝑥 ∈ 𝐼, (1)

èç 𝑊 1
∘

𝑝(𝜌, 𝜐) â 𝐿𝑞,(𝜔, 𝐼), ò.å. âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

‖𝜔𝒦+𝑓‖𝑞 6 𝐶(‖𝜌𝑓 ′‖𝑝 + ‖𝜐𝑓‖𝑝), 𝑓 ∈𝑊 1
∘

𝑝(𝜌, 𝜐). (2)

Теорема 1. Пусть 1 < 𝑝 6 𝑞 <∞ и ядро оператора (1) принадлежит
классу 𝒪−

𝑛 (Ω), 𝑛 > 0. Тогда для оператора (1) неравенство (2) выполнено
тогда и только тогда, когда max{𝐹+

𝑖 , 𝐺
+
𝑗 } < ∞ хотя бы при одной паре

(𝑖, 𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, 2; при этом для наилучшей постоянной 𝐶 > 0 в (2) имеет
место соотношение 𝐶 ≈ max{𝐹+

𝑖 , 𝐺
+
𝑗 }, 𝑖, 𝑗 = 1, 2. Здесь 𝐹+

𝑖 = sup
𝑧∈𝐼

𝐹+
𝑖 (𝑧),

𝐺+
𝑗 = sup

𝑧∈𝐼
𝐺+
𝑗 (𝑧),

𝐹+
1 (𝑧) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜇−(𝑧)∫︁
𝑎

𝜌−𝑝
′
(𝑥)

⎛⎜⎝ 𝑏∫︁
𝑧

⎛⎜⎝ 𝜙+(𝑥)∫︁
𝜙−(𝑥)

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠

⎞⎟⎠
𝑞

𝜔𝑞(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑝′
𝑞

𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎟⎠
1
𝑝′

,

𝐹+
2 (𝑧) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑏∫︁
𝑧

𝜔𝑞(𝑡)

⎛⎜⎜⎝
𝜇−(𝑧)∫︁
𝑎

⎛⎜⎝ 𝜙+(𝑥)∫︁
𝜙−(𝑥)

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠

⎞⎟⎠
𝑝′

𝜌−𝑝
′
(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎠
𝑞
𝑝′

𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠
1
𝑞

,

𝐺+
1 (𝑧) = sup

𝑦∈Δ+
𝜇 (𝑧)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜇+(𝑦)∫︁
𝜇−(𝑧)

𝜌−𝑝
′
(𝑥)

⎛⎜⎝ 𝑧∫︁
𝑦

⎛⎜⎝ 𝑡∫︁
𝜙−(𝑥)

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠

⎞⎟⎠
𝑞

𝜔𝑞(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑝′
𝑞

𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎟⎠
1
𝑝′

,



78 “Современные проблемы математики и механики”

𝐺+
2 (𝑧) = sup

𝑦∈Δ+
𝜇 (𝑧)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑧∫︁
𝑦

𝜔𝑞(𝑡)

⎛⎜⎜⎝
𝜇+(𝑦)∫︁
𝜇−(𝑧)

⎛⎜⎝ 𝑡∫︁
𝜙−(𝑥)

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠

⎞⎟⎠
𝑝′

𝜌−𝑝
′
(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎠
𝑞
𝑝′

𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠
1
𝑞

,

∆+
𝜇 (𝑧) = [𝜙−(𝜇−(𝑧)), 𝑧].
Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè 𝜙±, 𝜇± è ìíîæåñòâà 𝒪−

𝑛 (Ω) ìîæíî íàéòè â [1].
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ИЗМЕНЕНИЕ КОНЕЧНОЙ ЧАСТИ СПЕКТРА ОПЕРАТОРА
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С помощью дельта-образных возмущений в работе удается изменить
начальную конечную часть спектра оператора Лапласа. В данной ра-
боте показано, что возмущение с точечным носителем можно выбрать
так, чтобы изменилось только конечное число собственных значений
исходного оператора

Ключевые слова: оператор Лапласа, задача Дирихле, максимальный
оператор, дельта-образное возмущение, резольвента, спектр операто-
ра

Change of the finite part of the spectrum of the Laplace
operator due to delta-shaped perturbations

Using delta-shaped perturbations in the work it is possible to change the
initial final part of the spectrum of the original operator. This paper
shows that a point-supported perturbation can be chosen so that only a
finite number of eigenvalues of the original operator changed.

Keywords: Laplace operator, Dirichlet problem, maximal operator, delta-
shaped perturbation, resolvent, spectrum of the operator
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Â 1986 ãîäó Â.À. Ñàäîâíè÷èé è Â.À. Ëþáèøêèí [1] èññëåäîâàëè ïîâåäå-
íèå ðåçîëüâåíò êîíå÷íîìåðíîãî âîçìóùåíèÿ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ â çàâè-
ñèìîñòè îò óñëîâèé íàëàãàåìûõ íà âîçìóùåíèÿ. Ïðè ýòîì èõ êîíå÷íîìåð-
íûå âîçìóùåíèÿ ïîçâîëÿþò ëèáî îñëàáëÿòü, ëèáî ïîëó÷àòü íîâûå óñëîâèÿ,
íàëàãàåìûå íà âîçìóùåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå â îòëè÷èå îò óêàçàííîé ðà-
áîòû Â.À. Ñàäîâíè÷åãî è Â.À. Ëþáèøêèíà, êîíå÷íîìåðíîìó âîçìóùåíèþ
ïîäâåðãàåòñÿ íå èñõîäíûé äèñêðåòíûé îïåðàòîð, à îáðàòíûé ê íåìó îïå-
ðàòîð. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü òàêèå âîçìó-
ùåíèÿ, êàê äåëüòîîáðàçíûå âîçìóùåíèÿ èñõîäíîãî îïåðàòîðà. Ñ ïîìîùüþ
äåëüòà-îáðàçíûõ âîçìóùåíèé â ðàáîòå óäàåòñÿ èçìåíèòü íà÷àëüíóþ êîíå÷-
íóþ ÷àñòü ñïåêòðà èñõîäíîãî îïåðàòîðà. Ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû ïî âîçìóùå-
íèþ êîíå÷íîé ÷àñòè ñïåêòðà îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ èññëåäîâàíû â
ðàáîòàõ H. Hochstadt.

Ïóñòü 𝑑− íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Â ïðîñòðàíñòâå R𝑑 âîçüìåì îäíîñâÿçíóþ
îáëàñòü Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé 𝜕Ω. Ïóñòü 𝑞0 ∈ 𝐿1(Ω). Çàïèøåì íåîäíîðîäíîå
óðàâíåíèå

−∆𝑢(𝑥) + 𝑞0(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω (1)

ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå
𝑢|𝜕Ω = 0. (2)

Îïåðàòîð ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å Äèðèõëå (1)-(2) â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(Ω)
îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐵0. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîòåíöèàë 𝑞0 âûáðàí òàê, ÷òî ñóùåñòâóåò

𝐵−1
0 𝑓(𝑥) =

∫︁
Ω

𝐺(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡. (3)

ßäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (3) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà êðàåâîé çà-
äà÷è Äèðèõëå (1)-(2). Êîãäà 𝑞0(𝑥) = 𝑞0(𝑥) îïåðàòîð 𝐵0 = 𝐵*

0 è ïîýòîìó
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) 𝐺(𝑥, 𝑡) = 𝐺(𝑡, 𝑥), 𝑥, 𝑡 ∈ Ω;
2) Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

𝜇1 6 𝜇2 6 𝜇3 6 . . . ;

3) Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé {𝑤𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 îïåðàòîðà 𝐵0 îáðàçóåò
îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 𝐿2(Ω).

Â äàííîé ðàáîòå ïîòåíöèàë 𝑞0(𝑥) çàìåíèì íà äðóãîé ïîòåíöèàë 𝑞(𝑥) =
𝑞0(𝑥)+𝑝(𝑥) è ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐵𝑝. Îñíîâíîé ðå-
çóëüòàò ðàáîòû - ñóùåñòâóþò ôóíêöèé 𝑝(𝑥) ñ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑝) = 𝑥0, ãäå 𝑥0 ∈ 𝑖𝑛𝑡Ω,
äëÿ êîòîðûõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ 𝐵0 è 𝐵𝑝 ñîâïàäàþò. Èçâåñò-
íî, ÷òî ïðè 𝑑 = 1, Ω = (0, 1) ñïåêòð îïåðàòîðà 𝐵0 íå èçìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå
ïîòåíöèàëà 𝑞(𝑥) íà 𝑞(1 − 𝑥). Â îòëè÷èå îò óêàçàííîãî ñëó÷àÿ, â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå âîçìóùåíèå 𝑝(𝑥) èìååò òî÷å÷íûé íîñèòåëü. Çäåñü ñîõðàíåíèå
ñïåêòðà îïåðàòîðà 𝐵0 âûïîëíÿåòñÿ íå çà ñ÷åò ñèììåòðèè, à çà ñ÷åò äðóãèõ
ìåõàíèçìîâ. Óòâåðæäåíèÿ î ñîõðàíåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè 𝑑 = 1
â ñëó÷àå ìíîãîòî÷å÷íûõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [2]. Â ðàáîòàõ [3-5]
èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü êîíå÷íîìåðíîãî âîçìóùåíèÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà.
Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî âîçìóùåíèå 𝑝(𝑥) ñ òî÷å÷íûì âîçìóùåíèåì
ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû èçìåíèëîñü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ
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çíà÷åíèé îïåðàòîðà 𝐵0. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ [3-5] ðàññìàòðèâàëèñü òîëü-
êî ðåãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ ïîòåíöèàëà. Â ïðåäëàãàåìîì ñëó÷àå âîçìóùåíèå
𝑝(𝑥) ïðåäñòàâëÿåò äåëüòà-îáðàçíóþ ôóíêöèþ. Â 80-å ãîäû íà ñåìèíàðå Â.À.
Ñàäîâíè÷åãî ðåçóëüòàòû H. Hochstadt óñèëåííî îáñóæäàëèñü ñ òåì, ÷òîáû
ïåðåíåñòè åãî ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé îäíîìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ ñ íåðàñïàäàþùèìèñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïðåäñòàâëåííûå â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïåðåíîñ íåêî-
òîðûõ ðåçóëüòàòîâ H. Hochstadt íà îïåðàòîðû ñ óñëîâèÿìè âî âíóòðåííåé
òî÷êå. Ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû ïðè âñåõ 𝑑 > 1. Â
òî æå âðåìÿ ðàáîòû [3-5] ïîñâÿùåíû ñëó÷àþ 𝑑 = 1.
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Доклад посвящен способу нахождения главного члена асимптотики
решений некоторых линейных дифференциальных уравнений, когда
независимая переменная 𝑥 бесконечно большая, т.е. при 𝑥 → +∞.
При этом предполагается, что коэффициенты исходного уравнения
являются суммами некоторых чисел и производных первого порядка
в смысле теории распределений от некоторых функций, убывающих
на бесконечности в интегральном смысле.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения с коэффициентами –
распределениями, квазипроизводные, асимптотика решений диффе-
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Asymptotics of solutions to linear differential equations with
distribution coefficients

The report is devoted to the method of finding the principal term of the
asymptotics of solutions to some linear differential equations, when the
independent variable 𝑥 is infinitely large, that is, with 𝑥 → +∞. In this
case, it is assumed that the coefficients of the original equation are sums
of some numbers and first-order derivatives in the sense of the theory
of distributions of certain functions decreasing at infinity in the integral
sense.

Keywords: differential equations with distribution coefficients, quasi-
derivatives, asymptotics of solutions to differential equations

Ïóñòü 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 è 𝜆 � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 � êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûå èçìåðèìûå íà 𝑅+(:= [0,+∞)) ôóíêöèè, òàêèå, ÷òî

|𝑝1| + (1 + |𝑝2 − 𝑝1|)
𝑛∑︁
𝑗=2

|𝑝𝑗 | ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝑅+).

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåíà êîíñòðóêöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ïðè âûïîëíå-
íèè ýòîãî óñëîâèÿ îïðåäåëèòü, â êàêîì ñìûñëå ñëåäóåò ïîíèìàòü óðàâíåíèå
âèäà

𝑦(𝑛) + (𝑎1 + 𝑝1(𝑥))𝑦(𝑛−1) + (𝑎2 + 𝑝′2(𝑥))𝑦(𝑛−2) + . . .+ (𝑎𝑛 + 𝑝′𝑛(𝑥))𝑦 = 𝜆𝑦,

ãäå âñå ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé. Èñïîëü-
çóÿ ýòó êîíñòðóêöèþ, óñòàíîâëåíî, ÷òî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ïðè
𝑥 → +∞ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ è èõ ïðîèç-
âîäíûõ îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, ïî êîðíÿì ìíîãî÷ëåíà

𝑄(𝑧) = 𝑧𝑛 + 𝑎1𝑧
𝑛−1 + 𝑎2𝑧

𝑛−2 + . . .+ 𝑎𝑛 − 𝜆,

åñëè ôóíêöèè 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì èíòå-
ãðàëüíîãî óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â äîêëàäå áîëåå ïîäðîáíî áóäåò ðàññìàòðåí ñëó÷àé, êîãäà 𝑎1 = 𝑎2 =
. . . = 𝑎𝑛 = 𝜆 = 0, à èìåííî, áóäåò èçëîæåíî äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé
òåîðåìû:

Теорема 1. Рассмотрим уравнение

𝑦(𝑛) + 𝑝1(𝑥)𝑦(𝑛−1) + 𝑝′2(𝑥)𝑦(𝑛−2) + . . .+ 𝑝′𝑛(𝑥)𝑦 = 0.

Пусть функции 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 такие, что

|𝑝1| + (1 + 𝑥|𝑝2 − 𝑝1|)
𝑛∑︁
𝑗=2

𝑥𝑗−2|𝑝𝑗 | ∈ 𝐿1(𝑅+).

Тогда это уравнение имеет фундаментальную систему решений {𝑦𝑗},
𝑗 = 1, 2, . . . 𝑛, такую, что при 𝑥→ +∞ справедливы равенства

𝑦
[𝑠]
𝑗 (𝑥) =

⎧⎨⎩
𝑥𝑗−1−𝑠

(𝑗 − 1 − 𝑠)!
(1 + 𝑜(1)), åñëè 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑗 − 1,

𝑥𝑗−1−𝑠 𝑜(1), åñëè 𝑠 = 𝑗, 𝑗 + 1, . . . , 𝑛− 1.
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О БАЗИСНОСТИ СИСТЕМЫ КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ
ЗАДАЧИ С НАКЛОННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ
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Исследуется спектральная задача с наклонной производной для опе-
ратора Лапласа в круге 𝐷. Установлены асимптотические свойства
собственных значений и доказано свойство базисности со скобками
в 𝐿2(𝐷) системы корневых функций отмеченной задачи.

Ключевые слова: задача с наклонной производной, оператор Лапласа,
собственные значения, корневые функции, базис Рисса, базис со скоб-
ками

The basis property of the root system functions of oblique
derivative problem for the Laplace operator

We investigate a spectral problem with an oblique derivative for the
Laplace operator in a disc 𝐷. The asymptotic properties of the eigen-
values and the basis property with brackets in 𝐿2(𝐷) of the system of root
functions are established.

Keywords: oblique derivative problem, Laplace operator, eigenvalues, root
functions, Riesz basis, basis with brackets

Ñâîéñòâî ïîëíîòû ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòî-
ðîâ ñ óñëîâèåì ðàâåíñòâà íóëþ íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöå îáëàñòè
èçó÷àëîñü â [1, 2]. Âîïðîñ î áàçèñíîñòè òàêèõ ñèñòåì äîëãîå âðåìÿ îñòàâàë-
ñÿ îòêðûòûì. Â 1994 ãîäó âûøëà ñòàòüÿ [3], ãäå áûëî äîêàçàíî îòñóòñòâèå
ñâîéñòâà áàçèñíîñòè â 𝐿𝑝(𝐷) (ïðè ëþáîì 1 < 𝑝 <∞) ó ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ
è ïðèñîåäèí¼ííûõ ôóíêöèé çàäà÷è ñ íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé äëÿ îïåðàòîðà
Ëàïëàñà â êðóãå 𝐷. Ðàçâèâàÿ ðåçóëüòàòû [3], ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ñèñòåìà
êîðíåâûõ ôóíêöèé ýòîé çàäà÷è îáðàçóåò áàçèñ ñî ñêîáêàìè â 𝐿2(𝐷).

Работа выполнена при частичной поддержке программы повышения конкурентоспо-
собности НИЯУМИФИ (проект № 02.а03.21.0005 от 27.08.2013). Второй автор поддержан
РФФИ (проект № 18-01-00236).
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Â åäèíè÷íîì êðóãå 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 < 1} ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåê-
òðàëüíàÿ çàäà÷à

∆𝑤 + 𝜇2 𝑤 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,
𝜕𝑤

𝜕𝑙
= 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝐷, (1)

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, 𝜇2 ∈ C � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, 𝑙 � íàïðàâ-
ëåíèå, ñîñòàâëÿþùåå ïîñòîÿííûé óãîë 𝛼 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2) ñ âíåøíåé íîðìàëüþ
ê 𝜕𝐷. Êàê ïîêàçàíî â [3] (ñì. òàêæå [4]), âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 𝜆 = 𝜇2

ýòîé çàäà÷è îïèñûâàþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèé

𝜇𝐽 ′
𝑛(𝜇) cos𝛼+ 𝑖 𝑛 𝐽𝑛(𝜇) sin𝛼 = 0, 𝑛 ∈ Z, (2)

ñ ôóíêöèåé Áåññåëÿ 𝐽𝑛(𝜇) êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé 𝜇. Èç [1] ñëåäóåò, ÷òî
ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1) ïîëíà â 𝐿2(𝐷). Ñîãëàñíî [3] ïðèñî-
åäèí¼ííûõ ôóíêöèé ó çàäà÷è íåò, âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äàþòñÿ ôîð-
ìóëàìè

𝑢𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼) = 𝑒𝑖𝑛𝜙 𝐽𝑛(𝜇𝑛, 𝑘(𝛼) 𝑟), 𝑛 ∈ Z, 𝑘 ∈ N, (3)

à áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä (÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå
ñîïðÿæåíèå)

𝑣𝑚, 𝑗(𝑟, 𝜙;𝛼) = 𝑒𝑖𝑚𝜙 𝐽𝑚(𝜇𝑚, 𝑗(𝛼) 𝑟), 𝑚 ∈ Z, 𝑗 ∈ N. (4)

Çäåñü 𝜇𝑛, 𝑘(𝛼) � êîðíè óðàâíåíèÿ (2), âûäåëåííûå óñëîâèåì Re𝜇 > 0 è çà-
íóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìîäóëÿ. Êîðåíü 𝜇 = 0 ó÷èòûâàåòñÿ
òîëüêî äëÿ 𝑛 = 0, ò. å. 𝜇0, 1 = 0, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ òàêèõ êîðíåé âûïîë-
íåíî Re𝜇𝑛, 𝑘(𝛼) > 0. Êàê â [3], ïîñëå íîðìèðîâêè ñèñòåì (3) è (4) ïîëó÷èì

̂︀𝑢𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼) = 𝑢𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼)/𝐼𝑛, 𝑘, ̂︀𝑣𝑚, 𝑗(𝑟, 𝜙;𝛼) = 𝑣𝑚, 𝑗(𝑟, 𝜙;𝛼)/ 𝐼𝑚, 𝑗 , (5)

ãäå

𝐼𝑛, 𝑘 =
√
𝜋 𝐽𝑛(𝜇𝑛, 𝑘(𝛼))

√︁
1 − 𝑛2 𝜇−2

𝑛, 𝑘(𝛼) cos−2 𝛼, 𝐼0, 1 =
√
𝜋, (6)

à {̂︀𝑢𝑛, 𝑘} è {̂︀𝑣𝑚, 𝑗} ñ èíäåêñàìè 𝑛,𝑚 ∈ Z; 𝑘, 𝑗 ∈ N, åñòü áèîðòîíîðìèðîâàííàÿ
ïàðà â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(𝐷) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(𝑢, 𝑣) =

2𝜋∫︁
0

1∫︁
0

𝑟 𝑢(𝑟, 𝜙) 𝑣(𝑟, 𝜙) 𝑑𝑟 𝑑𝜙 (7)

è íîðìîé ‖𝑢‖ =
√︀

(𝑢, 𝑢). Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (3) ïîëíà è ìèíèìàëüíà
â 𝐿2(𝐷), íî íå îáðàçóåò áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
óñòàíîâëåíà áàçèñíîñòü ñî ñêîáêàìè ñèñòåìû (3) â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(𝐷).

Ïóñòü 𝐻 = 𝐿2(𝐷) � îñíîâíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (7). Äëÿ êàæäîãî 𝑛 ∈ Z ïîëîæèì

𝐻𝑛 =
{︀
𝑢 ∈ 𝐿2(𝐷) | 𝑢(𝑟, 𝜙) = 𝑒𝑖𝑛𝜙 𝑈(𝑟), 𝑈 ∈ 𝐿2,𝑟(0, 1)

}︀
,

ãäå 𝐿2,𝑟(0, 1) îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì (𝑓, 𝑔)0 =
1∫︀
0

𝑟𝑓(𝑟) 𝑔(𝑟) 𝑑𝑟.
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ßñíî, ÷òî {𝐻𝑛}𝑛∈Z � ýòî ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ 𝐻,
ïðè÷¼ì 𝐻 =

∑︁
𝑛∈Z

𝐻𝑛. Ñèñòåìà {𝐻𝑛}𝑛∈Z îáðàçóåò áàçèñ èç ïîäïðîñòðàíñòâ

ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà𝐻 (ñì. [5]), íî â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîé ñèòóàöèè
â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè (ñì., íàïðèìåð, [6, 7]), çäåñü dim𝐻𝑛 = ∞.

Теорема 1. Пусть значения 𝑛 ∈ Z и 𝛼 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2) выбраны произ-
вольно и фиксированы. Система{︀̂︀𝑢𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼)

}︀
𝑘∈N

является базисом Рисса подпространства 𝐻𝑛 пространства 𝐻 = 𝐿2(𝐷).

Теорема 2. При любом значении 𝛼 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2) система функций{︀̂︀𝑢𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼) | 𝑛 ∈ Z, 𝑘 ∈ N
}︀

=
⋃︁
𝑛∈Z

{︀̂︀𝑢𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼)
}︀
𝑘∈N ,

определенных в (5), образует базис со скобками пространства 𝐻 = 𝐿2(𝐷).
Именно, всякий элемент 𝑢 ∈ 𝐻 раскладывается и притом единственным
образом в ряд

𝑢 =
∑︁
𝑛∈Z

𝑢𝑛 =
∑︁
𝑛∈Z

(︂ ∞∑︁
𝑘=1

𝐶𝑛, 𝑘 ̂︀𝑢𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼)

)︂
. (8)

Здесь 𝑢𝑛 ∈ 𝐻𝑛, и все ряды сходятся в 𝐻. Коэффициенты разложения (8)
даются формулами

𝐶𝑛, 𝑘 = 𝐼−1
𝑛, 𝑘

2𝜋∫︁
0

1∫︁
0

𝑟 𝑢(𝑟, 𝜙) 𝑣𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼) 𝑑𝑟 𝑑𝜙 ,

где функции 𝑣𝑛, 𝑘 и числа 𝐼𝑛, 𝑘 заданы в (4) и (6) соответственно.

Âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè èãðàþò ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ
𝐽 ′
𝑛(𝑧) = 0. Óïîðÿäî÷èì èõ ïî âîçðàñòàíèþ, îáîçíà÷èì 𝑗′𝑛, 𝑘 è ïîëó÷èì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü 0 < 𝑗′𝑛, 1 < 𝑗′𝑛, 2 < . . . < 𝑗′𝑛, 𝑘 < . . . .

Теорема 3. Пусть значения 𝑛 ∈ N и 𝛼 ∈ [0, 𝜋/2) фиксированы. Для
корней 𝜇𝑛, 𝑘(𝛼) уравнения (2) при 𝑘 → ∞ справедлива асимптотическая
формула

𝜇𝑛, 𝑘(𝛼) = 𝑗′𝑛, 𝑘 +
𝑖𝑛 tg𝛼

𝑗′𝑛, 𝑘
+
𝑛2 tg2 𝛼

2𝑗′3𝑛, 𝑘
+
𝑖𝑛3 tg𝛼(3 + tg2 𝛼)

3𝑗′3𝑛, 𝑘
+ O

(︁ 1

𝑗′5𝑛, 𝑘

)︁
.

Êðàòêîå èçëîæåíèå ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñì. â [8].
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Рассматривается самосопряженный оператор L, ассоциированный с
замыканием в гильбертовом пространстве 𝐿2,𝑤 квадратичной формы

𝑎𝑚[𝑢, 𝑓 ] =
∫︀
Ω

(︁∑︀
|𝛼|=𝑚 𝜌

2(𝑥)𝐷𝛼𝑢𝐷𝛼𝑓+𝜐2
𝑚(𝑥)𝑢𝑓

)︁
𝑑𝑥, 𝑓, 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). По-

лучены аппроксимативные оценки компактов 𝐵𝐻 ∩ L−1(𝐵𝐿2,𝜔) для
определенных весовых интерполяционных пространств 𝐻.
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Approximate estimates for one differential operator in a
weighted Hilbert space

We consider a self-adjoint operator 𝐿 associated with a clo-
sure in the Hilbert space 𝐿2,𝑤 of a quadratic form 𝑎𝑚[𝑢, 𝑓 ] =∫︀
Ω

(︁∑︀
|𝛼|=𝑚 𝜌

2(𝑥)𝐷𝛼𝑢𝐷𝛼𝑓 + 𝜐2
𝑚(𝑥)𝑢𝑓

)︁
𝑑𝑥, 𝑓, 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). We obtain

approximate estimates of the compacts 𝐵𝐻 ∩ L−1(𝐵𝐿2,𝜔) for certain
weighted interpolation spaces 𝐻.

Keywords: differential operator, interpolation space, widths of compacts

Â ðàáîòå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ: 𝐵𝑋 � åäèíè÷íûé øàð â áàíàõîâîì 𝑋,
𝐿2,𝜔 � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(𝑓, 𝑔)1 =

∫︁
Ω

𝑓𝑔𝜔(𝑥)𝑑𝑥,

𝜔(𝑥) > 0 ï. â. â Ω, 𝜔 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐(Ω), 𝐼𝑛 � ìíîæåñòâî êóáîâ 𝑄 = 𝑄ℎ(𝑥) =
{𝑦 ∈ R𝑛 : |𝑦𝑗 − 𝑥𝑗 | < ℎ/2; 1 6 𝑗 6 𝑛}, 𝑣𝑠(𝑥) = 𝜌(𝑥)ℎ−𝑠(𝑥) (𝑠 > 0), 𝜌 è ℎ(·) �
ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè, çàäàííûå â îáëàñòè Ω è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèÿì:

1) 0 < ℎ(·) 6 1,
2) äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ Ω 𝑄(𝑥) = 𝑄ℎ(𝑥)(𝑥) ⊂ Ω,
3) ñóùåñòâóåò òàêîå κ > 1, ÷òî

κ−1 6
𝜌(𝑦)

𝜌(𝑥)
,
ℎ(𝑦)

ℎ(𝑥)
6 κ, åñëè 𝑦 ∈ ̃︀𝑄(𝑥) =

3

4
𝑄(𝑥).

Ïîëîæèì 𝑣𝑠(𝑥) = 𝜌(𝑥)ℎ−𝑠(𝑥), (𝑠 > 0). Ïóñòü {𝑄𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽} - ñåìåéñòâî
Áåçèêîâè÷à, âûäåëåííîå èç ìíîæåñòâà êóáîâ { ̃︀𝑄(𝑥), 𝑥 ∈ Ω} [1, �1.1].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐻𝑠
𝑝(𝜌, 𝜐𝑠) ïîïîëíåíèå êëàññà 𝐶∞

0 (Ω) ïî ïîðìå

‖𝑓 ;𝐻𝑠
𝑝(𝜌, 𝜐𝑠)‖ =

[︁∑︁
𝑗>1

(︀
𝜌𝑝(𝑥𝑗)‖𝜓𝑗𝑓 ;𝐻𝑠

𝑝‖𝑝 + 𝜐𝑝𝑠 (𝑥𝑗)‖𝜓𝑗𝑓‖𝑝𝑝
)︀ ]︁1/𝑝

, 1 < 𝑝 <∞,

(1)
ãäå

(𝐽𝑠𝑓)(𝑥) =
(︁
𝐹−1(1 + 𝜉2)𝑠/2𝐹𝑓

)︁
(𝑥);

⎛⎝𝜉2 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜉2𝑗

⎞⎠ .

Íîðìû, çàäàííûå â 𝐶∞
0 (Ω) ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà âèäà (1), ýêâèâàëåíòíû.

Ïóñòü {𝐴0, 𝐴1} - èíòåðïîëÿöèîííàÿ ïàðà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç [𝐴0, 𝐴1]𝜃, (𝐴0, 𝐴1)𝜃,𝑞 (0 < 𝜃 < 1, 1 6 𝑞 <∞) èíòåðïîëÿöèîííûå
ïðñòðàíñòâà, ïîñòðîåííûå ìåòîäîì êîìïëåêñíîé èíåðïîëÿöèè, ìåòîäîì âå-
ùåñòâåííîé èíòåðïîëÿöèè [2].

Теорема 1. Пусть 1 < 𝑠1 < 𝑠0, 1 < 𝑝 <∞, 𝑠 = (1−𝜃)𝑠0+𝜃𝑠1, 0 < 𝜃 < 1,
𝜐𝑖 = 𝜌ℎ−𝑠𝑖(·). Тогда [︁

𝐻𝑠0
𝑝 (𝜌, 𝜐0), 𝐻𝑠1

𝑝 (𝜌, 𝜐1)
]︁
𝜃
𝐻𝑠
𝑝 [𝜌, 𝜐𝑠].
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Äëÿ öåëîãî𝑚 > 0 (𝑚 ∈ N) ïðîñòðàíñòâî𝐻𝑚
𝑝 åñòü ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà

𝑊𝑚
𝑝 . Ïîýòîìó 𝐻𝑚

𝑝 (𝜌, 𝜐𝑚) åñòü âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà 𝑊𝑚(𝜌, 𝜐𝑚) ñ
ýêâèâàëåíòíîé íîðìîé

‖𝑢;𝑊𝑚
𝑝 (𝜌, 𝜐𝑚)‖ =

(︁∫︁
Ω

⎛⎝ ∑︁
|𝛼|=𝑚

|𝜌(𝑥)𝐷𝛼𝑢|𝑝 + |𝜐𝑚(𝑥)𝑢|𝑝
⎞⎠ 𝑑𝑥

)︁1/𝑝
.

Äëÿ 𝑠 = [𝑠] + {𝑠} (0 < {𝑠} < 1) 𝑊 𝑠
𝑝 (𝜌, 𝜐𝑠) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîïîëíåíèå

𝐶∞
0 (Ω) ïî íîðìå

‖𝑢;𝑊 𝑠
𝑝 (𝜌, 𝜐𝑠)‖ = ‖𝜐𝑠𝑢;𝐿𝑝(Ω)‖+

+
[︁ ∑︁
|𝛼|=[𝑠]

∫︁
Ω×Ω

⃒⃒
𝜌(𝑥)

(︀
𝐷𝛼𝑢(𝑦) −𝐷𝛼𝑢(𝑥)

)︀⃒⃒𝑝
|𝑦 − 𝑥|𝑛+{𝑠}𝑝 𝑑𝑥𝑑𝑦

]︁1/𝑝
.

Теорема 2. Пусть 1 < 𝑚1 < 𝑚0 — целые, 1 < 𝑝 < ∞, 𝑝𝑚1 > 𝑛,
0 < 𝜃 < 1, 𝑠 = (1 − 𝜃)𝑚0 + 𝜃𝑚1 — нецелое. Тогда(︀

𝑊𝑚0
𝑝 (𝜌, 𝜐0),𝑊𝑚1

𝑝 (𝜌, 𝜐1)
)︀
𝜃,𝑝

= 𝑊 𝑠
𝑝 (𝜌, 𝜐𝑠).

Ïóñòü ℬ𝑥 =
{︁
𝑄 ∈ 𝐼𝑛, 𝑄 ⊂ ̃︀𝑄(𝑥)

}︁
, ℬ =

⋃︀
𝑥∈Ω ℬ𝑥. Çàäàäèì íà ñåìåéñòâå ℬ

ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð

𝑀*𝑓(𝑥) = sup
𝑄∈ℬ, 𝑥∈𝑄

1

|𝑄|

∫︁
|𝑓 |, 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐(Ω).

Ïîëîæèì
Φ(𝑥) = 𝜌−1(𝑥)

√︀
𝑀*𝜔(𝑥),

Ω𝜆,𝑚 = {𝑥 ∈ Ω : Φ(𝑥)ℎ𝑚(𝑥) > 𝜆}, 𝜆 > 0,

𝒦𝑚(𝜆) =

∫︁
Ω𝜆

Φ𝑛/𝑚(𝑥)𝑑𝑥.

Åñëè 𝐾𝑚 = 𝒦𝑚(0) < ∞, òî îïåðàòîð 𝐿 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí è èìååò
êîìïàêòíûé îáðàòíûé îïåðàòîð [3].

Ïóñòü ℱ � öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷åñêîå è îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â
𝐿2,𝜔, 𝛿𝑘(ℱ) = 𝛿𝑘(ℱ , 𝐿2,𝜔), 𝑑𝑘(ℱ) = 𝑑𝑘(ℱ , 𝐿2,𝜔) � ëèíåéíûé 𝑘-ïîïåðå÷íèê,
ñîîòâåòñòâåííî 𝑘-ïîïåðå÷íèê ïî Êîëìîãîðîâó ìíîæåñòâà ℱ [4, �1.5].

Çàïèñü 𝜔 ∈ 𝐴1(ℬ) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî

sup
𝑄
𝑀*𝜔 6 𝑐

1

|𝑄|

∫︁
𝑄

𝜔, ∀𝑄 ∈ ℬ.

Теорема 3. Пусть 1 < 𝑚1 < 𝑚0 — целые, 2𝑚1 > 𝑛, 0 < 𝜃 < 1, 𝑠 =
(1− 𝜃)𝑚0 + 𝜃𝑚1. Пусть L — оператор, ассоциированный с формой 𝑎𝑚1

[·, ·],
𝐾𝑚𝑖

<∞, 𝑊𝑖 = 𝑊𝑚𝑖
2 (𝜌, 𝜐𝑖), (𝑖 = 0, 1). Справедливы утверждения:
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a) Пусть 𝑠 — нецелое, 𝑊𝑠 = (𝑊0,𝑊1)𝜃,2, ℱ𝑠 = 𝐵𝑊𝑠∩L−1(𝐵𝐿2,𝜔). Тогда

sup
𝑘>0

(𝑘 + 1)𝑠/𝑛𝑑𝑘(ℱ𝑠) 6 𝑐1𝐾(1−𝜃)𝑚0/𝑛
0 𝐾

𝜃𝑚1/𝑛
1 .

b) Пусть [𝐻]𝑠 = [𝑊0,𝑊1]𝜃, 𝑀𝑠 = 𝐵[𝐻]𝑠 ∩ L−1(𝐵𝐿2,𝜔), 𝜔 ∈ 𝐴1(ℬ). Тогда

𝑐−1
2 𝜆−𝑛/𝑚0𝒦𝑚0(𝑐2𝜆) 6

∑︁
𝛿(𝑀𝑠)>𝜆

1 6 𝑐2𝜆
−𝑛/𝑚1𝒦𝑚1(𝑐−1

2 𝜆).

Постоянные 𝑐𝑙 = 𝑐𝑙(κ, 𝑛, 𝑝,𝑚0,𝑚1) 𝑙 = 1, 2.
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О ПРОДОЛЖЕНИИ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ
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УДК 517.9

Основной результат утверждает, что если 𝐸 — сепарабельная решетка
Фреше, а 𝐹 — (локально телесная) топологическая векторная решетка
с 𝜎-интерполяционным свойством, любой положительный линейный
оператор 𝑇0 из мажорируемого подпространства 𝐸0 ⊂ 𝐸 в 𝐹 допус-
кает продолжение до линейного положительного оператора 𝑇 из 𝐸 в
𝐹 .

Ключевые слова: топологическая векторная решетка, сепарабель-
ность, 𝜎-интерполяционное свойство, мажорирующее подпростран-
ство, положительный оператор.
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On extension of positive operators

The main result: If 𝐸 is a separable Frechet lattice, and 𝐹 is a (locally
solid) topological vector lattice with the 𝜎-interpolation property, then
any positive linear operator 𝑇0 from a majorizing subspaces 𝐸0 ⊂ 𝐸 to 𝐹
can be extended to a linear continuous positive operator 𝑇 from 𝐸 to 𝐹 .

Keywords: topological vector lattice, 𝜎-interpolation property, majorizing
subspace, separability, positive operator

Îïåðàòîðû èç âåêòîðíîé ðåøåòêè 𝐸 â âåêòîðíóþ ðåøåòêó 𝐹 îáëàäàþò
õîðîøèìè ñâîéñòâàìè â òîì ñëó÷àå, êîãäà 𝐹 ïîðÿäêîâî ïîëíà. Òàê, íà-
ïðèìåð, êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè 𝐹
ïîðÿäêîâî ïîëíà, òî ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç
ìàæîðèðóþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâà 𝐸0 ⊂ 𝐸 â 𝐹 , äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå íà
âñå 𝐸 ñ ñîõðàíåíèåì ëèíåéíîñòè è ïîëîæèòåëüíîñòè, ñì. [1]. Íàïîìíèì,
÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî 𝐸0 íàçûâàþò мажорируемым, åñëè äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ 𝐸
íàéäåòñÿ 𝑦 ∈ 𝐸0 òàêîé, ÷òî 𝑥 6 𝑦. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî îñëà-
áèòü òðåáîâàíèå ïîðÿäêîâîé ïîëíîòû 𝐹 çà ñ÷åò ïðåäúÿâëåíèÿ ê 𝐸 íåêî-
òîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííî
òàêîå âçàèìîäåéñòâèå óñëîâèé ñåïàðàáåëüíîñòè 𝐸 è 𝜎-èíòåðïîëÿöèîííîãî
ñâîéñòâà 𝐹 â çàäà÷å î ïðîäîëæåíèè ïîëîæèòåëüíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.
Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ. Íåäîñòàþùèå ñâåäåíèÿ ìîæíî íàéòè â
[1], [2], [3], [4]. Âñå ðàññìàòðèâàåìûå íèæå âåêòîðíûå ðåøåòêè ñ÷èòàþòñÿ
àðõèìåäîâûìè è âåùåñòâåííûìè.

Ãîâîðÿò, ÷òî àðõèìåäîâà âåêòîðíàÿ ðåøåòêà 𝐹 îáëàäàåò 𝜎-интерполя-
ционным свойством (èëè свойством Кантора), åñëè äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé (𝑥𝑛) è (𝑧𝑛) â 𝐹 , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 𝑥𝑛 6 𝑧𝑚 äëÿ âñåõ
𝑛,𝑚 ∈ N, ñóùåñòâóåò 𝑦 ∈ 𝐹 òàêîé, ÷òî 𝑥𝑛 6 𝑦 6 𝑧𝑚 äëÿ âñåõ 𝑛,𝑚 ∈ N, ñì.
[3; îïðåäåëåíèå 1.1.7 (iv)] èëè [5; îïðåäåëåíèå 146.6]. Ýêâèâàëåíòíîå óñëî-
âèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâî 𝑈 ⊂ 𝐹 è 𝑉 ⊂ 𝐹
òàêèõ, ÷òî 𝑢 6 𝑣 äëÿ ëþáûõ 𝑢 ∈ 𝑈 è 𝑣 ∈ 𝑉 , ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 𝑦 ∈ 𝐹 äëÿ
êîòîðîãî 𝑢 6 𝑦 6 𝑣, êàêîâû áû íè áûëè 𝑢 ∈ 𝑈 è 𝑣 ∈ 𝑉 .

Ïóñòü òåïåðü âåêòîðíàÿ ðåøåòêà 𝐸 îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-
ñêèì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Íàçîâåì ïðîñòðàíñòâî 𝐸 топологической
векторной решеткой, åñëè 𝐸 локально телесно, ò. å. åñëè 𝐸 îáëàäàåò áàçè-
ñîì îêðåñòíîñòåé íóëÿ, ñîñòîÿùèì èç òåëåñíûõ ìíîæåñòâ (ñì. [4]); èñïîëüçó-
þòñÿ òàêæå áîëåå ãðîìîçäêèå òåðìèíû � локально телесное пространство
Рисса [6] è векторная решетка с локально телесной топологией линейного
пространства [2]). Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî 𝐴 ⊂ 𝐸 íàçûâàþò телесным,
åñëè |𝑦| 6 |𝑥| è 𝑥 ∈ 𝐴 âëåêóò 𝑦 ∈ 𝐴. Решеткой Фреше áóäåì íàçûâàòü òîïî-
ëîãè÷åñêóþ âåêòîðíóþ ðåøåòêó, åñëè îíà ìåòðèçóåìà è (ìåòðè÷åñêè) ïîëíà.
Èíîãäà ðåøåòêà Ôðåøå ïðåäïîëàãàåòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëîé ïî îïðåäåëåíèþ
(ñì., íàïðèìåð, [4;ñòð. 296]), îäíàêî íàì ýòî äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæå-
íèå íå ïîòðåáóåòñÿ. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò сепарабельным,
åñëè â íåì ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî.

Òåïåðü èìåþòñÿ âñå èíãðåäèåíòû, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðå-
çóëüòàò ñòàòüè.
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Теорема 1. Пусть 𝐸 — сепарабельная решетка Фреше, а 𝐹 — локаль-
но телесная топологическая векторная решетка с 𝜎-интерполяционным
свойством. Пусть 𝐺 — мажорируемое подпространство 𝐸. Тогда любой
положительный линейный оператор 𝑇0 из 𝐺 в 𝐹 допускает продолжение
до линейного непрерывного положительного оператора 𝑇 из 𝐸 в 𝐹 .

Замечание 1. Â äîêàçàòåëüñòâå äàííîé òåîðåìû êëþ÷åâîé ìîìåíò
çàêëþ÷àåòñÿ âî âçàèìîäåéñòâèè ñåïàðàáåëüíîñòè è 𝜎-èíòåðïîëÿöèîííîãî
ñâîéñòâà. Ýòà èäåÿ âïåðâûå áûëà ðåàëèçîâàíà â ðàáîòå Àáðàìîâè÷à è Âèêñ-
òåäà [7] ïðè äîêàçàòåëüñòâî îäíîãî âàðèàíòà òåîðåìû Õàíà � Áàíàõà �
Êàíòîðîâè÷à. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïðåäñòàâëåíî â îáçîðå Í. Äàíåò è Ð.-
Ì. Äàíåò [8], ñì. òàêæå [9], [10], [11].

Замечание 2. Òåîðåìà 1 óñèëèâàåò ðåçóëüòàò Äæèíñè ×åíà [9; òåîðå-
ìà 7] â ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, â [9] èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíîå
òðåáîâàíèå î òîì, ÷òî 𝐹 îáëàäàåò свойством Фату, ò. å. â 𝐹 èìååòñÿ áàçèñ
îêðåñòíîñòåé íóëÿ, ñîñòîÿùèé èç òåëåñíûõ ïîðÿäêîâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ,
ñì. [2; îïðåäåëåíèå 23A]. Âî-âòîðûõ, ýòî óñëîâèå âîçíèêëî â ñâÿçè ñî ñïîñî-
áîì äîêàçàòåëüñòâà, èñïîëüçóþùèì êîíñòðóêöèþ порядкового пополнения
âåêòîðíîé ðåøåòêè, òîãäà êàê íàøè ðàññóæäåíèÿ îïèðàþòñÿ íà ìåòðè÷å-
ñêóþ ïîëíîòó 𝐸 è íå íóæäàþòñÿ â ïîðÿäêîâîì ïîïîëíåíèè. Â òðåòüèõ, äî-
êàçàòåëüñòâî èç [9] çàâåðøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì трансфинитной индукциии
â ôîðìå ëåììû Öîðíà, â òî âðåìÿ êàê ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ñ÷åòíîé ôîðìîé
àêñèîìû âûáîðà. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàííàÿ òåîðåìà âûâîäèòñÿ èç àêñèî-
ìû ñ÷åòíîãî âûáîðà.
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МЕТОДЫ ПОЛУЧЕНИЯ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ РЕШЕНИЙ
СТОХАСТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ШРЕДИНГЕРА

А. А. Лобода
orion1312@yandex.ru

УДК 517.955.4

Для получения представлений решений используются аналитическое
продолжение по параметру и равенство Парсеваля, аналитическое
продолжение по аргументу и рандомизированная теорема Чернова,
а также некоторые обобщения метода замены переменной.
Ключевые слова: Стохастическое уравнение Шрёдингера-Белавкина,
стохастическое уравнение теплопроводности, аналитическое продол-
жение, формулы Фейнмана-Каца, интеграл Фейнмана

The methods for obtaining representations of solutions of
Schrodinger’s stochastic equations

To obtain representations of solutions, we use the analytic continuation
with respect to the parameter and the Parseval’s equality, analytical con-
tinuation of the argument and the randomized Chernov’s theorem, and
also some generalizations of the variable replacement method.

Keywords: Stochastic Schrodinger-Belavkin equation, stochastic heat
conduction equation, analytic continuation, Feynman-Katz’s formulas,
Feynman’s integral

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ çàäà÷ îáîáùàþòñÿ íà ñòîõà-
ñòè÷åñêèé ñëó÷àé. Â ðàáîòå [1] äîêàçàíà ðàíäîìèçèðîâàííàÿ âåðñèÿ òåî-
ðåìû ×åðíîâà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ðàíäîìèçèðîâàííûì èíòåãðàëîì Ôåéíìàíà
ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ôåéíìàíîâñêèõ àïïðîêñèìàöèé ðåøåíèÿ (ôîðìóëû Ôåé-
íìàíà). Ïîäðîáíåå îá ýòîì ìåòîäå ñì. [2].

Â äîêëàäå ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ìåðû ïî ïà-
ðàìåòðó è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ åâêëè-
äîâà àíàëîãà ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (óðàâíåíèå òåïëîïðî-
âîäíîñòè):

𝑑Ψ.(𝑡)(𝑞) =

(︂
𝛼
𝑑2Ψ.(𝑡)(𝑞)

𝑑𝑞2
+

(︂
𝛼𝑉 (𝑞) − 𝜆

4
|𝑞|2
)︂)︂

×

×Ψ(𝑡)(𝑞) +

√︂
𝜆

2
𝑞Ψ.(𝑡)(𝑞)𝑑𝑤(𝑡),Ψ(0, ·) = 𝜙0(·), (1)

ãäå 𝜙0(·) ∈ 𝐶𝑏(R1), 𝛼 ∈ C∖{0}, Re𝛼 > 0.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Êîøè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èí-

òåãðàëà (ôîðìóëà Ôåéíìàíà-Êàöà):

Ψ(𝑡, 𝜔)(𝑞) =

∫︁
𝐶(0,𝑡)

exp

{︂∫︁ 𝑡

0

𝛼𝑉 (𝑞 + 𝜉(𝜏))𝑑𝜏 −
∫︁ 𝑡

0

𝜆

2
(𝑞 + 𝜉(𝜏))2𝑑𝜏

}︂
×

Лобода Артём Александрович, ассистент, МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва,
Россия); Artyom Loboda (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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× exp

{︃√︂
𝜆

2

∫︁ 𝑡

0

(𝑞 + 𝜉(𝜏))𝑑𝑤(𝜏)

}︃
𝜙0(𝑞 + 𝜉(𝑡))𝑤𝛼0𝑡(𝑑𝜉). (2)

Ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Èòî, à ñëîæíîñòü ïî ñðàâíå-
íèþ ñ äåòåðìèíèðîâàííûì ñëó÷àåì âîçíèêàåò èç-çà çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè
áåëîãî øóìà (ïîäðîáíåå ñì. [3]). Çàòåì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Лемма 1. Пусть 𝜇 - это произведение меры Винера на 𝐶(0, 1) и функ-
ции 𝜓 на 𝐶(0, 1), определяемой равенством 𝜓(𝜉) = 𝑒−

∫︀ 1
0
𝜆(𝜉(𝑡))2𝑑𝑡,

𝜆 > 0. Тогда преобразование Фурье 𝐹𝜇 меры 𝜇 определяется равенством
𝐹𝜇(𝜂) = 𝑒−

∫︀ 1
0

∫︀ 1
0
𝑏(𝑡,𝑠)𝜂(𝑑𝑡)𝜂(𝑑𝑠), где 𝑏 - функция, зависящая от 𝜆.

Ëåììà òðåáóåòñÿ äëÿ âûâîäà àíàëîãà ïðåäñòàâëåíèÿ Ìàñëîâà-
×åáîòàðåâà äëÿ çàäà÷è Êîøè (1). Äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðî-
äîëæåíèå ïî ïàðàìåòðó è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Теорема 1. Для решения Ψ(𝑡, 𝜔)(𝑞) задачи Коши при 𝛼 = 𝑖 справедливо
равенство

Ψ(𝑡, 𝜔)(𝑞) =

∫︁
exp

{︂∫︁ 𝑡

0

𝑖𝑉 (𝑞 + 𝜉(𝜏))𝑑𝜏 −
∫︁ 𝑡

0

𝜆

2
(𝑞 + 𝜉(𝜏))2𝑑𝜏

}︂
×

× exp

{︃√︂
𝜆

2

∫︁ 𝑡

0

(𝑞 + 𝜉(𝜏))𝑑𝑤(𝜏)

}︃
𝜙0(𝑞 + 𝜉(𝜏))𝐹 (𝑑𝜉),

где символ
∫︀
...𝐹 (𝑑𝜉) - это интеграл Фейнмана, определяемый как предел

конечнократных интегралов (см. [4] и имеющиеся там ссылки).

Çäåñü 𝑉 è 𝜙0 - ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñ÷¼òíî-àääèòèâíûõ áîðåëåâñêèõ
ìåð 𝜈1 è 𝜈2 íà R1, 𝜆 > 0. Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ, ñõîäÿùåéñÿ ê èíòåãðàëó
èç òåîðåìû 1.

Åù¼ îäèí âàðèàíò àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí
â ðàáîòå [5]. Çäåñü ðå÷ü èä¼ò îá àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ïî àðãóìåíòó
(ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííûõ). Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ôåéíìàíà-Êàöà (2). Åñëè âñå
ôóíêöèè, âõîäÿùèå â (1), äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â ïîäõî-
äÿùóþ îáëàñòü, ïîëó÷àåòñÿ äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ôóíêöèîíàëüíûì èíòåãðàëîì. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáó-
åòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Лемма 2. Пусть 𝜓 : [0,∞) → 𝐿2(R1) — решение уравнения 𝜓(𝑡)−𝜓(0) =∫︀ 𝑡
0
((𝜓(𝜏))′′−𝑖𝑉 𝜓(𝜏))𝑑𝜏, и для каждого 𝑡 > 0 функция 𝑥 ↦→ 𝜓(𝑡)(𝑥) допускает

аналитическое продолжение на область {𝑧 ∈ C : 𝑧 = 𝜌𝑒−𝑖𝛼, 𝛼 ∈ [0, 𝜋4 ), 𝜌 >
0}, и продолжение по непрерывности на ее замыкание. Пусть функция
𝜙 : [0,∞) → 𝐿C

2 (R1) (𝐿C
2 (R1) — комплексификация пространства 𝐿2(R1) )

определяется так: 𝜙(𝑡)(𝑥) = 𝜓(𝑡)(
√
−𝑖𝑥) (

√
−𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
4 ) Тогда функция 𝜙

- это решение уравнения 𝑖𝜙(𝑡) − 𝑖𝜙(0) =
∫︀ 𝑡
0
(−(𝜙(𝜏))′′ + 𝑉 𝜙(𝜏))𝑑𝜏.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà (ïîäðîáíåå ñì. [6]).
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Теорема 2. Пусть Ψ - решение следующей задачи Коши

𝑑Ψ𝜔(𝑡)(𝑞) =

(︂
𝑖
𝑑2Ψ𝜔(𝑡)(𝑞)

𝑑𝑞2
+

(︂
𝑖𝑉 (𝑞) − 𝜆

4
𝑞2
)︂)︂

×

× Ψ𝜔(𝑡)(𝑞) +

√︂
𝜆

2
𝑞Ψ𝜔(𝑡)(𝑞)𝑑𝐵𝜔(𝑡),Ψ𝜔(0, ·) = 𝜙0(·).

Тогда

Ψ(𝑡, 𝑞1) =

∫︁
exp

{︂∫︁ 𝑡

0

𝑖𝑉 (𝑞1 +
𝜉1(𝜏)√
−𝑖

)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

−𝑖𝜆
4

(𝑞1 +
𝜉1(𝜏)√
−𝑖

)2𝑑𝜏

}︂
×

× exp

{︃∫︁ 𝑡

0

𝑖

√︂
𝜆

2
(𝑞1 +

𝜉1(𝜏)√
−𝑖

)𝑑𝐵𝜔(𝜏)

}︃
𝜙0(𝑞1 +

1√
−𝑖
𝜉1(𝑡))𝑤𝑓−1(𝑑𝜉1).

Çäåñü èíòåãðàë áåð¼òñÿ ïî ñ÷¼òíî-àääèòèâíîé ìåðå, â îòëè÷èå îò ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ èç òåîðåìû 1. Ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ èíòåãðàëàìè â äî-
êëàäå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííîé äîïóñêàåò íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ. Ðàññìîòðè-
âàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ãäå ôóíêöèè 𝑓 îïðåäåëåíà
íà (0,+∞) è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â 𝐿2(R2) (ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò êâàí-
òîâóþ äèíàìèêó ïðè íåïðåðûâíîì èçìåðåíèè êîîðäèíàòû 𝑞1).

𝑖𝑓 ′(𝑡) = (− 𝜕2

𝜕𝑞21
+

𝜕2

𝜕𝑞22
)𝑓(𝑡) + 𝑑𝑊 (𝑡)𝛼𝑞1𝑓(𝑡) (3)

Ïóñòü 𝑓 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3). Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑔 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
â 𝐿2(R2) è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì 𝑔(𝑡)(𝑞1, 𝑞2) = 𝑓(𝑡)( 𝑞1√

𝑖
,
√
𝑖𝑞2). Òîãäà 𝑔-

ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

𝑔′(𝑡) = (+
𝜕2

𝜕𝑞21
+

𝜕2

𝜕𝑞22
)𝑔(𝑡) − 𝑖𝑑𝑊 (𝑡)𝛼𝑞1𝑔(𝑡) (4).

Åñëè 𝑔 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4), òî ôóíêöèÿ 𝑓, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì
𝑓(𝑡)(𝑞1, 𝑞2) = 𝑔(𝑡)(

√
𝑖𝑞1,

𝑞2√
𝑖
), áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôîðìóëîé Ôåéíìàíà-Êàöà

𝑔(𝑡)(𝑞1, 𝑞2) =

∫︁
𝐶𝑞1,𝑞2 (0,𝑡)

𝑒
∫︀ 𝑡
0
−𝑖𝑑𝑊 (𝜏)𝛼𝜉(𝜏)𝑑𝜏𝜔(𝑑𝜉),

ãäå 𝐶𝑞1,𝑞2(0, 𝑡) � ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëåííûõ íà [0, 𝑡] íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
ñî çíà÷åíèÿìè â R2, ðàâíûõ â íóëå (𝑞1, 𝑞2). Òîãäà ôóíêöèÿ 𝑓, îïðåäåëåííàÿ
âûøå, - ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3).
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ОДНОМЕРНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ БЕССЕЛЯ ЧЕТНЫХ И
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Решается вопрос о связи представления преобразования Киприянова–
Катрахова нечетных функций, определенных в R1 в виде преобразо-
вания Фурье специальных интегралов по прямым в R2.

Ключевые слова: преобразования Киприянова–Катрахова, оператор
Бесселя, преобразования Фурье специальных интегралов.

One-dimensional Bessel transform of even and odd functions

The question of the connection between the representation of the Kip-
riyanov–Katrachov transformation of odd functions defined in R1 as the
Fourier transform of special integrals over straight lines in R2.

Keywords: Kipriyanov–Katrachov transforms, Bessel operator, Fourier
transforms of special integrals.

Â ðàáîòå [1] ââåäåíî îäíî èç ïðåîáðàçîâàíèé Áåññåëÿ ñëåäóþùåãî âèäà

ℱ𝐵 [𝑓 ](𝜉) =

+∞∫︁
−∞

𝑓(𝑥)

[︂
𝑗 𝛾−1

2
(𝑥𝜉) − 𝑖

𝑥𝜉

𝛾 + 1
𝑗 𝛾+1

2
(𝑥𝜉)

]︂
𝑥𝛾𝑑𝑥, (1)

ãäå 𝑗𝜈(𝑥) = Γ(𝜈 + 1)𝐽𝜈(𝑥) / (𝑥/2)𝜈 , 𝜈 > −1/2, à 𝐽𝜈 ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî
ðîäà.
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Â [2] ââåäåí ñëåäóþùèé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

𝐾𝛾 [𝑓 ](𝜉; 𝑝) =

∫︁
R1

𝒫𝛾𝑥 𝛿(𝑝− 𝑥𝜉)𝑓(𝑥)𝑥𝛾𝑑𝑥, R1 = {−∞ < 𝑥 < +∞} , (2)

íàçûâàåìûé ïðåîáðàçîâàíèåì Ðàäîíà�Êèïðèÿíîâà. Çäåñü 𝒫𝛾𝑥 îïåðàòîð
Ïóàññîíà [3].

𝒫𝛾𝑥𝑓(𝑥) =
Γ( 𝛾+1

2 )
Γ( 𝛾

2 )Γ( 1
2 )

𝜋∫︀
0

𝑓(𝑥 cos𝛼) sin𝛾−1 𝛼𝑑𝛼 , îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÷åòíîñòè:

åñëè ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ÷åòíîé è íå÷åòíî ôóíêöèé 𝑓 =
𝑓𝑒𝑣 + 𝑓𝑜𝑑, òî 𝒫𝛾𝑥𝑓(𝑥) = 𝒫𝛾𝑥𝑓𝑒𝑣(𝑥) è 𝒫𝛾𝑥𝑓(−𝑥) = P𝛾

𝑥𝑓(𝑥).
Ââåäåì íå÷åòíûé îïåðàòîð Ïóàññîíà ïî ôîðìóëå

𝒫𝛾𝑥𝑓(𝑥) =
Γ
(︀
𝛾+1
2

)︀
Γ
(︀
𝛾
2

)︀
Γ
(︀
1
2

)︀ 𝜋∫︁
0

𝑓(𝑥 cos𝛼) cos𝛼 · sin𝛾−1 𝛼𝑑𝛼,

êîòîðûé îáëàäàåò ñâîéñòâîì 𝒫𝛾𝑥 (𝑓𝑒𝑣(𝑥) + 𝑓𝑜𝑑(𝑥)) = 𝒫𝛾𝑥𝑓𝑜𝑑(𝑥) è 𝒫𝛾𝑥𝑓(−𝑥) =
−𝒫𝛾𝑥𝑓(𝑥).

Ïîëíûé îïåðàòîð Ïóàññîíà îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

𝛾∏︁
𝑥

𝑓(𝑥) = P𝛾
𝑥𝑓(𝑥) − 𝑖𝒫𝛾𝑥𝑓(𝑥). (3)

Ïðè ýòîì, åñëè 𝑓(𝑥) ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî
∏︀𝛾
𝑥 𝑓(𝑥) = 𝒫𝛾𝑥𝑓(𝑥) è åñëè íå÷åò-

íàÿ, òî
∏︀𝛾
𝑥 𝑓(𝑥) = −𝑖P𝛾

𝑥𝑓(𝑥). Ïóñòü 𝑓�÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà, èñïîëüçóÿ
ïðîöåäóðó âðàùåíèÿ 𝑥→

√︀
𝑧21 + 𝑧22 è ïîëàãàÿ 𝑧1 = 𝑝, ìîæåì çàïèñàòü

ℱ𝐵 [𝑓 ](𝜉)=2𝐶(𝛾)

+∞∫︁
−∞

𝑒−𝑖𝑝𝜉𝑑𝑝

∞∫︁
0

𝑓(
√︁
𝑝2+𝑧22)𝑧𝛾−1

2 𝑑𝑧2=2𝐶(𝛾)𝐹𝑝→𝜉[𝑅𝛾,𝑒𝑣[𝑓 ](𝑝)](𝜉),

ãäå èíòåãðàë ïî ïðÿìîé ∞ < 𝑝 <∞ (îò ÷åòíîé ïî 𝑝 ôóíêöèè) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñïåöèàëüíîå четное преобразование Радона, îáîçíà÷åííîå 𝑅𝛾,𝑒𝑣.

ßñíî ÷òî åñëè ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 ïðèíàäëåæèò êëàññó îñíîâíûõ ôóíê-
öèé Øâàðöà, òî

𝑅𝛾,𝑒𝑣[𝑓 ](𝑝) =
2𝐶(𝛾)

2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖⟨𝑝,𝜉⟩𝐹𝐵 [𝑓 ](𝑝)𝑑𝑝 = 𝐹𝜉→𝑝[𝐹𝐵,𝑥→𝜉[𝑓 ](𝑝)].

Åñëè 𝑓 íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî èìååò ìåñòî äðóãàÿ ôîðìóëà

ℱ𝐵 [𝑓 ](𝜉) = −2𝑖ℱ𝐵,𝑜𝑑[𝑓 ](𝜉) = −2

∞∫︁
0

(︀
P𝛾
𝑥𝑒

−𝑖𝑥𝜉)︀ 𝑓(𝑥)𝑥𝛾𝑑𝑥 =

= 2𝐶(𝛾)

+∞∫︁
−∞

𝑒−𝑖𝑝𝜉𝑑𝑝

∞∫︁
0

𝑓(
√︁
𝑝2 + 𝑧22)

𝑝√︀
𝑝2 + 𝑧22

𝑧𝛾−1
2 𝑑𝑧2 𝑑𝑝 =
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= 2

+∞∫︁
−∞

𝑒−𝑖𝑝𝜉[𝑅𝛾,𝑜𝑑[𝑓 ](𝑝) 𝑑𝑝,

ãäå èíòåãðàë ïî ïðÿìîé ∞ < 𝑝 < ∞ (îò íå÷åòíîé ïî 𝑝 ôóíêöèè) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé специальное нечетное преобразование Радона, îáîçíà÷åííîå
𝑅𝛾,𝑒𝑣.

Îòñþäà, äëÿ ãëàäêîé èíòåãðèðóåìîé íå÷åòíîé ôóíêöèè 𝑓 , ïîëó÷èì

𝑅𝛾,𝑜𝑑[𝑓 ](𝑝) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜉 𝑝 ℱ𝐵,𝜉→𝑝 [𝑓 ](𝜉) 𝑑𝜉.

Ïîëíîå ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà îïðåäåëèì â âèäå ñóììû
÷åòíîé è íå÷åòíîé ñîñòàâëÿþùèõ: R𝛾 = ℛ𝛾,𝑒𝑣 + ℛ𝛾,𝑜𝑑. Òîãäà

ℱ𝐵 [𝑓 ](𝜉) =

+∞∫︁
−∞

𝑒−𝑖𝑝𝜉 R𝛾 [𝑓 ](𝑝) 𝑑𝑝 , R𝛾 [𝑓 ](𝑝) =
1

2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑝𝜉 ℱ𝐵 [𝑓 ](𝜉) 𝑑𝜉 .
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КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ
А.С. Макин

alexmakin@yandex.ru

УДК 517.984.52

На конечном интервале рассматривается спектральная задача для
оператора Дирака c регулярными, но не усиленно регулярными кра-
евыми условиями и комплекснозначным суммируемым потенциалом.
Целью работы является нахождение условий, при которых система
корневых функций образует обычный базис Рисса, а не базис Рисса
со скобками
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On the Basis Property of Spectral Expansions of Dirac
Operators with Regular Boundary Conditions

Spectral problem for the Dirac operator with regular but not strongly reg-
ular boundary conditions and complex-valued potential summable over a
finite interval is considered. The purpose of this paper is to find con-
ditions under which the root function system forms a usual Riesz basis
rather than a Riesz basis with parentheses.

Keywords: Dirac operator, spectral expansion, basis property

Íà èíòåðâàëå (0, 𝜋) ðàññìîòðèì ñèñòåìó Äèðàêà

𝐵y′ + 𝑉 y = 𝜆y, (1)

ãäå

𝐵 =

(︂
−𝑖 0
0 𝑖

)︂
, 𝑉 =

(︂
0 𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥) 0

)︂
,

ôóíêöèè 𝑃 (𝑥), 𝑄(𝑥) ∈ 𝐿1(0, 𝜋), è äâóõòî÷å÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

𝑈(y) = 𝐶y(0) +𝐷y(𝜋) = 0, (2)

ãäå

𝐶 =

(︂
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

)︂
, 𝐷 =

(︂
𝑎13 𝑎14
𝑎23 𝑎24

)︂
,

êîýôôèöèåíòû 𝑎𝑖𝑗 � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïðè÷åì ñòðîêè ìàò-
ðèöû

𝐴 =

(︂
𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14
𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎24

)︂
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐴𝑖𝑗 îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç
𝑖-ãî è 𝑗-ãî ñòîëáöîâ ìàòðèöû 𝐴. Êðàåâûå óñëîâèÿ (2) íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿð-
íûìè, åñëè

𝐴14𝐴23 ̸= 0 (3)

è óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè, åñëè êðîìå (3) äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå

(𝐴12 +𝐴34)2 + 4𝐴14𝐴23 ̸= 0.

Èçâåñòíî [1], ÷òî ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1), (2) ñ ðåãóëÿðíûìè
êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå H = 𝐿2(0, 𝜋) ⊕ 𝐿2(0, 𝜋). Â [2-5]
áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå óñèëåííî ðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé ñèñòåìà
êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1), (2) îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà, à äëÿ ðåãóëÿðíûõ,
íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûõ óñëîâèé � áàçèñ Ðèññà ñî ñêîáêàìè.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðåãóëÿðíûå, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿð-
íûå êðàåâûå óñëîâèÿ, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(𝐴12 +𝐴34)2 + 4𝐴14𝐴23 = 0.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð ñîñòîèò èç ïîïàðíî ñáëèæàþ-
ùèõñÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 𝜆𝑛 = 𝜆𝑘,1 = − 𝑖

𝜋 ln 𝑧 + 2𝑘 + 𝜀𝑘,1 ïðè 𝑛 = 2𝑘,
𝜆𝑛 = 𝜆𝑘,2 = − 𝑖

𝜋 ln 𝑧 + 2𝑘 + 𝜀𝑘,2 ïðè 𝑛 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ∈ Z, 𝜀𝑘,𝑗 → 0 (𝑗 = 1, 2) ïðè
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𝑘 → ±∞, ãäå 𝑧 = (𝐴12 + 𝐴34)/(2𝐴23). Åñëè ïðè âñåõ 𝑘, òàêèõ ÷òî |𝑘| > 𝑘0,
𝜆𝑘,1 = 𝜆𝑘,2, òî ñïåêòð áóäåì íàçûâàòü àñèìïòîòè÷åñêè êðàòíûì.

Ñëåäóÿ [6], ðåãóëÿðíûå, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûå êðàåâûå óñëîâèÿ áó-
äåì íàçûâàòü óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷åñêîãî òèïà, åñëè 𝐴13 = 𝐴24 = 0, 𝐴12 =
𝐴34. Óñëîâèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî òèïà ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì, çàäàâàåìûì
ìàòðèöåé (︂

1 0 𝑎 0
0 𝑎 0 1

)︂
, (4)

ãäå 𝑎 ̸= 0. Åñëè 𝑎 = −1, òî êðàåâûå óñëîâèÿ (4) ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè,
à åñëè 𝑎 = 1, òî àíòèïåðèîäè÷åñêèìè.

Cëó÷àé ïåðèîäè÷åñêèõ è àíòèïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé èññëåäî-
âàëñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Â ÷àñòíîñòè, â [7] áûë ïîñòðîåí ïðèìåð ïîòåíöè-
àëà 𝑉 (𝑥), ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå ïî ñèñòåìå êîðíåâûõ
ôóíêöèé ðàñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå H.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ ìíîæåñòâî ïàð ôóíêöèé (𝑃 (𝑥), 𝑄(𝑥)) ∈ 𝐿1(0, 𝜋) ⊕
𝐿1(0, 𝜋) òàêèõ, ÷òî ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1), (4) îáðàçóåò áàçèñ
Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå H, Ψ = (𝐿1(0, 𝜋) ⊕ 𝐿1(0, 𝜋)) ∖ Ψ.

Теорема 1. Множества Ψ и Ψ всюду плотны в 𝐿1(0, 𝜋) ⊕ 𝐿1(0, 𝜋).
Ïóñòü êðàåâûå óñëîâèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, ò.å. ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

|𝐴13| + |𝐴24| + |𝐴12 −𝐴34| > 0. (5)

Теорема 2. При выполнении условия (5) система собственных и присо-
единенных функций задачи (1), (2) образует базис Рисса в пространстве H
тогда и только тогда, когда спектр является асимптотически кратным.
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АСИМПТОТИКА СПЕКТРА АТОМА ВОДОРОДА В
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ПОЛЕ ВБЛИЗИ НИЖНИХ

ГРАНИЦ СПЕКТРАЛЬНЫХ КЛАСТЕРОВ
А.С. Мигаева, А.В. Перескоков
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Найдена асимптотика серии собственных значений и асимптотические
собственные функции вблизи нижних границ резонансных спектраль-
ных кластеров, которые образуются около уровней энергии невозму-
щенного атома водорода.

Ключевые слова: спектральный кластер, квантовый метод усредне-
ния, когерентное преобразование, ВКБ-приближение

Asymptotics of the spectrum of the hydrogen atom in
electromagnetic field near the lower boundaries of spectral

clusters

We obtain the asymptotics of the series of eigenvalues and the asymptotic
eigenfunctions near the lower boundaries of the resonance spectral clusters
formed near the energy levels of the unperturbed hydrogen atom.

Keywords: spectral cluster, quantum averaging method, coherent trans-
formation, the WKB approximation

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(R3) äëÿ
íåðåëÿòèâèñòñêîãî ãàìèëüòîíèàíà àòîìà âîäîðîäà â îäíîðîäíîì ýëåêòðî-
ìàãíèòíîì ïîëå

H = H0 + 𝜀M3 + 𝜀𝐸1𝑥1 + 𝜀2W, (1)

ãäå

H0 = −∆ − |𝑥|−1, M3 = 𝑖𝑥2
𝜕

𝜕𝑥1
− 𝑖𝑥1

𝜕

𝜕𝑥2
, W = (𝑥21 + 𝑥22)/4.

Çäåñü ÷åðåç 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) îáîçíà÷åíû äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â R3, ∆ �
îïåðàòîð Ëàïëàñà, ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè 𝑥3, à ýëåêòðè÷å-
ñêîå ïîëå âäîëü îñè 𝑥1 , 𝜀 > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èìååò âèä 𝐸1 =
~𝑒1, ãäå ~ > 0 - ìàëûé ïàðàìåòð, à ÷èñëî 𝑒1 > 0 � ëþáîå. Êðîìå òîãî, ïóñòü
ïàðàìåòðû 𝜀 è ~ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 𝜀1/7 ≪ ~ è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
~ = 1/𝑛, ãäå 𝑛 ∈ N.

Çàäà÷à îá àòîìå âîäîðîäà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ïðåäñòàâëÿåò áîëü-
øîé ôèçè÷åñêèé è ìàòåìàòè÷åñêèé èíòåðåñ. Îñîáåííîñòüþ äàííîé çàäà÷è
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ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â ãàìèëüòîíèàíå îäíîâðåìåííî è ýëåêòðè÷åñêîãî, è ìàã-
íèòíîãî ïîëåé, êîòîðûå îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó. Ýòî ïðèâîäèò ê îáðàçî-
âàíèþ îêîëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåâîçìóùåííîãî àòîìà âîäîðîäà ðåçî-
íàíñíûõ ñïåêòðàëüíûõ êëàñòåðîâ [1].

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (1), îòâå÷àþùèå ãðà-
íèöàì ñïåêòðàëüíûõ êëàñòåðîâ. Â ðàáîòå [2] íà ïðèìåðå çàäà÷è îá àòîìå âî-
äîðîäà â ìàãíèòíîì ïîëå áûë ïðåäëîæåí îáùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àñèìïòî-
òèêè ñïåêòðà âáëèçè ãðàíèö êëàñòåðîâ, îñíîâàííûé íà íîâîì èíòåãðàëüíîì
ïðåäñòàâëåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Â äàííîé ðàáîòå
ýòîò ìåòîä áóäåò ïðèìåíåí ê ãàìèëüòîíèàíó (1). Äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòî-
òèêè áóäóò èñïîëüçîâàíû íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Êàðàñåâà
� Íîâèêîâîé ñ êâàäðàòè÷íûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè [3].

Ïðîèçâåäåì ïåðåíîðìèðîâêó ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, çàòåì äâàæäû ïðè-
ìåíèì êâàíòîâûé ìåòîä óñðåäíåíèÿ è âûïîëíèì êîãåðåíòíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå [1]. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ãîéíà

𝑧(𝑧2 + 𝑟𝑧 + 1)

|𝑚|2
𝑑2Φ

𝑑𝑧2
− 1

|𝑚|

[︂
(2
√
𝑎− 1 − 3

|𝑚|
)𝑧2 +

3(1 − 27𝑒41)

𝑓
(
√
𝑎−

−1 − 2

|𝑚|
)𝑧 − 1 − 1

|𝑚|

]︂
𝑑Φ

𝑑𝑧
+

[︂
(
√
𝑎− 1

|𝑚|
)(
√
𝑎− 1 − 1

|𝑚|
)𝑧−

− 1

2𝑓
(3(

√
𝑎− 1)(1 +

1

|𝑚|
) − 1

|𝑚|2
) +

𝑒21
𝑓

(6 − 𝑎+
1

|𝑚|2
)+

+
9𝑒41
2𝑓

(4𝑎+ 9
√
𝑎+ 3 +

9

|𝑚|
(
√
𝑎− 1) +

5

|𝑚|2
) +

𝑛4𝜉

4|𝑚|2

]︂
Φ = 0. (2)

Çäåñü ÷èñëà

𝑓 = 1 + 9𝑒1
2, 𝑟 = 2 − 𝑓 + 2/𝑓, 𝑎 = 𝑛2|𝑚|−2, 𝑚 ∈ Z, 5−1/2𝑛 < |𝑚| < 𝑛.

Óðàâíåíèå (2) ñîäåðæèò ïàðàìåòð 𝑒1, ðîñò êîòîðîãî îòâå÷àåò óâåëè÷åíèþ
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, à òàêæå ÷èñëî 𝜉, êîòîðîå îïðåäåëÿåò
ïîïðàâêó ê ñïåêòðó. Ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè óðàâíåíèÿ Ãîéíà íàçîâåì òàêèå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà 𝜉, ïðè êîòîðûõ ýòî óðàâíåíèå èìååò ïîëèíîìèàëüíûå
ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå 𝒫[𝑚,𝑛] ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 𝑛− |𝑚| − 1.

Äàëåå äëÿ óðàâíåíèÿ Ãîéíà ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ìíîãî-
òî÷å÷íîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è â êëàññå àíòèãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ñ ðàâ-
íûìè íóëþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè â êîíå÷íûõ îñîáûõ òî÷êàõ
è ïîêàçàòåëåì 𝑛 − |𝑚| − 1 â òî÷êå 𝑧 = ∞. Àñèìïòîòèêà èñêîìîãî ìíîãî-
÷ëåíà ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîåêòèðîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ìíîãîòî÷å÷íîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è íà ïðîñòðàíñòâî 𝒫[𝑚,𝑛].

Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãîéíà (2) íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ êîì-
ïëåêñíîãî ìåòîäà ÂÊÁ è ìåòîäà ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæå-
íèé. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà 𝑒1 âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ðàñïîëî-
æåíèÿ îñîáûõ òî÷åê è òî÷åê ïîâîðîòà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ýòèì
ñëó÷àÿì îòâå÷àåò ðàçëè÷íàÿ ãëîáàëüíàÿ ñòðóêòóðà ëèíèé Ñòîêñà.
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Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ âáëèçè íèæíèõ ãðàíèö ñïåêòðàëüíûõ êëàñòåðîâ ñåðèè ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà (1) ñî ñëåäóþùåé àñèìïòîòèêîé

ℰ𝑘 = − 1

4𝑛2
+𝜀𝑚

√︁
9𝑒21 + 1+

𝜀2𝑛2[𝑛2(1 − 14𝑒21 − 153𝑒41) +𝑚2(1 + 30𝑒21 + 27𝑒41)]

2(9𝑒21 + 1)
+

+
𝜀2𝑛2(2𝑘 + 1)√︀

9𝑒21 + 1

√︁
𝑛2(−1 + 18𝑒21 + 81𝑒41) +𝑚2(5 + 18𝑒21 − 81𝑒41)+

+𝑂(𝜀2𝑛2) +𝑂(𝜀3𝑛10), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . (3)

Çäåñü 𝜀→ +0, ÷èñëà 𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ Z óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1 ≪ 𝑛≪ 𝜀−1/7,
5−1/2𝑛 < |𝑚| < 𝑛. Êðîìå òîãî, ïàðàìåòð 𝑒1 > 0, 𝑒1 ̸=

√︀√
2 − 1/3, 𝑒1 ̸=√︀√

6 + 1/3.
Ôîðìóëà (3) îïèñûâàåò ðàñùåïëåíèå ñïåêòðà (ò.å. ýôôåêò Çååìàíà �

Øòàðêà) äëÿ àòîìà âîäîðîäà â îðòîãîíàëüíûõ ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì
ïîëÿõ. Îòìåòèì, ÷òî àñèìïòîòèêó (3), à òàêæå ôîðìóëó äëÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïîëó÷èòü ñòàíäàðòíûìè ìå-
òîäàìè, òàêèìè, êàê ëó÷åâîé ìåòîä èëè òåîðèÿ êîìïëåêñíîãî ðîñòêà íåâîç-
ìîæíî.
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ОБ ИНТЕГРАЛЬНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ СУММ
НЕКОТОРЫХ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ

К.А. Мирзоев

mirzoev.karahan@mail.ru

УДК 517.927.25, 517.521.15, 517.589

Собственные значения и собственные функции некоторых операто-
ров, порождённых симметрическими дифференциальными выраже-
ниями с постоянными коэффициентами и самосопряжёнными гра-
ничными условиями в пространстве квадратично интегрируемых по
Лебегу функций на отрезке, явно вычисляются, а резольвенты этих
операторов являются интегральными операторами. Из спектральной
теоремы следует, что для ядер резольвент этих операторов справед-
лива билинейная формула. Кроме того, каждое из этих ядер являет-
ся функцией Грина некоторой самосопряжённой граничной задачи, и
хорошо известна процедура её построения. Таким образом, для функ-
ций Грина этих задач справедливы формулы разложения в ряды по
собственным функциям. В работе полученные этим способом тожде-
ства применяются для интегрального представления сумм некоторых
степенных рядов и, в частности, для вычисления сумм некоторых схо-
дящихся числовых рядов.

Ключевые слова: самосопряжённые краевые задачи, собственные зна-
чения и собственные функции, многочлены от операторов, функция
Грина, интегральное представление степенных рядов.

About integral representation of the sums of certain power
series

The eigenvalues and eigenfunctions of some operators generated by sym-
metric differential expressions with constant coefficients and self-adjoint
boundary conditions in the space of Lebesgue-integrable functions on an
interval are explicitly calculated, and the resolvents of these operators
are integral operators. From the spectral theorem it follows that for the
kernels of the resolvents of these operators the bilinear formula is valid.
In addition, each of these kernels is a Green function of some self-adjoint
boundary value problem, and the procedure for constructing it is well
known. Thus, for the Green functions of these problems, the formulas of
expansion in series in eigenfunctions are valid. In this paper, the identi-
ties obtained by this method are applied to the integral representation of
the sums of some power series and, in particular, to the calculation of the
sums of some convergent number series.

Keywords: self-adjoint boundary value problems, eigenvalues and eigen-
functions, polynomials of operators, Green function, integral representa-
tion of power series.
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Ïóñòü 𝑆 - ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð, ïîðîæä¼ííûé âûðàæåíèåì

𝑙2[𝑦] := −𝑦′′

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå

𝑦(0) = 0, 𝑦(𝜋) = 0

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ℒ2[0, 𝜋], è ïóñòü 𝑝𝑚(𝑥) - ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
𝑚 > 1 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð 𝑝𝑚(𝑆).
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 𝒟(𝑝𝑚(𝑆)) ýòîãî îïåðàòîðà - ýòî ìíîæåñòâî

𝒟(𝑝𝑚(𝑆)) = {𝑦| 𝑦(𝑗−1) ∈ 𝐴𝐶[0, 𝜋]; 𝑉𝑗(𝑦) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑚}

ãäå ëèíåéíûå ôîðìû 𝑉𝑗(𝑦) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

𝑉𝑗+1(𝑦) := 𝑦(2𝑗)(0), 𝑉𝑗+𝑚+1(𝑦) := 𝑦(2𝑗)(𝜋), 𝑗 = 0, . . . ,𝑚− 1.

Ïðè ýòîì åñëè 𝑦 ∈ 𝒟(𝑝𝑚(𝑆)), òî

𝑝𝑚(𝑆)𝑦 = 𝑝𝑚(− 𝑑2

𝑑𝑥2
)𝑦 =: 𝑙2𝑚[𝑦].

Ñïåêòð 𝜎(𝑝𝑚(𝑆)) ýòîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì è èìååò âèä

𝜎(𝑝𝑚(𝑆)) = {𝜇| 𝜇 = 𝜇2𝑚,𝑘 := 𝑝𝑚(𝑘2), 𝑘 = 1; 2; . . .}

ïðè ýòîì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝜇2𝑚,𝑘 ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

𝜙𝑘(𝑥) =

√︂
2

𝜋
sin 𝑘𝑥.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ÷èñëî 𝜇 = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé îïå-
ðàòîðà 𝑝𝑚(𝑆) (ò.å. 0 /∈ 𝜎(𝑝𝑚(𝑆))), è ðàññìîòðèì åãî ðåçîëüâåíòó 𝑅𝜇(𝑝𝑚(𝑆))
ïðè 𝜇 = 0. Ýòà ðåçîëüâåíòà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì, è äëÿ åãî
ÿäðà 𝐺(𝑥, 𝑡) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿäðî 𝐺(𝑥, 𝑡) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà ñàìîñîïðÿ-
æ¼ííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è{︃

𝑙2𝑚[𝑦] = 𝑓,

𝑉𝑗(𝑦) = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 2𝑚,
(1)

è õîðîøî èçâåñòíà ïðîöåäóðà å¼ ïîñòðîåíèÿ ÷åðåç ëåãêî êîíñòðóèðóåìûé
îïðåäåëèòåëü (ñì., íàïð., [1], ÷àñòü âòîðàÿ, ãë. I, S 1.5), à èìåííî,

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

det𝐷

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑥, 𝑡) 𝑦1(𝑥) . . . 𝑦2𝑚(𝑥)
𝑉1(𝑔)
... 𝐷
...

𝑉2𝑚(𝑔)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ , (2)
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ãäå ìàòðèöà 𝐷 := (𝑉𝑠(𝑦𝑙))
2𝑚
𝑠,𝑙=1, à çíà÷åíèÿ ôîðì 𝑉𝑗(𝑔) (𝑗 = 1, . . . , 2𝑚) íàõî-

äÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

𝑉𝑗+1(𝑔) =
𝜕(2𝑗)𝑔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥(2𝑗)

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

, 𝑉𝑗+𝑚+1(𝑔) =
𝜕(2𝑗)𝑔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥(2𝑗)

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝜋

, 𝑗 = 0, . . . ,𝑚− 1.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìíîãî÷ëåí 𝑝𝑚(𝑥) òàêîé, ÷òî 𝑝𝑚(𝑘2) ̸= 0 ïðè 𝑘 =
1, 2, . . ., òî äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà 𝐺(𝑥, 𝑡) çàäà÷è (1) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

𝐺(𝑥, 𝑡) =
2

𝜋

+∞∑︁
𝑘=1

sin 𝑘𝑥 sin 𝑘𝑡

𝑝𝑚(𝑘2)
.

Ïðèìåíÿÿ äàëåå ýòî ðàâåíñòâî è ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ôóðüå ôóíêöèé

ln(1 − 2𝑧 cos 2𝑥+ 𝑧2), arctg
2𝑧 sin𝑥

1 − 𝑧2
, ln

1 + 2𝑧 sin𝑥+ 𝑧2

1 − 2𝑧 sin𝑥+ 𝑧2
,

ìîæíî, äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Теорема 1. Пусть многочлен 𝑝𝑚(𝑥) такой, что 𝑝𝑚(𝑘2) ̸= 0 при
𝑘 = 1, 2, . . . и пусть 𝐺(𝑥, 𝑡) — функция Грина, определяемая формулой (2).
Тогда при 𝑧 ∈ [−1, 1] справедливо равенство

+∞∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘

𝑘𝑝𝑚(𝑘2)
= 2

𝜋/2∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝑥) ln(1 − 2𝑧 cos 2𝑥+ 𝑧2)𝑑𝑥,

а при 𝑧 ∈ (−1, 1] - равенство

+∞∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘

𝑝𝑚(𝑘2)
= 4

𝜋/2∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝑥)
𝑧2 − 𝑧 cos 2𝑥

1 − 2𝑧 cos 2𝑥+ 𝑧2
𝑑𝑥.

Теорема 2. Пусть многочлен 𝑝𝑚(𝑥) такой, что 𝑝𝑚(𝑘2) ̸= 0 при 𝑘 =

1, 2, . . . и пусть 𝐺(𝑥, 𝑡) — функция Грина, определяемая формулой (2). То-
гда при 𝑧 ∈ [−1, 1] справедливы равенства

+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑧2𝑘−1

(2𝑘 − 1)𝑝𝑚((2𝑘 − 1)2)
=

𝜋/2∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜋/2) arctg
2𝑧 sin𝑥

1 − 𝑧2
𝑑𝑥,

+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑧2𝑘−1

𝑝𝑚((2𝑘 − 1)2)
= 2

𝜋/2∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜋/2)
(𝑧 + 𝑧3) sin𝑥

1 − 2𝑧2 cos 2𝑥+ 𝑧4
𝑑𝑥

и
+∞∑︁
𝑘=1

𝑧2𝑘−1

(2𝑘 − 1)𝑝𝑚((2𝑘 − 1)2)
=

1

2

𝜋/2∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜋/2) ln
1 + 2𝑧 sin𝑥+ 𝑧2

1 − 2𝑧 sin𝑥+ 𝑧2
𝑑𝑥,
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а при 𝑧 ∈ (−1, 1) - равенство

+∞∑︁
𝑘=1

𝑧2𝑘−1

𝑝𝑚((2𝑘 − 1)2)
= 2

𝜋/2∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜋/2)
(𝑧 − 𝑧3) sin𝑥

1 + 2𝑧2 cos 2𝑥+ 𝑧4
𝑑𝑥.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ Ñàôîíîâîé Ò.À. (ñì. [2] è [3]).
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ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ТЕОРЕМЕ МАРЦИНКЕВИЧА
Е.Д. Нурсултанов
er-nurs@yandex.ru

УДК 517.5

Приводятся новые интерполяционные теоремы для интегральных опе-
раторов, где условия ограничености операторов дается в терминах
ядра оператора.

Ключевые слова: интерполяция, теорема Марцинкевича, интеграль-
ные операторы.

On the Marcinkiewicz interpolation theorem

New interpolation theorems for integral operators are given, where the
conditions for the boundedness of operators are given in terms of the
kernel of the operator.

Keywords: interpolation, Marcinkiewicz theorem, integral operators.
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Õîðîøî èçâåñòíà èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà Ìàðöèíêåâè÷à - Êàëüäå-
ðîíà.

Ïóñòü 𝑝0 < 𝑝1, 𝜃 ∈ (0, 1), 1
𝑝 = 1−𝜃

𝑝0
+ 𝜃

𝑝1
. Òîãäà äëÿ êâàçèëèíåéíîãî

îïåðàòîðà 𝑇 âåðíà îöåíêà

‖𝑇‖𝐿𝑝→𝐿𝑝
6 𝐶𝑝0,𝑝1,𝑝,𝜏

(︀
‖𝑇‖𝐿𝑝0,𝜏→𝐿𝑝0,∞

)︀1−𝜃 (︀‖𝑇‖𝐿𝑝1,𝜏→𝐿𝑝1,∞

)︀𝜃
,

ãäå 0 < 𝜏 6∞.
Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ íîâûå èíòåðïîëÿöèîííûå òåîðåìû äëÿ èíòåãðàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ, ãäå óñëîâèÿ îãðàíè÷åíîñòè îïåðàòîðîâ äàåòñÿ â òåðìèíàõ
ÿäðà îïåðàòîðà. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü êëàññ èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî òåîðåìû òèïà Ìàðöèíêåâè÷à - Êàëü-
äåðîíà. Ïðèâîäÿòñÿ òàê æå òåîðåìû òèïà òåîðåì ýêñòðàïîëÿöèè äëÿ èíòå-
ãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ
ФУРЬЕ

А.В. Павлов
a_pavlov@mirea.ru

УДК 517.518

Доказана регулярность двойного преобразования Лапласа в окрестно-
сти нуля для широкого класса функций. Из данного факта выводит-
ся перестановочность синус и косинус преобразований с точностью до
знака.

Ключевые слова: преобразование Лапласа, регулярность двойного
преобразования Лапласа в окрестности нуля, перестановочность си-
нус и косинус преобразований Фурье

The transform of Laplace and the transform of Fourier

The regularity of the double transform of Laplace is proved. From the fact
we obtain, that the sine transform of Fourier from the cosine transform of
Fourier is equal to the cosine transform from the sine transform of Fourier.

Keywords: the regularity of the transform of Laplace, transposition of the
cosine and sine operators of Fourier

Павлов Андрей Валерианович, к.ф.-м.н., доцент, МИРЕА-РТУ (Москва, Россия);
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Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîñòü äâîéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëàïëàñà â îêðåñòíîñòè íóëÿ äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ôóíêöèé ( ëåììà 1 è
òåîðåìà 1). Êàê ñëåäñòâèå äîêàçàíî ñîâïàäåíèå ïî ìîäóëþ ïðèìåíåíèÿ îïå-
ðàòîðîâ ñèíóñ è êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèé â ðàçíîì ïîðÿäêå.

Ðåçóëüòàò, ñôîðìóëèðîâàííûé â òåîðåìå 1, èñïîëüçóåò ñóùåñòâåííî äðó-
ãèå ìåòîäû [1-5] ïî ñðàâíåíèþ ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ðàáîòàìè È.È. Ïðèâà-
ëîâà íà äàííóþ òåìó. Â êà÷åñòâå ââåäåíèÿ àâòîð ïðèâîäèò ïî åãî ìíåíèþ
èíòåðåñíûé ïðèìåð î íååäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ íà ýëåìåíòàðíûå äðî-
áè: 𝑝[1/(𝑝− 1) − 1/(𝑝+ 1)] = 1/(𝑝− 1) + 1/(𝑝+ 1), 𝑝/(𝑝− 1)2 − 𝑝/(𝑝2 − 1) =
1/(𝑝− 1)2 + 1/(𝑝2 − 1).

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ: 𝐿𝑢(𝑡)(·)(𝑥) =
∞∫︀
0

𝑒−𝑥𝑡𝑢(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 0,

𝐹 0
±𝑢(𝑡)(·)(𝑝) =

∞∫︀
0

𝑒±𝑝𝑖𝑡𝑢(𝑡)𝑑𝑡, 𝐶𝑜𝑢(𝑡)(·)(𝑥) =
∞∫︀
0

cos𝑥𝑡𝑢(𝑡)𝑑𝑡, 𝑆𝑖𝑢(𝑣)(·)(𝑥) =

∞∫︀
0

sin𝑥𝑡𝑢(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ (−∞,∞).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ óñëîâèå Y1.
Условие Y1. Äëÿ ôóíêöèè 𝑢(𝑥) âûïîëíåíî óñëîâèå Y1, åñëè ôóíêöèÿ

𝑢(𝑝) ðåãóëÿðíà â îáëàñòè {|𝑅𝑒𝑝| < 𝑎}
⋂︀
{|𝐼𝑚𝑝| < 𝑎} ïðè íåêîòîðîì ïîëîæè-

òåëüíîì 𝑎 > 0, 𝑢(0) = 0, ïðè÷åì max
[︀
|𝑢(𝑝)|, |𝑑𝑢(𝑝)/𝑑𝑝|, |𝑑2𝑢(𝑝)/𝑝2|

]︀
|𝑝2+𝛿| →

0, 𝑝→ ∞, 𝛿 > 0, 𝛿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 𝑅𝑒𝑢(𝑠) = 𝑢(𝑠), 𝑠 ∈ (−∞,∞).

Лемма 1. Если для регулярной и однолистной в некоторой открытой
окрестности нуля G функции 𝑄(𝑝) имеет место равество

𝑙1(𝑝) + 𝑙2(𝑝) = 𝐿1(𝑝) + 𝐿2(𝑝) = 𝑄(𝑝), 𝑝 = 𝑖𝑦, 𝑦 ∈ (0 + ∞),

функции 𝑙1(𝑝), 𝐿1(𝑝) регулярны в левой половине плоскости и непрерыв-
ны на мнимой границе, функции 𝑙2(𝑝), 𝐿2(𝑝) регулярны в правой половине
плоскости и непрерывны на мнимой границе, то равенство 𝑙1(𝑝) + 𝑙2(𝑝) =
𝐿1(𝑝) + 𝐿2(𝑝) = 𝑄(𝑝) остается верным на всей мнимой оси внутри G.

Доказательство. Òàê êàê 𝑙1(𝑝) + 𝑙2(𝑝) çàìûêàåòñÿ ñàìà ñ ñîáîé ïîñëå
îáîðîòà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå âîêðóã íóëÿ ââèäó ðåãóðÿðíîñòè è îäíîëèñòíî-
ñòè 𝑄(𝑝), è îäíîâðåìåííî çíà÷åíèÿ ñ âåðõíåé ÷àñòè ìíèìîé îñè ñîâïàäàþò
ñ ñî çíà÷åíèÿìè 𝐿1(𝑝) + 𝐿2(𝑝) â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, òî çíà÷åíèÿ â ëå-
âîé ïîëóïëîñêîñòè 𝑙1(𝑝) + 𝑙2(𝑝) çàìûêàþòñÿ ñî çíà÷åíèÿìè 𝐿1(𝑝) +𝐿2(𝑝) íà
îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè ìíèìîé îñè âíóòðè G.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Теорема 1. Функция 𝐿𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑧), регулярна в области {𝑧 : |𝑧| < 𝜀}
при некотором 𝜀 > 0, если для 𝑢(𝑝) выпонено условие Y1.

Òåîðåìà ïðè 𝑢−(𝑡) = 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [0,+∞), 𝑢−(𝑡) = −𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ (−∞, 0), âûòå-
êàåò èç ðàâåíñòâà

𝑄(𝑦) = 2𝜋𝑢(𝑦) = 2𝑅𝑒 𝑙1(𝑥) = 𝑙1(𝑝) + 𝑙2(𝑝) = 𝐿1(𝑝) +𝐿2(𝑝) = 2𝑅𝑒𝐿1(𝑦), 𝑝 = 𝑖𝑦,

𝑦 ∈ [0,+∞), ïðè

𝑙1(𝑝) = 𝐿𝐹+𝑢(𝑡)(·)(𝑝), 𝑙2(𝑝) = 𝐿+𝐹−𝑢(𝑡)(·)(𝑝),
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𝐿1(𝑝) = 𝐿𝐹+𝑢−(𝑡)(·)(𝑝), 𝐿2(𝑝) = 𝐿+𝐹−𝑢−(𝑡)(·)(𝑝).

Ïîëüçóÿñü ëåììîé 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè âñåõ, â
òîì ÷èñëå îòðèöàòåëüíûõ 𝑦, è ïàðà 𝑙1(𝑝) + 𝑙2(𝑝) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì
ïðîäîëæåíèåì ïàðû 𝐿1(𝑝) + 𝐿2(𝑝) ÷åðåç âñþ ìíèìóþ îñü ñ îäíîé ïîëîâè-
íû ïëîñêîñòè íà äðóãóþ [3]. Ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåïðåðûâíîñòüþ êàæäîé
èç ôóíêöèé 𝑙1(𝑝), 𝑙2(𝑝), 𝐿1(𝑝), 𝐿2(𝑝) íà âñåé ìíèìîé îñè (ñ ó÷åòîì ôîðìóëû
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì âî âíóòðåííèõ èíòåãðàëàõ, óñëîâèÿ Y1 è ðàâåí-
ñòâà 𝑢(0) = 0 ). Ðåãóëÿðíîñòü äàííûõ ôóíêöèé â îáëàñòè èõ îïðåäåëåíèÿ
î÷åâèäíà.

Ââèäó îáùåèçâåñòíîé ðåãóëÿðíîñòè [6] ôóíêöèé 𝑙1(𝑝), 𝐿1(𝑝) ïðè ðåãó-
ëÿðíîé â îêðåñòíîñòè âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè ôóíêöèè 𝑢(𝑝) ïîëó÷àåì, ÷òî
ôóíêöèè 𝑙2(𝑝), 𝐿2(𝑝) òîæå ðåãóëÿðíû â íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà 𝑙1(𝑝) + 𝐿1(𝑝) = 2𝐿𝐹 0
+𝑢(𝑡)(·)(𝑝) =

2(1/𝑖)𝐿𝐿𝑢(𝑡)(·)(𝑖𝑝) (ïîñëå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ) òîæå
ðåãóëÿðíà â íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî âî âñåé ïëîñêîñòè 𝑙1(𝑝)−𝐿1(𝑝) =

𝐿2(𝑝) − 𝑙2(𝑝) ≡ 0. Îãðàíè÷åííîñòü è ñòðåìëåíèå ê íóëþ äàííûõ ôóíêöèé â
îáëàñòè èõ îïðåäåëåíèÿ, âêëþ÷àÿ ìíèìóþ îñü, î÷åâèäíî ñëåäóåò èç óñëî-
âèÿ Y1. Êàê ôóíêöèè ,îãðàíè÷åííûå âî âñåé ïëîñêîñòè, äàííûå ðàçíîñòè
ðàâíû íóëåâîé êîíñòàíòå [3].

Çíà÷åíèÿ äàííîé ðàçíîñòè íà ìíèìîé îñè ðàâíû (𝑆𝑖𝐶𝑜𝑢(𝑡)(·)(𝑝) +
𝐶𝑜𝑆𝑖𝑢(𝑡)(·)(𝑝))𝑖 ≡ 0, ÷òî äîêàçûâàåò â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ðàâåíñòâî ïî
ìîäóëþ ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðîâ ñèíóñ è êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèé â ðàçíîì
ïîðÿäêå.
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В 𝐿2[0,+∞) рассматривается оператор Штурма-Лиувилля, порожда-
емый выражением 𝑙𝑎,𝑏 := − 𝑑2

𝑑𝑥2
+𝑥+𝑎𝛿(𝑥− 𝑏), 𝑎 > 0, 𝑏 > 0 , 𝛿(𝑥) —

Дельта функция Дирака, и краевым условием 𝑦(0) = 0. Предъявлены
формулы регуляризованных следов этого оператора.

Ключевые слова: собственные значения, асимптотика спектра, регу-
ляризованные следы.

Following in the traces of V.A.Sadovnichy

We consider the Sturm-Liouville operator generated in the space

𝐿2[0,+∞) by the expression 𝑙𝑎,𝑏 := − 𝑑2

𝑑𝑥2
+𝑥+𝑎𝛿(𝑥−𝑏), 𝑎 > 0, 𝑏 > 0,

𝛿(𝑥) is the Dirac delta function and the boundery condition 𝑦(0) = 0.We
obtained the regularised trace formulas of this operator.

Keywords: the eigenvalues, asymptotics of the spectrum, regularized
traces.

Â 1971 ãîäó Âèêòîð Àíòîíîâè÷ Ñàäîâíè÷èé [1] âû÷èñëèë ðåãóëÿðèçî-
âàííûå ñëåäû äëÿ ñèíãóëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà 𝐿 â ïðî-
ñòðàíñòâå 𝐿2[0, 𝜋], çàäàííîãî âûðàæåíèåì

𝑙(𝑦) := −𝑦′′(𝑥) +
𝜈2 − 1

4

𝑥2
𝑦(𝑥) + 𝑝(𝑥)𝑦(𝑥)

è êðàåâûì óñëîâèåì 𝑦(𝜋) = 0. Ôóíêöèÿ 𝑝(𝑥) âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ, äîñòàòî÷-
íî ãëàäêàÿ è ôèíèòíàÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ, 𝜈 > 1.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 𝜆𝑛 îïåðàòîðà 𝐿 èìåþò àñèìïòîòèêó:

𝜆𝑛 =

(︂
𝑛+

𝜈

2
− 1

4

)︂2

+ 𝑐0 +𝑂

(︂
1

𝑛2

)︂
, 𝑛→ +∞,

ãäå

𝑐0 =
1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥− 1

𝜋2
(𝜈2 − 1

4
).

Äçåòà-ôóíêöèÿ îïåðàòîðà 𝐿

𝑍(𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜆−𝑠𝑛

Печенцов Александр Сергеевич, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносо-
ва (Москва, Россия); Alexandr Pechentsov (Lomonosov Moscow State University, Moscow,
Russia)
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ðåãóëÿðíà â ïîëóïëîñêîñòè ℜ𝑠 > 1/2 è èìååò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
â ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü. Ðåãóëÿðèçîâàííûé ñëåä îïåðàòîðà 𝐿 ïîðÿäêà 𝑘,
𝑘 ∈ N, ò. å. ñóììà

∞∑︁
𝑛=1

(︀
𝜆𝑘𝑛 −𝐴𝑘(𝑛)

)︀
,

(𝐴𝑘(𝑛)-÷èñëà, îïðåäåëÿåìûå àñèìïòîòèêîé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îáåñïå-
÷èâàþùèå ñõîäèìîñòü ðÿäà), âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèå 𝑍(−𝑘) àíàëèòè÷å-
ñêîãî ïðîäîëæåíèÿ äçåòà-ôóíêöèè îïåðàòîðà 𝐿.

Åñëè ïîëîæèòü 𝑝(𝑥) = 0 , òî ñ.ç. 𝜆0𝑛 ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ôóíêöèè Áåññåëÿ
𝐼𝜈(

√
𝜆𝜋), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî:

∞∑︁
𝑛=1

(︃
𝜆0𝑛 −

(︂
𝑛+

𝜈

2
− 1

4

)︂2

+
1

𝜋2

(︂
𝜈2 − 1

4

)︂)︃
=

=
1

8

(︂
𝜈3

3
+
𝜈2

2
− 𝜈

12
− 1

8

)︂
− 1

8𝜋2

(︀
4𝜈2 − 1

)︀
(𝜈 + 1) .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ëèäñêîãî-Ñàäîâíè÷åãî [2], ïîëó÷å-
íà ôîðìóëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà ïîðÿäêà −𝜎, ïðè ℜ𝜎 > −1/2, äëÿ
îïåðàòîðà Ýéðè â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2[0,+∞), âîçìóù¼ííîãî 𝛿 � ôóíêöèåé
Äèðàêà (òåîðåìà1). Ïîëó÷åíû òîæäåñòâà äëÿ íóëåé −𝜆0𝑛 ôóíêöèè Ýéðè Ai
(Ai(−𝜆0𝑛) = 0): ïðè 𝑚 = 2, 3, ..., .

∞∑︁
𝑛=1

1

(𝜆0𝑛)𝑚
=

1

(𝑚− 1)!

(︁Ai′(−𝜆)

Ai(−𝜆)

)︁(𝑚−1)

𝜆
(0).

Â ÷àñòíîñòè ïðè 𝑚 = 2 ïîëó÷àåì

∞∑︁
𝑛=1

1

(𝜆0𝑛)2
=

4𝜋2

31/3Γ4(1/3)
,

ãäå Γ(𝑧) � Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ôîð-
ìóëà äëÿ ñëåäà ðàçíîñòè äâóõ ñèíãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ
ñ ïîòåíöèàëàìè, ñîäåðæàùèìè 𝛿 � ôóíêöèè Äèðàêà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [3].
Â 𝐿2[0,+∞) ðàññìàòðèì îïåðàòîð ℋ𝑎,𝑏 ïîðîæäàåìûé âûðàæåíèåì

𝑙𝑎,𝑏 := − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑥+ 𝑎𝛿(𝑥− 𝑏)

è êðàåâûì óñëîâèåì Äèðèõëå 𝑦(0) = 0),𝑎, 𝑏 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà
(ñì.[4,5,6]) Ñïåêòð îïåðàòîðà ℋ𝑎,𝑏 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî êîðíåé
öåëîé ôóíêöèè [6]

∆(𝜆) = Ai(−𝜆)
(︁

1 + 𝜋𝑎Ai(𝑏− 𝜆)Bi(𝑏− 𝜆)
)︁
− 𝜋𝑎Ai2(𝑏− 𝜆)Bi(−𝜆),

ãäå Bi -äðóãàÿ ôóíêöèÿ Ýéðè, ïðè÷¼ì âðîíñêèàí ôóíêöèé Ai è Bi ðàâåí
1
𝜋 . Â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè 𝜆 ñäåëàåì ðàçðåç ïî îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè. Çàôèêñèðóåì äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî 𝑡0 (
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0 < 𝑡0 < 𝜆01). Ïîñòðîèì êîíòóð Γ, ñîñòîÿùèé èç èíòåðâàëà (−∞,−𝑡0), ïðî-
õîäèìîãî îò −∞ äî −𝑡0, îêðóæíîñòè 𝛾 = 𝑡0 exp(𝑖𝜑), 𝜑 óáûâàåò îò 𝜋 äî −𝜋,
èíòåðâàëà (−∞,−𝑡0), ïðîõîäèìîãî îò −𝑡0 äî −∞. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

𝑍(𝜎) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜆−𝜎
∆′(𝜆)

∆(𝜆)
𝑑𝜆, ãäå 𝜆−𝜎 = exp(−𝜎 ln𝜆).

Ôóíêöèþ 𝑍(𝜎) áóäåì íàçûâàòü äçåòà-ôóíêöèåé îïåðàòîðà ℋ𝑎,𝑏. Ïðè ℜ𝜎 >
3/2

𝑍(𝜎) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜆−𝜎𝑛 .

Теорема 1. При ℜ𝜎 > −1/2 справедливо равенство

∞∑︁
𝑛=1

(︀
𝜆−𝜎𝑛 − (𝜆0𝑛)−𝜎

)︀
=

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜆−𝜎𝑑 ln
∆(𝜆)

Ai(−𝜆)
.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè −1/2 < ℜ𝜎 < 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∞∑︁
𝑛=1

(︀
𝜆−𝜎𝑛 − (𝜆0𝑛)−𝜎

)︀
=

sin(𝜎𝜋)

𝜋

∫︁ +∞

0

𝑡−𝜎𝑑 ln
∆(−𝑡)
Ai(t)

.
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ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ФУРЬЕ–ЯКОБИ И
НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПРИБЛИЖЕНИЯ

ФУНКЦИЙ
С.С. Платонов

ssplatonov@yandex.ru

УДК 517.518

Рассматриваются некоторые задачи теории приближения функций в
весовых 𝐿2-функциональных пространствах на полуоси [0,+∞) с ис-
пользованием модулей гладкости, построенных на основе обобщенных
сдвигов Якоби. Основным результатом является описание функцио-
нальных пространств типа Никольского в терминах наилучших при-
ближений функциями с ограниченным спектром.

Ключевые слова: приближение функций, гармонический анализ Фу-
рье – Якоби, обобщенные сдвиги Якоби, функциональные простран-
ства типа Никольского

Fourier – Jacobi harmonic analysis and some problems of
approximation

We study some problems of the approximation of functions in weighted 𝐿2

function spaces on the half-axis [0,+∞) using the modulus of smoothness
defined in terms of generalized Jacobi translations. We define function
spaces of Nikol’skii type and describe them in terms of best approxima-
tions using as the approximation tool a class of functions with bounded
spectrum.

Keywords: approximation of functions, Fourier – Jacobi harmonic analysis,
generalized translations of Jacobi, function spaces of Nikol’skii type

Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ 𝛼, 𝛽 (𝛼 > 𝛽 > −1/2), ôóíêöèè ßêîáè
Φ

(𝛼,𝛽)
𝜆 (𝑡) îáðàçóþò íåïðåðûâíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé íà ïî-

ëóîñè R+ = [0,+∞) îòíîñèòåëüíî ìåðû (sh 𝑡)2𝛼+1(ch 𝑡)2𝛽+1 𝑑𝑡. Ãàðìîíè÷å-
ñêèé àíàëèç, ñâÿçàííûé ñ ýòîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé, íàçûâàåòñÿ ãàðìî-
íè÷åñêèì àíàëèçîì Ôóðüå � ßêîáè. Îñíîâíûìè ýëåìåíòàìè ãàðìîíè÷åñêî-
ãî àíàëèçà Ôóðüå � ßêîáè ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ßêîáè,
èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå � ßêîáè è îáîáùåííûå ñäâèãè ßêîáè.
Ìíîãèå çàäà÷è êëàññè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà èìåþò åñòåñòâåííûå
àíàëîãè äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà Ôóðüå � ßêîáè (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Â [2] ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç Ôóðüå � ßêîáè èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ èçó÷å-
íèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé â âåñîâûõ 𝐿2 ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà ïîëóîñè R+. Â êà÷åñòâå ñðåäñòâà ïðèáëèæå-
íèÿ èñïîëüçîâàëñÿ êëàññ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì, òî åñòü êëàññ
ôóíêöèé, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå � ßêîáè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñ

Платонов Сергей Сергеевич, д.ф.-м.н., профессор, Петрозаводский государствен-
ный университет (Петрозаводск, Россия); Sergei Platonov (Petrozavodsk State University,
Petrozavodsk, Russia)
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êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Ïðîäîëæàÿ ýòó òåìàòèêó, â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïðå-
äåëÿþòñÿ íåêîòîðûå âåñîâûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà òèïà Íèêîëü-
ñêîãî íà R+ è ïîëó÷åíî èõ îïèñàíèå â òåðìèíàõ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé
ôóíêöèÿìè ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì.

Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ßêîáè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ℬ = ℬ𝛼,𝛽 :=
𝑑2

𝑑𝑡2
+ ((2𝛼+ 1) cth 𝑡+ (2𝛽 + 1) th 𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
. (1)

Äëÿ ëþáîãî 𝜆 ∈ C ôóíêöèÿ ßêîáè 𝑢(𝑡) = Φ
(𝛼,𝛽)
𝜆 (𝑡) ÿëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì

÷åòíûì 𝐶∞-ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ℬ𝑢+ (𝜆2 + (𝛼+ 𝛽 + 1)2)𝑢 = 0

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì 𝑢(0) = 1.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè íà ïîëóîñè R+ = [0; +∞) (âñå ôóíê-

öèè ïðåäïîëàãàþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè), íî ïðè íåîáõîäèìîñòè ñ÷èòàòü,
÷òî ôóíêöèè ïðîäîëæàþòñÿ íà âñþ îñü R êàê ÷åòíûå ôóíêöèè.

Ïóñòü 𝑑𝜇𝛼,𝛽(𝑡) := (sh 𝑡)2𝛼+1(ch 𝑡)2𝛽+1 𝑑𝑡 � ìåðà íà R+, 𝐿2
𝛼,𝛽 =

𝐿2(R+, 𝑑𝜇𝛼,𝛽), ‖ · ‖𝛼,𝛽 � íîðìà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐿2
𝛼,𝛽 . Ïóñòü

𝒟(R+) � òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ÷åòíûõ áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà R ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, 𝒟′(R+) � ïðî-
ñòðàíñòâî ÷åòíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà R, òî åñòü ëèíåéíûõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå 𝒟(R+). Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà
𝑓 ∈ 𝒟′(R+) íà ôóíêöèè 𝜙 ∈ 𝒟(R+) áóäåì îáîçíà÷àòü ⟨𝑓, 𝜙⟩. Ïðîñòðàíñòâî
𝐿2
𝛼,𝛽 âêëàäûâàåòñÿ â 𝒟′(R+), åñëè äëÿ 𝑓 ∈ 𝐿2

𝛼,𝛽 è 𝜙 ∈ 𝒟′(R+) ïîëîæèòü

⟨𝑓, 𝜙⟩ :=

∫︁
R

𝑓(𝑡)𝜙(𝑡) 𝑑𝜇𝛼,𝛽(𝑡).

Äåéñòâèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ℬ ðàñøèðÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâà
𝒟(R+) íà ïðîñòðàíñòâî 𝒟′(R+) ïî ôîðìóëå

⟨ℬ𝑓, 𝜙⟩ := ⟨𝑓,ℬ𝜙⟩, 𝑓 ∈ 𝒟′(R+), 𝜙 ∈ 𝒟(R+).

Â ÷àñòíîñòè, äåéñòâèå îïåðàòîðà ℬ îïðåäåëåíî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè 𝑓 ∈
𝐿2
𝛼,𝛽 , íî ïðè ýòîì ℬ𝑓 ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îáîáùåííîé ôóíêöèåé.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � ßêîáè ℱ : 𝑓(𝑡) ↦→ ̂︀𝑓(𝜆), 𝑡, 𝜆 ∈ R+, îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

ℱ(𝑓)(𝜆) = ̂︀𝑓(𝜆) :=

∫︁
R+

𝑓(𝑡) Φ
(𝛼,𝛽)
𝜆 (𝑡) 𝑑𝜇𝛼,𝛽(𝑡), 𝜆 ∈ R+

äëÿ ôóíêöèé 𝑓 ∈ 𝒟(R+) è ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîäîëæàåòñÿ íà ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî 𝐿2

𝛼,𝛽 .
Ôóíêöèÿ 𝑓 ∈ 𝐿2

𝛼,𝛽 íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì ïî-

ðÿäêà 𝜎 > 0, åñëè ̂︀𝑓(𝜆) = 0 ïðè 𝜆 > 𝜎. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé
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îáîçíà÷èì ℐ(𝛼,𝛽)
𝜎 . Ôóíêöèè èç ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ℐ(𝛼,𝛽)

𝜎 ⊂ 𝐿2
𝛼,𝛽 ÿâëÿ-

þòñÿ åñòåñòâåííûì ñðåäñòâîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ïðèáëèæåíèé â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐿2

𝛼,𝛽 .
Îïåðàòîðû îáîáùåííîãî ñäâèãà ßêîáè 𝑇 𝑠, 𝑠 ∈ R+, â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2

𝛼,𝛽

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

ℱ(𝑇 𝑠𝑓)(𝜆) = Φ
(𝛼,𝛽)
𝜆 (𝑠)ℱ(𝑓)(𝜆),

ãäå 𝑓 ∈ 𝐿2
𝛼,𝛽 , ℱ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � ßêîáè, 𝜆 ∈ R+.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿2
𝛼,𝛽 îáîáùåííûé ìîäóëü ãëàäêîñòè 𝜔

(𝛼,𝛽)
𝑘 (𝑓 ; 𝛿)2

ïîðÿäêà 𝑘, 𝑘 ∈ N, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

𝜔
𝛼,𝛽)
𝑘 (𝑓 ; 𝛿)2 := sup

0<ℎ6𝛿
‖(𝐼 − 𝑇ℎ)𝑘𝑓‖𝛼,𝛽 , 𝛿 > 0,

ãäå 𝐼 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, ‖ · ‖𝛼,𝛽 � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2
𝛼,𝛽 .

Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿2
𝛼,𝛽 ôóíêöèÿìè èç ïîäïðîñòðàí-

ñòâà ℐ(𝛼,𝛽)
𝜎 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

𝐸(𝛼,𝛽)
𝜎 (𝑓)2 := inf{‖𝑓 − 𝑔‖𝛼,𝛽 : 𝑔 ∈ ℐ(𝛼,𝛽)

𝜎 }.

Ïóñòü 𝑟 > 0 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî è ïóñòü 𝑘, 𝑠 � íåîòðèöàòåëüíûå
öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ 2𝑘 > 𝑟 − 2𝑠 > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
𝐻
𝑟(𝛼,𝛽)
2 ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé 𝑓 ∈ 𝐿2

𝛼,𝛽 òàêèõ, ÷òî ℬ𝑓,ℬ2𝑓, . . . ,ℬ𝑠𝑓 ∈ 𝐿2
𝛼,𝛽

è äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà 𝐴𝑓 > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

𝜔
(𝛼,𝛽)
𝑘 (ℬ𝑠𝑓 ; 𝛿)2 6 𝐴𝑓𝛿

𝑟−2𝑠, 𝛿 > 0.

Äëÿ 𝑓 ∈ 𝐻
𝑟(𝛼,𝛽)
2 îïðåäåëèì ïîëóíîðìó

ℎ
𝑟(𝛼,𝛽)
2 (𝑓) := sup

𝛿>0

𝜔
(𝛼,𝛽)
𝑘 (ℬ𝑠𝑓 ; 𝛿)2

𝛿𝑟−2𝑠
.

Ìíîæåñòâî 𝐻𝑟(𝛼,𝛽)
2 ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

‖𝑓‖
𝐻

𝑟(𝛼,𝛽)
2

:= ‖𝑓‖𝛼,𝛽 + ℎ
𝑟(𝛼,𝛽)
2 (𝑓).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïðîñòðàíñòâî𝐻𝑟(𝛼,𝛽)
2 îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ íàè-

ëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèÿìè èç ℐ𝑟(𝛼,𝛽)𝜎 .
Теорема 1. Если 𝑓 ∈ 𝐻

𝑟(𝛼,𝛽)
2 , то для 𝜎 > 1 справедливо неравенство

𝐸(𝛼,𝛽)
𝜎 (𝑓)2 6 𝑐1

ℎ
𝑟(𝛼,𝛽)
2 (𝑓)

𝜎𝑟
.

Обратно, если 𝑓 ∈ 𝐿2
𝛼,𝛽 и для 𝜎 > 1 справедливо неравенство

𝐸(𝛼,𝛽)
𝜎 (𝑓)2 6

𝐴

𝜎𝑟
,
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где 𝐴 — положительное число, которое не зависит от 𝜎 (но зависит от
𝑓), то 𝑓 ∈ 𝐻

𝑟(𝛼,𝛽)
2 и

‖𝑓‖
𝐻

𝑟(𝛼,𝛽)
2

6 𝑐2 (‖𝑓‖𝛼,𝛽 +𝐴).

Здесь 𝑐1 и 𝑐2 — некоторые положительные постоянные, которые не зави-
сят от 𝑓 , но могут зависеть от 𝑘, 𝑟, 𝑠, 𝛼, 𝛽.
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Äîêëàä ïîñâÿùåí îáñóæäåíèþ îäíîé ôîðìóëû òåîðèè ðåãóëÿðèçîâàí-
íûõ ñëåäîâ äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ðåçîëüâåíòîé èç êëàññà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà è
ïðèëîæåíèþ ýòîé ôîðìóëû ê âîçìóùåííîìó ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó.

Теорема 1. Пусть оператор 𝐴 самосопряженный, дискретный, полу-
ограниченный снизу и его резольвента принадлежит классу Гильберта-
Шмидта. Оператор 𝐵 ограничен. Пусть {𝜙𝑛}∞𝑛=1 – собственные вектора
оператора 𝐴, {𝜆𝑛}∞𝑛=1 – его собственные числа, {𝜇𝑛}∞𝑛=1 – собственные
числа оператора 𝐴+𝐵. Если при некотором 0 < 𝛽 < 1 выполнено

+∞∑︁
𝑛=1

𝜆2𝛽−3
𝑛 < +∞

и
+∞∑︁

𝜆𝑘=[𝜆𝑛+𝜆
𝛽
𝑛]+1

|(𝐵𝜙𝑛, 𝜙𝑘)(𝐵𝜙𝑘, 𝜙𝑛)| = 𝑂
(︀
𝜆2𝛽−2
𝑛

)︀
.

то верна формула

lim
𝑡→0+

∞∑︁
𝑛=1

𝑒−𝜆𝑛𝑡

(︂
𝜇𝑛 − 𝜆𝑛 − (𝐵𝜙𝑛, 𝜙𝑛)−

− 𝑡

2

(︁(︀
𝐵2𝜙𝑛, 𝜙𝑛

)︀
− (𝜇𝑛 − 𝜆𝑛)

2
)︁)︂

= 0.

Теорема 2. Пусть {𝜙𝑛}∞𝑛=1 – нормированные собственные функции
оператора гармонического осциллятора

−𝑦′′ + 𝑥2𝑦,

действующего в 𝐿2(R), {𝜆𝑛}∞𝑛=1 – его собственные числа, {𝜇𝑛}∞𝑛=1 –
собственные числа возмущения гармонического осциллятора оператором
умножения на ограниченную функцию 𝑞(𝑥). Если 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿1(R)∩𝐿2(R), то
верна следующая формула:

lim
𝑡→0+

∞∑︁
𝑛=1

𝑒−𝜆𝑛𝑡

(︂
𝜇𝑛 − 𝜆𝑛 − (𝐵𝜙𝑛, 𝜙𝑛)

)︂
= 0. (1)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 èñïîëüçîâàíû îöåíêè äëÿ ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà [1], è íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ ñïåêòðà
âîçìóùåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà [2]. Îòìåòèì, ÷òî èç ðåçóëüòà-
òîâ [2] íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ñ÷èòàòü äîïîë-
íèòåëüíî âûïîëíåííûì óñëîâèå 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿2(R, (|𝑥| + 1)2𝑑𝑥), òî ôîðìóëà (1)
âûïîëíåíà áåç ñóììèðîâàíèÿ, óêàçàííûé ðÿä áóäåò àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ.
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Рассматривается несамосопряженный оператор четвертого порядка с
матричными коэффициентами. Область определения этого оператора
задается квазипериодическими краевыми условиями. Используя ме-
тод подобных операторов, для рассматриваемого оператора получены
асимптотические формулы для собственных значений.
Ключевые слова: дифференциальный оператор четвертого порядка,
матричные коэффициенты, асимптотика собственных значений

Spectral asymptotics for fourth-order differential operator with
matrix coefficients

We consider non-self-adjoint fourth-order operator with matrix coeffi-
cients. The domain of this operator is defined by quasiperiodic boundary
conditions. Using the method of similar operators, we get asymptotic
formulas of eigenvalues for this operator.

Keywords: fourth-order differential operator, matrix coefficients, asymp-
totic of eigenvalues

×åðåç 𝐿𝑘2 [0, 1] îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî 𝐿𝑘2 [0, 1] = 𝐿2([0, 1],C𝑘) = 𝐿2[0, 1]×
· · · × 𝐿2[0, 1] (𝑘 ðàç) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(𝑓, 𝑔) =

𝑘∑︁
𝑗=1

∫︁ 1

0

𝑓𝑗(𝑡)𝑔𝑗(𝑡) 𝑑𝑡,

ãäå 𝑓 = (𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑘) ∈ 𝐿𝑘2 [0, 1], 𝑔 = (𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑘) ∈ 𝐿𝑘2 [0, 1].
Öåëüþ íàñòîÿùåãî äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîð-

ìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà 𝐿𝜃 : 𝐷(𝐿𝜃) ⊂ 𝐿𝑘2 [0, 1] → 𝐿𝑘2 [0, 1], êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûì âûðàæåíèåì

𝑙(𝑦) = 𝑦𝐼𝑉 − A(𝑡)𝑦′′ −B(𝑡)𝑦,

ãäå A(𝑡) = (𝑎𝑝𝑗(𝑡))
𝑘
𝑝,𝑗=1 è B(𝑡) = (𝑏𝑝𝑗(𝑡))

𝑘
𝑝,𝑗=1 � ìàòðèöû ðàçìåðà 𝑘×𝑘, ïðè-

÷åì ýëåìåíòû ýòèõ ìàòðèö 𝑎𝑝𝑗 è 𝑏𝑝𝑗 ïðèíàäëåæàò 𝐿2[0, 1]. Îáëàñòü îïðåäå-
ëåíèÿ 𝐷(𝐿𝜃) = {𝑦 ∈ 𝑊 4

2 ([0, 1],C𝑘)} ⊂ 𝐿𝑘2 [0, 1] îïåðàòîðà 𝐿𝜃 çàäàåòñÿ êâàçè-
ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè 𝑦(𝑗)(1) = 𝑒𝑖𝜋𝜃𝑦(𝑗)(0), 𝑗 = 0, 1, 2, 3, ãäå
𝜃 ∈ (0, 2), 𝜃 ̸= 1.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента РФ для молодых
ученых — кандидатов наук (МК-1056.2018.1, соглашение № 075-02-2018-433).
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×åðåç A0 îáîçíà÷èì ìàòðèöó A0 = (𝑎0,𝑝𝑗)
𝑘
𝑝,𝑗=1, ãäå 𝑎0,𝑝𝑗 =

∫︀ 1

0
𝑎𝑝𝑗(𝑡) 𝑑𝑡.

Âñþäó äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà A0 ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöå.

Äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû (ñì. [1] � [3]). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íåñêîëüêî èíàÿ òåõíèêà. Ýòà òåõíèêà îñíîâûâàåòñÿ
íà ðàáîòàõ [4] è [5]. Åå ïðèìåíåíèå ïîçâîëèò óòî÷íèòü, à â ðÿäå ñëó÷àåâ
óëó÷øèòü, èçâåñòíóþ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé. Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, äàäèì íåîá-
õîäèìîå îïðåäåëåíèå.

Определение. Для любой ограниченной матрицы 𝐴, действующей в
C𝑘, ее среднее арифметическое собственных значений определяется как

̂︀𝜆 =
1

𝑘

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗 ,

где 𝜆𝑗 — собственные значения матрицы 𝐴.
Теорема 1. Существует такое число 𝑚 ∈ Z+, для которого спектр

оператора 𝐿𝜃 представим в виде

𝜎(𝐿𝜃) = 𝜎(𝑚) ∪ (∪|𝑛|>𝑚+1𝜎𝑛), (1)

где 𝜎(𝑚) — конечное множество и множества 𝜎𝑛, |𝑛| > 𝑚+1, не более, чем

𝑘-точечны. Тогда для среднего арифметического собственных значений ̂︀𝜆𝑛
оператора 𝐿𝜃 справедливо следующее асимптотическое представление

̂︀𝜆𝑛 = 𝜋4(2𝑛+ 𝜃)4 +
𝜋2(2𝑛+ 𝜃)2

𝑘

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗 + 𝒪(|𝑛|), |𝑛| > 𝑚+ 1,

где 𝜇𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, — собственные значения матрицы A0.
Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A0 ìîãóò áûòü êðàò-

íûìè, òî â äàííîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ãîâîðèòü òîëüêî î ñðåäíåì àðèôìå-
òè÷åñêîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îäíàêî, åñëè ñäåëàòü íåêîòîðûå äîïîëíè-
òåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, òî ìîæíî âûïèñàòü è àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé.

Теорема 2. Если в условиях теоремы 1 собственные значения 𝜇𝑗, 𝑗 =
1, . . . , 𝑘, матрицы A0 являются простыми, то имеет место следующая
асимптотика

̃︀𝜆𝑛,𝑗 = 𝜋4(2𝑛+ 𝜃)4 + 𝜋2(2𝑛+ 𝜃)2𝜇𝑗 + 𝒪(|𝑛|), 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, |𝑛| > 𝑚+ 1.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå â òåîðåìàõ 1 è 2, óòî÷íÿþò ñîîò-
âåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû èç [3, Theorems 1,2] â ÷àñòè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ïóñòü ìàòðèöû
A èB îïåðàòîðà 𝐿𝜃 èìåþò ðàçìåð 1×1 è ñîñòîÿò êàæäàÿ èç îäíîãî ýëåìåíòà
𝑎 è 𝑏 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿2[0, 1]. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
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Теорема 3. Оператор 𝐿𝜃 является оператором с дискретным спек-
тром и существует такое число 𝑚 ∈ Z+, что его спектр представим в
виде (1). Собственные значения ̃︀𝜆𝑛,1, |𝑛| > 𝑚 + 1, допускают следующую
асимптотику

̃︀𝜆𝑛,1 = 𝜋4(2𝑛+ 𝜃)4 + 𝜋2(2𝑛+ 𝜃)2𝑎0−

− (2𝑛+ 𝜃)2
∑︁

𝑠∈Z∖{𝑛}

(2𝑠+ 𝜃)2𝑎𝑛−𝑠𝑎𝑠−𝑛
(2𝑠+ 𝜃)4 − (2𝑛+ 𝜃)4

+
|𝑛|𝛾𝑛

(𝜃 − 1)2(1 − |𝜃 − 1|)2
,

где (𝛾𝑛) — некоторая суммируемая последовательность и 𝑎𝑠, 𝑠 ∈ Z, —
коэффициенты Фурье функции 𝑎.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíÿåìàÿ òåõíèêà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òàêæå è â ïåðèîäè÷åñêîì èëè àíòèïåðèîäè÷åñêîì
ñëó÷àå. Ïóñòü 𝜃 ∈ {0, 1} è 𝑘 = 1. Òîãäà ìàòðèöû A è B âíîâü ðàçìåðà 1 × 1
ñ ýëåìåíòàìè 𝑎, 𝑏 èç 𝐿2[0, 1]. Èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî îïåðàòîðà 𝐿𝜃, 𝜃 ∈ {0, 1}, ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ
(ñì. [5] è [6] è èñïîëüçóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó). Îòìåòèì, ÷òî â [6] èçó÷àëñÿ
îïåðàòîð ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ [5, Òåîðåìà 1] è [6, Theorems 1, 2], â ñëåäóþùåé òåîðåìå
óòî÷íÿåòñÿ âèä âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ, à òàêæå ôîðìóëà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà.

Теорема 4. Оператор 𝐿𝜃, 𝜃 ∈ {0, 1}, является оператором с дискрет-
ным спектром и существует такое число 𝑚 ∈ Z+, что его спектр пред-
ставим в виде (1). Причем 𝜎(𝑚) — конечное множество с числом то-
чек не превосходящим 2𝑚 + 1, а множество 𝜎𝑛 определяется как 𝜎𝑛 =
{̃︀𝜆+𝑛 }∪{̃︀𝜆−𝑛 }. Собственные значения ̃︀𝜆∓𝑛 , 𝑛 > 𝑚+1, оператора 𝐿𝜃, 𝜃 ∈ {0, 1},
допускают следующее асимптотическое представление

̃︀𝜆∓𝑛 = 𝜋4(2𝑛+𝜃)4−2(2𝑛+𝜃)2
∞∑︁

𝑠=1,𝑠 ̸=𝑛

(2𝑠+ 𝜃)2(𝑎𝑛−𝑠𝑎𝑠−𝑛 + 𝑎𝑛+𝑠+𝜃𝑎−𝑛−𝑠−𝜃)

(2𝑠+ 𝜃)4 − (2𝑛+ 𝜃)4
∓

∓ (2𝑛+ 𝜃)2
(︁
𝜋2𝑎−2𝑛−𝜃 − 2

∑︁
𝑠∈Z

�̸�=𝑛,𝑠 ̸=−𝑛−𝜃

(2𝑠+ 𝜃)2𝑎𝑠−𝑛𝑎−𝑛−𝑠−𝜃
(2𝑠+ 𝜃)4 − (2𝑛+ 𝜃)4

)︁1/2
·

·
(︁
𝜋2𝑎2𝑛+𝜃 − 2

∑︁
𝑠∈Z

�̸�=𝑛,�̸�=−𝑛−𝜃

(2𝑠+ 𝜃)2𝑎𝑛−𝑠𝑎𝑛+𝑠+𝜃
(2𝑠+ 𝜃)4 − (2𝑛+ 𝜃)4

)︁1/2
+ 𝜋2(2𝑛+ 𝜃)2𝑎0 + 𝑛̃︀𝛾𝑛,

где (̃︀𝛾𝑛) — некоторая суммируемая последовательность.
Êðîìå òîãî, èç òåîðåì 3 è 4 ëåãêî ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé îïåðàòîðà 𝐿𝜃, 𝜃 ∈ [0, 2), â ñëó÷àå êîãäà ôóíêöèè 𝑎 è 𝑏 ÿâëÿþòñÿ
ãëàäêèìè èëè âåùåñòâåííûìè. Ýòè ðåçóëüòàòû óëó÷øàþò èçâåñòíûå ðàíåå
(ñì. [5, Òåîðåìà 2]).

Литература
1. Шкаликов А.А. Краевые задачи для обыкновенных дифференциальных

уравнений со спектральным параметром в граничных условиях // Тр. сем. им.
И.Г. Петровского, 9 (1983), 190-229.



120 “Современные проблемы математики и механики”

2. Лужина Л.М. Регулярные спектральные задачи в пространствах вектор-
функций // Вестник МГУ. Сер. 1. Матем. мех., 1 (1988), 31-35.

3. Veliev O.A. Unifrom convergence of the spectral expansion for a differential
operator with periodic matrix coefficients // Bound. Value Probl., (2008), 2008:
628973.

4. Баскаков А.Г., Поляков Д.М. Метод подобных операторов в спектральном
анализе оператора Хилла с негладким потенциалом // Матем. сб., 208:1 (2017),
3-47.

5. Поляков Д.М. Спектральный анализ дифференциального оператора чет-
вертого порядка с периодическими и антипериодическими краевыми условиями
// Алгебра и анализ, 27:5 (2015), 117-152.

6. Veliev O.A. On the nonself-adjoint ordinary differential operators with periodic
boundary conditions // Israel J. Math., 176 (2010), 195-207.

МЕРЫ ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОИСХОЖДЕНИЯ С
НЕОБЫЧНЫМИ СВОЙСТВАМИ

В.В. Рыжиков
vryzh@mail.ru

УДК 517.9

Существует сохраняющий меру поток на пространстве Лебега, спек-
тральная мера 𝜎 которого обладает следующими свойствами:
(i) она непрерывна и сингулярна относительно меры Лебега на груп-
пе R;
(ii) для некоторого множества направлений в R2 проекции меры 𝜎×𝜎
на фиксированную прямую вдоль этих направлений являются (1−1)-
отображениями, а образы меры суть сингулярные меры на прямой;
(iii) для бесконечного множества направлений в R2 проекции меры
𝜎 × 𝜎 на прямую являются (∞ − 1)-отображениями, причем образы
меры 𝜎 × 𝜎 эквивалентны мере Лебега на прямой.
Ключевые слова: функциональный анализ, спектральные меры уни-
тарных потоков

Measures of the dynamical origin with unusual properties

There is a measure-preserving flow on Lebesgue space whose spectral mea-
sure 𝜎 has the following properties:

(i) it is continuous and singular with respect to the Lebesgue measure on
the group R;

(ii) for some set of directions in R2 the projections of the measure 𝜎 × 𝜎
onto a fixed line along these directions are (1− 1)-maps, and the images
of the measure are singular measures on the line;

(iii) for another uncountable set of directions in R2 the projections of the
measure 𝜎×𝜎 along these directions onto this line are (∞−1)-maps, and
the images of the measure 𝜎 × 𝜎 are equivalent to the Lebesgue measure.

Keywords: functional analysis, spectral measures of unitary flows

Рыжиков Валерий Валентинович, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Valery Ryzhikov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç èñòî÷íèêîâ ðàçíîîáðàçíûõ ïðè-
ìåðîâ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïðåäëàãàþòñÿ óíèòàðíûå ïîòîêè äèíàìè-
÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Теорема 1. Для любого 𝑁 > 2 найдется унитарный поток 𝑇𝑡 такой,
что при 1 6 𝑚 < 𝑛 6 𝑁 спектр тензорного произведения 𝑇𝑚𝑡 ⊗ 𝑇𝑛𝑡 про-
стой и сингулярный, а при 𝑛 > 𝑁 спектр произведения 𝑇𝑡 ⊗ 𝑇𝑛𝑡 является
счетнократным лебеговским.

Ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà 𝜎 òàêîãî ïîòîêà ïðè ôèêñèðîâàííîì 𝑁 îáëàäàåò
ñâîéñòâàìè:

(i) ìåðà 𝜎 íåïðåðûâíà è ñèíãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà ãðóïïå
R, åå íîñèòåëü åñòü R;

(ii) ïðîåêöèè ìåðû 𝜎 × 𝜎 âäîëü âåêòîðîâ (𝑚,𝑛), 1 6 𝑚 < 𝑛 6 𝑁 , íà
äèàãîíàëü â R2 ÿâëÿþòñÿ (1 − 1)-îòáðàæåíèÿìè, à îáðàçû ýòîé ìåðû ñóòü
ñèíãóëÿðíûå ìåðû íà ïðÿìîé;

(iii) äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íàïðàâëåíèé â R2 ïðîåêöèè ìåðû 𝜎×𝜎
íà äèàãîíàëü ÿâëÿþòñÿ (∞− 1)-îòáðàæåíèÿìè, ïðè÷åì îáðàçû ìåðû 𝜎 × 𝜎
ýêâèâàëåíòíû ìåðå Ëåáåãà íà ïðÿìîé.

Êðîìå òîãî ñïåêòðàëüíûå ìåðû ïðåäëàãàåìûõ ïîòîêîâ âçàèìíî ñèíãó-
ëÿðíû ñî ñâîèìè ñâåðòî÷íûìè ñòåïåíÿìè (ïðèìåðû òàêèõ ïîòîêîâ ïîÿâè-
ëèñü â [1]). Ïîñòðîåíèå ýðãîäè÷åñêèõ ïîòîêîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ íóæíûå ýô-
ôåêòû, ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèé êîíñòðóêöèé àâòîìîðôèçìîâ èç ðàáîòû [2].
Èñïîëüçóÿ òåõíèêó "âûíóæäåíèÿ ïåðåìåøèâàíèÿ"[3], ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî,
÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà ïîòîêà îáëàäàåò âñåìè óïîìÿíóòûìè ñâîéñòâàìè è
ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ñèíãóëÿðíîé ìåðîé, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòî-
ðîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî ñèíãóëÿðíàÿ ìåðà
íà îêðóæíîñòè, ó êîòîðîé êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ïðåäëî-
æåíà â [4] (àâòîð ïðèçíàòåëåí À.À. Ïðèõîäüêî, îáðàòèâøåãî åãî âíèìàíèå
íà ýòîò ôàêò).
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КРАТНАЯ ПОЛНОТА КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ
НЕРЕГУЛЯРНЫХ ПУЧКОВ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

ОПЕРАТОРОВ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ И
РАСПАДАЮЩИМИСЯ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ

В.С. Рыхлов
RykhlovVS@yandex.ru

УДК 517.927.25

В пространстве 𝐿2[0, 1] рассматривается класс не исследованных ра-
нее нерегулярных пучков дифференциальных операторов 𝑛-го поряд-
ка, порожденных однородным дифференциальным выражением с по-
стоянными коэффициентами и распадающимися краевыми условия-
ми, 𝑙 из которых берутся в нуле, а 𝑛 − 𝑙 в единице. Предполагается,
что характеристики пучка лежат на двух лучах, исходящих из начала,
в количествах 𝑘 и 𝑛 − 𝑘. Исследуются достаточные условия кратной
полноты в пространстве 𝐿2[0, 1] корневых функций пучков этого клас-
са. В частности, показано, что при условии 𝑛− 𝑘 < 𝑙 < 𝑘 имеет место
(𝑛− 𝑘)-кратная полнота с возможным конечным дефектом.

Ключевые слова: пучок обыкновенных дифференциальных операто-
ров, распадающиеся краевые условия, корневые функции, кратная
полнота корневых функций

Multiple completeness of root functions of non-regular pencils
of differential operators with constant coefficients and

separating boundary conditions

In the space 𝐿2[0, 1] we consider a class of not previously investigated
irregular pencils of differential operators of the 𝑛-th order generated by
a homogeneous differential expression with constant coefficients and sep-
arating boundary conditions, 𝑙 of which are taken at the end of 0, and
𝑛− 𝑙 at the end of 1. It is assumed that the characteristics of the pencils
lie on two rays emanating from the origin in the quantities 𝑘 and 𝑛 − 𝑘.
Sufficient conditions for multiple completeness the space 𝐿2[0, 1] of root
functions of the pencils from this class are investigated. In particular it is
shown that under the condition 𝑛 − 𝑘 < 𝑙 < 𝑘 (𝑛 − 𝑘)-fold completeness
the system of root functions with possible a finite defect is took place.

Keywords: pencil of ordinary differential operators, separating boundary
conditions, root functions, multiple completeness the system of root func-
tions

Â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2[0, 1] ðàññìîòðèì ïó÷îê îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ 𝐿(𝜆), ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì
𝑛-ãî ïîðÿäêà

ℓ(𝑦, 𝜆) :=
∑︁
𝑗+𝑠=𝑛

𝑝𝑗𝑠𝜆
𝑠𝑦(𝑗), 𝑝𝑗𝑠 ∈ C, 𝑝𝑛0 ̸= 0, 𝑝0𝑛 ̸= 0, (1)

Рыхлов Виктор Сергеевич, к.ф.-м.н., доцент, СГУ имени Н.Г. Чернышевского (Сара-
тов, Россия); Victor Rykhlov (Chernyshevsky State University of Saratov, Saratov, Russia)
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è ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè îäíîðîäíûìè äâóõòî÷å÷íûìè ðàñïàäàþùèìèñÿ
íîðìèðîâàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè∑︁

𝑗+𝑠=κ𝑖

𝜆𝑠𝛼𝑖𝑗𝑠𝑦
(𝑗)(0) = 0, 𝑖 = 1, 𝑙,

∑︁
𝑗+𝑠=κ𝑖

𝜆𝑠𝛽𝑖𝑗𝑠𝑦
(𝑗)(1) = 0, 𝑖 = 𝑙 + 1, 𝑛, (2)

ãäå 𝜆, 𝛼𝑖𝑗𝑠, 𝛽𝑖𝑗𝑠 ∈ C, κ𝑖 ∈ N ∪ {0}, 1 6 𝑙 6 𝑛− 1.
Äàëåå èñïîëüçóåì, íå ïîâòîðÿÿ â äàííîì òåêñòå, îïðåäåëåíèÿ êîðíåâûõ

ôóíêöèé (ê.ô.),𝑚-êðàòíîé (1 6 𝑚 6 𝑛) ïîëíîòû ê.ô., õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
îïðåäåëèòåëÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà è ò. ï. èç [1].

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ïó÷êà 𝐿(𝜆), ïðè
êîòîðûõ èìååò ìåñòî 𝑚-êðàòíàÿ ïîëíîòà ñèñòåìû ê.ô. ýòîãî ïó÷êà â ïðî-
ñòðàíñòâå 𝐿2[0, 1]. Èñòîðèþ âîïðîñà ìîæíî ïîñìîòðåòü, íàïðèìåð, â [1�4].

Â [2] ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåðèñòèêè ïó÷êà ðàñïîëîæåíû íà
äâóõ ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà. Â òåîðåìå 1 èç [2] ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ êðàòíîé ïîëíîòû ñèñòåìû ê.ô. äëÿ âðîäå áû áîëåå îáùåãî êëàñ-
ñà ïó÷êîâ âèäà (1)�(2) â ñëó÷àå ïîëóðàñïàäàþùèõñÿ ¾â øèðîêîì ñìûñëå¿
êðàåâûõ óñëîâèé (òî åñòü, êîãäà íå òîëüêî 2𝑙 > 𝑛, íî è 2𝑙 < 𝑛 â ñëó÷àå
1 6 𝑙 6 𝑛− 1). Íî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ (2) ÿâëÿþòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì ïîëóðàñïàäàþùèõñÿ ¾â øèðîêîì ñìûñëå¿ êðàåâûõ óñëîâèé èç
[2], òåì íå ìåíåå, òåîðåìà 1 î ïîëíîòå èç [2] íå ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî
ïðèìåíåíà ê ñëó÷àþ ðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëîâèé (2), òàê êàê íå âñå ïà-
ðàìåòðû â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 1 èç [2] îïðåäåëåíû äëÿ ðàñïàäàþùèõñÿ
êðàåâûõ óñëîâèé (2).

Âèäîèçìåíèâ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 èç [2], óäàëîñü ïîëó÷èòü äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ êðàòíîé ïîëíîòû è â ñëó÷àå ðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëî-
âèé (ñì. [4]), íî, ê ñîæàëåíèþ, íå âî âñåõ ñëó÷àÿõ. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðíè 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
(õàðàêòåðèñòèêè)

∑︀
𝑗+𝑠=𝑛

𝑝𝑗𝑠𝜔
𝑗 = 0 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îòëè÷íû îò íóëÿ è

ëåæàò íà äâóõ èëè îäíîì ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà, â êîëè÷åñòâàõ 𝑘
è 𝑛 − 𝑘 (0 6 𝑘 6 𝑛). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîðíè
ðàñïîëîæåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì ïðè |𝜙| < 𝜋/2:

𝜔𝑛𝑒
𝑖𝜙 < 𝜔𝑛−1𝑒

𝑖𝜙 < · · · < 𝜔𝑘+1𝑒
𝑖𝜙 < 0 < 𝜔1𝑒

−𝑖𝜙 < 𝜔2𝑒
−𝑖𝜙 < · · · < 𝜔𝑘𝑒

−𝑖𝜙,
(3)

Â ñëó÷àå îäíîãî ëó÷à (𝑘 = 𝑛 èëè 𝑘 = 0) ñ÷èòàåì, ÷òî 𝜙 = 0 è 𝑘 = 𝑛.
Îáîçíà÷èì [𝑞]+ = max{0, 𝑞}, [𝑝, 𝑞]− = min{𝑝, 𝑞}, [𝑝, 𝑞]+ = max{𝑝, 𝑞} è

ïîëîæèì ïðè 𝑗 = 1, 𝑛

𝑎𝑖𝑗 =
∑︁

𝜈+𝑠=κ𝑖

𝛼𝑖𝜈𝑠𝜔
𝜈
𝑗 , 𝑖 = 1, 𝑙; 𝑏𝑖𝑗 =

∑︁
𝜈+𝑠=κ𝑖

𝛽𝑖𝜈𝑠𝜔
𝜈
𝑗 , 𝑖 = 𝑙 + 1, 𝑛.

Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåì óñëîâèÿ:

det(𝑎𝑖𝑗)
𝑗=1,𝑘+𝑙−𝑛;𝑘+1,𝑛

𝑖=1,𝑙
̸= 0,det(𝑏𝑖𝑗)

𝑗=𝑘+𝑙−𝑛+1,𝑘

𝑖=𝑙+1,𝑛
̸= 0ïðè𝑛− 𝑘 6 𝑙; (4)

det(𝑎𝑖𝑗)
𝑗=𝑛−𝑙+1,𝑛

𝑖=1,𝑙
̸= 0, det(𝑏𝑖𝑗)

𝑗=1,𝑛−𝑙
𝑖=𝑙+1,𝑛

̸= 0 ïðè 𝑛− 𝑘 > 𝑙; (5)
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det(𝑎𝑖𝑗)
𝑗=1,𝑙

𝑖=1,𝑙
̸= 0, det(𝑏𝑖𝑗)

𝑗=𝑙+1,𝑛

𝑖=𝑙+1,𝑛
̸= 0, ïðè 𝑘 6 𝑙; (6)

det(𝑎𝑖𝑗)
𝑗=𝑘−𝑙+1,𝑘

𝑖=1,𝑙
̸= 0, det(𝑏𝑖𝑗)

𝑗=1,𝑘−𝑙;𝑘+1,𝑛

𝑖=𝑙+1,𝑛
̸= 0 ïðè 𝑘 > 𝑙. (7)

Îòìåòèì, ÷òî â ãðàíè÷íîì ñëó÷àå 𝑛− 𝑘 = 𝑙 óñëîâèÿ (4) è (5) ñîâïàäàþò.
Àíàëîãè÷íî, â ãðàíè÷íîì ñëó÷àå 𝑘 = 𝑙 ñîâïàäàþò óñëîâèÿ (6) è (7).

Теорема 1. Если [𝑘, 𝑛 − 𝑘]+ 6 𝑙 и выполняются условия (4) и (6), то
при 𝑚 6 2(𝑛 − 𝑙) система к.ф. пучка 𝐿(𝜆) 𝑚-кратно полна в 𝐿2[0, 1] с

возможным дефектом, не превышающим числа 𝑑1 :=
𝑛∑︀

𝑖=𝑙+1

[𝑚− 1 − κ𝑖]+.

Теорема 2. Если [𝑘, 𝑛−𝑘]− > 𝑙 и выполняются условия (5) и (7), то при
𝑚 6 2𝑙 система к.ф. пучка 𝐿(𝜆) 𝑚-кратно полна в 𝐿2[0, 1] с возможным

дефектом, не превышающим числа 𝑑2 :=
𝑙∑︀
𝑖=1

[𝑚− 1 − κ𝑖]+.

Ãðàíè÷íûé ñëó÷àé â òåîðåìàõ 1 è 2 ñôîðìóëèðóåì â îòäåëüíîé òåîðåìå.
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ðåãóëÿðíîãî ïó÷êà.

Теорема 3. Если [𝑘, 𝑛 − 𝑘]− = [𝑘, 𝑛 − 𝑘]+ = 𝑙 или, что эквивалентно,
𝑛 = 2𝑘 = 2𝑙 и выполняются условия (4) (или (5)) и (6) (или (7)), то
система к.ф. пучка 𝐿(𝜆) 𝑛-кратно полна в 𝐿2[0, 1] с возможным дефектом,
не превышающим числа [𝑑1, 𝑑2]− в случае, если по-крайней мере для одного
𝑖 = 1, 𝑛 выполняется неравенство κ𝑖 > 𝑛 − 1, и с нулевым дефектом в
противном случае.

Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå

[𝑘, 𝑛− 𝑘]− < 𝑙 < [𝑘, 𝑛− 𝑘]+, (8)

êîòîðûé èñêëþ÷åí èç ðàññìîòðåíèÿ â òåîðåìàõ 1�3, èñïîëüçóåìîå äîêàçà-
òåëüñòâî íå ïðîõîäèò. Ýòî ñëó÷àé ïó÷êà 𝐿(𝜆) ñ óñòîé÷èâîé ñèëüíîé íåðåãó-
ëÿðíîñòüþ, òî åñòü òàêîé ñèëüíîé íåðåãóëÿðíîñòüþ (ñì. [1]), êîòîðàÿ èìååò
ìåñòî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé 𝛼𝑖𝑗𝑠 è 𝛽𝑖𝑗𝑠.

Èñïîëüçîâàíèå äðóãîãî ïîäõîäà èç [1], ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ êðàòíîé ïîëíîòû ê.ô. è â ñëó÷àå (8). Ñ÷èòàåì äàëåå äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè, ÷òî 𝑛 = 𝑘 < 𝑘.

Ïóñòü ìíîæåñòâî Ω ñîñòîèò èç 0, 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛, âñåâîçìîæíûõ ñóìì
ýòèõ òî÷åê, ñîäåðæàùèõ ïî äâà, ïî òðè ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ è òàê äàëåå,
𝑛 ñëàãàåìûõ. Îáîçíà÷èì 𝑀 = conv Ω. Ãðàíèöà 𝑀 � ýòî ïàðàëëåëîãðàìì
𝐴𝐵𝐶𝐷. Çäåñü 𝐴 = 0 è 𝐵 = 𝜔1 + · · · + 𝜔𝑘 � êðàéíèå ëåâàÿ è ïðàâàÿ òî÷êè
íà ëó÷å, èñõîäÿùåì èç íà÷àëà, ïîä óãëîì 𝜙, 𝐶 = 𝜔1 + · · · + 𝜔𝑛 è 𝐷 =
𝜔𝑘+1 + · · · + 𝜔𝑛, ïðè÷åì ïðÿìàÿ 𝐶𝐷 ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé 𝐴𝐵. ×åðåç 𝑀Δ,
êàê è â [1], îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê ïó÷êà 𝐿(𝜆).

Теорема 4. Пусть выполняются условия (4), (9) (𝑛− 𝑘 < 𝑙 < 𝑘) и ха-
рактеристический многоугольник 𝑀Δ пучка (1)–(3) касается сторон 𝐴𝐵
и 𝐶𝐷 многоугольника 𝑀 . Тогда система к.ф. этого пучка (𝑛 − 𝑘)-кратно
полна в 𝐿2[0, 1] с возможным конечным дефектом.
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Ïóñòü
ℓ(y) = By′ + 𝑃 (𝑥)y,

ãäå B =

(︂
−𝑖 0
0 𝑖

)︂
, 𝑃 (𝑥) =

(︂
𝑝1(𝑥) 𝑝2(𝑥)
𝑝3(𝑥) 𝑝4(𝑥)

)︂
, y =

(︂
𝑦1(𝑥)
y2(𝑥)

)︂
, 𝑥 ∈ [0, 𝜋],

� äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå, ïîðîæäàþùåå âìåñòå ñ êðàåâûìè óñëî-
âèÿìè 𝑈 â ïðîñòðàíñòâå H = (𝐿2[0, 𝜋])

2 îäíîìåðíûé îïåðàòîð Äèðàêà. Ìàò-
ðèöó 𝑃 (𝑥) � ïîòåíöèàë îïåðàòîðà ℒ áóäåì ñ÷èòàòü êîìïëåêñíîçíà÷íîé è
ñóììèðóåìîé, ò.å. 𝑝𝑗 ∈ 𝐿1[0, 𝜋]. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðàåâûå óñëîâèÿ
âèäà

𝑈y =

(︂
𝑢11 𝑢12
𝑢21 𝑢22

)︂(︀
𝑦1(0)y2(0)

)︀
+

(︂
𝑢13 𝑢14
𝑢23 𝑢24

)︂(︂
𝑦1(𝜋)
y2(𝜋)

)︂
= 0,

òðåáóÿ ïðè ýòîì ðåãóëÿðíîñòü èõ ïî Áèðêãîôó. À èìåííî, ìû áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü 𝐽13, ñîñòàâëåííûé èç ïåðâîãî è òðåòüåãî ñòîëáöîâ

ìàòðèöû 𝒰 =

(︂
𝑢11 𝑢12 𝑢13 𝑢14
𝑢21 𝑢22 𝑢23 𝑢24

)︂
êðàåâûõ óñëîâèé, îòëè÷åí îò íóëÿ, òàê

æå, êàê è îïðåäåëèòåëü 𝐽24. Îïåðàòîðîì Äèðàêà íàçîâåì îïåðàòîð

ℒ𝑃,𝑈y = ℓ(y), 𝒟(ℒ) = {y ∈𝑊 1
1 [0, 𝜋] : ℓ(y) ∈ H, 𝑈y = 0}.

Ïðè ýòîì ìû çäåñü è äàëåå ÷åðåç 𝑊𝑛
𝑝 [0, 𝜋], 𝑛 ∈ N, 𝑝 ∈ [1,∞), îáîçíà÷àåì

êëàññè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà è äëÿ êðàòêîñòè ïèøåì y ∈ 𝑊 1
1 [0, 𝜋],

ïîíèìàÿ ïîä ýòèì, ÷òî 𝑦1, 𝑦2 ∈𝑊 1
1 [0, 𝜋].

Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð ℒ𝑃,𝑈 ìû áóäåì íàçûâàòü ðåãó-
ëÿðíûì îïåðàòîðîì Äèðàêà. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1]), ÷òî ïðè òàêèõ
óñëîâèÿõ îïåðàòîð ℒ𝑃,𝑈 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì (íåîãðàíè÷åííûì) îïåðàòî-
ðîì â H ñ íåïóñòûì ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî åãî
ñïåêòð ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {𝜆𝑛}𝑛∈Z, ëåæàùèõ â íåêîòîðîé ãî-
ðèçîíòàëüíîé ïîëîñå {|Im𝜆| < 𝛼}. Ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ
ôóíêöèé îïåðàòîðà ℒ𝑃,𝑈 ìû îáîçíà÷èì y𝑛𝑛∈Z (àëãîðèòì íóìåðàöèè ÷èñåë
𝜆𝑛 è âûáîðà âåêòîðîâ y𝑛 ìû îïèøåì ÷óòü ïîçæå).

Íàøà öåëü � ïîñòðîèòü ñèëüíî íåïðåðûâíóþ îïåðàòîðíóþ ãðóïïó
𝑈(𝑡) = exp{𝑖𝑡ℒ𝑃,𝑈}, 𝑡 ∈ R. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòà ãðóïïà îïðåäåëåíà íå òîëü-
êî â ïðîñòðàíñòâå H, íî è â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà H𝜃, 0 < 𝜃 < 1/2, è â
ïðîñòðàíñòâàõ (𝐿𝜇[0, 𝜋])

2, 𝜇 ∈ (1,∞). Êðîìå òîãî, áóäåò ïîëó÷åíî ïðåäñòàâ-
ëåíèå 𝑈(𝑡) = 𝑈0(𝑡)+𝑉 (𝑡), ãäå 𝑈0(𝑡) � ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ íåâîçìóùåííûì
îïåðàòîðîì.

×àñòî íàì áóäåò óäîáíî ïðåäïîëàãàòü ïîòåíöèàë 𝑃 (𝑥) âíåäèàãîíàëüíûì:
𝑝1(𝑥) ≡ 𝑝4(𝑥) ≡ 0. Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê âíåäèàãîíàëüíîìó ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ.

Утверждение 1(ñì. [2]). Пусть 𝑃 (𝑥) — произвольная матрица разме-
ра 2×2 с элементами 𝑝𝑗 ∈ 𝐿1[0, 𝜋], 𝑗 = 1, 2, 3, 4, а матрица 𝒰 задает регу-
лярные краевые условия. Тогда оператор ℒ𝑃,𝑈 подобен оператору ℒ ̃︀𝑃,̃︀𝑈+𝛾𝐼,
где ̃︀𝑃 (𝑥) =

(︂
0 ̃︀𝑝2(𝑥)̃︀𝑝3(𝑥) 0

)︂
,
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̃︀𝑝2(𝑥) = 𝑝2(𝑥)𝑒𝑖(𝜓(𝑥)−𝜙(𝑥)), ̃︀𝑝3(𝑥) = 𝑝3(𝑥)𝑒𝑖(𝜙(𝑥)−𝜓(𝑥)),

𝜙(𝑥) = 𝛾𝑥−
∫︁ 𝑥

0

𝑝1(𝑡)𝑑𝑡, 𝜓(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝑝4(𝑡)𝑑𝑡− 𝛾𝑥,

𝛾 =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

0

(𝑝1(𝑡) + 𝑝4(𝑡))𝑑𝑡,

̃︀𝒰 =

(︂
𝑢11 𝑢12 𝜖𝑢13 𝜖𝑢14
𝑢21 𝑢22 𝜖𝑢23 𝜖𝑢24

)︂
, 𝜖 = exp

(︂
𝑖

2

∫︁ 𝜋

0

(𝑝1(𝑡) − 𝑝4(𝑡))𝑑𝑡

)︂
. (1)

Îïåðàòîð ℒ0,𝑈 ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì è òåìè æå êðàåâûìè óñëîâèÿ-
ìè áóäåì íàçûâàòü íåâîçìóùåííûì îïåðàòîðîì Äèðàêà. Åãî ñïåêòð ìîæíî
íàéòè ÿâíî.

Утверждение 2 (ñì. [2]). Спектр оператора ℒ0,𝑈 состоит из соб-
ственных значений, которые можно записать двумя сериями − 𝑖

𝜋 ln 𝑧0+2𝑛

и − 𝑖
𝜋 ln 𝑧1 + 2𝑛, 𝑛 ∈ Z, где 𝑧0 и 𝑧1 — корни квадратного уравнения

𝐽23𝑧
2 − [𝐽12 + 𝐽34]𝑧 − 𝐽14 = 0, (2)

а значения ветви логарифма фиксируются в полосе Im 𝑧 ∈ (−𝜋, 𝜋]. В слу-
чае, если дискриминант квадратного уравнения (2) равен нулю, все соб-
ственные значения оператора ℒ0,𝑈 двукратны.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íóìåðîâàòü ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îäíèì
èíäåêñîì 𝑛 ∈ Z, îáúåäèíÿÿ äâå ñåðèè â îäíó:

𝜆0𝑛 =

{︃
κ0 + 𝑛, äëÿ ÷åòíûõ 𝑛,

κ1 + 𝑛, äëÿ íå÷åòíûõ 𝑛,

ãäå κ0 = − 𝑖

𝜋
ln 𝑧0, κ1 = − 𝑖

𝜋
ln 𝑧1 − 1,

ïðè÷åì −1 < Reκ0 6 Reκ1 + 1 6 1. Â ñëó÷àå Reκ0 = Reκ1 + 1 äëÿ
îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Imκ0 6 Imκ1.

Утверждение 3 (ñì. [1]). Собственные значения регулярного операто-
ра ℒ𝑃,𝑈 можно занумеровать с учетом кратности так, что 𝜆𝑛 = 𝜆0𝑛+𝑜(1)
при 𝑛→ ±∞.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàíóìåðîâàíû èìåííî òàê. Êî-
íå÷íî, äàííîå óñëîâèå çàäàåò íóìåðàöèþ íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì, à èìåí-
íî, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Ìû çàôèêñèðóåì îäíó (êàêóþ-òî) íóìåðàöèþ.

Óñëîâèå îòëè÷èÿ îò íóëÿ äèñêðèìèíàíòà êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (2) âû-
äåëÿåò èç ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé êëàññ óñëîâèé, êîòîðûå
ìû áóäåì íàçûâàòü ñèëüíî ðåãóëÿðíûìè. Òàêèì îáðàçîì, êðàåâûå óñëîâèÿ
ñèëüíî ðåãóëÿðíû, åñëè (𝐽12 + 𝐽34)2 + 4𝐽23𝐽14 ̸= 0. Ðåãóëÿðíûå óñëîâèÿ,
äëÿ êîòîðûõ äàííîå âûðàæåíèå îáíóëÿåòñÿ, áóäåì íàçûâàòü ñëàáî ðåãó-
ëÿðíûìè. Îïåðàòîð Äèðàêà ñ âíåäèàãîíàëüíûì ïîòåíöèàëîì 𝑃 è ñèëüíî
ðåãóëÿðíûìè (ñëàáî ðåãóëÿðíûìè) êðàåâûìè óñëîâèÿìè 𝑈 áóäåì íàçûâàòü
ñèëüíî ðåãóëÿðíûì (ñîîòâåòñòâåííî, ñëàáî ðåãóëÿðíûì). Â ñëó÷àå ïîòåí-
öèàëà 𝑃 îáùåãî âèäà áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîð ℒ𝑃,𝑈 ñèëüíî ðåãóëÿðíûì
(ñëàáî ðåãóëÿðíûì), åñëè òàêîâû êðàåâûå óñëîâèÿ ̃︀𝑈 , îïðåäåëåííûå â (1).
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Â ñëó÷àå ñèëüíîé ðåãóëÿðíîñòè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà
ℒ0,𝑈 îäíîêðàòíû, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ℒ𝑃,𝑈 îäíîêðàòíû ïðè
|𝑛| > 𝑁 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑁 . Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ìû
íîðìèðóåì óñëîâèåì ‖y𝑛‖H = 1. Â ñëàáî ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ÷èñëî êðàòíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî. Â ëþáîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî
êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìû ñòðîèì ñèñòåìó ìàêñèìàëüíûõ öåïî÷åê
ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé (êàíîíè÷åñêóþ ïî Êåëäûøó ñèñòåìó ñîáñòâåí-
íûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêèõ öåïî÷åê ìîæåò
áûòü ìàêñèìóì äâå, íî èõ äëèíà ìîæåò áûòü êàêîé óãîäíî. Ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè ìû íîðìèðóåì óñëîâèåì ‖y𝑛‖H = 1.

Теорема 1(ñì. [1] è [2]). Для любого сильно регулярного оператора ℒ𝑃,𝑈
система {y𝑛}𝑛∈Z является базисом Рисса в пространстве H. В слабо регу-
лярном случае эта система является базисом Рисса со скобками, причем
объединять функции системы надо парами {y2𝑘, y2𝑘+1}𝑘∈Z.

Áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó áóäåì îáîçíà÷àòü z𝑛. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñîñòàâëåíà èç êîðíåâûõ ôóíêöèé ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà
ℒ𝑃*,𝑈* è òàêæå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Теорема 2. Для любого регулярного оператора ℒ𝑃,𝑈 определена силь-
но непрерывная в H операторная группа 𝑈(𝑡) = exp{𝑖𝑡ℒ𝑃,𝑈}, 𝑡 ∈ R. Эта
группа допускает представление

𝑈(𝑡)𝑥 =
∑︁
𝑛∈Z

(𝑥, z𝑛)𝑒𝑖𝑡𝜆𝑛y𝑛. (3)

В слабо регулярном случае сходимость ряда понимается в смысле

lim
𝐾→+∞

𝐾∑︁
𝑘=−𝐾

(︀
(𝑥, z2𝑘)𝑒𝑖𝑡𝜆2𝑘y2𝑘 + (𝑥, z2𝑘+1)𝑒𝑖𝑡𝜆2𝑘+1y2𝑘+1

)︀
.

Ряд (3) сходится в H безусловно.

×åðåç H𝜃 îáîçíà÷àåì äàëåå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà 𝑊 𝜃
2 ×𝑊 𝜃

2 ñ äðîáíûì
èíäåêñîì ãëàäêîñòè 𝜃 ∈ [0, 1]. Ïðè ýòîì H0 = H, à H1 ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñè÷åñêèì ñîáîëåâñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Èçâåñòíî, ÷òî H𝜃 = [H,H1]𝜃 (êîì-
ïëåêñíûé ìåòîä èíòåðïîëÿöèè). ×åðåç H𝜃𝑈 îáîçíà÷àåì èíòåðïîëÿöèîííóþ
øêàëó H𝜃𝑈 = [H,H1

𝑈 ]𝜃, 𝜃 ∈ (0, 1), ãäå H1
𝑈 � ïîäïðîñòðàíñòâî â H1 ôóíêöèé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì 𝑈 . Èçâåñòíî, ÷òî H𝜃 = H𝜃𝑈 ïðè âñåõ
𝜃 ∈ [0, 1/2), à ïðè 𝜃 ∈ [1/2, 1] êîðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà H𝜃𝑈 ðàâíà 2.

Теорема 3. Пусть 𝑃 ∈ 𝐿𝜇 для некоторого 𝜇 ∈ [1, 2). Тогда сильно
непрерывная операторная группа 𝑈(𝑡) определена рядом (3) в простран-
стве H𝜃𝑈 для любого 𝜃 ∈ [0, 3/2 − 1/𝜇), а при 𝜇 = 2 — для любого 𝜃 ∈ [0, 1].
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О БАЗИСНОСТИ КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ КРАЕВЫХ
ЗАДАЧ ДЛЯ ОПЕРАТОРА ШТУРМА–ЛИУВИЛЛЯ С
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Рассмотрена спектральная задача для оператора Штурма-Лиувилля
на интервале (0, 𝜋) с двухточечными краевыми условиями общего
вида. Для случая, когда комплекснозначный коэффициент 𝑞(𝑥) ∈
𝐿1(0, 𝜋) удовлетворяет условию симметрии 𝑞(𝑥) = 𝑞(𝜋 − 𝑥), дано пол-
ное описание свойств базисности в 𝐿2(0, 𝜋) корневых функций двухто-
чечных краевых задач в терминах коэффициентов краевого условия.

Ключевые слова: задача Штурма-Лиувилля, двухточечная краевая
задача, собственные функции, корневые функции, безусловный базис

On basicity of root functions of boundary value problems for
Sturm-Liouville operator with symmetric potential

We consider a spectral problem for the Sturm-Liouville operator with
two-point boundary conditions of the general form. For the case when
the complex-valued coefficient 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿1(0, 𝜋) satisfies the symmetry con-
dition 𝑞(𝑥) = 𝑞(𝜋 − 𝑥) we give a complete description of the basicity
properties in 𝐿2(0, 𝜋) of root functions of the two-point boundary value
problems in terms of the coefficients of the boundary condition.

Keywords: Sturm-Liouville problem, two-point boundary value problem,
eigenfunctions, root functions, unconditional basis

Â ðàáîòå [1] Â.À. Ñàäîâíè÷èé ñî ñâîèì ó÷åíèêîì Á.Å. Êàíãóæèíûì èñ-
ñëåäîâàëè çàâèñèìîñòü ñïåêòðà îò êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ îïðåäåëåííîé ñèììåòðè-
åé êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà. Èìè âïåðâûå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåí-
íûõ óñëîâèÿõ ñïåêòð îïåðàòîðà íå çàâèñèò îò íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ
êðàåâîãî óñëîâèÿ. Â ÷àñòíîñòè, êàê ñëåäñòâèå, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

𝐿𝑦 ≡ −𝑦′′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝜆𝑦(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝜋, (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

𝑦(0) = 𝑏𝑦(𝜋), 𝑦′(0) = 𝑦′(𝜋), (2)

ïðè ñèììåòðè÷íîì êîýôôèöèåíòå

𝑞(𝑥) = 𝑞(𝜋 − 𝑥), 0 < 𝑥 < 𝜋, (3)

Работа выполнена при финансовой поддержке Комитета науки МОН Республики
Казахстан (грант AP05133271).

Садыбеков Махмуд Абдысаметович, д.ф.-м.н., профессор, Генеральный директор Ин-
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íå çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà 𝑏 ̸= −1 êðàåâîãî óñëîâèÿ (2) è ñîâïàäàåò ñî
ñïåêòðîì ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è.

Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì ðåçóëüòàòå, â íàñòîÿùåì äîêëàäå ìû ïîêàæåì,
÷òî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîìïëåêñíîçíà÷íûé êîýôôèöèåíò 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿1(0, 𝜋)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñèììåòðèè (3), ìîæåò áûòü äàíî ïîëíîå îïèñàíèå
ñâîéñòâ áàçèñíîñòè êîðíåâûõ ôóíêöèé äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
óðàâíåíèÿ (1) â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ êðàåâîãî óñëîâèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ñèììåòðèÿ êîýôôèöèåíòà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ñïåê-
òðàëüíîé òåîðèè. Íàïðèìåð, â [2] ïîêàçàíî, ÷òî âñå âîëüòåððîâûå êðàåâûå
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1) çàäàþòñÿ óñëîâèÿìè 𝑦(0) = 𝛼𝑦(𝜋), 𝑦′(0) = −𝛼𝑦′(𝜋)
ïðè 𝛼2 ̸= 1. Ïðè 𝛼 ̸= 0 óñëîâèå ñèììåòðèè (3) ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì âîëüòåð-
ðîâîñòè ýòîé çàäà÷è.

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ìû ðàññìàòðèâàåì äâóõòî÷å÷-
íûå êðàåâûå óñëîâèÿ îáùåãî âèäà⎧⎨⎩ 𝑈1(𝑦) = 𝑎11𝑦

′(0) + 𝑎12𝑦
′(𝜋) + 𝑎13𝑦(0) + 𝑎14𝑦(𝜋) = 0,

𝑈2(𝑦) = 𝑎21𝑦
′(0) + 𝑎22𝑦

′(𝜋) + 𝑎23𝑦(0) + 𝑎24𝑦(𝜋) = 0,
(4)

ãäå 𝑈1(𝑦) è 𝑈2(𝑦) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ôîðìû ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè.

Ïî ñâîèì ñïåêòðàëüíûì ñâîéñòâàì êðàåâûå óñëîâèÿ (4) òðàäèöèîííî
ðàçäåëÿþò íà 4 îñíîâíûõ òèïà:
1) óñèëåííî ðåãóëÿðíûå;
2) ðåãóëÿðíûå, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûå;
3) íåðåãóëÿðíûå;
4) âûðîæäåííûå.

Èçâåñòíî, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1),
(4) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà â 𝐿2(0, 𝜋). Ýòîò ðåçóëüòàò íåçàâèñèìî
äîêàçàí â êíèãå Äàíôîðä Í. è Øâàðö Äæ. (1966), Â.Ï. Ìèõàéëîâûì (1962)
è Ã.Ì. Êåñåëüìàíîì (1964).

Â òðåòüåì ñëó÷àå, êàê âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî Stone M.H. â 1927 ãîäó,
îíà íèêîãäà íå îáðàçóåò äàæå îáû÷íîãî áàçèñà â 𝐿2(0, 𝜋). Ðåøåíèå âîïðîñà
î áàçèñíîñòè êîðíåâûõ ôóíêöèé äëÿ ÷åòâåðòîãî ñëó÷àÿ êðàåâûõ óñëîâèé
äàíî â íåäàâíåé ðàáîòå À.Ñ. Ìàêèíà 2018 ãîäà. Èì äîêàçàíî, ÷òî íèêà-
êàÿ ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1), (4) ñ âûðîæäåííûìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè íå îáðàçóåò äàæå îáû÷íîãî áàçèñà â 𝐿2(0, 𝜋).

Òàêæå õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå, â çàâèñèìîñòè îò êîí-
êðåòíîãî âèäà êðàåâûõ óñëîâèé è ôóíêöèè 𝑞(𝑥), ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé
çàäà÷è ìîæåò îáëàäàòü èëè íå îáëàäàòü ñâîéñòâîì áàçèñíîñòè â 𝐿2(0, 𝜋).
Âïåðâûå Â.À. Èëüèí ïîñòðîèë ïðèìåð äâóõ îïåðàòîðîâ ñ îäíèìè è òåìè æå
(ðåãóëÿðíûìè, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè) êðàåâûìè óñëîâèÿìè è ñêîëü
óãîäíî áëèçêèìè (â ëþáîé ìåòðèêå) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, êîòîðûå èìåþò ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà: ó îäíîãî
èìååòñÿ áàçèñ èç êîðíåâûõ ôóíêöèé, ó äðóãîãî � íåò. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïðîáëåìà áàçèñíîñòè êîðíåâûõ ôóíêöèé äëÿ çàäà÷ ñ ðåãóëÿð-
íûìè, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ìîæåò áûòü ðåøåíà â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ êðàåâîãî óñëîâèÿ. Îäíàêî,
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êàê ïîêàçàíî À.À. Øêàëèêîâûì â 1979 ãîäó [3], êîðíåâûå ôóíêöèè çàäà÷è
ìîæíî îáúåäèíèòü ïàðàìè òàê, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå äâóìåðíûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà èç ïîäïðîñòðàíñòâ (è áåçóñëîâíûé áàçèñ
ñî ñêîáêàìè).

Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ èññëåäîâàíèÿì ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ, ïðîáëå-
ìà áàçèñíîñòè ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1), (4) ñâåäåíà ê èññëå-
äîâàíèþ ñëó÷àÿ ðåãóëÿðíûõ, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé.
Êàê áûëî ïîêàçàíî â [4], âñå òàêèå êðàåâûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíû â îäíîì èç äâóõ âèäîâ{︂

𝑦′(0) + (−1)𝜃𝑦′(𝜋) + 𝛽0𝑦(0) + 𝛽1𝑦(𝜋) = 0,
𝛼𝑦(0) + (−1)𝜃(1 − 𝛼)𝑦(𝜋) = 0;

(5)

èëè {︂
𝛼𝑦′(0) + (−1)𝜃(1 − 𝛼)𝑦′(𝜋) + 𝛽0𝑦(0) + 𝛽1𝑦(𝜋) = 0,

𝑦(0) + (−1)𝜃𝑦(𝜋) = 0;
(6)

ãäå 𝜃 = 0 èëè 𝜃 = 1, à êîýôôèöèåíòû 𝛼, 𝛽0 è 𝛽1 � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå
÷èñëà. Åñëè |𝛽0| + |𝛽1| > 0, òî íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
îòëè÷íû îò íóëÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëèòåëè⃒⃒⃒⃒

𝛽0 𝛽1
𝛼 (−1)𝜃(1 − 𝛼)

⃒⃒⃒⃒
̸= 0,

⃒⃒⃒⃒
𝛽0 𝛽1
1 (−1)𝜃

⃒⃒⃒⃒
̸= 0,

ñîñòàâëåííûå èç êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé (5) è (6) ñîîòâåòñòâåííî.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äîêëàäà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû î áàçèñ-

íîñòè íîðìàëüíîé ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷ (1), (5) è (1), (6).

Теорема 1. Пусть 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿1(0, 𝜋) и удовлетворяет условию симмет-
рии (3). Тогда если 𝛼 = 1/2, то нормальная система корневых функций
образует базис Рисса в 𝐿2(0, 𝜋). При этом:
(а) Если |𝛽0| = |𝛽1| = 0, то спектр задачи является асимптотически
двукратным, а корневые подпространства состоят из двух собственных
функций.
(б) Если |𝛽0|+|𝛽1| > 0, то спектр задачи асимптотически простой и зада-
ча может иметь не более, чем конечное число присоединенных функций.

Теорема 2. Пусть 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿1(0, 𝜋) и удовлетворяет условию симмет-
рии (3). Тогда если 𝛼 ̸= 1/2, то нормальная система корневых функций не
образует базис Рисса в 𝐿2(0, 𝜋). При этом:
(а) Если |𝛽0| = |𝛽1| = 0, то спектр задачи является асимптотически дву-
кратным, а корневые подпространства состоят из одной собственной и
одной присоединенной функций. Нормальная система корневых функций
образует безусловный базис в 𝐿2(0, 𝜋).
(б) Если |𝛽0|+|𝛽1| > 0, то спектр задачи асимптотически простой и зада-
ча может иметь не более, чем конечное число присоединенных функций.
Нормальная система корневых функций образует базис Рисса из подпро-
странств, но не образует безусловного базиса в 𝐿2(0, 𝜋).

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé ñ Ò.Ø. Êàëü-
ìåíîâûì è Á.Í. Áèÿðîâûì.



132 “Современные проблемы математики и механики”

Литература

1. Садовничий В.А., Кангужин Б.Е. О связи между спектром дифференци-
ального оператора с симметрическими коэффициентами и краевыми условиями
// Докл. АН СССР, 267:2 (1982), 310–313.

2. Бияров Б.Н., Джумабаев С.А. Критерий вольтерровости краевых задач
для уравнения Штурма-Лиувилля// Матем. заметки, 56:1 (1994), 143–146.

3.Шкаликов A.A. О базисности собственных функций обыкновенного диффе-
ренциального оператора // Успехи мат. наук. 34:5 (1979), 235–236.

4. Оразов И., Садыбеков М.А. Об одном классе задач определения температу-
ры и плотности источников тепла по начальной и конечной температурам // Сиб.
мат. журнал. 53:1 (2012), 180–186.
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К.К. Садыкова, Н.Т. Тлеуханова

sadkelbet@gmail.com, tleukhanova@rambler.ru

УДК 517.5

В работе исследуется ограниченность нормы оператора свертки в ани-
зотропных пространствах Никольского-Бесова с доминирующей сме-
шанной производной.

Ключевые слова: оператор свертки, анизотропные пространства Бесо-
ва, анизотропные пространства Соболева.

On the convolution operator in anisotropic Nikolsky-Besov
spaces with a dominant mixed derivative.

The paper studies the boundedness of the norm of the convolution op-
erator in anisotropic Nikol’skii-Besov spaces with the dominant mixed
derivative.

Keywords: convolution operator, anisotropic Besov spaces, anisotropic
Sobolev spaces
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Ïóñòü T𝑛 = [0, 1)𝑛 � 𝑛-ìåðíûé òîð, 𝛼 ∈ R𝑛, 1 < p= (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) <∞, 0 <
q= (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) 6∞. Ñëåäóÿ ðàáîòe [1] îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî 𝐵𝛼

pq(T𝑛) êàê

ìíîæåñòâî ðÿäîâ 𝑓 =
∑︁
𝑚∈Z𝑛

𝑎𝑚𝑒
2𝜋𝑖(𝑚,𝑥) (âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäÿùèåñÿ), äëÿ

êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà

‖𝑓‖𝐵𝛼
pq(T𝑛) =

⎛⎜⎝ ∞∑︁
𝑘𝑛=0

. . .

⎛⎝ ∞∑︁
𝑘1=0

(︃
2

𝑛∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗𝑘𝑗
‖∆𝑘(𝑓)‖𝐿p(T𝑛)

)︃𝑞1⎞⎠
𝑞2
𝑞1

. . .

⎞⎟⎠
1
𝑞𝑛

<∞,

ãäå ∆𝑘(𝑓)(𝑥) =
∑︁

2
𝑘𝑗−1

6|𝑚𝑗 |<2
𝑘𝑗

𝑗=1,...,𝑛

𝑎𝑚𝑒
2𝜋𝑖(𝑚,𝑥), 𝑘 ∈ Z𝑛+, (𝑚,𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖𝑥𝑖.

Ïðè 𝑞 = ∞ âåëè÷èíû

(︃∑︁
𝑘∈Z

𝑏𝑞𝑘

)︃ 1
𝑞

,

⎛⎝∫︁
T

𝑓𝑞

⎞⎠ 1
𝑞

áóäåì ïîíèìàòü ñîîòâåò-

ñòâåííî êàê sup
𝑘∈Z

|𝑏𝑘|, 𝑒𝑠𝑠 sup
𝑥∈T

|𝑓(𝑥)|.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä 𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑘∈Z𝑛

𝑎𝑘𝑒
2𝜋𝑖(𝑘,𝑥) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðî-

ñòðàíñòâà 𝑊𝛼
p (T𝑛) (ñì. [1]), åñëè íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ 𝑓𝛼 ∈ 𝐿p(T𝑛), ðÿä

Ôóðüå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì
∑︁
𝑘∈Z𝑛

𝑘𝛼𝑎𝑘𝑒
2𝜋𝑖(𝑘,𝑥), çäåñü 𝑘𝛼 =

𝑛∏︁
𝑗=1

𝑘𝛼𝑗 ,

𝑘𝑗 = max{|𝑘𝑗 |, 1}, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

‖𝑓‖𝑊𝛼
p (T𝑛)

𝑑𝑒𝑓
= ‖𝑓𝛼‖𝐿p(T𝑛).

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ñâåðòêè äëÿ ýëåìåíòîâ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïóñòü 𝑓(𝑥) =

∑︁
𝑘∈Z𝑛

𝑎𝑘𝑒
2𝜋𝑖(𝑘,𝑥) è 𝑔(𝑥) =

∑︁
𝑘∈Z𝑛

𝑏𝑘𝑒
2𝜋𝑖(𝑘,𝑥) òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèå ðÿäû. Ïîä ñâåðòêîé ýòèõ ðÿäîâ áóäåì ïîíèìàòü ðÿä

(𝑓 * 𝑔)(𝑥) =
∑︁
𝑘∈Z𝑛

𝑎𝑘𝑏𝑘𝑒
2𝜋𝑖(𝑘,𝑥).

Лемма 1. Пусть 1 6 q, p, r < ∞,
1

q
+ 1 =

1

p
+

1

r
, 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R𝑛, 𝛼 =

𝛽 + 𝛾. Предположим, что 𝑓 ∈𝑊𝛽
p (T𝑛), 𝑔 ∈𝑊𝛾

r (T𝑛). Тогда 𝑓 * 𝑔 ∈𝑊𝛼
q (T𝑛)

и
‖𝑓 * 𝑔‖𝑊𝛼

q (T𝑛) 6 ‖𝑓‖𝑊𝛽
p (T𝑛)‖𝑔‖𝑊𝛾

r (T𝑛).

Теорема 1. Пусть 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R𝑛, 𝛼 = 𝛽 + 𝛾, 1 6 q, p, r < ∞, 1 +
1

q
=

1

p
+

1

r
, 0 < h,𝜂, 𝜉 6 ∞,

1

h
=

1

𝜂
+

1

𝜉
. Предположим, что 𝑓 ∈ 𝐵𝛽

p𝜂(T𝑛),

𝑔 ∈ 𝐵𝛾
r𝜉(T𝑛). Тогда 𝑓 * 𝑔 ∈ 𝐵𝛼

qh(T𝑛) и

‖𝑓 * 𝑔‖𝐵𝛼
qh(T𝑛) 6 𝐶‖𝑓‖𝐵𝛽

p𝜂(T𝑛)‖𝑔‖𝐵𝛾
r𝜉(T𝑛).
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Теорема 2. Пусть 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R𝑛, 𝛼 6 𝛽 + 𝛾, 1 6 q, p, r < ∞, 𝛼 =

𝛽+𝛾+1+
1

q
− 1

p
− 1

r
. Предположим, что 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) – измеримые функции

на T𝑛, такие что 𝑓 ∈ 𝐵𝛽
p𝜂(T𝑛), 𝑔 ∈ 𝐵𝛾

r𝜉(T𝑛). Тогда 𝑓 * 𝑔 ∈ 𝐵𝛼
qh(T𝑛) и

‖𝑓 * 𝑔‖𝐵𝛼
qh(T𝑛) 6 𝐶‖𝑓‖𝐵𝛽

p𝜂(T𝑛)‖𝑔‖𝐵𝛾
r𝜉(T𝑛),

где
1

h
6

1

𝜂
+

1

𝜉
.
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БАЗИСНОСТЬ СИСТЕМЫ ЭКСПОНЕНТ В GRAND-
ПРОСТРАНСТВАХ СОБОЛЕВА
В.Ф. Салманов, В.С. Мирзоев

valid.salmanov@mail.ru

УДК 517.51

В работе вводится одно подпространство Grand- пространства Соболе-
ва и изучается базисность системы экспонент в этом подпространстве.

Ключевые слова: система экспонент, базисность, Grand-пространство
Соболева

Basicity of system of exponent in the Grand Sobolev spaces

In this paper, we introduce one subspace of the Grand Sobolev space and
study the basis property of the system of exponents in this subspace.

Keywords: system of exponents, basis property, Grand Sobolev space

Салманов Валид Фатали оглы, к.ф.-м.н., доцент, Азербайджанский Государственный
Университет Нефти и Индустрии; Институт Математики и Механики НАН Азербайджа-
на (Баку, Азербайджан); Valid Salmanov (Institute of Mathematics and mechanics of NAS
of Azerbaijan, Baku, Azerbaijan)

Мирзоев Видади Сультаеага оглы, к.ф.-м.н., доцент Институт Математики и Меха-
ники НАН Азербайджана (Баку, Азербайджан); Vidadi Mirzoyev (Institute of Mathematics
and mechanics of NAS of Azerbaijan, Baku, Azerbaijan)



Материалы международной конференции 135

Ïóñòü 1 < 𝑝 < +∞. Ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà (𝑎, 𝑏) ⊂ 𝑅 ôóíêöèé 𝑓
òàêèõ, ÷òî

‖𝑓‖𝑝) = sup
0<𝜀<𝑝−1

(︃
𝜀

|𝑏− 𝑎|

∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑓(𝑡)|𝑝−𝜀𝑑𝑡

)︃ 1
𝑝−𝜀

< +∞, (1)

íàçûâàþò 𝐿𝑝) (𝑎, 𝑏) Grang-ïðîñòðàíñòâîì Ëåáåãà [1] . Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ
ïðîñòðàíñòâî Grand- Ñîáîëåâà [2]𝑊 1

𝑝) (𝑎, 𝑏) = {𝑓 : 𝑓, 𝑓 ′ ∈ 𝐿𝑝) (𝑎, 𝑏)} ñ íîðìîé

‖𝑓‖𝑊𝑝)
= ‖𝑓‖𝑝) + ‖𝑓 ′‖𝑝). (2)

Èçâåñòíî ÷òî, ýòî íå ñåïåðàáåëüíîå Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç �̃�𝑊 1

𝑝) (𝑎, 𝑏) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç 𝑊 1
𝑝) (𝑎, 𝑏) äëÿ êîòîðûõ ‖𝑓 ′(· +

𝛿) − 𝑓 ′(·)‖ → 0, ïðè 𝛿 → 0, ãäå

𝑓(𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏),

0, 𝑡 /∈ (𝑎, 𝑏)

ßñíî, ÷òî �̃�𝑊 1
𝑝) (𝑎, 𝑏) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì â 𝑊 1

𝑝) (𝑎, 𝑏). Ïóñòü

𝐺𝑊 1
𝑝) (𝑎, 𝑏) ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì �̃�𝑊 1

𝑝) (𝑎, 𝑏) îòíîñèòåëüíî íîðìû (2).

Теорема 1. Система 𝑡 ∪ {𝑒𝑖𝑛𝑡}𝑛∈𝑍 образует базис в пространстве
𝐺𝑊 1

𝑝) (−𝜋, 𝜋) .
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ОБ ИНТЕГРАЛЬНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ
ПОЛИЛОГАРИФМОВ И АССОЦИИРОВАННЫХ С НИМИ

ФУНКЦИЙ
Т.А. Сафонова

t.Safonova@narfu.ru

УДК 517.927.25, 517.521.15, 517.589

В работе средствами спектральной теории обыкновенных диффе-
ренциальных операторов, порождённых симметрическим дифферен-
циальным выражением с постоянными коэффициентами и самосо-
пряжёнными граничными условиями в гильбертовом пространстве
ℒ2[𝑎, 𝑏], получено интегральное представление некоторых степенных
рядов и некоторых специальных функций таких, как полилогарифмы
и ассоциированные с ними функции.
Ключевые слова: функция Грина, полилогарифмы и ассоциированные
с ними функции, интегральное представление степенных рядов

About integral representation of polylogarithms and functions
associated with them

In this paper, using the spectral theory of ordinary differential operators
generated by a symmetric differential expression with constant coefficients
and self-adjoint boundary conditions in the Hilbert space ℒ2[𝑎, 𝑏], an inte-
gral representation of some power series and some special functions such
as polylogarithms and associated functions is obtained.

Keywords: Green function, polylogarithms and associated functions, inte-
gral representation of power series

Êàê èçâåñòíî, ïîëèëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ 𝐿𝑖𝑗(𝑧) è àññîöèèðîâàííàÿ ñ
íåé ôóíêöèÿ 𝑇𝑖𝑗(𝑧) ïîðÿäêà 𝑗 îò àðãóìåíòà 𝑧 îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

𝐿𝑖𝑗(𝑧) =

+∞∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘

𝑘𝑗
è 𝑇𝑖𝑗(𝑧) =

+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑧2𝑘−1

(2𝑘 − 1)𝑗
,

ãäå 𝑧, 𝑗 ∈ 𝐶, ïðè÷¼ì |𝑧| < 1 (ñì., íàïð., [1], ch. 7, S 7.1, formula 7.1 è 7.4).
Â ðàáîòå [2] ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé 𝐿𝑖2𝑚(𝑧) è

𝐿𝑖2𝑚+1(𝑧) ïðè 𝑚 = 1, 2, . . . è 𝑧 ∈ (−1, 1], à èìåííî

𝐿𝑖2𝑚(𝑧) = (−1)𝑚−1 (2𝜋)2𝑚

(2𝑚)!

1∫︁
0

(𝐵2𝑚(𝑥) −𝐵2𝑚)
𝑧(cos 2𝜋𝑥− 𝑧)

1 − 2𝑧 cos 2𝜋𝑥+ 𝑧2
𝑑𝑥

è

𝐿𝑖2𝑚+1(𝑧) = (−1)𝑚+1 (2𝜋)2𝑚+1

(2𝑚+ 1)!

1∫︁
0

𝐵2𝑚+1(𝑥)
𝑧 sin 2𝜋𝑥

1 − 2𝑧 cos 2𝜋𝑥+ 𝑧2
𝑑𝑥,

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00250).
Сафонова Татьяна Анатольевна, к.ф.-м.н., доцент, САФУ имени М.В. Ломоносова

(Архангельск, Россия); Tatyana Safonova (Northern (Arctic) Federal University named after
M.V.Lomonosov, Arkhangelsk, Russia)
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ãäå 𝐵𝑛(𝑥) è 𝐵𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . ., - ìíîãî÷ëåíû è ÷èñëà Áåðíóëëè ñîîòâåòñòâåííî.
Öåëü äàííîé ðàáîòû - ïîëó÷åíèå àíàëîãíûõ òîæäåñòâ äëÿ ôóíêöèé

𝑇𝑖2𝑚(𝑧) è 𝑇𝑖2𝑚+1(𝑧).
Ïóñòü 𝑇 - ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð, ïîðîæä¼ííûé â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå ℒ2[0, 𝜋] âûðàæåíèåì

𝑙2[𝑦] = −𝑦′′

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå-Íåéìàíà

𝑦(0) = 𝑦′(𝜋) = 0,

è ïóñòü 𝑝𝑚(𝑥) - ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè
𝑚 > 1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð 𝑝𝑚(𝑇 ). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 𝒟(𝑝𝑚(𝑇 )) ýòî-
ãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

𝒟(𝑝𝑚(𝑇 )) = {𝑦| 𝑦(𝑗−1) ∈ 𝐴𝐶[0, 𝜋]; 𝑊𝑗(𝑦) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑚},

ãäå ëèíåéíûå ôîðìû 𝑊𝑗(𝑦) òàêîâû, ÷òî

𝑊𝑗+1(𝑦) := 𝑦(2𝑗)(0), 𝑊𝑗+𝑚+1(𝑦) := 𝑦(2𝑗+1)(𝜋), 𝑗 = 0, . . . ,𝑚− 1.

Êðîìå òîãî, åñëè 𝑦 ∈ 𝒟(𝑝𝑚(𝑇 )), òî

𝑝𝑚(𝑇 )𝑦 = 𝑝𝑚(− 𝑑2

𝑑𝑥2
)𝑦 =: 𝑙2𝑚[𝑦].

Ñïåêòð 𝜎(𝑝𝑚(𝑇 )) ýòîãî îïåðàòîðà, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì è èìååò
âèä

𝜎(𝑝𝑚(𝑇 )) = {𝜈| 𝜈 = 𝜈2𝑚,𝑘 := 𝑝𝑚((𝑘 − 1/2)2), 𝑘 = 1, 2, . . .},

à ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝜈2𝑚,𝑘 ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

𝜓𝑘(𝑥) =

√︂
2

𝜋
sin(𝑘 − 1/2)𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íîëü ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé îïåðàòîðà
𝑝𝑚(𝑇 ) (ò.å. 0 /∈ 𝜎(𝑝𝑚(𝑇 ))), è ðàññìîòðèì åãî ðåçîëüâåíòó 𝑅(𝑝𝑚(𝑇 )) â ýòîé
òî÷êå. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòà ðåçîëüâåíòà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïå-
ðàòîðîì, è äëÿ åãî ÿäðà 𝐾(𝑥, 𝑡) - ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è{︃

𝑙2𝑚[𝑦] = 𝑓

𝑊𝑗(𝑦) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑚
, (1)

âû÷èñëÿåìîé ïî èçâåñòíîé ïðîöåäóðå (ñì., íàïð., [3], ÷àñòü âòîðàÿ, ãë. I,
S1.5), ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

𝐾(𝑥, 𝑡) =
2

𝜋

+∞∑︁
𝑘=1

sin(𝑘 − 1/2)𝑥 sin(𝑘 − 1/2)𝑡

𝑝𝑚((𝑘 − 1/2)2)
.
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Äàëåå èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî è ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè

arctg
2𝑧 sin𝑥

1 − 𝑧2
𝑧 ∈ [−1, 1]

â ðÿäû Ôóðüå, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 1. Пусть многочлен 𝑝𝑚(𝑥) такой, что 𝑝𝑚((𝑘 − 1/2)2) ̸= 0
при 𝑘 = 1, 2, . . ., 𝐾(𝑥, 𝑡) - функция Грина задачи (1). Тогда при 𝑧 ∈ [−1, 1]
справедливы равенства

+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑧2𝑘−1

(2𝑘 − 1)𝑝𝑚((𝑘 − 1/2)2)
= 2

𝜋/2∫︁
0

𝐾(𝑥, 𝜋 − 𝑥) arctg
2𝑧 sin𝑥

1 − 𝑧2
𝑑𝑥 (2)

и
+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑧2𝑘−1

𝑝𝑚((𝑘 − 1/2)2)
= 4

𝜋/2∫︁
0

𝐾(𝑥, 𝜋 − 𝑥)
(𝑧3 + 𝑧) sin𝑥

1 − 2𝑧2 cos 2𝑥+ 𝑧4
𝑑𝑥. (3)

Ðàññìîòðèì äàëåå ÷àñòíûé ñëó÷àé 𝑝𝑚(𝑥) = 𝑥𝑚. Â ýòîì ñëó÷àå íåñëîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝐾(𝑥, 𝜋 − 𝑥) = (−1)𝑚−1 (2𝜋)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
𝐸2𝑚−1(𝑥/𝜋 + 1/2),

ãäå 𝐸2𝑚−1(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . - ìíîãî÷ëåíû Ýéëåðà. Ó÷èòûâàÿ ýòî òîæäåñòâî
â ðàâåíñòâàõ (2) è (3), çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå
òåîðåìû 1.

Следствие 1. При 𝑧 ∈ [−1, 1] справедливы тождества

𝑇𝑖2𝑚+1(𝑧) = (−1)𝑚
𝜋2𝑚

4(2𝑚− 1)!

1∫︁
0

𝐸2𝑚−1(𝑥) arctg
2𝑧 cos𝜋𝑥

1 − 𝑧2
𝑑𝑥

и

𝑇𝑖2𝑚(𝑧) = (−1)𝑚
𝜋2𝑚

2(2𝑚− 1)!

1∫︁
0

𝐸2𝑚−1(𝑥)
(𝑧3 + 𝑧) cos𝜋𝑥

1 + 2𝑧2 cos 2𝜋𝑥+ 𝑧4
𝑑𝑥.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ ïðîô. Ìèðçîåâûì Ê.À. (ñì. [2]
è [4]).
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О БАЗИСНОСТИ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ
ВОЗМУЩЕНИЙ САМОСОПРЯЖЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ

В.Н. Сивкин
sivkin96@yandex.ru

УДК 517.518

В работе изучаются базисные свойства корневых векторов операто-
ра 𝐴 = 𝑇 + 𝐵, где 𝐵 - несамосопряжённый оператор, локально p-
подчинённый самосопряжённому оператору 𝑇 с дискретным спек-
тром. Доказана теорема о базисности со скобками корневых векторов
оператора 𝑇 +𝐵.

Ключевые слова: возмущения линейных операторов, условия р-
подчинения, базисы со скобками, спектральная теория

Eigenfunctions basis property perturbations of self-adjoint
operators

In this paper we study the basis properties of the root vectors of the
operator 𝐴 = 𝑇 + 𝐵, where 𝐵 is a non-self-adjoint operator, locally p-
subordinated to the self-adjoint operator 𝑇 with a discrete spectrum. We
find conditions which guarantee that root vectors of 𝑇 + 𝐵 form a Riess
basis with parenthesis.

Keywords: perturbations of self-adjoint operators, p-subordination condi-
tions

Ïóñòü 𝑇 = 𝑇 * - ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå 𝐻 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ 𝐷(𝐻). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑇 èìååò äèñêðåò-
íûé íåîòðèöàòåëüíûé ñïåêòð, è åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ {𝜇𝑘}∞𝑘=1 ïðîíóìå-
ðîâàíû ñ ó÷¼òîì ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòè. Ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ
ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà 𝑇 , îòâå÷àþùóþ ýòèì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì, îáîçíà÷èì ÷åðåç {𝜙𝑘}∞𝑘=1. Â ýòîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå ðîñòà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:

𝑐𝑘𝛼 < 𝜇𝑘 < 𝐶𝑘𝛼, (1)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ 𝑐, 𝐶, è 𝛼 > 1 - ïîðÿäîê îïåðàòîðà 𝑇.
Íà îïåðàòîð-âîçìóùåíèå 𝐵 íàêëàäûâàåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

{𝜙𝑘}∞𝑘=1 ⊂ 𝐷(𝐵), (2)

‖𝐵𝜙𝑘‖ 6 𝑏𝜇𝑝𝑘, 0 6 𝑝 6 1 − 𝛼−1, (3)

ãäå 𝑏 - ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò 𝑘.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Теорема. При выполнении вышеозначенных условий система соб-
ственных и присоединённых векторов оператора 𝑇 + 𝐵 образует базис со
скобками пространства 𝐻.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-01-00240).
Сивкин Владимир Николаевич, студент, МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва, Рос-
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Èçëîæèì ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî оператор
𝑇 + 𝐵 корректно определён на пространстве 𝐻, и система его корневых
векторов полна в 𝐻. При этом спектр оператора 𝑇 +𝐵 дискретен, и для
∀𝛿 > 0 лишь конечное число собственных значений возмущённого опера-
тора 𝐴 лежит вне сектора {| arg 𝜆| < 𝛿}.

На втором шаге áóäåì èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî ïðîåêòîðîâ Ðèññà, êî-
òîðîå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ íà êîðíåâûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà ÷åðåç ðåçîëüâåíòó:

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

(𝐴− 𝜆)−1𝑑𝜆 = 𝑃,

ãäå Γ - ýòî çàìêíóòûé êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íå ïðîõîäÿùèé
÷åðåç òî÷êè ñïåêòðà. 𝑃 - ýòî ïðîåêòîð íà êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà, îòâå-
÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, íàõîäÿùèìñÿ âíóòðè êîíòóðà.

Íà ýòîì øàãå ïðîâîäèì ðàññóæäåíèÿ, ñëåäóÿ ðàáîòå [2]. Ââîäèì ìåðî-
ìîðôíóþ îïåðàòîðîçíà÷íóþ ôóíêöèþ

𝐺(𝜆) = (𝜆−𝐴)−1 − (𝜆− 𝑇 )−1 = (𝜆−𝐴)−1𝐵(𝜆− 𝑇 )−1.

Çàäàäèì êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ {𝑄𝑟𝑛}. Êàæäûé êîíòóð - ýòî òðå-
óãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé ñ äâóõ ñòîðîí ëó÷àìè âèäà {𝑡± 𝑖𝑡, 𝑡 ∈ 𝑅+}, òðåòüÿ
ñòîðîíà êîòîðîãî - ýòî ÷àñòü âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé 𝑅𝑒𝜆 = 𝑟𝑛.

Òîãäà, èç âûøåóêàçàííûõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝜕𝑄𝑛

𝐺(𝜆)𝑑𝜆 =
1

2𝜋𝑖

𝑛∑︁
𝑘=1

∫︁
𝛾𝑘

𝐺(𝜆)𝑑𝜆 =

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑃𝑘 − 𝑃 0
𝑘 ),

ãäå 𝛾𝑘 - ãðàíèöà îáëàñòè 𝑄𝑘 ∖�̄�𝑘−1, à 𝑃𝑘, 𝑃 0
𝑘 - ïðîåêòîðû Ðèññà, îòâå÷àþùèå

ñïåêòðó îïåðàòîðîâ 𝐴 è 𝑇 âíóòðè 𝑄𝑘 ∖ �̄�𝑘−1.
Так как сумма ортогональных проекторов сильно сходится к единич-

ному оператору, то для доказательства теоремы достаточно доказать
оценку ∫︁

𝜕𝑄𝑛

𝐺(𝜆)𝑓𝑑𝜆 6 𝐶‖𝑓‖,∀𝑓,

где постоянная С не зависит от вектора 𝑓 и номера контура интегриро-
вания 𝑛.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê ïðîâåäåíèþ îöåíîê èí-
òåãðàëîâ ïî òðåóãîëüíèêàì 𝑄𝑛.

На третьем шаге показываем, что интеграл по их боковым сторонам
ограничен, а именно, показываем, что интеграл от 𝐺(𝜆) по лучам {𝑡± 𝑖𝑡}
ограничен.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü - íàéòè òî÷êè íà âåùåñòâåííîé îñè, ÷åðåç êîòîðûå
íóæíî ïðîâîäèòü âåðòèêàëüíûå îòðåçêè, íà êîòîðûõ ìîæíî ïðîâåñòè íóæ-
íûå îöåíêè.
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Определение.Назовем возрастающую последовательность {𝑡𝑙} обзор-
ной для последовательности {𝜇𝑘}, если для пары натуральных 𝑘,𝑚 таких,
что 𝜇𝑚 < 𝑡𝑘 < 𝜇𝑚+1 будет справедлива оценка

|𝜇𝑚−𝑙 − 𝑡𝑘| > 𝐶|𝑙|𝑚𝛼−1,∀𝑙 ∈ 𝑍. (4)

Òî åñòü, îáçîðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç òî÷åê, îòíîñèòåëüíî
êîòîðûõ èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåä¼ò ñåáÿ ðåãóëÿðíî, òî åñòü âáëèçè
ýòèõ òî÷åê íåò êëàñòåðîâ.

Лемма. Для последовательности 𝜇𝑘, для которой справедливы оценки
(1), (4) существует обзорная последовательность.

На шаге 4 èñïîëüçóåì ïðè¼ì èñêóññòâåííîé ëàêóíû Ìàðêóñà-Ìàöàåâà.
Ðàññìàòðèâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñøèðÿþùèõñÿ ïîëîñ {𝑅𝑒𝜆 ∈ (𝑡𝑘 −
𝑎𝑡𝑝𝑘, 𝑡𝑘 + 𝑎𝑡𝑝𝑘)} Оказывается, если спектра в этих полосах нет, то оцен-
ка проводится легко.

Â îáùåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ïðè¼ì ñîçäàíèÿ èñêóññòâåííîé ëàêóíû.
Ñòðîèì êîíå÷íîìåðíîå èñïðàâëåíèå 𝑇 ′ îïåðàòîðà 𝑇, ó êîòîðîãî â ïîëîñàõ
íå ñîäåðæèòñÿ ñïåêòðà, è äîêàçûâàåì äëÿ íåãî. Çàòåì ïåðåõîäèì ê èñõîä-
íûì îïåðàòîðàì 𝑇 è 𝑇+𝐵. На шаге 5 доказываем следующее утверждение:
в полосах будет равномерно ограниченное число точек спектра этих опера-
торов, причём они будут сосредоточены вблизи вещественной прямой, на
расстоянии не более, чем 𝑐𝑡𝑝𝑘, где 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà
ôîðìóëó Âàéíøòåéíà-Àðîíøàéíà, ñâÿçûâàþùóþ ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé îïåðàòîðà â îáëàñòè è ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà íåêîòîðîé ìåðîìîðôíîé
ôóíêöèè âäîëü ãðàíèöû.

На шаге 6 в последний раз разбиваем задачу на случаи. В первом слу-
чае проводим оценку интеграла в полосах, но вне параболы {|𝜎| < 𝑖𝑐𝜎𝑝},
это делается просто. Во втором случае находим вертикальный отрезок
внутри параболы, наиболее удалённый от точек спектра. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
íàéòè âåðòèêàëüíûé îòðåçîê ñ îãðàíè÷åííîé âåëè÷èíîé 𝐺(𝜆) íà í¼ì, âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ëåììîé �6.5 ðàáîòû [2], êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îöåíèòü ìåðîìîðô-
íóþ ôóíêöèþ ñâåðõó âñþäó, êðîìå êðóæêîâ ôèêñèðîâàííîãî ñóììàðíîãî
ðàäèóñà 𝜀.

Ïðåäñòàâëåííûå â ýòîì ñîîáùåíèè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ
ïðîô. À.À. Øêàëèêîâûì.
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Дан обзор результатов в проблеме анализа появления свободных па-
раметров в разветвляющихся решениях общих нелинейных уравнений
в банаховых пространствах. Рассмотрен прием упрощения уравнения
разветвления, позволяющий строить такие решения в окрестностях
точек ветвления, методом двухступенчатых итераций. Используются
результаты наших работ (Матем. сб., 192: 7 (2001), 107-124, Матем.
сб., 186: 2 (1995), 129-141).
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On parametric families of branching solutions of nonlinear
equations under interlacing conditions

The analysis of the appearance of free parameters in branching solutions
of general non-linear equations in Banach spaces is continued. A new
technique to simplify the branching equation is proposed.

Keywords: nonlinear equations, branching solutions, Banach spaces

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

𝐵𝑥 = 𝑅(𝑥, 𝜆). (1)

Çäåñü 𝐵,𝐷 ∈ 𝐸1 → 𝐸2− çàìêíóòûé ëèíåéíûé Ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð
ñ ïëîòíîé â 𝐸1 îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, dim𝑁(𝐵) = 𝑛 > 1, 𝑅(0, 0) = 0,
𝑅𝑥(0, 0) = 0. Èçâåñòíî [3], ÷òî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1) ìîãóò
çàâèñåòü îò îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ñâîáîäíûõ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ. Ýòè
ïàðàìåòðû â ðàçíûõ çàäà÷àõ èìåþò ðàçíûé ñìûñë è ìîãóò ïðèíàäëåæàòü
êàê îãðàíè÷åííîé îáëàñòè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, òàê è íåîãðàíè÷åííîé
îáëàñòè. Ïðèâîäèòñÿ àíàëèç ïîÿâëåíèÿ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ ïðè ïîñòðî-
åíèè ìàëûõ ðàçâåòâëÿþùèõñÿ ðåøåíèé 𝑥(𝜆) → 0 ïðè 𝜆 → 0 óðàâíåíèÿ (1)
â óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ 𝑆 ∈ 𝐿(𝐸1), 𝐾 ∈ 𝐿(𝐸2)
ñïëåòàåìûõ îïåðàòîðàìè 𝐵 è 𝑅, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

𝐵𝑆 = 𝐾𝐵, 𝑅(𝑆𝑥, 𝜆) = 𝐾𝑅(𝑥, 𝜆), ∀𝑥, 𝜆.

Сидоров Николай Александрович, д.ф.-м.н., профессор, ИГУ (Иркутск, Россия);
Nikolay Sidorov (Irkutsk State University, Irkutsk, Russia)
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Äåìîíñòðèðóåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàáîò [1, 2, 3] ëåæàò â îñíîâå ðÿäà îáùèõ
òåîðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ïàðàìåòðè÷å-
ñêè ñåìåéñòâî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê áèôóðêàöèè.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ îáñóäèòü ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ (èíäåêñû äåôåêòà è õàðàêòåð ñïåêòðà) ñ êîëåáëþùèìèñÿ êî-
ýôôèöèåíòàìè , à òàê æå ðÿä íîâûõ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ
àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò âàæíóþ èíôîðìàöèþ îá èíäåê-
ñàõ äåôåêòà ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðà 𝐿0, ïîðîæäåííîãî ñîîòâåòñòâóþùèì
äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì, à òàê æå î êà÷åñòâåííûõ ñïåêòðàëüíûõ
ñâîéñòâàõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé ýòîãî îïåðàòîðà. Ïðè ýòîì ê íà-
ñòîÿùåìó âðåìåíè êàêèõ-ëèáî øèðîêèõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè, îòëè÷íûìè îò ðåãóëÿðíûõ, äëÿ êîòîðûõ áûëè áû
ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé,
íåò.

Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåðåñíû ëþáûå äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíûå êëàññû
êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðûõ óäàåòñÿ ñòðîèòü àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà èëè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, è èññëåäîâàòü ñïåê-
òðàëüíûå ñâîéñòâà ïîðîæäàåìûõ ýòèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè âûðàæåíèÿ-
ìè îïåðàòîðîâ.

Â ñòàòüå [1] ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ äëÿ
êëàññà ïîòåíöèàëîâ, ñîäåðæàùèõ îñöèëëÿöèþ. Ìîäåëüíûì ïðèìåðîì òàêî-
ãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå âèäà:

−𝑦′′ + 𝑥𝛼(1 + sin𝑥𝛽)𝑦 = 𝜆𝑦, 𝛽 > 𝛼/2 + 1. (1)

Äëÿ ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ óäàåòñÿ âûïèñàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ôîð-
ìóëû ðåøåíèé ïðè 𝑥→ ∞, à çàòåì ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå àñèìïîòèêè äëÿ
èçó÷åíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíèìàëüíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé îñíîâàí íà
ïåðåõîäå ê óðàâíåíèþ Ðèêêàòè, ðàñïðîñòðàíèòü òàêîé ïîäõîä íà óðàâíåíèÿ
áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé çàòðóäíèòåëüíî.

Â ñòàòüå [2] áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïðèìåíèòü ê óðàâíåíèþ
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîòåíöèàëîì ïîäõîä, îñíîâàííûé íà
ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Ëåâèíñîíà, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå ê ñèñòå-
ìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðÿäå ìàòðè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó-
÷åííîé ñèñòåìû è äàëüíåéøåì ïåðåõîäå ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè áîëåå æåñòêîì óñëî-
âèè 𝛽 > 𝛼 + 1, îäíàêî ñàì ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê
óðàâíåíèÿì ëþáîãî ïîðÿäêà.

Â ðàáîòå [3] áûë ïðåäëîæåí ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðè 𝑥→ ∞ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíîãî äâó÷ëåííî-
ãî óðàâíåíèÿ âèäà:

− 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑦 + 𝜆𝑞(𝑥)𝑦 = 0

ñ íåðåãóëÿðíî ðàñòóùèì ïðè 𝑥 > 0 ïîòåíöèàëîì 𝑞(𝑥) íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå
óðàâíåíèÿ 4-ãî ïîðÿäêà ñ îñöèëëèðóþùèì ïîòåíöèàëîì:

− 𝑑4

𝑑𝑥4
𝑦 + 𝜆4(ℎ(𝑥) + 𝑞(𝑥))𝑦 = 0,
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ãäå ℎ(𝑥) �ôóíêöèÿ, ñîäåðæàùàÿ îñöèëëÿöèþ, íàïðèìåð, ℎ(𝑥) = (1 +
𝑥)𝛼 sin(𝑥𝛽), 𝑞(𝑥) = (1 + 𝑥)𝛼, 𝛽 > 3𝛼/8 + 3/2. Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â
ñåðèè ìàòðè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, ïåðåõîä ê êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ
êâàçèïðîèçâîäíûõ, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðè÷íîãî òîæäåñòâà Õàóñäîðôà.

Â ðÿäå ðàáîò àâòîðîâ äîêëàäà äàííûé ìåòîä ïîëó÷èë ðàçâèòèå. Íàïðè-
ìåð, â ðàáîòå [4] ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïðè 𝑥 → ∞ äëÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ ïðîìåæóòî÷íûì îñöèë-
ëèðóþùèì êîýôôèöèåíòîì ℎ(𝑥) è êîýôôèöèåíòîì 𝑞(𝑥) èç ñòàíäàðòíîãî
êëàññà ôóíêöèé, ðåãóëÿðíûõ ïî Òèò÷ìàðøó-Ëåâèòàíó:

𝑙𝑦 = 𝑦(4) − 𝜆(ℎ(𝑥)𝑦)′ − 𝑞(𝑥))𝑦 = 𝜆𝑦.

Òàê æå èññëåäîâàíû èíäåêñû äåôåêòà ìèíèìàëüíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà 𝐿0, ïîðîæäåííîãî 𝑙𝑦.

Â ðàáîòå [5] ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ìàòðè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðåàëèçî-
âàí äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèêè ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé äëÿ
ñëåäóþùåãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

𝑦(2𝑛) − (𝑞(𝑥) + ℎ(𝑥))𝑦 = 0,

ãäå 𝑞(𝑥) � ðåãóëÿðíûé ïîòåíöèàë, à ℎ(𝑥) � áûñòðî îñöèëëèðóþùåå âîçìó-
ùåíèå âèäà:

ℎ(𝑥) =
∑︁

𝑎𝑘(𝑥)𝑆𝑘(𝜑(𝑥)),

𝑆𝑘(𝑡) � îñöèëëèðóþùèå ôóíêöèè, 𝜑(𝑥), 𝑎𝑘(𝑥) � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ìîíî-
òîííûå ôóíêöèè.

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíûõ
êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è èõ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ.
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О КЛАССИЧЕСКОЙ РАЗРЕШИМОСТИ СИСТЕМЫ
ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ,
ВОЗНИКАЮЩЕЙ В ТЕОРИИ ВЯЗКОУПРУГОСТИ

Ю.А. Тихонов
mihelson1994@yandex.ru

УДК 517.983.5

В данной работе рассматривается абстрактное интегродифференци-
альное уравнение второго порядка в сепарабельном гильбертовом про-
странстве с неограниченными некоммутирующими операторными ко-
эффициентами. Данное уравнение может быть сведено к системе ин-
тегродифференциальных уравнений первого порядка. В данной рабо-
те установлены результаты о классической корректной разрешимости
полученной системы, а также получены оценки нормы решения.

Ключевые слова: интегродифференциальные уравнения, полугруппы
операторов.

On classic solvability of system of integrodifferential equations,
arising in theory of viscoelasticity

In the present work an integrodifferential equation of the second order in
separable Hilbert with unbounded non-commuting operator coefficients is
considered. This equation is reduced to the system of integrodifferential
equations of the first order. In the present work we obtain a result on
classical correct solvability of this system and introduce the norm estimate
of the solution.

Keywords: integrodifferential equations, operator semigroups.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ êîððåêòíîé ðàçðåøè-
ìîñòüþ àáñòðàêòíûõ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåîãðàíè÷åí-
íûìè íåêîììóòèðóþùèìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàì â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:⎧⎪⎨⎪⎩

�̇�(𝑡) + 𝛼𝐴𝑢(𝑡) −𝐵*𝜌(𝑡) +
∫︀ 𝑡
0
𝐾(𝑡− 𝑠)𝐴𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡),

�̇�(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡) = 0, 𝑡 > 0,

𝑢(+0) = 𝜙0, 𝜌(+0) = 𝜓0,

(1)

ãäå ôóíêöèè 𝑢(𝑡) è 𝜌(𝑡) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì ñåïàðàáåëüíîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐻; 𝐴 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé ñàìîñîïðÿ-
æ¼ííûé îïåðàòîð, èìåþùèé êîìïàêòíûé îáðàòíûé; îïåðàòîð 𝐵 � çàìêíó-
òûé, 𝐴-êîìïàêòíûé â ñìûñëå Êàòî; 𝛼 � êîýôôèöèåíò âíóòðåííåãî òðåíèÿ
Êåëüâèíà-Ôîéãòà. ßäðî âîëüòåððîâîé ñâ¼ðòêè çàäà¼òñÿ ðÿäîì:

𝐾(𝑡) =

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗𝑡,

ñõîäÿùèìñÿ â íóëå.

ТихоновЮрий Андреевич, аспирант, МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва, Россия);
Yury Tikhonov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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Óðàâíåíèÿ âèäà (1) ÿâëÿþòñÿ àáñòðàêòíûìè ìîäåëÿìè èíòåãðîäèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ âÿçêîóïðóãèå áàðîòðîïíûå æèäêî-
ñòè. Èññëåäîâàíèþ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ àíà-
ëîãè÷íûé âèä ïðè 𝛼 = 0 è 𝐾(𝑡), ÿâëÿþùèìñÿ êîíå÷íîé ñóììîé ýêñïîíåíò,
ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1]. Â ýòèõ ðàáîòàõ óñòàíîâëåíà êëàññè÷åñêàÿ ðàçðåøè-
ìîñòü (1), ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ðåøåíèé è èõ àñèìïòîòèêà ïðè íåêî-
òîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü.

Îòìåòèì, åñëè ôîðìàëüíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïåðâîå ðàâåíñòâî â (1)
è ïîäñòàâèòü �̇�(𝑡) èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿä-
êà:

�̈�(𝑡) + 𝛼𝐴�̇�(𝑡) +𝐵*𝐵𝑢(𝑡) +𝐾(0)𝐴𝑢(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0

�̇�(𝑡− 𝑠)𝐴𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑔(𝑡), (2)

𝑢(+0) = 𝜙0, �̇�(+0) = 𝜙1.

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíîé ìîäåëüþ îäíîìåðíûõ ìàëûõ êîëåáàíèé âÿç-
êîóïðóãîãî ñòåðæíÿ. Ðåçóëüòàòû î êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè èíòåãðîäèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà ñ âåñîì ïîäðîáíî
îïèñàíû â ìîíîãðàôèè [2]. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðàòîð-ôóíêöèè, ÿâ-
ëÿþùåéñÿ ñèìâîëîì óðàâíåíèÿ (2), ñ äîïîëíèòåëüíûì îïåðàòîðíûì ñëàãà-
åìûì â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè ïðîâåä¼í â ðàáîòå [3], à â ñòàòüå [4] äëÿ ýòîé
îïåðàòîð-ôóíêöèè ïîëó÷åíà ëîêàëèçàöèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïîëîæèòåëü-
íîãî, íåéòðàëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî òèïîâ, êîãäà𝐾(𝑡) = 0. Â ñëó÷àå, êîãäà
𝐵 = 0, à 𝐾(𝑡) � ðÿä óáûâàþùèõ ýêñïîíåíò, ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ñèìâîëà
óðàâíåíèÿ (1) ïðîâåä¼í â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè â ðàáîòå [5].

Ãëàâíûé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â óñòàíîâëåíèè êëàññè÷åñêîé
ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ïðè 𝛼 > 0 è 𝐾(𝑡), ïðåäñòàâèìîãî â
âèäå ðÿäà èç ýêñïîíåíò, à òàêæå îöåíêè íîðìû ðåøåíèÿ.

Теорема 1.Пусть 𝜙0 ∈ 𝐷𝑜𝑚(𝐴), 𝜓0 ∈ 𝐷𝑜𝑚(𝐵*), 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(R+, 𝐻) тогда
существуют и единственные функции 𝑢(𝑡), 𝜌(𝑡) ∈ 𝐶1(R+, 𝐻), удовлетво-
ряющие (1).

Если, кроме того, 𝐵*𝐵 > 𝛿 > 0, то существуют 𝜔, 𝑑 > 0, что справед-
лива оценка:

‖𝑢‖2𝐻 6 𝑑0𝑒
−2𝜔𝑡(‖𝜙0‖2𝐻 + ‖𝜓0‖2𝐻) + ‖𝑓(𝑡)‖2𝐶[0,𝑡] .
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛОВ
ФЕЙНМАНА ПО ПРОСТРАНСТВУ ТРАЕКТОРИЙ

Е.Т. Шавгулидзе, А.К. Кравцева
shavgulidze@bk.ru, k-anna-k@mail.ru

Â ðàáîòå ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå àíàëèòè÷åñêîãî èíòå-
ãðàëà Ôåéíìàíà îò ýêñïîíåíòû ñ ïîëèíîìîì ÷åòâ�åðòîãî ïîðÿäêà â ïîêàçàòå-
ëå ïî ïðîñòðàíñòâó íåïðåðûâíûõ òðàåêòîðèé ñ çàêðåïë�åííûìè ãðàíèöàìè.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìï-
òîòèêè èíòåãðàëîâ, îïèñûâàþùèõ ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü 𝑄 � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, 𝑝𝑘 : 𝑄× . . .×𝑄→ R
� 𝑘-ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ñèììåòðè÷íûå ôîðìû, 𝑘 = 1, 2, 3, 4, 𝑝0 �
êîìïëåêñíîå ÷èñëî, 𝑡 � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

𝑣 : 𝑄→ R ôîðìóëîé 𝑣(𝑞) =
4∑︀
𝑖=0

𝑝𝑖(𝑞, . . . , 𝑞) è, èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü ôóíêöè-

îíàëîâ 𝑝𝑖, ïðîäîëæèì ôóíêöèîíàë 𝑣 íà 𝑄C. Ïóñòü ïîñëå ñäâèãà íà âåê-
òîð 𝑧0 ∈ 𝑄 ñóììà ìíîãî÷ëåíîâ 𝑝𝑖 ïåðåõîäèò â ñóììó ìíîãî÷ëåíîâ 𝑞𝑘:

𝑣(𝑞 + 𝑧0) =
4∑︀
𝑖=0

𝑝𝑖(𝑞 + 𝑧0, . . . , 𝑞 + 𝑧0) =
4∑︀
𝑖=0

𝑞𝑘(𝑧0, 𝑞, . . . , 𝑞⏟  ⏞  
𝑘

). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

𝑝4(𝑞, 𝑞, 𝑞, 𝑞) > 0 äëÿ ëþáûõ 𝑞 ∈ 𝑄, 𝑞 ̸= 0. Ïóñòü ̂︀𝑙(𝑞) = (𝑝4(𝑞, 𝑞, 𝑞, 𝑞))
1/4,̂︀𝑙(𝑥1 + 𝑥2) 6 ̂︀𝑙(𝑥1) + ̂︀𝑙(𝑥2) äëÿ ëþáûõ 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑄. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ

ñâ�åðòêè ôîðìóëîé (𝑓 * 𝑔)(𝜏) = 1
𝑡

𝑡∫︀
−𝑡
𝑓(𝜏1)𝑔(𝜏 − 𝜏1)𝑑𝜏1. Îáîçíà÷èì çà 𝜑 ôóíê-

öèþ, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì 𝜑(𝜏) =
∞∑︀
𝑛=1

1

𝑛𝛿
cos
(︁𝜋𝑛𝜏

𝑡

)︁
. Ïóñòü ̂︀𝑇 � ñà-

ìîñîïðÿæ�åííûé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåë�åííûé ÿäåðíûé îïåðàòîð; ôóíêöèÿ
𝑧0 : [0, 𝑡] → 𝑄C èìååò âèä 𝑧0(𝜏) = (𝑔0 * 𝜑)(𝜏), ãäå 𝑔0 ∈ 𝐿2([0, 𝑡], 𝑄C), è

4∑︁
𝑗=1

𝑗

𝑡∫︁
0

𝑝𝑗((𝑢 * 𝜑)(𝜏), 𝑧0(𝜏), . . . , 𝑧0(𝜏)⏟  ⏞  
𝑗

)𝑑𝜏+

+2

𝑡∫︁
0

( ̂︀𝑇−1𝑧′0(𝜏), (𝑢 * 𝜑)(𝜏))𝑑𝜏 = 0

äëÿ ëþáûõ 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑡], 𝑄);

Шавгулидзе Евегний Тенгизович, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносо-
ва (Москва, Россия); Eugeniy Shavgulidze (Lomonosov Moscow State University, Moscow,
Russia)

Кравцева Анна Константиновна, к.ф.-м.н., доцент, МГУ имени М.В. Ломоносова
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𝜑1(𝜏) =
∞∑︀
𝑛=1

1

𝑛2−2𝛿
cos
(︁𝜋𝑛𝜏

𝑡

)︁
; îïåðàòîð 𝑇 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé 𝑇ℎ =̂︀𝑇 (ℎ * 𝜑1), ãäå ℎ = 𝑢 * 𝜑, 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑡], 𝑄). È ïóñòü

𝐹 (𝜆) =

∫︁
𝐸

exp

⎧⎨⎩−𝑖𝜆
𝑡∫︁

0

𝑣(𝑥(𝜏))𝑑𝜏 − 𝑖𝜆

2

𝑡∫︁
0

( ̂︀𝑇−1𝑥′(𝜏), 𝑥′(𝜏))𝑑𝜏

⎫⎬⎭ 𝑑𝑥,

ãäå 𝐸 =

{︃
𝑥 ∈ 𝐶([0, 𝑡], 𝑄)

𝑥(0) = 𝑥(𝑡) = 0

}︃
.

Òîãäà ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà 𝑞𝑘, 𝑧0 è 𝛿 ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû 𝐴
è 𝐵, äåéñòâóþùèå íà íåêîòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà 𝐸C òàêèå,
÷òî ïðè 𝜆→ ∞ ôóíêöèè 𝐹 (𝜆) ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä

1√︀
𝛾(𝑧0)

exp

⎧⎨⎩−𝑖𝜆
𝑡∫︁

0

(︂
𝑣(𝑧0(𝜏)) +

1

2
( ̂︀𝑇−1𝑧′0(𝜏), 𝑧′0(𝜏))

)︂
𝑑𝜏

⎫⎬⎭×

×
∞∑︁
𝑚=0

1

2𝑚𝑚!𝜆𝑚
Tr𝑇

(︃
Tr𝑇

(︃
. . .

Tr𝑇

⎛⎝exp

⎧⎨⎩−𝑖𝜆
4∑︁
𝑘=3

𝑡∫︁
0

𝑞𝑘(𝑧0(𝜏), 𝐴−1𝑥(𝜏), . . .⏟  ⏞  
𝑘

)𝑑𝜏

⎫⎬⎭
⎞⎠′′

. . .

)︃′′)︃′′ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=0

,

ãäå 𝛾(𝑧0) = det(𝐼 + 𝑇𝐵).

Ðåçóëüòàòû çàìåòêè ïîëó÷åíû â ñîàâòîðñòâå ñ Î.Ã. Ñìîëÿíîâûì.
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Completeness theorem for the system of eigenfunctions of the
Schrödinger operator with the complex power potential.

The completeness for the system of eigenfunctions of the Schrödinger op-
erator with the complex power potential on the semi-axis with Dirichlet
boundary conditions is proved.

Keywords: spectral theory, completeness of the system of eigenfunctions.

Ìû ðàññìàòðèâàåì îïåðàòîð

ℒ𝑐,𝛼 = − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑐𝑥𝛼

íà ïîëóîcè 𝑥 ∈ [0,+∞) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå â íóëå. Êîíñòàíòà
𝑐 ∈ C.

Èçâåñòíî, ÷òî ðåçîëüâåíòà 𝑅(𝜆) = (ℒ𝑐,𝛼 − 𝜆)−1 óáûâàåò âíå çàìêíóòî-
ãî ñåêòîðà Λ = {arg 𝜆 ∈ [0, arg 𝑐]} � ÷èñëîâîãî îáðàçà ℒ𝑐,𝛼. Èçâåñòíî [1],
÷òî ïîðÿäîê îïåðàòîðà ℒ𝑐,𝛼 ðàâåí (2 + 𝛼)/2𝛼. Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 îðòîãî-
íàëüíà âñåì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà ℒ𝑐,𝛼, òî âåêòîð-ôóíêöèÿ
𝑅(𝜆)𝑓 = (ℒ*

𝑐,𝛼−𝜆)−1𝑓 ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(R+) ÿâëÿåòñÿ öåëîé
ôóíêöèåé ïîðÿäêà ðîñòà 2𝛼/(2 + 𝛼) è íîðìàëüíîãî òèïà (ñì. �4 [4]). Åñëè
ðàñòâîð ñåêòîðà Λ ìåíüøå 2𝜋𝛼/(2 +𝛼), ò.å. åñëè | arg 𝑐| < 2𝜋𝛼/(2 +𝛼), òî èç
òåîðåìû Ôðàãìåíà�Ëèíäåëåôà ñëåäóåò, ÷òî 𝑅(𝜆)𝑓 ≡ 0, îòêóäà 𝑓 ≡ 0, à ýòî
âëå÷åò ïîëíîòó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà ℒ𝑐,𝛼.

Ýòè èäåè áåðóò íà÷àëî îò ðàáîòû Êåëäûøà [3]. Êîíå÷íî, òàêîé ïîäõîä íå
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ, êàê ðàñòåò ôóíêöèÿ 𝑅(𝜆)𝑓 âíóòðè ñåêòî-
ðà Λ. Àïðèîðè, îíà ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò â ýòîì ñåêòîðå. Íî îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî åñëè âìåñòî âåêòîð-ôóíêöèè 𝑅(𝜆)𝑓 ðàññìîòðåòü ñêàëÿðíóþ öåëóþ
ôóíêöèþ (𝑅(𝜆)𝑓)(𝑥), çàìîðîçèâ ïðîèçâîëüíóþ ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó 𝑥, òî
ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ óáûâàþùåé â áîëåå øèðîêîì ñåêòîðå, ÷åì
C ∖ Λ. Ýòî íàáëþäåíèå îêàçûâàåòñÿ ðåøàþùèì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû î ïîëíîòå ïðè áîëåå ñëàáûõ óñëîâèÿõ íà àðãóìåíò ÷èñëà 𝑐. Ðåàëèçîâàòü
òàêîé ïëàí íàì óäàëîñü ïðè 𝛼 = 2/3.

Èòàê, íàøà îñíîâíàÿ òåîðåìà ïîñâÿùåíà îïåðàòîðó

ℒ𝑐 = − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑐𝑥2/3

è ôîðìóëèðóåòñÿ òàê

Теорема 1. Найдется 𝜃0 ∈ (𝜋/10, 𝜋/9) такое, что при всех 𝑐 ∈ C:
| arg 𝑐| < 𝜋/2+𝜃0 система собственных функций оператора ℒ𝑐 будет полна
в 𝐿2(R+).

Èñòî÷íèêîì âäîõíîâåíèÿ ïîñëóæèëà ñòàòüÿ Ñàâ÷óêà è Øêàëèêîâà [1],
â êîòîðîé äëÿ îïåðàòîðîâ íà ïîëóîñè âèäà

ℒ𝑐,𝛼 = − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑐𝑥𝛼

áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà: íàéäåòñÿ 𝛼0 < 2/3, òàêîå, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé ℒ𝑖,𝛼 = −𝑑2/𝑑𝑥2 + 𝑖𝑥𝛼 áóäåò ïîëíîé â 𝐿2(R+) ïðè 𝛼 ∈ (𝛼0, 2/3].
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Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à ïîëíîòû ℒ𝑖,𝛼 äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå áûëà ðåøå-
íà äàæå äëÿ 𝛼 = 2/3 è â 2015 ãîäó áûëà îòìå÷åíà ß. Àëìîãîì (Y. Almog) [2]
êàê îäíà èç àêòóàëüíûõ îòêðûòûõ ïðîáëåì. Ïîëó÷åííàÿ íàìè òåîðåìà, êî-
íå÷íî æå åå ðåøàåò ïðè 𝛼 = 2/3.
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В работе получена формула регуляризованного следа для ограничен-
ных возмущений дискретных самосопряженных операторов с выче-
том первой поправки теории возмущений. В качестве приложения
рассмотрены возмущения оператором умножения на ограниченную
измеримую функцию некоторых двумерных модельных дифференци-
альных операторов математической физики.

Ключевые слова: спектр, регуляризованные следы, дискретные опера-
торы, возмущения, дифференциальные операторы в частных произ-
водных.

The formulas of the traces of bounded perturbations of
two-dimensional model differential operators

In this work we deal with bounded perturbations of discrete self-adjoint
operators. And we obtain for them the regularized trace formulas without
the first correction term of the perturbation theory. As an application,
we consider two-dimensional model differential operators of mathematical
physics, which are perturbed by the multiplication by a bounded measur-
able function.

Keywords: spectrum, regularized traces, discrete operators, perturbations,
partial differential operators.
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Ïóñòü 𝐿0 = 𝐿*
0 ïîëóîãðàíè÷åííûé ñíèçó îïåðàòîð â ñåïàðàáåëüíîì ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐻 ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì 𝜎(𝐿0) = {𝜆𝑘}∞𝑘=1 (𝜆1 <
𝜆2 < ...), 𝑃𝑘 � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð ñîîòâåòñòâóþùèé 𝜆𝑘.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
inf
𝑘>>1

(𝜆𝑘+1 − 𝜆𝑘) > 0, (1)

𝑟𝑛 = 2−1 min {𝜆𝑛+1 − 𝜆𝑛, 𝜆𝑛 − 𝜆𝑛−1} è ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝑑𝑛,
òàêàÿ, ÷òî 0 < 𝑑𝑛 6 𝑟𝑛, inf

𝑛>2
𝑑𝑛 > 0,

lim
𝑛→∞

sup
|𝑧−𝜆𝑛|6𝑑𝑛

‖𝑅0𝑛(𝑧)𝑉 ‖ = 0, (2)

ãäå 𝑅0𝑛(𝑧) = 𝑅0(𝑧) − (𝜆𝑛 − 𝑧)−1𝑃𝑛, 𝑅0(𝑧) = (𝐿0 − 𝑧)−1.
Åñëè 𝑉 � ñèììåòðè÷åñêèé 𝐿0-êîìïàêòíûé â ℋ, òî îïåðàòîð 𝐿 = 𝐿0 + 𝑉

çàìêíóò â 𝒟(𝐿0) è äèñêðåòåí (òåîðåìà Êàòî-Ðåëëèõà).
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ëîêàëèçàöèè ñïåêòðà è ôîðìó-

ëå ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà 𝐿.
Теорема 1. Пусть выполнены (1) и (2). Тогда для собственных чисел

𝜇 оператора 𝐿 из интервала (𝜆𝑛 − 𝑟𝑛, 𝜆𝑛 + 𝑟𝑛), при 𝑛 >> 1 справедлива
оценка:

|𝜇− 𝜆𝑛| 6 𝐶 ‖𝑃𝑛𝑉 ‖ , 𝐶 > 0.

Ïóñòü 𝜈𝑛 = dim𝑃𝑎𝑛𝑃𝑛, 𝜇
(𝑛)
𝑠 , 𝑠 = 1, 𝜈𝑛 - ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà 𝐿,

½ðàñùåïëåííûå� âîçìóùåíèåì 𝑉 îò ñïåêòðà 𝐿0. È 𝛼𝑛 = 𝑡𝑟𝑃𝑛𝑉 𝑅0𝑛(𝜆𝑛)𝑉 ,

Γ𝑛 =
{︁
𝑧 : |𝑧| = 𝜆𝑛+1+𝜆𝑛

2

}︁
, 𝛽𝑛 = −𝑡𝑟

(︃
(2𝜋𝑖)−1

∮︀
Γ𝑛

𝑧(𝑅0(𝑧)𝑉 )3𝑅(𝑧)𝑑𝑧

)︃
, ãäå

𝑅(𝑧) = (𝐿− 𝑧)
−1, 𝑡𝑟 � ñëåä ÿäåðíîãî îïåðàòîðà.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (1) и (2) теоремы 1 и при 𝑛 >> 1∑︁
𝜆𝑘6𝜆𝑛

𝜆𝑘𝛼𝑘 = 𝑜(𝜆𝑛), 𝛽𝑛 = 𝑜(1),

∑︁
𝜆𝑘6𝜆𝑛

∑︁
𝜆𝑚>𝜆𝑛+1

𝑡𝑟𝑃𝑘𝑉 𝑃𝑚𝑉 = 𝑜(𝜆𝑛).

Тогда
∞∑︁
𝑘=1

[︃
𝜈𝑘∑︁
𝑠=1

(︁
𝜆𝑘 − 𝜇(𝑘)

𝑠

)︁
+ 𝑡𝑟(𝑃𝑘𝑉 )

]︃
=

= lim
𝑛→∞

1

2𝜆𝑛

∑︁
𝜆𝑘6𝜆𝑛

𝑡𝑟
(︀
𝑃𝑘𝑉

2 − (𝑃𝑘𝑉 )2
)︀
. (3)

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (3) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îãðàíè÷åí-
íûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ âîçìóùåíèé ðàâíà íóëþ, åñëè äëÿ ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà 𝐿0 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà: 𝑁(𝑡, 𝐿0) =
𝑜(𝑡), 𝑡 → ∞, (ñì. [1], òåîðåìà 5). Áîëåå òîãî, òåîðåìû 1 è 2 ïîçâîëÿþò ïî-
ëó÷èòü ôîðìóëû ñëåäîâ òèïà Ãåëüôàíäà-Ëåâèòàíà äëÿ âîçìóùåíèé íåêîòî-
ðûõ ìîäåëüíûõ îïåðàòîðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ
íà îãðàíè÷åííóþ èçìåðèìóþ ôóíêöèþ êîíå÷íîé ãëàäêîñòè:
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1. Îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ñôåðå 𝑆2 ([2])

𝐿0 = − 1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

)︂
− 1

sin2 𝜃

𝜕

𝜕𝜙2
, ℋ = 𝐿2(𝑆2)

𝜎(𝐿0) = {𝑘(𝑘 + 1)}∞𝑘=0 , 𝜈𝑘 = 2𝑘 + 1, 𝑁(𝑡) = 𝑂(𝑡), 𝑡→ ∞

Теорема 3. Пусть 𝑉 (𝜃, 𝜙) ∈𝑊 1
2 (𝑆2). Тогда

∞∑︁
𝑘=0

𝑘∑︁
𝑠=−𝑘

[︂
𝑘(𝑘 + 1) +

1

4𝜋

∫︁
𝒮2

𝑉 (𝑠)𝑑𝑠− 𝜇(𝑘)
𝑠

]︂
=

=
1

8𝜋

∫︁
𝑆2

𝑉 2(𝑠)𝑑𝑠− 1

16𝜋2

∫︁
𝑆2

∫︁
𝑆2

𝑉 (𝑠)𝑉 (𝑠0)√︀
1 − (−→𝑠 ,−→𝑠0)2

𝑑𝑠𝑑𝑠0

где −→𝑠 = (cos𝜙 sin 𝜃, sin𝜙 sin 𝜃, cos 𝜃), −→𝑠0 = (cos𝜙0 sin 𝜃0, sin𝜙0 sin 𝜃0, cos 𝜃0).
2. Äâóìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ([3])

𝐿0 = − 𝜕2

𝜕𝑥21
− 𝜕2

𝜕𝑥22
+ 𝑥21 + 𝑥22, ℋ = 𝐿2(R2),

𝜎(𝐿0) = {2(𝑘 + 1)}∞𝑘=0 𝜈𝑘 = 𝑘 + 1, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑁(𝑡, 𝐿0) = 𝑂(𝑡2), 𝑡→ ∞.

Теорема 4. Пусть 𝑉 (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐶
(4)
0 (R2). Тогда

∞∑︁
𝑘=0

[︃
tr𝑃𝑘𝑉 +

𝑘∑︁
𝑠=0

(︁
2(𝑘 + 1) − 𝜇(𝑘)

𝑠

)︁]︃
=

1

8𝜋

∫︁
R2

𝑉 2(𝑥)𝑑𝑥.

3. Äâóìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð â ïîëîñå ([4])

𝐿0 = − 𝜕2

𝜕𝑥21
− 𝜕2

𝜕𝑥22
+𝑥21, ℋ = 𝐿2(Π), Π = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) : 𝑥1 ∈ R, 𝑥2 ∈ [0, 𝜋]}

𝐷(𝐿0) =
{︀
𝑢(𝑥1, 𝑥2) : 𝑢 ∈𝑊 2

2 (Π), 𝑢(𝑥1, 0) = 𝑢(𝑥1, 𝜋) = 0
}︀

𝜎(𝐿0) = {𝑘 ∈ N∖ {1, 3}} , 𝜈𝑘 ∼=

[︃√
𝑘

2

]︃
, 𝑁(𝑡, 𝐿0) = 𝑂(𝑡

3
2 ), 𝑡→ ∞

Теорема 5. Пусть 𝑉 (𝑥) ∈ 𝐶
(2)
0 (Π). Тогда

∑︁
𝑘∈N/{1,3}

[︃
𝜈𝑘∑︁
𝑠=1

(︁
𝜆𝑘 − 𝜇(𝑘)

𝑠

)︁
+ 𝑡𝑟(𝑃𝑘𝑉 )

]︃
=

1

12𝜋

∫︁
Π

𝑉 2(𝑥)𝑑𝑥.

4. Äâóìåðíûé îïåðàòîð Øðåäèíãåðà â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ([5]).
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𝐿0 =

(︂
1

i

𝜕

𝜕𝑥1
− 𝑥2

)︂2

+

(︂
1

i

𝜕

𝜕𝑥2
+ 𝑥1

)︂2

, ℋ = 𝐿2(R2),

𝜎(𝐿0) = {2(2𝑘 + 1)}∞𝑘=0 (óðîâíè Ëàíäàó), 𝜈𝑘 = ∞.

Теорема 6. Пусть 𝑉 ∈ 𝐶
(2)
0 (R2). Тогда справедлива формула следа

∞∑︁
𝑘=0

⎛⎝ ∞∑︁
𝑖=−𝑘

(𝜆𝑘 − 𝜇
(𝑖)
𝑘 ) +

1

𝜋

∫︁
R2

𝑉 (𝑥)𝑑𝑥

⎞⎠ =
1

8𝜋

∫︁
R2

𝑉 2(𝑥)𝑑𝑥.
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Regularized traces for perturbations of the spectral operator.
The Galerkin-Petrov method for calculating eigenvalues.

Formulas of regularized traces are obtained for perturbations of a discrete
spectral operator by the Hilbert – Schmidt operator. The applicability of
the Galerkin – Petrov method for the approximate calculation of eigen-
values for such perturbations is proved.

Keywords: eigenvalues, spectral operator, Hilbert – Schmidt operator,
Galerkin – Petrov method

Ïóñòü 𝑇 � äèñêðåòíûé ñïåêòðàëüíûé îïåðàòîð [1] â ñåïàðàáåëüíîì ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐻. Ïóñòü 𝑇 ïðåäñòàâèì â âèäå 𝑇 = 𝑆 + 𝑁 , ãäå 𝑆 �
ñïåêòðàëüíûé îïåðàòîð ñêàëÿðíîãî òèïà [1], êîðíåâûå âåêòîðû {𝜙𝑘}∞𝑘=0 êî-
òîðîãî îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà, à 𝑁 � êâàçèíèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð, êàæäîå
îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåð-
íûì íèëüïîòåíòíûì îïåðàòîðîì. Ïóñòü {𝜓𝑘}∞𝑘=0 � êîðíåâûå âåêòîðû îïå-
ðàòîðà 𝑆*. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà
𝑇 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim

𝑟→∞

𝑁(𝑟)
𝑟𝛼 = 𝜀 <∞ 0 < 𝛼 6 1. Ðàññìîòðèì âîçìó-

ùåíèå îïåðàòîðà 𝑇 ïðîèçâîëüíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì 𝐵. Âåðíà
Теорема 1. Êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà 𝑇+𝐵 îáðàçóþò áàçèñ

Ðèññà èç ïîäïðîñòðàíñòâ â 𝐻.
Теорема 2. Ïóñòü 𝐵 � îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà â 𝐻. Åñëè 𝑠 ∈ N,

òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíîãî ðÿäà {𝑀𝜈}∞𝜈=1 :

lim
𝜈→∞

{︁ 𝑀𝜈∑︁
𝑚=1

[︁
𝜇𝑠𝑚 − 𝜆𝑠𝑚 − 𝑠𝜆𝑠−1

𝑚 (𝐵𝜙𝑚, 𝜓𝑚)
]︁
+

+ 𝑐𝜈(𝑠) −
𝑠−1∑︁
𝑘=2

𝑀𝜈∑︁
𝑚1=···=𝑚𝑘=1

𝑐𝑠−𝑘 (𝐵𝜙𝑚1
, 𝜓𝑚𝑘

)

𝑘∏︁
𝑗=2

(𝐵𝜙𝑚𝑗
, 𝜓𝑚𝑗−1

)
}︁

=

= 𝜅𝑠 𝑇𝑟(𝐺
−1𝐵𝑠𝐺),

ãäå

𝜅𝑠 =

{︃
1, 𝑖𝑓 𝑠 > 2

0, 𝑖𝑓 𝑠 = 1
, 𝑐𝜈(1) = 0, 𝑐𝑠−𝑘 = [𝜆𝑠 : 𝜆𝑚1 , . . . , 𝜆𝑚𝑘

, 𝜆𝑚𝑘
].

Çäåñü 𝐺 � îãðàíè÷åííûé îáðàòèìûé îïåðàòîð íà 𝐻 òàêîé, ÷òî äëÿ íåêîòî-
ðîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {𝑒𝑖}∞𝑖=0 : 𝜙𝑖 = 𝐺𝑒𝑖, 𝜓𝑗 = (𝐺−1)*𝑒𝑗 ∀ 𝑖, 𝑗 =
0, 1, 2, . . . Äëÿ 𝑐𝑠−𝑘 èñïîëüçîâàí ñèìâîë ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè [2].

Ôîðìóëû, ïðèâåäåííûå â òåîðåìå 2, íàçûâàþò îáû÷íî ôîðìóëàìè ðåãó-
ëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ.Ñóùåñòâåííûé âêëàä â èõ ðàçâèòèå âíåñëè àêàäåìèê
Â.À. Ñàäîâíè÷èé è åãî ó÷åíèêè. Â [8] ïðèâåäåí îáçîð ýòîé òåîðèè. Â [6]
èññëåäóþòñÿ ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ âîçìóùåíèé èç êëàññîâ
Øàòòåíà �ôîí Íåéìàíà.
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Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî ïðèìåðà çàäà÷ó Èîíêèíà. Äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð 𝑇 çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

𝑇𝑦 = −𝑦′′, 0 < 𝑥 < 1, 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 𝑦′(1), (3)

Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà (3) èçó÷åíû â ðàáîòå [4].
Äëÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è 𝑇 *𝑦 = −𝑦′′, 𝑦′(1) = 0, 𝑦(0) = 𝑦(1), èìååì

𝜓0 = 2, 𝜓2𝑘−1(𝑥) = 4(1 − 𝑥) sin(2𝜋𝑘𝑥), 𝜓2𝑘 = 4𝑥 cos(2𝜋𝑘𝑥), 𝑘 ∈ N, ãäå
𝑇 *𝜓2𝑘 = 𝜆𝑘𝜓2𝑘, 𝑇

*𝜓2𝑘−1 = 𝜆𝑘𝜓2𝑘−1 + 𝑝𝑘𝜓2𝑘, 𝑝𝑘 = 4𝑘𝜋, 𝑘 ∈ N, ò.å. 𝜓2𝑘−1

� ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð, à 𝜓2𝑘 � ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝜆𝑘. Ïðè òàêîé íóìåðàöèè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
áèîðòîãîíàëüíîñòè (𝜙𝑖, 𝜓𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 .

Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (𝑇 +𝐵)𝑦 = 𝜇 𝑦 ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìå-
íèìîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà-Ïåòðîâà [5] ñ ñèñòåìàìè êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé
{𝜙𝑘}∞𝑘=0, {𝜓𝑘}∞𝑘=0, ãäå 𝐵 � ïðîèçâîëüíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð . Ïðèáëè-

æåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çäåñü èùåòñÿ â âèäå 𝑦𝑛 =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑐
(𝑛)
𝑘 𝜙𝑘, ãäå

êîýôôèöèåíòû 𝑐
(𝑛)
𝑘 � ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐
(𝑛)
𝑘 [𝜇 𝛿𝑘𝑗 − ((𝑇 +𝐵)𝜙𝑘, 𝜓𝑗)] = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Îáîçíà÷èì îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ÷åðåç 𝛿𝑛 = 𝛿𝑛(𝜇). Íóëè ýòîãî îïðå-
äåëèòåëÿ è ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
èñõîäíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ ñõî-
äèìîñòè:

𝜆
(𝑛)
𝑘 → 𝜆𝑘 ïðè 𝑛→ ∞, ∀ 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛. (5)

Ñëåäóÿ [7], ñäåëàâ çàìåíó 𝑦 = (𝑇 + 𝐸)−1𝑢 è ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ 𝑆 = (𝐵 −
𝐸)(𝑇 + 𝐸)−1, 𝐴 = (𝑇 + 𝐸)−1, ïîëó÷èì

(𝐸 + 𝑆 − 𝜇𝐴)𝑢 = 0,

ãäå îïåðàòîðû 𝐴 è 𝑆 = (𝐵 − 𝐸)𝐴 � ÿäåðíûå. Ñëåäîâàòåëüíî, êîððåêòíî
îïðåäåëåí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ÿäåðíîãî îïåðàòîðà 𝐿 = 𝐿𝜇 =
−𝑆 + 𝜇𝐴:

∆(𝜇) = 𝑑𝑒𝑡(𝐸 − 𝐿(𝜇))
𝑑𝑒𝑓
=

∞∏︁
𝑘=1

(1 − 𝜆𝑘(𝐿𝜇)),

ãäå 𝜆𝑘(𝐿) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà 𝐿. Ñîãëàñíî [3] èìååì

∆(𝜇) = det ‖((𝐸 + 𝑆 − 𝜇𝐴)𝜙𝑘, 𝜓𝑗)‖∞𝑘,𝑗=1.

Отметим, ÷òî 𝜇* ∈ C ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì èñõîäíîé çàäà÷è
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆(𝜇*) = 0. Îáîñíîâàíèå ýòîãî ïðîâîäèòñÿ ñ
ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êàðëåìàíà.

Èç òåîðåìû Ãóðâèöà ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ïðåäëîæå-
íèÿ.

Теорема 3. Â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 𝐺 ⊂ C íóëè îïðåäåëèòåëÿ
∆𝑛(𝜆) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ (èõ êîíå÷íîå ÷èñëî) ê ñîîòâåòñòâóþùèì íóëÿì
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ôóíêöèè ∆(𝜆). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî íóëè îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû
Ãàëåðêèíà-Ïåòðîâà ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè îïðåäåëèòåëÿ ∆𝑛(𝜇), äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ñõîäèìîñòè.
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В докладе излагаются точные неравенства типа Колмогорова для
последовательности производных периодических функций двух пе-
ременных и наилучших приближений последовательности производ-
ных функций тригонометрическими “углами” в пространстве 𝐿2(𝑄)
𝑄 := {0 6 𝑥, 𝑦 6 2𝜋}.
Ключевые слова: неравенства типа Колмогорова, тригонометрические
“угли”, квазиполином, наилучшее приближение.

Шабозов Мирганд Шабозович, д.ф.-м.н., профессор, Таджикский национальный
университет (Душанбе, Республика Таджикистан); Mirgand Shabozov, professor, Tajik
National University (Dushanbe, Republic of Tajikistan)



158 “Современные проблемы математики и механики”

Kolmogorov type inequality for the functions of two variable in
𝐿2

In this speech will delivered about the exact inequalities of Kolmogorov
type for a sequence derivatives of functions of two variables and the best
approximate sequential derivatives of functions by trigonometric “angle”
in 𝐿2(𝑄) 𝑄 := {0 6 𝑥, 𝑦 6 2𝜋}.
Keywords: Kolmogorov type inequality, trigonometric “angle”, quasipoly-
nomial, the best approximation

Â ìîíîãðàôèè [1] ïðèâåäåíû è ñèñòåìàòèçèðîâàíû ðåçóëüòàòû èññëåäî-
âàíèé ïî íåðàâåíñòâàì äëÿ íîðì ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîèçâîäíûõ (íåðàâåí-
ñòâàì òèïà Êîëìîãîðîâà) ôóíêöèé ñ ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ,
êàê êëàññè÷åñêèõ, òàê è ïîëó÷åííûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Ïðè ýòîì îñíîâíîå
âíèìàíèå óäåëåíî òî÷íûì íåðàâåíñòâàì òàêîãî òèïà. Â [2] ïðèâåäåí îáñòî-
ÿòåëüíûé îáçîð íåðàâåíñòâ òèïà Êîëìîãîðîâà, ãäå ïîëó÷åíû íàèëó÷øèå
êîíñòàíòû è àíàëèçèðóåòñÿ èõ ñâÿçü ñ çàäà÷åé Ñòå÷êèíà î íàèëó÷øåì ïðè-
áëèæåíèè îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ôóíêöèé.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïî÷òè âñå ðåçóëüòàòû â [1] è [2] ïîëó÷åíû äëÿ âåùå-
ñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðåäñòàâ-
ëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ ïîëó÷åíèå íåðàâåíñòâ òèïà Êîëìîãîðîâà äëÿ ôóíê-
öèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ãäå ïîëó÷åíû çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ðåçóëüòàòîâ.
Çäåñü èçëàãàåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äèôôåðåíöèðó-
åìûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ â 𝐿2 := 𝐿2(𝑄), 𝑄 := {0 6 𝑥, 𝑦 6 2𝜋} ñ
êîíå÷íîé íîðìîé

‖𝑓‖𝐿2 :=

{︃
1

4𝜋2

∫︁∫︁
(𝑄)

𝑓2(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

}︃1/2

<∞.

×åðåç 𝐿(𝑟,𝑠)
2 (𝑄), 𝑟, 𝑠 ∈ N � ìíîæåñòâî ôóíêöèé 𝑓 ∈ 𝐿2, ó êîòîðûõ ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå 𝑓 (𝑟,𝜈), 𝑟 ∈ N, 𝜈 = 0, 𝑠− 1, 𝑓 (𝜇,𝑠), 𝜇 = 0, 𝑟 − 1, 𝑠 ∈ N ñóùåñòâóþò,
êóñî÷íî-íåïðåðûâíû, äîïóñêàþò ïåðåìåíó ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è
𝑓 (𝑟,𝑠) ∈ 𝐿2.

Äèôôåðåíöèðóÿ ôîðìàëüíî ðàâåíñòâî

𝑓(𝑥, 𝑦) =

+∞∑︁
𝑝=−∞

+∞∑︁
𝑞=−∞

𝑐𝑝𝑞(𝑓)𝑒𝑖(𝑝𝑥+𝑞𝑦), 𝑐𝑝𝑞(𝑓) :=
1

4𝜋2

∫︁∫︁
(𝑄)

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑖(𝑝𝑥+𝑞𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑟-ðàç ïî ïåðåìåííîìó 𝑥 è 𝑠-ðàç ïî ïåðåìåííîìó 𝑦 â ñìûñëå ñõîäèìîñòè â
ìåòðèêå 𝐿2, çàïèøåì

𝑓 (𝑟,𝑠)(𝑥, 𝑦) =

+∞∑︁
𝑝=−∞

+∞∑︁
𝑞=−∞

(𝑖𝑝)𝑟(𝑖𝑞)𝑠𝑐𝑝𝑞(𝑓)𝑒𝑖(𝑝𝑥+𝑞𝑦),

îòêóäà ñðàçó âûòåêàåò ðàâåíñòâî

‖𝑓 (𝑟,𝑠)‖𝐿2
=

+∞∑︁
𝑝=−∞

+∞∑︁
𝑞=−∞

𝑝2𝑟𝑞2𝑠|𝑐𝑝𝑞(𝑓)|2 =

∞∑︁
𝑝=1

∞∑︁
𝑞=1

𝑝2𝑟𝑞2𝑠𝜌2𝑝𝑞(𝑓),



Материалы международной конференции 159

ãäå
𝜌2𝑝𝑞(𝑓) = |𝑐−𝑝,−𝑞(𝑓)|2 + |𝑐−𝑝,𝑞(𝑓)|2 + |𝑐𝑝,−𝑞(𝑓)|2 + |𝑐𝑝,𝑞(𝑓)|2.

Äëÿ ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟,𝑠)
2 , å�å ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 𝑓 (𝑟,0) (𝑟 ∈ N), 𝑓 (0,𝑠)

(𝑠 ∈ N), à òàêæå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ 𝑓 (𝑟−𝑘,𝑠−𝑙) (𝑘, 𝑙 ∈ Z+, 0 6 𝑘 6 𝑟,
0 6 𝑙 6 𝑠) â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ èìååì:

‖𝑓‖2𝐿2
=

∞∑︁
𝑝=1

∞∑︁
𝑞=1

𝜌2𝑝,𝑞(𝑓), ‖𝑓 (𝑟,0)‖2𝐿2
=

∞∑︁
𝑝=1

∞∑︁
𝑞=1

𝑝2𝑟𝜌2𝑝,𝑞(𝑓),

‖𝑓 (0,𝑠)‖2𝐿2
=

∞∑︁
𝑝=1

∞∑︁
𝑞=1

𝑞2𝑠𝜌2𝑝,𝑞(𝑓),

‖𝑓 (𝑟−𝑘,𝑠−𝑙)‖2𝐿2
=

∞∑︁
𝑝=1

∞∑︁
𝑞=1

𝑝2(𝑟−𝑘)𝑞2(𝑠−𝑙)𝜌2𝑝,𝑞(𝑓).

Теорема 1. Для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟,𝑠)
2 (𝑟, 𝑠 = 2, 3...) при всех

𝑘 = 1, 𝑟 − 1 и 𝑙 = 1, 𝑠− 1 имеют места неравенства

‖𝑓 (𝑟−𝑘,𝑠−𝑙)‖𝐿2 6 ‖𝑓‖𝑘𝑙/𝑟𝑠𝐿2
· ‖𝑓 (𝑟,0)‖(1−

𝑘
𝑟 )

𝑙
𝑠

𝐿2
· ‖𝑓 (0,𝑠)‖

𝑘
𝑟 (1−

𝑙
𝑠 )

𝐿2
· ‖𝑓 (𝑟,𝑠)‖(1−

𝑘
𝑟 )(1−

𝑙
𝑠 )

𝐿2
.

(1)
Знак равенства в (1) реализуется, например, функцией

𝑓0(𝑥, 𝑦) = 𝛾 cos𝑚(𝑥+ 𝛼) · cos𝑛(𝑦 + 𝛽) ∈ 𝐿
(𝑟,𝑠)
2 , 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R, 𝑚, 𝑛 ∈ N.

Ïóñòü (𝑋, ‖ · ‖𝑋) è (𝑌, ‖ · ‖𝑌 ) � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà
ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, à

𝑈𝑚 := 𝑠𝑝𝑎𝑛 {𝑢0(𝑥), 𝑢1(𝑥), . . . 𝑢𝑚(𝑥)} , 𝑉𝑛 := {𝑣0(𝑦), 𝑣1(𝑦), . . . 𝑣𝑛(𝑦)}

èõ êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî åñòü 𝑈𝑚 ⊂ 𝑋, 𝑉𝑛 ⊂ 𝑌 .
Âûðàæåíèå âèäà

𝑔𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) =

𝑚∑︁
𝑝=0

𝑢𝑝(𝑥)𝜓𝑝(𝑦) +

𝑛∑︁
𝑞=0

𝑣𝑞(𝑦)𝜑𝑞(𝑥),

ãäå {𝜑𝑞(𝑥)}𝑛𝑞=0 è {𝜓𝑝(𝑦)}𝑚𝑝=0 � íàáîðû ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé, ñîîòâåò-
ñòâåííî èç ïðîñòðàíñòâ 𝑋 è 𝑌 íàçîâåì òðèãîíîìåòðè÷åñêîì �óãëîì� [3-
4], èëè îáîáùåííûì ïîëèíîìîì (êâàçèïîëèíîìîì), ïîðîæäåííûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâàìè 𝑈𝑚 è 𝑉𝑛. Óêàçàííûå îáîáùåííûå ïîëèíîìû îáðàçóþò ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâ 𝑍 := 𝑍(𝑄), êîòîðîå îáîçíà÷èì

𝐺(𝑈𝑚, 𝑉𝑛) : 𝑈𝑚 ⊗ 𝑌 + 𝑉𝑛 ⊗𝑋,

ãäå îïåðàöèè ” ⊗ ” è ” + ” îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî îïåðàöèè äåêàðòîâà
ïðîèçâåäåíèÿ è ïðÿìîé ñóììû ìíîæåñòâ. Îáîçíà÷èì

ℰ𝑚,𝑛(𝑓)𝑍 ; = ℰ(𝑓 ;𝐺(𝑈𝑚, 𝑉𝑛))𝑍 = inf {‖𝑓 − 𝑔𝑚,𝑛‖𝑍 : 𝑔𝑚,𝑛 ∈ 𝐺(𝑈𝑚, 𝑉𝑛)} .
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Теорема 2. Пусть 𝑚 > 𝑟 > 𝑘 > 1, 𝑛 > 𝑠 > 𝑙 > 1, 𝑚, 𝑛, 𝑟, 𝑠, 𝑘, 𝑙 ∈ N.
Тогда для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿

(𝑟,𝑠)
2 (𝑄) имеет место неравенство

ℰ𝑚−1,𝑛−1(𝑓 (𝑟−𝑘,𝑠−𝑙))𝐿2 6

6
(︀
ℰ𝑚−1,𝑛−1 (𝑓)𝐿2

)︀𝑘𝑙/𝑟𝑠 · (︂ℰ𝑚−1,𝑛−1

(︁
𝑓 (𝑟,0)

)︁
𝐿2

)︂(1− 𝑘
𝑟 ) 𝑙

𝑠

·

·
(︂
ℰ𝑚−1,𝑛−1

(︁
𝑓 (0,𝑠)

)︁
𝐿2

)︂ 𝑘
𝑟 (1− 𝑙

𝑠 )
·
(︂
ℰ𝑚−1,𝑛−1

(︁
𝑓 (𝑟,𝑠)

)︁
𝐿2

)︂(1− 𝑘
𝑟 )(1− 𝑙

𝑠 )
,

которое является точным в вышеуказанном смысле.
Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 2 äîêàçûâàåòñÿ ïî ñõåìå ðàññóæäåíèé ïðèâåäåí-

íîé â [5], ãäå íàéäåíû íåðàâåíñòâî òèïà Êîëìîãîðîâà äëÿ ôóíêöèé äâóõ
êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ â ïðîñòðàíñòâå Áåðãìàíà.
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ТОЧНЫЕ ОЦЕНКИ ПРОИЗВОДНЫХ ЧЕТНОГО ПОРЯДКА
В ПРОСТРАНСТВАХ СОБОЛЕВА
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УДК 517.518.23

Изучается связь норм операторов вложения пространства

ℋ :=
∘
𝑊𝑛

2 [−1; 1] в
∘

𝑊 𝑘
∞ [−1; 1] с нормами функционалов 𝑓 ↦→ 𝑓 (𝑘)(𝑥)

в пространстве ℋ. Для каждой фиксированной точки 𝑥 обозначим
норму функционала через 𝐴𝑛,𝑘(𝑥). Для каждого натурального 𝑛 и
четного 𝑘 6 𝑛 − 1 найдено явное значение 𝐴𝑛,𝑘(0), которое является
глобальным максимумом функции 𝐴𝑛,𝑘(𝑥). Это значение также
является точной константой вложения в указанных пространствах.

Ключевые слова: пространства Соболева, константы вложения
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Sharp estimates of even order derivatives in Sobolev spaces

We study the relation of embedding operators norms from space

ℋ :=
∘
𝑊𝑛

2 [−1; 1] in
∘

𝑊 𝑘
∞ [−1; 1] with norms of functionals 𝑓 ↦→ 𝑓 (𝑘)(𝑥)

in space ℋ. For each fixed point 𝑥 we denote the functional norm by
𝐴𝑛,𝑘(𝑥). For each natural 𝑛 and even 𝑘 6 𝑛 − 1, explicit values 𝐴𝑛,𝑘(0)
are found, which are the global maximum of the function 𝐴𝑛,𝑘(𝑥). This
value is the exact embedding constant in the specified spaces.

Keywords: Sobolev spaces, embedding constants

Îïðåäåëèì âåëè÷èíû 𝐴𝑛,𝑘(𝑥) êàê íîðìû ôóíêöèîíàëîâ 𝑓 ↦→ 𝑓 (𝑘)(𝑥),

äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå ℋ :=
∘
𝑊𝑛

2 [−1; 1]:

𝐴𝑛,𝑘(𝑥) := sup
‖𝑓‖ℋ=1

|𝑓 (𝑘)(𝑥)|.

Öåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå òî÷íîãî çíà÷åíèÿ

Λ𝑛,𝑘 := sup
𝑥∈[−1;1]

𝐴𝑛,𝑘(𝑥),

êîòîðîå íàçûâàþò êîíñòàíòîé âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

ℋ :=
∘
𝑊𝑛

2 [−1; 1] â
∘

𝑊 𝑘
∞ [−1; 1]. Íàìíîãî óäîáíåå ðàáîòàòü ñ êâàäðàòîì

ýòèõ âåëè÷èí, ïîýòîìó Λ2
𝑛,𝑘 òàêæå íàçûâàþò êîíñòàíòàìè âëîæåíèÿ.

Â ðàáîòå [1] áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîíñòàíò Λ2
𝑛,0, Λ2

𝑛,1 è Λ2
𝑛,2, à

òàêæå óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó êîíñòàíòàìè âëîæåíèÿ è ïåðâîîáðàçíûìè
ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà. Â ðàáîòå [2] ïîëó÷åíû ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé
𝐴2
𝑛,𝑘(𝑥) è ïðåäúÿâëåíû ôîðìóëû äëÿ Λ2

𝑛,4 è Λ2
𝑛,6.

Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå
𝐿2[−1; 1] è îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé Ðîäðèãà

𝑃𝑛(𝑥) :=
1

2𝑛
1

𝑛!

(︀
(𝑥2 − 1)𝑛

)︀(𝑛)
.

Ïåðâîîáðàçíàÿ ïîðÿäêà 𝑚 > 0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

𝑃 (−𝑚)
𝑛 :=

1

2𝑛
1

𝑛!

(︀
(𝑥2 − 1)𝑛

)︀(𝑛−𝑚)
.

Ïîñëåäîâàòåëüíî äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ôàêòû.
Лемма 1. Функции 𝐴2

𝑛,𝑘(𝑥) удовлетворяют рекуррентному соотноше-
нию

𝐴2
𝑛,𝑘(𝑥) = 𝐴2

𝑛−2,𝑘−2(𝑥) −
(︀
𝑃

(𝑘−𝑛)
𝑛−2 (𝑥)

)︀2(︂
𝑛− 3

2

)︂
−
(︀
𝑃

(𝑘−𝑛)
𝑛−1 (𝑥)

)︀2(︂
𝑛− 1

2

)︂
.

Лемма 2. Для величин 𝐴2
𝑛,𝑘(𝑥) справедливо соотношение

𝑑𝐴2
𝑛,𝑘(𝑥)

𝑑𝑥
= −𝑃 (𝑘−𝑛+1)

𝑛−1 (𝑥) · 𝑃 (𝑘−𝑛+1)
𝑛 (𝑥).
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Теорема 1. Точка 𝑥 = 0 является точкой глобального максимума
функции 𝐴2

𝑛,𝑘(𝑥) на отрезке [−1; 1].
Ñ ïîìîùüþ ëåìì 1, 2 è òåîðåìû 1 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé îñíîâíîé

ðåçóëüòàò.
Теорема 2. Точные значения констант вложения на отрезке [−1; 1]

при 𝑘 = 2𝑙, 𝑙 = 0, 1, . . . имеют вид

Λ2
𝑛,𝑘 := 𝐴2

𝑛,𝑘(0) =
((𝑘 − 1)!!)2

22𝑛−𝑘−1((𝑛− (𝑘/2) − 1)!)2(2𝑛− 2𝑘 − 1)
.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ С
ПОЛИНОМИАЛЬНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Р.Н. Ярметова
tagirova_rena@mail.ru

УДК 517.984

Доклад посвящен исследованию спектральных свойств операторов,
порожденных в гильбертовом пространстве 𝐿2(−∞,+∞) симметри-
ческими дифференциальными выражениями с полиномиальными ко-
эффициентами и их степенями. Рассматривается случай, когда в ба-
зисе функций Чебышева-Эрмита им соответствуют двухдиагональ-
ные обобщенные якобиевы матрицы. Найдены дефектные числа та-
ких операторов, построены примеры целых дифференциальных опе-
раторов минимального типа, которые порождаются иррегулярными
дифференциальными выражениями.

Ключевые слова: симметрические дифференциальные и разностные
операторы, обощенные якобиевые матрицы, индекс дефекта, самосо-
пряженные расширения, спектр

Ярметова Рена Насировна, аспирант, САФУ имени М.В. Ломоносова (Архангельск,
Россия); Rena Yarmetova (Northern (Arctic) Federal University, Arkhangelsk, Russia)



Материалы международной конференции 163

Differential operators with polynomial coefficients

The report is devoted to the study of the spectral properties of the op-
erators generated in a Hilbert space 𝐿2(−∞,+∞) symmetric differen-
tial expressions with polynomial coefficients and their powers. The case
is considered when, in the basis of Chebyshev-Hermite functions, they
correspond to two-diagonal generalized Jacobi matrices. The deficiency
indecies of such operators are found, examples of entire differential oper-
ators of minimal type are constructed, which are generated by irregular
differential expressions.

Keywords: symmetric differential and difference operators, generalized Ja-
cobi matrix, deficiency index, self-adjoint extensions, spectrum

Â äîêëàäå áóäåò ðàññìîòðåíî ñèììåòðè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå âûðà-
æåíèå ïîðÿäêà 𝑛 = 2𝑘 +𝑚 > 3 âèäà

𝑙 =

𝑘∑︁
𝑖=0

{ℎ𝑖𝑎*𝑖+𝑚𝑎𝑖 + ℎ𝑖𝑎
*𝑖𝑎𝑖+𝑚},

ãäå 𝑚 > 1 è 𝑘 > 0 � öåëûå ÷èñëà, ℎ0, ℎ1, . . . , ℎ𝑘 � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå
÷èñëà, ℎ𝑘 ̸= 0, è

𝑎 =
1√
2

(𝑥+
𝑑

𝑑𝑥
), 𝑎* =

1√
2

(𝑥− 𝑑

𝑑𝑥
).

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ìèíèìàëüíîãî çàìêíóòîãî
ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà 𝐿, ïîðîæäåííîãî äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæå-
íèåì 𝑙 â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(−∞,+∞), â áàçèñå ôóíêöèé ×åáûøåâà-Ýðìèòà
ÿâëÿåòñÿ ÿêîáèåâà ìàòðèöà, â êîòîðîé òîëüêî ýëåìåíòû äâóõ äèàãîíàëåé
îòëè÷íû îò íóëÿ, à èìåííî äèàãîíàëè ñ íîìåðîì 𝑚 âûøå è íèæå ãëàâíîé
(íóëåâîé) äèàãîíàëè. Èñõîäÿ èç ýòîãî, íàéäåíû äåôåêòíûå ÷èñëà îïåðàòîðà
𝐿, ïîðîæäåííîãî äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì 𝑙 è åãî ñòåïåíÿìè.

Â äîêëàäå òàêæå áóäóò ïðèâåäåíû ïðèìåðû îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûìè âûðàæåíèÿìè íå áîëåå òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ïîëèíî-
ìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è èõ ñòåïåíÿìè â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(−∞,+∞),
äåôåêòíûå ÷èñëà êîòîðûõ ìîãóò îêàçàòüñÿ íå òîëüêî ìåíüøå èëè ðàâíû,
íî, ÷òî îñîáåííî èíòåðåñíî, è áîëüøå ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ âûðàæåíèé.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ñòàòüå [1].
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ON THE SOLVABILITY IN A WEIGHT SPACE OF A
BOUNDARY-VALUE PROBLEM FOR A CLASS

FOURTH-ORDER OPERATOR-DIFFERENTIAL EQUATIONS
A.R. Aliev

alievaraz@yahoo.com

UDC 517.95

In a Sobolev-type space with an exponential weight, sufficient conditions
are founded for the well-posed and unique solvability of a boundary value
problem for one class fourth-order operator-differential equations with
multiple characteristics.

Keywords: boundary-value problem, operator-differential equation,
Hilbert space, self-adjoin operator, regular solvability
MSC: 35G15, 47D03

In a separable Hilbert space 𝐻, we consider a boundary-value problem(︂
− 𝑑

𝑑𝑥
+𝐴

)︂3(︂
𝑑

𝑑𝑥
+𝐴

)︂
𝑢(𝑥)+

4∑︁
𝑗=1

𝐴𝑗
𝑑4−𝑗𝑢 (𝑥)

𝑑𝑥4−𝑗
= 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑅+ = [0,+∞) , (1)

𝑢 (0) = 0, (2)

where 𝑓 (𝑥) and 𝑢 (𝑥) are 𝐻-valued functions, 𝐴 is a self-adjoint positive-definite oper-
ator with lower boundary of the spectrum 𝜆0 (𝐴 = 𝐴* > 𝜆0𝐸 (𝜆0 > 0), where 𝐸 is the
identity operator), and 𝐴𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4, are linear, generally, unbounded operators.

Note that equations of the form (1) are encountered in applications, in particular,
in the problems of stability of plates made of plastic materials (see [1]).

We introduce the following Hilbert spaces with exponential weight 𝑒−𝜅𝑥/2, 𝜅 ∈
𝑅 = (−∞,+∞):

𝐿2,𝜅 (𝑅+;𝐻) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑣 (𝑥) : ‖𝑣‖𝐿2,𝜅(𝑅+;𝐻) =

⎛⎝ +∞∫︁
0

‖𝑣 (𝑥)‖2𝐻 𝑒
−𝜅𝑥𝑑𝑥

⎞⎠1/2

< +∞)

⎫⎪⎬⎪⎭ ,

𝑊 4
2,𝜅 (𝑅+;𝐻) =

{︁
𝑣 (𝑥) : ‖𝑣‖𝑊4

2,𝜅(𝑅+;𝐻) =⎛⎝ +∞∫︁
0

(︃⃦⃦⃦⃦
𝑑4𝑢 (𝑥)

𝑑𝑥4

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

+
⃦⃦
𝐴4𝑢 (𝑥)

⃦⃦2
𝐻

)︃
𝑒−𝜅𝑥𝑑𝑥

⎞⎠1/2

< +∞

⎫⎪⎬⎪⎭ .

Let
𝑊 4

2,𝜅 (𝑅+;𝐻; {0}) =
{︀
𝑣 (𝑥) : 𝑣 (𝑥) ∈𝑊 4

2,𝜅 (𝑅+;𝐻) , 𝑣 (0) = 0
}︀

and let 𝑃0 denote an operator from the space𝑊 4
2,𝜅 (𝑅+;𝐻; {0}) to 𝐿2,𝜅 (𝑅+;𝐻) defined

as

𝑃0𝑢(𝑥) ≡
(︂
− 𝑑

𝑑𝑥
+𝐴

)︂3(︂
𝑑

𝑑𝑥
+𝐴

)︂
𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥) ∈𝑊 4

2,𝜅 (𝑅+;𝐻; {0}) .

This work is supported by the ”University Grant” of the ASOIU (no. ADNSU-2018-1-01).
Aliev A.R. (Azerbaijan State Oil and Industry University, Baku, Azerbaijan)



Материалы международной конференции 165

Definition. Suppose that for any 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜅(𝑅+;𝐻) there exists a function
𝑢(𝑥) ∈ 𝑊 4

2,𝜅 (𝑅+;𝐻) satisfying equation (1) almost everywhere in 𝑅+ and boundary
condition (2) in the sense that

lim
𝑥→0

⃦⃦⃦
𝐴7/2𝑢 (𝑥)

⃦⃦⃦
𝐻

= 0,

and, moreover,
‖𝑢‖𝑊4

2,𝜅(𝑅+;𝐻) 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ‖𝑓‖𝐿2,𝜅(𝑅+;𝐻) .

Then the boundary value problem (1) and (2) is said to be regularly solvable.
The following theorems is valid.

Theorem 1. Suppose that 𝐴 = 𝐴* > 𝜆0𝐸 (𝜆0 > 0) and 𝜅 ∈ (−2𝜆0, 2𝜆0). Then the
operator 𝑃0 is an isomorphism between the spaces 𝑊 4

2,𝜅 (𝑅+;𝐻; {0}) and 𝐿2,𝜅 (𝑅+;𝐻).

Theorem 2. Suppose that 𝐴 = 𝐴* > 𝜆0𝐸 (𝜆0 > 0), 𝜅 ∈ (−2𝜆0, 2𝜆0) and, the
operators 𝐴𝑗𝐴

−𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, are bounded in 𝐻, moreover, the following inequality
holds true

4∑︁
𝑗=1

𝑁𝑗

⃦⃦⃦
𝐴𝑗𝐴

−𝑗
⃦⃦⃦
𝐻→𝐻

< 1,

where

𝑁𝑗 = sup
0 ̸=𝑢∈𝑊4

2,𝜅(𝑅+;𝐻;{0})

(︃⃦⃦⃦⃦
𝐴𝑗
𝑑4−𝑗𝑢

𝑑𝑥4−𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐿2,𝜅(𝑅+;𝐻)

‖𝑃0𝑢‖−1

𝐿2,𝜅(𝑅+;𝐻)

)︃
, 𝑗 = 1, 2, 3, 4.

Then the boundary-value problem (1) and (2) is regularly solvable.
Note that the well-posed and unique solvability of equation (1) on the whole axis

was studies in [2]. The Fredholm property of the boundary-value problems on the
semi-axis and on a finite interval for equations of the form (1) was considered in [3].
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ON THE SOLVABILITY OF THE OPERATOR RICCATI
EQUATION IN REFLEXIVE BANACH SPACE
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Let 𝑋 be a reflexive Banach space. It is proved that the integral non-
autonomous operator Riccati equation has a unique non-negative strongly
continuous solution 𝑃 (𝑡) ∈ ℒ(𝑋,𝑋*)

Keywords: operator Riccati equation, reflexive Banach space, operator-
function

Operator Riccati equation arises in many applications. It is well-known that the
solution of linear-quadratic control problem on finite interval can be obtained by solv-
ing differential Riccati equation.

We will use the following notations. If 𝑋1,2 are Banach spaces, then by
ℒ(𝑋1, 𝑋2) we will denote the space of bounded operators acting from 𝑋1 to 𝑋2.
By 𝐶𝑠(ℐ;ℒ(𝑋1, 𝑋2)) we denote the space of strongly continuous operator functions
on interval ℐ = [0, 𝑇 ] with the topology of strongly uniform convergence. By defi-
nition the operator-function 𝑃 ∈ 𝐶𝑠(ℐ;ℒ(𝑋1, 𝑋2)) if and only if for all 𝑥 ∈ 𝑋1 the
vector-function 𝑃 (·)𝑥 ∈ 𝐶(ℐ;𝑋2).

An operator function {𝑈𝑡,𝑠}06𝑠6𝑡6𝑇 on a Banach space is called forward (in time)
evolution family if 𝑈𝑡,𝑡 = 𝐼 and 𝑈𝑡,𝑠 = 𝑈𝑡,𝑟𝑈𝑟,𝑠 for all 0 6 𝑠 6 𝑟 6 𝑡 6 𝑇 . An operator
function {𝑉𝑠,𝑡}06𝑠6𝑡6𝑇 on a Banach space is called backward (in time) evolution family
if 𝑉𝑡,𝑡 = 𝐼 and 𝑉𝑠,𝑡 = 𝑉𝑠,𝑟𝑉𝑟,𝑡 for all 0 6 𝑠 6 𝑟 6 𝑡 6 𝑇 .

An evolution family is called strongly continuous if it is strongly continuous in 𝑡
(for fixed 𝑠) and in 𝑠 (for fixed 𝑡). Note that strongly continuous evolution family is
not necessary jointly continuous.

Let 𝑋 be a reflexive Banach space with duality pairing ⟨𝑓, 𝑥⟩ (𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ 𝑋*).
If 𝐴1 ∈ ℒ(𝑋,𝑋*) then taking into account the canonical isomorphism between 𝑋
and 𝑋** one can consider that the adjoint operator 𝐴*

1 ∈ ℒ(𝑋,𝑋*). Operator 𝐴1 ∈
ℒ(𝑋,𝑋*) is self-adjoint if 𝐴1 = 𝐴*

1. Self-adjoint 𝐴1 ∈ ℒ(𝑋,𝑋*) is non-negative if
⟨𝐴1𝑥, 𝑥⟩ > 0 for all 𝑥 ∈ 𝑋.

Analogously if 𝐴2 ∈ ℒ(𝑋*, 𝑋) then one can consider that the adjoint operator
𝐴*

2 ∈ ℒ(𝑋*, 𝑋). Operator 𝐴2 ∈ ℒ(𝑋*, 𝑋) is self-adjoint if 𝐴2 = 𝐴*
2. Self-adjoint

operator 𝐴2 ∈ ℒ(𝑋*, 𝑋) is non-negative if ⟨𝑥,𝐴2𝑥⟩ > 0 for all 𝑥 ∈ 𝑋.

Note that if 𝑈𝑡,𝑠 is strongly continuous evolution family in reflexive space 𝑋 then
𝑉𝑠,𝑡 = 𝑈*

𝑡,𝑠 is strongly continuous backward evolution family in 𝑋*.

Theorem 1. Let 𝑋 be a reflexive Banach space and the following assumptions
hold:

1. {𝑈𝑡,𝑠}06𝑠6𝑡6𝑇 is strongly continuous and uniformly bounded forward evolution
family in ℒ(𝑋). Then 𝑉𝑠,𝑡 = 𝑈*

𝑡,𝑠 is strongly continuous and uniformly bounded
backward evolution family in ℒ(𝑋*).

2. operator functions 𝐶 ∈ 𝐶𝑠(ℐ;ℒ(𝑋,𝑋*)) and 𝐵 ∈ 𝐶𝑠(ℐ;ℒ(𝑋*, 𝑋))

3. 𝐶(𝑡) = 𝐶*(𝑡) > 0 and 𝐵(𝑡) = 𝐵*(𝑡) > 0 for all 𝑡 ∈ ℐ.

Nikita V. Artamonov (MGIMO-University, Moscow, Russia)
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Then for all self-adjoint non-negative 𝐺 ∈ ℒ(𝑋,𝑋*) the integral Riccati equation

𝑃 (𝑡) = 𝑉𝑡,𝑇𝐺𝑈𝑇,𝑡 +

∫︁ 𝑇

𝑡

𝑉𝑡,𝑠{𝐶(𝑠)− 𝑃 (𝑠)𝐵(𝑠)𝑃 (𝑠)}𝑈𝑠,𝑡𝑑𝑠

has a unique self-adjoint non-negative solution 𝑃 ∈ 𝐶𝑠(ℐ;ℒ(𝑋,𝑋*)).

Theorem 1 generalizes the results by Curtain & Pritchard, Lasiecka & Triggiani,
Da Prato & Ichikawa to the case of arbitrary reflexive Banach space.

Some applications of Theorem 1 will be given during the talk.
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ON GLOBAL INVERSE FUNCTION THEOREMS
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The question on the existence of a right inverse mapping to a smooth
mapping acting between finite-dimensional linear spaces is considered.
Sufficient conditions for existence of the right inverse mapping are ob-
tained.

Keywords: inverse function, global homeomorphism.

Consider the equation
𝑓(𝑥) = 𝑦. (1)

Here 𝑓 is a continuous mapping between Banach spaces 𝑋 and 𝑌, 𝑥 ∈ 𝑋 is an unknown
variable, and 𝑦 ∈ 𝑌 is a parameter. Given a set 𝑉 ⊂ 𝑌, a function 𝑔 : 𝑉 → 𝑋 is
called a right inverse to 𝑓 on 𝑉 if 𝑓(𝑔(𝑦)) = 𝑦 for all 𝑦 ∈ 𝑉. The existence of inverse
function to 𝑓 on the set 𝑉 is equivalent to solvability of equation (1) for every 𝑦 ∈ 𝑉.
Hence, theorems on the existence and properties of inverse functions are applicable to
equations in various areas of mathematics and play important role in optimization,
ordinary differential equations, control theory, etc.

Let us consider one class of theorems on inverse functions, namely the global
homeomorphism theorems. These assertions provide assumptions for the mapping 𝑓
to be a homeomorphism or, equivalently, for equation (1) to have the only solution

The research was supported by the grant of the Russian Science Foundation (Project no.
17-11-01168)

Aram Arutyunov (Peoples’ Friendship University of Russia, Moscow, Russia; V.A.
Trapeznikov Institute of Control Sciences of RAS, Moscow, Russia)
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𝑥 = 𝑔(𝑦) for every 𝑦 ∈ 𝑌 continuously dependent on 𝑦. The classical result in this area
is the Hadamard’s Theorem. Let us recall it.

Hadamard’s Theorem (see, for example, [1, Theorem 5.3.10]). Let 𝑓 : R𝑛 → R𝑛

be continuously differentiable, the linear mapping
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥) : R𝑛 → R𝑛 be invertible for

every 𝑥 ∈ R𝑛, and there exist 𝑐 > 0 such that⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥)−1

⃦⃦⃦⃦
6 𝑐 ∀𝑥 ∈ R𝑛.

Then 𝑓 is a homeomorphism.
Some problems lead to the investigation of global solvability of equation (1) in the

case when 𝑓 a priori is not a homeomorphism, for example, when 𝑋 = R𝑛, 𝑌 = R𝑘
and 𝑘 < 𝑛. In this case, there can be obtained conditions for existence of continuous
right inverse function 𝑔 : 𝑌 → 𝑋. In our research, we have obtained these conditions
under various differentiability assumptions on 𝑓 in both finite-dimensional and infinite-
dimensional case. In particular, for the case when the spaces 𝑋 and 𝑌 are finite-
dimensional, the following assertion was derived.

Below R𝑛 and R𝑘 are real coordinate spaces with the norms denoted by | · |. Given
a linear operator 𝐴 : R𝑛 → R𝑘, denote by cov𝐴 the supremum of all numbers 𝛼 > 0
such that 𝐵R𝑘 (𝛼) ⊂ 𝐴𝐵R𝑛(1). Here 𝐵R𝑘 (𝛼) stands for the closed ball in R𝑘 centered
at zero with the radius 𝛼.

Theorem 1. Let 𝑓 : R𝑛 → R𝑘 be a twice continuously differentiable mapping,
𝛼 > 0 be a given number. If

cov
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥) > 𝛼 ∀𝑥 ∈ R𝑛,

then for every 𝑥0 ∈ R𝑛, there exists a continuously differentiable mapping 𝑔 : R𝑘 → R𝑛
such that

𝑓(𝑔(𝑦)) = 𝑦, |𝑔(𝑦)− 𝑥0| 6
|𝑦 − 𝑓(𝑥0)|

𝛼
∀ 𝑦 ∈ R𝑘.

Note that the proof of the existence of the right inverse function 𝑔 in this theorem is
based on the theory of ordinary differential equations. In fact, 𝑔(𝑦) can be constructed
as a value of a solution of a specific ordinary differential equation with a parameter 𝑦.
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UNIQUENESS OF SOLUTIONS FOR ONE CLASS OF
FREDHOLM–STIELTJES EQUATIONS OF THE FIRST KIND

WITH THO VARIABLES
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This report is devoted to the study of the uniqueness of solutions lin-
ear integral equations of the first kind with two independent variables
in which the operator generated by the kernel, is not compact operator.
The relevance of the problem is due to the needs in development of new
approaches for the regularization and uniqueness of the solution of linear
integral equations of the first kind with two independent variables. As of
approximate solutions such tasks, stable to small variations of the initial
data, we use the solutions derived by the method of regularization and
belong to the class of incorrectly formulated tasks. One of the classes of
such ill-posed problems are integral equations of the first kind with two
independent variables. The aim of the work is the proof of the theorems
of uniqueness for solving of Fredholm-Stielties linear integral equations
of the first kind with two independent variables. In the paper a theo-
rem is proved the uniqueness of the solution of Fredholm-Stielties integral
equations of the first kind with two independent variables.To obtain for-
mulated in the article the results of used methods of functional analysis.
The obtained results are new. The reliability of the result set of evidence
and is illustrated by examples.The work has a theoretical character. The
obtained theoretical results can be applied in various fields of science and
technology method of nonnegative quadratic forms and the consept of
derivative with respect to increasing function.

Keywords: Fredholm-Stieltjes inteqral equations, first kind, two variables,
solution and uniqueness

Various issues concerning of integral equations of the first kind were studied in [1-7].
More specifically, fundamental results for Fredholm integral equations of the first kind
were obtained in [6], where regularizing operators in the sense of M.M.Lavrent’ev vere
constructed for solutions of linear Fredholm integral equations of the first kind. The
regularization and uniqueness of solutions to systems of nonlinear Volterra integral
equations of the first kind were investigated in [3, 4]. In this paper, while analizing
the following integral equation.∫︁ 𝑏

𝑎

𝐾(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑢(𝑡, 𝑦)𝑑𝜙(𝑦) +

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑄(𝑡, 𝑥, 𝑠)𝑢(𝑠, 𝑥)𝑑𝜓(𝑠)+

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝑥

𝑎

𝐶(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑦)𝑢(𝑠, 𝑦)𝑑𝜙(𝑦)𝑑𝜓(𝑠) =

= 𝑓(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐺 =
{︀
(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅2 : 𝑡0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑏

}︀
, (1)

where

𝐾(𝑡, 𝑥, 𝑦) =

{︂
𝐴(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑡0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑎 6 𝑦 6 𝑥 6 𝑏;
𝐵(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑡0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑦 6 𝑏,

}︂
Avyt Avyt Asanov, Kyrgyz-Turkish Manas University, Kyrgystan
Zuula Kadenova, Institute of mathematics of NAS of the Kyrgyz Republic
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𝑄(𝑡, 𝑥, 𝑠) =

⎧⎨⎩
𝑀(𝑡, 𝑥, 𝑠), 𝑡0 6 𝑠 6 𝑡 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑏,

𝑁(𝑡, 𝑥, 𝑠), 𝑡0 6 𝑡 6 𝑠 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑏,

⎫⎬⎭
𝐴(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝐵(𝑡, 𝑥, 𝑦),𝑀(𝑡, 𝑥, 𝑠), 𝑁(𝑡, 𝑥, 𝑠), 𝐶(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑦) are given continuous functions,
respectively on the domains

𝐺1 = {(𝑡, 𝑥, 𝑦) : 𝑡0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑎 6 𝑦 6 𝑥 6 𝑏} ;

𝐺2 = {(𝑡, 𝑥, 𝑦) : 𝑡0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑦 6 𝑏} ;
𝐺3 = {(𝑡, 𝑥, 𝑠) : 𝑡0 6 𝑠 6 𝑡 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑏} ;
𝐺4 = {(𝑡, 𝑥, 𝑠) : 𝑡0 6 𝑡 6 𝑠 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑏} ;
𝐺5 = {(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑦) : 𝑡0 6 𝑡 6 𝑠 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑏} .

Here 𝑢(𝑡, 𝑥) and 𝑓(𝑡, 𝑥) are the unknown and given functions, respectively, (𝑡, 𝑥) ∈
𝐺, 𝜙(𝑥) is the increasing continuous function in [𝑎, 𝑏], 𝜓(𝑡) is the increasing continuous
function in [𝑡0, 𝑇 ].

Using 𝐴(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝐵(𝑡, 𝑥, 𝑦),𝑀(𝑡, 𝑥, 𝑠) and𝑁(𝑡, 𝑥, 𝑠) we define the following functions⎧⎨⎩
𝑃 (𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑡, 𝑥, 𝑦) +𝐵(𝑡, 𝑦, 𝑥), (𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺1;

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑠) =𝑀(𝑡, 𝑥, 𝑠) +𝑁(𝑠, 𝑥, 𝑡), (𝑡, 𝑥, 𝑠) ∈ 𝐺3

⎫⎬⎭
In this work for the investigation of the integral equation (1) we it is based on

the notion of the derivative of function with respect to the strictly increasing function
[8]. Then we need the concept of the denvative defined in the work [8]. Apparently
the first notion of the derivative, with respect to the strictly increasing function, was
introduced in [8].

Definition. The derivative of a function 𝑓(𝑥) with respect to 𝜙(𝑥) is the function

𝑓
′
𝜙(𝑥) whose value at 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)

𝑓
′
𝜙(𝑥) = lim

Δ→0

𝑓(𝑥+Δ)− 𝑓(𝑥)

𝜙(𝑥+Δ)− 𝜙(𝑥)
, (2)

where 𝜙(𝑥) is the given strictly increasing continuous function in (𝑎, 𝑏).
If the limit in (2) exists, we say that 𝑓(𝑥) is a differentiable function with respect

to 𝜙(𝑥). The first derivative 𝑓
′
𝜙(𝑥) may also be differentiable function with respect to

𝜙(𝑥) at every point 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)

𝑓
′
𝜙(𝑥) = (𝑓

′
𝜙(𝑥))

′
𝜙,

is called the second derivative of 𝑓(𝑥) with respect to 𝜙(𝑥) they would, with.

𝑓
′
𝜙(𝑥) = (𝑓 (𝑛−1)

𝜙 (𝑥))
′
𝜙

denoting the 𝑛-th derivative of 𝑓(𝑥) with respect to 𝜙(𝑥).
Similarly, we define partial derivatives of functions of many variables.
In this work, on the basis of the consepts of the partial derivative of functions

𝑃 (𝑡, 𝑥, 𝑦),𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑠) with respect to the increasing continuous functions 𝜙(𝑥) and 𝜓(𝑡)
and methods of functional analysis, the uniqueness theorems are proved for the integral
equation (1).
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ON SPECTRUM OF QUADRATIC OPERATOR PENCIL WITH
SMALL PERIODIC 𝒫𝒯 -SYMMETRIC PERTURBATION

D. Borisov
borisovdi@yandex.ru

UDC 517.984

We study the spectrum of a quadratic operator pencil with a small 𝒫𝒯 -
symmetric periodic potential and a fixed localized potential. We show
that the essential spectrum has a band structure with bands usual and
unusual gaps. These gaps can contain isolated eigenvalues and we study
the existence and asymptotic behavior of such eigenvalues.

Keywords: operator pencil, 𝒫𝒯 -symmetric perturbation, spectrum

The main object of our study is the quadratic operator pencil

ℋ𝜀(𝜆) := − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑉 + i𝜀𝜆𝛾 + κ − 𝜆2 in 𝐿2(R).

Here 𝛾 ∈ 𝐶(R) is a real odd 2𝜋-periodic function, κ ∈ R is a fixed constant, 𝑉 ∈ 𝐶(R)
is a real function decaying at infinity: |𝑉 (𝑥)| 6 𝐶𝑒−𝜗|𝑥|, 𝑥 ∈ R, where 𝐶, 𝜗 are
some positive constants independent of 𝑥. The domain of ℋ𝜀(𝜆) is the Sobolev space
𝐻2(R). We are interested in the behavior of the spectrum of the operator pencil ℋ𝜀(𝜆)
as 𝜀→ +0.

As 𝜀 = 0, the essential spectrum of the pencil ℋ0 is as follows. If κ > 0, this is just
two half-lines 𝜎ess (ℋ0 + κ − 𝜆2) = (−∞,−

√
κ] ∪ [

√
κ,+∞). As κ < 0, the essential

spectrum is a cross in the complex plane:

𝜎ess (ℋ0 + κ − 𝜆2) =
{︀
𝜆 = i𝑡 : −

√︀
|κ| 6 𝑡 6

√︀
|κ|
}︀
∪ R.

By 𝐵𝑟(𝑎) we denote the ball 𝐵𝑟(𝑎) := {𝜆 : |𝜆 − 𝑎| < 𝑟}. and we let 𝜆
(𝑚)
0 :=√︁

𝑚2

4
+ κsign𝑚, 𝑚 ∈ Z ∖ {0}.

The essential spectrum as 𝜀 > 0 is described in the next theorem.
Theorem 1. For each 𝑅 > 0 there exists 𝜀0 > 0 and 𝑐 > 0 such that for all

𝜀 6 𝜀0 the essential spectrum of ℋ𝜀(𝜆) located inside the ball 𝐵𝑅(0) is as follows.

Outside the balls 𝐵𝑐𝜀(𝜆
(𝑚)
0 ), 𝑚 ∈ Z+, and 𝐵𝑐𝜀(0), the essential spectrum of ℋ𝜀(𝜆)

coincides with that of ℋ0 + κ − 𝜆2. Inside the balls 𝐵𝑐𝜀(𝜆
(𝑚)
0 ), 𝜆

(𝑚)
0 ̸= 0, 𝜆

(𝑚)
0 ∈ R,

the spectrum is a continuous arc in a complex plane with the following approximate
parametric description:

𝜆 = 𝜆
(𝑚)
0 ± i𝜀

2𝜆
(𝑚)
0

√︁
(𝜆

(𝑚)
0 )2𝛼2

0(𝑚)− 𝑠2𝑚2 +𝑂(𝜀2)

+
𝜀2

4𝜆
(𝑚)
0

(︃
2κ𝑠2

(𝜆
(𝑚)
0 )2

− 𝛼2
0(𝑚)

2
+ (𝜆

(𝑚)
0 )2𝛼1(𝑚)

)︃
+𝑂(𝜀3),

𝛼0(𝑚) :=
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝛾(𝑥) sin𝑚𝑥𝑑𝑥,

𝛼1(𝑚) :=
1√
𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝛾(𝑥)

(︂
𝑢+(𝑥,𝑚) cos

𝑚𝑥

2
+ 𝑢−(𝑥,𝑚) sin

𝑚𝑥

2

)︂
𝑑𝑥,
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where 𝑚 ∈ Z+ and 𝑢± are the solutions to the boundary value problems(︂
− 𝑑2

𝑑𝑥2
− 𝑚2

4

)︂
𝑢+(𝑥,𝑚) =

1√
𝜋

(︁
𝛾(𝑥) cos

𝑚

2
𝑥− 𝛼0(𝑚) sin

𝑚

2
𝑥
)︁
, 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋),(︂

− 𝑑2

𝑑𝑥2
− 𝑚2

4

)︂
𝑢−(𝑥,𝑚) =

1√
𝜋

(︁
𝛾(𝑥) sin

𝑚

2
𝑥− 𝛼0(𝑚) cos

𝑚

2
𝑥
)︁
, 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋),

𝑢±

(︂
−1

2
,𝑚

)︂
= (−1)𝑚𝑢±

(︂
1

2
,𝑚

)︂
,

𝑑𝑢±

𝑑𝑥

(︂
−1

2
,𝑚

)︂
= (−1)𝑚

𝑑𝑢±

𝑑𝑥

(︂
1

2
,𝑚

)︂
,

orthogonal to cos 𝑚
2
𝑥 and sin 𝑚

2
𝑥 in 𝐿2(−𝜋, 𝜋). Inside the balls 𝐵𝑐𝜀(𝜆

(𝑚)
0 ) with a non-

zero pure imaginary 𝜆
(𝑚)
0 ̸= 0, the essential spectrum of ℋ𝜀(𝜆) is pure imaginary. If

𝛼0(𝑚) ̸= 0, this part of the essential spectrum contains a gap
(︀
𝛽−
𝑚(𝜀), 𝛽+

𝑚(𝜀)
)︀
with the

end-points obeying the asymptotics:

𝛽±
𝑚(𝜀) = 𝜆

(𝑚)
0 ± i𝜀|𝛼0(𝑚)|

2
− 𝜀2

4𝜆
(𝑚)
0

(︂
𝛼2
0(𝑚)

2
+ |𝜆(𝑚)

0 |2𝛼1(𝑚)

)︂
+𝑂(𝜀3).

Figure 1.1: Approximate shape of the essential spectrum and possible isolated
eigenvalues converging to the essential spectrum. The dotted lines at zero indi-
cate that here the structure of the spectrum requires further studies not made
in the present work.

As this theorem states, the essential spectrum has small gaps. Inside these gaps,
the operator pencil ℋ𝜀 can have isolated eigenvalues. We obtain condition ensuring the
existence and absence of such eigenvalues in a given gap and describe their asymptotic
behavior as 𝜀 → 0. The conditions involve scattering data for the potential 𝑉 and
Fourier coefficients of the potential 𝛾. In particular, we show that there can be no
eigenvalues or up to two eigenvalues in each gap. The eigenvalues can be both real
and imaginary. Their asymptotics are power in 𝜀. An example of how the spectrum
of ℋ𝜀 can look like is given in Figure 1.
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This is a joint work with G. Cardone.

OPERATOR ESTIMATES FOR PROBLEMS WITH
OSCILLATING STEKLOV BOUNDARY CONDITION

A.G. Chechkina
chechkina@gmail.com
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We consider boundary–value and spectral problems for the Laplacian in
a domain with a smooth boundary. We assume that the homogeneous
Dirichlet condition alternates with the Steklov condition on the boundary
of the domain. We get the operator estimates for the convergence of solu-
tions as a characterizing the frequency of the alternation small parameter
tends to zero.

Keywords: homogenization, rapidly changing boundary conditions,
Steklov–type problem, spectrum

We consider an elliptic problem in a domain with rapidly changing Steklov bound-
ary conditions (previously such problems were considered in [1], [2], [3]).

Let 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) be local coordinates in R2, Ω ⊂ R2 be a connected domain with
a non-empty boundary. We assume that the boundary of Ω is 𝐶2-smooth and has a
uniformly bounded curvature. The domain Ω can be both bounded or unbounded.

Figure 1.1: Domain Ω.

We choose a point 𝑥0 ∈ 𝜕Ω and we consider Γ1, the set of points 𝑥(𝑠) ∈ 𝜕Ω such
that |𝑠| < 1, where 𝑠 is the arc length measured from the point 𝑥0. Consider 𝑘 ∈ Z and
let 𝑠𝑘 = 𝑘 · | ln 𝜀|𝛿−1, 𝑥𝑘 = 𝑥(𝑠𝑘), where 𝛿 ∈ (0, 1) and 𝜀 is a small positive parameter.
Denote ϒ𝜀 = {𝑘 :

⃒⃒
𝑘 · | ln 𝜀|𝛿−1

⃒⃒
< 1}.

In other words, Γ1 is a part of 𝜕Ω of length 2. By Γ2 we denote the rest of the
boundary, that is, Γ2 := 𝜕Ω ∖ Γ1. We suppose that the boundary 𝜕Ω is 𝐶3-smooth

Aleksandra G. Chechkina (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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in the vicinity of the part Γ1. We suppose that Γ1 consists of two rapidly alternating

parts: Γ1 = 𝛾𝜀 ∪ Γ𝜀, where 𝛾𝜀 =
⋃︁
𝑘∈ϒ𝜀

𝛾𝑘𝜀 , Γ𝜀 =
⋃︁
𝑘∈ϒ𝜀

Γ𝑘𝜀 with the length |𝛾𝑘𝜀 | = 𝜀,

𝛾𝑗𝜀 ∪ Γ
𝑘
𝜀 = [𝑥(𝑠𝑘), 𝑥(𝑠𝑘+1)], 𝑘 ∈ ϒ𝜀. See Fig. 1.

In this paper, we consider the following eigenvalue problem:⎧⎪⎨⎪⎩
̂︀ℋ𝑢𝜀 = 0 in Ω,
𝜕𝑢𝜀
𝜕𝑛

= 𝜆𝑢𝜀 on Γ2 ∪ Γ𝜀,

𝑢𝜀 = 0 on 𝛾𝜀.

(1)

where ̂︀ℋ := −
2∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝐴𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑗
+ i

2∑︁
𝑗=1

(︁
𝐴𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝐴𝑗
)︁
+𝐴0

is a differential operator. Here 𝐴𝑖𝑗 = 𝐴𝑖𝑗(𝑥), 𝐴𝑗 = 𝐴𝑗(𝑥), 𝐴0 = 𝐴0(𝑥) are given real
functions defined in Ω. We suppose that 𝐴𝑖𝑗 , 𝐴𝑗 ∈ 𝐶1(Ω), 𝐴0 ∈ 𝐶(Ω), these functions
are uniformly bounded in Ω, and 𝐴𝑖𝑗 = 𝐴𝑗𝑖,

2∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐴𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 > 𝑐0
2∑︁
𝑗=1

𝜉2𝑗 , 𝑥 ∈ Ω, (𝜉1, 𝜉2) ∈ R2,

where 𝑐0 > 0 is a fixed constant. The symbol 𝜕
𝜕𝑛

stands for the conormal derivative:

𝜕

𝜕𝑛
=

2∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐴𝑖𝑗(𝑥)𝜈𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑗
+ i

2∑︁
𝑗=1

𝐴𝑗𝜈𝑗 ,

where 𝜈 = (𝜈1, 𝜈2) is the outward unit normal to 𝜕Ω.
We consider the boundary value problem⎧⎪⎨⎪⎩

̂︀ℋ𝑈𝜀 = 0 in Ω,
𝜕𝑈𝜀
𝜕𝑛

+ 𝜆0𝑈𝜀 = 𝑔 on Γ2 ∪ Γ𝜀,

𝑈𝜀 = 0 on 𝛾𝜀,

(2)

where 𝑔 ∈ 𝑊
1
2
2 (𝜕Ω) is a given function. We treat this problem in the weak sense and

the solutions are sought in the Sobolev space 𝐻1
2 (Ω, 𝛾𝜀) consisting of the functions in

𝑊 1
2 (Ω) having the zero trace on 𝛾𝜀.

Let ℋ𝜀 be an operator in 𝑊
1
2
2 (𝜕Ω) mapping each 𝑔 ∈ 𝑊

1
2
2 (𝜕Ω) into the trace on

𝜕Ω of solution to problem (2); it is clear that this trace is zero on 𝛾𝜀. Then eigenvalue
problem (1) can be rewritten as

ℋ𝜀u𝜀 = Λu𝜀,

where u𝜀 is the trace of 𝑈𝜀 on Γ2 ∪ Γ𝜀 and Λ := (𝜆+ 𝜆0)
−1.

By ℋ0 we denote the same operator as ℋ𝜀 but for the case 𝛾𝜀 = ∅, Γ2 ∪ Γ𝜀 = 𝜕Ω.
It is clear that both operators ℋ𝜀 and ℋ0 are bounded.

The following statements hold true.

Theorem 1. The operators ℋ𝜀 and ℋ0 are self-adjoint in 𝑊
1
2
2 (𝜕Ω). The estimate

holds:
‖ℋ𝜀 −ℋ0‖ 6 𝐶| ln 𝜀|−

𝛿
2 ,

where ‖·‖stands for the norm of a bounded operator in𝑊
1
2
2 (𝜕Ω), 𝛿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 0 < 𝛿 < 1.
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Theorem 2. The spectrum of the operator ℋ𝜀 converges to spectrum of ℋ0. The
spectral projectors of the operator ℋ𝜀 converge to the spectral projectors of the operator
ℋ0. In particular, if 𝜆0 is a discrete eigenvalue of ℋ0 of a multiplicity 𝑛, as 𝜀→ 0+,
there exist exactly 𝑛 eigenvalues of the operator ℋ𝜀 counting multiplicities converging
to 𝜆0 as 𝜀→ 0+ and the total projector of these eigenvalues converges to the projector

on the eigenspace associated with 𝜆0 in the norm of bounded operators in 𝑊
1
2
2 (𝜕Ω).
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It is given conditions under which dominated ergodic theorem hold in
symmetric spaces of measurable functions defined on infinite continuous
measure space.

Keywords: Symmetric function space, continuous measure space, Dunford-
Schwartz operator, dominated ergodic theorem.
MSC: 37A30, 47A35, 46E30

Let (Ω,𝒜, 𝜇) be a Maharam measure space with continuous measure 𝜇. Denote by
L0 = L0(Ω) the algebra of equivalence classes of almost everywhere finite real-valued
measurable functions on (Ω,𝒜, 𝜇). Let L0

𝜇 be the subalgebra in L0 consisting of the
functions 𝑓 ∈ L0 such that 𝜇{|𝑓 | > 𝜆(𝑓)} < ∞ for some 𝜆(𝑓) > 0. If 𝑓 ∈ L0

𝜇, then a
non-increasing rearrangement of 𝑓 is defined as

𝑓*(𝑡) = inf{𝜆 > 0 : 𝜇{|𝑓 | > 𝜆} 6 𝑡}, 𝑡 > 0.

Let ((0,∞),ℬ, 𝜈) be the 𝜎-finite measure space with Lebesgue measure 𝜈. A non-
zero linear subspace E ⊂ L0

𝜈 with a Banach norm ‖ · ‖E is called symmetric (fully
symmetric) on ((0,∞),ℬ, 𝜈) if

𝑓 ∈ E, 𝑔 ∈ L0
𝜈 , 𝑔

*(𝑡) 6 𝑓*(𝑡) for all 𝑡 > 0,

Vladimir Chilin, Tashkent Branch of Moscow State University, Taskent, Uzbekistan
Muratov Mustafa, Tavrichesky National University, Simferopol, Russia
Pashkova Juliya, Tavrichesky National University, Simferopol, Russia
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(respectively,

𝑓 ∈ E, 𝑔 ∈ L0
𝜈 ,

𝑠∫︁
0

𝑔*(𝑡)𝑑𝑡 6

𝑠∫︁
0

𝑓*(𝑡)𝑑𝑡 for all 𝑠 > 0 (writing 𝑔 ≺≺ 𝑓)),

implies that 𝑔 ∈ E and ‖𝑔‖E 6 ‖𝑓‖E.
Let (E, ‖ · ‖E) be a symmetric (fully symmetric) space on ((0,∞),ℬ, 𝜈). Define

E(Ω) := E(Ω,𝒜, 𝜇) = {𝑓 ∈ L0
𝜇 : 𝑓*(𝑡) ∈ E}

and set ‖𝑓‖E(Ω) = ‖𝑓*‖E, 𝑓 ∈ E(Ω). It is known [2, Ch.3, Sec.3.5, Theorem 3.5.5]
that (E(Ω), ‖ ·‖E(Ω) is a Banach space and conditions 𝑓 ∈ E(Ω), 𝑔 ∈ L0

𝜇, 𝑔
*(𝑡) 6 𝑓*(𝑡)

for every 𝑡 > 0 (respectively, 𝑔 ≺≺ 𝑓) imply that 𝑔 ∈ E(Ω) and ‖𝑔‖E(Ω) 6 ‖𝑓‖E(Ω).
In such a case, we say that (E(Ω), ‖ · ‖E(Ω)) is a fully symmetric space on (Ω,𝒜, 𝜇)
generated by the fully symmetric) space (E, ‖ · ‖E).

Immediate examples of fully symmetric spaces are the classical 𝐿𝑝-space L𝑝 =
L𝑝(Ω,𝒜, 𝜇) with the standard norm ‖ · ‖𝑝, 1 6 𝑝 6 ∞, the space L1 ∩ L∞ with the
norm ‖𝑓‖L1∩L∞ = max {‖𝑓‖1, ‖𝑓‖∞}, and the space L1 + L∞ with the norm

‖𝑓‖L1+L∞ = inf
{︀
‖𝑔‖1 + ‖ℎ‖∞ : 𝑓 = 𝑔 + ℎ, 𝑔 ∈ L1, ℎ ∈ L∞}︀ .

Let 𝑇 : L1 + L∞ → L1 + L∞ be a Dunford-Schwartz operator (writing 𝑇 ∈ 𝐷𝑆),
that is, 𝑇 is linear and

‖𝑇 (𝑓)‖1 6 ‖𝑓‖1 for all 𝑓 ∈ L1 and ‖𝑇 (𝑓)‖∞ 6 ‖𝑓‖∞ for all 𝑓 ∈ L∞.

It is known that if 𝑇 ∈ 𝐷𝑆, then 𝑇 (E(Ω)) ⊆ E(Ω) for any fully symmetric space E(Ω),
in addition, ‖𝑇‖E(Ω)→E(Ω) 6 1 (see, e.g. [1, Ch.II, S4, Sec.2, 4]).

Let 𝑇 ∈ 𝐷𝑆, 𝑓 ∈ L𝑝, and let

𝐴𝑛(𝑇 )(𝑓) =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑇 𝑘(𝑓) and 𝐴∞(𝑓) = sup
𝑛>1

𝐴𝑛(𝑇 )(|𝑓 |).

The well-known dominated ergodic theorem states that 𝐴∞(𝑓) ∈ L𝑝 for any 𝑇 ∈ 𝐷𝑆,
𝑓 ∈ L𝑝, 1 < 𝑝 <∞, and the following inequality holds

‖𝐴∞(𝑓)‖𝑝 6
𝑝

𝑝− 1
‖𝑓‖𝑝.

It is clear that there is the problem of describing the class of fully symmetric spaces
E(Ω) for which the dominated ergodic theorem with respect to the action of an arbi-
trary 𝑇 ∈ 𝐷𝑆 is valid.

If 𝑓 ∈ L1+L∞ then we can define the following continuous non-increasing function
on the interval (0,+∞):

𝑓**(𝑡) =
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑓* 𝑑𝜈, 𝑡 ∈ (0, +∞) (Hardy-Littlewood maximum function).

Since L1(Ω) ∩ L∞(Ω) ⊆ E(Ω) ⊆ L1(Ω) + L∞(Ω) for any symmetric space E(Ω), it
follows that Hardy-Littlewood maximum function 𝑓**(𝑡) is defined for every 𝑓 ∈ E(Ω).

Set
H(E(Ω)) = {𝑓 ∈ L1(Ω) + L∞(Ω) : 𝑓** ∈ E},

and ‖𝑓‖H(E(Ω)) = ‖𝑓**‖E, where E = E(0,∞) is symmetric space on ((0,∞),ℬ, 𝜈)
that generates the symmetric space E(Ω) on (Ω,𝒜, 𝜇).
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Theorem 1. The pair
(︀
H(E(Ω)), ‖ · ‖H(E(Ω))

)︀
is a fully symmetric space on

(Ω,𝒜, 𝜇).
The following theorem is a version of the dominated ergodic theorem for fully

symmetric space
(︀
H(E(Ω)), ‖ · ‖H(E(Ω))

)︀
.

Theorem 2. Let
(︀
E(Ω), ‖ · ‖E(Ω)

)︀
be a symmetric space on (Ω,𝒜, 𝜇), and let

𝑇 ∈ 𝐷𝑆. Then 𝐴∞(𝑓) ∈ E(Ω) and ‖𝐴∞(𝑓)‖E(Ω) 6 ‖𝑓‖H(E) for any 𝑓 ∈ H(E(Ω)).

Corollary. Let
(︀
E(Ω), ‖ · ‖E(Ω)

)︀
be a fully symmetric space on (Ω,𝒜, 𝜇), and

let E(Ω) = H(E(Ω)) as sets. Then 𝐴∞(𝑓) ∈ E(Ω) for any 𝑇 ∈ 𝐷𝑆, 𝑓 ∈ E(Ω). In
addition, there exists 𝜆 > 0 such that

‖𝐴∞(𝑓)‖E(Ω) 6 𝜆 · ‖𝑓‖E(Ω) for all 𝑇 ∈ 𝐷𝑆, 𝑓 ∈ E(Ω).
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FEYNMAN APPROXIMATIONS FOR SOLUTIONS TO
SECOND-ORDER PARABOLIC EQUATIONS ON SOME
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Feynman formula is used to represent some object (usually the solution
to an evolution equation) as a limit of multiple integrals as multiplicity
tends to infinity. This formulae give some approximations to the solutions,
which are called Feynman approximations. In the talk one considerers
such representation by the Lagrangian Feynman formula for the Cauchy
problem for the heat-type parabolic equation. By ramified manifold one
means a disjoint union of a set of smooth bounded manifolds of equal
dimension. The discussed Cauchy problem is posed for functions, defined
on some ramified manifold 𝐾, from space 𝐿𝑝(𝐾).
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The representation for the solution to Shroedinger equation, which is now called
the Feynman formula, appeared in 1948 in the paper by Feynman [1]. He suggested
that the integration holds over upcoming powers of configuration space, in this case
corresponding formulas are called Lagrangian Feynman formulae. If the integration
holds over powers of phase space, as was suggested by Feynman in 1951, the formulae
are called Hamiltonian. These names can be explained by the fact than the first
formula is related to the classical action in Lagrangian form, and the second one is
related to the action in Hamiltonian form.

In 1964 E.Nelson first proved Lagrangian Feynman formulae [2], where he used the
Trotter formula. The proof for Hamiltonian Feynman formulae appeared only in 2002
in the paper [3] by O.G. Smolyanov with co-authors, where the Chernoff theorem was
used. This theorem, being the generalization of the Trotter formula, turned out to be
an effective tool to obtain various Feynman-type formulae.

In this talk one discusses Lagrangian Feynman-type formulae, which are the limits
of multiple integrals over some extension of ramified manifold 𝐾 (the solution to the
Cauchy problem is defined on 𝐾), as multiplicity tends to infinity.

One calls the ramified manifold 𝐾 a disjunctive union of a set of open bounded
smooth manifolds 𝐾𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, of equal dimension 𝑑𝑖𝑚𝐾𝑗 = 𝑛. This set of man-
ifolds can be isometrically embedded in R𝑠 for large enough 𝑠. Each manifold 𝐾𝑗 is
also supposed to have partially smooth boundary, which can partially coincide for
different manifolds 𝐾𝑗 . The boundary is equipped with proper mixed boundary con-
ditions, which can be either Robin-type boundary conditions or Kirchhoff boundary
conditions.

We discuss the Cauchy problem

𝑑

𝑑𝑡
𝜓(𝑡) = 𝐴𝜓(𝑡), 𝜓(0) = 𝑓0,where 𝜓 : [0,∞) → 𝐷𝐴, 𝑓0 ∈ 𝐷𝐴,

Let 𝐷𝐴 be a subspace of 𝐿𝑝(𝐾) of functions, such that
1) their first and second derivatives belong to 𝐿𝑝(𝐾),
2) they satisfy the described above boundary conditions.

The differential operator 𝐴 has the following form:

𝐴𝑓(𝑞) =
1

2
𝑐(𝑞)Δ𝑓(𝑞), 𝑞 ∈ 𝐾,

where Δ is the Laplace–Beltrami operator.

In order to obtain the Feynman-type formulae we use the following theorem:

The Chernoff theorem. Let 𝑋 be a Banach space, (𝐿(𝑋), 𝜏) be a space of linear
continuous operators on 𝑋, 𝜏 be a strong operator topology. Let 𝐹 : [0, 𝛿) → (𝐿(𝑋), 𝜏)
be a continuous space such that
1) 𝐹 (0) = 𝐼𝑑, 2) for any 𝑡 ∈ (0,∞) and some constant 𝑎 ∈ R the following inequality
is fulfilled ‖𝐹 (𝑡)‖ 6 𝑒𝑎𝑡, 3) there exists such linear and dense in 𝑋 subspace 𝐷 ⊂ 𝑋,

that for any 𝑓 ∈ 𝐷 there exists the derivative 𝐹 ′(0)𝑓 = lim
𝑛→∞

𝐹 (𝑡)𝑓−𝑓
𝑡

. Assume, that

defined this way operator 𝐹 ′(0), acting in 𝐷, has a closure, which is a generator of
strongly continuous semigroup {𝑇𝑡}𝑡>0, then 𝐹 (𝑡/𝑛)𝑛 → 𝑇𝑡 as 𝑛 → ∞ in topology 𝜏
uniformly with respect to 𝑡 ∈ [0, 𝛼], for any constant 𝛼 > 0.

For 𝑋 = 𝐿𝑝(𝐾) we suggest that operator-valued function 𝐹 (·) is the composition
of four operators 𝐼2𝐹2(·)𝐹1(·)𝐼1, where 𝐼1 is an embedding 𝐿𝑝(𝐾) into 𝐿𝑝(𝑍) and 𝐼2 is
a restriction 𝐿𝑝(𝑍) to 𝐿𝑝(𝐾), where 𝑍 is a ramified manifold, being a proper extension
of 𝐾; 𝐹1(·) modifies the function, defined on 𝑍, in the neighborhood of the boundary
of 𝐾, and 𝐹2(·) is the integral operator of convolution type.
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It is shown that the conditions of the Chernoff theorem are fulfilled and hence the
solution to the Cauchy problem under consideration can be presented in the form of
a limit of multiple integrals, i.e. in the form of the Feynman-type formula.

References

1. Feynman R.P. Space-time approach to non-relativistic quantum mechanics//
Reviews of modern physics, 20:2 (1948) — 367-387.

2. Nelson E. Feynman Integrals and the Schroedinger Equation // J. Math. Phys.,
5:3 (1964) — 332-343.

3. Smolyanov O.G., Tokarev A.G., Truman A. Hamiltonian Feynman path inte-

grals via the Chernoff formula// J.of Math. Phys., 43:10 (2002).

ON APPROXIMATION BY SHIFT OPERATORS IN MORREY
TYPE SPACES
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Morrey space 𝑀𝑝,𝛼 and its subspace 𝑀𝐶𝑝,𝛼 where the continuous func-
tions are dense are considered. Basic properties of convolution are ex-
tended to these spaces. It is proved that the convolution in 𝑀𝐶𝑝,𝛼 can
be approximated by finite linear combinations of shifts. Approximate
identity in 𝑀𝐶𝑝,𝛼 is also considered.

Keywords: Morrey space, convolution, approximate identity.

By the Morrey-Lebesgue space 𝑀𝑝,𝛼 (Γ), 0 6 𝛼 6 1, 𝑝 > 1, on the rectifiable Jor-
dan curve Γ, we mean a normed space of all functions𝑓 (𝜉) measurable on Γ equipped
with a finite norm ‖ · ‖𝑀𝑝,𝛼(Γ):

‖𝑓‖𝑀𝑝,𝛼(Γ) = sup
𝐵

(︂
|𝐵 ∩ Γ|𝛼−1

Γ

∫︁
𝐵∩Γ

|𝑓 (𝜉)|𝑝 |𝑑𝜉|
)︂1/𝑝

< +∞.

Denote by �̃�𝑝,𝛼 the linear subspace of 𝑀𝑝,𝛼 consisting of functions whose shifts
are continuous in 𝑀𝑝,𝛼, i.e. ‖𝑓 (· + 𝛿)− 𝑓 ( · )‖𝑀𝑝,𝛼 → 0 as 𝛿 → 0. The closure of

�̃�𝑝,𝛼 in 𝑀𝑝,𝛼 will be denoted by 𝑀𝐶𝑝,𝛼.

Consider the Morrey-Lebesgue space 𝑀𝑝,𝛼, 1 < 𝑝 < +∞, 0 < 𝛼 < 1. Let
1
𝑝
+ 1

𝑞
= 1. Take 𝑓 ∈ 𝑀𝑝,𝛼;𝑔 ∈ 𝑀𝑞,𝛼.

Consider the convolution

(𝑓 * 𝑔) (𝑥) =
∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑥− 𝑦) 𝑔 (𝑦) 𝑑𝑦, 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] .
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Let us consider the approximate identities for convolutions in the space 𝑀𝑝,𝛼.

By the approximate identity (for convolution) we mean
{︁
𝐾

(·)
𝑛

}︁
𝑛∈𝑁

⊂ 𝐿1 (−𝜋, 𝜋),
satisfying the following conditions:

𝛼) sup
𝑛

‖𝐾𝑛‖𝐿1
< +∞; 𝛽) lim

𝑛

1
2𝜋

∫︀ 𝜋
−𝜋𝐾𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥 = 1; 𝛾) lim

𝑛→∞

∫︀
𝛿6|𝑥|6𝜋 |𝐾𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥| =

0 , ∀𝛿 ∈ (0, 𝜋) .
Theorem 1. Let {𝐾𝑛}𝑛∈𝑁 be an approximate identity. Then the following prop-

erties are true:
i) lim

𝑛→∞
‖𝐾𝑛 * 𝑓 − 𝑓‖∞ = 0 , ∀𝑓 ∈ 𝐶 [−𝜋, 𝜋];

ii) lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦
𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
(𝐾𝑛 * 𝑓)− 𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
𝑓
⃦⃦⃦
∞

= 0 , ∀𝑓 ∈ 𝐶 [−𝜋, 𝜋];
iii) lim

𝑛→∞
‖𝐾𝑛 * 𝑓 − 𝑓‖𝑝,𝛼 = 0 , ∀𝑓 ∈𝑀𝐶𝑝,𝛼, 1 6 𝑝 < +∞ , 0 < 𝛼 < 1.
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SINGULAR INTEGRAL OPERATORS AND THEIR
COMMUTATORS ON GENERALIZED WEIGHTED MORREY
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We consider the generalized weighted Morrey spaces ℳ𝑝(·),𝜙
𝜔 (Ω) with vari-

able exponent 𝑝(𝑥) and a general function 𝜙(𝑥, 𝑟) defining the Morrey-type
norm. In case of unbounded sets Ω ⊂ R𝑛 we prove the boundedness of
the Calderón-Zygmund singular operators with standard kernel, in such
spaces. We also prove the boundedness of the commutators of Calderón-
Zygmund singular operators in the generalized weighted Morrey spaces
with variable exponent.

Keywords: singular integral operators, generalized weighted Morrey space
with variable exponent, BMO space.
MSC: 42B20,42B25, 42B35

The classical Morrey spaces were originally introduced by Morrey in [1] to study
the local behavior of solutions to second order elliptic partial differential equations. For
the properties and applications of classical Morrey spaces, we refer the readers to [1,2].
Mizuhara and Nakai introduced generalized Morrey spaces. Later, Guliyev defined the
generalized Morrey spaces 𝑀𝑝,𝜙 with normalized norm. Recently, Komori and Shirai
considered the weighted Morrey spaces 𝐿𝑝,𝜅𝑤 and studied the boundedness of some
classical operators such as the Hardy-Littlewood maximal operator, the Calderón-
Zygmund operator on these spaces. Guliyev gave a concept of generalized weighted
Morrey space 𝑀𝑝,𝜙

𝑤 which could be viewed as extension of both generalized Morrey
space 𝑀𝑝,𝜙 and weighted Morrey space 𝐿𝑝,𝜅𝑤 .

Javanshir Hasanov (Azerbaijan State Oil and Industry University, Baku, Azerbaijan)
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As it is known, last two decades there is an increasing interest to the study of
variable exponent spaces and operators with variable parameters in such spaces, on
the progress in this field, including topics of Harmonic Analysis and Operator Theory,
see also references therein. For mapping properties of maximal functions and singular
integrals on Lebesgue spaces with variable exponent.

Calderón-Zygmund type singular operator 𝑇𝑓(𝑥) =
∫︀
Ω
𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦, where

𝐾(𝑥, 𝑦) is a ”standard singular kernel”, that is, a continuous function defined on
{(𝑥, 𝑦) ∈ Ω× Ω : 𝑥 ̸= 𝑦} and satisfying the estimates

|𝐾(𝑥, 𝑦)| 6 𝐶|𝑥− 𝑦|−𝑛 for all 𝑥 ̸= 𝑦,

|𝐾(𝑥, 𝑦)−𝐾(𝑥, 𝑧)| 6 𝐶 |𝑦 − 𝑧|𝜎

|𝑥− 𝑦|𝑛+𝜎 , 𝜎 > 0, if |𝑥− 𝑦| > 2|𝑦 − 𝑧|,

|𝐾(𝑥, 𝑦)−𝐾(𝜉, 𝑦)| 6 𝐶 |𝑥− 𝜉|𝜎

|𝑥− 𝑦|𝑛+𝜎 , 𝜎 > 0, if |𝑥− 𝑦| > 2|𝑥− 𝜉|.

Let 𝑝(·) be a measurable function on Ω with values in (1,∞). An open set Ω
which may be unbounded throughout the whole paper. We mainly suppose that
1 < 𝑝− 6 𝑝(𝑥) 6 𝑝+ < ∞, where 𝑝− := 𝑒𝑠𝑠 inf𝑥∈Ω 𝑝(𝑥), 𝑝+ := 𝑒𝑠𝑠 sup𝑥∈Ω 𝑝(𝑥). By

𝐿𝑝(·)(Ω) we denote the space of all measurable functions 𝑓(𝑥) on Ω such that 𝐼𝑝(·)(𝑓) =∫︀
Ω
|𝑓(𝑥)|𝑝(𝑥)𝑑𝑥 < ∞. Equipped with the norm ‖𝑓‖𝑝(·) = inf

{︁
𝜂 > 0 : 𝐼𝑝(·)

(︁
𝑓
𝜂

)︁
6 1
}︁
,

this is a Banach function space. By 𝑝′(·) = 𝑝(𝑥)
𝑝(𝑥)−1

, 𝑥 ∈ Ω, we denote the conjugate
exponent.
𝒫(Ω) is the set of bounded measurable functions 𝑝 : Ω → [1,∞);
𝒫 𝑙𝑜𝑔(Ω) is the set of exponents 𝑝 ∈ 𝒫(Ω) satisfying the local log-condition

|𝑝(𝑥)− 𝑝(𝑦)| 6 𝐴

− ln |𝑥− 𝑦| , |𝑥− 𝑦| 6 1

2
𝑥, 𝑦 ∈ Ω,

where 𝐴 = 𝐴(𝑝) > 0 does not depend on 𝑥, 𝑦;
P𝑙𝑜𝑔(Ω) is the set of exponents 𝑝 ∈ 𝒫 𝑙𝑜𝑔(Ω) with 1 < 𝑝− 6 𝑝+ <∞;
for Ω which may be unbounded, by P𝑙𝑜𝑔∞ (Ω) we denote the subsets of the above sets of
exponents satisfying the decay condition (when Ω is unbounded)

Let 1 6 𝑝(𝑥) < ∞, 𝑥 ∈ Ω. The variable exponent generalized Morrey space

ℳ𝑝(·),𝜙(Ω) and variable exponent generalized weighted Morrey space ℳ𝑝(·),𝜙(·)
𝜔 (Ω)

are defined as the set of integrable functions 𝑓 on Ω with the finite norms

‖𝑓‖ℳ𝑝(·),𝜙 = sup
𝑥∈Ω,𝑟>0

1

𝜙(𝑥, 𝑟)𝑡𝜃𝑝(𝑥,𝑡)
‖𝑓‖𝐿𝑝(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑟)),

‖𝑓‖ℳ𝑝(·),𝜙
𝜔

= sup
𝑥∈Ω,𝑟>0

1

𝜙(𝑥, 𝑟)‖𝜔‖𝐿𝑝(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑟))

‖𝑓‖
𝐿

𝑝(·)
𝜔 ( ̃︀𝐵(𝑥,𝑟))

,

respectively, where 𝜃𝑝(𝑥, 𝑟) =

{︃
𝑛
𝑝(𝑥)

, 𝑟 6 1,
𝑛

𝑝(∞)
, 𝑟 > 1

.

We define the 𝐵𝑀𝑂(Ω) space as the set of all locally integrable functions 𝑓 with
finite norm

‖𝑓‖𝐵𝑀𝑂 = sup
𝑥∈Ω, 𝑟>0

|𝐵(𝑥, 𝑟)|−1

∫︁
̃︀𝐵(𝑥,𝑟)

|𝑓(𝑦)− 𝑓 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟)|𝑑𝑦.

We define the 𝐵𝑀𝑂𝑝(·),𝜔(Ω) space as the set of all locally integrable functions 𝑓
with finite norm

‖𝑓‖𝐵𝑀𝑂𝑝(·),𝜔 = sup
𝑥∈Ω, 𝑟>0

‖(𝑓(·)− 𝑓 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟))𝜒 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟)‖𝐿𝑝(·)
𝜔 (Ω)

‖𝜒 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟)‖𝐿𝑝(·)
𝜔 (Ω)

.
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Let us define the class 𝐴𝑝(·)(Ω) to consist of those weights 𝜔 for which

sup
𝐵

|𝐵|−1‖𝜔‖𝐿𝑝(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑟))‖𝜔
−1‖

𝐿𝑝′(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑟))
<∞.

Theorem 1. Let Ω ⊂ R𝑛 be an open unbounded set, 𝑝 ∈ P𝑙𝑜𝑔∞ (Ω), 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(·)(Ω)
and 𝜙1(𝑥, 𝑡) and 𝜙2(𝑥, 𝑟) fulfill condition∫︁ ∞

𝑡

𝑒𝑠𝑠 inf𝑠<𝑟<∞ 𝜙1(𝑥, 𝑟)‖𝜔‖𝐿𝑝(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑟))

‖𝜔‖𝐿𝑝(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑠))

𝑑𝑠

𝑠
6 𝐶𝜙2(𝑥, 𝑡),

where 𝐶 does not depend on 𝑥 ∈ Ω and 𝑡. Then the singular integral operator 𝑇 is
bounded from the space ℳ𝑝(·),𝜙1

𝜔 (Ω) to the space ℳ𝑝(·),𝜙2
𝜔 (Ω).

The commutator generated by 𝑇 and a suitable function 𝑏 is formally defined by
[𝑇, 𝑏]𝑓 = 𝑇 (𝑏𝑓)− 𝑏𝑇 (𝑓).

Theorem 2. Let Ω ⊂ R𝑛 be an open unbounded set, 𝑝 ∈ P𝑙𝑜𝑔∞ (Ω), 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(·)(Ω),
𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(Ω) and the functions 𝜙1(𝑥, 𝑟) and 𝜙2(𝑥, 𝑟) satisfy the condition

sup
𝑡>𝑟

(︂
1 + ln

𝑡

𝑟

)︂
𝑒𝑠𝑠 inf𝑡<𝑠<∞ 𝜙1(𝑥, 𝑠)‖𝜔‖𝐿𝑝(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑠))

‖𝜔‖𝐿𝑝(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑡))

6 𝐶𝜙2(𝑥, 𝑟).

Then the operator [𝑏, 𝑇 ] is bounded from the space ℳ𝑝(·),𝜙1
𝜔 (Ω) to the space

ℳ𝑝(·),𝜙2
𝜔 (Ω).

References

1. C.B. Morrey, On the solutions of quasi-linear elliptic partial differential equa-
tions, Trans. Amer. Math. Soc. 43 (1938), 126-166.

2. G. Di Fazio and M. A. Ragusa, Interior estimates in Morrey spaces for strong

solutions to nondivergence form equations with discontinuous coefficients , J. Funct.

Anal. 112 (1993), 241-256.

ON ACTIONS OF SPACES CONTINUOUSLY CONTAINING
TOPOLOGICAL GROUPS

S. Iliadis
s.d.iliadis@gmail.com

Definition. Given an indexed collection G of topological groups, let 𝑄 be
a topological space, and let ℎ𝐺𝑄, 𝐺 ∈ G, be a topological embedding of 𝐺 into
𝑄. We say that 𝑄 is a continuosly containing space for G with respect to the
collection {ℎ𝐺𝑄 : 𝐺 ∈ G} if the following conditions are satisfied: (1) For any

points 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 ∈ G and each neighbourhood 𝑈 of ℎ𝐺𝑄(𝑥𝑦) in 𝑄, there exist

neighbourhoods 𝑉 and 𝑊 in 𝑄 of ℎ𝐺𝑄(𝑥) and ℎ𝐺𝑄(𝑦), respectively, such that, for

any points 𝑥′, 𝑦′ ∈ 𝐺′ ∈ G such that ℎ𝐺
′

𝑄 (𝑥′) ∈ 𝑉 and ℎ𝐺
′

𝑄 (𝑦′) ∈ 𝑊, we have

ℎ𝐺
′

𝑄 (𝑥′𝑦′) ∈ 𝑈 ; (2) For any 𝑥 ∈ 𝐺 ∈ G and each neighbourhood 𝑈 of ℎ𝐺𝑄(𝑥−1) in

𝑄 there exists a neighbourhood 𝑉 of ℎ𝐺𝑄(𝑥) in 𝑄 such that, for each 𝑥′ ∈ 𝐺′ ∈ G

for which ℎ𝐺
′

𝑄 (𝑥′) ∈ 𝑉 , we have ℎ𝐺
′

𝑄 ((𝑥′)−1) ∈ 𝑈 ; (3) ∪{ℎ𝐺𝑄(𝐺) : 𝐺 ∈ G} = 𝑄.

Stavros Iliadis, Lomonosov Moscow State University (Moscow, Russia)
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Below, we shall identify the topological group 𝐺 ∈ G with the subset ℎ𝐺𝑄(𝐺)
of 𝑄 and will say that 𝑄 is a continuously containing space for G. (See [3].)

Definition. Let 𝑄 be a continuously containing space for a collection G
of topological groups and 𝑋 a topological space. An open continuous mapping
𝐹 : 𝑄 × 𝑋 → 𝑋 is said to be an action of 𝑄 on 𝑋 if for each 𝐺 ∈ G the
restriction 𝐹 |𝐺×𝑋 of 𝐹 onto the subset 𝐺×𝑋 ⊂ 𝑄×𝑋 is an action of 𝐺 on 𝑋.

In the formulation of the given below theorem it is used the notion of a
saturated class of spaces, which is introduced in the paper [1] and widely used
in [2]. This notion indicate the realm of spaces in which the given theorem is
considered. So, if in the formulation of the theorem we replace the words “a
saturated class of spaces” by the words, for example, “the class of all completely
regular spaces” or by “the class of all completely regular n-dimensional spaces”
(both classes are saturated), then we obtain two distinct theorems, independent
each of other, that is each of them does not follows from other, but having the
similar proofs. Thus, the words “a saturated class of spaces” in the formulation
of the theorem are not technical conditions, they join distinct and independent
results having a common proof. In the following proposition we indicate some
of the saturated classes of spaces.

Proposition (see [1] and [2]). The following classes, consisting of spaces of
weight 6 𝜏 , are saturated classes:

(1) the class of all T0-spaces;

(2) the class of all regular spaces;

(3) the class of all completely regular spaces;

(4) the class of all spaces of the small inductive dimension 𝑖𝑛𝑑 6 𝑛 ∈ N;
(5) the class of all spaces of the small transfinite inductive dimension 𝑖𝑛𝑑 6

𝛼, where 𝛼 is an ordinal;

(6) the class of all countable-dimensional spaces;

(7) the class of all strongly contable-dimensional spaces;

(8) the class of all locally finite-dimensional spaces.

(9) the intersection of any two saturated classes of spaces.

(In the definition of the elements of the above classes (6)–(8) the small
inductive dimension 𝑖𝑛𝑑 is used.)

Theorem. Let S be a saturated class of spaces of weight 6 𝜏 , where 𝜏 is
a fixed infinite cardinal, G an indexed collection of topological groups, which as
topological spaces are elements of S, 𝑋 a fixed topological space of weight 6 𝜏 ,
and let for each 𝐺 ∈ G, 𝐹𝐺 : 𝐺×𝑋 → 𝑋 be an action of 𝐺 on 𝑋. Then, there
exists an element T of S, which is a continuously containing space for G, and
an action 𝐹 : T ×𝑋 → 𝑋 such that for each 𝐺 ∈ G, the restriction 𝐹 |𝐺×𝑋 of
𝐹 onto the subset 𝐺×𝑋 ⊂ 𝑄×𝑋 coincides with 𝐹𝐺.

1. Stavros Iliadis. A construction of containing spaces // Topology and its
Applications, 107 (2000), 97-116.

2. S.D. Iliadis. Universal Spaces and Mappings. (North-Holland Mathe-
matics Studies 198). — Elsevier, 2005.
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ON BASICITY OF THE SYSTEM OF EXPONENTS AND
TRIGONOMETRIC SYSTEMS IN GRAND-LEBESGUE SPACES

M.I. Ismailov, V.Q. Alili
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This paper is devoted to the study of the basis properties of trigonometric
systems and the solvability of the Riemann problem in the grand-Lebesgue
spaces 𝐿𝑝), 𝑝 > 1. In this paper, a subspace 𝐺𝑝) of the space 𝐿𝑝), 𝑝 >
1, is defined and the basicity of trigonometric systems in 𝐺𝑝), 𝑝 > 1.
is established. Grand-Hardy classes 𝐻+

𝑝), 𝑝 > 1, are defined, in which
analogues of the Riesz and Smirnov theorems and on the representation
of a function by the Cauchy formula are proved. The solvability of the
Riemann problem in grand-Hardy classes is studied.

Keywords: system of exponents, basicity, grand-Lebesgue space

In the paper we study the basicity of the system of exponents and trigonometric
system in grand-Lebesgue spaces 𝐿𝑝). Let 𝐿𝑝)(−𝜋;𝜋), 1 < 𝑝 < +∞, be a grand-
Lebesgue space of measurable on [−𝜋;𝜋] functions 𝑓 , with the finite norm

‖𝑓‖𝑝) = sup
0<𝜀<𝑝−1

(︂
𝜀

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
|𝑓(𝑡)|𝑝−𝜀 𝑑𝑡

)︂ 1
𝑝−𝜀

< +∞.

For ∀𝑓 ∈ 𝐿𝑝)(−𝜋;𝜋) and ∀𝛿 > 0 we assume 𝑇𝛿𝑓(𝑥) =

{︂
𝑓(𝑥+ 𝛿), 𝑥+ 𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋]
0, 𝑥+ 𝛿 ∈ 𝑅∖[−𝜋;𝜋].

We denote by �̃�𝑝)(−𝜋;𝜋) a linear manifold of functions 𝑓 ∈ 𝐿𝑝)(−𝜋;𝜋) satisfying
the condition ‖𝑇𝛿𝑓 − 𝑓‖𝑝) → 0, 𝛿 → 0. Let 𝐺𝑝)(−𝜋;𝜋) be a closure �̃�𝑝)(−𝜋;𝜋) in

𝐿𝑝)(−𝜋;𝜋). We have the following

Lemma 1. The space 𝐶∞
0 [−𝜋;𝜋] is dense in 𝐺𝑝)(−𝜋;𝜋)

We consider the basicity of the system of exponent and trigonometric system in
the spaces 𝐺𝑝)(−𝜋;𝜋) and 𝐺𝑝)(0;𝜋) respectively. The following statements are valid.

Theorem 1. Exponential system
{︀
𝑒𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑍 forms a basis for the space

𝐺𝑝)(−𝜋;𝜋), 1 < 𝑝 < +∞.

Theorem 2. Systems of sines {sin𝑛𝑡}𝑛∈𝑁 and cosines {cos𝑛𝑡}𝑛∈𝑁0
forms bases

for the space 𝐺𝑝)(0;𝜋), 1 < 𝑝 < +∞.

The results of the note are obtained in co-authorship with B.T. Bilalov.

Ismailov Migdad Imdad, PhD, Associate professor, Institute of Mathematics and Mechan-
ics of NAS of Azerbaijan, Baku State University, Baku, Azerbaijan
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SPECTRAL FUNCTION ASYMPTOTICS OF DIFFERENTIAL
OPERATORS
Z. Kadelburg

kadelbur@matf.bg.ac.rs

UDC 517.927.25

V.A. Sadovnichĭı showed that it is possible to use weighted regularized
sums of the roots of a whole function, belonging to the class 𝐾, in or-
der to determine spectral function asymptotics for the Sturm-Liuoville
operator. In this talk, we give a survey of some further results in this
direction. Namely, such asymptotic behavior is determined in the case
of the following problems: an even order operator, the Regge operator,
the Orr-Sommerfeld equation, an operator with non-local boundary con-
ditions, the one-dimensional Dirac system, and a second order functional-
differential operator.

Keywords: differential operator, spectral function, asymptotic behavior
MSC: 47E05, 34L20

OSCILLATION PROPERTIES OF ONE FOURTH-ORDER
PROBLEM WITH A SPECTRAL PARAMETER IN BOUNDARY

CONDITIONS
E.S. Karulina

karulinaes@yandex.ru

We consider the oscillation properties of one fourth-order problem with a
spectral parameter in boundary conditions.

Keywords: eigenfunctions, oscillation, spectral theory

This work is supported by the Ministry of Education, Science and Technological Devel-
opment of Serbia (no. 174002).

Zoran Kadelburg, University of Belgrade, Faculty of Mathematics, Belgrade, Serbia
Karulina Elena Sergeevna (Plekhanov Russian University of Economics, Moscow, Russia)
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Consider the boundary problem

(𝑝𝑦′′)′′ − (𝑞𝑦′)′ = 𝜆𝑟𝑦,

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0,

(𝑝𝑦)′′(1)− 𝛼𝜆𝑦′(1) = [(𝑝𝑦′′)′ − 𝑞𝑦′](1) + 𝛽𝜆𝑦(1) = 0,

where 𝜆 is a spectral parameter. We show that if all eigenvalues

𝜆0 6 𝜆1 6 . . . 6 𝜆𝑛 6 . . .

of this problem are positive, then they are simple, and the derivatives 𝑦′𝑛 of the corre-
spondent eigenfunctions have 𝑛 changes of the sign.

Some particular cases of this problem were considered, for example, in [1].

The talk is based on a joint work with Vladimirov A.A.
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SPECTRAL PROPERTIES OF TOEPLITZ OPERATORS
B.B. Koca
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UDC 517

In this talk, we consider Toeplitz operators 𝐻𝑝, 1 < 𝑝 < ∞. In
the case of 𝑝 = 2, Peller [1] obtained estimates for the resolvents of
Toeplitz operators under certain restrictions on their symbols and found
conditions for the existence of nontrivial invariant subspaces and for a
Toeplitz operator to be similar to a unitary operator. It is natural to ask
what happens in the case of 𝑝 ̸= 2. We study some spectral properties
for Toeplitz operators with unimodular symbols and Toeplitz operators
whose spectra satisfies a certain geometric condition (the so-called the
circular convexity condition).

Keywords: Toeplitz operators, Hardy space, invariant subspace, spectrum
MSC: 47B35, 47A15
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ON SPECTRAL PROPERTIES OF THE M-ACCRETIVE
OPERATOR TRANSFORM

M. Kukushkin

kukushkinmv@rambler.ru
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In this paper we present spectral theorems for some type of a m-accretive
operator transform. The relevance of such consideration is lots of appli-
cations to the semigroup theory and as a consequence of this fact to the
theory of PDE. More precisely, a considered below operator transform
can be reduced to a second order differential operator with a fractional
derivative in the final term.

Keywords: non-selfadjoint operator, sectorial operator, strongly continu-
ous semigroup
MSC: 47A10, 47A07, 47B10

In the paper [1] the spectral properties of perturbed non-selfadjoint and normal
operators were studied. However for applying these results for a concrete operator
we must have a representation of one by the sum of the main part and the operator-
perturbation. It is essential that the main part must be an operator of a special type
either a selfadjoint or a normal operator. If we consider a case where in the repre-
sentation the main part is neither selfadjoint nor normal and we cannot approach the
required representation in an obvious way, then it is possible to use another technique
based on properties of the real component of the initial operator. This is a subject of
our consideration.

Suppose 𝐽 is a m-accretive operator acting in a complex separable Hilbert space
H, 𝐽−1 is compact, the operator 𝐺 is bounded and strictly accretive, D(𝑇 ) ⊂
D(𝑇 *), D(𝑇 ) = H, where 𝑇 := 𝐽*𝐺𝐽. Note that the positive fractional powers of
the operator 𝐽 are well defined (see [2]). Consider the operator 𝐽 transform

𝐿 := 𝐽*𝐺𝐽 + 𝐽𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1/2). (1)

Using the imposed conditions on the operators 𝐽,𝐺 we prove that the numerical range
of the operator �̄� belongs to the sector with the vertex situated at the point zero
and the semi-angle 𝜃, 0 6 𝜃 < 𝜋/2. We also prove that 0 ∈ P(�̄�). Consider a real
component 𝐻 := (𝐿 + 𝐿*)/2 of the operator 𝐿. It is not hard to prove that �̄� is
selfadjoint and 0 ∈ P(�̄�). Using the technic of the sesquilinear form theory we establish
the compactness property of the operators �̄�−1, �̄�−1. In accordance with the definition
given in the paper [1] we denote by 𝜇 order of the operator �̄�. As a main result we
obtain the number of theorems that give us a description of the spectral properties of
the operator �̄�. The following theorem is formulated in terms of order 𝜇 and is devoted
to the Schatten-von Neumann classification.

Theorem 1. We have the following classification

�̄�−1 ∈ S𝑝, 𝑝 =

{︃
𝑙, 𝑙 > 2/𝜇, 0 < 𝜇 6 1,

1, 1 < 𝜇 <∞
.

Maksim Kukushkin, International Committee Continental, Zheleznovodsk, Russia
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The following theorem establishes the completeness property of the system of root
vectors of the operator �̄�−1.

Theorem 2. Suppose 𝜃 < 𝜋𝜇/2; then the system of root vectors of the operator
�̄�−1 is complete.

It is a well-known fact that for any bounded operator with the compact imaginary
component there is a relationship between 𝑠-numbers of the imaginary component
and the eigenvalues (see [3]). Similarly using the information on 𝑠-numbers of the real
component, we obtain an asymptotic formula for the eigenvalues 𝜆𝑖(�̄�

−1), 𝑖 ∈ N. This
idea is realized in the following theorem.

Theorem 3. The following inequality holds

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜆𝑖(�̄�−1)|𝑝 6 sec𝑝 𝜃
⃦⃦
𝑆−1

⃦⃦ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑝𝑖 (�̄�
−1), (𝑛 = 1, 2, ..., 𝜈), 1 6 𝑝 <∞,

where 𝜈 is the sum of all algebraic multiplicities of the operator �̄�−1.
Moreover, if 𝜈 = ∞ and order 𝜇 ̸= 0, then the following asymptotic formula holds

|𝜆𝑖(�̄�−1)| = 𝑜
(︀
𝑖−𝜇+𝜀

)︀
, 𝑖→ ∞, ∀𝜀 > 0.

Remark 1. Note that if the operator 𝐴 is the ifinitesimal generator of a 𝐶0

semigroup of contractions 𝑇𝑡 : H → H, then 𝐴 is m-accretive. Hence if in additional
we assume that 𝐴−1 is compact, then we claim that the Theorems 1-3 are true for the
operator 𝐽 transform (1), where 𝐽 := 𝐴 and the operator 𝐺 is chosen respectively.
If besides of the made assumptions the semigroup 𝑇𝑡 is a shift semigroup acting in a
space of Lebesgue square integrable functions, then it is not hard to show that (1) may
represent a differential operator second order with the fractional derivative in the final
term.
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Construction of generalized and regularized solutions to abstract stochas-
tic equations with generators of regularized semigroups and infinite-
dimensional white noise are under consideration.
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The research area of stochastic differential equations has occupied one of the pri-
mary areas of pure and applied mathematics for the last three decades providing new
techniques for studying complex systems in mathematical physics, finance, biology,
etc., whose evolution is subject to random perturbations. Among the equations, the
most studied are those that simulate finite-dimensional processes with white noise type
perturbations.

We consider the infinite-dimensional stochastic Cauchy problem

𝑋 ′(𝑡) = 𝐴𝑋(𝑡) + 𝐹 (𝑡,𝑋) +𝐵(𝑡,𝑋)𝒲(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑋(0) = 𝜁 (1)

with 𝐴 generating an 𝑅-regularized semigroup {𝑉 (𝑡), 𝑡 > 0)} in a Hilbert space 𝐻
(𝑉 (𝑡)𝑢 − 𝑅(𝑡)𝑢 =

∫︀ 𝑡
0
𝑉 (𝑠)𝐴𝑢𝑑𝑠, 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐻), 𝐵 ∈ 𝐿(ℋ, 𝐻), and ℋ-valued white

noise 𝒲. We pay special attention to the linear problem (𝐹 = 0) and 𝐴 = 𝐴(𝑖𝜕/𝜕𝑥).
Generally the problem is ill-posed in 𝐻 due to properties of 𝐴 and 𝒲 [1, 2].
The following approaches to regularization and construction of generalized solu-

tions are considered.
∙ Construction of solutions to the corresponding integrated problem with Itô

integral w.r.t. a Wiener process 𝑊 , a ”primitive” of white noise 𝒲.

∙ Construction of generalized (in 𝑡) solutions to (1) with white noise 𝒲, a gen-
eralized derivative of 𝑊 in spaces of abstract distributions defined by properties of
𝐴.

∙ Construction of generalized (in random variable 𝜔) solutions to (1) with 𝒲
defined in infinite-dimensional white noise spaces.

∙ Construction of generalized (in 𝑥) solutions to (1) with 𝐴 = 𝐴(𝑖𝜕/𝜕𝑥) in Gelfand-
Shilov spaces in the case of Petrovskii well-posed, conditionally well-posed, and ill-
posed problems. Note that due to proven in [3] connection between Gelfand-Shilov
classification and semigroup classification, for equations with 𝐴(𝑖𝜕/𝜕𝑥) generating
integrated or convoluted semigroups we can construct generalized in 𝑡 solutions instead
of generalized in 𝑥 solutions and conversely.
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ON A DOUBLE-POINT BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A
SECOND ORDER OPERATOR-DIFFERENTIAL EQUATION
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In the paper the existence and uniqueness of a class of double-point bound-
ary value problems on a semi-axis is studied for a second order operator-
differential equation of elliptic type. The solvability conditions of these
boundary value problems expressed by the properties of the coefficients
of the given equation.

Keywords: Hilbert space, self-adjoint operator, boundary value problem,
regular solvability.

Let 𝐻 be a separable Hilbert space, 𝐴 be a definite-positive self-adjoint oper-
ator with domain of definition 𝐷 (𝐴). As is known, the domain of definition of
the operator 𝐴𝛾 (𝛾 > 0) becomes a Hilbert space 𝐻𝛾 with regard to scalar prod-
uct (𝑥, 𝑦)𝛾 = (𝐴𝛾𝑥, 𝐴𝛾𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 (𝐴𝛾). For 𝛾 = 0 we assume 𝐻0 = 𝐻 and
(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦)0.

Denote by 𝐿2 (𝑅+; 𝐻) Hilbert space of all functions 𝑓 (𝑡) determined almost ev-
erywhere in 𝑅+ = (0, ∞) with Bochner quadratically integrable values in 𝐻, for which

‖𝑓‖𝐿2(𝑅+;𝐻) =

⎛⎝ ∞∫︁
0

‖𝑓 (𝑡)‖2 𝑑𝑡

⎞⎠1/2

<∞.

In what follows all derivatives 𝑢′, 𝑢′′ are understood in the sense of distribution
theory [1]. Following the monograph [1] we introduce the Hilbert space

𝑊 2
2 (𝑅+, 𝐻) =

{︀
𝑢 : 𝑢′′ ∈ 𝐿2 (𝑅+; 𝐻) , 𝐴2𝑢 ∈ 𝐿2 (𝑅+; 𝐻)

}︀
with the norm

‖𝑢‖𝑊2
2 (𝑅+, 𝐻) =

(︁⃦⃦
𝑢′′⃦⃦2

𝐿2(𝑅+;𝐻) +
⃦⃦
𝐴2𝑢

⃦⃦2
𝐿2(𝑅+;𝐻)

)︁1/ 2

.

Let us consider in the space 𝐻 the boundary value problem

−𝑢′′ (𝑡) +𝐴2𝑢 (𝑡) +𝐴1𝑢
′ (𝑡) +𝐴2𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡) , 𝑡 ∈ 𝑅+ = (0, ∞) , (1)

𝑢 (0) + 𝑢 (1) = 0. (2)

Definition. Problem (1),(2) is said to be regularly solvable if for any function
𝑓 (𝑡) ∈ 𝐿2 (𝑅+; 𝐻) there exists the function 𝑢 (𝑡) ∈𝑊 2

2 (𝑅+, 𝐻) that satisfies equation
(1) almost everywhere in 𝑅+, condition (2) in the sense of convergence

lim
𝑡→+0

‖𝑢 (𝑡) + 𝑢 (1− 𝑡)‖3/2 = 0,

and it holds the estimation

‖𝑢‖𝑊2
2 (𝑅+, 𝐻) 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ‖𝑓‖𝐿2(𝑅+;𝐻) .
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Theorem. Let 𝐴 be a positive-definite self-adjoint operator, the operators 𝐵1 =
𝐴1𝐴

−1 and 𝐵2 = 𝐴2𝐴
−2 be bounded in 𝐻 and the following inequality holds for them

𝑞 = 𝑁1 ‖𝐵1‖+𝑁0 ‖𝐵2‖ < 1,

where

𝑁1 =
1

2
+

√
2, 𝑁2 = 1 +

√
2.

Then problem (1),(2) is regularly solvable.

References

1. Lions, J.L., Magenes E., Non-Homogeneous Boundary Value Problems and

their Applications, Moscow, Mir, 371 p.(in Russian).

OSCILLATORY INTEGRAL OPERATORS AND THEIR
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In this paper first we prove Calderón-Zygmund-type integral inequalities
for oscillatory integral operators and their commutators in the modified
Morrey spaces with variable exponent ̃︀ℒ𝑝(·),𝜆(Ω), where Ω ⊂ R𝑛 are un-
bounded sets. After that we prove the boundedness of these operators on
the spaces ̃︀ℒ𝑝(·),𝜆(Ω).
Keywords: Calderón-Zygmund-type integral inequalities for oscillatory in-
tegral operators, modified Morrey space with variable exponent.
MSC: 42B20,42B25, 42B35

The variable exponent analysis is a popular topic which attract many researchers.
This topic is mainly focused on the Lebesgue and Sobelev spaces with variable order of
integrability and operator theory in these spaces. The study of these spaces has been
stimulated by problems of various fields, influenced by many applications, for instance,
mechanics of the continuum medium, elasticity, fluid dynamics, calculus of variations
and differential equations with non-standard growth conditions. In particular, various
results on non-weighted and weighted boundedness in Lebesgue spaces with variable
exponents 𝑝(𝑥) have been proved for maximal, singular and fractional type operators.

A distribution kernel 𝐾(𝑥, 𝑦) is a ”standard singular kernel”, that is, a continuous
function defined on {(𝑥, 𝑦) ∈ Ω× Ω : 𝑥 ̸= 𝑦} and satisfying the estimates

|𝐾(𝑥, 𝑦)| 6 𝐶|𝑥− 𝑦|−𝑛 for all 𝑥 ̸= 𝑦,

|𝐾(𝑥, 𝑦)−𝐾(𝑥, 𝑧)| 6 𝐶 |𝑦 − 𝑧|𝜎

|𝑥− 𝑦|𝑛+𝜎 , 𝜎 > 0, if |𝑥− 𝑦| > 2|𝑦 − 𝑧|,
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|𝐾(𝑥, 𝑦)−𝐾(𝜉, 𝑦)| 6 𝐶 |𝑥− 𝜉|𝜎

|𝑥− 𝑦|𝑛+𝜎 , 𝜎 > 0, if |𝑥− 𝑦| > 2|𝑥− 𝜉|.

Calderón-Zygmund type singular operator and the oscillatory integral operator are
defined by

𝑇𝑓(𝑥) =

∫︁
Ω

𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦,

𝑆𝑓(𝑥) =

∫︁
Ω

𝑒𝑃 (𝑥,𝑦)𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦,

where 𝑃 (𝑥, 𝑦) is a real valued polynomial defined on Ω × Ω. Lu and Zhang used
𝐿2-boundedness of 𝑇 to get 𝐿𝑝- boundedness of 𝑆 with 1 < 𝑝 <∞.

The commutator generated by the operator 𝑆 for a given measurable function 𝑏 is
formally defined by

[𝑆, 𝑏]𝑓 = 𝑆(𝑏𝑓)− 𝑏𝑆(𝑓).

Let 𝑝(·) be a measurable function on Ω with values in (1,∞). An open set Ω which
may be unbounded throughout the whole paper. We mainly suppose that

1 < 𝑝− 6 𝑝(𝑥) 6 𝑝+ <∞,

where 𝑝− := 𝑒𝑠𝑠 inf𝑥∈Ω 𝑝(𝑥), 𝑝+ := 𝑒𝑠𝑠 sup𝑥∈Ω 𝑝(𝑥). By 𝐿𝑝(·)(Ω) we denote the space
of all measurable functions 𝑓(𝑥) on Ω such that

𝐼𝑝(·)(𝑓) =

∫︁
Ω

|𝑓(𝑥)|𝑝(𝑥)𝑑𝑥 <∞.

Equipped with the norm

‖𝑓‖𝑝(·) = inf

{︂
𝜂 > 0 : 𝐼𝑝(·)

(︂
𝑓

𝜂

)︂
6 1

}︂
,

this is a Banach function space. By 𝑝′(·) = 𝑝(𝑥)
𝑝(𝑥)−1

, 𝑥 ∈ Ω, we denote the conjugate
exponent.
𝒫(Ω) is the set of bounded measurable functions 𝑝 : Ω → [1,∞);
𝒫 𝑙𝑜𝑔(Ω) is the set of exponents 𝑝 ∈ 𝒫(Ω) satisfying the local log-condition

|𝑝(𝑥)− 𝑝(𝑦)| 6 𝐴

− ln |𝑥− 𝑦| , |𝑥− 𝑦| 6 1

2
𝑥, 𝑦 ∈ Ω,

where 𝐴 = 𝐴(𝑝) > 0 does not depend on 𝑥, 𝑦;
P𝑙𝑜𝑔(Ω) is the set of exponents 𝑝 ∈ 𝒫 𝑙𝑜𝑔(Ω) with 1 < 𝑝− 6 𝑝+ <∞;
for Ω which may be unbounded, by P𝑙𝑜𝑔∞ (Ω) we denote the subsets of the above sets of
exponents satisfying the decay condition (when Ω is unbounded)

Let 𝜆(𝑥) be a measurable function on Ω with values in [0, 𝑛]. The variable modified

Morrey space ̃︀ℒ𝑝(·),𝜆(·)(Ω) is defined as the set of integrable functions 𝑓 on Ω with the
finite norms

‖𝑓‖ ̃︀ℒ𝑝(·),𝜆(·)(Ω) = sup
𝑥∈Ω, 𝑡>0

[𝑡]
𝜆(𝑥)
𝑝(𝑥)

1 𝑡−𝜃𝑝(𝑥,𝑡)‖𝑓𝜒 ̃︀𝐵(𝑥,𝑡)‖𝐿𝑝(·)(Ω),

respectively.
We define the 𝐵𝑀𝑂(Ω) space as the set of all locally integrable functions 𝑓 with

finite norm

‖𝑓‖𝐵𝑀𝑂 = sup
𝑥∈Ω, 𝑟>0

|𝐵(𝑥, 𝑟)|−1

∫︁
̃︀𝐵(𝑥,𝑟)

|𝑓(𝑦)− 𝑓 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟)|𝑑𝑦.
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We define the 𝐵𝑀𝑂𝑝(·)(Ω) space as the set of all locally integrable functions 𝑓
with finite norm

‖𝑓‖𝐵𝑀𝑂𝑝(·) = sup
𝑥∈Ω, 𝑟>0

‖(𝑓(·)− 𝑓 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟))𝜒 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟)‖𝐿𝑝(·)(Ω)

‖𝜒 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟)‖𝐿𝑝(·)(Ω)

.

Theorem 1. Let Ω ⊂ R𝑛 be an open unbounded set, 𝑝 ∈ P𝑙𝑜𝑔∞ (Ω) and 0 6 𝜆(𝑥) < 𝑛.

Then the singular integral operator 𝑆 is bounded from the space ̃︀ℒ𝑝(·),𝜆(Ω) to the spacẽ︀ℒ𝑝(·),𝜆(Ω)
Theorem 2. Let Ω ⊂ R𝑛 be an open unbounded set, 𝑝 ∈ P𝑙𝑜𝑔∞ (Ω), 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(Ω)

and 0 6 𝜆(𝑥) < 𝑛. Then the singular integral operator [𝑏, 𝑆] is bounded from the spacẽ︀ℒ𝑝(·),𝜆(Ω) to the space ̃︀ℒ𝑝(·),𝜆(Ω).
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We study the situations when two Jacobi operators are self-adjoint and
commute. Both scalar and block Jacobi operators are considered. In the
latter case, some sufficient conditions for commutativity in terms of the
operators’ coefficients are given.
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In the operator theory, the study of commuting operators remains an actual task.
First we recall that two self-adjoint (possibly unbounded) operators are said to com-
mute if their spectral projections commute [1]. In [2] E. Nelson proved the existence of
two essentially self-adjoint operators 𝐴 and 𝐵 in a Hilbert space ℋ having a common
dense domain 𝒟 such that for all 𝑥 in 𝒟, 𝐴𝐵𝑥 = 𝐵𝐴𝑥, but such that 𝐴 and �̄� do
not commute. He proved that for the commutativity some additional conditions are
needed. In this note, we study the commutativity issues for some operators generated
by semi-infinite Jacobi matrices with scalar and matrix elements.

We start from the scalar Jacobi operators. Namely, consider two Jacobi matrices:

𝐽1 =

⎛⎜⎝𝑏
1
0 𝑎10 0 0
𝑎10 𝑏11 𝑎11 0

0
. . .

. . .
. . .

⎞⎟⎠ , 𝐽2 =

⎛⎜⎝𝑏
2
0 𝑎20 0 0
𝑎20 𝑏21 𝑎21 0

0
. . .

. . .
. . .

⎞⎟⎠ ;

where 𝑎𝑚𝑛 , 𝑏
𝑚
𝑛 ∈ R, 𝑎𝑚𝑛 > 0, 𝑛 ∈ Z+, 𝑚 = 1, 2. Denote by 𝐿1

0 and 𝐿2
0 the mini-

mal closed symmetric operators the Hilbert space 𝑙2[0,∞) (consisting of the com-
plex sequences 𝑦 = (𝑦𝑛)

∞
𝑛=0 such that

∑︀∞
𝑛=0 |𝑦𝑛|

2 < ∞), generated by 𝐽1 and
𝐽2 respectively. Also, denote by 𝑃 1(𝜆) = (𝑃 1

𝑖 (𝜆))
∞
𝑖=0, 𝑄

1(𝜆) = (𝑄1
𝑖 (𝜆))

∞
𝑖=0 and

𝑃 2(𝜆) = (𝑃 2
𝑖 (𝜆))

∞
𝑖=0, 𝑄

2(𝜆) = (𝑄2
𝑖 (𝜆))

∞
𝑖=0 the systems of polynomials of the first

and the second kind (see e. g. [3] for details) corresponding to 𝐽1 and 𝐽2. The formal
matrix commutativity 𝐽1𝐽2 = 𝐽2𝐽1 (which amounts to commutativity of 𝐿1

0 and 𝐿2
0

on the set 𝐷
′
0 of finitely nonzero vectors from 𝑙2[0,∞)) implies

𝑎2𝑛 = 𝑘𝑎1𝑛, 𝑏2𝑛 = 𝑘𝑏1𝑛 −𝐾; 𝑛 ∈ N; (1)

where 𝑘 = 𝑎20/𝑎
1
0, 𝐾 = 𝑘𝑏10 − 𝑏20. In terms of the polynomial systems, this implies that

𝑃 2
𝑖 (𝜆) = 𝑃 1

𝑖

(︂
𝜆

𝑘
+ 𝜆0

)︂
𝑄2
𝑖 (𝜆) =

1

𝑘
𝑄1
𝑖

(︂
𝜆

𝑘
+ 𝜆0

)︂
; 𝜆0 =

𝐾

𝑘
; 𝑖 ∈ Z+.

As well known ([3]), the defect numbers of 𝐿𝑚0 are are either (0,0) (self-adjoint or
limit-point case) or (1,1) (limit-circle case). If the relations (1) are fulfilled, then one
can easily check that the defect numbers of 𝐿1

0 and 𝐿2
0 are the same.

Define the domains 𝐷𝑚, 𝑚 = 1, 2 as the sets of all vectors 𝑦 ∈ 𝑙2[0,∞) such that
𝐽𝑚𝑦 ∈ 𝑙2[0,∞). For any 𝑦 and 𝑧 from 𝐷𝑚 there exists a limit

[𝑦, 𝑧]𝑚∞ := lim
𝑛→∞

𝑎𝑚𝑛 (𝑦𝑛𝑧𝑛+1 − 𝑦𝑛+1𝑧𝑛).

The study of self-adjoint extensions of Jacobi operators in the limit-circle case
allows us to get the following result.

Theorem 1. Assume that 𝐿1
0 and 𝐿2

0 are commutative on the set 𝐷
′
0. Then,

either they are self-adjoint and commute, or they admit a commutative self-adjoint
extensions. In the latter case these extensions can be determined as follows: 𝐿1

𝑒𝑥𝑡 :=
𝐽1𝑦 on the elements 𝑦 in 𝐷1, satisfying the boundary condition:

[𝑦,𝑄1(0)]1∞ − ℎ[𝑦, 𝑃 1(0)]1∞ = 0;

and 𝐿1
𝑒𝑥𝑡 := 𝐽2𝑦 on the elements 𝑦 in 𝐷2, satisfying:

[𝑦,𝑄2(𝜆0)]
2
∞ − ℎ̃[𝑦, 𝑃 2(𝜆0)]

2
∞ = 0;

where ℎ is a real number, ℎ̃ = 𝑘ℎ.
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We now consider one special class of block Jacobi operators. First, consider two
three-diagonal block matrices

𝐽1
𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐵0,1 𝐴*

0,1 0
𝐴0,1 𝐵1,1 𝐴*

1,1

𝐴1,1 𝐵2,1

. . .

0
. . .

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐽2
𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐵0,2 𝐴*

0,2 0
𝐴0,2 𝐵1,2 𝐴*

1,2

𝐴1,2 𝐵2,2

. . .

0
. . .

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

where 𝐴𝑛,𝑚 are (𝑛+ 2)× (𝑛+ 1) complex matrices, rank 𝐴𝑛,𝑚 = (𝑛+ 1); and 𝐵𝑛,𝑚
- (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1) matrices, 𝑛 ∈ Z+, 𝑚 = 1, 2. Assume that for 𝐽1

𝑏 and 𝐽2
𝑏 the

commutativity relations are fulfilled, which implies

𝐴𝑛,1𝐴𝑛−1,2 = 𝐴𝑛,2𝐴𝑛−1,1,

𝐴𝑛−1,1𝐵𝑛−1,2 +𝐵𝑛,1𝐴𝑛−1,2 = 𝐴𝑛−1,2𝐵𝑛−1,1 +𝐵𝑛,2𝐴𝑛−1,1,

𝐴𝑛−1,1𝐴
*
𝑛−1,2 +𝐵𝑛,1𝐵𝑛,2 +𝐴*

𝑛,1𝐴𝑛,2 = 𝐴𝑛−1,2𝐴
*
𝑛−1,1 +𝐵𝑛,2𝐵𝑛,1 +𝐴*

𝑛,2𝐴𝑛,1. (2)

Denote by �̂�2[0,∞) the Hilbert space of quadratic summable sequences 𝑢 = (𝑢0, 𝑢1, . . . )
where the vectors 𝑢𝑗 ∈ C𝑗 ; with the inner product (𝑢, 𝑣) =

∑︀∞
𝑗=0(𝑢𝑗 , 𝑣𝑗)C𝑗 . Also,

denote by 𝐿1 and 𝐿2 the operators (which act via matrix multiplication on �̂�2[0,∞)
), generated by 𝐽1

𝑏 and 𝐽2
𝑏 respectively. The domain 𝐷0 of 𝐿1 and 𝐿2 consists of the

finitely nonzero vectors from �̂�2[0,∞). These are symmetric operators which, as follows
from (2), are commutative on the vectors from 𝐷0. The study of such operators is
important to the theory of multivariate orthogonal polynomials and multidimensional
moment problem. It was shown in [4] that if 𝐿1 and 𝐿2 (under some additional
assumptions on the structure of 𝐴𝑛,𝑚 and 𝐵𝑛,𝑚 ) are essentially self-adjoint and
commute, then the corresponding two-dimensional moment problem has the solution,
and a sufficient condition for that was found (Theorem 3). Using the results of [5]-[6],
one can find a number of similar conditions, in particular the following one:

Theorem 2. Assume that 𝐿1 and 𝐿2 are commutative on 𝐷0. Denote

𝐸𝑛 = 𝐴*
𝑛,1𝐴

*
𝑛+1,1 +𝐴*

𝑛,2𝐴
*
𝑛+1,2,

𝐹𝑛 = 𝐴*
𝑛,1𝐵𝑛+1,1 +𝐵𝑛,1𝐴

*
𝑛,1 +𝐴*

𝑛,2𝐵𝑛+1,2 +𝐵𝑛,2𝐴
*
𝑛,2.

𝐺𝑛 = 𝐴𝑛−1,1𝐴
*
𝑛−1,1 +𝐴𝑛−1,2𝐴

*
𝑛−1,2 + (𝐵𝑛,1)

2 + (𝐵𝑛,2)
2 +𝐴*

𝑛,1𝐴𝑛,1 +𝐴*
𝑛,2𝐴𝑛,2.

If
∞∑︀
𝑛=0

1
𝐶𝑛𝐷1,𝑛

= ∞, where 𝐶𝑛 = 𝑚𝑎𝑥{‖𝐸𝑛‖, ‖𝐸𝑛+1‖, ‖𝐹𝑛‖}, and 𝐷1,𝑛 =

𝑚𝑎𝑥{𝐷𝑛, 𝐷𝑛+1}, where 𝐷𝑛 = ‖𝐺−1
𝑛 𝐸𝑛−2‖+‖𝐺−1

𝑛 𝐹𝑛−1‖+‖𝐺−1
𝑛 𝐸𝑛‖+‖𝐺−1

𝑛 𝐹𝑛‖, then
operators 𝐿1 and 𝐿2 are essentially self-adjoint and commute.

Finally, note that if the analog of Carleman’s condition is fulfilled for 𝐿1 and

𝐿2:
∞∑︀
𝑛=0

1
‖𝐴𝑛,𝑚‖ = ∞, then 𝐿1 and 𝐿2 are self-adjoint, but the question of their

commutativity remains open.
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The second quantization method is developed into two directions which
both transform real-valued infinite dimensional classical observables into
symmetric (in proper sense) pseudo-differential operators, acting on
functions and measures (Borel or generalized) defined on an infinite-
dimensional real Hilbert space 𝐻.

The first construction deals with only countably additive measures on 𝐻
but uses Kolmogorov “indefinite” integral technique; and the second one
uses a version of translation-invariant generalized measure on 𝐻 (analo-
gous to the finite-dimensional Lebesgue measure) and infinite dimensional
functions-to-functions Fourier transforms leading to the natural Fock CCR
representation.

Keywords: Kolmogorov definite and indefinite integrals, Fock representa-
tion of canonical commutation relations, Weyl pseudo-differential opera-
tors, method of second quantization
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The fundamental physical theories continue to inspire deep analytical advances;
in particular the mathematical formulation of renormalization method in physically
interesting models needs further development of functional-analytical methods for reg-
ularizing linear functionals such as traces and integrals [1], and the correspondent ex-
ponentials like determinants [2] and evolutional semigroups [3], [4]. The functional
representations of the Fock space [5] objects in the second quantization [6] methods
are the objects of infinite dimensional analysis being the functions (of infinitely many
variables) differentiated to obtain equations and integrated to obtain solutions [3].
Following to the works of V.Fock and [3], below we accept that the domain of the
functions representing states of secondary quantized system is the separable infinite-
dimensional real Hilbert space 𝐻 which can be interpreted as a real (configurational)
part of the complex Hilbert space of the (pure) states of a “primary” quantized system
(= of the “one-particle” part of the secondary quantized system’s Hilbert space, which
can be called Dirac–Fock space [5]).
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The attempt to exclude generalized measures from the definition, given in [3], of
infinite-dimensional pseudo-differential operators (PDO, which are secondary quan-
tized observables), defined on the space 𝑀(𝐻) of some Fomin-smooth [7] countably
additive Borel measures on𝐻, led us to use the construction of the Kolmogorov integral
[8] while in its easy form for the 𝜎-additive measures. Namely, like the complex-values
measure on a measurable space (𝑋,ℱ) denoted as 𝑓𝑚 or 𝑓(𝑥)𝑚(𝑑𝑥) or

∫︀
· 𝑓𝑚 and

defined by ℱ ∋ 𝐴 ↦→ (𝑓𝑚)(𝐴) ≡
∫︀
𝐴
𝑓(𝑥)𝑚(𝑑𝑥) can be called the Lebesgue indefinite

integral of 𝑓 ∈ 𝐿1(|𝑚|) over 𝑚, also in the case when 𝑓𝑗 ∈ 𝐿1(𝑋,ℱ , |𝑚𝑗 |) (𝑗 = 1, ..., 𝑛)
the function 𝑎 = 𝑎𝑓1,𝑚1; ...; 𝑓𝑛,𝑚𝑛 : 𝑋×ℱ → C defined by 𝑋×ℱ ∋ (𝑥,𝐴) ↦→ 𝑎(𝑥,𝐴) =∑︀
𝑗 𝑓𝑗(𝑥)𝑚𝑗(𝐴) is called a (Kolmogorov) amplitude (interpreted as the intensity of

transitions from 𝑥 to 𝐴), and its indefinite Kolmogorov integral is denoted by
∫︀
· 𝑎 or

by 𝑎(𝑥, 𝑑𝑦)|𝑦=𝑥 such that
∫︀
· 𝑎 : ℱ ∋ 𝐴 ↦→

∫︀
𝐴
𝑎(𝑥, 𝑑𝑦)|𝑦=𝑥 ≡

∑︀
𝑗

∫︀
𝐴
𝑓𝑗(𝑥)𝑚𝑗(𝑑𝑥). In the

following some analytical assumption are omitted and the discussion has an algebraic
character.

Let 𝑄 = 𝐻 = 𝑃 ≡ 𝐻*, 𝐸 = 𝑄 × 𝑃 and let 𝐾 : 𝐸 → C be be a polynomial w.r.t.
ortho-normed basis ℰ = {𝑒𝑗} of 𝐻. Then the (P)DOs �̂�𝑀 with the Weyl symbol 𝐾
(in the spaces of measures) and �̂� in the spaces of functions on 𝐻 can be defined by
means of the injective Hilbert Fourier transform [9] (HFt) and its inverse. Let 𝑚 be a
measure smooth enough along 𝑠𝑝𝑎𝑛(ℰ), and 𝑎𝐾,𝑚 be the Kolmogorov amplitude such
that for any (𝑞0, 𝑝) ∈ 𝐸∫︀

𝑄
𝑒𝑖𝑝(𝑞1)𝑎𝐾,𝑚(𝑞0, 𝑑𝑞1) =

∫︀
𝑄
𝑒𝑖𝑝(𝑞1)𝐾( 𝑞0+𝑞1

2
, 𝑝)𝑚(𝑑𝑞1);

then �̂�𝑀 𝑚 is such a measure that for each 𝑝 ∈ 𝑃∫︀
𝑄
𝑒𝑖𝑝𝑞(�̂�𝑀 𝑚)(𝑑𝑞) =

∫︀
𝑄
𝑒𝑖𝑝𝑞𝑎𝐾,𝑚(𝑞0, 𝑑𝑞)|𝑞 = 𝑞0 .

Let now 𝜓 : 𝐻 → C be a smooth enough function. Then �̂�𝜓 : 𝐻 → C is such a
function that for each 𝑞 ∈ 𝑄 �̂�𝜓(𝑞) =

∫︀
𝑃
𝑒𝑖𝑝(𝑞)𝑎𝐾,𝜓,𝑞(𝑝, 𝑑𝑝1)|𝑝 = 𝑝1 , where 𝑎𝐾,𝜓,𝑞 is

such a Kolmogorov amplitude that for any 𝑞1 ∈ 𝑄 and 𝑝 ∈ 𝑃

𝐾( 𝑞+𝑞1
2
, 𝑝)𝜓(𝑞) =

∫︀
𝑃
𝑒𝑖𝑝1(𝑞1)𝑎𝐾,𝜓,𝑞(𝑝, 𝑑𝑝1) .

Theorem 1. If 𝐾 is real valued, then �̂� is a symmetric differential operator on

functions in the sense that �̂�𝑀 has the same coefficients as a differential operator
on measures. Moreover, if 𝐾(𝑞, 𝑝) ≡ 𝑔(𝑞) for some polynomial 𝑔 : 𝑄 → C then
(�̂�𝜓)(𝑞) = 𝑔(𝑞)𝜓(𝑞) and (�̂�𝑀𝑚)(𝑑𝑞) = 𝑔(𝑞)𝑚(𝑑𝑞); and if 𝐾(𝑞, 𝑝) = 𝑝(𝑒𝑗)

𝑛 then
�̂� “ =′′ �̂�𝑀 = (−𝑖)𝑛(𝜕𝑒𝑗 )𝑛.

The second construction of PDO uses simple variant of translation-invariant
Schwartz spaces 𝑆𝑟(𝐻) = ∪{𝑆𝑟𝐿(𝐻) : 𝐿 ⊂ 𝐻, dim𝐿 < ∞} where R ∋ 𝑟 > 0,

𝑔𝑟(𝑥) = 𝑒−𝑟‖𝑥‖
2/2 and, for any finite dimensional subspace 𝐿 ⊂ 𝐻, 𝑆𝑟𝐿(𝐻) =

{(𝑓 ∘ 𝑃𝐿)(𝑔𝑟 ∘ 𝑃𝐿⊥) : 𝑓 ∈ 𝑆(𝐿;C)}, 𝑃𝐻0 denotes orthogonal projector on a closed
linear subspace 𝐻0 ⊂ 𝐻 . Now the normalized Fourier transform 𝐹 2𝜋 : 𝑆2𝜋(𝐻) ∋
𝜓 ↦→ 𝜓 ∈ 𝑆2𝜋(𝐻) of a function 𝜑𝑓 = (𝑓 ∘ 𝑃𝐿)(𝑔2𝜋 ∘ 𝑃𝐿⊥) (𝑓 ∈ 𝑆(𝐿;C) can be

defined as ̃︁𝜑𝑓 = 𝜑𝑓 where 𝑓(𝑦) =
∫︀
𝐿
𝑒2𝜋𝑖(𝑥,𝑦)𝐿𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (𝑦 ∈ 𝐿) and hence 𝑓(𝑥) =∫︀

𝐿
𝑒−2𝜋𝑖(𝑥,𝑦)𝐿𝑓(𝑦)𝑑𝑦 (𝑥 ∈ 𝐿). The “Lebesgue” integration can be also defined as∫︀

𝐻
𝑓(𝑃𝐿 𝑥)𝑔

2𝜋(𝑃𝐿⊥ 𝑥)𝑑𝑥 =
∫︀
𝐿
𝑓(𝑦)𝑑𝑦 so the space 𝑆𝜋(𝐻) carries a complex scalar

product (𝜓1, 𝜓2)𝐿2(𝐻) =
∫︀
𝐻
𝜓1(𝑥)𝜓2(𝑥)𝑑𝑥 and its completion is denoted 𝐿2(𝐻) .

If 𝐾 is as above and 𝜑 ∈ 𝑆2𝜋(𝐻) then define

�̂�−𝜑 (𝑞) =
∫︀
𝑃
𝑑𝑝 (𝑒2𝜋𝑖𝑝(𝑞)

∫︀
𝑄
𝑒−2𝜋𝑖𝑝(𝑞1)𝐾( 𝑞+𝑞1

2
, 𝑝)𝜑(𝑞1)𝑑𝑞1)
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so �̂�−𝜑 ∈ 𝑆2𝜋(𝐻) again. Endowing the space 𝐶∞(𝐻) of all Frechet smooth function
with the topology of convergence of each derivative on each finite dimensional bounded
set, we close the graph of �̂�− in such a topology and then restrict the closure onto
𝑆𝜋(𝐻) denoting the restriction by �̂�+ .

Theorem 2. If 𝐾 is real valued then �̂�+ is an essentially self-adjoint differential
operator in 𝐿2(𝐻) having the same algebraic property as do �̂� in Theorem 1 up to
constant multipliers:

if 𝐾(𝑞, 𝑝) ≡ 𝑔(𝑞) for some polynomial 𝑔 : 𝑄→ C then (�̂�+𝜓)(𝑞) = 𝑔(𝑞)𝜓(𝑞) and if
𝐾(𝑞, 𝑝) = 𝑝(𝑒)𝑛 (‖𝑒‖𝐻 = 1) then �̂�+ = (− 𝑖

2𝜋
)𝑛(𝜕𝑒)

𝑛.
Moreover, analytic continuation of each 𝐾 ∈ 𝐸′ onto the complexification of 𝐸

defines the Fock representation of the canonical commutation relations with the vacuum
vector 𝑔𝜋 ∈ 𝐿2(𝐻) .

References

1. Sadovnichii V. A., Smolyanov O. G., Shavgulidze E. T. Representation of
regularized traces of operators by functional integrals // Doklady Math., 86, no. 2
(2012), 644—647.

2. V. A. Sadovnichii, O. G. Smolyanov, and E. T. Shavgulidze Representations
of regularized determinants of exponentials of differential operators by functional in-
tegrals // Doklady Math., 93, no. 1 (2016), 46—48.

3. V. V. Kozlov, O. G. Smolyanov Hamiltonian Approach to Secondary Quanti-
zation // Doklady Math., 98, no. 3 (2018), 571—574.

4. Kravtseva A. K., Smolyanov O. G., Shavgulidze E. T. Asymptotic expansions
of Feynman integrals of exponentials with polynomial exponent // Rus. J. of Math.
Phys., 23, no. 4 (2016), 490–508.

5. V. Fock Verallgemeinerung und Lösung der Diracschen statistischen Gleichung
// Z. Phys., 49 , no.5–6 (May 1928), 339–357.

6. V. Fock Konfigurationsraum und zweite Quantelung // Z. Phys., 75 , no.9–10
(Sep 1932), 622–647.

7. Averbuch V.I., Smolyanov O.G., Fomin S.V. Generalized functions and differ-
ential equations in linear spaces. I. Differentiable measures. // Works of the Moscow
mathematical society, 24 no 133 (1971), 133–174.
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TRANSFORMATION OF FEYNMAN PATH INTEGRALS AND
QUANTUM ANOMALIES

O.G. Smolyanov

smolyanov@yandex.ru

UDC 517

Feynman path integral need not be invariant with respect to transforma-
tion, which conserve classical action, because the generalized (Lebesgue)
measure, which is used in the definition of the Feynman path integral,
may be not invariant with respect to the transformation. It is shown that
it is the reason of so called quantum anomalies. The statement resolve the
contradiction between results in the books by K. Fujikawa and H. Suzuki
([1]) and P. Cartier and C. DeWitt-Morette ([2]) in favor of the first one.

Keywords: Feynman path integral, generalized measure, Lebesgue distri-
bution, quantum anomaly, classical action

One calls quantum anomaly the situation when the dynamic of the quantum sys-
tem, which is obtained by a procedure of quantization of a classical (Lagrangian or
Hamiltonian) system, whose action is invariant with respect to some transformation,
which we denote by 𝑔, is not invariant with respect to the same transformation.

In the talk we show that such loss of invariance is explained by nontrivial transfor-
mation of the Sobolev-Schwartz distribution, which is used in Feynman path integral
representing the dynamic of quantum system.

Feynman path integrals are used to represent solutions to Cauchy problems for
Schroedinger-type equations and also some other objects related to such equations
(for example, regularized traces of differential operators and regularized exponents of
such operators).

Such Feynman path integrals, which are used in the representation of solutions
to Cauchy problem of the Schroedinger equation, can be interpreted as integrals of
the exponent of classical action times a function depending on initial data with re-
spect to generalized measure which is a sort of the Sobolev-Schwartz distribution.
This distribution is translation-invariant and hence can be considered a generaliza-
tion of the Lebesgue measure. According to the well-known A.Weil’s theorem, on
any infinite-dimensional locally convex space there does not exist an analog of the
standard Lebesgue measure: any translation-invariant 𝜎-additive 𝜎-finite locally finite
Boreal measure on an infinite-dimensional locally convex space is equal to zero. The
invariance of classical action with respect to some transformation does not imply the
invariance of Feynman path integral with respect to this transformation because the
translation-invariant generalized measure in the integral need not be invariant with
respect to this transformation.

One can define the transformation of the generalized measure using the derivative
of this measure along the vector field which generates such transformation. The for-
mulae for transformation of usual measures generated by vector fields can be found in
[3]. One can show that the formulae for generalized measures look quite similar.

We denote the vector field, which generates the transformation 𝑔, by ℎ.

This research is supported by Lomonosov Moscow State University. Grant “Modern
problems of mathematics and mechanics” and by visit-professor grant of MPhTI.

Oleg Smolyanov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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Let also 𝜈 be the product of the exponent of the action of the classical system and
the Lebesgue-type (i.e. translation invariant) distribution (generalized measure):

𝜈 = 𝑒𝑆(·)𝑀ℒ;

here 𝑆(·) is the classical action and 𝑀ℒ is the Lebesgue-type distribution. Let the
symbol 𝜈′ℎ denote the derivative of 𝜈 along the vector field ℎ; then according to the
Leibnitz formula:

𝜈′ℎ = 𝑒𝑆(·)𝑆′ℎ(·)𝑀ℒ + 𝑒𝑆(·) 𝑡𝑟(ℎ′(·))𝑀ℒ.

If the domain of the vector field ℎ is equipped with a Hilbert structure then for
any 𝑥 from the domain of ℎ, ℎ′(𝑥) is the linear operator in the corresponding Hilbert
space, and the symbol 𝑡𝑟(ℎ′(𝑥)) denotes the usual trace of operator.

If the vector field ℎ generates a transformation with respect to which the action
𝑆(·) is invariant, then 𝑆′ℎ(·) = 0 and hence 𝜈′ℎ = 𝑒𝑆(·) 𝑡𝑟(ℎ′(·))𝑀ℒ. If 𝑡𝑟(ℎ

′(·)) ̸= 0
then the derivative of 𝜈 along the vector field ℎ is not equal to zero. This is just the
origin of the quantum anomalies.
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CHARACTERIZATION OF ASSOCIATE FUNCTION SPACES
AND PRINCIPLE OF DUALITY

V.D. Stepanov
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We analyse the problem of characterization of function spaces associated to
a given function spaces or cones. The situation is rather different for an ideal,
that is with lattice property, and non-ideal function spaces. Namely, the notion
of associate norm bifurcates for a non-ideal space. We provide several examples
of such a characterization including the weighted Sobolev space of the first order
on the real line. The talk is based on the publications [1-7].
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THE STRUCTURE OF ESSENTIAL SPECTRA AND DISCRETE
SPECTRUM OF FIVE-ELECTRON SYSTEMS IN THE

HUBBARD MODEL. QUARTET STATE
S.M. Tashpulatov
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We consider of the energy operator of five-electron systems in the Hub-
bard model and investigated the structure of essential spectra and discrete
spectrum of the system in the quartet state of the system. (3-10 lines).

Keywords: essential spectra, discrete spectrum, Hubbard model, five-
electron systems, quartet state
MSC: 47Axx

In the early 1970s, three papers [1,2,3], where a simple model of a metal was
proposed that has become a fundamental model in the theory of strongly correlated
electron systems, appeared almost simultaneously and independently. In that model,
a single nondegenerate electron band with a local Coulomb interaction is considered.
The model Hamiltonian contains only two parameters: the matrix element 𝑡 of electron
hopping from a lattice site to a neighboring site and the parameter 𝑈 of the on-site
Coulomb repulsion of two electrons. In the secondary quantization representation, the
Hamiltonian can be written as

𝐻 = 𝑡
∑︁
𝑚,𝛾

𝑎+𝑚,𝛾𝑎𝑚,𝛾 + 𝑈
∑︁
𝑚

𝑎+𝑚,↑𝑎𝑚,↑𝑎
+
𝑚,↓𝑎𝑚,↓, (1)

where 𝑎+𝑚,𝛾 and 𝑎𝑚,𝛾 denote Fermi operators of creation and annihilation of an electron
with spin 𝛾 on a site 𝑚 and the summation over 𝜏 means summation over the nearest
neighbors on the lattice.

This work is supported by Uz.FFI (no. OT-F2-18).
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The model proposed in [1,2,3] was called the Hubbard model after John Hubbard,
who made a fundamental contribution to studying the statistical mechanics of that
system, although the local form of Coulomb interaction was first introduced for an
impurity model in a metal by Anderson [4]. We also recall that the Hubbard model is
a particular case of the Shubin-Wonsowsky polaron model [5], which had appeared 30
years before [1,2,3]. In the Shubin-Wonsowsky model, along with the on-site Coulomb
interaction, the interaction of electrons on neighboring sites is also taken into account.

The Hubbard model is currently one of the most extensively studied multielectron
models of metals [6]. But little is known about exact results for the spectrum and
wave functions of the crystal described by the Hubbard model, and obtaining the cor-
responding statements is therefore of great interest. The spectrum and wave functions
of the system of two electrons in a crystal described by the Hubbard Hamiltonian were
studied in [6].

The spectrum and wave functions of the system of three electrons in a crystal
described by the Hubbard Hamiltonian were studied in [7].

The spectrum of the energy operator of system of four electrons in a crystal de-
scribed by the Hubbard Hamiltonian in the triplet state were studied in [8]. In the
four-electron systems are exists quintet state, and three type triplet states, and two
type singlet states. The spectrum of the energy operator of four-electron systems in
the Hubbard model in the quintet, and singlet states were studied in [9].

Here, we consider the energy operator of five-electron systems in the Hubbard
model and describe the structure of the essential spectra and discrete spectrum of the
system for sextet and quartet states.

The Hamiltonian of the chosen model has the form

𝐻 = 𝐴
∑︁
𝑚,𝛾

𝑎+𝑚,𝛾𝑎𝑚,𝛾 +𝐵
∑︁
𝑚,𝜏,𝛾

𝑎+𝑚+𝜏,𝛾𝑎𝑚,𝛾 + 𝑈
∑︁
𝑚

𝑎+𝑚,↑𝑎𝑚,↑𝑎
+
𝑚,↓𝑎𝑚,↓. (2)

Here 𝐴 is the electron energy at a lattice site, 𝐵 is the transfer integral between
neighboring sites (we assume that 𝐵 > 0 for convenience), 𝜏 = ±𝑒𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝜈,
where 𝑒𝑗 are unit mutually orthogonal vectors, which means that summation is taken
over the nearest neighbors, 𝑈 is the parameter of the on-site Coulomb interaction of
two electrons, 𝛾 is the spin index, 𝛾 =↑ or 𝛾 =↓, ↑ and ↓ denote the spin values 1

2
and

− 1
2
, and 𝑎+𝑚,𝛾 and 𝑎𝑚,𝛾 are the respective electron creation and annihilation operators

at a site 𝑚 ∈ 𝑍𝜈 .

In the five-electron systems exists sextet state, four type quartet states, and five
type doublet states.

The Hamiltonian 𝐻 acts in the antisymmetric Fock space ℋ𝑎𝑠.

In the system exists four type quartet states. This states is consists of the next
states 1𝑞

3/2
𝑚,𝑛,𝑟,𝑡,𝑙∈𝑍𝜈 = 𝑎+𝑚,↓𝑎

+
𝑛,↑𝑎

+
𝑟,↑𝑎

+
𝑡,↑𝑎

+
𝑙,↑𝜙0,

2𝑞
3/2
𝑚,𝑛,𝑟,𝑡,𝑙∈𝑍𝜈 = 𝑎+𝑚,↑𝑎

+
𝑛,↓𝑎

+
𝑟,↑𝑎

+
𝑡,↑𝑎

+
𝑙,↑𝜙0,

3𝑞
3/2
𝑚,𝑛,𝑟,𝑡,𝑙∈𝑍𝜈 = 𝑎+𝑚,↑𝑎

+
𝑛,↑𝑎

+
𝑟,↓𝑎

+
𝑡,↑𝑎

+
𝑙,↑𝜙0,

4𝑞
3/2
𝑚,𝑛,𝑟,𝑡,𝑙∈𝑍𝜈 = 𝑎+𝑚,↑𝑎

+
𝑛,↑𝑎

+
𝑟,↑𝑎

+
𝑡,↓𝑎

+
𝑙,↑𝜙0. The

subspace 1ℋ𝑞
3/2, corresponding to the first five-electron quartet state is the set of all

vectors of the form 1𝜓𝑞3/2 =
∑︀
𝑚,𝑛,𝑟,𝑡,𝑙∈𝑍𝜈 𝑓(𝑚,𝑛, 𝑟, 𝑡, 𝑙)

1𝑞
3/2
𝑚,𝑛,𝑟,𝑡,𝑙∈𝑍𝜈 , 𝑓 ∈ 𝑙𝑎𝑠2 , where

𝑙𝑎𝑠2 is the subspace of antisymmetric functions in the space 𝑙2((𝑍
𝜈)5). The restriction

1𝐻𝑞
3/2 of operator 𝐻 to the subspace 1ℋ𝑞

3/2, is called the five-electron first quartet
state operator.

Theorem 1. The subspace 1ℋ𝑞
3/2 is invariant under the operator 𝐻, and the

operator 1𝐻𝑞
3/2 is a bounded self-adjoint operator. It generates a bounded self-adjoint

operator 1𝐻
𝑞
3/2 acting in the space 𝑙𝑎𝑠2 . In the quasimomentum representation, the
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operator 1 ̃︀𝐻𝑞
3/2 acts in the Hilbert space 𝐿𝑎𝑠2 ((𝑇 𝜈)5) as

1 ̃︀𝐻𝑞
3/2𝜓 = {5𝐴+ 2𝐵

𝜈∑︁
𝑖=1

[𝑐𝑜𝑠𝜆𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜇𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝛾𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜂𝑖]}𝑓(𝜆, 𝜇, 𝛾, 𝜃, 𝜂)+ (3)

+𝑈

∫︁
𝑇𝜈

[𝑓(𝑠, 𝜆+ 𝜇− 𝑠, 𝛾, 𝜃, 𝜂) + 𝑓(𝑠, 𝜇, 𝜆+ 𝛾 − 𝑠, 𝜃, 𝜂) + 𝑓(𝑠, 𝜇, 𝛾, 𝜆+ 𝜃 − 𝑠, 𝜂)+

+𝑓(𝑠, 𝜇, 𝛾, 𝜃, 𝜆+𝜂−𝑠)]𝑑𝑠, where 𝐿𝑎𝑠2 ((𝑇 𝜈)5) is the subspace of antisymmetric functions
in 𝐿2((𝑇

𝜈)5).

Using tensor products of Hilbert spaces and tensor products of operators in Hilbert
spaces, we can describe the structure of essential spectra and discrete spectrum of the
operator 1 ̃︀𝐻𝑞

3/2.
Let Λ1 = 𝜆+ 𝜇, Λ2 = 𝛾 + 𝜃, Λ3 = 𝜆+ 𝜂, Λ4 = 𝜆+ 𝛾, Λ5 = 𝜆+ 𝜃.

Theorem 2. If 𝜈 = 1 and 𝑈 < 0, then the essential spectrum of the first five-
electron quartet state operator 1 ̃︀𝐻𝑞

3/2 is consists of the union of seven segments:

𝜎𝑒𝑠𝑠(
1 ̃︀𝐻𝑞

3/2) = [𝑎+𝑐+𝑒, 𝑏+𝑑+𝑓 ]∪ [𝑎+𝑐+𝑧3, 𝑏+𝑑+𝑧3]∪ [𝑎+𝑒+𝑧2, 𝑏+𝑓+𝑧2]∪ [𝑎+𝑧2+

+𝑧3, 𝑏+𝑧2+𝑧3]∪[𝑐+𝑒+𝑧1, 𝑑+𝑓+𝑧1]∪[𝑐+𝑧1+ 𝑧3, 𝑑+𝑧1+𝑧3]∪[𝑒+𝑧1+𝑧2, 𝑓+𝑧1+𝑧3], and
discrete spectrum of operator 1 ̃︀𝐻𝑞

3/2 is consists of no more one point: 𝜎𝑑𝑖𝑠𝑐(
1 ̃︀𝐻𝑞

3/2) =

{𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3}, or 𝜎𝑑𝑖𝑠𝑐(1 ̃︀𝐻𝑞
3/2) = ∅.

Here and hereafter 𝑎 = 2𝐴− 4𝐵 cos Λ1
2
, 𝑏 = 2𝐴+ 4𝐵 cos Λ1

2
, 𝑐 = 2𝐴− 4𝐵 cos Λ2

2
,

𝑑 = 2𝐴 + 4𝐵 cos Λ2
2
, 𝑒 = 𝐴 − 2𝐵, 𝑓 = 𝐴 + 2𝐵, 𝑧1 = 2𝐴 −

√︁
𝑈2 + 16𝐵2 cos2 Λ1

2
,

𝑧2 = 2𝐴−
√︁
𝑈2 + 16𝐵2 cos2 Λ2

2
, 𝑧3 = 𝐴+ 2

√
𝑈2 +𝐵2.

Theorem 3. If 𝜈 = 1 and 𝑈 > 0, then the essential spectrum of the first five-
electron quartet state operator 1 ̃︀𝐻𝑞

3/2 is consists of the union of seven segments:

𝜎𝑒𝑠𝑠(
1 ̃︀𝐻𝑞

3/2) = [𝑎+ 𝑐+ 𝑒, 𝑏+ 𝑑+ 𝑓 ] ∪ [𝑎+ 𝑐+ ̃︀𝑧3, 𝑏+ 𝑑+ ̃︀𝑧3] ∪ [𝑎+ 𝑒+ ̃︀𝑧2, 𝑏+ 𝑓 + ̃︀𝑧2]∪
∪[𝑎+ ̃︀𝑧2 + ̃︀𝑧3, 𝑏+ ̃︀𝑧2 + ̃︀𝑧3] ∪ [𝑐+ 𝑒+ ̃︀𝑧1, 𝑑+ 𝑓 + ̃︀𝑧1]∪
∪[𝑐+ ̃︀𝑧1 + ̃︀𝑧3, 𝑑+ ̃︀𝑧1 + ̃︀𝑧3] ∪ [𝑒+ ̃︀𝑧1 + ̃︀𝑧2, 𝑓 + ̃︀𝑧1 + ̃︀𝑧3],

and discrete spectrum of operator 1 ̃︀𝐻𝑞
3/2 is consists of no more one point:

𝜎𝑑𝑖𝑠𝑐(
1 ̃︀𝐻𝑞

3/2) = {̃︀𝑧1 + ̃︀𝑧2 + ̃︀𝑧3}, or 𝜎𝑑𝑖𝑠𝑐(
1 ̃︀𝐻𝑞

3/2) = ∅. Here ̃︀𝑧1 = 2𝐴 +√︁
𝑈2 + 16𝐵2 cos2 Λ1

2
, ̃︀𝑧2 = 2𝐴+

√︁
𝑈2 + 16𝐵2 cos2 Λ2

2
, ̃︀𝑧3 = 𝐴− 2

√
𝑈2 +𝐵2.

Theorem 4. a). If 𝜈 = 3 and 𝑈 < 0, or 𝑈 > 0, then the essential spectrum of

the first five-electron quartet state operator 1 ̃︀𝐻𝑞
3/2 is consists of the union of seven or

four, or two, or single segments, and discrete spectrum of operator 1 ̃︀𝐻𝑞
3/2 is consists

of no more one point.

The analogously investigated the structure of essential spectra and discrete spec-
trum the others quartet states.

References

1. Hubbard J. Electron Correlations in Narrow Energy Bands // Proc. Roy. Soc.
A., 276 (1963), 238–257.

2. Gutzwiller M.C. Effect of correlation on the ferromagnetism of transition metals
// Phys. Rev. Lett., 10 (1963), 159–162.



Материалы международной конференции 205

3. Kanamori J. Electron correlation and ferromagnetism of transition metals //
Prog. Theor. Phys., 30 (1963), 275–289.

4. Anderson P.W. Localized Magnetic States in Metals // Phys. Rev., 124 (1961),
41–53.

5. Shubin S.P., Wonsowsky S.V. On the electron theory of metals // Proc. Roy.
Soc. A., 145 (1934), 159–180.

6. Karpenko B.V., Dyakin V. V., and Budrina G. L. Two electrons in the Hubbard
Model // Phys. Met. Metallogr., 61 (1986), 702–706.

7. Tashpulatov S. M. Spectral properties of three-electron systems in the Hubbard
Model // Theoretical and Mathematical Physics, 179 (2014), 712–728.

8. Tashpulatov S. M. Spectra of the energy operator of four-electron systems in
the triplet state in the Hubbard model // Journal of Physics: Conference Series, 697
(2016), 012025 doi:10.1088/1742-6596/697/1/012025

9. Tashpulatov S. M. The structure of essential spectra and discrete spectrum of

four-electron systems in the Hubbard model in a singlet state // Lobachevskii Journal

of Mathematics, 38 (2017), 530–541.

INVERSE SPECTRAL PROBLEMS FOR STURM-LIOUVILLE
OPERATORS WITH COMPLEX WEIGHTS
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We study inverse problems of spectral analysis for second order differen-
tial operators on a finite interval with complex-valued weights and with
an arbitrary number of jump conditions inside the interval. Uniqueness
theorems are proved for this class of nonlinear inverse problems.

Keywords: Sturm-Liouville operators; complex weights; inverse spectral
problems

Let 𝑁 > 2 be fixed, and let {𝜆𝑛}𝑛>0 be the eigenvalues of the boundary value
problem 𝐿 for the differential equation

−𝑦′′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝜆𝑟(𝑥)𝑦(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑇 ], (1)

on a finite interval [0, 𝑇 ] with the boundary conditions

𝑈(𝑦) := 𝑦′(0)− ℎ𝑦(0) = 0, 𝑉 (𝑦) := 𝑦′(𝑇 ) +𝐻𝑦(𝑇 ) = 0,

and with the discontinuity conditions in interior points 𝑏𝑘 ∈ (0, 𝑇 ), 𝑘 = 1, 𝑁 − 1,
0 < 𝑏1 < 𝑏2 < . . . < 𝑏𝑁−1 < 𝑇 :

𝑦(𝑏𝑘+0) = 𝑑𝑘1𝑦(𝑏𝑘−0), 𝑦′(𝑏𝑘+0) = 𝑑𝑘2𝑦
′(𝑏𝑘−0)+𝑑𝑘3𝑦(𝑏𝑘−0), 𝑘 = 1, 𝑁 − 1. (2)

This work was supported in part by Grant 1.1660.2017/4.6 of the Russian Ministry of
Education and Science and by Grant 19-01-00102 of Russian Foundation for Basic Research.
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206 “Современные проблемы математики и механики”

Here 𝑞(𝑥) and 𝑟(𝑥) are complex-valued functions, 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿(0, 𝑇 ), 𝑟(𝑥) = 𝑎𝑘 for 𝑥 ∈
[𝑏𝑘−1, 𝑏𝑘), 𝑘 = 1, 𝑁, 𝑏0 := 0, 𝑏𝑁 := 𝑇, and ℎ,𝐻, 𝑎𝑘, 𝑑𝑘𝑗 are complex numbers, 𝑎𝑘 ̸= 0,
𝑑𝑘 := 𝑑𝑘1𝑑𝑘2 ̸= 0.

Let Φ(𝑥, 𝜆) be the solution of Eq. (1) satisfying jump conditions (2) and the
boundary conditions 𝑈(Φ) = 1, 𝑉 (Φ) = 0. Denote 𝑀(𝜆) := Φ(0, 𝜆). We will call
𝑀(𝜆) the Weyl-type function. Let {𝜆𝑛0}𝑛>0 be the eigenvalues of the boundary value
problem 𝐿0 for Eq.(1) with jump conditions (2) and the boundary conditions 𝑦(0) =
𝑉 (𝑦) = 0. Let 𝑎𝑘 and 𝑑𝑘𝑗 , 𝑗 = 1, 2 be known a priori. The inverse problem is
formulated as follows.

Inverse problem 1. Given the Weyl-type function 𝑀(𝜆), construct 𝑞(𝑥), ℎ, 𝐻,
𝑑𝑘3.

Inverse problem 2. Given two spectra {𝜆𝑛}𝑛>0, {𝜆𝑛0}𝑛>0, construct 𝑞(𝑥), ℎ,
𝐻, 𝑑𝑘3.

These inverse problems are generalizations of the classical inverse problems for
Sturm-Lioville operators with 𝑟(𝑥) ≡ 1 and 𝑑𝑘1 = 𝑑𝑘2 = 1, 𝑑𝑘3 = 0 (see [1]).

Let us formulate the uniqueness theorems for these inverse problems. For this
purpose together with 𝐿 we consider the boundary value problem �̃� of the same form
but with different coefficients. We agree that if a certain symbol 𝛼 denotes an object
related to 𝐿, then �̃� will denote the analogous object related to �̃�. Let 𝑎𝑘 = �̃�𝑘,
𝑑𝑘𝑗 = 𝑑𝑘𝑗 , 𝑗 = 1, 2.

Theorem 1. If 𝑀(𝜆) = �̃�(𝜆), then 𝑞(𝑥) = 𝑞(𝑥) a.e. on (0, 𝑇 ), and ℎ = ℎ̃,𝐻 =
�̃�, 𝑑𝑘3 = 𝑑𝑘3. Thus, the specification of the Weyl-type function uniquely determines
𝑞(𝑥), ℎ,𝐻 and 𝑑𝑘3.

Theorem 2. If 𝜆𝑛 = �̃�𝑛, 𝜆𝑛0 = �̃�𝑛0, for all 𝑛 > 0, then 𝑞(𝑥) = 𝑞(𝑥) a.e. on
(0, 𝑇 ), and ℎ = ℎ̃,𝐻 = �̃�, 𝑑𝑘3 = 𝑑𝑘3. Thus, the specification of two spectra uniquely
determines 𝑞(𝑥), ℎ,𝐻 and 𝑑𝑘3.
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Данная работа посвящена изучению одной задачи граничного управ-
ления, связанной с нагруженным уравнением гиперболического типа.
Доказана теорема существования решения рассматриваемой задачи.
Показана также его устойчивость относительно функций, входящих
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On the existence of a solution to a single boundary control
problem associated with a loaded equation

This paper is devoted to the study of one boundary control problem as-
sociated with a loaded hyperbolic equation type. An existence of solution
for this problem and its stability with respect to the functions, included
to the problem are proved.
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Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãðà-
íè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ñìåùåíèåì íà îäíîì êîíöå ïðè çàêðåïëåííîì âòîðîì
ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî îäíèì ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Ïîñòàíîâêà
çàäà÷è òàêîâà: íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ 𝜇(𝑡) ∈ 𝑊 1

2 [0, 𝑇 ], äëÿ êîòîðîé ñóùå-
ñòâóåò â ïðÿìîóãîëüíèêå 𝑄𝑇 = (0 6 𝑥 6 𝑙)×(0 6 𝑡 6 𝑇 ) ðåøåíèå ñëåäóþùåé
çàäà÷è:

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) − 𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥0, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡) в 𝑄𝑇 , (1)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥) при 0 6 𝑥 6 𝑙, (2)

𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑇 ) = 𝜓1(𝑥) при 0 6 𝑥 6 𝑙, (3)

𝑢(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0 при 0 6 𝑡 6 𝑇, (4)

â êîòîðîé 𝜙(𝑥), 𝜙1(𝑥) ∈ 𝑊 1
2 [0, 𝑙], 𝜓(𝑥), 𝜓1(𝑥) ∈ 𝐿2[0, 𝑙], 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑞(𝑥, 𝑡) ∈

𝐿2(𝑄𝑇 ), 0 < 𝑥0 < 𝑙 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

𝜙(0) = 𝜇(0); 𝜙(𝑙) = 0; 𝜙1(0) = 𝜇(𝑇 ); 𝜙1(𝑙) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1) îòíîñèòñÿ ê êëàññó íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà [1].

Ðåøåíèå çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1)-(4) ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåí-
íîì ñìûñëå è èùåòñÿ â êëàññå �̂� 1

2 (𝑄𝑇 ), âïåðâûå ââåäåííîì â [2].
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì â [3].

Теорема. Пусть 𝑇 = 2𝑙. Тогда решение из класса �̂� 1
2 (𝑄𝑇 ) задачи гра-

ничного управления (1)-(4) существует.

Следствие 1. Из процесса доказательства приведенной теоремы вы-
текает оценка

‖𝜇− �̂�‖𝑊 1
2 [0,2𝑙]

6 𝐶‖𝑞‖𝐿2(𝑄𝑇 ), (5)

где �̂�(𝑡) = �̂�(0, 𝑡) - граничное управление задачи для уравнения вынужден-
ных колебаний струны [4].

Îöåíêà (5) ñâèäåòåëüñòâóåò î ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê àääèòèâíîìó âîçìóùåíèþ
𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥0, 𝑡) íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî îïåðàòîðà ñ ñóììèðóåìûì êîýôôè-
öèåíòîì 𝑞(𝑥, 𝑡).

Следствие 2. Èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà ‖𝑢‖𝑊 1
2 (𝑄2𝑙) 6

𝐶1(‖𝜙‖𝑊 1
2 [0,𝑙]

+‖𝜙1‖𝑊 1
2 [0,𝑙]

+‖𝜓‖𝐿2[0,𝑙] +‖𝜓1‖𝐿2[0,𝑙]), êîòîðàÿ ñâèäåòåëüñòâóåò
îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(4) îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ è ôèíàëü-
íûõ óñëîâèé.
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ИНВАРИАНТНОЕ СВОЙСТВО ФУНКЦИИ РИМАНА
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Показано, что симметрии фундаментальных решений линейного ги-
перболического уравнения второго порядка с двумя независимыми пе-
ременными оставляют инвариантной функцию Римана сопряженного
уравнения. Предложен метод построения функции Римана. Приведе-
ны примеры его применения. В терминах инвариантов Лапласа сфор-
мулировано условие, когда предлагаемый метод построения функции
Римана неприменим.

Ключевые слова: функция Римана, фундаментальное решение, опера-
тор симметрии, алгебра Ли

Invariant property of the Riemann’s function

It is shown that the symmetries of the fundamental solutions of the linear
hyperbolic equation of the second order with two independent variables
preserve the Riemann’s function of the adjoint equation invariant. The
method for construction the Riemann’s function is proposed. Examples
of its application are given. The condition, when the proposed method
of the Riemann’s function construction is inapplicable, is formulated in
terms of Laplace’s invariants.

Keywords: Riemann’s function, fundamental solution, symmetry operator,
Lie algebra

Â ðàáîòå [1] ïðèìåíèòåëüíî ê ÷àñòíîìó ãèïåðáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ
âòîðîãî ïîðÿäêà ïðåäëîæåí ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ Ðèìàíà. Äëÿ åãî èñïîëü-
çîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ðèìàíà, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷è Ãóðñà. Îáùåãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ðè-
ìàíà íå ñóùåñòâóåò. Â ðàáîòå [2] äàí ïîäðîáíûé àíàëèç øåñòè èçâåñòíûõ
ñïîñîáîâ åå ïîñòðîåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ òèïîâ óðàâíåíèé. Â ðàáîòå [3], íà îñ-
íîâå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [4] ïî ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðåäëîæåíî íàõîäèòü ôóíêöèþ Ðèìàíà ñ ïîìî-
ùüþ ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíà èíâàðèàíòíîñòü

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00890).
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ôóíêöèè Ðèìàíà îòíîñèòåëüíî ñèììåòðèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé è
ïðåäëîæåí ìåòîä åå ïîñòðîåíèÿ.

Ðàññìîòðèì îáùåå ëèíåéíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿä-
êà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè

𝐿𝑢 = 𝑢𝑥𝑦 + 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦) . (1)

Ìåòîä Ðèìàíà îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì òîæäåñòâå: 2(𝑣𝐿𝑢 − 𝑢𝐿*𝑣) ≡
(𝑣𝑢𝑦−𝑢𝑣𝑦+2𝑎𝑢𝑣)𝑥+(𝑣𝑢𝑥−𝑢𝑣𝑥+2𝑏𝑢𝑣)𝑦 . Çäåñü 𝐿*𝑣 = 𝑣𝑥𝑦−(𝑎𝑣)𝑥−(𝑏𝑣)𝑦+𝑐𝑣
� ñîïðÿæåííîå ñ 𝐿𝑢 äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå. Ìåòîä Ðèìàíà ñâîäèò
çàäà÷ó èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ê ïîñòðîåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíê-
öèè Ðèìàíà 𝑣 = 𝑅(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0), óäîâëåòâîðÿþùåé îäíîðîäíîìó ñîïðÿæåííî-
ìó óðàâíåíèþ 𝐿*𝑅 = 0 è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì íà õàðàêòåðèñòèêàõ

(𝑅𝑦 − 𝑎𝑅)|𝑥=𝑥0
= 0 , (𝑅𝑥 − 𝑏𝑅)|𝑦=𝑦0 = 0 , 𝑅(𝑥0, 𝑦0;𝑥0, 𝑦0) = 1 .

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ðèìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñòðîÿòñÿ îáùèå ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷è Ãóðñà, à òàêæå ÷àñòíîå ðåøåíèå
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ôóíêöèÿ Ðèìàíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì âçàèìíîñòè

𝑅*(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0) = 𝑅(𝑥0, 𝑦0;𝑥, 𝑦) , (2)

ãäå 𝑅*(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0) � ôóíêöèÿ Ðèìàíà ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì íà õàðàêòåðèñòèêàõ

(𝑅*
𝑦 + 𝑎𝑅*)

⃒⃒
𝑥=𝑥0

= 0 , (𝑅*
𝑥 + 𝑏𝑅*)|𝑦=𝑦0 = 0 , 𝑅*(𝑥0, 𝑦0;𝑥0, 𝑦0) = 1 .

Ïóñòü äàíî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè 𝑝-ãî ïîðÿäêà

𝑀𝑢 =

𝑝∑︁
|𝛼|=0

𝐴𝛼(x)𝐷𝛼𝑢 = 0 , x ∈ 𝑅𝑚 . (3)

Çäåñü ïðèíÿòû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ: 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑚) � ìóëüòèèíäåêñ
ñ öåëî÷èñëåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè, |𝛼| = 𝛼1 + · · · + 𝛼𝑚,

𝐷𝛼 =

(︂
𝜕

𝜕𝑥1

)︂𝛼1

· · ·
(︂

𝜕

𝜕𝑥𝑚

)︂𝛼𝑚

.

Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíå-
íèÿ

𝑀𝑢 = 𝛿(x− x0) = 𝛿(𝑥1 − 𝑥10) · · · 𝛿(𝑥𝑚 − 𝑥𝑚0 ) . (4)

Îïåðàòîðû ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ (3), îáðàçóþùèå êîíå÷íîìåðíóþ ÷àñòü
àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ ñèììåòðèè, èìåþò âèä

𝑋 =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖(x)
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜁(x)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
. (5)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑋
𝑝

ïðîäîëæåíèå ïîðÿäêà 𝑝 îïåðàòîðà ñèììåòðèè (5).

Ôóíêöèÿ 𝜆 = 𝜆(x) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó 𝑋
𝑝

(𝑀𝑢) ≡ 𝜆(x)𝑀𝑢.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [5].

Теорема 1. Алгебра Ли операторов симметрии уравнения (4) является
подалгеброй алгебры Ли операторов симметрии уравнения (3), выделяемой
соотношениями

𝜉𝑖(x0) = 0, 𝜆(x0) +
∑︁
𝑖

𝜕𝜉𝑖(x0)

𝜕𝑥𝑖0
= 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 . (6)

Ñèììåòðèÿìè ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé (èëè ñèììåòðèÿìè óðàâíå-
íèÿ (4)) áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ (3), óäîâëåòâîðÿþùèå ñî-
îòíîøåíèÿì (6).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

𝐿𝑢 = 𝛿(𝑥− 𝑥0) 𝛿(𝑦 − 𝑦0) , (7)

îïèñûâàþùåå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Теорема 2. Симметрии фундаментальных решений уравнения (1)
(или симметрии уравнения (7)) оставляют инвариантной функцию Ри-
мана сопряженного уравнения.

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ðèìàíà ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ðåøåíèåì èñõîäíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî ñèììåòðèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé. Ôóíêöèÿ Ðèìàíà èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè (2).

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ðèìàíà.
Ïðèâåäåíû ïðèìåðû åãî ïðèìåíåíèÿ.

Ïðèâåäåíî óñëîâèå, êîãäà ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ðè-
ìàíà íåïðèìåíèì. Óñëîâèå ñôîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ èíâàðèàíòîâ Ëà-
ïëàñà. Äàíî íåêîòîðîå óòî÷íåíèå ðåçóëüòàòîâ ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè
óðàâíåíèÿ (1), ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå [4].
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О ТИПИЧНОСТИ И НЕТИПИЧНОСТИ СТЕПЕННОГО
ПОВЕДЕНИЯ BLOW-UP РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ

УРАВНЕНИЯ ТИПА ЭМДЕНА–ФАУЛЕРА ВЫСОКОГО
ПОРЯДКА В ЗАВИСИМОСТИ ОТ СПЕКТРА

ПОРОЖДЕННОГО ИМ ЯКОБИАНА
И.В. Асташова
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УДК 517.923, 517.925.54

Исследуется асимптотика "blow-up"решений, то есть решений, уходя-
щих в конечной точке на бесконечность вместе со своими производ-
ными до порядка 𝑛. Доказано, что асимптотическое поведение таких
решений связано с характером спектра линейного оператора, возни-
кающего при линеаризации связанной с уравнением динамической си-
стемы на (𝑛−1)-мерном многообразии. Доказано, что для слабо нели-
нейных дифференциальных уравнений все blow-up решения имеют
степенную асимптотику, а для сильно нелинейных уравнений степен-
ное поведение таких решений нетипично: множество данных Коши,
порождающих решения со степенным асимптотическим поведением
имеет меру нуль.

Ключевые слова: асимптотическое поведение решений, качественные
свойства, "blow-up спектр матрицы Якоби

On the typicality and atypicality of the power-law behavior of
blow-up solutions to nonlinear Emden-Fowler type higher-order

equations depending on the spectrum of a related Jacobian

We study the asymptotics of ”blow-up” solutions, that is, solutions tend-
ing at the end point to infinity with their derivatives up to the 𝑛-th order.
It is proved that the asymptotic behavior of such solutions is related to
the nature of the spectrum of a related linear operator. This operator
arises from linearization of a dynamical system on an (𝑛− 1)-dimensional
manifold. It is proved that for weakly nonlinear differential equations all
blow-up solutions have power-law asymptotic behavior, and for strongly
non-linear equations the power-law behavior of such solutions is atypical:
the set of Cauchy data generating solutions with power-law asymptotic
behavior has null measure.

Keywords: asymptotic behavior of solutions, qualitative properties, ”blow-
up”, Jacobi matrix spectrum
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ïîðÿäêà:
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ãäå ôóíêöèÿ 𝑝(𝑥, 𝜉1, ..., 𝜉𝑛) íåïðåðûâíà ïî âñåì ïåðåìåííûì, óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì 𝜉1, ..., 𝜉𝑛, à òàêæå íåðàâåíñòâó 0 < 𝑚 6
𝑝(𝑥, 𝜉1, ..., 𝜉𝑛) 6𝑀 < +∞. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

𝛼 = 𝑛/(𝑘 − 1). (2)

Ëþáîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå âïðàâî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ïîëîæè-
òåëüíîå â íåêîòîðîé òî÷êå âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè младшими (ò.å. ïîðÿäêà
ìåíüøå 𝑛) ïðîèçâîäíûìè, èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó â ïðàâîé ãðàíè-
öå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ 𝑛 = 2 (ñì.
[1, ãëàâà V]), äëÿ 𝑛 ∈ {3, 4} (ñì.[2, ãëàâà 5.3] è ññûëêè òàì íà áîëåå ðàí-
íèå ðàáîòû), ÷òî ëþáîå òàêîå ðåøåíèå èìååò ñòåïåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå:

𝑦(𝑥) = ±𝐶(𝑥* − 𝑥)−𝛼(1 + 𝑜(1)), 𝑥→ 𝑥* − 0, 𝐶𝑘−1 =

𝑛−1∏︁
𝑗=0

(𝛼+ 𝑗), (3)

ãäå 𝑥* � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. È.Ò.Êèãóðàäçå (ñì. [1, çàäà÷à 16.4]) áûë
ïîñòàâëåí âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè òàêîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1)
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îêàçàëîñü âåðíûì äëÿ ñëàáî
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1)(ñì. [3�4]).

Теорема 1. Пусть 𝑛 > 4, 𝑝 ∈ 𝐶(R𝑛+1)
⋂︀

Lip𝑦0,...,𝑦𝑛−1
(R𝑛), 𝑝 → 𝑝0 > 0

при 𝑥 → 𝑥*, 𝑦0 → ∞, . . . , 𝑦𝑛−1 → ∞. Тогда существует такое 𝐾 > 1, что
для любого действительного 𝑘 ∈ (1;𝐾) любое blow-up решение уравнения
(1) имеет степенное асимптотическое поведение (3) для некоторого 𝑥*.

Îäíàêî áûëî äîêàçàíî äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ 𝑝 = 𝑝0 > 0 (ñì. äîêàçàòåëü-
ñòâî â [5] äëÿ ñêîëü óãîäíî âûñîêîãî ïîðÿäêà 𝑛, â [6]� äëÿ 𝑛 = 12, 13, 14,
â [7]� äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 𝑛 > 12), ÷òî ïðè íåêîòîðîì 𝑘 > 1 ýòî óðàâíåíèå
èìååò íåñòåïåííîå ðåøåíèå

𝑦 = (𝑥* − 𝑥)−𝛼 ℎ(log (𝑥* − 𝑥)), (4)

ãäå ℎ � íåïîñòîÿííàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
íà R.

Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè 𝑛 > 12 àñèìïòîòè÷åñêè ñòåïåííûå ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (1) ïîðÿäêà 𝑛 ñ äîñòàòî÷íî ñèëüíîé íåëèíåéíîñòüþ äàæå ïðè 𝑝 = 𝑝0 > 0
íå òîëüêî íå èñ÷åðïûâàþò ìíîæåñòâà âñåõ blow-up ðåøåíèé, íî è ÿâëÿþòñÿ
â íåêîòîðîì ñìûñëå íåòèïè÷íûìè blow-up ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ (1) ïðè 𝑝 = 𝑝0 >
0 (ñì. [2, ãëàâà 5.3]) èñïîëüçîâàëîñü ïîñòðîåíèå íà (𝑛 − 1)-ìåðíîé ôàçî-
âîé ñôåðå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ó êîòîðîé àñèìïòîòè÷åñêè ñòåïåííûì
ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ (1) ñîîòâåòñòâîâàëè òðàåêòîðèè, ñòðåìÿùèåñÿ ê íåêî-
òîðîé íåïîäâèæíîé òî÷êå ñèñòåìû. Íà êîîðäèíàòíîé êàðòå, ïîêðûâàþùåé
îáëàñòü ñôåðû, ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êàì ñ ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè
ðåøåíèÿ è åãî ìëàäøèõ ïðîèçâîäíûõ, ýòà ñèñòåìà ëèíåàðèçóåòñÿ â îêðåñò-
íîñòè îñîáîé òî÷êè, è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ßêîáè óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ

𝑛−1∏︁
𝑗=0

(𝑙 + 𝛼+ 𝑗) =

𝑛−1∏︁
𝑗=0

(𝛼+ 𝑗 + 1) . (5)
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Õàðàêòåð ñïåêòðà ýòîé ìàòðèöû îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå blow-up ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (1). Ðàíåå áûëî äîêàçàíî (ñì.[2, ãëàâà 5.1]), ÷òî åñëè óðàâíåíèå
(4) èìååò 𝑚 êîðíåé ñ îòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, òî óðàâíåíèå
(1) èìååò 𝑚- ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî blow-up ðåøåíèé ñî ñòåïåííûì
àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì. Òàê, ïðè 5 6 𝑛 6 11 äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
(𝑛 − 1)-ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà blow-up ðåøåíèé ñî ñòåïåííîé àñèìï-
òîòèêîé ó óðàâíåíèÿ (1) ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè 𝑝 (ñì. [2, ãëàâà 5.1]). Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé âè-
äà (4) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ 𝑝 = 𝑝0 > 0 ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì äëÿ ëþáîãî
𝑛 > 12 ïðè íåêîòîðûõ 𝑘 > 1 ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé è íåêîòîðûìè
äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ñïåêòðà (ñì. [5�7]). Îêàçàëîñü [8], ÷òî äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà íåòèïè÷íîñòè ñòåïåííîãî ïîâåäåíèÿ blow-up ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (1) ñ 𝑝 = 𝑝0 > 0 òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà êîðíåé óðàâíåíèÿ
(5).

Теорема 2. Если среди корней уравнения (5) нет чисто мнимых, но су-
ществует по крайней мере один отличный от 1 корень с положительной
действительной частью, то для любой точки 𝑥0 ∈ R множество данных
Коши асимптотически степенных решений уравнения (1) c 𝑝 = 𝑝0 > 0
имеет меру нуль.

Теорема 3. Если среди корней уравнения (5) при 𝛼 = 0 нет чисто
мнимых, но существует по крайней мере один отличный от 1 корень с
положительной действительной частью, то существует такое 𝑘𝑛 > 1,
что для любого 𝑘 > 𝑘𝑛 и любой точки 𝑥0 ∈ R множество данных Коши
асимптотически степенных решений уравнения (1) c 𝑝 = 𝑝0 > 0 имеет
меру нуль.

Теорема 4. Уравнение (5) при 𝛼 = 0
для любого целого 𝑛 > 12 имеет по крайней мере одну пару сопряжен-

ных корней с положительной действительной частью;
для любого натурального 𝑛 < 62 не больше одной пары сопряженных

корней с неотрицательной действительной частью;
при 62 6 𝑛 6 203 имеет ровно две пары сопряженных корней с поло-

жительной действительной частью и не имеет чисто мнимых корней.
Теорема 5. Для любого целого 𝑛 ∈ [12, 203] найдется та-

кое 𝑘𝑛 > 1, что для любого вещественного 𝑘 > 𝑘𝑛 в любой
точке 𝑥0 ∈ R множество данных Коши асимптотически степен-
ных решений уравнения (1) c 𝑝 = 𝑝0 > 0 имеет меру нуль.
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for parabolic systems in a semibounded domain on the plane
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Â ïîëîñå 𝐷 = {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅2 : 𝑥 ∈ 𝑅, 0 < 𝑡 < 𝑇}, 0 < 𝑇 < +∞, ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ðàâíîìåðíî�ïàðàáîëè÷åñêèé ïî Ïåòðîâñêîìó ìàòðè÷íûé îïåðàòîð

𝐿𝑢 = 𝜕𝑡𝑢−
2∑︁
𝑘=0

𝐴(𝑘)(𝑥, 𝑡)𝜕𝑘𝑥𝑢, 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚), 𝑚 > 1,

ãäå 𝐴(𝑘) =
⃦⃦⃦
𝑎
(𝑘)
𝑖𝑗

⃦⃦⃦𝑚
𝑖,𝑗=1

� ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè 𝑚 × 𝑚, ýëåìåíòû êîòîðûõ

åñòü âåùåñòâåííûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â 𝐷 è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèÿì:
a) ñîáñòâåííûå ÷èñëà 𝜇𝑟 ìàòðèöû 𝐴(2) ïîä÷èíÿþòñÿ íåðàâåíñòâó
𝑅𝑒𝜇𝑟(𝑥, 𝑡) > 𝛿 äëÿ íåêîòîðîãî 𝛿 > 0 è âñåõ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷, 𝑟 = 1,𝑚;

b) 𝑎(𝑘)𝑖𝑗 ∈ 𝐻𝛼,𝛼/2(𝐷), 𝛼 ∈ (0, 1), 𝑖, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑘 = 0, 1, 2;

(𝐻𝛽,𝛽/2(𝐷) � ïðîñòðàíñòâî Ã¼ëüäåðà, 𝛽 > 0 � íåöåëîå ÷èñëî).
Â 𝐷 âûäåëÿåòñÿ ïîëóîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω = {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷 : 𝑥 > 𝑔(𝑡)} c

íåãëàäêîé, âîîáùå ãîâîðÿ, áîêîâîé ãðàíèöåé Σ = {(𝑥, 𝑡) ∈ Ω : 𝑥 = 𝑔(𝑡)}, ãäå
ôóíêöèÿ 𝑔 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

|𝑔(𝑡+ ∆𝑡) − 𝑔(𝑡)| 6 𝐾|∆𝑡|(1+𝛼)/2, 𝑡, 𝑡+ ∆𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (1)

Теорема. Пусть для оператора 𝐿 выполнены условия a), b) и для бо-
ковой границы Σ — условие (1). Пусть 𝑢 — классическое решение задачи

𝐿𝑢 = 0 в Ω, 𝑢|𝑡=0 = 0, 𝑢|Σ = 0

такое, что 𝑢 ∈ 𝐻
0

1+𝛼,(1+𝛼)/2(Ω). Тогда 𝑢 ≡ 0 в Ω.

Литература
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задача для параболической системы на плоскости // Дифф. уравн. 52:2 (2016),
198-208.

2. Бадерко Е.А., Черепова М.Ф. Единственность решения первой начально-
краевой задачи для параболических систем на плоскости в модельном случае. //
ДАН. 2018. Т. 483. № 3. С. 247-249.



Материалы международной конференции 217
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Устанавливается 𝐿𝑝−ограниченность некоторых классов псевдодиф-
ференциальных операторов с символами, негладкими по простран-
ственной переменной, на 𝑑−мерном торе при 1 < 𝑝 <∞.
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The boundedness of some classes of periodical
pseudo-differential operator

𝐿𝑝− boundedness of some classes of pseudo-differential operators with
symbols that are nonsmooth in the spatial variable is established on the
𝑑−dimensional torus for 1 < 𝑝 <∞.

Keywords: pseudo-differential operator, symbol, 𝑑-dimensional torus

Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû (пдо), ò.å. îïåðàòîðû èìåþùèå
ïðåäñòàâëåíèå

𝑇𝑎𝑢(𝑥) = (2𝜋)−𝑑
∫︁
R𝑑

𝑎(𝑥, 𝜉)�̂�(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉𝑑𝜉,

èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå â òåîðèè îáùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, à òàêæå â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå.

Èññëåäîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè (êëàññîâ) пдо ìåæäó ðàçëè÷íûìè íîðìè-
ðîâàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè ôóíêöèé è ðàñïðåäåëåíèé � îäíà èç âàæíûõ
çàäà÷ òåîðèè.

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèìâîë 𝑎 : R𝑑×R𝑑 → C îïåðàòîðà 𝑇𝑎 ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêèì, êàê ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé 𝑥, òàê è ïî ÷àñòîòíîé
ïåðåìåííîé 𝜉, è óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì óñëîâèÿì ðîñòà (óáûâàíèÿ).

Ïóñòü N, Z, R, C � ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, äåéñòâèòåëüíûõ
è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî; N0 = N ∪ {0}; R+ = (0,+∞); z𝑑 =
{1, 2, . . . , 𝑑} (𝑑 ∈ N). Äëÿ 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑), 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑑) ∈ R𝑑 ïîëîæèì
𝑥𝑦 = 𝑥1𝑦1 + . . . + 𝑥𝑑𝑦𝑑, |𝑥| := |𝑥|2 =

√
𝑥𝑥, ⟨𝑥⟩ =

√
1 + 𝑥𝑥; 𝑥 6 𝑦 (𝑥 < 𝑦)

⇔ 𝑥𝜅 6 𝑦𝜅 (𝑥𝜅 < 𝑦𝜅) äëÿ âñåõ 𝜅 ∈ z𝑑. Äàëåå, T𝑑 ≡ (R/Z)𝑑 � 𝑑-ìåðíûé òîð.
Ïóñòü 𝒮(R𝑑) è 𝒮 ′(R𝑑) � ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà ïðîáíûõ ôóíêöèé è

ðàñïðåäåëåíèé ñîîòâåòñòâåííî; ̂︀𝑓 ≡ ℱ𝑑(𝑓) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ
𝑓 ∈ 𝒮 ′(R𝑑). Äàëåå äëÿ 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑑), 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑑) ∈ N𝑑0, èñïîëüçó-
åì ñòàíäàðòíûå ìóëüòèèíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ:

𝜕𝛼𝑓(𝑥)(≡ 𝜕𝛼𝑥 𝑓(𝑥)) = 𝜕𝛼1
1 · · · 𝜕𝛼𝑑

𝑑 𝑓(𝑥), ãäå 𝜕𝜅 = 𝜕
𝜕𝑥𝜅

, 𝜅 ∈ z𝑑;

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта AP05133257 МОиН РК.
Балгимбаева Шолпан Албановна, к.ф.-м.н., доцент, Институт математики и мате-

матического моделирования (Алматы, Казахстан); Balgimbayeva Sholpan (Institute of
Mathematics and Math Modeling, Almaty, Kazakhstan)
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|𝛼| = 𝛼1 + . . .+ 𝛼𝑑, 𝛼! = 𝛼1! · · ·𝛼𝑑!;
(︂
𝛼

𝛾

)︂
=

𝛼!

𝛾!(𝛼− 𝛾)!
(𝛾 6 𝛼).

Ïóñòü, äàëåå, 𝒮 ′(T𝑑) � ïðîñòðàíñòâî 1-ïåðèîäè÷åñêèõ (ïî âñåì ïåðå-
ìåííûì) ðàñïðåäåëåíèé, ò. å. ñîâîêóïíîñòü âñåõ 𝑓 ∈ 𝒮 ′(R𝑑) òàêèõ, ÷òî
⟨𝑓, 𝜙(· + 𝜉)⟩ = ⟨𝑓, 𝜙⟩ äëÿ âñåõ 𝜙 ∈ 𝒮(R𝑑) è ëþáûõ 𝜉 ∈ Z𝑑. Èçâåñòíî, ÷òî
𝑓 ∈ 𝒮 ′(T𝑑), åñëè è òîëüêî åñëè supp ̂︀𝑓 ⊂ Z𝑑, ò. å. ðàñïðåäåëåíèå ̂︀𝑓 îáðàùàåò-
ñÿ â 0 íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå R𝑑∖Z𝑑.

Äëÿ 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑑) (⊂ 𝒮 ′(R𝑑)) è 𝑔 ∈ 𝐿1(T𝑑) (⊂ 𝒮 ′(T𝑑)) èìååì

̂︀𝑓(𝜉) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝜉𝑥𝑑𝑥, 𝜉 ∈ R𝑑; ̂︀𝑔(𝜉) =

∫︁
T𝑑

𝑔(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝜉𝑥𝑑𝑥, 𝜉 ∈ Z𝑑.

Ôèêñèðóåì âåêòîð d = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛) ∈ N𝑛, 𝑛 ∈ N, 𝑛 6 𝑑. Òîãäà 𝑥 =
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ∈ R𝑑 = R𝑑1 × · · · × R𝑑𝑛 ïðåäñòàâèì â âèäå 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),
ãäå 𝑥𝜈 = (𝑥𝑘𝜈−1+1, . . . , 𝑥𝑘𝜈 ) ∈ R𝑑𝜈 .

Äàëåå îáîçíà÷èì 𝑘𝜈 = 𝑑1 + . . .+𝑑𝜈 , 𝑘0 = 0 è ââåäåì ìíîæåñòâà k𝜈 = {𝑙 ∈
N : 𝑘𝜈−1 + 1 6 𝑙 6 𝑘𝜈}, 𝜈 ∈ z𝑛.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆𝜈
𝑦 ðàçíîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè 𝑓(𝑥) : R𝑑 →

R ïî 𝜈-îé �ïà÷êå� ïåðåìåííîé

∆𝜈
𝑦𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝜈 − 𝑦, . . . , 𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥), 𝜈 ∈ z𝑛, 𝑦 ∈ R𝑑𝜈 .

Ïðèâåäåì îáîáùåíèå îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè

Определение. Íàáîð ôóíêöèé {𝜔1(𝑡1), 𝜔2(𝑡1, 𝑡2), . . . , 𝜔𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)} áó-
äåì íàçûâàòü модулем непрерывности, åñëè ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ:
1. Äëÿ êàæäîãî 𝜈 ∈ z𝑛 ôóíêöèè 𝜔𝜈(𝑡1, . . . , 𝑡𝜈) : (R+)𝜈 → R+ íåïðåðûâíàÿ,
âîãíóòàÿ, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé 𝑡𝑙, 𝑙 ∈ z𝜈 ;
2. 𝜔𝜈(𝑡1, . . . , 𝑡𝜈) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ
𝑡1, . . . , 𝑡𝜈 ;
3. äëÿ êàæäûõ 𝜇, 𝜈 : 1 6 𝜇 < 𝜈 6 𝑛 èìååì 𝜔𝜈(𝑡1, . . . , 𝑡𝜈) 6 2𝜈−𝜇𝜔𝜇(𝑡1, . . . , 𝑡𝜇).

Ïóñòü ñèìâîë 𝑎(𝑥, 𝜉) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
I. Äëÿ ëþáîãî 𝜈 ∈ z𝑛, 𝑙 ∈ k𝜈 è 𝛼 ∈ 𝜈 ∈ z𝑑+1 ∪ {0}

|𝜕𝛼𝜉𝑙𝑎(𝑥, 𝜉)| 6 𝐶⟨𝜉𝜈⟩−𝛼, 𝜉𝜈 ∈ R𝑑𝜈 ;

II𝜇. (𝜇 ∈ zn). Äëÿ ëþáîãî 𝜈 ∈ z𝑛, 𝑙 ∈ k𝜈 ; 𝛼 ∈ 𝜈 ∈ z𝑑+1 ∪ {0}; 1 6 𝜈1 < . . . <
𝜈𝜇 6 𝑛; 𝑦1 ∈ R𝑑𝜈1 , . . . , 𝑦𝜇 ∈ R𝑑𝜈𝜇

|∆𝜈1
𝑦1 . . .∆

𝜈𝜇
𝑦𝜇𝜕

𝛼
𝜉𝑙
𝑎(𝑥, 𝜉)| 6 𝜔𝜇(|𝑦1|, . . . , |𝑦𝜇|)⟨𝜉𝜈⟩−𝛼, 𝜉𝜈 ∈ R𝑑𝜈 .

Îòìåòèì ðàáîòû, êîòîðûå èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê íàøåìó
ðåçóëüòàòó. Â íåïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå � ýòî ðåçóëüòàò Ð. Êîéôìàíà è È.
Ìåéåðà [1] è ðåçóëüòàò Ì. ßìàçàêè [2]. Ñôîðìóëèðóåì â íàøèõ îáîçíà-
÷åíèÿõ òåîðåìó èç [2], ïåðèîäè÷åñêàÿ âåðñèÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì
ðåçóëüòàòîì ñîîáùåíèÿ.
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Теорема А. Следующие три условия относительно модулей непрерыв-
ности эквивалентны:
1. Для каждого 𝜈 ∈ z𝑛 имеем

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

𝜔𝜈(𝑡1, . . . , 𝑡𝜈)2

𝑡1 · . . . · 𝑡𝜈
𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝜈 <∞,

2. Если символ 𝑎(𝑥, 𝜉) удовлетворяет условиям II𝜇, 𝜇 ∈ z𝑛, тогда соответ-
ствущий оператор 𝑇𝑎 ограничен в 𝐿𝑝 для каждого 1 < 𝑝 <∞,
3. Для каждого символа 𝑎(𝑥, 𝜉), удовлетворяющего условиям II𝜇, 𝜇 ∈ z𝑛,
существует 1 < 𝑝 <∞ такой, что оператор ограничен в 𝐿𝑝.

Â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå îòìåòèì ðàáîòó Ä.Á. Áàçàðõàíîâà [3], â êîòî-
ðîé ðàçâèòû, â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû èç [1] íà ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêèõ пдо
ñ ñèìâîëàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåãëàäêèìè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåí-
íîé è èìåþò äîñòàòî÷íî ìàëóþ ãëàäêîñòü ïî ÷àñòíîòíîé ïåðåìåííîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ
(r)
𝜔 = Σ𝜔(R𝑚 × R𝑑) ïðîñòðàíñòâî ñèìâîëîâ 𝑎 : R𝑚 ×

R𝑑 → C òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ I, II𝜇 ∀𝜇 ∈ z𝑛.

Ïóñòü Σ
(t)
𝜔 = Σ𝜔(T𝑚 × Z𝑑) � êëàññ ñèìâîëîâ 𝑎 : T𝑑 × Z𝑑 → C, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ ñóæåíèÿìè íà T𝑑 × Z𝑑 ñèìâîëîâ 𝑎(r) ∈ Σ
(r)
𝜔 òàêèõ, ÷òî ∀𝜉 ∈ Z𝑑

ôóíêöèÿ 𝑎(r)(𝑥, 𝜉) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåí-
íîé 𝑥.

Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíûé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ïåðèîäè÷åñêîìó ñèìâîëó 𝑎 : T𝑑 × Z𝑑 → C

𝑇𝑎 : 𝑢(𝑥) ↦→ 𝑇𝑎𝑢(𝑥) =
∑︁
𝜉∈Z𝑑

𝑎(𝑥, 𝜉)̂︀𝑢(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝜉𝑥.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Теорема 1. Псевдодифференциальный оператор 𝑇𝑎 ограничен на 𝐿𝑝(T𝑑)
при всех 1 < 𝑝 < ∞ для любого 𝑎 ∈ Σ𝜔(T𝑑 × Z𝑑) тогда и только тогда,
когда 𝜔2

𝜈 , 𝜈 ∈ z𝑛, удовлетворяет условию Дини:

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

𝜔𝜈(𝑡1, . . . , 𝑡𝜈)2

𝑡1 · . . . · 𝑡𝜈
𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝜈 <∞.
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ОБОБЩЕНИЕ ПРИМЕРОВ ПЕРРОНА И ВИНОГРАДА
НЕУСТОЙЧИВОСТИ ПОКАЗАТЕЛЕЙ ЛЯПУНОВА

НА ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ
С ПАРАМЕТРИЧЕСКИМИ ВОЗМУЩЕНИЯМИ

Е.А. Барабанов, В.В. Быков
bar@im.bas-net.by, vvbykov@gmail.com

УДК 517.926.4

Рассматривается класс правильных по Ляпунову линейных диффе-
ренциальных систем и произвольные их линейные параметрические
возмущения, убывающие к нулю на бесконечности равномерно отно-
сительно параметра, принадлежащего некоторому метрическому про-
странству, которое может быть любым. Получено полное описание
спектров показателей Ляпунова таких систем как вектор-функций па-
раметра.

Ключевые слова: линейная дифференциальная система, показатели
Ляпунова, правильная по Ляпунову система, бесконечно малые воз-
мущения

Generalization of Perron’s and Vinograd’s examples of
instability of Lyapunov exponents for linear differential

systems with parametric perturbations

We consider the class of linear differential Lyapunov regular systems and
their arbitrary linear parametric perturbations vanishing at infinity uni-
formly with respect to the parameter from a metric space, which might be
arbitrary. A complete description of Lyapunov exponent spectra of such
systems as vector functions of the parameter is obtained.

Keywords: linear differential system, Lyapunov exponents, Lyapunov reg-
ular system, infinitesimal perturbations

Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî 𝑛 ÷åðåç ℳ𝑛 îáîçíà÷èì êëàññ ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ R+ ≡ [0,+∞), (1)

ñ íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè íà âðåìåíí�îé ïîëóîñè R+ êîýôôè-
öèåíòàìè. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà [1, ñ. 27] ñèñòåìû (1) îáîçíà÷èì ÷åðåç
𝜆1(𝐴) 6 . . . 6 𝜆𝑛(𝐴), à ÷åðåç 𝒫𝑛 � ïîäêëàññ êëàññà ℳ𝑛, ñîñòîÿùèé èç ïðà-
âèëüíûõ ïî Ëÿïóíîâó ñèñòåì [1, ñ. 51]. Äàëåå ìû îòîæäåñòâëÿåì ñèñòåìó
(1) ñ ôóíêöèåé 𝐴(·) è ïîýòîìó áóäåì ïèñàòü 𝐴 ∈ ℳ𝑛 èëè 𝐴 ∈ 𝒫𝑛.

Â ðàáîòå [2] Î. Ïåððîí ïîñòðîèë ïðèìåð ñèñòåìû 𝐴 ∈ ℳ2 ñ îòðè-
öàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò òàêàÿ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî óáûâàþùàÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè 2 × 2-ìàòðèöà 𝑄(𝑡)

Барабанов Евгений Александрович, к.ф.-м.н., ведущий научный сотрудник, Ин-
ститут математики НАН Беларуси (Минск, Беларусь); Evgeny Barabanov (Institute of
Mathematics, National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Belarus)

Быков Владимир Владиславович, к.ф.-м.н., доцент, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Vladimir Bykov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)



Материалы международной конференции 221

(𝑡−1ln‖𝑄(𝑡)‖ → const < 0 ïðè 𝑡 → +∞), ÷òî ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà
âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû

�̇� = (𝐴(𝑡) +𝑄(𝑡))𝑥, 𝑥 ∈ R2, 𝑡 ∈ R+,

ïîëîæèòåëåí. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, îòâå÷àþùèå çà
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ, ñàìè óñòîé÷èâûìè íå ÿâëÿþòñÿ (äàæå ïðè ýêñïî-
íåíöèàëüíî óáûâàþùèõ âîçìóùåíèÿõ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû).

Âñëåäñòâèå ïðèìåðà Ïåððîíà åñòåñòâåííî âîçíèêëà çàäà÷à î ïîèñêå äî-
ñòàòî÷íî øèðîêèõ ïîäêëàññîâ êëàññà ℳ𝑛, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåì êî-
òîðûõ áûëè áû óñòîé÷èâûìè (íå èçìåíÿëèñü) ïðè óáûâàþùèõ ê íóëþ íà
áåñêîíå÷íîñòè âîçìóùåíèÿõ ìàòðèö êîýôôèöèåíòîâ. Äîëãîå âðåìÿ äåðæà-
ëàñü ãèïîòåçà, ÷òî òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò êëàññ 𝒫𝑛 ïðàâèëüíûõ ïî Ëÿ-
ïóíîâó ñèñòåì � ãèïîòåçà, îñíîâàííàÿ â ñóùåñòâåííîì íà ôóíäàìåíòàëüíîì
ðåçóëüòàòå Ëÿïóíîâà î òîì, ÷òî åñëè ó íåëèíåéíîé ñèñòåìû (ïðè åñòåñòâåí-
íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü) ñèñòåìà å¼ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðà-
âèëüíàÿ è îáëàäàåò ñâîéñòâîì óñëîâíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè, òî
ýòèì æå ñâîéñòâîì (ñ òåìè æå ðàçìåðíîñòüþ óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ è
ïîêàçàòåëåì àñèìïòîòèêè) îáëàäàåò è íóëåâîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñèñòå-
ìû [1, ñ. 53�55]. Òåì íå ìåíåå, â ðàáîòå [3] Ð.Ý. Âèíîãðàä ïðèâ¼ë ïðèìåð
ñèñòåìû 𝐴 ∈ 𝒫2, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà êîòîðîé èçìåíÿþòñÿ ïðè íåêîòîðîì
óáûâàþùåì ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè âîçìóùåíèè å¼ ìàòðèöû êîýôôèöè-
åíòîâ (ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ïðàâèëüíûõ ñèñòåì ïðè ýêñïîíåíöèàëüíî óáû-
âàþùèõ âîçìóùåíèÿõ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ óñòîé÷èâû, êàê ýòî ñëåäóåò
èç òåîðåìû Áîãäàíîâà�Ãðîáìàíà).

Ïóñòü 𝑀 � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ââåä¼ì íóæíûå â äàëüíåéøåì
êëàññû 𝐸𝑛 è 𝑍𝑛 íåïðåðûâíûõ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ìàòðè÷íîçíà÷-
íûõ ôóíêöèé 𝑄(·, ·) : R+×𝑀 → R𝑛×𝑛. Êëàññ 𝐸𝑛 ñîñòîèò èç ôóíêöèé 𝑄(·, ·),
ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèõ ê íóëþ ïðè 𝑡 → +∞ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëü-
íî 𝜇 ∈ 𝑀 (ò.å. lim

𝑡→+∞
𝑡−1ln‖𝑄(𝑡, 𝜇)‖ < const < 0), à êëàññ 𝑍𝑛 � èç ôóíêöèé

𝑄(𝑡, 𝜇), óáûâàþùèõ ê íóëþ ïðè 𝑡→ +∞ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî 𝜇 ∈𝑀.

Îáîáùàÿ ñèòóàöèþ, ðàññìîòðåííóþ â ïðèìåðàõ Ïåððîíà è Âèíîãðàäà,
äëÿ êàæäîé ñèñòåìû 𝐴 ∈ ℳ𝑛 îïðåäåëèì êëàññ 𝑃𝑛(𝐴;𝑀), ñîñòîÿùèé èç
ñåìåéñòâ

�̇� = (𝐴(𝑡) +𝑄(𝑡, 𝜇))𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ R+, (2)

ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, ãäå 𝜇 ∈ 𝑀 � ïàðàìåòð è 𝑄(·, ·) ∈
𝐸𝑛, à äëÿ êàæäîé ñèñòåìû 𝐴 ∈ 𝒫𝑛 � êëàññ 𝑉 𝑛(𝐴;𝑀), ñîñòîÿùèé èç ñå-
ìåéñòâ (2), â êîòîðûõ 𝑄(·, ·) ∈ 𝑍𝑛. Â ñèëó ýòîãî ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì â ñåìåéñòâå (2) çíà÷åíèè 𝜇 ∈ 𝑀 ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ äèôôåðåí-
öèàëüíóþ ñèñòåìó ñ íåïðåðûâíûìè îãðàíè÷åííûìè íà ïîëóîñè êîýôôè-
öèåíòàìè, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà êîòîðîé îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜆1(𝜇;𝐴,𝑄) 6
. . . 6 𝜆𝑛(𝜇;𝐴,𝑄), à çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî 𝑘 = 1, 𝑛 ïîëó÷àåì ôóíêöèþ
𝜆𝑘(·;𝐴,𝑄) : 𝑀 → R, êîòîðóþ íàçîâ¼ì 𝑘-ûì ïîêàçàòåëåì ýòîãî ñåìåéñòâà,
à òàêæå âåêòîð-ôóíêöèþ Λ(·;𝐴,𝑄) : 𝑀 → R𝑛, îïðåäåë¼ííóþ ðàâåíñòâîì
Λ(𝜇;𝐴,𝑄) = (𝜆1(𝜇;𝐴,𝑄), . . . , 𝜆𝑛(𝜇;𝐴,𝑄))т, 𝜇 ∈𝑀.

Ñòàâÿòñÿ çàäà÷è ïîëíîãî îïèñàíèÿ äëÿ êàæäûõ 𝑛 ∈ N è ìåòðè÷åñêîãî
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ïðîñòðàíñòâà 𝑀 êëàññîâ âåêòîð-ôóíêöèé

𝑃𝑛(𝑀) = {Λ(·;𝐴,𝑄) |𝐴 ∈ ℳ𝑛, 𝑄 ∈ 𝐸𝑛},
𝑉𝑛(𝑀) = {Λ(·;𝐴,𝑄) |𝐴 ∈ 𝒫𝑛, 𝑄 ∈ 𝑍𝑛}.

Ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ áóäóò ñîäåðæàòü êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðèìåðû Ïåððîíà
è Âèíîãðàäà ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè 𝑛 = 1, òî îïèñàíèÿ ýòèõ êëàññîâ ëåãêî
âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà � äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà 𝑀 êàæäûé èç êëàññîâ 𝑃1(𝑀) è 𝑉1(𝑀) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé 𝑀 → R. Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî 𝑛 > 2.

Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ 𝑓(·) = (𝑓1(·), . . . , 𝑓𝑛(·))т : 𝑀 → R𝑛 ïðèíàäëåæèò
êëàññó 𝑃𝑛(𝑀) èëè êëàññó 𝑉𝑛(𝑀). Ïðèâåä¼ì òðè ñâîéñòâà âåêòîð-ôóíêöèè
𝑓(·), êîòîðûì îíà íåîáõîäèìî äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü (íèæå ýòè ñâîéñòâà
íóìåðóþòñÿ êàê 1), 2), 3)). Îäíî ñâîéñòâî î÷åâèäíî âûòåêàåò èç îïðåäåëå-
íèÿ ýòîé âåêòîð-ôóíêöèè: 1) äëÿ ëþáîãî 𝜇 ∈ 𝑀 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
𝑓1(𝜇) 6 . . . 6 𝑓𝑛(𝜇). Äðóãîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ìàòðè÷íîçíà÷-
íàÿ ôóíêöèÿ 𝐴 îãðàíè÷åíà íà âðåìåíí�îé ïîëóîñè: 2) âåêòîð-ôóíêöèÿ 𝑓(·)
îãðàíè÷åíà íà 𝑀. Íàïðèìåð, |Λ(𝜇;𝐴,𝑄)| 6 𝑛 sup{‖𝐴(𝑡)‖ | 𝑡 ∈ R+} äëÿ êàæ-
äîãî 𝜇 ∈ 𝑀. Ïðåæäå ÷åì ïðèâåñòè òðåòüå ñâîéñòâî, íàïîìíèì, ÷òî ôóíê-
öèÿ 𝑔 : 𝑀 → R íàçûâàåòñÿ [4, ñ. 224] ôóíêöèåé êëàññà (*, 𝐺𝛿), åñëè äëÿ
ëþáîãî 𝑟 ∈ R ïðîîáðàç 𝑔−1

(︀
[𝑟,+∞)

)︀
ïîëóèíòåðâàëà [𝑟,+∞) ÿâëÿåòñÿ 𝐺𝛿-

ìíîæåñòâîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà𝑀. Êàê ñëåäóåò èç ðàáîòû [5], â êî-
òîðîé ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îáùèõ ïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, ðàâíîìåðíî
çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà íà âðåìåíí�îé ïîëóîñè, èìååò ìåñòî ñâîéñòâî 3):
êîìïîíåíòû 𝑓𝑘(·) âåêòîð-ôóíêöèè 𝑓(·) ïðèíàäëåæàò êëàññó (*, 𝐺𝛿).

Теорема 1. Для каждых 𝑛 > 2, метрического пространства 𝑀 и
вектор-функции (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛)т : 𝑀 → R𝑛, которая удовлетворяет свой-
ствам 1) – 3), существуют такие система 𝐴 ∈ ℳ𝑛 и матричнозначная
функция 𝑄 ∈ 𝐸𝑛, что для показателей Ляпунова 𝜆𝑘(·) семейства (2) при
всех 𝑘 = 1, 𝑛 и 𝜇 ∈𝑀 справедливы равенства 𝜆𝑘(𝜇) = 𝑓𝑘(𝜇).

Теорема 2. Для каждых 𝑛 > 2, метрического пространства 𝑀 и
вектор-функции (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛)т : 𝑀 → R𝑛, которая удовлетворяет свой-
ствам 1) – 3), существуют такие система 𝐴 ∈ 𝒫𝑛 и матричнозначная
функция 𝑄 ∈ 𝑍𝑛, что для показателей Ляпунова 𝜆𝑘(·) семейства (2) при
всех 𝑘 = 1, 𝑛 и 𝜇 ∈𝑀 справедливы равенства 𝜆𝑘(𝜇) = 𝑓𝑘(𝜇).

Òàêèì îáðàçîì, èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî êëàññû 𝑃𝑛(𝑀) è
𝑉𝑛(𝑀) ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé, à èõ ïîëíîå îïèñàíèå ñîäåðæèò

Теорема 3. Для каждых 𝑛 > 2 и метрического пространства 𝑀
вектор-функция (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛)т : 𝑀 → R𝑛 тогда и только тогда принадле-
жит классу 𝑃𝑛(𝑀) (классу 𝑉𝑛(𝑀)), когда она удовлетворяет свойствам
1) – 3). Для каждого метрического пространства 𝑀 класс 𝑃1(𝑀) (класс
𝑉1(𝑀)) совпадает с классом постоянных функций 𝑀 → R.
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ
ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ ЛАУРИЧЕЛЛЫ 𝐹

(𝑁)
𝐷

С.И. Безродных
sbezrodnykh@mail.ru

УДК 517.5

Рассматривается проблема аналитического продолжения функции
Лауричеллы 𝐹

(𝑁)
𝐷 — обобщенной гипергеометрической функции 𝑁 пе-

ременных. При произвольном 𝑁 указан полный набор формул анали-
тического продолжения этой функции за границу единичного поли-
круга, где она первоначально определена в виде 𝑁–кратного гипер-
геометрического ряда. Такие формулы представляют функцию 𝐹

(𝑁)
𝐷 в

подходящих подобластях C𝑁 в виде других обобщенных гипергеомет-
рических рядов, являющихся решениями той же системы уравнений
с частными производными, которой удовлетворяет и 𝐹 (𝑁)

𝐷 . Обсужда-
ются некоторые приложения.

Ключевые слова: гипергеометрические функции многих переменных,
аналитическое продолжение, конформное отображение

Analytic continuation of the Lauricella hypergeometric
function 𝐹

(𝑁)
𝐷

The problem of analytic continuation is considered for the Lauricella func-
tion 𝐹

(𝑁)
𝐷 , which is a generalized hypergeometric function of 𝑁 complex

variables. For an arbitrary 𝑁 , a complete set formulae is given for its
analytic continuation outside the unite polydisk, where the function is
defined originally as an 𝑁 -variate hypergeometric series. Such formulae
represent 𝐹

(𝑁)
𝐷 in suitable subdomains of C𝑁 in terms of other generalized

hypergeometric series, which satisfy the same system of partial differential
equations as 𝐹

(𝑁)
𝐷 . Some applications are discussed.

Keywords: multiple hypergeometric functions, analytic continuation, con-
formal mapping
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Ðàññìàòðèâàåìàÿ â äîêëàäå ôóíêöèÿ 𝐹
(𝑁)
𝐷 (a; 𝑏, 𝑐; z) áûëà ââåäåíà

Äæ. Ëàóðè÷åëëîé [1] (ñì. òàêæå [2]) â êà÷åñòâå îäíîãî èç íàèáîëåå åñòå-
ñòâåííûõ îáîáùåíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè Ãàóññà 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) íà
ñëó÷àé 𝑁 êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ) =: z ∈ C𝑁 è êîìïëåêñíûõ
ïàðàìåòðîâ (𝑎1, . . . , 𝑎𝑁 ) =: a ∈ C𝑁 , 𝑏 è 𝑐. Îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè 𝐹

(𝑁)
𝐷 ,

ñëóæèò ñõîäÿùèéñÿ â åäèíè÷íîì ïîëèêðóãå U𝑁 :=
{︀
z : |𝑧𝑗 | < 1, 𝑗 = 1, 𝑁

}︀
𝑁�êðàòíûé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä

𝐹
(𝑁)
𝐷 (a; 𝑏, 𝑐; z) :=

∞∑︁
|k|=0

(𝑏)|k|(𝑎1)𝑘1 · · · (𝑎𝑁 )𝑘𝑁
(𝑐)|k|𝑘1! · · · 𝑘𝑁 !

𝑧𝑘11 · · · 𝑧𝑘𝑁𝑁 ; (2.1)

ñóììèðîâàíèå â (2.1) âåäåòñÿ ïî ìóëüòèèíäåêñó k := (𝑘1, . . . , 𝑘𝑁 ) ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè öåëûìè êîìïîíåíòàìè 𝑘𝑗 > 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , äëÿ êîòîðîãî
|k| :=

∑︀𝑁
𝑗=1 𝑘𝑗 . Cèìâîë Ïîõãàììåðà (𝑎)𝑚 := Γ(𝑎+𝑚)/Γ(𝑎); ïðè íåîòðèöà-

òåëüíûõ 𝑚 îí ðàâåí (𝑎)0 = 1, (𝑎)𝑚 = 𝑎(𝑎 + 1) · · · (𝑎 + 𝑚 − 1). Â (2.1) ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî 𝑐 /∈ Z−. Ôóíêöèÿ 𝐹 (𝑁)

𝐷 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé ñèñòåìå
èç 𝑁 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ñì. [1], [2]:

𝑧𝑗(1 − 𝑧𝑗)
𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝑗2
+ (1 − 𝑧𝑗)

∑︁′𝑁

𝑘=1
𝑧𝑘

𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝑗𝜕𝑧𝑘
+

+
[︁
𝑐− (1 + 𝑎𝑗 + 𝑏)𝑧𝑗

]︁ 𝜕𝑢
𝜕𝑧𝑗

− 𝑎𝑗
∑︁′𝑁

𝑘=1
𝑧𝑘

𝜕𝑢

𝜕𝑧𝑘
−

− 𝑎𝑗𝑏 𝑢 = 0, 𝑗 = 1, 𝑁 ; (2.2)

çäåñü �øòðèõ� íàä ñóììîé îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî 𝑘 ̸= 𝑗;
ïàðàìåòðû a, 𝑏 è 𝑐 âõîäÿò â âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé. Èç-
âåñòíî [1], [2], ÷òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2) çàâèñèò ëèøü îò (𝑁 + 1)-é
ïðîèçâîëüíîé êîìïëåêñíîé ïîñòîÿííîé, òàêèì îáðàçîì, îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðå-
îïðåäåëåííîé. Îñîáûì ìíîæåñòâîì ℳ ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå
ãèïåðïëîñêîñòåé ℳ(𝜏)

𝑗 :=
{︀
z ∈ C𝑁 : 𝑧𝑗 = 𝜏

}︀
, ãäå 𝜏 ∈ 𝒮 := {0, 1,∞}, è ãèïåð-

ïëîñêîñòåé ℳ𝑗, 𝑙 := {z ∈ C𝑁 : 𝑧𝑗 = 𝑧𝑙}; çäåñü 𝑗, 𝑙 = 1, 𝑁 , 𝑗 ̸= 𝑙; ðàñøèðåííîå

ïðîñòðàíñòâî C𝑁 îïðåäåëÿåòñÿ êàê C𝑁 = C× · · · × C.
Öåíòðàëüíûì íåðåøåííûì âîïðîñîì äëÿ ôóíêöèè Ëàóðè÷åëëû 𝐹

(𝑁)
𝐷

îñòàâàëàñü проблема ее аналитического продолжения. Ýòà ïðîáëåìà çà-
êëþ÷àþùàåòñÿ â òîì, ÷òîáû âíå ïîëèêðóãà U𝑁 óêàçàòü ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà

𝐹
(𝑁)
𝐷 (a; 𝑏, 𝑐; z) =

∑︁𝑁

𝑗=0
𝜆𝑗 𝑢𝑗(a; 𝑏, 𝑐; z), z /∈ U𝑁 , (2.3)

ãäå ôóíêöèè 𝑢𝑗(a; 𝑏, 𝑐; z) � îáîáùåííûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû (îòëè÷-

íûå îò èñõîäíîé ôóíêöèè), êîòîðûå, òàêæå êàê è 𝐹 (𝑁)
𝐷 , óäîâëåòâîðÿþò ñè-

ñòåìå (2.2), à êîýôôèöèåíòû 𝜆𝑗 çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑁 , 𝑏, 𝑐 è íå
îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî. Ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà (2.3) íàçûâàþò фор-
мулами аналитического продолжения. Îòìåòèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè (2.3)
ôèãóðèðóþò (𝑁 + 1) ñëàãàåìûõ, ïîñêîëüêó èìåííî òàêîå ÷èñëî ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà (2.2). Ýòè ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì
îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé [3] äëÿ ôóíêöèè Ãàóññà.
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Äîêëàä ïîñâÿùåí ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [4], ãäå ïðè ïðîèçâîëüíîì ÷èñ-
ëå 𝑁 ïåðåìåííûõ ôóíêöèè Ëàóðè÷åëëû 𝐹

(𝑁)
𝐷 ïðåäñòàâëåí íàáîð ôîðìóë

àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ (2.3), îáëàñòè ñõîäèìîñòè êîòîðûõ â ñîâîêóï-
íîñòè ïîêðûâàþò C𝑁 ∖U𝑁 (çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ãèïåðïëîñêîñòåé). Ê
íàñòîÿùåìó ìîìåíòó áûëè èçâåñòíû ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñëó÷àÿì 2-õ è 3-õ ïåðåìåííûõ ôóíêöèè Ëàóðè÷åëëû 𝐹

(𝑁)
𝐷 , ñì. [2]. Â äîêëà-

äå òàêæå äàíî ïðèëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ôîðìóë àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæå-
íèÿ ôóíêöèè Ëàóðè÷åëëû 𝐹

(𝑁)
𝐷 ê ýôôåêòèâíîìó ïîñòðîåíèþ êîíôîðìíîãî

îòîáðàæåíèÿ ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ôîðìóëû (ñì. [4]), ïîçâîëÿþùèå àíàëèòè-

÷åñêè ïðîäîëæèòü 𝐹 (𝑁)
𝐷 â îáëàñòü áîëüø�èõ ïî ìîäóëþ ïåðåìåííûõ, òî÷íåå

â îáëàñòü V𝑁 :=
{︀
z : |𝑧1| > · · · > |𝑧𝑁 | > 1; |arg(−𝑧𝑗)| < 𝜋, 𝑗 = 1, 𝑁

}︀
, à òàê-

æå â îáëàñòè âèäà V𝑁𝜎 :=
{︀
z : 𝜎(z) ∈ V𝑁

}︀
, ãäå 𝜎(z) � ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ

íåêîòîðîãî ýëåìåíòà 𝜎 ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê 𝑆𝑁 ìíîæåñòâà èç 𝑁 ýëåìåíòîâ.
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê òàêîìó ïðîäîëæåíèþ, îïðåäåëèì âåëè÷èíû

h𝑗 := (𝑎1, . . . , 𝑎𝑗−1, 1 − 𝑐+ 𝑏, 𝑎𝑗+1, . . . 𝑎𝑁 ), |a1,𝑗 | :=
∑︁𝑗

𝑘=1
𝑎𝑘, |a| := |a1,𝑁 |,

z−1 :=
(︁ 1

𝑧1
, . . . ,

1

𝑧𝑁

)︁
, 𝒴𝑗(z) :=

(︁𝑧1
𝑧𝑗
, . . . ,

𝑧𝑗−1

𝑧𝑗
, 𝑧𝑗 ,

𝑧𝑗
𝑧𝑗+1

, . . . ,
𝑧𝑗
𝑧𝑁

)︁
,

è çàïèøåì ñëåäóþùèé îáîáùåííûé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä [2]:

𝐺(𝑁, 𝑗)
(︀
a; 𝑏; 𝑐; z

)︀
:=
∑︁∞

|k|=0

(𝑏)|k𝑗 | (𝑎1)𝑘1 · · · (𝑎𝑁 )𝑘𝑁
(𝑐)|k𝑗 | 𝑘1! · · · 𝑘𝑁 !

𝑧𝑘11 · · · 𝑧𝑘𝑁𝑁 , (2.4)

ãäå âûðàæåíèå |k𝑗 | äëÿ ìóëüòèèíäåêñà k = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑁 ) îçíà÷àåò

|k𝑗 | :=
∑︁𝑁

𝑠= 𝑗
𝑘𝑠 −

∑︁𝑗−1

𝑠=1
𝑘𝑠,

à ïàðàìåòð 𝑗 ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1, . . . , 𝑁+1. Îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè
ðÿäà (2.4) ïðè âñåõ 𝑗 = 1, 𝑁 + 1 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûé ïîëèêðóã U𝑁 . Ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå ïðîäîëæèòü 𝐹 (𝑁)

𝐷 â îáëàñòü
V𝑁 .

Теорема 1. Если ни одно из чисел 𝑏 −
∑︀𝑗
𝑙=1 𝑎𝑙, 𝑗 = 1, 𝑁, не является

целым, то аналитическое продолжение ряда (2.1) в область V𝑁 дается
формулой

𝐹
(𝑁)
𝐷 (a; 𝑏, 𝑐; z) =

∑︁𝑁

𝑗=0
𝐵𝑗𝒰 (∞)

𝑗 (a; 𝑏, 𝑐; z), (2.5)

где функции 𝒰 (∞)
0 , 𝒰 (∞)

𝑗 определяются равенствами

𝒰 (∞)
0 (a; 𝑏, 𝑐; z) =

(︁∏︁𝑁

𝑙=1
(−𝑧𝑙)−𝑎𝑙

)︁
𝐹

(𝑁)
𝐷

(︀
a; 1+ |a|−𝑐, 1+ |a|−𝑏; z−1

)︀
, (2.6)

𝒰 (∞)
𝑗 (a; 𝑏, 𝑐; z) = (−𝑧𝑗)|a1,𝑗−1|−𝑏

(︂∏︁𝑗−1

𝑙=1
(−𝑧𝑙)−𝑎𝑙

)︂
×

× 𝐺(𝑁,𝑗)
(︁
h𝑗 ; 𝑏− |a1,𝑗−1|, 1 − |a1,𝑗 | + 𝑏;𝒴𝑗(z−1)

)︁
, 𝑗 = 1, 𝑁 ;

(2.7)
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в (2.6), (2.7) под 𝐹 (𝑁)
𝐷 и 𝐺(𝑁,𝑗) понимаются ряды (2.1) и (2.4), 𝐵𝑗 имеют

вид

𝐵0 =
Γ(𝑐) Γ

(︀
𝑏− |a|

)︀
Γ(𝑏) Γ

(︀
𝑐− |a|

)︀ ,
𝐵𝑗 =

Γ(𝑐) Γ
(︀
𝑏− |a1,𝑗−1|

)︀
Γ
(︀
|a1,𝑗 | − 𝑏

)︀
Γ(𝑎𝑗)Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

, 𝑗 = 1, 𝑁. (2.8)

Функции (2.6), (2.7) образуют полную систему линейно независимых ре-
шений системы (2.2) в области V𝑁 .

Aíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè 𝐹 (𝑁)
𝐷 â îáëàñòü V𝑁𝜎 , 𝜎 ∈ 𝑆𝑁 , äà-

åòñÿ ôîðìóëîé (2.5) ñ çàìåíîé â åå ïðàâîé ÷àñòè a íà 𝜎(a) è z íà 𝜎(z).
Ïðè ýòîì ôóíêöèè 𝒰 (∞)

𝑗 (𝜎(a); 𝑏, 𝑐; 𝜎(z)), 𝑗 = 0, 𝑁 , îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.2) â îáëàñòè V𝑁𝜎 .

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðàçâèòûé â ðàáîòå ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðè-
ìåíåí äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, ïî�âèäèìîìó, äîñòàòî÷íî øèðîêî-
ãî êëàññà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, â òîì ÷èñëå,
åùå òðåõ ôóíêöèé 𝐹 (𝑁)

𝐴 , 𝐹 (𝑁)
𝐵 è 𝐹 (𝑁)

𝐶 , ââåäåííûõ Äæ. Ëàóðè÷åëëîé [1], [2].
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ФРЕДГОЛЬМОВЫХ КРАЕВЫХ
ЗАДАЧ ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ С ДАННЫМИ НА

ВСЕЙ ГРАНИЦЕ
А.В. Болтачев, А.Ю. Савин

boltachevandrew@gmail.com, antonsavin@mail.ru

УДК 517.9

Исследуются краевые задачи для волнового уравнения с данными на
всей границе. Даны условия, при выполнении которых краевая задача
является фредгольмовой в подходящих функциональных простран-
ствах. Эти условия существенным образом зависят от структуры тра-
екторий геодезического потока.

Ключевые слова: волновое уравнение, фредгольмов оператор, эллип-
тичность, геодезический поток

On a class of Fredholm boundary value problems for the wave
equation with conditions on the entire boundary

We study boundary value problems for the wave equation with conditions
on the entire boundary. We obtain conditions, which guarantee Fredholm
property of the problem in suitable spaces of functions. These conditions
depend on the structure of trajectories of the geodesic flow in an essential
way.

Keywords: wave equation, Fredholm operator, ellipticity, geodesic flow

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ äàí-
íûìè íà âñåé ãðàíèöå. Èññëåäîâàíèå çàäà÷ òàêîãî òèïà èìååò äàâíþþ èñòî-
ðèþ (ñì. ðàáîòû Áóðãèíà è Äþôôèíà, Äæîíà, Ñîáîëåâà, Àðíîëüäà è äð.)
Âìåñòå ñ òåì, çàäà÷è òàêîãî âèäà âîçíèêàþò è â ïðèëîæåíèÿõ (íàïðèìåð,
èññëåäîâàíèå çàäà÷è Äèðèõëå èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î
ðàâíîâåñèè âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè).

Ìû èññëåäóåì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ
äàííûìè íà âñåé ãðàíèöå. Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíî-
ãîîáðàçèå, ∆ � íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè, àññîöèèðî-
âàííûé ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé íà 𝑀 . Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî 𝜏 . Íà öèëèíäðå [0, 𝜏 ]×𝑀 ñ êîîðäèíàòàìè (𝑡, 𝑥) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ ∆𝑢 = 𝑓,

𝑢|𝑡=0 = 𝑔1,(︂
𝐴𝑢+𝐵

𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝜏

= 𝑔2,

(1)
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ãäå 𝑔1, 𝑔2 � èçâåñòíûå ôóíêöèè íà𝑀 , 𝑓 � ôóíêöèÿ íà [0, 𝜏 ]×𝑀 , à 𝐴 è 𝐵 �
(ïñåâäî)äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû íà 𝑀 ïîðÿäêîâ 1 è 0 ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Â ñëó÷àå îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé (ò.å. 𝑀 = S1) çàäà÷à (1)
áûëà èññëåäîâàíà Àíòîíåâè÷åì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èññëåäóåì îáùóþ
ñèòóàöèþ. Çàäà÷ó (1) ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáðàòíóþ çàäà-
÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ: çàäàíî íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå è íåîáõîäèìî
íàéòè íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü ïî çàäàííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îòêëîíåíèÿ
è ñêîðîñòè â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 𝜏 .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîñòîèò â óêàçàíèè óñëîâèé íà êîýôôèöèåí-
òû çàäà÷è (1), ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëü-
ìîâîé â ïîäõîäÿùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè
óñëîâèÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè äèíàìèêè ãåîäåçè-
÷åñêîãî ïîòîêà íà êîñôåðè÷åñêîì ðàññëîåíèè ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïèøåì êðàòêî ïëàí ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Ñíà÷àëà ìû ïðîâîäèì ðåäóê-
öèþ çàäà÷è íà ãðàíèöó, ïîëüçóÿñü èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè îá îäíîçíà÷íîé
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè. Êàêîé æå îïåðàòîð ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå
ñâåäåíèÿ çàäà÷è (1) íà ãðàíèöó? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ãðàíèöå ïîëó÷àåòñÿ
îïåðàòîð, ðàâíûé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ 𝑒±𝑖𝜏

√
Δ ñ íåêîòîðûìè

ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè, âûñòóïàþùèìè â êà÷åñòâå êîýô-
ôèöèåíòîâ. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî îïåðàòîðû 𝑒±𝑖𝜏

√
Δ ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâàííû-

ìè êàíîíè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (ñì. ðàáîòû Ôîêà, Ìàñëîâà, Õåðìàí-
äåðà) è àññîöèèðîâàíû ñ êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì êîêàñàòåëüíîãî
ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ � ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû
èìååì äåëî ñ îïåðàòîðîì, êîòîðûé àññîöèèðîâàí ñ ãðóïïîé, ïîðîæäåííîé
ñòåïåíÿìè êâàíòîâàííîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ôðåäãîëüìîâîñòü
îïåðàòîðîâ òàêîãî âèäà áûëà íåäàâíî èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [1,2]. Â öèòè-
ðîâàííûõ ðàáîòàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè ðàáîòàåò ïîäõîä, ñâÿ-
çàííûé ñ ëîêàëèçàöèåé, ïðèìåíåíèåì òåîðèè 𝐶*-àëãåáð è èõ ñêðåùåííûõ
ïðîèçâåäåíèé (ñì. ðàáîòû Àíòîíåâè÷à è åãî øêîëû). Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû
óêàçàííûõ ðàáîò, ìû ïîëó÷àåì óñëîâèÿ ôðåäãîëüìîâîñòè èñõîäíîé çàäà÷è.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА АСИМПТОТИЧЕСКИХ
ИТЕРАЦИЙ К ОДНОМУ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОМУ
НЕЛИНЕЙНОМУ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМУ УРАВНЕНИЮ

ВТОРОГО ПОРЯДКА
Е.Е. Букжалёв
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УДК 517.928.4

На примере задачи Коши для одного нелинейного сингулярно возму-
щённого дифференциального уравнения 2-го порядка продемонстри-
рована возможность построения приближений, сходящихся к точному
решению как в обычном, так и в асимптотическом смыслах. Постро-
ение приближений и доказательство их сходимости основаны на идее
полуобращения операторов и принципе сжимающих отображений.

Ключевые слова: сингулярные возмущения, теорема Банаха о непо-
движной точке, метод асимптотических итераций

Application of the method of asymptotic iteration to a certain
second-order, singularly perturbed nonlinear differential

equation

By an example of the Cauchy problem for a certain second-order, nonlinear
singularly perturbed differential equation, the possibility of constructing
approximations that converge to an exact solution in both ordinary and
asymptotic senses is demonstrated. The construction of approximations
and the proof of their convergence are based on the idea of the semi-
inversion of operators and the principle of contraction mappings.

Keywords: singular perturbations, Banach contraction principle, method
of asymptotic iterations

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó):

𝜀2 𝑦′′(𝑥; 𝜀) = − [3 + 2 𝑦(𝑥; 𝜀)] 𝜀 𝑦′(𝑥; 𝜀) − 2 𝑎(𝑥) [𝑦(𝑥; 𝜀) + 𝑦2(𝑥; 𝜀)],

𝑦(0; 𝜀) = 1, 𝑦′(0; 𝜀) = −1/𝜀,
(1)

ãäå 𝜀 > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð, 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑎 ∈ 𝐶1[0, 1], 𝑎 > 0 íà [0, 1] è 𝑎(0) = 1.
Åñëè áû 𝑎 ∈ 𝐶∞[0, 1], òî ìåòîä ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé (ñì. [1]), ïîçâîëèë

áû ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1):

𝑦(𝑥; 𝜀) ∼
∞∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖 [𝑦𝑖(𝑥) + Π𝑖(𝑥/𝜀)].

Îäíàêî ïîñêîëüêó 𝑎 ∈ 𝐶1[0, 1], òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî
äâå ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè � Π0 è Π1 (ïðè ýòîì âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ
âñåõ 𝑦𝑖 íå ñâÿçàíà ñî ñòåïåíüþ ãëàäêîñòè 𝑎, è 𝑦𝑖(𝑥) ≡ 0, åñëè 𝑎 ̸= 0 íà [0, 1]).

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00424).
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Ôóíêöèÿ Π0 óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíîé àâòîíîìíîé íà÷àëüíîé çàäà÷å:

Π′′
0(𝜉; 𝜀) = − [3 + 2 Π0(𝜉; 𝜀)] Π′

0(𝜉; 𝜀) − 2 𝑎(0) [Π0(𝜉; 𝜀) + Π2
0(𝜉; 𝜀)],

Π0(0) = 1, Π′
0(0) = −1.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî 𝑎(0) = 1, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî Π0(𝜉) = 𝑒−𝜉.
Äëÿ ôóíêöèè Π1 ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ íåàâòîíîìíàÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à:

Π′′
1(𝜉; 𝜀) = −

{︀
3 + 2 𝑒−𝜉

}︀
Π′

1(𝜉; 𝜀) − 2
{︀
𝑎(0) + [2 𝑎(0) − 1] 𝑒−𝜉

}︀
Π1(𝜉; 𝜀) −

− 2 𝑎′(0) 𝜉 (𝑒−𝜉 + 𝑒−2𝜉), Π1(0) = Π′
1(0) = 0,

(2)

ðåøåíèå êîòîðîé ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Êîøè ̃︀𝐾:

Π1(𝜉) = − 2 𝑎′(0)

∫︁ 𝜉

0

̃︀𝐾(𝜉, 𝜁) 𝜁 (𝑒−𝜁 + 𝑒−2𝜁) 𝑑𝜁,

ãäå ̃︀𝐾(𝜉, 𝜁) = 1
2 𝑒

−𝜉+𝜁 − 1
2 𝑒

−𝜉+𝜁+2𝑒−𝜉−2𝑒−𝜁

.
Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå çàäà÷è (1) ïðîâåä¼ì ïî ñõåìå, ïðåäëîæåííîé

â [2] äëÿ íåëèíåéíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
(äîáàâèâ íåîáõîäèìûå óñëîæíåíèÿ). Íà÷í¼ì ñ çàìåíû ïåðåìåííûõ:

𝑥 = 𝜀 𝜉, 𝑦(𝑥; 𝜀) = Π0(𝜉) + 𝜀 𝑧(𝜉; 𝜀) = 𝑒−𝜉 + 𝜀 𝑧(𝜉; 𝜀), 𝜉 ∈ [0, 1/𝜀].

Äëÿ íîâîé ôóíêöèè 𝑧(·; 𝜀) èìååì:

𝑧′′(𝜉; 𝜀) = −
{︀

3 + 2 𝑒−𝜉
}︀
𝑧′(𝜉; 𝜀) − 2

{︀
𝑎(𝜀 𝜉) + [2 𝑎(𝜀 𝜉) − 1] 𝑒−𝜉

}︀
𝑧(𝜉; 𝜀) +

+ 𝑓(𝑧′(𝜉; 𝜀), 𝑧(𝜉; 𝜀), 𝜉; 𝜀), 𝑧(0) = 𝑧′(0) = 0,
(3)

ãäå 𝑓(𝑣, 𝑧, 𝜉; 𝜀) = 2 𝜀−1 [𝑎(𝜀 𝜉) − 𝑎(0)] (𝑒−𝜉 + 𝑒−2𝜉) − 2 𝜀 𝑧 𝑣 − 2 𝜀 𝑎(𝜀 𝜉) 𝑧2.
Çàäà÷à (3) ýêâèâàëåíòà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

𝑧(𝜉; 𝜀) =

∫︁ 𝜉

0

𝐾(𝜉, 𝜁; 𝜀) 𝑓(𝑧′(𝜁; 𝜀), 𝑧(𝜁; 𝜀), 𝜁; 𝜀) 𝑑𝜁 =: 𝐴(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉), (4)

ãäå 𝐾(·, ·; 𝜀) � ôóíêöèÿ Êîøè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

𝑍 ′′(𝜉; 𝜀) = −
{︀

3 + 2 𝑒−𝜉
}︀
𝑍 ′(𝜉; 𝜀) − 2

{︀
𝑎(𝜀 𝜉) + [2 𝑎(𝜀 𝜉) − 1] 𝑒−𝜉

}︀
𝑍(𝜉; 𝜀). (5)

Ñâåäåíèå çàäà÷è (3) ê óðàâíåíèþ âèäà (4) � ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàñïðîñòðà-
í¼ííîãî ïðè¼ìà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè è îáîñíîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé ñèí-
ãóëÿðíî âîçìóù¼ííûõ óðàâíåíèé (ñì. [1]). Ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ (4) ïîçâî-
ëÿåò ïîñòðîèòü èòåðàöèîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑧𝑛(·; 𝜀)}, ñõîäÿùóþñÿ ê
ðåøåíèþ çàäà÷è (3): 𝑧𝑛(𝜉; 𝜀) := 𝐴(𝜀)(𝑧𝑛−1(·; 𝜀), 𝑧′𝑛−1(·; 𝜀))(𝜉), 𝑛 ∈ N. Äàííûé
ñïîñîá ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) (à âìåñòå ñ òåì è çàäà÷è (1)) îá-
ëàäàåò òåì íåäîñòàòêîì, ÷òî äëÿ åãî ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìà ôóíêöèÿ Êîøè
óðàâíåíèÿ (5), íå âûðàæàþùàÿñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Äëÿ óñòðàíå-
íèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà ïðåîáðàçóåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ 𝑧(·; 𝜀):

𝑧′′(𝜉; 𝜀) = −
{︀

3 + 2 𝑒−𝜉
}︀
𝑧′(𝜉; 𝜀) − 2

{︀
𝑎(0) + [2 𝑎(0) − 1] 𝑒−𝜉

}︀
𝑧(𝜉; 𝜀) +

+ 𝑓(𝑧′(𝜉; 𝜀), 𝑧(𝜉; 𝜀), 𝜉; 𝜀), 𝑧(0) = 𝑧′(0) = 0,
(6)
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ãäå 𝑓(𝑣, 𝑧, 𝜉; 𝜀) = 2 𝜀−1 [𝑎(𝜀 𝜉) − 𝑎(0)] [𝑒−𝜉 + 𝑒−2𝜉 + 𝜀 (1 + 2 𝑒−𝜉) 𝑧] − 2 𝜀 𝑧 𝑣 −
− 2 𝜀 𝑎(𝜀 𝜉) 𝑧2.

Çàäà÷à (6) ýêâèâàëåíòà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

𝑧(𝜉; 𝜀) =

∫︁ 𝜉

0

̃︀𝐾(𝜉, 𝜁) 𝑓(𝑧′(𝜁; 𝜀), 𝑧(𝜁; 𝜀), 𝜁; 𝜀) 𝑑𝜁 =: 𝐴(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉)

ñ òîé æå ôóíêöèåé ̃︀𝐾, ÷òî è â ôîðìóëå äëÿ Π1. Çàìåòèì, ÷òî 𝑓 îòëè÷àåòñÿ
îò 𝑓 äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàåìûì 2 [𝑎(𝜀 𝜉) − 𝑎(0)] (1 + 2 𝑒−𝜉) 𝑧, èç-çà êîòî-
ðîãî èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑧𝑛(·; 𝜀)}, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ
îïåðàòîðà 𝐴(𝜀), âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäèòñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ 𝜉. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ñõîäÿùèõñÿ ïðèáëèæåíèé åù¼ ðàç ïðåîáðàçóåì äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå äëÿ 𝑧(·; 𝜀), äîáàâèâ â íåãî íîâûé ïàðàìåòð 𝑥 ∈ [0, 1]:

𝑧′′(𝜉; 𝜀) = − 3 𝑧′(𝜉; 𝜀) − 2 𝑎(𝑥) 𝑧(𝜉; 𝜀) + 𝑔(𝑧′(𝜉; 𝜀), 𝑧(𝜉; 𝜀), 𝜉; 𝜀) −
+ 𝑓(𝑧′(𝜉; 𝜀), 𝑧(𝜉; 𝜀), 𝜉; 𝜀), 𝑧(0) = 𝑧′(0) = 0,

(7)

ãäå 𝑓(𝑣, 𝑧, 𝜉;𝑥, 𝜀) = 2 [𝑎(𝑥)−2(𝜀 𝜉)] 𝑧−2 𝜀−1 [𝑎(𝜀 𝜉)−𝑎(0)] (𝑒−𝜉+𝑒−2𝜉)−2 𝜀 𝑧 𝑣−
− 2 𝜀 𝑎(𝜀 𝜉) 𝑧2, 𝑔(𝑣, 𝑧, 𝜉; 𝜀) = − 2 𝑒−𝜉 𝑣 − 2 [2 𝑎(𝜀 𝜉) − 1] 𝑒−𝜉𝑧.

Çàäà÷à (7) ïðè êàæäîì 𝑥 ∈ [0, 1] ýêâèâàëåíòà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

𝑧(𝜉;𝑥, 𝜀) =

∫︁ 𝜉

0

�̄�(𝜉, 𝜁;𝑥) ℎ̄(𝑧′(𝜁;𝑥, 𝜀), 𝑧(𝜁;𝑥, 𝜀), 𝜁;𝑥, 𝜀) 𝑑𝜁 =

=: 𝐴(𝑥, 𝜀)(𝑧(·;𝑥, 𝜀), 𝑧′(·;𝑥, 𝜀))(𝜉),
(8)

ãäå ℎ̄(𝑣, 𝑧, 𝜁;𝑥, 𝜀) = 𝑔(𝑣, 𝑧, 𝜁; 𝜀) + 𝑓(𝑣, 𝑧, 𝜁;𝑥, 𝜀), �̄�(·, ·;𝑥) � ôóíêöèÿ Êîøè
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

𝑍 ′′(𝜉;𝑥) = − 3𝑍 ′(𝜉;𝑥) − 2 𝑎(𝑥)𝑍(𝜉;𝑥).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè â óðàâíåíèè (8) íà ìåñòî 𝑥 ïîäñòàâèòü ëþáóþ
ôóíêöèþ 𝜉 è 𝜀 ñî çíà÷åíèÿìè íà îòðåçêå [0, 1], òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå,
ðàâíîñèëüíîå çàäà÷å (3). Ïîëàãàÿ 𝑥 = 𝜀 𝜉, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ:

𝑧(𝜉; 𝜀) = 𝐴(𝜀 𝜉, 𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉).

Çàìåòèì, ÷òî èç-çà ñëàãàåìîãî 𝑔, âõîäÿùåãî â ℎ̄, èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {𝑧𝑛(·; 𝜀)}, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà 𝐴(𝜀 𝜉, 𝜀), âîîáùå
ãîâîðÿ, ðàñõîäèòñÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ 𝜉. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ïîñëåäíåãî ïðå-
ïÿòñòâèÿ íà ïóòè ïîñòðîåíèÿ ñõîäÿùèõñÿ ïðèáëèæåíèé ïîëîæèì∫︁ 𝜉

0

̃︀𝐾 ′(𝜉, 𝜁) 𝑓(𝑧′(𝜁; 𝜀), 𝑧(𝜁; 𝜀), 𝜁; 𝜀) 𝑑𝜁 = 𝐴′(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉),

𝑔(𝐴′(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉), 𝐴(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉), 𝜉; 𝜀) = 𝑔(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉),

𝑔(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉) + 𝑓(𝑧′(𝜉; 𝜀), 𝑧(𝜉; 𝜀), 𝜉; 𝜀 𝜉, 𝜀) = ℎ̂(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉),

è çàìåíèì â (8) ôóíêöèþ ℎ̄ íà îïåðàòîð ℎ̂ (ñîõðàíèâ ïðè ýòîì ïîäñòàíîâêó
𝑥 = 𝜀 𝜉 â ÿäðå 𝐾(·, ·;𝑥)):

𝑧(𝜉; 𝜀) =

∫︁ 𝜉

0

�̄�(𝜉, 𝜁; 𝜀 𝜉) ℎ̂(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜁) 𝑑𝜁 =: 𝐴(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉),
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Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ 𝜀 èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑧𝑛(·; 𝜀)}, ïîñòðîåííàÿ ñ ïî-
ìîùüþ 𝐴(𝜀), ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (3) ïî íîðìå 𝐶[0, 1/𝜀]: ‖𝑧(·, 𝜀) −
− 𝑧𝑛(·, 𝜀)‖ → 0 ïðè 𝑛→ ∞, è ÷òî, âî-âòîðûõ, ‖𝑧(·, 𝜀) − 𝑧𝑛(·, 𝜀)‖ = 𝑂(𝜀𝑛+1).
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Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû
óðàâíåíèé àêòèâíî èññëåäóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû ïðîøëîãî âåêà ïîñëå
ïîÿâëåíèÿ îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò À.Í. Òèõîíîâà [1], Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà è
Å.Ô. Ìèùåíêî (ñì. [2, 3]), Ì.È. Âèøèêà è Ë.À. Ëþñòåðíèêà [4].

Äëÿ ðåøåíèé ìíîãèõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ
çàäà÷ õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïîãðàíè÷íûõ è (èëè)
âíóòðåííèõ ïåðåõîäíûõ ñëîåâ, ãäå ïðîèñõîäèò áûñòðîå èçìåíåíèå ðåøåíèÿ.
Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé
ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ ñ ïîãðàíè÷íûìè (âíóòðåííèìè)
ñëîÿìè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé À.Á. Âàñèëüåâîé [5] è ïîëó÷èâøèé
äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â åå ðàáîòàõ, ðàáîòàõ åå ó÷åíèêîâ è äðóãèõ ó÷åíûõ.
Ýòîò ìåòîä óñïåøíî ðàáîòàåò â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå âû-
ðîæäåííîå óðàâíåíèå èìååò ïðîñòîé (ò.å. îäíîêðàòíûé) óñòîé÷èâûé êîðåíü.
Ïðè ýòîì óñëîâèè áûñòðîå èçìåíåíèå ðåøåíèÿ â ïîãðàíè÷íîì (âíóòðåííåì)
ñëîå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âåäåòñÿ àêòèâíîå èçó÷åíèå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ
çàäà÷, â êîòîðûõ âûðîæäåííîå óðàâíåíèå èìååò äâóêðàòíûé èëè òðåõêðàò-
íûé êîðåíü (ñì., íàïðèìåð, [6 - 9]). Îêàçàëîñü, ÷òî âî ìíîãèõ òàêèõ çàäà÷àõ
ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ â ïîãðàíè÷íîì (âíóòðåííåì) ñëîå êà÷åñòâåííî îòëè÷àåò-
ñÿ îò ïîâåäåíèÿ â ñëó÷àå ïðîñòîãî êîðíÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ. Ïîãðà-
íè÷íûé (âíóòðåííèé) ñëîé ñòàíîâèòñÿ ìíîãîçîííûì ñ ðàçëè÷íûì ïîâåäå-
íèåì ðåøåíèÿ â ðàçíûõ çîíàõ. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå òðåõçîííîãî ïîãðàíè÷-
íîãî ñëîÿ ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè â ïåðâîé çîíå óáûâàþò ñòåïåííûì îáðàçîì
ñ ðîñòîì ïîãðàíñëîéíîé ïåðåìåííîé, çàòåì ñëåäóåò âòîðàÿ (ïåðåõîäíàÿ) çî-
íà, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ìàñøòàáà ïîãðàíñëîéíîé ïåðåìåííîé
è õàðàêòåðà óáûâàíèÿ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé, è, íàêîíåö, â òðåòüåé çîíå
âîçíèêàåò ïîãðàíñëîéíàÿ ïåðåìåííàÿ ñ äðóãèì ìàñøòàáîì è ñ åå ðîñòîì
ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî.

Îïèñàííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ äåëàåò íåïðèìåíèìûì êëàññè÷åñêèé àë-
ãîðèòì À.Á. Âàñèëüåâîé. Ðàçðàáîòàí íîâûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ñòðî-
èòü åäèíûå ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè ñðàçó äëÿ âñåõ çîí ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ,
÷òî îòëè÷àåò íîâûé ïîäõîä îò èçâåñòíîãî ìåòîäà ñîãëàñîâàíèÿ (ñðàùèâà-
íèÿ) àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, ïîñòðîåííûõ ðàçäåëüíî â ðàçíûõ çîíàõ.
Íîâûé êëàññ çàäà÷ ïîòðåáîâàë òàêæå äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ îáîñ-
íîâàíèÿ ïîñòðîåííûõ àñèìïòîòèê. Îñíîâíûì ìåòîäîì ó íàñ ñòàë àñèìï-
òîòè÷åñêèé ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â
òîì, ÷òî íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ çàäà÷è êîíñòðóèðóþòñÿ íà îñíîâå ïðåä-
âàðèòåëüíî ïîñòðîåííîé ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè.

Âñå ýòè îñîáåííîñòè áóäóò ïîêàçàíû â äîêëàäå íà ïðèìåðå êðàåâîé çàäà-
÷è Äèðèõëå äëÿ ñòàöèîíàðíîé ÷àñòè÷íî äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû äâóõ óðàâ-
íåíèé.

𝜀2
(︂
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
− 𝑤(𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥

)︂
= 𝐹 (𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝜀),

𝜀2
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝜀), 𝑥 ∈ (0; 1),

ãäå 𝜀 > 0 - ìàëûé ïàðàìåòð, à âûðîæäåííîå óðàâíåíèå 𝑓(𝑢, 𝑣, 𝑥, 0) = 0 èìååò
äâóêðàòíûé êîðåíü 𝑢 = 𝜙(𝑣, 𝑥).
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Для семейства динамических систем, непрерывно зависящих от пара-
метра, получено описание множества точек полунепрерывности снизу
и множества точек полунепрерывности сверху топологической энтро-
пии его систем, рассматриваемой как функция параметра.
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Descriptive type of sets of lower semicontinuity points and
upper semicontinuity points of topological entropy with

continuous dependence on a parameter

For a family of dynamical systems continuously dependent on the param-
eter, a description of the set of lower semi-continuity points and the set
of upper semi-continuity points of the topological entropy of its systems,
considered as a function of the parameter, is obtained.

Keywords: topological entropy

Ïóñòü (𝑋, 𝑑) � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 �
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Íàðÿäó ñ èñõîäíîé ìåòðèêîé 𝑑 îïðåäåëèì íà 𝑋
äîïîëíèòåëüíóþ ñèñòåìó ìåòðèê

𝑑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) = max
06𝑖6𝑛−1

𝑑(𝑓 𝑖(𝑥), 𝑓 𝑖(𝑦)), 𝑛 ∈ N, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐵𝑓 (𝑥, 𝜀, 𝑛) îòêðûòûé øàð {𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) < 𝜀}. Ìíîæå-
ñòâî 𝐸 ⊂ 𝑋 íàçûâàåòñÿ (𝑓, 𝜀, 𝑛)-ïîêðûòèåì, åñëè

𝑋 ⊂
⋃︁
𝑥∈𝐸

𝐵𝑓 (𝑥, 𝜀, 𝑛).

Ïóñòü 𝑆𝑑(𝑓, 𝜀, 𝑛) îáîçíà÷àåò ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ (𝑓, 𝜀, 𝑛)-
ïîêðûòèÿ. Топологической энтропией äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäåí-
íîé íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì 𝑓 , íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà [1, ñ. 120]

ℎtop(𝑓) = lim
𝜀→0

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑆𝑑(𝑓, 𝜀, 𝑛).

Ïî ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó ℳ è íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ

𝑓 : ℳ×𝑋 → 𝑋, (1)

îáðàçóåì ôóíêöèþ
𝜇 ↦−→ ℎtop(𝑓(𝜇, ·)). (2)

Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ℳ ïîëíî, äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé
ýíòðîïèè ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé (1) ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ℳ, â
êîòîðûõ ôóíêöèÿ (2) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó, ñîäåðæèò ïëîòíîå â ïðîñòðàí-
ñòâå ℳ ìíîæåñòâî òèïà 𝐺𝛿.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷òî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâî òî-
÷åê ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó è ìíîæåñòâî òî÷åê ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåð-
õó ôóíêöèè (2) ñ òî÷êè çðåíèÿ äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ?

Â ðàáîòå [2] áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè, êî-
òîðàÿ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü

Теорема 1. Для произвольного пространства ℳ множество точек
полунепрерывности снизу функции (2) является множеством типа 𝐺𝛿,
а множество ее точек полунепрерывности сверху — множеством типа
𝐹𝜎𝛿.

Èç ðåçóëüòàòà ðàáîòû [2] ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
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Теорема 2. В случае полноты пространства ℳ множество точек
полунепрерывности снизу функции (2) является всюду плотным множе-
ством типа 𝐺𝛿.

×åðåç ℬ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî Êàíòîðà íà îòðåçêå [0, 1] ñ ìåòðèêîé,
èíäóöèðîâàííîé ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Теорема 3. Пусть ℳ = 𝑋 = ℬ. Тогда для любого всюду плотного мно-
жества 𝒢 типа 𝐺𝛿 метрического пространства ℳ существует отобра-
жение (1) такое, что множество точек полунепрерывности снизу функ-
ции (2) совпадает с множеством 𝒢.

Теорема 4. Пусть ℳ = 𝑋 = ℬ, тогда найдется отображение (1)
такое, что множество точек полунепрерывности сверху функции (2) яв-
ляется пустым.
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АСИМПТОТИКА И МЕТОД РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ
ПУАССОНА В ОБЛАСТЯХ С УЗКОЙ ЩЕЛЬЮ
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УДК 517.632.4

Изложен аналитико-численный метод решения задачи Дирихле для
уравнения Пуассона в плоских областях, имеющих узкую щель с па-
раллельными сторонами и дном произвольной формы. Метод обеспе-
чивает эффективное вычисление решения и его производных вплоть
до контура щели и позволяет находить коэффициенты интенсивности
в угловых точках дна. С его помощью найдена асимптотика решения
в области, его градиента на дне щели и асимптотика коэффициен-
тов интенсивности при стремлении ширины щели к нулю. Для дна в
виде дуги окружности или ломаной коэффициенты этих асимптотик
найдены в явном виде.

Ключевые слова: задача Дирихле, уравнение Пуассона, области с уз-
кими щелями, коэффициенты интенсивности, асимптотики при стрем-
лении ширины щели к нулю.
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Asymptotics and analytic–numerical method for solving the
Poisson equation in domains with narrow slits

An analytic–numerical method is presented for solving the Dirichlet prob-
lem for Poisson’s equation in planar domains containing a narrow slit with
parallel sides and a bottom of arbitrary shape. The method provides ef-
fective calculation of the solution and its derivatives up to the contour of
a slit, as well as computation of intensity factors at angle points of the
bottom. By means of the method we obtained asymptotics of the solution
in the domain, asymptotics of its gradient at the bottom of the slit and
asymptotics of the intensity factors as the width of the slit tends to zero.
Coefficients of these asymptotics have been obtaind in explicit form, when
bottom of the slit is a circular arc or a polygonal line.

Keywords: the Dirichlet problems, Poisson’s equation, domains with nar-
row slits, intensity factors, asymptotics as the width of the slit tends to
zero.

Îáëàñòè ñ òîíêèìè âêëþ÷åíèÿìè è óçêèìè ùåëÿìè îòíîñÿòñÿ ê êëàññó
ñèíãóëÿðíî äåôîðìèðóåìûõ îáëàñòåé [1]-[3]. Êðàåâûå çàäà÷è â òàêèõ îáëà-
ñòÿõ âîçíèêàþò â ðÿäå ïðîáëåì ìåõàíèêè è ôèçèêè è âûçûâàþò èíòåðåñ
êàê ó ìàòåìàòèêîâ, òàê è ó ñïåöèàëèñòîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèêëàäíûõ
îáëàñòÿõ [4]-[8]. Âàæíûìè âîïðîñàìè ÿâëÿþòñÿ ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ òàêèõ çàäà÷ è èññëåäîâàíèå àñèìïòîòèê èõ
ðåøåíèÿ è åãî õàðàêòåðèñòèê ïðè ñóæåíèè øèðèíû ùåëè.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü 𝑔𝜀, ðàñïîëîæåííàÿ íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 è èìåþùàÿ óçêóþ ùåëü øèðèíû 2𝜀 ñ ïàðàëëåëüíûìè
ñòîðîíàìè è äíîì ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. ×òîáû îïðåäåëèòü åå, ââåäåì:

1) ïîëóáåñêîíå÷íóþ îáëàñòü 𝐺𝜀 ñ ãðàíèöåé, ñîñòîÿùåé èç ëó÷åé 𝛾±𝜀 :=
{𝑧 : 𝑥 ∈ [−∞, 0], 𝑦 = ±𝜀} è íåïåðåñåêàþùåéñÿ ñ íèìè æîðäàíîâîé
äóãè 𝜎𝜀 ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè ± 𝑖𝜀, èãðàþùåé ðîëü äíà ùåëè, ïðè÷åì
𝐺𝜀 = {𝑧 : 𝜀𝑧 ∈ 𝐺1}, è

2) æîðäàíîâó îáëàñòü 𝐺, ñîäåðæàùóþ íà÷àëî êîîðäèíàò 𝑧 = 0, ãðàíèöà
êîòîðîé 𝜕𝐺 (ñïðÿìëÿåìàÿ êóñî÷íî�ãëàäêàÿ êðèâàÿ áåç òî÷åê çàîñò-
ðåíèÿ) ïåðåñåêàåòñÿ ñ 𝜕𝐺𝜀 òîëüêî â òî÷êàõ 𝐴 è 𝐷, ðàñïîëîæåííûõ
ñîîòâåòñòâåííî íà ëó÷àõ 𝛾+𝜀 è 𝛾−𝜀 .

Òîãäà îáëàñòü 𝑔𝜀 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå 𝐺 ∩ 𝐺𝜀. Åå ãðàíèöà 𝜕𝑔𝜀
ñîñòîèò èç äâóõ çâåíüåâ, ñîåäèíÿþùèõñÿ â òî÷êàõ 𝐴 è 𝐷: ïåðâûì çâåíîì
ÿâëÿåòñÿ êîíòóð ùåëè 𝛾𝜀 ⊂ 𝜕𝐺𝜀, ñîäåðæàùèéñÿ â𝐺, à âòîðûì çâåíîì � äóãà
Γ ⊂ 𝜕𝐺. Çàìåíèì, ÷òî îáëàñòü 𝐺𝜀 ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì îáëàñòè 𝑔𝜀 ÷åðåç
äóãó Γ. Ïðè 𝜀 → 0 ïåðâàÿ èç ýòèõ îáëàñòåé ïðåâðàùàåòñÿ â 𝐺0 = C ∖ {𝑥 ∈
[−∞, 0], 𝑦 = 0}, à âòîðàÿ � â 𝑔0 = 𝐺 ∖ {𝑥 ∈ [−∞, 0], 𝑦 = 0}. Áåñêîíå÷íî
óäàëåííóþ òî÷êó ãðàíèöû 𝜕𝐺𝜀 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑀 .

Ïóñòü â îáëàñòè 𝑔𝜀 çàäàíà çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

∆𝑈𝜀(𝑧) = 𝒫(𝑧), 𝑧 ∈ 𝑔𝜀; 𝑈𝜀(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ 𝛾𝜀; 𝑈𝜀(𝑧) = ℎ(𝑧), 𝑧 ∈ Γ, (1)

ãäå 𝒫(𝑧) � ïîëèíîì îò 𝑥 è 𝑦 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, à ôóíêöèÿ
ℎ ∈ 𝐿2(Γ). Åå ðåøåíèå 𝑈𝜀 ∈ 𝐶2(𝑔𝜀) ∩ 𝐶(𝑔𝜀 ∪ 𝛾𝜀) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó
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óñëîâèþ íà Γ â ñìûñëå 𝐿2 [9]. Ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí-
íî â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå Õàðäè [9]. Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè
îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ïîëèíîì â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) ðàâåí
êîíñòàíòå, 𝒫(𝑧) = −𝑎; ñëó÷àé îáùåãî ïîëèíîìà èçó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) çàïèøåì åãî â âèäå ñóììû 𝑈𝜀(𝑧) =
𝑄𝜀(𝑧) + Ψ𝜀(𝑧) ðåøåíèÿ 𝑄𝜀 ∈ 𝐶2(𝐺𝜀)∩𝐶(𝐺𝜀 ∩𝑀) óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â 𝐺𝜀,

∆𝑄𝜀 = −𝑎 in𝐺𝜀; 𝑄𝜀 = 0 on 𝜕𝐺𝜀∖𝑀 ; 𝑄𝜀(𝑧) = 0.5 𝑎(𝜀2−𝑦2)+𝑜(1), 𝑧 →𝑀, (2)

è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â 𝑔𝜀,

∆Ψ𝜀(𝑧) = −𝑎, 𝑧 ∈ 𝑔𝜀; Ψ𝜀(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ 𝛾𝜀; Ψ𝜀(𝑧) = ℎ(𝑧)−𝑄𝜀(𝑧), 𝑧 ∈ Γ. (3)

Ðåøåíèå çàäà÷ (2) è (3) ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíôîðìíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ 𝜁 = ℱ𝜀(𝑧) îáëàñòè 𝐺𝜀 íà H := {𝑦 > 0}, ïîä÷èíåííîãî íîðìèðîâêå
ℱ𝜀(𝑁𝜀) = 0, ℱ𝜀(𝑀) = ∞, ℱ𝜀(𝑧) ∼ 𝑖

√
𝑧, ãäå 𝑁𝜀 = 𝜀𝑁1 �òî÷êà íà äíå ùåëè 𝜎𝜀.

Äëÿ ðÿäà ôîðì äíà 𝜎𝜀 (â òîì ÷èñëå â âèäå äóãè îêðóæíîñòè èëè îòðåçêà
ïðÿìîé) îòîáðàæåíèå ℱ𝜀 áûëî ïîëó÷åíî â ÿâíîì âèäå, ëèáî âíà÷àëå áûëî
íàéäåíî îáðàòíîå ê íåìó ℱ−1

𝜀 (íàïðèìåð, äëÿ äíà â âèäå äóãè îêðóæíîñòè
� ÷åðåç ãèïåðãåîìóòðè÷åñêèå ôóíêöèè, à äëÿ äíà â âèäå ëîìàíîé � ÷åðåç
èíòåãðàë Êðèñòîôôåëÿ � Øâàðöà), à çàòåì îíî áûëî îáðàùåíî.

Äëÿ îáùåé ôîðìû äíà èñïîëüçîâàëîñü ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå. Ïóñòü
Φ𝜀(𝑧) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè C ∖ (𝛾+𝜀 ∪ 𝛾−𝜀 ) íà H, îòâå÷àþùåå
óñëîâèÿì íîðìèðîâêè, àíàëîãè÷íûì ïðèâåäåííûì äëÿ ℱ𝜀; îíî âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ôóíêöèþ Ëàìáåðòà. Òîãäà äëÿ ℱ𝜀 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

ℱ𝜀(𝑧) = Φ𝜀(𝑧) +
∑︁∞

𝑘=0
𝐵𝑘𝐿

𝑘+1
𝜀

[︀
Φ𝜀(𝑧)

]︀−𝑘
, (4)

ñõîäÿùååñÿ â 𝐺𝜀, çà èñêëþ÷åíèåì ìàëîé îêðåñòíîñòè äíà 𝜎𝜀. Äëÿ íåêîòî-
ðûõ (â òîì ÷èñëå óïîìÿíóòûõ âûøå) ôîðì äíà ïîëó÷åíû ðàçëîæåíèÿ â
îêðåñòíîñòè äíà, îáëàñòè ñõîäèìîñòè êîòîðûõ â ñîâîêóïíîñòè ñ (4) ïîêðû-
âàþò âñþ 𝐺𝜀. Â (4) êîýôôèöèåíòû 𝐵𝑘 îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ôîðìîé äíà è
íå çàâèñÿò îò 𝜀, à Φ𝜀(𝑧) =

√
𝜀Φ1(𝜀−1𝑧), 𝐿𝜀 = 𝐿1𝜀

1/2, ãäå 𝐿1 = max |Φ1(𝜎1)|.
Ðåøåíèå çàäà÷è (2) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñ ïîìîùüþ ïîäñòà-

íîâêè 𝑄𝜀(𝑧) = 0.5 𝑎
[︀
𝜀2 − 𝑦2 + 𝜃𝜀(𝑧)

]︀
(â ñëó÷àå ïîëèíîìà 𝒫(𝑧) îáùåãî âèäà â

óðàâíåíèè (1) � áîëåå ñëîæíîé ïîäñòàíîâêè) çàäà÷à (3) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè 𝜃𝜀(𝑧) â îáëàñòè 𝐺𝜀
ñ îäíîðîäíûì óñëîâèåì Äèðèõëå íà âñåé 𝜕𝐺𝜀, çà èñêëþ÷åíèåì äíà 𝜎𝜀, íà êî-
òîðîì ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà 𝑦2 − 𝜀2. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ ℱ𝜀.

Ïîñëå ýòîãî ðåøåíèå çàäà÷è (3) ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà [9], îïèðà-
þùåãîñÿ íà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñèñòåìà ôóíêöèé {Ω𝑛(𝑧)}, 𝑛 ∈ N:

1) ∆Ω𝑛(𝜀, 𝑧) = 0, 𝑧 ∈ 𝐺𝜀;

2) Ω𝑛(𝜀, 𝑧) = 0, 𝑧 ∈ 𝜕𝐺𝜀;

3) ñèñòåìà {Ω𝑛(𝑧)}, 𝑛 ∈ N, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è ìèíèìàëüíîé â 𝐿2(Γ).
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Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå Ψ𝐾
𝜀 (𝑧) çàäà÷è (3) ñòðîèòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèè ïåðâûõ 𝐾 ôóíêöèé Ω𝑛(𝜀, 𝑧), êîýôôèöèåíòû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ èç
óñëîâèÿ ||Ψ𝐾

𝜀 (𝑧) − ℎ(𝑧);𝐿2(Γ)|| = min. Äîêàçàíî, ÷òî Ψ𝐾
𝜀 (𝑧) → Ψ(𝜀, 𝑧) ïðè

𝐾 → ∞ íà ëþáîì êîìïàêòå âíóòðè 𝐺𝜀 âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè,
ïðè÷åì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîäíî äèôôåðåíöèðîâàòü è â òî÷êàõ äó-
ãè 𝛾𝜀 ñîîòâåòñòâóþùåé ãëàäêîñòè. Ýòî ïîçâîëèëî äàòü âûñêîýôôåêòèâíûé
âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ èçëîæåííîãî ìåòîäà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ, ðàâ-
íîìåðíàÿ âíóòðè 𝑔0, àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðè ñóæåíèè ùåëè:

𝑈𝜀(𝑧) = 𝑈0(𝑧) − (2𝜋)−1𝐴1(0) Ξ1(𝑧) 𝜀 ln 𝜀+ 𝑜 (𝜀), 𝜀 → 0;

çäåñü 𝐴1(0) � êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íà êîíöå ðàçðåçà äëÿ ðåøåíèÿ
𝑈0, à ôóíêöèÿ Ξ1(𝑧) = Im𝒱(𝑧), ãäå 𝒱 � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè
𝑔0 íà H, óäîâëåòâîðÿþøåãî óñëîâèþ 𝒱(𝑧) ∼ 𝑖 𝑧1/2, 𝑧 → 0. Ïîëó÷åíà òàêæå
àñèìïòîòèêà ãðàäèåíòà â òî÷êå 𝑁𝜀 äíà ùåëè

grad𝑈𝜀(𝑁𝜀) = 𝑖 𝐴1 (0)ℱ ′
1 (𝑁1) 𝜀−1/2 +𝑂(1), 𝜀→ 0,

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ℱ ′

1 (𝑁1) ñóùåñòâóåò. Êðîìå òîãî, äëÿ äíà â âèäå îò-
ðåçêà, îáðàçóþùåãî ñî ñòîðîíîé øåëè óãîë 𝜋𝛼, óñòàíîâëåí âèä àñèìïòîòèêè
äëÿ êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè â ýòîì óãëå; ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè
èìååò ïîðÿäîê 1/2 − 1/𝛼.

Íåêîòîðûå ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû áûëè ðàíåå ïîëó÷åíû â [10].
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ПРОБЛЕМА НОРМАЛЬНЫХ ДВИЖЕНИЙ МАЯТНИКА С
ТРЕНИЕМ В ШАРНИРЕ И ПОЛОСТЬЮ, ЧАСТИЧНО

ЗАПОЛНЕННОЙ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТЬЮ
В.И. Войтицкий, Н.Д. Копачевский

victor.voytitsky@gmail.com, kopachevsky@list.ru

УДК 517.98, 517.955

Изучаются спектральные свойства линейной начально-краевая зада-
чи о малых движениях маятника с полостью, частично заполненной
идеальной жидкостью, при учёте сил трения в сферическом шарнире.
Доказана дискретность спектра, степенная асимптотика собственных
значений и их локализация в полосе, примыкающей к мнимой оси,
базисность по Абелю-Лидскому системы корневых элементов.

Ключевые слова: задача Коши, гильбертово пространство, линейный
оператор, дискретный спектр, асимптотика собственных значений

Normal motions problem of a pendulum with friction in the
hinge and cavity partially filled with an ideal liquid

We study spectral properties of the linear initial-boundary value problem
on small motions of a pendulum with cavity partially filled with an ideal
liquid, taking into account friction force in the spherical hinge. We prove
discreetness of the spectrum, power asymptotics of the eigenvalues and
its localization in the strip, Abel-Lidskii basis property of the system of
root elements.

Keywords: Cauchy problem, Hilbert space, linear operator, discrete spec-
trum, eigenvalue asymptotics.

Ðàññìîòðèì íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå ñèë òÿæåñòè ãèäðîìåõàíè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó 𝐺 ⊂ R3, ñîñòîÿùóþ èç òâåðäîãî òåëà (ìàÿòíèêà) Ω0 ñ ïëîòíîñòüþ 𝜌0,
çàêðåïë¼ííîãî â íåïîäâèæíîé òî÷êå ñ ïîìîùüþ ñôåðè÷åñêîãî øàðíèðà, è
îäíîðîäíîé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè Ω ñ ïëîòíîñòüþ 𝜌, ÷àñòè÷íî
çàïîëíÿþùåé ïîëîñòü â ìàÿòíèêå. Ñ÷èòàåì, ÷òî ãðàíèöà 𝜕Ω â ðàâíîâåñ-
íîì ñîñòîÿíèè ñîñòîèò èç òâåðäîé ñòåíêè 𝑆 è ïëîñêîé ñâîáîäíîé ãðàíèöû
Γ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó ïîäâåñà 𝑂1 è öåíòð ìàññ
ìàÿòíèêà.
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Â ïîäâèæíîé ñèñòåìå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò 𝑂1𝑥
1
1𝑥

1
2𝑥

1
3, æåñòêî ñâÿçàí-

íûõ ñ ìàÿòíèêîì (c îðòàìè {�⃗� 𝑘1 }3𝑘=1) ïîñëå ëèíåàðèçàöèè âîçíèêàåò ñëåäó-
þùàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à:∫︁

𝐺

�⃗� ×
(︂
𝑑�⃗�

𝑑𝑡
× �⃗�

)︂
𝑑𝑚+ 𝜌1

∫︁
Ω1

�⃗� × 𝜕�⃗�

𝜕𝑡
𝑑Ω1 + 𝛼�⃗�+

+ 𝑔𝑚𝑙𝑃2�⃗� − 𝑔𝜌1

∫︁
Γ

(�⃗� 3
1 × �⃗�)𝜁 𝑑Γ = �⃗�(𝑡),

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
+
𝑑�⃗�

𝑑𝑡
× �⃗� + 𝜌−1

1 ∇𝑝 = 𝑓, div �⃗� = 0 (â Ω1),

�⃗� · �⃗� = 0 (íà 𝑆),
𝑑

𝑑𝑡
𝑃2�⃗� = 𝑃2�⃗�,

𝑑

𝑑𝑡
�⃗� 3 = �⃗� 3,

𝜕𝜁

𝜕𝑡
= 𝜌1𝑔(𝜁 + 𝜃(𝑃2�⃗� × �⃗�) · �⃗� 3

1 ) (íà Γ),

∫︁
Γ

𝜁 𝑑Γ = 0,

�⃗�(0, 𝑥) = �⃗� 0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω1, 𝜁(0, 𝑥) = 𝜁0(𝑥), 𝑥 ∈ Γ,

�⃗�(0) = �⃗� 0, �⃗�(0) = �⃗� 0.

Çäåñü �⃗�(𝑡) � óãëîâîå ïåðåìåùåíèå ìàÿòíèêà, �⃗�(𝑡) = 𝑑�⃗�/𝑑𝑡 � óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü ìàÿòíèêà, �⃗�(𝑡, 𝑥) � ïîëå îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé æèäêîñòè, 𝑝(𝑡, 𝑥)
� îòêëîíåíèå ïîëÿ äàâëåíèé îò ðàâíîâåñíîãî, 𝛼 > 0 � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
â øàðíèðå, 𝑚 > 0 � ìàññà ìàÿòíèêà ñ æèäêîñòüþ, 𝑙 � ðàññòîÿíèå îò 𝑂1 äî
öåíòðà òÿæåñòè ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ, 𝑃2�⃗� � ïðîåêöèÿ 𝛿 íà ïëîñ-
êîñòü Γ, 𝑃 3�⃗� = 𝐼 −𝑃2�⃗�, 𝜁(𝑡, 𝑥) � ìàëàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ îòêëîíåíèÿ
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè îò ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ âäîëü íîðìàëè
�⃗� ê Γ, �⃗�(𝑡) � ìîìåíò ìàëîãî ïîëÿ âíåøíèõ ñèë 𝑓 , íàëîæåííûõ íà ãðàâèòà-
öèîííîå ïîëå �⃗� = −𝑔�⃗� 3, 𝜃 : 𝐿2(Γ) → 𝐿2,Γ îðòîïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî
𝐿2,Γ ôóíêöèé, îðòîãîíàëüíûõ êîíñòàíòàì íà Γ.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà òðåíèå â øàðíèðå íå ó÷èòûâàåòñÿ (ñëó-
÷àé 𝛼 = 0), çàäà÷à èçó÷àëàñü ðàíåå (ñì., íàïðèìåð, [1-3]). Â ÷àñòíîñòè,
äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íà êîíå÷íîì
îòðåçêå âðåìåíè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
äëÿ ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ:

∆1 := 𝑚𝑙 − 𝜌𝛼11 > 0, ∆2 := (𝑚𝑙 − 𝜌𝛼11)(𝑚𝑙 − 𝜌𝛼22) − 2𝜌𝛼2
12 > 0, (1)

ãäå 𝛼𝑗𝑘 :=
∫︀
Γ
(𝜃𝑥𝑗1)𝑥𝑘1 𝑑Γ = 𝛼𝑘𝑗 , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (äëÿ

ðåøåíèé, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè ïî çàêîíó 𝑒−𝜆𝑡) èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð,
ñîñòîÿùèé èç áåñêîíå÷íîêðàòíîãî íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è äâóõ
âåòâåé ìíèìûõ âçàèìíî ñîïðÿæ¼ííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé ±𝑖∞ è àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì

𝜆±𝑘 = ±𝑖
(︂
|Γ|
4𝜋

)︂−1/4

𝑘1/4[1 + 𝑜(1)], 𝑘 → ∞. (2)

Ïðè ýòîì ïîëîâèíà ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ
â ïðîñòðàíñòâå ̃︀𝐻1 := �⃗�ℎ,𝑆(Ω1) ⊕ C3, ãäå �⃗�ℎ,𝑆(Ω1) := {�⃗� = ∇Φ ∈ �⃗�2(Ω1) :
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∆Φ = 0 (â Ω1),
𝜕Φ

𝜕𝑛
= 0 (íà 𝑆)}. Ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèé (1) çàäà÷à

ìîæåò èìåòü íå áîëåå äâóõ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à ñèñòåìà
êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â ̃︀𝐻1.

Ïðè ó÷¼òå ñèë òðåíèÿ (ò.å. äëÿ 𝛼 > 0) è âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (1)
ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ îïåðàòîðíîãî ïó÷êà â ̃︀𝐻1:

( ̃︀𝐶2 − 𝜆𝛼𝑃 + 𝜆2 ̃︀𝐶1)̃︀𝑧1 = 0, ̃︀𝑧1 = (∇Φ; �⃗�)𝜏 ∈ ̃︀𝐻1, (3)

ãäå 𝑃 := diag (0; 𝐼3), ̃︀𝐶1 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí è îãðàíè÷åí, à ̃︀𝐶2 ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåí è íåîãðàíè÷åí â ̃︀𝐻1. Ýòà çàäà÷à èìååò äèñêðåòíûé
íåíóëåâîé ñïåêòð, ñîñòîÿùèé èç äâóõ âåòâåé êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé â ïîëîñå 0 6 Re𝜆 6 const ñ ñîõðàíåíèåì àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî ïîâåäåíèÿ (2).

Çàäà÷à (3) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ïîèñêó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòî-
ðà 𝐴+𝐵, ãäå íåîãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð 𝐴 èìååò äèñêðåò-
íûé ñïåêòð ñ îöåíêîé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé |𝜆𝑘| 6 ̃︀𝑐𝑘1/4, à 𝐵 îãðàíè÷åí.
Îòñþäà íà îñíîâàíèè òåîðåì À.Ñ. Ìàðêóñà è Â.Ý. Êàöíåëüñîíà (ñì. [4], [5])
êîðíåâûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà 𝐴 + 𝐵 îáðàçóþò áàçèñ Àáåëÿ-Ëèäñêîãî ñî
ñêîáêàìè ïîðÿäêà 𝛼 > 3 â ïðîñòðàíñòâå ̃︀𝐻2

1 .
Îæèäàåòñÿ, ÷òî ïîäîáíûå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà âûïîëíåíû äëÿ

íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, ïîðîæä¼ííûõ ïðîáëåìàìè ìàëûõ äâèæåíèé ñè-
ñòåì ñî÷ëåí¼ííûõ ìàÿòíèêîâ ñ ïîëîñòÿìè, ÷àñòè÷íî ëèáî öåëèêîì çàïîë-
íåííûõ îäíîé èëè íåñêîëüêèìè èäåàëüíûìè æèäêîñòÿìè ñ ó÷¼òîì òðåíèÿ â
øàðíèðàõ â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ
(𝐶2 ≫ 0). Â îïåðàòîðíîé ôîðìå ëþáàÿ òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà
ê çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â ñóììå ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ
𝐻1 ⊕𝐻2 ⎧⎪⎨⎪⎩

𝐶1
𝑑𝑧1
𝑑𝑡

+𝐴1𝑧1 + 𝑔𝐵12𝑧2 = 𝑓(𝑡);

𝑔𝐶2
𝑑𝑧2
𝑑𝑡

+ 𝑔𝐵21𝑧1 = 0, 𝑧1(0) = 𝑧01 , 𝑧2(0) = 𝑧02 ,
(4)

ãäå 0 ≪ 𝐶1 ∈ ℒ(𝐻1) � îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, 𝐶2 ∈ ℒ(𝐻2) � îïå-
ðàòîð ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, 0 6 𝐴1 � îïåðàòîð äèññèïàöèè ýíåðãèè, à
𝐵12 è 𝐵21 = −𝐵*

12 íåîãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ îáìåíîì ìåæ-
äó êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèÿìè ñèñòåìû. Â ïîäãîòîâëåííîé
ê ïóáëèêàöèè ðàáîòå [6] äîêàçàíà òåîðåìà î ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà-
÷è (4), èçó÷åíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì, êîãäà âñå
æèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûìè è òðåíèå â øàðíèðå íå ó÷èòûâàåòñÿ, â-
÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû íîâûå âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé.
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Рассматриваются некоторые задачи управления переходными процес-
сами в ядерных реакторах. Исследуется математическая модель ди-
намики реактора без обратной тепловой связи. Эта модель описыва-
ется системой интегро-дифференциальных уравнений, состоящей из
нестационарного анизотропного многоскоростного уравнения перено-
са и уравнения баланса запаздывающих нейтронов. Доказана управ-
ляемость поставленных задач.
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торах

The Control of Transient Processes in one Model Problem of
Reactor Dynamics

On some problems controls of the transient processes in nuclear reac-
tors is considered. The mathematical model of reactor dynamics without
thermal feedback is investigated. This model is described by a system
of integro-differential equations consisting of a nonstationary anisotropic
multispeed transport equation and a delayed neutron balance equation.
The controllability of these problems is proved.

Keywords: Control, transient processes in nuclear reactors

Работа выполнена при поддержке Программы повышения конкурентноспособности
НИЯУ МИФИ, проект № 02.а03.21.0005 от 27.08.2013.

Волков Николай Петрович, к.ф.-м.н., доцент, Национальный исследовательский
ядерный университет «МИФИ» (Москва, Россия); Nikolay Volkov (National Research
Nuclear University «MEPhI», Moscow, Russia)



244 “Современные проблемы математики и механики”

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ðåàêòîðà áåç ó÷å-
òà îáðàòíîé òåìïåðàòóðíîé ñâÿçè (ñì.[1]), êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé
íåñòàöèîíàðíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

1) íåñòàöèîíàðíûì àíèçîòðîïíûì ìíîãîñêîðîñòíûì êèíåòè÷åñêèì
óðàâíåíèåì ïåðåíîñà

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(x,v, 𝑡) + (v,∇𝑥)𝑢(x,v, 𝑡) + Σ(x,v, 𝑡)𝑢(x,v, 𝑡) =

=

∫︁
𝑉

𝐽(x,v,v′, 𝑡)𝑢(x,v′, 𝑡)𝑑v′ +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘𝑅𝑘(x,v, 𝑡) + 𝐹 (x,v, 𝑡),

2) óðàâíåíèåì áàëàíñà çàïàçäûâàþùèõ íåéòðîíîâ

𝜕𝑅𝑘
𝜕𝑡

(x,v, 𝑡) = −𝑧𝑘𝑅𝑘(x,v, 𝑡) +

∫︁
𝑉

𝐽𝑘(x,v,v′, 𝑡)𝑢(x,v′, 𝑡)𝑑v′,∀𝑘 = 1, 𝑁,

(x,v, 𝑡) ∈ 𝐷 = 𝐺× 𝑉 × (0, 𝑇 ).

Â ýòîé ìîäåëè ôóíêöèÿ 𝑢(x,v, 𝑡) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ íåéòðîíîâ, ïðîëåòàþùèõ ÷åðåç òî÷êó x ∈ 𝐺 ñî ñêîðîñòüþ v ∈ 𝑉
â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Ôóíêöèè Σ(x,v, 𝑡), 𝐽(x,v,v′, 𝑡), 𝐹 (x,v, 𝑡) õà-
ðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà ñðåäû, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïðîöåññ ìàññîïåðåíîñà.
Êîíêðåòíî, Σ(x,v, 𝑡) ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ, 𝐽(x,v,v′, 𝑡) �
èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ, à 𝐹 (x,v, 𝑡) � ïëîòíîñòüþ âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ
íåéòðîíîâ. Çäåñü 𝐺 åñòü îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò,
êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñòðîãî âûïóêëîé îáëàñòüþ ñ ãðàíè-
öåé 𝜕𝐺 êëàññà 𝐶1; 𝑉 � äèàïàçîí èçìåíåíèé ñêîðîñòåé v ÷àñòèö, ÿâëÿþùèé-
ñÿ îãðàíè÷åííûì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèìñÿ â ñôåðè÷åñêîì
ñëîå {0 < 𝑣0 6 |v| 6 𝑣1 < ∞} . ßäðà 𝐽𝑘(x,v,v′, 𝑡) èíòåãðàëîâ ðàññåÿíèÿ
õàðàêòåðèçóþò ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âòîðè÷íûõ íåéòðîíîâ, à ôóíêöèè
𝑅𝑘(x,v, 𝑡) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íîñèòåëåé çàïàçäûâàþùèõ íåéòðîíîâ
k -îé ãðóïïû ∀𝑘 = 1, 𝑁 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ïðîèñõîäèò ïðè îòñóò-
ñòâèè âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ ÷àñòèö; ò.å., íàïðèìåð, âíåøíåå èçëó÷åíèå íå
ïðîõîäèò ÷åðåç ñòåíêè ðåàêòîðà. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ìàòåìàòè÷åñêè âûðà-
æàåòñÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

𝑢(x,v, 𝑡) = 0, (x,v, 𝑡) ∈ 𝛾− × [0, 𝑇 ],

ãäå 𝛾− = {(x,v) ∈ 𝜕𝐺× 𝑉 : (v, 𝑛𝑥 < 0)}, and 𝑛𝑥 - âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðà-
íèöå 𝜕𝐺 îáëàñòè 𝐺 â òî÷êå x. Çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé
𝑢(x,v, 𝑡) è 𝑅𝑘(x,v, 𝑡):

𝑢(x,v, 0) = 𝜙(x,v), (x,v, 𝑡) ∈ 𝐺× 𝑉, (1)

𝑅𝑘(x,v, 0) = 𝑅𝑘0(x,v), ∀𝑘 = 1, 𝑁, (x,v, 𝑡) ∈ 𝐺× 𝑉.

Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü ôèíàëüíîå óñëî-
âèå:

𝑢(x,v, 𝑡1) = 𝜓(x,v), (x,v, 𝑡) ∈ 𝐺× 𝑉, (2)
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Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïåðåõîäíûì ïðîöåññîì äëÿ ñèñòåìû äèíàìèêè ðåàê-
òîðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåîáõîäèìî íàéòè íåêîòîðûå óïðàâëÿþùèå âîçäåé-
ñòâèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ýòîò ðåàêòîð ìîæåò áûòü ïåðåâåäåí çà êîíå÷íîå
âðåìÿ {𝑡1} ∈ (0, 𝑇 ) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ 𝜙(x,v) â ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå
𝜓(x,v).

Задача управления 1. Найти достаточные условия на исходные дан-
ные, при которых исследуемый реактор из начального состояния (1) мо-
жет быть переведен за время {𝑡1} ∈ (0, 𝑇 ) в целевое состояние (2),
будучи управляемым стационарной частью 𝑓(x,v) функции источников
𝐹 (x,v, 𝑡) = 𝑓(x,v)𝑔1(x,v, 𝑡), где 𝑓(x,v) есть допустимое управляющее воз-
действие (распределенное стационарное управление), а 𝑔1(x,v, 𝑡) - априори
заданная функция (функция коррекции).

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ 1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîèñêà ðàñïðå-
äåëåííûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé 𝑓(x,v) è â ñâîåé ïîñòàíîâêå èäåíòè÷íà
îáðàòíîé çàäà÷å â ðàáîòå àâòîðà [2].

Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ 1, ò.å. òåî-
ðåìà îá óïðàâëÿåìîñòè ïåðåõîäíûìè ïðîöåññàìè â èññëåäóåìîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè ðåàêòîðà. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèí-
ñòâåííîñòè èñêîìîãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äàí-
íîé òåîðåìû èñïîëüçîâàí ìåòîä èäåíòè÷íûé ìåòîäó, ïðèìåíåííîìó â ðàáîòå
àâòîðà [3].

Èññëåäîâàíà òàêæå ñëåäóþùàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ:
Задача управления 2. Найти достаточные условия на исходные дан-

ные, при которых исследуемый реактор из начального состояния (1) мо-
жет быть переведен за время {𝑡1} ∈ (0, 𝑇 ) в целевое состояние (2), бу-
дучи управляемым стационарной частью 𝜎(x,v) коэффициента поглоще-
ния Σ(x,v, 𝑡) = 𝜎(x,v)𝑔2(x,v, 𝑡), где 𝜎(x,v) есть допустимое управляющее
воздействие (распределенное стационарное управление), а 𝑔2(x,v, 𝑡) - апри-
ори заданная функция (функция коррекции поглощения).

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ 2 ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîèñêà ðàñ-
ïðåäåëåííûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé 𝜎(x,v).

Äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è óïðàâëåíèÿ 2.
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СПЕКТРАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ С НЕЛОКАЛЬНЫМИ
УСЛОВИЯМИ СО ЗНАКОПЕРЕМЕННЫМ ВЕСОМ

А.А. Гималтдинова
aa-gimaltdinova@mail.ru

УДК 517.927.25

Найдены собственные значения и собственные функции задач Штур-
ма – Лиувилля со знакопеременной весовой функцией с разными ком-
бинациями краевых или нелокальных условий. Построены соответ-
ствующие системы собственных функций и исследованы на полноту
и базисность.
Ключевые слова: обыкновенный дифференциальный оператор, спек-
тральная задача, собственные значения и собственные функции

Spectral problems with non-local conditions with an
alternating weight

The eigenvalues and eigenfunctions of the Sturm-Liouville problems with
an alternating weight function with different combinations of boundary or
non-local conditions are found. The corresponding systems of eigenfunc-
tions are constructed and investigated for completeness and basicity.

Keywords: ordinary differential operator, spectral problem, eigenvalues
and eigenfunctions

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ

𝐿𝑋(𝑥) = 𝑋 ′′(𝑥) + 𝜆 · sign𝑥 ·𝑋(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (−𝑙, 0) ∪ (0, ℎ), 𝑙, ℎ > 0, (1)

ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ 𝑋(0− 0) = 𝑋(0 + 0), 𝑋 ′(0− 0) = 𝑋 ′(0 + 0) è îäíîé
èç ñëåäóþùèõ ïàð êðàåâûõ èëè íåëîêàëüíûõ óñëîâèé

𝑋(−𝑙) = 𝑋(ℎ), 𝑋 ′(ℎ) = 0, (2)

𝑋 ′(−𝑙) = 𝑋 ′(ℎ), 𝑋(ℎ) = 0 èëè 𝑋(−𝑙) = 𝑋(ℎ), 𝑋 ′(−𝑙) = 𝑋 ′(ℎ).
Äëÿ êàæäîé èç òðåõ çàäà÷ íàéäåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êàê êîðíè ñî-

îòâåòñòâóþùèõ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (íàïðèìåð, ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ çàäà÷è (1)�(2) åñòü êîðíè óðàâíåíèÿ cos(𝜇ℎ) ch(𝜇𝑙)− sin(𝜇ℎ) sh(𝜇𝑙) = 1).
Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ êîðíåé ýòèõ óðàâíåíèé, íàéäåíû
ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è àíàëîãè÷íî [1] èññëåäî-
âàíû èõ ñâîéñòâà.

Литература
1. Гималтдинова А.А., Курман К.В. О полноте одной пары биортогонально
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ского университета. Серия: Физико-математические науки, 19:1 (2015), 7–18.
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О ГЕОМЕТРИЧЕСКОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

Ю.В. Гласко
glaskoyv@mail.ru

УДК 517.946

Рассмотрена краевая задача относительно уравнения Пуассона. На ее
основе сформулирована задача касательно распределения на границе.
Рассмотрен геометрический метод решения указанной задачи. Метод
применен к краевой задаче относительно параболического уравнения.

Ключевые слова: Уравнение Пуассона, balayage-метод Пуанкаре

Geometrical method for solution some boundary problems

We consider boundary problem for Poisson equation. Problem for bound-
ary distribution is formulated on base of the Poison boundary problem.
Geometrical solution method for the boundary distribution problem is
considered. The method is used for boundary problem for parabolic equa-
tion.

Keywords: Poisson equation, Poincare balayage method

Â äàííîì ñîîáùåíèè ìû ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ñ èñòî÷íè-
êîì 𝑓(𝑋), 𝑋 ∈ Ω ⊂ 𝑉 , 𝑋 ≡ {𝑥, 𝑦, 𝑧}, 𝜕𝑉 ≡ Γ â ðàìêàõ ñëåäóþùåé êðàåâîé
çàäà÷è:

𝐷∆𝑢(𝑋) = −𝑓(𝑋), 𝑋 ∈ Ω, (1)

𝐷∆𝑢(𝑋) = 0, 𝑋 ∈ 𝑉 ∖ Ω, (2)

𝜕𝑢(𝑋)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
Γ

= 0, (3)

𝑢(𝑋) = 𝑢0(𝑋) = 𝑐𝑓(𝑋), 𝑋 ∈ Ω (4)

Çäåñü 𝐷 è 𝑐 îáåñïå÷èâàþò ñîâïàäåíèå ðàçìåðíîñòåé. Íàì ñëåäóåò îïðåäå-
ëèòü:

𝑢(𝑋)|Γ = 𝑢Γ(𝑋) (5)

Ïåðâûì îáùåïðèçíàííûì äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà îòíîñèòåëüíî ïîòåíöèàëà ÿâèëñÿ balayage-
ìåòîä À. Ïóàíêàðå. Ìû èñïîëüçóåì åãî äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé 3D çàäà÷è
(1-5). Ñóòü åãî â çàïîëíåíèè îáëàñòè 𝑉 ñèñòåìîé øàðîâ {Σ𝑖}, 𝑖 = 1, ...,𝑀
è ïåðåðàñïðåäåëåíèè 𝑢(𝑋) èç øàðîâ íà èõ ãðàíèöû äî òåõ ïîð ïîêà âñå
𝑢(𝑋) îêàæóòñÿ íà Γ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáúåäèíåíèå ÷àñòåé ïîâåðõíî-
ñòåé îáðàùåííûõ ê Γ ãðàíè÷íûõ øàðîâ èç ñèñòåìû {Σ𝑖} äîñòàòî÷íî òî÷íî
àïïðîêñèìèðóåò Γ. Êàæäûå 2 èç ïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ Σ𝑖, Σ𝑗 ÿâëÿþòñÿ
âàðèàíòîì ñîñòàâíîé îáëàñòè ðàññìàòðèâàåìîé â àëüòåðíèðóþùåì ìåòîäå
Øâàðöà. Ïðè ýòîì â êàæäîå Σ𝑖

⋂︀
Σ𝑗 ìîæíî ïîìåñòèòü ëóíî÷êó- òî åñòü

âûïîëíåí êðèòåðèé Øâàðöà. Â òî æå âðåìÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ (3-4)

Гласко Юрий Владленович, к.ф.-м.н., НИВЦ МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва,
Россия); Yuri Glasko (Research Computing Center Lomonosov Moscow State University,
Moscow, Russia)
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ïî îòíîøåíèþ ê ïîñòàíîâêå À. Ïóàíêàðå , èìåþò öåëüþ îáåñïå÷èòü åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì, â êà÷åñòâå 𝑉 ìû âûáèðàåì êóá. Â íàøåì
ñëó÷àå ìû èìååì ëèíåéíûé îïåðàòîð çàäà÷è. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò
îáåñïå÷èòü åãî êîìïàêòíîñòü. Òàê æå ñëåäóåò èìåòü çíà÷èòåëüíóþ àïðèîð-
íóþ èíôîðìàöèþ î èñòî÷íèêå è ðàñïðåäåëåíèè íà ãðàíèöå (â ñîîòâåòñòâèè
ñ ìåòîäîì ðàñøèðÿþùèõñÿ êîìïàêòîâ). Â êà÷åñòâå îáëàñòè Ω âûáèðàåì
âûïóêëóþ îáëàñòü áåç äûðîê. Ìîæíî âûáðàòü è íåñêîëüêî òàêèõ îáëàñòåé
íî îíè íå äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ èëè ãðàíè÷èòü äðóã ñ äðóãîì. Êðîìå òî-
ãî, ïðîñòðàíñòâà äîëæíû áûòü íîðìèðîâàííûìè. Âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

×èñëåííî çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà ñåòêå ñ øàãîì ℎ íà îñíîâå èòåðàöèîí-
íîãî öèêëà ïî âñåé îáëàñòè 𝑉 ℎ. 𝑉 ℎ çàïîëíåíà àïïðîêñèìàöèÿìè ñèñòå-
ìû øàðîâ {Σ𝑖}, 𝑖 = 1, ...,𝑀 , êîòîðûå äàþòñÿ ñåìèòî÷å÷íûìè ñõåìàìè òèïà
"êðåñò" {Σℎ𝑖 }, 𝑖 = 1, ...,𝑀 .

Çàäà÷à (5) ðàññìîòðåíà è íà îñíîâå êðàåâîé ïðîáëåììû äëÿ ïàðàáîëè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ óêàçàííûé âûøå ìåòîä.
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НЕКОТОРЫЕ НОВЫЕ ПОСТАНОВКИ НЕЛИНЕЙНЫХ
ЗАДАЧ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Н.Л. Гольдман
nlgold40@yandex.ru

УДК 517.958

Исследованы постановки нелинейных задач для параболического
уравнения с неизвестным коэффициентом при производной по вре-
мени. Одна из них представляет собой систему, состоящую из кра-
евой задачи с граничными условиями первого рода и из уравнения,
задающего закон изменения по времени искомого коэффициента. В
других постановках аналогичная система отличается видом гранич-
ных условий. Доказана однозначная разрешимость таких нелиней-
ных систем на основе метода Ротэ и априорных оценок в сеточно-
непрерывных аналогах классов Гельдера. Исследование связано с ма-
тематическим моделированием физико-химических процессов с изме-
няющимися внутренними характеристиками материалов.

Ключевые слова: параболические уравнения, краевые задачи, классы
Гельдера, метод Ротэ, априорные оценки, однозначная разрешимость

Some new statements of nonlinear problems for a parabolic
equation

We study statements of nonlinear problems for a parabolic equation with
an unknown coefficient at the time derivative. One of the statements is a
system, which contains the boundary value problem of the first kind and
the equation for a time dependence of the sought coefficient. In the other
statements the corresponding system is distinguished by boundary condi-
tions. For these nonlinear systems, conditions of uniqueness solvability in
a class of smooth functions are proved by applying the Rothe method and
a priori estimates in the difference-continuous analogs of Hölder spaces.
The present investigation is connected with the mathematical modelling
of physical-chemical processes in which inner characteristics of materials
are subjected to changes.

Keywords: parabolic equations, boundary value problems, Hölder spaces,
Rothe method, a priori estimates, uniqueness solvability

Îäíà èç ðàññìîòðåííûõ ïîñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìîé äëÿ
íàõîæäåíèÿ â îáëàñòè 𝑄 = {0 6 𝑥 6 𝑙, 0 6 𝑡 6 𝑇} ôóíêöèé {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜌(𝑥, 𝑡)}
èç óñëîâèé

𝑐(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝜌(𝑥, 𝑡)𝑢𝑡 − 𝐿𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, (1)

𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑥=0 = 𝑤(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑥=𝑙 = 𝑣(𝑡), 0 < 𝑡 6 𝑇, (2)

𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜙(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (3)

𝜌𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, 𝜌(𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜌0(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (4)

Гольдман Наталия Львовна, д.ф.-м.н., ведущий научный сотрудник, МГУ имени М.В.
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â êîòîðûõ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð 𝐿𝑢 èìååò âèä

𝐿𝑢 ≡ (𝑎(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑢𝑥)𝑥 − 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑢𝑥 − 𝑑(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑢,

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑓 , à òàêæå 𝑤, 𝑣, 𝜙, 𝛾 è 𝜌0 � èçâåñòíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ,
𝑎 > 𝑎min > 0, 𝑐 > 𝑐min > 0, 𝜌0 > 𝜌0min > 0, 𝑎min, 𝑐min, 𝜌0min = const > 0.

Â çàâèñèìîñòè îò ôóíêöèè 𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢), êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ çíàêîïî-
ñòîÿííîé ïðè (𝑥, 𝑡, 𝑢) ∈ 𝐷 = 𝑄 × [−𝑀0,𝑀0] (ãäå 𝑀0 > max(𝑥,𝑡)∈𝑄 |𝑢|, 𝑀0

� ïîñòîÿííàÿ èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3) ), òðåáî-
âàíèå ïàðàáîëè÷íîñòè óðàâíåíèÿ (1) ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèÿì íà èñêîìîå
ðåøåíèå

0 < 𝜌0min < 𝜌(𝑥, 𝑡) 6 max
06𝑥6𝑙

𝜌0(𝑥) + 𝑇 max
(𝑥,𝑡,𝑢)∈𝐷

𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢) ïðè 𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢) > 0, (5)

0 < 𝜌0min − 𝑇 max
(𝑥,𝑡,𝑢)∈𝐷

|𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢)| 6 𝜌(𝑥, 𝑡) 6 max
06𝑥6𝑙

𝜌0(𝑥) ïðè 𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢) 6 0. (6)

Åñëè 𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢) 6 0 â îáëàñòè 𝐷, òî óñëîâèå (6) íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå
íà îòðåçîê âðåìåíè [0, 𝑇 ], íà êîòîðîì èùåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû (1)�(4): 0 <
𝑇 < 𝜌0min( max

(𝑥,𝑡,𝑢)∈𝐷
|𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢)|)−1.

Äðóãèå ðàññìîòðåííûå ïîñòàíîâêè îòëè÷àþòñÿ îò ñèñòåìû (1)�(4) âèäîì
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

𝑎(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥|𝑥=0 = 𝑔(𝑡), 𝑎(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥|𝑥=𝑙 = 𝑞(𝑡), 0 < 𝑡 6 𝑇, (7)

𝑎(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑢𝑥 − ℎ(𝑡, 𝑢)𝑢|𝑥=0 = 𝑔(𝑡), ℎ > 0, 0 < 𝑡 6 𝑇,
𝑎(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑢𝑥 + 𝑒(𝑡, 𝑢)𝑢|𝑥=𝑙 = 𝑞(𝑡), 𝑒 > 0, 0 < 𝑡 6 𝑇.

(8)

Ýòî íîâûé âèä íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ïîñòàíîâêàìè òàêèõ çàäà÷ â [1]. Äëÿ
èññëåäîâàíèÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ èõ ãëàäêèõ ðåøåíèé èñïîëüçóåì ìå-
òîä ïðÿìûõ Ðîòý. Äëÿ ñèñòåìû (1)�(4) àïïðîêñèìèðóþùàÿ åå íåëèíåéíàÿ
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè {𝑢𝑛(𝑥), 𝜌𝑛(𝑥)}
� ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé 𝑢(𝑥, 𝑡) è 𝜌(𝑥, 𝑡)} â îáëàñòè 𝑄𝜏 = {0 6
𝑥 6 𝑙}×𝜔𝜏 , ãäå 𝜔𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] � ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà óçëîâ 𝑡𝑛 ñ øàãîì 𝜏 = 𝑇𝑁−1

𝑐𝑛𝜌𝑛𝑢𝑛𝑡−(𝑎𝑛𝑢𝑛𝑥)𝑥+𝑏𝑛𝑢𝑛𝑥+𝑑𝑛𝑢𝑛 = 𝑓𝑛, (𝑥, 𝑡𝑛) ∈ 𝑄𝜏 = {0 < 𝑥 < 𝑙}×𝜔𝜏 , (9)

𝑢𝑛|𝑥=0 = 𝑤𝑛, 𝑢𝑛|𝑥=𝑙 = 𝑣𝑛, 0 < 𝑡𝑛 6 𝑇, (10)

𝑢0(𝑥) = 𝜙(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (11)

𝜌𝑛𝑡 = 𝛾𝑛−1, (𝑥, 𝑡𝑛) ∈ 𝑄𝜏 , 𝜌𝑛|𝑛=0 = 𝜌0(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (12)

ãäå 𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑐𝑛, 𝑑𝑛 � çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ â òî÷êå
(𝑥, 𝑡𝑛, 𝑢𝑛), 𝑓𝑛 = 𝑓(𝑥, 𝑡𝑛), 𝑤𝑛 = 𝑤(𝑡𝑛), 𝑣𝑛 = 𝑣(𝑡𝑛), 𝛾𝑛−1 = 𝛾(𝑥, 𝑡𝑛−1, 𝑢𝑛−1),
𝑢𝑛𝑡 = (𝑢𝑛(𝑥) − 𝑢𝑛−1(𝑥))𝜏−1, 𝑢𝑛𝑥 = 𝑑𝑢𝑛(𝑥)/𝑑𝑥, 𝜌𝑛𝑡 = (𝜌𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛−1(𝑥))𝜏−1.

Äëÿ ñèñòåì ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (7), (8) äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ýòèõ óñëîâèé èìååò ñîîòâåòñòâóþùèé âèä, â
÷àñòíîñòè

𝑎𝑛𝑢𝑛𝑥 − ℎ𝑛𝑢𝑛|𝑥=0 = 𝑔𝑛, 𝑎𝑛𝑢𝑛𝑥 + 𝑒𝑛𝑢𝑛|𝑥=𝑙 = 𝑞𝑛, 0 < 𝑡𝑛 6 𝑇,
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ãäå ℎ𝑛 è 𝑒𝑛 � çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ãðàíè÷íûõ óñëîâèõ ïðè 𝑡 = 𝑡𝑛,
𝑢 = 𝑢𝑛|𝑥=0 è, ñîîòâåòñòâåííî, 𝑢 = 𝑢𝑛|𝑥=𝑙.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé èñõîäíîé íåëèíåéíîé
ñèñòåìû ìåòîäîì Ðîòý âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåñêîëüêî îñíîâíûõ ýòàïîâ.

Ýòàï 1. Èññëåäîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîé êðàåâîé çàäà÷è ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîýôôè-
öèåíò 𝜌𝑛(𝑥) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëó÷åíèå àïðèîðíûõ îöåíîê â ñåòî÷íî-
íåïðåðûâíûõ àíàëîãàõ êëàññîâ Ãåëüäåðà äëÿ 𝑢𝑛(𝑥), íå çàâèñÿùèõ îò 𝑥, 𝑛.

Ýòàï 2. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
{𝑢𝑛(𝑥), 𝜌𝑛(𝑥)} âñåé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîé ñèñòåìû íà îñíîâå ðå-
çóëüòàòîâ ýòàïà 1. Ïîëó÷åíèå àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ 𝑢𝑛(𝑥) è 𝜌𝑛(𝑥) â ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñåòî÷íî-íåïðåðûâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íå çàâèñÿùèõ îò 𝑥, 𝑛.

Ýòàï 3. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè 𝑛→ ∞ â äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîé
ñèñòåìå íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ àïðèîðíûõ îöåíîê, â ñèëó êîòîðûõ ñåìåéñòâî
{𝑢𝑛(𝑥), 𝜌𝑛(𝑥)} ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøè-
ìîñòè èñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû â êëàññå ãëàäêèõ ôóíêöèé.

Ïîëó÷åíèå àïðèîðíûõ îöåíîê íà ýòèõ ýòàïàõ ïðîâîäèòñÿ â [2, 3] áåç
òðåáîâàíèé äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè îò âõîäíûõ äàííûõ, êîòîðûå îáû÷-
íî íàêëàäûâàþòñÿ ìåòîäîì Ðîòý. Ýòî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü òî÷íûå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå çàâèñèìîñòè â èñõîäíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ è ïîëó÷èòü
óñëîâèÿ èõ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè â êëàññå ãëàäêèõ ôóíêöèé. Òàêèå
óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (1)�(4) ôîðìóëèðóåò ñëåäóþùàÿ

Теорема. Предположим, что:
1) при (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 и любых 𝑢, |𝑢| < ∞, все входные данные в соот-

ношениях (1)–(3) являются ограниченными функциями в областях свое-
го определения, причем коэффициент 𝑎(𝑥, 𝑡, 𝑢) ограничен вместе со сво-
ими производными по 𝑥 и 𝑢, выполнены условия 0 < 𝑎min 6 𝑎 6 𝑎max,
0 < 𝑐min 6 𝑐 6 𝑐max;

2) при (𝑥, 𝑡, 𝑢) ∈ 𝐷 функции 𝑎(𝑥, 𝑡, 𝑢), 𝑎𝑥(𝑥, 𝑡, 𝑢), 𝑎𝑢(𝑥, 𝑡, 𝑢), 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢),
𝑐(𝑥, 𝑡, 𝑢) и 𝑑(𝑥, 𝑡, 𝑢) непрерывны в смысле Гельдера по 𝑥 и 𝑡 с показателями
𝜆, 𝜆/2 и имеют ограниченные производные по 𝑢; кроме того, производная
𝑐𝑥(𝑥, 𝑡, 𝑢) ограничена, функция 𝑓(𝑥, 𝑡) принадлежит 𝐻𝜆,𝜆/2(𝑄);

3) функции 𝑤(𝑡) и 𝑣(𝑡) принадлежат 𝐻1+𝜆/2[0, 𝑇 ], функции 𝜙(𝑥) и 𝜌0(𝑥)
принадлежат, соответственно, 𝐻2+𝜆[0, 𝑙] и 𝐶1[0, 𝑙], 0 < 𝜌0min 6 𝜌0(𝑥) 6
𝜌0max, 𝜌

0
min, 𝜌

0
max = const > 0; выполнены условия согласования

𝑐(𝑥, 0, 𝜙)𝜌0(𝑥)𝑤𝑡 − 𝐿𝜙|𝑥=0,𝑡=0 = 𝑓(𝑥, 0)|𝑥=0,

𝑐(𝑥, 0, 𝜙)𝜌0(𝑥)𝑣𝑡 − 𝐿𝜙|𝑥=𝑙,𝑡=0 = 𝑓(𝑥, 0)|𝑥=𝑙;

4) функция 𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢) в условии (4) знакопостоянна при (𝑥, 𝑡, 𝑢) ∈ 𝐷,
имеет ограниченные производные по 𝑥, 𝑢, кроме того непрерывна в смысле
Гельдера по 𝑡 с показателем 𝜆/2.

Тогда нелинейная система (1)–(4) имеет единственное решение
{𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜌(𝑥, 𝑡)}, обладающее свойствами

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐻2+𝜆,1+𝜆/2(𝑄), |𝑢(𝑥, 𝑡)|2+𝜆,1+𝜆/2
𝑄

6𝑀, 𝑀 = const > 0,

𝜌(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄), 𝜌𝑥(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄), 𝜌𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐻𝜆,𝜆/2(𝑄),
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и удовлетворяющее ограничениям (5), (6) в зависимости от знака
функции 𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢). Это решение можно получить как предел решения
{𝑢𝑛(𝑥), 𝜌𝑛(𝑥)} дифференциально-разностной системы (9)–(12) при стрем-
лении шага сетки 𝜏 к нулю.

Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (7), (8) ïîëó÷åíû â [3].

Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ñâÿçàíî ñ ìîäåëèðîâàíèåì ôèçèêî-
õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ñîïðîâîæäàþòñÿ èçìåíåíèÿìè âíóòðåííèõ
õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ. Â [3] ðàññìîòðåíû ìîäåëè äåñòðóêöèè òåï-
ëîçàùèòíîãî êîìïîçèòà (ò.å., íåîáðàòèìûõ èçìåíåíèé åãî ïëîòíîñòè è
êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ) ïîä âîçäåéñòâèåì âûñîêèõ òåìïåðàòóð.
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Ðàññìîòðèì èñõîäíîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè [1]

𝑓2(𝑥)𝑢′′ + 𝑓1(𝑥)𝑢′ + 𝑓0(𝑥)𝑢+ 𝑓(𝑥) = 0 , 𝑥 ∈ (0, 𝐿). (1)

Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓2(𝑥), ïðè ëþáîì 𝑥, íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî óðàâíåíèå
(1) ìîæíî ñâåñòè ê ñàìîñîïðÿæåííîé ôîðìå [2, ñòð. 241], êîòîðîå òàêæå
áóäåì íàçûâàòü èñõîäíûì óðàâíåíèåì

[︀
𝐶(𝑥)𝑢′

]︀′
+ 𝑒(𝑥)𝑢+𝑋(𝑥) = 0 , 𝐶 = exp

∫︁
𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
𝑑𝑥 , 𝑒 =

𝑓0
𝑓2
, 𝑋 =

𝑓1𝑓

𝑓2
, (2)

Ïóñòü 𝐺(𝑥, 𝜉) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), òî åñòü[︀
𝐶(𝑥)𝐺′(𝑥, 𝜉)

]︀′
+ 𝑒(𝑥)𝐺(𝑥, 𝜉) + 𝛿(𝑥− 𝜉) = 0 , 𝑥, 𝜉 ∈ (0, 𝐿) , (3)

ãäå 𝛿(𝑥−𝜉) � äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà [3]. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ïîíèìàåò-
ñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå [4, 5]. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû [6, 7]:

𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) +

𝐿∫︁
0

𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉) 𝑣′(𝜉)𝑑𝜉 −

𝐿∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑒(𝜉)𝑣(𝜉)𝑑𝜉 , (4)

ãäå 𝐶(𝜉) = 𝐶𝑜 − 𝐶(𝜉), 𝑒(𝜉) = 𝑒𝑜 − 𝑒(𝜉), à 𝑣(𝑥) � ðåøåíèå, òàê íàçûâàåìîãî,
ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè 𝐶𝑜 è 𝑒𝑜

𝐶𝑜𝑣′′(𝑥) + 𝑒𝑜𝑣(𝑥) +𝑋(𝑥) = 0. (5)

Îáùåå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (5) èìååò âèä:

𝑣(𝑥) = 𝐾1𝑒
𝑖𝜆𝑥 +𝐾2𝑒

−𝑖𝜆𝑥 + 𝜙(𝑥) ; 𝜆 =

√︂
𝑒𝑜

𝐶𝑜
, (6)

ãäå 𝑖 � êîìïëåêñíàÿ åäèíèöà, 𝐾1 è 𝐾2 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, à 𝜙(𝑥)
� ÷àñòíîå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (5) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè

𝜙(𝑥) =
𝑖

2𝜆𝐶𝑜

[︂
𝑒𝑖𝜆𝑥

∫︁
𝑋(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥− 𝑒−𝑖𝜆𝑥

∫︁
𝑋(𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥

]︂
.

Ïîäñòàâèâ (6) â èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó (4), ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (2)

𝑢(𝑥) = 𝐾1𝐴(𝑥) +𝐾2𝐵(𝑥) + Φ(𝑥) , (6)
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ãäå

𝐴(𝑥) = 𝑒𝑖𝜆𝑥 + 𝑖𝜆

𝐿∫︁
0

𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉) 𝑒𝑖𝜆𝜉𝑑𝜉 −

𝐿∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑒(𝜉)𝑒𝑖𝜆𝜉𝑑𝜉 ,

𝐵(𝑥) = 𝑒−𝑖𝜆𝑥 − 𝑖𝜆

𝐿∫︁
0

𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉) 𝑒−𝑖𝜆𝜉𝑑𝜉 −

𝐿∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑒(𝜉)𝑒−𝑖𝜆𝜉𝑑𝜉 ,

Φ(𝑥) = 𝜙(𝑥) +

𝐿∫︁
0

𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉)𝜙′(𝜉)𝑑𝜉 −

𝐿∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑒(𝜉)𝜙(𝜉)𝑑𝜉.

Êîýôôèöèåíòû 𝐶𝑜 è 𝑒𝑜 ïîëîæèì ðàâíûìè ýôôåêòèâíûì õàðàêòåðèñòè-
êàì [5, 8] òàê, ÷òî

𝐶𝑜 = 1/
⟨︀
1/𝐶

⟩︀
, 𝑒𝑜 =

⟨︀
𝑒
⟩︀
,
⟨︀
𝑓
⟩︀
≡
∫︁ 𝐿

0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥/𝐿.

Построение фундаментального решения исходного уравнения.
Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì (6), åñëè èç-
âåñòíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ñ ïåðåìåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Îäíàêî çàäà÷à îòûñêàíèÿ òî÷íîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ â
îáùåì ñëó÷àå çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ îò êîîðäèíàòû âðÿä ëè ðàçðå-
øèìà. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ìåòîäîì
âîçìóùåíèé [9, 10]. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: [︀

𝐶(𝑥)𝐺′(𝑥, 𝜉)
]︀′

+ κ𝑒(𝑥)𝐺(𝑥, 𝜉) + 𝛿(𝑥− 𝜉) = 0 , (7)

ãäå κ � âîçìóùàþùèé ïàðàìåòð, êîòîðûé â îêîí÷àòåëüíîì ðåçóëüòàòå ïî-
ëîæèì ðàâíûì 1. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) â âèäå ðÿäà ïî ñòå-
ïåíÿì ïàðàìåòðà κ:

𝐺(𝑥, 𝜉,κ) =

∞∑︁
𝑛=0

κ𝑛𝐺𝑛(𝑥, 𝜉).

Äàëåå ïîäñòàâèì ýòîò ðÿä â óðàâíåíèå (7), ñîáåðåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäè-
íàêîâûõ ñòåïåíÿõ κ è ïðèðàâíÿåì èõ ê íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðåêóð-
ðåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ëåãêî èíòåãðè-
ðóåòñÿ â îáùåì âèäå. Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïîëàãàåì
ðàâíûìè íóëþ, ïîñêîëüêó íàñ óñòðàèâàåò ëþáîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Îïóñêàÿ ïîäðîáíîñòè âñåõ âûêëàäîê, çàïèøåì ïðåä-
ñòàâëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà:

𝐺(𝑥, 𝜉) = −ℎ(𝑥− 𝜉)

[︃ 𝑥∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)
−

𝑥∫︁
𝜉

𝑑𝑥1
𝐶(𝑥1)

𝑥1∫︁
𝜉

𝑒(𝑥2)𝑑𝑥2

𝑥2∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)
+

+

𝑥∫︁
𝜉

𝑑𝑥1
𝐶(𝑥1)

𝑥1∫︁
𝜉

𝑒(𝑥2)𝑑𝑥2

𝑥2∫︁
𝜉

𝑑𝑥3
𝐶(𝑥3)

𝑥3∫︁
𝜉

𝑒(𝑥4)𝑑𝑥4

𝑥4∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)
− · · ·

]︃
. (8)
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Åñëè 𝐶 = 𝐶𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. > 0 è 𝑒 = 𝑒𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. > 0, òîãäà ðÿä (8) ñóììè-
ðóåòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ
(5), êîòîðîå ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå. Ýòî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè,
íàïðèìåð, â êíèãàõ [11 ñòð. 198], [12]

𝐺𝑜(𝑥, 𝜉) = −ℎ(𝑥− 𝜉)𝑠𝑜

𝐶𝑜

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)!

[︁𝑥− 𝜉

𝑠𝑜

]︁2𝑛+1

= −ℎ(𝑥− 𝜉) 𝑠𝑜

𝐶𝑜
sin

𝑥− 𝜉

𝑠𝑜
,

ãäå 𝑠𝑜 =
√︀
𝐶𝑜/𝑒𝑜 = 1/𝜆𝑜. Ñõîäèìîñòü ðÿäà (8) èññëåäîâàíà â ðàáîòå [13].
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О СКОРОСТИ СТАБИЛИЗАЦИИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
КОШИ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С

РАСТУЩИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
В.Н. Денисов

vdenisov2008@yandex.ru

УДК 517.518

Устанавливаются достаточные условия на рост коэффициентов пара-
болического уравнения второго порядка, при которых решение задачи
Коши стабилизируется к нулю, равномерно по 𝑥 на каждом компакте
𝐾 в 𝑅𝑁 . Также получаем достаточные условия на коэффициенты, при
которых решение задачи Коши стабилизируется к нулю со степенной
скоростью, равномерно по 𝑥 на каждом компакте 𝐾 в 𝑅𝑁 .

Ключевые слова: математика, параболические уравнения, решение за-
дачи Коши, стабилизация

On stabilization rate of a solution to the Cauchy problem for
parabolic equation with increasing coefficients

We obtain sufficient conditions on the growth of coefficients of a second
order parabolic equation under which a solutions of the Cauchy problem
stabilize to zero uniformly in x on every compact K in 𝑅𝑁 . Additionally,
unimprovable sufficient conditions on the coefficients are obtained under
which the solution of the Cauchy problem stabilize to zero at a power law
rate uniformly on every compact K in 𝑅𝑁 .

Keywords: mathematics, parabolic equations, solution of the Cauchy prob-
lem, stabilization

Â ïîëóïðîñòðàíñòâå 𝐸 = 𝑅𝑁 × [0,∞), 𝑁 > 3 ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

𝐿𝑢 ≡ 𝐿𝑢1 + (𝑏,∇𝑢) + 𝑐(𝑥)𝑢− 𝑢𝑡 = 0, â 𝐸(1), (1)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑁 , (2)

ãäå

𝐿1𝑢 =

𝑁∑︁
𝑖,𝑘=1

𝑎𝑖𝑘(𝑥)𝑢′′𝑥𝑖𝑥𝑘
, (𝑏,∇𝑢) =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑏𝑖(𝑥)𝑢′𝑥𝑖
. (3)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) êîýôôèöèåíòû â (1) äåéñòâèòåëüíû, íåïðåðûâíû, è óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ Ãåëüäåðà â êàæäîé îãðàíè÷åííîé ïîäîáëàñòè 𝐷 â 𝑅𝑁 , 𝑎𝑖𝑘 = 𝑎𝑘𝑖,
(𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁), ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå 𝑘0, 𝑘1,òàêèå, ÷òî

𝑘20𝑏(|𝑥|)|𝜉|2 6
𝑁∑︁

𝑖,𝑘=1

𝑎𝑖𝑘(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑘 6 𝑘
2
1𝑏(|𝑥|)|𝜉|2, (4)

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Научного Фонда (проект
№ 19-11-00223).
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äëÿ ∀(𝑥)𝜉 ∈ 𝑅𝑁 ,

𝑏(|𝑥|) = (1 + |𝑥|2)
𝜈/2

, ãäå 1 < 𝜈 < 2, |𝑥|2 = 𝑥21 + ...+ 𝑥2𝑁 . (5)

2)êîýôôèöèåíòû 𝑏1(𝑥)..., 𝑏𝑁 (𝑥) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (𝐵): ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ 𝐵 > 0 òàêàÿ, ÷òî

𝑁∑︁
𝑘=1

|𝑏𝑘(𝑥)| 6 𝐵(1 + |𝑥|2)
𝜈−1
2 . (6)

3)êîýôôèöèåíò 𝑐(𝑥) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (𝐶), ò.å. ∃𝛽 > 0

𝑐(𝑥) 6 −𝛽2 äëÿ ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑁 . (7)

4) íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ 𝑢0(𝑥) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â 𝑅𝑁 :

|𝑢0(𝑥)| 6𝑀, ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑁 . (8)

Теорема 1. Если выполнены сформулированные выше условия (4)-(8),
то решение задачи Коши (1), (2) имеет предел:

lim
𝑡→∞

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0, (9)

равномерно по 𝑥 на каждом компакте 𝐾 в 𝑅𝑁 .
Замечание 1. Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, â òîì ñìûñëå, ÷òî íåëüçÿ

çàìåíèòü â å¼ óòâåðæäåíèè êîìïàêò 𝐾 íà âñå 𝑅𝑁 (Ñì. [1]).
Â ñëó÷àå, êîãäà 𝜈 = 2 â (5), òî òåîðåìà 1 äîêàçàíà â ðàáîòå [2]. Ïîëîæèì

𝑆 =
𝑘21(𝑁 − 1) + 𝑘20 +𝐵

𝑘20
, 𝜆(𝛽) =

2 − 𝑆 +
√
𝐷

2
, 𝐷 = (2 − 𝑆)

2
+ 𝛽2, 𝛽 =

𝛽

𝑘1
.

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå:
Теорема 2. Пусть в (5) 𝜈 = 2 и выполнено неравенство

𝛽2 > 𝑘21(𝑆 − 1).

Тогда для любой начальной функции 𝑢0(𝑥), удовлетворяющей условию (8),
для решения задачи Коши (1), (2) справедлива оценка:

|𝑢(𝑥, 𝑡)| 6𝑀𝑡−
𝜆(𝛽)

3 ,∀𝑡 > 𝑡1 > 0,𝑀 > 0, (10)

равномерная по 𝑥 на любом компакте 𝐾 в 𝑅𝑁 ) .
Замечание 2. Èç ïðåäåëüíîãî ðàâåíñòâà

lim
𝛽→∞

𝜆(𝛽) = +∞

è èç îöåíêè (10) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî 𝑚 > 0 ìîæíî
íàéòè 𝛽 > 0 èç óñëîâèÿ 𝜆(𝛽) = 𝑚 .
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Îáçîðó ðàáîò ïî ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî-
ñâÿùåíà ðàáîòà [3]. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé èçó÷àëàñü â [4].
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ОБ ОДНОЙ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
И СВЯЗАННОМ С НЕЙ ВЫРОЖДАЮЩЕМСЯ

ИНТЕГРАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ ТИПА АБЕЛЯ ВТОРОГО
РОДА

М.Т. Дженалиев, М.И. Рамазанов, М.Г. Ергалиев
muvasharkhan@gmail.com, ramamur@mail.ru, ergaliev.madi.g@gmail.com

УДК 517.9

В случае осевой симметрии, в виде перевернутого конуса вырождаю-
щейся области, для граничной задачи теплопроводности установлены
теоремы о разрешимости в весовых пространствах существенно огра-
ниченных функций. Они основаны на результатах по исследованию
вопросов разрешимости неоднородного вырождающегося интеграль-
ного уравнения Абеля второго рода. Применяется метод регуляриза-
ции Карлемана-Векуа из теории сингулярных интегральных уравне-
ний.

Ключевые слова: уравнение теплопроводности, вырождающаяся об-
ласть, интегральный оператор Абеля
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On a boundary problem of heat conduction and a degenerating
integral equation of Abel type of the second kind related to it

In the case of axial symmetry, in the form of an inverted cone of a de-
generating domain, for the boundary value problem of heat conduction
it has been established theorems of solvability in the weighted spaces of
essentially bounded functions. They are based on the results on the study
of the solvability questions of the inhomogeneous degenerating Abel inte-
gral equation of the second kind. It has been used the Carleman-Vekua
regularization method from the theory of singular integral equations.

Keywords: heat equation, degenerating domain, Abel’s integral operator

Â êîíóñå 𝐺 =
{︀

(𝑥; 𝑦, 𝑡) : 𝑥2 + 𝑦2 < 𝑡2, 0 < 𝑡 < 𝑇
}︀
ìû èçó÷àåì ãðàíè÷íóþ

çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎2

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

)︂
(1)

ñ óñëîâèåì íà ïîâåðõíîñòè êîíóñà

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢c(𝑥, 𝑦, 𝑡),
√︀
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑡, 0 < 𝑡 < 𝑇, (2)

ãäå 𝑢c(𝑥, 𝑦, 𝑡) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.
Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì â çàäà÷å (1)�(2) è ïðåäïîëàãàÿ âû-

ïîëíåíèå ñâîéñòâà èçîòðîïíîñòè ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå, ïîëó÷àåì: íàéòè â
îáëàñòè Ω = {(𝑟, 𝑡) : 0 < 𝑟 < 𝑡, 0 < 𝑡 < 𝑇} ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝑎2

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟

)︂
, (3)

óäîâëåòâîðÿþùåãî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

lim
𝑟→ 0

𝑢(𝑟, 𝑡)

ln (1/𝑟)
= 𝑢0(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝑇, (4)

lim
𝑟→ 𝑡

𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝑢1(𝑡) ≡ 𝑢c(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒√

𝑥2+𝑦2=𝑡
, 0 < 𝑡 < 𝑇. (5)

Ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è (3)�(5) ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ âîïðîñîâ ðàçðå-
øèìîñòè íåîäíîðîäíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

𝑡 𝜙(𝑡) − 𝜆√
𝜋

𝑡∫︁
0

𝜙(𝜏)𝑑 𝜏√
𝑡− 𝜏

= 𝑓(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝑇 <∞, (6)

ãäå 𝜆 � çàäàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, {𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )} �
çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.

Óðàâíåíèÿ âèäà (6) ÿâëÿëèñü ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ìíîãèõ ðàáîò. Ìû
çäåñü óêàæåì òîëüêî íà ñëåäóþùèå ðàáîòû [1�5] è ññûëàåìñÿ íà ìíîãî-
÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ, öèòèðóåìûå â íèõ. Â ðàáîòå [1] ïðè ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ïîðÿäîê âûðîæäåíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ñòåïåíüþ íåçàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé 𝑡, ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì åäèíèöà, óñòàíîâëåíà îäíîçíà÷íàÿ
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ðàçðåøèìîñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â [2] óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî
ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ
íà îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ è èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, è ýòà ñóììà íàçû-
âàåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì òðåòüåãî ðîäà. Â óðàâíåíèÿõ èç [3], [4] è
[5] ÿäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ íå äîëæíû èìåòü îñîáåííîñòåé.

Ïîðÿäîê âûðîæäåíèÿ â èññëåäóåìîì íàìè óðàâíåíèè (6) ðàâåí åäèíèöå
è ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà èìååò ñëàáóþ îñîáåííîñòü è îïðåäåëÿåò
èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Àáåëÿ. Ìû èçó÷àåì âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè óðàâ-
íåíèÿ (6) â âåñîâîì êëàññå ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Ìû òàê-
æå ïîêàçûâàåì, ÷òî ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè (3)�(5) ñâîäèòñÿ ê
èçó÷åíèþ óðàâíåíèÿ âèäà (6).

Ïðè îïðåäåëåííûõ ôèçèêî-òåõíè÷åñêèõ äîïóùåíèÿõ [6] ãðàíè÷íàÿ çà-
äà÷à (1)�(2) ìîäåëèðóåò òåìïåðàòóðíîå ïîëå â òåëå ïëàçìû ýëåêòðè÷åñêîãî
ðàçðÿäà ìåæäó ðàçìûêàþùèìèñÿ êîíòàêòàìè âûñîêîãî íàïðÿæåíèÿ, íàõî-
äèâøèõñÿ ïåðâîíà÷àëüíî â çàìêíóòîì ñîñòîÿíèè. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî èç-
ìåðèòü óêàçàííîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî, îñòàåòñÿ íà-
äåÿòüñÿ, õîòÿ áû êà÷åñòâåííî, îöåíèòü õàðàêòåð ïðîòåêàþùèõ òåïëîâûõ
ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ðàíåå íàìè èçó÷àëèñü ãðàíè÷íûå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè, ïîäîáíûå
(1)�(2), â îäíîìåðíûõ âûðîæäàþùèõñÿ îáëàñòÿõ [7�10]. À èçó÷àåìûå â ðà-
áîòå [11] ãðàíè÷íûå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê îñîáûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì
òèïà (6). Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

Теорема 1. Пусть 𝑡−3/2𝑢0(𝑡), 𝑡−1/2𝑢1(𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ). Тогда граничная
задача (3)–(5) имеет общее решение 𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝐶𝑢ℎ𝑜𝑚(𝑟, 𝑡) + 𝑢𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑟, 𝑡) ∈
𝐿∞(Ω; 𝑟−1/2), т.е., 𝑟−1/2𝑢(𝑟, 𝑡) ∈ 𝐿∞(Ω), 𝐶 = const, где 𝑢ℎ𝑜𝑚(𝑟, 𝑡) и 𝑢𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑟, 𝑡)
являются решениями соответственно однородного (при 𝑢0(𝑡) ≡ 0, 𝑢1(𝑡) ≡
0) и неоднородного граничных задач (3)–(5).

Â ñëó÷àå îñåâîé ñèììåòðèè èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Теорема 2. Пусть 𝑡−1/2𝑢1(𝑡) ≡ 𝑡−1/2𝑢𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒√

𝑥2+𝑦2=𝑡
∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ).

Тогда граничная задача (1)–(2) имеет общее решение 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝐶𝑢ℎ𝑜𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐿∞(𝐺; (𝑥2 + 𝑦2)−1/4), т.е., (𝑥2 +
𝑦2)−1/4𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐿∞(𝐺), 𝐶 = const, где 𝑢ℎ𝑜𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡) и 𝑢𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑡) явля-
ются решениями соответственно однородного (при 𝑢с(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≡ 0) и неод-
нородного граничных задач (1)–(2).

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2 îñíîâàíû íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Теорема 3. Пусть 𝑡−1/2𝑓(𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ). Тогда интегральное уравнение
(6) имеет общее решение 𝜙(𝑡) = 𝐶𝜙ℎ𝑜𝑚(𝑡) + 𝜙𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑡) ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ); 𝑡−1/2),
т.е., 𝑡−1/2𝜙(𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ), 𝐶 = const, где 𝜙ℎ𝑜𝑚(𝑡) и 𝜙𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑡) являются
решениями соответственно однородного (при 𝑓(𝑡) ≡ 0) и неоднородного
интегральных уравнений (6).
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КВАЗИСЛУЧАЙНЫЕ ДВИЖЕНИЯ И
НЕИНТЕГРИРУЕМОСТЬ В СИСТЕМАХ С ГРУППОЙ

СИММЕТРИЙ 𝑆1

С.А.Довбыш
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УДК 517.913, 517.938

Во многих известных задачах механики имеются циклические пере-
менные; наличие такой переменной равносильно существованию одно-
параметрической группы симметрий. Между тем, обычно рассматри-
вают динамику не исходной системы, а соответствующей приведённой
системы, получаемой редукцией по группе симметрий (исключением
циклической переменной). Получены простые условия, при выполне-
нии которых квазислучайным движениям приведённой системы соот-
ветствуют движения с аналогичными свойствами в исходной системе
c группой симметрий 𝑆1, что гарантирует неинтегрируемость послед-
ней.
Ключевые слова: первый интеграл, неинтегрируемость, квазислучай-
ные движения, приведённая система
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Quasi-random motions and non-integrability in systems with
symmetry group 𝑆1

In many mechanical problems there are cyclic variables. The presence of
such a variable is equivalent to the existence of a one-parameter symme-
try group. However, one usually considers dynamics in a corresponding
reduced system obtained by reduction over the symmetry group (elim-
ination of the cyclic variable), rather than that in the original system.
Simple conditions are obtained, under which to quasi-random motions
of a reduced system there correspond motions in a original system with
symmetry group 𝑆1, which guarantees the non-integrability of the latter.

Keywords: first integral, non-integrability, quasi-random motions, reduced
system

Âî ìíîãèõ èçâåñòíûõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè èìåþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåìåí-
íûå. Îäíàêî, îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò äèíàìèêó íå èñõîäíîé ñèñòåìû, à ñî-
îòâåòñòâóþùåé ïðèâåä¼ííîé (èëè ïîíèæåííîé) ñèñòåìû, ïîëó÷àåìîé ðå-
äóêöèåé ïî ãðóïïå ñèììåòðèé. Â ÷àñòíîñòè, âñå ðåçóëüòàòû î íåèíòåãðèðó-
åìîñòè (ò.å. îòñóòñòâèè íåïîñòîÿííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà)
îòíîñèëèñü èìåííî ê ïðèâåä¼ííûì, à íå èñõîäíûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì.
Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èç íåèíòåãðèðóåìîñòè ïðèâåä¼í-
íîé ñèñòåìû ñëåäóåò íåèíòåãðèðóåìîñòü èñõîäíîé. Öåëüþ ðàáîòû äîêàçà-
òåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ òàêîãî ñîðòà ïðè îïðåäåë¼ííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, â êîòîðîì íåèíòåãðèðóåìîñòü ïðèâåä¼ííîé ñèñòå-
ìû îêàçûâàåòñÿ ñëåäñòâèåì íàëè÷èÿ èíâàðèàíòíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíî-
æåñòâà квазислучайных äâèæåíèé, îïèñûâàåìîãî ìåòîäàìè ñèìâîëè÷åñêîé
äèíàìèêè [1]. Ïðè ýòîì ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì êëàññè÷åñêîãî
ñëó÷àÿ, êîãäà ïîíèæåííàÿ ñèñòåìà � ãàìèëüòîíîâà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû. Ýòîò ñëó÷àé îõâàòûâàåò ìíîãèå çàäà÷è ìåõàíèêè è çäåñü âîçíèêàþò
ñëåäóþùèå õîðîøî èçâåñòíûå ñèòóàöèè, êîãäà ïðèñóòñòâèå òðàíñâåðñàëü-
íî ïåðåñåêàþùèõñÿ ñåïàðàòðèñ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
è/èëè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ âëå÷¼ò íàëè÷èå â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà êâàçèñëó÷àéíûõ äâèæå-
íèé è íåèíòåãðèðóåìîñòü:

1) ñëó÷àé ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé (Â.Ì.Àëåêñååâ [1] �
ðåçóëüòàò â íàèáîëåå îáùåì âèäå)

2) ñëó÷àé ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëî-ôîêóñ (Ð.Äåâàíåé [2])
3) ñëó÷àé ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëî-ñåäëî (Ä.Â.Òóðàåâ è

Ë.Ï.Øèëüíèêîâ [3]; òðåáóåòñÿ íàëè÷èå õîòÿ áû äâóõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðà-
åêòîðèé è âûïîëíåíèå íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà èõ ðàñïîëî-
æåíèå).

Ïóñòü èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑍(𝑧),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= Ψ(𝑧), (1)

ãäå 𝜓 (mod2𝜋) � óãëîâàÿ (öèêëè÷åñêàÿ) ïåðåìåííàÿ, à å¼ ïðèâåä¼ííàÿ ñè-
ñòåìà

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑍(𝑧), (2)
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ïîëó÷åííàÿ ðåäóêöèåé ïî 𝜓, ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñ ãàìèëü-
òîíèàíîì 𝐻(𝑧) è äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ãäå 𝑧 � ôàçîâûå ïåðåìåííûå.
Ïîä íåèíòåãðèðóåìîñòüþ ïîíèìàåòñÿ îòñóòñòâèå äîïîëíèòåëüíîãî (íåçàâè-
ñèìîãî ñ èíòåãðàëîì ýíåðãèè ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû) àíàëèòè÷åñêîãî ïåðâî-
ãî èíòåãðàëà.

Ïóñòü â ñèñòåìå (2) èìååòñÿ èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî êâàçèñëó÷àéíûõ
äâèæåíèé 𝑀 . Òîãäà ñèñòåìà (1) èìååò èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî ̃︁𝑀 =
𝑀 × 𝑆1 = {(𝑧, 𝜓) : 𝑧 ∈ 𝑀}, ëåæàùåå �íàä� 𝑀 . Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå
ïðîñòûõ êîíñòðóêòèâíî ïðîâåðÿåìûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî ̃︁𝑀
îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáûõ îêðåñòíîñòåé ëþáûõ äâóõ òî-
÷åê èç ̃︁𝑀 èìååòñÿ òðàåêòîðèÿ â ̃︁𝑀 , ïåðåñåêàþùàÿ îáå ýòè îêðåñòíîñòè. Ïðè
íàëè÷èè ñôîðìóëèðîâàííîãî ñâîéñòâà äèíàìèêà íà ̃︁𝑀 îêàçûâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íà äèíàìèêå íà 𝑀 , õîòÿ ̃︁𝑀 íå ãèïåðáîëè÷íî (ñèñòåìà íåéòðàëüíà â íà-
ïðàâëåíèè öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòû). Ýòî ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî ïåðå-
íåñòè íà ñëó÷àé èñõîäíîé ñèñòåìû èçâåñòíûå àðãóìåíòû, èñïîëüçóåìûå äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà íåèíòåãðèðóåìîñòè ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì,
îáñóæäàåìîå ñâîéñòâî ãàðàíòèðóåò èñêîìûé ðåçóëüòàò, ÷òî ñèñòåìà (1) íå
èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà, íåçàâèñèìîãî ñ èíòåãðàëîì ýíåð-
ãèè ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû (2).

Ðåçóëüòàòû ôîðìóëèðóþòñÿ îòäåëüíî äëÿ òð¼õ óïîìÿíóòûõ âûøå ñëó÷à-
åâ, êîãäà ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà èìååò ãèïåðáîëè÷åñêîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøå-
íèå, ëèáî íåïîäâèæíóþ òî÷êó òèïà ñåäëî-ôîêóñ, ëèáî íåïîäâèæíóþ òî÷êó
òèïà ñåäëî-ñåäëî.

1. Ïóñòü ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà (2) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêîå ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå Γ. Òîãäà ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ âáëèçè Γ íà ôèêñèðîâàííîì óðîâíå
ýíåðãèè ê ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, ïåðèîäè÷åñêè
çàâèñÿùåé îò íîâîãî �âðåìåíè� 𝜙 (mod2𝜋). Â íåêîòîðûõ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿ-
æ¼ííûõ ïåðåìåííûõ 𝜉, 𝜂 ãàìèëüòîíèàí ïîñëåäíåé ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä
𝐺(𝜉, 𝜂) = 𝜆𝜉𝜂 + 𝑂4 (çäåñü 𝑂𝑘 âñþäó îçíà÷àåò ÷ëåíû ïîðÿäêîâ 𝑘 è âûøå),
à ðåøåíèå Γ çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè 𝜉 = 0, 𝜂 = 0. Ïóñòü óðàâíåíèå äëÿ 𝜓 â
íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò âèä 𝑑𝜓/𝑑𝜙 = 𝐹 (𝜉, 𝜂, 𝜙).

Теорема 1. Пусть сепаратрисы периодического решения Γ трансвер-
сально пересекаются, следовательно, имеется инвариантное множество

𝑀 . Если в разложении функции
2𝜋∫︀
0

𝐹 (𝜉, 𝜂, 𝜙) 𝑑𝜙 по степеням 𝜉, 𝜂 квадра-

тичный член 𝜉𝜂 имеет ненулевой коэффициент, то множество ̃︁𝑀 обла-
дает сформулированным выше свойством.

2. Ïóñòü ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà (2) èìååò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ 𝑂 òèïà
ñåäëî-ôîêóñ, ò.å. ñ êîìïëåêñíûìè ëÿïóíîâñêèìè ïîêàçàòåëÿìè 𝛼± 𝑖𝛽,−𝛼±
𝑖𝛽, ãäå 𝛼 ̸= 0, 𝛽 ̸= 0. Òîãäà â íåêîòîðûõ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðå-
ìåííûõ 𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2 ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä 𝐻(𝑧) = 𝛼(𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2) +
𝛽(𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1) +𝑂4.

Теорема 2. Пусть сепаратрисы положение равновесия 𝑂 трансвер-
сально пересекаются, следовательно, имеется инвариантное множество
𝑀 . Если в разложении функции Ψ(𝑧) по степеням 𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2 квад-
ратичные члены, линейные по паре переменных 𝑥1, 𝑥2 и по паре пере-
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менных 𝑦1, 𝑦2, имеют вид 𝑎11𝑥1𝑦1 + 𝑎12𝑥1𝑦2 + 𝑎21𝑥2𝑦1 + 𝑎22𝑥2𝑦2, причём
𝛽(𝑎11 +𝑎22)+𝛼(𝑎21−𝑎12) ̸= 0, то множество ̃︁𝑀 обладает сформулирован-
ным выше свойством.

3. Ïóñòü ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà (2) èìååò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ 𝑂 òèïà
ñåäëî-ñåäëî, ò.å. ñ äåéñòâèòåëüíûìè ëÿïóíîâñêèìè ïîêàçàòåëÿìè ±𝜆1,±𝜆2,
ãäå 𝜆1 > 𝜆2 > 0. Òîãäà â íåêîòîðûõ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðåìåííûõ
𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2 ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä 𝐻(𝑧) = 𝜆1𝑥1𝑦1+𝜆2𝑥2𝑦2+𝑂3. Åñëè
÷èñëà 𝜆1, 𝜆2 áëèçêè òàê, ÷òî 𝜆21 < 𝜆2, òî ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ñåïàðàòðè-
ñû çàäàâàëèñü óñëîâèÿìè 𝑥1 = 𝑥2 = 0 è 𝑦1 = 𝑦2 = 0, à ñèñòåìà íà íèõ
ïðèíèìàëà ëèíåéíûé âèä.

Теорема 3. Пусть сепаратрисы положение равновесия 𝑂 трансвер-
сально пересекаются, причём гомоклинические траектории входят обои-
ми концами в 𝑂, касаясь ведущих направлений (т.е. осей координат 𝑥2, 𝑦2,
соответственно) и выполнены условия (Д.В.Тураев и Л.П.Шильников),
гарантирующие, что приведённая система имеет инвариантное множе-
ство 𝑀 квазислучайных движений. Пусть 𝜆1, 𝜆2 близки, а гомоклиниче-
ские траектории на каждой из сепаратрис не лежат на неведущей линии
𝑥1 = 0 и 𝑦1 = 0, соответственно. Если 𝜆2𝑎11 − 𝜆1𝑎22 ̸= 0, где 𝑎11, 𝑎22 —
описанные в Теореме 2 коэффициенты в разложении Ψ(𝑧), то множество̃︁𝑀 обладает сформулированным выше свойством.
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О ВЫЧИСЛЕНИИ СРЕДНЕЙ ВРЕМЕННОЙ ВЫГОДЫ ДЛЯ
ЭКСПЛУАТИРУЕМОЙ ПОПУЛЯЦИИ

А.В. Егорова
nastik.e@bk.ru

УДК 517.929

Рассматриваются модели динамики эксплуатируемой популяции, за-
данные системой разностных уравнений. Ставится задача оптималь-
ного сбора ресурса на бесконечном промежутке времени при различ-
ных ограничениях на условия промысла. Исследуется средняя времен-
ная выгода от извлечения ресурса и описывается стратегия промысла,
которая является оптимальной среди других способов эксплуатации
популяции.
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временная выгода, оптимальная эксплуатация
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On calculation of the average time profit for exploited
population

We consider models of dynamics of exploited population, given by the
system of difference equations. The problem of optimal harvesting of
renewable resource at an infinite time interval is put under various re-
strictions on extraction conditions. We investigate the average time profit
from resource extracting and describe a harvesting strategy that is optimal
among other methods of exploitation of the population.

Keywords: model of the population subject to harvesting, average time
profit, optimal exploitation

Íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìà ðàöèîíàëüíî-
ãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðèðîäíûõ ðåñóðñîâ. Â ïîñëåäíèå ãîäû ìíîæåñòâî ðàáîò
ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ ðåæèìîâ äèíàìèêè ñòðóêòóðèðîâàííîé ïîïóëÿ-
öèè è ìàêñèìèçàöèè äîõîäà îò ïðîìûñëîâîãî âîçäåéñòâèÿ íà íåå (ñì. [1] è
îáçîð ëèòåðàòóðû â [2]). Òàê, â [3] àíàëèòè÷åñêè ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòî-
ðûõ äâóõâîçðàñòíûõ ïîïóëÿöèé îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ èçúÿòèå ôèêñèðî-
âàííîé äîëè îò ÷èñëåííîñòè îñîáåé òîëüêî îäíîé èç âîçðàñòíûõ ãðóïï, à
ïðè îäíîâðåìåííîé ýêñïëóàòàöèè îáîèõ âîçðàñòîâ ìàêñèìóì äîõîäà íå äî-
ñòèãàåòñÿ. Íàðÿäó ñ ýòèì ïðîâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ äîõîäà îò èçâëå÷åíèÿ
ðåñóðñà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, çàâèñÿùèõ îò ñëó÷àé-
íûõ ïàðàìåòðîâ [4]. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå ðàáîò ïî âîïðîñàì îïòèìàëüíîé
äîáû÷è ðåñóðñà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ýêñïëóàòèðóåìûõ ïîïóëÿöèé áîëåå
ïîäðîáíî îïèñàíî â [1].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èññëåäóåìàÿ íåîäíîðîäíàÿ ïîïóëÿöèÿ ðàçäåëåíà íà
𝑛 > 2 âîçðàñòíûõ êëàññîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑥𝑖(𝑘), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 êîëè÷åñòâî
ðåñóðñà êàæäîãî èç êëàññà â ìîìåíò 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . Ââåäåì ìíîæåñòâî 𝑈

.
={︀

𝑢 : 𝑢 =
(︀
𝑢(0), 𝑢(1), . . . , 𝑢(𝑘), . . .

)︀}︀
, ãäå 𝑢(𝑘) =

(︀
𝑢1(𝑘), . . . , 𝑢𝑛(𝑘)

)︀
∈ [0, 1]𝑛

è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝑢 ∈ 𝑈 êàê óïðàâëåíèå äëÿ äîñòèæåíèÿ
ëó÷øåãî ðåçóëüòàòà ñáîðà. Òîãäà ìîäåëü ýêñïëóàòèðóåìîé ïîïóëÿöèè èìååò
âèä

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐹
(︀
(1 − 𝑢(𝑘))𝑥(𝑘)

)︀
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå 𝑥(𝑘) =
(︀
𝑥1(𝑘), . . . , 𝑥𝑛(𝑘)

)︀
∈ R𝑛+, R𝑛+

.
=
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥1 > 0, . . . , 𝑥𝑛 > 0

}︀
,

(1 − 𝑢𝑖(𝑘))𝑥𝑖(𝑘) � êîëè÷åñòâî ðåñóðñà 𝑖-ãî âèäà, îñòàâøååñÿ ïîñëå ñáîðà â
ìîìåíò 𝑘, 𝐹 (𝑥) =

(︀
𝑓1(𝑥), . . . , 𝑓𝑛(𝑥)

)︀
, 𝑓𝑖(𝑥) � âåùåñòâåííûå íåîòðèöàòåëüíûå

ôóíêöèè, çàäàííûå äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ R𝑛+ òàêèå, ÷òî 𝑓𝑖(0) = 0, 𝑓𝑖 ∈ 𝐶2(R𝑛+) è

ìàòðèöà ßêîáè
(︁ 𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

)︁
𝑖,𝑗=1,...,𝑛

ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ R𝑛+.

Ïóñòü 𝐶𝑖 > 0 � ñòîèìîñòè åäèíèöû ðåñóðñà êàæäîãî èç êëàññîâ, òîãäà
ñòîèìîñòü âñåé äîáûâàåìîé ïðîäóêöèè â ìîìåíò 𝑘 ðàâíà

𝑧(𝑘) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝑥𝑖(𝑘)𝑢𝑖(𝑘).
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Äëÿ ëþáûõ 𝑢 ∈ 𝑈 è 𝑥(0) ∈ R𝑛+ îïðåäåëèì среднюю временную выгоду îò
èçâëå÷åíèÿ ðåñóðñà (ñì. [4])

𝐻
(︀
𝑢, 𝑥(0)

)︀
= lim
𝑘→∞

1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑧(𝑗) = lim
𝑘→∞

1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝑥𝑖(𝑗)𝑢𝑖(𝑗) . (1)

Îñíîâíàÿ çàäà÷à äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè òàêîãî ñïîñîáà
ýêñïëóàòàöèè ïîïóëÿöèè, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèè (1) ìàêñèìàëüíîå.

Стационарным режимом эксплуатации ïîïóëÿöèè íàçûâàåòñÿ òàêîé
ñïîñîá äîáû÷è ðåñóðñà, ïðè êîòîðîì 𝑢(𝑘) = 𝑢0 = (𝑢01, . . . , 𝑢

0
𝑛) ∈ [0, 1]𝑛.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ïîïóëÿöèþ, çàäàííóþ ìîäåëüþ

𝑥(𝑘 + 1) = 𝑓
(︀
(1 − 𝑢(𝑘))𝑥(𝑘)

)︀
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå 𝑥(𝑘) ∈ R+ � êîëè÷åñòâî ðåñóðñà äî ñáîðà â ìîìåíò 𝑘, 𝑓 ∈ 𝐶2(R+) � âå-
ùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ 𝑓(0) = 0.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ïîëàãàòü 𝐶1 = 1, ïîýòîìó èç (1) ñëåäóåò,
÷òî ñðåäíÿÿ âðåìåííàÿ âûãîäà ðàâíà

𝐻
(︀
𝑢, 𝑥(0)

)︀ .
= lim
𝑘→∞

1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑥(𝑗)𝑢(𝑗).

Утверждение 1. Пусть 𝑑(𝑥)
.
= 𝑓(𝑥) − 𝑥 достигает максимального

значения в единственной точке 𝑥* > 0. Тогда для любого 𝑥(0) из некото-
рой окрестности точки 𝑓(𝑥*) максимальное значение функции 𝐻

(︀
𝑢, 𝑥(0)

)︀
равно 𝐻

(︀
𝑢*, 𝑥(0)

)︀
= 𝑓(𝑥*) − 𝑥* и достигается при стационарном режиме

эксплуатации 𝑢*(𝑘) = 1 − 𝑥*

𝑓(𝑥*)
, 𝑘 = 0, 1, . . . .

Пример 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîäåëü îäíîðîäíîé ýêñïëóàòèðóåìîé ïî-
ïóëÿöèè çàäàíà óðàâíåíèåì

𝑥(𝑘 + 1) = 4 · (1 − 𝑢(𝑘))𝑥(𝑘) · (1 − (1 − 𝑢(𝑘))𝑥(𝑘)), 𝑘 = 1, 2, . . . .

Ôóíêöèÿ 𝑑(𝑥) = 4𝑥(1 − 𝑥) − 𝑥 äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â åäèí-
ñòâåííîé òî÷êå 𝑥* = 0.375. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå ôóíêöèè 𝐻

(︀
𝑢, 𝑥(0)

)︀
äîñòèãàåòñÿ ïðè ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ýêñïëóà-

òàöèè è ðàâíî 𝑓(𝑥*) − 𝑥*. Íåñëîæíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñåõ 𝑥(0) ∈ (0, 1)
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

𝑢* = 1 − 𝑥*

𝑓(𝑥*)
= 0.6 è 𝐻

(︀
𝑢, 𝑥(0)

)︀
= 𝑓(𝑥*) − 𝑥* = 0.5625.

Теорема 1. Предположим, что выполнены следующие условия:

1) функция 𝐷(𝑥)
.
=

𝑛∑︀
𝑖=1

𝐶𝑖
(︀
𝑓𝑖(𝑥)−𝑥𝑖

)︀
достигает максимального значения

в единственной точке 𝑥* ∈ R𝑛+ и 𝑥*𝑖 < 𝑓𝑖(𝑥
*) ̸= 0 для любого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛;



Материалы международной конференции 267

2) точка 𝐹 (𝑥*) является устойчивым положением равновесия систе-
мы 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐹

(︀
(1 − 𝑢0)𝑥(𝑘)

)︀
, 𝑘 > 0 при

𝑢0 = 𝑢* =

(︂
1 − 𝑥*1

𝑓1(𝑥*)
, . . . , 1 − 𝑥*𝑛

𝑓𝑛(𝑥*)

)︂
.

Тогда для любого 𝑥(0) из некоторой окрестности точки 𝐹 (𝑥*) функция
𝐻
(︀
𝑢, 𝑥(0)

)︀
достигает максимального значения

𝐻
(︀
𝑢*, 𝑥(0)

)︀
= 𝐷(𝑥*) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖
(︀
𝑓𝑖(𝑥

*) − 𝑥*𝑖
)︀

при стационарном режиме эксплуатации 𝑢* = (𝑢*, . . . , 𝑢*, . . .).

Пример 2. Ïóñòü äèíàìèêà äâóõâîçðàñòíîé ïîïóëÿöèè îïèñàíà ñèñòå-
ìîé{︃
𝑥1(𝑘 + 1) = 4

(︀
1 − 𝑢1

)︀
𝑥1(𝑘) +

(︀
1 − 𝑢1

)︀
𝑥1(𝑘)

(︀
1 − 𝑢2

)︀
𝑥2(𝑘) − 2(1 − 𝑢1)2𝑥21(𝑘),

𝑥2(𝑘 + 1) = 4
(︀
1 − 𝑢2

)︀
𝑥2(𝑘) + 1

4

(︀
1 − 𝑢1

)︀
𝑥1(𝑘)

(︀
1 − 𝑢2

)︀
𝑥2(𝑘) − 3(1 − 𝑢2)2𝑥22(𝑘),

ãäå 𝑥1(𝑘) � ÷èñëåííîñòü ìëàäøåãî âîçðàñòíîãî êëàññà â ìîìåíò 𝑘, 𝑥2(𝑘) �
÷èñëåííîñòü ñòàðøåãî âîçðàñòíîãî êëàññà, â ìîìåíò âðåìåíè 𝑘, 𝑘 � íîìåð
ïåðèîäà ðàçìíîæåíèÿ, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑢1 = 𝑢1(𝑘), 𝑢2 = 𝑢2(𝑘) � äîëè åæåãîä-
íîãî ïðîìûñëîâîãî èçúÿòèÿ äëÿ ìëàäøåãî è ñòàðøåãî âîçðàñòíîãî êëàññà
ñîîòâåòñòâåííî.

Îïèøåì îïòèìàëüíûé ðåæèì ýêñïëóàòàöèè. Ïóñòü 𝐶1 = 3, 𝐶2 = 2, òîãäà
ôóíêöèÿ

𝐷(𝑥1, 𝑥2) = 9𝑥1 + 6𝑥2 +
7

2
𝑥1𝑥2 − 6𝑥21 − 6𝑥22

äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå (𝑥*1, 𝑥
*
2) ≈ (0.9791, 0.7856).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè 𝐻(𝑢, 𝑥(0)) äîñòè-
ãàåòñÿ ïðè ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ýêñïëóàòàöèè. Çäåñü îïòèìàëüíûå óïðàâ-
ëåíèÿ 𝑢*1 ≈ 0.6463, 𝑢*2 ≈ 0.4704 è ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ âðåìåííàÿ âûãîäà
𝐻
(︀
�̄�*, 𝑥(0)

)︀
= 𝐷(𝑥*1, 𝑥

*
2) ≈ 6.7628.
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НАЧАЛЬНО-ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С СИНГУЛЯРНЫМ

КОЭФФИЦИЕНТОМ
Н.В. Зайцева

n.v.zaiceva@yandex.ru

УДК 517.95

Для гиперболического уравнения с сингулярным коэффициентом в
прямоугольной области исследованы начально-граничные задачи в за-
висимости от числового параметра, входящего в уравнение. Решения
построены в виде рядов Фурье-Бесселя. Единственность решений за-
дач проводится методом интегральных тождеств. Доказаны теоремы
существования и устойчивости решений поставленных задач.

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, сингулярный коэффи-
циент, начально-граничная задача, ряд Фурье-Бесселя, равномерная
сходимость.

Initial-boundary value problems for hyperbolic equation with
singular coefficient

We research initial-boundary value problems in a rectangular domain for
the hyperbolic equation with a singular coefficient. The solutions are
obtained in the forms of the Fourier-Bessel series. The uniqueness of solu-
tions of the problems are established by means of the method of integral
identities. The existence and stability theorems for the solutions of the
problems are proved.

Keywords: hyperbolic equation, singular coefficient, initial-boundary value
problem, Fourier-Bessel series, uniform convergence.

Òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ÷òî îáóñëîâëåíî èñïîëüçîâàíèåì äàííîãî êëàññà
óðàâíåíèé â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ ê çàäà÷àì ãàçîâîé äèíàìèêè
è àêóñòèêè, òåîðèè ñòðóé â ãèäðîäèíàìèêå, ìåõàíèêå, òåîðèè óïðóãîñòè è
ïëàñòè÷íîñòè. Ïåðâàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ïåðå-
ìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè âïåðâûå èçó÷åíà â ðàáîòå [1]. Îñîáîå ìåñòî â
äàííîé òåîðèè çàíèìàþò èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûé îïåðàòîð Áåññåëÿ, èçó÷åíèå êîòîðûõ áûëî íà÷àòî â ðàáîòàõ Ýé-
ëåðà, Ïóàññîíà, Äàðáó. Îáøèðíîå èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé òðåõ îñíîâíûõ
êëàññîâ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòàõ [2�5].

Ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè 𝐷 = {(𝑥, 𝑡)| 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 < 𝑇}
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè 𝑂𝑥𝑡, 𝑙, 𝑇 > 0 � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,
ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

�𝐵𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 −
𝑘

𝑥
𝑢𝑥 = 0, (1)

Зайцева Наталья Владимировна, старший преподаватель, Казанский федеральный
университет (Казань, Россия); Natalya Zaitseva (Kazan Federal University, Kazan, Russia)
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ãäå
𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝑘

𝑥

𝜕

𝜕𝑥
= 𝑥−𝑘

𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝑥𝑘𝑢𝑥

)︀
� îïåðàòîð Áåññåëÿ, 𝑘 ̸= 0 � çàäàííîå

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíû ïåðâàÿ è âòîðàÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûå çà-

äà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1) â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè 𝐷 ïðè
âñåõ 𝑘 ̸= 0.

Постановка первой начально-граничной задачи. Найти функцию
𝑢(𝑥, 𝑡), удовлетворяющую условиям:

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝐷) ∩ 𝐶2(𝐷), 𝑥𝑘𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝐷), (2)

�𝐵𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷, (3)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (4)

𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇,

𝑢(0, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑘 < 1,

где 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥) – заданные достаточно гладкие функции, удовлетворяющие
условиям 𝜙(𝑙) = 𝜓(𝑙) = 0, 𝜙(0) = 𝜓(0) = 0 при 𝑘 < 1.

Постановка второй начально-граничной задачи. Найти функцию
𝑢(𝑥, 𝑡), которая удовлетворяет (2)–(4) и условиям:

𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇,

lim
𝑥→0+

𝑥𝑘𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇, |𝑘| < 1,

𝑢(0, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑘 6 −1,

где 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥) – заданные достаточно гладкие функции, удовлетворяющие
условиям 𝜙′(𝑙) = 𝜓′(𝑙) = 0.

Ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèé ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà è ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé, êîòîðûå óñòàíîâëåíû íà îñíîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ
ôóíêöèè Áåññåëÿ è íóëåé ýòîé ôóíêöèè. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îò-
íîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ óñëîâèé, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ñõîäèìîñòü ïîñòðî-
åííîãî ðÿäà â êëàññå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé [6, 7]. Äëÿ êàæäîé èç çàäà÷ äî-
êàçàíà

Теорема. Для решения задачи справедлива оценка ||𝑢|| 6 𝐶(||𝜙||+ ||𝜓||),
где постоянная 𝐶 не зависит от функций 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥).
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ОБРАТНАЯ СПЕКТРАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА ЧЕТВЕРТОГО

ПОРЯДКА
Г.А. Закирова
zakirovaga@susu.ru

УДК 517.518

Разработан численный метод решения обратных спектральных задач
для дискретных полуограниченных операторов. В тезисах показано
применение этого метода для решения модельных краевых задач для
обыкновенных дифференциальных операторов четвертого порядка.
Представлены результаты вычислительных экспериментов.

Ключевые слова: спектральная теория, теория возмущений, обратная
задача, оператор высокого порядка

Inverse spectral problem for a fourth order differential
operator

A numerical method for solving inverse spectral problems for discrete
semi-bounded operators is developed. The theses show the application of
this method to the solution of model boundary value problems for ordinary
differential operators of the fourth order. The results of computational
experiments are presented.

Keywords: spectral theory, perturbation theory, inverse problem, high or-
der operator

Íà îñíîâå [1]�[3] â ðàáîòàõ [4]�[6] ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøå-
íèÿ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü îáðàòíûå çàäà÷è
äëÿ äèñêðåòíûõ ïîëóîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ýòîì óäàëîñü ïîñòðî-
èòü àëãîðèòìû, êîòîðûå ìîæíî ñ ìàëûìè êîððåêòèðîâêàìè ïåðåíåñòè íà
çàäà÷è ñ íåîáõîäèìûì ïîðÿäêîì, âèäîì äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Закирова Галия Амрулловна, к.ф.-м.н., доцент, ЮУрГУ (Челябинск, Россия); Galiya
Zakirova (South Ural State University, Chelyabinsk, Russia)
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Ïîêàæåì ïðèìåíåíèå äàííîãî ìåòîäà íà ïðèìåðå ìîäåëüíûõ êðàåâûõ çà-
äà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.
Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

𝐿𝑢 = 𝜇𝑢, (1)

𝐺𝑢|Γ = 0, (2)

äëÿ äèñêðåòíîãî ïîëóîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà 𝐿, çàäàííîãî â ñåïàðàáåëü-
íîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐻 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ 𝐷𝐿 ⊂ 𝐻, Γ �
ãðàíèöà îáëàñòè 𝐷𝐿.

Теорема 1.[4] Пусть 𝐿 – дискретный полуограниченный оператор, дей-
ствующий в сепарабельном гильбертовом пространстве 𝐻. Если система
координатных функций {𝜙𝑘}∞𝑘=1 является ортонормированным базисом 𝐻
и удовлетворяет заданным для оператора 𝐿 однородным граничным усло-
виям. Тогда приближенные собственные значения ̃︀𝜇𝑛 оператора 𝐿 нахо-
дятся по формулам

̃︀𝜇𝑛(𝑛) = (𝐿𝜙𝑛, 𝜙𝑛) + 𝛿𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁, (3)

ãäå 𝛿𝑛 =
𝑛−1∑︀
𝑘=1

[̃︀𝜇𝑘(𝑛− 1) − ̃︀𝜇𝑘(𝑛)].

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 1, íàéäåì

1∫︀
0

[︁
𝑝0(𝑠)𝜙

(4)
𝑛 (𝑠) + 𝑝1(𝑠)𝜙

′′′

𝑛 (𝑠) + 𝑝2(𝑠)𝜙𝑛(𝑠)
′′

+ 𝑝3(𝑠)𝜙𝑛(𝑠)
′
+

+𝑝4(𝑠)𝜙𝑛(𝑠)
]︁
𝜙𝑛(𝑠)𝑑𝑠 = ̃︀𝜇𝛿𝑛, ̃︀𝜇𝛿𝑛 = ̃︀𝜇𝑛(𝑛) − 𝛿𝑛. 𝑛 ∈ 𝑁

Çàïèøåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå â ìàòðè÷íîì âèäå

𝐴 ̂︀𝑃 ≡
𝑏∫︁
𝑎

̂︀𝐾(𝑥, 𝑠) ̂︀𝑃 (𝑠)𝑑𝑠 = ̃︀𝑓(𝑥), 𝑐 6 𝑥 6 𝑑, (4)

ãäå 𝐴 � îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà,̂︀𝐾(𝑥𝑘, 𝑠) =
(︁
𝐾0(𝑥𝑘, 𝑠) 𝐾1(𝑥𝑘, 𝑠) 𝐾2(𝑥𝑘, 𝑠) 𝐾3(𝑥𝑘, 𝑠) 𝐾4(𝑥𝑘, 𝑠)

)︁
, 𝐾𝑗(𝑥𝑛, 𝑠) =

𝜙
(4−𝑗)
𝑛 (𝑠)𝜙𝑛(𝑠), ̂︀𝑃 (𝑠) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝0(𝑠)
𝑝1(𝑠)
𝑝2(𝑠)
𝑝3(𝑠)
𝑝4(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠, 𝑥𝑘 ∈ [𝑐, 𝑑], ̃︀𝑓(𝑥𝑛) = ̃︀𝜇𝛿𝑛, [𝑐, 𝑑] � îòðåçîê

ñîäåðæàùèé íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ïðèáëèæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1)�(2).

Äîïóñòèì, ÷òî ÿäðî ̂︀𝐾(𝑥, 𝑠) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4) íåïðåðûâ-
íî è çàìêíóòî â êâàäðàòå Π = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], ôóíêöèè ̃︀𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2[𝑐, 𝑑],
𝑝𝑗(𝑠) ∈ 𝑊𝑛

2 [𝑎, 𝑏], 𝑗 = 0, 4, 𝑛 = max(𝑟1, 𝑟2, 𝑡1, 𝑡2). Òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïðàâîé
÷àñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4) 𝑓(𝑥) íåèçâåñòíû. Èçâåñòíû òîëüêî åå
ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ̃︀𝑓(𝑥𝑘) òàêèå, ÷òî ||𝑓 − ̃︀𝑓 ||𝐿2[𝑐,𝑑] < 𝛿. Äëÿ ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ Òèõîíîâà.
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Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó.

𝑢(4) + 𝑝4(𝑠)𝑢 = 𝜇𝑢, 0 < 𝑠 < 1,
𝑢(0) = 𝑢′(0) = 0,
𝑢(1) = 𝑢′(1) = 0.

(5)

Çäåñü 𝑢 ∈ 𝑊 4
2 (𝑎, 𝑏), 𝑝4(𝑠) - ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Çà ñèñòåìó êîîðäèíàòíûõ

ôóíêöèé {𝜙𝑘(𝑠)}𝑛𝑘=1 â ìåòîäå Ãàëåðêèíà âîçüìåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

𝜙(4) = 𝜆𝜙,
𝜙(0) = 𝜙′(0) = 0,
𝜙(1) = 𝜙′(1) = 0,

(6)

âèä êîòîðûõ èçâåñòåí. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (5)�(6)
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì 𝜆𝑘 = 𝑞4𝑘, 𝑘 = 1,∞. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëü-
òàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî íàõîæäåíèþ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà
𝑝𝛼4𝑛 â óçëîâûõ òî÷êàõ äèñêðåòèçàöèè ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðîâ: 𝑁𝑠 = 17 - ÷èñëî óçëîâ äèñêðåòèçàöèè, 𝑐 = 504, 3358, 𝑑 = 9135911, 1596,
𝑝4(𝑠) = 𝑠2 + 3𝑠+ 2. ×åðåç 𝑝𝛼2𝑛 îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ ïñåâäîðåøåíèÿ 𝑝𝛼2 â óç-
ëàõ äèñêðåòèçàöèè. Âåëè÷èíû 𝜁𝑛 îïðåäåëÿåò ïîòî÷å÷íóþ àáñîëþòíîþ ïî-
ãðåøíîñòü ïîëó÷åííîãî ïñåâäîðåøåíèÿ 𝑝𝛼4 è îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

𝜁𝑛 =
⃒⃒⃒
𝑓(𝑥𝑛) −

𝑏∫︀
𝑎

𝐾4(𝑥𝑛, 𝑠)𝑝
𝛼
4 (𝑠)𝑑𝑠

⃒⃒⃒
, 𝑛 = 1, 𝑁𝑠.

Таблица 1

𝑛 𝑠𝑛 𝑝4(𝑠𝑛) 𝑝𝛼4𝑛 |𝑝4(𝑠𝑛)− 𝑝𝛼4𝑛| 𝜁𝑛

1 0, 0000 2, 0000 3, 7353 1, 7353 1, 6703 · 10−1

2 0, 0625 2, 1914 3, 7778 1, 5864 1, 0987 · 10−2

3 0, 1250 2, 3906 3, 7499 1, 3593 5, 9071 · 10−3

4 0, 1875 2, 5977 3, 7100 1, 1123 5, 4734 · 10−3

5 0, 2500 2, 8125 3, 7060 0, 8935 3, 8745 · 10−3

6 0, 3125 3, 0352 3, 7834 0, 7482 2, 6786 · 10−3

7 0, 3750 3, 2656 3, 9236 0, 6580 1, 8679 · 10−3

8 0, 4375 3, 5039 4, 0571 0, 5532 1, 3017 · 10−3

9 0, 5000 3, 7500 4, 1115 0, 3615 8, 8254 · 10−4

10 0, 5625 4, 0039 4, 0571 0, 0532 5, 5436 · 10−4

11 0, 6250 4, 2656 3, 9236 0, 3420 2, 8582 · 10−4

12 0, 6875 4, 5352 3, 7834 0, 7518 5, 8948 · 10−5

13 0, 7500 4, 8125 3, 7060 1, 1065 1, 3703 · 10−4

14 0, 8125 5, 0977 3, 7100 1, 3877 3, 0895 · 10−4

15 0, 8750 5, 3906 3, 7499 1, 6407 4, 6141 · 10−4

16 0, 9375 5, 6914 3, 7778 1, 9136 5, 9765 · 10−4

17 1, 0000 6, 0000 3, 7353 2, 2647 7, 2014 · 10−4

Ïðîâåäåííûå ìíîãî÷èñëåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî âîññòà-
íîâëåíèþ îïåðàòîðîâ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ ïî èçâåñò-
íûì èõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðûì îòðåçêàì, ïî-
êàçàëè âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííîãî ÷èñëåí-
íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ïîðîæäåííûõ äèñêðåò-
íûìè ïîëóîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè.
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On coercivity of perturb differential-difference equations

Boundary value problems for differential-difference equations with per-
turbations in the shifts of the arguments are considered. The algebraic
criterion of fulfillment of the Garding-type inequality was established. We
investigated continuous dependence of solutions of these boundary-value
problems on the shifts of arguments.

Keywords: differential-difference equations, boundary-value problems,
strong ellipticity

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíå-
íèÿ

𝐴𝑢 = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(𝑅𝑖𝑗𝜀𝑢𝑥𝑗
)𝑥𝑖

−
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑅𝑢𝑥𝑖
)𝑥𝑖

= 𝑓(𝑥) (𝑥 ∈ 𝑄), (1)

𝑢(𝑥) = 0 (𝑥 /∈ 𝑄) , (2)

ãäå 𝑄− îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R𝑛 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé, 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑄).
Ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû 𝑅𝑖𝑗𝜀, 𝑅 : 𝐿2(R𝑛) → 𝐿2(R𝑛) èìåþò âèä

𝑅𝑖𝑗𝜀𝑢(𝑥) = 𝑎𝑖𝑗0𝑢(𝑥) +

𝐽∑︁
𝑘=1

𝑎𝑖𝑗𝑘(𝑢(𝑥1 + 𝑘𝜀, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) + 𝑢(𝑥1 − 𝑘𝜀, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛))

𝑅𝑢(𝑥) = 𝑏0𝑢(𝑥) +
∑︁

ℎ∈𝑀∖0

𝑏ℎ(𝑢(𝑥+ ℎ) + 𝑢(𝑥− ℎ)).

Çäåñü 𝑎𝑖𝑗𝑘, 𝑏ℎ ∈ R, 𝑎𝑖𝑗𝑘 = 𝑎𝑗𝑖𝑘; 𝑀− ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè
êîîðäèíàòàìè, 𝜀 > 0− ìàëûé ïàðàìåòð (äàëåå 𝜀 → 0). Ðåøåíèå 𝑢 çàäà÷è
(1)-(2) èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà 𝐻1(𝑄) è îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì.

Òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî - ðàçíîñò-
íûõ óðàâíåíèé ñ öåëî÷èñëåííûìè ñäâèãàìè àðãóìåíòîâ â ñòàðøèõ ÷ëåíàõ
ïîñòðîåíà â ðàáîòàõ À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî [1],[2].

Íàçîâåì óðàâíåíèå (1) ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî òèïà Ãîðäèíãà:

Re (𝐴𝑢, 𝑢)𝐿2(𝑄) > 𝑐1‖𝑢‖
2
𝐻1(𝑄) (∀𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), 𝑐1 > 0).

Ïîëó÷èì óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé (ïî 𝜀 > 0) ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè óðàâ-
íåíèé (1). Âîïðîñ î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè êîíñòàíòû ýëëèïòè÷íîñòè
è ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îò ïàðàìåòðà 𝜀
ïðè 𝜀→ 0 âïåðâûå ðàññìàòðèâàëñÿ â [3]. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ âîçìóùåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èññëåäîâà-
íû â [4].

Îáîçíà÷èì 𝑎𝑅(𝜂, 𝜉) =
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

(𝑎𝑖𝑗0 + 2
𝐽∑︀
𝑘=1

𝑎𝑖𝑗𝑘 cos(𝑘𝜂))𝜉𝑖𝜉𝑗 (𝜂 ∈ R, 𝜉 ∈ R𝑛)

𝑎min := inf
𝜂,𝜉

Re 𝑎𝑅(𝜂, 𝜉) (𝜂 ∈ R, |𝜉| = 1). Ââåäåì îïåðàòîðû 𝑅𝐶 : 𝐿2(R𝑛) →

𝐿2(R𝑛), 𝑅𝐶𝑢(𝑥) = 𝑎min𝑢(𝑥) + 𝑅𝑢(𝑥), 𝑅𝐶𝑄 = 𝑃𝑄𝑅
𝐶𝐼𝑄 : 𝐿2(𝑄) → 𝐿2(𝑄), ãäå



Материалы международной конференции 275

𝐼𝑄 : 𝐿2(𝑄) → 𝐿2(R𝑛)− îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè èç 𝐿2(𝑄) íóëåì â
R𝑛, 𝑃𝑄 : 𝐿2(R𝑛) → 𝐿2(𝑄)− îïåðàòîð ñóæåíèÿ ôóíêöèè èç 𝐿2(R𝑛) íà 𝑄.

Теорема 1. Уравнение (1) является сильно эллиптическим в �̄� для лю-
бого значения параметра 𝜀 > 0 тогда и только тогда, когда контрольный
оператор 𝑅𝐶𝑄 является положительно определенным.

Îáîçíà÷èì 𝑎lim𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗0 + 2
𝐽∑︀
𝑘=1

𝑎𝑖𝑗𝑘 è ðàññìîòðèì ïðåäåëüíóþ çàäà÷ó

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(︀
𝑎lim𝑖𝑗 𝑢𝑥𝑗

)︀
𝑥𝑖

−
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑅𝑢𝑥𝑖)𝑥𝑖
= 𝑓(𝑥) (𝑥 ∈ 𝑄), (3)

𝑢(𝑥) = 0 (𝑥 /∈ 𝑄) . (4)

Теорема 2. Пусть оператор 𝑅𝐶𝑄 является положительно определен-
ным. Тогда для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑄) и любом фиксированном зна-
чении параметра 𝜀 > 0 задача (1)-(2) имеет единственное решение 𝑢𝜀 ∈
𝐻1(𝑄). При этом ‖𝑢𝜀 − 𝑢lim‖𝐻1(𝑄) → 0, 𝜀→ 0, где 𝑢lim ∈ 𝐻1(𝑄)− решение
задачи (3),(4).
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On scattering problem for the systems of differential equations
with a singularity

The scattering problem on the semi-axis for the systems of the differential
equations with a regular singularity at the origin is studied. We establish
the existence, the uniqueness and some properties of the Weyl-type solu-
tions which play an important role in investigation of direct and inverse
spectral problems.

Keywords: scattering problems, systems of differential equations, singu-
larity

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âè-
äà:

𝑦′ = 𝜌𝐵𝑦 + 𝑥−1𝐴𝑦 + 𝑞(𝑥)𝑦, 𝑥 ∈ (0,∞) (1)

ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì 𝜌, ãäå 𝐴,𝐵, 𝑞(𝑥) � 𝑛×𝑛 - ìàòðèöû, 𝑛 > 2, 𝐴,𝐵
ïîñòîÿííû, 𝑞𝑗𝑘(·) ∈ 𝐿1(0,∞)∩𝐿𝑝(0,∞), 𝑝 > 2. Â äàëüíåéøåì ÷åðåç 𝑋𝑝 áóäåì
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âíåäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö-ôóíêöèé ñ ýëåìåíòàìè èç
𝐿1(0,∞) ∩ 𝐿𝑝(0,∞).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝐵 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛), 𝑞𝑗𝑗(𝑥) ≡ 0, 𝑎𝑗𝑗 = 0, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 �
ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé è
òàêèå, ÷òî

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑏𝑘 = 0. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 𝜇1, . . . , 𝜇𝑛

ìàòðèöû 𝐴 òàêîâû, ÷òî 𝜇𝑗 − 𝜇𝑘 /∈ Z ïðè 𝑗 ̸= 𝑘, Re𝜇𝑗 ̸= 0 è Re𝜇1 < Re𝜇2 <
· · · < Re𝜇𝑛.

Определение. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑅1, . . . , 𝑅𝑛 ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë
𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 òàêóþ, ÷òî Re 𝜌𝑅1 < Re 𝜌𝑅2 < · · · < Re 𝜌𝑅𝑛, ÷åðåç 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 �
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåñòàíîâêó âåêòîðîâ 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â
C𝑛. 𝑘-ì ðåøåíèåì òèïà Âåéëÿ íàçîâ¼ì ðåøåíèå 𝜓𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) ñèñòåìû (1), óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

𝜓𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) = 𝑂 (𝑥𝜇𝑘) , 𝑥→ 0, 𝜓𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) = exp(𝜌𝑥𝑅𝑘)(𝑓𝑘 + 𝑜(1)), 𝑥→ ∞.

Îáîçíà÷èì
Σ :=

⋃︁
(𝑘,𝑗):𝑗 ̸=𝑘

{𝑧 : Re(𝑧𝑏𝑗) = Re(𝑧𝑏𝑘)} .

Ïóñòü 𝑆 - íåêîòîðûé ñåêòîð ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, ëåæàùèé â
C ∖ Σ, è ïóñòü 𝑐(𝑧) = (𝑐1(𝑧), . . . , 𝑐𝑛(𝑧)) è 𝑒(𝑧) = (𝑒1(𝑧), . . . , 𝑒𝑛(𝑧)) ôóíäàìåí-
òàëüíûå ìàòðèöû íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû

𝑑𝑦

𝑑𝑧
= 𝐵𝑦 + 𝑧−1𝐴𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆,

òàêèå ÷òî

𝑒𝑘(𝑧) = exp(𝑧𝑅𝑘)(𝑓𝑘 + 𝑜(1)), 𝑧 → ∞, 𝑐𝑘(𝑧) = 𝑧𝜇𝑘(ℎ𝑘 + 𝑜(1)), 𝑧 → 0,

ãäå ℎ𝑘 - ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû 𝐴, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝜇𝑘. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ñåêòîðå 𝑆 âû-
ïîëíåíî условие информативности, åñëè äëÿ êàæäîãî 𝑘 = 2, 𝑛
det(𝑒1(𝑧), . . . , 𝑒𝑘−1(𝑧), 𝑐𝑘(𝑧), . . . , 𝑐𝑛(𝑧)) ̸= 0.
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Теорема 1. Пусть в секторе 𝑆 выполнено условие информативности.
Тогда для каждого 𝑘 = 1, 𝑛 𝑘-е решение типа Вейля существует и един-
ственно при всех 𝜌 ∈ 𝑆, за исключением, быть может, некоторого не
более чем счётного множества. Если 𝑞 = 0, то решение типа Вейля су-
ществует и единственно при всех 𝜌 ∈ 𝑆.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè:

𝑊0(𝜉) := (1 − |𝜉|)𝜉 + |𝜉|2, |𝜉| 6 1, 𝑊0(𝜉) := (𝑊0

(︀
𝜉−1
)︀
)−1, |𝜉| > 1,

𝑊𝑘(𝜉) := 𝑊0 (𝜉𝜇𝑘) exp(𝑅𝑘𝜉), |𝜉| 6 1, 𝑊𝑘(𝜉) := exp(𝑅𝑘𝜉), |𝜉| > 1,

𝑘 = 1, 𝑛. ×åðåç 𝑊 (𝜉) îáîçíà÷èì ìàòðèöó

𝑊 (𝜉) := 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑊1(𝜉), . . . ,𝑊𝑛(𝜉)).

Óñëîâèìñÿ ÷åðåç 𝐶0(𝑆) îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ
ïî 𝜌 ∈ 𝑆 è ñòðåìÿùèõñÿ ê 0 ïðè 𝜌 → ∞. Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç 𝐶0(𝑙), ãäå 𝑙 -
íåêîòîðûé ëó÷ âèäà {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, 𝑧 ∈ 𝑆 ∖ {0} áóäåì îáîçíà÷àòü
ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà 𝑙 è ñòðåìÿùèõñÿ ê 0 ïðè 𝜌 → ∞.
×åðåç 𝐻(𝑙) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî 𝐶0(𝑙) ∩ 𝐿2(𝑙).

Ñîñòàâèì èç ðåøåíèé òèïà Âåéëÿ ìàòðèöó

𝜓(𝑞, 𝑥, 𝜌) := (𝜓1(𝑞, 𝑥, 𝜌), . . . , 𝜓𝑛(𝑞, 𝑥, 𝜌)).

Теорема 2. Пусть в секторе 𝑆 выполнено условие информативности.
Тогда справедливо представление:

𝜓(𝑞, 𝑥, 𝜌) = 𝑊 (𝜌𝑥)𝜓(0, 𝑥, 𝜌)(𝑊 (𝜌𝑥))−1𝛽(𝑞, 𝑥, 𝜌),

где

𝛽𝑗𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) =
𝛿𝑗𝑘 + 𝑑𝑗𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌)

1 + 𝑑𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌)
,

𝛿𝑗𝑘 - символ Кронекера, 𝑑𝑗𝑘, 𝑑𝑘 ∈ 𝐶(𝑋𝑝, 𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝑆))) и для любого лу-
ча 𝑙 = {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, 𝑧 ∈ 𝑆 ∖ {0} ограничения 𝑑𝑗𝑘|𝑙 , 𝑑𝑘|𝑙 принадлежат
𝐶(𝑋𝑝, 𝐵𝐶([0,∞), 𝐻(𝑙))).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ [3], ãäå èñ-
ñëåäîâàëàñü ñèñòåìà (1) ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè 𝑞𝑗𝑘(·).
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Исследована устойчивость системы управления обратным маятником,
описываемой моделью Такаги–Сугено, с помощью метода функций
Ляпунова и построения логического регулятора.
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вость, стабилизация, модель Такаги–Сугено.

On the study of the stability of the control system of the
pendulum type

The stability of an inverse pendulum control system described by the
Takagi-Sugeno model is investigated using the Lyapunov function method
and the construction of a logic controller.

Keywords: reverse pendulum, logical controller, stability, stabilization,
Takagi-Sugeno model

Èçó÷åíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé ìàÿòíèêîâûõ ñèñòåì â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ óäåëÿåòñÿ îãðîìíîå âíèìàíèå â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îíè èñïîëü-
çóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ øèðîêîãî êëàññà óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ (øàãàþùèå
ðîáîòû, òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà � ïîæàðíûå âåðòîëåòû ñ âîäîñáðîñíûì êîâ-
øîì, ïîðòàëüíûå êðàíû, ãèðîñêóòåðû) è ïðîöåññîâ (óïðàâëåíèå çàïóñêîì
è ïîëåòîì ðàêåò).

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû
óïðàâëåíèÿ ìàÿòíèêîâîãî òèïà, îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé
ìîäåëè ìîäåëüþ Òàêàãè�Ñóãåíî è ïîñòðîåíèè ëîãè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà, îñó-
ùåñòâëÿþùåãî óïðàâëåíèå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü,
îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó îáðàòíîãî ìàÿòíèêà, ïðèêðåïëåííîãî ê ãîðèçîí-
òàëüíî äâèãàþùåéñÿ òåëåæêå:

�̇�1(𝑡) = 𝑥2(𝑡),

�̇�2(𝑡) =
𝑔 sin(𝑥1(𝑡)) − 𝑎𝑚𝑙𝑥2

2(𝑡) sin(2𝑥1(𝑡))
2

4𝑙
3 − 𝑎𝑚𝑙 cos2(𝑥1(𝑡))

− 𝑎 cos(𝑥1(𝑡))𝑢(𝑡)
4𝑙
3 − 𝑎𝑚𝑙 cos2(𝑥1(𝑡))

, (1)

ãäå 𝑥1(𝑡) � óãîë (â ðàäèàíàõ) îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò âåðòèêàëüíîé îñè,
𝑥2(𝑡) � óãëîâàÿ ñêîðîñòü, 𝑔 = 9, 8 ì/𝑐2 � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, 𝑚
� ìàññà ìàÿòíèêà, 𝑀 � ìàññà òåëåæêè, 2𝑙 � äëèíà ìàÿòíèêà, 𝑢 � ñèëà,
ïðèêëàäûâàåìàÿ ê òåëåæêå (â Íüþòîíàõ), 𝑎 = 1

𝑚+𝑀 . Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â
ñòàáèëèçàöèè è óäåðæàíèè ìàÿòíèêà â âåðõíåì íåóñòîé÷èâîì âåðòèêàëüíîì
ïîëîæåíèè çà ñ÷åò âîçäåéñòâèÿ, îêàçûâàåìîãî ðåãóëÿòîðîì íà òåëåæêó.

Игонина Елена Викторовна, к.ф.-м.н., доцент кафедры математического моделирова-
ния и компьютерных технологий, ЕГУ имени И.А. Бунина (Елец, Россия); Elena Igonina
(Bunin Yelets State University, Yelets, Russia)
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Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû àïïðîêñèìàöèè, îïèñàííîé â ðàáîòå [1], ñèñòå-
ìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó ìîäåëè Òàêàãè�
Ñóãåíî:

Ï1: Åñëè 𝑥1(𝑡) ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî 0, òî �̇�(𝑡) = 𝐴1𝑥(𝑡) +𝐵1𝑢(𝑡).
Ï2: Åñëè 𝑥1(𝑡) ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî

±𝜋
2

(︁
|𝑥1| <

𝜋

2

)︁
, (2)

òî �̇�(𝑡) = 𝐴2𝑥(𝑡) +𝐵2𝑢(𝑡), ãäå

𝐴1 =

[︂
0 1
2𝑔

4𝑙/3−𝑎𝑚𝑙 0

]︂
, 𝐴2 =

[︂
0 1
2𝑔

𝜋(4𝑙/3−𝑎𝑚𝑙𝛽2) 0

]︂
,

𝐵1 =

[︂
0

− 𝑎
4𝑙/3−𝑎𝑚𝑙

]︂
, 𝐵2 =

[︂
0

− 𝑎𝛽
4𝑙/3−𝑎𝑚𝑙𝛽2 ,

]︂
𝛽 = cos 88∘.

Ëîãè÷åñêèé ðåãóëÿòîð, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ïàðàëëåëüíîé
ðàñïðåäåëåííîé êîìïåíñàöèè [2], îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëàìè âèäà:

Ï1: Åñëè 𝑥1(𝑡) ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî 0, òî 𝑢(𝑡) = 𝐹1𝑥(𝑡).
Ï2: Åñëè 𝑥1(𝑡) ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî ±𝜋

2

(︀
|𝑥1| < 𝜋

2

)︀
, òî 𝑢(𝑡) = −𝐹2𝑥(𝑡),

ãäå 𝐹1, 𝐹2 � ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ.
Òîãäà îáùåå çàäàíèå ëîãè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà, ñòàáèëèçèðóþùåãî ñèñòå-

ìó, ïðåäñòàâèìî â âèäå

𝑢(𝑡) = −ℎ1(𝑥1(𝑡))𝐹1𝑥(𝑡) − ℎ2(𝑥1(𝑡)𝐹2𝑥(𝑡), (3)

ãäå ℎ1 è ℎ2 �ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ ïðàâèë Ï1 è Ï2 ñîîòâåòñòâåííî,
è ℎ1 + ℎ2 = 1. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ìîäåëè (2) ñ ëîãè÷åñêèì
ðåãóëÿòîðîì (3) èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [2]. Ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ
Ëÿïóíîâà âèäà:

𝑉 (𝑥(𝑡)) = ℎ1(𝑥1(𝑡))𝑥𝑇 (𝑡)𝑃1𝑥(𝑡) + ℎ2(𝑥2(𝑡))𝑥𝑇 (𝑡)𝑃2𝑥(𝑡),

ãäå 𝑃1, 𝑃2 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî
ìåòîäà Ëîóñîíà [3, 4] ïðîâåäåíî êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ðåøåíèé ñèñòå-
ìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2) ñ ó÷åòîì (3) � (4). Äëÿ êîíêðåòíûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé è çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû𝑚 = 2 êã,𝑀 = 8 êã, 2𝑙 =
1 ì îïðåäåëåíû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû 𝑃1, 𝑃2, è ìàòðèöû 𝐹1,
𝐹2, îáåñïå÷èâàþùèå óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (2).
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О ПОЧТИ-ПЕРИОДИЧНОСТИ РЕШЕНИЯ ЧЕТВЕРТОЙ
(ПЯТОЙ) СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМЫ

УРАВНЕНИЙ ЛАМЕ
М. Исмати, Н.М. Исматов

mismati@mail.ru, ismatov.n.m@ mail.ru

УДК 517.934-948

В настоящей работе устанавливается почти-периодичность обобщен-
ного и классического решения пятой (в частности, четвертой) сме-
шанных задач для уравнения динамики трехмерного упругого тела
(уравнения Ламе).

Ключевые слова: почти периодичность, обобщенные и классические
решения, смешанные задачи, уравнения Ламе

On the almost-periodicity solution of the fourth (fifth) mixed
problem for the system of the Lame equations

In this paper, we establish almost periodic generalized and classical solu-
tions of fifth (in particular, fourth) mixed problems for the equations of
dynamics of a three-dimensional elastic body (the equation of Lame).

Keywords: almost-periodicity, generalized and classical solutions,mixed
problems, Lame’s equation

Ïóñòü � íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (â ÷àñòíîñòè, ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî). Íàïîìíèì [1] îïðåäåëåíèå ïî÷òè- ïåðèîäè÷íîñòè:

Определение 1. Ôóíêöèÿ 𝑓(𝑡), íåïðåðûâíàÿ ïðè 𝑡 ∈ 𝐽 ≡ (−∞,∞),
ñî çíà÷åíèåì èç 𝐵 íàçûâàåòñÿ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîé (â äàëüíåéøåì ñîêðà-
ùåííî ï.-ï.) ôóíêöèåé â 𝐵, åñëè äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 ñóùåñòâóåò ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî 𝑙𝜀 òàêîå, ÷òî â ëþáîì èíòåðâàëå 𝑙𝜀 = (𝑎; 𝑎 + 𝑙𝜀) äëèíû 𝑙𝜀 ,
𝑙𝜀 ∈ 𝐽 ≡ (−∞,∞), íàéäåòñÿ ÷èñëî 𝜏 = 𝜏𝑓 (𝜀) (𝜀-ïî÷òè ïåðèîä), äëÿ êîòîðîãî
íåðàâåíñòâî ‖𝑓(𝑡 + 𝜏) − 𝑓(𝑡)‖ 6 𝜀 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ 𝑡 ∈ 𝐽 ≡ (−∞,∞).
(‖ · ‖-íîðìà â 𝐵). Ñ. Áîõíåð [2] äîêàçàë, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé 𝑅𝑓(𝑡)
ôóíêöèè 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽 ≡ (−∞,∞) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â 𝐵 è ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ 𝜎 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑡 ∈ 𝐽 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

inf
𝑡
‖𝑓(𝑡+ 𝜏) − 𝑓(𝑡)‖ > 𝜎 sup

𝑡
‖𝑓(𝑡+ 𝜏) − 𝑓(𝑡)‖, (1)
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òî 𝑓(𝑡)-ï.-ï. ôóíêöèÿ â 𝐵.
Ïóñòü òåïåðü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ïÿòîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ

ñèñòåìû óðàâíåíèé äèíàìèêè èçîòðîïíîãî îäíîðîäíîãî óïðóãîãî òåëà:

𝜌𝑢𝑡𝑡 = ∆*𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑡 (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω ∪ 𝑆 (3)

[𝑁 (𝑛) + 𝜎(𝑥)]𝑢 |Γ𝑇
= 0, (4)

Çäåñü 𝜙, 𝜓 è 𝑓(𝑥, 𝑡) � çàäàííûå âåêòîð-ôóíêöèè, Ω � êîíå÷íàÿ òðåõìåðíàÿ
ñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé 𝑆 òèïà Ëÿïóíîâà,

𝑁 (𝑛) ≡
𝑘

𝑇
(𝑛)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑘𝑇

(𝑛)

𝑖𝑗 (
𝜕

𝜕𝑥
, 𝑛(𝑥))

⃦⃦⃦⃦
⃦
3×3

� îïåðàòîð ïñåâäîíàïðÿæåíèÿ, â êîòîðîì

𝑘

𝑇 𝑖𝑗 = 𝜇(𝜈 + 𝜇)𝑛𝑖(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑘(𝑛𝑗(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑖
− 𝑛𝑖(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑗
+ 𝛿𝑖𝑗𝜇

𝜕

𝜕𝑛(𝑥)
,

𝑘 = 𝜇(𝜈 + 𝜇)(𝜈 + 3𝜇)−1, 𝜎(𝑥) � âåùåñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 3 × 3, çàäàííàÿ íà 𝑆. Èçâåñòíî [3], ÷òî
ïðè 𝑘 = 𝜇 ïîëó÷èì îïåðàòîð íàïðÿæåíèÿ 𝑇 (𝑛) Â ÷àñòíîñòè, ïðè 𝜎(𝑥) ≡ 0
ïîëó÷èì ÷åòâåðòîå êðàåâîå óñëîâèå 𝑁 (𝑛)𝑢 |Γ= 0.

Äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (2)-(4) èìååò ìåñòî

Теорема. Пусть начальные вектор-функции 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥) удовлетворя-
ют следующим условиям:
1) Вектор-функция 𝜙(𝑥) непрерывна в области Ω и обладает в этой
области непрерывными производными до 3-го порядка и интегрируемы-
ми с квадратом производными четвертого порядка. Кроме того, [𝑁 (𝑛) +
𝜎]𝜙(𝑥)|𝑆 = [𝑁 (𝑛) + 𝜎]∆*𝜙(𝑥)|𝑆 = 0.
2) Вектор-функция 𝜓(𝑥) непрерывна в области Ω и обладает в этой
области непрерывными производными до 2-го порядка и интегрируемы-
ми с квадратом производными третьего порядка. Кроме того, [𝑁 (𝑛) +
𝜎]𝜓(𝑥)|𝑆 = 0.
3) Вектор-функция 𝑓(𝑥, 𝑡) непрерывна в области 𝑄𝑇 и для ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] по
𝑥 обладает в этой области непрерывными производными до 2-го поряд-
ка и интегрируемыми с квадратом производными третьего порядка и
[𝑁 (𝑛) + 𝜎]𝑓(𝑥, 𝑡)|Γ = 0. Кроме того 𝑓(𝑥, 𝑡) функция является почти пе-
риодической по t со значением в пространстве 𝐿2.

Тогда существует единственное почти периодическое классическое ре-
шение смешанной задачи (2)-(4).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîò [4-6].

Замечания.
1. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ïðè áîëåå ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ èìååò ìåñòî
è äëÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)-(4).
2. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ äëÿ 𝑁 = 2 è
𝑁(> 3)-ìåðíûõ îáëàñòåé.
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ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СИНГУЛЯРНО
ВОЗМУЩЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ С БЫСТРО
ОСЦИЛЛИРУЮЩИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Б.Т. Калимбетов, В.Ф. Сафонов
burkhan.kalimbetov@ayu.edu.kz, SafonovVF@yandex.ru

УДК 517.95

Целью исследования являются разработка алгоритма метода регуля-
ризации Ломова для интегро-дифференциальных систем с быстро ос-
циллирующими коэффициентами и описание эффектов, вызванных
наличием интегрального члена. В докладе обсуждается случай от-
сутствия резонанса, т. е. случай, когда целочисленная линейная ком-
бинация частот быстро осциллирующего коэффициента не совпадает
с частотой спектра предельного оператора.
Ключевые слова: сингулярно возмущенный, интегро-
дифференциальные уравнения, быстро осциллирующие коэффи-
циенты, регуляризация, асимптотическая сходимость

Integro-differential singularly perturbed equations with rapidly
oscillating coefficients

The aim of the study is to develop the Lomov’s regularization algorithm
for integro-differential systems with rapidly oscillating coefficients and a
description of the effects caused by the presence of an integral term. The
report discusses the case of lack of resonance, i.e. the case when the integer
linear combination of frequencies of the fast oscillating coefficient does not
coincide with the frequency of the spectrum of the limit operator.

Keywords: singularly perturbed, integro-differential equations, rapidly os-
cillating coefficients, regularization, asymptotic convergence
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Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ äèíàìè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòüþ, ñî ñâîéñòâàìè ñðåä ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè.
Àñèìïòîòè÷åñêèå èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé
ñ òàêèìè êîýôôèöèåíòàìè ïðîâîäèëèñü ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ Ôåùåíêî-
Øêèëÿ-Íèêîëåíêî [1-2] è ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè Ëîìîâà [3-4]. Â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå âïåðâûå èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé âèäà

𝜀
𝑑𝑧

𝑑𝑡
−𝐴(𝑡)𝑧 − 𝜀𝑔(𝑡) cos

𝛽(𝑡)

𝜀
𝐵 (𝑡) 𝑧 −

𝑡∫︁
𝑡0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑧(𝑠, 𝜀)𝑑𝑠 = ℎ(𝑡),

𝑧(𝑡0, 𝜀) = 𝑧0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ],

(1)

ãäå 𝑧 = {𝑧1, 𝑧2} , ℎ(𝑡) = {ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡)} , 𝛽′(𝑡) > 0, 𝜔(𝑡)>0 (∀𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]) , 𝑔(𝑡) �
ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, à 𝐴(𝑡) è 𝐵(𝑡) ��(2 × 2)- ìàòðèöû, ïðè÷åì 𝐴 (𝑡) =(︂

0 1
−𝜔2(𝑡) 0

)︂
, 𝑧0 =

{︀
𝑧01 , 𝑧

0
2

}︀
, 𝜀 > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïðåäåëüíûé îïå-

ðàòîð 𝐴 (𝑡) èìååò ñïåêòð 𝜆1(𝑡) = −𝑖𝜔(𝑡), 𝜆2(𝑡)= + 𝑖𝜔(𝑡), ÷àñòîòà áûñòðî
îñöèëëèðóþùåãî êîñèíóñà ðàâíà 𝛽′(𝑡). Ôóíêöèè 𝜆3(𝑡) = −𝑖𝛽′(𝑡), 𝜆4(𝑡) =
+𝑖𝛽′(𝑡) îáû÷íî íàçûâàþò ñïåêòðîì áûñòðî îñöèëëèðóþùåãî êîýôôèöèåí-
òà. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà ìåòîäà ðåãóëÿðè-
çàöèè äëÿ òàêèõ ñèñòåì è îïèñàíèå ýôôåêòîâ, âûçâàííûõ íàëè÷èåì èí-
òåãðàëüíîãî ÷ëåíà. Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñà,
ò. å. ñëó÷àé, êîãäà öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ÷àñòîò áûñòðî îñ-
öèëëèðóþùåãî êîýôôèöèåíòà íå ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé ñïåêòðà ïðåäåëüíîãî
îïåðàòîðà. Ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) 𝜔(𝑡), 𝛽(𝑡), 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶∞ (︀[𝑡0, 𝑇 ] , C1
)︀
, ℎ(𝑡) ∈ 𝐶∞ (︀[𝑡0, 𝑇 ] , C2

)︀
,

𝐵(𝑡) ∈ 𝐶∞ (︀[𝑡0, 𝑇 ] , C2×2
)︀
, 𝐾(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐶∞ (︀[𝑡0, 𝑇 ] , C2×2

)︀
,

2) äëÿ ∀𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] è âñåõ 𝑛3 ̸= 𝑛4 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

𝑛3𝜆3(𝑡) + 𝑛4𝜆4(𝑡) ̸= 𝜆𝑗(𝑡), 𝜆𝑘(𝑡) + 𝑛3𝜆3(𝑡) + 𝑛4𝜆4(𝑡) ̸= 𝜆𝑗(𝑡), 𝑘 ̸= 𝑗, 𝑘, 𝑗 = 1, 2,

äëÿ âñåõ ìóëüòèèíäåêñîâ 𝑛 = (𝑛3, 𝑛4) ñ |𝑛| ≡ 𝑛3 + 𝑛4 > 1 (𝑛3 è 𝑛4 � öåëûå
íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà).

Óñëîâèå 2) íàçûâàþò óñëîâèåì îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñà. Ïîñëå ââåäåíèÿ

ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ïåðåìåííûõ 𝜏𝑗 = 1
𝜀

𝑡∫︀
𝑡0

𝜆𝑗(𝜃)𝑑𝜃 ≡ 𝜓𝑗(𝑡)
𝜀 , 𝑗 = 1, 4 è ðåãóëÿ-

ðèçàöèè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñòðîèòñÿ ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà, èìåþùàÿ
âèä ðåãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå
ñòåïåííîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ðàçðàáàòûâàåòñÿ òåîðèÿ
íîðìàëüíîé è îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè èòåðàöèîííûõ çàäà÷ äëÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ýòîãî ðÿäà è äîêàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü ñóæå-
íèÿ ýòîãî ðÿäà (íà ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ïåðåìåííûõ) ê òî÷íîìó ðåøåíèþ
èñõîäíîé çàäà÷è (1), îáñóæäàåòñÿ âëèÿíèå èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà íà ñòðóê-
òóðó àñèìïòîòèêè.
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В докладе рассматриваются спектральные свойства линейного опера-
тора 𝐿𝑄, соответствующего краевой задаче для линейного дифферен-
циального уравнения, заданного дифференциальным выражением в
области Ω ⊂ 𝑅𝑛 и однородными граничными условиями. Предполага-
ется, что коэффициенты дифференциального выражения бесконечно
дифференцируемы, оператор 𝐿𝑄 обратим, а его обратный 𝐿−1

𝑄 явля-
ется компактным в 𝐿2(Ω). Рассматривается вопрос, когда спектр опе-
ратора 𝐿𝑄 является либо пустым, либо бесконечным множеством. То
есть исследуется вопрос об отсутствии конечного спектра у краевых
задач для общих дифференциальных уравнений.

Ключевые слова: линейный оператор, спектр, дифференциальный
оператор, краевая задача
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Absence of a finite spectrum of regular boundary value
problems for differential equations

In this work it is discussed the spectral properties of the linear operator
𝐿𝑄 corresponding to the boundary value problem for a linear differen-
tial equation defined by a differential expression in the domain Ω ⊂ 𝑅𝑛

with homogeneous boundary conditions.The coefficients of a differential
expression are assumed to be infinitely differentiable, the operator 𝐿𝑄 is
invertible, and its inverse 𝐿−1

𝑄 is compact in 𝐿2(Ω). A question when
the spectrum of the operator 𝐿𝑄 is either empty or an infinite set is con-
sidered. It is studied a question of the absence of a finite spectrum of
boundary value problems for general differential equations.

Keywords: linear operator, spectrum, differential operator, boundary
value problem

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ èìååò è ôóíäàìåíòàëüíóþ è ïðèêëàäíóþ çíà÷èìîñòü.

Â òîæå âðåìÿ ïðîáëåìà êîíå÷íîñòè ñïåêòðà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ, ïîðîæäåííûõ ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè îñòàåòñÿ îòêðûòîé
ïðîáëåìîé. Äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíî ïðèìåðîâ êîððåêòíûõ ëèíåéíûõ êðà-
åâûõ çàäà÷, èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â ðàáîòå [1]
Êàëüìåíîâ Ò.Ø. è Ñóðàãàí Ä. äîêàçàëè îòñóòñòâèå êîíå÷íîãî ñïåêòðà ó
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ øèðîêîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé ÷àñòè îáëàñòè êîýô-
ôèöèåíòû èññëåäóåìîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Â íàñòîÿùåì
äîêëàäå ýòî îãðàíè÷åíèå ñíèìàåòñÿ, íî òðåáóåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåí-
öèðóåìîñòü êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü Ω ⊂ 𝑅𝑛 � êîíå÷íàÿ îáëàñòü. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ
çàäà÷ó.

Задача 𝑄. Найти решение уравнения

𝐿𝑢 =
∑︁
|𝛼|6𝑝

𝑎𝛼(𝑥)𝐷𝛼𝑢 = 𝑓(𝑥), (1)

удовлетворяющее краевому условию

𝑄𝑢|𝜕Ω = 0, (2)

где 𝑄 – линейный граничный оператор, определенный на следах функции 𝑢
и ее производных до порядка 𝑝− 1 на границе 𝜕Ω.

×åðåç 𝐿𝑄 îáîçíà÷èì çàìûêàíèå â 𝐿2(Ω) äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà,
çàäàííîãî âûðàæåíèåì (1) íà ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè ôóíêöèé 𝑢 ∈ 𝐶𝑝(Ω),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (2). Â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáðàòíûé
îïåðàòîð 𝐿−1

𝑄 ñóùåñòâóåò, îïðåäåëåí íà âñåì 𝐿2(Ω) è ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.
Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð îïåðàòîðà 𝐿𝑄 ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî ïðè íåêî-
òîðûõ îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
𝐿𝑄, îí áóäåò ëèáî âîëüòåððîâûì (ò.å. íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé), ëèáî
êîëè÷åñòâî åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áóäåò áåñêîíå÷íî.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ìîäåðíèçèðóåòñÿ ìåòîäèêà ðàáîòû [1]
ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíîê àíòèàïðèîðíîãî òèïà (ñì., íàïðèìåð, [2]).

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé ñ Ì.À. Ñàäû-
áåêîâûì.
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On inverse problems of simultaneous determination of the
lower coefficients in a parabolic equation
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Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå îáðàòíûå çàäà÷è îäíîâðåìåííîãî îïðå-
äåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåä 𝑢 è 𝑢𝑥 â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè ñ äâóìÿ
íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè.

Обратная задача 1.
Îïðåäåëèòü òðîéêó ôóíêöèé {𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑏(𝑥), 𝑐(𝑥)}, óäîâëåòâîðÿþùèõ â

𝑄 ≡ [0, 𝑇 ] × [−𝑙, 𝑙] óðàâíåíèþ

𝜌𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑏(𝑥)𝑢𝑥 + 𝑐(𝑥)𝑢 = 𝑓(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄; (1)

êðàåâûì óñëîâèÿì

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ [−𝑙, 𝑙]; 𝑢(𝑡,−𝑙) = 𝜇1(𝑡), 𝑢(𝑡, 𝑙) = 𝜇2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]; (2)

è óñëîâèÿì èíòåãðàëüíîãî íàáëþäåíèÿ

𝑇∫︁
0

𝑢(𝑡, 𝑥)𝜔(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜙(𝑥),

𝑇∫︁
0

𝑢(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜓(𝑡), 𝑥 ∈ [−𝑙, 𝑙]. (3)

Обратная задача 2.
Îïðåäåëèòü òðîéêó ôóíêöèé {𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑏(𝑡), 𝑑(𝑡)}, óäîâëåòâîðÿþùèõ â 𝑄

óðàâíåíèþ

𝑢𝑡 − 𝑎(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑏(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑐(𝑡)𝑢+ 𝑑(𝑡, 𝑥)𝑢 = 𝑓(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄; (4)

êðàåâûì óñëîâèÿì

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ [−𝑙, 𝑙]; 𝑢(𝑡,−𝑙) = 𝑢(𝑡, 𝑙) = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]; (5)

è óñëîâèÿì èíòåãðàëüíîãî íàáëþäåíèÿ

𝑙∫︁
−𝑙

𝑢(𝑡, 𝑥)𝜔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝜙(𝑡),

𝑙∫︁
−𝑙

𝑢𝑥(𝑡, 𝑥)𝜔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (6)

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåííûå ðåøåíèÿ: 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈
𝑊 1,2

2 (𝑄), ôóíêöèè 𝑏 è 𝑐 îãðàíè÷åíû, ñîîòâåòñòâåííî, íà [−𝑙, 𝑙] â ñëó÷àå îá-
ðàòíîé çàäà÷è 1 è íà [0, 𝑇 ] â ñëó÷àå îáðàòíîé çàäà÷è 2.

Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äàííûõ
îáðàòíûõ çàäà÷.

Äëÿ êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ìû òàêæå ïîëó÷àåì
îöåíêè ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ñ êîí-
ñòàíòàìè, ÿâíî âûïèñàííûìè ÷åðåç âõîäíûå äàííûå îáðàòíûõ çàäà÷.

Êðîìå òîãî ïðèâîäÿòñÿ íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû îáðàòíûõ çàäà÷, ê êî-
òîðûì ïðèìåíèìû äîêàçàííûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.

Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé àâòîðà [1, 2], ãäå áûëè ïî-
ëó÷åíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ îäíîâðåìåí-
íîãî îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè è îäíîãî èç ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòîâ â ïà-
ðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè.
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ВЕСОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ
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Работа посвящена коэрцитивной разрешимости нелинейных систем
дифференциальных уравнений второго порядка с матричными коэф-
фициентами в весовом пространстве.
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Coercitive solvability of nonlinear systems of differential
equations of second order with matrix coefficients in the

weight space

The work is dedicated to the coercitive solvability of nonlinear systems
of differential equations of second order with matrix coefficients in the
weight space.

Keywords: Coercitive estimates, the solvability of nonlinear operator,
weighted space.

Ïóñòü 𝜌(𝑥) - ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â 𝑅𝑛, 𝑙 - íåêîòîðîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñèìâîëîì 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)𝑙 - îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-
ôóíêöèé 𝑢(𝑥) = (𝑢1(𝑥), ..., 𝑢𝑙(𝑥)), 𝑢𝑗(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅𝑛), (𝑗 = 1, 𝑙) ñ êîíå÷íîé íîð-
ìîé

‖𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙‖ =

{︃
𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
𝑅𝑛

𝜌(𝑥)|𝑢𝑗(𝑥)|2𝑑𝑥

}︃ 1
2

.

Каримов Олимджон Худойбердиевич, к.ф.-м.н., доцент, Институт математики
им. А.Джураева (Душанбе, Таджикистан); Olimjon Karimov (A.Juraev Institute of
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Ïðîñòðàíñòâî 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙 ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì, è â í¼ì

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

(𝑢, 𝜐)𝜌 =

𝑙∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑅𝑛

𝜌(𝑥)𝑢𝑗(𝑥)𝜐𝑗(𝑥)𝑑𝑥 .

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙 äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

𝐿[𝑢] = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑖

)︂
+ 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), (𝑥 ∈ 𝑅𝑛) (1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû 𝑎𝑖𝑗 îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòíû-
ìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà 𝑙 ñ ýëåìåíòàìè èç êëàññà 𝐶1(𝑅𝑛) è óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

𝑎𝑖𝑗 ≡ 𝑎𝑗𝑖, 𝐼𝑚𝑎𝑖𝑗 ≡ 0,

|𝑎𝑖𝑗 | 6 𝜎1, ∇𝑎𝑖𝑗 6 𝜎2, (𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛),

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑠𝑖;𝐶𝑙|2 6 𝜒1

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑠𝑖, 𝑠𝑗 ;𝐶
𝑙⟩ ((𝑥 ∈ 𝑅𝑛),∀𝑠 = (𝑠𝑖)

𝑛
𝑖=1, 𝑠𝑖 ∈ 𝐶𝑙),

à çíà÷åíèÿ 𝑉 (𝑥, 𝜔), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜔 ∈ 𝐶𝑙 ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòíûìè ïîëîæèòåëüíî-
îïðåäåë¼ííûìè ýðìèòîâûìè ìàòðèöàìè èç End𝐶𝑙, êîíñòàíòû 𝜎1,𝜎2,𝜒1 â
ýòèõ óñëîâèÿõ íå çàâèñÿò îò 𝑥 è 𝑠.

Определение. Óðàâíåíèå (1) è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íàçûâàþòñÿ ðàçäåëèìûìè â 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)𝑙, åñëè∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1

𝜕
𝜕𝑥𝑗

(︁
𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜕𝑢(𝑥)𝜕𝑥𝑖

)︁
, 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅𝑛)𝑙 äëÿ âñåõ 𝑢(𝑥) ∈

𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙 ∩𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛)𝑙 òàêèõ, ÷òî 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)𝑙.
Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàò î ðàçäåëèìîñòè îïåðàòîðà (1)(Òåîðåìà 1 [6]), ïîëó-

÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Теорема 1. Пусть оператор (1) разделяется в пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)𝑙,
а весовая функция 𝜌(𝑥) и положительная функция Ψ(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑅𝑛) удовле-
творяют неравенствам

‖Ψ−1(𝑥)
𝜕Ψ

𝜕𝑥𝑖
𝑉 − 1

2 ‖ < 𝛿1,

‖𝜌−1(𝑥)
𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝑉 − 1

2 ‖ < 𝛿2.

Тогда при выполнении условий

𝑛(𝛿21 + 𝛿22) < 2𝛼, 𝑛𝛼𝜎1𝜒1 < 1, 𝛼 > 0

система дифференциальных уравнения (1) при всех 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙 имеет

единственное решение в пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙.
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В данной работе изучена задача с начально-граничными условиями
для уравнения колебаний балки один конец, которой заделан, а другой
шарнирно закреплен в многомерном случае. Доказаны теоремы един-
ственности, существования поставленной задачи в классах Соболева.
Решение начально-граничной задачи построено в виде суммы ряда
по системе собственных функций многомерной спектральной задачи.
Показано, что эта система собственных функций является полной и
образует базис Рисса в пространствах Соболева. На основании полно-
ты системы собственных функций получена теорема единственности
решения поставленной начально-граничной задачи.
Ключевые слова: уравнение балки, начально-граничная задача, спек-
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On the unique solvability of a generalized analogue of the
initial-boundary problem of beam oscillations with one end,
which is embedded, and the other is hinged fixed ends in

Sobolev classes in the multidimensional case

In this paper, we study a problem with initial-boundary conditions for
the equation of beam oscillations, one end of which is embedded and the
other is pivotally fixed in the multidimensional case. The theorems of
uniqueness, the existence of the problem in Sobolev classes are proved.
The solution of the initial-boundary problem is constructed as a sum of
a series in the system of eigenfunctions of the multidimensional spectral
problem. It is shown that this system of eigenfunctions is complete and
forms a Riesz basis in Sobolev spaces. On the basis of the completeness
of the system of eigenfunctions, a uniqueness theorem is obtained for the
solution of the initial-boundary value problem posed.

Keywords: beam equation, initial-boundary problem, spectral method,
proper values, eigenfunctions, completeness, Riesz basis, uniqueness, ex-
istence, row.

Ìíîãèå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ñòåðæíåé, áàëîê è ïëàñòèí, êîòîðûå èìå-
þò áîëüøîå çíà÷åíèå â ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêå, ïðèâîäÿò ê äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèÿì áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ê óðàâ-
íåíèþ êîëåáàíèé áàëêè ïðèõîäÿò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ïðè ðàñ÷�eòå óñòîé÷è-
âîñòè âðàùàþùèõñÿ âàëîâ è èçó÷åíèè âèáðàöèè êîðàáëåé [1]�[6]. Â äàííîé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùåå óðàâíåíèå âèäà

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑦, 𝑡) + 𝑎2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜕4𝑚𝑢(𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦4𝑚𝑗
= 𝑓(𝑦, 𝑡), (𝑦, 𝑡) ∈ Π × (0, 𝑇 ), (1)

𝑝− 1 < 𝛼 6 𝑝; 𝑚, 𝑝 ∈ N, ñ íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

𝐷𝛼−𝑖
0𝑡 𝑢(𝑦, 𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

= 𝜙𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑝, (2)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕4𝑘𝑢(𝑦,𝑡)

𝜕𝑦4𝑘𝑗

⃒⃒⃒
𝑦𝑗=0

= 0, 𝜕4𝑘+1𝑢(𝑦,𝑡)

𝜕𝑦4𝑘+1
𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑦𝑗=0

= 0,

𝜕4𝑘𝑢(𝑦,𝑡)

𝜕𝑦4𝑘𝑗

⃒⃒⃒
𝑦𝑗=𝑙

= 0, 𝜕4𝑘+2𝑢(𝑦,𝑡)

𝜕𝑦4𝑘+2
𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑦𝑗=𝑙

= 0, 𝑘 = 0, 𝑚− 1, 𝑗 = 1, 𝑁,
(3)

ãäå (𝑦, 𝑡) = (𝑦1, ..., 𝑦𝑗 , ..., 𝑦𝑁 , 𝑡) ∈ Π × (0, 𝑇 ), Π = (0, 𝑙)𝑁 , 𝑇 > 0 � çàäàííûå
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è 𝑓(𝑦, 𝑡), 𝜙𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑝 � çàäàííûå ôóíêöèè.
Çäåñü 𝐷𝛼

0𝑡𝑢(𝑦, 𝑡) äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñìûñëå Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå 𝑢 (𝑦, 𝑡) çàäà÷è (1)�(3) â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä

Ôóðüå 𝑢 (𝑦, 𝑡) =
∞∑︀

𝑛1=0
· · ·

∞∑︀
𝑛𝑁=0

𝑇𝑛1...𝑛𝑁
(𝑡) 𝑣𝑛1...𝑛𝑁

(𝑦) , ãäå 𝑇𝑛1...𝑛𝑁
(𝑡) � êîýô-

ôèöèåíòû ðÿäà,
{︁
𝑣𝑛(𝑦), 𝑛 ∈ Z+

𝑁
}︁
� ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ìíîãî-

ìåðíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è:

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜕4𝑚𝑣 (𝑦)

𝜕𝑦4𝑚𝑗
− 𝜆𝑣 (𝑦) = 0, (4)
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𝜕4𝑘𝑣(𝑦)

𝜕𝑦4𝑘𝑗

⃒⃒⃒
𝑦𝑗=0

= 0, 𝜕4𝑘+1𝑣(𝑦)

𝜕𝑦4𝑘+1
𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑦𝑗=0

= 0,

𝜕4𝑘𝑣(𝑦)

𝜕𝑦4𝑘𝑗

⃒⃒⃒
𝑦𝑗=𝑙

= 0, 𝜕4𝑘+2𝑣(𝑦)

𝜕𝑦4𝑘+2
𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑦𝑗=𝑙

= 0, 𝑘 = 0, 𝑚− 1, 𝑗 = 1, 𝑁.
(5)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (4), (5) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

𝜆𝑚1...𝑚𝑁
= 𝑎2

𝑁∑︀
𝑗=1

𝑑4𝑚𝑚𝑗
, ãäå 𝑑𝑚𝑗

- êîðåíü òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ 𝑡𝑔𝑙𝑑 =

𝑡ℎ𝑙𝑑. Ýòî óðàâíåíèå èìååò ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâî êîðíåé 𝑑0 < 𝑑1 < · · · <
𝑑𝑛 < · · · , ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà ïðè áîëüøèõ 𝑛 àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà
𝑑𝑛 = 𝜋𝑛

𝑙 + 𝜋
4𝑙 + 𝑂

(︀
𝑒−2𝜋𝑛

)︀
. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

{𝑣𝑚1...𝑚𝑁
(𝑥1, ..., 𝑥𝑁 )}(𝑚1,...,𝑚𝑁 )∈N𝑁 =

⎧⎨⎩
𝑁∏︁
𝑗=1

𝑋𝑚𝑗 (𝑥𝑗)

⎫⎬⎭
(𝑚1,...,𝑚𝑁 )∈Z+

𝑁

, (6)

ãäå

𝑋𝑚𝑗
(𝑥) =

1√︁
1 + 𝑑4𝑠𝑚𝑗

1√
𝑙

(︂
sin 𝑑𝑚𝑗 (𝑙 − 𝑥)

sin 𝑑𝑚𝑗
𝑙

−
𝑠ℎ𝑑𝑚𝑗 (𝑙 − 𝑥)

𝑠ℎ𝑑𝑚𝑗
𝑙

)︂
, 𝑚𝑗 = 0, 1, . . . .

(7)

Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå 𝑊 𝑠
2 (0, 𝑙) ââîäèòñÿ ïî ôîðìóëå ‖𝑓‖2𝑊 𝑠

2 (0,𝑙)
=

‖𝑓‖2𝐿2(0,𝑙)
+ ‖𝐷𝑠𝑓‖2𝐿2(0,𝑙)

, ãäå 𝑠 - ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Теорема 1. Система собственных функций (6) спектральной задачи
(4), (5) является полной ортонормированный системой в классе Соболева
𝑊 2𝑠1,2𝑠2,...,2𝑠𝑁

2 (Π).

Теорема 2. Система собственных функций (6) спектральной задачи
(4), (5) образует базис Рисса в пространстве Соболева 𝐻𝑠1,𝑠2,...,𝑠𝑁 (Π).

Следствие 1. Если 𝑠𝑗 > 𝑘 + 𝑁
2 , 𝑘 > 0, 𝑘 ∈ 𝑍, то ряд Фурье функ-

ции 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝑠1,𝑠2,...,𝑠𝑁 (Π) ∩ 𝐶𝑘 (Π) по системе собственных функций (6)
спектральной задачи (4), (5) сходится по норме пространства 𝐶𝑘 (Π) к
функции 𝑓 (𝑥).

Ìû ïîëó÷èì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) � (3) â âèäå ðÿäà

𝑢(𝑦, 𝑡) =

∞∑︁
𝑚1=0

. . .

∞∑︁
𝑚𝑁=0

[︂ 𝑝∑︁
𝑗=1

𝜙𝑗,(𝑚1...𝑚𝑁 )𝑡
𝛼−𝑗𝐸𝛼,𝛼−𝑗+1(𝜇𝑚1...𝑚𝑁

𝑡𝛼)+ (8)

+

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝜏)
𝛼−1

𝐸𝛼,𝛼[𝜇𝑚1...𝑚𝑁
(𝑡− 𝜏)

𝛼
]𝑓𝑚1...𝑚𝑁

(𝜏)𝑑𝜏

]︂
· 𝑣𝑚1...𝑚𝑁

(𝑦1, ..., 𝑦𝑁 ).

Âûÿñíèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ èç êëàññà
𝑊 𝑠1,𝑠2,...,𝑠𝑁 ,𝜃

2 (Π × (0, 𝑙)) . Ïî òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà óñëîâèå

∞∑︁
𝑚1=1

...

∞∑︁
𝑚𝑁=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑝∑︁
𝑗=1

𝜙𝑗,(𝑚1...𝑚𝑁 )𝑡
𝛼−𝑗𝐸𝛼,𝛼−𝑗+1 (𝜇𝑚1...𝑚𝑁

𝑡𝛼)+ (9)
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+

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝜏)
𝛼−1

𝐸𝛼,𝛼 [𝜇𝑚1...𝑚𝑁
(𝑡− 𝜏)

𝛼
] 𝑓𝑚1...𝑚𝑁

(𝜏) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

·
𝑁∏︁
𝑘=1

(︀
1 + 𝑑2𝑠𝑘𝑚𝑘

)︀
<∞.

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóøåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (1) � (3) èç êëàññà 𝑊 𝑠1,𝑠2,...,𝑠𝑁 ,𝜃

2 (Π × (0, 𝑙)) ñ ïîêàçàòåëåì 𝑠1 = ... = 𝑠𝑁 =
4𝑚+ 𝑁

2 , 𝜃 = −[−𝛼].

Теорема 3. Пусть начальные функций 𝜙𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑝, и правую
часть 𝑓(𝑦, 𝑡) удовлетворяет условию (9) при каждом 𝑡 > 0. Тогда регу-
лярные решение задачи (1) – (3) из класса 𝑊 𝑠1,𝑠2,...,𝑠𝑁 ,𝜃

2 (𝑄) с показателем
𝑠1 = 𝑠2 = ... = 𝑠𝑁 = 4𝑚 + 𝑁

2 , 𝜃 = −[−𝛼] существует, единственно и
представляется в виде ряда (8).
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О ПОВЕДЕНИИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ С ДВУМЯ
БОЛЬШИМИ ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ

И.С. Кащенко
iliyask@uniyar.ac.ru

УДК 517.9

В работе изучается локальная динамика дифференциального уравне-
ния с двумя асимптотически большими пропорциональными запазды-
ваниями. В зависимости от параметров выделены критические случаи
в задаче об устойчивости состояния равновесия. Во всех критических
случаях построены специальные уравнения (квазинормальные фор-
мы), решения которых определяют асимптотику решений исходного
уравнения.

Ключевые слова: запаздывание, дифференциальные уравнения, син-
гулярное возмущение, нормальная форма
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Behavior of solutions of equation with two large delays

The local dynamics of differential equations with two asymptotically large
proportional delays is studied. Depending on the parameters critical cases
in the problem of the stability of the equilibrium state are identified. In all
critical cases special equations (quasinormal forms) are built. Their non-
local dynamics determines the local behavior of solutions of the original
equations.

Keywords: delay, differential equations, singular perturbation, normal
form

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè

�̇�+ 𝑥 = 𝑎𝑥(𝑡− 𝑇 ) + 𝑏𝑥(𝑡− 𝑇1) + 𝐹 (𝑥, 𝑥(𝑡− 𝑇 ), 𝑥(𝑡− 𝑇1)), 𝑇, 𝑇1 > 0. (1)

Çäåñü 𝑥(𝑡) ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, 𝑎 è 𝑏 íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Ôóíêöèÿ
𝐹 = 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåëèíåéíîé, ò. å. 𝐹 (0, 0, 0) = 𝐹 ′

𝑥(0, 0, 0) =
𝐹 ′
𝑦(0, 0, 0) = 𝐹 ′

𝑧(0, 0, 0) = 0. Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáà
çàïàçäûâàíèÿ 𝑇 è 𝑇1 ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó è äîñòàòî÷íî âåëèêè,
ò. å.

𝑇 = 𝜀−1, 𝑇1 = 𝑇 (𝑘0 + 𝜀1+𝛼𝑘1), 0 < 𝜀≪ 1, 𝑘0 > 1, 𝛼 > 0.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó îïðåäåëèòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé â íåêîòîðîé ìàëîé (íî íå
çàâèñÿùåé îò 𝜀) îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Ìåòîä èññëå-
äîâàíèÿ áàçèðóåòñÿ íà òàê íàçûâàåìîì ìåòîäå êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì [1].

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

𝑅(Ω) = 𝑎 cos Ω + 𝑏 cos 𝑘0Ω

è îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑅0 = 𝑅0(𝑎, 𝑏) ñóïðåìóì (äëÿ èððàöèîíàëüíûõ 𝑘0) èëè
ìàêñèìóì (äëÿ ðàöèîíàëüíûõ 𝑘0) ýòîé ôóíêöèè.

Теорема 1. Пусть 𝑅0 < 1, тогда для всех достаточно малых 𝜀 нулевое
состояние равновесия (1) асимптотически устойчиво.

Если же 𝑅0 > 1, то для всех достаточно малых 𝜀 нулевое состояние
равновесия (1) неустойчиво.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû ïîñâÿùåíî ñëó÷àþ 𝑅0 = 1. Ïðè ýòîì óñëî-
âèè áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñòðå-
ìèòñÿ ê ìíèìîé îñè ïðè 𝜀 → 0, òàêèì îáðàçîì âñå êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè
â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðà èìåþò áåñêîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü. Â
êàæäîì èç íèõ èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê àíàëîãó íîðìàëüíîé ôîðìû �
óðàâíåíèþ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, êîòîðîå íå ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð
[1]. Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèå äîñòàâëÿþò ãëàâíûé ÷ëåí àñèìòîòè÷åñêîãî ïî
íåâÿçêå ïðèáëèæåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.
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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ КВАЗИГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ
А.И. Кожанов

kozhanov@math.nsc.ru

УДК 517.946

Изучается корректность краевых задач для квазигиперболических
уравнений высокого порядка.

Ключевые слова: квазигиперболические уравнения, краевые задачи,
регулярные решения, существование, единственность.

Boundary-value problems for quasihyperbolic equations

We study the correctness of boundary value problems for high order quasi-
hyperbolic equations.

Keywords: quasihyperbolic equations, boundary value problems, regular
solutions, existence, uniqueness

Êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè áóäåì íàçûâàòü äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ âèäà

𝐿𝑢 ≡ (−1)𝑝+1 𝜕
2𝑝𝑢

𝜕𝑡2𝑝
−𝐴𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡)

ñ ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì 𝐴 âòîðîãî ïîðÿäêà, äåéñòâóþùèì ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì (𝐴 ∼ ∆), è ñ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì 𝑝 òàêèì,
÷òî 𝑝 > 1 (ïðè 𝑝 = 1 äàííûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè ãèïåðáîëè÷å-
ñêèìè óðàâíåíèÿìè).

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïîñëåäíåãî âðåìåíè, ñâÿ-
çàííûå ñ ïîñòàíîâêîé è ðàçðåøèìîñòüþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ êâàçèãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â îãðàíè÷åííîì öèëèíäðå. Â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàþòñÿ
íîâûå êîððåêòíûå çàäà÷è � çàäà÷è, â êîòîðûõ ïðè 𝑡 = 0 çàäàþòñÿ 𝑝 + 1
óñëîâèå, ïðè 𝑡 = 𝑇 � 𝑝− 1 óñëîâèå. Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷è íà ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ýòèìè æå óñëî-
âèÿìè ïðè 𝑡 = 0 è ïðè 𝑡 = 𝑇 èìåþò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë. Äîïîëíèòåëüíî èçó÷àþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåêîòîðûõ
êëàññîâ êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Кожанов Александр Иванович, д.ф.-м.н., профессор, Институт математики им.

С.Л. Соболева СО РАН (Новосибирск, Россия); Kozhanov Alexandr (Sobolev Institute of
mathematics SB RAS, Novosibirsk, Russia)



296 “Современные проблемы математики и механики”

О РЕШЕНИЯХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С
ПЕРЕМЕННЫМИ ПОКАЗАТЕЛЯМИ НЕЛИНЕЙНОСТЕЙ И

ДАННЫМИ В ВИДЕ МЕРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ R𝑁

Л.М. Кожевникова
kosul@mail.ru

УДК 517.956.25

В пространстве R𝑛 рассматриваются анизотропные эллиптические
уравнения второго порядка с переменными показателями нелинейно-
стей и правой частью в виде диффузной меры. В анизотропных про-
странствах Соболева-Орлича с переменными показателями доказано
существование энтропийного решения. Установлено, что построенное
энтропийное решение является ренормализованным решением.

Ключевые слова: анизотропное эллиптическое уравнение, энтропий-
ное решение, ренормализованное решение, существование решения,
переменный показатель, диффузная мера

On solutions of elliptic equations with variable exponent
nonlinearity and and measure data in space R𝑛

In the space R𝑛, second-order anisotropic elliptic equations are considered
with nonlinear variables of exponents, and the right-hand side as a diffuse
measure. The existence of an entropy solution is proved in anisotropic
Sobolev – Orlicz spaces with variable exponents. It is established that the
obtained entropy solution is a renormalized solution.

Keywords: anisotropic elliptic equation, entropy solution, renormalized
solution, existence solution, variable exponent, diffuse measure

Â ïðîñòðàíñòâå R𝑛 = {x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)}, 𝑛 > 2, ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíèçîòðîïíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèÿ âèäà

−div a(x, 𝑢,∇𝑢) + |𝑢|𝑝0(x)−2𝑢+ 𝑏(x, 𝑢,∇𝑢) = 𝜇, x ∈ R𝑛, (1)

ñ îãðàíè÷åííîé ìåðîé Ðàäîíà 𝜇 ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî

𝐶+(R𝑛) = {𝑝 ∈ 𝐶(R𝑛) : 1 < 𝑝− 6 𝑝+ < +∞},

ãäå 𝑝− = inf
x∈R𝑛

𝑝(x), 𝑝+ = sup
x∈R𝑛

𝑝(x). Ïîëîæèì −→p (·) = (𝑝1(·), 𝑝2(·), . . . , 𝑝𝑛(·)) ∈

(𝐶+(R𝑛))𝑛, −→p (·) = (𝑝0(·),−→p (·)) ∈ (𝐶+(R𝑛))𝑛+1 è îïðåäåëèì

𝑝+(x) = max
𝑖=1,𝑛

𝑝𝑖(x), x ∈ R𝑛.
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Ïóñòü −→p (·) = (𝑝0(·), 𝑝1(·), ..., 𝑝𝑛(·)) ∈ (𝐶+(R𝑛))𝑛+1, àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàí-
ñòâî Ñîáîëåâà ñ ïåðåìåííûìè ïîêàçàòåëÿìè 𝑊 1−→p (·)(R

𝑛) îïðåäåëèì êàê ïî-
ïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà 𝐶∞

0 (R𝑛) ïî íîðìå

‖𝑣‖𝑊 1−→p (·)(R
𝑛) = ‖𝑣‖𝑝0(·) +

𝑛∑︁
𝑖=1

‖𝑣𝑥𝑖
‖𝑝𝑖(·).

×åðåç L−→p (·)(R𝑛) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî 𝐿𝑝1(·)(R𝑛) × . . . × 𝐿𝑝𝑛(·)(R𝑛) ñ
íîðìîé

‖v‖L−→p (·)(R𝑛) = ‖v‖−→p (·) = ‖𝑣1‖𝑝1(·)+. . .+‖𝑣𝑛‖𝑝𝑛(·), v = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) ∈ L−→p (·)(R𝑛).

Ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ìåð Ðàäîíà îáîçíà÷èì ℳ𝑏(R𝑛). Ìåðó 𝜇 ∈
ℳ𝑏(R𝑛) íàçîâåì äèôôóçíîé ïî åìêîñòè Cap−→p (·) (−→p (·) � åìêîñòè), åñ-
ëè 𝜇(𝐵) = 0 äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà 𝐵 ⊂ R𝑛 òàêîãî, ÷òî
Cap−→p (·) (𝐵,R𝑛) = 0. Çäåñü −→p (·) � åìêîñòü êîìïàêòà 𝐾 ïî îòíîøåíèþ ê
R𝑛 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Cap−→p (·) (𝐾,R𝑛) = inf
𝑆𝑝(·)(𝐾)

∫︁
R𝑛

P(x, 𝑣,∇𝑣)𝑑x,

𝑆𝑝(·)(𝐾) =
{︁
𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛)
⃒⃒⃒
𝑣 > 𝜒𝐾

}︁
,

ãäåP(x, 𝑠0, s) = P(x, s)+|𝑠0|𝑝0(x), P(x, s) =
𝑛∑︀
𝑖=1

|𝑠𝑖|𝑝𝑖(x), 𝜒𝐾 � õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà 𝐾. Òîãäà −→p (·) � åìêîñòü áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà
𝐵 ⊂ R𝑛 ïî îòíîøåíèþ ê R𝑛 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Cap−→p (·) (𝐵,R𝑛) = sup{Cap−→p (·) (𝐾,R𝑛)
⃒⃒⃒
𝐵 ⊃ 𝐾, 𝐾 êîìïàêò}.

×åðåç ℳ𝑏−→p (·)(R
𝑛) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ìåð Ðà-

äîíà äèôôóçíûõ ïî −→p (·) � åìêîñòè. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè 𝜇 ∈ 𝐿1(R𝑛) +
𝑊−1

−→p ′(·)(R
𝑛) (𝑊−1

−→p ′(·)(R
𝑛) � ïðîñòðàíñòâî ñîïðÿæåííîå ê 𝑊 1−→p (·)(R

𝑛)), òî 𝜇 ∈
ℳ𝑏−→p (·)(R

𝑛). Ïðåäñòàâëåíèå äèôôóçíîé ìåðû 𝜇 ∈ ℳ𝑏
𝑝(·)(Ω) äëÿ îãðàíè÷åí-

íîé îáëàñòè Ω ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ [1], [2].
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

𝑝+(x) 6 𝑝0(x), x ∈ R𝑛, (2)

è ôóíêöèè

a(x, 𝑠0, s) = (𝑎1(x, 𝑠0, s), . . . , 𝑎𝑛(x, 𝑠0, s)) : R𝑛 × R× R𝑛 → R𝑛,

𝑏(x, 𝑠0, s) : R𝑛 × R× R𝑛 → R,

âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (1), êàðàòåîäîðèåâû. Ïóñòü ñóùåñòâóþò íåîòðèöà-
òåëüíûå ôóíêöèè Φ𝑖 ∈ 𝐿𝑝′𝑖(·)(R

𝑛), 𝜑 ∈ 𝐿1(R𝑛), íåïðåðûâíûå íåóáûâàþùèå
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ôóíêöèè ̂︀𝑎𝑖 : R+ → R+ ∖ {0}, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî 𝑎 òàêèå,
÷òî ïðè ï.â. x ∈ R𝑛, äëÿ âñåõ 𝑠0 ∈ R, s, t ∈ R𝑛 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

|𝑎𝑖(x, 𝑠0, s)| 6 ̂︀𝑎𝑖(|𝑠0|)(︁(P(x, s))1/𝑝
′
𝑖(x) + Φ𝑖(x)

)︁
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛; (3)

(a(x, 𝑠0, s) − a(x, 𝑠0, t)) · (s − t) > 0, s ̸= t; (4)

a(x, 𝑠0, s) · s > 𝑎P(x, s) − 𝜑(x). (5)

Çäåñü s · t =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑠𝑖𝑡𝑖, s = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑛), t = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛).

Êðîìå òîãî, ïóñòü ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Φ0 ∈ 𝐿1(R𝑛),
íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ̂︀𝑏 : R+ → R+ òàêèå, ÷òî ïðè ï.â. x ∈
R𝑛, äëÿ âñåõ 𝑠0 ∈ R, s ∈ R𝑛 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

|𝑏(x, 𝑠0, s)| 6 ̂︀𝑏(|𝑠0|) (P(x, s) + Φ0(x)) ; (6)

𝑏(x, 𝑠0, s)𝑠0 > 0. (7)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìåðà 𝜇 èìååò âèä

𝜇 = 𝑓 + 𝑓0 − div f, 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑛), 𝑓0 ∈ 𝐿𝑝′0(·)(R
𝑛), f = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) ∈ L−→p ′(·)(R𝑛).

Ïî äîêàçàííîìó òàêàÿ ìåðà 𝜇 ÿâëÿåòñÿ äèôôóçíîé ïî −→p (·) � åìêîñòè.
Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå ̃︀a(x, 𝑠0, s) = a(x, 𝑠0, s) + f, èç óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷àåì

−diṽ︀a(x, 𝑢,∇𝑢) + |𝑢|𝑝0(x)−2𝑢+ 𝑏(x, 𝑢,∇𝑢) = 𝑓 + 𝑓0.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Þíãà, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ̃︀a(x, 𝑠0, s) òàê-
æå ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèÿì âèäà (3)�(5). Ïîýòîìó â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
óðàâíåíèå (1) c ìåðîé

𝜇 = 𝑓 + 𝑓0, 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑛), 𝑓0 ∈ 𝐿𝑝′0(·)(R
𝑛). (8)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 𝑇𝑘(𝑟) = max(−𝑘,min(𝑘, 𝑟)). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
⟨𝑢⟩ =

∫︀
R𝑛

𝑢𝑑x. ×åðåç 𝒯 1−→p (·)(R
𝑛) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé

𝑢 : R𝑛 → R òàêèõ, ÷òî 𝑇𝑘(𝑢) ∈𝑊 1−→p (·)(R
𝑛) ïðè ëþáîì 𝑘 > 0.

Определение 1. Энтропийным решением уравнения (1), (8) íàçûâàåò-
ñÿ ôóíêöèÿ 𝑢 ∈ 𝒯 1−→p (·)(R

𝑛) òàêàÿ, ÷òî

1) 𝐵(x) = 𝑏(x, 𝑢,∇𝑢) ∈ 𝐿1(R𝑛);

2) ïðè âñåõ 𝑘 > 0, 𝜉 ∈ 𝐶1
0 (R𝑛) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

⟨(𝑏(x, 𝑢,∇𝑢) + |𝑢|𝑝0(x)−2𝑢− 𝑓 − 𝑓0)𝑇𝑘(𝑢− 𝜉)⟩ + ⟨a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇𝑇𝑘(𝑢− 𝜉)⟩ 6 0.

Определение 2. Ренормализованным решением уравнения (1), (8) íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ 𝑢 ∈ 𝒯 1−→p (·)(R

𝑛) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 1) îïðåäå-
ëåíèÿ 1,
2) limℎ→∞

∫︀
{ℎ6|𝑢|<ℎ+1}

P(x,∇𝑢)𝑑x = 0,
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3) äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè 𝑆 ∈ 𝑊 1
∞(R) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì è

ëþáîé ôóíêöèè 𝜉 ∈ 𝐶1
0 (Ω) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

⟨(𝑏(x, 𝑢,∇𝑢) + |𝑢|𝑝0(x)−2𝑢− 𝑓 − 𝑓0)𝑆(𝑢)𝜉⟩ + ⟨a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇(𝑆(𝑢)𝜉)⟩ = 0.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (2)–(7), тогда существует эн-
тропийное решение уравнения (1), (8).

Теорема 2. Пусть выполнены условия (2)–(7), тогда энтропийное ре-
шение, построенное в теореме 1, является ренормализованным решением
уравнения (1), (8).
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A vector-valued version of the Hamiltonian formalism

This report introduces methods of optimalizing the solutions to problems
of controlled dynamics under multiple criteria. Though such problems
are usually approached by scalarization of the vector-valued cost, in most
realistic cases, the actual demand is the the analysis of the whole Pareto
front and its evolution. Such demand is reached in this paper by intro-
ducing a vector-valued multiobjective dynamic programming, based on
vector-valued version of the Hamilton-Jacobi-Bellman equation.

Keywords: Hamiltonian formalism, multiobjective optimization, dynamic
programming, Pareto front

Â ïåðâîé ÷àñòè äîêëàäà ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà ñ âåêòîðíûì êðèòåðèåì ñëåäóþùåãî âèäà:

𝑥𝑡+1 = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑡, 𝑢𝑡), 𝑡 = 0, . . . , 𝜗− 1,

𝑥0 = 𝑥0,

𝑢𝑡 ∈ 𝒫𝑡,⎡⎢⎣𝒥1(𝜗, 𝑥, 𝑢)
...

𝒥𝑝(𝜗, 𝑥, 𝑢)

⎤⎥⎦ = 𝒥 (𝜗, 𝑥, 𝑢) =

𝜗−1∑︁
𝜏=0

ℒ⃗(𝜏, 𝑥𝜏 , 𝑢𝜏 ) + �⃗�(𝑥𝜗) → ℳin,

𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚;𝒥 , ℒ⃗, �⃗� ∈ R𝑝,

ãäå ïîä 𝒥 (𝜗, 𝑥, 𝑢) → ℳin ïîíèìàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ãðàíèöû Ïàðåòî
ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ (â ñèëó óñëîâèé ñèñòåìû) çíà÷åíèé ìíîãîìåð-
íîãî ôóíêöèîíàëà 𝒥 (𝜗, 𝑥, 𝑢). Ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè [2], ïîä ïàðåòîâñêèì
ôðîíòîì ìíîæåñòâà â óïîðÿäî÷åííîì ïðîñòðàíñòâå áóäåì ïîíèìàòü ïîä-
ìíîæåñòâî åãî íåäîìèíèðóåìûõ ïî ïîðÿäêó òî÷åê.

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû áûë ââåäåí âåêòîðíûé àíàëîã ôóíêöèè öåíû â âèäå

�⃗�(0, 𝑥0) = ℳin

{︃
𝜗−1∑︁
𝜏=0

ℒ⃗(𝜏, 𝑥𝜏 , 𝑢𝜏 ) + �⃗�(𝑥𝜗)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥0 = 𝑥0, 𝑢𝑡 ∈ 𝒫𝑡

}︃

è ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè äëÿ
ïàðåòîâñêîãî ôðîíòà ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ñïðà-
âåäëèâ âåêòîðíûé ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè â ñëåäóþùåé ôîðìå:

�⃗�(0, 𝑥0) = ℳin

{︃
𝑡∑︁

𝜏=0

ℒ⃗(𝜏, 𝑥𝜏 , 𝑢𝜏 ) + �⃗�(𝑡+ 1, 𝑥𝑡+1)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑢𝜏 ∈ 𝒫𝜏

}︃
, 𝑡 = 0, . . . , 𝜗− 1.

Áûë ïîëó÷åí äèñêðåòíûé âåêòîðíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà äëÿ
ââåäåííîé ôóíêöèè öåíû:⎧⎨⎩�⃗�(𝑡, 𝑥) = ℳin

{︁
ℒ⃗(𝑡, 𝑥, 𝑢) + �⃗�(𝑡+ 1, 𝑥𝑡+1)

⃒⃒⃒
𝑢 ∈ 𝒫𝑡

}︁
, 𝑡 = 0, . . . , 𝜗− 1,

�⃗�(𝜗, ·) = �⃗�(·).
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Íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé ñòàöèîíàðíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî, â ñèëó âåêòîðíîé ïðèðîäû çàäà÷è, ïî-
ñòðîåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé òèïà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà ÿâëÿåòñÿ
ëèøü íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ îòûñêàíèÿ ôóíêöèè
öåíû. Â îáùåì ñëó÷àå îíà íå ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü èñêîìóþ
ãðàíèöó Ïàðåòî ðåøàåìîé çàäà÷è.

Â ñâÿçè ñ ýòèì áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ãàðàíòèðîâàííîãî òî÷å÷íîãî îöåíè-
âàíèÿ ãðàíèöû Ïàðåòî, ïîçâîëÿþùèé ñâåñòè ïîëó÷åííûé ðàíåå âåêòîðíûé
àíàëîã óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà ê íàáîðó ñêàëÿðíûõ çàäà÷, ðåøåíèå êàæäîé
èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííóþ òî÷êó èñêîìîãî ïàðåòîâñêîãî
ôðîíòà.

Çàòåì áûëà ðàññìîòðåíà ìíîãîìåðíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äîñòèæèìîñòè
äëÿ ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì è óñòàíîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåøåíèÿìè çàäà÷è â êëàññè÷åñêîé (ñêàëÿðíîé) è âåê-
òîðíîé ïîñòàíîâêàõ. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ñîâïàäåíèå ëè-
íèé óðîâíÿ äâóõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé öåíû:

𝒳 (𝑡; 0, 𝐴 ∩𝐵) =

{︂
𝑥 : min

𝑢(·),𝑥0

{︀
𝑑2(𝑥0, 𝐴 ∩𝐵)

⃒⃒
𝑥𝑡 = 𝑥

}︀
6 0

}︂
=

=

{︃
𝑥 : ℳin

{︃(︂
𝑑2(𝑥0, 𝐴)
𝑑2(𝑥0, 𝐵)

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑥𝑡 = 𝑥

}︃
6 0

}︃
,

ãäå 𝒳 (𝑡; 0, 𝐴 ∩ 𝐵) � èñêîìîå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû â ìîìåíò
âðåìåíè 𝑡 ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì ìíîæåñòâå 𝒳 0 = 𝐴 ∩𝐵.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè äîêëàäà áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ
ñèñòåìîé â íåïðåðûâíîì âðåìåíè ïðè íàëè÷èè âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ ñëåäó-
þùåãî âèäà:

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝑡 ∈ [0, 𝜗],

𝑥(0) = 𝑥0,

𝑢(𝑡) ∈ 𝒫(𝑡),⎡⎢⎣𝒥1(𝜗, 𝑥, 𝑢)
...

𝒥𝑝(𝜗, 𝑥, 𝑢)

⎤⎥⎦ = 𝒥 (𝜗, 𝑥, 𝑢) =

𝜗∫︁
0

ℒ⃗(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))𝑑𝜏 + �⃗�(𝑥(𝜗)) → ℳin,

𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚;𝒥 , ℒ⃗, �⃗� ∈ R𝑝,

Äëÿ òàêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è áûë ââåä¼í âåêòîðíûé àíàëîã ôóíêöèè
öåíû, ïðîäåìîíñòðèðîâàíî âûïîëíåíèå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè äëÿ ãðà-
íèöû Ïàðåòî è ïîëó÷åí âåêòîðíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ Ãàìèòîíà-ßêîáè-
Áåëëìàíà â ôîðìå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

lim
𝛿→+0

1

𝛿
h

⎛⎝�⃗�(𝑡, 𝑥),ℳin

⎧⎨⎩
𝑡+𝛿∫︁
𝑡

ℒ⃗(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠))𝑑𝑠+ �⃗�(𝑡+ 𝛿, 𝑥(𝑡+ 𝛿))

⎫⎬⎭
⎞⎠ = 0,

�⃗�(𝜗, ·) = �⃗�(·),



302 “Современные проблемы математики и механики”

ãäå h(·, ·) � ìåòðèêà Õàóñäîðôà.
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РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ
ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ НА ПЛОСКОСТИ

А.Н. Конёнков
a.konenkov@365.rsu.edu.ru

УДК 517.956.4

Рассматривается параболическая система второго порядка на плос-
кости в области с негладкой боковой границей. Методом граничных
интегральных уравнений установлена разрешимость задачи Дирихле
с непрерывными граничными функциями. Исследована гладкость по-
лученного решения, если граничные функции удовлетворяют условию
Гельдера.

Ключевые слова: системы дифференциальных уравнений параболиче-
ского типа, задача Дирихле, анизотропные пространства Гельдера

Solvability of the Dirichlet problem for a parabolic system on a
plane

A second order parabolic system is considered in a domain with a non-
smooth lateral boundary on a plane. The boundary integral equations
method is used to establish the solvability of the problem with continuous
boundary data. The smoothness of the obtained solution is studied if the
boundary functions satisfy the Hölder condition.

Keywords: systems of parabolic type, Dirichlet problem, anisotropic
Hölder spaces

Â ïîëîñå 𝐷 = R × (0, 𝑇 ), 0 < 𝑇 < ∞, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ
ñèñòåìà

𝐿𝑢 = 𝜕𝑡𝑢−𝐴(𝑥)𝜕2𝑥𝑢,

ãäå 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚)𝑇 , 𝐴(𝑥) = (𝑎𝑖𝑗(𝑥))𝑚𝑖,𝑗=1. Äëÿ îïåðàòîðà 𝐿 ïðåäïîëàãàåòñÿ
âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ à) ðàâíîìåðíîé ïàðàáîëè÷íîñòè, òî åñòü ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ 𝜆𝑘(𝑥) ìàòðèöû 𝐴(𝑥) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

Re𝜆𝑘(𝑥) > 𝜇 > 0 ∀𝑥 ∈ R; (1)

Конёнков Андрей Николаевич, д.ф.-м.н., профессор, РГУ (Рязань, Россия); Andrey
Konenkov (Ryazan State University, Ryazan, Russia)
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á) ïðèíàäëåæíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïðîñòðàíñòâó Ãåëüäåðà:

𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶𝛼(R), 0 < 𝛼 < 1. (2)

Â ïîëóîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω = {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷 |𝑥 > 𝑔(𝑡)} ðàññìàòðèâàåì
çàäà÷ó Äèðèõëå ⎧⎨⎩ 𝐿𝑢 = 0 â Ω,

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 > 𝑔(𝑡),
𝑢(𝑔(𝑡), 𝑥) = 𝜓(𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑇.

(3)

Â [1] äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óñòàíîâëåíî ñóùåñòâî-
âàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷. Áîêîâàÿ ãðàíèöà îáëàñòè
ïðåäïîëàãàëàñü äîñòàòî÷íî ãëàäêîé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñè-
ñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà èññëåäîâàëèñü ðåøåíèÿ èç øêàëû àíèçîòðîïíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ Ãåëüäåða 𝐻𝑚+𝛼,(𝑚+𝛼)/2(Ω), 𝑚 > 2.

Â [2], [3] óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé
ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå 𝐶1,1/2(Ω̄). Òàêæå áûëà èññëåäîâàíà
ãëàäêîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ â 𝐻1+𝛼,(1+𝛼)/2(Ω̄). Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâà-
ëèñü îáëàñòè ñ íåãëàäêèìè áîêîâûìè ãðàíèöàìè âèäà 𝑥 = 𝑔(𝑡), ãäå ôóíêöèÿ
𝑔 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Æåâðå

𝑔 ∈ 𝐻(1+𝛼)/2([0, 𝑇 ]). (4)

Ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâà-
íèå ðåøåíèÿ è åãî ïðåäñòàâèìîñòü â âèäå ñóììû ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(𝑥, 𝜉, 𝑡 − 𝜏) ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà 𝐿.
Äëÿ ïëîòíîñòè 𝜙, çàäàííîé íà áîêîâîé ãðàíèöå îáëàñòè Ω, ìû ââîäèì ìî-
äèôèöèðîâàííûé ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ

𝑊𝜙(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝜕𝜉(Γ(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)𝐴(𝜉))|𝑥=𝑔(𝜏)𝜙(𝜏) 𝑑𝜏.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà 𝐿
ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå íå èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîäíîé ïî ïåðå-
ìåííîé 𝜉. Ìû óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ Γ(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝐴(𝜉) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî 𝜉 ïðè 𝑡 > 0.

Теорема. Пусть для оператора 𝐿 выполнены условия (1), (2), для бо-
ковой границы выполнено условие (4), граничная функция 𝜙 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]),
𝜙(0) = 0. Тогда существует ограниченное в Ω решение 𝑢 ∈ 𝐶(Ω̄) задачи Ди-
рихле (3), представимое в виде модифицированного потенциала двойного
слоя с плотностью 𝜙 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]), 𝜙(0) = 0. Для этого решения справедлива
оценка

‖𝑢‖𝐶(Ω̄) 6 𝐶‖𝜓‖𝐶(Ω̄).

Если при этом 𝜓 ∈ 𝐻𝛼/2([0, 𝑇 ]), то указанное решение принадлежит про-
странству 𝐻𝛼,𝛼/2(Ω̄) и справедлива оценка

‖𝑢‖𝐻𝛼,𝛼/2(Ω̄) 6 𝐶‖𝜓‖𝐻𝛼/2([0,𝑇 ]).
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Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷åíî è äëÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω =
{(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷 | 𝑔1(𝑡) < 𝑥 < 𝑔2(𝑡)}.
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Работа посвящена описанию асимптотических разложений решений
обыкновенных линейных дифференциальных уравнений с голоморф-
ными коэффициентами в окрестности иррегулярной особой точки.
Приводится вид асимптотики решения в окрестности бесконечно уда-
ленной особой точки.
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Poincare problem. Asymptotics of solutions of linear
differential equations with holomorphic coefficients in the

neighborhood of irregular singular points

This study is devoted to the description of the asymptotic expansions of
solutions to ordinary differential equations with holomorphic coefficients
in the neighborhood of an irregular singular point. An example of irregular
singular point in infinity is consider.

Keywords: differential equations
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Ïðîáëåìà ïðåäñòàâëåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ ãîëîìîðô-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè â îêðåñòíîñòè èððåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êè âïåðâûå
áûëà ñôîðìóëèðîâàíà À. Ïóàíêàðå â ðàáîòàõ [1],[2]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìàò-
ðèâàëèñü óðàâíåíèÿ íåôóêñîâà òèïà è âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ñ ãîëîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè â îêðåñòíîñòè èððåãóëÿðíîé
îñîáîé òî÷êè â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò ðàçëàãàòüñÿ â àñèìïòîòè÷åñêèé
ðÿä. Ïðîáëåìà Ïóàíêàðå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè âèä àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ãîëîìîðôíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê, è ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èì àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ. À èìåííî ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

𝑏𝑛 (𝑟)

(︂
𝑑

𝑑𝑟

)︂𝑛
𝑢 (𝑟) + ...+ 𝑏𝑖 (𝑟)

(︂
𝑑

𝑑𝑟

)︂𝑖
𝑢 (𝑟) + ...+ 𝑏0 (𝑟)𝑢 (𝑟) = 0, (2.1)

çäåñü 𝑏𝑖 (𝑟) ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè.
Åñëè êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé 𝑏𝑛 (𝑟) îáðàùàåòñÿ â íîëü

â íåêîòîðîé òî÷êå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà òî÷-
êà 𝑟 = 0, òî óðàâíåíèå (1), âîîáùå ãîâîðÿ, èìååò îñîáåííîñòü â íóëå. Â
ýòîì ñëó÷àå íîëü ìîæåò áûòü ðåãóëÿðíîé èëè èððåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé.
Óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê óðàâíåíèþ âèäà

�̂�𝑢 = 𝐻

(︂
𝑟,−𝑟𝑘+1 𝑑

𝑑𝑟

)︂
𝑢 = 0, (2.2)

ãäå �̂� � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ãîëîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè

𝐻 (𝑟, 𝑝) =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑏′𝑖 (𝑟) 𝑝𝑖

Çäåñü 𝑏′𝑖 (𝑟) � ñîîòâåòñòâóþùèå ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè. 𝑘 � öåëîå ÷èñëî,
ïðè÷åì 𝑘 >= −1. Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå 𝑘 îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Â
çàâèñèìîñòè îò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 𝑘 ìîæíî ðàçáèòü óðàâíåíèÿ íà òðè
òèïà, êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñâîé òèï àñèìïòîòèê.

Ê ïåðâîìó òèïó îòíåñåì òå óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ 𝑘 = −1. Â ýòîì
ñëó÷àå ìû èìååì íåâûðîæäåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ðåøåíèÿ
êîòîðûõ íå èìåþò îñîáåííîñòåé â íóëå.

Â ñëó÷àå 𝑘 = 0 óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè. 𝑘 = 0 � ðåãóëÿðíàÿ
îñîáàÿ òî÷êà, àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíîðìàëüíîé.

𝑘 ∈ 𝑁 � èððåãóëÿðíûå îñîáåííîñòè. Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè íåôóêñîâà òèïà. Ïðèìåðîì àñèìïòîòèê íåôóêñîâà òèïà ÿâëÿþòñÿ
àñèìïòîòèêè âèäà

𝑛∑︁
𝑗=1

exp

(︃
𝑝𝑗
𝑟𝑘

+

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑗𝑘−𝑖
𝑟𝑘−𝑖

)︃
𝑟𝜎𝑗

∞∑︁
𝑖=0

𝑏𝑗𝑖 𝑟
𝑖 (2.3)

Íåôóêñîâû àñèìïòîòèêè âèäà (3) ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, êîãäà ìíîãî-
÷ëåí 𝐻 (0, 𝑝) èìååò òîëüêî ïðîñòûå êîðíè. Çäåñü ÷åðåç

∑︀∞
𝑖=0 𝑏

𝑗
𝑖 𝑟
𝑖 îáîçíà÷åí
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àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä, 𝑝𝑗 , 𝑗 = 1, ..., 𝑛 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà, 𝛼𝑗𝑘−𝑖, 𝜎𝑗 � íåêîòî-
ðûå ÷èñëà.

Åñëè ìíîãî÷ëåí 𝐻 (0, 𝑝) èìååò êðàòíûå êîðíè, è 𝑘 = 1 òî àñèìïòîòèêà
â îêðåñòíîñòè èððåãóëÿðíîé òî÷êè 𝑝𝑗 ñîîòâåòñòâóþùåé êðàòíîìó êîðíþ,
áóäåò ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû êîíîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè è àñèìïòî-
òè÷ñêîãî ðàçëîæåíèÿ âèäà

𝑛∑︁
𝑗=1

exp

(︃
𝑝𝑗
𝑟

+

𝑚−𝑣∑︁
𝑖=1

𝛼𝑗𝑖
𝑟

𝑖
𝑚

)︃
𝑟𝜎𝑗

∞∑︁
𝑙=0

𝑏𝑗𝑙 𝑟
𝑙 (2.4)

Ïðèìåðîì òàêîé îñîáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà äëÿ
óðàâíåíèÿ(︂

𝑑

𝑑𝑥

)︂𝑛
𝑢 (𝑥) + ...+ 𝑎𝑖 (𝑥)

(︂
𝑑

𝑑𝑥

)︂𝑖
𝑢 (𝑥) + ...+ 𝑎0 (𝑥)𝑢 (𝑥) = 0 (2.5)

çäåñü êîýôôèöèåíòû 𝑎𝑖 (𝑥) ðåãóëÿðíû íà áåñêîíå÷íîñòè, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âíåøíîñòü êðóãà |𝑥| > 𝑎, ÷òî ôóíêöèè 𝑎𝑖 (𝑥) , 𝑖 =
0, 1, ..., 𝑛 − 1 ðàçëàãàþòñÿ â íåé â ñõîäÿùèåñÿ ñòåïåííûå ðÿäû 𝑎𝑖 (𝑥) =∑︀∞
𝑗=0

𝑏𝑗𝑖
𝑥𝑗 . Óðàâíåíèå (5) ïóòåì çàìåíû 𝑥 = 1

𝑟 ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (2)
ïðè 𝑘 = 1. À çíà÷èò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó àñèìïòîòèêè (4) è êî-
íîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè. Âïåðâûå ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå
Òîìý[3].

Åñëè 𝑘 > 1 è 𝑝𝑗 êîðåíü ìíîãî÷ëåíà 𝐻 (0, 𝑝) ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì, òî àñèìï-
òîòèêà ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâèìà â âèäå êîíîðìàëüíîé àñèìïòîòè-
êè è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ

∑︁
𝑗

exp

(︃
𝑝𝑗
𝑟𝑘

+

𝑘𝑚−𝑣∑︁
𝑖=1

𝛼𝑗𝑖
𝑟

𝑖
𝑚

)︃
𝑟𝜎𝑗

∞∑︁
𝑙=0

𝑏𝑗𝑙 𝑟
𝑙 (2.6)

Гипотеза. Все асимптотики решения уравнения (1) представимы в
виде суммы нефуксовой асимптотики (6) и конормальной асимптотики.
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ОБ ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧЕ НЕЙМАНА ДЛЯ
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

НА ПЛОСКОСТИ
Б.Д. Кошанов
koshanov@list.ru

УДК 517.9

Для эллиптического уравнения 2𝑙−го порядка, старшие коэффици-
енты которого постоянны, в односвязной области с гладкой границей
рассмотрена краевая задача с нормальными производными (𝑘𝑗−1)−го
порядка, 𝑗 = 1, . . . , 𝑙, где 1 6 𝑘1 < . . . < 𝑘𝑙 6 2𝑙. При 𝑘𝑗 = 𝑗 она пе-
реходит в задачу Дирихле, а при 𝑘𝑗 = 𝑗 + 1 – в задачу Неймана. В
работе доказана эквивалентность условии фредгольмовости с услови-
ем дополнительности, т.е. с условием Шапиро-Лопатинского.

Ключевые слова: эллиптическое уравнение, краевая задача, нормаль-
ные производные, фредгольмовость задачи, формула индекса

On the generalized Neumann problem for the high order
elliptic equation on a plane

For the elliptic equation of 2𝑙−th order with of constant real coefficients
we consider boundary value problem of the normal derivatives (𝑘𝑗 − 1)
order, 𝑗 = 1, . . . , 𝑙, where 1 6 𝑘1 < . . . < 𝑘𝑙 6 2𝑙. When 𝑘𝑗 = 𝑗 it
moves into the Dirichlet problem, and when 𝑘𝑗 = 𝑗 + 1 it moves into
the Neumann problem. In this paper, we prove the equivalence of the
Fredholm condition with the complementarity condition, i.e. with the
condition of Shapiro-Lopatinskij.

Keywords: elliptic equation, boundary value problem, normal derivatives,
Fredholm problem, index formula

Â äîêëàäå èññëåäóåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå 2𝑙-ãî ïîðÿäêà â îäíî-
ñâÿçíîé îáëàñòè 𝐷

2𝑙∑︁
𝑟=0

𝑎𝑟
𝜕2𝑙𝑢

𝜕𝑥2𝑙−𝑟𝜕𝑦𝑟
+

∑︁
06𝑟6𝑘62𝑙−1

𝑎𝑟𝑘(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑥𝑘−𝑟𝜕𝑦𝑟
= 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 (1)

ñ êîýôôèöèåíòàìè 𝑎𝑟 ∈ R è 𝑎𝑟𝑘 ∈ 𝐶𝜇(𝐷), Γ = 𝜕𝐷 ∈ 𝐶2𝑙,𝜇, 0 < 𝜇 < 1.
Задача S. Îáîáùåííàÿ çàäà÷à Íåéìàíà çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè ðå-

øåíèÿ 𝑢(𝑥, 𝑦) óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè 𝐷 ïî êðàåâûì óñëîâèÿì

𝜕𝑘𝑗−1𝑢

𝜕𝑛𝑘𝑗−1

⃒⃒⃒⃒
Γ

= 𝑔𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑙, (2)

Работа выполнена при финансовой поддержке Комитета науки МОН Республики
Казахстан (грант AP05135319).

Кошанов Бакытбек Данебекович, д.ф.-м.н., профессор, Главный научный сотруд-
ник Института математики и математического моделирования (Алматы, Казахстан);
Bakytbek Koshanov (Institute of Mathematics and Mathematical Modeling, Almaty,
Kazakhstan)
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ãäå 𝑛 = 𝑛1 + 𝑖𝑛2 îçíà÷àåò åäèíè÷íóþ âíåøíþþ íîðìàëü è íàòóðàëüíûå 𝑘𝑗
ïîä÷èíåíû óñëîâèþ 1 6 𝑘1 < 𝑘2 < . . . < 𝑘𝑙 6 2𝑙.

Íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (𝜕/𝜕𝑛)𝑟 ïîðÿäêà 𝑟 ïîíèìàåòñÿ ãðàíè÷íûé îïå-
ðàòîð (︂

𝑛1
𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑛2

𝜕

𝜕𝑥2

)︂𝑟
è àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìååò ãðàíè÷íûé îïåðàòîð (𝜕/𝜕𝑒)𝑟 ïî îòíîøåíèþ ê
åäèíè÷íîìó êàñàòåëüíîìó âåêòîðó 𝑒 = 𝑒1 + 𝑖𝑒2 = 𝑖(𝑛1 + 𝑖𝑛2).

Ïîñòàíîâêà ýòîé çàäà÷è ïðè 𝑘𝑗+1−𝑘𝑗 ≡ 1 äëÿ ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ áûëà èçó÷åíà À.Â. Áèöàäçå â ðàáîòå [1], ãäå ïðè 𝑘1 > 2 îíà íàçâàíà
îáîáùåííîé çàäà÷å Íåéìàíà. Äðóãîé âàðèàíò çàäà÷è Íåéìàíà, îñíîâàííûé
íà âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå, áûë ðàíåå ïðåäëîæåí À.À. Äåçèíûì [2]. Â êëàñ-
ñå

𝑢 ∈ 𝐶2𝑙(𝐷) ∩ 𝐶2𝑙−1,𝜇(𝐷),

2𝑙∑︁
𝑟=0

𝑎𝑟
𝜕2𝑙𝑢

𝜕𝑥2𝑙−𝑟𝜕𝑦𝑟
∈ 𝐶𝜇(𝐷),

çàäà÷à (1), (2) áûëà èññëåäîâàíà â [3]. Î÷åâèäíî, ýòîò êëàññ çàâèñèò îò
ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ 𝑎𝑟 óðàâíåíèÿ (1). Â áîëåå óçêîì êëàññå 𝐶2𝑙,𝜇(𝐷)
ýòà çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà â [4]. Â äîêëàäå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå
ôðåäãîëüìîâîñòè çàäà÷è (1),(2) ýêâèâàëåíòíî èçâåñòíîìó [5] óñëîâèþ äî-
ïîëíèòåëüíîñòè (èëè Øàïèðî� Ëîïàòèíñêîãî). Òàêæå ïðèâåäåíà ôîðìóëà
åå èíäåêñà ind𝑆 óäîáíîãî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ.

Теорема 1. Пусть многочлен det𝑊𝑔(𝜁1, . . . , 𝜁𝑚) переменных 𝜁1, . . . , 𝜁𝑚
определяется в (4) по вектор- функции

𝑔𝑗(𝑧) = 𝑧𝑘𝑗−𝑘1 , 1 6 𝑗 6 𝑙, (3)

и пусть 𝑛𝑗 – наивысшая степень, с которой 𝜁𝑗 входит в этот многочлен.
Тогда функция

𝑃 (𝑡) =
∏︁𝑚

𝑗=1
(1 + 𝑡𝜈𝑗)

𝑛𝑗 det𝑊𝑔

(︂
𝜈1 − 𝑡

1 + 𝑡𝜈1
, . . . ,

𝜈𝑚 − 𝑡

1 + 𝑡𝜈𝑚

)︂
(4)

является многочленом степени 𝑛 = 𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑚.
В этих обозначениях условие фредгольмовости задачи (1), (2) сводится

к тому, что многочлен 𝑃 не имеет нулей на вещественной оси, а ее индекс
дается формулой

κ = 4
(︁
−𝑁 +

∑︁
𝑖<𝑗

𝑙𝑖𝑙𝑗

)︁
, (5)

где 𝑁 есть число нулей этого многочлена в верхней полуплоскости, взятое
с учетом их кратности.

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé ñ ïðîôåññîðîì
À.Ï. Ñîëäàòîâûì.
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ИНТЕГРИРУЕМЫЕ КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ
ДВУМЕРИЗОВАННЫЕ ЦЕПОЧКИ И
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ АЛГЕБРЫ

М.Н. Кузнецова
mariya.n.kuznetsova@gmail.com

УДК 517.518

Описаны интегрируемые случаи квазилинейных двумеризованных це-
почек вида 𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝑝(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1)𝑢𝑛,𝑥 + 𝑟(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1)𝑢𝑛,𝑦 +
𝑞(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1). В качестве критерия интегрируемости понимается
наличие бесконечного числа редукций в виде систем гиперболиче-
ского типа, интегрируемых в смысле Дарбу. При исследовании ги-
перболических систем применяются характеристические алгебры Ли-
Райнхарта.

Ключевые слова: двумеризованная цепочка, интегрируемая редукция,
характеристическая алгебра Ли, вырожденное условие обрыва, инте-
грируемая по Дарбу система

Integrable quasilinear two-dimensional chains and
characteristic algebras

Integrable cases of quasilinear two-dimensional chains of the form
𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝑝(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1)𝑢𝑛,𝑥+𝑟(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1)𝑢𝑛,𝑦+𝑞(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1)
are described. As an integrability criterion we accept the existence of an
infinite number of reductions, which are hyperbolic type systems inte-
grable in the sense of Darboux. Hyperbolic systems are studied by means
of the characteristic algebras Lie-Rinehart.

Keywords: two-dimensional lattice, integrable reduction, characteristic Lie
algebra, degenerate cutting off condition, Darboux integrable system
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè óðàâíå-
íèé òèïà äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäû

𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛,𝑦), −∞ < 𝑛 <∞. (1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, · · ·𝑥5) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé
â íåêîòîðîé îáëàñòè 𝐷 ⊂ C5. Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦) çàâèñèò îò
âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ 𝑥, 𝑦 è öåëîé ïåðåìåííîé 𝑛.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïîäêëàññ öåïî÷åê (1) ñëåäóþùåãî âèäà:

𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝑝(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1)𝑢𝑛,𝑥+ 𝑟(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1)𝑢𝑛,𝑦 + 𝑞(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1). (2)

Ôóíêöèè 𝑝(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑟(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑞(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ïðåäïîëàãàþòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêèìè â íåêîòîðîé îáëàñòè 𝐷 ⊂ C3.

Ìíîãîìåðíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè îáúåêòàìè äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ è, òåì áîëåå, äëÿ êëàññèôèêàöèè. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå áîëü-
øîãî ÷èñëà èíòåãðèðóåìûõ ðåäóêöèé óêàçûâàåò íà èíòåãðèðóåìîñòü óðàâ-
íåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [1], â êîòîðîé ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðèðóåìûõ
ðåäóêöèé ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå ïðèçíàêà
èíòåãðèðóåìîñòè). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì àíàëîãè÷íóþ èäåþ -
íàçûâàÿ óðàâíåíèå èíòåãðèðóåìûì, åñëè îíî äîïóñêàåò áåñêîíå÷íûé êëàññ
ðåäóêöèé â âèäå ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, èíòåãðèðóåìûõ â ñìûñëå
Äàðáó.

Ïðè îïèñàíèè èíòåãðèðóåìûõ ïî Äàðáó ñèñòåì óðàâíåíèé ãèïåðáîëè-
÷åñêîãî òèïà äàâíî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé àëãåáðû Ëè
[2]. Ïåðåõîä ê áîëåå îáùèì àëãåáðàì Ëè-Ðàéíõàðòà [3] îòêðûâàåò íîâûå
âîçìîæíîñòè [4, 5, 6].

Óñëîâèå îáðûâà 𝑢0 = 𝜙(𝑥, 𝑦) íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì óñëîâèåì îáðûâà
äëÿ öåïî÷êè (1), åñëè îíî ñâîäèò (1) ê äâóì íåçàâèñèìûì ïîëóáåñêîíå÷íûì
öåïî÷êàì, îïðåäåëåííûì íà èíòåðâàëàõ −∞ < 𝑛 < 0 è 0 < 𝑛 < +∞,
ñîîòâåòñòâåííî.

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ öåïî÷êè (1) ñóùåñòâóþò âûðîæäåííûå óñëîâèÿ îá-
ðûâà â äâóõ ðàçíûõ òî÷êàõ 𝑛 = 𝑁1, 𝑛 = 𝑁2. Òîãäà öåïî÷êà (1) ñâîäèòñÿ ê
êîíå÷íîé ñèñòåìå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà:

𝑢𝑁1
= 𝜙1(𝑥, 𝑦),

𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛,𝑦), 𝑁1 < 𝑛 < 𝑁2,
𝑢𝑁2 = 𝜙2(𝑥, 𝑦).

(3)

Определение 1. Цепочка (1) называется интегрируемой, если суще-
ствуют функции 𝜙1 и 𝜙2, такие, что для любого выбора пары целых чисел
𝑁1, 𝑁2, где 𝑁1 < 𝑁2 − 1, система гиперболического типа (3) является ин-
тегрируемой по Дарбу.

Áîëüøîé êëàññ èíòåãðèðóåìûõ öåïî÷åê âèäà (1) ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå
[7], ãäå îíè áûëè èñcëåäîâàíû â ðàìêàõ ñèììåòðèéíîãî ïîäõîäà. Âàæíûì
ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ èç ýòîãî êëàññà ÿâëÿþòñÿ èíòåãðè-
ðóåìûìè â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 1. Êàê èçâåñòíî, èíòåãðèðóåìûå ïî Äàðáó
ñèñòåìû îáëàäàþò òî÷íûì ðåøåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà (3) îáëàäàåò òî÷íûì ðåøåíèåì, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî
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ðåøåíèÿ èñõîäíîé öåïî÷êè (1). Â ñèëó òîãî, ÷òî âûáîð 𝑁1, 𝑁2 ïðîèçâîëåí,
èñõîäíàÿ öåïî÷êà èìååò ìíîæåñòâî ÷àñòíûõ ðåøåíèé.

Â ðàáîòàõ [5, 6] áûëè îïèñàíû èíòåãðèðóåìûå â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 1
äâóìåðèçîâàííûå êâàçèëèíåéíûå öåïî÷êè âèäà

𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝛼𝑛𝑢𝑛,𝑥𝑢𝑛,𝑦 + 𝑝𝑛𝑢𝑛,𝑥 + 𝑟𝑛𝑢𝑛,𝑦 + 𝑞𝑛, (4)

ïðè óñëîâèè, ÷òî 𝜕𝛼𝑛

𝜕𝑢𝑛±1
̸= 0. Çäåñü êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò îò òðåõ ïîñëå-

äîâàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ 𝛼𝑛 = 𝛼(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1), 𝑝𝑛 = 𝑝(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1),
𝑟𝑛 = 𝑟(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1), 𝑞𝑛 = 𝑞(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1).

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé (2) öåïî÷êè (4), êîãäà
𝛼𝑛 òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ìû òðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ: õîòÿ áû îäíà èç ïðîèçâîäíûõ

𝜕𝑝𝑛
𝜕𝑢𝑛+1

̸= 0,
𝜕𝑝𝑛
𝜕𝑢𝑛−1

̸= 0 (5)

íå ðàâíà íóëþ.
Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Теорема 1. Если цепочка (2), (5) интегрируема в смысле Определения
1, тогда она приводится посредством точечных преобразований к одной
из следующих:

𝑢𝑛,𝑥𝑦 =
(︀
𝑒𝑢𝑛−𝑢𝑛−1 − 𝑒𝑢𝑛+1−𝑢𝑛

)︀
𝑢𝑛,𝑥, (6)

𝑢𝑛,𝑥𝑦 =
(︀
−𝑢𝑛+1 + 2𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1

)︀
𝑢𝑛,𝑥. (7)

Öåïî÷êè (6), (7) áûëè èçâåñòíû ðàíåå (ñì. [7]).
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Рассматривается уравнение Кана –Хиллиарда вместе с тремя типа-
ми краевых условий. Во всех краевых задачах изучен вопрос о суще-
ствовании, устойчивости и асимптотическом представлении простран-
ственно неоднородных состояний равновесия. Использован метод ка-
чественной теории бесконечномерных динамических систем.

Ключевые слова: уравнение Кана –Хиллиарда, устойчивость, бифур-
кации, асимптотика

Local attractors of Cahn –Hilliard equation

The Cahn –Hilliard equation is considered with 3 types of boundary con-
ditions. For all boundary value problem the questions about existence,
stability and asymptotically representation of spatial nongomogeneous so-
lutions are studied. Qualitative theory methods for infinite-dimensional
dynamical systems are used.

Keywords: Cahn –Hilliard equation, stability, bifurcations,asymptotic

Ðàññìîòðåíî èçâåñòíîå â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå óðàâíåíèå

𝑢𝑡 = (−𝑢𝑥𝑥 − 𝑎𝑢+ 𝑢3)𝑥𝑥, (1)

êîòîðîå ïðèíÿòî íàçûâàòü óðàâíåíèåì Êàíà �Õèëëèàðäà [1] è âïåðâûå ïî-
ÿâèëîñü â ôèçè÷åñêîé õèìèè â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ðåàêöèé â äâóõêîìïî-
íåíòíûõ ñðåäàõ [2]. Â óðàâíåíèè (1) íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò îäíîé
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé 𝑥. Äëÿ ïðèëîæåíèé, áûòü ìîæåò, áîëåå àê-
òóàëåí âàðèàíò, êîãäà 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) è ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

𝑢𝑡 = ∆(−∆𝑢− 𝑎𝑢+ 𝑢3),

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, íî â ðàìêàõ
äàííîãî ñîîáùåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì óðàâíåíèÿ Êàíà �Õèëëèàðäà â
ôîðìå (1) âìåñòå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ñëåäóþùèõ òð¼õ òèïîâ [1,2]

𝑢(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡, 𝜋) = 𝑢𝑥𝑥(𝑡, 0) = 𝑢𝑥𝑥(𝑡, 𝜋) = 0, (2)

𝑢𝑥(𝑡, 0) = 𝑢𝑥(𝑡, 𝜋) = 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑡, 0) = 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑡, 𝜋) = 0, (3)

𝑢(𝑡, 𝑥+ 2𝜋) = 𝑢(𝑡, 𝑥). (4)
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Åñëè îáðàòèòüñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å (ÊÇ) (1), (2), òî ïðè åå àíàëèçå âîç-
íèêàåò äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíàÿ áèôóðêàöèîííàÿ çàäà÷à. ÊÇ (1), (2) èìå-
åò ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ 𝑢(𝑡, 𝑥) = 0. Ïðè
𝑎 ∈ (−∞, 1] îíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî è ïðè ïåðåõîäå 𝑎 â èíòåðâàë
(1,∞) òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü.

Теорема 1. Существует такое 𝜀0 > 0, что при всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0) и 𝑎 =
1+𝜀 КЗ (1), (2) имеет два асимптотически устойчивых пространственно
неоднородных состояния равновесия

𝑢±(𝑥, 𝜀) = ±2

√
3

3
𝜀1/2 sin𝑥±

√
3

36
𝜀3/2 sin 3𝑥+ 𝑜(𝜀3/2).

Â èíûõ òåðìèíàõ ïðè óêàçàííûõ 𝑎 ðåàëèçóåòñÿ áèôóðêàöèÿ òèïà "âèë-
êà"(èëè áèôóðêàöèÿ Òüþðèíãà �Ïðèãîæèíà).

Èíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè àíàëèçå ÊÇ (1), (3). ÊÇ (1), (3) èìååò îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝛼, à

òàêæå èíòåãðàë 𝑀0(𝑢) =
1

2𝜋

𝜋∫︀
0

𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 = 𝛼, 𝛼 ∈ 𝑅 è ïðîèçâîëüíî. Íàëè÷èå

èíòåãðàëà 𝑀0(𝛼) = 𝛼 îçíà÷àåò, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîå ñðåäíåå,
à ïðè íàëè÷èè óñëîâèé íåïðîíèöàåìîñòè (3) ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðî-
âàíî êàê ñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû.

Ïóñòü 𝑎 ∈ (1,∞). Ïîëîæèì 𝛼 = 𝛼(𝜀) = ±
√︂
𝑎− 1 − 𝛾𝜀

3
, 𝛼0 = 𝛼(𝜀), ãäå

𝜀 ∈ (0, 𝜀0), 0 < 𝜀0 << 1, 𝛾 = ±1 è ñîîòâåòñòâóþùèé çíàê ó 𝛾 áóäåò âûáðàí
ïîçäíåå.

Теорема 2. Существует такое 𝜀0 > 0, что при всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0) и любом
𝑎 > 1 КЗ (1), (3) имеет два пространственно неоднородных состояния
равновесия

𝑢±(𝑥, 𝜀) = 𝛼(𝜀) ± 𝜀1/2𝑣1(𝑥) + 𝜀𝑣2 ± 𝜀3/2𝑣3(𝑥) + 𝑜(𝜀3/2), (5)

𝑣1(𝑥) = (
𝛾

𝑑
)1/2 cos𝑥, 𝑣2(𝑥) = −𝛼0𝛾

2𝑑
cos 2𝑥,

𝑣3(𝑥) = (
𝛾

𝑑
)3/2

1

32
(6𝛼2

0 − 1) cos 3𝑥, 𝑑 =
3

2
(
1

2
− 𝛼2

0).

Решения (5) существуют, если 𝑑 ̸= 0 и при 𝑑 > 0 (выбираем 𝛾 = 1) со-
стояния равновесия (5) устойчивы, а при 𝑑 < 0(𝛾 = −1) они неустойчивы.
Подчеркнём, что 𝑑 > 0, если 𝛼2

0 < 1/2.
Èòàê, ïðè 𝛼0 ∈ (−1/

√
2, 1/

√
2) îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðî-

ñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (5) ôîðìèðóþò äâà ëî-
êàëüíûõ àòòðàêòîðà 𝑀±(𝜀)(𝑑𝑖𝑚𝑀±(𝜀) = 1). Ïðè |𝛼0| > 1/

√
2 ïîëó÷àåì óæå

ïàðó ëîêàëüíî èíâàðèàíòíûõ ñåäëîâûõ ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀±(𝜀). Ïðè òàêèõ
𝛼0(𝛼(𝜀)) áóäóò óñòîé÷èâûìè ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝛼(𝜀).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äëÿ ÊÇ (1), (4). Îíà èìååò ïðè
ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå 𝛼0(𝛼(𝜀)) è 𝑎 > 1 äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ

𝑢(𝑥, 𝜀, 𝜙) = 𝛼(𝜀) + 𝜀1/2𝑣1(𝑥+ 𝜙) + 𝜀𝑣2(𝑥+ 𝜙) + 𝜀3/2𝑣3(𝑥+ 𝜙) + 𝑜(𝜀3/2), (6)
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ãäå 𝜙 ∈ 𝑅, 𝜀 ∈ (0, 𝜀0), 0 < 𝜀0 << 1, à ôóíêöèè 𝑣1(𝑥), 𝑣2(𝑥), 𝑣3(𝑥) áûëè óêàçà-
íû â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2.

Ïðè |𝛼0| < 1/
√

2 äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî (6) îáðàçóåò äâóìåð-
íûé àòòðàêòîð 𝑀2(𝜀) è åãî ôîðìèðóþùèå ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûå
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâû (ïðè ýòîì â ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóëàõ
𝛾 = 1).

Åñëè æå |𝛼0| > 1/
√

2, òî ïîëó÷àåì äâóìåðíîå ëîêàëüíîå èíâàðèàíò-
íîå ìíîãîîáðàçèå, ñôîðìèðîâàííîå íåóñòîé÷èâûìè ïðîñòðàíñòâåííî íåîä-
íîðîäíûìè ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ.

Îáîñíîâàíèå ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåò ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé,
òåîðèþ íîðìàëüíûõ ôîðì [3,4].
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Найдены собственные значения спектральной задачи для вырожда-
ющегося оператора смешанного типа и построена соответствующая
система собственных функций
Ключевые слова: уравнение смешанного типа, спектральная задача,
собственные числа, собственные функции, полнота

Construction of a system of eigenfunctions of the
Tricomi-Neumann type problem for a degenerate operator of

mixed type

Eigenvalues of the spectral problem for the degenerate operator of mixed
type are found and the corresponding eigenfunctions system is con-
structed.

Keywords: equation of mixed type, spectral problem, eigenvalues, eigen-
functions, completeness
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

𝐿𝑢 ≡ sgn 𝑦 · |𝑦|𝑚𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝜆2sgn 𝑦 · |𝑦|𝑚𝑢 = 0, (1)

ãäå 𝜆 ∈ C, 𝑚 > 0, â îáëàñòè 𝐷, îãðàíè÷åííîé: 1) "íîðìàëüíîé"êðèâîé Γ0 :
𝑥2 + 1

𝛼2 𝑦
2𝛼 = 1, ëåæàùåé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè 𝑦 > 0 ñ êîíöàìè â òî÷êàõ

𝐴1(−1, 0) è 𝐴2(1, 0); 2) õàðàêòåðèñòèêàìè 𝑂𝐶 (𝑥 − 1
𝛼 (−𝑦)𝛼 = 0) è 𝐶𝐴2

(𝑥 + 1
𝛼 (−𝑦)𝛼 = 1) óðàâíåíèÿ (1) ïðè 𝑦 < 0, ãäå 𝐶 = ( 1

2 ,−(𝛼2 )
1
𝛼 ), 𝑂 = (0, 0),

𝛼 = 𝑚+2
2 .

Îáîçíà÷èì 𝐷0 = 𝐷 ∩ {𝑦 > 0}, 𝐷1 = 𝐷 ∩ {𝑥 > 0, 𝑦 < 0}.
Â îáëàñòè 𝐷 äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çà-

äà÷ó.
Задача. Найти значения комплексного параметра 𝜆 и соответству-

ющие им функции 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющие условиям:

𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ C(𝐷 ) ∩ C1(𝐷) ∩ C2(𝐷0 ∪𝐷1), (2)

𝐿𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷0 ∪𝐷1, (3)

𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Γ, (4)

𝑢𝑦(𝑥, 0) = 0, −1 < 𝑥 < 0, (5)

𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑂𝐶. (6)

Ïóñòü 𝛾𝑛 = 𝛽
2 + 1

4 +𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, ..., 𝛽 = 𝑚
2(𝑚+2) . Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

𝜆𝑛,𝑚 îïðåäåëÿþòñÿ êàê íóëè ôóíêöèè Áåññåëÿ 𝐽𝛾𝑛(𝜆), ò.å.𝑚 �é êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ 𝐽𝛾𝑛(𝜆) = 0. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèè çàäà÷è
(2)-(6) èìååò âèä

𝑢𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐𝑛,𝑚𝑟
−𝛽𝐽𝛾𝑛(𝜆𝑛,𝑚𝑟)(sin

𝜙
2 )1−2𝛽(𝐹 ( 1

2 + 𝛾𝑛,
1
2 − 𝛾𝑛,

3
2 − 𝛽; sin2 𝜙

2 )

+
Γ(𝛾𝑛 + 𝛽)Γ( 3

2 − 𝛽)

Γ( 1
2 + 𝛽)Γ(1 + 𝛾𝑛 − 𝛽)

𝐹 (𝛽 + 𝛾𝑛, 𝛽 − 𝛾𝑛,
1

2
+ 𝛽; sin2 𝜙

2
)), (𝑟, 𝜙) ∈ 𝐷0,

𝑐𝑛,𝑚𝜎
−𝛽𝜃−(𝛽+𝛾𝑛)𝐽𝛾𝑛(𝜆𝑛,𝑚𝜎)

Γ(𝛾𝑛 + 𝛽)Γ( 1
2 + 𝛾𝑛)

Γ(1 + 2𝛾𝑛)Γ( 1
2 + 𝛽)

𝐹 (𝛽 + 𝛾𝑛,
1

2
+ 𝛾𝑛, 1 + 2𝛾𝑛;

1

𝜃
), (𝜎, 𝜃) ∈ 𝐷1.

(2.1)
ãäå 𝑐𝑛,𝑚 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå â ðàáîòàõ [1]-[4] ïîñòðîåíû ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè çàäà÷ Òðèêîìè, Òðèêîìè�Íåéìàíà è Ãåëëåðñòåäòà.
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АПОСТЕРИОРНАЯ ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ НАХОЖДЕНИЯ
ИСТОЧНИКА В ОБРАТНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ
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Обратная задача нахождения источника решается по схеме регуляри-
зованного проекционного метода с апостериорной оценкой точности,
которая вычисляется с помощью нового, «быстрого», алгоритма.

Ключевые слова: уравнения в частных производных, некорректные
задачи, апостериорная оценка точности

A-posteriori error estimate in source recovery for linear PDEs

The inverse source problem is solved according to the scheme of a reg-
ularized projection method with an a-posteriori error estimate, which is
calculated using a new “fast” algorithm.

Keywords: partial differential equations, ill-posed problems, a-posteriori
error estimate

1. Ðàññìîòðèì прямую задачу : íàéòè ðåøåíèå 𝑢(x, 𝑡) ∈ 𝑈 óðàâíåíèÿ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 𝐷𝑡𝑢(x, 𝑡) = 𝐿𝑥𝑢(x, 𝑡) + 𝑔(x, 𝑡)𝑓(x), x ∈ 𝐺, 𝑡 > 0 â îá-
ëàñòè 𝐺 ⊂ R𝑁 ïðè âûïîëíåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 𝑙𝑥𝑢(x, 𝑡) = 𝑎(𝑡), x ∈
𝜕𝐺, 𝑡 > 0, è íà÷àëüíûõ óñëîâèé 𝑑𝑡𝑢(x, 𝑡)|𝑡=0 = 𝑏(x), x ∈ 𝐺. Çäåñü 𝐷𝑡, 𝐿𝑥
� ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïî ïåðåìåííûì 𝑡 è x ñîîòâåò-
ñòâåííî, äåéñòâóþùèå èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà 𝑈 â áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî 𝑉 , 𝑙𝑥, 𝑑𝑡 � ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èç
𝑈 â áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà 𝑉𝑥 è 𝑉𝑡. Ôóíêöèè èñòî÷íèêà 𝑔(x, 𝑡), 𝑓(x) òàêî-
âû, ÷òî 𝑔(x, 𝑡)𝑓(x) ∈ 𝑉 , 𝑓(x) ∈ 𝑉𝑥. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðÿìàÿ çàäà÷à êîððåêòíî
ïîñòàâëåíà â óêàçàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ò.å. îíà îäíîçíà÷-
íî ðàçðåøèìà è óñòîé÷èâà äëÿ äàííûõ 𝑔(x, 𝑡), 𝑓(x), 𝑎(𝑡), 𝑏(x) èç ýòèõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Â äàëüíåéøåì ìû ôèêñèðóåì èçâåñòíûå ôóíêöèè 𝑔(x, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏(x)

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 17-01-00159-a и
19-51-53005-ГФЕН-а), а также Программы повышения конкурентоспособности Нацио-
нального исследовательского ядерного университета МИФИ (Московского инженерно-
физического института), проект № 02.a03.21.0005 от 27.08.2013.
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è áóäåì îáîçíà÷àòü ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ðåøåíèÿ ïðÿìîé çà-
äà÷è ñ ðàçëè÷íûìè äîïóñòèìûìè ôóíêöèÿìè 𝑓(x) êàê 𝐴: 𝑢 = 𝐴𝑓 .

2. Íàñ èíòåðåñóåò обратная задача: ñ÷èòàÿ, ÷òî ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà-
÷è óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ 𝐵𝑢 = 𝐹 , íàéòè íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ èñòî÷íèêà 𝑓(x) ∈ 𝑉𝑥. Çäåñü 𝐵 � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðà-
òîð, äåéñòâóþùèé èç 𝑈 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî 𝑊 , à 𝐹 ∈ 𝑊 � èçâåñòíûé
ýëåìåíò. Çàäà÷è òàêîãî ðîäà èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [1]). Îíè
÷àñòî îêàçûâàþòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûìè, è äëÿ èõ ðåøåíèÿ òðåáóåò-
ñÿ ïðèìåíÿòü ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè. Â äàííîì ñëó÷àå ìû èñïîëüçóåì ñëå-
äóþùèé ïîäõîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à, ò.å. ëèíåéíîå îïåðà-
òîðíîå óðàâíåíèå 𝐵(𝐴𝑓) = 𝐹 , èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 𝑓(x) ∈ 𝑉𝑥. Áóäåì
ðåøàòü óðàâíåíèå ôîðìàëüíî ñ ïîìîùüþ ðàçíîâèäíîñòè ïðîåêöèîííîãî ìå-
òîäà, îïèñàííîé, íàïðèìåð, â [2]. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî
ðàçëîæåíèå 𝑓(x) =

∑︀∞
𝑘=1 𝑓𝑘𝜙𝑘(x) ïî áàçèñó {𝜙𝑘(x)}∞𝑘=1 ⊂ 𝑉𝑥. Àïïðîêñèìè-

ðóåì 𝑓 ýëåìåíòàìè 𝑓𝑛(x) =
∑︀𝑛
𝑘=1 𝑓𝑘𝜙𝑘(x) è âû÷èñëèì ïðèáëèæåííî ðàçëî-

æåíèÿ ýëåìåíòîâ 𝐵(𝐴𝜙𝑘) è 𝐹 ïî áàçèñó {𝜓𝑙}∞𝑙=1 ⊂𝑊 : 𝐵(𝐴𝜙𝑘) ≈
∑︀𝑚
𝑙=1𝐴𝑙𝑘𝜓𝑙,

𝐹 ≈
∑︀𝑚
𝑙=1 𝐹𝑙𝜓𝑙. Òîãäà ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ èñòî÷íè-

êà ïðèíèìàåò âèä
∑︀𝑛
𝑘=1𝐴𝑙𝑘𝑓𝑘 = 𝐹𝑙, 𝑙 = 1, ...,𝑚. Èòàê, òî÷íîå îïåðàòîðíîå

óðàâíåíèå îáðàòíîé çàäà÷è 𝐵(𝐴𝑓) = 𝐹 ñâîäèòñÿ ê êîíå÷íîìåðíîìó óðàâíå-
íèþ 𝐴𝑓 = 𝐹 ñ ìàòðèöåé 𝐴 = [𝐴𝑙𝑘] è ñòîëáöàìè 𝑓 = [𝑓𝑘] ∈ R𝑛, 𝐹 = [𝐹𝑙] ∈ R𝑚.
Ïðè ýòîì äàííûå 𝐹 ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü çàäàíû ñ îøèáêîé, ò.å. èç-
âåñòåí ïðèáëèæåííûé ýëåìåíò 𝐹𝛿 ∈ R𝑚 è îöåíêà åãî òî÷íîñòè 𝛿 > 0 òàêèå,
÷òî ||𝐹 − 𝐹𝛿|| 6 𝛿.

Ðåøèì óðàâíåíèå 𝐴𝑓 = 𝐹 ñ ïðèáëèæåííûìè äàííûìè 𝐹𝛿, èñïîëüçóÿ,
íàïðèìåð, ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè À.Í.Òèõîíîâà, è ïîëó÷èì êîíå÷íîìåðíîå
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå 𝑓𝜂 = [𝑓

(𝜂)
𝑘 ], 𝜂 = (𝛿, 1/𝑛, 1/𝑚) íàøåé çàäà÷è, è äàëåå

� ïðèáëèæåííûé ýëåìåíò 𝑓𝜂(x) =
∑︀𝑛
𝑘=1 𝑓

(𝜂)
𝑘 𝜙𝑘(x). Ïðè àäåêâàòíîì âûáîðå

ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè òàêîé ïîäõîä îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü 𝑓𝜂(x) →
𝑓(x) â ïðîñòðàíñòâå 𝑉𝑥 ïðè 𝜂 → 0 (ñì., íàïðèìåð, [2]).

3. Ïîëó÷èâ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå 𝑓𝜂(x) ðàññìàòðèâàåìîé íåêîððåêòíî
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ïðîáëåìîé îöåíêè åãî òî÷íîñòè.
Â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî ðåøåíèþ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ äàþòñÿ теорети-
ческие априорные оценки точности. Îíè, êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àþòñÿ ïðè
î÷åíü æåñòêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà èñêîìîå ðåøåíèå. Êðîìå
òîãî, ýòè îöåíêè çà÷àñòóþ ñîäåðæàò êîíñòàíòû, ïðàêòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå
êîòîðûõ çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó ïîëó÷èòü àïðèîðíóþ îöåíêó òî÷íîñòè â
âèäå ÷èñëà â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåâîçìîæíî. Êàê àëüòåðíàòèâà, â ïî-
ñëåäíåå âðåìÿ ðàçâèòà òåîðèÿ апостериорных оценок точности ðåøåíèé
íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè ïîäõîä èç [3].

Äàëåå âåçäå || · ||, (·, ·) � íîðìû è ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ E𝑛,E𝑚. Çíàÿ 𝑓𝜂(x), âû÷èñëèì âåëè÷èíû ∆𝜂 = ||𝐴𝑓𝜂 − 𝐹𝛿||,
𝑅𝜂 = ||𝑓𝜂||. Ââåäåì ìíîæåñòâî ℱ𝜂 = {𝑓 ∈ E𝑛 : ||𝐴𝑓 − 𝐹𝛿|| 6 𝐶∆𝜂, ||𝑓 || 6
𝐶𝑅𝜂}, ãäå 𝐶 > 1 çàäàííàÿ êîíñòàíòà, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò ̂︀𝑓 ∈
E𝑛, îïðåäåëÿþùèé ïðîåêöèþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ 𝑓(x) íà ïîäïðîñòðàíñòâî
span(𝜙1, ..., 𝜙𝑛), ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ℱ𝜂. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
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ñòâî

||𝑓𝜂 − ̂︀𝑓 || 6 sup{||𝑓𝜂 − 𝑓 || : 𝑓 ∈ ℱ𝜂}
𝑑𝑒𝑓
= 𝜀(𝜂), (1)

è ôóíêöèÿ 𝜀(𝜂) åñòü глобальная апостериорная оценка точности [3] êîíå÷-
íîìåðíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ 𝑓𝜂. Åå ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ ýêñòðåìàëü-
íóþ çàäà÷ó (1) ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè.

4. Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (1). Ïóñòü 𝑣𝜂=𝐹𝛿−𝐴𝑓𝜂, 𝐷2

𝜂=(𝐶2−1) ‖𝑣𝜂‖2 , 𝑟2𝜂=(𝐶2−1)𝑅2
𝜂. Äëÿ ýëåìåí-

òîâ �̂� ∈ E𝑛, ||�̂�|| = 1, ââåäåì ôóíêöèîíàëû 𝑡
(𝐼)
𝜂 (�̂�) =

√︁
(�̂�,𝑓𝜂)2+𝑟2𝜂−(𝑤,𝑓𝜂)

||�̂�|| > 0,

𝑡
(𝐴)
𝜂 (�̂�) =

√︁
(𝐴�̂�,𝑣𝜂)2+𝐷2

𝜂||𝐴�̂�||2+(𝐴�̂�,𝑣𝜂)

||𝐴�̂�||2 > 0. Îïðåäåëèì òàêæå âåëè÷èíó

𝜌𝜈(𝜂) = sup
�̂�

{𝜉𝜈 [𝑡(𝐴)
𝜂 (�̂�), 𝑡(𝐼)𝜂 (�̂�)] : ||�̂�|| = 1}, (2)

ãäå 𝜉𝜈(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏
𝜈√𝑎𝜈+𝑏𝜈 , 𝑎, 𝑏 > 0, 𝜈 ∈ N.

Теорема 1. Справедливо неравенство 𝜌𝜈(𝜂) 6 𝜀(𝜂) 6 2
1
𝜈 𝜌𝜈(𝜂).

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà 𝜌𝜈(𝜂) åñòü îöåíêà äëÿ 𝜀(𝜂) ñ îòíîñèòåëüíîé
òî÷íîñòüþ 𝜖 = 2

1
𝜈 −1, êîòîðàÿ óïðàâëÿåòñÿ ÷èñëîì 𝜈 (íàïðèìåð, âçÿâ 𝜈 = 60,

ïîëó÷èì 𝜖 ≈ 0.0116). ×èñëî 𝜌𝜈(𝜂) ìîæíî ïðèíÿòü êàê ïðèáëèæåííóþ àïî-
ñòåðèîðíóþ îöåíêó òî÷íîñòè ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé îáðàòíîé çàäà÷è
îïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêà. Òàêîé ìåòîä àïîñòåðèîðíîé îöåíêè òî÷íîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ ãîðàçäî áîëåå áûñòðîäåéñòâóþùèì (â ñðåäíåì, â 3 � 5 ðàç, â çàâèñè-
ìîñòè îò ðåøàåìîé çàäà÷è), ÷åì ðàíåå ïðåäëîæåííûå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî, â îòëè÷èè îò çàäà÷è (1), â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (2) íàõîæäåíèÿ ÷èñëà
𝜌𝜈(𝜂) èìååòñÿ ëèøü îäíî ïðîñòîå îãðàíè÷åíèå. Äåòàëè ðåøåíèÿ çàäà÷è (2),
êðàòêî èçëîæåííûå â ðàáîòå [4], êîíêðåòèçèðóþòñÿ â äîêëàäå äëÿ îáðàòíîé
çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêà.

5. Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî ïðåäëàãàå-
ìîé ìåòîäèêå îáðàòíîé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ èñòî÷íèêà â íà÷àëüíî-êðàåâûõ
çàäà÷àõ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è êîëåáàíèé, âêëþ÷àÿ àïîñòåðè-
îðíóþ îöåíêó òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ âåëè÷èíû 𝜌𝜈(𝜂).
Â ïðèìåíÿåìîì âàðèàíòå ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà èñïîëüçóþòñÿ ñïëàéíîâûå
áàçèñû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðåäëàãàåìàÿ ìåòîäèêà ïðèìåíèìà ñ
íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè è äëÿ íàõîæäåíèÿ èñòî÷íèêà âèäà 𝑔(x, 𝑡)𝑓(𝑡) ñ
íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé 𝑓(𝑡).
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Получены нелокальные преобразования типа Коула-Хопфа, перево-
дящие уравнения Лиувилля с тремя и четырьмя независимыми пере-
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On nonlocal substitutions for Liouville equations

We obtained the non-local transformations of the Cole-Hopf type, which
transfer the Liouville equations with three and four independent variables
into the Bianchi equations. The solutions with arbitrary functions of these
Liouville equations are constructed.

Keywords: Liouville equation, Bianchi equation, non-local transformation

Óðàâíåíèå
𝑢𝑥𝑦𝑧 = 𝜆𝑒𝑢 (1)

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê òðåõìåðíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ

𝑢𝑥𝑦 = 𝜆𝑒𝑢. (2)

Óðàâíåíèå (2), â ÷àñòíîñòè, èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â çàäà÷å ãðóïïîâîé êëàñ-
ñèôèêàöèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà [1, ñ. 116�125]

𝑣𝑥𝑦 + 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑣𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑦)𝑣𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑣 = 0.
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Óðàâíåíèå (1) èñïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ
Áèàíêè òðåòüåãî ïîðÿäêà [2]

𝑣𝑥𝑦𝑧 + 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣𝑥𝑦 + 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣𝑦𝑧 + 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣𝑥𝑧+

+ 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣𝑥 + 𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣𝑦 + 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣𝑧 + 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣 = 0.

Çäåñü ïîñòðîåíî íåëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå óðàâíåíèå
(1) â ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå Áèàíêè

𝑣𝑥𝑦𝑧 = 0, (4)

êîòîðîå èìååò çàâèñÿùåå îò òðåõ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé îáùåå ðåøåíèå
âèäà

𝑣 = 𝛼(𝑥, 𝑦) + 𝛽(𝑥, 𝑧) + 𝛾(𝑦, 𝑧). (5)

Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ãðóïïîâûõ
ìåòîäîâ [3, ñ. 237�241].

Óðàâíåíèå (1) äîïóñêàåò àëãåáðó Ëè îïåðàòîðîâ

𝑋 = 𝜉(𝑥)𝜕𝑥 + 𝜂(𝑦)𝜕𝑦 + 𝜁(𝑧)𝜕𝑧 − (𝜉′(𝑥) + 𝜂′(𝑦) + 𝜁 ′(𝑧))𝜕𝑢,

ãäå 𝜉(𝑥), 𝜂(𝑦), 𝜁(𝑧) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå (4) äîïóñêàåò àëãåáðó Ëè îïåðàòîðîâ

𝑋0 = 𝜉(𝑥)𝜕𝑥 + 𝜂(𝑦)𝜕𝑦 + 𝜁(𝑧)𝜕𝑧,

ãäå 𝜉(𝑥), 𝜂(𝑦), 𝜁(𝑧) òàêæå ïðîèçâîëüíû. Êðîìå òîãî, êàê âñÿêîå ëèíåéíîå
óðàâíåíèå, óðàâíåíèå (4) äîïóñêàåò îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ 𝑌 = 𝑣𝜕𝑣.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå

𝑢 = 𝜙(𝑣, 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧) (6)

òàêîå, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (1), (4), (6) äîïóñêàåò àëãåáðó Ëè îïåðàòîðîâ

𝑋 = 𝜉(𝑥)𝜕𝑥 + 𝜂(𝑦)𝜕𝑦 + 𝜁(𝑧)𝜕𝑧 − (𝜉′(𝑥) + 𝜂′(𝑦) + 𝜁 ′(𝑧))𝜕𝑢, 𝑌 = 𝑣𝜕𝑣.

Äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ

𝑌
1

(𝑢− 𝜙)|𝑢=𝜙 = 𝑣𝜙𝑣 + 𝑣𝑥𝜙𝑣𝑥 + 𝑣𝑦𝜙𝑣𝑦 + 𝑣𝑧𝜙𝑣𝑧 = 0, (7)

𝑋
1

(𝑢− 𝜙)|𝑢=𝜙 = −(𝜉′ + 𝜂′ + 𝜁 ′) + 𝜉′𝑣𝑥𝜙𝑣𝑥 + 𝜂′𝑣𝑦𝜙𝑣𝑦 + 𝜁 ′𝑣𝑧𝜙𝑣𝑧 = 0, (8)

ãäå 𝑋
1
, 𝑌

1
� ïåðâûå ïðîäîëæåíèÿ îïåðàòîðîâ 𝑋, 𝑌 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑣 èìååò âèä (5), èç (7)�(8) ïîëó÷àåì ñèñòåìó

(𝛼+ 𝛽 + 𝛾)𝜙𝑣 + (𝛼𝑥 + 𝛽𝑥)𝜙𝑣𝑥 + (𝛼𝑦 + 𝛾𝑦)𝜙𝑣𝑦 + (𝛽𝑧 + 𝛾𝑧)𝜙𝑣𝑧 = 0,
−(𝜉′ + 𝜂′ + 𝜁 ′) + 𝜉′(𝛼𝑥 + 𝛽𝑥)𝜙𝑣𝑥 + 𝜂′(𝛼𝑦 + 𝛾𝑦)𝜙𝑣𝑦 + 𝜁 ′(𝛽𝑧 + 𝛾𝑧)𝜙𝑣𝑧 = 0,

êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèå

𝑢 = 𝜙(𝑣, 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧) = ln
𝑐𝑣𝑥𝑣𝑦𝑣𝑧
𝑣3

. (9)
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Ïîäñòàíîâêà (9) â óðàâíåíèå (1) ñ ó÷åòîì (5) ïðèâîäèò ê ôîðìóëå, îïðå-
äåëÿþùåé êëàññ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), çàâèñÿùèõ îò òðåõ ïðîèçâîëüíûõ
ôóíêöèé

𝑢 = ln

(︂
− 6

𝜆

𝑓 ′1(𝑥)𝑓 ′2(𝑦)𝑓 ′3(𝑧)

(𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑦) + 𝑓3(𝑧))3

)︂
.

Çäåñü 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑦), 𝑓3(𝑧) � ïðîèçâîëüíûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè.

Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå

𝑢𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝜆𝑒𝑢.

Ñ ïîìîùüþ íåëîêàëüíîé ïîäñòàíîâêè ïîñòðîåíî åãî ðåøåíèå

𝑢 = ln

(︂
24

𝜆

𝑓 ′1(𝑥)𝑓 ′2(𝑦)𝑓 ′3(𝑧)𝑓 ′4(𝑡)

(𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑦) + 𝑓3(𝑧) + 𝑓4(𝑡))4

)︂
,

ãäå 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑦), 𝑓3(𝑧), 𝑓4(𝑡) � ïðîèçâîëüíûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìûå ôóíêöèè.
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On the correctness of a mixed problem for an anisotropic
parabolic equation with a diffuse measure

The first mixed problem for an anisotropic parabolic equation with a
diffuse measure on the right-hand side is considered. The equation has
variable nonlinearities. A new version of the integration by partformula
is established in the form of two inequalities. It allowed us to simplify the
proof of the existence of a solution to the problem. It does not use the
Landes averaging. The uniqueness of the solution of the problem is also
proved.

Keywords: diffuse measure, existence of a solution, uniqueness of a solu-
tion, parabolic equation, integration formula by parts.

Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà R𝑛, 𝑛 > 1.
Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè 𝐷𝑇 = (0, 𝑇 ) × Ω ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ ñìå-
øàííàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà

𝑢𝑡 = div𝑎(𝑥, 𝑢,∇𝑢) + 𝑏(𝑥, 𝑢,∇𝑢) + 𝜇, 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛), (1)

𝑢(𝑡, 𝑥)
⃒⃒⃒
𝑆

= 0, 𝑆 = {𝑡 > 0} × 𝜕Ω, (2)

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) ∈ 𝐿1(Ω). (3)

Ôóíêöèÿ 𝑎(𝑥, 𝑟, 𝑦) � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

𝑎(𝑥, 𝑟, 𝑦) · 𝑦 > 𝛿0𝑆(𝑥, 𝑦) − 𝐶𝐹 (𝑥), ∀𝑟 ∈ R, 𝑦 ∈ R𝑛, 𝑆(𝑥, 𝑦) =

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑦𝑖|𝑝𝑖(𝑥),

|𝑎𝑗(𝑥, 𝑟, 𝑦)|𝑝𝑗(𝑥) 6 𝐶(𝐹 (𝑥) + |𝑟|𝑞 + 𝑆(𝑥, 𝑦)),
1

𝑝𝑗
+

1

𝑝𝑗
= 1, 𝑗 = 1, ..., 𝑛,

ïðè âñåõ 𝑟 ∈ R, 𝑦 ∈ R𝑛, 𝑥 ∈ Ω; çäåñü 𝐹 (𝑥) ∈ 𝐿1(Ω),

𝑞 < 𝑝∞ = max{𝑝𝑖}, 𝑝𝑖 = inf{𝑝𝑖(𝑥), 𝑥 ∈ Ω}.

Âûïîëíåíî óñëîâèå ìîíîòîííîñòè

(𝑎(𝑥, 𝑟, 𝑦) − 𝑎(𝑥, 𝑟, 𝑧)) · (𝑦 − 𝑧) > 0, 𝑦 ̸= 𝑧.

Ïóñòü
|𝑏(𝑥, 𝑟, 𝑦)| 6 𝐹 (𝑥); ∀𝑟 ∈ R, 𝑦 ∈ R𝑛, 𝑥 ∈ Ω;

Ïðîñòðàíñòâî �̊� 0,1
p (𝐷𝑇 ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà

𝐶1
0 (𝐷𝑇 ) ïî íîðìå

||𝑢||𝑊 0,1
p (𝐷𝑇 ) =

𝑛∑︁
𝑖=1

||𝑢𝑥𝑖
||𝑝𝑖(·),𝐷𝑇 = ‖∇𝑢‖p,𝐷𝑇 .

Теорема 1. Пусть выполнены перечисленные выше условия. Тогда су-
ществует ренормализованное решение задачи (1) – (3) с правой частью
вида 𝜇 = 𝑓 + div𝐺+ 𝑔𝑡, где 𝑓 ∈ 𝐿1(𝐷𝑇 ), 𝐺𝑖 ∈ 𝐿𝑝(·)(𝐷

𝑇 ), 𝑔 ∈ �̊� 0,1
p (𝐷𝑇 ).
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Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà óñòàíîâëåííóþ â ðàáîòå ëåììó îá èíòå-
ãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì :

Лемма 1. Пусть 𝛽(𝑟) – непрерывная неубывающая функция, и изме-
римые функции 𝑣 : 𝐷𝑇 → R, 𝑣0 : Ω → R таковы, что 𝛽(𝑣) ∈ 𝐿1(𝐷𝑇 ),
𝛽(𝑥, 𝑣0) ∈ 𝐿1(Ω). Пусть 𝑧 ∈ (�̊� 0,1

p (𝐷𝑇 ))′ + 𝐿1(𝐷𝑇 ), 𝑘 = 0, 1, и выполнено
неравенство

(−1)𝑘[(𝛽(𝑣) − 𝛽(𝑣0))𝜙𝑡] > (𝑧, 𝜙)𝐷𝑇 − 𝑐‖𝜙‖∞

при всех неотрицательных 𝜙 ∈ 𝐶1
0 ((−1, 𝑇 ) × R𝑛). Тогда

(−1)𝑘[𝜙𝑡

𝑣∫︁
𝑣0

ℎ(𝑟)𝑑𝑟𝛽(𝑟)] > (𝑧, ℎ(𝑣)𝜙)𝐷𝑇 − 𝑐‖ℎ(𝑣)𝜙‖∞

при всех неотрицательных 𝜙 ∈ 𝐶1
0 ((−1, 𝑇 )×R𝑛) и неотрицательных огра-

ниченных функциях ℎ(𝑠), монотонных и липшицевых по 𝑠, таких, что
∇ℎ(𝑣) ∈ �̊� 0,1

p (𝐷𝑇 ).
Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè

(𝑎(𝑡, 𝑥, 𝑟, 𝑦) − 𝑎(𝑡, 𝑥, ̃︀𝑟, 𝑧)) · (𝑦 − 𝑧)+

+𝐶(𝑚)(𝐹 (𝑡, 𝑥) + |𝑎(𝑡, 𝑥, 𝑟, 𝑦) · 𝑦| + |𝑎(𝑡, 𝑥, ̃︀𝑟, 𝑧) · 𝑧|)|𝑟 − ̃︀𝑟| > 0,

ãäå 𝐶(𝑚) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, |𝑟|, |̃︀𝑟| 6 𝑚, � äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà îáîáùàåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [1].

Литература
1. Bouajaja A., Redwane H. and Marah A. Existence and Uniqueness of

Renormalized Solutions to Nonlinear Parabolic Equations with Lower Order
Term and Diffuse Measure Data // Mediterr. J. Math., 178:15 (2018),
https://doi.org/10.1007/s00009-018-1223-8.
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НЕКОТОРЫЕ СИНГУЛЯРНЫЕ НЕРАВЕНСТВА,
ВОЗНИКАЮЩИЕ В МОДЕЛЯХ НЕЙРОСЕТЕЙ:

ГЛОБАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ
А.Б. Муравник

amuravnik@yandex.ru

УДК 517.9

Рассматривается задача Коши для сингулярных квазилинейных
дифференциально-сверточных неравенств параболического типа, воз-
никающих при описании нейронных сетей, процессов реакции–диффу-
зии и нелокальных фазовых переходов. Устанавливаются достаточные
условия отсутствия ее глобальных решений задачи Коши, т. е. необ-
ходимые условия ее глобальной разрешимости.

Ключевые слова: функционально-дифференциальные уравнения в
частных производных, квазилинейные уравнения, параболические
уравнения, отсутствие глобальных решений

Singular inequalities arising in neural-network models: global
solvability

The Cauchy problem for singular quasilinear parabolic differential-con-
volutional inequalities describing neural networks, reaction–diffusion pro-
cesses, and nonlocal phase transitions is considered. Sufficient conditions
of the nonexistence of its global solutions, i. e., necessary conditions of its
global solvability, are found.

Keywords: partial functional-differential equations, quasilinear equations,
parabolic equations, nonexistence of global solutions

Â ïîëóïðîñòðàíñòâå R𝑛 × [0,+∞) ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè

𝜕𝑢

𝜕𝑡
> ∆𝑢+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑢)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

)︂2

+ 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝐾*𝑢𝜔, (1)

𝑢⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢0(𝑥). (2)

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ìà-
òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè íåéðîííûõ ñåòåé, ïðîöåññîâ ðåàêöèè�äèôôó-
çèè è íåëîêàëüíûõ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ (ñì., íàïð., [2]).

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Теорема 1. Предположим, что 𝛼 > −1, 0 < 𝛽 < 𝑛, 𝑢𝛼+1
0 ∈ 𝐿1,𝑙𝑜𝑐(R𝑛)

и существуют такие положительные 𝐶 и 𝑅0 и такое неотрицатель-
ное 𝛾, что неравенство

∫︀
|𝑥|<𝑅 𝑢

𝛼+1
0 (𝑥)𝑑𝑥 > 𝐶𝑅𝛾 выполняется для любого

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки
РФ по Программе повышения конкурентоспособности РУДН «5-100» среди ведущих ми-
ровых научно-образовательных центров на 2016–2020 гг, а также при поддержке гранта
Президента Российской Федерации НШ-4479.2014.1 и гранта РФФИ 17-01-00401.

Муравник Андрей Борисович, д.ф.-м.н., руководитель проекта, АО «Концерн «Со-
звездие» (Воронеж, Россия); Andrey Muravnik (JSC “Concern “Sozvezdie”, Voronezh,
Russia)
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𝑅 из (𝑅0,+∞). Предположим, что 𝑎𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑠) >
𝛼

𝑠
, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑠) >

1

(𝛼+ 1)𝑠𝛼
, а функция 𝐾(𝑥) ограничена снизу ядром Рисса |𝑥|𝛽−𝑛. Тогда,

если 𝛾 > 𝑛, то задача (1)-(2) не имеет классических положительных
решений при условии, что 𝜔 > 𝛼 + 1, а если 𝛾 < 𝑛, то задача (1)-
(2) не имеет классических положительных решений при условии, что

1 <
𝜔

𝛼+ 1
< 1 +

𝛽 + 2

𝑛− max{𝛾, 𝛽}
.

Ýòî óòâåðæäåíèå (îáîáùàþùåå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1]) äàåò áîëåå ñèëü-
íûå ðåçóëüòàòû, ÷åì àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ урав-
нений � åñëè óñëîâèå ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé
(íåñòðîãîãî) неравенства, òî ïðè òîì æå ñàìîì óñëîâèè ñîîòâåòñòâóþùåå
уравнение òåì áîëåå íå èìååò ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé.

Литература
1. Митидиери Э., Похожаев С.И. Лиувиллевы теоремы для некоторых клас-
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2. Chen F. Almost periodic traveling waves of nonlocal evolution equations //
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РАЗРЕШИМОСТЬ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ
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В настоящей работе исследуются вопросы существования решения пе-
риодической краевой задачи для системы дифференциального урав-
нения в частных производных третьего порядка и предлагается ме-
тод построения ее приближенного решения. Установлены достаточ-
ные условия существования и единственности решения исследуемой
задачи.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения в частных производ-
ных, алгоритм, периодическая краевая задача
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Solubility of a periodic boundary value problem for a
differential equation in partial derivatives of the third order

In this paper, we study the existence of a solution to the periodic boundary
value problem for a system of partial differential equations of the third
order and propose a method for constructing its approximate solution.
Sufficient conditions for the existence and uniqueness of the solution of
the studied problem are established.

Keywords: differential equations in partial derivatives, an algorithm, a
periodic boundary value problem

Íà Ω = [0, 𝑋] × [0, 𝑇 ] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡
= 𝐴(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+𝐵(𝑥, 𝑡)𝑢+ 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω, (1)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥, 𝑇 ), 𝑥 ∈ [0, 𝑋], (2)

𝑢(0, 𝑡) = 𝜙(𝑡),
𝜕𝑢(0, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (3)

ãäå (𝑛× 𝑛) - ìàòðèöû 𝐴(𝑥, 𝑡), 𝐵(𝑥, 𝑡), 𝑛-âåêòîð-ôóíêöèè 𝑓(𝑥, 𝑡) íåïðåðûâíû
íà Ω, 𝑛-âåêòîð-ôóíêöèè 𝜙(𝑡), 𝜓(𝑡) íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìû íà [0, 𝑇 ],

çäåñü ‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖ = max
𝑖=1,𝑛

|𝑢𝑖(𝑥, 𝑡)|, ‖𝐴(𝑥, 𝑡)‖ = max
𝑖=1,𝑛

𝑛∑︀
𝑗=1

|𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)|.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ââåäåì ôóíêöèþ 𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝜕2𝑢
𝜕𝑥2 è ïðèìåíÿåì

ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè [1]. Ïî øàãó ℎ > 0 : 𝑁ℎ = 𝑇 ïðîèçâåäåì ðàçáèåíèå

[0, 𝑇 ) =
𝑁⋃︀
𝑟=1

[(𝑟− 1)ℎ, 𝑟ℎ), 𝑁 = 1, 2, .... Ïðè ýòîì îáëàñòü Ω ðàçáèâàåòñÿ íà 𝑁

÷àñòåé. ×åðåç 𝑣𝑟(𝑥, 𝑡), 𝑧𝑟(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑟(𝑥, 𝑡) îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ñóæåíèå
ôóíêöèè 𝑣(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡) íà Ω𝑟 = [0, 𝜔] × [(𝑟 − 1)ℎ, 𝑟ℎ), 𝑟 = 1, 𝑁.

×åðåç 𝜆𝑟(𝑥) îáîçíà÷èì çíà÷åíèå ôóíêöèè 𝑣𝑟(𝑥, 𝑡) ïðè 𝑡 = (𝑟 − 1)ℎ, ò.å.
𝜆𝑟(𝑥) = 𝑣𝑟(𝑥, (𝑟−1)ℎ) è ñäåëàåì çàìåíó[2] ̃︀𝑣𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝑣𝑟(𝑥, 𝑡)−𝜆𝑟(𝑥), 𝑟 = 1, 𝑁.
Ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè 𝜆𝑟(𝑥):

𝜕̃︀𝑣𝑟
𝜕𝑡

= 𝐴(𝑥, 𝑡)̃︀𝑣𝑟 +𝐴(𝑥, 𝑡)𝜆𝑟(𝑥) +𝐵(𝑥, 𝑡)𝑢𝑟(𝑥, 𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑡), (4)

̃︀𝑣𝑟(𝑥, (𝑟 − 1)ℎ) = 0, 𝑥 ∈ [0, 𝜔], 𝑟 = 1, 𝑁, (5)

𝜆1(𝑥) − 𝜆𝑁 (𝑥) − lim
𝑡→𝑇−0

̃︀𝑣𝑁 (𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ [0, 𝜔], (6)

𝜆𝑠(𝑥) + lim
𝑡→𝑠ℎ−0

̃︀𝑣𝑠(𝑥, 𝑡) − 𝜆𝑠+1(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [0, 𝜔], 𝑠 = 1, 𝑁 − 1. (7)

𝑢𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝜙(𝑡) + 𝜓(𝑡)𝑥+

𝑥∫︁
0

𝜉∫︁
0

𝑣𝑟(𝜂, 𝑡)𝑑𝜂𝑑𝜉, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑟, 𝑟 = 1, 𝑁, (8)

ãäå (7)- óñëîâèå ñêëåèâàíèÿ ôóíêöèé âî âíóòðåííèõ ëèíèÿõ ðàçáèåíèÿ.
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Çàäà÷à (8),(9) ïðè ôèêñèðîâàííûõ 𝜆𝑟(𝑥), 𝑢𝑟(𝑥, 𝑡) ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì çàäà÷ Êîøè äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, ãäå 𝑥 ∈ [0, 𝜔], è ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

̃︀𝑣𝑟(𝑥, 𝑡) =

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝐴(𝑥, 𝜏)̃︀𝑣𝑟(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏+

+

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝐴(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 · 𝜆𝑟(𝑥) +

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝐹 (𝑥, 𝜏, 𝑢𝑟)𝑑𝜏, (9)

ãäå

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝐹 (𝑥, 𝜏, 𝑢𝑟)𝑑𝜏 =

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝐵(𝑥, 𝜏)𝑢𝑟(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝑓(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏.

Ïåðåõîäÿ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (9) ê ïðåäåëó ïðè 𝑡→ 𝑟ℎ−0 è ïîäñòàâ-
ëÿÿ â óðàâíåíèÿ (6), (7), äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé 𝜆𝑟(𝑥), 𝑟 = 1, 𝑁 ïîëó÷èì
ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé:

𝑄(𝑥, ℎ)𝜆(𝑥) = −𝐹 (𝑥, ℎ, 𝑢) −𝐺(𝑥, ℎ, ̃︀𝑣). (10)

Çäåñü ýëåìåíòû ìàòðèöû 𝑄(𝑥, ℎ) îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç 𝐴(𝑥, 𝑡). Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ñèñòåìû èç òðåõ ôóíêöèé {𝜆𝑟(𝑥), ̃︀𝑣𝑟(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑟(𝑥, 𝑡)}, 𝑟 = 1, 𝑁, èìååì
çàìêíóòóþ ñèñòåìó ñîñòîÿùóþ èç óðàâíåíèé (10), (9) è (8).

Ïðåäïîëàãàÿ îáðàòèìîñòü ìàòðèöû 𝑄(𝑥, ℎ) ïðè âñåõ 𝑥 ∈ [0, 𝜔], èç óðàâ-
íåíèÿ (10), ãäå 𝑢𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝜙(𝑡), ̃︀𝑣𝑟(𝑥, 𝑡) = 0, íàõîäèì

𝜆(0)(𝑥) = −[𝑄(𝑥, ℎ)]
−1{︀

𝐹 (𝑥, ℎ, 𝜙) +𝐺(𝑥, ℎ, 0)
}︀
.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (9), ïðè 𝜆𝑟(𝑥) = 𝜆
(0)
𝑟 (𝑥), íàéäåì ôóíêöèè

̃︀𝑣(0)𝑟 (𝑥, 𝑡) =

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝐴(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 · 𝜆(0)𝑟 (𝑥) +

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝐹 (𝑥, 𝜏, 𝜙)𝑑𝜏, 𝑟 = 1, 𝑁.

Ôóíêöèè 𝑢(0)𝑟 (𝑥, 𝑡), 𝑟 = 1, 𝑁, îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (8).
Óñëîâèÿ ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ îáåñïå÷èâàþò îñóùåñòâèìîñòü è ñõî-

äèìîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà, à òàêæå îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çà-
äà÷è (4)-(8).

Теорема 1. Пусть при некоторых ℎ > 0 : 𝑁ℎ = 𝑇,𝑁 = 1, 2, ...,
(𝑛𝑁 × 𝑛𝑁) матрица 𝑄(𝑥, ℎ) обратима при всех 𝑥 ∈ [0, 𝜔] и выполняются
неравенства
1) ‖[𝑄(𝑥, ℎ)]−1‖ 6 𝛾(𝑥, ℎ);
2) 𝑎(𝑥)𝑞(𝑥, ℎ) 6 𝜇 < 1, 𝑞(𝑥, ℎ) = ℎ[1 + 𝑎(𝑥)𝛾(𝑥, ℎ)ℎ], 𝑎(𝑥) = max

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝐴(𝑥, 𝑡)‖.
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Тогда существует единственное решение задачи (4)-(8) и справедливы
оценки

𝑎) max
𝑟=1,𝑁

‖𝜆*𝑟(𝑥) − 𝜆(𝑘)𝑟 (𝑥)‖ + max
𝑟=1,𝑁

sup
𝑡∈[(𝑟−1)ℎ,𝑟ℎ)

‖̃︀𝑣*𝑟 (𝑥, 𝑡) − ̃︀𝑣(𝑘)𝑟 (𝑥, 𝑡)‖ 6

6 𝜎(𝑥, ℎ)𝑏(𝑥)

∞∑︁
𝑗=2𝑘−1

1

𝑗!

(︂ 𝑥∫︁
0

𝜉∫︁
0

𝜎(𝜂, ℎ)𝑏(𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉

)︂𝑗 𝑥∫︁
0

𝜉∫︁
0

𝜒(𝜂, ℎ)𝑑𝜂𝑑𝜉×

×max

{︂
max
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝜙(𝑡)‖, max
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝜓(𝑡)‖, max
(𝑥,𝑡)∈Ω

‖𝑓(𝑥, 𝑡)‖
}︂
,

𝑏) max
𝑟=1,𝑁

sup
𝑡∈[(𝑟−1)ℎ,𝑟ℎ)

‖𝑢*𝑟(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑘)𝑟 (𝑥, 𝑡)‖ 6

6

𝑥∫︁
0

𝜉∫︁
0

(︂
max
𝑟=1,𝑁

‖𝜆*𝑟(𝜂)−𝜆(𝑘)𝑟 (𝜂)‖+ max
𝑟=1,𝑁

sup
𝑡∈[(𝑟−1)ℎ,𝑟ℎ)

‖̃︀𝑣*𝑟 (𝜂, 𝑡)−̃︀𝑣(𝑘)𝑟 (𝜂, 𝑡)‖
)︂
𝑑𝜂𝑑𝜉,

𝑘 = 1, 2, ..., где 𝑏(𝑥) = max
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝐵(𝑥, 𝑡)‖, 𝜎(𝑥, ℎ) = [𝑞(𝑥,ℎ)+𝛾(𝑥,ℎ)ℎ]
1−𝑎(𝑥)𝑞(𝑥,ℎ) ,

𝜒(𝑥, ℎ) =

[︂
𝜎(𝑥, ℎ)𝑞(𝑥, ℎ) + 𝛾(𝑥, ℎ)ℎ

]︂
[𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)]𝜌(𝑥),

𝜌(𝑥) = max

{︂
[𝑏(𝑥) + 1]𝑞(𝑥, ℎ), 𝑥+

𝑥∫︁
0

𝜉∫︁
0

[︁
𝑏(𝜂) + 1][𝑞(𝜂, ℎ) + 𝛾(𝜂, ℎ)ℎ

]︁
𝑑𝜂𝑑𝜉

}︂
×

×max

{︂
max
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝜙(𝑡)‖, max
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝜓(𝑡)‖, max
(𝑥,𝑡)∈Ω

‖𝑓(𝑥, 𝑡)‖
}︂
.

Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ (1)-(3) è (4)-(8) èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда существует

единственное решение 𝑢*(𝑥, 𝑡) задачи (1)-(3).
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Рассматривается дискретная динамическая система, порожденная го-
меоморфизмом 𝑓 на компактном многообразии 𝑀 . Символический
образ 𝐺 динамической системы это ориентированный граф опреде-
ленный по конечному покрытию многообразия замкнутыми ячейка-
ми. Потоки на графе 𝐺 являются аналогами инвариантных мер. Если
диаметр покрытия достаточно мал, то потоки аппроксимируют ин-
вариантные меры. Простой поток на 𝐺 порожден циклом без повто-
рений. Показано, что простые потоки аппроксимируют эргодические
меры.

Ключевые слова: символический образ, потоки на графе, слабая то-
пология, простой поток.

Approximation to the ergodic measures

The discrete dynamical system generated by the 𝑓 homeomorphism on
the compact manifold 𝑀 is considered. The symbolic image 𝐺 of the
dynamical system is an oriented graph defined by the finite covering of
a manifold by closed cells. The flows on the graph 𝐺 are analogues of
invariant measures. If the diameter of covering is small enough then the
flows approximate invariant measures. A simple flow on 𝐺 is generated
by a loop without repetitions. It is shown that simple flows approximate
ergodic measures.

Keywords: symbolic image, flow on graph, weak topology, simple flow.

Ïóñòü 𝑓 : 𝑀 → 𝑀 ãîìåîìîðôèçì êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀 , êîòî-
ðûé ïîðîæäàåò äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛). (1)

Â îñíîâå äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ëåæèò ïîíÿòèå ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû [1], êîòîðîå ñîåäèíèëî â ñåáå ñèìâîëè÷åñêóþ äèíàìèêó
[2] è ÷èñëåííûå ìåòîäû [3].

Ïóñòü 𝐶 = {𝑀(1), ...,𝑀(𝑛)} åñòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ𝑀 çà-
ìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè, 𝑀(𝑖) áóäåì íàçûâàòü ÿ÷åéêîé èíäåêñà 𝑖. Ñèì-
âîëè÷åñêèé îáðàç äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ ïîêðûòèÿ 𝐶 åñòü îðèåíòèðî-
âàííûé ãðàô 𝐺 ñ âåðøèíàìè {𝑖} ñîîòâåòñòâóþùèìè ÿ÷åéêàì {𝑀(𝑖)}. Âåð-
øèíû 𝑖 è 𝑗 ñâÿçàíû îðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì (äóãîé) 𝑖→ 𝑗 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

𝑓(𝑀(𝑖))
⋂︁
𝑀(𝑗) ̸= ∅.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № А 19-01-00388).
Осипенко Георгий Сергеевич, д.ф.-м.н., профессор, Филиал МГУ в Севастопо-

ле (Крым, Россия); George Osipenko (Sevastopol Branch of Lomonosov Moscow State
University, Crimea, Russia)
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Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÿ÷åéêè 𝑀(𝑖) ÿâëÿþòñÿ ìíî-
ãîãðàííèêàìè, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî ãðàíè÷íûì äèñêàì. Ïóñòü ÷èñëî
𝑑 = 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐶) åñòü íàèáîëüøèé èç äèàìåòðîâ ÿ÷ååê, êîòîðîå íàçîâåì äèà-
ìåòðîì ïîêðûòèÿ 𝐶. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ 𝑓 -èíâàðèàíòíûõ íîðìèðî-
âàííûõ ìåð ℳ(𝑓). Ìíîæåñòâî ℳ(𝑓) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì çàìêíóòûì êîì-
ïàêòîì â ñëàáîé òîïîëîãèè, êðàéíèìè òî÷êàìè ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ
ýðãîäè÷åñêèå ìåðû.
Ïîòîêîì íà ãðàôå 𝐺 íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå {𝑚𝑖𝑗} íà äóãàõ {𝑖→ 𝑗} òà-
êîå, ÷òî 𝑚𝑖𝑗 > 0,

∑︀
𝑖𝑗𝑚𝑖𝑗 = 1 è äëÿ ëþáîé âåðøèíû 𝑖 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∑︁

𝑘

𝑚𝑘𝑖 =
∑︁
𝑗

𝑚𝑖𝑗 . (2)

Ìíîæåñòâî ïîòîêîâ íà ãðàôå 𝐺 îáðàçóþò âûïóêëîå ìíîæåñòâî ℳ(𝑄) ñ
åñòåñòâåííîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ.

Èç ïîêðûòèÿ 𝐶 ïîñòðîèì ðàçáèåíèå 𝐶* = {𝑀*(𝑖)}, ïðèïèñûâàÿ ãðàíè÷-
íûå äèñêè ê îäíîé èç ïðèìûêàþùèõ ÿ÷ååê. Åñëè èìååòñÿ èíâàðèàíòíàÿ
ìåðà 𝜇, òî ïðèïèñûâàÿ êàæäîé äóãå 𝑖→ 𝑗 ìåðó

𝑚𝑖𝑗 = 𝜇(𝑀*(𝑖) ∩ 𝑓−1(𝑀*(𝑗))) = 𝜇(𝑓(𝑀*(𝑖)) ∩𝑀*(𝑗)), (3)

ïîëó÷èì ïîòîê íà ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå. Òàê îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå èç
ïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòíûõ ìåð ℳ(𝑓) â ïðîñòðàíñòâî ïîòîêîâ ℳ(𝐺) íà
ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå 𝐺. Ðàññìîòðèì îáðàòíîå ïîñòðîåíèå. Ïóñòü íà ñèì-
âîëè÷åñêîì îáðàçå 𝐺 îïðåäåëåí ïîòîê 𝑚 = {𝑚𝑖𝑗}, òîãäà íà ìíîãîîáðàçèè
𝑀 ìîæíî îïðåäåëèòü ìåðó 𝜇, ïîëàãàÿ äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî 𝐴 ⊂𝑀

𝜇(𝐴) =
∑︁
𝑖

𝑚𝑖𝑣(𝐴 ∩𝑀(𝑖))

𝑣(𝑀(𝑖))
, (4)

ãäå 𝑣 � íîðìèðîâàííàÿ íà𝑀 ìåðà Ëåáåãà. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñòðîåííàÿ ìåðà
𝜇 íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ 𝑓 , îäíàêî, ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò,
÷òî ïîñòðîåííàÿ ìåðà 𝜇 àïïðîêñèìèðóåò èíâàðèàíòíóþ ìåðó.

Теорема 1. [4] Для любой окрестности (в слабой топологии) 𝑈 мно-
жества ℳ(𝑓) найдется положительное число 𝑑0 такое, что для всякого
разбиения 𝐶 с максимальным диаметром 𝑑 < 𝑑0 и любого потока 𝑚 на
символическом образе 𝐺, построенного относительно разбиения 𝐶, мера
𝜇, построенная согласно (4) по 𝑚, лежит в окрестности 𝑈 .

Ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü 𝜔 = (𝑖0 → 𝑖1 → 𝑖2 → · · · → 𝑖𝑘 = 𝑖0) íà 𝐺 íàçûâà-
åòñÿ ïðîñòûì èëè öèêëîì, åñëè âñå âåðøèíû {𝑖𝑡, 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑘} ðàçëè÷íû.
Ïðîñòîé ïóòü 𝜔 ïîðîæäàåò ïðîñòîé ïîòîê 𝑚(𝜔), ñîñðåäîòî÷åííûé íà 𝜔 òà-
êîé, ÷òî 𝑚𝑖𝑗 = 1/𝑘 äëÿ âñåõ äóã ïåðèîäè÷åñêîãî ïóòè 𝜔 è 𝑚𝑖𝑗 = 0 äëÿ âñåõ
îñòàëüíûõ äóã. Ïðîñòîé ïîòîê íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó äðóãèõ ïîòîêîâ
è ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà ïîòîêîâ ℳ(𝐺) íà 𝐺.

Ïóñòü 𝑄 è 𝐺 � îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû, 𝑠 : 𝑄→ 𝐺 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæå-
íèåì îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ è ñóùåñòâóåò ïîòîê 𝑚 íà 𝑄. Òîãäà îòîáðà-
æåíèå 𝑠 èíäóöèðóåò ïîòîê 𝑚* = 𝑠*𝑚 íà 𝐺 òàêîé, ÷òî ìåðà äóãè 𝑖→ 𝑗 ∈ 𝐺
âû÷èñëÿåòñÿ êàê

𝑚*
𝑖𝑗 =

∑︁
𝑠(𝑝→𝑞)=𝑖→𝑗

𝑚𝑝𝑞,
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ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì äóãàì 𝑝 → 𝑞, êîòîðûå îòîáðàæàþòñÿ íà 𝑖 → 𝑗.
Åñëè äóãà 𝑖→ 𝑗 íå èìååò ïðîîáðàçîâ, òî 𝑚*

𝑖𝑗 = 0. Îáðàç 𝑠*(ℳ(𝑄)) ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì â ℳ(𝐺).

Ïóñòü ïîêðûòèå 𝐶 ïîäâåðãàåòñÿ ïîäðàçáèåíèþ, ò.å. êàæäàÿ ÿ÷åéêà
𝑀(𝑖) ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ÿ÷ååê 𝑀(𝑖1), 𝑀(𝑖2), . . . òàê, ÷òî 𝑀(𝑖) =⋃︀
𝑘𝑀(𝑖𝑘). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì íîâîå ïîêðûòèå 𝑁𝐶 è íîâûé ñèì-

âîëè÷åñêèé îáðàç 𝑁𝐺. Íóìåðàöèÿ âåðøèí íà 𝐺 è 𝑁𝐺 çàäàåòñÿ â âèäå {𝑖} è
{(𝑖𝑘)}, ñîîòâåòñòâåííî. Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå 𝑠 : 𝑁𝐺→ 𝐺 èìååò î÷åíü
ïðîñòîé âèä 𝑠(𝑖𝑘) = 𝑖. Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì îðèåíòèðî-
âàííûõ ãðàôîâ. Îòîáðàæåíèå 𝑠 ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè ëþáîé ïîòîê çàäàííûé
íà 𝑁𝐺 â ïîòîê çàäàííûé íà 𝐺, êàê ýòî îïèñàíî âûøå, ò.å. ïîñòðîèòü îòîá-
ðàæåíèå

𝑠* : ℳ(𝑁𝑄) → ℳ(𝐺),

ãäå ℳ(𝐺) è ℳ(𝑁𝐺) ìíîæåñòâî ïîòîêîâ íà 𝐺 è 𝑁𝐺, ñîîòâåòñòâåííî.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîäðàçáèåíèÿ 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, . . . òà-

êèå, ÷òî ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð ÿ÷ååê ðàçáèåíèé 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, . . . ñõîäèò-
ñÿ ê íóëþ. Ïðè ýòîì, êàæäîå ïîêðûòèå 𝐶𝑘 ñîñòîèò èç ÿ÷ååê, êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ìíîãîãðàííèêàìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïî ãðàíè÷íûì äèñêàì. Òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ
𝐺1, 𝐺2, 𝐺3, . . . , èõ îòîáðàæåíèé 𝑠 : 𝐺𝑘 → 𝐺𝑘−1 è îòîáðàæåíèé ïîòîêîâ

𝑠* : ℳ(𝐺𝑘) → ℳ(𝐺𝑘−1).

Ïóñòü íà êàæäîì ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå 𝐺𝑘 âûáðàí ïîòîê 𝑚𝑘 ∈ ℳ(𝐺𝑘),
ïðè÷åì ïîòîêè {𝑚𝑘} ñîãëàñîâàíû, ò.å.

𝑠*(𝑚𝑘+1) = 𝑚𝑘.

Èñïîëüçóÿ ìåðó Ëåáåãà, ïîñòðîèì ìåðó 𝜇𝑘 ïî ôîðìóëå (4) äëÿ êàæäîãî 𝑘.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð {𝜇𝑘} íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 .

Теорема 2. Пусть 𝐶𝑘 — последовательные подразбиения такие, что
максимальный диаметр ячеек 𝑑𝑘 → 0. Если 𝑚𝑘 согласованная последова-
тельность простых потоков на символических образах 𝐺𝑘, то существу-
ет инвариантная мера

𝜇 = lim
𝑘→∞

𝜇𝑘,

которая является эргодической.
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О МАКСИМАЛЬНОЙ РЕГУЛЯРНОСТИ
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ СО СМЕЩЕНИЕМ

К.Н. Оспанов
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В докладе обсуждаются вопросы однозначной разрешимости в гиль-
бертовом пространстве одной полупериодической задачи на полосе
для двумерного сингулярного эллиптического уравнения второго по-
рядка с неограниченным промежуточным коэффициентом. Предпо-
лагается, что некоторое среднее от промежуточного коэффициента
уравнения быстро растет около бесконечности и не контролируется
другими коэффициентами. Исследуемое уравнение встречается в за-
дачах стохастического анализа, биологии и финансовой математики.
Для решения уравнения получена оценка максимальной регулярно-
сти. Ранее такие результаты получены только в случае линейного и
близкого к линейному роста промежуточного коэффициента в рабо-
тах A. Lunardi и V. Vespri (1997), P.J. Rabier (2005), M. Hieber, L.
Lorenzi, J. Pr�̈�ss, A. Rhandi и R. Schnaubelt (2009).

УСРЕДНЕНИЕ МАКСИМАЛЬНЫХ МОНОТОННЫХ
ОПЕРАТОРОВ СТЕПЕННОГО РОСТА С
ОСЦИЛЛИРУЮЩИМ ПОКАЗАТЕЛЕМ
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Получено усреднение задачи Дирихле в области из R𝑛 для эллиптиче-
ского максимального монотонного оператора 𝒜𝜀, удовлетворяющего
степенным оценкам роста с переменным показателем, когда показа-
тель роста 𝑝𝜀(𝑥), а также символ оператора 𝒜𝜀 осциллируют с ма-
лым периодом 𝜀 по пространственной переменной 𝑥. Предельным при
𝜀 → 0 будет максимальный монотонный оператор 𝒜, символ кото-
рого не зависит от 𝑥 и подчинён оценкам роста нестепенного типа с
выпуклой функцией 𝑓(𝜉) – результатом усреднения степени |𝜉|𝑝𝜀(𝑥).
Ключевые слова: периодическое усреднение, максимальный монотон-
ный оператор, переменный показатель роста
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Homogenization of maximal monotone operators with
oscillating growth exponent

We consider the Dirichlet problem for an elliptic maximal monotone op-
erator 𝒜𝜀 satisfying growth estimates of power type with a variable expo-
nent. This exponent 𝑝𝜀(𝑥) and also the symbol of the operator 𝒜𝜀 oscillate
with a small period 𝜀 with respect to the space variable 𝑥. We prove a
homogenization result for this problem obtaining, in the limit as 𝜀 → 0,
a maximal monotone operator 𝒜. The symbol of 𝒜 does not depend on
𝑥 and satisfies new type growth estimates casted in terms of a convex
function 𝑓(𝜉) which arises via homogenization of the polinomial |𝜉|𝑝𝜀(𝑥).
Keywords: periodic homogenization, maximal monotone operator, growth
conditions with a variable exponent

1∘ Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R𝑛, ãäå 𝑛 > 2, ââåä¼ì êëàññû ôóíêöèé

𝐿𝑝(·)(Ω) = {𝑣 ∈ 𝐿1(Ω) : |𝑣(𝑥)|𝑝(𝑥) ∈ 𝐿1(Ω)},

𝑊
1,𝑝(·)
0 (Ω) = {𝑢 ∈𝑊 1,1

0 (Ω) : 𝐷𝑢 ∈ 𝐿𝑝(𝑥)(Ω)},

ãäå ïîêàçàòåëü 𝑝 : Ω → R åñòü èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèþ 1 < 𝛼 6 𝑝(·) 6 𝛽 <∞. Íàäåë¼ííûå íîðìàìè Ëþêñåìáóðãà

||𝑣||𝐿𝑝(·)(Ω) = inf

{︃
𝜆 > 0 :

∫︁
Ω

⃒⃒⃒⃒
𝑣(𝑥)

𝜆

⃒⃒⃒⃒𝑝(𝑥)
𝑑𝑥 6 1

}︃
,

||𝑢||
𝑊

1,𝑝(·)
0 (Ω)

= ||𝐷𝑢||𝐿𝑝(·)(Ω),

ýòî áóäóò ðåôëåêñèâíûå ñåïàðàáåëüíûå Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèÿ
ýòèõ ïðîñòðàíñòâ èçëîæåíà, íàïðèìåð, â îáçîðíîé ñòàòüå [1] è êíèãå [2].
Îòìåòèì îñîáåííîñòü ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà 𝑊 = 𝑊

1,𝑝(·)
0 (Ω) ñ ïåðåìåí-

íûì ïîðÿäêîì: â í¼ì, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïëîòíû ôóíêöèè êëàññà 𝐶∞
0 (Ω).

Åñëè îïðåäåëèòü äðóãîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà 𝐻 = 𝐻
1,𝑝(·)
0 (Ω) êàê çàìû-

êàíèå êëàññà 𝐶∞
0 (Ω) â 𝑊 , òî â îáùåì ñëó÷àå 𝑊 ̸= 𝐻. Íåñîâïàäåíèå ýòèõ

ïðîñòðàíñòâ ïðèíÿòî íàçûâàòü эффектом Лаврентьева, è ãîâîðÿò, ÷òî ïî-
êàçàòåëü 𝑝(·) регулярен, åñëè 𝑊 = 𝐻.

2∘ Äëÿ çàäàííîé âåêòîð-ôóíêöèè ℎ ∈ 𝐿∞(Ω) ðàññìîòðèì â îáëàñòè Ω
äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå ñ íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Äèðèõëå⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝜀 ∈𝑊
1,𝑝𝜀(·)
0 (Ω),

𝑔𝜀(𝑥) ∈ 𝑎𝜀(𝑥,𝐷𝑢𝜀) äëÿ ï.â. 𝑥 ∈ Ω,∫︁
Ω

𝑔𝜀 ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

ℎ ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 ∀𝑣 ∈𝑊
1,𝑝𝜀(·)
0 (Ω).

(1)

Çäåñü ôóíêöèè 𝑝(·) and 𝑎(·, 𝜉) ïåðèîäè÷íû íà R𝑛, èõ ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè �
åäèíè÷íûé êóá 𝑌 = (0, 1)𝑛; ãîìîòåòèåé ïîëó÷àåì 𝜀-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè

𝑝𝜀(𝑥) = 𝑝(𝑥/𝜀), 𝑎𝜀(𝑥, 𝜉) = 𝑎(𝑥/𝜀, 𝜉), 𝜀 ∈ (0, 1].
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Îòîáðàæåíèå 𝑎 : 𝑌 × R𝑛 → R𝑛 ìíîãîçíà÷íîå (ò.å. â êà÷åñòâå "çíà÷åíèé
îòîáðàæåíèÿ"èìååì ìíîæåñòâà èç R𝑛, íåîáÿçàòåëüíî òî÷å÷íûå) è óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì ìàêñèìàëüíîé ìîíîòîííîñòè ïî 𝜉, à òàêæå èçìåðèìîñòè
ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, êðîìå òîãî, âûïîëíåíû îöåíêè êîýðöèòèâíî-
ñòè è ðîñòà

𝑐1|𝜉|𝑝(𝑥) 6 𝜉 · 𝜂 +𝑚1, 𝑐2|𝜂|𝑝
′(𝑥) 6 𝜉 · 𝜂 +𝑚2 (2)

äëÿ ï.â. 𝑥 ∈ Ω è âñåõ 𝜉 ∈ R𝑛 è 𝜂 ∈ 𝑎(𝑥, 𝜉) ñ êîíñòàíòàìè 𝑐1, 𝑐2, > 0 è
𝑚1,𝑚2 > 0 (çäåñü è âñþäó äàëåå øòðèõîì îáîçíà÷àåì ñîïðÿæåííûé ïî
Ã¼ëüäåðó ïîêàçàòåëü, ò.å. 𝑝′(𝑥) = 𝑝(𝑥)/(𝑝(𝑥) − 1)). Òàêîãî ðîäà ìíîãîçíà÷-
íûå ìîíîòîííûå ïî 𝜉 îòîáðàæåíèÿ, çàâèñÿùèå òàêæå îò ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé 𝑥, áîëåå äåòàëüíî îïèñàíû â [3], ãäå èçó÷àëàñü 𝐺-ñõîäèìîñòü
ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîäîáíûìè ñèìâîëàìè. Èç (2) âûòåêàþò îöåíêè
äëÿ 𝑎𝜀(𝑥, 𝜉) ñ ïîêàçàòåëåì 𝑝𝜀(𝑥) è òåìè æå êîíñòàíòàìè 𝑐𝑖,𝑚𝑖, à èìåííî,

𝑐1|𝜉|𝑝𝜀(𝑥) 6 𝜉 · 𝜂 +𝑚1, 𝑐2|𝜂|𝑝
′
𝜀(𝑥) 6 𝜉 · 𝜂 +𝑚2 (3)

äëÿ ï.â. 𝑥 ∈ Ω, à òàêæå âñåõ 𝜉 ∈ R𝑛 è 𝜂 ∈ 𝑎𝜀(𝑥, 𝜉).
Â çàäà÷å (1) íàäî íàéòè ïàðó ôóíêöèé (𝑢𝜀, 𝑔𝜀), óäîâëåòâîðÿþùèõ òð¼ì

óêàçàííûì óñëîâèÿì. Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò, ïî
êðàéíåé ìåðå, îäíî ðåøåíèå çàäà÷è (1), ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû îöåíêè∫︁

Ω

|𝐷𝑢𝜀|𝑝𝜀(𝑥) 𝑑𝑥 6 𝑐,
∫︁
Ω

|𝑔𝜀|𝑝
′
𝜀(𝑥) 𝑑𝑥 6 𝑐,

ãäå 𝑐 > 0 íå çàâèñèò îò 𝜀. Áëàãîäàðÿ ýòèì îöåíêàì, èìååì ñëàáóþ ñõîäè-
ìîñòü (õîòÿ áû ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

𝑢𝜀 ⇀ 𝑢 â 𝑊 1,𝛼
0 (Ω), 𝑔𝜀 ⇀ 𝑔 â 𝐿𝛽

′
(Ω). (4)

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü � íàéòè ñâÿçü ìåæäó ïðåäåëüíûìè ýëåìåíòàìè â (4).
3∘ Â ñëó÷àå îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ 𝑎(𝑥, ·) çàäà÷à (1) óïðîùàåòñÿ:

ïîòîê 𝑔𝜀 = 𝑎𝜀(𝑥,𝐷𝑢𝜀) íàõîäèòñÿ ïî ôóíêöèè 𝑢𝜀 îäíîçíà÷íî è äèôôåðåíöè-
àëüíîå âêëþ÷åíèå ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå â ñëàáîé ôîðìå

𝑢𝜀 ∈𝑊
1,𝑝𝜀(·)
0 (Ω),

∫︁
Ω

𝑎𝜀(𝑥,𝐷𝑢𝜀) ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

ℎ ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 ∀𝑣 ∈𝑊
1,𝑝𝜀(·)
0 (Ω). (5)

Â (5) ââåäåíî òàê íàçûâàåìîå𝑊 -ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ìîíîòîííîãî
óðàâíåíèÿ

div a𝜀(x,Du𝜀) = div h (6)

â îáëàñòè Ω. Çàìåíÿÿ â (5) ïðîñòðàíñòâî 𝑊
1,𝑝𝜀(·)
0 (Ω) íà 𝐻

1,𝑝𝜀(·)
0 (Ω), ïðè-

õîäèì ê 𝐻-ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (6). 𝑊 - è 𝐻-ðåøåíèÿ ìîãóò íå ñîâïàäàòü.
Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêò Ëàâðåíòüåâà âëå÷¼ò îñîáîãî ðîäà íååäèíñòâåííîñòü
äëÿ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûì ïîðÿäêîì íåëèíåéíîñòè: çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ
óðàâíåíèÿ ìîæíî ñòàâèòü, ïî êðàéíåé ìåðå, äâóìÿ ñïîñîáàìè è îáå ïîñòà-
íîâêè êîððåêòíû. Çàäà÷à (5), à òàêæå å¼ àíàëîã äëÿ 𝐻-ðåøåíèÿ èññëåäî-
âàíû â [4], ãäå äîêàçàí ðåçóëüòàò îá óñðåäíåíèè óðàâíåíèÿ (6) ñ ó÷åòîì
ýôôåêòà Ëàâðåíòüåâà. Äëÿ êàæäîãî òèïà ðåøåíèé íàéäåíà ñâîÿ ïðîöåäóðà
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óñðåäíåíèÿ. Íàïðèìåð, óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü (â îïðåäåëåííîì ñìûñëå)
ïðè 𝜀→ 0 ðåøåíèé 𝑢𝜀 çàäà÷è (5) ê ðåøåíèþ 𝑢 çàäà÷è

𝑢 ∈𝑊 𝑓
0 (Ω),

∫︁
Ω

𝑎(𝐷𝑢) ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

ℎ ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 ∀𝑣 ∈𝑊 𝑓
0 (Ω). (7)

Çäåñü 𝑊 𝑓
0 (Ω) =

{︁
𝑣 ∈𝑊 1,1

0 (Ω) : 𝑓(𝐷𝑣) ∈ 𝐿1(Ω)
}︁
åñòü ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëå-

âà, â êîòîðîì èíòåãðèðóåìîñòü ïî Îðëè÷ó çàäàíà âûïóêëîé ôóíêöèåé 𝑓(𝜉).
Ìîíîòîííûé ñèìâîë 𝑎(𝜉) è âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ 𝑓(𝜉) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ çàäà÷ íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè 𝑌 , êàæäàÿ èç êîòîðûõ êîððåêòíà. Êîð-
ðåêòíîñòü çàäà÷è (7) îáåñïå÷åíà îöåíêàìè

𝑎(𝜉) · 𝜉 > 𝑐(𝑓(𝜉) − 1), 𝑓*(𝑎(𝜉)) 6 𝐶(𝑓(𝜉) + 1), (8)

ãäå êîíñòàíòû 𝐶, 𝑐 > 0 è 𝑓* � ôóíêöèÿ, ñîïðÿæ¼ííàÿ ïî Ôåíõåëþ äëÿ 𝑓 .
4∘ Â îáùåì ñëó÷àå óñðåäíåííîé äëÿ (1) áóäåò îäíîðîäíàÿ çàäà÷à⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢 ∈𝑊 𝑓
0 (Ω),

𝑔(𝑥) ∈ 𝑎(𝐷𝑢(𝑥)) äëÿ ï.â. 𝑥 ∈ Ω,∫︁
Ω

𝑔 ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

ℎ ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 ∀𝑣 ∈𝑊 𝑓
0 (Ω).

(9)

Ïðåäåëüíûå ýëåìåíòû èç (4) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (9). Óñëîâèÿ ðîñòà
(3) òðàíñôîðìèðóþòñÿ â ïðåäåëå â óñëîâèÿ íåñòåïåííîãî òèïà

𝑐1𝑓(𝜉) 6 𝜉 · 𝜈 +𝑚1, 𝑐2𝑓
*(𝜈) 6 𝜉 · 𝜈 +𝑚2

äëÿ âñåõ 𝜉 ∈ R𝑛 è 𝜈 ∈ 𝑎(𝜉). Ýòî àíàëîã ñîîòíîøåíèé (8) ïðè óñðåäíåíèè
ìàêñèìàëüíûõ ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ.

Èññëåäîâàíèå ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è (1) â ñëó÷àå ðåãó-
ëÿðíîãî ïîêàçàòåëÿ 𝑝(·) ïðîâåäåíî ñîâìåñòíî ñ Â. Êüÿäî Ïèàò.
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СХОДИМОСТЬ РЕШЕНИЙ КВАЗИЛИНЕЙНОГО
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В ОБЛАСТИ С

ШАРОВОЙ ПОЛОСТЬЮ
С.В. Пикулин

spikulin@gmail.com

УДК 519.632.4

Задача Дирихле для квазилинейного эллиптического уравнения вто-
рого порядка с оператором типа 𝑝–лапласиана в главной части рас-
сматривается в областях Ω𝜀, содержащих шаровую полость малого
размера 𝜀, причем функция в краевом условии на границе полости
зависит от параметра 𝜀, а условие на границе 𝜕Ω соответствующей
области без полости является однородным. Установлены достаточные
условия сходимости к нулю семейства решений {𝑢𝜀(𝑥)} этой задачи
при 𝜀 → 0 в интегральной норме, и получена оценка скорости этой
сходимости.
Ключевые слова: квазилинейные эллиптические уравнения, 𝑝–
лапласиан, задача Дирихле, обобщенные решения, сходимость реше-
ний

Convergence of the solutions of a quasilinear elliptic equation
in a domain with a spherical cavity

The Dirichlet problem for a second order quasilinear elliptic equation con-
taining an operator of 𝑝–Laplacian type in its main part is considered in
domains Ω𝜀 with a spherical cavity of small size 𝜀. The form of the func-
tion in the condition on the cavity’s boundary depends on 𝜀, while the
condition on the boundary 𝜕Ω of the domain with no cavity is homoge-
neous. For 𝜀 tending to zero sufficient conditions are established for the
convergence of the family of solutions {𝑢𝜀(𝑥)} to the zero solution in Ω
with respect to an integral norm. A convergence rate estimate is obtained.

Keywords: quasilinear elliptic equations, 𝑝–Laplacian, Dirichlet problem,
generalized solutions, convergence of solutions

Â ëèïøèöåâûõ îáëàñòÿõ Ω𝜀 åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R𝑛, 𝑛 > 2, ïîëó÷åí-
íûõ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà 𝜀 èñêëþ÷åíèåì èç îãðàíè÷åí-
íîé ëèïøèöåâîé îáëàñòè Ω ⊂ R𝑛 øàðà 𝐵(𝜀) ðàäèóñà 𝜀 ñ öåíòðîì â íåêîòîðîé
ôèêñèðîâàííîé òî÷êå 𝑦 ∈ Ω, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ
êâàçèëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

div
(︀
| grad𝑢𝜀(𝑥)|𝑝−2𝐴(𝑥) · grad𝑢𝜀(𝑥)

)︀
− 𝑎(𝑥) |𝑢𝜀(𝑥)|𝑞−1 𝑢𝜀(𝑥) = 0 â Ω𝜀, (1)

𝑢𝜀(𝑥) = 𝜙(𝑥) íà 𝜕Ω, 𝑢𝜀(𝑥) = 𝜙𝜀(𝑥) íà 𝜕𝐵(𝜀), (2)

ãäå 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, 𝜙(𝑥) ∈ 𝑊
1−1/𝑝
2 (𝜕Ω), 𝜙𝜀(𝑥) ∈ 𝑊

1−1/𝑝
2

(︀
𝜕𝐵(𝜀)

)︀
�

íåêîòîðûå (çàäàííûå) îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè êîýôôèöèåíò 𝑎(𝑥) � èçìå-
ðèìàÿ ôóíêöèÿ íà Ω, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó

𝑎(𝑥) > 𝑎0 = const, 𝑥 ∈ Ω,

Пикулин Сергей Владимирович, к.ф.-м.н., старший научн. сотр., ВЦ ФИЦ ИУ РАН
(Москва, Россия); Sergey Pikulin, (CC RAS, Moscow, Russia)
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𝐴(𝑥) � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà
⃦⃦
𝑎𝑖𝑗(𝑥)

⃦⃦
, 𝑖, 𝑗 =

1, . . . , 𝑛, ñ èçìåðèìûìè êîýôôèöèåíòàìè 𝑎𝑖𝑗(𝑥) è ñî ñïåêòðîì, îòäåëåííûì
îò íóëÿ, ò.å.

𝑎𝑖𝑗(𝑥) ≡ 𝑎𝑗𝑖(𝑥), 𝜆−1 |𝜉|2 6
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥) 𝜉𝑖 𝜉𝑗 6 𝜆 |𝜉|2, 𝑥 ∈ Ω, 𝜆 = const > 0.

Определение.Функция 𝑢𝜀(𝑥) ∈𝑊 𝑝
2 (Ω𝜀)∩𝐿∞(Ω𝜀) называется обобщен-

ным решением задачи (1), (2), если граничные условия (2) удовлетворяют-
ся в смысле следа, и ∀𝜓(𝑥) ∈ 𝐶∞

0 (Ω𝜀) выполнено интегральное тождество

∫︁
Ω𝜀

| grad𝑢𝜀(𝑥)|𝑝−2
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢𝜀
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥+

+

∫︁
Ω𝜀

𝑎(𝑥) |𝑢𝜀(𝑥)|𝑞−1 𝑢𝜀(𝑥)𝜓(𝑥) 𝑑𝑥 = 0.

Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî (ñì., íà-
ïðèìåð, [1, Ch. 4]).

Â ðàáîòå [2] ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïðè 𝜀 → 0 ðå-
øåíèé 𝑢𝜀(𝑥) çàäà÷è (1), (2) ïðè 𝑛 > 3 è 𝑝 = 2 ê ðåøåíèþ 𝑢(𝑥) çàäà÷è
Äèðèõëå â îáëàñòè Ω äëÿ óðàâíåíèÿ (1) c êðàåâûì óñëîâèåì 𝑢(𝑥) = 𝜙(𝑥) íà
𝜕Ω. À èìåííî, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîêàçàòåëü 𝑞 äîñòàòî÷íî âåëèê, ïîêàçàíà
ñõîäèìîñòü òàêèõ ðåøåíèé ê óêàçàííîìó ïðåäåëó â íîðìå 𝐿∞, à òàêæå â
ïîäõîäÿùåé èíòåãðàëüíîé íîðìå, ãäå íîðìó âû÷èñëåíû ïî îáëàñòè Ω𝜀 ñ èñ-
êëþ÷åííîé îêðåñòíîñòüþ ïîëîñòè 𝐵(𝜀) îïðåäåëåííîãî ðàçìåðà (ìàëîãî ïðè
𝜀 → 0). Ïðè ýòîì ôàêò ñõîäèìîñòè ðåøåíèé îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì íåçà-
âèñèìî îò òîãî, íàñêîëüêî áûñòðî ðàñòóò íîðìû ôóíêöèé 𝜙𝜀(𝑥) â êðàåâîì
óñëîâèè (2) ïðè 𝜀→ 0. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îïèðàþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, íà
àïðèîðíóþ îöåíêó Êîíäðàòüåâà�Ëàíäèñà ðåøåíèÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíå-
íèÿ ÷åðåç ðàññòîÿíèå äî ãðàíèöû îáëàñòè (ñì. [3]).

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå íåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [2] ðàñïðîñòðà-
íåíû íà ñëó÷àé 𝑛 > 2, 𝑝 ∈ (1, 𝑛). Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò.

Теорема. Рассмотрим задачу (1), (2) при 𝑛 > 2, 𝑝 ∈ (1, 𝑛), 𝜙(𝑥) ≡ 0 на
𝜕Ω, и предположим, что выполнено неравенство

𝑞 >
𝑛+ 𝑝

𝑛− 𝑝
. (3)

Тогда при 𝜀→ 0 имеем∫︁
Ω∖𝐵(2𝜀)

(︀
| grad𝑢𝜀(𝑥)|𝑝 + 𝑎(𝑥) |𝑢𝜀(𝑥)|𝑞+1

)︀
𝑑𝑥 = O

(︀
𝜀𝑛−𝑝 (𝑞+1)/(𝑞−1)

)︀
. (4)

Îòìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (4) ïîëî-
æèòåëåí â ñèëó (3), ñëåäîâàòåëüíî åãî ëåâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.



338 “Современные проблемы математики и механики”

Литература
1. Diaz J.I. Nonlinear partial differential equations and free boundaries. — Boston:

Pitman Advanced Publishing Program, 1985.
2. Пикулин С.В. Сходимость семейства решений уравнения типа Фуджиты в

областях с полостями // Ж. вычисл. матем. и матем. физ., 56:11 (2016), 1902–
1930.

3. Кондратьев В.А., Ландис Е.М. О качественных свойствах решений одного
нелинейного уравнения второго порядка // Матем. сборник, 135(177):3 (1988),
346–360.

СТАБИЛИЗАЦИЯ РЕШЕНИЯ ВИДА ФРОНТА ЗАДАЧИ
РЕАКЦИЯ-ДИФФУЗИЯ-АДВЕКЦИЯ

Е.В. Полежаева, Н.Т. Левашова, Д.И. Кузнецова
pel789@yandex.ru, natasha@npanalytica.ru, dora13ku@gmail.com

УДК 519.633.2

Рассматривается вопрос о стабилизации решения вида фронта
начально-краевой задачи типа реакция-диффузия-адвекция на беско-
нечно большом временном промежутке к решению соответствующей
стационарной задачи. Теорема о стабилизации решения доказывается
с использованием понятий верхнего и нижнего решений и следствий
из теорем сравнения. Верхнее и нижнее решения каждой из задач
строятся как модификации асимптотических приближений решений
этих задач.
Ключевые слова: задача реакция-диффузия-адвекция, решение вида
фронта, внутренний переходный слой, верхнее и нижнее решения,
асимптотическое приближение

Stabilization of a front form solution of the
reaction-diffusion-advection problem

The question of stabilization of a front form solution to the initial-
boundary value problem of reaction-diffusion-advection type at infinitely
large time interval to the solution of the corresponding stationary problem
is considered. The theorem on stabilization of a solution is proved using
the concepts of upper and lower solutions and comparison theorems corol-
laries. The upper and lower solutions are constructed as modifications of
the asymptotic approximations of problem solutions.

Keywords: reaction-diffusion-advection problem, front form solution, in-
ternal transition layer, upper and lower solutions, asymptotic approxima-
tion
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Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ âàæíîé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Â ÷àñòíîñòè, áîëüøîé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò ðåøåíèÿ, îáëàäàþùèå áîëüøèì ãðàäèåíòîì â íåêîòîðîé îá-
ëàñòè, øèðèíà êîòîðîé ìíîãî ìåíüøå ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ìíîæåñòâà, íà
êîòîðîì ïîñòàâëåíà çàäà÷à. Ýòà îáëàñòü íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì ïåðåõîä-
íûì ñëîåì. Åñëè ïîëîæåíèå ïåðåõîäíîãî ñëîÿ èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, òî
åãî òàêæå íàçûâàþò ôðîíòîì.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ
ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ:

𝜀
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐴(𝑢, 𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+𝐵(𝑢, 𝑥), 𝑥 ∈ (0; 1), 𝑡 ∈ (0;𝑇 ],

𝑢(0, 𝑡, 𝜀) = 𝑢0, 𝑢(1, 𝑡, 𝜀) = 𝑢1, 𝑡 ∈ [0;𝑇 ],

𝑢(𝑥, 0, 𝜀) = 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑥, 𝜀), 𝑥 ∈ [0; 1].

(1)

Çäåñü 𝐴(𝑢, 𝑥) è 𝐵(𝑢, 𝑥) � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè â îáëàñòè (𝑢, 𝑥) ∈
𝐼𝑢 × [0; 1], 𝐼𝑢 � íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé 𝑢, 𝜀 > 0 �
ìàëûé ïàðàìåòð, 𝑇 > 0.

Áóäåì èññëåäîâàòü âîïðîñ î ñòàáèëèçàöèè ïðè 𝑡 → ∞ ðåøåíèÿ âèäà
ôðîíòà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1) ê ðåøåíèþ ñ âíóòðåííèì ïåðåõîäíûì
ñëîåì ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è

𝜀
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
= 𝐴(𝑢, 𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+𝐵(𝑢, 𝑥), 𝑥 ∈ (0; 1), 𝑢(0, 𝜀) = 𝑢0, 𝑢(1, 𝜀) = 𝑢1. (2)

Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé.

Условие А1. Уравнение

𝐴(𝑢, 𝑥)
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+𝐵(𝑢, 𝑥) = 0

с дополнительными условием 𝑢(0) = 𝑢0 имеет на отрезке [0; 1] реше-
ние 𝑢 = 𝜙(−)(𝑥), а с дополнительным условием 𝑢(1) = 𝑢1 – решение
𝑢 = 𝜙(+)(𝑥), причем

𝜙(−)(𝑥) < 𝜙(+)(𝑥), 𝑥 ∈ [0; 1],

и
𝐴
(︁
𝜙(−)(𝑥), 𝑥

)︁
> 0, 𝐴

(︁
𝜙(+)(𝑥), 𝑥

)︁
< 0, 𝑥 ∈ [0; 1].

Ðàññìîòðèì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ â âèäå äâèæóùåãîñÿ ôðîíòà, ò.å. ðå-
øåíèÿ, èìåþùåãî âíóòðåííèé ïåðåõîäíûé ñëîé, êîòîðûé â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè 𝑡 ëîêàëèçîâàí â îêðåñòíîñòè òî÷êè �̂�(𝑡, 𝜀) ∈ (0; 1). Ñëåâà îò óêàçàí-
íîé îêðåñòíîñòè ðåøåíèå 𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) çàäà÷è (1) áëèçêî ê ôóíêöèè 𝜙(−)(𝑥), à
ñïðàâà � ê ôóíêöèè 𝜙(+)(𝑥). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè óæå ñóùåñòâóåò ñôîðìèðîâàííûé ôðîíò, ò.å. ôóíêöèÿ 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑥, 𝜀)
èìååò âíóòðåííèé ïåðåõîäíûé ñëîé â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè 𝑥00 îò-
ðåçêà [0; 1].
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Условие А2. Пусть существует множество 𝑋 ⊂ (0; 1) функций 𝑥(𝑡),
таких, что при 𝜙(−)(𝑥(𝑡)) < �̃� < 𝜙(+)(𝑥(𝑡)) выполняются неравенства

�̃�∫︁
𝜙(∓)(𝑥(𝑡))

(𝐴(𝑠, 𝑥(𝑡)) − 𝑉 ) 𝑑𝑠 > 0, где 𝑉 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
.

Условие А3 Пусть задача Коши

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

=

∫︀ 𝜙(+)(𝑥0)

𝜙(−)(𝑥0)
𝐴(𝑢, 𝑥0)𝑑𝑢

𝜙(+)(𝑥0) − 𝜙(−)(𝑥0)
, 𝑥0(0) = 𝑥00

имеет решение 𝑥0(𝑡), такое что 𝑥0(𝑡) ∈ (0; 1), 𝑡 ∈ [0;𝑇 ].
Â ðàáîòå [1] ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, 𝑈𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀) ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (1) êàê ñóììà ôóíêöèè �̄�(𝑥, 𝜀), îïèñûâàþùåé ïîâåäåíèå ðåøå-
íèÿ âäàëè îò ïåðåõîäíîãî ñëîÿ, è ôóíêöèè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ, 𝑄(𝜉, 𝑡, 𝜀), ãäå
𝜉 = (𝑥 − �̂�(𝑡))/𝜀 � ðàñòÿíóòàÿ ïåðåìåííàÿ. Òàêæå â [1] äîêàçàíî, ÷òî ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèé A1-A3 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ 𝜀 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
çàäà÷è (1) ñ òàêèì àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâå-
äåíî ïðè ïîìîùè àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ,
ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé çàäà-
÷è (1), à èìåííî, ôóíêöèé 𝛽𝑛(𝑥, 𝑡, �̄�, 𝑉 )𝜀) è 𝛼𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑥, 𝑉 , 𝜀) ñîîòâåòñòâåííî,
êîòîðûå ñòðîÿòñÿ êàê ìîäèôèêàöèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ:

𝛽𝑛(𝑥, 𝑡, �̄�, 𝑉 , 𝜀) = 𝑈𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀) + 𝜀𝑛−1
(︀
𝜇(𝑥) + 𝑞0(𝜉) + 𝜀𝑞1(𝜉)

)︀
,

𝛼𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑥, 𝑉 , 𝜀) = 𝑈𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀) − 𝜀𝑛−1
(︀
𝜇(𝑥) + 𝑞0(𝜉) + 𝜀𝑞1(𝜉)

)︀
,

ãäå �̄� = 𝑋𝑛−1(𝑡, 𝜀) − 𝜀𝑛−1𝛿, 𝑥 = 𝑋𝑛−1(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝑛−1𝛿, 𝑋𝑛−1(𝑡, 𝜀) � àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïîëîæåíèÿ ôðîíòà �̂�(𝑡), 𝑉 = 𝑑�̄�/𝑑𝑡, 𝜉 = (𝑥 − �̄�)/𝜀,
𝑉 = 𝑑𝑥/𝑑𝑡, 𝜉 = (𝑥 − 𝑥)/𝜀. Êîíñòàíòà 𝛿 > 0, à òàêæå ôóíêöèè 𝜇(𝑥) è 𝑞𝑖(𝜉),
𝑖 = 0, 1 îïðåäåëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèè 𝛼𝑛 è 𝛽𝑛 óäîâëåòâîðÿ-
ëè îïðåäåëåíèþ íèæíåãî è âåðõíåãî ðåøåíèé ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) êàê ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé A1, A2 (ïðè 𝑉 = 0) è ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ A3’:

Условие А3’. Пусть уравнение∫︁ 𝜙(+)(𝑥0)

𝜙(−)(𝑥0)

𝐴(𝑢, 𝑥0)𝑑𝑢 = 0 имеет решение 𝑥0 ∈ (0; 1).

Òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â ðàáîòå [3] ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
îáëàñòü âëèÿíèÿ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è íå ìåíüøå îòðåçêà
𝛼1(𝑥,∞, 𝑥𝑠, 0, 𝜀), 𝛽1(𝑥,∞, �̄�𝑠, 0, 𝜀), ãäå 𝑥𝑠 è �̄�𝑠 � çíà÷åíèÿ 𝑥 è �̄� ïðè 𝑡→ ∞.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Теорема. При любой гладкой начальной функции 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡 задачи (1), ле-
жащей между верхним решением 𝛽1(𝑥, 0, �̄�, 𝑉 , 𝜀) задачи (1) и нижним ре-
шением 𝛼1(𝑥,∞, �̄�𝑠, 0, 𝜀) задачи (2), решение задачи (1) стремится к ре-
шению задачи (2) при 𝑡→ ∞.
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Ñëåäóÿ èçâåñòíîé êîíñòðóêöèè À.Â. Áèöàäçå è À.Ì. Íàõóøåâà, ðàññìîò-
ðèì äâå òî÷êè (𝜒(𝑗), 𝜏 (𝑗)) ∈ R𝑛+1, 𝑗 = 1, 2, ãäå 𝜒(𝑗) = (𝜒

(𝑗)
1 , 𝜒

(𝑗)
2 , . . . , 𝜒

(𝑗)
𝑛 ), 𝑗 =

1, 2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ íåïóñòîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñâåòîâûõ êîíóñîâ
|𝜒(1) − 𝜒(2)| < |𝜏 (1) − 𝜏 (2)|. Ïîñòðîèì ìàòðèöó 𝐴(dim𝐴 = 𝑛× 𝑛) ïî ñëåäóþ-
ùåìó ïðàâèëó. Çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü èíäåêñ 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} è ïîëîæèì
𝑎𝑖𝑗 = (𝜒

(1)
𝑗 − 𝜒

(2)
𝑗 )/|𝜒(1) − 𝜒(2)|, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Îñòàâøèåñÿ ïîçèöèè ìàòðèöû

𝐴 çàïîëíèì èñõîäÿ èç óñëîâèé 𝐴𝐴𝑇 = 𝐼, det𝐴 = 1, ãäå 𝐴𝑇 � ìàòðèöà,
òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ìàòðèöå 𝐴, 𝐼 = ‖𝛿𝑖𝑗‖ � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, 𝛿𝑖𝑗 �
ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïóñòü 𝐴𝑖 � ìàòðèöà, ïîëó÷åííóÿ èç ìàòðèöû À çàìå-
íîé 𝑖-ãî ñòîëáöà íóëÿìè. Ââåäåì óñðåäíÿþùèé îïåðàòîð 𝑆𝜚 è îïåðàòîð 𝐵𝑛𝜚
ïî ôîðìóëàì

𝑆𝑛𝑣 = 𝑆𝑛𝜚 𝑣 =
√
𝜋1−𝑛

∫︀
|𝜉|=𝜚 𝑣 (𝜂, 𝜎) 𝑑𝜔𝜉, |𝜒(1) − 𝜒(2)| > 0,

𝑆𝑛 = 𝑆𝑛𝜚 𝑣 = 𝛾(𝑛)
∫︀
|𝜉|=𝜚 𝑣

(︀
𝜒(2) + 𝜉, (𝜏 (1) + 𝜏 (2))/2

)︀
𝑑𝜔𝜉, 𝜒

(1) = 𝜒(2),

𝐵𝑛𝑣 = 𝐵𝑛𝜚 𝑣 = 𝜚 (𝜕/(2𝜚𝜕𝜚))
(𝑛−1)/2

(1/𝜚𝑆𝜚𝑣) , 𝑛 = 1(mod2),

𝐵𝑛𝑣 = 𝐵𝑛𝜚 𝑣 = 𝜋−1/2 (𝜕/(2𝜚𝜕𝜚))
𝑛/2 ∫︀ 𝜚

0
𝑆𝜚𝑣 𝑑𝜃/

√︀
𝜚2 − 𝜃2, 𝑛 = 0(mod2),

ãäå 𝑑𝜔𝜉 � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ñôåðû |𝜉| = 𝜚 â R𝑛,

𝜂 =
|𝜏 (1) − 𝜏 (2)| 𝜉𝑖(𝜒(1) − 𝜒(2))

|𝜒(1) − 𝜒(2)|
√︀

(𝜏 (1) − 𝜏 (2))2 − |𝜒(1) − 𝜒(2)|2
+
𝜒(1) + 𝜒(2)

2
+𝐴𝑖𝜉,

𝜎 =
(︁
𝜏 (1) + 𝜏 (2)

)︁
/2 − |𝜒(1) − 𝜒(2)|𝜉𝑖/

√︁
(𝜏 (1) − 𝜏 (2))2 − |𝜒(1) − 𝜒(2)|2.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå R𝑛+1 = {𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑧) = (𝑥, 𝑧)}, 𝑛 >
2, ìíîæåñòâî 𝑆+

𝑛 = {(𝑥, 𝑧) ∈ 𝑆𝑛 : 𝑧 =
√︀

1 − |𝑥|2} � âåðõíþþ ïîëîâèíó

ñôåðû ñ ìåòðèêîé 𝑑𝑠2 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑛∑︀
𝑖=1

(𝛿𝑖𝑘 +𝑥𝑖𝑥𝑘/𝑧
2)𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑘 è îïåðàòîðîì Ëàïëàñà-

Áåëüòðàìè â ýòîé ìåòðèêå ∆𝜔.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòîáðàæåíèå 𝑆𝑛×R −→ R𝑛+1 (ïðåîáðàçîâàíèå Ï.

Ëàêñà è Ð. Ôèëëèïñà) ñ ïîìîùüþ ôîðìóë 𝜏 = 𝜏±(𝑥, 𝑧, 𝑡) = ± sin 𝑡/(𝑧∓cos 𝑡),
𝜒 = 𝜒±(𝑥, 𝑧, 𝑡) = ±𝑥/(𝑧 ∓ cos 𝑡), ãäå 𝜒 = (𝜒1, . . . , 𝜒𝑛). Ââåäåì òàêæå çàìåíó
ôóíêöèè 𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑡) = (𝑧 − cos 𝑡)−(𝑛−1)/2𝑣(𝜒(𝑥, 𝑧, 𝑡), 𝜏(𝑥, 𝑧, 𝑡)).

Теорема 1. Для любых двух точек (𝑥(1), 𝑧(1)), (𝑥(2), 𝑧(2))∈ 𝑆𝑛 и любых
двух значений 𝑡(1), 𝑡(2) ∈ (0, 2𝜋], удовлетворяющих условию

(𝑧(1)𝑧(2) + 𝑥(1)𝑥(2) − cos(𝑡(1) − 𝑡(2)))/((𝑧(1) − cos 𝑡(1))(𝑧(2) − cos 𝑡(2))) > 0,

регулярное решение 𝑢(𝑥) уравнения ∆𝜔𝑢−((𝑛− 1)/2)
2
𝑢 = 0 удовлетворяет

формуле среднего значения

(𝑧(1) ∓ cos 𝑡(1))(𝑛−1)/2𝑢(𝑥(1), 𝑧(1)) + (𝑧(2) ∓ cos 𝑡(2))(𝑛−1)/2𝑢(𝑥(2), 𝑧(2)) =

= 𝐵𝑛𝜚 (𝑣(𝑥(𝜒, 𝜏), 𝑧(𝜒, 𝜏)), 𝜚 =
√︁

(𝜏 (1) − 𝜏 (2))2 − |𝜒(1) − 𝜒(2)|2/2.

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ Π ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî íà ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå R𝑛+ = {𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) = (𝑥′, 𝑥𝑛) : 𝑥𝑛 > 0}, 𝑛 > 2, ñ ìåòðèêîé
𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥2/𝑥2𝑛 è îïåðàòîðîì Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ∆Π.



Материалы международной конференции 343

Теорема 2. Для любых двух точек 𝑥(1), 𝑥(2) ∈ Π и любых двух значений
𝑡(1) и 𝑡(2) ∈ R, удовлетворяющих условию

(𝑥(2)𝑛 𝑒𝑡
(1)

− 𝑥(1)𝑛 𝑒𝑡
(2)

) (𝑥(1)𝑛 𝑒𝑡
(1)

− 𝑥(2)𝑛 𝑒𝑡
(2)

) − 𝑒𝑡
(1)+𝑡(2) |△𝑥′|2 > 0,

регулярное решение 𝑢(𝑥) уравнения ∆Π𝑢+((𝑛− 1)/2)
2
𝑢 = 0 удовлетворяет

формуле среднего значения

𝑒𝑡
(1)(1−𝑛)/2𝑢(𝑥(1)) + 𝑒𝑡

(2)(1−𝑛)/2𝑢(𝑥(2)) = 𝐵𝑛𝜚 (𝑓𝑢(𝑥(𝜒, 𝜏))),

𝑥′ = 𝜒′/(𝜏 + 𝜒𝑛), 𝑥𝑛 =
√︀
𝜏2 − |𝜒|2/(𝜏 − 𝜒𝑛), 𝑡 = ln

√︀
𝜏2 − |𝜒|2, 𝑓 = (𝜏2 −

|𝜒|2)(1−𝑛)/4.

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ И ПРИНЦИП
МАКСИМУМА В (B) – ПРОСТРАНСТВАХ

А.И. Прилепко
prilepko.ai@yandex.ru

УДК 517.977.1, 517.977.5

Применяется BUME метод и метод монотонных отображений к изу-
чению задач наблюдения и управления. В (B) – пространстве исследу-
ется уравнение первого рода, как задача наблюдения, при этом со-
пряжённое уравнение называется задачей управления. Для случая
рефлексивных (B) – пространств доказан критерий управляемости и
абстрактный принцип максимума.

Ключевые слова: задача управления, задача наблюдения, оптималь-
ное управление, принцип максимума

Optimal control and maximum principle in (B) – spaces

The BUME method and the monotone mapping method are applied to
the study of observation and control tasks. In (B) – space, an equation of
the first kind is investigated as a problem of observation, and the adjoint
equation is called a control problem. For the case of reflexive (B) – spaces,
the criterion of controllability and the abstract maximum principle are
proved.

Keywords: control problem, observation problem, optimal control, maxi-
mum principle

Прилепко Алексей Иванович, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Aleksey Prilepko (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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Ââåä¼ì çàäà÷è íàáëþäåíèÿ è óïðàâëåíèÿ â (B) � ïðîñòðàíñòâàõ, ñ÷è-
òàÿ ïðîñòðàíñòâà ðåôëåêñèâíûìè è âåùåñòâåííûìè. Ïóñòü äàíî ÷èñëî
𝑇 ∈ (0,+∞); 𝐽 = (0, 𝑇 ). Ââåä¼ì (B) � ïðîñòðàíñòâà 𝐸, 𝐸1 è èõ ñîïðÿæ¼ííûå
𝐸′, 𝐸′

1, ïðåäïîëàãàÿ èõ íåçàâèñÿùèìè îò âðåìåíè 𝑡. Êðîìå òîãî, ââåä¼ì (B) �
ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòîâ, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â
𝐸1, îáîçíà÷èâ åãî 𝑈𝑇 ≡ 𝐵(𝐽,𝐸1), à òàêæå ñîïðÿæ¼ííîå ê íåìó ïðîñòðàíñòâî
𝑈 ′
𝑇 = (𝐵(𝐽,𝐸1))′. Â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè ïðîñòðàíñòâ èìååì (𝑈 ′

𝑇 )′ = 𝑈𝑇 , à
(B) � ïðîñòðàíñòâî 𝑈 ′

𝑇 áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì óïðàâëåíèé.
Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà 𝐴𝑇 è åãî ñîïðÿæ¼ííîãî (ïî Áàíàõó) 𝐴′

𝑇 ðàñ-
ñìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà êàê çàäà÷è íàáëþäåíèÿ
è óïðàâëåíèÿ.

Задача наблюдения. Ïîëó÷èòü îáðàòíîå íåðàâåíñòâî (ò.å. îãðàíè÷åí-
íîñòü ñíèçó) äëÿ óðàâíåíèÿ

𝐴𝑇 𝑒 = 𝑢, ãäå 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈𝑇 = 𝐵(𝐽,𝐸1), 𝐴𝑇 ∈ ℒ(𝐸,𝑈𝑇 ) (1)

Задача управления. Äëÿ äàííîãî ýëåìåíòà 𝑒′ ∈ 𝐸′ ∖ {0} íàéòè ôóíê-
öèþ 𝑢′ ∈ 𝑈 ′

𝑇 èç óðàâíåíèÿ

𝐴′
𝑇 𝑢

′ = 𝑒′, ãäå 𝐴′
𝑇 ∈ ℒ(𝑈 ′

𝑇 , 𝐸
′) (2)

Ðåøåíèå çàäà÷è (2) 𝑢* ∈ 𝑈 ′
𝑇 ïðè ôèêñèðîâàííîì 𝑒′ ̸= 0 íàçûâàåì òî÷-

íûì óïðàâëåíèåì (èëè óïðàâëåíèåì), à ÷åðåç 𝒰* îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ
óïðàâëåíèé 𝒰* ⊂ 𝑈 ′

𝑇 . Óïðàâëåíèå ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé (ò.å. íîðìàëüíîå
ïî Òèõîíîâó ðåøåíèå (2)) íàçûâàåì îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì çàäà÷è (2)
è îáîçíà÷àåì 𝑢𝑜*, òàêèì îáðàçîì, ‖𝑢𝑜*‖𝑈 ′

𝑇
= inf{‖𝑢*‖𝑈 ′

𝑇
| ∀𝑢* ∈ 𝒰*}.

Теорема 1. [Êðèòåðèé óïðàâëÿåìîñòè è îïòèìàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè]
Пусть дано рефлексивное (B) – пространство 𝑈𝑇 ≡ 𝐵(𝐽,𝐸1) и его сопря-
жённое 𝑈 ′

𝑇 . Следующие утверждения эквивалентны:

1. существует постоянная 𝜇𝑇 > 0 такая, что для всех 𝑒 ∈ 𝐸 выполня-
ется неравенство ‖𝐴𝑇 𝑒‖𝑈𝑇

> 𝜇𝑇 ‖𝑒‖𝐸;

2. 𝑅(𝐴𝑇 ) = 𝑅(𝐴𝑇 ), 𝑁(𝐴𝑇 ) = 0;

3. ‖(𝐴𝑇 )−1
ℓ ‖ 6 1/𝜇𝑇 , т.е. задача (1) непрерывно наблюдаема;

4. решение задачи наблюдения (1) единственно и устойчиво;

5. существует решение задачи управления 𝑢* ̸= 0 при 𝑒′ ∈ 𝐸′ ∖ {0};

6. при любом 𝑒′ ∈ 𝐸′ ∖ {0} множество всех управлений 𝒰* ̸= ∅, где
𝒰* = (𝐴′

𝑇 )−1
𝑟 𝑒′ — есть замкнутое выпуклое множество в 𝑈 ′

𝑇 ;

7. при любом 𝑒′ ∈ 𝐸′ ∖ {0} существует оптимальное управление 𝑢𝑜* ̸=
0 причём множество всех оптимальных управлений 𝒰𝑜* ̸= ∅ есть
замкнутое выпуклое подмножество 𝒰* ⊆ 𝑈 ′

𝑇 , если пространства 𝑈𝑇 ,
𝑈 ′
𝑇 выпуклые;

8. при любом 𝑒′ ∈ 𝐸′ ∖ {0} существует единственное оптимальное
управление 𝑢𝑜* ̸= 0, т.е. минимальное по норме управление, если про-
странства 𝑈𝑇 , 𝑈 ′

𝑇 строго выпуклые.
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé, êðîìå BUME ìå-
òîäà [1, 2] ìû ïðèâëåêàåì ìåòîä íåëèíåéíûõ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé è
îïåðàòîð Ðèññà.
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О НЕКОТОРЫХ УСЛОВИЯХ РАЗРЕШИМОСТИ
НЕЛОКАЛЬНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ
Л.С. Пулькина
louise@samdiff.ru

УДК 517.95

В докладе рассматривается задача для гиперболического уравнения
с нелокальными интегральными условиями. Выбор метода исследо-
вания разрешимости нелокальной задачи зависит от вида интеграль-
ного условия. В процессе разработки методов, эффективных именно
для нелокальных задач, былы выделены интегральные условия раз-
личных типов, отличающиеся видом внеинтегральных слагаемых или
даже их отсутствием. Дальнейшие исследования показали, что усло-
вия разрешимости нелокальных задач аналогичны условиям регуляр-
ности краевых условий для дифференциального оператора.

Ключевые слова: гиперболические уравнения, нелокальные задачи,
регулярные краевые условия
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On certain conditions for solvability of nonlocal problems for
hyperbolic equations

In this talk, we consider a problem with nonlocal integral conditions for
a hyperbolic equation. A method we choose to prove the solvability of
certain nonlocal problem depends on a kind of integral conditions. The
kind of an integral condition is defined by a form of the terms outside the
integral. Following analysis shows that conditions for solvability of the
nonlocal problem are analogous to regularity of boundary conditions for
differential operator.

Keywords: hyperbolic equations, nonlocal problems, regular boundary
conditions

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè 𝑄𝑇 = (0, 𝑙) × (0, 𝑇 ) çàäà÷ó äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ

𝑢𝑡𝑡 − (𝑎(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥)𝑥 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (1)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè 𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥) è íåëîêàëüíûìè
óñëîâèÿìè ∫︁ 𝑙

0

𝐾𝑖(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0, 𝑖 = 1, 2. (2)

Óñëîâèÿ (2) íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà. Èññëåäî-
âàíèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ ñ óñëîâèÿìè òàêîãî âèäà ñòàëêèâàåòñÿ ñ ìíî-
ãèìè òðóäíîñòÿìè è äåìîíñòðèðóåò íåïðèìåíèìîñòü êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ
îáîñíîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ [1]. Îäíàêî åñëè èíòåãðàëüíûå
óñëîâèÿ èìåþò âèä

𝑢𝑥(0, 𝑡) +

∫︁ 𝑙

0

𝐾1(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) +

∫︁ 𝑙

0

𝐾2(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0 (3)

èëè

𝑢(0, 𝑡) +

∫︁ 𝑙

0

𝐾1(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0, 𝑢(𝑙, 𝑡) +

∫︁ 𝑙

0

𝐾2(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0, (4)

òî åñòü ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà, òî ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü èç-
âåñòíûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè òàê, ÷òî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
àïðèîðíûå îöåíêè, íà êîòîðûõ áàçèðóåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî, ïðèìåíÿÿ ìíî-
ãèå êëàññè÷åñêèå ïðèåìû. Âîçíèê âîïðîñ, íåëüçÿ ëè ñâåñòè óñëîâèÿ (2) ê
óñëîâèÿì (3) èëè (4). Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà
ôóíêöèè 𝐾𝑖(𝑥) ýòî ñäåëàòü ìîæíî [2]. Íåèçáåæíî âîçíèêëî æåëàíèå îñëà-
áèòü óñëîâèÿ íà 𝐾𝑖(𝑥) è ðàññìîòðåòü áîëåå îáùèå ñëó÷àè ñâåäåíèÿ óñëîâèé
ïåðâîãî ðîäà ê óñëîâèÿì âòîðîãî ðîäà, ò.å. ê òàêèì, êîòîðûå ñîäåðæàò êðî-
ìå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñëåä ðåøåíèÿ èëè åãî ïðîèçâîäíûõ.

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî 𝑢(𝑥, 𝑡)− ðåøåíèå íåëîêàëüíîé çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè
(2), ïðîèíòåãðèðóåì (1), óìíîæåííîå ïðåäâàðèòåëüíî íà 𝐾𝑖(𝑥) ïî 𝑥 îò 0
äî 𝑙. Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ 𝑎1𝑢𝑥(0, 𝑡) + 𝑏1𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) + 𝑎0𝑢(0, 𝑡) + 𝑏0𝑢(𝑙, 𝑡) +∫︀ 𝑙
0
𝑃1𝑢𝑑𝑥 = 𝑔1(𝑡) è 𝑐1𝑢𝑥(0, 𝑡) + 𝑑1𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) + 𝑐0𝑢(0, 𝑡) + 𝑑0𝑢(𝑙, 𝑡) +

∫︀ 𝑙
0
𝑃2𝑢𝑑𝑥 =

𝑔2(𝑡), â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû, ÿäðà 𝑃𝑖(𝑥, 𝑡) è ïðàâûå ÷àñòè 𝑔𝑖(𝑡) âû-
ðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) è 𝐾𝑖(𝑥). Ýòè ñîîòíîøåíèÿ
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ïðè 𝑃𝑖 = 0, 𝑔𝑖 = 0 ñîâïàäàþò ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ([3], ñ. 53 ), êî-
òîðûå ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Îêà-
çàëîñü, ÷òî óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè êðàåâûõ óñëîâèé, çàïèñàííûå â òåðìè-
íàõ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíûõ
çàäà÷ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè. Íàïðèìåð, óñëî-
âèå ðåãóëÿðíîñòè 𝑎1𝑑1 − 𝑏1𝑐1 ̸= 0 äëÿ íàøåé çàäà÷è ïðèíèìàåò âèä
𝐾1(0)𝐾2(𝑙) − 𝐾1(𝑙)𝐾2(0) ̸= 0 è ïîçâîëÿåò ñâåñòè óñëîâèÿ (2) ê óñëîâèÿì
âòîðîãî ðîäà 𝑢𝑥(0, 𝑡) + 𝛼11𝑢(0, 𝑡) + 𝛼12𝑢(𝑙, 𝑡) +

∫︀ 𝑙
0
𝐻1(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = ℎ1(𝑡),

𝑢𝑥(, 𝑡)+𝛼21𝑢(0, 𝑡)+𝛼22𝑢(𝑙, 𝑡)+
∫︀ 𝑙
0
𝐻2(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = ℎ2(𝑡). Îäíîçíà÷íàÿ ðàç-

ðåøèìîñòü çàäà÷è ñ òàêèìè óñëîâèÿìè äîêàçàíà â [2]. Òàì æå ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñëåäóåò è ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ñ èíòå-
ãðàëüíûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà (2).
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Установлена корректная разрешимость начальных задач для аб-
страктных интегро-дифференциальных уравнений с неограничен-
ными операторными коэффициентами в гильбертовом простран-
стве, а также проводится спектральный анализ оператор-функций,
являющихся символами указанных уравнений. Изучаемые уравне-
ния представляют собой абстрактную форму линейных интегро-
дифференциальных уравнений в частных производных, возникающих
в теории вязкоупругости и теории распространения тепла в средах с
памятью.
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Analysis of Volterra integro-differential equations with singular
kernels

We establish the correct solvability of the abstract integro-differential
equations with unbounded operator coefficients in Hilbert space are stud-
ied. The spectral analysis of operator-functions that are the symbols of
the considered equations are developed. These equations are the abstract
form of the linear partial integro-differential equations arising in viscoelas-
ticity theory and the theory of heat transfer in media with memory.

Keywords: integro-differential equations, operator-functions, spectral the-
ory

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäå-
íèÿ ðåøåíèé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ñïåêòðàëü-
íîãî àíàëèçà èõ ñèìâîëîâ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ñëåäóþ-
ùåãî âèäà

𝑑2𝑢(𝑡)

𝑑𝑡2
+𝐴2𝑢(𝑡) −

∫︁ 𝑡

0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝐴2𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ R+,

ãäå 𝐴 � ñàìîñîïðÿæ¼ííûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ñåïà-
ðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐻, èìåþùèé êîìïàêòíûé îáðàòíûé.
Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ 𝒦(𝑡) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

𝐾(𝑡) =

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑡𝜏𝑑𝜇(𝜏),

ãäå 𝑑𝜇 - ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ ñïðàâà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝜇. Èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
Ñòèëüòüåñà. Ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ ñèëüíûõ ðåøåíèé óêàçàííûõ óðàâíå-
íèé â âèäå ñóììû ñëàãàåìûõ, îòâå÷àþùèõ âåùåñòâåííîé è íåâåùåñòâåííîé
÷àñòÿì ñïåêòðà îïåðàòîð-ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñèìâîëàìè ýòèõ óðàâíå-
íèé (ñì. [1], [2]). Óêàçàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äëÿ äàííîãî
êëàññà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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ОЦЕНКА ПРОМЫСЛОВОГО ДОХОДА В
СТОХАСТИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ СБОРА

ВОЗОБНОВЛЯЕМОГО РЕСУРСА
Л.И. Родина

LRodina67@mail.ru

УДК 517.935

Рассматриваются модели эксплуатируемой популяции, заданные
уравнениями со случайными параметрами. Предполагаем, что цен-
ность позднее получаемой выгоды от извлечения ресурса снижается,
поэтому рассматриваем промысловый доход за бесконечное число сбо-
ров с учетом дисконтирования. Получены оценки среднего дохода от
промысла, выполненные с вероятностью единица.
Ключевые слова: стохастические модели сбора, возобновляемый ре-
сурс

Estimation of the trade income in stochastic models of
harvesting of a renewable resource

We consider the models of exploited population given by the equations
with random parameters. We assume that value after received profit from
resource extraction decreases, therefore we consider the trade income for
infinite number of gathering taking into account discounting. We received
the estimations of the average trade income, true with probability one.

Keywords: stochastic models of harvesting, renewable resource

Çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ è îïòèìèçàöèè ýêñïëóàòàöèè âîçîáíîâëÿåìîãî
ðåñóðñà íà÷àëè âûçûâàòü èíòåðåñ ó÷åíûõ, íà÷èíàÿ ñ ñåìèäåñÿòûõ ãîäîâ
ïðîøëîãî âåêà. Òàê, â îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò [1] ïîêàçàíî, ÷òî ñòîõàñòè-
÷åñêóþ ðûáíóþ ïîïóëÿöèþ ìîæíî ýêñïëóàòèðîâàòü òîëüêî äî äîñòèæåíèÿ
îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ, íå çàâèñÿùåãî îò òåêóùåãî ðàçìåðà ïîïóëÿöèè. Â
[2], [3] îïèñàí ñïîñîá äîáû÷è ðåñóðñà, ïðè êîòîðîì ïîñòîÿííî ñîõðàíÿåòñÿ
íåêîòîðàÿ ÷àñòü ïîïóëÿöèè, íåîáõîäèìàÿ äëÿ åå äàëüíåéøåãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ è ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíûé ïðåäåë ñðåä-
íåé âðåìåííîé âûãîäû. Ìíîæåñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî âîïðîñàì îïòèìàëüíîé
ýêñïëóàòàöèè ïîïóëÿöèé, â êîòîðûõ ñëó÷àéíûì âîçäåéñòâèÿì ïîäâåðæåíû
ðàçìåð ïîïóëÿöèè, êîýôôèöèåíò ðîæäàåìîñòè èëè öåíà ïðîäóêöèè (ñì. îá-
çîð ëèòåðàòóðû â [4]).

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ýêñïëóàòàöèè ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè
çàäàíî óðàâíåíèåì �̇� = 𝑔(𝑥), à â ìîìåíòû âðåìåíè 𝜏𝑘 ïðîèñõîäèò ñáîð ðå-
ñóðñà, ïðè ýòîì èç ïîïóëÿöèè èçâëåêàåòñÿ íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ äîëÿ 𝑣𝑘,
𝑘 = 1, 2, . . . . Ñ÷èòàåì, ÷òî äëèíû èíòåðâàëîâ 𝜃𝑘 = 𝜏𝑘 − 𝜏𝑘−1 ìåæäó ìîìåí-
òàìè èçúÿòèé 𝜏𝑘 ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè è êîëè÷åñòâî èçâëå-
÷åííîãî ðåñóðñà çàâèñèò îò ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ 𝑣𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . . Ïóñòü
èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âëèÿòü íà ïðîöåññ ñáîðà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñòàíî-
âèòü çàãîòîâêó, åñëè åå äîëÿ îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé (áîëüøå íåêî-
òîðîãî çíà÷åíèÿ 𝑢𝑘 ∈ [0, 1) â ìîìåíò 𝜏𝑘), òîãäà ÷àñòü ðåñóðñà ñîõðàíèòñÿ
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äëÿ óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðà ñëåäóþùåãî ñáîðà. Â ýòîì ñëó÷àå äîëÿ äîáûâàå-
ìîãî ðåñóðñà áóäåò ðàâíà ℓ𝑘 = ℓ(𝑣𝑘, 𝑢𝑘) = 𝑣𝑘, åñëè 𝑣𝑘 < 𝑢𝑘 è ℓ𝑘 = 𝑢𝑘, åñëè
𝑣𝑘 > 𝑢𝑘. Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì ýêñïëóàòèðóåìóþ ïîïóëÿöèþ,
äèíàìèêà êîòîðîé çàäàíà äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ èìïóëüñíûì
âîçäåéñòâèåì

�̇� = 𝑔(𝑥), 𝑡 ̸= 𝜏𝑘,

𝑥(𝜏𝑘) = (1 − ℓ𝑘) · 𝑥(𝜏𝑘 − 0), 𝑘 = 1, 2, . . . ,

ãäå 𝜏0 = 0, 𝜃𝑘 = 𝜏𝑘− 𝜏𝑘−1 ∈ Ω1 = [𝛼1, 𝛽1], 0 < 𝛼1 6 𝛽1; 𝑣𝑘 ∈ Ω2 ⊆ [0, 1]. Ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíû ñïðàâà, ôóíêöèÿ
𝑔(𝑥) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà äëÿ âñåõ 𝑥 > 0.

Îáîçíà÷èì 𝜃𝑘
.
= (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘), ℓ̄𝑘

.
= (ℓ1, . . . , ℓ𝑘),

𝑥(𝜏𝑘 − 0) = 𝑋𝑘 = 𝑋𝑘(𝜃𝑘, ℓ̄𝑘−1, 𝑥0), 𝑥(𝜏𝑘) = 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘(𝜃𝑘, ℓ̄𝑘, 𝑥0),

òîãäà 𝑥𝑘 = (1 − ℓ𝑘)𝑋𝑘, ãäå 𝑘 = 1, 2, . . . . Ïóñòü 𝜃
.
= (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘, . . .), ℓ̄

.
=

(ℓ1, . . . , ℓ𝑘, . . .). Äëÿ ëþáîãî 𝑥0 > 0 ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

𝐻𝛼

(︀
𝜃, ℓ̄, 𝑥0

)︀ .
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑋𝑘ℓ𝑘𝑒
−𝛼𝜏𝑘 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑋𝑘

(︀
𝜃𝑘, ℓ̄𝑘−1, 𝑥0

)︀
ℓ𝑘𝑒

−𝛼𝜏𝑘 ,

ðàâíóþ äîõîäó îò èçâëå÷åíèÿ ðåñóðñà íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè.
Ïîêàçàòåëü äèñêîíòèðîâàíèÿ 𝛼 > 0 óêàçûâàåò çäåñü íà òî, ÷òî öåííîñòü
ïîçäíåå ïîëó÷àåìîãî äîõîäà ñíèæàåòñÿ.

Îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Σ,A, 𝜇) êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäå-
íèåì âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ (Σ1,A1, 𝜇1) è (Σ2,A2, 𝜇2). Çäåñü Σ1 îçíà-
÷àåò ìíîæåñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘, . . . ), ãäå
𝜃𝑘 ∈ Ω1, ñèñòåìà ìíîæåñòâ A1 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ñèãìà-àëãåáðîé, ïî-
ðîæäåííîé öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè

𝐸𝑘
.
= {𝜃 ∈ Σ1 : 𝜃1 ∈ 𝐼1, . . . , 𝜃𝑘 ∈ 𝐼𝑘}, ãäå 𝐼𝑖

.
= (𝑡𝑖, 𝑠𝑖], 𝑖 = 1, . . . , 𝑘,

à âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà 𝜇1 îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî
ïðîìåæóòêà 𝐼𝑖 îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó ̃︀𝜇1(𝐼𝑖) = 𝐹1(𝑠𝑖) − 𝐹1(𝑡𝑖),
𝑖 = 1, 2, . . . ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐹1. Íà àëãåáðå öèëèíäðè-
÷åñêèõ ìíîæåñòâ ïîñòðîèì ìåðó ̃︀𝜇1(𝐸𝑘) = ̃︀𝜇1(𝐼1) · . . . · ̃︀𝜇1(𝐼𝑘), òîãäà â ñèëó
òåîðåìû À.Í. Êîëìîãîðîâà íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Σ1,A1) ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà 𝜇1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì
ìåðû ̃︀𝜇1 íà ñèãìà-àëãåáðó A1. Òàêèì æå îáðàçîì îïðåäåëÿåì âåðîÿòíîñò-
íîå ïðîñòðàíñòâî (Σ2,A2, 𝜇2), ãäå Σ2

.
= {𝑣 : 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑘, . . . )}, 𝑣𝑘 ∈ Ω2

è ìåðà ̃︀𝜇2 çàäàíà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐹2. Îòìåòèì, ÷òî
Σ = Σ1 × Σ2 = {𝜎 : 𝜎 = (𝜔1, . . . , 𝜔𝑘, . . . )}, ãäå 𝜔𝑘 = (𝜃𝑘, 𝑣𝑘) ∈ Ω = Ω1 × Ω2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜙(𝑡, 𝑥0) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ �̇� = 𝑔(𝑥), óäîâëåòâîðÿ-
þùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ 𝜙(0, 𝑥0) = 𝑥0. Ïóñòü 𝜃 ∈ Ω1, òîãäà ôóíêöèÿ
𝜙(𝜃, 𝑥) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå Ω1. Ïîëî-

æèì 𝑢(𝑥, 𝜙(𝜃, 𝑥)) = 1 − 𝑥

𝜙(𝜃, 𝑥)
. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ℓ(𝜔, 𝑥) = ℓ
(︀
𝑣, 𝑢(𝑥, 𝜙(𝜃, 𝑥))

)︀
=

{︃
𝑣, åñëè 𝑣 < 𝑢(𝑥, 𝜙(𝜃, 𝑥)) ,

𝑢(𝑥, 𝜙(𝜃, 𝑥)), åñëè 𝑣 > 𝑢(𝑥, 𝜙(𝜃, 𝑥)) ,
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êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íà ìíîæåñòâå Ω = Ω1 × Ω2.

Условие 1. Уравнение �̇� = 𝑔(𝑥) имеет асимптотически устойчивое
решение 𝜙(𝑡) ≡ 𝐾 и интервал (𝐾1,𝐾2) является областью асимптотиче-
ской устойчивости этого решения (0 6 𝐾1 < 𝐾 < 𝐾2).

Лемма 1. Пусть выполнено условие 1. Тогда для любых 𝑥 ∈ (𝐾1,𝐾),
𝑥0∈ [𝑥,𝐾] существует управление �̄� ∈ 𝑈 такое, что для всех 𝜎 ∈ Σ

∞∑︁
𝑘=1

𝜙(𝜃𝑘, 𝑥)ℓ(𝜔𝑘, 𝑥)𝑒−𝛼𝜏𝑘 6 𝐻𝛼

(︀
𝜃, ℓ̄, 𝑥0

)︀
6 𝐾 ·

∞∑︁
𝑘=1

ℓ(𝜔𝑘, 𝑥)𝑒−𝛼𝜏𝑘 .

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

𝜃𝑝
.
= (𝜃𝑝1 , . . . , 𝜃

𝑝
𝑘, . . .), ℓ̄

𝑝 .
= (ℓ𝑝1, . . . , ℓ

𝑝
𝑘, . . .), 𝜏

𝑝
𝑘 = 𝜃𝑝1 + . . .+ 𝜃𝑝𝑘, 𝑝 = 1, 2, . . . .

Òîãäà 𝐻𝛼

(︀
𝜃𝑝, ℓ̄𝑝, 𝑥0)

.
=

∞∑︀
𝑘=1

𝑋𝑘

(︀
𝜃𝑝𝑘, ℓ̄

𝑝
𝑘−1, 𝑥0

)︀
ℓ𝑝𝑘𝑒

−𝛼𝜏𝑝
𝑘 . Áóêâîé 𝑀 áóäåì îáîçíà-

÷àòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Теорема 1. Пусть выполнено условие 1. Тогда для любых 𝑥 ∈ (𝐾1,𝐾),
𝑥0 ∈ (𝑥,𝐾) найдется управление �̄� ∈ 𝑈 такое, что для почти всех 𝜎 ∈ Σ
выполнены неравенства

𝑀
(︀
𝜙(𝜃, 𝑥)ℓ(𝜔, 𝑥)𝑒−𝛼𝜃

)︀
1 −𝑀𝑒−𝛼𝜃

6 lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑝=1

𝐻𝛼

(︀
𝜃𝑝, ℓ̄𝑝, 𝑥0) 6

𝐾 ·𝑀
(︀
ℓ(𝜔, 𝑥)𝑒−𝛼𝜃

)︀
1 −𝑀𝑒−𝛼𝜃

.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå çàäà÷à âûáîðà óïðàâëåíèÿ �̄�* ∈ 𝑈, ïðè êîòîðîì
îöåíêà ñíèçó äëÿ ñðåäíåãî äîõîäà îò èçâëå÷åíèÿ ðåñóðñà ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíîé.
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НАЧАЛЬНО-ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ТРЕХМЕРНОГО
УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО
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В работе для уравнения смешанного параболо-гиперболического типа
в прямоугольном параллелепипеде изучена начально-граничная зада-
ча. Установлен критерий единственности. Решение построено в виде
суммы ортогонального ряда. При обосновании сходимости ряда воз-
никла проблема малых знаменателей. Установлена оценка об отделен-
ности от нуля с соответствующей асимптотикой, что позволило дока-
зать сходимость ряда в классе регулярных решений и устойчивость
решения относительно граничных функций.

Ключевые слова: уравнение смешанного типа, начально-граничная за-
дача, критерий единственности, существование, ряд, малые знамена-
тели, устойчивость

Initial-boundary problem for a three-dimensional equation of a
mixed parabolic-hyperbolic type

Short abstract. In the work for the mixed parabolic-hyperbolic type equa-
tion in a rectangular parallelepiped, the initial boundary problem was
studied. The uniqueness criterion is established. The solution is con-
structed as the sum of the orthogonal series. In justifying the convergence
of the series, the problem of small denominators arose. An estimate on
separation from zero with the corresponding asymptotics is established,
which allowed us to prove the convergence of a series in the class of reg-
ular solutions and the stability of the solution with respect to boundary
functions.

Keywords: equation of mixed type, initial boundary problem, uniqueness
criterion, existence, series, small denominators, stability

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

𝐿𝑢 =

{︃
𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑏𝑢 = 0, 𝑡 > 0,

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑏𝑢 = 0, 𝑡 < 0,
(1)

â îáëàñòè
𝑄 = {(𝑥, 𝑦, 𝑡)| (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 𝑡 ∈ (−𝛼, 𝛽)},

ãäå
𝐷 = {(𝑥, 𝑦)| 0 < 𝑥 < 𝑝, 0 < 𝑦 < 𝑞},

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 17-41-020516).
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𝛼, 𝛽, 𝑝, 𝑞 � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, è 𝑏 � çàäàííîå
ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Начально-граничная задача. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡), удовлетво-
ряющую следующим условиям:

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐶1(𝑄) ∩ 𝐶2(𝑄+ ∪𝑄−); (2)

𝐿𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≡ 0, (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝑄+ ∪𝑄−; (3)

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑥=0

= 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑥=𝑝

= 0, −𝛼 6 𝑡 6 𝛽; (4)

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑦=0

= 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑦=𝑞

= 0, −𝛼 6 𝑡 6 𝛽; (5)

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑡=−𝛼 = 𝜓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, (6)

где 𝜓(𝑥, 𝑦) – заданная достаточно гладкая функция, удовлетворяющие
условиям согласования с граничными данными (4) и (5).

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à Òðèêîìè è åå àíàëîãè äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàí-
íîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè [1�3]
(ñì. áèáëèîãðàôèþ óêàçàííûõ ðàáîò) â äâóìåðíûõ îáëàñòÿõ, â êîòîðûõ
ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé "òðåóãîëüíèê" , îãðàíè÷åííûé
õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ è ëèíèåé èçìåíåíèÿ òèïà 𝑡 = 0. Â ðàáîòàõ
[4�7] èçó÷åíû àíàëîãè íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëî-
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â ïðÿìîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ.

Â äàííîé ðàáîòå óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, à ñàìî
ðåøåíèå ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì äâóìåð-
íîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ïðè îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè
ðÿäà âîçíèêàåò ïðîáëåìà ìàëûõ çíàìåíàòåëåé îò äâóõ ïåðåìåííûõ áîëåå
ñëîæíîé ñòðóêòóðû, ÷åì â ðàíåå èçâåñòíûõ ðàáîòàõ. Â ñâÿçè ñ ÷åì óñòàíîâ-
ëåíà îöåíêà îá îòäåëåííîñòè îò íóëÿ ìàëûõ çíàìåíàòåëåé, íà îñíîâàíèè
êîòîðîé äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ðÿäà ó êëàññå ôóíêöèé 𝐶2(𝑄) ïðè íåêîòî-
ðûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè 𝜓(𝑥, 𝑦), à òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè îá
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ.

Çäåñü ïðèâåäåì ðÿä ðåçóëüòàòîâ.
Теорема 1. Если существует решение задачи (2) – (6), то оно един-

ственно только тогда, когда при всех 𝑚 и 𝑛 выполнены условия

𝛿𝑚𝑛(𝛼) = cos𝜆𝑚𝑛𝛼+ 𝜆𝑚𝑛 sin𝜆𝑚𝑛𝛼 ̸= 0, (7)

где

𝜆2𝑚𝑛 = 𝑏+ 𝜋2

[︃(︂
𝑚

𝑝

)︂2

+

(︂
𝑛

𝑞

)︂2
]︃
. (8)

Îòìåòèì, ÷òî â äàëüíåéøåì â (8) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑏 = 𝜇2 > 0 (𝜇 > 0),
òàê êàê åñëè 𝑏 < 0, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðûõ íîìåðîâ 𝑛 > 𝑛0 èëè 𝑚 >
𝑚0 ïðàâàÿ ÷àñòü (8) ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ò.å. çíàê
êîýôôèöèåíòà 𝑏 íå âëèÿåò íà ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèé (7) ðåøåíèå çàäà÷è (2) � (6) ôîðìàëüíî îïðå-
äåëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦), (9)
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ãäå êîýôôèöèåíòû íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

𝑢𝑚𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜓𝑚𝑛

𝛿𝑚𝑛(𝛼)
𝑒−𝜆

2
𝑚𝑛𝑡, 𝑡 > 0,

𝜓𝑚𝑛

𝛿𝑚𝑛(𝛼)

(︁
cos𝜆𝑚𝑛𝑡− 𝜆𝑚𝑛 sin𝜆𝑚𝑛𝑡

)︁
, 𝑡 6 0,

𝜓𝑚𝑛 =

∫︁∫︁
𝐷

𝜓(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) =
2

√
𝑝𝑞

sin
𝑚𝜋𝑥

𝑝
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑞
.

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå 𝛿𝑚𝑛(𝛼) ÿâëÿåòñÿ çíàìåíàòåëåì êîýôôèöèåí-
òîâ ðÿäà (9) è ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå 𝛿𝑚𝑛(𝛼) = 0 èìååò ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî íóëåé îòíîñèòåëüíî 𝛼. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ïðîáëåìà ìà-
ëûõ çíàìåíàòåëåé îò äâóõ ïåðåìåííûõ 𝑛 è 𝑚 áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðû,
÷åì â ïëîñêîì ñëó÷àå [4�7].

Лемма 1. Пусть 𝑛 > 𝑚 и отношение 𝑞/𝑝 рационально. Если ̃︀𝛼 = 𝛼/𝑞
– произвольное положительное рациональное число, т.е. ̃︀𝛼 = 𝑟/𝑠, 𝑟, 𝑠 ∈ N,
(𝑟, 𝑠) = 1, и выполнено неравенство

𝜇(2 𝑟 𝑝 𝑞)2 + (2𝑝)2𝜋 𝑞 𝑟 𝑠 < 3𝜋2,

то существуют положительные постоянные 𝐶0 и 𝑛0 (𝑛0 ∈ N), такие,
что при всех 𝑛 > 𝑛0 и любом фиксированным 𝑚 справедлива оценка

|𝛿𝑚𝑛(̃︀𝛼)| > 𝐶0.

Теорема 2. Пусть постоянные ̃︀𝛼, 𝜇, 𝑝 = 𝑞 удовлетворяют услови-
ям леммы 1, а функция 𝜓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶6(𝐷) и 𝜓(0, 𝑦) = 𝜓𝑥𝑥(0, 𝑦) = 𝜓(𝑝, 𝑦) =
𝜓′′
𝑥𝑥(𝑝, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞, 𝜓(𝑥, 0) = 𝜓𝑦𝑦(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥, 𝑞) = 𝜓𝑦𝑦(𝑥, 𝑞) = 0,

𝜓𝑥𝑥𝑦𝑦(𝑥, 0) = 𝜓𝑥𝑥𝑦𝑦(𝑥, 𝑞) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝. Тогда, если 𝛿𝑚𝑛(̃︀𝛼) ̸= 0 при
𝑛 = 1, 𝑛0, то существует единственное решение задачи (2) – (6) и оно
определяется рядом (9).

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для решения
(9) задачи (2) – (6) справедливы оценки

‖𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐿2(𝐷) 6 𝐶1‖𝜓(𝑥, 𝑦)‖𝑊 1
2 (𝐷),

‖𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐶(𝑄) 6 𝐶2‖𝜓(𝑥, 𝑦)‖𝐶3(𝐷),

где 𝐶1 и 𝐶2 – положительные постоянные, не зависящие от функции
𝜓(𝑥, 𝑦).
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Рассмотрена линейная система с оператором дифференцирования по
направлению главной диагонали пространства временных перемен-
ных. Установлены условия существования многопериодического ре-
шения линейной системы.

Ключевые слова: линейная система, дифференциальный оператор,
матрица монодромии, мультипликатор, многопериодическое решение

Multiperiodic solution of a semi-linear 𝐷𝑒-system

We considered a linear system with differentiation operator in the direc-
tion of the main diagonal of the space of time variables. The conditions for
existence of a multiperiodic solution of the linear system are established.

Keywords: linear system, differentiation operator, monodromy matrix,
multiplier, multiperiodic solution
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó

𝐷𝑒𝑥 = 𝑃 (𝜏, 𝑡)𝑥+ 𝑓(𝜏, 𝑡) (1)

ñ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì 𝐷𝑒 = 𝜕
𝜕𝜏 +

⟨︀
𝑒, 𝜕𝜕𝑡

⟩︀
, ãäå 𝜏 ∈ (−∞,+∞) = 𝑅

è 𝑡 = (𝑡1, ..., 𝑡𝑚) ∈ 𝑅𝑚 � âðåìåííûå ïåðåìåííûå, ⟨, ⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå 𝑚-âåêòîðîâ 𝑒 = (1, ..., 1) è 𝜕

𝜕𝑡 =
(︁

𝜕
𝜕𝑡1
, ..., 𝜕

𝜕𝑡𝑚

)︁
, 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) � èñêîìàÿ

ôóíêöèÿ.
Äîïóñòèì, ÷òî ìàòðèöà 𝑃 (𝜏, 𝑡) è çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ 𝑓(𝜏, 𝑡) îáëà-

äàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

𝑃 (𝜏 + 𝜃, 𝑡+ 𝑘𝜔) = 𝑃 (𝜏, 𝑡) ∈ 𝐶
(0,𝑒)
𝜏,𝑡 (𝑅×𝑅𝑚), 𝑘 ∈ 𝑍𝑚, (2)

𝑓(𝜏 + 𝜃, 𝑡+ 𝑘𝜔) = 𝑓(𝜏, 𝑡) ∈ 𝐶
(0,𝑒)
𝜏,𝑡 (𝑅×𝑅𝑚), 𝑘 ∈ 𝑍𝑚, (3)

ãäå 𝜃 = 𝜔0, 𝜔1, ..., 𝜔𝑚 � ðàöèîíàëüíî íåñîèçìåðèìûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòî-
ÿííûå, 𝑘𝜔 = (𝑘1𝜔1, ..., 𝑘𝑚𝜔𝑚) � êðàòíûé âåêòîð-ïåðèîä, 𝑘 = (𝑘1, ..., 𝑘𝑚) ∈
𝑍𝑚, 𝑍 � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó î âûÿñíåíèè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîãîïåðèîäè÷å-
ñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1).

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñíà÷àëî èññëåäóåì óñëîâèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ ìíîãîïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû

𝐷𝑒𝑥 = 𝑃 (𝜏, 𝑡)𝑥. (4)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöàíò 𝑋(𝜏, 𝑡, 𝜎) ñèñòåìû (4) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâàìè:

𝑋(𝜏 + 𝜃, 𝑡, 𝜎) = 𝑋(𝜏, 𝑡, 𝜎)𝑋(𝜃, 𝜎, 𝜎),

𝑋(𝜏, 𝑡+ 𝑘𝜔, 𝜎 + 𝑘𝜔) = 𝑋(𝜏, 𝑡, 𝜎), 𝑘 ∈ 𝑍𝑚,

ãäå 𝜎 = 𝑡− 𝑒𝜏 .
Ìàòðèöó 𝑋(𝜃, 𝜎, 𝜎) íàçîâåì ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ìàòðèöà ìîíîäðîìèè 𝑋(𝜃, 𝜎, 𝜎) èìååò âåùåñòâåííûé ëîãàðèôì. Çíà÷èò
ìîæíî âûáðàòü çàìêíóòûé êîíòóð 𝛾, êîòîðûé áóäåò îêðóæàòü ñïåêòð ìàò-
ðèöû ìîíîäðîìèè, íî íå áóäåò îõâàòûâàòü íóëü, à çàòåì îïðåäåëèòü íà íåì
îäíîçíà÷íóþ âåòâü ln𝜆 è ïîñòðîèòü ëîãàðèôì ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ñîîò-
íîøåíèåì

ln𝑋(𝜃, 𝜎, 𝜎) = − 1

2𝜋𝑖

∮︁
ln𝜆 [𝑋(𝜃, 𝜎, 𝜎) − 𝜆𝐸]

−1
𝑑𝜆, (5)

ãäå 𝜆𝑗 = 𝜌𝑗(𝜎) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, èìåþùèå êðàòíîñòè 𝑛𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑙.
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 𝜌𝑗(𝜎), ìàòðèöàíòà 𝑋(𝜃, 𝜎, 𝜎), îïðåäåëÿåìûå âåêî-

âûì óðàâíåíèåì
det [𝜌𝐸 −𝑋(𝜃, 𝜎, 𝜎)] = 0

íàçîâåì ìóëüòèïëèêàòîðàìè ñèñòåìû (4), 𝐸 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Теорема 1. Для того чтобы система (4) при условиях (2) и (5) име-

ла нетривиальное многопериодическое решение необходимо и достаточно,
чтобы по крайной мере один из мультипликаторов её был равен единице.
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìíîãîïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ïðåäïîëî-
æèì âûïîëíåííûì óñëîâèå

det [𝑋(𝜏 + 𝜃, 𝑡, 𝜎) −𝑋(𝜏, 𝑡, 𝜎)] ̸= 0, (𝜏, 𝑡, 𝜎) ∈ 𝑅×𝑅𝑚 ×𝑅𝑚 (6)

îá îòñóòñòâèè 𝜃-ïåðèîäè÷åñêîãî ïî 𝜏 ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4), îòëè÷íîãî îò
íóëåâîãî.

Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå (6) èìååò ìåñòî åñëè âñå ìóëüòèïëèêàòîðû 𝜌(𝜎)
ñîäåðæàòñÿ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ïóñòü ìàòðèöà 𝐺(𝜏, 𝑡, 𝑠, 𝜎 + 𝑒𝑠) èìååò âèä

𝐺(𝜏, 𝑡, 𝑠, 𝜎 + 𝑒𝑠) =
[︀
𝑋−1(𝜏 + 𝜃, 𝑡, 𝜎) −𝑋−1(𝜏, 𝑡, 𝜎)

]︀−1
𝑋−1(𝑠, 𝜎 + 𝑒𝑠, 𝜎). (7)

Теорема 2. Пусть выполнены условия (2), (3), (5). Тогда при условии
(6), в частности, когда все мультипликаторы системы (4) находятся
внутри единичного круга |𝜌(𝜎)| < 1, то система (1) имеет единствен-
ное многпериодическое решение 𝑥*(𝜏, 𝑡), которое с помощью матрицы (7)
можно представить в виде

𝑥*(𝜏, 𝑡) =

𝜏+𝜃∫︁
𝜏

𝐺(𝜏, 𝑡, 𝑠, 𝜎 + 𝑒𝑠)𝑓(𝑠, 𝜎 + 𝑒𝑠) 𝑑𝑠.

Äàëåå, ìåòîäîì ñæàòûõ îòîáðàæåíèé òåîðåìà 2 îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé
ïîëóëèíåéíîé ñèñòåìû, êîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ 𝑓 íàðÿäó ñ (𝜏, 𝑡) çàâèñèò îò
èñêîìîé ôóíêöèè 𝑥.

Äîêëàä ïîñâÿùåí äàëüíåéøåìó ðàçâèòèþ ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [1-2].
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УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
СИСТЕМ ПО ЛЯПУНОВУ И ПО ПЕРРОНУ

И.Н. Сергеев
igniserg@gmail.com

УДК 517.926.4

Новое понятие устойчивости по Перрону сравнивается с классическим
понятием устойчивости по Ляпунову. Получен полный список логиче-
ских связей между ними и указаны их особенности для некоторых ти-
пов систем. Обнаружено совпадение возможностей для исследования
различных видов устойчивости по первому приближению.

Ключевые слова: устойчивость по Ляпунову, показатели Перрона, пер-
вое приближение

Lyapunov and Perron stability of solutions to differential
systems

The new concept of Perron stability is compared with the classical concept
of stability according to Lyapunov. A complete list of logical connections
between them is obtained and their features for some types of systems are
indicated. The coincidence of the possibilities in studying various types
of stability by the first approximation is found.

Keywords: Lyapunov stability, Perron exponents, first approximation

Äëÿ çàäàííîé îêðåñòíîñòè íóëÿ 𝐺 ⊂ R𝑛 ðàññìîòðèì äîïóñêàþùóþ ну-
левое решение ñèñòåìó

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑡, 0) = 0, 𝑓, 𝑓 ′𝑥 ∈ 𝐶(R+ ×𝐺), R+ ≡ [0,∞). (1)

×åðåç 𝒮𝛿(𝑓) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ непродолжаемых ненулевых
ðåøåíèé 𝑥 ñèñòåìû (1) ñ начальными условиями |𝑥(0)| < 𝛿.

Определение 1 [1, 2]. Ñêàæåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1) èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùåå перроновское свойство устойчивости:

1) устойчивость по Перрону, åñëè äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
𝛿 > 0, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå 𝑥 ∈ 𝒮𝛿(𝑓) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ

lim
𝑡→∞

|𝑥(𝑡)| < 𝜀 (2)

(åñëè ðåøåíèå îïðåäåëåíî íå íà âñåé ïîëóîñè R+, òî òðåáîâàíèå (2), êàê è
òðåáîâàíèå (3) íèæå, ñ÷èòàåì невыполненным ïî îïðåäåëåíèþ);

2) асимптотическая устойчивость по Перрону, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
𝛿 > 0, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå 𝑥 ∈ 𝒮𝛿(𝑓) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ

lim
𝑡→∞

|𝑥(𝑡)| = 0; (3)

3) неустойчивость по Перрону, åñëè íåò óñòîé÷èâîñòè ïî Ïåððîíó;

Сергеев Игорь Николаевич, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Igor Sergeev (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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4) полная неустойчивость по Перрону, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå 𝜀, 𝛿 > 0,
÷òî íè îäíî ðåøåíèå 𝑥 ∈ 𝒮𝛿(𝑓) íå óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ (2).

Определение 2 [3]. Äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûð¼õ ïåððîíîâñêèõ ñâîéñòâ
óñòîé÷èâîñòè èç îïðåäåëåíèÿ 1 óñòàíîâèì åãî ляпуновский àíàëîã: устой-
чивость, асимптотическую устойчивость, неустойчивость è полную
неустойчивость по Ляпунову, � âñå îíè ïîëó÷àþòñÿ çàìåíîé íèæíåãî ïðå-
äåëà â òðåáîâàíèÿõ (2) è (3) òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ è ñîîòâåòñòâåííî òî÷-
íûì ïðåäåëîì ñ äîáàâëåíèåì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó.

Определение 3 [3�5]. Показателями Перрона (1930) è Ляпунова (1892)
ôóíêöèè 𝑥 : R+ → R𝑛 íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíû

𝜋(𝑥) ≡ lim
𝑡→∞

1

𝑡
ln |𝑥(𝑡)|, 𝜆(𝑥) ≡ lim

𝑡→∞

1

𝑡
ln |𝑥(𝑡)|.

Ïåððîíîâñêèå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ñâÿçàíû ñ ïîêàçàòåëÿìè Ïåððîíà
аналогично òîìó, êàê ëÿïóíîâñêèå � ñ ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà.

Теорема 1 [2]. Если для некоторого 𝛿 > 0 показатели Перрона (Ляпу-
нова) всех решений 𝑥 ∈ 𝒮𝛿(𝑓) системы (1) отрицательны, то она асимп-
тотически устойчива по Перрону (соответственно по Ляпунову, правда,
при дополнительном условии её устойчивости по Ляпунову), а если поло-
жительны — то она вполне неустойчива по Перрону (по Ляпунову).

Ìåæäó ïåððîíîâñêèìè è ëÿïóíîâñêèìè ñâîéñòâàìè óñòîé÷èâîñòè èç îï-
ðåäåëåíèé 1 è 2 äåéñòâóþò åñòåñòâåííûå логические связи.

Теорема 2 [1, 2]. Любая система (1):
1) либо устойчива по Перрону (по Ляпунову), либо неустойчива;
2) если асимптотически устойчива по Перрону (по Ляпунову), то и

устойчива, а если вполне неустойчива, то и неустойчива;
3) если устойчива (асимптотически) по Ляпунову, то и по Перрону, а

если неустойчива (вполне) по Перрону, то и по Ляпунову.

Теорема 3 [2]. Любое сочетание свойств устойчивости по Перрону
и по Ляпунову, не противоречащее теореме 2, реализуется на некоторой
линейной системе

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥, sup
𝑡∈R+

‖𝐴(𝑡)‖ <∞. (4)

Íàèáîëåå содержательными ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ñî÷åòàíèÿ:
1) óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó âìåñòå ñ àñèìïòîòè÷åñêîé � ïî Ïåððîíó;
2) ïîëíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ïåððîíó (à òîãäà è ïî Ëÿïóíîâó).
Â ñëó÷àå автономной ñèñòåìû ëîãè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè

ñâîéñòâàìè óñòîé÷èâîñòè îêàçûâàþòñÿ íåñêîëüêî áîëåå æåñòêèìè [2, 6].

Теорема 4. Одномерная автономная система устойчива (асимпто-
тически) или неустойчива (вполне) по Перрону, если и только если она
устойчива (асимптотически) или неустойчива (вполне) по Ляпунову.

Теорема 5. Автономная система вполне неустойчива по Перрону, если
и только если она вполне неустойчива по Ляпунову.

Теорема 6 [7]. Существует двумерная автономная система, асимп-
тотически устойчивая по Перрону, но неустойчивая по Ляпунову.
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Â ñëó÷àå линейной ñèñòåìû âèäà (4) (ñ íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííîé
ôóíêöèåé 𝐴) ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè òàêæå èìåþò ñâîè îñîáåííîñòè [8].

Теорема 7 [1]. Линейная автономная система (4) устойчива (асимп-
тотически) или неустойчива (вполне) по Перрону, если и только если она
устойчива (асимптотически) или неустойчива (вполне) по Ляпунову.

Теорема 8 [2].Существует правильная (см. [3]) система (4), асимп-
тотически устойчивая по Перрону, но вполне неустойчивая по Ляпунову.

Îäíèì èç îñíîâíûõ методов Ляпунова ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå óñòîé÷è-
âîñòè ñèñòåìû ïî å¼ ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.

Определение 4 [3, 4]. Ïóñòü â ñèñòåìå (1) âûäåëåíà линейная ÷àñòü

𝑓(𝑡, 𝑥) ≡ 𝐴(𝑡)𝑥+ ℎ(𝑡, 𝑥), 𝐴(𝑡) ≡ 𝑓 ′𝑥(𝑡, 0), (5)

ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè равномерной малости íåëèíåéíîé äîáàâêè

sup
𝑡∈R+

|ℎ(𝑡, 𝑥)| = 𝑜(𝑥), 𝑥→ 0. (6)

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó íàçîâ¼ì å¼ первым приближе-
нием, à åñëè âñÿêàÿ ñèñòåìà (5) ñ ôèêñèðîâàííûì ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì
îáëàäàåò äàííûì ïåððîíîâñêèì èëè ëÿïóíîâñêèì ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè,
òî ñêàæåì, ÷òî ýòî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå обеспечивает äàííîå ñâîéñòâî.

Áåç òðåáîâàíèÿ ðàâíîìåðíîé ìàëîñòè äîáàâêè ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå
îêàçûâàåòñÿ бессодержательным.

Теорема 9 [9, 10]. Если в определении 4 снять условие (6), то никакое
первое приближение не сможет обеспечить ни одного из перроновских или
ляпуновских свойств устойчивости вообще.

Âñå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè, â îòëè÷èå îò ñâîéñòâ íåóñòîé÷èâîñòè, îáåñ-
ïå÷èâàþòñÿ â òî÷íîñòè одними и теми же ïåðâûìè ïðèáëèæåíèÿìè.

Теорема 10 [2, 9, 10]. Если данное первое приближение обеспечива-
ет хотя бы одно из четырёх свойств: устойчивость или асимптотиче-
скую устойчивость по Перрону или устойчивость или асимптотическую
устойчивость по Ляпунову, — то оно обеспечивает и остальные три.

Теорема 11 [9, 10]. Существует асимптотически устойчивая по Пер-
рону система (4), обеспечивающая полную неустойчивость по Ляпунову.

Теорема 12 [9, 10]. Существует не вполне неустойчивая ни по Пер-
рону, ни по Ляпунову система (4), обеспечивающая неустойчивость и по
Перрону, и по Ляпунову.
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Для уравнения смешанного параболо-гиперболического типа со сте-
пенным вырождением на линии изменения типа изучены начально-
граничная и обратная задачи по определению сомножителей правых
частей, зависящих от времени. На основе формулы решения прямой
задачи решение обратной задачи эквивалентно редуцировано к разре-
шимости нагруженных интегральных уравнений. Используя теорию
интегральных уравнений, доказаны теоремы единственности и суще-
ствования решения поставленной обратной задачи и указана явная
формула решения.

Ключевые слова: уравнение смешанного параболо-гиперболического
типа, начально-граничная задача, обратная задача, единственность,
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Boundary value problems for a degenerate equation of a mixed
parabolic-hyperbolic type

Short abstract. For the equation of a mixed parabolic-hyperbolic type
with power degeneration on the type change line, the initial-boundary
and inverse problems of determining the factors of the right-hand parts
depending on time are studied. Based on the formula for solving a direct
problem, the solution of the inverse problem is equivalently reduced to
the solvability of loaded integral equations. Using the theory of integral
equations, the theorems of uniqueness and the existence of a solution to
the inverse problem are proved and an explicit formula for the solution is
given.

Keywords: equation of mixed parabolic-hyperbolic type, initial-boundary
value problem, inverse problems, uniqueness, existence, series, small de-
nominators, integral equations.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà

𝐿𝑢 = 𝐹 (𝑥, 𝑡), (1)

çäåñü

𝐿𝑢 =

{︃
𝑡𝑛𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡,

(−𝑡)𝑚𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑡,
𝐹 (𝑥, 𝑡) =

{︃
𝑓1(𝑥)𝑔1(𝑡), 𝑡 > 0,

𝑓2(𝑥)𝑔2(𝑡), 𝑡 < 0,

â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè

𝐷 = {(𝑥, 𝑡)| 0 < 𝑥 < 𝑙, −𝛼 < 𝑡 < 𝛽},

ãäå 𝑛, 𝑚, 𝑙, 𝛼, 𝛽 � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 𝑓𝑖(𝑥),
𝑖 = 1, 2, � èçâåñòíûå ôóíêöèè è ïîñòàâèì ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Задача 1. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), удовлетворяющую следующим усло-
виям:

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝐷) ∩ 𝐶1
𝑡 (𝐷) ∩ 𝐶1

𝑥(𝐷) ∩ 𝐶2
𝑥(𝐷+) ∩ 𝐶2(𝐷−); (2)

𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 𝐹 (𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷+ ∪𝐷−; (3)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, −𝛼 6 𝑡 6 𝛽; 𝑢(𝑥,−𝛼) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑙, (4)

где 𝐹 (𝑥, 𝑡) – заданная достаточно гладкая функция, 𝐷+ = 𝐷 ∩ {𝑡 > 0},
𝐷− = 𝐷 ∩ {𝑡 < 0}.

Задача 2. Найти функции 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡), удовлетворяющие усло-
виям (2) – (4) и

𝑔1(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝛽], 𝑔2(𝑡) ∈ 𝐶[−𝛼, 0];

𝑢(𝑥0, 𝑡) = ℎ(𝑡), 0 < 𝑥0 < 𝑙, −𝛼 6 𝑡 6 𝛽,

здесь 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, ℎ(𝑡) – известные функции, 𝑥0 – заданная точка из
интервала (0, 𝑙).

Îòìåòèì, ÷òî íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à 1 äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
(1), ò.å. êîãäà 𝐹 (𝑥, 𝑡) ≡ 0 èçó÷åíà â ðàáîòàõ [1 � 3], à êîãäà 𝐹 (𝑥, 𝑡) ̸= 0 � â
ðàáîòàõ [4, 5]. Â ðàáîòàõ [6, 7] áûëè èçó÷åíû îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
(1) ïî îòûñêàíèþ ôóíêöèé 𝑢(𝑥, 𝑡) è 𝑓𝑖(𝑥), êîãäà 𝑔𝑖(𝑡) ≡ 1. À â ñòàòüÿõ [8,
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9] ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à 2 äëÿ óðàâíåíèÿ (1), êîãäà 𝑛 > 0, 𝑚 = 0 è
𝑛 = 0, 𝑚 > 0.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷åíà îáðàòíàÿ çàäà÷à 2 ïî îòûñêàíèþ ñîìíîæèòå-
ëåé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà
ñî ñòåïåííûì âûðîæäåíèåì íà ëèíèè èçìåíåíèÿ òèïà, èññëåäîâàíèå êî-
òîðîé ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïðÿìîé íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è
1. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû îðòîãîíàëüíîãî ðÿäà, ïðè
îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè êîòîðîãî âîçíèêàåò ïðîáëåìà ìàëûõ çíàìåíàòåëåé.
Â ñâÿçè ñ ÷åì, óñòàíîâëåíû îöåíêè îá îòäåëåííîñòè îò íóëÿ ìàëûõ çíàìå-
íàòåëåé ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àñèìïòîòèêîé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îáîñíîâàòü
ñõîäèìîñòü ðÿäà â êëàññå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1). Íà îñíîâå
ôîðìóëû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è 2 ýêâèâàëåíòíî
ðåäóöèðîâàíî ê ðàçðåøèìîñòè íàãðóæåííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Èñ-
ïîëüçóÿ òåîðèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå òåî-
ðåìû åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ïîñòàâëåííûõ îáðàòíûõ çà-
äà÷ è óêàçàíû ÿâíûå ôîðìóëû ðåøåíèÿ.
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О ТЕОРЕМЕ БОЛЯ–ПЕРРОНА О СУЩЕСТВОВАНИИ
ПРЕДЕЛОВ РЕШЕНИЙ ДЛЯ ГИБРИДНЫХ ЛИНЕЙНЫХ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ С

ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ
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УДК 517.977

В тезисах продолжается изучение гибридной линейной систе-
мы функционально-дифференциальных уравнений с последействи-
ем (ГЛСФДУП). Гибридность здесь понимается так: первая си-
стема уравнений по части переменных является система линей-
ных функционально-дифференциальных уравнений с последействием
(ЛФДУП), по другой части переменных — система линейных разност-
ных уравнение с последействием (ЛРУП), вторая система уравнений
по части переменных является система ЛРУП, по другой части пере-
менных — система ЛФДУП. Возникает система двух уравнений с дву-
мя неизвестными. Применен𝑊 -метод Н.В.Азбелева к двум уравнени-
ям. Изучены два модельных уравнения: одно — это система ЛФДУП,
второе — это система ЛРУП. Изучены банаховы пространства правых
частей и решений. Это пространства функций исчезающих на беско-
нечности, и другое — пространства функций, имеющий предел на бес-
конечности. Известны теоремы Боля — Перрона об асимптотической
устойчивости и о существовании пределов решений для ЛФДУП из
работ Н.В. Азбелева, Л.М. Березанского, П.М. Симонова и А.В. Чи-
стякова [1], [2]. Эти результаты были получены в статье для ЛРУП и
для ГЛСФДУП. В тезисах такие результаты получены были перено-
сом с систем ЛФДУП. В случае системы ГЛСФДУП удалось свезти к
одному уравнению в пространстве функций на полуоси (к ЛФДУП)
или свезти к одному уравнению в пространстве функций на счётном
множестве (к ЛРУП).

Ключевые слова: теорема Боля –Перрона, гибридная линейная систе-
ма функционально-дифференциальных уравнений с последействием,
метод модельных уравнений, разрешимость в парах пространств, су-
ществование пределов решений.

On a Bohl –Perron theorem on the existence of solution limits
for hybrid linear functional differential systems with aftereffect

The theses continue the study of a hybrid linear system of functional
differential equations with aftereffect (HLSFDEA). Hybridism here is un-
derstood as follows: the first system of equations with respect to a part
of the variables is a system of linear functional differential equations with
aftereffect (LFDEA), the other part of the variables is a system of linear
difference equations with aftereffect (LDEA), the second system of equa-
tions with respect to some variables is the LDEA system, for the other part
of the variables is the LFDEA system. There is a system of two equations
with two unknowns. The 𝑊 -method of N.V. Azbelev is applied to two
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equations. Two model equations are studied: one is the LFDEA system,
the other is the LDEA system. Banach spaces of right-hand sides and
solutions are studied. These are spaces of functions vanishing at infinity,
and the other is a space of functions having a limit at infinity. Known
Bohl — Perron theorems on asymptotic stability and on the existence
of the limits of solutions for LFDEA from the works of N.V. Azbelev,
L.M. Berezanskii, P.M. Simonov and A.B. Chistyakov [1], [2]. These re-
sults were obtained in an article for LDEA and for the HLSFDEA. In the
theses, such results were obtained by transfer from LFDEA systems. In
the case of the HLSFDEA system, it was possible to reduce to one equa-
tion in the space of functions on the semi-axis (to LFDEA) or to reduce
to one equation in the space of functions on the countable set (to LDEA).

Keywords: theorem of Bohl –Perron, hybrid linear system of functional
differential equations with aftereffect, method of model equations, solv-
ability in pairs of spaces, asymptotic stability, existence of the limits of
solution.

Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèåì ñòàòåé [3]�[6].
Íèæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî B ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè êîí-

ñòàíòû, à ïîäïðîñòðàíñòâî B0 íå ñîäåðæèò îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîíñòàíò.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð 𝑧(∞)=(B)- lim

𝑡→∞
𝑧(𝑡) åñòü �B-предел� ôóíêöèè

𝑧 ∈ B, åñëè ðàçíîñòü 𝑧 − 𝑧(∞) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó B0, ò.å. åñëè
lim
𝑠→∞

‖[𝑧 − 𝑧(∞)]𝑠‖B = 0.

Åñëè B = 𝐿∞, òî òîãäà 𝑧(∞) = vrai lim
𝑡→∞

𝑧(𝑡). ×åðåç B𝑙 îáîçíà÷èì ïðî-

ñòðàíñòâî ôóíêöèé 𝑧 ∈ B, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò B-ïðåäåë ñ
íîðìîé ‖𝑧‖B𝑙

= ‖𝑧‖B. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî 𝐶𝑙 òàêèõ ôóíê-
öèé 𝑥 ∈ 𝐶, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò lim

𝑡→∞
𝑥(𝑡) = 𝑥(∞) ∈ R𝑛 ñ

íîðìîé ‖𝑥‖𝐶𝑙
= ‖𝑥‖𝐶 .

Îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ ℒ0
11𝑥 = 𝑧 è ïðîñòðàíñòâà B áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
à) îïåðàòîð Êîøè 𝑊11 äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà B𝑙 â ïðîñòðàíñòâî 𝐶𝑙

è îãðàíè÷åí;
á) ñòîëáöû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû 𝑈11 ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó

𝐶𝑙.
Ýòè óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

D(ℒ0
11,B𝑙) ⊂ 𝐶𝑙. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ìàòðèöà 𝑈11 èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë 𝑈11(∞) = lim
𝑡→∞

𝑈11(𝑡).

Èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå D(ℒ0
11,B) ⊂ C.

Çäåñü ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî b ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè êîíñòàí-
òû, à ïîäïðîñòðàíñòâî b0 íå ñîäåðæèò îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîíñòàíò. ×åðåç
b𝑙 îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé 𝑔 ∈ b, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò b-ïðåäåë 𝑔(∞) ñ íîðìîé ‖𝑔‖b𝑙=‖𝑔‖b.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîñòðàíñòâî b𝑙 ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé 𝑔 ∈ b, ñòðå-
ìÿùèõñÿ ïðè 𝑛 → ∞, 𝑛 ∈ N, ïðåäåëó 𝑔(∞) ïî ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà b,
ïðè÷åì íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî b𝑙 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
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ïðîñòðàíñòâà b è ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ïî íîðìå || · ||b ëèíåéíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ âñåõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé 𝑔 ∈ b è ôóíêöèé êîíñòàíò. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿåì ïðîñòðàíñòâî b𝑙0.

Âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâà b è ìîäåëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ℒ0

22𝑦 = 𝑢 âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
a) îïåðàòîð Êîøè𝑊22 äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà b𝑙 â ïðîñòðàíñòâî ℓ𝑙∞0

è îãðàíè÷åí;
á) ñòîëáöû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû 𝑈22 óðàâíåíèÿ ℒ0

22𝑦 = 0 ïðèíàä-
ëåæàò ïðîñòðàíñòâó ℓ𝑙∞0.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå D(ℒ0
22,b

𝑙) ⊂ ℓ𝑙∞0 è
ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ lim

𝑛→∞
𝑦(𝑛) = lim

𝑛→∞
𝑦[𝑛] = 𝑦(∞) âñåõ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ ℒ0
22𝑦 = 𝑔 â ñëó÷àå 𝑔 ∈ b𝑙.

Èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå D(ℒ0
22,b) ⊂ ℓ∞0.

Ñôîðìóëèðóåì ðàñïðîñòðàíåíèå òåîðåìû Áîëÿ � Ïåððîíà íà óðàâíåíèå
ℒ{𝑥, 𝑦} = {𝑓, 𝑔}.

Теорема. Операторы ℒ12 : D(ℒ0
22,b) → B, ℒ21 : D(ℒ0

11,B) → b дей-
ствуют и ограничен, причем ℒ12(D(ℒ0

22,b
𝑙)) ⊂ B𝑙, ℒ21(D(ℒ0

11,B𝑙)) ⊂ b𝑙.
Пусть уравнение ℒ11𝑥 = 𝑓 D(ℒ0

11,B)−устойчиво и уравнение ℒ22𝑦 = 𝑔
D(ℒ0

22,b)−устойчиво, а операторы ℒ11 : D(ℒ11) → 𝐿, ℒ22 : D(ℒ22) → ℓ
действует из пространства D(ℒ0

11,B𝑙) и D(ℒ0
22,b

𝑙) в пространства B𝑙 и
b𝑙 и ограничены. Пусть, далее, уравнение ℒ1𝑥 = (ℒ11 − ℒ12𝒞22ℒ21)𝑥 = 𝑓1
D(ℒ0

11,B)−устойчиво и оператор ℒ1𝑊11 : B𝑙 → B𝑙 ограничен. Или, пусть
уравнение ℒ2𝑥 = (ℒ22 − ℒ21𝒞11ℒ12)𝑦 = 𝑔1 D(ℒ0

11,b)−устойчиво и опера-
тор ℒ2𝑊22 : b𝑙 → b𝑙 ограничен. Тогда уравнение ℒ{𝑥, 𝑦} = col{𝑓, 𝑔} будет
D(ℒ0,B𝑙 × b𝑙)−устойчивым.
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УДК 517.95

Необходимость теории операторов преобразования доказана большим
числом ее приложений. Особую роль методы операторов преобразова-
ния играют в теории дифференциальных уравнений различных типов.
В докладе будут изложены результаты, полученные в этом направле-
нии в последние годы.

Ключевые слова: операторы преобразования, интегральные преобра-
зования, специальные функции, композиционный метод

On composition method in transmutation theory

The importance of transmutation theory is demonstrated by many appli-
cations. The most valuable its role is in differential equations theory. In
the report the results will be considered in transmutation theory which
were stated recently.

Keywords: transmutations, integral transforms, special functions, compo-
sition method

Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ìîíîãðàôèé [1] è [2],
ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçëîæåí êîìïîçèöèîííûé ìåòîä îïåðàòîðîâ
ïðåîáðàçîâàíèé. Ìîíîãðàôèÿ [1] ñîñòàâëåíà èç äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Âà-
ëåðèÿ Âÿ÷åñëàâîâè÷à Êàòðàõîâà (1949�2010) è ÷àñòè äîêòîðñêîé äèññåðòà-
öèè Ñ.Ì.Ñèòíèêà, çàùèù¼ííîé â 2016 ã. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáà àâòîðà,
ó÷èòåëü è åãî ó÷åíèê, ïðèíàäëåæàò øêîëå èçâåñòíîãî âîðîíåæñêîãî ìàòå-
ìàòèêà Èâàíà Àëåêñàíäðîâè÷à Êèïðèÿíîâà, ïîëó÷èâøåãî ôóíäàìåíòàëü-
íûå ðåçóëüòàòû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ
ïî îäíîé èëè ÷àñòè ïåðåìåííûõ.

Èçëîæèì áîëåå ïîäðîáíî ñîäåðæàíèå [1]. Ìîíîãðàôèÿ ïîñâÿùåíà ïðè-
ëîæåíèÿì ìåòîäà îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ê èññëåäîâàíèþ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýôôèöèåíòàõ. Îñîáîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îïåðà-
òîðàìè Áåññåëÿ. Ìîíîãðàôèÿ ñîäåðæèò ïîäðîáíîå ââåäåíèå â òåîðèþ îïå-
ðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ è äîñòàòî÷íî îáøèðíûé ñïèñîê ëèòåðàòóðû.

Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ õîðîøî ðàçðàáîòàííûì ñà-
ìîñòîÿòåëüíûì ðàçäåëîì ìàòåìàòèêè. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ýòó òåîðèþ è
å¼ ïðèëîæåíèÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-
ìè âíåñëè ðàáîòû âîðîíåæñêîãî ìàòåìàòèêà Âàëåðèÿ Âÿ÷åñëàâîâè÷à Êà-
òðàõîâà. Ê ÷èñëó âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ Â.Â. Êàòðàõîâà ñëåäóåò îòíåñòè èñ-
ñëåäîâàíèå âåñîâûõ è ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé è ñèñòåì ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè îïåðàòîðîâ
ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ситник Сергей Михайлович, д.ф.-м.н., доцент, Белгородский государственный уни-
верситет (Белгород, Россия); Sergei Sitnik (Belgorod State University, Belgorod, Russia)
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Îñîáî ñëåäóåò âûäåëèòü ââåä¼ííûé Â.Â. Êàòðàõîâûì íîâûé êëàññ êðà-
åâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, ðåøåíèÿ êîòîðîãî ìîãóò èìåòü ñóùå-
ñòâåííûå îñîáåííîñòè. Íà îñíîâå ââåä¼ííîãî èì íîâîãî êëàññà îïåðàòîðîâ
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåìûõ èç èçâåñòíûõ îïåðàòîðîâ Ñîíèíà è Ïóàññîíà
êîìïîçèöèÿìè ñ äðîáíûìè èíòåãðàëàìè Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ, Â.Â. Êàòðàõî-
âûì áûëè ââåäåíû ñïåöèàëüíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæà-
ùèå ôóíêöèè ñ ñóùåñòâåííûìè îñîáåííîñòÿìè, äîêàçàíû äëÿ íèõ òåîðåìû
âëîæåíèÿ, ïðÿìûå è îáðàòíûå òåîðåìû î ñëåäàõ. Äëÿ ôóíêöèé áåç îñîáåí-
íîñòåé óêàçàííûå ïðîñòðàíñòâà ñâîäÿòñÿ ê ïðîñòðàíñòâàì Ñ.Ë. Ñîáîëåâà,
òàêèì îáðàçîì ÿâëÿÿñü èõ ïðÿìûìè îáîáùåíèÿìè. Äëÿ êîððåêòíîñòè çàäà÷
ñ ñóùåñòâåííûìè îñîáåííîñòÿìè Â.Â. Êàòðàõîâûì áûëî ïðåäëîæåíî íîâîå
åñòåñòâåííîå êðàåâîå óñëîâèå âî âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè, êîòîðîå çàêëþ-
÷àåòñÿ â çàäàíèè ïðåäåëà ñâ¼ðòêè ðåøåíèÿ ñ íåêîòîðûì ñãëàæèâàþùèì
ÿäðîì òèïà ÿäðà Ïóàññîíà. Ìû ïðåäëàãàåì íàçûâàòü ýòî íîâîå êðàåâîå
óñëîâèå ¾K-ñëåäîì¿ â ÷åñòü Â.Â. Êàòðàõîâà, êîòîðûé ââ¼ë ýòî óñëîâèå è
ïîäðîáíî èçó÷èë êðàåâûå çàäà÷è ñ íèì. Â òåðìèíàõ ¾K-ñëåäà¿ ïîëó÷àåòñÿ
ïîëíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ âíóòðåííåé îñîáîé
òî÷êîé, â òîì ÷èñëå äëÿ ðåøåíèé ñ ñóùåñòâåííûìè îñîáåííîñòÿìè â ýòîé
òî÷êå. Äëÿ äàííîé çàäà÷è â óêàçàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Â.
Â. Êàòðàõîâûì áûëà äîêàçàíà êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè. Ýòîò ðåçóëüòàò
îáîáùàåò òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êëàññàõ Ñ.
Ë. Ñîáîëåâà äëÿ ãëàäêèõ ðåøåíèé áåç îñîáåííîñòåé. Êðîìå òîãî, â ïîñëåäó-
þùèõ ðàáîòàõ Â. Â. Êàòðàõîâà ñ ñîàâòîðàìè áûëè ðàññìîòðåíû îáîáùåíèÿ
íîâûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ è ñèíãóëÿðíûì
ïîòåíöèàëîì, äëÿ îáëàñòåé â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîáà÷åâñêîãî è ñëó÷àÿ óãëîâûõ
òî÷åê íà ãðàíèöå îáëàñòè.

Ïðèâåä¼ì ñîäåðæàíèå êíèãè ïî ãëàâàì.
Ãëàâà 1. Ââåäåíèå (èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàí-

ñòâà, ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ).
Ãëàâà 2. Îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñîíèíà�Ïóàññîíà�Äåëüñàðòà è èõ

ìîäèôèêàöèè.
Ãëàâà 3. Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà�Ýðäåéè.
Ãëàâà 4. Îáùèå âåñîâûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé.
Ãëàâà 5. Íîâûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ îñîáåííîñòÿìè

â èçîëèðîâàííûõ òî÷êàõ.
Ãëàâà 6. Êîìïîçèöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñïëåòàþùèõ ñîîòíîøåíèé

ìåæäó ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýô-
ôèöèåíòàõ.

Ãëàâà 7. Ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ê îöåíêàì ðå-
øåíèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè
è çàäà÷å Å.Ì. Ëàíäèñà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû â [1] ñîäåðæèò îêîëî 650 ññûëîê.
Â ìîíîãðàôèè [2] èçëàãàþòñÿ êàê èçâåñòíûå, òàê è íåäàâíî ïî-

ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåé ñîáîé ïîëíîñòüþ îôîðìèâøèéñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûé ðàçäåë ìàòåìàòè-
êè, íàõîäÿùèéñÿ íà ñòûêå äèôôåðåíöèàëüíûõ, èíòåãðàëüíûõ è èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ôóíê-
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öèé, êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé è äðîáíîãî
èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ è çàäà÷ ðàññåÿíèÿ.
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РАЗРЕШИМОСТЬ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ
ИСТОЧНИКА С КОМПАКТНЫМ НОСИТЕЛЕМ В

УРАВНЕНИИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
В.В. Соловьев

soloviev.vyacheslav@gmail.com

УДК 517.95

Рассматривается обратная задача определения источника в уравнении
теплопроводности для случая первой краевой задачи в одномерном
случае. В качестве дополнительной информации о решении прямой
задачи (переопределении) предполагается известным след её решения
в финальный момент времени на некотором отрезке. Получены до-
статочные условия существования единственного решения обратной
задачи. Рассмотрение задачи проводится в классах функций удовле-
творяющих условиям Гёльдера.

Ключевые слова: обратная задача, уравнение теплопроводности, пе-
реопределение.

Solvabiliti of the inverse problem of finding source with
compact support in the heat equation.

The inverse problem of source determination for the heat equation in case
of the first boundary problem in one dimensional case is studied. The
trace of the solution to the direct problem on a segment in the last time
is used as additional information (overdetermination) about this solution.
Existance and uniqueness therems for the solution to the inverse problem
are proved. The inverse problems are considered in the class of smooth
functions with the derivatives satisfying the Holder condition.

Keywords: inverse problem, heat equation, overdetermination

Соловьев Вячеслав Викторович, д.ф.-м.н., профессор, Национальный исследователь-
ский ядерный университет «МИФИ» (Москва, Россия); Vyacheslav Solov’ev (National
Research Nuclear University «MIPhI», Moscow, Russia)
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Ïóñòü 𝑇 > 0, 𝑙 > 0, 0 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑙, 0 < 𝛼 < 1- ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà,
Ω𝑇 = (0, 𝑙) × (0, 𝑇 ]- ïðÿìîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ (𝑥, 𝑡). Â ïðÿ-
ìîóãîëüíèêå Ω𝑇 = [0, 𝑙] × [0, 𝑇 ] ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ
ïàðû ôóíêöèé (𝑢, 𝑓) èç óñëîâèé:

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥)ℎ(𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , (1)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙], 𝑢(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (2)

𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜒(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. (3)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå (1) ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) ìîæåò
áûòü îòëè÷íîé îò íóëÿ òîëüêî íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏], òî åñòü íîñèòåëü ýòîé
ôóíêöèè ïðèíàäëåæèò ýòîìó îòðåçêó. Îïðåäåëèì ïðÿìîóãîëüíèêè 𝑃𝑇 =
[𝑎, 𝑏] × (0, 𝑇 ], 𝑄𝑇 = [0, 𝑎] × (0, 𝑇 ] ∪ [𝑏, 𝑙] × (0, 𝑇 ]. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé:

𝑈(Ω𝑇 ) = {𝑢 ∈ 𝐶(Ω𝑇 ) : 𝑢 ∈ 𝐶1,0
𝑥,𝑡 (Ω𝑇 ) ∩ 𝐶2+𝛼,1+𝛼/2(𝑃𝑇 ) ∩ 𝐶2+𝛼,1+𝛼/2(𝑄𝑇 )}.

Òàê êàê äàííîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì ïðè èçó-
÷åíèè çàäà÷ (1)-(2) òî, ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà, òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ì
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (1)-(2) â ýòîì êëàññå ôóíêöèé.

Теорема 1. Пусть справедливы условия ℎ, ℎ𝑡 ∈ 𝐶𝛼,𝛼/2(Ω𝑇 ), 𝑓 ∈ 𝐶𝛼[𝑎, 𝑏].
Тогда прямая задача (1)-(2), для любых функций 𝜇1, 𝜇2 ∈ 𝐶[0, 𝑇 ], 𝜙 ∈ 𝐶[0, 𝑙],
удовлетворяющих условиям согласования 𝜇1(0) = 𝜙(0), 𝜇2(0) = 𝜙(𝑙), имеет
единственное решение в классе функций 𝑈(Ω𝑇 ).

Ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è (1)-(3) áóäåì íàçûâàòü ïàðó ôóíêöèé (𝑢, 𝑓) ∈
𝑈(Ω𝑇 ) × 𝐶𝛼[𝑎, 𝑏] óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (1)-(3).

Теорема 2. Пусть справедливы условия ℎ, ℎ𝑡 ∈ 𝐶𝛼,𝛼/2(Ω𝑇 ),
ℎ(𝑥, 𝑡)ℎ𝑡(𝑥, 𝑡) > 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 . Тогда обратная задача (1)-(3) не может
иметь двух различных решений в том и только в тои случае, когда отре-
зок [𝑎, 𝑏] принадлежит носителю функции ℎ(𝑥, 𝑇 ). Если, дополнительно к
этим условиям на функцию ℎ, выполнено неравенство |ℎ(𝑥, 𝑇 )| > ℎ𝑇 > 0,
то обратная задача (1)-(3) имеет единственное решение для любых функ-
ций 𝜇1, 𝜇2 ∈ 𝐶[0, 𝑇 ], 𝜙 ∈ 𝐶[0, 𝑙], 𝜒 ∈ 𝐶2[𝑎, 𝑏] удовлетворяющих условиям
согласования.
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О НЕКОТОРЫХ НЕЛОКАЛЬНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ
С ГРАНИЧНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ ДРОБНОГО ПОРЯДКА

Б.Х. Турметов
turmetovbh@mail.ru

УДК 517.956

В настоящей работе исследуются вопросы разрешимости некоторых
нелокальных краевых задач для полигармонического уравнения. В
качестве граничных операторов рассматриваются операторы дробно-
го дифференцирования типа Адамара. Доказаны теоремы о существо-
вания и единственности решения исследуемых задач.

Ключевые слова: дробная производная, нелокальная задача, ортого-
нальная матрица, полигармоническое уравнение

On some nonlocal boundary value problems with
fractional-order boundary operators

In this paper, we study the solvability of some non-local boundary value
problems for a polyharmonic equation. Fractional differentiation opera-
tors of the Hadamard type are considered as boundary operators. The
theorems on the existence and uniqueness of the solution of the studied
problems are proved.

Keywords: fractional derivative, nonlocal problem, orthogonal matrix,
polyharmonic equation

Ïóñòü Ω = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑥| < 1} � åäèíè÷íûé øàð, 𝑛 > 2, 𝜕Ω � åäèíè÷íàÿ
ñôåðà, 𝑢(𝑥) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ â Ω, 𝑟 = |𝑥|, 𝜃 = 𝑥

𝑟 , 𝛿 = 𝑟 𝑑𝑑𝑟 è 𝜇 > 0.
Ââåäåì îïåðàòîðû òèïà Àäàìàðà [1]:

𝐽𝛼𝜇 [𝑢](𝑥) =
𝑟−𝜇

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑟

0

(︁
ln
𝑟

𝜏

)︁𝛼−1

𝜏𝜇−1𝑢(𝜏𝜃)𝑑𝜏, 𝛼 > 0,

𝐷𝛼
𝜇 [𝑢](𝑥) = 𝑟−𝜇𝐽𝑝−𝛼0 [𝛿𝑝[𝑟𝜇𝑢]] (𝑥), 𝑝− 1 < 𝛼 6 𝑝, 𝑝 > 1.

Ïóñòü 𝑆 - äåéñòâèòåëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà 𝑆𝑆𝑇 = 𝐸. Ïðåäïîëî-
æèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå 𝑙 ∈ 𝑁 ÷òî 𝑆𝑙 = 𝐸.

Ïóñòü 0 < 𝛼 6 1. Ðàññìîòðèì â îáëàñòè Ω ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

(−∆)𝑚𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (1)

𝐷𝛼+𝑘
𝜇 𝑢(𝑥) + 𝑎𝑘𝐷

𝛼+𝑘
𝜇 𝑢(𝑆𝑥) = 𝑔𝑘(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚− 1. (2)

Ðåøåíèåì çàäà÷è (1),(2) íàçîâåì ôóíêöèþ 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶2𝑚(Ω) ∩ 𝐶(Ω̄), äëÿ
êîòîðîé 𝐷𝛼+𝑘

𝜇 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶(Ω̄), 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì
(1),(2) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта МОН РК (проект №
AP05131268).

Турметов Батирхан Худайбергенович, д.ф.-м.н., профессор, Международный
казахско-турецкий университет имени А.Ясави (Туркестан, Казахстан) Batirkhan
Turmetov (A. Yasawi International Kazakh-Turkish University, Turkistan, Kazakhstan)
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Çàäà÷à (1),(2) â ñëó÷àå 𝜇 > 0 ÿâëÿåòñÿ íåëîêàëüíûì àíàëîãîì çàäà÷è
Ðîáåíà, à â ñëó÷àå 𝜇 = 0 íåëîêàëüíûì àíàëîãîì çàäà÷è Íåéìàíà. Ïðè
𝑎𝑘 = 0, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚− 1 äàííàÿ çàäà÷à èçó÷åíà â ðàáîòå [2].

Теорема 1. Пусть 𝜇 > 0, 𝑎𝑙𝑘 ̸= ±1, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1, 0 < 𝜆 < 1 и
𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+1(Ω̄), 𝑔𝑘(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑚−1−𝑘(𝜕Ω), 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1. Тогда решение
задачи (1),(2) существут и единственно.

Ïóñòü

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 ... 1
0 2 4 ... 2(𝑚− 1)

0 22 42 ... [2(𝑚− 1)]
2

...
...

... · · ·
...

0 2𝑚−1 4𝑚−1 ... [2(𝑚− 1)]
𝑚−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

×åðåç ∆𝑗 , 𝑗 = 0, ...,𝑚−1, îáîçíà÷èì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé
èç ìàòðèöû 𝐴 óäàëåíèåì ïåðâîãî ñòîëáöà è ñòðîêè (𝑗 + 1). Â ÷àñòíîñòè,
∆0 = |𝐴| = 𝑑𝑒𝑡𝐴. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî |𝐴| ≠ 0.

Теорема 2. Пусть 𝜇 = 0, 0 < 𝛼 6 1, 𝑎𝑙𝑘 ̸= ±1, 0 < 𝜆 < 1 и 𝑓(𝑥) ∈
𝐶𝜆+1(Ω̄), 𝑔𝑘(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑚−1−𝑘(𝜕Ω), 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1. Тогда для существова-
ния решения задачи (1),(2) необходимо и достаточно выполнения условия∫︁

𝜕Ω

(︀
1 − |𝑥|2

)︀𝑚−1
𝑓1−𝛼(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘,𝑚

∫︁
𝜕Ω

𝑔𝑘−1(𝑥)𝑑𝑆𝑥

где

𝑓1−𝛼(𝑥) = 𝐽1−𝛼
2𝑚 [𝑓 ](𝑥), 𝑐𝑘,𝑚 = (−1)𝑘+1∆𝑘

4𝑚−1((𝑚− 1)!)2

(1 + 𝑎𝑘)|𝐴|
.

Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî.

Â ñëó÷àå 𝛼 = 1 èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [3] óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è (1),(2) ìîæíî óòî÷íèòü.

Теорема 3. Ïóñòü 𝛼 = 1, 𝜇 = 0, 𝑎𝑙𝑘 ̸= ±1, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1, 0 < 𝜆 < 1 è
𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+1(Ω̄), 𝑔𝑘−1(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑚−1−𝑘(𝜕Ω), 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1. Òîãäà äëÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),(2) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ ∫︁

Ω

(︀
1 − |𝑥|2

)︀𝑚−1

(2𝑚− 2)!!
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

=

∫︁
𝜕Ω

𝑚∑︁
𝑘=1

(−1)
𝑘+1

(︂
2𝑚− 𝑘 − 1
𝑘 − 1

)︂
(2𝑚− 2𝑘 − 1)!!

1 + 𝑎𝑘
𝑔𝑘−1(𝑥) 𝑑𝑆𝑥.

Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî.
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ЗАДАЧА ТИПА ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ В
ПОЛУБЕСКОНЕЧНОМ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДЕ ДЛЯ

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С ТРЕМЯ
СИНГУЛЯРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

А.К. Уринов, К.Т. Каримов
urinovak@mail.ru, karimovk80@mail.ru

УДК 517.518

Краткая аннотация. Для трехмерного эллиптического уравнения с
тремя сингулярными коэффициентами в полубесконечном параллеле-
пипеде исследована краевая задача типа задачи Дирихле. Единствен-
ность и существование решения задачи, доказана с использованием
метода спектрального анализа.

Ключевые слова: сингулярный коэффициент, полубесконечный парал-
лелепипед, спектральный метод.

The problem of the type Dirichlet problem in a semi-infinite
parallelepiped for an elliptic equation with three singular

coefficients

Short abstract. For a three-dimensional elliptic equation with three singu-
lar coefficients in a semi-infinite parallelepiped, a problem of the Dirichlet
problem type was investigated. The uniqueness and existence of the so-
lution of the problem is proved using the method of spectral analysis.

Keywords: singular coefficient, semi-infinite parallelepiped, spectral
method.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå òðåõìåðíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ òðåìÿ
ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè

𝐿𝑢 ≡ 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧 +
2𝛼

𝑥
𝑢𝑥 +

2𝛽

𝑦
𝑢𝑦 +

2𝛾

𝑧
𝑢𝑧 = 0 (1)

â îáëàñòè Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝑥 ∈ (0, 𝑎) , 𝑦 ∈ (0,+∞) , 𝑧 ∈ (0, 𝑐)} , ãäå
𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑎, 𝑐 ∈ 𝑅, ïðè÷åì 𝛼, 𝛽, 𝛾 < 1/2, 𝑎 > 0, 𝑐 > 0; 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑧)−
íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 𝐷∞. Íàéòè ôóíêöèþ 𝑢 ∈ 𝐶 ([0, 𝑎] × [0,∞) × [0, 𝑐]) ∩ 𝐶2 (Ω) , óäî-
âëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) â îáëàñòè Ω è êðàåâûì óñëîâèÿì

𝑢 (0, 𝑦, 𝑧) = 0, 𝑢 (𝑎, 𝑦, 𝑧) = 0, 0 6 𝑦 <∞, 0 6 𝑧 6 𝑐;

𝑢 (𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑎, 0 6 𝑦 <∞;

𝑢 (𝑥, 0, 𝑧) = 𝑓 (𝑥, 𝑧) , lim
𝑦→∞

𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑎, 0 6 𝑧 6 𝑐,

ãäå 𝑓 (𝑥, 𝑧)− çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Â ðàáîòå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Теорема. Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑓 (𝑥, 𝑧) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

𝑓 (0, 𝑧) = 𝑓 (𝑎, 𝑧) = 𝑓 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥, 𝑐) = 0,

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑧

[︀
𝑥2𝛼𝑧2𝛾𝑓𝑥𝑧 (𝑥, 𝑧)

]︀
∈ 𝐶 ([0, 𝑎] × [0, 𝑏]) ,

lim
𝑥→0

𝑥2𝛼
𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑥2𝛼𝑓𝑥 (𝑥, 𝑧)

]︀
= lim
𝑥→𝑎

𝜕

𝑥2𝛼𝜕𝑥

[︀
𝑥2𝛼𝑓𝑥 (𝑥, 𝑧)

]︀
= 0,

lim
𝑧→0

𝜕

𝑧2𝛾𝜕𝑧

[︀
𝑧2𝛾𝑓𝑧 (𝑥, 𝑧)

]︀
= lim
𝑧→𝑐

𝜕

𝑧2𝛾𝜕𝑧

[︀
𝑧2𝛾𝑓𝑧 (𝑥, 𝑧)

]︀
= 0.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è 𝐷∞ ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé

𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

∞∑︁
𝑚=1

𝑥1/2−𝛼𝑧1/2−𝛾𝐽1/2−𝛼

(︁𝜎𝑛𝑥
𝑎

)︁
𝐽1/2−𝛾

(︂
𝛿𝑛𝑚𝑧

𝑐

)︂
×

×�̄�1/2−𝛽

(︁√︀
𝜆𝑛𝑚𝑦

)︁
𝑓𝑛𝑚,

ãäå 𝐽𝑙 (𝑥)− ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà 𝑙 ïåðâîãî ðîäà,

𝑓𝑛𝑚 =
4

𝐽2
3/2−𝛼 (𝜎𝑛) 𝐽2

3/2−𝛾 (𝛿𝑛𝑚)

𝑐∫︁
0

𝑎∫︁
0

𝑓 (𝑥, 𝑧)𝑥2𝛼𝑋𝑛 (𝑥) 𝑧2𝛾𝑍𝑛𝑚 (𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑧,

𝑋𝑛 (𝑥) = 𝑥1/2−𝛼𝐽1/2−𝛼 (𝜎𝑛𝑥/𝑎) , 𝑛 ∈ 𝑁,

𝑍𝑛𝑚 (𝑧) = 𝑧1/2−𝛾𝐽1/2−𝛾 (𝛿𝑛𝑚𝑧/𝑐) , 𝑛,𝑚 ∈ 𝑁,

𝜎𝑛 è 𝛿𝑛𝑚− çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïîëîæèòåëü-
íûå íóëè ôóíêöèé 𝐽1/2−𝛼 (𝑥) è 𝐽1/2−𝛾 (𝑧) ñîîòâåòñòâåííî; �̄�𝜈 (𝑧) =
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21−𝜈𝑧𝜈𝐾𝜈 (𝑧) /Γ (𝜈) , 𝜈 > 0[2]; Γ (𝑥)− Ãàììà ôóíêöèÿ Ýéëåðà, 𝐾𝑙(𝑥)− ôóíê-
öèÿ Ìàêäîíàëüäà [1].
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПЕРВОГО
СОБСТВЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ ЗАДАЧИ РОБЕНА

А.В. Филиновский
flnv@yandex.com

УДК 517.956.226, 517.956.227

Изучается поведение первого собственного значения краевой задачи
Робена Δ𝑢 + 𝜆𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝜕𝑢

𝜕𝜈
+ 𝛼𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Γ, в ограниченной об-

ласти Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 2, с гладкой границей Γ (𝜈 – единичный вектор
внешней нормали к 𝜕Ω, 𝛼 — вещественный параметр). Устанавлива-
ется асимптотическое разложение первого собственного значения по
степеням спектрального параметра при 𝛼→ +∞. Доказываются так-
же двусторонние оценки разности собственных функций задач Робена
и Дирихле.

Ключевые слова: оператор Лапласа, задача Робена, собственные зна-
чения, собственные функции, параметр, асимптотическое разложение,
двусторонние оценки

Asymptotic representation for the first eigenvalue of the Robin
problem

We study the behavior of first eigenvalue of the Robin boundary value
problem Δ𝑢+ 𝜆𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝜕𝑢

𝜕𝜈
+ 𝛼𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Γ, where Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 2,

is a bounded domain with smooth boundary Γ, 𝜈 is the outward unit
normal vector to 𝜕Ω, 𝛼 is a real parameter. We obtain the power-type
asymptotic expansion to the first eigenvalue of this problem for 𝛼→ +∞.
Also we prove two-side estimates to the difference between Robin and
Dirichlet eigenfunctions.

Keywords: Laplace operator, Robin problem, eigenvalues, eigenfunctions,
asymptotic expansion, two-side estimates
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è Ðîáåíà

∆𝑢+ 𝜆𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω, (1)(︁𝜕𝑢
𝜕𝜈

+ 𝛼𝑢
)︁⃒⃒⃒⃒
𝑥∈Γ

= 0, 𝛼 ∈ R, (2)

è Äèðèõëå
∆𝑢+ 𝜆𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω, (3)

𝑢|𝑥∈Γ = 0, (4)

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 2, ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ, 𝜈 � åäèíè÷íûé
âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜆𝑅1 (𝛼) ïåðâîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå çàäà÷è Ðîáåíà (1) � (2), à ÷åðåç 𝜆𝐷1 � ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
çàäà÷è Äèðèõëå (3) � (4). Â ðàáîòàõ [1] � [3] áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî:

𝜆𝑅1 (𝛼) = 𝜆𝐷1 −
∫︁
Γ

(︂
𝜕𝑢𝐷1
𝜕𝜈

)︂2

𝑑𝑠
1

𝛼
+ 𝑜

(︂
1

𝛼

)︂
, 𝛼→ +∞, (5)

ãäå 𝑢𝐷1 (𝑥) � íîðìèðîâàííàÿ â 𝐿2(Ω) ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è
Äèðèõëå (3) � (4).

Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω), 𝑔 ∈ 𝐻1/2(Γ) и выполняется равенство∫︁
Ω

𝑢𝐷1 𝑓𝑑𝑥+

∫︁
Γ

𝜕𝑢𝐷1
𝜕𝜈

𝑔𝑑𝑠 = 0.

Тогда существует единственное обобщенное решение 𝑣 ∈ 𝐻1(Ω) краевой
задачи

∆𝑣 + 𝜆𝐷1 𝑣 = 𝑓, 𝑥 ∈ Ω, (6)

𝑣|𝑥∈Γ = 𝑔, (7)

удовлетворяющее условию ∫︁
Ω

𝑣𝑢𝐷1 𝑑𝑥 = 0, (8)

и для него имеет место оценка

‖𝑣‖𝐻1(Ω) 6 𝐶1

(︀
‖𝑓‖𝐿2(Ω) + ‖𝑔‖𝐻1/2(Γ)

)︀
.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå,
óòî÷íÿþùåå (5).

Теорема 2. Для собственного значения 𝜆𝑅1 справедливо асимптотиче-
ское представление

𝜆𝑅1 (𝛼) = 𝜆𝐷1 −
∫︁
Γ

(︂
𝜕𝑢𝐷1
𝜕𝜈

)︂2

𝑑𝑠
1

𝛼
−
∫︁
Γ

𝜕𝑢𝐷1
𝜕𝜈

𝜕𝑣

𝜕𝜈
𝑑𝑠

1

𝛼2
+ 𝑜

(︂
1

𝛼2

)︂
, (9)
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𝛼→ +∞,

где 𝑣 – обобщенное решение краевой задачи

∆𝑣 + 𝜆𝐷1 𝑣 =

∫︁
Γ

(︂
𝜕𝑢𝐷1
𝜕𝜈

)︂2

𝑑𝑠 𝑢𝐷1 , 𝑥 ∈ Ω,

𝑣|𝑥∈Γ = −𝜕𝑢
𝐷
1

𝜕𝜈
,

удовлетворяющее условию (8).

Òàê êàê ïîâåðõíîñòü Γ ãëàäêàÿ, òî âñå âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü ôîð-
ìóëû (9) èíòåãðàëû èìåþò ñìûñë (ñì., íàïðèìåð, [5], òåîðåìà 7.1.3).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {𝜆𝑅𝑘 (𝛼)}∞𝑘=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
çàäà÷è Ðîáåíà, à ÷åðåç {𝜆𝐷𝑘 }∞𝑘=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé çàäà÷è Äèðèõëå ∆𝑢 + 𝜆𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Γ. Ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ñ÷èòàåì çàíóìåðîâàííûìè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñ ó÷åòîì êðà-
òíîñòåé. Ïóñòü {𝑢𝑅𝑘,𝛼}∞𝑘=1 è {𝑢𝐷𝑘 }∞𝑘=1 � ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå
(â 𝐿2(Ω)) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷ Ðîáåíà è Äèðè-
õëå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑚(𝜆) êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ 𝜆. Äëÿ âñåõ
𝛼 ∈ 𝑅 áóäåì ïîëàãàòü ∫︁

Ω

𝑢𝑅𝑘,𝛼𝑢
𝐷
𝑘 𝑑𝑥 > 0.

Теорема 3. (ñì. [4]) Пусть 𝑚(𝜆𝐷𝑘 ) = 1. Тогда существует 𝛼𝑘 ∈ 𝑅,
такое, что при всех 𝛼 > 𝛼𝑘 выполнено 𝑚(𝜆𝑅𝑘 (𝛼)) = 1 и справедливы оценки

𝐶2

𝛼
6 ‖𝑢𝑅𝑘,𝛼 − 𝑢𝐷𝑘 ‖𝐻2(Ω) 6

𝐶3

𝛼
,

где 𝐶2, 𝐶3 – положительные постоянные, не зависящие от 𝛼.
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ПОСТРОЕНИЯ ПАРЫ ЛАКСА
А.Р. Хакимова

aigulya.khakimova@mail.ru

УДК 517.9

В работе обсуждается прямой метод поиска пары Лакса для нелиней-
ного интегрируемого уравнения. В качестве первого уравнения пары
Лакса берется линеаризация рассматриваемого нелинейного уравне-
ния. Вторым уравнением пары будет обыкновенное дифференциаль-
ное уравнение совместное с линеаризованным уравнением. Это ОДУ
можно выбрать так, что полученная пара действительно будет парой
Лакса для исходного нелинейного уравнения, в том смысле, что она
совместна тогда и только тогда, когда выполняется уравнение. Полу-
ченная пара Лакса имеет более высокий порядок, чем обычная пара,
однако понижением порядка она сводится к обычной.

Ключевые слова: нелинейные интегрируемые уравнения, линеаризо-
ванное уравнение, инвариантное многообразие, пара Лакса

On a method for constructing a Lax pair

The paper discusses the direct search method for the Lax pair for a non-
linear integrable equation. The linearization of the nonlinear equation
under consideration is taken as the first equation of the Lax pair. The
second equation of the pair will be an ordinary differential equation con-
sistent with the linearized equation. This ODE can be chosen in such a
way that the resulting pair is indeed a Lax pair for the original nonlinear
equation, in the sense that it is consistent if and only if the equation is
satisfied. The resulting Lax pair has a higher order than a regular pair,
but by decreasing the order it reduces to the usual one.

Keywords: nonlinear integrable equations, linearized equation, invariant
manifold, Lax pair

Ïàðà Ëàêñà ÿâëÿåòñÿ âàæíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé. Îíà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ãàìèëüòîíîâó ñòðóêòóðó, èíòåãðàëû
äâèæåíèÿ, âûñøèå ñèììåòðèè, òî÷íûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è ò.ä.
Ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ ïîèñêà ïàð Ëàêñà îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé, íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è (ñì., íàïðèìåð,
[1] - [4]).

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ â íàøèõ ðàáîòàõ [5] - [10],
â êîòîðûõ ðàçðàáîòàí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà, èñïîëüçóþ-
ùèé ïîíÿòèå ñèììåòðèè. Êðàòêî èçëîæèì ñóòü ìåòîäà.

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà

𝑢𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, . . . , 𝑢𝑘), 𝑢𝑗 =
𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗
. (1)

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 15-
11-20007).

Хакимова Айгуль Ринатовна, инженер-исследователь, Институт математики с вы-
числительным центром УФИЦ РАН (Уфа, Россия); Aigul Khakimova (Institute of
Mathematics, Ufa Federal Research Centre, RAS, Ufa, Russia)
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Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (1)

𝑈𝑡 =

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑢
+

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥
𝐷𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑥
𝐷2
𝑥 + · · · +

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑘
𝐷𝑘
𝑥

)︂
𝑈. (2)

Ðàññìîòðèì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

𝑈𝑚 = 𝐹 (𝑥, 𝑡, 𝑈, 𝑈𝑥, 𝑈𝑥𝑥, . . . , 𝑈𝑚−1;𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, . . . , 𝑢𝑛), (3)

ãäå 𝑈 = 𝑈(𝑥, 𝑡) èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, à ôóíêöèÿ 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), ÿâëÿþùàÿñÿ íåêî-
òîðûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1), âõîäèò â (3) â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëüíîãî
ïàðàìåòðà.

Определение Уравнение (1) определяет обобщенное инвариантное
многообразие (ОИМ) для уравнения (1), если условие

𝐷𝑚
𝑥 𝑈𝑡 −𝐷𝑡𝑈𝑚|(1),(2),(3) = 0

выполняется тождественно для всех значений переменных {𝑢𝑗} и 𝑈 , 𝑈𝑥,
. . . , 𝑈𝑚−1.

Çäåñü ïåðåìåííûå 𝑢𝑡, 𝑈𝑡 è èõ ïðîèçâîäíûå ïî 𝑥 çàìåíÿþòñÿ â ñèëó óðàâ-
íåíèé (1) è (2), à ïåðåìåííûå 𝑈𝑚, 𝑈𝑚+1, . . . � â ñèëó ðàâåíñòâà (3). Ïî-
ñêîëüêó ïåðåìåííûå 𝑥, 𝑡, 𝑈 , 𝑈𝑥, 𝑈𝑥𝑥, . . . , 𝑈𝑚−1, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, . . . , 𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1,
. . . â óðàâíåíèè (3) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, çàäà÷à îòûñêàíèÿ ôóíêöèè
𝐹 (𝑥, 𝑡, 𝑈, 𝑈𝑥, . . . , 𝑈𝑚−1;𝑢, 𝑢𝑥, . . . , 𝑢𝑛) ÿâëÿåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé è ýôôåê-
òèâíî ðåøàåòñÿ.

Â íàøèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâà êëàññà îáîáùåííûõ
èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé:

1.

𝑠∑︁
𝑖,𝑗=0

𝛼𝑖𝑗(𝜆, 𝑢, 𝑢1, . . . )𝑈𝑖𝑈𝑗 + 𝑘 = 0;

2.

𝑚∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗(𝜆, 𝑢, 𝑢1, . . . )𝑈𝑗 = 0,

ãäå 𝑘, 𝜆 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Â ïåðâîì ñëó÷àå, êîãäà ÎÈÌ çàäàåòñÿ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì, ñèñòåìà

óðàâíåíèé (2)-(3) îáðàçóåò íåëèíåéíóþ ïàðó Ëàêñà äëÿ óðàâíåíèÿ (1), êî-
òîðàÿ ïðîñòûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîé. Âî âòîðîì ñëó÷àå,
êîãäà ÎÈÌ çàäàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì, èç ðàâåíñòâà (2) ëåãêî âûâî-
äèòñÿ òàêîé âàæíûé â òåîðèè èíòåãðèðóåìîñòè îáúåêò, êàê îïåðàòîð ðåêóð-
ñèè. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ïàðû Ëàêñà è îïåðàòîðà ðåêóðñèè
àïðîáèðîâàíà íà ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ (ñì. [5] - [10]).
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On spectral decompositions of functions from Nikolsky spaces
with respect to eigenfunctions of the Schrödinger operator in

3-dimensional domain

This paper is devoted to establish uniformly summability conditions for
the Riesz means of spectral decompositions of functions from Nikolsky
spaces 𝐻𝛼

𝑝 .

Keywords: the Schrödinger operator, spectral decompositions, the Riesz
means.

Â ïðîèçâîëüíîé òðåõìåðíåé îáëàñòè Ω ðàñcìîòðèì íåîòðèöàòåëüíóþ
ôóíêöèþ 𝑞(𝑥) > 0 è 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω). Îáîçíà÷èì ÷åðåç {𝑢𝑛(𝑥)} ïîëíóþ îð-
òîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïðîèçâîëüíîãî íåîòðèöà-
òåëüíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðà Øð�åäèíãåðà −∆ + 𝑞(𝑥)
ñ ÷èñòî òî÷å÷íûì ñïåêòðîì, ñîñòîÿùèì èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë 𝜆𝑛 > 0.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω) è îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑓𝑛 åå êîýôôèöèåí-
òû Ôóðüå ïî ñèñòåìå {𝑢𝑛(𝑥)} è ââåäåì ñðåäíèå Ðèññà ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè
𝑓 ïîðÿäêà 𝑠 > 0 :

𝐸𝑠𝜆𝑓(𝑥) =
∑︁
𝜆𝑛<𝜆

(︂
1 − 𝜆𝑛

𝜆

)︂𝑠
𝑓𝑛𝑢𝑛(𝑥) (1)

Äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà 𝐾 ⊂ Ω oáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑆𝐾(𝑡)
ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

𝑆𝐾(𝑡) =

⎛⎜⎝ sup
𝑥∈𝐾⊂Ω

∫︁
|𝑦−𝑥|6𝑡

|𝑞(𝑦)|2𝑑𝑦

⎞⎟⎠
1
2

Ïóñòü

𝑄(Ω) =

⎧⎨⎩𝑞 ∈ 𝐿2(Ω) :

1∫︁
0

𝑆𝐾(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 < +∞, 𝐾 ⊂ Ω, 𝑡 > 0.

⎫⎬⎭ .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ:
Теорема. Пусть Ω - произвольная область, 𝑞 ∈ 𝑄(Ω), {𝑢𝑛(𝑥)} - полная

ортонормированная система собственных функций произвольного неот-
рицательного самоспряженного расширения оператора −∆ + 𝑞(𝑥) с чисто
точечным спектром 𝜆 > 0.

Пусть 𝑓(𝑥) - произвольная функция, удовлетворяющая следующим
трем требованиям: 1) 𝑓(𝑥) финитна в области Ω; 2) 𝑓(𝑥) принадлежит
в области Ω классу 𝐻𝛼

2 (Ω) при 𝛼 > 1 − 𝑠, где 𝑠 заключено в интервале
0 6 𝑠 < 1; 3) в некоторой содержащей в Ω области 𝐷 функция 𝑓(𝑥) при-
надлежит классу 𝐻𝛼

𝑝 (𝐷) при 𝛼 > 1− 𝑠, 𝑝𝛼 > 3. Тогда равномерно относи-
тельно 𝑥 в каждой сторого внутренней подобласт 𝐷′ области 𝐷 имеет
место равенство

lim
𝜆→∞

𝐸𝑠𝜆𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ðàçðàáîòàííûì àêàäåìè-
êàìè Èëüèíûì Â.À è Àëèìîâûì Ø.À (ñì [1]-[4]), íà îñíîâå ôîðìóëû ñðåä-
íåãî çíà÷åíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω îáëàñòü â R2, ãðàíèöà êîòîðîé Γ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé
è â îêðåñòíîñòè êîíöîâ îòðåçêà Γ1 =

[︀
− 1

2 ; 1
2

]︀
íà îñè àáñöèññ ñîâïàäàåò ñ

ïðÿìûìè 𝑥1 = − 1
2 è 𝑥1 = 1

2 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì íåïóñòîé ó÷àñòîê
ãðàíèöû Γ2 = {𝑥 ∈ Γ : 𝑥2 > 𝑐} äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî 𝑐 > 0 è ïóñòü
Γ3 = Γ ∖ Γ2.

Ïóñòü 𝑄 � ïðÿìîóãîëüíèê
{︀
𝑥 ∈ R2 : 𝑥1 ∈

(︀
− 1

2 ; 1
2

)︀
, 𝑥2 ∈

(︀
−ℎ𝜀

2 ; ℎ𝜀2
)︀}︀

è 𝐵

� ïðÿìîóãîëüíèê
{︀
𝜉 ∈ R2 : 𝜉1 ∈

(︀
−𝑎

2 ; 𝑎2
)︀
, 𝜉2 ∈

(︀
−ℎ

2 ; ℎ2
)︀}︀
. Íàïîìíèì, ÷òî 𝜀 =

1
2𝒩+1 , ãäå 𝒩 ∈ N. Îáîçíà÷èì 𝐵𝑗𝜀 = {𝑥 ∈ Ω : 𝜀−1(𝑥1−𝑗, 𝑥2) ∈ 𝐵}, 𝑗 ∈ Z, 𝐵𝜀 =⋃︀
𝑗

𝐵𝑗𝜀 è ðàññìîòðèì ïîëîñó ñ êàíàëàìè 𝑄𝜀 := 𝑄∖𝐵𝜀. Âåðòèêàëüíóþ ãðàíèöó

êàíàëîâ îáîçíà÷èì Γ𝜀 = 𝜕𝐵𝜀 ∩ 𝑄. Îïðåäåëèì îáëàñòü Ω𝜀 êàê Ω ∖ 𝑄𝜀 (ñì.
ðèñ. 1). Îáîçíà÷èì Γ𝜀3 =

{︀
𝑥 ∈ Γ3 : |𝑥2| > ℎ𝜀

2

}︀
è Υ𝜀 =

{︀
𝑥 ∈ 𝜕𝑄𝜀 : |𝑥2| = ℎ𝜀

2

}︀
.

Ïðîñòðàíñòâî 𝐻1(Ω𝜀,Γ2) îïðåäåëèì êàê çàìûêàíèå ìíîæåñòâà 𝐶∞(Ω𝜀)
ôóíêöèé, ðàâíûõ íóëþ â îêðåñòíîñòè Γ2, ïî íîðìå 𝐻1(Ω𝜀).

Ðèñ. 2.1: Ñòðóêòóðà îáëàñòè Ω𝜀

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó òèïà Ñòåêëîâà⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−∆𝑢𝜀 = 0 â Ω𝜀,

𝑢𝜀 = 0 íà Γ2,

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝜈 = 0 íà Υ𝜀 ∪ Γ𝜀3,

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝜈 = 𝜆𝜀𝑢𝜀 íà Γ𝜀.

(1)

Çäåñü è äàëåå 𝜈 � âåêòîð åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè.
Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ

óñëîâèåì Ñòåêëîâà íà ÷àñòè ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé, ðåçîëü-
âåíòà ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà êîìïàêòíà è ïîëîæèòåëüíà. Ïîýòîìó,
çàäà÷à (1) èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð, óõîäÿùèé â ∞. Îáîçíà÷èì ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ýòîé çàäà÷è, ïåðåíóìåðîâàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, ÷åðåç
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𝜆𝜀,1, 𝜆𝜀,2, . . . , 𝜆𝜀,𝑗 , · · · → ∞, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ÷åðåç
𝑢𝜀,1, 𝑢𝜀,2, . . . , 𝑢𝜀,𝑗 , . . . Ñëåäóþùåå óñëîâèå íîðìèðîâêè ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì äëÿ çàäà÷è (1): ∫︁

Γ𝜀

𝑢𝜀,𝑖𝑢𝜀,𝑗 𝑑𝑥2 = 𝛿𝑗𝑖 ,

ãäå 𝛿𝑗𝑖 = 1 åñëè 𝑖 = 𝑗, è 0, åñëè 𝑖 ̸= 𝑗.
Â äàëüíåéøåì ìû òàêæå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå [𝑢] äëÿ ñêà÷êà ôóíê-

öèè 𝑢 íà Γ1. Çàäà÷ó (1) è âîçíèêàþùèå íèæå çàäà÷è ñî ñêà÷êîì íà Γ1

áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðå-
øåíèÿ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó 𝐻1(Ω𝜀,Γ2).

Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óñðåäíåííàÿ çàäà÷à äëÿ (1) ïðèíèìàåò âèä⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−∆𝑢0 = 0 â Ω,

𝑢0 = 0 íà Γ2,

𝜕𝑢0
𝜕𝜈

= 0 íà Γ3,

[𝑢0] = 0 íà Γ1,[︂
𝜕𝑢0
𝜕𝑥2

]︂
= −2ℎ𝜆0𝑢0 íà Γ1.

(2)

Ýòà çàäà÷à ñàìîñîïðÿæåííàÿ è èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûå ÷èñëà 𝜆0,𝑘, çàíóìåðîâàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, ñòðåìÿòñÿ ê
+∞ ïðè 𝑘 → ∞. Áîëåå òîãî, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé [1, Theorem 3.1] ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Îòìåòèì èíòåðåñíóþ îñîáåííîñòü ïðåäåëüíîé çàäà÷è (2). Êîýôôèöèåíò
â ñïåêòðàëüíîì óñëîâèè â ýòîé çàäà÷å çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ℎ (òîëùèíû
ïåðåãîðîäêè), íî íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà 𝑎, õàðàêòåðèçóþùåãî øèðèíó
îòâåðñòèé (ñì. ôîðìóëó (11) â [1]). Çàâèñèìîñòü îò 𝑎 ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî
â ñëåäóþùèõ ÷ëåíàõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ñîáñòâåííûõ ïàð. Ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êîýôôèöèåíò â ïðåäåëüíîì ñïåêòðàëüíîì óñëîâèè îïðå-
äåëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé äëèíîé âåðòèêàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû ïåðåãîðîäêè â
äîïðåäåëüíîé çàäà÷å. Ýòà ýôôåêòèâíàÿ äëèíà íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà 𝑎.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [2]).
Теорема 1. Пусть 𝜆0 — 𝑛-кратное собственное значение задачи (2),

𝑢
(𝑙)
0 — соответствующие нормированные собственные функции. Тогда
асимптотики собственных значений 𝜆(𝑙)𝜀 задачи (1), сходящихся к 𝜆0 при
𝜀→ 0, имеют вид

𝜆(𝑙)𝜀 = 𝜆0 + 𝜀𝜆
(𝑙)
1 + 𝑜(𝜀

3
2−𝜇),

где 𝜆(𝑙)1 определяется равенством

𝜆
(𝑙)
1 =

1 − 𝑎

2

⎛⎝𝐵𝑎ℎ𝜆20 +

⃦⃦⃦⃦
⃦
⟨
𝜕𝑢

(𝑙)
0

𝜕𝑥2

⟩⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐿2(Γ1)

+ (1 − 3𝐴𝑎ℎ)

⃦⃦⃦⃦
⃦𝜕𝑢(𝑙)0

𝜕𝑥1

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐿2(Γ1)

⎞⎠ ,
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константы 𝐴𝑎ℎ, 𝐵𝑎ℎ явно вычисляются, а 𝜇 — сколь угодно малое поло-
жительное число.
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КУСОЧНО-ЛИНЕЙНОЕ МИНИМАКСНОЕ РЕШЕНИЕ
УРАВНЕНИЯ ГАМИЛЬТОНА–ЯКОБИ С НЕОДНОРОДНЫМ
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УДК 517.955

Рассматривается терминальная задача Коши для уравнения Гамиль-
тона –Якоби с неоднородным гамильтонианом. Гамильтониан и тер-
минальная функция предполагаются кусочно-линейными, а размер-
ность фазового пространства равна двум. Предложен и обоснован ко-
нечный алгоритм точного построения минимаксного и/или вязкост-
ного решения. Алгоритм состоит из конечного числа последователь-
ных этапов, на каждом из которых решаются элементарные задачи
нескольких типов и осуществляется непрерывная склейка решений
этих задач. Решение, построенное в результате реализации алгорит-
ма, является кусочно-линейной функцией.

Ключевые слова: уравнение Гамильтона –Якоби, минимаксное реше-
ние, вязкостное решение, кусочно-линейные функции, алгоритм
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Piecewise linear minimax solution of Hamilton – Jacobi
equation with nonhomogeneous Hamiltonian

The terminal value Cauchy problem is considered for Hamilton - Jacobi
equation with nonhomogeneous Hamiltonian. The Hamiltonian and the
terminal function are piecewise linear, and the dimension of state space is
two. A finite algorithm for the exact construction of the minimax and/or
viscosity solution is proposed and justified. The algorithm consists of a
finite number of consecutive stages, at each of which elementary problems
of several types are solved and the continuous gluing of these solutions
are carried out. The solution built by the algorithm is a piecewise linear
function.

Keywords: Hamilton – Jacobi equation, minimax solution, viscosity solu-
tion, piecewise linear functions, algorithm

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåðìèíàëüíàÿ çàäà÷à Êîøè.

𝜕𝜔(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝐻

(︂
𝜕𝜔(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥

)︂
= 0, 𝑡 6 𝜗, 𝑥 ∈ ×𝑅𝑛, (1)

𝜔(𝜗, 𝑥) = 𝜎(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛. (2)

Çäåñü 𝜗 � çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ãàìèëüòîíèàí 𝐻(·) íåïðåðûâåí,
à ôóíêöèÿ 𝜎(·) � ëèïøèöåâà.

Èçâåñòíî [1], ÷òî ìèíèìàêñíîå (âÿçêîñòíîå [2]) ðåøåíèå 𝜔(·) çàäà÷è
(1),(2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ôóíêöèé 𝐻(·) èëè
𝜎(·) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé èëè âîãíóòîé, ìîæíî âûïèñàòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ
ðåøåíèÿ, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ôîðìóëû Õîïôà � Ëàêñà [3,4] è Ïøåíè÷íî-
ãî � Ñàãàéäàê [5]. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ
ðåøåíèÿ íå óäàåòñÿ.

Â [6,7] áûë ðàçðàáîòàí êîíå÷íûé àëãîðèòì òî÷íîãî ïîñòðîåíèÿ ìèíè-
ìàêñíîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâ-
íà äâóì, à ãàìèëüòîíèàí 𝐻(·) è ôóíêöèÿ 𝜎(·) ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè
è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè

𝜎(𝜆𝑥) = 𝜆𝜎(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜆 ∈ 𝑅, 𝜆 > 0, (3)

𝐻(𝜆𝑠) = 𝜆𝐻(𝑠), 𝑠 ∈ 𝑅𝑛, 𝜆 ∈ 𝑅, 𝜆 > 0. (4)

Â [6,7] óñëîâèå (4) áûëî ñóùåñòâåííûì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à
(1),(2) òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëó÷àå äâóìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
è êóñî÷íî-ëèíåéíûõ âõîäíûõ äàííûõ. Íî ñåé÷àñ íå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ (4) îäíîðîäíîñòè ãàìèëüòîíèàíà.

Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì òî÷íîãî ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ. Àëãîðèòì çàêëþ-
÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåøåíèè ýëåìåíòàðíûõ çàäà÷ íåñêîëüêèõ òèïîâ
è íåïðåðûâíîé ñêëåéêå ýòèõ ðåøåíèé. Ïîñòðîåííîå ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå
ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé.

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì, ïðåäñòàâëÿþùèé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ,
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ìèíèìàêñ-
íûõ (âÿçêîñòíûõ) ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ñ ãàìèëüòîíèàíà-
ìè îáùåãî âèäà.
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ИНТЕГРИРУЕМЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ С
ДИССИПАЦИЕЙ СО МНОГИМ ЧИСЛОМ СТЕПЕНЕЙ

СВОБОДЫ
М.В. Шамолин

shamolin@rambler.ru, shamolin@imec.msu.ru

УДК 517.9, 531.01

В работе показана интегрируемость некоторых классов динамических
систем на касательном расслоении к многомерному многообразию.
При этом силовые поля обладают переменной диссипацией и обоб-
щают ранее рассмотренные.

Ключевые слова: динамическая система, диссипация, интегрируе-
мость, трансцендентный первый интеграл

Integrable dynamical systems with many degrees of freedom
and dissipation

In this study, we show the integrability of certain classes of dynamic sys-
tems on the tangent bundle to a multi-dimensional manifold. In this case,
the force fields have variable dissipation and generalize the cases consid-
ered previously.

Keywords: dynamical system, dissipation, integrability, transcendental
first integral
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Â çàäà÷àõ äèíàìèêè èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
ñ äèññèïàöèåé (ñ ïðîñòðàíñòâîì ïîëîæåíèé � ìíîãîìåðíûì ìíîãîîáðàçè-
åì). Èõ ôàçîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñòàíîâÿòñÿ êàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ ê
äàííûì ìíîãîîáðàçèÿì. Òàê èçó÷åíèå 𝑛-ìåðíîãî îáîáùåííîãî ñôåðè÷åñêî-
ãî ìàÿòíèêà â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë ïðèâîäèò ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå
íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê (𝑛−1)-ìåðíîé ñôåðå, ïðè ýòîì ìåòðèêà ñïåöè-
àëüíîãî âèäà íà íåé èíäóöèðîâàíà äîïîëíèòåëüíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé [1,
2]. Âûäåëèì òàêæå çàäà÷è î äâèæåíèè òî÷êè ïî ìíîãîìåðíîé ïîâåðõíîñòè,
ïðè ýòîì ìåòðèêà íà íåé èíäóöèðîâàíà åâêëèäîâîé ìåòðèêîé âñåîáúåìëþ-
ùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìû ñ 𝑛 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (𝛼, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛−1), (𝑧𝑛, . . . , 𝑧1)
� êâàçèñêîðîñòè, íàëè÷èå äèññèïàöèè (çíàêîïåðåìåííîé) õàðàêòåðèçóåò êî-
ýôôèöèåíò 𝑏𝛿(𝛼) â ïåðâîì óðàâíåíèè, 𝐹 (𝛼) � âíåøíåå ñèëîâîå ïîëå:

�̇� = −𝑧𝑛 + 𝑏𝛿(𝛼),

�̇�𝑛 = 𝐹 (𝛼) + Γ𝛼11(𝛼, 𝛽)𝑓2(𝛼)𝑧2𝑛−1 + Γ𝛼22(𝛼, 𝛽)𝑓2(𝛼)𝑔2(𝛽1)𝑧22 + . . .

. . .+ Γ𝛼𝑛−1,𝑛−1(𝛼, 𝛽)𝑓2(𝛼)𝑔2(𝛽1)ℎ2(𝛽2) . . . 𝑖2(𝛽𝑛−2)𝑧21 ,

�̇�𝑛−1 = [2Γ1(𝛼) +𝐷𝑓(𝛼)] 𝑧𝑛−1𝑧𝑛 − Γ1
22(𝛼, 𝛽)𝑓(𝛼)𝑔2(𝛽1)𝑧2𝑛−2 − . . .

. . .− Γ1
𝑛−1,𝑛−1(𝛼, 𝛽)𝑓(𝛼)𝑔2(𝛽1)ℎ2(𝛽2) . . . 𝑖2(𝛽𝑛−2)𝑧21 , . . . ,

�̇�2 = [2Γ1(𝛼) +𝐷𝑓(𝛼)] 𝑧2𝑧𝑛 − [2Γ2(𝛽1) +𝐷𝑔(𝛽1)] 𝑓(𝛼)𝑧2𝑧𝑛−1 − . . .

. . .− [2Γ𝑛−2(𝛽𝑛−3) +𝐷𝑟(𝛽𝑛−3)] 𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2) . . . 𝑠(𝛽𝑛−4)𝑧2𝑧3− (1)

−Γ𝑛−2
𝑛−1,𝑛−1(𝛼, 𝛽)𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2) . . . 𝑟(𝛽𝑛−3)𝑖2(𝛽𝑛−2)𝑧21 ,

�̇�1 = [2Γ1(𝛼) +𝐷𝑓(𝛼)] 𝑧1𝑧𝑛 − [2Γ2(𝛽1) +𝐷𝑔(𝛽1)] 𝑓1(𝛼)𝑧1𝑧𝑛−1−

− [2Γ3(𝛽2) +𝐷ℎ(𝛽2)] 𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)𝑧1𝑧𝑛−2 − . . .

. . .− [2Γ𝑛−1(𝛽𝑛−2) +𝐷𝑖(𝛽𝑛−2)] 𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2) . . . 𝑟(𝛽𝑛−3)𝑧1𝑧2,

�̇�1 = 𝑧𝑛−1𝑓(𝛼), �̇�2 = 𝑧𝑛−2𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1), �̇�3 = 𝑧𝑛−3𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2), . . . ,

�̇�𝑛−1 = 𝑧1𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2) . . . 𝑖(𝛽𝑛−2);

çäåñü âñåâîçìîæíûå Γ � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà,
𝐷 � äèôôåðåíöèðîâàíèå, ôóíêöèè 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖, . . . � ãëàäêèå.

Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

Γ𝛼11(𝛼, 𝛽) = Γ𝛼22(𝛼, 𝛽)𝑔2(𝛽1) = . . . = Γ𝛼𝑛−1,𝑛−1(𝛼, 𝛽)𝑔2(𝛽1)ℎ2(𝛽2) . . . =

= Γ𝑛(𝛼), 2Γ1(𝛼) +
𝑑 ln |𝑓(𝛼)|

𝑑𝛼
+ Γ𝑛(𝛼)𝑓2(𝛼) ≡ 0. (2)

Äëÿ ïîëíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (1) íåîáõîäèìî çíàòü, âîîáùå ãî-
âîðÿ, 2𝑛− 1 íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Îäíàêî ïîñëå ñëåäóþùåé çà-
ìåíû ïåðåìåííûõ

𝑤𝑛 = 𝑧𝑛, 𝑤𝑛−1 =
√︁
𝑧21 + . . .+ 𝑧2𝑛−1, 𝑤𝑛−2 =

𝑧2
𝑧1
,
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𝑤𝑛−3 =
𝑧3√︀
𝑧21 + 𝑧22

, . . . , 𝑤1 =
𝑧𝑛−1√︁

𝑧21 + . . .+ 𝑧𝑛−2
2

,

ñèñòåìà (1) ðàñïàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�̇� = −𝑤𝑛 + 𝑏𝛿(𝛼), �̇�𝑛 = 𝐹 (𝛼) + Γ𝑛(𝛼)𝑓2(𝛼)𝑤2
𝑛−1,

�̇�𝑛−1 =

[︂
2Γ1(𝛼) +

𝑑 ln |𝑓(𝛼)|
𝑑𝛼

]︂
𝑤𝑛−1𝑤𝑛, (3)

�̇�𝑠 = ±𝑤𝑛−1

√︀
1 + 𝑤2

𝑠𝑓(𝛼) . . . [2Γ𝑠+1(𝛽𝑠) +𝐷𝑗(𝛽𝑠)] ,

�̇�𝑠 = ± 𝑤𝑠𝑤𝑛−1√︀
1 + 𝑤2

𝑠

𝑓(𝛼) . . . , 𝑠 = 1, . . . , 𝑛− 2, (4)

�̇�𝑛−1 = ± 𝑤𝑛−1√︁
1 + 𝑤2

𝑛−2

𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2) . . . 𝑖(𝛽𝑛−2), (5)

ãäå â ñèñòåìå (4) ñèìâîëîì �. . .� ïîêàçàíû îäèíàêîâûå ÷ëåíû, à ôóíêöèÿ
𝑗(𝛽𝑠) � îäíà èç ôóíêöèé 𝑔, ℎ, . . ., çàâèñÿùàÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî óãëà 𝛽𝑠.

Âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû (3)�(5) äîñòàòî÷íî óêà-
çàòü äâà íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëà ñèñòåìû (3), ïî îäíîìó � äëÿ ñè-
ñòåì (4) (ìåíÿÿ â íèõ íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå; èõ 𝑛−2 øòóêè), è äîïîëíè-
òåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë, �ïðèâÿçûâàþùèé� óðàâíåíèå (5) (ò.å. âñåãî 𝑛+1).

Теорема. Пусть для некоторых 𝜅, 𝜆 ∈ R выполняются равенства
Γ𝑛(𝛼)𝑓2(𝛼) = 𝜅𝑑 ln |𝛿(𝛼)|/𝑑𝛼, 𝐹 (𝛼) = 𝜆𝑑𝛿2(𝛼)/2𝑑𝛼. Тогда система (1) при
выполнении условий (2) обладает полным набором (𝑛 + 1) независимых,
вообще говоря, трансцендентных первых интегралов.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè 𝜅 = −1 ñèñòåìà (3) èìååò ñëåäóþùèé ïåðâûé èíòåãðàë:

Θ1(𝑤𝑛, 𝑤𝑛−1;𝛼) =
𝑤2
𝑛 + 𝑤2

𝑛−1 − 𝑏𝑤𝑛𝛿(𝛼) + 𝜆𝛿2(𝛼)

𝑤𝑛−1𝛿(𝛼)
= 𝐶1 = const.

Äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë äëÿ ñèñòåìû (3) èìååò ñëåäóþùèé
ñòðóêòóðíûé âèä:

Θ2(𝑤𝑛, 𝑤𝑛−1;𝛼) = 𝐺

(︂
𝛿(𝛼),

𝑤𝑛
𝛿(𝛼)

,
𝑤𝑛−1

𝛿(𝛼)

)︂
= 𝐶2 = const

è ïðè 𝜅 = −1 îí íàéäåòñÿ èç êâàäðàòóðû (𝑢𝑛 = 𝑤𝑛/𝛿(𝛼))

ln |𝑔(𝛼)| =

∫︁
(𝑏− 𝑢𝑛)𝑑𝑢𝑛

2(𝜆− 𝑏𝑢𝑛 + 𝑢2𝑛) − 𝐶1{𝐶1 ±
√︀
𝐶2

1 − 4(𝑢2𝑛 − 𝑏𝑢𝑛 + 𝜆)}/2
.

Ïåðâûå èíòåãðàëû äëÿ ñèñòåì (4) èìåþò âèä

Θ𝑠+2(𝑤𝑠;𝛽𝑠) =

√︀
1 + 𝑤2

𝑠

Ψ𝑠(𝛽𝑠)
= 𝐶𝑠+2 = const, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛− 2,

ãäå Ψ𝑠(𝛽𝑠), 𝑠 = 1, . . . , 𝑛− 2, � íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè. À äîïîëíèòåëü-
íûé ïåðâûé èíòåãðàë, �ïðèâÿçûâàþùèé� óðàâíåíèå (5), èìååò âèä

Θ𝑛+1(𝑤2, 𝑤1;𝛼, 𝛽) = 𝛽𝑛−1 ±
∫︁ 𝛽𝑛−2

𝛽𝑛−20

𝐶𝑛𝑖(𝑏)√︁
𝐶2
𝑛−1Ψ2

𝑛−2(𝑏) − 𝐶2
𝑛

𝑑𝑏 = 𝐶𝑛+1 = const.
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Äëÿ ñèñòåì ñ äèññèïàöèåé òðàíñöåíäåíòíîñòü ôóíêöèé êàê ïåðâûõ èí-
òåãðàëîâ íàñëåäóåòñÿ èç íàëè÷èÿ ïðèòÿãèâàþùèõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ.

Âûäåëèì âàæíûå ñëó÷àè äëÿ ôóíêöèè 𝑓(𝛼), îïðåäåëÿþùåé ìåòðèêó:

𝑓(𝛼) =
cos𝛼

sin𝛼
, (6)

𝑓(𝛼) =
1

cos𝛼 sin𝛼
. (7)

Ñëó÷àé (6) ôîðìèðóåò ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèþ äèíàìè-
÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî (𝑛 + 1)-ìåðíîãî òâåðäîãî òåëà íà íóëåâûõ óðîâíÿõ
öèêëè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå [1, 2]. Ñëó÷àé (7) ôîð-
ìèðóåò ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà 𝑛-
ìåðíîé ñôåðå òàêæå â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå. Â ñëó÷àå (6), åñëè 𝛿(𝛼) =
𝐹 (𝛼)/ cos𝛼, òî ñèñòåìà îïèñûâàåò äâèæåíèå (𝑛 + 1)-ìåðíîãî òâåðäîãî òå-
ëà â ñèëîâîì ïîëå 𝐹 (𝛼) ïîä äåéñòâèåì ñëåäÿùåé ñèëû [3]. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè 𝐹 (𝛼) = sin𝛼 cos𝛼, 𝛿(𝛼) = sin𝛼, òî ñèñòåìà îïèñûâàåò îáîáùåííûé
(𝑛+ 1)-ìåðíûé ñôåðè÷åñêèé ìàÿòíèê â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë è îáëà-
äàåò ïîëíûì íàáîðîì òðàíñöåíäåíòíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, âûðàæàþùèõñÿ
÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
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В докладе рассматривается метод решения дифференциального урав-
нения с левосторонней дробной производной Бесселя, основанный на
применении преобразования Мейера.
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Method for differential equations with fractional Bessel
derivative

In the report we discuss a method for solving a differential equation with
a left-sided fractional Bessel derivative. This method is based on the
application of the Meijer transform.

Keywords: fractional Bessel operator, fractional differential equation, hy-
pergeometric function, Meijer transform

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ ïîÿâëÿ-
þòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ èññëåäîâàíèé è èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèé (ñì.
[1,2]), íî, äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà, íå ñóùåñòâîâàëî ïðîñòûõ è îáùèõ ìåòî-
äîâ äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé. Â ýòîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ìåòîä, êî-
òîðûé ïîäõîäèò äëÿ øèðîêîãî êëàññà íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ. Ìåòîä èñïîëüçóåò ìåòîä
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåéåðà è îñíîâàí íà ôîðìóëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåéåðà äëÿ
äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Áåññåëÿ

𝐵𝜈 = 𝐷2 +
𝜈

𝑥
𝐷, 𝜈 > 0, 𝐷 :=

𝑑

𝑑𝑥
,

è åãî äðîáíûå ñòåïåíè (𝐵𝜈)𝛼, 𝛼 ∈ R.
Ïóñòü 𝑓 èíòåãðèðóåìà ïî (0,∞) ñ âåñîì 𝑥4𝛼+𝜈 , 𝛼 > 0. Èíòåãðàë

(𝐵−𝛼
𝜈,0+𝑓)(𝑥)=(𝐼𝐵𝛼𝜈,0+ 𝑓)(𝑥) =

=
1

Γ(2𝛼)

𝑥∫︁
0

(︁𝑦
𝑥

)︁𝜈 (︂𝑥2−𝑦2
2𝑥

)︂2𝛼−1

2𝐹1

(︂
𝛼+

𝜈−1

2
, 𝛼; 2𝛼; 1−𝑦

2

𝑥2

)︂
𝑓(𝑦)𝑑𝑦 (1)

íàçûâàåòñÿ левосторонним дробным интегралом Бесселя íà ïîëóîñè
[0,∞) ïîðÿäêà 𝛼.

Â (1) ôóíêöèÿ 2𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) � ýòî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðå-
äåëåííâÿ äëÿ |𝑧| < 1 ñòåïåííûì ðÿäîì

2𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝑎)𝑛(𝑏)𝑛
(𝑐)𝑛

𝑧𝑛

𝑛!
.

Äëÿ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà 𝑧 ñ |𝑧| > 1 ôóíêöèÿ 2𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) ìîæåò áûòü
àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà ïî ëþáîìó ïóòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êîòî-
ðûé èçáåãàåò òî÷åê âåòâëåíèÿ 1 è ∞.

Левосторонняя дробная производная Бесселя íà ïîëóîñè [0,∞)
ïîðÿäêà 𝛼 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(𝐵𝛼𝜈,0+𝑓)(𝑥) = (𝐷𝐵𝛼𝜈,0+𝑓)(𝑥) = 𝐵𝑛𝜈 (𝐼𝐵𝑛−𝛼𝜈,0+𝑓)(𝑥), 𝑛 = [𝛼] + 1

Ïîäðîáíåå î äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Áåññåëÿ ñì. [3�7].
Ïóñòü 𝐶∞ = 𝐶∞(0,∞). Â [4] ïðåäñòàâëåíû ïðîñòðàíñòâà

𝐹𝑝 =

{︂
𝜙 ∈ 𝐶∞ : 𝑥𝑘

𝑑𝑘𝜙

𝑑𝑥𝑘
∈ 𝐿𝑝(0,∞)ïðè 𝑘 = 0, 1, 2, ...

}︂
, 1 6 𝑝 <∞,
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𝐹∞ =

{︂
𝜙 ∈ 𝐶∞ : 𝑥𝑘

𝑑𝑘𝜙

𝑑𝑥𝑘
→ 0 ïðè𝑥→ 0 + è ïðè𝑥→ ∞äëÿ 𝑘 = 0, 1, 2, ...

}︂
è

𝐹𝑝,𝜇 =
{︀
𝜙 : 𝑥−𝜇𝜙(𝑥) ∈ 𝐹𝑝

}︀
, 1 6 𝑝 6∞, 𝜇 ∈ C,

ïðèñïîñîáëåííûå äëÿ ðàáîòû ñ îïåðàòîðàìè âèäà 𝐵𝛼𝜈,0+, 𝛼 ∈ R.
Ïðèâåäåì òåîðåìó èç [4].
Теорема 1. Пусть 𝛼 ∈ R. Для всех 𝑝, 𝜇 и 𝜈 > 0 таких, что �̸�= 1

𝑝−2𝑚,
𝜈 ̸= 1

𝑝−𝜇−2𝑚+1, 𝑚=1, 2... оператор 𝐵𝛼𝜈,0+ является непрерывным линейным
отображением из 𝐹𝑝, 𝜇 в 𝐹𝑝,𝜇−2𝛼. Если, кроме того, 2𝛼 ̸= 𝜇 − 1

𝑝 + 2𝑚 и
𝜈 − 2𝛼 ̸= 1

𝑝 − 𝜇− 2𝑚+ 1, 𝑚 = 1, 2..., то 𝐵𝛼𝜈,0+ — гомеоморфизм из 𝐹𝑝, 𝜇 на

𝐹𝑝,𝜇−2𝛼 с обратным 𝐵−𝛼
𝜈,0+.

Èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ÿäðîì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ìîäèôè-
öèðîâàííóþ ôóíêöèþ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà 𝐾 𝜈−1

2
, 𝜈 > 1 íàçûâàåòñÿ пре-

образованием Мейера è èìååò âèä

𝒦𝜈 [𝑓 ](𝜉) = 𝐹 (𝜉) =

∞∫︁
0

𝑘 𝜈−1
2

(𝑥𝜉) 𝑓(𝑥)𝑥𝜈 𝑑𝑥, ãäå 𝑘𝛽(𝑡) =
2𝛽Γ(𝛽 + 1)

𝑡𝛽
𝐾𝛽(𝑡).

Ïóñòü 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐1 (R+) è 𝑓(𝑡) = 𝑜
(︀
𝑡𝛽−

𝜈
2

)︀
ïðè 𝑡 → +0, ãäå 𝛽 > 𝜈

2 − 2 åñëè
𝜈 > 1 è 𝛽 > −1 åñëè 𝜈 = 1. Êðîìå òîãî, ïóñòü 𝑓(𝑡) = 0(𝑒𝑎𝑡) ïðè 𝑡 → +∞.
Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ìåéåðà òàêîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó äëÿ
Re 𝜉 > 𝑎 (ñì. [8], ñòð. 94).

Åñëè 0 < 𝜈 < 2 è 𝐹 (𝜉) àíàëèòè÷åñêàÿ íà ïîëóïëîñêîñòè 𝐻𝑎 = {𝑝 ∈ C :
p > 𝑎, 𝑎 6 0 è 𝑠

𝜈
2−1𝐹 (𝜉) →, |𝜉| → +∞, ðàâíîìåðíî ïî arg 𝑠 òî äëÿ âñåõ 𝑐,

𝑐 > 𝑎 îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåéåðà 𝒦−1
𝜈 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

𝒦−1
𝜈 [ ̂︀𝑓 ](𝑥)=𝑓(𝑥)=

1

𝜋𝑖

𝑐+𝑖∞∫︁
𝑐−𝑖∞

̂︀𝑓(𝜉)𝑖 𝜈−1
2

(𝑥𝜉)𝜉𝜈𝑑𝜉, ãäå 𝑖𝛽(𝑡) =
2𝛽Γ(𝛽 + 1)

𝑡𝛽
𝐼𝛽(𝑡),

𝐼𝛽 � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà.
Теорема 1. Если 𝑓 ∈ 𝐶2𝑛, 𝑛 = [𝛼]+1 и она такова, что преобразование

Мейера от нее сущетсвует, то

𝒦𝜈 [𝐵𝛼𝜈,0+𝑓 ](𝜉) = 𝜉2𝛼𝒦𝜈 [𝑓 ](𝜉) − 2𝜈−1Γ2

(︂
𝜈 + 1

2

)︂ 𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝜉2𝑘+1−𝜈𝐵𝛼−1−𝑘
𝜈,0+ 𝑓(0). (2)

Ôîðìóëà (2) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ëåâîñòîðîííåé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ.

Пример. Ïóñòü 0 < 𝛼 < 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

𝐵𝛼2,0+𝑓(𝑥) = 𝜆𝑓(𝑥), (3)

𝐵𝛼−1
2,0+𝑓(0) = 𝑎. (4)
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Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ìåéåðà, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (2), ïîëó÷èì

𝜉2𝛼𝐹 (𝜉) − 𝜆𝐹 (𝜉) =
𝑎

𝜉
èëè 𝐹 (𝜉) = 𝑎

𝜉−1

𝜉2𝛼 − 𝜆
,

ãäå

𝐹 (𝜉) = 𝒦2[𝑓 ](𝜉) =

∞∫︁
0

𝑘 1
2
(𝑥𝜉) 𝑓(𝑥)𝑥𝜈 𝑑𝑥 =

𝜋

2𝜉

∞∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑒−𝑥𝜉𝑥 𝑑𝑥 =
𝜋

2𝜉
𝐿[𝑥𝑓(𝑥)](𝜉),

à 𝐿 � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Òîãäà

𝐿[𝑥𝑓(𝑥)](𝜉) =
2𝑎

𝜋

1

𝜉2𝛼 − 𝜆

Èìååò ìåñòî ôîðìóëà (ñì. [9], ñòð. 21, ôîðìóëà 1.80)

∞∫︁
0

𝑒−𝜉𝑥𝑥𝛽−1𝐸𝛾,𝛽(±𝜆𝑥𝛾)𝑑𝑥 =
𝜉𝛾−𝛽

𝜉𝛾 ∓ 𝜆
, Re(𝜉) > |𝜆|1/𝛾 .

Â íàøåì ñëó÷àå èìååì

𝑓(𝑥) =
2𝑎

𝜋
𝑥2𝛼−2𝐸2𝛼,2𝛼(𝜆𝑥2𝛼),

÷òî è äàåò ðåøåíèå çàäà÷è (3)�(4).
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ПРИБЛИЖЕННЫЕ ФОРМУЛЫ И АЛГОРИТМЫ
ПОСТРОЕНИЯ ЦЕНТРАЛЬНЫХ МНОГООБРАЗИЙ

М.Г. Юмагулов, М.Ф. Фазлытдинов
yum_mg@mail.ru, fazlitdin_marat@mail.ru

УДК 517.91

В докладе обсуждаются новые формулы и алгоритмы построения цен-
тральных многообразий в задаче о локальных бифуркациях в дина-
мических системах. Предлагаемые алгоритмы и формулы позволяют
проводить эффективный качественный анализ бифуркаций в терми-
нах исходных уравнений.

Ключевые слова: динамическая система, точка равновесия, бифурка-
ция, центральное многообразие.

Approximate formulas and algorithms for constructing central
manifolds

In this paper, new algorithms for constructing central manifolds in prob-
lem on local bifurcations in dynamical systems are obtained. The pro-
posed algorithms and formulas allow for an efficient qualitative analysis
of bifurcations in terms of the original equations.

Keywords: dynamical systems, equilibrium point, bifurcation, central
manifold.

Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ îáùàÿ ñõåìà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü íîâûå ïðè-
áëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
â òåðìèíàõ èñõîäíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíûìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ:

� Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, îïèñûâàåìûå äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥+ 𝑎(𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑅𝑁 , (1)

ãäå 𝐴 � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, à ôóíêöèÿ 𝑎(𝑥) ÿâëÿåòñÿ 𝐶𝑚-ãëàäêîé (𝑚 > 1)
è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì: 𝑎(0) = 0 è 𝑎′(0) = 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà
ðàâíîâåñèÿ 𝑥 = 0 ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé, ò.å. ìàòðèöà 𝐴
èìååò îäíî èëè íåñêîëüêî ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

� Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, îïèñûâàåìûå óðàâíå-
íèåì

𝑥𝑛+1 = 𝐴𝑥𝑛 + 𝑎(𝑥𝑛) , 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ 𝑅𝑁 , (2)

ãäå 𝐴 � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, à ôóíêöèÿ 𝑎(𝑥) ÿâëÿåòñÿ 𝐶𝑚-ãëàäêîé (𝑚 > 1)
è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì: 𝑎(0) = 0 è 𝑎′(0) = 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà

Юмагулов Марат Гаязович, д.ф.-м.н., профессор, Башкирский государственный уни-
верситет (Уфа, Россия); Yumagulov Marat Gayazovich (Bashkir State University, Ufa,
Russia)

Фазлытдинов Марат Флюрович, аспирант, Башкирский государственный универси-
тет (Уфа, Россия); Главный специалист, Газпромнефть НТЦ (Санкт-Петербург, Россия);
Fazlytdinov Marat Flurovich (Bashkir State University, Ufa, Russia; Gazpromneft STC, St.
Petersburg, Russia)
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ðàâíîâåñèÿ 𝑥 = 0 ñèñòåìû (2) ÿâëÿåòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé, ò.å. ìàòðèöà 𝐴
èìååò îäíî èëè íåñêîëüêî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðàâíûõ 1 ïî ìîäóëþ.

Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ïðèâåäåíèåì íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî
çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ ñèñòåìû (1). Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî íåëèíåéíîñòü â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) ïðåäñòàâèìà â âèäå
𝑎(𝑥) = 𝑎2(𝑥) + 𝑎3(𝑥) + ̂︀𝑎4(𝑥) , ãäå 𝑎2(𝑥) ñîäåðæèò êâàäðàòè÷íûå ïî 𝑥 ñëà-
ãàåìûå, 𝑎3(𝑥) � ñëàãàåìûå òðåòüåé ñòåïåíè, à ̂︀𝑎4(𝑥) ÿâëÿåòñÿ 𝐶𝑚-ãëàäêîé è
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ: ‖̂︀𝑎4(𝑥)‖ = 𝑂(‖𝑥‖4) ïðè 𝑥→ 0.

Ïóñòü ñïåêòð 𝜎 ìàòðèöû 𝐴 ñîñòîèò èç äâóõ íåïóñòûõ ÷àñòåé: 𝜎 = 𝜎0∪𝜎0,
ãäå 𝜎0 ñîäåðæèò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âåùåñòâåííûå ÷àñòè êîòîðûõ ðàâíû
íóëþ, à 𝜎0 � îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî 𝜎0 òàêæå ñîñòî-
èò èç äâóõ ÷àñòåé: 𝜎0 = 𝜎− ∪ 𝜎+, ãäå ìíîæåñòâî 𝜎− ñîäåðæèò ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ, âåùåñòâåííûå ÷àñòè êîòîðûõ îòðèöàòåëüíû, à 𝜎+ � ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ, âåùåñòâåííûå ÷àñòè êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
𝐸0, 𝐸− è 𝐸+ � êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû 𝐴, îòâå÷àþùèå, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ÷àñòÿì 𝜎0, 𝜎− è 𝜎+ åå ñïåêòðà. Ïóñòü 𝑘0, 𝑘− è 𝑘+ � ýòî ðàçìåðíîñòè
ïîäïðîñòðàíñòâ 𝐸0, 𝐸− è 𝐸+; òîãäà 𝑘0 + 𝑘− + 𝑘+ = 𝑁 è 1 6 𝑘0 6 𝑁 − 1.

Ïðîñòðàíñòâî 𝑅𝑁 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû 𝑅𝑁 =
𝐸0

⨁︀
𝐸−
⨁︀
𝐸+ èíâàðèàíòíûõ äëÿ îïåðàòîðà 𝐴 : 𝑅𝑁 → 𝑅𝑁 ïîäïðîñòðàíñòâ

𝐸0, 𝐸− è 𝐸+. Ïîëîæèì òàêæå 𝐸0 = 𝐸−
⨁︀
𝐸+; òîãäà 𝑅𝑁 = 𝐸0

⨁︀
𝐸0. Îáî-

çíà÷èì, ÷åðåç 𝑃0 : 𝑅𝑁 → 𝐸0 è 𝑃 0 : 𝑅𝑁 → 𝐸0 ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû
ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà î öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè (ñì., íàïðèìåð, [1]) óòâåðæäàåò,
÷òî ñóùåñòâóåò 𝛿0-îêðåñòíîñòü 𝑇 (0, 𝛿0) òî÷êè 𝑥 = 0 òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà (1)
èìååò â øàðå 𝑇 (0, 𝛿0) ãëàäêîå èíâàðèàíòíîå 𝑘0-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå 𝑊𝑐,
êîòîðîå â òî÷êå 𝑥 = 0 êàñàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà 𝐸0. Ìíîãîîáðàçèå 𝑊𝑐 íà-
çûâàþò центральным многообразием ñèñòåìû (1). Â åñòåñòâåííîì ñìûñëå
âñÿ íåòðèâèàëüíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû (1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ
𝑥 = 0 ñîñðåäîòî÷åíà íà öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè.

Öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå𝑊𝑐 ñèñòåìû (1) ìîæåò áûòü ëîêàëüíî çàäàíî
ðàâåíñòâîì

𝑊𝑐 = {𝑥 : 𝑥 = 𝑢+ 𝜓(𝑢) | 𝑢 ∈ 𝐸0 , 𝜓(𝑢) ∈ 𝐸0 , 𝜓(0) = 𝜓′(0) = 0 } ,

ãäå ôóíêöèÿ 𝑣 = 𝜓(𝑢) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.
Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ìàòðèöà 𝐴

èìååò ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 0 è íå èìååò äðóãèõ ÷èñòî ìíèìûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû 𝑒
è 𝑔 ìàòðèöû 𝐴 è òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû 𝐴* ñîîòâåòñòâåííî, îòâå÷à-
þùèå ïðîñòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 0 è óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì
‖𝑒‖ = 1 , (𝑒, 𝑔) = 1 . Ïîäïðîñòðàíñòâî 𝐸0 ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì; îíî ñîäåð-
æèò âåêòîð 𝑒. Îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ çäåñü îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè
𝑃0𝑥 = (𝑥, 𝑔)𝑒 , 𝑃 0 = 𝐼 − 𝑃0 .

Ïîëîæèì 𝐵0 = −𝐴 + 𝑃0 . Ïî ïîñòðîåíèþ îïåðàòîð 𝐵0 : 𝑅𝑁 → 𝑅𝑁 îá-
ðàòèì, ïðè÷åì ïîäïðîñòðàíñòâà 𝐸0 è 𝐸0 èíâàðèàíòíû äëÿ íåãî. Ïîëîæèì,
äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè: 𝑎2 = 𝑎2(𝑒) , 𝑎3 = 𝑎3(𝑒) , 𝑎′2 = 𝑎′2(𝑒) ; çäåñü 𝑎′2(𝑥) � ìàò-
ðèöà ßêîáè âåêòîð-ôóíêöèè 𝑎2(𝑥).
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Теорема 1. Пусть матрица 𝐴 имеет простое собственное значение
0, а вещественные части остальных ее собственных значений не равны
нулю. Тогда центральное многообразие 𝑊𝑐 системы (1) может быть опи-
сано равенством

𝑊𝑐 = {𝑥 : 𝑥 = 𝜀𝑒+ 𝜀2𝜓2 + 𝜀3𝜓3 + ̂︀𝜓4(𝜀)} ,

где 𝜀 - малый параметр,

𝜓2 = 𝐵−1
0 𝑃 0𝑎2 , 𝜓3 = 𝐵−1

0 𝑃 0[−2(𝑎2, 𝑔)𝜓2 + 𝑎′2𝜓2 + 𝑎3] ,

а функция ̂︀𝜓4(𝜀) является гладкой и удовлетворяет соотношению:
‖ ̂︀𝜓4(𝜀)‖ = 𝑂(𝜀4), 𝜀→ 0.
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Consider on the domain Ω = [0, 𝑇 ]× [0, 𝜔] the periodic problem for the system of
loaded pseudoparabolic equations of fourth order

𝜕4𝑢

𝜕𝑥3𝜕𝑡
=

3∑︁
𝑖=1

{︁
𝐴𝑖(𝑡, 𝑥)

𝜕4−𝑖𝑢

𝜕𝑥4−𝑖
+𝐵𝑖(𝑡, 𝑥)

𝜕4−𝑖𝑢

𝜕𝑥3−𝑖𝜕𝑡

}︁
+ 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝑓(𝑡, 𝑥)+

+

𝑚∑︁
𝑗=1

[︂ 3∑︁
𝑖=1

{︁
𝐾𝑖,𝑗(𝑥)

𝜕4−𝑖𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥4−𝑖
+ 𝐿𝑖,𝑗(𝑥)

𝜕4−𝑖𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥3−𝑖𝜕𝑡

}︁
+𝑀𝑗(𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥)

]︂⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑗

, (1)

𝜕3𝑢(0, 𝑥)

𝜕𝑥3
=
𝜕3𝑢(𝑇, 𝑥)

𝜕𝑥3
, 𝑥 ∈ [0, 𝜔], (2)

𝜕2𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝜓0(𝑡),
𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝜓1(𝑡), 𝑢(𝑡, 0) = 𝜓2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (3)

where 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑐𝑜𝑙(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥), ..., 𝑢𝑛(𝑡, 𝑥)) is unknown function, the 𝑛 × 𝑛 ma-
trices 𝐴𝑖(𝑡, 𝑥), 𝐵𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1, 3, 𝐶(𝑡, 𝑥), and 𝑛 vector function 𝑓(𝑡, 𝑥) are continuous
on Ω, the 𝑛×𝑛 matrices 𝐾𝑖,𝑗(𝑥), 𝐿𝑖,𝑗(𝑥), 𝑀𝑗(𝑥), 𝑖 = 1, 3, 𝑗 = 1,𝑚, are continuous on
[0, 𝜔], 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑚−1 < 𝑡𝑚 = 𝑇 , the 𝑛 vector-functions 𝜓𝑠(𝑡), 𝑠 = 0, 2 are
continuously differentiable on [0, 𝑇 ].

Let 𝐶(Ω, 𝑅𝑛) be the space of continuous vector functions 𝑢 : Ω → 𝑅𝑛 on Ω with
norm ||𝑢||0 = max

(𝑡,𝑥)∈Ω
||𝑢(𝑡, 𝑥)||.

A function 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(Ω, 𝑅𝑛), having partial derivatives
𝜕𝑖+𝑗𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡𝑗
∈ 𝐶(Ω, 𝑅𝑛), 𝑖 = 1, 3, 𝑗 = 0, 1,

is called a classical solution to problem (1)–(3) if it satisfies to system of loaded pseu-
doparabolic equations (1) for all (𝑡, 𝑥) ∈ Ω and meets the conditions (2) and (3).

Various problems for the different classes of partial differential equations of fourth
order are investigated in the works of many authors [1-7].

Introduce a new unknown functions in the following form

𝑣1(𝑡, 𝑥) =
𝜕2𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2
, 𝑣2(𝑡, 𝑥) =

𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
, 𝑣3(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥).

Taking into account of second and third conditions in (3), we have

𝑣2(𝑡, 𝑥) = 𝜓1(𝑡) +

𝑥∫︁
0

𝑣1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉, 𝑣3(𝑡, 𝑥) = 𝜓2(𝑡) + 𝜓1(𝑡)𝑥+

𝑥∫︁
0

𝜉∫︁
0

𝑣1(𝑡, 𝜉1)𝑑𝜉1𝑑𝜉.

Then problem (1)–(3) is reduced to a following problem

𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝑡

= 𝐴1(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑣1
𝜕𝑥

+𝐵1(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑣1
𝜕𝑡

+𝐴2(𝑡, 𝑥)𝑣1 + 𝑓(𝑡, 𝑥)+

+

𝑚∑︁
𝑗=1

{︁
𝐾1,𝑗(𝑥)

𝜕𝑣1(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
+ 𝐿1,𝑗(𝑥)

𝜕𝑣1(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝐾2,𝑗(𝑥)𝑣1(𝑡, 𝑥)

}︁⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑗

+

+𝐹1(𝑡, 𝑥, 𝑣2, 𝑣3) + 𝐹2(𝑥, 𝑣2, 𝑣3), (4)

𝜕𝑣1(0, 𝑥)

𝜕𝑡
=
𝜕𝑣1(𝑇, 𝑥)

𝜕𝑡
, 𝑥 ∈ [0, 𝜔], (5)

𝑣1(𝑡, 0) = 𝜓0(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (6)

𝑣𝑠(𝑡, 𝑥) = 𝜓𝑠−1(𝑡) +

𝑠−2∑︁
𝑖=1

𝜓𝑠−1−𝑖(𝑡)
𝑥𝑖

𝑖!
+

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝜉)𝑠−2

(𝑠− 2)!
𝑣1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉, 𝑠 = 2, 3, (7)

where 𝐹1(𝑡, 𝑥, 𝑣2, 𝑣3) =
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= 𝐴3(𝑡, 𝑥)𝑣2(𝑡, 𝑥) +𝐵2(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑣2(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡
+𝐵3(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑣3(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡

+ 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑣3(𝑡, 𝑥),

𝐹2(𝑥, 𝑣2, 𝑣3) =

=
𝑚∑︀
𝑗=1

{︁
𝐾3,𝑗(𝑥)𝑣2(𝑡, 𝑥) + 𝐿2,𝑗(𝑥)

𝜕𝑣2(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡

+ 𝐿3,𝑗(𝑥)
𝜕𝑣2(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡
+𝑀𝑗(𝑥)𝑣3(𝑡, 𝑥)

}︁⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑗

.

We also consider an auxiliary system of loaded hyperbolic equations second order

𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝑡

= 𝐴1(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑣1
𝜕𝑥

+𝐵1(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑣1
𝜕𝑡

+𝐴2(𝑡, 𝑥)𝑣1+

+

𝑚∑︁
𝑗=1

{︁
𝐾1,𝑗(𝑥)

𝜕𝑣1(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
+ 𝐿1,𝑗(𝑥)

𝜕𝑣1(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝐾2,𝑗(𝑥)𝑣1(𝑡, 𝑥)

}︁⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑗

+𝑔(𝑡, 𝑥) (8)

with conditions (5) and (6).

Here the function 𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(Ω, 𝑅𝑛).

The following assertion is true.

Theorem 1. Let

1) the 𝑛 × 𝑛 matrices 𝐴𝑖(𝑡, 𝑥), 𝐵𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1, 3, 𝐶(𝑡, 𝑥), and 𝑛 vector function
𝑓(𝑡, 𝑥) are continuous on Ω;

2) the 𝑛 × 𝑛 matrices 𝐾𝑖,𝑗(𝑥), 𝐿𝑖,𝑗(𝑥), 𝑀𝑗(𝑥), 𝑖 = 1, 3, 𝑗 = 1,𝑚, are continuous
on [0, 𝜔];

3) the 𝑛 vector-functions 𝜓𝑠(𝑡), 𝑠 = 0, 2 are continuously differentiable on [0, 𝑇 ];

4) the periodic problem for system of loaded hyperbolic equations second order (8),
(5), (6) is uniquely solvable for any 𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(Ω, 𝑅𝑛), and 𝜓0(𝑡) ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ], 𝑅𝑛).

Then periodic problem for the system of loaded pseudo-parabolic equations of fourth
order (1)–(4) has a unique classical solution.

Proof of Theorem 1 is proved analogously of proof Theorem 1 in [8].

A questions of unique solvability, well-posedness to system (8) with conditions (5),
(6) and impulse effects are investigated in [9-10]. Conditions of unique solvability to
considered problem are established in the terms of initial data.
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Consider the functional-differential equation

𝑦′′(𝑥) + 𝜌2𝑦(𝑥) = (𝑞0(𝑥) + 2𝜌𝑞1(𝑥))𝑦(𝑥− 𝑎), 0 < 𝑥 < 𝜋, (1)

where 𝜌 is the spectral parameter and 𝑎 ∈ [𝜋/2, 𝜋), while 𝑞𝜈(𝑥) ∈𝑊 𝜈
2 [0, 𝜋] are complex-

valued functions and 𝑞𝜈(𝑥) = 0 on (0, 𝑎), 𝜈 = 0, 1. For simplicity we assume that∫︀ 𝜋
𝑎
𝑞1(𝑥) 𝑑𝑥 = 0. For 𝑗 = 0, 1 let {𝜌𝑛,𝑗} be the spectrum of the boundary value problem

𝐿𝑗(𝑞0, 𝑞1) for equation (1) with the boundary conditions

𝑦(0) = 𝑦(𝑗)(𝜋) = 0. (2)

Theorem 1. For 𝑗 = 0, 1 and 𝑛 ∈ Z ∖ {0} the following asymptotics holds:

𝜌𝑛,𝑗 = 𝜌0𝑛,𝑗 +
𝜔0

𝜋𝑛
cos 𝜌0𝑛,𝑗𝑎+ (−1)𝑗

𝜔1

𝜋𝑛
sin 𝜌0𝑛,𝑗𝑎+

κ𝑛,𝑗
𝑛

, 𝜔𝑗 ∈ C, {κ𝑛,𝑗} ∈ 𝑙2,

where 𝜌0𝑛,𝑗 = 𝑛− sgn(𝑛)𝑗/2. Moreover, 𝜔0 =
∫︀ 𝜋
𝑎
𝑞0(𝑥) 𝑑𝑥 and 𝜔1 = 𝑞1(𝜋)/2.

Let {𝑛𝑘}𝑘∈N be an increasing sequence of natural numbers. Consider the following
inverse problem (IP): Given the subspectra {𝜌±𝑛𝑘,𝑗}𝑘∈N, 𝑗 = 0, 1, find the functions
𝑞0(𝑥), 𝑞1(𝑥).

The classical results in the inverse spectral theory are known for differential oper-
ators (see, e.g., the survey in [1]). For example, the inverse problem for the pencils
(1), (2) without delay (i.e. when 𝑎 = 0) from the complete spectra was studied in
[2]. For functional-differential operators and pencils as well as for other classes of
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nonlocal ones the classical methods of the inverse spectral theory usually do not work.
For Sturm–Liouville-type operators (i.e. when 𝑞1(𝑥) ≡ 0) with delay inverse problems
were studied in [3–12]. We note that the case 𝑎 ∈ (0, 𝜋/2) is much more difficult.
Some aspects of the inverse problem for 𝑎 ∈ (2𝜋/5, 𝜋/2) when 𝑞1(𝑥) ≡ 0 were studied
in [8–11].

Lemma 1. Specification of the subspectra {𝜌±𝑛𝑘,𝑗}𝑘∈N, 𝑗 = 0, 1, uniquely deter-
mines the numbers 𝜔𝑗 , 𝑗 = 0, 1, by the formula[︂

𝜔0

𝜔1

]︂
= 𝜋 sin−1 𝑎

2
lim
𝑘→∞

𝑛𝑘

[︂
sin 𝜌0−𝑛𝑘,1𝑎 sin 𝜌0𝑛𝑘,0𝑎
cos 𝜌0−𝑛𝑘,1𝑎 − cos 𝜌0𝑛𝑘,0𝑎

]︂[︂
𝜌𝑛𝑘,0 − 𝜌0𝑛𝑘,0

𝜌0−𝑛𝑘,1 − 𝜌−𝑛𝑘,1

]︂
. (3)

Put 𝑛0 := 0, 𝑛−𝑘 := −𝑛𝑘 for 𝑘 ∈ N and introduce the sequences {𝜃𝑘,𝑗}𝑘∈Z𝑗 ,
𝑗 = 0, 1, where Z0 = Z ∖ {0} and Z1 = Z, in the following way:

𝜃𝑘,0 = 𝜌𝑛𝑘+1,0, 𝑘 6 −2, 𝜃𝑘,0 = 𝜌𝑛𝑘−1,0, 𝑘 > 3, 𝜃𝑘,1 = 𝜌𝑛𝑘,1, |𝑘| ∈ N, (4)

𝜃−1,0 = 𝜌𝑛1,0, 𝜃1,0 = 𝜃2,0 = 0, 𝜃0,1 = 0. (5)

Without loss of generality we assume that 𝜃−𝑘,0 ̸= 𝜃𝑛,0 and 𝜃−𝑘,1 ̸= 0 for all 𝑛, 𝑘 ∈ N
and that multiple values in the sequences {𝜃𝑘,𝑗}𝑘∈Z𝑗 are neighboring, i.e. 𝜃𝑘,𝑗 =
𝜃𝑘+1,𝑗 = . . . 𝜃𝑘+𝑚𝑘,𝑗−1,𝑗 , where 𝑚𝑘,𝑗 is the multiplicity of 𝜃𝑘,𝑗 .

We also introduce the sets

𝒮0 = {𝑘 : 𝜃𝑘,0 ̸= 𝜃𝑘−1,0, 𝑘 ∈ Z0 ∖ {1}} ∪ {1}, 𝒮1 = {𝑘 : 𝜃𝑘,1 ̸= 𝜃𝑘−1,1, 𝑘 ∈ Z}

and the systems of vector-functions Λ𝑗 = {(𝑐𝑘𝑗(𝑥), 𝑠𝑘𝑗(𝑥))}𝑘∈Z𝑗 , 𝑗 = 0, 1, where

𝑐𝑘+𝜈,𝑗(𝑥) =
𝑑𝜈

𝑑𝜌𝜈
cos 𝜌𝑥

⃒⃒⃒
𝜌=𝜃𝑘,𝑗

, 𝑠𝑘+𝜈(𝑥) =
𝑑𝜈

𝑑𝜌𝜈
sin 𝜌𝑥

⃒⃒⃒
𝜌=𝜃𝑘,𝑗

for 𝑘 ∈ 𝒮𝑗 and 𝜈 = 0,𝑚𝑘,𝑗 − 1.

Lemma 2. (i) The system Λ0 is complete in (𝐿2(0, 𝑏))
2 if and only if the system

{cos𝑛𝑘𝑥}𝑘+1∈N is complete in 𝐿2(0, 𝑏).
(ii) The system Λ1 is complete in (𝐿2(0, 𝑏))

2 if and only if the system {sin(𝑛𝑘 −
1/2)𝑥}𝑘∈N is complete in 𝐿2(0, 𝑏).

(iii) The system Λ0 is a Riesz basis in (𝐿2(0, 𝑏))
2 if and only if so is the system

Λ0
0 = {(0, 𝑥)} ∪ {(cos𝑛𝑘𝑥, sin𝑛𝑘𝑥}𝑘∈Z.
(iv) The system Λ1 is a Riesz basis in (𝐿2(0, 𝑏))

2 if and only if so is the system
Λ0

1 = {(cos 𝜌0𝑛𝑘,1𝑥, sin 𝜌
0
𝑛𝑘,1𝑥}𝑘∈Z, where 𝜌

0
0,1 = 0.

Theorem 2. Specification of the subspectra {𝜌±𝑛𝑘,𝑗}𝑘∈N, 𝑗 = 0, 1, uniquely deter-
mines the functions 𝑞0(𝑥) and 𝑞1(𝑥) if and only if each of the systems {cos𝑛𝑘𝑥}𝑘+1∈N
and {sin(𝑛𝑘 − 1/2)𝑥}𝑘∈N is complete in 𝐿2(0, 𝜋 − 𝑎).

Corollary 1. For any fixed 𝑎 ∈ [𝜋/2, 𝜋), specification of the subspectra
{𝜌2𝑘,𝑗}|𝑘|∈N, 𝑗 = 0, 1, uniquely determines the functions 𝑞0(𝑥) and 𝑞1(𝑥).

The following theorem gives sufficient conditions for solvability of IP.

Theorem 3. Fix 𝑎 ∈ [𝜋/2, 𝜋). Then two arbitrary sequences of complex numbers
{𝜇𝑘,𝑗}|𝑘|∈N, 𝑗 = 0, 1, are subspectra of some boundary value problems 𝐿𝑗(𝑞0, 𝑞1), 𝑗 =
0, 1, respectively, if the following two conditions are fulfilled:

(i) There exists an increasing sequence of natural numbers {𝑛𝑘}𝑘∈N such that

𝜇𝑘,𝑗 = 𝜌0𝑛𝑘,𝑗 +
𝜔0

𝜋𝑛𝑘
cos 𝜌0𝑛𝑘,𝑗𝑎+ (−1)𝑗

𝜔1

𝜋𝑛𝑘
sin 𝜌0𝑛𝑘,𝑗𝑎+

κ𝑘,𝑗
𝑛𝑘

, {κ𝑘,𝑗} ∈ 𝑙2,

where |𝑘| ∈ N, 𝜔0, 𝜔1 ∈ C and 𝑛−𝑘 = −𝑛𝑘 for 𝑘 ∈ N;
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(ii) Each of the systems Λ0
𝑗 , 𝑗 = 0, 1, constructed by the sequence {𝑛𝑘}𝑘∈N from

(i), is a Riesz basis in (𝐿2(0, 𝜋 − 𝑎))2.

Under assumption (ii) of Theorem 3 the solution of the inverse problem can be
found by the following algorithm.

Algorithm 1. Let the subspectra {𝜌±𝑛𝑘,𝑗}𝑘∈N, 𝑗 = 0, 1, be given. Then:
1) Find the numbers 𝜔0 and 𝜔1 by formula (3);
2) Construct the sequences {𝛽𝑘,𝑗}𝑘∈Z𝑗 ∈ 𝑙2, 𝑗 = 0, 1, by the formula

𝛽𝑘+𝜈,𝑗 = Θ
(𝜈)
𝑗 (𝜃𝑘,𝑗), 𝑘 ∈ 𝒮𝑗 , 𝜈 = 0,𝑚𝑘,𝑗 − 1,

where the numbers 𝜃𝑘,𝑗 are determined in (4) and (5), while

Θ0(𝜌) = −𝜌 sin 𝜌𝜋 + 𝜔0 cos 𝜌(𝜋 − 𝑎)− 𝜔1 sin 𝜌(𝜋 − 𝑎),

Θ1(𝜌) = −𝜌 cos 𝜌𝜋 − 𝜔0 sin 𝜌(𝜋 − 𝑎) + 𝜔1 cos 𝜌(𝜋 − 𝑎);

3) Find the functions 𝑤𝑗𝜈(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 𝜋 − 𝑎), 𝑗, 𝜈 = 0, 1, by the formulae

𝑤𝑗0(𝑥) =
∑︁
𝑘∈Z𝑗

𝛽𝑘𝑗𝑐
*
𝑘𝑗(𝑥), 𝑤𝑗1(𝑥) =

∑︁
𝑘∈Z𝑗

𝛽𝑘𝑗𝑠
*
𝑘𝑗(𝑥),

where the system {(𝑐*𝑘𝑗(𝑡), 𝑠*𝑘𝑗(𝑡))}𝑘∈Z𝑗 is biorthogonal to the Riesz basis Λ𝑗 ;
4) Construct the functions 𝑞0(𝑥) and 𝑞1(𝑥) by the formulae

𝑞0(𝑥) = 2

⎧⎨⎩ 𝑤00(𝜋 + 𝑎− 2𝑥)− 𝑤11(𝜋 + 𝑎− 2𝑥), 𝑥 ∈
(︁
𝑎,
𝜋 − 𝑎

2

)︁
,

𝑤00(2𝑥− 𝜋 − 𝑎) + 𝑤11(2𝑥− 𝜋 − 𝑎), 𝑥 ∈
(︁𝜋 − 𝑎

2
, 𝜋
)︁
,

𝑞1(𝑥) = 2𝜔1 −
∫︁ 𝜋

𝑥

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡,

𝑢(𝑡) = 2

⎧⎨⎩ 𝑤10(𝜋 + 𝑎− 2𝑥) + 𝑤01(𝜋 + 𝑎− 2𝑥), 𝑥 ∈
(︁
𝑎,
𝜋 − 𝑎

2

)︁
,

𝑤10(2𝑥− 𝜋 − 𝑎)− 𝑤01(2𝑥− 𝜋 − 𝑎), 𝑥 ∈
(︁𝜋 − 𝑎

2
, 𝜋
)︁
.

Analogous results for Sturm–Liouville-type operators with delay were obtained in
[12].
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MICROLOCAL GEOMETRY MAKES GLOBAL STRUCTURES
IN POROUS MEDIUM

V.A. Galkin

val-gal@yandex.ru

UDC 531.3,517.958

We consider the problem of connectedness in the metric space which model
is “porous medium”. The main question is the description of measure for
quantity of global connections between two points in the space provided
the local distribution of connections in microstructure is given. A porous
medium is a network of intergrain channels formed by internally connected
intermediate spaces between particles.

Keywords: porous medium, intergrain channels

Mathematically this problem directly connected with behavior of solutions for the
conservation laws systems of quasilinear Equations

𝜕𝑢𝛽(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝐹
(𝛽)
𝑗

𝜕𝑥𝑗
= 0, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0, 𝛽 ∈ 𝐶. (1)

Here the given typically nonlinear functions 𝐹
(𝛽)
𝑗 define the local connectivity in

the medium. The analysis of global geometry in “porous medium” is directly related
to the structure of singularities of solutions to the Eq. (1). The main description
of above is based on so-called functional solutions theory in the algebraically adjoint
space to the 𝐿𝑙𝑜𝑐1 equipped by the Tikhonov topology [1].

Natural examples of above problems are investigated in description of global struc-
tures produced by connected pores in matrix of oil-containing sands and similar prob-
lems arise in research of materials of nuclear reactors under influence of neutron flow.

Those problems are close to the description of structures in multidimensional bil-
liard game.

The Russian Foundation for Basic Research supported this work (project nos. 16-29-
15105, 18-01-00343).
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The description of global structures in the above examples connected with solutions
of Smoluchowskii kinetic Equation [2], which is directly leads to the non-local Hopf
Equation

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+ [𝐹 − 𝐹 (0, 𝑡)]

𝜕𝐹

𝜕𝑝
= 0, (𝑝 > 0, 𝑡 > 0),

for density distribution function of global conductivity paths in structure of porous
medium.

Directly these phenomena involve processes of cracks growth in the structure of
materials due to their mutual intersections (coagulation of growing cracks with the
formation of defects, comparable to the size of the engineering objects is the phe-
nomenon of their destruction). This is related to the tasks of destruction dynamics
and its prognosis to prevent possible disasters on aerospace devices and pipelines of the
first circuit of nuclear power plants during their cyclic freezing-thawing. The latter is
especially true for nuclear reactors with heavy metal coolant, where phase transitions
are a source of pressure surges on the pipes, generating the development of cracks.

The above phenomenon connected with transition of the conservation relationship
into relation of dissipation in Eqs. (1). The great interest is the study of the stationary
problem for the size distribution function of pores𝑓 , which is written as [2]:

1

2

∫︁ 𝜇

0

Φ(𝜇− 𝜇1, 𝜇1)𝑓(𝜇− 𝜇1)𝑓(𝜇1)𝑑𝜇1 −

− 𝑓(𝜇)

∫︁ ∞

0

Φ(𝜇, 𝜇1)𝑓(𝜇1)𝑑𝜇1 + 𝑞(𝜇) = 0, 𝜇 ∈ R+, (2)

where given a non-negative function 𝑞(𝜇) defines the intensity, with which pores of size
𝜇 > 0 are introduced into the medium containing growing pores due to their mutual
crossings.

Such solutions do not belong to the conservative set of Smoluchowski collision
operator (2), and therefore they lie in the set of dissipation. Such problems arise when
describing the growth of pores in metals when irradiated by fast neutron flux that
during collisions with atoms in crystal lattice provide holes. In this case, neutrons
are source of particles (holes). These holes during their thermal movement meet each
other and coagulate. Mathematical modelling of jet engines has to take into account
coagulation of sticky particles, which arise in the combustion process.
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CONFORMAL SPECTRAL ESTIMATES OF THE
DIRICHLET-LAPLACIAN

V. Gol’dshtein, V. Pchelintsev, A. Ukhlov
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We study spectral estimates of the Dirichlet-Laplacian in bounded pla-
nar domains and obtain spectral gap estimates in terms of the conformal
(hyperbolic) geometry.

Keywords: Dirichlet-Laplacian, spectral gap, conformal mappings
MSC: 35P15, 30C65

This note is dedicated to estimates of the eigenvalues of the Dirichlet-Laplacian

−Δ𝑢 = −
(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

)︂
, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω, 𝑢|𝜕Ω = 0,

in terms of the conformal geometry of Ω ⊂ R2.
By Riemann’s mapping theorem there exists a conformal mapping 𝜙 : D → Ω of

a simply connected domain Ω ⊂ R2, Ω ̸= R2, onto the unit disc D. Recall that Ω is
called a conformal 𝛼-regular domain if 𝜙′ belongs to the Lebesgue space 𝐿𝛼(D), for
some 𝛼 > 2 [1]. This definition does not depend on choice of a conformal mapping
𝜙 : D → Ω and can be reformulated in terms of the hyperbolic metrics [1]. A class of
conformal regular domains includes Lipschitz domains and also some fractal domains
like snowflakes.

Our machinery is based on the spectral stability estimates of the Dirichlet-Laplace
operator [1] and the geometric theory of composition operators on Sobolev spaces
[3]. On this way we obtain asymptotically sharp lower estimates of the spectral gap
between the first two Dirichlet eigenvalues in conformal 𝛼-regular domains [2].

Introduce the notations:

𝛾𝛼 = inf
𝑝∈( 4𝛼

3𝛼−2
,2)

(︂
𝑝− 1

2− 𝑝

)︂ 2(𝑝−1)
𝑝 𝜋−𝛼+2

2𝛼 4
− 1

𝑝

Γ(2/𝑝)Γ(3− 2/𝑝)
,

𝑉 0
𝛼 (Ω, ̃︀Ω) = inf

𝜙,̃︀𝜙
[︀(︀
‖𝜙′ | 𝐿𝛼(D)‖+ ‖̃︀𝜙′ | 𝐿𝛼(D)‖

)︀
‖𝜙′ − ̃︀𝜙′ | 𝐿2(D)‖

]︀
,

where the infimum is taken over all conformal mappings 𝜙 : D → Ω and ̃︀𝜙 : D → ̃︀Ω.
The quantity 𝑉 0

𝛼 (Ω, ̃︀Ω) measures a “distance” between Ω and ̃︀Ω in terms of 𝐿2-norms
of conformal homeomorphisms.

Theorem 1. Let Ω ⊂ R2 be a conformal 𝛼-regular domain of area 𝜋. Then the
spectral gap for Dirichlet-Laplacian satisfies

𝜆2(Ω)− 𝜆1(Ω) > 𝜆2(D)− 𝜆1(D)− (𝜆2
* + 1)𝜆2

1(D𝜌)𝛾𝛼𝑉 0
𝛼 (D,Ω),

where 𝜆* ≈ 2.539 and D𝜌 is the largest disc inscribed in Ω.
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Also we obtain asymptotically sharp lower estimates of the Payne-Pólya-
Weinberger ratio of eigenvalues of the Dirichlet-Laplace operator in conformal 𝛼-
regular domains [2].

Theorem 2. Let Ω ⊂ R2 be a conformal 𝛼-regular domain of area 𝜋. Then the
ratio of the first two eigenvalues of the Dirichlet-Laplacian satisfies

𝜆2(Ω)

𝜆1(Ω)
>
𝜆2(D)− 𝜆2

*𝜆
2
1(D𝜌)𝛾𝛼𝑉 0

𝛼 (D,Ω)
𝜆1(D) + 𝜆2

1(D𝜌)𝛾𝛼𝑉 0
𝛼 (D,Ω)

,

where 𝜆* = 𝜆2(D)
𝜆1(D)

≈ 2.539 and D𝜌 is the largest disc inscribed in Ω.
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ON STABILIZATION PROBLEM FOR A LOADED HEAT
EQUATION: THE TWO-DIMENSIONAL CASE
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The problem of stabilization (of forming a cylinder) of a solution of bound-
ary value problem for heat equation with the loaded two-dimensional
Laplace operator is considered. An algorithm is proposed for approximate
construction of boundary controls providing the required stabilization of
the solution. The work continues the research of the authors carried out
earlier for the loaded one-dimensional heat equation.
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The idea of reducing the stabilization problem for a parabolic equation by means
of boundary controls to the solution of an auxiliary boundary value problem (BVP)
in the extended domain of independent variables belongs to A.V. Fursikov [1]. At the
same time, recently, the so-called loaded differential equations [2], [3] are actively used
in problems of mathematical modeling and control of nonlocal dynamical systems.
In this paper, we investigate stabilization problems for the loaded two-dimensional
thermal conductivity equation.

Statement of the problem. Let Ω = {𝑥, 𝑦 : −𝜋/2 < 𝑥, 𝑦 < 𝜋/2} be a domain
with a boundary 𝜕Ω. In the cylinder 𝑄 = Ω × {𝑡 > 0} with lateral surface Σ =
𝜕Ω× {𝑡 > 0} we consider the BVP for the loaded heat equation

𝑢𝑡 −Δ𝑢+ 𝛼𝑢(0, 𝑦, 𝑡) + 𝛽𝑢(𝑥, 0, 𝑡) = 0, {𝑥, 𝑦, 𝑡} ∈ 𝑄, (1)

𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑢0(𝑥, 𝑦), {𝑥, 𝑦} ∈ Ω, (2)

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡), {𝑥, 𝑦, 𝑡} ∈ Σ, (3)

where 𝛼, 𝛽 ∈ C are given (in general case are complex) constants, 𝑢0(𝑥, 𝑦) is given
function. The aim is to find a function 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) such that a solution of the BVP
(1)–(3) satisfies the inequality

‖𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐿2(Ω) 6 𝐶0𝑒
−𝜎𝑡, 𝜎 > 0, 𝑡 > 0. (4)

Note that here 𝜎 is a given constant and 𝐶0 is an arbitrary bounded constant.
Auxiliary BVP. Let Ω1 = {𝑥, 𝑦 : −𝜋 < 𝑥, 𝑦 < 𝜋} and 𝑄1 = Ω1 × {𝑡 > 0}.

𝑧𝑡 −Δ𝑧 + 𝛼𝑧(0, 𝑦, 𝑡) + 𝛽𝑧(𝑥, 0, 𝑡) = 0, {𝑥, 𝑦, 𝑡} ∈ 𝑄1, (5)

𝑧(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑧0(𝑥, 𝑦), {𝑥, 𝑦} ∈ Ω1, (6)

𝜕(𝑗)𝑧(−𝜋, 𝑦, 𝑡)
𝜕𝑥(𝑗)

=
𝜕(𝑗)𝑧(𝜋, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥(𝑗)
, {𝑦, 𝑡} ∈ (−𝜋, 𝜋)× {𝑡 > 0},

𝜕(𝑗)𝑧(𝑥,−𝜋, 𝑡)
𝜕𝑦(𝑗)

=
𝜕(𝑗)𝑧(𝑥, 𝜋, 𝑡)

𝜕𝑦(𝑗)
, {𝑥, 𝑡} ∈ (−𝜋, 𝜋)× {𝑡 > 0}, 𝑗 = 0, 1. (7)

The problem is to find an initial function 𝑧0(𝑥, 𝑦) such that a solution of the BVP
(5)–(7) satisfies the inequality

‖𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐿2(Ω1)
6 𝐶0𝑒

−𝜎𝑡, 𝜎 > 0, 𝑡 > 0. (8)

We recall, as we indicated above, that here 𝜎 is a given constant and 𝐶0 is an arbitrary
bounded constant.

Spectral problem for the loaded twodimensional Laplace operator. Let
us search a solution of the problem (5)–(7) in the form

𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
∑︁
𝑘,𝑙∈Z

𝑍𝑘𝑙(𝑡)𝜓𝑘𝑙(𝑥, 𝑦), (9)

where {𝜓𝑘𝑙(𝑥, 𝑦), 𝑘, 𝑙 ∈ Z} is a biorthogonal basis of the space 𝐿2(Ω1) and Z =
{0,±1,±2, ...}. The following two spectral problems are considered for the construc-
tion of the biorthogonal basis {𝜓𝑘𝑙(𝑥, 𝑦), 𝑘, 𝑙 ∈ Z} in the domain Ω1 = {𝑥, 𝑦 : −𝜋 <
𝑥 < 𝜋,−𝜋 < 𝑦 < 𝜋}:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−Δ𝜙(𝑥, 𝑦) + 𝛼𝜙(0, 𝑦) = 𝜆𝜙(𝑥, 𝑦),

𝜕𝑗𝜙(−𝜋, 𝑦)
𝜕𝑥𝑗

=
𝜕𝑗𝜙(𝜋, 𝑦)

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝑗𝜙(𝑥,−𝜋)

𝜕𝑦𝑗
=
𝜕𝑗𝜙(𝑥, 𝜋)

𝜕𝑦𝑗
,

(10)
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−Δ𝜙(𝑥, 𝑦) + 𝛼𝜙(0, 𝑦) + 𝛽𝜙(𝑥, 0) = 𝜆𝜙(𝑥, 𝑦),

𝜕𝑗𝜙(−𝜋, 𝑦)
𝜕𝑥𝑗

=
𝜕𝑗𝜙(𝜋, 𝑦)

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝑗𝜙(𝑥,−𝜋)

𝜕𝑦𝑗
=
𝜕𝑗𝜙(𝑥, 𝜋)

𝜕𝑦𝑗
,

(11)

where 𝑗 = 0, 1, Δ is the Laplace operator, 𝛼, 𝛽 ∈ C are given complex numbers, 𝜆 ∈ C
is a spectral parameter. The following propositions are valid.

Theorem 1. (a). Let ∀ 𝑙 ∈ Z : 𝛼 ̸= 𝑙2. Then a system of eigenfunctions and
eigenvalues of the problem (10) is defined in the form:{︁

𝜙𝑘𝑙(𝑥, 𝑦) =
(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦, 𝜆𝑘𝑙 = 𝑙2 + 𝑘2, 𝑙 ∈ Z′ ≡ Z∖{0};

𝜙𝑘0(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑖𝑘𝑦, 𝜆𝑘0 = 𝛼+ 𝑘2 (𝑙 = 0), 𝑘 ∈ Z
}︁
. (12)

(b). Let ∃ 𝑙0 ∈ Z : 𝛼 = 𝑙20. Then a system of eigenfunctions, associated functions
(marked with ∼) and eigenvalues of the problem (10) is defined in the form:{︁

𝜙𝑘𝑙(𝑥, 𝑦) =
(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦, 𝜆𝑘𝑙 = 𝑙2 + 𝑘2, 𝑙 ∈ Z′

1 ≡ Z′∖{±𝑙0};

𝜙𝑘𝑙0(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑖𝑘𝑦, 𝜙±
𝑘𝑙0

(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑙0𝑥+𝑖𝑘𝑦, 𝜆𝑘𝑙0 = 𝛼+ 𝑘2 (𝛼 = 𝑙20), 𝑘 ∈ Z
}︁
. (13)

Theorem 2. (a). Let ∀ 𝑘, 𝑙 ∈ Z : 𝛽 ̸= 𝑘2, 𝛼 ̸= 𝑙2. Then a system of eigenfunctions
and eigenvalues for the problem (11) is defined in the form:{︁

𝜙𝑘𝑙(𝑥, 𝑦) =
(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁(︁
𝑒𝑖𝑘𝑦 +

𝛽

𝑘2 − 𝛽

)︁
,

𝜆𝑘𝑙 = 𝑘2 + 𝑙2, 𝑘, 𝑙 ∈ Z′; 𝑒𝑖𝑙𝑥 +
𝛼

𝑙2 − 𝛼
, 𝜆0𝑙 = 𝛽 + 𝑙2, 𝑙 ∈ Z′;

𝑒𝑖𝑘𝑦 +
𝛽

𝑘2 − 𝛽
, 𝜆𝑘0 = 𝑘2 + 𝛼, 𝑘 ∈ Z′; 1, 𝜆00 = 𝛼+ 𝛽

}︁
. (14)

(b). Let ∀ 𝑘 ∈ Z : 𝛽 ̸= 𝑘2 and ∃𝑙0 ∈ Z : 𝛼 = 𝑙20. Then a system of eigenfunctions,
associated functions (marked with ∼) and eigenvalues for the problem (11) is defined
in the form (where Z′

1 = Z′∖{±𝑙0}):{︁
𝜙𝑘𝑙(𝑥, 𝑦) =

(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁(︁
𝑒𝑖𝑘𝑦 +

𝛽

𝑘2 − 𝛽

)︁
, 𝜆𝑘𝑙 = 𝑘2 + 𝑙2, 𝑘 ∈ Z′, 𝑙 ∈ Z′

1;

𝜙𝑘𝑙0(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑖𝑘𝑦 +
𝛽

𝑘2 − 𝛽
, 𝜙±

𝑘𝑙0
(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑙0𝑥

(︁
𝑒𝑖𝑘𝑦 +

𝛽

𝑘2 − 𝛽

)︁
, 𝜆𝑘𝑙0 = 𝑘2 + 𝛼,

𝛼 = 𝑙20, 𝑘 ∈ Z′; 𝜙0𝑙0(𝑥, 𝑦) = 1, 𝜙±
0𝑙0

(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑙0𝑥, 𝜆0𝑙0 = 𝛼+ 𝛽
}︁
. (15)

(c). Let ∀ 𝑙 ∈ Z : 𝛼 ̸= 𝑙2 and ∃ 𝑘0 ∈ Z : 𝛽 = 𝑘20. Then a system of eigenfunctions,
associated (marked with ∼) functions and eigenvalues for the problem (11) is defined
in the form (where Z′

2 = Z′∖{±𝑘0}):{︁
𝜙𝑘𝑙(𝑥, 𝑦) =

(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁(︁
𝑒𝑖𝑘𝑦 +

𝛽

𝑘2 − 𝛽

)︁
, 𝜆𝑘𝑙 = 𝑘2 + 𝑙2, 𝑘 ∈ Z′

2, 𝑙 ∈ Z′;

𝜙𝑘0𝑙(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑖𝑙𝑥 +
𝛼

𝑙2 − 𝛼
, 𝜙±

𝑘0𝑙
(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑘0𝑦

(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁
, 𝜆𝑘0𝑙 = 𝛽 + 𝑙2,

𝛽 = 𝑘20, 𝑙 ∈ Z′; 𝜙𝑘00(𝑥, 𝑦) = 1, 𝜙𝑘00(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑘0𝑦, 𝜆𝑘00 = 𝛼+ 𝛽
}︁
. (16)
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(d). Let ∃ 𝑘0, 𝑙0 ∈ Z : 𝛽 = 𝑘20, 𝛼 = 𝑙20. Then a system of eigenfunctions, associ-
ated functions (marked with ∼) and eigenvalues for the problem (11) is defined in the
form:{︁

𝜙𝑘𝑙(𝑥, 𝑦) =
(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁(︁
𝑒𝑖𝑘𝑦 +

𝛽

𝑘2 − 𝛽

)︁
, 𝜆𝑘𝑙 = 𝑘2 + 𝑙2, 𝑘 ∈ Z′

2, 𝑙 ∈ Z′
1;

𝜙𝑘0𝑙(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑖𝑙𝑥 +
𝛼

𝑙2 − 𝛼
, 𝜙±

𝑘0𝑙
(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑘0𝑦

(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁
, 𝜆𝑘0𝑙 = 𝛽 + 𝑙2,

𝛽 = 𝑘20, 𝑙 ∈ Z′
1; 𝜙𝑘𝑙0(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑖𝑘𝑦 +

𝛽

𝑘2 − 𝛽
, 𝛼+ 𝑘2, 𝑘 ∈ Z′

2; 𝜙𝑘0𝑙0(𝑥, 𝑦) = 1,

𝜙𝑘0𝑙0(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑘0𝑦, 𝜆𝑘0𝑙0 = 𝛼+ 𝛽; 𝜙𝑘𝑙0(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑙0𝑥
(︁
𝑒𝑖𝑘𝑦 +

𝛽

𝑘2 − 𝛽

)︁
, 𝛼+ 𝑘2,

𝑘 ∈ Z′
2; 𝜙𝑘0𝑙0(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑙0𝑥, 𝜙𝑘0𝑙0(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑙0𝑥±𝑖𝑘0𝑦, 𝜆𝑘0𝑙0 = 𝛼+ 𝛽

}︁
. (17)
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An asymptotic solution, containing boundary functions, for the initial value prob-
lem for weakly non-linear differential equation in a real 𝑚-dimensional space

𝜀
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝜀𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜀), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (1)

𝑥(0, 𝜀) = 𝑥0, (2)

where 𝑥 = 𝑥(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑋, the matrix 𝐴(𝑡) is singular, and for its discrete analogue has
been constructed in [1]. The results from this paper are also presented in [2] and [3]. In
these publications, the cause of studying equations of the last form is also explained.

Here and further 𝜀 > 0 means a small parameter and the 𝑚×𝑚 matrix 𝐴(𝑡) and
the 𝑚-dimensional vector-functions 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜀) are sufficiently smooth with respect to
their arguments.

In contrast [1], we use the projector approach for constructing asymptotic solu-
tion of problem (1),(2). It allows us to represent the algorithm of boundary functions
method for constructing asymptotic solution of initial value singularly perturbed prob-
lems in a critical case more clearly than in [1].

Note that the projector approach has been used in [4] for constructing the zero
order asymptotic solution for a singularly perturbed linear-quadratic control problem
in the critical case.

We will assume the same assumptions as in [1] that the matrix 𝐴(𝑡) has for each
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] 𝑚 eigenvalues 𝜆1(𝑡), 𝜆2(𝑡), ..., 𝜆𝑚(𝑡) and they satisfy the conditions

1. 𝜆𝑗(𝑡) = 0 for 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘, 𝑘 < 𝑚.
2. All 𝑘 eigenvectors 𝑣1(𝑡), 𝑣2(𝑡), ..., 𝑣𝑘(𝑡) of the matrix 𝐴(𝑡), corresponding to

𝜆𝑗(𝑡) = 0, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘, are linearly independent.
We will use here eigenvectors having the same smoothness as the matrix 𝐴(𝑡).
Following to [1], we will seek for the asymptotic solution of problem (1), (2) in the

form
𝑥(𝑡, 𝜀) = 𝑥(𝑡, 𝜀) + Π𝑥(𝜏, 𝜀), (3)

where 𝑥(𝑡, 𝜀) =
∑︀
𝑗>0 𝜀

𝑗𝑥𝑗(𝑡) is a so-called regular series, Π𝑥(𝜏, 𝜀) =
∑︀
𝑗>0 𝜀

𝑗Π𝑗𝑥(𝜏) is
a so-called boundary series, 𝜏 = 𝑡/𝜀. Functions Π𝑗𝑥(𝜏) are boundary functions in the
vicinity of 𝑡 = 0. They will be find as in [1] with the help of the additional condition
Π𝑗𝑥(𝜏) → 0 as 𝜏 → +∞.

Further we will use the decompositions of the space 𝑋 into the orthogonal sums

𝑋 = 𝑘𝑒𝑟𝐴(𝑡)⊕ 𝑖𝑚𝐴(𝑡)′ = 𝑘𝑒𝑟𝐴(𝑡)′ ⊕ 𝑖𝑚𝐴(𝑡).

The prime denotes the transposition. Orthogonal projectors 𝑃 (𝑡) and 𝑄(𝑡) of the
space X onto the subspaces 𝑘𝑒𝑟𝐴(𝑡) and 𝑘𝑒𝑟𝐴(𝑡)′, respectively, corresponding to the
decompositions of the space 𝑋 into two last orthogonal sums, will be applied.

The following two conditions are yet assumed.
3. For each 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] the operator (𝐼 − 𝑃 (𝑡))𝐴(𝑡)(𝐼 − 𝑃 (𝑡)) : 𝑖𝑚𝐴(𝑡)′ → 𝑖𝑚𝐴(𝑡)′

is stable, i. e. all eigen values of this operator have negative real parts.
By 𝐼, as usually, we mean the identity operator.
4.The initial value problem

𝑑(𝑃 (𝑡)𝑥0(𝑡))

𝑑𝑡
= (𝑄(𝑡)𝑃 (𝑡))−1𝑄(𝑡)(−𝑑𝑃 (𝑡)

𝑑𝑡
𝑃 (𝑡)𝑥0(𝑡)+

+𝑓(𝑃 (𝑡)𝑥0(𝑡), 𝑡, 0)) + (𝐼 − 𝑃 (𝑡))
𝑑𝑃 (𝑡)

𝑑𝑡
𝑃 (𝑡)𝑥0(𝑡),

𝑃 (0)𝑥0(0) = 𝑃 (0)(𝑥0 −Π0𝑥(0))

has a unique solution on the segment [0, 𝑇 ].
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Substituting expansion (3) into (1),(2) and equating terms of the same order of
𝜀, separately depending on 𝑡 and 𝜏 , we get as in [1] equalities for terms of series (3).
Decomposing them with the help of the orthogonal projectors 𝑃 (𝑡) and 𝑄(𝑡) we obtain
the next assertion.

Theorem 1. Under assumptions 1-4 the asymptotic solution of problem (1),(2)
in form (3) can be constructed with the help of orthogonal projectors onto 𝑘𝑒𝑟𝐴(𝑡)
and 𝑘𝑒𝑟𝐴(𝑡)′. The order of finding asymptotics terms is following: (𝐼 − 𝑃 (𝑡))𝑥𝑗(𝑡),
(𝐼 − 𝑃 (0))Π𝑗𝑥(𝜏), 𝑃 (0)Π𝑗𝑥(𝜏), 𝑃 (𝑡)𝑥𝑗(𝑡), 𝑗 > 0.

In particular, for finding the zero order approximation we have the following
relations (𝐼 − 𝑃 (𝑡))𝑥0(𝑡) = 0, 𝑑(𝐼−𝑃 (0))Π0𝑥(𝜏)

𝑑𝜏
= (𝐼 − 𝑃 (0))𝐴(0)(𝐼 − 𝑃 (0))Π0𝑥(𝜏),

(𝐼−𝑃 (0))Π0𝑥(0) = (𝐼−𝑃 (0))𝑥0, 𝑃 (0)Π0𝑥(𝜏) = −
∫︀ +∞
𝜏

𝑃 (0)𝐴(0)(𝐼−𝑃 (0))Π0𝑥(𝑠) 𝑑𝑠.
The function 𝑃 (𝑡)𝑥0(𝑡) is determined with the help of equalities from condition 4.

References

1. Butuzov V.F., Vasil’eva A.B. Differential and difference systems of equations
with a small parameter in the case when the unperturbed (degenerate) system is
situated on the spectrum // Differ. Uravn., 6(4) (1970), 650–664 (in Russian).

2. Vasil’eva A.B, Butuzov V.F. Singularly Perturbed Equations in Critical
Cases. — Moscow: Moscow Univ., 1978 (in Russian).

3. Vasil’eva A.B, Butuzov V.F, Kalachev L.V. The Boundary Function Method
for Singular Perturbation Problems. — SIAM: Philadelphia, 1995.

4. Kurina G.A., Hoai N.T. Projector approach for constructing the zero order
asymptotic solution for the singularly perturbed linear-quadratic control problem in a
critical case // AIP Conference Proceedings. Int Conf Analysis and Applied Mathe-
matics (ICAAM 2018). 1997 (2018), 020073-1–020073-7 (430–436).

THE PERIODIC SOLUTIONS WITH AN INTERIOR LAYER OF
BURGERS TYPE EQUATIONS WITH MODULAR ADVECTION:

ASYMPTOTIC APPROXIMATION AND ASYMPTOTIC
SOLUTIONS OF SOME INVERSE COEFFICIENT PROBLEMS

N. Nefedov

nefedov@phys.msu.ru

UDC 517.9

We consider a new class of singularly perturbed parabolic periodic bound-
ary value problems for reaction-advection-diffusion equations: Burgers
type equations with modular advection. We construct the interior layer
type formal asymptotics and prove the existence of a periodic solution
with an interior layer. The accuracy of its asymptotics and asymptotic
stability of this solution is also established.

Keywords: singularly perturbed parabolic periodic problems, Burgers type
equations, exponential asymptotic stability, lower and upper solutions
MSC: 35K20.

This work is supported by Russian Science Foundation [grant number 18-11-00042].
Nikolay Nefedov, Department of Mathematics, Faculty of Physics, Lomonosov Moscow

State University, Moscow, Russia



Материалы международной конференции 411

Currently, there is a growing interest in the reaction-diffusion-advection equations
with the so-called modular nonlinearity or modular advection. This is due to inter-
esting applications of such mathematical models. The details of derivation of Burgers
equation with modular nonlinearity one can find in [1]. Such problems are typical for
numerous applications of nonlinear wave theory where they describes modular waves
propagating in a non-dispersive medium (see [2], [1], [3] and references therein). The
present work extends these models to a new class of mathematical and applied prob-
lems and provide rigorous mathematical results in the study of such problems. We
consider the singularly perturbed periodic boundary value problem

𝜀

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂
+
𝜕|𝑢|
𝜕𝑥

−𝐵(𝑢, 𝑥, 𝑡) = 0

for (𝑥, 𝑡) ∈ 𝒟 := {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅2 : −1 < 𝑥 < 1, 𝑡 ∈ 𝑅},

𝑢(−1, 𝑡, 𝜀) = 𝑢(−)(𝑡), 𝑢(1, 𝑡, 𝜀) = 𝑢(+)(𝑡) for 𝑡 ∈ 𝑅,

𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝑇, 𝜀) for 𝑡 ∈ 𝑅, −1 6 𝑥 6 1, (1)

where 𝜀 is a small parameter. The functions 𝐵, 𝑢(−) and 𝑢(+) are sufficiently smooth
and 𝑇 -periodic in 𝑡. The equation in (1) has so-called modular nonlinearity or modular
advection.

Define the domains 𝐷𝑇 := (𝑡, 𝑥) ∈ (𝑅] × (−1; 1), 𝐷
(−)
𝑇 := (𝑡, 𝑥) ∈ (𝑅] ×

(−1;𝑥*), 𝐷
(+)
𝑇 := (𝑡, 𝑥) ∈ (𝑅] × (𝑥*; 1), where 𝑥* = 𝑥*(𝑡) is a 𝑇 -periodic function,

−1 < 𝑥*(𝑡) < 1, 𝑡 ∈ 𝑅.
Definitin.
The periodic function 𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) ∈ 𝐶

(︀
𝐷𝑇

)︀
∩ 𝐶1(𝐷𝑇 ) ∩ 𝐶1,2

(︁
𝐷

(−)
𝑇 ∪𝐷(+)

𝑇

)︁
is called a

solution to the problem for (1), if it satisfies the equation (1) in each of the 𝐷
(∓)
𝑇 , as

well as the boundary conditions.
We assume

(𝐴0). 𝐵, 𝑢(−) and 𝑢(+) are sufficiently smooth and 𝑇 -periodic in 𝑡. Suppose also that
𝑢(−)(𝑡) < 0, 𝑢(+)(𝑡) > 0 for 𝑡 ∈ 𝑅.

If we put 𝜀 = 0 in equation (1) we get the so-called degenerate equation

𝜕|𝑢|
𝜕𝑥

+𝐵(𝑢, 𝑥, 𝑡) = 0, (2)

where 𝑡 has to be considered as a parameter. Equation (2) is studied with one of the
following initial conditions from problem (1)

𝑢(−1, 𝑡) = 𝑢(−)(𝑡) for 𝑡 ∈ 𝑅, (3)

𝑢(1, 𝑡) = 𝑢(+)(𝑡) for 𝑡 ∈ 𝑅. (4)

Concerning these initial value problems we assume
(𝐴1). The problems (2), (3) and (2), (4) have the solutions 𝑢 = 𝜙(−)(𝑥, 𝑡) and

𝑢 = 𝜙(+)(𝑥, 𝑡), respectively, which are defined for (𝑥, 𝑡) ∈ 𝒟, are 𝑇 -periodic in 𝑡 and
satisfy

𝜙(−)(𝑥, 𝑡) < 0 < 𝜙(+)(𝑥, 𝑡) for (𝑥, 𝑡) ∈ 𝒟.
To formulate the next assumptions we introduce the function 𝐼(𝑥, 𝑡) by

𝐼(𝑥, 𝑡) := 𝜙(−)(𝑥, 𝑡) + 𝜙(+)(𝑥, 𝑡),

and suppose
(𝐴2). The equation 𝐼(𝑥, 𝑡) = 0 has a smooth solution 𝑥 = 𝑥0(𝑡) which is 𝑇 -periodic

and obeys the conditions −1 < 𝑥0(𝑡) < 1 for 𝑡 ∈ 𝑅.
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(𝐴3). The function 𝑥0(𝑡) ) satisfies the condition

𝜕𝐼

𝜕𝑥
(𝑥0(𝑡), 𝑡) < 0 for 𝑡 ∈ 𝑅,

that is, 𝑥0(𝑡) is a simple root of the equation 𝐼(𝑥, 𝑡) = 0 for all 𝑡 ∈ 𝑅.

Our main result is the following theorem.

Theorem 1. Let the assumptions (𝐴0)–(𝐴3) be satisfied. Then, for sufficiently
small 𝜀, there exists a solution 𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜖) of problem (1) such that for any small but
fixed 𝛿 we have the limit relation

lim
𝜀→0

𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) =

⎧⎨⎩
𝜙(−)(𝑥, 𝑡) for 𝑥 ∈ [0, 𝑥0(𝑡)− 𝛿], 𝑡 ∈ 𝑅,

𝜙(+)(𝑥, 𝑡) for 𝑥 ∈ [𝑥0(𝑡) + 𝛿, 1], 𝑡 ∈ 𝑅.

We can give a more precise description of the solution with an interior layer by
using proposed asymptotic approximation construction.

The constructed asymptotic can be used to get asymptotic solution of some in-
verse coefficient problems. In particular, we illustrate our approach by considering
the problem (1) for the reaction term 𝐵(𝑢, 𝑥, 𝑡) = 𝑞(𝑥)𝑓(𝑡) for some natural data of
observations and a priori information.
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differential operator with singular coefficients are considered. The Green’s
function approach and the estimates for the normalised eigenfunctions
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This work deals with the spectral problems (direct and inverse) for elliptic differen-
tial operators with singular coefficients. We consider on the smooth bounded domain
Ω ⊂ 𝑅𝑛, 𝑛 > 1, the differential operators of order 2𝑚

𝐻2𝑚(𝑥, 𝜕) := (−Δ)𝑚 +
∑︁

|𝛼|+|𝛽|<2𝑚

(−1)|𝛼|𝜕𝛼(𝑎𝛼𝛽(𝑥)𝜕
𝛽),

where |𝛼|, |𝛽| 6 𝑚, 𝑎𝛼𝛽 = 𝑎𝛼𝛽 ∈ 𝐿𝑝(Ω) with⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑝 = 𝑛

2𝑚−|𝛼|−|𝛽| , |𝛽| > 𝑚− 𝑛
2
,

𝑝 = 2𝑛
2𝑚−2|𝛼|+𝑛 , |𝛼| > 𝑚− 𝑛

2
, |𝛽| < 𝑚− 𝑛

2
,

𝑝 > 2𝑛
2𝑚−2|𝛼|+𝑛 , |𝛼| = 𝑚− 𝑛

2
, |𝛽| < 𝑚− 𝑛

2
𝑜𝑟 |𝛽| = 𝑚− 𝑛

2
,

𝑝 = 1, |𝛼| < 𝑚− 𝑛
2
.

Under these (quite weak) conditions for the coefficients of𝐻2𝑚 the G̊arding’s inequality
is proved

(𝐻2𝑚𝑢, 𝑢)𝐿2(Ω) > 𝑐1‖𝑢‖
2
𝑊𝑚

2 (Ω) − 𝑐2‖𝑢‖2𝐿2(Ω),

where 0 < 𝑐1 < 1, 𝑐2 > 0. It implies the existence of the Friedrichs self-adjoint exten-
sion with pure discrete spectrum {𝜆𝑘}∞𝑘=1 and corresponding normalized eigenfunctions
{𝜑𝑘(𝑥)}∞𝑘=1 which form the o.n.b in 𝐿2(Ω).

Assuming some additional conditions for the coefficients of 𝐻2𝑚, namely 𝑎𝛼𝛽 ∈
𝑊

|𝛼|
𝑝 (Ω) with (|𝛼| > |𝛽|) ⎧⎨⎩

𝑝 = 𝑛
2𝑚−|𝛽| , |𝛽| > 2𝑚− 𝑛

2
,

𝑝 > 2, |𝛽| = 2𝑚− 𝑛
2
,

𝑝 = 2, |𝛼| < 2𝑚− 𝑛
2
,

the following result holds

Theorem 1. Suppose that the coefficients of 𝐻2𝑚 satisfy all above mentioned
conditions. Then for any function 𝑓 ∈𝑊 2𝑚

2,0 (Ω)

lim
𝜆→∞

‖𝑓(𝑥)−
∑︁
𝜆𝑘<𝜆

𝑓𝑘𝜑𝑘(𝑥)‖𝑊2𝑚
2 (Ω) = 0.

In particular, if 4𝑚 > 𝑛 then

lim
𝜆→∞

∑︁
𝜆𝑘<𝜆

𝑓𝑘𝜑𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥)

holds uniformly in 𝑥 up to the boundary of Ω.
The classical estimates of the Green’s function allows to obtain the following clas-

sical (but for operators with singular coefficients) result.
Theorem 2. Suppose that the coefficients 𝑎𝛼𝛽(𝑥) of 𝐻2𝑚 satisfy the conditions

(|𝛼| > |𝛽|)
𝑎𝛼𝛽(𝑥) ∈𝑊 |𝛼|

𝑝 (Ω), 𝑛 < 𝑝 6∞, |𝛽| > 1,

𝑎𝛼(𝑥) ∈𝑊 |𝛼|
𝑞 (Ω),

𝑛

2𝑚
< 𝑞 6∞, 2𝑚 6 𝑛; 𝑝 = 1, 2𝑚 > 𝑛.

Then for any function 𝑓 ∈𝑊 𝑠
2,0(Ω), 𝑠 >

𝑛
2
,

lim
𝜆→∞

∑︁
𝜆𝑘<𝜆

𝑓𝑘𝜑𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥)

holds uniformly in 𝑥 up to the boundary of Ω.
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Let 𝐻2 be an operator on the finite interval (𝑎, 𝑏) of the form

𝐻2 = − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑝(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
+ (𝑞(𝑥)− 𝑝′(𝑥))

where 𝑞 ∈ 𝐿2(𝑎, 𝑏) is real, 𝑝 ∈ 𝐿𝑟(𝑎, 𝑏), 𝑝′ ∈ 𝐿2(𝑎, 𝑏), 1 < 𝑟 6 ∞, is complex. Then
for any function 𝑓 ∈ 𝑊 𝑠

2,0(𝑎, 𝑏) with 𝑠 > 1
2
its Fourier series in eigenfunctions of the

Dirichlet problem converges uniformly and absolutely on [𝑎, 𝑏].

Another part of this work concerns to the inverse spectral problems for 𝐻4 and
𝐻2 from above. Such problems can be formulated as follows: (1) do the Dirichlet-to-
Neumann map for 𝐻4 and 𝐻2 uniquely determine the coefficients of these operators?
(2) do the Dirichlet eigenvalues and the derivatives of the normalized eigenfunctions
at the boundary of these operators uniquely determine their coefficients? It turned
out that these two problems are very connected to each other. The first result is: the
knowledge of the Dirichlet eigenvalues and the derivatives of the normalized eigenfunc-
tions at the boundary up to some order uniquely determine the Dirichlet-to-Neumann
map corresponding to these operators. The second result is: the knowledge of the
Dirichlet-to-Neumann map uniquely determine the coefficients of 𝐻4 and 𝐻2. These
results state an analogue of the Borg-Levinson theorem for the Schrödinger and for
the magnetic Schrödinger operators. Rewriting 𝐻4 in the equivalent form as (𝑛 > 2)

𝐻4 = Δ2 + 𝑖∇(∇(𝐴∇)) + 𝑖∇(𝐴Δ)−∇(𝐹∇)− 2𝑖𝐺∇− 𝑖∇𝐺+ 𝑉

with vector-valued functions 𝐴 and 𝐺, and with scalar functions 𝐹 and 𝑉 , we assume
now that all these coefficients are real-valued and satisfy the following quite general
conditions:

𝐴(𝑥) ∈𝑊 3
𝑝 (Ω), 𝐹 (𝑥) ∈𝑊 2

𝑝 (Ω), 𝐺(𝑥) ∈𝑊 1
𝑝 (Ω),

𝑉 (𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω), 𝑝 >
𝑛

2
, 𝑛 > 2

with the same value of 𝑝.
The Dirichlet-to-Neumann map Λ𝜆, which is defined as

Λ𝜆{𝑓0, 𝑓1}(𝑥) := {𝜕𝜈(Δ𝑢)(𝑥),−Δ𝑢(𝑥)}, 𝑥 ∈ 𝜕Ω,

plays the crucial role in our considerations.
Theorem 3. Under the conditions for the coefficients and under the following

conditions: for each 𝑘 = 1, 2, ... and for 𝑥 ∈ 𝜕Ω

𝜆𝑘(𝐴1, 𝐹1, 𝐺1, 𝑉1) = 𝜆𝑘(𝐹2, 𝐺2, 𝑉2),

𝜕𝜈(𝐴1∇𝜑𝑘(𝑥;𝐴1, 𝐹1, 𝐺1, 𝑉1)) = 𝜕𝜈(𝐴2∇𝜑𝑘(𝑥;𝐴2, 𝐹2, 𝐺2, 𝑉2)),

Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐴1, 𝐹1, 𝐺1, 𝑉1) = Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐴2, 𝐹2, 𝐺2, 𝑉2).

𝜕𝜈Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐴1, 𝐹1, 𝐺1, 𝑉1) = 𝜕𝜈Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐴2, 𝐹2, 𝐺2, 𝑉2)

we have that for all 𝜆 big enough

Λ
(1)
𝜆 {𝑓0, 𝑓1} = Λ

(2)
𝜆 {𝑓0, 𝑓1}.

The next theorem states the main result of the inverse spectral problem for operator
𝐻4.

Theorem 4. If 𝐴𝑗 = 0, 𝐹𝑗 ∈ 𝑊 2
∞(Ω), 𝐺𝑗 ∈ 𝑊 1

∞(Ω) and 𝑉𝑗 ∈ 𝐿∞(Ω), and for
each 𝑘 = 1, 2, ... and 𝑥 ∈ 𝜕Ω

𝜆𝑘(𝐹1, 𝐺1, 𝑉1) = 𝜆𝑘(𝐹2, 𝐺2, 𝑉2),
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Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐹1, 𝐺1, 𝑉1) = Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐹2, 𝐺2, 𝑉2),

𝜕𝜈Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐹1, 𝐺1, 𝑉1) = 𝜕𝜈Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐹2, 𝐺2, 𝑉2),

then
𝐹1(𝑥) = 𝐹2(𝑥), 𝐺1(𝑥) = 𝐺2(𝑥), 𝑉1(𝑥) = 𝑉2(𝑥)

a.e. in Ω.

References

1. Serov V.S. Borg-Levinson theorem for magnetic Schrödinger operator // Bull.
Greek Math. Soc., 57 (2010), 321-332.

2. Serov V.S. Borg-Levinson theorem for perturbations of the biharmonic operator
// Inverse Problems, 32 (2016), 045002 (19 PP).

3. Serov V.S. On some inverse spectral problems for an arbitrary perturbation of
the biharmonic operator with singular coefficients //Programnye produkty i sistemy
(Software & Systems), 106:2 (2014), 192-198.

A POSTERIORI ERROR ESTIMATION FOR SOLUTIONS OF
ILL- POSED PROBLEMS

A.G. Yagola

yagola@mail.physics.msu.ru

UDC 519.6

We will describe three approaches for constructing error estimates for
solutions of ill-posed problems and also their practical applications.
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In order to calculate a priori or a posteriori error estimates for solutions of an
ill-posed operator equation with an injective operator we need to describe a set of
approximate solutions that contains an exact solution. After that we have to calculate
a diameter of this set or maximal distance from a fixed approximate solution to any
element of this set.

We will describe three approaches for constructing error estimates and also their
practical applications.

1) Error estimates for quasisolutions on a given compact set [1, 2]. This method
can be generalized for inverse problems on Banach lattices [3].

2) A posteriori error estimates in the method of extending compacts [2, 4]. This
method can be generalized for nonlinear ill-posed problems [5]. Using the Lagrange
principle optimal a posteriori error estimates can be constructed [6, 7].

3) Extra-optimal regularizing algorithms proposed by A.S. Leonov [8].
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НОВЫЕ АППРОКСИМАЦИИ ДЛЯ ПОЛНОГО
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ИНТЕГРАЛА 3-ГО РОДА
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Для полного эллиптического интеграла 3-го рода представлены его
оценки сверху и снизу, выражающиеся через элементарные функции.
Эти оценки одинаковы как для гиперболического, так и для кругового
случаев. Показано, что предложенные аппроксимации эффективны
для инженерных приложений.

Ключевые слова: неравенство Коши-Буняковского, гипергеометриче-
ская функция, вычет

New approximations for a complete elliptic integral of the
third kind

For a complete elliptic integral of the third kind its upper and lower
bounds expressing via elementary functions have been presented. These
estimations are identical both for hyperbolic case and for circular one.
It is shown that suggested approximations are effective for engineering
applications.
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Ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû 3-ãî ðîäà (ÏÝÈ-3) [1, 2]:

Π(𝑘, 𝑙) =

∫︁ 𝜋
2

0

𝑑𝜙

(1 + 𝑙 sin2 𝜙)
√︀

1 − 𝑘2 sin2 𝜙
(1)

÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè [3-5], òà-
êèì îáðàçîì, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ èõ çíà÷åíèé ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ïðè
ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ � ìîäóëå 𝑘 è õàðàêòåðèñòèêå 𝑙 � ÿâëÿåòñÿ àêòóàëü-
íîé [3-5]. Ïðîäâèæåíèþ â ýôôåêòèâíîì ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ìîæåò ïîìî÷ü
ñëåäóþùàÿ

Теорема. Пусть 𝑘 ∈ [0, 1) и 𝑙 ∈ [0, 1]. Тогда функция (1) удовлетворяет
неравенствам:

Π−(𝑘, 𝑙) 6 Π(𝑘, 𝑙) 6 Π+(𝑘, 𝑙) ,

где

Π−(𝑘, 𝑙) =
𝜋

2

𝑘2

𝑙 + 𝑘2

(︂
1 +

𝑘2

4

)︂
+
𝜋

2

𝑙

𝑙 + 𝑘2

√︂
1 − 𝑘2

1 + 𝑙
(2)

и

Π+(𝑘, 𝑙) =
𝑘2

𝑙 + 𝑘2
𝜋 − ln(1 − 𝑘2)

2
+
𝜋𝑙

4

√︀
(2 − 𝑘2)(2 + 𝑙)

(𝑙 + 𝑘2)(1 + 𝑙)
3
4

. (3)

Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå ÏÝÈ-3 â
âèäå ñëåäóþùåé ñóììû [1]:

Π(𝑘, 𝑙) =
𝑘2

𝑙 + 𝑘2
𝐾(𝑘) +

𝑙

𝑙 + 𝑘2

∫︁ 𝜋
2

0

√︀
1 − 𝑘2 sin2 𝜙

1 + 𝑙 sin2 𝜙
𝑑𝜙 , (4)

ãäå

𝐾(𝑘) =

∫︁ 𝜋
2

0

𝑑𝜙√︀
1 − 𝑘2 sin2 𝜙

, 𝑘 ∈ [0, 1) (5)

� ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà (ÏÝÈ-1) [1, 2].
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðè 𝑘 ∈ [0, 1) ôóíêöèÿ (5) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãè-

ïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ [1, 2]:

𝐾(𝑘) ≡ 𝜋

2
𝐹

(︂
1

2
,

1

2
, 1; 𝑘2

)︂
=
𝜋

2

∞∑︁
𝑛=0

[(2𝑛)!)]2

24𝑛(𝑛!)4
𝑘2𝑛 . (6)

Ïîñêîëüêó â ðÿäå (6) âñå ÷ëåíû ïîëîæèòåëüíû, òî ëþáàÿ èç ÷àñòè÷íûõ
ñóìì ýòîãî ðÿäà äà¼ò îöåíêó ñíèçó äëÿ ÏÝÈ-1. Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî
ó÷åñòü â ôîðìóëå (6) òîëüêî êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí, òî åñòü âûáðàòü:

𝐾(𝑘) >
𝜋

2
+
𝜋𝑘2

8
. (7)

Îöåíêà ñâåðõó äëÿ ÏÝÈ-1 äàíà Ô. Òðèêîìè (ñì. [2] è ññûëêè òàì):

𝐾(𝑘) 6
𝜋

2
− 1

2
ln(1 − 𝑘2) . (8)
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Äàëåå, òàê êàê
√︀

1 − 𝑘2 sin2 𝜙 >
√

1 − 𝑘2 ïðè 𝑘 ∈ [0, 1) è 𝜙 ∈ [0, 𝜋2 ], òî:

∫︁ 𝜋
2

0

√︀
1 − 𝑘2 sin2 𝜙

1 + 𝑙 sin2 𝜙
𝑑𝜙 >

𝜋

2

√︂
1 − 𝑘2

1 + 𝑙
. (9)

Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî íàéä¼ì, ÷òî:∫︁ 𝜋
2

0

√︀
1 − 𝑘2 sin2 𝜙

1 + 𝑙 sin2 𝜙
𝑑𝜙 6

𝜋

4

√︀
(2 − 𝑘2)(2 + 𝑙)

(1 + 𝑙)
3
4

. (10)

Îïðåäåë¼ííûå èíòåãðàëû∫︁ 𝜋
2

0

𝑑𝜙

1 + 𝑙 sin2 𝜙
=
𝜋

2

1√
1 + 𝑙

, 𝑙 ∈ (−1, 1],

è ∫︁ 𝜋
2

0

𝑑𝜙

(1 + 𝑙 sin2 𝜙)2
=
𝜋

4

2 + 𝑙

(1 + 𝑙)
3
2

, 𝑙 ∈ (−1, 1],

íåîáõîäèìûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê (9) è (10), ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ òåîðèè âû÷åòîâ.

Êîìáèíèðóÿ íåðàâåíñòâà (7) è (9) ñ ôîðìóëîé (4), íàõîäèì îöåíêó ñíèçó
(2) äëÿ ÏÝÈ-3. Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ íåðàâåíñòâàìè (8) è (10),
ïîëó÷èì äëÿ ÏÝÈ-3 îöåíêó ñâåðõó (3).

Â äîêëàäå ïðèâåäåíû ãðàôèêè îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îöåíêè
ÏÝÈ-3 ñíèçó:

𝛿−(𝑘, 𝑙) =
Π(𝑘, 𝑙) − Π−(𝑘, 𝑙)

Π(𝑘, 𝑙)
(11)

è ñâåðõó:

𝛿+(𝑘, 𝑙) =
Π+(𝑘, 𝑙) − Π(𝑘, 𝑙)

Π(𝑘, 𝑙)
(12)

äëÿ 𝑘 ∈ [0, 1) è 𝑙 ∈ [0, 1].
Èññëåäîâàíèå ëèíèé óðîâíÿ ïîâåðõíîñòåé (11) è (12) ïîêàçàëî íàëè÷èå

ìíîæåñòâ íåíóëåâîé ìåðû íà ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ ÏÝÈ-3 𝑘 è 𝑙, äëÿ êîòîðûõ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøà-
åò çíà÷åíèÿ 0,01. Â ÷àñòíîñòè, 𝛿−(𝑘, 𝑙) 6 0, 01 íà ïðÿìîóãîëüíèêå 𝑅− =
[0, 0, 18]×[0, 1] è 𝛿+(𝑘, 𝑙) 6 0, 01 íà ïðÿìîóãîëüíèêå 𝑅+ = [0, 0, 38]×[0, 0, 49].
Ýòè ïðÿìîóãîëüíèêè îáëàäàþò ïðèìåðíî ðàâíîé ïëîùàäüþ, áîëåå òîãî,
èõ ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî: 𝑅− ∩ 𝑅+ = [0, 0, 18] × [0, 0, 49], ñëåäîâàòåëüíî, íà
í¼ì îöåíêè ÏÝÈ-3 (2) è (3) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ îäíîâðåìåííî. Îäíà-
êî â öåëîì õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé (11) è (12)
ðàçëè÷åí: 𝛿+(𝑘, 𝑙) 6 0, 0561 ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ 𝑘 è 𝑙, à
lim𝑘→1−0 𝛿

−(𝑘, 𝑙) = 1. Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî äîáàâëåíèå â ôîðìóëó (7) äî-
ïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ èç ðÿäà (6) íå äà¼ò îùóòèìîãî óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè
ôîðìóëû (2), è, ñîîòâåòñòâåííî, çàìåòíûõ èçìåíåíèé â õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ
ôóíêöèè (11).
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Â çàêëþ÷åíèå ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â ñòàòüå [3] àïïðîêñèìàöèè ÏÝÈ-3 îñ-
íîâàíû íà åãî ïðåäñòàâëåíèè äçåòà-ôóíêöèåé ßêîáè (äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî ñëó÷àÿ) è ëÿìáäà-ôóíêöèåé Õåéìàíà (äëÿ êðóãîâîãî ñëó÷àÿ) ñ ïîñëå-
äóþùèì ïðèìåíåíèåì ê ýòèì ôóíêöèÿì òàê íàçûâàåìûõ ïðèáëèæ¼ííî-
ãèäðîìåõàíè÷åñêèõ ðåøåíèé [3]. Êóëüòèâèðóåìûé â ðàáîòå [4] ìåòîä îöåíêè
ÏÝÈ-3 áàçèðóåòñÿ íà ñâåäåíèè çàäà÷è ê ðåøåíèþ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îñ-
íîâíàÿ èäåÿ ñòàòüè [5] çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ
â èíòåãðàëå (1) íà íåñêîëüêî ÷àñòåé, ðàçëîæåíèÿ ñîìíîæèòåëåé â ïîäèí-
òåãðàëüíîì âûðàæåíèè ïî ôîðìóëå Òåéëîðà äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî
𝜙 âêëþ÷èòåëüíî, òî÷íîì âû÷èñëåíèè ïîëó÷èâøèõñÿ îïðåäåë¼ííûõ èíòåãðà-
ëîâ è èõ ïîñëåäóþùåì ñóììèðîâàíèè [5]. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàííàÿ â äàí-
íîì äîêëàäå ïî ñóòè ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
êîíêóðåíòíîñïîñîáíîé àëüòåðíàòèâîé ïîäõîäàì, ðàçâèòûì â ñòàòüÿõ [3-5].
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On regularity of 𝑝(𝑥)-harmonic functions with measurable
exponent 𝑝

We obtain a sufficient condition for a measurable variable exponent 𝑝(·)
that guarantees the Hölder continuity and Harnack inequality for 𝑝(𝑥)-
harmonic functions.

Keywords: 𝑝(𝑥)-Laplacian, variable exponent, Hölder continuity, Har-
nack’s inequality

Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 𝐷 ⊂ R𝑛, ãäå 𝑛 > 2, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

div
(︀
|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢

)︀
= 0, (1)

ñ èçìåðèìûì ïîêàçàòåëåì 𝑝(·) òàêèì, ÷òî

1 < 𝑝1 6 𝑝(𝑥) 6 𝑝2 < +∞ äëÿ ï.â. 𝑥 ∈ 𝐷. (2)

Îñíîâîïîëàãàþùèå ðåçóëüòàòû ïî óðàâíåíèÿì òàêîãî òèïà è ñâÿçàííûì
ñ íèìè çàäà÷àì âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, óñðåäíåíèÿ, òåîðèè ôóíêöè-
îíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ïðèíàäëåæàò Â.Â. Æèêîâó [1], [2]. Ñ ñîâðåìåííûì
ñîñòîÿíèåì ýòîé òåîðèè è å¼ ïðèëîæåíèÿìè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ, íàïðè-
ìåð, ïî îáçîðíîé ñòàòüå [3] è êíèãå [4].

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ââåä¼ì êëàññ

𝑊 (𝐷) = {𝑢 ∈𝑊 1,1(𝐷) : |∇𝑢|𝑝(𝑥) ∈ 𝐿1(𝐷)}.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝑢𝑗 ∈ 𝑊 (𝐷) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè
𝑢 ∈𝑊 (𝐷), åñëè ∫︁

𝐷

|𝑢𝑗 − 𝑢|𝑝1 𝑑𝑥+

∫︁
𝐷

|∇𝑢𝑗 −∇𝑢|𝑝(𝑥) 𝑑𝑥→ 0

ïðè 𝑗 → ∞. Îïðåäåëèì êëàññ 𝑊0(𝐷) êàê çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé
èç𝑊 (𝐷) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â 𝐷 îòíîñèòåëüíî ââåä¼ííîé ñõîäèìîñòè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐻(𝐷) çàìûêàíèå 𝐶∞(𝐷) ∩𝑊 (𝐷) â 𝑊 (𝐷), à ÷åðåç 𝐻0(𝐷)
çàìûêàíèå 𝐶∞

0 (𝐷) â 𝑊 (𝐷).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑢 ∈ 𝑊 (𝐷) ÿâëÿåòñÿ 𝑊 -ðåøåíèåì (𝐻-

ðåøåíèåì) óðàâíåíèÿ (1) â 𝐷, åñëè èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî∫︁
𝐷

|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢∇𝜙𝑑𝑥 = 0

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ 𝜙 ∈𝑊0(𝐷) (𝜙 ∈ 𝐻0(𝐷)).
×åðåç 𝐵𝑥𝑟 áóäåì îáîçíà÷àòü îòêðûòûé øàð ðàäèóñà 𝑟 ñ öåíòðîì â òî÷êå

𝑥 ∈ R𝑛. Äëÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà 𝐹 ⊂ R𝑛 ÷åðåç |𝐹 | îáîçíà÷àåòñÿ 𝑛-ìåðíàÿ
ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà 𝐹 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝐵𝑥0

𝑅0
⊂ 𝐷, ãäå 𝑅0 ∈ (0, 1/2), è äëÿ èçìåðèìîãî ìíî-

æåñòâà 𝐸 ⊂ 𝐷 ñóùåñòâóåò 𝑝0 ∈ [𝑝1, 𝑝2], òàêîå, ÷òî

|𝑝(𝑥) − 𝑝0| 6
𝐿

ln |𝑥− 𝑥0|−1
äëÿ ï.â. 𝑥 ∈ 𝐵𝑥0

𝑅0
∖ 𝐸. (3)
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Íà ìíîæåñòâå 𝐸 ïîêàçàòåëü 𝑝 óäîâëåòâîðÿåò ëèøü óñëîâèþ (2), ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

|𝐵𝑥0
𝑟 ∩ 𝐸| 6 𝐶𝐸𝑟

𝑛+2𝛼𝑛, 0 < 𝑟 < 𝑅0, (4)

ãäå 𝛼 = (𝑝2 − 𝑝1) max(1, 1/(𝑝1 − 1)). Äàííîå óñëîâèå íàïðèìåð âûïîëíåíî,
åñëè 𝐸 ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì øàðà 𝐵𝑥0

𝑅0
ñ âîðîíêîé âðàùåíèÿ âèäà |𝑥′ −

𝑥′0| 6 const·|𝑥𝑛−(𝑥0)𝑛|𝛾 , 𝑥′ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1), 𝑥 = (𝑥′, 𝑥𝑛), 𝛾 = 1+2𝛼𝑛/(𝑛−1).
Äàëåå ÷åðåç ess osc

𝐵
𝑥0
𝑟

𝑢 áóäåì îáîçíà÷àòü ñóùåñòâåííóþ îñöèëëÿöèþ ôóíê-

öèè 𝑢 â øàðå 𝐵𝑥0
𝑟 .

Теорема 1. Пусть выполнены условия (2)–(4). Тогда любое ограничен-
ное 𝑊 - или 𝐻-решение уравнения (1) непрерывно по Гёльдеру в точке 𝑥0.
При этом имеет место оценка ess osc

𝐵
𝑥0
𝑟

𝑢 6 𝐶(𝑟/𝑅0)𝜈(ess osc
𝐵

𝑥0
𝑅0

𝑢 + 𝑅0), 0 <

𝑟 < 𝑅0, где положительные постоянные 𝐶 и 𝜈 зависят только от 𝑛, 𝑝1,
𝑝2, 𝐿, 𝐶𝐸, и от существенной осцилляции решения в шаре 𝐵𝑥0

𝑅0
.

Ðåøåíèå áóäåò ëîêàëüíî îãðàíè÷åííûì, íàïðèìåð, ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ 𝑝2 6 𝑛𝑝1/(𝑛− 1).

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî Õàðíàêà ñëàáîãî òèïà.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑢 ∈ 𝑊 (𝐷) ÿâëÿåòñÿ 𝑊 -ñóïåððåøåíèåì (𝐻-
ñóïåððåøåíèåì) óðàâíåíèÿ (1) â 𝐷, åñëè èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî∫︁

𝐷

|∇𝑢|𝑝(𝑥)−2∇𝑢∇𝜙𝑑𝑥 > 0

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ 𝜙 ∈ 𝑊0(𝐷) (íåîòðèöàòåëüíûõ 𝜙 ∈
𝐻0(𝐷)).

Теорема 2.Пусть выполнены условия (2)–(4). Тогда для любого ограни-
ченного неотрицательного 𝑊 - или 𝐻-суперрешения уравнения (1) в шаре

𝐵𝑥0

4𝑅, где 0 < 𝑅 < 𝑅0/4, выполняется оценка
(︂
𝑅−𝑛 ∫︀

𝐵
𝑥0
2𝑅

(𝑢 + 𝑅)𝑞 𝑑𝑥

)︂1/𝑞

6

𝐶 ess inf𝐵𝑥0
𝑅

(𝑢 + 𝑅), где 0 < 𝑞 < 𝑛(𝑝0 − 1)/(𝑛 − 1), а положительная по-
стоянная 𝐶 зависит только от 𝑛, 𝑝1, 𝑝2, 𝐿, 𝐶𝐸, и точной верхней грани
функции 𝑢 в шаре 𝐵𝑥0

4𝑅.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 îñíîâàíî íà ìåòîäå [5], ðàçâèòîì àâòîðàìè â
[6], [7]. Èç òåîðåìû 2 ëåãêî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî òèïà Õàðíàêà äëÿ ðåøå-
íèé.

Теорема 3.Пусть выполнены условия (2)–(4). Тогда для любого ограни-
ченного неотрицательного 𝑊 - или 𝐻-решения уравнения (1) в шаре 𝐵𝑥0

4𝑅,
где 0 < 𝑅 < 𝑅0/4, выполняется оценка ess sup𝐵𝑥0

𝑅
𝑢 6 𝐶 ess inf𝐵𝑥0

𝑅
(𝑢 + 𝑅),

где положительная постоянная 𝐶 зависит только от 𝑛, 𝑝1, 𝑝2, 𝐿, 𝐶𝐸, и
точной верхней грани решения в шаре 𝐵𝑥0

4𝑅.
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Recognition of single particle’s diffraction images generated in
XFEL experiments

An algorithm of sigle particle’s geometric properties recognition by diffrac-
tion images generated in XFEL experiments is suggested. The problem
of particle type classification by its diffraction image is solved.

Keywords: structural biology, x-ray lasers, single particle experiments,
image recognition, neural networks

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ õàðàêòåðèñòèê áèîëîãè÷åñêèõ ìàêðîìîëåêóë ïî äâóìåðíûì äèôðàê-
öèîííûì èçîáðàæåíèÿì[1, 2]. Ôèçè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ïî ïîëó÷åíèþ äè-
ôðàêöèîííîãî èçîáðàæåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ÷åðåç ìàêðîìîëåêóëÿð-
íóþ ÷àñòèöó ïðîõîäèò ïó÷îê ðåíòãåíîâñêèõ êâàíòîâ, ðàññåÿíèå êîòîðûõ
ðåãèñòðèðóåòñÿ äåòåêòîðîì. Ïëîñêîñòü äåòåêòîðà ðàñïîëîæåíà ïåðïåíäè-
êóëÿðíî íàïðàâëåíèþ ïàäàþùåãî ïó÷êà. Íà âûõîäå ïîëó÷àåòñÿ èçîáðàæå-
íèå â íåêîòîðîì îïðåäåë¼ííîì ðàçðåøåíèè, â òî÷êàõ êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ
èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà, çàðåãèñòðèðîâàííîãî ñåíñîðàìè äåòåêòîðà.

Èíòåíñèâíîñòü, ðåãèñòðèðóåìàÿ äåòåêòîðîì, â òî÷êå ñ ðàäèóñ-
âåêòîðîì R èìååò âèä

𝐼(R) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
𝑉

𝐴0

|R− r|
exp (𝑖𝑘 |R− r|) 𝑒𝑖k0r dr

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

, (1)

ãäå 𝑉 � îáú¼ì èññëåäóåìîé ÷àñòèöû, 𝐴0 � àìïëèòóäà èíòåíñèâíîñòè ðåíò-
ãåíîâñêîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, k0 � âåêòîð íàïðàâëåíèÿ èñõîäíîãî ïó÷êà,
|k0| = 2𝜋

𝜆 , 𝜆 � äëèíà âîëíû, k = 2𝜋
𝜆

R
𝑅 .

Â óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà 𝑅 ≫ 𝑟, è âìåñòî ðàâåíñòâà (1) âñåãäà èñïîëü-
çóåòñÿ ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå

𝐼(R) ≈ 𝐴2
0

𝑅2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
𝑉

exp(−𝑖(k− k0)r) dr

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

. (2)

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðàçáèòü ìíîæåñòâî èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ
íà íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ. Êàæäûé êëàññ îáúåêòîâ ïðåäñòàâ-
ëÿåò èç ñåáÿ íàáîð íåêîòîðûõ îïðåäåë¼ííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ òåë, ðàçëè÷íî-
ãî ðàçìåðà, ïîâ¼ðíóòûõ ê äåòåêòîðó ïîä ñâîèì çàäàííûì äèàïàçîíîì óãëîâ.
Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè êëàññà, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò îáúåêò
ïî åãî äèôðàêöèîííîìó èçîáðàæåíèþ.

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñâåðòî÷íûå íåé-
ðîííûå ñåòè, êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, õîðîøî ñïðàâëÿþòñÿ ñ çàäà÷àìè êëàñ-
ñèôèêàöèè (íàïðèìåð, [3]). Êàê ïðàâèëî, òàêóþ íåéðîííóþ ñåòü ìîæíî
óñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè: ïåðâàÿ ÷àñòü, â êîòîðóþ âõîäÿò ïîìè-
ìî ïðî÷èõ ñâåðòî÷íûå ñëîè, ñëóæèò äëÿ âûäåëåíèÿ ïðèçíàêîâ, à âòîðàÿ
÷àñòü çàíèìàåòñÿ êëàññèôèêàöèåé îáúåêòîâ ïî âûäåëåííûì ïðèçíàêàì. Íà
âõîäå íåéðîííîé ñåòè ïîäàåòñÿ èçîáðàæåíèå, íà âûõîäå ïîëó÷àåòñÿ âåêòîð
y ∈ R𝑘, ãäå 𝑘 � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ â çàäà÷å, 𝑦𝑖 � âåðîÿòíîñòü
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ïðèíàäëåæíîñòè îáúåêòà ê 𝑖-ìó êëàññó. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè îøèáêè

− 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

ln
(︁

1 − 𝑦𝑖𝑐(𝑖)

)︁
ïî íàáîðó ïàðàìåòðîâ íåéðîííîé ñåòè, ãäå 𝑁 � êîëè÷åñòâî äèôðàêöèîííûõ
èçîáðàæåíèé â îáó÷àþùåé âûáîðêå, y𝑖 � âåêòîð âåðîÿòíîñòåé, ïîëó÷åííûé
íà âûõîäå íåéðîííîé ñåòè îò 𝑖-ãî ýëåìåíòà âûáîðêè, 𝑐(𝑖) � êëàññ, ê êîòîðîìó
ïðèíàäëåæèò 𝑖-ûé ýëåìåíò âûáîðêè.

Îáó÷àþùàÿ âûáîðêà ñîñòàâëÿëàñü ïî ôîðìóëå (2) äëÿ ðàçëè÷íûõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ òåë òàêèõ êàê øàð, öèëèíäð è òîð, ðàñïîëîæåííûõ ïîä ðàçëè÷-
íûìè óãëàìè ê äåòåêòîðó. Ïðè ïîìîùè êîìáèíàöèè ýòèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
òåë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí öåëûé ðÿä èíòåðåñíûõ áèîëîãè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ â óñëîâèÿõ äèôðàêöèîííûõ ýêñïåðèìåíòîâ (â òîì ÷èñëå 𝛼-ñïèðàëè è
äðóãèå ýëåìåíòû âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû, âèòêè ÄÍÊ, âèðóñû è ïðî÷èå). Â
ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà áûëà ðåøåíà çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòîâ òàêîãî òèïà.
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On the classification of equivariant simple function germs

The talk is devoted to the classification of multivariate analytic function
germs that are equivariant simple under actions of finite abelian groups.
We classify such function germs of two and three variables for all possible
non-trivial actions of the order-three cyclic group.We present a necessary
existence condition for singular cyclically equivariant holomorphic func-
tion germs.

Keywords: spaces with group actions, equivariant maps, classification of
singularities, simple germs.

Îòîáðàæåíèå 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 ìíîãîîáðàçèé ñ çàäàííûìè äåéñòâèÿìè ãðóïïû
𝐺 íàçûâàåòñÿ эквивариантным, åñëè äëÿ âñåõ òî÷åê 𝑥 ∈𝑀 è âñåõ ýëåìåíòîâ
𝜎 ∈ 𝐺 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî 𝑓(𝜎 · 𝑥) = 𝜎 · 𝑓(𝑥). Äâà ýêâèâàðèàíòíûõ îòîá-
ðàæåíèÿ 𝐺-ìíîãîîáðàçèé 𝑓, 𝑔 : 𝑀 → 𝑁 íàçûâàþòñÿ ℛ𝐺-эквивалентными,
åñëè ñóùåñòâóåò ýêâèâàðèàíòíûé äèôôåîìîðôèçì Φ: 𝑀 → 𝑀, äëÿ êîòî-
ðîãî 𝑔 = 𝑓 ∘ Φ.

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ êëàññû
ℛ𝐺-ýêâèâàëåíòíîñòè ýêâèâàðèàíòíûõ îòîáðàæåíèé âåùåñòâåííûõ èëè êîì-
ïëåêñíûõ 𝐺-ìíîãîîáðàçèé è íîðìàëüíûå ôîðìû èõ ïðåäñòàâèòåëåé. Ïðè
ýòîì, êàê ïðàâèëî, êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ îòîáðàæåíèé îãðàíè÷èâàåòñÿ â
òåðìèíàõ êîðàçìåðíîñòè èëè ìîäàëüíîñòè îòîáðàæåíèé èëè ðàçìåðíîñòåé
ïðîîáðàçà è îáðàçà (ñì., íàïðèìåð, [1]�[6]).

Ïóñòü 𝐺 � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà, äåéñòâèÿ êîòîðîé çàäàíû íà C𝑛
è íà C. ×åðåç 𝒪𝐺

𝑛 îáîçíà÷èì êîëüöî ðîñòêîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
(C𝑛, 0) → (C, 0), ýêâèâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ äåéñòâèé ãðóïïû
𝐺. ×åðåç 𝒟𝐺

𝑛 îáîçíà÷èì ãðóïïó ðîñòêîâ àâòîìîðôèçìîâ (C𝑛, 0) → (C𝑛, 0),
ýêâèâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû 𝐺 íà C𝑛. Ðîñòîê
𝑓 ∈ 𝒪𝐺

𝑛 íàçîâåì эквивариантно простым (èëè 𝐺-простым) îòíîñèòåëüíî
çàäàííûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû 𝐺 íà ïðîîáðàçå è îáðàçå, åñëè ïðè âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ 𝑟 ∈ N äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü íåêîòîðîé òî÷-
êè åãî îðáèòû (îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû 𝒟𝐺

𝑛 ) â ïðîñòðàíñòâå 𝑟-ñòðóé
ðîñòêîâ èç 𝒪𝐺

𝑛 ïåðåñåêàåòñÿ ëèøü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì äðóãèõ îðáèò, è ýòî
÷èñëî îãðàíè÷åíî ïðè 𝑟 → ∞.

Êëàññèôèêàöèÿ Z3-ïðîñòûõ ðîñòêîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé äâóõ è
òðåõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ äëÿ âñåõ íåòðèâèàëüíûõ äåéñòâèé ãðóïïû
Z3 íà ïðîîáðàçå è îáðàçå äàåòñÿ ñëåäóþùèìè äâóìÿ òåîðåìàìè (ñì. [7]).

Теорема 1. Пусть действие группы Z3 на C2 и на C задано формулами

𝜎 · (𝑥, 𝑦) = (𝜏𝑝𝑥, 𝜏 𝑞𝑦); 𝜎 · 𝑧 = 𝜏 𝑟𝑧 (𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ N),

где 𝜎 ∈ Z3 — образующая, 𝜏 = exp(2𝜋𝑖/3). Тогда список нормальных форм
Z3-простых ростков (C2, 0) → (C, 0) с критической точкой 0 ∈ C2 в зави-
симости от (𝑝, 𝑞; 𝑟) mod 3 дается следующей таблицей.
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� (𝑝, 𝑞; 𝑟) mod 3 Íîðìàëüíûå ôîðìû Z3-ïðîñòûõ ðîñòêîâ

1 (0, 1; 1)
𝑥𝑦; 𝑥𝑘𝑦 + 𝑦4 (𝑘 > 2); 𝑥3𝑦 + 𝑦7;

𝑥𝑘𝑦 + 𝑥𝑦4 (𝑘 > 3); 𝑥2𝑦 + 𝑦3𝑘+1 (𝑘 > 3).

2 (0, 1; 2)
𝑦2; 𝑥𝑦2; 𝑥𝑘𝑦2 + 𝑦5 (𝑘 > 2); 𝑥3𝑦2 + 𝑦8;

𝑥𝑘𝑦2 + 𝑥𝑦5 (𝑘 > 3); 𝑥2𝑦2 + 𝑦3𝑘+2 (𝑘 > 3).
3 (1, 1; 1) �
4 (1, 1; 2) 𝑥3𝑘+2 + 𝑦2 (𝑘 > 0).

5 (1, 2; 1)
𝑥3𝑘+1 + 𝑦2 (𝑘 > 1); 𝑥2𝑦 + 𝑦3𝑘−1 (𝑘 > 2);

𝑥4 + 𝑥𝑦3; 𝑥4 + 𝑦5.

Теорема 2. Пусть действие группы Z3 на C3 и на C задано формулами

𝜎 · (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝜏𝑝𝑥, 𝜏 𝑞𝑦, 𝜏 𝑟𝑧); 𝜎 · 𝑤 = 𝜏𝑠𝑤 (𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠 ∈ N),

где 𝜎 ∈ Z3 — образующая, 𝜏 = exp(2𝜋𝑖/3). Тогда список нормальных форм
Z3-простых ростков (C3, 0) → (C, 0) с критической точкой 0 ∈ C3 в зави-
симости от (𝑝, 𝑞, 𝑟; 𝑠) mod 3 дается следующей таблицей.

� (𝑝, 𝑞, 𝑟; 𝑠) mod 3 Íîðìàëüíûå ôîðìû Z3-ïðîñòûõ ðîñòêîâ

1 (0, 0, 1; 1)
𝑥𝑧; 𝐹1(𝑥, 𝑦) · 𝑧 + 𝑧4; (𝑥2 + 𝑦3) · 𝑧 + 𝑧7;

(𝑥2 + 𝑦2) · 𝑧 + 𝑧3𝑘+1 (𝑘 > 3).

2 (0, 0, 1; 2)
𝑧2; 𝑥𝑧2; 𝐹1(𝑥, 𝑦) · 𝑧2 + 𝑧5; (𝑥2 + 𝑦3) · 𝑧2 + 𝑧8;

(𝑥2 + 𝑦2) · 𝑧2 + 𝑧3𝑘+2 (𝑘 > 3).
3 (0, 1, 1; 1) 𝑥𝑦 + 𝑧3𝑘+1 (𝑘 > 1).
4 (0, 1, 1; 2) �

5 (0, 1, 2; 1)
𝐹2(𝑥, 𝑦) + 𝑧2; 𝑥𝑦 + 𝑧3𝑘+2 (𝑘 > 1);

𝑥𝑧2 + 𝑦3𝑘+1 (𝑘 > 1); 𝑥𝑧2 + 𝑦3𝑘+2𝑧 (𝑘 > 0).
6 (1, 1, 1; 1) �
7 (1, 1, 1; 2) 𝑥3𝑘+2 + 𝑦2 + 𝑧2, 𝑘 > 0.
8 (1, 1, 2; 1) �
9 (1, 1, 2; 2) 𝑥2 + 𝐹3(𝑧, 𝑦).

Здесь 𝐹1 — любой (неэквивариантно) простой росток функции двух пе-
ременных (см. [1]); 𝐹2 — любой эквивариантно простой росток функции
двух переменных (см. теорему 1, случай 1); 𝐹3 — любой эквивариантно
простой росток функции двух переменных (см. теорему 1, случай 5).

Ïóñòü äåéñòâèå ãðóïïû 𝐺 = Z𝑚 íà C𝑛 è C çàäàíî ôîðìóëàìè

𝜎 · (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = (𝜏𝑝1𝑧1, . . . , 𝜏
𝑝𝑛𝑧𝑛) ; 𝜎 · 𝑤 = 𝜏 𝑞𝑤 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, 𝑞 ∈ Z), (1)

ãäå 𝜎 ∈ Z𝑚 � îáðàçóþùàÿ, 𝜏 = exp
(︀
2𝜋𝑖
𝑚

)︀
(÷èñëà 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, 𝑞 ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü ïî ìîäóëþ 𝑚 è ñ÷èòàòü âçàèìíî ïðîñòûìè â ñîâîêóïíîñòè). Íàáîð
âåñîâ 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ N𝑛 íàçîâåì допустимым îòíîñèòåëüíî äåéñòâèé
(1), åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ÍÎÄ(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) = 1;

2) äëÿ âñåõ 𝑠 ∈ [1, 𝑛] âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 1 6 𝛼𝑠 6 𝑚;
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3) ìîíîì èíâàðèàíòíåí îòíîñèòåëüíî äåéñòâèé (1) íà C𝑛 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åãî êâàçèñòåïåíü ñ âåñàìè 𝛼 äåëèòñÿ íà 𝑚.

Äåéñòâèå ãðóïïû 𝒟𝐺
𝑛 íà ïðîñòðàíñòâå 𝒪𝐺

𝑛 ïîðîæäàåò äåéñòâèå êîíå÷íî-
ìåðíîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êâàçèîä-
íîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ êâàçèñòåïåíè 𝑟 (c âåñàìè 𝛼), ýêâèâàðèàíòíûõ îòíî-
ñèòåëüíî äåéñòâèé (1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐷𝛼

𝑟 ðàçìåðíîñòü ýòîé ãðóïïû, à ÷å-
ðåç 𝑑𝛼𝑟 � ðàçìåðíîñòü óêàçàííîãî ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ. Â âûáðàííûõ
îáîçíà÷åíèÿõ èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
ýêâèâàðèàíòíî ïðîñòûõ ðîñòêîâ (ñì. [8]).

Теорема 3. Пусть 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) — допустимый набор весов отно-
сительно действий (1) группы 𝐺 = Z𝑚. Если выполняются условия

0 = 𝑑
𝛼
0 = 𝑑

𝛼
1 = . . . = 𝑑

𝛼
𝑟−1 ̸= 𝑑𝛼𝑟 > 𝐷𝛼

𝑟 ,

то не существует ростков голоморфных функций из 𝒪Z𝑚
𝑛 , эквивариантно

простых относительно действий (1).

Литература
1. Арнольд В.И. Нормальные формы функций вблизи вырожденных критиче-

ских точек, группы Вейля 𝐴𝑘, 𝐷𝑘, 𝐸𝑘 и лагранжевы особенности //Функциональ-
ный анализ и его приложения, 6:4 (1972), 3–25.

2. Siersma D. The singularities of 𝐶∞-functions of right-codimension smaller or
equal than eight // Indagationes Mathematicae (Proceedings), 76:1 (1973), 31–37.

3. Арнольд В.И. Критические точки функций на многообразии с краем, про-
стые группы Ли 𝐵𝑘, 𝐶𝑘, 𝐹4 и особенности эволют // УМН, 33:5 (1978), 91–107.

4. Siersma D. Singularities of functions on boundaries, corners, etc. // The
Quarterly Journal of Mathematics, 32:1 (1981), 119–127.

5. Domitrz W., Manoel M., Rios P. de M. The Wigner caustic on shell and
singularities of odd functions // J. of Geometry and Physics, 71 (2013), 58–72.

6. Baines C.E., Goryunov V.V. Cyclically equivariant function singularities and
unitary reflection groups 𝐺(2𝑚, 2, 𝑛), 𝐺9, 𝐺31 // St-Petersburg Mathematical Journal,
11:5 (2000), 761–774.

7. Асташов Е.А. Классификация ростков функций, эквивариантно простых
относительно группы порядка 3 // Мат. заметки, 105:2 (2019), 163–178.

8. Astashov E. Equivariant simple singularities and admissible sets of weights //
WSEAS Transactions on Mathematics, 17 (2018), 404–410.



Материалы международной конференции 429

О ГРАНИЧНОМ ПОВЕДЕНИИ РЕШЕНИЙ СИЛЬНО
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ НА ПЛОСКОСТИ

А.О. Багапш
a.bagapsh@gmail.com

УДК 517.956.2, 517.53

С помощью ранее полученных автором интегральных представлений
типа Пуассона в круге для решений сильно эллиптических систем ис-
следуется граничное поведение таких решений на примерах функций
с характерными особенностями на границе круга. Дается формула для
вычисления некасательных пределов в зависимости от угла, по кото-
рому точка стремится к границе. Рассматривается отображение круга
с помощью ядра типа Пуассона. Поведение решений сильно эллипти-
ческих систем во многом напоминает поведение гармонических функ-
ций, которые являются здесь частным случаем. При этом предельные
множества в общем случае систем выглядят несколько сложнее.

Ключевые слова: эллиптические системы, интеграл Пуассона, гранич-
ное поведение.

On boundary behavior of solutions to strongly elliptic systems
on the plane

We study a boundary behavior of solutions to strongly elliptic systems in
the unit circle using the Poisson type representations recently obtained
by the author. Some examples of such solutions with typical character of
boundary features are investigated. A formula for non-tangential angular
limits is given. The behavior of solutions of strongly elliptic systems in
many ways resembles the behavior of harmonic functions, which are a
partial case here. At the same time, the limit sets look more complicated
in the general case.

Keywords: elliptic systems, Poisson integral, boundary behavior.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà(︂
𝐴
𝜕2

𝜕𝑥2
+ 2𝐵

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐶

𝜕2

𝜕𝑦2

)︂(︂
𝑢
𝑣

)︂
=

(︂
0
0

)︂
(1)

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé 𝑢(𝑥, 𝑦) è 𝑣(𝑥, 𝑦) ñ ïîñòîÿííûìè âåùåñòâåííûìè
2 × 2 ìàòðèöàìè 𝐴, 𝐵, 𝐶. Óñëîâèå ýëëèïòè÷íîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî
det(𝐴𝜉2 + 2𝐵𝜉𝜂 + 𝐶𝜂2) ̸= 0 ïðè âñåõ (𝜉, 𝜂) ̸= (0, 0). Ñðåäè ýëëèïòè÷åñêèõ
ñèñòåì (1) âûäåëÿåòñÿ ïîäêëàññ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì; ýòî ñèñòå-
ìû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ det(𝐴+2𝐵𝜉+𝐶𝜂) ̸= 0 ïðè (𝜉, 𝜂) ̸= (0, 0) (ñì.
[1], [2]).

Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ïëîñêîñòÿõ (𝑥, 𝑦) è (𝑢, 𝑣), à òàê-
æå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè óðàâíåíèé ìîæíî ñâåñòè ýëëèïòè÷åñêóþ ñèñòåìó

Багапш Астамур Олегович, к.ф.-м.н., Федеральный исследовательский центр "Ин-
форматика и управление"(Москва, Россия), Московский государственный технический
университет им. Н.Э. Баумана (Москва, Россия); Astamur Bagapsh (Federal research
center ”Computer Science and Control”, Moscow, Russia; Bauman Moscow State Technical
University, Moscow, Russia)
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(1) ê óðàâíåíèþ ℒ𝜏,𝜎𝑓 = 0 îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ôóíêöèè 𝑓 : C → C ñ
îïåðàòîðîì

ℒ𝜏,𝜎 :=

{︃
(𝜕𝜕 + 𝜏𝜕2)ℐ + 𝜎(𝜏𝜕𝜕 + 𝜕2)𝒞, |𝜎| < 1,

(𝜕
2

+ 𝜏𝜕𝜕)ℐ + 𝜎−1(𝜏𝜕
2

+ 𝜕𝜕)𝒞, |𝜎| > 1,

çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðîâ 𝜏 ∈ [0, 1) è 𝜎 ̸= ±1. Çäåñü 𝜕 è 𝜕 � îïåðàòîðû Êîøè
� Ðèìàíà, à ℐ è 𝒞 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð è îïåðàòîð êîìïëåêñíîãî
ñîïðÿæåíèÿ (ñì. [3]).

Â ðàáîòå àâòîðà [4] áûëî ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òèïà
Ïóàññîíà äëÿ ðåøåíèé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì (1), çàïèñàííûõ â ïðè-
âåäåííîì âûøå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå, â åäèíè÷íîì êðóãå. Ñîîòâåò-
ñòâóþùåå âûðàæåíèå âûãëÿäèò îòíîñèòåëüíî ïðîñòî â äâóõ ÷àñòíûõ ñëó-
÷àÿõ: ïðè 𝜎 = 0 (ò.í. êîñîñèììåòðè÷íàÿ ñèñòåìà, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå 𝑎𝑓𝑥𝑥+2𝑏𝑓𝑥𝑦+𝑐𝑓𝑦𝑦 = 0, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ C) è ïðè 𝜏 = 0 (èçîòðîïíàÿ ñèñòåìà Ëà-
ìå). Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 íåïðåðûâíà â çàìêíóòîì êðóãå |𝑧| 6 1 è óäîâëåòâîðÿåò
âíóòðè ýòîãî êðóãà óðàâíåíèþ ℒ𝜏,𝜎𝑓 = 0, òî â ñëó÷àå 𝜎 = 0 èìååì

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋

∫︁
|𝜁|=1

(1 − |𝑧|2)(𝜁 + 𝜏𝜁)

(𝜁𝜏 − 𝑧𝜏 )(𝜁 − 𝑧)(𝜁 + 𝜏𝑧)
𝑓(𝜁)|𝑑𝜁|, (2)

ãäå 𝑧𝜏 := 𝑧 − 𝜏𝑧, à ïðè 𝜏 = 0

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋

∫︁
|𝜁|=1

(1 − |𝑧|2)

(︂
1

|𝜁 − 𝑧|2
ℐ + 𝜎

2 − 𝜁𝑧

(𝜁 − 𝑧)2
𝒞
)︂
𝑓(𝜁)|𝑑𝜁|.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðâàÿ ôîðìóëà ïðè 𝜏 = 0 è âòîðàÿ ïðè 𝜎 = 0 ïðåâðà-
ùàþòñÿ â êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëó Ïóàññîíà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïóñòü 𝜇 � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ êîíå÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà, çàäàííàÿ íà
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèå

𝐹𝜇(𝑧) :=
1

2𝜋

∫︁
|𝜁|=1

(1 − |𝑧|2)(𝜁 + 𝜏𝜁)

(𝜁𝜏 − 𝑧𝜏 )(𝜁 − 𝑧)(𝜁 + 𝜏𝑧)
𝑑𝜇

è èññëåäóåì ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì íà äâóõ
õàðàêòåðíûõ ïðèìåðàõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ.

Пример 1. Ïóñòü, 𝑑𝜇 = 𝜒|𝑑𝜁|, ãäå 𝜒 � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
âåðõíåé ïîëîâèíû åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Òîãäà 𝐹𝜇(𝑧) = 𝑓(𝑧), ãäå

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
log

−(1 + 𝑧)𝜏 (1 − 𝑧)(1 + 𝜏𝑧)

(1 − 𝑧)𝜏 (1 + 𝑧)(1 − 𝜏𝑧)
(3)

åñòü ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ ℒ𝜏,0𝑓 = 0 â åäèíè÷íîì êðóãå
|𝑧| < 1. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî 𝑓(𝑧) → 1 ïðè 𝑧 → 𝑒𝑖𝜃, 𝜃 ∈ (0, 𝜋), è
𝑓(𝑧) → 0 ïðè 𝑧 → 𝑒𝑖𝜃, 𝜃 ∈ (−𝜋, 0). Áîëåå èíòåðåñíîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè 𝑓
íàáëþäàåòñÿ ïðè 𝑧 → ±1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ óãëîâ 𝜃 ∈ (−𝜋, 𝜋) è 𝛼 ∈ (0, 𝜋)
îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ𝜃,𝛼 ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó 𝑒𝑖𝜃 ïîä óãëîì 𝛼 ñ
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êàñàòåëüíîé ê åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â ýòîé òî÷êå. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Предложение 1. Пусть функция 𝑓(𝑧) представлена в виде (2), где
𝑓(𝜁) = 𝑓(𝑒𝑖𝑡) как функция угла 𝑡 является кусочно–непрерывной и име-
ет разрыв первого рода в точке 𝑡 = 𝜃, т.е. существуют различные
lim𝑡→𝜃± 𝑓(𝑒𝑖𝜃) =: 𝑓±(𝑒𝑖𝜃) ̸= ∞. Тогда

lim
𝑧→𝑒𝑖𝜃

𝑧∈Λ𝜃,𝛼

𝑓(𝑧) = 𝑝(𝜃, 𝛼)𝑓+(𝑒𝑖𝜃) + (1 − 𝑝(𝜃, 𝛼))𝑓−(𝑒𝑖𝜃), (4)

где

𝑝(𝜃, 𝛼) =
𝛼

𝜋
+

1

2𝜋𝑖
log

1 + 𝜏𝑒−2𝑖𝜃

1 + 𝜏𝑒2𝑖(𝛼−𝜃)
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ïðåäëîæåíèåì 1, äëÿ ôóíêöèè (3) ïîëó÷àåì

lim
𝑧→1
𝑧∈Λ0,𝛼

𝑓(𝑧) =
𝛼

𝜋
+

1

2𝜋𝑖
log

1 + 𝜏

1 + 𝜏𝑒2𝑖𝛼
, lim

𝑧→−1
𝑧∈Λ𝜋,𝛼

𝑓(𝑧) = 1−𝛼
𝜋
− 1

2𝜋𝑖
log

1 + 𝜏

1 + 𝜏𝑒2𝑖𝛼
.

Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ ïðè âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ 𝛼 ∈ (0, 𝜋) îïðåäåëÿ-
þò äâå ãëàäêèå êðèâûå, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè 0 è 1. Îòìåòèì, ÷òî ïðè 𝜏 = 0,
ò.å. â ãàðìîíè÷åñêîì ñëó÷àå, ýòèìè êðèâûìè ÿâëÿþòñÿ îòðåçêè.

Пример 2. Ïóñòü, 𝑑𝜇 = 𝛿1|𝑑𝜁| ãäå 𝛿1 � ìåðà åäèíè÷íîé ìàññû, ñîñðåäî-
òî÷åííàÿ â òî÷êå 𝜁 = 1. Òîãäà 𝐹𝜇(𝑧) = 𝑓(𝑧), ãäå ôóíêöèÿ

𝑓(𝑧) =
(1 + 𝜏)(1 − |𝑧|2)

2𝜋(1 − 𝑧)𝜏 (1 − 𝑧)(1 + 𝜏𝑧)
, (5)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ℒ𝜏,0𝑓 = 0 â åäèíè÷íîì êðóãå. ßñíî, ÷òî 𝑓(𝑧) → 0
ïðè 𝑧 → 𝑒𝑖𝜃, 𝜃 ̸= 0. Ïðè 𝑧 → 1 ïî íåêàñàòåëüíûì êðèâûì ïîëó÷àåì 𝑓(𝑧) →
∞. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ åäèíè÷íîé îêðóæíî-
ñòè |𝑧| < 1 â òî÷êå 𝑧 = 1. Ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ 𝜁 = (1 + 𝑧)/(1 − 𝑧),
ãäå 𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂, òàêèå îêðóæíîñòè ïåðåâîäÿòñÿ â âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå
𝜉 = 𝜉0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, à âåñü åäèíè÷íûé êðóã |𝑧| < 1 ïåðåâîäèòñÿ â ïðàâóþ ïî-
ëóïëîñêîñòü 𝜉 > 0. Ïðè ýòîì

𝑓(𝑧) =
(1 + 𝜏)𝜉[(𝜉 + 1)2 − 𝜂2 − 2𝑖𝜂(𝜉 + 1)]

2𝜋[(1 − 𝜏)(𝜉 + 1) − 𝑖(1 + 𝜏)𝜂][1 − 𝜏 + (1 + 𝜏)𝜉 − 𝑖(1 + 𝜏)𝜂]
. (6)

Ïðè 𝑧 → 1 âäîëü êàñàòåëüíîé îêðóæíîñòè èìååì 𝜂 → ±∞, òàê ÷òî
𝑓(𝑧) → 𝜉0

2𝜋(1+𝜏) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì äàííîé îêðóæíîñòè çíà÷åíèåì 𝜉0. Ïðè
âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ 𝜉0 > 0 ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ïðåäåëîâ
ïîëóïðÿìóþ R+ = (0,∞). Îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ æå êàðòèíà âîçíèêàåò è â
ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùåé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè 𝑓 , îäíàêî â ýòîé ñèòóà-
öèè êàæäàÿ êàñàòåëüíàÿ îêðóæíîñòü îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó íà R+, à â îá-
ùåì ñëó÷àå ïàðàìåòðà 𝜏 ∈ [0, 1), êàê âèäíî èç (6), ôóíêöèÿ (5) îòîáðàæàåò
êàæäóþ êàñàòåëüíóþ îêðóæíîñòü â çàìêíóòóþ êðèâóþ.
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КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ
ПОТЕНЦИАЛОВ ПРОСТОГО И ДВОЙНОГО СЛОЕВ

М.Н. Бахшалыева
mehpare.93@hotmail.com

УДК 517.2; 519.64

Построены квадратурные формулы для логарифмических потенциа-
лов и нормальной производной логарифмического потенциала просто-
го слоя. Кроме того, даны оценки погрешностей построенных квадра-
турных формул.

Ключевые слова: квадратурные формулы, логарифмические потенци-
алы, криволинейный интеграл, кривая Ляпунова.

Quadrature formulas for logarithmic potentials of simple layer

Quadrature formulas for logarithmic potentials and normal derivative of
simple layer logarithmic potential are constructed. Error estimations for
the constructed quadrature formulas are given.

Keywords: quadrature formulas, logarithmic potentials, curvilinear inte-
gral, Lyapunov curve.

Èçâåñòíî, ÷òî îäíèì èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíå-
íèÿ Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Òàê êàê
âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåâîçìîæíî íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, òî âîçíèêàåò èíòåðåñ îáîñ-
íîâàòü ìåòîä êîëëîêàöèè äëÿ ýòèõ èíòåãðàëüíûõ óðàíåíèé, à äëÿ ýòîãî
ñíà÷àëà íàäî ïîñòðîèòü êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïî-
òåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ

𝑃 (𝑥) =

∫︁
𝐿

Φ(𝑥, 𝑦) 𝜌(𝑦)𝑑𝐿𝑦, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿, (3.1)

Мехпара Н. Бахшалыева, Азербайджанский Государственный Университет Нефти и
Промышленности (Баку, Азербайджан)
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è äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ

𝑊 (𝑥) =

∫︁
𝐿

𝜕Φ(𝑥, 𝑦)

𝜕�⃗�(𝑦)
𝜌(𝑦)𝑑𝐿𝑦, 𝑥 ∈ 𝐿, (3.2)

ãäå 𝐿 ⊂ 𝑅2− ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ Ëÿïóíîâà ñ ïîêàçàòåëåì 0 < 𝛼 6 1,
�⃗�(𝑦)−âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü â òî÷êå 𝑦 ∈ 𝐿, 𝜌(𝑦)−íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ íà êðèâîé 𝐿, Φ(𝑥, 𝑦) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
∆𝑢 = 0, ò.å.

Φ(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋
ln

1

|𝑥− 𝑦|
, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅2, 𝑥 ̸= 𝑦,

à ∆− îïåðàòîð Ëàïëàñà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ Ëÿïóíîâà 𝐿 ⊂ 𝑅2 çàäàíà

ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì 𝑥 (𝑡) = (𝑥1 (𝑡) , 𝑥2 (𝑡)) , 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Ðàçîáüåì ïðî-
ìåæóòîê [𝑎, 𝑏] íà 𝑛 > 2𝑀1 (𝑏− 𝑎) /𝑑 ðàâíûõ ÷àñòåé: 𝑡𝑘 = 𝑎+ (𝑏−𝑎) 𝑘

𝑛 , 𝑘 = 0, 𝑛,
ãäå 𝑑−ðàäèóñ ñòàíäàðòíîé îêðóæíîñòè. Â êà÷åñòâå îïîðíûõ òî÷åê âîçìåì
𝑥 (𝜏𝑘), ãäå 𝜏𝑘 = 𝑎+ (𝑏−𝑎) (2𝑘−1)

2𝑛 , 𝑘 = 1, 𝑛.
×åðåç 𝐶 (𝐿) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà 𝐿

ñ íîðìîé ‖𝜌‖∞ = max
𝑥∈𝐿

|𝜌 (𝑥) |, è äëÿ ôóíêöèè 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶 (𝐿) ââîäèì ìîäóëü
íåïðåðûâíîñòè âèäà

𝜔(𝜙, 𝛿) = 𝛿 sup
𝜏>𝛿

�̄�(𝜙, 𝜏)

𝜏
, 𝛿 > 0,

ãäå �̄�(𝜙, 𝜏) = max
|𝑥− 𝑦| 6 𝜏
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿

|𝜙(𝑥) − 𝜙(𝑦)| .

Â ðàáîòå äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Теорема 1. Выражение

𝑃𝑛 (𝑥 (𝜏𝑘)) =
𝑏− 𝑎

𝑛

𝑛∑︁
𝑗 = 1
𝑗 ̸= 𝑘

Φ (𝑥 (𝜏𝑘) , 𝑥 (𝜏𝑗))

√︁
(𝑥′1 (𝜏𝑗))

2
+ (𝑥′2 (𝜏𝑗))

2
𝜌 (𝑥 (𝜏𝑗))

в опорных точках 𝑥 (𝜏𝑘) , 𝑘 = 1, 𝑛, является квадратурной формулой для
интеграла (1), причем справедливы следующие оценки:
max
𝑘=1, 𝑛

|𝑃 (𝑥 (𝜏𝑘)) − 𝑃𝑛 (𝑥 (𝜏𝑘))| 6𝑀
(︀
𝜔 (𝜌, 1/𝑛) + ‖𝜌‖∞

1
𝑛𝛼

)︀
при 0 < 𝛼 < 1,

max
𝑘=1, 𝑛

|𝑃 (𝑥 (𝜏𝑘)) − 𝑃𝑛 (𝑥 (𝜏𝑘))| 6𝑀
(︀
𝜔 (𝜌, 1/𝑛) + ‖𝜌‖∞

ln𝑛
𝑛

)︀
при 𝛼 = 1.

Çäåñü è äàëåå ÷åðåç 𝑀 îáîçíà÷àåì ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ðàçíûå
â ðàçëè÷íûõ íåðàâåíñòâàõ.

Теорема 2. Выражение

𝑊𝑛 (𝑥 (𝜏𝑘)) =
𝑏− 𝑎

𝑛

𝑛∑︁
𝑗 = 1
𝑗 ̸= 𝑘

𝜕Φ (𝑥 (𝜏𝑘) , 𝑥 (𝜏𝑗))

𝜕�⃗� (𝑥 (𝜏𝑗))

√︁
(𝑥′1 (𝜏𝑗))

2
+ (𝑥′2 (𝜏𝑗))

2
𝜌 (𝑥 (𝜏𝑗))
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в опорных точках 𝑥 (𝜏𝑘) , 𝑘 = 1, 𝑛, является квадратурной формулой для
интеграла (2), причем справедлива следующая оценка:

max
𝑘=1, 𝑛

|𝑊 (𝑥 (𝜏𝑘)) −𝑊𝑛 (𝑥 (𝜏𝑘))| 6𝑀

(︂
𝜔 (𝜌, 1/𝑛) + ‖𝜌‖∞

ln𝑛

𝑛𝛼

)︂
.

Теорема 3. Выражение

𝑄𝑛 (𝑥 (𝜏𝑘)) =
𝑏− 𝑎

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑗 ̸=𝑘

𝜕Φ (𝑥 (𝜏𝑘) , 𝑥 (𝜏𝑗))

𝜕�⃗� (𝑥 (𝜏𝑘))

√︁
(𝑥′1 (𝜏𝑗))

2
+ (𝑥′2 (𝜏𝑗))

2
𝜌 (𝑥 (𝜏𝑗))

в опорных точках 𝑥 (𝜏𝑘) , 𝑘 = 1, 𝑛, является квадратурной формулой для
нормальной производной логарифмического потенциала простого слоя

𝑄(𝑥) =
𝜕𝑃 (𝑥)

𝜕�⃗� (𝑥)
=

∫︁
𝐿

𝜕Φ(𝑥, 𝑦)

𝜕�⃗� (𝑥)
𝜌(𝑦)𝑑𝐿𝑦, 𝑥 ∈ 𝐿,

причем

max
𝑘=1, 𝑛

|𝑄 (𝑥 (𝜏𝑘)) −𝑄𝑛 (𝑥 (𝜏𝑘))| 6𝑀

(︂
𝜔 (𝜌, 1/𝑛) + ‖𝜌‖∞

ln𝑛

𝑛𝛼

)︂
.

О ВОССТАНОВЛЕНИИ ФУНКЦИИ, ЗАДАННОЙ
ИНТЕГРАЛАМИ ПО СЕМЕЙСТВУ ПАРАБОЛ

А.Х. Бегматов, А.С. Исмоилов
akrambegmatov@mail.ru, alisher_8778@mail.ru

УДК 517.946

Краткая аннотация. В настоящей работе рассмотрена задача восста-
новления функции по семейству парабол в верхней полуплоскости
с весовой функцией, имеющей особенность. Доказана теорема един-
ственности решения уравнение. Показано что решение поставленной
задачи слабо некорректно, то есть получены оценки устойчивости в
пространствах конечной гладкости.

Ключевые слова: задачи интегральной геометрии, некорректные зада-
чи, интегральные преобразования, формула обращения, теорема су-
ществования
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About the restoration of the function, given by the integrals
by the family parabola

Short abstract. In this work we consider the problem of reconstructing a
function from a family of parabolas in the upper half-plane with a weight
function having a singularity. The uniqueness of theorem for the solution
of equation is proved and the inversion formula is derived. It is shown
that the solution of the problem posed is weakly ill-posed, that is, stability
estimates are obtained in spaces of finite smoothness.

Keywords: integral geometry problems, ill-posed problems, integral trans-
forms, inversion formula, existence theorem

Çàäà÷è èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè � ýòî èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùååñÿ íà-
ïðàâëåíèå ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êðóïíåé-
øèõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è
àíàëèçà. Åå çàäà÷è òåñíî ñâÿçàíû ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè - çàäà-
÷àìè èíòåðïðåòàöèè äàííûõ ãåîôèçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, ýëåêòðîðàçâåä-
êè, àêóñòèêè è êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè. Îäíîé èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì
èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè, åñëè èçâåñòíû
åå èíòåãðàëû ïî çàäàííûì ìíîãîîáðàçèÿì.

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå çàäà÷è èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè [1]. Åäèíñòâåí-
íîñòü øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè â ïîëîñå áûëà óñòà-
íîâëåíà Â.Ã. Ðîìàíîâûì [2]. Çàäà÷è íå âîëüòåððîâñêîãî òèïà èçó÷àëèñü â
ðàáîòàõ Ì.Ì.Ëàâðåíòüåâà è À.Ë. Áóõãåéìà [3,4], Ð.Ã. Ìóõîìåòîâà [5].

Ñëàáî íåêîððåêòíûå çàäà÷è èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè âîëüòåððîâñêîãî
òèïà ñ âåñîâûìè ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè îñîáåííîñòü èññëåäîâàëèñü â ðà-
áîòàõ [6,7].

Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè, îöåíêè óñòîé÷èâîñòè è ôîðìóëû îáðàùåíèÿ
ñëàáî íåêîððåêòíûõ çàäà÷ èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè ïî ñïåöèàëüíûì êðè-
âûì è ïîâåðõíîñòÿì ñ îñîáåííîñòÿìè âåðøèíàõ ïîëó÷åíû â [8-11].

Â ðàáîòàõ [12,13] îòîáðàæåíèÿ ïëîñêèõ îáëàñòåé, îñóùåñòâëÿåìûå ðåøå-
íèÿìè ýòîé ñèñòåìû íàçâàííûå ℎ -êîíôîðìíûìè îòîáðàæåíèÿì.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü â ýòîì ïóíêòå:

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2, (𝜉, 𝜂) ∈ 𝑅2, 𝜆 ∈ 𝑅1, 𝜇 ∈ 𝑅1

Ω = {(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ 𝑅1, 𝑦 ∈ (0, 1), 𝑙 <∞}

Ω = {(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ 𝑅1, 𝑦 ∈ [0, 1]}

Постановка задачи. Â ïîëîñå Ω ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êðèâûõ, êîòî-
ðîå îäíîçíà÷íî ïàðàìåòðèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò ñâîèõ âåðøèí (𝑥, 𝑦),
ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ ñåìåéñòâà 𝑃 (𝑥, 𝑦) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

𝑃 (𝑥, 𝑦) = {(𝜉, 𝜂) : 𝑦 − 𝜂 = (𝑥− 𝜉)2, 0 6 𝜂 6 𝑦 6 𝑙, 𝑙 <∞}

Задача 1. Îïðåäåëèòü ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ 𝑢(𝑥, 𝑦), åñëè äëÿ âñåõ
(𝑥, 𝑦) èç ïîëîñû Ω èçâåñòíû èíòåãðàëû îò ôóíêöèè 𝑢(·) ïî êðèâûì 𝑃 (𝑥, 𝑦):
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𝑥+
√
𝑦∫︁

𝑥−√
𝑦

𝑔(𝑥, 𝜉)𝑢(𝜉,Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜉))𝑑𝜉 = 𝑓(𝑥, 𝑦) (1)

ãäå 𝑔(𝑥, 𝜉) = 2|𝑥− 𝜉| = 2(𝑥− 𝜉)𝑠𝑔𝑛(𝑥− 𝜉).
Ôóíêöèÿ 𝑢(𝑥, 𝑦) - ôóíêöèÿ èç êëàññà U, êîòîðûå èìåþò âñå íåïðåðûâ-

íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî è ôèíèòíû ñ
íîñèòåëåì â 𝑅2

+ :

𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑢 ⊂ 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : −𝑎 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑎 <∞, 0 < 𝑦 < 𝑙, 𝑙 <∞}

Теорема 1. Пусть функция 𝑓(𝑥, 𝑦) известна для всех (𝑥, 𝑦) из полосы
Ω. Тогда решение задача 1 в классе U единственно, имеет место пред-
ставление

𝑢(𝑥, 𝑦) =

+∞∫︁
0

+∞∫︁
−∞

𝐼2(𝑥− 𝜉, 𝑦 − 𝜂)(𝐸 +
𝜕4

𝜕𝜂4
)(𝐸 +

𝜕4

𝜕𝜉4
)𝑓1(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 (2)

и выполняется неравенство

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐿2(Ω) 6 𝐶0‖𝑓1‖𝑊 4,4
2 (Ω)

где 𝐶0 - некоторая постоянная.

Теорема 2. Пусть правая часть уравнения (1) удовлетворяет следу-
ющим условиям:

1)𝑓(𝑥, 𝑦) финитна по переменной 𝑥;
2) 𝑓(𝑥, 𝑦) имеет все непрерывные частные производные до второго по-

рядка включительно;
3) 𝜕𝑚

𝜕𝑦𝑚 𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑦=0 = 𝜕𝑚

𝜕𝑦𝑚 𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑦=𝑙 = 0,𝑚 = 0, 1, 2.
Тогда существует решение уравнения (1) в классе непрерывных функ-

ций, финитных по аргументу 𝑥, определенное формулой (2).
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Показано, что вычисление сумм и пересечений пространств Морри
можно свести к вычислению сумм и пересечений пространств функ-
ций, входящих параметрами в определение пространств Морри. Такая
редукция позволяет получить новые теоремы экстраполяции для про-
странств Морри.

Ключевые слова: суммы и пересечения банаховых пространств, про-
странства Морри, экстраполяционные теоремы

Sums and intersections Morrey’s spaces

It is shown that the calculation of the sum and the intersection of Morrey’s
spaces can be reduced to calculating the sum and intersections of spaces of
functions included by a parameter in the definition Morrey’s spaces. This
reduction allows us to obtain new extrapolation theorems for Morrey’s
spaces.

Keywords: sums and intersections of Banach spaces, Morrey’s spaces, ex-
trapolation theorems
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славль, Россия); Evgenii Berezhnŏı (Demidov Yaroslavl State University, Yaroslavl, Russia)



438 “Современные проблемы математики и механики”

Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ {𝐵𝑖}, òàêàÿ,
÷òî êàæäîå èç íèõ íåïðåðûâíî âëîæåíî â ïîëíîå òîïîëîãè÷åñêîå îòäåëèìîå
ïðîñòðàíñòâî 𝑉 . Òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìû áóäåì íàçûâàòü 𝑉 � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ. Åñëè äîïîëíèòåëüíî çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë {𝛾𝑖}, òî, êàê îáû÷íî, ÷åðåç Σ𝛾𝑖𝐵𝑖 îáîçíà÷àþò íîâîå áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî, íîðìà â êîòîðîì çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

‖𝑏|Σ𝛾𝑖𝐵𝑖‖ = inf{Σ𝛾𝑖‖𝑏𝑖|𝐵𝑖‖ : 𝑏 = Σ𝑏𝑖 ðÿä ñõîäèòñÿ â 𝑉 },

(ñèìâîëîì ‖𝑏|𝐵‖ îáîçíà÷àåòñÿ íîpìà ýëåìåíòà 𝑏 â ïpîñòpàíñòâå 𝐵).
Ïóñòü òåïåðü âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäàí íàáîð áàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ {𝐵𝛽}, (𝛽 ∈ (𝛽0, 𝛽1), −∞ 6 𝛽0 < 𝛽1 6 ∞), òàêîé, ÷òî êàæäîå èç íèõ
íåïðåðûâíî âëîæåíî â ïîëíîå òîïîëîãè÷åñêîå îòäåëèìîå ïðîñòðàíñòâî 𝑉 .
Ïî àíàëîãèè, òàêîé íàáîð ìû áóäåì íàçûâàòü 𝑉 - íàáîðîì.

Åñëè çàäàí 𝑉 - íàáîð áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ {𝐵𝛽}, (𝛽 ∈ (𝛽0, 𝛽1)), è èç-
ìåðèìàÿ ôóíêöèÿ {𝜉 : (𝛽0, 𝛽1) → 𝑅+}, òî ÷åðåç

∑︀
{𝜉,𝐵𝛽} îáîçíà÷àþò íîâîå

ïðîñòðàíñòâî, íîðìà â êîòîðûõ çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

‖𝑏|
∑︁

{𝜉,𝐵𝛽}‖ = inf{‖𝑏|
∑︁

𝜉(𝛽𝑖)𝐵𝛽𝑖
‖ :

𝛽0 < ... < 𝛽−𝑖 < 𝛽−𝑖+1... < 𝛽0 < 𝛽1 < ... < 𝛽𝑖 < ... < 𝛽1}.

Íàðÿäó ñ ïðîñòðàíñòâîì
∑︀

{𝜉,𝐵𝛽} ââåäåì ïðîñòðàíñòâî
⋂︀
{𝜉,𝐵𝛽}, íîðìà

â êîòîðîì çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì ‖𝑏|
⋂︀
{𝜉,𝐵𝛽‖ = sup𝛽∈(𝛽,𝛽) 𝜉(𝛽)‖𝑏|𝐵𝛽‖. Ïðî-

ñòðàíñòâî
⋂︀
{𝜉,𝐵𝛽} òàêæå ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü 𝜇 - ìåðà Ëåáåãà â 𝑅𝑛, 𝑆(𝜇) - ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé 𝑓 :
𝑅𝑛 → 𝑅, 𝜒(𝐷) - õàpàêòåpèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà 𝐷, 𝑋 � èäåàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà 𝑅𝑛 ôóíêöèé.

Íàðÿäó ñ ïðîñòðàíñòâàìè ôóíêöèé íàì ïîòðåáóþòñÿ èäåàëüíûå ïðî-
ñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïóñòü 𝑒𝑖 = {..., 0, 1, 0, ...} (åäèíèöà ñòîèò íà
𝑖-îì ìåñòå), (𝑖 ∈ 𝑍), � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå äâóñòîðîííèõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ñèìâîëîì 𝑙 áóäåì îáîçíà÷àòü èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: 𝑥 =

∑︀∞
−∞ 𝑥𝑖𝑒

𝑖 ñ íîðìîé ‖𝑥|𝑙‖.
Ïóñòü 𝑈(0, 1) çâåçäíîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, ñîäåðæàùåå

òî÷êó 0. ×åðåç Υ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëîâûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé 𝜏 = {𝜏𝑖}, êàæäàÿ èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

∀𝑖 : 𝜏𝑖 < 𝜏𝑖+1,
⋃︁
𝑖

(𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1] = 𝑅+.

Åñëè 𝜏𝑖+1 = ∞, òî óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî (𝜏𝑖,∞] = (𝜏𝑖,∞). Ïî êàæäîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 𝜏 = {𝜏𝑖} ïîñòðîèì íàáîð ìíîæåñòâ 𝑈(0, 𝜏𝑖) ≡ 𝜏𝑖𝑈(0, 1)
è íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñëîåâ 𝑅(0, 𝜏𝑖−1, 𝜏𝑖) = 𝑈(0, 𝜏𝑖)∖𝑈(0, 𝜏𝑖−1).

Îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî äèñêðåòíîãî ëîêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Ìîððè
áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä.

Определение [1]. Пусть задано идеальное пространство 𝑋 на 𝑅𝑛,
идеальное пространство 𝑙 двусторонних последовательностей со стан-
дартным базисом {𝑒𝑖}, звездное множества 𝑈(0, 1) и последовательность
𝜏 ∈ Υ.
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Локальным дискретным пространством Морри 𝑀𝜏
𝑙,𝑋 будем называть

множество функций 𝑓 ∈ 𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅𝑛), для каждой из которых конечна
норма ‖𝑓 |𝑀𝜏

𝑙,𝑋‖ = ‖
∑︀
𝑒𝑖‖𝑓𝜒(𝑈(0, 𝜏𝑖))|𝑋‖|𝑙‖. Аппроксимационным локаль-

ным дискретным пространством Морри 𝑀𝜏
𝑙,𝑋 будем называть множе-

ство функций 𝑓 ∈ 𝐿1,𝑙𝑜𝑐(𝑅𝑛), для каждой из которых конечна норма
‖𝑓 |𝑀𝜏

𝑙,𝑋‖ = ‖
∑︀
𝑒𝑖‖𝑓𝜒(𝑅(0, 𝜏𝑖−1, 𝜏𝑖))|𝑋‖|𝑙‖.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé, â íåé äàþòñÿ åñòåñòâåííûå
óñëîâèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà

𝑀𝜏
𝑙,𝑋 = 𝑀𝜏

𝑙,𝑋 . (1)

Теорема B [1]. Пусть по пространствам 𝑋, 𝑙, звездному множе-
ству 𝑈(0, 1) и последовательности 𝜏 ∈ Υ построены пространства 𝑀𝜏

𝑙,𝑋

и 𝑀𝜏
𝑙,𝑋 .
Определим оператор 𝑇 : 𝑙 → 𝑙 равенством

𝑇 (
∑︁

𝑒𝑖𝑥𝑖) =
∑︁

𝑒𝑘𝑦𝑘, где 𝑦𝑘 =

𝑘∑︁
−∞

𝑥𝑖. (2)

Если ‖𝑇 |𝑙 → 𝑙‖ = 𝑐1 < ∞, то справедливо равенство (1), причем
для каждой 𝑓 ∈ 𝑀𝜏

𝑙,𝑋 справедливы неравенства ‖𝑓 |𝑀𝜏
𝑙,𝑋‖ 6 ‖𝑓 |𝑀𝜏

𝑙,𝑋‖ 6

𝑐1‖𝑓 |𝑀𝜏
𝑙,𝑋‖.

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè.

Теорема 1. Зафиксируем идеальное пространство 𝑋, звездное множе-
ство 𝑈(0, 1) и последовательность 𝜏 ∈ Υ. Пусть задан набор идеальных
пространств последовательностей {𝑙𝛽}, (𝛽 ∈ (𝛽0, 𝛽1)), по каждому {𝑙𝛽}
построим локальное пространство Морри 𝑀𝜏

𝑙𝛽 ,𝑋
и аппроксимационное ло-

кальное пространство Морри 𝑀𝜏
𝑙𝛽 ,𝑋

, (𝛽 ∈ (𝛽0, 𝛽1)). Пусть задана измери-

мая функция 𝜉 : (𝛽0, 𝛽1) → 𝑅+. Положим 𝑙 =
∑︀

{𝜉, 𝑙𝛼}.
Тогда справедливо равенство∑︁

{𝜉,𝑀𝜏
𝑙𝛽 ,𝑋

} = 𝑀𝜏
𝑙,𝑋
,

и нормы в этих пространствах совпадают.
Если в каждом из пространств {𝑙𝛽}, (𝛽 ∈ (𝛽0, 𝛽1)) ограниченно дей-

ствует оператор 𝑇 , определенный равенством (2), и выполнено условие

sup
𝛽

‖𝑇 |𝑙𝛽 → 𝑙𝛽‖ = 𝑐2 <∞, (3)

то справедливо равенство
∑︀

{𝜉,𝑀𝜏
𝑙𝛽 ,𝑋

} = 𝑀𝜏
𝑙,𝑋
, и для каждой 𝑓 ∈ 𝑀𝜏

𝑙,𝑋

справедливы неравенства

‖𝑓 |
∑︁

{𝜉,𝑀𝜏
𝑙𝛽 ,𝑋

}‖ 6 ‖𝑓 |𝑀𝜏
𝑙,𝑋

‖ 6 𝑐2‖𝑓 |
∑︁

{𝜉,𝑀𝜏
𝑙𝛽 ,𝑋

}‖.

Теорема 2. Пусть выполнены предположения теоремы 1. Положим
𝑙 =

⋂︀
{𝜉, 𝑙𝛽}.
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Тогда справедливо равенство
⋂︀
{𝜉,𝑀𝜏

𝑙𝛽 ,𝑋
} = 𝑀𝜏

𝑙,𝑋 , и нормы в этих про-
странствах совпадают.

Если в каждом из пространств {𝑙𝛽}, (𝛽 ∈ (𝛽0, 𝛽1)) ограниченно дей-
ствует оператор 𝑇 , и выполнено условие (3), то справедливо равенство⋂︁

{𝜉,𝑀𝜏
𝑙𝛽 ,𝑋

} = 𝑀𝜏
𝑙,𝑋

и для каждой 𝑓 ∈𝑀𝜏
𝑙,𝑋 справедливы неравенства

‖𝑓 |
⋂︁

{𝜉,𝑀𝜏
𝑙𝛽 ,𝑋

}‖ 6 ‖𝑓 |𝑀𝜏
𝑙,𝑋‖ 6 𝑐2‖𝑓 |

⋂︁
{𝜉,𝑀𝜏

𝑙𝛽 ,𝑋
}‖.

Èç òåîðåì 1-2 ïîëó÷àþòñÿ íîâûå òåîðåìû ýêñòðàïîëÿöèè äëÿ îïåðàòî-
ðîâ, äåéñòâóþùèõ â ëîêàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ìîððè.
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1. Berezhnŏı E.I. A discrete version of local Morrey spaces. // Izvestiya:

Mathematics 81:1 (2017), 1-28.

ОЦЕНКИ НОРМ ОДНОГО КЛАССА ДВОЙНЫХ РЯДОВ
Т.М. Вуколова, Б.В. Симонов

tmvukolova@mail.ru, simonov-b2002@yandex.ru

УДК 517.5

Исследованы суммы двойных рядов по синусам и косинусам с крат-
но монотонными коэффициентами по подпоследовательностям. По-
лучены достаточные условия принадлежности этих сумм классам
𝐿𝑝(0 < 𝑝 <∞).

Ключевые слова: ряды, коэффициенты рядов, монотонность, последо-
вательность, сумма

Norm’s estimates for one class of double series

Sums of double sine and cosine series with multiply monotonic coefficients
are investigated. Sufficient conditions are got under which this sums be-
long to 𝐿𝑝 classes (0 < 𝑝 <∞).

Keywords: series, coefficients of series, monotoness, sequence, sum

Вуколова Татьяна Михайловна, к.ф.-м.н., доцент, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Tatiana Vukolova (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)

Симонов Борис Витальевич, к.ф.-м.н., доцент, ВолгГТУ (Волгоград, Россия); Boris
Simonov (Volgograd State Technical University, Russia)



Материалы международной конференции 441

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâîéíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû âèäà

1

2

∞∑︁
𝑛2=1

𝑎0,𝑛2
sin𝑛2𝑥2 +

∞∑︁
𝑛2=1

∞∑︁
𝑛1=1

𝑎𝑛1𝑛2
cos𝑛1𝑥1 sin𝑛2𝑥2, (1)

1

2

∞∑︁
𝑛1=1

𝑎𝑛1,0 sin𝑛1𝑥1 +

∞∑︁
𝑛2=1

∞∑︁
𝑛1=1

𝑎𝑛1𝑛2 sin𝑛1𝑥1 cos𝑛2𝑥2. (2)

Ïðè èçó÷åíèè ñõîäèìîñòè äâîéíûõ ðÿäîâ (1) è (2) ðàññìàòðèâàåòñÿ èõ
ñõîäèìîñòü ïî Ïðèíãñõåéìó, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ÷èñ-
ëîâîãî ðÿäà

∞∑︁
𝜈=0

∞∑︁
𝜇=0

𝑐𝜇𝜈 (3)

ðàññìàòðèâàåòñÿ åãî ïðÿìîóãîëüíàÿ ñóììà 𝑆𝑚𝑛 =
𝑛∑︀
𝜈=0

𝑚∑︀
𝜇=0

𝑐𝜇𝜈 .

Åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî 𝑆 è äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 íàéäóòñÿ íàòóðàëüíûå
÷èñëà 𝑘 è 𝑙 òàêèå, ÷òî |𝑆𝑚𝑛 − 𝑆| < 𝜀 ïðè ëþáîì 𝑛 > 𝑘 è ëþáîì 𝑚 > 𝑙, òî
ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä (3) ñõîäèòñÿ ïî Ïðèíãñõåéìó ê ñâîåé ñóììå 𝑆 (ñì. [1]).

Áóäåì ïèñàòü, ÷òî 𝑓(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿𝑝, 0 < 𝑝 < ∞, åñëè 𝑓(𝑥1, 𝑥2) åñòü 2𝜋−
ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé è èçìåðèìàÿ íà [−𝜋, 𝜋]2 ôóíêöèÿ, è

‖𝑓(𝑥1, 𝑥2)‖𝑝 =
(︁ 𝜋∫︀
−𝜋

𝜋∫︀
−𝜋

|𝑓(𝑥1, 𝑥2)|𝑝𝑑𝑥1𝑑𝑥2
)︁ 1

𝑝

<∞.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ðàçáèåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïî
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì.

Ïóñòü äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî 𝑟. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ
{𝑎𝑛}, 𝑛 ∈ N, ìîæíî ðàçáèòü íà 𝑟 ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{𝑎𝑟𝑘}, {𝑎𝑟𝑘−1}, ..., {𝑎𝑟𝑘−𝑟+1}, 𝑘 ∈ N

Â ÷àñòíîñòè, ïðè 𝑟 = 1 èìååòñÿ îäíà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü: ýòî ñàìà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑎𝑛}, 𝑛 ∈ N; ïðè 𝑟 = 2 èìååòñÿ äâå ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè : {𝑎2𝑘} è {𝑎2𝑘−1}, 𝑘 ∈ N; ïðè 𝑟 = 3 èìååòñÿ òðè ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè : {𝑎3𝑘}, {𝑎3𝑘−1} è {𝑎3𝑘−2}, 𝑘 ∈ N è ò.ä..

Ïóñòü äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà 𝑟1 è 𝑟2. Åñëè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ {𝑎𝑛}, 𝑛 ∈ N, ðàçáèâàåòñÿ íà 𝑟 ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òî â äâóìåðíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ
{𝑎𝑛1𝑛2}, 𝑛1 ∈ N, 𝑛2 ∈ N, ìîæíî ðàçáèòü íà 𝑟1 · 𝑟2 ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{𝑎𝑟1𝑛1,𝑟2𝑛2}, {𝑎𝑟1𝑛1,𝑟2𝑛2−1}, ..., {𝑎𝑟1𝑛1,𝑟2𝑛2−𝑟2+1}, {𝑎𝑟1𝑛1−1,𝑟2𝑛2}, ...,
{𝑎𝑟1𝑛1−𝑟1+1,𝑟2𝑛2−𝑟2+1}.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè 𝑟1 = 2, 𝑟2 = 3 ïîëó÷èì 6 ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:
{𝑎2𝑛1,3𝑛2

}, {𝑎2𝑛1,3𝑛2−1}, {𝑎2𝑛1,3𝑛2−2}, {𝑎2𝑛1−1,3𝑛2
}, {𝑎2𝑛1−1,3𝑛2−1},

{𝑎2𝑛1−1,3𝑛2−2}.
Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå îñíîâíûõ òåîðåì äëÿ ðÿäîâ (1) è (2) ñ êðàòíî

ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì.
Ïóñòü 𝑟1 ∈ N, 𝑟2 ∈ N, 𝑗1 = 1, 2; 𝑗2 = 1, 2; [𝑎]− öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà 𝑎,

𝑘1 = 0, 1, ..., [ 𝑟12 ]; 𝑘2 = 0, 1, ..., [ 𝑟22 ]. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

∆
(𝑟1,0)
10 (𝑎𝑛1𝑛2

) = 𝑎𝑛1𝑛2
− 𝑎𝑛1+𝑟1𝑛2

,



442 “Современные проблемы математики и механики”

∆
(0,𝑟2)
01 (𝑎𝑛1𝑛2

) = 𝑎𝑛1𝑛2
− 𝑎𝑛1𝑛2+𝑟2 ,

∆
(𝑟1,0)
20 (𝑎𝑛1𝑛2

) = ∆
(𝑟1,0)
10 (∆

(𝑟1,0)
10 (𝑎𝑛1𝑛2

)),

∆
(0,𝑟2)
02 (𝑎𝑛1𝑛2

) = ∆
(0,𝑟2)
01 (∆

(0,𝑟2)
01 (𝑎𝑛1𝑛2

)),

∆
(𝑟1,𝑟2)
𝑖1𝑖2

(𝑎𝑛1𝑛2
) = ∆

(𝑟1,0)
𝑖10

(∆
(0,𝑟2)
0𝑖2

(𝑎𝑛1𝑛2
)),

𝛿
(𝑗1,0)
(𝑟1,𝑘1;0)

(𝑎𝑛1,𝑛2
) = 𝑎𝑟1𝑛1,𝑟2𝑛2

+ (−1)𝑗1+1𝑎𝑟1𝑛1+(𝑟1−𝑘1)sign𝑘1,𝑟2𝑛2
,

𝛿
(0,𝑗2)
(0;𝑟2,𝑘2)

(𝑎𝑛1,𝑛2) = 𝑎𝑟1𝑛1,𝑟2𝑛2+𝑘2 + (−1)𝑗2+1𝑎𝑟1𝑛1,𝑟2𝑛2+(𝑟2−𝑘2)sign𝑘2 ;

𝛿
(𝑗1,𝑗2)
(𝑟1,𝑘1;𝑟2,𝑘2)

(𝑎𝑛1,𝑛2
) = 𝛿

(𝑗1,0)
(𝑟1,𝑘1;0)

(𝛿
(0,𝑗2)
(0;𝑟2,𝑘2)

(𝑎𝑛1,𝑛2
)),

Σ1(𝑟1, 𝑟2, 𝑝, {𝑎𝑛1𝑛2
}) =

=
(︁ [

𝑟2
2 ]∑︀

𝑘2=0

[
𝑟1
2 ]∑︀

𝑘1=0

2∑︀
𝑗2=1

2∑︀
𝑗1=1

∞∑︀
𝑛1=0

∞∑︀
𝑛2=1−sign𝑘2

|∆(𝑟1,𝑟2)
2−𝑗1,𝑗2−1(𝛿

(𝑗1,𝑗2)
(𝑟1,𝑘1;𝑟2,𝑘2)

(𝑎𝑛1,𝑛2
))|𝑝·

·(𝑛2 + 1)𝑗2𝑝−2(𝑛1 + 1)(3−𝑗1)𝑝−2
)︁ 1

𝑝

,

Σ2(𝑟1, 𝑟2, 𝑝, {𝑎𝑛1𝑛2}) =

=
(︁ [

𝑟2
2 ]∑︀

𝑘2=0

[
𝑟1
2 ]∑︀

𝑘1=0

2∑︀
𝑗2=1

2∑︀
𝑗1=1

∞∑︀
𝑛2=0

∞∑︀
𝑛1=1−sign𝑘1

|∆(𝑟1,𝑟2)
𝑗1−1,2−𝑗2(𝛿

(𝑗1,𝑗2)
(𝑟1,𝑘1;𝑟2,𝑘2)

(𝑎𝑛1,𝑛2
))|𝑝·

·(𝑛1 + 1)𝑗1𝑝−2(𝑛2 + 1)(3−𝑗2)𝑝−2
)︁ 1

𝑝

.

Теорема 1. Пусть 0 < 𝑝 < ∞; 𝑟1 ∈ 𝑁 ; 𝑟2 ∈ 𝑁 ; последовательность
{𝑎𝑛1𝑛2

} такова, что 𝑎𝑛1𝑛2
→ 0 при 𝑛1 + 𝑛2 → ∞ и для каждого

𝑘1 = 0, 1, ..., [ 𝑟12 ]; каждого 𝑘2 = 0, 1, ..., [ 𝑟22 ]; каждого 𝑗1 = 1, 2; каждого
𝑗2 = 1, 2 справедливы неравенства:

∆
(𝑟1,𝑟2)
3−𝑗1,𝑗2(𝛿

(𝑗1,𝑗2)
(𝑟1,𝑘1;𝑟2,𝑘2)

(𝑎𝑛1,𝑛2
)) > 0 для всех 𝑛1, 𝑛2 или

∆
(𝑟1,𝑟2)
3−𝑗1,𝑗2(𝛿(𝑟1,𝑘1;𝑟2,𝑘2)(𝑎

(𝑖1,𝑖2)
𝑛1,𝑛2 )) 6 0 для всех 𝑛1, 𝑛2.

Тогда ряд (1) сходится почти всюду по Прингсхейму и для его суммы
справедливы оценки

𝐶1 · Σ1(𝑟1, 𝑟2, 𝑝, ){𝑎𝑛1𝑛2
}) 6 ‖1

2

∞∑︁
𝑛2=1

𝑎0,𝑛2 sin𝑛2𝑥2+

+

∞∑︁
𝑛2=1

∞∑︁
𝑛1=1

𝑎𝑛1𝑛2
cos𝑛1𝑥1 sin𝑛2𝑥2‖𝑝 6 𝐶2 · Σ1(𝑟1, 𝑟2, 𝑝, {𝑎𝑛1𝑛2

}), (4)

где положительные постоянные 𝐶1, 𝐶2 не зависят от последовательно-
сти {𝑎𝑛1𝑛2

}.

Теорема 2 Пусть 0 < 𝑝 < ∞; 𝑟1 ∈ 𝑁 ; 𝑟2 ∈ 𝑁 ; последовательность
{𝑎𝑛1𝑛2} такова, что 𝑎𝑛1𝑛2 → 0 при 𝑛1 + 𝑛2 → ∞ и для каждого
𝑘1 = 0, 1, ..., [ 𝑟12 ]; каждого 𝑘2 = 0, 1, ..., [ 𝑟22 ]; каждого 𝑗1 = 1, 2; каждого
𝑗2 = 1, 2 справедливы неравенства:

∆
(𝑟1,𝑟2)
𝑗1,3−𝑗2(𝛿

(𝑗1,𝑗2)
(𝑟1,𝑘1;𝑟2,𝑘2)

(𝑎𝑛1,𝑛2)) > 0 для всех 𝑛1, 𝑛2 или

∆
(𝑟1,𝑟2)
𝑗1,3−𝑗2(𝛿(𝑟1,𝑘1;𝑟2,𝑘2)(𝑎

(𝑖1,𝑖2)
𝑛1,𝑛2 )) 6 0 для всех 𝑛1, 𝑛2.

Тогда ряд (2) сходится почти всюду по Прингсхейму и для его суммы
справедливы оценки
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𝐶3 · Σ2(𝑟1, 𝑟2, 𝑝, {𝑎𝑛1𝑛2
}) 6 ‖

∞∑︁
𝑛1=1

𝑎𝑛1,0 sin𝑛1𝑥1+

+

∞∑︁
𝑛2=1

∞∑︁
𝑛1=1

𝑎𝑛1𝑛2 sin𝑛1𝑥1 cos𝑛2𝑥2‖𝑝 6 𝐶4 · Σ2(𝑟1, 𝑟2, 𝑝, {𝑎𝑛1𝑛2}), (5)

где положительные постоянные 𝐶3, 𝐶4 не зависят от {𝑎𝑛1𝑛2}.
Äëÿ 𝑟1 = 𝑟2 = 1 îöåíêè (4) è (5) äîêàçàíû â ðàáîòå [2].
Ñâîéñòâà ñóìì îäíîìåðíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ñ ìîíîòîííûìè

êîýôôèöèåíòàìè ðàññìàòðèâàëèñü â [3].
Ñâîéñòâà ñóìì îäíîìåðíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ñ êîýôôèöèåí-

òàìè, ìîíîòîííûìè ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ðàññìàòðèâàëèñü â [4].
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëåäóþùèå ðÿäû (𝑖 = 1, 2):

𝑓𝑖(𝑥1, 𝑥2) =

∞∑︁
𝑛2=0

∞∑︁
𝑛1=0

(
1

ln(3𝑛1 + 2)

1

ln(3𝑛2 + 2)
cos(3𝑛1 + 1)𝑥1 sin(3𝑛2 + 1)𝑥2+

+ (−1)𝑖
1

ln(3𝑛1 + 2)

1

ln(3𝑛2 + 3)
cos(3𝑛1 + 1)𝑥1 sin(3𝑛2 + 2)𝑥2+

+
1

ln(3𝑛1 + 3)

1

ln(3𝑛2 + 2)
cos(3𝑛1 + 2)𝑥1 sin(3𝑛2 + 1)𝑥2+

+ (−1)𝑖
1

ln(3𝑛1 + 3)

1

ln(3𝑛2 + 3)
cos(3𝑛1 + 2)𝑥1 sin(3𝑛2 + 2)𝑥2.

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1, ïîëó÷èì, ÷òî ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó
è 𝑓1(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿1, à 𝑓2(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿1.
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О СХОДИМОСТИ ПОЧТИ ВСЮДУ ОРТОРЕКУРСИВНЫХ
РАЗЛОЖЕНИЙ ПО СИСТЕМАМ СЖАТИЙ И СДВИГОВ

ЗНАКОПЕРЕМЕННЫХ ФУНКЦИЙ
В.В. Галатенко, Т.П. Лукашенко, В.А. Садовничий
vgalat@imscs.msu.ru, lukashenko@mail.ru, info@rector.msu.ru

УДК 517.518.32, 517.521.2

Приводится краткий обзор результатов о сходимости почти всюду
орторекурсивных разложений по функциональным системам. Для
систем сжатий и сдвигов указывается возможность усиления ранее
известного результата, связанная с отказом от знакопостоянства по-
рождающей функции.

Ключевые слова: орторекурсивные разложения, системы сжатий и
сдвигов, сходимость почти всюду

On convergence almost everywhere of orthorecursive
expansions in systems of translates and dilates of an

alternating-sign function

We briefly review results on convergence almost everywhere of orthore-
cursive expansions in functional systems. For systems of translates and
dilates we point out that a previously known result on convergence almost
everywhere can be improved by excluding the condition of non-negativity
of a generating function.

Keywords: orthorecursive expansions, systems of translates and dilates,
convergence almost everywhere

Îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ [1�3] ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé åñòåñòâåííîå
îáîáùåíèå ðàçëîæåíèé â ðÿäû Ôóðüå ïî îðòîãîíàëüíûì ñèñòåìàì. Ñîõðà-
íÿÿ òàêèå ñâîéñòâà, êàê òîæäåñòâî Áåññåëÿ, íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ, ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ñõîäèìîñòè ê ðàçëàãàåìîìó ýëåìåíòó ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ, äëÿ
øèðîêîãî êëàññà ïåðåïîëíåííûõ ñèñòåì îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ îáåñ-
ïå÷èâàþò àáñîëþòíóþ óñòîé÷èâîñòü ê îøèáêàì â âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåí-
òîâ, à òàêæå óñòîé÷èâîñòü ê èçìåíåíèÿì ñàìîé ñèñòåìû [4].

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó÷åí öåëûé ðÿä ðåçóëüòàòîâ î ñõîäèìîñòè
îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé ïî íîðìå, ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì � êàê îáùèõ [2�4], òàê è ñôîêóñèðîâàííûõ íà êîíêðåòíûõ ôóíêöè-
îíàëüíûõ ñèñòåìàõ [2,5,6]. Ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó îðòîðåêóðñèâíûõ ðàç-
ëîæåíèé îñòàåòñÿ ìåíåå èçó÷åííîé. Ãîâîðÿ îá îáùèõ ðåçóëüòàòàõ, ñâÿçàí-
íûõ ñî ñõîäèìîñòüþ îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé ïî÷òè âñþäó, ñëåäóåò
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îáðàòèòü âíèìàíèå íà òåîðåìû î ìíîæèòåëÿõ Âåéëÿ äëÿ îðòîðåêóðñèâíûõ
ðàçëîæåíèé [7,8]. Ýòè òåîðåìû ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Теорема 1 [7]. Пусть коэффициенты { ̂︀𝑓𝑛}∞𝑛=1 орторекурсивного раз-
ложения функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2 по нормированной функциональной системе
удовлетворяют следующему условию: для некоторой последовательности

положительных чисел {𝜆𝑛}∞𝑛=1 такой, что
∞∑︀
𝑛=1

𝜆−1
𝑛 < ∞, ряд

∞∑︀
𝑛=1

𝜆𝑛

⃒⃒⃒ ̂︀𝑓𝑛 ⃒⃒⃒2
сходится. Тогда это орторекурсивное разложение абсолютно сходится по-
чти всюду.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî Òåîðåìà 1 óòâåðæäàåò ôàêò íàëè÷èÿ ñõîäè-
ìîñòè ïî÷òè âñþäó, íî íå óòâåðæäàåò, ÷òî ïðåäåëîì ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥).

Теорема 2 [8]. Пусть коэффициенты { ̂︀𝑓𝑛}∞𝑛=1 орторекурсивного раз-
ложения функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2 по нормированной функциональной системе

удовлетворяют условию
∞∑︀
𝑛=1

√
𝑛
⃒⃒⃒ ̂︀𝑓𝑛 ⃒⃒⃒2 < ∞ и при этом орторекурсивное

разложение сходится к разлагаемой функции в 𝐿2. Тогда имеет место и
сходимость к ней почти всюду.

Â ñîâîêóïíîñòè Òåîðåìû 1 è 2 ïîêàçûâàþò, ÷òî â îáùåé ñèòóàöèè ìíî-
æèòåëÿìè Âåéëÿ äëÿ îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {𝜆𝑛}∞𝑛=1, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
∞∑︀
𝑛=1

𝜆−1
𝑛 < ∞ (ïðè÷åì ýòî

óñëîâèå îñëàáëåíî áûòü íå ìîæåò [7]), íî ïðè íàëè÷èè ñõîäèìîñòè ðàçëî-
æåíèÿ ê ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè â 𝐿2 ìíîæèòåëåì Âåéëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {

√
𝑛}∞𝑛=1.

Ãîâîðÿ î ðåçóëüòàòàõ, ñâÿçàííûõ ñî ñõîäèìîñòüþ ïî÷òè âñþäó îðòîðå-
êóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé ïî êîíêðåòíûì ôóíêöèîíàëüíûì ñèñòåìàì, ñëåäóåò
óïîìÿíóòü ðàáîòû [1,2,5], ðàññìàòðèâàþùèå îðòîðåêóðñèâíûå ðàçëîæåíèÿ
ïî ñèñòåìàì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðîìåæóòêîâ è èõ îáîáùåíèÿ,
à òàêæå âûäåëèòü ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó îðòîðåêóðñèâíûõ
ðàçëîæåíèé ïî ñèñòåìàì ñæàòèé è ñäâèãîâ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [9] áûëà
äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 3 [9]. Пусть функция 𝜙 непрерывна и неотрицательна на
отрезке [0, 1] и при этом удовлетворяет условию

∞∑︁
𝑘=0

𝜔2
𝜙

(︀
2−𝑘

)︀
<∞

(здесь через 𝜔𝜙( · ) обозначен модуль непрерывностb функции 𝜙 на отрезке
[0, 1]). Тогда для каждой функции 𝑓 ∈ 𝐿2[0, 1] ее орторекурсивное разложе-
ние по системе сжатий и сдвигов, порожденной функцией 𝜙, сходится к
𝑓(𝑥) почти во всех точках непрерывности функции 𝑓 .

Àâòîðàì óäàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî â óòâåðæäåíèè ýòîé òåîðåìû ìîæíî
îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè 𝜙, çàìå-

íèâ åãî óñëîâèåì
1∫︀
0

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 ̸= 0. Ïðè ýòîì åñëè
1∫︀
0

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 = 0, òî ñèñòåìà
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ñæàòèé è ñäâèãîâ ôóíêöèè 𝜙, î÷åâèäíî, íåïîëíà (è, íàïðèìåð, äëÿ òîæ-
äåñòâåííî åäèíè÷íîé ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè âñå êîýôôèöèåíòû îðòîðåêóð-
ñèâíîãî ðàçëîæåíèÿ ðàâíû íóëþ).

Äîêàçàòåëüñòâî óñèëåííîãî ðåçóëüòàòà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó, èç-
ëîæåííîìó â ðàáîòå [9], è äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçóåò ëèøü ñëåäóþùóþ ëåì-
ìó.

Лемма. Пусть ∆ — отрезок числовой прямой, функция 𝑟(𝑥) измерима
и ограничена на ∆. Пусть также 𝜓 ∈ 𝐿1(∆),

∫︀
Δ

𝜓 𝑑𝜇 ̸= 0 и
∫︀
Δ

𝑟𝜓 𝑑𝜇 = 0.

Тогда всюду на ∆ выполняется неравенство |𝑟(𝑥)| 6 𝐶𝜓 osc(𝑟,∆), где в

качестве 𝐶𝜓 можно взять
(︂∫︀
Δ

|𝜓| 𝑑𝜇
⧸︂ ⃒⃒⃒⃒∫︀

Δ

𝜓 𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒)︂
.

Îòêðûòûìè ïîêà îñòàþòñÿ âîïðîñû î ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó îðòîðå-
êóðñèâíûõ ðàçëîæåíèé ïî ñèñòåìàì ñæàòèé è ñäâèãîâ â ñëó÷àå, êîãäà ðàñ-
ñìîòðåíèå íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òî÷êàìè íåïðåðûâíîñòè ðàçëàãàåìîé ôóíê-
öèè, à òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà ðàçëàãàåìàÿ ôóíêöèÿ ëåæèò â 𝐿1 ∖ 𝐿2.
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ФОРМУЛЫ ТИПА БИНЕ–КОШИ ДЛЯ
МНОГОМЕРНО-МАТРИЧНЫХ ДЕРЕВЬЕВ

А.С. Гаспарян
armenak.gasparyan@yandex.ru

УДК 512.643.2

Вводится понятие многомерно-матричного дерева и формулируется
теорема, обобщающая классическую теорему Бине-Коши, а также тео-
ремы Гегенбауэра и Олденбургера, на древовидные композиции мно-
гомерных матриц. Теорема допускает краткую формулировку в тер-
минах введённых автором сигма-миноров и сигма-ассоциированных
матриц.

Ключевые слова: многомерные матрицы, многомерные определите-
ли, теорема Бине-Коши, многомерно-матричное дерево, 𝜎-миноры, 𝜎-
ассоциированные матрицы.

Cauchy-Binet Type Formulae for Matrix Trees

A new notion, namely the notion of multidimensional-matrix tree, is intro-
duced and a theorem is formulated that generalizes the classical Cauchy-
Binet theorem and more general, Gegenbauer and Oldenburger theorems,
to tree-like multidimensional-matrix compositions.

Keywords: multidimensional matrices, multidimensional determinants,
Cauchy-Binet theorem, multidimensional matrix tree, 𝜎-minors, 𝜎-
compound matrices.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ñîîòíîøåíèé â òåîðèè îïðåäåëèòåëåé ÿâëÿåòñÿ
ôîðìóëà Áèíå-Êîøè, íàøåäøàÿ ïðèìåíåíèå ïî÷òè âî âñåõ ðàçäåëàõ ìàòå-
ìàòèêè.

Теорема 1 (Áèíå �Êîøè [1]). Для заданных матриц 𝐴 ∈ ℳ𝑚,𝑛(𝐾) и
𝐵 ∈ ℳ𝑛,𝑚(𝐾), где 𝐾 — произвольное коммутативное кольцо с единицей, и
матрицы 𝐶 ∈ ℳ𝑚,𝑚(𝐾), равной 𝐶 = 𝐴𝐵, имеет место детерминантное
тождество

𝑑𝑒𝑡(𝐶) =
∑︁

16𝑖1<···<𝑖𝑚6𝑛

𝑑𝑒𝑡 (𝐴[1, . . .𝑚|𝑖1, . . . , 𝑖𝑚]) 𝑑𝑒𝑡 (𝐵[𝑖1, . . . , 𝑖𝑚|1, . . .𝑚]) .

Èçâåñòíà ïî÷òè òàêàÿ æå ôîðìóëà äëÿ ïåðìàíåíòîâ òåõ æå ìàòðèö:

𝑝𝑒𝑟(𝐶) =
∑︁

16𝑖16···6𝑖𝑚6𝑛

(︃
𝑛∏︁
𝑟=1

𝜇(𝑟)!

)︃−1

𝑝𝑒𝑟 (𝐴[1, . . .𝑚|𝑖1, . . . , 𝑖𝑚]) ·

· 𝑝𝑒𝑟 (𝐵[𝑖1, . . . , 𝑖𝑚|1, . . .𝑚]) .

Определение 1. Пусть 𝐴 = ‖𝑎𝑖1...𝑖𝑝‖ — 𝑝-мерная кубическая матрица
𝑛-го поорядка, и пусть 𝜎 = (𝜎1, . . . , 𝜎𝑝) ∈ {0; 1}𝑝.

Гаспарян Арменак Сократович, к.ф.-м.н., Институт программных систем РАН им.
А.К. Айламазяна (Переславль-Залесский, Россия); Armenak S. Gasparyan (Program
System Institute of RAS, Pereslavl-Zalesskii, Russia)
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Определителем сигнатуры 𝜎 (или 𝜎-детерминантом) матрицы 𝐴 на-
зывается выражение

|𝐴|(𝜎) =
1

𝑛!

∑︁
𝜋1,...,𝜋𝑝∈𝑆𝑛

𝑝∏︁
𝑟=1

(𝑠𝑔𝑛(𝜋𝑟))
𝜎𝑟

𝑛∏︁
𝑠=1

𝑎𝜋1(𝑠),...,𝜋1(𝑠).

×èñëî åäèíèö â ñèãíàòóðå 𝜎, 𝑑 =
∑︀𝑝
𝑟=1 𝜎𝑟, ïðèíÿòî ñ÷èòàòü òîëüêî ÷�åòíûì

è íàçûâàåòñÿ ðîäîì îïðåäåëèòåëÿ.
𝜎-Миноры. Ïóñòü 𝑄𝑚,𝑛 � ìíîæåñòâî ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ 𝑚-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä ìíîæåñòâîì {1, . . . , 𝑛}, è ïóñòü 𝐺𝑚,𝑛 � ìíîæåñòâî
íåóáûâàþùèõ 𝑚-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä {1, . . . , 𝑛}. Äëÿ óäîáñòâà èçëîæå-
íèÿ ìû ââîäèì åäèíîå îáîçíà÷åíèå Ω

(𝑟)
𝑚,𝑛 = 𝑄𝑚,𝑛 ïðè 𝑟 = 1 è = 𝐺𝑚,𝑛 ïðè

𝑟 = 0.
Ïóñòü çàäàíû: ñèãíàòóðà 𝜎 = (𝜎1, . . . , 𝜎𝑝), 𝑛1, . . . , 𝑛𝑝 > 2, 𝜔(𝑟) ∈ Ω

(𝜎𝑟)
𝑚,𝑛𝑟 ,

ãäå 𝑚 > 1 ïðè 𝜎 = (0, . . . , 0) è 𝑚 6 𝑚𝑖𝑛(𝑛𝑟) ïðè 𝜎 ̸= (0, . . . , 0).
Определение 2. 𝜎-минорной подматрицей 𝑚-го порядка 𝑝-мерной

𝑛1 × · · · × 𝑛𝑝-матрицы 𝐴 = ‖𝑎𝑖1...𝑖𝑝‖ называется 𝑝-мерная 𝑚-кубическая
матрица

𝐴[𝜔(1)| · · · |𝜔(𝑝)] = ‖𝑎
𝜔

(1)
𝑗1

···𝜔(𝑝)
𝑗𝑝

‖, 𝑗𝑟 = 1, . . . ,𝑚.

𝜎-минором 𝑚-го порядка матрицы 𝐴 с заданным набором 𝜔(𝑟) ∈ Ω
(𝜎𝑟)
𝑚,𝑛𝑟

называется 𝜎-детерминант 𝜎-минорной подматрицы 𝐴
[︀
𝜔(1), . . . , 𝜔(𝑝)

]︀
,

умноженный на нормирующий коэффициент:

𝐴
(𝜎)

𝜔(1),...,𝜔(𝑝) =

𝑝∏︁
𝑘=1

(︁
𝜇(𝜔(𝑟))

)︁−1 ⃒⃒⃒
𝐴
[︁
𝜔(1), . . . , 𝜔(𝑝)

]︁⃒⃒⃒(𝜎)
.

Здесь 𝜇(𝜔) =
∏︀
𝜇𝑠!, где 𝜇𝑠 — кратности повторений элементов в 𝜔 .

𝜎-Ассоциированные матрицы. 𝜎-ìèíîðû 𝑚-ãî ïîðÿäêà 𝐴
(𝜎)

𝜔(1),...,𝜔(𝑝)

çàäàííîé 𝑛1×· · ·×𝑛𝑝-ìàòðèöû 𝐴 îáðàçóþò 𝑝-ìåðíóþ 𝑁1×· · ·×𝑁𝑝-ìàòðèöó,
ãäå 𝑁𝑟 = |Ω(𝜎𝑟)

𝑚,𝑛𝑟 |, åñëè óïîðÿäî÷èòü ìíîæåñòâà Ω
(𝜎𝑟)
𝑚,𝑛𝑟 ëåêñèêîãðàôè÷åñêè.

Ýòó íîâóþ ìàòðèöó íàçîâ�åì 𝑚-îé 𝜎-àññîöèèðîâàííîé ìàòðèöåé ìàòðèöû 𝐴

è îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐴(𝜎)
𝑚 :

𝐴(𝜎)
𝑚 = ‖𝐴(𝜎)

𝜔(1),...,𝜔(𝑝)‖, 𝜔(𝑟) ∈ Ω(𝜎𝑟)
𝑚,𝑛𝑟

.

Умножение матриц. Óæå äëÿ îáû÷íûõ äâóìåðíûõ ìàòðèö ìîæíî íà-
ñ÷èòàòü äåñÿòîê ñóùåñòâóþùèõ áèíàðíûõ óìíîæåíèé. Èñòîðèÿ òåîðèè ìíî-
ãîìåðíûõ ìàòðèö òàêæå íàñ÷èòûâàåò ìíîæåñòâî îïåðàöèé, ââåä�åííûõ â òåõ
èëè èíûõ öåëÿõ. Ñðåäè íèõ òåíçîðíûå (èëè êðîíåêêåðîâû) ïðîèçâåäåíèÿ,
êýëèåâû, ñêîòòîâû, àäàìàðîâû è íåêîòîðûå äðóãèå. Í.Ï. Ñîêîëîâ [2] ââ�åë
ïîíÿòèå (𝜆, 𝜇)-ñâ�åðíóòîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãîìåðíûõ ìàòðèöû, 𝜆 �
÷èñëî ñâÿçàííûõ èíäåêñîâ, 𝜇 � ÷èñëî èíäåêñîâ ñóììèðîâàíèÿ. Ïðèìåð ìíî-
ãîìåñòíîé îïåðàöèè íàä ìíîãîìåðíûìè ìàòðèöàìè, îñíîâàííûé íà ñóïåð-
ïîçèöèÿõ ïîëèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, áûë ïðåäëîæåí àâòîðîì [3]. Âàæíûì
÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ (0, 1)-ñâ�åðíóòîå óìíîæåíèå.
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Определение 3. (0, 1)-свёрнутым произведением матриц
𝐴 ∈ ℳ𝑛1,...,𝑛𝑟−1,𝑛,𝑛𝑟+1,...,𝑛𝑝 и 𝐵 ∈ ℳ𝑚1,...,𝑚𝑠−1,𝑛,𝑚𝑠+1,...,𝑚𝑞 по их 𝑟-тому и
𝑠-тому индексам соответственно называется матрица 𝐶 = 𝐴(𝑟,𝑠)𝐵,
𝐶 ∈ ℳ𝑛1,...,𝑛𝑟−1,𝑛𝑟+1,...,𝑛𝑝,𝑚1,...,𝑚𝑠−1,𝑚𝑠+1,...,𝑚𝑞

, элементы которой определя-
ются по формуле

𝐶𝐼1𝐼2𝐽1𝐽2 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐴𝐼1𝑖𝐼2𝐵𝐽1𝑖𝐽2 .

(Здесь мы использовали сокращённые обозначения для последовательно-
стей индексов (𝑖1, . . . , 𝑖𝑟−1), (𝑖𝑟+1,...,𝑖𝑝) и т.д.)

Теорема 2 (Ãåãåíáàóýð, Îëäåíáóðãåð [4,5]). Если сигнатуры 𝜎 и 𝜏 со-
гласованы по 𝑟-тому и 𝑠-тому индексам, т.е. если 𝜎𝑟 = 𝜏𝑠, то имеет
место следующее детерминантное тождество(︁

˜𝐴(𝑟, 𝑠)𝐵
)︁(𝜎′)

𝑚
= 𝐴(𝜎)

𝑚 (𝑟, 𝑠)�̃�(𝜏)
𝑚 ,

где 𝜎′ = (𝜎 ⊔ 𝜏)∖{𝜎𝑟, 𝜏𝑠}.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâîäÿ (0, 1)-ñâ�åðíóòûå óìíîæåíèÿ íàä êîíå÷íûì

ìíîæåñòâîì ìàòðèö, ìû ïðèõîäèì ê äðåâîâèäíûì êîìïîçèöèÿì. Ïóñòü
𝑇 = (𝑉,𝐸) � äåðåâî ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí 𝑉 = {𝑣1, . . . , 𝑣𝑡} è ìíîæåñòâîì
ð�åáåð 𝐸 = 𝑒1, . . . , 𝑒𝑡−1, è ïóñòü 𝑝𝑢 � âàëåíòíîñòü âåðøèíû 𝑣𝑢, 𝑢 = 1, . . . , 𝑡.
Ïóñòü, êðîìå òîãî, çàäàíî 𝑡 ìíîãîìåðíûõ ìàòðèö 𝐴(1), . . . , 𝐴(𝑡), ðàçìåðíîñòè
êîòîðûõ ðàâíû 𝑑𝑖𝑚(𝐴(𝑢)) = 𝑞𝑢, 𝑞𝑢 > 𝑝𝑢. Â êàæäîé ìàòðèöå 𝐴(𝑢), èç 𝑞𝑢 å�å èí-
äåêñîâ âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì 𝑝𝑢 èíäåêñîâ 𝑖

(𝑢)
1 , . . . , 𝑖

(𝑢)
𝑝𝑢 , ïî îäíîìó

èíäåêñó íà êàæäîå ïîëóðåáðî, èíöèäåíòíîå âåðøèíå 𝑣𝑢. Äîëåå ïîòðåáóåì,
÷òîáû èíäåêñû 𝑖

(𝑢)
𝑟 è 𝑖(𝑣)𝑠 , ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó (𝑢, 𝑣), ïðîáåãàëè îäèí è

òîò æå ðÿä çíà÷åíèé 1, . . . , 𝑛(𝑢,𝑣), òåì ñàìûì îòîæäåñòâëÿÿ âñå òàêèå ïàðû

èíäåêñîâ: (𝑖
(𝑢)
𝑟 , 𝑖

(𝑣)
𝑠 ) → 𝑖(𝑢,𝑣), çàòåì â ïðîèçâåäåíèè

∏︀𝑡
𝑢=1 𝑎

(𝑢)

𝑖
(𝑢)
1 ...𝑖

(𝑢)
𝑝𝑢 𝑗

(𝑢)
1 ...𝑗

(𝑢)
𝑞𝑢−𝑝𝑢

ïðîèçâåä�åì ñóììèðîâàíèå ïî âñåì èíäåêñàì 𝑖(𝑢,𝑣). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ

íåêîòîðàÿ ìíîãîìåðíàÿ ìàòðèöà 𝐶 = ‖𝐶𝐽(1)...𝐽(𝑡)‖, 𝐽 (𝑢) = (𝑗
(𝑢)
1 . . . 𝑗

(𝑢)
𝑞𝑢−𝑝𝑢).

Определение 4. Пусть 𝑇 = (𝑉,𝐸) — дерево и {𝐴(𝑢)}𝑡𝑢=1 — семейство
матриц, и пусть выполнены описанные выше условия и обозначения. Тогда
матрицу 𝐶, элементы которой равны

𝐶𝐽(1)...𝐽(𝑡) =
∑︁

𝑖(𝑢,𝑣),(𝑢,𝑣)∈𝐸

𝑡∏︁
𝑢=1

𝑎
(𝑢)

𝐼(𝑢)𝐽(𝑢) ,

назовём матричным деревом и обозначим через 𝑇 (𝐴(1), . . . , 𝐴(𝑡)).
Теорема 3 (Òåîðåìà Áèíå-Êîøè äëÿ ìàòðè÷íûõ äåðåâüåâ).
Пусть 𝐶 = 𝑇 (𝐴(1), . . . , 𝐴(𝑡)), где 𝐴(𝑢) = ‖𝑎(𝑢)

𝐼(𝑢)𝐽(𝑢)‖, 𝑢 = 1, . . . , 𝑡, и
пусть для каждой из матриц 𝐴(𝑢) задана сигнатура её миноров 𝜎(𝑢) =

(𝜎
(𝑢)
1 , . . . , 𝜎

(𝑢)
𝑞𝑢 ), причём сигнатуры 𝜎(𝑢) попарно согласованы в следующем

смысле: если индексы 𝑖
(𝑢)
𝑟 и 𝑖(𝑣)𝑠 соответствуют одному и тому же ребру,

то 𝜎(𝑢)
𝑟 = 𝜎

(𝑣)
𝑠 . Тогда имеют место тождества

𝐶(𝜎)
𝑚 = 𝑇

(︁
(𝐴(1))(𝜎

(1))
𝑚 , . . . , (𝐴(𝑡))(𝜎

(𝑡))
𝑚

)︁
,
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где 𝜎 =
⨆︀𝑡
𝑢=1 𝜎

(𝑢)∖{𝜎(𝑢)
𝑖1
, . . . , 𝜎

(𝑢)
𝑖𝑝𝑢

}, 𝑚 — произвольный допустимый порядок

𝜎-миноров матриц 𝐴(𝑢).

Литература

1. Гантмахер Ф.Р. Теория матриц. — Наука, М.,1967.

2. Соколов Н.П. Введение в теорию многомерных матриц. — Наукова думка,
Киев, 1972.

3. Гаспарян А.С. Аналог формулы Бине –Коши для многомерных матриц //
Докл. АН СССР, 273:2 (1983) 270-275.

4. Gegenbauer L. Einige Satze über Determinanten hoheren Ranges // Denkschr.
Akad. Wiss. Vien Math.-naturwiss. C1 57 (1890) 735-752.

5. Oldenburger R. Composition and rank of n-way matrices and multilinear forms

// Ann. Math. 35 (1934), 622-657.

РЕШЕНИЯ ПЛОХО ОБУСЛОВЛЕННЫХ ЗАДАЧ
НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ С РАЗРЕЖЕННЫМИ

МАТРИЦАМИ НА ОСНОВЕ МЕТОДА РЕГУЛЯРИЗАЦИИ С
ПРИМЕНЕНИЕМ СТРАТЕГИИ МАРКОВИЦА

С.Ю. Гоголева, А.Х. Ишмаметов
gogoleva_s@mail.ru, ishmametov.aleksander@yandex.ru

УДК 519.6

Рассматривается новый подход для решения задач наименьших квад-
ратов. Данный подход позволяет эффективно вычислять нормальные
решения плохо обусловленных систем линейных алгебраических урав-
нений и находить приемлемое по точности решение. Его модификация
для данной задачи с учетом разреженности расширенной системы поз-
воляет существенно сократить количество шагов алгоритма, а также
уменьшить объемы затрачиваемой оперативной памяти и арифмети-
ческих операций. Стратегия Марковица в рассмотренной модифика-
ции позволяет уменьшить заполнение разреженной матрицы.

Ключевые слова: разреженная матрица, расширенная система, метод
регуляризации, стратегия Марковица, заполнение
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Ill-conditioned least-squares problems solutions with sparse
matrices based on the regularization method using the

Markowitz strategy

A new approach to solving least-squares problems is considered. This ap-
proach makes it possible to effectively calculate solutions of ill-conditioned
linear equations systems and to find an acceptable solution in accuracy.
Its modification for this problem, taking into account the sparseness of the
augmented system, allows to significantly reduce the number of steps of
the algorithm, as well as to reduce the amount of random-access memory
and arithmetic operations. The Markowitz strategy in this modification
allows to reduce the fill-in of a sparse matrix.

Keywords: sparse matrix, augmented system, regularization method,
Markowitz strategy, filling

Постановка задачи. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ÑËÀÓ (1).

𝐴𝑥 = 𝑏, (1)

ãäå 𝐴 ∈ 𝑅𝑚×𝑛,𝑚 > 𝑛, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑏 ∈ 𝑅𝑚.
Ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå (1) íàõîäèòñÿ êàê [1]:

arg min
𝑥∈𝑅𝑛

{︀
||𝐴𝑥− 𝑏||22 + 𝛼||𝑥||2

}︀
, (2)

ãäå 𝛼 > 0 - ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, || · ||2 - åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà.
Óðàâíåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ðåøåíèþ íîðìàëüíîé ñèñòåìû:

(𝐴𝑇𝐴+ 𝛼2𝐸𝑛)𝑥 = 𝐴𝑇 𝑏, (3)

ãäå T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.

×èñëî îáóñëîâåëåííîñòè ñèñòåìû (3) 𝑐𝑜𝑛𝑑2(𝐴𝑇𝐴+ 𝛼2𝐸𝑛) =
𝜎2
1 + 𝛼2

𝜎2
𝑚 + 𝛼2

.

Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè çàäà÷è (3) ðàâíî ïðèáëèçè-
òåëüíî êâàäðàòó ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè èñõîäíîé çàäà÷è (2), ìíîãèå ïëîõî
îáóñëîâëåííûå çàäà÷è âèäà (2) ðåøèòü èçâåñòíûìè ìåòîäàìè ïðàêòè÷åñêè
íåâîçìîæíî. Ðåãóëÿðèçîâàííóþ íîðìàëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (2) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå [2]: (︂

𝐸𝑚 𝐴
𝐴𝑇 −𝛼2𝐸𝑛

)︂(︂
𝑟
𝑥

)︂
= 0, (4)

ãäå 𝑟 = 𝑓 − 𝐴𝑥 âåêòîð íåâÿçêè. ×èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû
(4) íåçíà÷èòåëüíî ìåíüøå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû íîðìàëüíîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (3). Ïîýòîìó ñ öåëüþ ñíèæåíèÿ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè â
ñèñòåìó (4) ââîäèòñÿ ïàðàìåòð 𝛽 > 0:(︂

𝛽𝐸𝑚 𝐴
𝐴𝑇 −𝛼2𝐸𝑛/𝛽

)︂(︂
𝑟/𝛽
𝑥

)︂
= 0, (5)
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Ïàðàìåòð 𝛽 áóäåì èñêàòü ïî ôîðìóëàì: 𝛽* =

√︂
𝜎2
min

2
+ 𝛼2, 𝛽** =

√
𝛼, ãäå

𝜎2
min ìèíèìàëüíîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû A.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü ÷èñëåí-
íóþ óñòîé÷èâîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è è ñíèçèòü ïîãðåøíîñòè ïðè íà-
õîæäåíèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2).

Применение метода регуляризации и cтратегии Марковица к
решению задач с разреженными матрицами. Ðàññìîòðèì ñòðàòåãèþ
Ìàðêîâèöà âûáîðà âåäóùåãî ýëåìåíòà [3].
×òîáû ïðîöåññ áûë ÷èñëåííî óñòîé÷èâûì, ìû íå áóäåì äîïóñêàòü íà ðîëü
ãëàâíûõ î÷åíü ìàëûå ýëåìåíòû. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì êîýôôèöèåíò óñòîé-
÷èâîñòè 𝑢 > 1 è áóäåì òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ îäíîãî èç òðåõ íåðàâåíñòâ

𝑢|𝑎(𝑘)𝑘𝑘 | > |𝑎(𝑘)𝑖𝑘 |, 𝑖 = 𝑘 + 1, ..., 𝑛 (6)

𝑢|𝑎(𝑘)𝑘𝑘 | > |𝑎(𝑘)𝑘𝑗 |, 𝑗 = 𝑘 + 1, ..., 𝑛 (7)

𝑢|𝑎(𝑘)𝑘𝑘 | > |𝑎(𝑘)𝑖𝑗 |, 𝑖, 𝑗 = 𝑘, ..., 𝑛 (8)

Îáîáùåííàÿ ñòðàòåãèÿ Ìàðêîâèöà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà k-ì øàãå ãàóñ-
ñîâà èñêëþ÷åíèÿ â êà÷åñòâå ãëàâíîãî ýëåìåíòà âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò.

Óëó÷øåííàÿ îáîáùåííàÿ ñòðàòåãèÿ Ìàðêîâèöà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà
𝑘 −𝑚 øàãå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ â êà÷åñòâå ãëàâíîãî ýëåìåíòà âûáèðàåòñÿ
íàèáîëüøèé ïî ìîäóëþ èç ýëåìåíòîâ.

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ðàñøèðåííîé ñèñòåìû
ðàçìåðîì 1100õ1100 (ïîãðåøíîñòü/çàïîëíåíèå) äëÿ ìàòðèöû e20r0100
ðàçìåðîì 600õ500 ñ êîëè÷åñòâîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ 13277 [4].

Таблица 1 � Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ìàòðèöû e20r0100

𝛼 = 10−15

u 𝛽 = 1 𝛽* 𝛽**
1 5.67−13/26454 5.87−13/26454 6.36−13/26454
2 5.67−13/23867 5.59−13/22982 5.62−13/22409
5 8.95−12/25523 5.64−13/23474 5.62−13/23456
10 6.30−12/24954 5.64−13/22384 5.62−13/23323

𝛼 = 10−25

u 𝛽 = 1 𝛽* 𝛽**
1 2.92−13/26454 1.90−13/26454 2.32−13/26454
2 3.63−12/22679 6.99−15/23429 2.21−15/13335
5 8.27−12/25132 5.01−15/22771 3.22−15/14407
10 9.47−12/24694 1.09−14/23184 3.83−15/14761

Заключение. Â ñòàòüå áûë ðàññìîòðåí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè ñî ñòðà-
òåãèåé Ìàðêîâèöà âûáîðà âåäóùåãî ýëåìåíòà ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
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Ïîäáîð ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè è âûáîð âåäóùåãî ýëåìåíòà ïî ñòðà-
òåãèè Ìàðêîâèöà ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü çàïîëíåíèå è ñíèçèòü ïîãðåøíîñòü
äëÿ äàííîé çàäà÷è. Ýòîò ôàêò ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷è è
óìåíüøàåò âðåìÿ ïîèñêà åå ðåøåíèÿ, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå íóæíîé
òî÷íîñòè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñóùåñòâåííûì ïðåèìóùåñòâîì.
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Ïðè ïåðåõîäå ê ìàññèâíûì ïàðàëëåëüíûì âû÷èñëåíèÿì âñå áîëüøóþ ïî-
ïóëÿðíîñòü ïðèîáðåòàþò ÿâíûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû, êîòîðûå ëåã-
êî ìàñøòàáèðóþòñÿ íà òûñÿ÷è è ñîòíè òûñÿ÷ ïðîöåññîðîâ ñ ðàñïðåäåëåííîé
ïàìÿòüþ. Îäíàêî âñå ÿâíûå ñõåìû îáëàäàþò óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòüþ, îãðà-
íè÷èâàþùåé âûáîð âåëè÷èíû âðåìåííîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ óðàâ-
íåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé, äîïóñòèìàÿ âåëè÷èíà øàãà ïî âðåìåíè
ñîïîñòàâèìà ñî âðåìåíåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà íà õàðàêòåðíûé ðàçìåð
ðàñ÷åòíîé ÿ÷åéêè. Òàêîå îãðàíè÷åíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì è ïîçâîëÿåò
êîððåêòíî îòîáðàæàòü îáëàñòè çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ. Äëÿ óðàâíåíèé ïà-
ðàáîëè÷åñêîãî òèïà óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ÿâíûõ ñõåì âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
îêàçûâàþòñÿ èçëèøíå æåñòêèìè, ïîñêîëüêó âåëè÷èíà äîïóñòèìîãî øàãà ïî
âðåìåíè ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ðàñ÷åòíîé ñåò-
êè. Ïðè ñîâìåñòíîì ðåøåíèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
èìåííî ïîñëåäíèå ñòàíîâÿòñÿ ¾óçêèì ìåñòîì¿ è ïðèâîäÿò ê êàòàñòðîôè÷å-
ñêîé ïîòåðå âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ÿâíûõ àëãîðèòìîâ.

Ïðè ïðÿìîì ìîäåëèðîâàíèè òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé ñ áîëüøèìè ÷èñëà-
ìè Ðåéíîëüäñà íà ïîäðîáíûõ ðàñ÷åòíûõ ñåòêàõ ïî ÿâíûì ñõåìàì ïðîöåññû

Головизнин Василий Михайлович, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносо-
ва (Москва, Россия); Vladimir M. Goloviznin (Lomonosov Moscoe State University, Moscow,
Russia)

Четверушкин Борис Николаевич, академик РАН, профессор, МГУ имени М.В. Ло-
моносова (Москва, Россия); Vladimir M. Goloviznin (Lomonosov Moscoe State University,
Moscow, Russia)
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äèôôóçèè èìïóëüñà è âíóòðåííåé ýíåðãèè ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ ëèìèòèðóþ-
ùèìè, íåñìîòðÿ íà ìàëîñòü êîýôôèöèåíòîâ âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè.
Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé èñêóññòâåííàÿ ãèïåðáîëèçàöèÿ
äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ.

Èñêóññòâåííàÿ ãèïåðáîëèçàöèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì. Óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé, ñîäåðæàùåé òîëüêî ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ñîîò-
íîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ïîòîêè (îáîáùåííûå çàêîíû Ôóðüå) äîáàâëÿþòñÿ
ïðîèçâîäíûå îò ýòèõ ïîòîêîâ ïî âðåìåíè ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, çàâèñÿùåì
îò ðàçìåðîâ ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê. Ýòî ìåíÿåò òèï ñèñòåìû, è îíà ñòàíîâèòñÿ ãè-
ïåðáîëè÷åñêîé. Àïïðîêñèìàöèÿ ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ, òîëüêî óìåíüøàåòñÿ
åå ïîðÿäîê.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ãèïåðáîëèçîâàííîé ñèñòåìû ïðåäëàãàåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü êîíñåðâàòèâíûå ñåòî÷íî � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû (Ãî-
ëîâèçíèí Â.Ì., ×åòâåðóøêèí Á.Í.) ðàçðàáîòàííûå äëÿ ñèñòåì çàêîíîâ ñî-
õðàíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Â êîíñåðâàòèâíûõ ñåòî÷íî � õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ èñïîëüçó-
þòñÿ ò.í. G-ñåòêè, â êîòîðûõ ðàññ÷èòûâàåìûå âåëè÷èíû îòíîñÿòñÿ êàê ê
öåíòðàì ÿ÷ååê, òàê è ê ñåðåäèíàì èõ ãðàíåé. Ðàñøèðåííîå ÷èñëî ñòåïåíåé
ñâîáîäû ïîçâîëÿåò ðàçðåøàòü òîíêèå îñîáåííîñòè âèõðåâûõ è òóðáóëåíò-
íûõ òå÷åíèé íà îòíîñèòåëüíî ãðóáûõ ðàñ÷åòíûõ ñåòêàõ. Ïðè ñîâìåñòíîì
ðåøåíèè íà òàêèõ ñåòêàõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé äî-
ñòèãàåòñÿ ñèíýðãåòè÷åñêèé ýôôåêò, ñâÿçàííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì åäèíîé ñå-
òî÷íîé èíôðàñòðóêòóðû. Êðîìå òîãî, äîïóñòèìàÿ âåëè÷èíà øàãà ïî âðå-
ìåíè îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé õàðàêòåðíîìó ñåòî÷íîìó ðàçìåðó â
ñòåïåíè òðè âòîðûõ.

Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ìîäåëüíûõ çàäà÷, èëëþñòðèðóþùèå
îñîáåííîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.
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Вводится понятие обощенной двоичной производной, для которой до-
казываются аналоги неравенства Бернштейна для полиномов Уолша и
обратной теоремы приближения. Изучается равномерная сходимость
ряда Фурье-Уолша обощенной двоичной производной.
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Generalized dyadic derivative and uniform convergence of its
Walsh –Fourier series

Short abstract. The notion of generalized dyadic derivative is introduced.
Analogues of Bernstein inequality for Walsh polynomials and inverse the-
orem of approximation are proved for it. The uniform convergence of
Walsh –Fourier series of generalized dyadic derivative is studied.

Keywords: generalized dyadic derivative, Walsh –Fourier series, uniform
convergence, best approximation.

Ðàññìîòðèì íà [0, 1) ôóíêöèþ 𝑟0(𝑥) = 𝜒[0,1/2)(𝑥) − 𝜒[1/2,1)(𝑥), ãäå 𝜒𝐸
� èíäèêàòîð ìíîæåñòâà 𝐸. Ïðîäîëæèì åå íà äåéñòâèòåëüíóþ îñü êàê 1-
ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ è ïîëîæèì 𝑟𝑘(𝑥) = 𝑟0(2𝑘𝑥), 𝑘 ∈ Z+ = {0, 1, . . . },
𝑥 ∈ R.

Êàæäîå ÷èñëî 𝑛 ∈ N = {1, 2, . . . } èìååò äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå 𝑛 =∑︀𝑘
𝑖=0 𝜀𝑖2

𝑖, ãäå 𝜀𝑘 = 1 è 𝜀𝑖 ðàâíû 0 èëè 1 ïðè 0 6 𝑖 6 𝑘 − 1. Ïîëîæèì
𝑤𝑛(𝑥) =

∏︀𝑘
𝑖=0(𝑟𝑖(𝑥))𝜀𝑖 â ýòîì ñëó÷àå è 𝑤0(𝑥) ≡ 1. Ñèñòåìà {𝑤𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 íà-

çûâàåòñÿ ñèñòåìîé Óîëøà. Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà Óîëøà îðòîíîðìèðîâàíà
è ïîëíà â 𝐿1[0, 1). Ðÿäàì Ôóðüå �Óîëøà ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ [1].

Äëÿ 𝑓 ∈ 𝐿1[0, 1) êîýôôèöèåíòû Ôóðüå �Óîëøà è ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
Ôóðüå �Óîëøà çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

̂︀𝑓(𝑘) =

∫︁ 1

0

𝑓(𝑥)𝑤𝑘(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑘 ∈ Z+, 𝑆𝑛(𝑓)(𝑥) =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

̂︀𝑓(𝑘)𝑤𝑘(𝑥), 𝑛 ∈ N.

Ïîíÿòèå äâîè÷íîé ïðîèçâîäíîé ââåäåíî Ï.Ë. Áóòöåðîì è Õ. Âàãíåðîì
[2], êîòîðûå èñïîëüçîâàëè ñïåöèàëüíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð. Äðóãèå ïîä-
õîäû ê îïðåäåëåíèþ è ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè îïðåäåëåíèÿìè äâîè÷íîé
ïðîèçâîäíîé è èíòåãðàëà ñì. â [3].

Ïðîñòðàíñòâî 𝐿𝑝[0, 1), 1 6 𝑝 <∞, îïðåäåëÿåòñÿ, êàê îáû÷íî, à ïðîñòðàí-
ñòâî 𝐶*[0, 1) äâîè÷íî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ââîäèòñÿ êàê çàìûêàíèå ìíî-
æåñòâà 𝒫 ïîëèíîìîâ Óîëøà â ðàíîìåðíîé íîðìå ‖𝑓‖∞ = sup𝑥∈[0,1) |𝑓(𝑥)|.
Ïóñòü 𝒫𝑛 = {𝑓 ∈ 𝐿1[0, 1) : ̂︀𝑓(𝑘) = 0, 𝑘 > 𝑛}, 𝑛 ∈ N. Òîãäà äëÿ 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[0, 1),
1 6 𝑝 6 ∞ (𝐿∞[0, 1) = 𝐶*[0, 1)), ìîæíî îïðåäåëèòü 𝑛-å íàèëó÷øåå ïðèáëè-
æåíèå ïî ñèñòåìå Óîëøà 𝐸𝑛(𝑓)𝑝 = inf{‖𝑓 − 𝑡𝑛‖𝑝 : 𝑡𝑛 ∈ 𝒫𝑛}, 𝑛 ∈ N.

Ïóñòü {𝜆𝑛}∞𝑛=0 ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé íåîòðèöàòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ, òàêîé ÷òî lim𝑛→∞ 𝜆𝑛 = +∞. Åñëè 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[0, 1), 𝑝 ∈ [1,∞], è
ðÿä

∑︀∞
𝑛=0 𝜆𝑛

̂︀𝑓(𝑛)𝑤𝑛(𝑥) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä Ôóðüå �Óîëøà ôóíêöèè
𝜙 ∈ 𝐿𝑝[0, 1), òî 𝜙 íàçûâàåòñÿ 𝜆-ïðîèçâîäíîé 𝑓 â 𝐿𝑝[0, 1) (îáîçíà÷åíèå
𝜙 = 𝑓

(𝜆)
𝑝 ). Ïîäîáíûå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì ñëó-

÷àå èçó÷àëèñü À.È. Ñòåïàíöîì [4]. Äëÿ 𝜆𝑛 = 𝑛𝛼, 𝛼 > 0, 𝜆-ïðîèçâîäíàÿ
ñâîäèòñÿ ê äðîáíîé äâîè÷íîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà 𝛼.

Ñëåäþóùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà äëÿ
îáîáùåííîé äâîè÷íîé ïðîèçâîäíîé.

Теорема 1. Пусть последовательность {𝜆𝑛}∞𝑛=0 является неотри-
цательной, неубывающей и вогнутой, 1 6 𝑝 6 ∞. Тогда для полино-
ма Уолша 𝑡2𝑟 =

∑︀2𝑟−1
𝑘=0 𝑐𝑘𝑤𝑘 ∈ 𝒫2𝑟 , 𝑟 ∈ Z+, справедливо неравенство

‖𝑡(𝜆)2𝑟 ‖𝑝 6 𝐶𝜆2𝑟‖𝑡2𝑟‖𝑝.
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Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îáðàòíîé òåîðåìû ïðèáëèæåíèÿ äëÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé (ñì. [5, ãë. 7, òåîðåìà 3.2]).

Теорема 2. Пусть последовательность {𝜆𝑛}∞𝑛=0 является неотрица-
тельной, неубывающей и вогнутой, 1 < 𝑝 <∞, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[0, 1) и сходится ряд∑︀∞
𝑘=1 𝑘

−1𝜆𝑘𝐸𝑘(𝑓)𝑝.Тогда существует 𝑓
(𝜆)
𝑝 и

𝐸𝑛(𝑓 (𝜆)𝑝 )𝑝 6 𝐶

(︃
𝜆𝑛𝐸𝑛(𝑓)𝑝 +

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

𝑘−1𝜆𝑘𝐸𝑘(𝑓)𝑝

)︃
, 𝑛 ∈ N.

Теорема 3. Пусть последовательность {𝜆𝑛}∞𝑛=0 является неотрица-
тельной, неубывающей и вогнутой, 1 < 𝑝 < ∞, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[0, 1) и сходится
ряд

∑︀∞
𝑘=1 𝑘

1/𝑝−1𝜆𝑘𝐸𝑘(𝑓)𝑝. Тогда существует 𝑓
(𝜆)
𝑝 , которая эквивалентна

(т.е. равна п.в.) 𝑓 (𝜆) ∈ 𝐶*[0, 1) и при этом lim𝑛→∞ ‖𝑓 (𝜆)−𝑆𝑛(𝑓 (𝜆))‖∞ = 0.
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О ЧИСЛЕННОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ
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Реализован и обоснован численный алгоритм построения оптимально-
го управления для стабилизации нестационарных процессов, описыва-
емых одномерными уравнениями в частных производных, основанный
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Ключевые слова: оптимальное управление, численная стабилизация,
метод стрельбы

Звягин Александр Васильевич, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Alexander Zvyagin (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)

Кобельков Георгий Михайлович, д.ф.-м.н., профессор, зав. каф., МГУ имени М.В.
Ломоносова (Москва, Россия); Georgiy Kobelkov (Lomonosov Moscow State University,
Moscow, Russia)

Ложников Михаил Андреевич, аспирант, МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва, Рос-
сия); Mikhail Lozhnikov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)



Материалы международной конференции 457

On numerical stabilization for non-steady problems of
mathematical physics

The paper proposes and proves a numerical algorithm based on Pontrya-
gin’s maximum principle for obtaining an optimal control for stabilization
of non-steady processes described by 1D partial differential equations.

Keywords: optimal control, numerical stabilization, shooting method

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàò-
íîé ñâÿçüþ äëÿ ÷èñëåííîé ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé íåñòàöèîíàðíûõ îäíîìåð-
íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî òèïîâ. Èñõîäíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ çàäà÷à àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñèñòåìîé
îäó, äëÿ êîòîðîé íà îñíîâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ñòðîèòñÿ îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå. Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå íåëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à
äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèáëèæåííî ðåøàåòñÿ ìåòî-
äîì ñòðåëüáû ñ íîðìèðîâêîé Ôåäîðåíêî [2]. Äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò
â òîì ÷èñëå ñòðîèòü óïðàâëåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷èñëåííîé ñòàáèëè-
çàöèè ïî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ïðàâîé ÷àñòè, êîýôôèöèåíòàì óðàâíåíèÿ.
Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïîêàçûâàþùèå ýôôåêòèâíîñòü äàííîãî
ïîäõîäà.
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АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ МНОГОМЕРНЫХ АНАЛОГОВ
УРАВНЕНИЙ И.М. ГЕЛЬФАНДА, Б.М. ЛЕВИТАНА, М.Г.

КРЕЙНА И В.А. МАРЧЕНКО
С.И. Кабанихин, М.А. Шишленин, Н.С. Новиков

Kabanikhin@sscc.ru, Maxim.Shishlenin@sscc.ru, Nikita.Novikov@sscc.ru

УДК 517.518

Метод И.М. Гельфанда, Б.М. Левитана, М.Г. Крейна и В.А. Марченко
(ГЛКМ) является уникальным инструментом математической физи-
ки, позволяющим решать спектральные обратные задачи (ОЗ), ОЗ
рассеяния, ОЗ для гиперболических уравнений и систем, а также ин-
тегрировать нелинейные уравнения. Численнное решение многомер-
ных аналогов уравнений ГЛКМ позволяет находить параметры иссле-
дуемой среды по данным Коши, измеренным на части границы обла-
сти. Одной из важнейших проблем численного решения дискретных
многомерных аналогов уравнений ГЛКМ является размерность мат-
риц (порядка 1016 элементов). Рассматриваются два основных под-
хода: быстрое обращение блочно-теплицевых матриц и метод Монте-
Карло.

Ключевые слова: метод Гельфанда-Левитана-Крейна, обратные зада-
чи, линейная регуляризация

Algorithms for solving multidimensional analogues of the
equations I.M. Gelfand, B.M. Levitan, M.G. Kerina and V.A.

Marchenko

Method of I.M. Gelfand, B.M. Levitan, M.G. Krein and V.A. Marchenko
is a unique tool of mathematical physics, allowing to solve spectral inverse
problems (IP), scattering IP, IP for hyperbolic equations and systems, as
well as integrate nonlinear equations. The numerical solution of multidi-
mensional analogues of GLKM equations allows finding the parameters of
the medium under investigation according to Cauchy data, measured on a
part of the boundary of the region. One of the most important problems
in the numerical solution of discrete multidimensional analogues of GLKM
equations is the dimension of the matrices (of the order of 1016 elements).
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Two main approaches are considered: fast inversion of block-greenhouse
matrices and the Monte Carlo method.

Keywords: Gelfand-Levitan-Krein method, inverse problems, linear regu-
larization

Ðàáîòû È.Ì. Ãåëüôàíäà è Á.Ì. Ëåâèòàíà, Ì.Ã. Êðåéíà, Â.À. Ìàð÷åí-
êî [1�3] ïîëîæèëè íà÷àëî ðàçâèòèþ òåîðèè è ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé
îáðàòíûõ çàäà÷. Ìíîãîìåðíûå àíàëîãè óðàâíåíèé Ãåëüôàíäà-Ëåâèòàíà ïî-
ñòðîèëè Ë.Ä. Ôàääååâ [4] è R.G. Newton [5]. C.S. Gardner, J.M. Green, M.D.
Kruskal è R.M. Miura ïðîèíòåãðèðîâàëè óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà ìå-
òîäîì îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ [6]. Â.Å. Çàõàðîâ, À.Á. Øàáàò ïðèìåíèëè
ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà
[7]. Ñ.Ï. Íîâèêîâ [8], P.D. Lax [9] è Â.À. Ìàð÷åíêî [10] èññëåäîâàëè ïå-
ðèîäè÷åñêóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ. R.G. Novikov è
G.M. Khenkin àäàïòèðîâàëè ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ ñëàáî ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ÊäÔ [12].

Задача определения плотности среды
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìûõ çàäà÷:

𝑢
(𝑘)
𝑡𝑡 = ∆𝑢(𝑘) −∇ ln 𝜌(𝑥, 𝑦)∇𝑢(𝑘), 𝑥 > 0, 𝑦 ∈ R2, 𝑡 > 0;

𝑢(𝑘)|𝑡<0 ≡ 0, 𝑢(𝑘)𝑥 (+0, 𝑦, 𝑡) = ei(𝑘,𝑦) 𝛿(𝑡).

Çäåñü 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2) ∈ Z2, Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Îáðàòíàÿ çàäà÷à
àêóñòèêè: òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü ñðåäû 𝜌(𝑥, 𝑦) ïî äîïîëíèòåëüíîé
èíôîðìàöèè

𝑢(𝑘)(+0, 𝑦, 𝑡) = 𝑓 (𝑘)(𝑦, 𝑡), 𝑘 ∈ Z2.

Ïóñòü âñå ôóíêöèè � 2𝜋 ïåðèîäè÷åñêèå. Òîãäà ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðÿìûõ çàäà÷

𝑤
(𝑚)
𝑡𝑡 = 𝑤(𝑚)

𝑥𝑥 + 𝑤(𝑚)
𝑦𝑦 −∇ ln 𝜌(𝑥, 𝑦)∇𝑤(𝑚), 𝑥 > 0, 𝑦 ∈ (−𝜋, 𝜋)2, 𝑡 ∈ R,

𝑤(𝑚)|𝑥=0 = ei𝑚𝑦𝛿(𝑡), 𝑤(𝑚)
𝑥 |𝑥=0 = 0.

Ïîñëå íå÷åòíîãî ïðîäîëæåíèÿ âñåõ ôóíêöèé íà 𝑡 < 0 íå÷åòíûì îáðàçîì
íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

𝑢(𝑘)(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

∫︁
R

∑︁
𝑚

𝑓 (𝑘)𝑚 (𝑡− 𝑠)𝑤(𝑚)(𝑥, 𝑦, 𝑠)d𝑠, 𝑥 > 0, 𝑘 ∈ Z2. (1)

Ïðèìåíèì îïåðàöèþ

𝜕

𝜕𝑡

𝑥∫︁
0

(.)

𝜌(𝜉, 𝑦)
d𝜉

ê ñîîòíîøåíèþ (1) è îáîçíà÷èì

𝑉 (𝑚)(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

𝑥∫︁
0

𝑤(𝑚)(𝜉, 𝑦, 𝑡)

𝜌(𝜉, 𝑦)
d𝜉, Φ(𝑚)(𝑥, 𝑡) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑉 (𝑚)(𝑥, 𝑦, 𝑡)d𝑦,
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è ïîëó÷èì ìíîãîìåðíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ Ì.Ã. Êðåéíà [13]

2Φ(𝑘)(𝑥, 𝑡) −
∑︁
𝑚

𝑥∫︁
−𝑥

(𝑓 (𝑘)𝑚 )′(𝑡− 𝑠)Φ(𝑚)(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠 = −
𝜋∫︁

−𝜋

ei𝑘𝑦

𝜌(0, 𝑦)
d𝑦, 𝑘 ∈ Z.

Èñêîìàÿ ïëîòíîñòü ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ì.Ã. Êðåéíà ïî ôîðìóëå

𝜌(𝑥, 𝑦) =
𝜋2

𝜌(0, 𝑦)

[︁∑︁
𝑚

Φ𝑚(𝑥, 𝑥− 0)e−i𝑚𝑦
]︁−2

.

Восстановление скорости 𝑐(𝑥, 𝑦)
Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè ñêîðîñòè ïðèâîäèò ê áîëåå ñëîæíûì ìíîãî-

ìåðíûì àíàëîãàì óðàâíåíèÿ Ì.Ã. Êðåéíà.
Численные методы решения
Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëîïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

â òðåáóåìîé òî÷êå [14]. Ìåòîä áûñòðîãî îáðàùåíèÿ ò¼ïëèöåâûõ ìàòðèö (ìå-
òîä Âîåâîäèíà-�Òûðòûøíèêîâà) îñíîâàí íà ñòðóêòóðå ìàòðèö, îáðàòíûõ
ê ò¼ïëèöåâûì. Ðåàëèçîâàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì ïî
ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ ïëîòíûìè ìàòðè-
öàìè è ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäçàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé
ÃËÊ íà ìåíüøèõ çíà÷åíèé ãëóáèí [15].
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ВЛИЯНИЕ МАСШТАБНЫХ ФУНКЦИЙ НА СВОЙСТВА
ИНТЕГРАЛА ХЕНСТОКА–КУРЦВЕЙЛЯ

С.Н. Копылов
ksergei16@yandex.ru

УДК 517.518.126

Рассматриваются свойства интеграла Хенстока –Курцвейля при на-
ложении ограничений на масштабную функцию. Представлено дока-
зательство утверждения о связи классов интегрируемых функций и
классов масштабных функций в ряде частных случаев.

Ключевые слова: математика, теория функций,
теория интегрирования

Influence of gauge on the Henstock –Kurzweil integral
properties

Investigation of the Henstock –Kurzweil integral properties with a gauge
under imposed restrictions. Proof of the statement about connection be-
tween classes of integrable functions and classes of gauges in a number of
particular cases.

Keywords: mathematics, real analysis, theory of integration

Èíòåãðàë Õåíñòîêà �Êóðöâåéëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå èíòåãðà-
ëà Ðèìàíà. Êîíñòðóêòèâíî, ïîñòðîåíèå èíòåãðàëà Õåíñòîêà �Êóðöâåéëÿ îò-
ëè÷àåòñÿ ââåäåíèåì òàê íàçûâàåìûõ ìàñøòàáíûõ ôóíêöèé. Èçâåñòíî, ÷òî
åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ëèøü íåïðåðûâíûìè ìàñøòàáíûìè ôóíêöèÿìè,
òî ïîëó÷åííàÿ êîíñòðóêöèÿ áóäåò ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëó Ðèìàíà. Òàê-
æå, äîêàçàíî, ÷òî âûáîð òîëüêî ëèøü èçìåðèìûõ ìàñøòàáíûõ ôóíêöèé íå
èçìåíÿåò ñâîéñòâ èíòåãðàëà Õåíñòîêà �Êóðöâåéëÿ [1]. Ñóùåñòâóåò ïðåäïî-
ëîæåíèå î òîì, ÷òî äëÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëà íà 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) (1 6 𝑝 6 ∞)
äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî 𝑝 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìàñøòàáíûå ôóíêöèè
𝛿(𝑥) òàêèå, ÷òî 1

𝛿(𝑥) ∈ 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]).

Копылов Сергей Николаевич, студент 2-го курса магистратуры, МГУ имени М.В. Ло-
моносова (Москва, Россия); Sergei Kopylov (Lomonosov Moscow State University, Moscow,
Russia)
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Теорема 1. Пусть 𝑓 - ℋ-интегрируемая функция на отрезке [𝑎, 𝑏],
𝛿(𝑥) - масштаб, обеспечивающий приближение значения интеграла ин-
тегральными суммами с некоторой заданной точностью. Тогда, если 𝑓
не принадлежит пространству 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]), то 1

𝛿(𝑥) тоже не принадлежит
𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]).

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî 𝑝, ìàñøòàáíûõ ôóíê-
öèé 𝛿(𝑥) òàêèõ, ÷òî 1

𝛿(𝑥) ∈ 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðî-
èòü èíòåãðàë ôóíêöèè, íå ïðèíàäëåæàùåé 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]). Äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñò-
íûõ ñëó÷àåâ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè èç 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) ìîæíî
îãðàíè÷èòüñÿ âûáîðîì ìàñøòàáîâ 𝛿(𝑥) òàêèõ, ÷òî 1

𝛿(𝑥) ∈ 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]).
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О ТЕОРЕМЕ АДАМАРА–ПЕРРОНА И МЕТОДАХ ТИПА
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Предлагается и обосновывается метод исследования глобальной кар-
тины динамики для нестационарных уравнений градиентного типа.
Результаты применяются для стабилизации траекторий в окрестности
неустойчивых решений двумерных уравнений Навье –Стокса и стаци-
онарного решения одномерных уравнений вязкого баротропного газа.
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стемы, численная стабилизация

On the Hadamard –Perron theorem and deflation-type
methods for the stabilization of nonlinear unstable processes

The method for studying the global phase portrait of nonstationary
gradient-type equations is proposed and justified. The algorithm is for-
mally applied for the 2d Navier – Stokes equations and for the 1d viscous
barotropic gas.

Keywords: invariant manifolds, semidynamical systems, numerical stabi-
lization
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Ïðåäëàãàåòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ ìåòîä èññëåäîâàíèÿ îáùåé êàðòèíû
äèíàìèêè äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ãðàäèåíòíîãî òèïà, îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåìîé �óñàìè Àäàìàðà�. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, ïîçâîëÿþùåãî äëÿ íåêîòîðûõ ôèçè-
÷åñêèõ çàäà÷ (â òîì ÷èñëå, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè òèïà ×àôå-Èíôàíòà,
äâóìåðíûìè óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà, îäíîìåðíûìè óðàâíåíèÿìè äèíà-
ìèêè âÿçêîãî ãàçà) îáåñïå÷èòü ïðîöåññ ñòàáèëèçàöèè ôîðìàëüíî íà ñêîëü
óãîäíî áîëüøîì âðåìåííîì îòðåçêå îñíîâíîãî ðåøåíèÿ è âòîðè÷íûõ ìîä.
Ïðîöåññ ñòàáèëèçàöèè ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ êàê ïî íà÷àëüíûì äàííûì,
òàê è ïî ïðàâîé ÷àñòè è êðàåâûì óñëîâèÿì. Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà
ïðè ïîñòðîåíèè ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäà-
åòñÿ ó÷èòûâàòü òîëüêî ÷àñòü íåóñòîé÷èâûõ ìîä, ÷òî êà÷åñòâåííî óïðîùàåò
ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà.
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ПОСТРОЕНИЕ ГРАДУИРОВОЧНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК
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Н.Г. Корыткин, П.Г. Корыткин

korytkinn@gmail.com, pkorytkin@gmail.com

УДК 512.644, 519.688

Приводятся результаты исследования и программной реализации ме-
тода максимума компактности, который ориентирован на выполнение
на вычислительных машинах.
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Constructing calibration curves for means of measurement by
the maximum-compactness method and its software

implementation

The results of research and program implementation of the method of
maximum compactness which is oriented on execution on computers are
given.

Keywords: mathematical model, measurement object, inadequacy errors,
dimensional identification, modular criterion, reproducibility criterion

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, âñ¼ ÷àùå âîç-
íèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïîèñêå íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè çàäà÷ó ìåòðîëî-
ãè÷åñêîé àòòåñòàöèè ñðåäñòâ èçìåðåíèé (ÑÈ), êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ïîñòðîåíè-
åì èõ ãðàäóèðîâî÷íûõ õàðàêòåðèñòèê. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ìåòîä
ìàêñèìóìà êîìïàêòíîñòè (ÌÌÊ) [1].

Ïóñòü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû 𝑥 è ðåãèñòðàöèè âûõîä-
íîãî ñèãíàëà 𝑦, ïîäâåðæåííîãî èçìåíåíèÿì êàê âñëåäñòâèå âàðèàöèè ïàðà-
ìåòðîâ ñõåìû, òàê è âëèÿíèÿ âíåøíèõ ôàêòîðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ óñëîâèÿ
ýêñïëóàòàöèè ÑÈ [2]. Â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü 𝑦(𝑥) ìîæíî âûðàçèòü â
âèäå ôóíêöèè

𝑦 = 𝑓(Θ, 𝑍, 𝑥), (1)

ãäå Θ � ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ ñõåìû ÑÈ; Z - ìíîæåñòâî óñëîâèé ýêñïëóà-
òàöèè ÑÈ.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè (1) (äëÿ áîëüøèíñòâà ÑÈ) èñïîëüçóþòñÿ èíòåðïî-
ëÿöèîííûå ïîëèíîìû â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

𝑦(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥
𝑖−1, 𝑖 = 1, 𝑛, (2)

ãäå 𝑎𝑖 - ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ñòåïåííîãî ðÿäà.
Â ýòîì ñëó÷àå, öåëü ãðàäóèðîâêè ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè äîñòîâåðíûõ

çíà÷åíèé 𝑎𝑖 è îöåíêå òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.
Â äîêëàäå ïðîäåìîíñòðèðîâàíà öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ÌÌÊ

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàäóèðîâî÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ), ââèäó óïðîùåíèÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ÌÍÊ,
âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ 𝑎𝑖 𝑛 ñòåïåííîãî ðÿ-
äà (2), óñòîé÷èâîñòè ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ è àíîìàëüíûì ðåçóëüòàòàì â
èçìåðåíèÿõ. Áîëåå òîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ
𝑎𝑖, îïðåäåëÿåìûõ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖𝑥

𝑖−1 = 𝑦𝑖
èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà Êðàìåðà çàìåäëÿëî ðàáîòó àëãîðèòìà. Äëÿ äîñòèæå-
íèÿ ìàêñèìàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÓ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä
Ãàóññà. Êðîññïëàòôîðìåííîñòü è âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíîñòü îáåñïå÷èâàåò-
ñÿ áëàãîäàðÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íà ÿçûêå C/C++.
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ОБЛАСТИ ОДНОЛИСТНОСТИ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ
ГОЛОМОРФНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ КРУГА В СЕБЯ

O.C. Кудрявцева, А.П. Солодов
Kudryavceva_OS@mail.ru, apsolodov@mail.ru

УДК 517.54

В работе изучаются голоморфные отображения единичного круга в
себя с двумя неподвижными точками. Получена двусторонняя оценка
областей однолистности на классе функций с внутренней и граничной
неподвижными точками. Найдена асимптотически точная двусторон-
няя оценка областей однолистности на классе функций с двумя гра-
ничными неподвижными точками и инвариантным диаметром.

Ключевые слова: голоморфное отображение, неподвижные точки, уг-
ловая производная, область однолистности

Domains of univalence for some classes of holomorphic
mappings of the disk into itself

The paper is concerned with holomorphic mappings of the unit disk into
itself with two fixed points. Two-sided estimate of univalence domains on
class of functions with interior and boundary fixed points is obtained. An
asymptotically sharp two-sided estimate of univalence domains on class
of functions with two boundary fixed points and an invariant diameter is
found.

Keywords: holomorphic mapping, fixed points, angular derivative, domain
of univalence

Ïóñòü ℬ�êëàññ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ åäèíè÷íûé
êðóã D = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} â ñåáÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 ∈ ℬ, 𝑓(𝑧) ̸≡ 𝑧,
ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè âíóòðè êðóãà D è ìíî-
æåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê (â ñìûñëå óãëîâîãî ïðåäåëà) íà åãî ãðàíè-
öå T = {𝑧 ∈ C : |𝑧| = 1}. Ïðè ýòîì, â ãðàíè÷íîé íåïîäâèæíîé òî÷êå
𝑏, 𝑏 ∈ T, âñåãäà ñóùåñòâóåò (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) óãëîâîé ïðåäåë
∠ lim𝑧→𝑏(𝑓(𝑧) − 𝑏)/(𝑧 − 𝑏). Åñëè ýòîò ïðåäåë êîíå÷åí, òî îí ÿâëÿåòñÿ ïîëî-
æèòåëüíûì ÷èñëîì è 𝑓 ′(𝑧) èìååò òîò æå óãëîâîé ïðåäåë ïðè 𝑧 → 𝑏. Â ýòîì
ñëó÷àå ïðåäåë ∠ lim𝑧→𝑏(𝑓(𝑧) − 𝑏)/(𝑧 − 𝑏) íàçûâàåòñÿ угловой производной
ôóíêöèè 𝑓 â ãðàíè÷íîé íåïîäâèæíîé òî÷êå 𝑏 è îáîçíà÷àåòñÿ 𝑓 ′(𝑏).

Çàìå÷àòåëüíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàñïîëîæåíèå íåïîäâèæíûõ
òî÷åê è çíà÷åíèå ïðîèçâîäíûõ â íèõ îêàçûâàþò âëèÿíèå íà îáëàñòü îäíî-
ëèñòíîñòè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé âíóòðåííåé òî÷êè 𝑞, 𝑞 ∈ D. Íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, áóäåì ïîëàãàòü 𝑞 = 0. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëîêàëüíàÿ îäíî-
ëèñòíîñòü çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå: åñëè 𝑓 ′(0) ̸= 0,
òî 𝑓 îäíîëèñòíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ïðè ýòîì ðàäèóñ îêðåñò-
íîñòè îäíîëèñòíîñòè íåèçâåñòåí, îí îïðåäåëÿåòñÿ ñàìîé ôóíêöèåé. Â òî
æå âðåìÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå íå ïðîñòî íåíóëå-
âàÿ, íî åù¼ è íå ñëèøêîì ìàëåíüêàÿ, òî èìååò ìåñòî îäíîëèñòíîñòü íà
êëàññå ôóíêöèé. À èìåííî: Ý. Ëàíäàó ïîêàçàë, ÷òî íà êëàññå ôóíêöèé
ℬ𝑁 [0] = {𝑓 ∈ ℬ[0] : |𝑓 ′(0)| > 1/𝑁}, 𝑁 > 1, ãäå ℬ[0] = {𝑓 ∈ ℬ : 𝑓(0) = 0}, íàè-
áîëüøåé îáëàñòüþ îäíîëèñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ êðóã è óêàçàë åãî ðàäèóñ.

Теорема A (Э. Ландау [1]). Пусть 𝑁 > 1, 𝑓 ∈ ℬ𝑁 [0]. Тогда 𝑓 од-
нолистна в круге ℒ(𝑁) = {𝑧 ∈ D : |𝑧| < 𝑅(𝑁)}, где 𝑅(𝑁) = 𝑁 −

√
𝑁2 − 1.

При этом для каждого κ, κ ∈ T, функция 𝑓κ(𝑧) = 𝑧 (κ − 𝑁𝑧)/(𝑁κ − 𝑧)
принадлежит классу ℬ𝑁 [0] и имеет в точке 𝑧(κ) = κ𝑅(𝑁) нулевую про-
изводную.

Ðåçóëüòàò Ý. Ëàíäàó îêîí÷àòåëåí: íå òîëüêî êðóã áîëüøåãî ðàäèóñà, íî
è íèêàêóþ äðóãóþ îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ êðóã ℒ(𝑁), â êà÷åñòâå îáëàñòè
îäíîëèñòíîñòè êëàññà ℬ𝑁 [0] âçÿòü íåëüçÿ.

Ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àþ ãðàíè÷íîé òî÷êè 𝑏, 𝑏 ∈ T. Çäåñü, êàê ïîêàçàë Æ. Âà-
ëèðîí [2], óñëîâèåì ëîêàëüíîé îäíîëèñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîñòü óãëîâîé
ïðîèçâîäíîé: åñëè 𝑓 èç êëàññà ℬ[𝑏] = {𝑓 ∈ ℬ : ∠ lim𝑧→𝑏 𝑓(𝑧) = 𝑏, 𝑓 ′(𝑏) <∞},
òî 𝑓 îäíîëèñòíà â íåêîòîðîì ñåêòîðå ðàñòâîðà ñêîëü óãîäíî áëèçêîãî ê 𝜋.
Ïðè ýòîì ðàäèóñ ñåêòîðà îäíîëèñòíîñòè çàâèñèò íå òîëüêî îò ðàñòâîðà óã-
ëà, íî è îò ñàìîé ôóíêöèè. Ñèòóàöèÿ ñ îäíîëèñòíîñòüþ íà êëàññå ôóíêöèé
ñ ãðàíè÷íîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ âíóòðåííåé òî÷êè.
Íàìè ïîêàçàíî, ÷òî äàæå åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû óãëîâàÿ ïðîèçâîäíàÿ áû-
ëà íå ñëèøêîì áîëüøîé, âûäåëèòü åäèíóþ îáëàñòü îäíîëèñòíîñòè íà êëàññå
ℬ𝛼[𝑏] = {𝑓 ∈ ℬ[𝑏] : 𝑓 ′(𝑏) 6 𝛼}, 𝛼 > 1, íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå íà ïðîèçâîäíóþ â ãðàíè÷íîé òî÷êå îêàçûâà-
åòñÿ ñëàáåå óñëîâèÿ íà ïðîèçâîäíóþ âî âíóòðåííåé òî÷êå è, äëÿ ïðîäâè-
æåíèÿ â âîïðîñå âûäåëåíèÿ îáëàñòåé îäíîëèñòíîñòè, íóæäàåòñÿ â óñèëå-
íèè äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì. Â êà÷åñòâå òàêîãî óñëîâèÿ åñòåñòâåííî ïî-
òðåáîâàòü íàëè÷èå âòîðîé íåïîäâèæíîé òî÷êè. Â çàâèñèìîñòè îò å¼ ðàñ-
ïîëîæåíèÿ âíóòðè èëè íà ãðàíèöå êðóãà âîçíèêàþò ìîäåëüíûå êëàññû
ℬ[0, 1] = ℬ[0] ∩ ℬ[1] è ℬ[−1, 1] = ℬ[−1] ∩ ℬ[1].

Â.Â. Ãîðÿéíîâ, ðàññìàòðèâàÿ êëàññ ℬ𝛼[0, 1] = {𝑓 ∈ ℬ[0, 1] : 𝑓 ′(1) 6 𝛼},
𝛼 > 1, ïîêàçàë, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà çíà÷åíèå óãëîâîé ïðî-
èçâîäíîé â ãðàíè÷íîé íåïîäâèæíîé òî÷êå âñå ôóíêöèè ýòîãî êëàññà îäíî-
ëèñòíû â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé íåïîäâèæ-
íûå òî÷êè.

Теорема B (В.В. Горяйнов [3]). Пусть 𝑓 ∈ ℬ𝛼[0, 1], 1 < 𝛼 < 2.
Тогда 𝑓 однолистна в области

𝒜(𝛼) =

{︂
𝑧 ∈ D :

|1 − 𝑧|
1 − |𝑧|

<
1√
𝛼− 1

}︂
.

При этом функция 𝑓(𝑧) = 𝑧
(︀
𝛼𝑧+(2−𝛼)

)︀
/
(︀
𝛼+(2−𝛼)𝑧

)︀
принадлежит классу
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ℬ𝛼[0, 1] и имеет в точке 𝑧𝛼 = −(1 −
√
𝛼− 1)/(1 +

√
𝛼− 1), расположенной

на границе области 𝒜(𝛼), нулевую производную.

Ðåçóëüòàò òåîðåìû B íàìè óñèëåí: ðàñøèðåíû îáëàñòè îäíîëèñòíîñòè,
à òàêæå ïîëó÷åíû áëèçêèå ê íåóëó÷øàåìûì äâóñòîðîííèå îöåíêè òî÷íûõ
îáëàñòåé îäíîëèñòíîñòè.

Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ ℬ𝛼[0, 1], 1 < 𝛼 < 4. Тогда 𝑓 однолистна в обла-
сти

𝒰(𝛼) =

{︂
𝑧 ∈ D : 6

1 + |𝑧|2

|1 − 𝑧|2
< 𝛼− 1 +

2𝛼+ 1

𝛼− 1
· (1 − |𝑧|2)2

|1 − 𝑧|4

}︂
.

Теорема 2. Пусть 𝛼 > 1. Для каждой точки 𝑧0 границы области

𝒰(𝛼) =

{︂
𝑧 ∈ D :

|1 − 𝑧|2 (1 + |𝑧|2)

(1 − |𝑧|2)2
<

𝛼

2(𝛼− 1)

}︂
найдётся функция 𝑓𝑧0 ∈ ℬ𝛼[0, 1], производная которой в точке 𝑧0 обраща-
ется в нуль.

Â.Â. Ãîðÿéíîâ îáíàðóæèë òàêæå íåòðèâèàëüíûå îáëàñòè îäíîëèñòíîñòè
íà êëàññàõ ℬ𝛼[−1, 1] = {𝑓 ∈ ℬ[−1, 1] : 𝑓 ′(1)𝑓 ′(−1) 6 𝛼}, 1 < 𝛼 < 9. Îòìåòèì
çäåñü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà 𝑓 ′(1)𝑓 ′(−1) > 1 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè 𝑓 ∈
ℬ[−1, 1].

Теорема C (В.В. Горяйнов [4]). Пусть 𝑓 ∈ ℬ𝛼[−1, 1], 1 < 𝛼 < 9.
Тогда 𝑓 однолистна в области

𝒥 (𝛼) =

{︃
𝑧 ∈ D :

⃒⃒
1 − 𝑧2

⃒⃒
1 − |𝑧|2

<
1

cos 𝑦*(𝛼)

}︃
,

где 𝑦*(𝛼)— единственный в интервале 0 < 𝑦 < 𝜋/2 корень уравнения
cos2 𝑦 = (𝛼− 1) cos3

(︀
(𝜋 − 2𝑦)/3

)︀
.

Îáëàñòè 𝒥 (𝛼) íå ÿâëÿþòñÿ íåóëó÷øàåìûìè. Âåðõíÿÿ îöåíêà, ïîëó÷åí-
íàÿ íàìè, íå äà¼ò îòâåò íà âîïðîñ, ñêîëü òî÷íû îáëàñòè 𝒥 (𝛼). Òåì íå ìåíåå,
íà ïîäêëàññå 𝒟𝛼[−1, 1] = {𝑓 ∈ ℬ𝛼[−1, 1] : Im𝑓(𝑥) = 0 ïðè 𝑥 ∈ (−1, 1)} ïîëó-
÷åíà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íàÿ äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà îáëàñòåé îäíîëèñòíîñòè.

Теорема 3. Пусть 𝑓 ∈ 𝒟𝛼[−1, 1], 1 < 𝛼 < 9. Тогда 𝑓 однолистна в
области

𝒰(𝛼) =

{︃
𝑧 ∈ D :

|1 − 𝑧2|
1 − |𝑧|2

<

√︂
1 +

(︁√︀
𝑘(𝛼) + 1 + sgn(25 − 9𝛼)

√︀
𝑘(𝛼)

)︁2}︃
,

где

𝑘(𝛼) =
(9𝛼− 25)2 (183 − 37

√
𝛼)

128(𝛼− 1)(9 − 𝛼)(85 − 12
√
𝛼)
.

Теорема 4. Пусть 𝛼 > 1. Для каждой точки 𝑧0 границы области

𝒰(𝛼) =

{︃
𝑧 ∈ D :

|1 − 𝑧2|
1 − |𝑧|2

<
2 4
√
𝛼√︀

(3 +
√
𝛼)(

√
𝛼− 1)

}︃
,
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найдётся функция 𝑓𝑧0 ∈ 𝒟𝛼[−1, 1], производная которой в точке 𝑧0 обра-
щается в нуль.
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ТОЧНОЕ НЕРАВЕНСТВО ТИПА ДЖЕКСОНА В ВЕСОВОМ
ПРОСТРАНСТВЕ БЕРГМАНА

М.Р. Лангаршоев
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УДК 517.5

В работе вычислены точные значения 𝑛-поперечников некоторых
классов аналитических в единичном круге функций, определяемых
усредненной характеристикой гладкости функции в весовом про-
странстве Бергмана.

Ключевые слова: аналитическая функция, наилучшее приближение,
комплексный алгебраический полином, 𝑛-поперечники.

Sharp inequality of Jackson type in the weighted Bergman
space

In the article the exact value of n-widths of some classes of analytical
in the unit disc functions whose determined by the averaged smoothness
characteristic of the function in the weight Bergman’s space are calculated.

Keywords: analytical function, best approximation, complex algebraic
polynomial, 𝑛-widths.
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Ãîâîðÿò, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ â åäèíè÷íîì êðóãå 𝑈 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1}
ôóíêöèÿ

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘, 𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝑡, 0 6 𝜌 < 1

ïðèíàäëåæèò âåñîâîìó ïðîñòðàíñòâó Áåðãìàíà 𝐵𝑞,𝛾 , 1 6 𝑞 6 ∞, åñëè

‖𝑓‖𝐵𝑞,𝛾
=

(︃
1

2𝜋

∫︁∫︁
(𝑈)

𝛾(|𝑧|)|𝑓(𝑧)|𝑞𝑑𝜎

)︃1/𝑞

<∞, 1 6 𝑞 6 ∞,

ãäå 𝛾(|𝑧|) � ïîëîæèòåëüíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, 𝑑𝜎 � ýëåìåíò
ïëîùàäè è èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà.

Ïîä ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè 𝑚-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵2,𝛾 áóäåì
ïîíèìàòü

𝜔𝑚(𝑓, 𝑡)𝐵2,𝛾
= sup

|ℎ|6𝑡
‖∆𝑚(𝑓 ; ·, ·, ℎ)‖𝐵2,𝛾

,

ãäå

∆𝑚(𝑓 ; 𝜌, 𝑢, ℎ) =

𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑚

𝑘

)︂
𝑓(𝜌𝑒𝑖(𝑢+𝑘ℎ))

� ðàçíîñòü 𝑚-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè 𝑓(𝜌𝑒𝑖𝑡) ïî àðãóìåíòó 𝑡 ñ øàãîì ℎ.
Èñõîäÿ èç [1] è [2] ðàâåíñòâîì

Λ𝑚(𝑓, 𝑡) :=

⎧⎨⎩1

𝑡

𝑡∫︁
0

‖∆𝑚(𝑓 ; ·, ·, ℎ)‖𝐵2,𝛾𝑑ℎ

⎫⎬⎭
1/2

, 𝑡 > 0

îïðåäåëÿåì èíòåãðàëüíûì ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè 𝑚-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè
𝑓 ∈ 𝐵2,𝛾 . Î÷åâèäíî, ÷òî Λ𝑚(𝑓, 𝑡) 6 𝜔𝑚(𝑓, 𝑡) äëÿ ëþáîãî 𝑡 > 0.

Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ:

ℬ(𝑟)
𝑞,𝛾 =

{︁
𝑓(𝑧) ∈ 𝐵𝑞,𝛾 : ‖𝑧𝑟𝑓 (𝑟)‖𝐵𝑞,𝛾

<∞
}︁
, 1 6 𝑞 6 ∞,

𝛼𝑛,𝑟 = 𝑛!{(𝑛− 𝑟)!}−1, 𝑛 > 𝑟,

𝜙𝑘,𝑚(𝑡) =

⎧⎨⎩1

𝑡

𝑡∫︁
0

(1 − cos 𝑘ℎ)𝑚𝑑ℎ

⎫⎬⎭
1/2

, 𝑘,𝑚 ∈ N, 𝑡 > 0.

Ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ êîìïëåêñíûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå 𝑛
îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝒫𝑛. Ñèìâîëîì

𝐸𝑛(𝑓)𝐵𝑞,𝛾
= inf

{︁
‖𝑓 − 𝑝𝑛−1‖𝐵𝑞,𝛾

: 𝑝𝑛−1(𝑧) ∈ 𝒫𝑛−1

}︁
îáîçíà÷èì íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè 𝑓(𝑧) ∈ 𝐵𝑞,𝛾 , 1 6 𝑞 6 ∞ ïîëè-
íîìàìè èç 𝒫𝑛−1. Äëÿ 𝑟 ∈ N îáû÷íóþ ïðîèçâîäíóþ 𝑟-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè
𝑓(𝑧) îáîçíà÷èì 𝑓 (𝑟)(𝑧) = 𝑑𝑟𝑓/𝑑𝑧𝑟.



470 “Современные проблемы математики и механики”

Теорема 1. Пусть 𝑚,𝑛, 𝑟 ∈ N. Тогда справедливо равенство

sup
𝑓∈ℬ(𝑟)

2,𝛾

𝑧𝑟𝑓(𝑟) ̸=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝛼𝑛,𝑟𝐸𝑛(𝑓)2,𝛾
Λ𝑚(𝑧𝑟𝑓 (𝑟), 𝑡)

=
1

2𝑚/2𝜙1,𝑚(𝑛𝑡)
.

Äàëåå, ÷åðåç 𝑏𝑛(𝑚,𝐵2,𝛾), 𝑑𝑛(𝑚,𝐵2,𝛾), 𝑑𝑛(𝑚,𝐵2,𝛾), 𝜆𝑛(𝑚,𝐵2,𝛾) è
𝜋𝑛(𝑚,𝐵2,𝛾) îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî áåðíøòåéíîâñêèé, ãåëüôàíäîâñêèé,
êîëìîãîðîâñêèé, ëèíåéíûé è ïðîåêöèîííûé 𝑛-ïîïåðå÷íèêè íåêîòîðîãî
öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ïîäìíîæåñòâà 𝑚 èç 𝐵2,𝛾 (ñì. íàïð. [3]).

Ïóñòü Φ(𝑡)(0 6 𝑡 6 2𝜋) � íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ
÷òî Φ(0) = 0. Ñèìâîëîì 𝑊 𝑟(Λ𝑚,Φ), 𝑚, 𝑟 ∈ N îáîçíà÷èì ñëåäóþùèé êëàññ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

𝑊 𝑟(Λ𝑚,Φ) =
{︁
𝑓 ∈ ℬ(𝑟)

2,𝛾 : Λ𝑚(𝑧𝑟𝑓 (𝑟), 𝑡) 6 Φ(𝑡)
}︁
.

Теорема 2. Пусть 𝑚,𝑛, 𝑟 ∈ N, 0 < 𝑡 6 2𝜋 и функция Φ удовлетворяет
условию (𝐶𝑚2𝑚)

1/2
Φ(𝑡) > 2𝑚/2𝜙1,𝑚(𝑛𝑡)Φ(𝜋/𝑛). Тогда справедливы равенства

𝛾𝑛 (𝑊 𝑟(Λ𝑚,Φ), 𝐵2,𝛾) =
1√︀

𝐶𝑚2𝑚𝛼𝑛,𝑟
Φ(𝜋/𝑛), где 𝛾𝑛(·) — любой из вышепере-

численных 𝑛-поперечников.

Литература
1. Руновский К.В. О приближении семействами линейных полиномиальных

операторов в пространствах 𝐿𝑝, 0 < 𝑝 < 1 // Мат. сб., 185:8 (1994), 81–102.
2. Вакарук С.Б. Неравенства между наилучшими полиномиальными прибли-

жениями и некоторыми характеристиками гладкости в пространстве 𝐿2 и попе-
речники классов функций // Мат. заметки, 99:2 (2016), 215–238.

3. Тихомиров В.М. Некоторые вопросы теории приближений. — Москва, Изд-
во МГУ, 1976.

НЕХААРОВСКИЕ ВЕЙВЛЕТЫ НА НУЛЬМЕРНЫХ
ГРУППАХ

С.Ф. Лукомский
lukomskiiSF@info.sgu.ru

УДК 517.518

Известно, что если в поле -адических чисел ступенчатая масштабиру-
ющая функция порождает ортогональный КМА, то этот КМА обяза-
тельно будет хааровским, т.е. существует масштабирующая функция
𝜙 = 1𝐺0 , которая порождает тот же самый КМА. Мы показываем, что
можно построить нехааровский отогональный КМА в поле -адических
чисел, который порождается набором из нескольких ступенчатых мас-
штабирующих функций .

Ключевые слова: мультивейвлеты, р-адические числа, нульмерные
группы

Лукомский Сергей Федорович, д.ф.-м.н., профессор, СГУ имени Н.Г. Чернышевского
(Саратов, Россия); Sergey Lukomskii (Saratov State University, Saratov, Russia)
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Non-Haar wavelets on zero-dimensional groups

It is known, that in the field of 𝑝-adic numbers Q𝑝 there exists a unique
orthogonal MRA generated by an orthogonal scaling step functions and
this is Haar MRA. We show, that in Q𝑝 there exists non-Haar orthogonal
MRA generated by some set of step scaling functions.

Keywords: multiwavelets, 𝑝-adic numbers, zero-dimensional groups

Ïóñòü (𝐺, +̇) ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ íóëüìåðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñî âòîðîé
àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè, (𝐺𝑛)+∞

𝑛=−∞ îñíîâíàÿ öåïî÷êà ïîäãðóïï ñ óñëîâèÿìè

𝐺𝑛 ⊂ 𝐺𝑛+1, (𝐺𝑛/𝐺𝑛+1)♯ = 𝑝,
⋃︁
𝑛∈Z

𝐺𝑛 = 𝐺,
⋂︁
𝑛∈Z

𝐺𝑛 = {0},

Ñèìâîëîì 𝐸♯ çäåñü îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà 𝐸. Ïóñòü 𝑔𝑛 ∈ 𝐺𝑛−1 ∖ 𝐺𝑛 áàçèñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò.å. 𝑥 =∑︀
𝑛∈Z

𝑎𝑛𝑔𝑛, 𝑎𝑛 = 0, 𝑝− 1, 𝒜 îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ â 𝐺, îïðåäåëåííûé ðà-

âåíñòâîì 𝒜𝑥 =
∑︀
𝑛∈Z

𝑎𝑛𝑔𝑛−1. ×åðåç 𝐻0 = {𝑎−1𝑔−1+̇𝑎−2𝑔−2+̇ . . . 𝑎−𝑠𝑔−𝑠 ,̇ 𝑠 ∈ N}

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñäâèãîâ. Îòìåòèì, ÷òî åñëè îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ â 𝐺
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 𝑝𝑔𝑛 = 𝑔𝑛+1, òî 𝐺 åñòü àääèòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ 𝑝-
àäè÷åñêèõ ÷èñåë Q𝑝.

Ïóñòü äàëåå 𝑋 ãðóïïà õàðàêòåðîâ, 𝐺⊥
𝑛 � àííóëÿòîðû ïîäãðóïï 𝐺𝑛, (𝜒, 𝑥)

� çíà÷åíèå õàðàêòåðà 𝜒 íà ýëåìåíòå 𝑥, 𝑟𝑛 ∈ 𝐺⊥
𝑛+1∖𝐺⊥

𝑛 � ôóíêöèè Ðàäåìàõå-
ðà. Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ â 𝑋 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (𝜒𝒜, 𝑥) = (𝜒,𝒜𝑥).

Ñîâîêóïíîñòü çàìêíóòûõ â 𝐿2(𝐺) ïîäïðîñòðàíñòâ (𝑉𝑛)𝑛∈Z íàçûâàåòñÿ
ìóëüòè-êðàòíîìàñøòàáíûì àíàëèçîì (êîðîòêî ìóëüòè-ÊÌÀ) êðàòíîñòè 𝑑,
åñëè âûïîëíåíû àêñèîìû:
A1) 𝑉𝑛 ⊂ 𝑉𝑛+1,
A2) ∩𝑉𝑛 = {0},
A3) ∪𝑉𝑛 = 𝐿2(𝐺),
A4) 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉𝑛 ⇔ 𝑓(𝒜𝑥) ∈ 𝑉𝑛+1,
A5) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè 𝜙1, ..., 𝜙𝑑 ∈ 𝐿2(𝐺), ñäâèãè êîòîðûõ îáðàçóþò ÎÍÁ
ïîäïðîñòðàíñòâà 𝑉0.
Ôóíêöèè 𝜙1, ..., 𝜙𝑑 íàçûâàþò ìóëüòèìàñøòàáèðóþùèìè (multi-scaling). Ñî-
âîêóïíîñòü Ψ ôóíêöèé 𝜓𝑙, (𝑙 = 1, ..., 𝐿), ñäâèãè êîòîðûõ îáðàçóþò ÎÍÁ îð-
òîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ 𝑉0 äî 𝑉1 íàçûâàþò ìóëüòèâåéâëåòîì. Åñëè 𝑑 = 1
òî (𝑉𝑛) íàçûâàþò ÊÌÀ.

Â [1] äîêàçàíî, ÷òî åñëè ìàñêà 𝑚0 ïîñòîÿííà íà ñìåæíûõ êëàññàõ
ïî 𝐺⊥

−𝑠+1 è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþ ðàâíûå 1, 𝑚0(𝐺⊥
0 ) = 1,

𝑚0(𝐺⊥
1 ∖𝐺⊥

0 ) = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ 𝜙 ïîðîæ-
äàåò îðòîãîíàëíûé ÊÌÀ (𝑉𝑛), ãäå 𝑉𝑛 åñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, ïî-
ñòîÿííûõ íà ñìåæíûõ êëàññàõ ïî ïîäãðóïïå 𝐺𝑛.

Àëáåâåðèî, Åâäîêèìîâ è Ñêîïèíà [2] äîêàçàëè, ÷òî åñëè 𝐺 åñòü àääèòèâ-
íàÿ ãðóïïà ïîëÿ Q𝑝 âñåõ 𝑝-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, è ñòóïåí÷àòàÿ ìàñøòàáèðóþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ 𝜙 ïîðîæäàåò îðòîãîíàëüíûé ÊÌÀ, òî ýòîò ÊÌÀ ïîðîæäåí
ôóíêöèåé 𝜑 = 1𝐺0

è çíà÷èò ïîäïðîñòðàíñòâà 𝑉𝑛 òå æå, ÷òî è â [1]. Òàêîé
ÊÌÀ íàçûâàþò Õààðîâñêèì.
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Õðåííèêîâ è Øåëêîâè÷ [3] äîêàçàëè, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì 𝑚 > 1
ôóíêöèè

𝜙𝑗(𝑥) = 𝑟𝛼0
0 (𝑥)𝑟𝛼1

1 (𝑥) . . . 𝑟
𝛼𝑚−2

𝑚−2 (𝑥)1𝐺0(𝑥) (1.1)

åñòü 𝑝-àäè÷åñêèå ìóëüòèìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè, à ôóíêöèè

𝜓𝑙(𝑥) = 𝑟𝛼0
0 (𝑥)𝑟𝛼1

1 (𝑥) . . . 𝑟
𝛼𝑚−1

𝑚−1 (𝑥)1𝐺0
(𝑥), 𝛼𝑚−1 ̸= 0 (1.2)

åñòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìóëüòèâåéâëåòû â ïîëå 𝑝-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Êðàò-
íîìàñøòàáíûé àíàëèç (𝑉𝑛), ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèÿì (1.1) ñîâïàäàåò ñ
ÊÌÀ, ïîðîæäåííûì îäíîé ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé 𝜑 = 1𝐺0 , íî çàíó-
ìåðîâàííûì â äðóãîì ïîðÿäêå, ò.å. ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ Õààðîâñêèì.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè â ïîëå ð-àäè÷åñêèõ ÷èñåë íåõààðîâñêèé
ìóëüòè-ÊÌÀ? Ìû äàåì ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ è ñòðîèì òà-
êîé ÊÌÀ â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè, êîãäà 𝐺 åñòü íóëüìåðíàÿ ãðóïïà.

Áóäåì ñòðîèòü ìóëüòèìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè (𝜙𝑗) è ìóëüòè-
âåéâëåòû (𝜓𝑘) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî {0, 1, . . . , 𝑝− 1}
â âèäå îáúåäèíåíèÿ 𝐽 ∪ 𝐼, ãäå 𝐽 ̸= ∅, 𝐼 ̸= ∅, 𝐼 ∩ 𝐽 = ∅. Îïðåäåëèì ôóíêöèè

𝜙
(𝐽)
𝑗 (𝑥) =

√
𝑝1𝐺1+̇𝑗𝑔0

(𝑥), 𝑗 ∈ 𝐽,

𝜙
(𝐼)
𝑖 (𝑥) = 𝑝 · 1𝐺2+̇𝑘𝑔1+̇𝑖𝑔0

(𝑥), 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑘 = 0, 𝑝− 1

è îáðàçóåì ïîäïðîñòðàíñòâà

𝑉𝑛 = (𝑝
𝑛
2 𝜙

(𝐽)
𝑗 (𝒜𝑛𝑥−̇ℎ), 𝑝

𝑛
2 𝜙

(𝐼)
𝑖 (𝒜𝑛𝑥−̇ℎ))𝑖∈𝐼,𝑗∈𝐽,ℎ∈𝐻0

, 𝑛 ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì

𝑓 ∈ 𝑉𝑛 ⇔ 𝑓(𝑥) =
∑︁

𝑗∈𝐽,ℎ∈𝐻0

𝑎𝑗,ℎ𝑝
𝑛
2 𝜙

(𝐽)
𝑗 (𝒜𝑛𝑥−̇ℎ) +

∑︁
𝑖∈𝐼,ℎ∈𝐻0

𝑏𝑖,ℎ𝑝
𝑛
2 𝜙

(𝐼)
𝑖 (𝒜𝑛𝑥−̇ℎ).

Теорема 1. Пусть (𝐺, +̇) нульмерная группа. Подпространства (𝑉𝑛)𝑛∈Z
образуют нехааровский обобщенный КМА с 𝐽♯ + 𝑝𝐼♯ мультимасшта-
бирующими функциями 𝜙

(𝐽)
𝑗 (𝑥), 𝜙

(𝐼)
𝑖 (𝑥). При этом 𝑉𝑛+1 ⊂ 𝑉𝑛 ⊂ 𝑉𝑛+2,

𝑉𝑛+1 ̸= 𝑉𝑛 ̸= 𝑉𝑛+2.

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà 𝐺1 + 𝑗𝑔0 (𝑗 ∈ 𝐽), íà êîòîðîì 𝜙
(𝐽)
𝑗 =

√
𝑝, îïðåäå-

ëèì ôóíêöèè

𝜓
(𝐽)
𝑗,𝛼 (𝑥) =

√
𝑝1𝐺1+̇𝑗𝑔0

(𝑥) · 𝑟𝛼1 (𝑥−̇𝑗𝑔0), 𝑗 ∈ 𝐽, 𝛼 = 1, 𝑝− 1,

𝜓
(𝐽)
𝑖,𝑗,𝛼(𝑥) = 𝑝1𝐺2+̇𝑗𝑔0+̇𝑖𝑔1

(𝑥) · 𝑟𝛼2 (𝑥−̇𝑗𝑔0−̇𝑖𝑔1), 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝛼 = 1, 𝑝− 1.

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà 𝐺1 + 𝑗𝑔0 (𝑗 ∈ 𝐼) îïðåäåëèì ôóíêöèè

𝜓
(𝐼)
𝑖,𝑗,𝛼(𝑥) = 𝑝1𝐺2+̇𝑗𝑔0+̇𝑖𝑔1

(𝑥) · 𝑟𝛼2 (𝑥−̇𝑗𝑔0−̇𝑖𝑔1), 𝑗 ∈ 𝐼, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝛼 = 1, 𝑝− 1.

Теорема 2. Пусть (𝐺, +̇) нульмерная группа. Функции 𝜓(𝐽)
𝑗,𝛼 , 𝜓

(𝐽)
𝑖,𝑗,𝛼, 𝜓

(𝐼)
𝑖,𝑗,𝛼

образуют мультивейвлеты для обобщенного КМА (𝑉𝑛) с мультимасшта-
бирующими функциями 𝜙(𝐽)

𝑗 (𝑥), 𝜙
(𝐼)
𝑖 (𝑥).
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ИНТЕРПОЛЯЦИЯ СУММАМИ РЯДОВ ЭКСПОНЕНТ И
ГЛОБАЛЬНАЯ ГОЛОМОРФНАЯ ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ

ОПЕРАТОРОВ СВЕРТКИ

С.Г. Мерзляков, С.В. Попенов

mesege1956@gmail.com, spopenov@gmail.com

УДК 517.98

Изучается проблема кратной интерполяции на бесконечном множе-
стве узлов с помощью сумм абсолютно сходящихся рядов экспонент
с заданным множеством показателей. Для целых функций найдены
условия на узлы и показатели, при которых эта проблема разрешима.
Найден новый подход к проблеме интерполяции, позволяющий для
функций, голоморфных в области, получать критерии разрешимости
для некоторых классов множеств показателей и специального клас-
са множеств узлов. Получена разрешимость глобальной задачи Коши
для оператора свертки с данными на множестве узлов в области, в
терминах рядов экспонент, с показателями из разреженного подмно-
жества нулей характеристической функции этого оператора.

Ключевые слова: интерполяция, ряд экспонент, оператор свертки, за-
дача Коши
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Interpolation by sums of series of exponentials and global
Cauchy problem for convolution operators

The study is made of the problem of multiple interpolation on an infinite
nodes set by the sums of absolutely convergent series of exponentials whose
exponents are from a given set. For entire functions conditions on nodes
and exponents are obtained that give solubility of the problem. A new
approach is demonstrated that enable us, for the case of holomorphic
function in a domain, to obtain criteria of solubility of the problem for
some class of exponents set and for a special class of nodes set. Solubility
is obtained of the global Cauchy problem for convolution operator with
data on the nodes set in domain, in the form of the series of exponentials
whose exponents belong to a sparse subset of zero set of characteristic
function of the operator.

Keywords: interpolation, exponentials series, convolurion operator,
Cauchy problem

Ïóñòü𝑀 = {𝜇𝑘} ⊂ C ýòî ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî óçëîâ, äèñêðåòíîå â C;𝑚𝑘 ∈
N ýòî êðàòíîñòè óçëîâ 𝜇𝑘, à Λ ⊂ C ýòî íåêîòîðîå íåîãðàíè÷åííîå ìíîæå-
ñòâî ïîêàçàòåëåé. Îáîçíà÷èì Σ(Λ,C) = {𝑈 : 𝑈(𝑧) =

∑︀∞
𝑛=1 𝑐𝑛𝑒

𝜆𝑛𝑧, 𝜆𝑛 ∈ Λ},
ðÿäû àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ äëÿ 𝑧 ∈ C. Èçâåñòíî, ÷òî òàêèå ðÿäû ñõîäÿòñÿ
ðàâíîìåðíî íà âñåõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ â C, òàê ÷òî Σ(Λ,C) ýòî
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà 𝐻 = 𝐻(C) öåëûõ ôóíêöèé.

Íàøà öåëü îïèñàòü êëàññû ìíîæåñòâ 𝑀 è Λ, êîòîðûå äàþò ðàçðåøè-
ìîñòü ñëåäóþùåé ïðîáëåìû: äëÿ ëþáûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ äàííûõ 𝑏𝑗𝑘 ∈
C, 𝑘 ∈ 𝑁, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑘 − 1, ñóùåñòâóåò 𝑈 ∈ Σ(Λ,C), 𝑈 (𝑗)(𝜇𝑘) = 𝑏𝑗𝑘.

Ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ H. Ïóñòü 𝜓𝑀 ∈ 𝐻 ýòî ôóíêöèÿ ñ íóëåâûì ìíîæå-
ñòâîì Z = 𝑀 = {𝜇𝑘} ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé 𝑚𝑘. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (𝜓𝑀 ) =
{ℎ ∈ 𝐻 : ℎ = 𝑟𝜓𝑀 , 𝑟 ∈ 𝐻} èäåàë â 𝐻, ïîðîæäàåìûé 𝜓𝑀 . Äëÿ çàäàííîãî
ìíîæåñòâà óçëîâ 𝑀 ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìû èíòåðïîëÿöèè ðÿäàìè ýêñïî-
íåíò ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ 𝐻 = Σ(Λ,C) + (𝜓𝑀 ).

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì S = {𝑠 ∈ C : |𝑠| = 1}. Ïóñòü 𝑋 ⊂ C íåîãðàíè-
÷åííîå ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâî 𝑃 (𝑋) ⊂ S ïðåäåëüíûõ íàïðàâëåíèé 𝑋 ýòî
âñå òàêèå 𝑠 ∈ S, ÷òî 𝑠 = lim𝑘→∞ 𝑥𝑘/|𝑥𝑘|, ãäå {𝑥𝑘} ⊂ 𝑋, 𝑥𝑘 → ∞.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ðàçðåæåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝜆𝑛} ⊂ Λ, òà-
êóþ ÷òî |𝜆𝑛+1| > 2|𝜆𝑛| è 𝑃 ({𝜆𝑛}) = 𝑃 (Λ). Ïóñòü 𝐺1 ýòî öåëàÿ ôóíêöèÿ
ìèíèìàëüíîãî òèïà ïðè ïîðÿäêå ðîñòà 1 ñ íóëÿìè {𝜆𝑛}, îíà ïîðîæäàåò â
𝐻 îïåðàòîð ñâåðòêè 𝑀𝐺1 . Â ñèëó ðåçóëüòàòà À. Ô. Ëåîíòüåâà î ôóíäàìåí-
òàëüíîì ïðèíöèïå äëÿ 𝑀𝐺1 , 𝐾𝑒𝑟𝑀𝐺1 = Σ({𝜆𝑛},C). Èòàê, ñëåäóåò èçó÷àòü
ïðåäñòàâëåíèÿ 𝐻 = 𝐾𝑒𝑟𝑀𝐺1

+ (𝜓𝑀 ), òàê êàê Σ({𝜆𝑛},C) ⊂ Σ(Λ,C). Òà-
êèå ïðåäñòàâëåíèÿ äàþò ðàçðåøèìîñòü, â òåðìèíàõ ðÿäîâ ýêñïîíåíò, ãëî-
áàëüíîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ñâåðòêè 𝑀𝐺, ñïåêòð êîòîðîãî
ñîäåðæèò {𝜆𝑛}, ñ äàííûìè íà ìíîæåñòâå {𝜇𝑘} ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé.

Óñëîâèÿ. Äàëåå 𝑠𝜏 = 𝑒𝑖𝜏 è 𝑠𝜔 = 𝑒𝑖𝜔, 𝜔, 𝜏 ∈ [0, 2𝜋), ýòî ýëåìåíòû 𝑃 (𝑀)
è 𝑃 (Λ), ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà 𝑠𝜏 ∈ 𝑃 (𝑀) âûïîëíåíî îäíî
èç äâóõ óñëîâèé:

(A) Ñóùåñòâóþò òàêîé ýëåìåíò 𝑠𝜔 ∈ 𝑃 (Λ), ÷òî 𝑅𝑒(𝑠𝜔, 𝑠𝜏 ) > 0, è ÷èñëî
𝑇 (𝑠𝜔) ∈ R, ÷òî äëÿ âñåõ 𝑐 > 𝑇 (𝑠𝜔) êàæäàÿ ïðÿìàÿ 𝑙(𝑠𝜔, 𝑐) = {𝑅𝑒(𝑠𝜔𝑧) = 𝑐}
ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî óçëà 𝜇𝑘 ∈𝑀 .
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(B) Ñóùåñòâóþò òàêîé ýëåìåíò 𝑠𝜔 ∈ 𝑃 (Λ), ÷òî 𝑅𝑒(𝑠𝜔𝑠𝜏 ) = 0, è ÷èñ-
ëî 𝑇 (𝑠𝜔) ∈ R, ÷òî äëÿ âñåõ 𝑐 > 𝑇 (𝑠𝜔) êàæäàÿ ïðÿìàÿ 𝑙(𝑠𝜔, 𝑐) ñîäåð-
æèò íå áîëåå îäíîãî óçëà 𝜇𝑘 ∈ 𝑀 ; äëÿ êàæäîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{𝜇𝑘𝑙} ⊂ 𝑀 , òàêîé, ÷òî |𝜇𝑘𝑙 | → ∞ è 𝑠𝜏 = lim𝑘𝑙→∞ 𝜇𝑘𝑙/|𝜇𝑘𝑙 |, ñóùåñòâóåò
ïðåäåë lim𝑘𝑙→∞𝑅𝑒(𝑠𝜔𝜇𝑘𝑙) = +∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑃𝑀 (Λ) ⊂ 𝑃 (Λ) ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ïðåäåëüíûõ íà-
ïðàâëåíèé 𝑠𝜔 ∈ 𝑃 (Λ), êîòîðûå ñâÿçàíû ñ 𝑠𝜏 ∈ 𝑃 (𝑀) â óñëîâèÿõ (A) and
(B). Èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî 𝐷𝑀 = ∩𝑠𝜔∈𝑃𝑀 (Λ){𝜇𝑘 ∈ 𝑀 :
𝑅𝑒(𝑠𝜔𝜇𝑘) 6 𝑇 (𝑠𝜔)} êîíå÷íîå èëè ïóñòîå. Ðàññìîòðèì êâàçèïîëèíîìû 𝑞(𝑧),
ïîðîæäàåìûå ìîíîìàìè 𝑧𝑗𝑒𝑥𝑝(𝜇𝑘𝑧), ãäå 𝜇𝑘 ∈ 𝐷𝑀 , 𝑗 = 0, . . . ,𝑚𝑘 − 1. Ïóñòü
𝑑𝑀 ∈ Z+ ýòî ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà âñåõ 𝑞, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü
íà {Λ𝑛}. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ 𝑑𝑀 = 0; åñëè 𝐷𝑀 ̸= ∅ ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò,
÷òî {𝜆𝑛} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì åäèíñòâåííîñòè äëÿ òàêèõ 𝑞.

Теорема 1. Пусть условия (A) и (B) выполнены, тогда для любой по-
следовательности {𝜆𝑛} ∈ Λ, |𝜆𝑛+1| > 2|𝜆𝑛|, 𝑃 ({𝜆𝑛}) = 𝑃𝑀 (Λ),

1) подпространство 𝐾𝑒𝑟𝑀𝐺1
+ (𝜓𝑀 ), замкнутое; если 𝑑𝑀 > 0 оно име-

ет конечную коразмерность 𝑑𝑀 в 𝐻; существуют такие 𝜉1, . . . , 𝜉𝑑𝑀 ∈ C,
что 𝐻 = 𝐾𝑒𝑟𝑀𝐺1

+ (𝜓𝑀 ) + 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑥𝑝(𝜉𝑙𝑧)}𝑑𝑀𝑙=1;
2) если 𝑑𝑀 = 0, тогда 𝐻 = 𝐾𝑒𝑟𝑀𝐺1 + (𝜓𝑀 );
3) подпространство 𝐾𝑒𝑟𝑀𝐺1

∩ (𝜓𝑀 ) имеет бесконечную размерность.

Åñëè 𝐷𝑀 = ∅ óòâåðæäåíèå 2) äàåò ðàçðåøèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîé
ïðîáëåìû èíòåðïîëÿöèè è çàäà÷è Êîøè äëÿ îáùåãî îïåðàòîðà ñâåðòêè
𝑀𝐺, ñïåêòð êîòîðîãî ñîäåðæèò {𝜆𝑛}, âåäü â òàêîì ñëó÷àå 𝐾𝑒𝑟𝑀𝐺1

=
Σ({Λ𝑛},C) ⊂ 𝐾𝑒𝑟𝑀𝐺. Åñëè 𝐷𝑀 ̸= ∅, íåñëîæíî ïðèâåñòè ëåãêî ïðîâåðÿåìûå
ïðèçíàêè äëÿ 𝑑𝑀 = 0. Íàïðèìåð, 𝑑𝑀 = 0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íàïðàâ-
ëåíèå 𝑠𝜔, ÷òî êàæäàÿ ïðÿìàÿ 𝑙(𝑠𝜔, 𝑧) = {𝑅𝑒(𝑠𝜔𝑧) = 𝑐} ñîäåðæèò íå áîëåå
îäíîãî óçëà 𝜇𝑘 ∈𝑀 . Óòâåðæäåíèå 3) óêàçûâàåò íà îòñóòñòâèå åäèíñòâåííî-
ñòè. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ðàñïîëîæåíèè è
ëîêàëèçàöèè íóëåé êâàçèïîëèíîìîâ, ìîæíî ïðèâåñòè áîëåå îáùèå ïðèçíà-
êè, êàê äëÿ çàìêíóòîñòè ñóììû, òàê è äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 𝑑𝑀 = 0.

Ðàññìîòðèì îáùèé ïîäõîä ê ïðîáëåìå èíòåðïîëÿöèè. Äëÿ èëëþñòðàöèè,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ èìååò òîëüêî îäíî ïðåäåëüíîå íàïðàâëåíèå 𝑠𝜔.

Èçìåíèì êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîæåñòâ óçëîâ: äàëåå ñ÷åòíûå ìíî-
æåñòâà 𝑀 ⊂ C ìîãóò èìåòü êîíå÷íûå ïðåäåëüíûå òî÷êè, íî íå ñîäåðæàò
èõ. Êðîìå ýòîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðÿäû ýêñïîíåíò, ïðèâëåêàåìûå
äëÿ èíòåðïîëÿöèè, àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ âñåãî ëèøü â îêðåñòíîñòÿõ 𝜇𝑘 ∈𝑀 ,
òàê ÷òî èõ ñóììû ýòî ëîêàëüíî àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå 𝑀 .

Íî ëþáîé òàêîé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â îáëàñòè Π = Π𝜔,𝑀 = {𝑧 ∈ C :
𝑅𝑒(𝑠𝜔𝑧) < 𝑑(𝑠𝜔,𝑀) = sup𝜇𝑘∈𝑀 (𝑠𝜔𝜇𝑘)}, à åãî ñóììà ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â
íåé. Ýòî îáîáùåíèå íà ðÿäû ýêñïîíåíò ëåììû Àáåëÿ äëÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Åñëè 𝑑(𝑠𝜔,𝑀) = +∞, îáëàñòü Π åñòü âñÿ ïëîñêîñòü C è, êàê è ðà-
íåå, äëÿ èíòåðïîëÿöèè èñïîëüçóþòñÿ ñóììû ðÿäîâ èç Σ(Λ,C). Ýòî öåëûå
ôóíêöèè. Åñëè æå 𝑑(𝑠𝜔,𝑀) < ∞, îáëàñòü Π ýòî ïîëóïëîñêîñòü {𝑧 ∈ C :
𝑅𝑒(𝑠𝜔𝑧) < 𝑑(𝑠𝜔,𝑀)}, è èñïîëüçóþòñÿ, ñîãëàñíî íîâîìó ïîäõîäó, ñóììû ðÿ-
äîâ èç Σ(Λ,Π), àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ â Π; ýòî ôóíêöèè, ãîëîìîðôíûå
â Π. Äàëåå ñëåäóåò èçó÷àòü ïðåäñòàâëåíèÿ 𝐻(Π) = Σ(Λ,Π) + (𝜓𝑀 )Π, ãäå
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𝜓𝑀 ∈ 𝐻(Π),Z𝜓𝑀
= 𝑀 , èäåàë (𝜓𝑀 )Π ⊂ 𝐻(Π). Òàêèì îáðàçîì èçó÷àåòñÿ ïðî-

áëåìà èíòåðïîëÿöèè ñóììàìè ðÿäîâ ýêñïîíåíò ñ ïîêàçàòåëÿìè, èìåþùèìè
îäíî íàïðàâëåíèå ñãóùåíèÿ, â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè, âåäü îíà ñâîäèòñÿ ê
èíòåðïîëÿöèè ëèáî âî âñåé ïëîñêîñòè, ëèáî â ïîëóïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûé êëàññ ìíîæåñòâ 𝑀 óçëîâ, âûäåëÿåìûé óñëî-
âèåì: ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ 𝑙(𝑠𝜔, 𝑐) = {𝑅𝑒(𝑠𝜔𝑧) = 𝑐}, 𝑐 ∈ R, ñîäåðæèò íå
áîëåå îäíîãî óçëà 𝜇𝑘 ∈𝑀 . Óäàëîñü ïîëó÷èòü êðèòåðèè ðàçðåøèìîñòè ïðî-
áëåìû èíòåðïîëÿöèè ñóììàìè ðÿäîâ ýêñïîíåíò äëÿ ýòîãî êëàññà ìíîæåñòâ
𝑀 â îáëàñòè.

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé äîêàçàíà â áîëüøîé îáùíîñòè: äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ ìíîæåñòâ óçëîâ è äëÿ ïðîáëåìû èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèÿìè 𝑈 , ïðåäñòà-
âèìûìè êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ìåð Ðàäîíà 𝑑𝜎 íà Λ, 𝑈(𝑧) =

∫︀
Λ
𝑒𝜆𝑧 𝑑𝜎𝜆.

Íàøè ìåòîäû ïîçâîëÿþò èçó÷àòü è áîëåå îáùèå ìíîæåñòâà 𝑀 è Λ.
Ðåçóëüòàòû ñîäåðæàò íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû Â.Â.Íàïàëêîâà è

ó÷åíèêîâ îá îáùåé èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèÿìè (êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå êàêèõ-ëèáî ðÿäîâ ýêñïîíåíò) èç ÿäðà ñâåðòî÷íîãî
îïåðàòîðà (ýòî ãëîáàëüíàÿ çàäà÷à Êîøè), à òàêæå ÷àñòü ïðåäøåñòâóþùèõ
ðåçóëüòàòîâ àâòîðîâ îá èíòåðïîëÿöèè ñóììàìè ðÿäîâ ýêñïîíåíò. Ïîäðîáíàÿ
áèáëèîãðàôèÿ ïðèâåäåíà â ïóáëèêàöèÿõ àâòîðîâ èç ñïèñêà ëèòåðàòóðû.
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ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЧАСТИЦ ПО
ВРЕМЕНИ ПРЕБЫВАНИЯ В ЗАДАЧЕ МОДЕЛИРОВАНИЯ

ПРОЦЕССА СОПОЛИМЕРИЗАЦИИ В КАСКАДЕ
РЕАКТОРОВ

С.И. Мустафина, В.А. Михайлов, Т.А. Михайлова
T.A.Mihailova@yandex.ru

УДК 519.245, 678.7

В статье приводится вывод распределения частиц продукта полиме-
ризации по реакторам каскада. Применение распределения по вре-
мени пребывания в задаче моделирования процесса сополимеризации
методом Монте-Карло позволяет имитировать ведение процесса по-
лимеризации в каскаде реакторов и прогнозировать характеристики
образующегося продукта.

Ключевые слова: распределение по времени пребывания, сополимери-
зация, каскад реакторов, моделирование, метод Монте-Карло

On the use of the residence time distribution of particles in the
problem of modeling the copolymerization process in a cascade

of reactors

The article presents the conclusion of the distribution of particles of the
product of polymerization in the cascade reactors. The use of time dis-
tribution in the task of modeling the process of copolymerization by the
Monte Carlo method allows to simulate the conduct of the polymerization
process in the cascade of reactors and to predict the characteristics of the
resulting product.

Keywords: residence-time distribution, polymerization, cascade of reac-
tors, modeling, Monte Carlo method

Îáøèðíóþ ãðóïïó íåôòåõèìè÷åñêîé ïðîäóêöèè ñîñòàâëÿþò ñèíòåòè÷å-
ñêèå êàó÷óêè, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèìåðû, ñïîñîáíûå ïåðåðà-
áàòûâàòüñÿ â ðåçèíó â ïðîöåññå âóëêàíèçàöèè. Áóòàäèåí-ñòèðîëüíûå ñèí-
òåòè÷åñêèå êàó÷óêè ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç ñàìûõ ðàñïðî-ñòðàíåííûõ êðóï-
íîòîííàæíûõ ñèíòåòè÷åñêèõ êàó÷óêîâ îáùåãî íàçíà÷åíèÿ. Â îñíîâå ïðî-
ìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà ëåæèò ïðîöåññ íèçêîòåìïåðàòóðíîé ñâîáîäíî-
ðàäèêàëüíîé ñîïîëèìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî ñòèðîëîì â ýìóëüñèè. Â ïðî-
ìûøëåííûõ óñëîâèÿõ äàííûé ïðîöåññ âåäåòñÿ â êàñêàäå ðåàêòîðîâ èäåàëü-
íîãî ñìåøåíèÿ íåïðåðûâíîãî äåéñòâèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëèò ïðîãíîçè-
ðîâàòü ñâîéñòâà è ìîäèôèöèðîâàòü êà÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè ïîëó÷àåìîãî
ïðîäóêòà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü.
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Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà ñîïîëèìåðèçàöèè âñå ìî-
ëåêóëû íà ïðîòÿæåíèè âðåìåíè ìîäåëèðîâàíèÿ íàõîäÿòñÿ â îäíîì ðåàêòî-
ðå, è, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ ðåàêöèÿ êèíåòè÷åñêîé ñõåìû ìîæåì áûòü îõà-
ðàêòåðèçîâàíà âðåìåíåì ìîäåëèðîâàíèÿ, êîòîðîå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñîãëàñíî
ôîðìóëå:

∆𝑡 =
ln(1/𝑟𝑝)

𝑅𝑠𝑢𝑚
, (1)

ãäå 𝑅𝑠𝑢𝑚 - ñóììà ñêîðîñòåé âîçìîæíûõ ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèé êèíåòè÷å-
ñêîé ñõåìû ïðîöåññà, 𝑟𝑝 - ñëó÷àéíîå ÷èñëî, ñãåíåðèðîâàííîå íà îòðåçêå [0;1].
Íî ïðè ïåðåõîäå ê íåïðåðûâíîìó ïðîöåññó ïîëèìåðèçàöèè, ïðîâîäÿùåìó-
ñÿ â êàñêàäå ðåàêòîðîâ èäåàëüíîãî ñìåøåíèÿ ñî ñðåäíèì âðåìåíåì ïðåáû-
âàíèÿ, ðàâíûì 𝜃 (÷), ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî íå âñå ìîëåêóëû, âõîäÿùèå â
ðåàêòîð, ïðîâåäóò â íåì îäèíàêîâîå âðåìÿ 𝜃. Âñëåäñòâèå èíòåíñèâíîãî ïå-
ðåìåøèâàíèÿ íåêîòîðûå èç íèõ ïðîéäóò ðåàêòîð ïî÷òè ìãíîâåííî. Â ýòîì
ñëó÷àå ñòîèò ãîâîðèòü î íåêîòîðîì ñðåäíåì âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ êàê î ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíå, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â ðåàêòî-
ðå êàñêàäà ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
𝑡 = 0 â ðåàêòîð âïðûñêèâàåòñÿ êîðîòêèé èìïóëüñ íåéòðàëüíîãî òðàññèðóþ-
ùåãî âåùåñòâà è èçìåðÿåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ ýòîãî âåùåñòâà â âûõîäÿùåì èç
ðåàêòîðà ïîòîêå. Ïðè ýòîì ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëè÷åñòâà òðàññèðóþùåãî
âåùåñòâà äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû íå íàðóøèòü ñóùåñòâóþùóþ ñòðóê-
òóðó ïîòîêà. Îáîçíà÷èì êîíöåíòðàöèþ òðàññèðóþùåãî âåùåñòâà â ìîìåíò
âðåìåíè 𝜏 âî âõîäÿùåì â ðåàêòîð ïîòîêå ÷åðåç 𝑐𝑓 , à â âûõîäÿùåì èç ðå-
àêòîðà ïîòîêå ÷åðåç 𝑐(𝜏). Îáùåå ÷èñëî ìîëåêóë, âûøåäøèõ èç ðåàêòîðà,

ïðîïîðöèîíàëüíî
∞∫︀
0

𝑐(𝑡) 𝑑𝑡. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà

𝑝(𝜏)𝑑𝜏 =
𝑐(𝜏)𝑑𝜏
∞∫︀
0

𝑐(𝑡) 𝑑𝑡

ðàâíà äîëå ìîëåêóë, âûõîäÿùèõ èç ðåàêòîðà çà èíòåðâàë âðåìåíè îò 𝜏 äî
𝜏 + 𝑑𝜏 , à âåëè÷èíà

𝑃 (𝜏) =

𝜏∫︁
0

𝑝(𝑡) 𝑑𝑡, (2)

õàðàêòåðèçóåò äîëþ ìîëåêóë, âûõîäÿùèõ èç ðåàêòîðà çà èíòåðâàë âðåìåíè
îò 0 äî 𝜏 .

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà äëÿ ðåàêòîðà ñ
ïîñòîÿííûì îáúåìîìâûâåäåì ðàñïðåäåëåíèå ïî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ â ðå-
àêòîðå èäåàëüíîãî ñìåøåíèÿ íåïðåðûâíîãî äåéñòâèÿ:

𝑝(𝜏) =
1

𝜃
𝑒−𝜏/𝜃. (3)
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èìååòñÿ 𝑛 ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ðå-
àêòîðîâ èäåàëüíîãî ñìåøåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïåðâûé èç íèõ ïîäà-
åòñÿ êîðîòêèé èìïóëüñ òðàññèðóþùåãî âåùåñòâà, êîòîðûé â äàëüíåéøåì
ïåðåõîäèò èç ðåàêòîðà â ðåàêòîð. Äàííîìó ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò öåïî÷êà
óðàâíåíèé:

𝜃
𝑑𝑝𝑛
𝑑𝑡

+ 𝑝𝑛 = 𝑝𝑛−1, (4)

ãäå 𝑝𝑛(0) = 0, 𝑝0 = 𝑐𝑓 . Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ïîëó÷à-
åì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) â îáùåì âèäå:

𝑝𝑛(𝜏) =
𝜏𝑛−1

(𝑛− 1)!𝜃𝑛
𝑒−𝜏/𝜃. (5)

Ïðè ýòîì, ïåðåõîäÿ îò îäèíî÷íîãî ðåàêòîðà ê ðåàêòîðó êàñêàäà, áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî êàæäûé èç 𝑛 ðåàêòîðîâ êàñêàäà èìååò ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ
𝜃/𝑛. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå ïî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ äëÿ êàñêàäà èç
𝑛 ðåàêòîðîâ èäåàëüíîãî ñìåøåíèÿ íåïðåðûâíîãî äåéñòâèÿ ïðèíèìàåò âèä:

𝑝𝑛(𝜏) =
(︁𝑛
𝜃

)︁𝑛 𝜏𝑛−1

(𝑛− 1)!
𝑒−𝜏/𝜃. (6)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà ïîëèìåðè-
çàöèè, ïðîâîäÿùåãîñÿ â êàñêàäå ðåàêòîðîâ èäåàëüíîãî ñìåøåíèÿ, íåîáõî-
äèìî êàæäóþ ÷àñòèöó ñèñòåìû (ìîëåêóëó, ìàêðîìîëåêóëó) äîïîëíèòåëüíî
õàðàêòåðèçîâàòü âðåìåíåì ïðåáûâàíèÿ â ðåàêòîðå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ (6). Äëÿ ýòîãî äëÿ îòðåçêà âðåìåíè îò 0 äî
𝑡𝑚𝑎𝑥 ïîäîáðàòü øàã ðàçáèåíèÿ 𝑑𝑡, ÷òîáû ñóììà âåðîÿòíîñòåé äëÿ êàæäîãî
âàðèàíòà âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ áûëà ðàâíà åäèíèöå.

(𝑝+ 𝑞) + 𝑟 = 𝑝+ (𝑞 + 𝑟). (7)

Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî ñãåíåðèðî-âàòü ñëó÷àéíîå ÷èñëî𝑟𝑝 èç îòðåçêà
[0, 1] è ïîäîáðàòü òàêîå çíà÷åíèå ïîðÿäêîâîãî íîìåðà 𝑓 , ÷òîáû èìåëî ìåñòî
íåðàâåíñòâî

𝑓−1∑︁
𝑖=1

𝑝((𝑓 − 1)𝑑𝑡) < 𝑟𝑝 <

𝑓∑︁
𝑖=1

𝑝(𝑓𝑑𝑡) (8)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ðåçóëüòàòå ðîçûãðûøà âûáðàííîé ÷àñòèöå ñîîòâåò-
ñòâóåò âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ 𝑓𝑑𝑡.
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КОЭФФИЦИЕНТАМИ НА ОТРЕЗКЕ [0, 𝜋]
К.А. Оганесян

oganchris@gmail.com

УДК 517.52

Рассматриваются ненулевые синус-ряды со стремящимися к нулю мо-
нотонными коэффициентами. Показано, что на отрезке [0, 𝜋] сумма
такого ряда 𝑓(𝑥) положительна на множестве меры 𝜋/2+0.24. Также
показано, что для произвольного натурального числа 𝑛 выполняется
неравенство 𝑛𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑛𝑥) во всех точках интервала (0, 2𝜋/𝑛), кроме
конечного множества, на котором 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑛𝑥) = 0.

Ключевые слова: синус-ряд, монотонные коэффициенты, мера множе-
ства

The measure of the set of positivity of the sum of a
nondegenerate sine series with monotone coefficients on the

closed interval [0, 𝜋]

Nonzero sine series with monotone coefficients tending to zero are consid-
ered. It is shown that on the closed interval [0, 𝜋] the sum of such a series
𝑓(𝑥) is positive on a set of measure 𝜋/2 + 0.24. It is shown as well that
for an arbitrary natural number 𝑛 the inequality 𝑛𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑛𝑥) holds on
the interval (0, 2𝜋/𝑛), except for a finite set, on which 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑛𝑥) = 0.

Keywords: sine series, monotone coefficients, measure of a set

Ïóñòü

𝑓(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 sin𝑛𝑥, 𝑎1 > 0, 𝑎𝑛 ↘ 0, (1).

Èçó÷åíèþ âîïðîñà î òîì, "íàñêîëüêî âåëèêî"ìîæåò áûòü ìíîæåñòâî íó-
ëåé òàêîãî ðÿäà íà îòðåçêå [0, 𝜋] ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò ïî òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèì ðÿäàì ñ ìîíîòîííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â ñâîåé ðàáîòå [1] Ì.È. Äüÿ-
÷åíêî ïîêàçàë, ÷òî ðÿä âèäà (1) ìîæåò ñõîäèòüñÿ ê íóëþ íà ìíîæåñòâå
ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Òàêæå â ýòîé ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âåðíà ñëå-
äóþùàÿ îöåíêà äëÿ ìåðû íóëåé 𝑓(𝑥) íà [0, 𝜋]

𝜇{𝑥 ∈ [0, 𝜋] : 𝑓(𝑥) = 0} < 𝜋 − 1, 4.

Çàòåì À. Ñ. Áåëîâ [2] è Ì. È. Äüÿ÷åíêî [3] íåçàâèñèìî ïîêàçàëè, ÷òî
èìååò ìåñòî îöåíêà

𝜇{𝑥 ∈ [0, 𝜋] : 𝑓(𝑥) = 0} 6 𝜋/2,

à â ðàáîòå [2] À. Ñ. Áåëîâûì òàêæå áûë ïðèâåä¼í ïðèìåð ôóíêöèè 𝑓(𝑥)
âèäà (1), ðàâíîé íóëþ íà îòðåçêå [2𝜋/3, 𝜋].

Оганесян Кристина Артаковна, студентка, МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва,
Россия); Kristina Oganesyan (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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Â ðàáîòå [4] àâòîðîì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèå 𝜇{𝑥 ∈ [0, 𝜋] : 𝑓(𝑥) =
0} = 𝜋/3 ìàêñèìàëüíî, è, áîëåå òîãî, åñëè 𝜇{𝑥 ∈ [0, 𝜋] : 𝑓(𝑥) = 0} = 𝜋/3, òî
ïî÷òè âñ¼ ìíîæåñòâî íóëåé ëåæèò íà îòðåçêå [2𝜋/3, 𝜋]. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ýòîãî ôàêòà âàæíóþ ðîëü èãðàëî ñëåäóþùåå

Утверждение A. Для любого 𝑥 ∈ (0, 𝜋) выполняется

2𝑓(𝑥) − 𝑓(2𝑥) > 0,

причём равенство имеет место не более чем в конечном множестве то-
чек.

Â äàííîé ðàáîòå äîêàçàíî îáîáùåíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, à èìåííî

Теорема 1. Для любого натурального 𝑛 на интервале (0, 2𝜋/𝑛) выпол-
няется неравенство

𝑛𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑛𝑥),

всюду, кроме конечного числа точек, в которых 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑛𝑥) = 0.

Äàëåå âîçíèêàåò âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî 𝜇{𝑥 ∈ [0, 𝜋] : 𝑓(𝑥) > 0} > 2𝜋/3?
À.Ñ. Áåëîâûì â ðàáîòå [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî 𝜇{𝑥 ∈ [0, 𝜋] : 𝑓(𝑥) > 0} > 𝜋/2.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî 𝜇{𝑥 ∈ [0, 𝜋] : 𝑓(𝑥) > 0} > 𝜋/2 + 0.24, òî
åñòü èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Теорема 2. Верно неравенство

𝜇{𝑥 ∈ [0, 𝜋] : 𝑓(𝑥) > 0} > 𝜋/2 + 0.24.

Òàêæå ïðèâåäåíû íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, ïîçâîëÿþùèõ äîêàçàòü íåðà-
âåíñòâî 𝜇{𝑥 ∈ [0, 𝜋] : 𝑓(𝑥) > 0} > 2𝜋/3 â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ íåêîòîðûõ
óñëîâèé.

Теорема 3. Имеет место неравенство

𝜇{𝑥 ∈ [0, 𝜋/2] : 𝑓(𝑥) > 0} + 3𝜇{𝑥 ∈ [𝜋/2, 𝜋] : 𝑓(𝑥) > 0} > 𝜋.

Следствие 1. Верно неравенство

𝜇{𝑥 ∈ [𝜋/2, 𝜋] : 𝑓(𝑥) > 0} >
𝜋

6
.

Теорема 4. Если 𝜇{𝑥 ∈ [0, 𝜋/2] : 𝑓(𝑥) > 0} = 𝜋/2, то 𝜇{𝑥 ∈ [0, 𝜋] :
𝑓(𝑥) > 0} > 2𝜋/3.

Следствие 2. Если (𝑎1− 𝑎2)/𝑎1 > 3− 2
√

2, то 𝜇{𝑥 ∈ [0, 𝜋] : 𝑓(𝑥) > 0} >
2𝜋/3.

Следствие 3. Если (𝑎2− 𝑎3)/𝑎1 > 3− 2
√

2, то 𝜇{𝑥 ∈ [0, 𝜋] : 𝑓(𝑥) > 0} >
2𝜋/3.
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О МУЛЬТИПЛИКАТОРАХ РЯДОВ ФУРЬЕ ПО
МНОГОЧЛЕНАМ, ОРТОГОНАЛЬНЫМ В

КОНТИНУАЛЬНО-ДИСКРЕТНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ
СОБОЛЕВА

Б.П. Осиленкер
b_osilenker@mail.ru

УДК 517.538.3

Получены результаты о мультипликаторах сходимости рядов Фу-
рье по многочленам, ортонормированным в континуально-дискретных
пространствах Соболева.

Ключевые слова: континуально-дискретные пространства Соболева,
ортонормированные многочлены, ряды Фурье, мультипликаторы схо-
димости

On multipliers of the Fourier series with respect to
polynomials orthogonal in continuously-discrete Sobolev spaces

Some results about multipliers of convergence of the Fourier series in
polynomials orthonormal in continuously-discrete Sobolev spaces were ob-
tained.

Keywords: continuously-discrete Sobolev spaces, orthonormal polynomi-
als, Fourier series, multipliers of convergence

Осиленкер Борис Петрович, д.ф.-м.н., профессор (Московский государственный
строительный университет, Москва, Россия); Osilenker Boris (Moscow State University of
Civil Engineering, Moscow, Russia)
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Ðàññìîòðèì íåñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

< 𝑓, 𝑔 >=

∫︁ 1

−1

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝜃(𝑥) +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑁𝑘∑︁
𝑖=0

𝑀𝑘,𝑖𝑓
(𝑖)(𝑎𝑘)𝑔(𝑖)(𝑎𝑘) (1)

ãäå 𝜃(𝑥) ïîëîæèòåëüíàÿ íåóáûâàþùàÿ íà [−1, 1] ôóíêöèÿ ñ áåñêîíå÷íûì
÷èñëîì òî÷åê ðîñòà è òî÷êè 𝑎𝑘,−1 6 𝑎𝑘 6 1; 𝑀𝑘,𝑖 > 0, 𝑖 = 0, 1, . . . 𝑁𝑘;
𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚. Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (1)
íàçûâàåòñÿ континуально-дискретным пространством Соболева.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑞𝑛(𝑥) (𝑛 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑥 ∈ [−1, 1]) ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ
𝑛-îé ñòåïåíè ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, îðòîíîðìèðîâàí-
íûõ ïî îòíîøåíèþ ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ (1)

< 𝑞𝑛, 𝑞𝑚 >=

∫︁ 1

−1

𝑞𝑛(𝑥)𝑞𝑚(𝑥)𝑑𝜃(𝑥) +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑁𝑘∑︁
𝑖=0

𝑀𝑘,𝑖𝑞
(𝑖)
𝑛 (𝑎𝑘)𝑞(𝑖)𝑚 (𝑎𝑘) = 𝛿𝑛,𝑚

(𝑛,𝑚 = 0, 1, . . . ).

Ìíîãî÷ëåíû 𝑞𝑛(𝑥) ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé â ñâÿçè ñ
çàäà÷àìè òåîðèè ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êâàíòîâîé ìåõàíèêè è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìà-
òèêè è èõ ïðèëîæåíèÿì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ìíîæåñòâî ôóíêöèé, îïðåäå-
ëåííûõ íà [−1, 1]:

R =

{︂
𝑓,

∫︁ 1

−1

|𝑓(𝑥)|𝑑𝜃(𝑥) <∞;

𝑓 (𝑖)(𝑎𝑘)(𝑖 = 0, 1, . . . 𝑁𝑘; 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚) − ñóùåñòâóþò
}︁
.

Êàæäîé ôóíêöèè 𝑓 ∈ R ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðÿä Ôóðüå � Ñîáîëåâà

𝑓 (𝑥) ∼
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘 (𝑓) 𝑞𝑘 (𝑥) ,

ãäå

𝑐𝑘(𝑓) =

∫︁ 1

−1

𝑓(𝑡)𝑞𝑘(𝑡)𝑑𝜃(𝑡) +

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑁𝑠∑︁
𝑖=0

𝑀𝑠,𝑖𝑓
(𝑖)(𝑎𝑠)𝑞

(𝑖)
𝑘 (𝑎𝑠)(𝑘 = 0, 1, 2, . . .),

è ðàññìîòðèì âîïðîñ î ìóëüòèïëèêàòîðàõ ïîòî÷å÷íîé è ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå �Ñîáîëåâà.

Ââåäåì ÷èñëà 𝑁*
𝑘 (𝑘 = 0, 1, . . . )

𝑁*
𝑘 =

{︃
𝑁𝑘 + 1, åñëè 𝑘 íå÷åòíîå,

𝑁𝑘 + 2, åñëè 𝑘 ÷åòíîå.

è

𝜔𝑁 (𝑥) =

𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑥− 𝑎𝑘)𝑁
*
𝑘 , 𝑁 =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑁*
𝑘 ;𝜋𝑁+1(𝑥) =

∫︁ 𝑥

−1

𝜔𝑁 (𝑡)𝑑𝑡.
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Ìíîãî÷ëåíû 𝑞𝑛(𝑥) óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

𝜋𝑁+1(𝑥)𝑞𝑛(𝑥) =

𝑁+1∑︁
𝑗=0

𝑑𝑛+𝑗,𝑗𝑞𝑛+𝑗(𝑥) +

𝑁+1∑︁
𝑗=1

𝑑𝑛,𝑗𝑞𝑛−𝑗(𝑥) (𝑛 = 0, 1, . . .),

ãäå
𝑞−𝑗(𝑥) = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . ; 𝑑𝑛,𝑠 = 0, 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑠− 1.

Îáîçíà÷èì 𝐸𝑚 = (−1, 1)∖∪𝑚𝑘=1{𝑎𝑘}.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

Φ = {𝜑𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ;𝜑0 = 1}, {𝜑𝑘}∞𝑘=0 ∈ 𝑙∞.

Êàæäîé ôóíêöèè 𝑓 ∈ R ïî åå ðÿäó Ôóðüå �Ñîáîëåâà ïîñòàâèì â ñîîòâåò-
ñòâèå ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝑇 , çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíèåì

𝑇 (𝑓 ;𝑥; Φ) ∼
∞∑︁
𝑘=0

𝜑𝑘𝑐𝑘(𝑓)𝑞𝑘(𝑥). (2)

𝑇 íàçûâàåòñÿ мультипликаторным оператором, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φ �
мультипликатором ряда Фурье –Соболева, ðÿä (2) � мультипликатор-
ным рядом. Ïîëîæèì

∆𝜑𝑘 = 𝜑𝑘 − 𝜑𝑘+1,∆
2𝜑𝑘 = 𝜑𝑘 − 2𝜑𝑘+1 + 𝜑𝑘+2 (𝑘 = 0, 1, . . .).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φ íàçûâàåòñÿ квазивыпуклой, åñëè

∞∑︁
𝑘=0

(𝑘 + 1)|∆2𝜑𝑘| <∞.

Теорема 1. Пусть ортонормированная система многочленов {𝑞𝑛(𝑥)}
удовлетворяет условию

|𝑞𝑛(𝑡)| 6 ℎ(𝑡) (𝑡 ∈ 𝐸𝑚;𝑛 = 0, 1, . . .), (3)

где ℎ(𝑡) – непрерывная функция, и для рекуррентных коэффициентов вы-
полняется оценка

𝑁+1∑︁
𝑗=1

𝑁+1∑︁
𝑖=0

∞∑︁
𝑠=0

(|𝑑𝑠+𝑗,𝑗 − 𝑑𝑠+𝑗+𝑙,𝑗 | + |𝑑𝑠+𝑙,𝑙 − 𝑑𝑠+𝑗+𝑙,𝑙|) <∞. (4)

Если для квазивыпуклой последовательности Φ имеет место соотноше-
ние

𝜑𝑘 = 𝑂
(︀ 1

ln 𝑘

)︀
(𝑘 → ∞),

то справедливы следующие утверждения:
(i) пусть для функции 𝑓 ∈ R выполняется∫︁ 1

−1

|𝑓(𝑡)|ℎ(𝑡)𝑑𝜃(𝑡) <∞,
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тогда в каждой точке Лебега 𝑥 ∈ 𝐸𝑚 (и, следовательно, почти всюду)
сходится мультипликаторный ряд (2);
(ii) пусть функция 𝑓 ∈ R непрерывна на [−1, 1] и мера 𝑑𝜃(𝑥) абсолютно
непрерывна и ограничена на 𝐸𝑚, тогда равномерно на всех компактных
подмножествах из 𝐸𝑚 сходится мультипликаторный ряд (2).

Теорема 2. Если 𝑓 ∈ 𝐿2
𝑑𝜃([−1, 1]), то ряд

∞∑︁
𝑘=0

𝜑𝑘𝑐𝑘(𝑓)𝑞
(𝑖)
𝑘 (𝑥𝑠)(𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . ,𝑚)

сходится, если последовательность Φ квазивыпукла и сходится (к конеч-
ному пределу).

Замечание. Ñèììåòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû Ãåãåíáàóýðà �Ñîáîëåâà
𝐵

(𝛼)
𝑛 (𝑥) (𝑛 = 0, 1, . . .; 𝑥 ∈ [−1, 1]), îðòîíîðìèðîâàííûå â ñêàëÿðíîì

ïðîèçâåäåíèè

< 𝑓, 𝑔 >𝛼=

∫︁ 1

−1

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑤𝛼(𝑥)𝑑𝑥+

+𝑀 [𝑓(1)𝑔(1) + 𝑓(−1)𝑔(−1)] +𝑁 [𝑓 ′(1)𝑔′(1) + 𝑓 ′(−1)𝑔′(−1)],

ãäå 𝑀 > 0, 𝑁 > 0 è

𝑤𝛼(𝑥) =
Γ(2𝛼+ 2)

22𝛼+1Γ2(𝛼+ 1)
(1 − 𝑥2)𝛼 (𝛼 > −1/2),

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (3) è (4).

ЧИСЛЕННЫЕ СХЕМЫ БЕЗ НАСЫЩЕНИЯ ДЛЯ
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The numerical scheme without saturation for polyharmonic
equations

An algorithm for deriving quadrature formulas without saturation to com-
pute linear operators acting on periodic functions is presented. The algo-
rithm is applied to the construction of schemes without saturation for
solving various boundary value problems of harmonic and biharmonic
equations on the plane, as well as the General polyharmonic equation.

Keywords: numerical schemes without saturation, polyharmonic equation

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå îïåðàòîðû

Φ(𝑧) =

∫︁ 1

0

𝐻(𝑧′ − 𝑧)𝐹 (𝑧′)𝑑𝑧′, (1)

ÿäðî êîòîðîãî èìååò åäèíè÷íûé ïåðèîä è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå

𝐻(𝑧) =
ℎ0
2

+

∞∑︁
𝑛=1

(ℎ𝑛 cos𝑛𝑥+ 𝑟𝑛 sin𝑛𝑥), 𝑥 = 2𝜋𝑧. (2)

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû äåéñòâóþò íà ôóíêöèè 𝐹 (𝑧) åäèíè÷íîãî ïåðèîäà, è â
ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ Φ(𝑧) åäèíè÷íîãî ïåðèîäà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñòðîèòñÿ ñåòêà 𝑧𝑖 = 𝑖/𝑁, 𝑖 =
1, 2, . . . , 𝑁 è çíà÷åíèÿ Φ(𝑧𝑖) â óçëàõ ñåòêè îïðåäåëÿþòñÿ ïî êâàäðàòóðíîé
ôîðìóëå âèäà Φ(𝑧𝑖) =

∑︀𝑁
𝑗=1 𝐿𝑖𝑗Φ(𝑧𝑗). Ê.È. Áàáåíêî [1] ââåë ïîíÿòèå òðèãî-

íîìåòðè÷åñêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû 𝑚, êîòîðîå äëÿ
ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê.

Определение 1. Если квадратурная формула для тригонометриче-
ских полиномов степени 𝑛 6 𝑚

𝐹𝑚(𝑧) =
𝑎0
2

+

𝑚∑︁
𝑛=1

(𝑎𝑛 cos𝑛𝑥+ 𝑏𝑛 sin𝑛𝑥), 𝑥 = 2𝜋𝑧

дает точные значения в узлах сетки 𝑧𝑖, 𝑖 = 1, . . . 𝑁 и неточные для поли-
номов степени 𝑛 > 𝑚, то целое число 𝑚 называется тригонометрическим
порядком точности квадратурной формулы.

Определение 2. Если алгебраический порядок точности квадратурной
формулы не зависит от числа узлов сетки 𝑁 и не растет с увеличени-
ем числа узлов сетки 𝑁 , то она называется квадратурной формулой с
насыщением.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà
Теорема. Для ядра 𝐻, который определяется рядом Фурье (2), квад-

ратурная формула линейного оператора (1) имеет вид

Φ𝑖 =
∑︀𝑁
𝑖=1 𝑔𝑗−𝑖𝐹𝑗 , Φ𝑖 = Φ(𝑧𝑖), 𝐹𝑖 = 𝐹 (𝑧𝑖),

𝑧𝑗 = 𝑗/𝑁, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 = 2𝑀,

𝑔𝑚 = 1
𝑁

[︁
ℎ0

2 + ℎ𝑀

2 (−1)𝑚 +
∑︀𝑀−1
𝑛=1 (ℎ𝑛 cos(2𝜋𝑛𝑚/𝑁) + 𝑟𝑛 sin(2𝜋𝑛𝑚/𝑁))

]︁
.
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В дискретных точках 𝑥𝑖 = 2𝜋𝑧𝑖 = 2𝜋𝑖/𝑁, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 она определяет
точные значения оператора (1), действующего на функции

𝐹 (𝑧) = 1, cos𝑥, cos 2𝑥, . . . , cos(𝑀 − 1)𝑥, cos𝑀𝑥,

sin𝑥, sin 2𝑥, . . . , sin(𝑀 − 1)𝑥, 𝑥 = 2𝜋𝑧, 𝑀 = 𝑁/2.

Ñ ïîìîùüþ Теоремы ñòðîÿòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû áåç íàñûùåíèÿ äëÿ

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé, äëÿ èíòåãðàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè. Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ìåòîä ãðà-
íè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñòðîÿòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû áåç íàñûùåíèÿ äëÿ
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Примеры применения Теоремы.
Пример 1. Ïîëó÷èì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó äëÿ ÿäðà 𝐻 = 1. Òîãäà

êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ℎ0 = 2, âñå îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ. Ïî
Теореме êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà ïðèìåò âèä

∫︀ 1

0
𝐹 (𝑧)𝑑𝑧 = 1

𝑁

∑︀𝑁
𝑖=1 𝐹𝑖.

Îíà â òî÷êàõ 𝑧𝑖, 𝑖 = 1, . . . 𝑁 äàåò òî÷íûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà äëÿ ôóíê-
öèé: 1, cos𝑥, cos 2𝑥, . . . , cos(𝑁 − 1)𝑥, sin𝑥, sin 2𝑥, . . . , sin(𝑁 − 1)𝑥, (𝑥 = 2𝜋𝑧).
Åå ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî Áàáåíêî ðàâåí 𝑁−1. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà íåíà-
ñûùàåìà.

Пример 2. Ïîëó÷èì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó äëÿ ÿäðà ñ ëîãàðèôìè÷å-
ñêîé îñîáåííîñòüþ, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî â ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà 𝐻 = ln | sin𝜋𝑧|.

Ïî Теореме íàõîäèì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó
∫︀ 1

0
ln | sin𝜋(𝑧−𝑧𝑖)|𝐹 (𝑧)𝑑𝑧 =∑︀𝑁

𝑗=1 𝑔𝑗−𝑖𝐹𝑗 ,

𝑔𝑚 = − 1

𝑁

(︂
ln 2 +

(−1)𝑚

𝑁
+

𝑁/2−1∑︁
𝑘=1

1

𝑘
cos

2𝜋𝑘𝑚

𝑁

)︂
, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . 𝑁.

Îíà â òî÷êàõ 𝑥𝑖 = 2𝜋𝑧𝑖, 𝑖 = 1, . . . 𝑁 äàåò òî÷íûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà äëÿ
ôóíêöèé cos𝑛𝑥, sin𝑛𝑥, 𝑛 = 0, 1, . . .𝑀 . Åå ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî Áàáåíêî
ðàâåí 𝑀 = 𝑁/2. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà íåíàñûùàåìà.

Схема без насыщения для решения гармонического уравнения
∆Φ(𝑥, 𝑦) = 0. Â òåîðèè Íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà äëÿ ôóíêöèè Φ(𝑥, 𝑦),
ãàðìîíè÷åñêóþ âíóòðè îáëàñòè 𝑆, îãðàíè÷åííîé ãëàäêèì çàìêíóòûì êîí-
òóðîì 𝜕𝑆 èçâåñòíî ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå 𝐴𝑉 (𝑠) +𝐵Φ(𝑠) = 0 ìåæäó ôóíê-
öèåé Φ(𝑠) è åå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé 𝑉 (𝑠). Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû 𝐴
è 𝐵 äåéñòâóþò íà ôóíêöèè Φ(𝑠) è 𝑉 (𝑠), îïðåäåëåííûå íà çàìêíóòîì êîí-
òóðå, èìåþùèõ ïåðèîä ðàâíûé äëèíå äóãè. ßäðî îïåðàòîðà 𝐴 ñîäåðæèò
ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü, à ÿäðî îïåðàòîðà 𝐵 � ïåðèîäè÷åñêàÿ ãëàä-
êàÿ ôóíêöèÿ. Ê íèì ïðèìåíÿþòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ïðèìåðîâ 1 è 2, ñ
ïîìîùüþ êîòîðûõ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐴𝑖𝑗𝑉𝑗 +𝐵𝑖𝑗Φ𝑗 = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁,

îòíîñèòåëüíî äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé íà êîíòóðå ôóíêöèé Φ è 𝑉 . Äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Äèðèõëå íóæíî ðàçðåøèòü ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé 𝑉𝑖,
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à äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà � ðàçðåøèòü ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî çíà÷å-
íèé Φ𝑖. Ïðè ðîñòå ÷èñëà ýëåìåíòîâ ñåòêè ïî àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè
ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ óìåíüøàåòñÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè.

Схема без насыщения для решения полигармонического урав-
нения ∆𝑚Φ(𝑥, 𝑦) = 0 ñòðîèòñÿ íà áàçå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Âåêóà [2], êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:∑︀𝑚

𝑖=1(𝐴𝑖−1𝑉 𝑖−1 +𝐵𝑖−1Φ𝑖−1) = 0,
∑︀𝑚−1
𝑖=1 (𝐴𝑖−2𝑉 𝑖−1 +𝐵𝑖−2Φ𝑖−1) = 0,

. . .

𝐴𝑉 (𝑚−1) +𝐵Φ(𝑚−1) = 0,

𝐴(𝑘)𝑉 (𝑘)(𝑠) = −
𝑙∫︀
0

𝐺(𝑘)(𝑠, 𝑠′)𝑉 (𝑘)(𝑠′)𝑑𝑠′,

𝐵(𝑘)Φ(𝑘)(𝑠) =
𝑙∫︀
0

𝜕𝐺(𝑘)

𝜕𝑛′ (𝑠, 𝑠′) Φ(𝑘)(𝑠′)𝑑𝑠′, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1,

Φ(𝑘)(𝑀 ′) = ∆(𝑘)Φ(𝑀 ′), 𝑉 (𝑘)(𝑀 ′) = 𝜕Φ(𝑘)

𝜕𝑛′ ,

ãäå îïåðàòîðû 𝐴(𝑘) è 𝐵(𝑘) äåéñòâóþò íà ôóíêöèþ Φ(𝑘)(𝑠′) è åå íîðìàëüíóþ
ïðîèçâîäíóþ 𝑉 (𝑘)(𝑠′), îïðåäåëåííûå íà ãðàíèöå, à äëÿ ÿäåð îïåðàòîðîâ 𝐴(𝑘)

è 𝐵(𝑘) Âåêóà ïðèâîäèò àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ.
Ñ ïîìîùüþ Теоремы êàæäîå ñëàãàåìîå

𝐴𝑖−1𝑉 𝑖−1 +𝐵𝑖−1Φ𝑖−1

â ñóììå Âåêóà àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé äëÿ äèñêðåòíûõ çíà-
÷åíèé ôóíêöèé

𝑁∑︁
𝑗=1

(︁
𝐴𝑖−1
𝑘𝑗 𝑉

𝑖−1
𝑗 +𝐵𝑖−1

𝑘𝑗 Φ𝑖−1
𝑗

)︁
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁

Òàêæå êàê è äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åííàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è Äèðèõëå, Íåéìàíà è ñìåøàííóþ
çàäà÷è. Ïðè ðîñòå ÷èñëà ýëåìåíòîâ ñåòêè ïî àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè
ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ óìåíüøàåòñÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè.

Ïîëèãàðìîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ãèäðîäè-
íàìèêè, òåîðèè óïðóãîñòè, ýëåêòðîäèíàìèêå, òåïëîïðîâîäíîñòè, ôèëüòðà-
öèè è äðóãèõ. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ðåøàòü âîçíèêàþùèå
â íèõ êðàåâûå çàäà÷è ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ îáëàñòåé.
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ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ЗАДАЧА О НАИБОЛЬШЕМ
ЗНАЧЕНИИ МИНИМУМА МОДУЛЯ АНАЛИТИЧЕСКОЙ

ФУНКЦИИ НА ОКРУЖНОСТИ
А.Ю. Попов

УДК 517

Получена оценка снизу наибольшего значения минимума модуля на
окружности аналитической функции, когда радиус окружности про-
бегает отрезок вида [𝑞𝑅,𝑅], где 0 < 𝑞 < 1. Оценка дана через отри-
цательную степень интегральной нормы на окружности радиуса 𝐴𝑅,
где 𝐴 > 1 зависит от 𝑞 и показателя степени

Ключевые слова: минимум модуля, аналитическая функция на окруж-
ности, оценка снизу, интегральная норма

The extremal point of the largest minimum value of the
modulus of an analytic function on a circular curve

The extremal point of the largest minimum value of the modulus of an
analytic function on a circular curve is obtained.

Keywords: minimum value of the modulus, analytic function, lower bound,
integral norm

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâà 𝐻1 è 𝐻∞ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå
|𝑧| < 1 ñî ñòàíäàðòíûìè íîðìàìè ||𝑓 ||1 = sup

0<𝑟<1

1
2𝜋

∫︀ 2𝜋

0
|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜙)|𝑑𝜙, ||𝑓 ||∞ =

sup
|𝑧|<1

|𝑓(𝑧)|. Îáîçíà÷èì 𝑚(𝑓 ; 𝑟) = min
|𝑧|=𝑟

|𝑓(𝑧)|, M(𝑓 ; [𝑅1, 𝑅2]) = max
𝑅16𝑟6𝑅2

𝑚(𝑓 ; 𝑟).

Öåëü èññëåäîâàíèÿ � âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ 𝑞 ∈ (0, 1) , 𝑅 ∈ (0, 1) è 𝑑 > 0
íàáîëüøåå çíà÷åíèå 𝑚(𝑓 ; 𝑟) íà îòðåçêå 𝑞𝑅 6 𝑟 6 𝑅 äîïóñêàåò îöåíêó ñíèçó
÷åðåç ||𝑓 ||−𝑑1 .

Ïîëîæèì 𝑠 = 1+𝑞
1−𝑞 ,

𝐵 = 𝐵(𝑞, 𝑑) =
1

2

[︁
(𝑠+

√︀
𝑠2 − 1)

𝑑+1
𝑑 + (𝑠−

√︀
𝑠2 − 1)

𝑑+1
𝑑

]︁
,

𝐴+ = 𝐴+(𝑞, 𝑑) = 1−𝑞
2 𝐵 + 1+𝑞

2 , 𝐴− = 𝐴−(𝑞, 𝑑) = 𝐴+ − 1 − 𝑞.
Замечание. Ïîñêîëüêó 𝐵 > 𝑠, òî 𝐴+ > 1 + 𝑞 > 1. Âåëè÷èíà 𝐴−(𝑞, 𝑑) íå

âñåãäà ïðåâîñõîäèò 1. Íàïðèìåð, 𝐴−(𝑞, 1) > 1 ⇔
√

5 − 2 < 𝑞 < 1.

Теорема 1. Каковы бы ни были числа 𝑞 ∈ (0, 1) и 𝑑 > 0 , справедливы
следующие утверждения.

1. При любом 𝑅 ∈ (0, 1/𝐴+] положительна величина

inf
{︀
M(𝑓 ; [𝑞𝑅,𝑅])||𝑓 ||𝑑1 | 𝑓 ∈ 𝐻1, 𝑓(0) = 1

}︀
.

Попов Антон Юрьевич, д.ф.-м.н., МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва, Россия);
Anton Popov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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2. Если выполнено условие 𝐴−(𝑞, 𝑑) > 1, то при любом 𝑅 ∈[︁
1

𝐴−+(1+𝑞)/18 , 1
)︁
справедливо равенство

inf
{︀
M(𝑓 ; [𝑞𝑅,𝑅])||𝑓 ||𝑑∞ | 𝑓 ∈ 𝐻∞, 𝑓(0) = 1

}︀
= 0.

Èç ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû è ðàâåíñòâà 𝐴+(1/3, 1) = 3 âûâîäèòñÿ

Следствие. Для любой целой функции 𝐹 ̸≡ 0 существуют последова-
тельность положительных чисел 𝑟𝑛 → +∞ и постоянная 𝐶 > 0 такие,
что выполняются неравенства 𝑟𝑛+1 < 3𝑟𝑛 + 1, 𝑚(𝐹, 𝑟𝑛) > 𝐶

𝑀(𝐹 ;9𝑟𝑛)
∀𝑛 ∈ N,

где 𝑀(𝐹 ;𝑥) = max
|𝑧|6𝑥

|𝐹 (𝑥)|. Ñëåäñòâèå äîïîëíÿåò ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäî-

âàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ îöåíêàìè ñíèçó ìèíèìóìà ìîäóëÿ öåëûõ ôóíêöèé [1]
(ãë. 3) , [2].

Îòíîñèòåëüíî îöåíêè ñíèçó íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ 𝑚(𝑓 ; 𝑟) íà îòðåçêå
𝑅/3 6 𝑟 6 𝑅 ÷åðåç (−1)-þ ñòåïåíü èíòåãðàëüíîé íîðìû ôóíêöèè 𝑓 ïîëó÷åí
áîëåå äåòàëüíûé ðåçóëüòàò.

Теорема 2. Пусть 𝑅 > 0, функция 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑘=𝜈

𝑎𝑘𝑧
𝑘, 𝑎𝜈 ̸= 0, 𝜈 ∈ N0,

аналитична в круге |𝑧| < 3𝑅,

M = sup
0<𝑥<3𝑅

2𝜋∫︁
0

|𝑓(𝑥𝑒𝑖𝜙)|𝑑𝜙 < +∞.

Тогда существует точка 𝑟 ∈ (𝑅/3, 𝑅), в которой выполняется неравен-
ство

𝑚(𝑓 ; 𝑟) >
|𝑎𝜈 |2𝑅2𝜈

6M
.

Ñ ïîìîùüþ ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû 1 äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá
îöåíêå ñíèçó M(𝐹 ; [𝑞𝑅,𝑅]) ÷åðåç ìàæîðàíòó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ôóíêöèè
𝐹 â ñëó÷àå, êîãäà 𝐹 èìååò íîðìàëüíûé òèï ïðè ïîðÿäêå 𝜌 ∈ (0,+∞).

Теорема 3. Если функция F имеет тип 𝜎 ∈ (0,+∞) при порядке 𝜌 ∈
(0,+∞), 𝑞 ∈ (0, 1), то для любого 𝜀 > 0 существует такое число 𝑅0 =
𝑅0(𝜀, 𝑞, 𝐹 ), что при любом 𝑅 > 𝑅0 верно неравенство

M(𝐹 ; [𝑞𝑅,𝑅]) > exp(−𝐾(𝑞, 𝜌)(𝜎 + 𝜀)𝑅𝜌), (1)

где в качестве 𝐾(𝑞, 𝜌) можно взять

𝐾(𝑞, 𝜌) = P(𝜌)(
1 + 𝑞

2
)𝜌 ln(𝑠+

√︀
𝑠2 − 1), P(𝜌) = min

𝑡>0

(1 + 𝑒𝑡)𝜌

𝑡
(2)

Îöåíêà ñíèçó âèäà (1) áûëà äàâíî èçâåñòíà [3] (ãë. 1, � 1, ï. 4), íî ÿâíîå
âûðàæåíèå 𝐾(𝑞, 𝜌) â (2) ÿâëÿåòñÿ íîâûì ðåçóëüòàòîì, ðàíåå âèä âåëè÷èíû
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𝐾(𝑞, 𝜌) íå áûë óêàçàí. Ãåëüôîíä [4] â ÷àñòíîì ñëó÷àå 𝜌 = 1 âûâåë îöåíêó,
êîòîðàÿ â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ âûãëÿäèò òàê:

M(𝐹 ; [𝑞𝑅,𝑅]) > exp(−𝐾1(𝑞)(𝜎 + 𝜀)𝑅), 𝑅 > 𝑅0(𝜀, 𝑞, 𝐹 ), (3)

ãäå 𝐾1(𝑞) = 2(1 + 𝑞) ln(2𝑠). Îöåíêà (3) ñëàáåå (1), (2), ïîñêîëüêó

𝐾(𝑞, 1) < 1.8(1 + 𝑞) ln(𝑠+
√︀
𝑠2 − 1) < 𝐾1(𝑞).
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Для функций одного переменного хорошо известны оценки снизу и
сверху их модулей гладкости либо через их наилучшие приближения,
либо через частичные суммы их рядов Фурье. При этом оценки сни-
зу и сверху разные. В этой работе для дробных модулей гладкости
функций одного и двух переменных приведены их конструктивные
характеристики. Эти характеристики дают оценки, которые сверху и
снизу одинаковы с точностью до констант.

Ключевые слова: модуль гладкости, частичные суммы, ряд Фурье

Constructive characteristics of fractional moduli of smoothness

For functions of one variable lower and upper bounds for their moduli
of smoothness are well-known, either through their best approximations
or through partial sums of their Fourier series. But the upper and lower
bounds are different. Constructive characteristics for fractional moduli of
smoothness for functions of one and two variables are given in this paper.
These characteristics provides estimates that are just the same for lower
and upper bounds accurate to the constants
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I. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∙ 𝐿𝑝 (1 < 𝑝 <∞)− ìíîæåñòâî 2𝜋− ïåðèîäè÷åñêèõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé

𝑓(𝑥) îäíîãî ïåðåìåííîãî òàêèõ, ÷òî ||𝑓 ||𝑝 =
(︁ 2𝜋∫︀

0

⃒⃒
𝑓(𝑥)

⃒⃒𝑝
𝑑𝑥
)︁ 1

𝑝

<∞,

∙ 𝐿0
𝑝− ìíîæåñòâî ôóíêöèé 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ

2𝜋∫︀
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0,

∙ 𝑆𝑛(𝑓)− ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿𝑝, ò.å.

𝑆𝑛(𝑓) = 1
𝜋

2𝜋∫︀
0

𝑓(𝑥+ 𝑡)𝐷𝑛(𝑡)𝑑𝑡, ãäå 𝐷𝑛(𝑡) =
sin(𝑛+ 1

2

2 sin 𝑡
2

,

∙ 𝑓 (𝜌)(𝑥)−ïðîèçâîäíóþ â ñìûñëå Âåéëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà 𝜌
ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,

∙ 𝜔𝛼(𝑓, 𝛿)𝑝− ìîäóëü ãëàäêîñòè ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà 𝛼 ôóíêöèè

𝑓 ∈ 𝐿𝑝, ò.å. 𝜔𝛼(𝑓, 𝛿)𝑝 = sup
|ℎ|6𝛿

||
∞∑︀
𝜈=0

(−1)𝜈
(︀
𝛼
𝜈

)︀
𝑓(𝑥+ (𝛼− 𝜈)ℎ)||𝑝,

ãäå
(︀
𝛼
𝜈

)︀
= 1 äëÿ 𝜈 = 0,

(︀
𝛼
𝜈

)︀
= 𝛼 äëÿ 𝜈 = 1,

(︀
𝛼
𝜈

)︀
= 𝛼(𝛼−1)···(𝛼−𝜈+1)

𝜈! äëÿ 𝜈 > 2.

Теорема 1([1], [2], [3]). Пусть 𝑓 ∈ 𝐿0
𝑝, 1 < 𝑝 <∞, 𝛼 > 0, 𝑛 ∈ N.

Тогда справедливы неравенства

𝐶1𝜔𝛼

(︁
𝑓, 1

𝑛

)︁
𝑝
6 𝑛−𝛼||𝑆(𝛼)

𝑛 (𝑓)||𝑝 + ||𝑓 − 𝑆𝑛(𝑓)||𝑝 6 𝐶2𝜔𝛼

(︁
𝑓, 1

𝑛

)︁
𝑝
,

где положительные постоянные 𝐶1 и 𝐶2 не зависят от 𝑛 и 𝑓.

II. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∙ 𝐿𝑝1𝑝2 (1 < 𝑝𝑖 <∞, 𝑖 = 1, 2)− ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé 𝑓(𝑥1, 𝑥2)

äâóõ ïåðåìåííûõ, 2𝜋− ïåðèîäè÷åñêèõ ïî êàæäîìó ïåðåìåííîìó, è òàêèõ,
÷òî

||𝑓 ||𝑝1𝑝2 =
(︁ 2𝜋∫︀

0

[︁ 2𝜋∫︀
0

|𝑓(𝑥1, 𝑥2)|𝑝1𝑑𝑥1
]︁ 𝑝2

𝑝1
𝑑𝑥2

)︁ 1
𝑝2
<∞,

∙ 𝐿0
𝑝1𝑝2− ìíîæåñòâî ôóíêöèé 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 òàêèõ, ÷òî

2𝜋∫︀
0

𝑓(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2 = 0

äëÿ ïî÷òè âñåõ 𝑥1 è
2𝜋∫︀
0

𝑓(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1 = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ 𝑥2,

∙ 𝑆𝑛1∞(𝑓), 𝑆∞𝑛2(𝑓), 𝑆𝑛1𝑛2(𝑓), 𝑛 = 0, 1, 2, ...,− ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôó-
ðüå ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 , ò.å.

𝑆𝑛1∞(𝑓) = 1
𝜋

2𝜋∫︀
0

𝑓(𝑥1 + 𝑡1, 𝑥2)𝐷𝑛1(𝑡1)𝑑𝑡1,

𝑆∞𝑛2
(𝑓) = 1

𝜋

2𝜋∫︀
0

𝑓(𝑥1, 𝑥2 + 𝑡2)𝐷𝑛2
(𝑡2)𝑑𝑡2,

𝑆𝑛1𝑛2
(𝑓) = 1

𝜋2

2𝜋∫︀
0

2𝜋∫︀
0

𝑓(𝑥1 + 𝑡1, 𝑥2 + 𝑡2)𝐷𝑛1
(𝑡1)𝐷𝑛2

(𝑡2)𝑑𝑡1𝑑𝑡2,

∙ 𝑓 (𝜌1,𝜌2) � ïðîèçâîäíóþ â ñìûñëå Âåéëÿ ôóíêöèè 𝑓(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿0
𝑝1𝑝2

ïîðÿäêà 𝜌1(𝜌1 > 0) ïî ïåðåìåííîé 𝑥1 è ïîðÿäêà 𝜌2(𝜌2 > 0) ïî ïåðåìåííîé
𝑥2,

∙ ∆𝛼1

ℎ1
(𝑓)− ðàçíîñòü ñ øàãîì ℎ1 ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà 𝛼1 ïî ïåðåìåí-

íîé 𝑥1 ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 , ò. å.
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∆𝛼1

ℎ1
(𝑓) =

∞∑︀
𝜈1=0

(−1)𝜈1
(︀
𝛼1

𝜈1

)︀
𝑓(𝑥1 + (𝛼1 − 𝜈1)ℎ1, 𝑥2),

∙ ∆𝛼2

ℎ2
(𝑓)− ðàçíîñòü ñ øàãîì ℎ2 ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà 𝛼2 ïî ïåðåìåí-

íîé 𝑥2 ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 , ò. å.

∆𝛼2

ℎ2
(𝑓) =

∞∑︀
𝜈2=0

(−1)𝜈2
(︀
𝛼2

𝜈2

)︀
𝑓(𝑥1, 𝑥2 + (𝛼2 − 𝜈2)ℎ2),

∙ ∆𝛼
ℎ1ℎ2

(𝑓)− ïîëíóþ ðàçíîñòü ñ øàãàìè ℎ1 è ℎ2 ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà
𝛼 ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 , ò. å.

∆𝛼
ℎ1ℎ2

(𝑓) =
∞∑︀
𝜈=0

(−1)𝜈
(︀
𝛼
𝜈

)︀
𝑓(𝑥1 + (𝛼− 𝜈)ℎ1, 𝑥2 + (𝛼− 𝜈)ℎ2),

∙ 𝜔𝛼1,𝛼2
(𝑓, 𝛿1, 𝛿2)𝑝1𝑝2− ñìåøàííûé ìîäóëü ãëàäêîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ïî-

ðÿäêîâ 𝛼1 è 𝛼2 ñîîòâåòñòâåííî ïî ïåðåìåííûì 𝑥1 è 𝑥2, ò. å.
𝜔𝛼1,𝛼2

(𝑓, 𝛿1, 𝛿2)𝑝1𝑝2 = sup
|ℎ𝑖|6𝛿𝑖,𝑖=1,2

‖∆𝛼1

ℎ1
(∆𝛼2

ℎ2
(𝑓))‖𝑝1𝑝2 .

∙ 𝜔𝛼1,0(𝑓, 𝛿)𝑝1𝑝2− ÷àñòíûé ìîäóëü ãëàäêîñòè ïî ïåðåìåííîé 𝑥1 ïîëîæè-
òåëüíîãî ïîðÿäêà 𝛼1 ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 , ò. å.

𝜔𝛼1,0(𝑓, 𝛿)𝑝1𝑝2 = sup
|ℎ1|6𝛿

||∆𝛼1

ℎ1
(𝑓)||𝑝1𝑝2 ,

∙ 𝜔0,𝛼2
(𝑓, 𝛿)𝑝1𝑝2− ÷àñòíûé ìîäóëü ãëàäêîñòè ïî ïåðåìåííîé 𝑥2 ïîëîæè-

òåëüíîãî ïîðÿäêà 𝛼2 ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 , ò. å.
𝜔0,𝛼2

(𝑓, 𝛿)𝑝1𝑝2 = sup
|ℎ2|6𝛿

||∆𝛼2

ℎ2
(𝑓)||𝑝1𝑝2 ,

∙ 𝜔𝛼(𝑓, 𝛿)𝑝1𝑝2− ïîëíûé ìîäóëü ãëàäêîñòè ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà 𝛼
ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 , ò. å.

𝜔𝛼(𝑓, 𝛿)𝑝1𝑝2 = sup
|ℎ1|6𝛿,|ℎ2|6𝛿

||∆𝛼
ℎ1ℎ2

(𝑓)||𝑝1𝑝2 .

Теорема 2([4], ïðè 𝑝1 = 𝑝2 [1], [5], [6]). Пусть 𝑓 ∈ 𝐿0
𝑝1𝑝2 ,

1 < 𝑝𝑖 <∞, 𝛼𝑖 > 0, 𝑛𝑖 ∈ N, 𝑖 = 1, 2. Тогда справедливы неравенства

𝐶3𝜔𝛼1,𝛼2

(︁
𝑓, 𝜋𝑛1

, 𝜋𝑛2

)︁
𝑝1𝑝2

6 𝑛−𝛼1
1 𝑛−𝛼2

2

⃦⃦
𝑆
(𝛼1,𝛼2)
𝑛1,𝑛2 (𝑓)

⃦⃦
𝑝1𝑝2

+

+𝑛−𝛼1
1

⃦⃦
𝑆
(𝛼1,0)
𝑛1,∞ (𝑓 − 𝑆∞,𝑛2

(𝑓))
⃦⃦
𝑝1𝑝2

+ 𝑛−𝛼2
2

⃦⃦
𝑆
(0,𝛼2)
∞,𝑛2 (𝑓 − 𝑆𝑛1,∞(𝑓))

⃦⃦
𝑝1𝑝2

+

+
⃦⃦
𝑓 − 𝑆𝑛1,∞(𝑓) − 𝑆∞,𝑛2(𝑓) + 𝑆𝑛1,𝑛2(𝑓)

⃦⃦
𝑝1𝑝2

6 𝐶4𝜔𝛼1,𝛼2

(︁
𝑓, 𝜋𝑛1

, 𝜋𝑛2

)︁
𝑝1𝑝2

,

где положительные постоянные 𝐶3 и 𝐶4 не зависят от 𝑓 и 𝑛1, 𝑛2.
Теорема 3([7], ïðè 𝑝1 = 𝑝2 [1], [8]). Пусть 𝑓 ∈ 𝐿0

𝑝1𝑝2 , 1 < 𝑝𝑖 <∞,
𝛼𝑖 > 0, 𝑛𝑖 ∈ N, 𝑖 = 1, 2. Тогда справедливы неравенства

а) 𝐶5𝜔𝛼1,0

(︁
𝑓, 1

𝑛1

)︁
𝑝1𝑝2

6
⃦⃦
𝑓 − 𝑆𝑛1,∞(𝑓)

⃦⃦
𝑝1𝑝2

+ 𝑛−𝛼1
1

⃦⃦
𝑆
(𝛼1,0)
𝑛1,∞ (𝑓)

⃦⃦
𝑝1𝑝2

6

6 𝐶6𝜔𝛼1,0

(︁
𝑓, 1

𝑛1

)︁
𝑝1𝑝2

,

б) 𝐶7𝜔0,𝛼2

(︁
𝑓, 1

𝑛2

)︁
𝑝1𝑝2

6
⃦⃦
𝑓 − 𝑆∞𝑛2(𝑓)

⃦⃦
𝑝1𝑝2

+ 𝑛−𝛼2
2

⃦⃦
𝑆
(0,𝛼2)
∞𝑛2 (𝑓)

⃦⃦
𝑝1𝑝2

6

6 𝐶8𝜔0,𝛼2

(︁
𝑓, 1

𝑛2

)︁
𝑝1𝑝2

,

где положительные постоянные 𝐶5, 𝐶6, 𝐶7 и 𝐶8 не зависят от 𝑓 и 𝑛1, 𝑛2.
Теорема 4([9], ïðè 𝑝1 = 𝑝2 [1], [8]). Пусть 𝑓 ∈ 𝐿0

𝑝, 1 < 𝑝 <∞, 𝛼 > 0,
𝑛 ∈ N. Тогда справедливы неравенства

𝐶9𝜔𝛼

(︁
𝑓, 1

𝑛

)︁
𝑝
6 𝑛−𝛼||𝑆(𝛼,0)

𝑛𝑛 (𝑓)||𝑝 + 𝑛−𝛼||𝑆(0,𝛼)
𝑛𝑛 (𝑓)||𝑝 + ||𝑓 − 𝑆𝑛𝑛(𝑓)||𝑝 6
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6 𝐶10𝜔𝛼

(︁
𝑓, 1

𝑛

)︁
𝑝
,

где положительные постоянные 𝐶9 и 𝐶10 не зависят от 𝑓 и 𝑛.
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О НЕКОТОРЫХ АНАЛОГАХ ТЕОРЕМ ХАУСДОРФА–ЮНГА
И ПЭЛИ–ВИНЕРА ДЛЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ФУРЬЕ

БЫСТРО УБЫВАЮЩИХ ФУНКЦИЙ
А.В. Прошкина

proschkina_a@mail.ru

УДК 517, 518

Известны аналоги теорем Хаусдорфа –Юнга и Пэли –Винера для пре-
образований Фурье вида

𝐹 (𝑧) =

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑧𝑡𝑔(𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R), 𝑝 > 1,

где 𝑔(𝑡) = exp(−𝑎|𝑡|𝛼). Здесь рассмотрен более сложный случай, когда
вес 𝑔(𝑡) усложнен медленно меняющимися функциями.

Ключевые слова: математика, преобразование Фурье, целые функции

Прошкина Анастасия Владимировна, к.ф.-м.н., доцент, МГУ имени М.В. Ломоносо-
ва (Москва, Россия); Anastasia Proshkina (Lomonosov Moscow State University, Moscow,
Russia)
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On some Hausdorff –Young’s and Paley –Wiener’s type
theorems for Fourier transfoms of rapidly decreasing functions

Hausdorff –Young’s and Paley –Wiener’s type theorems for Fourier trans-
foms

𝐹 (𝑧) =

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑧𝑡𝑔(𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R), 𝑝 > 1,

for the weight 𝑔(𝑡) = exp(−𝑎|𝑡|𝛼) are already known. In this paper we
consider more general case of the weight 𝑔(𝑡) – the weight which is com-
plicated with slowly varying functions.

Keywords: mathematics, Fourier transfoms, entire functions

Ïóñòü âåçäå äàëåå 𝑝 > 1, 1/𝑝+1/𝑞 = 1, 𝛼 > 1, 1/𝛼+1/𝛽 = 1; 𝑎 > 0, 𝑧 =
𝑥+𝑖𝑦. ×åðåç ‖𝐹𝑦‖𝑞 ìû îáîçíà÷èì íîðìó â 𝐿𝑞(R) ôóíêöèè 𝐹 (𝑥+𝑖𝑦) = 𝐹𝑦(𝑥).
Èíòåðåñ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ôóðüå âèäà

𝐹 (𝑧) =

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑧𝑡𝑔(𝑡) 𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R), 𝑝 > 1, (1)

ñ áûñòðî óáûâàþùèì âåñîì 𝑔(𝑡) (ò.å. òàêèì, ÷òî ôóíêöèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ
öåëîé ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî), â ÷àñòíîñòè, âûçâàí ïðèëîæåíèÿìè ê òåî-
ðèè àïïðîêñèìàöèè. Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó íàèáîëåå èçó÷åí êëàññ ïðåîá-
ðàçîâàíèé Ôóðüå (1) â ñëó÷àå 𝑔(𝑡) = exp(−𝑎|𝑡|𝛼) (Ð. Çàëèê, Ò.À. Ñààä [1],
Á. Ôàêñåí [2], À.Ì. Ñåäëåöêèé [3,4]).

Àâòîðîì ïîëó÷åíû òåîðåìû òèïà Õàóñäîðôà �Þíãà è Ïýëè �Âèíåðà
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå áîëåå îáùåãî âèäà [5], à èìåííî

𝐹 (𝑧) =

∫︁
R

𝑒−𝑖𝑡𝑧
(︁
|𝑡| + 1

)︁𝜂
𝜇(|𝑡|) 𝑒− |𝑡|𝛼𝑙(|𝑡|) 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡, (2)

ãäå 𝜂 ∈ R; 𝜇(𝑡), 𝑙(𝑡), 𝑡 > 0 � ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè, îãðàíè÷åí-
íûå è îòäåëåííûå îò íóëÿ íà êàæäîì êîíå÷íîì ïîëóèíòåðâàëå [0, ℎ), ℎ ∈
(0,+∞). Ïóñòü òàêæå 𝑙(𝑡), 𝜇(𝑡) ∈ 𝐶3[𝐴, +∞), ∃𝐴 > 0. Áóäåì ïèñàòü

𝑓(𝑡) ∈ 𝑈𝑘, åñëè
𝑡𝑘 𝑓 (𝑘)(𝑡)

𝑓(𝑡)
→ 0, 𝑡→ +∞.

Îáîçíà÷èì

𝜎(𝑡) =
𝑡 𝑙′(𝑡)

𝑙(𝑡)
− 𝑝𝜂 + 𝛼/2 − 1

𝑝
· 1

𝑡𝛼𝑙(𝑡)
−
(︂

1

2𝑝

𝑡 𝑙′(𝑡)

𝑙(𝑡)
+
𝑡 𝜇′(𝑡)

𝜇(𝑡)

)︂
· 1

𝑡𝛼𝑙(𝑡)
.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü

𝑙(𝑡) ∈ 𝑈𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3; 𝜇(𝑡) ∈ 𝑈𝑘, 𝑘 = 1, 2;
𝑡3𝜇(3)(𝑡)

𝜇(𝑡)
= 𝑂(1), 𝑡→ +∞; (3)

òî ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ óñëîâèé ó ôóíêöèè

𝑦 = 𝑡𝛼−1𝑙(𝑡)[𝛼+ 𝜎(𝑡)], 𝑡 > 𝑡0,
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ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ âèäà

𝑡 = 𝜏(𝑦) = 𝑦𝛽−1 𝑀(𝑦), 𝑦 > 𝑦0, 𝑀(𝑦)� ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ.

Ôèêñèðóåì 𝛼, 𝑝, 𝑙(𝑡), 𝜇(𝑡), 𝜂 < 𝛼
2𝑝 . Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî 𝒫𝑝𝑙(𝑡),𝜇(𝑡)(𝛼, 𝜂)

öåëûõ ôóíêöèé 𝐹 (𝑧) ñ íîðìîé

‖𝐹 (𝑧)‖𝒫𝑝
𝛼, 𝑙

=

(︃∫︁
R

|𝑦|−
𝑝𝜂

𝛼−1+𝛽/2−1 𝑀−𝑝𝜂−𝛼/2+1(|𝑦|) 𝜇−𝑝(𝜏(|𝑦|)) 𝑙−1/2(𝜏(|𝑦|)) ×

× exp
(︁
−𝑝 |𝑦|𝛽 𝑀(|𝑦|)

[︁
1 − 1

𝛼+ 𝜎( 𝜏(|𝑦|) )

]︁)︁
× ‖𝐹𝑦‖𝑝𝑞 𝑑𝑦

)︃1/𝑝

.

Âåðíû ñëåäóþùèå àíàëîãè òåîðåìû Õàóñäîðôà �Þíãà.

Теорема 1. Пусть 𝑙(𝑡), 𝜇(𝑡) ∈ 𝐶3[𝐴, +∞) (∃𝐴 > 0), и для функций
𝑙(𝑡), 𝜇(𝑡) выполнены условия (3). Пусть функция 𝑀(𝑦) такова, что

∃𝐵 > 0 𝑀(𝑦) ∈ 𝐶2[𝐵,+∞);
𝑦2 𝑀 ′′(𝑦)

𝑀(𝑦)
→ 𝐶0 > 0, 𝑦 → +∞. (4)

Если 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(R), 𝑝 ∈ [1, 2], то функция (2) принадлежит пространству
𝒫𝑝𝑙(𝑡),𝜇(𝑡)(𝛼, 𝜂), причем ‖𝐹 (𝑧)‖𝒫𝑝

𝛼, 𝑙
6 𝐶 ‖𝑓‖𝑝, где 𝐶 не зависит от 𝑓 .

Теорема 2. Пусть 𝑙(𝑡), 𝜇(𝑡) ∈ 𝐶3[𝐴, +∞) (∃𝐴 > 0), функции 𝑙(𝑡), 𝜇(𝑡)
удовлетворяют условиям (3). Пусть для функции 𝑀(𝑦) выполнены усло-
вия (4). Если функция 𝐹 (𝑧) ∈ 𝒫𝑝𝑙(𝑡),𝜇(𝑡)(𝛼, 𝜂), 𝑝 > 2, то она представима
в виде (2) с 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(R). При этом ‖𝑓‖𝑝6 𝐶‖𝐹 (𝑧)‖𝒫𝑝

𝛼, 𝑙
, где 𝐶 не зависит

от 𝐹 .
Ïðè 𝑝 = 2, 𝜂 < 𝛼/4 èç òåîðåì 1 è 2 ïîëó÷àåì

Следствие (òåîðåìà òèïà Ïýëè �Âèíåðà). При выполнении перечислен-
ных условий на 𝑙(𝑡), 𝜇(𝑡), 𝑀(𝑦) класс функций, представимых в виде (2) с
𝑓(𝑡) ∈ 𝐿2(R), совпадает с пространством 𝒫2

𝑙(𝑡),𝜇(𝑡)(𝛼, 𝜂). При этом нормы
‖𝐹 (𝑧)‖𝒫2

𝛼, 𝑙(𝑡)
и ‖𝑓‖2 эквивалентны.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ôîðìóëèðîâêè âòîðîé ãðóïïû òåîðåì. Ïóñòü
ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè 𝑙(𝑡), 𝑆(𝑡), 𝑡 > 0, îãðàíè÷åíû è îòäåëåíû
îò íóëÿ íà êàæäîì ïîëóèíòåðâàëå [0, ℎ), ℎ ∈ (0,+∞); Ïóñòü 𝑙(𝑡), 𝑆(𝑡) ∈
𝐶2[𝐴, +∞) (∃𝐴 > 0), òàêæå 𝑙(𝑡), 𝑆(𝑡) ∈ 𝑈𝑘, 𝑘 = 1, 2.

Ïóñòü 𝐿(𝑦) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå

𝑇 (𝑦) = 𝑦
1

𝛼−1 𝐿(𝑦), 𝑦 > 𝑦0,

ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ôóíêöèåé ê 𝑦 = 𝑡𝛼−1𝑙(𝑡)[𝛼+ 𝛿(𝑡)], ãäå

𝛿(𝑡) :=
𝑡 𝑙′(𝑡)

𝑙(𝑡)
− 𝛾

𝑡𝛼𝑙(𝑡)
− 𝑡𝑆′(𝑡)

𝑆(𝑡)
· 1

𝑡𝛼𝑙(𝑡)

(åñëè 𝑙(𝑡), 𝑆(𝑡) ∈ 𝑈𝑘, 𝑘 = 1, 2, òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò).
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Ôèêñèðóåì 𝛼, 𝑝, 𝑙(𝑡), 𝑆(𝑡), 𝛾 > −1/𝑝. Ðàññìîòðèì

𝐹 (𝑧) =

∫︁
R
𝑒−𝑖𝑡𝑧(|𝑡| + 1)−

𝛾
𝛼−1+

1−𝛽/2
𝑝 𝑆−1( 𝑇 (|𝑡|) ) 𝐿−𝛾−1/(2𝑝)(|𝑡|)×

× exp

(︂
−|𝑡|𝛽𝐿(|𝑡|)

[︁
1 − 1

𝛼+ 𝛿( 𝑇 (|𝑡|) )

]︁)︂
𝑓(𝑡)𝑑𝑡. (5)

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî ℰ𝑝𝑙(𝑡), 𝑆(𝑡)(𝛼, 𝛾) öåëûõ ôóíêöèé 𝐹 (𝑧) ñ íîðìîé

‖𝐹 (𝑧)‖ℰ𝑝
𝛼, 𝑙

=

(︂∫︁
R
|𝑦|𝑝𝛾𝑆𝑝(|𝑦|) 𝑒−𝑝|𝑦|

𝛼𝑙(|𝑦|) ‖𝐹𝑦‖𝑝𝑞 𝑑𝑦

)︂1/𝑝

.

Теорема 3. Пусть 𝑙(𝑡), 𝑆(𝑡) ∈ 𝐶2[𝐴, +∞) (∃𝐴 > 0), пусть 𝑙(𝑡), 𝑆(𝑡) ∈
𝑈𝑘, 𝑘 = 1, 2. Тогда если 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(R), 𝑝 ∈ [1, 2], то функция (5) принадле-
жит пространству ℰ𝑝𝑙(𝑡), 𝑆(𝑡)(𝛼, 𝛾), причем

‖𝐹 (𝑧)‖ℰ𝑝
𝛼, 𝑙

6 𝐶 ‖𝑓‖𝑝,

где 𝐶 не зависит от 𝑓 .

Теорема 4. Пусть 𝑙(𝑡), 𝑆(𝑡) ∈ 𝐶2[𝐴, +∞) (∃𝐴 > 0), пусть
𝑙(𝑡), 𝑆(𝑡) ∈ 𝑈𝑘, 𝑘 = 1, 2. Тогда если функция 𝐹 (𝑧) принадлежит простран-
ству ℰ𝑝𝑙(𝑡), 𝑆(𝑡)(𝛼, 𝛾), 𝑝 > 2, то она представима в виде (5) с 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(R),
причем

‖𝑓‖𝑝 6 𝐶 ‖𝐹 (𝑧)‖ℰ𝑝
𝛼, 𝑙
,

где 𝐶 не зависит от 𝐹 .

Àíàëîãè÷íî ïåðâîé ïàðå òåîðåì, ïðè 𝑝 = 2, 𝛾 > −1/2 èç òåîðåì òèïà
Õàóñäîðôa �Þíãà 3 è 4 ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëîã òåîðåìû Ïýëè �
Âèíåðà.
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О НУЛЯХ НЕЧЕТНОГО ПОРЯДКА ФУНКЦИИ
ДЭВЕНПОРТА–ХЕЙЛБРОННА В КОРОТКИХ
ПРОМЕЖУТКАХ КРИТИЧЕСКОЙ ПРЯМОЙ

З.Х. Рахмонов, А.С. Аминов
zarullo-r@rambler.ru, aminov.as@bk.ru

УДК 511.332

Задача о количестве нулей функции Дэвенпорта –Хейлбронна в ко-
ротких промежутках критической прямой сводится к проблеме отыс-
кания экспоненциальных пар для оценки специальных тригонометри-
ческих сумм.

Ключевые слова: функция Дэвенпорта –Хейлбронна, экспоненциаль-
ная пара, гипотеза Римана, успокаивающие множители Сельберга

On the zeros of an odd order of the Davenport – Heilbron
function in short intervals of the critical line

The problem of the number of zeros of the Davenport–Heilbron function
in short intervals of the critical line reduces to the problem of finding
exponential pairs for estimating special exponential sums.).

Keywords: Davenport-Heilbron function, exponential pair, Riemann hy-
pothesis, Selberg’s soothing factors

Ôóíêöèåé Äýâåíïîðòà � Õåéëüáðîííà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

𝑓(𝑠) =
1 − 𝑖κ

2
𝐿(𝑠, 𝜒) +

1 + 𝑖κ
2

𝐿(𝑠, �̄�), κ =

√︀
10 − 2

√
5 − 2√

5 − 1
,

ãäå 𝜒(𝑛) � õàðàêòåð Äèðèõëå ïî ìîäóëþ 5 òàêîé, ÷òî 𝜒(2) = 𝑖, 𝐿(𝑠, 𝜒) �
ôóíêöèÿ Äèðèõëå.

Ôóíêöèþ 𝑓(𝑠) ââåëè è èññëåäîâàëè Äýâåíïîðò è Õåéëüáðîíí [1]. Îíè
ïîêàçàëè, ÷òî 𝑓(𝑠) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ðèìàíîâñêîãî òèïà:(︁𝜋

5

)︁− 𝑠
2

Γ

(︂
𝑠+ 1

2

)︂
𝑓(𝑠) =

(︁𝜋
5

)︁− 1−𝑠
2

Γ

(︂
(1 − 𝑠) + 1

2

)︂
𝑓(1 − 𝑠),

îäíàêî äëÿ 𝑓(𝑠) ãèïîòåçà Ðèìàíà (âñå êîìïëåêñíûå íóëè 𝑓(𝑠) ëåæàò íà
ïðÿìîé 𝑅𝑒 𝑠 = 0.5) íå âûïîëíÿåòñÿ è, áîëåå òîãî, ÷èñëî íóëåé 𝑓(𝑠) â îáëàñòè
𝑅𝑒 𝑠 > 1, 0 < 𝐼𝑚𝑠 6 𝑇 ïðåâîñõîäèò 𝑐𝑇 , 𝑐 > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â 1980 ã. Ñ.Ì.Âîðîíèí [2,3] äîêàçàë, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ 𝑅𝑒 𝑠 = 0.5
ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ íóëåé 𝑓(𝑠), òî åñòü äëÿ ôóíêöèè

Рахмонов Зарулло Хусенович, д.ф.-м.н., профессор, академик АН Республики Та-
джикистан, директор Института математики им. А.Джураева (Душанбе, Таджикистан);
Zarullo Rakhmonov (A.Dzhuraev Institute of Mathematics, Dushanbe, Tajikistan )

Аминов Асламбек Собирович, Института математики им. А.Джураева (Душан-
бе, Таджикистан); Aslambek Aminov (A.Dzhuraev Institute of Mathematics, Dushanbe,
Tajikistan)
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𝑁0(𝑇 ) � ÷èñëî íóëåé íå÷åòíîãî ïîðÿäêà 𝑓(𝑠) íà ïðîìåæóòêå 𝑅𝑒 𝑠 = 0.5,
0 < 𝐼𝑚𝑠 6 𝑇 , èìååò ìåñòî îöåíêà

𝑁0(𝑇 ) > 𝑐𝑇 exp
(︁

0, 05
√

ln ln ln ln𝑇
)︁
,

ãäå 𝑐 > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, 𝑇 > 𝑇0 > 0. Êîëè÷åñòâî íóëåé ôóíê-
öèè 𝑓(𝑠) â êîðîòêèõ ïðîìåæóòêàõ êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé âïåðâûå èññëåäîâàë
À.À.Êàðàöóáà. Îí 1989 ã. äîêàçàë [4], ÷òî ïðè 𝐻 = 𝑇

27
82+𝜀1 âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå
𝑁0(𝑇 +𝐻) −𝑁0(𝑇 ) > 𝐻(ln𝑇 )

1
2−𝜀, (1)

ãäå 𝜀 è 𝜀1 � ïðîèçâîëüíî ìàëûå ôèêñèðîâàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, íå
ïðåâîñõîäÿùèå 0.001, è 𝑇 > 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0. Â 1993 ã. À.À.Êàðàöóáà [5,6]ïî-
ëó÷èë íåñêîëüêî áîëåå òî÷íóþ îöåíêó: ìíîæèòåëü (ln𝑇 )

1
2−𝜀 â íåðàâåíñòâå

(1) îí çàìåíèë íà (ln𝑇 )
1
2 exp(−𝑐3

√
ln ln𝑇 ), ñëåäñòâèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî
𝑁0(𝑇 ) > 𝑇 (ln𝑇 )

1
2 exp(−𝑐3

√
ln ln𝑇 ).

Â 2017 ã. Ñ.À.Ãðèöåíêî [7] óñèëèë ïîñëåäíþþ îöåíêó è ïîëó÷èë íåðàâåíñòâî

𝑁0(𝑇 ) > 𝑇 (ln𝑇 )
1
2+

1
16−𝜀, 𝜀 > 0.

Çàòåì îí [8] ïîëó÷èë íîâûå âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè äðîáíûõ ìîìåíòîâ
óñïîêîåííûõ ðÿäîâ Äèðèõëå, èç êîòîðûõ ñëåäóåò

𝑁0(𝑇 ) > 𝑇 (ln𝑇 )
1
2+

1
12−𝜀, 𝜀 > 0.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿþñü óòî÷íåíèå íåðàâåíñòâà (1). Ñôîðìó-
ëèðóåì íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Теорема 1. Пусть 𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксированные поло-
жительные числа, не превосходящие 0.001, 𝑐4, 𝑐5, 𝑐𝑔 – абсолютные поло-
жительные постоянные, превосходящие 1,

𝑐7 =
𝜀

1
2+

𝜀
4+

𝜀2

8−4𝜀

1

3𝑒𝑐5 · 5
4
𝜀+3 2

2
𝜀+2+ 𝜀

2+
𝜀2

4−2𝜀 𝑐
𝜀
2+

𝜀2

4−2𝜀

4 𝑐
4
𝜀+2+𝜀+ 𝜀2

2−𝜀
𝑔

.

Тогда при 𝐻 = 𝑇
131
416+𝜀1 , 𝑇 > 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 выполняется соотношение

𝑁0(𝑇 +𝐻) −𝑁0(𝑇 ) > 𝑐7𝐻(ln𝑇 )
1
2−

𝜀
4−

𝜀2

2−𝜀 ln ln𝑇.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑇0 = 𝑇0(𝜀, 𝜀1) òàêîå, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

𝑐7(ln𝑇0)
3𝜀
4 − 𝜀2

2−𝜀 ln ln𝑇0 =
(ln𝑇0)

3𝜀
4 − 𝜀2

2−𝜀 ln ln𝑇0 · 𝜀
1
2+

𝜀
4+

𝜀2

8−4𝜀

1

3𝑒𝑐5 · 5
4
𝜀+3 2

2
𝜀+2+ 𝜀

2+
𝜀2

4−2𝜀 𝑐
𝜀
2+

𝜀2

4−2𝜀

4 𝑐
4
𝜀+2+𝜀+ 𝜀2

2−𝜀
𝑔

> 1.

Ïîýòîìó èç òåîðåìû 1 ïîëó÷èì:
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Следствие 1. Пусть 𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксированные по-
ложительные числа, не превосходящие 0.001. Тогда при 𝐻 = 𝑇

131
416+𝜀1 ,

𝑇 > 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 выполняется соотношение

𝑁0(𝑇 +𝐻) −𝑁0(𝑇 ) > 𝐻(ln𝑇 )
1
2−𝜀.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ðàáîòû À.À.Êàðàöóáû [4].
Îñíîâíûì óòâåðæäåíèåì, ïîçâîëèâøèì äîêàçàòü òåîðåìó 1, ÿâëÿåòñÿ ëåì-
ìà 1 î íîâûõ îöåíêàõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì 𝑊𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2, êîòîðóþ
ìû ïðèâîäèì òàêæå áåç äîêàçàòåëüñòâà. Ââåäåì ïàðàìåòðû è îáîçíà÷åíèÿ,
îò êîòîðûõ çàâèñÿò ýòè ñóììû: 𝑃 =

√︀
5𝑇/(2𝜋), 𝑋 = 𝑇 0.01𝜀1 , 0 < 𝜀1 < 0.0001,

𝜀1 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî; ℒ = ln𝑃 ; 𝑘 = [lnℒ]; 𝜂 = 𝑐1𝑘ℒ− 1
2 ; 0 < 𝐻 < 𝑇

1
3 ;

0 < 𝜀2 < 0.01, 𝜀2 è 𝑐1 � ïîñòîÿííûå ÷èñëà, 𝜆 � ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëü-
íûå ÷èñëà, çíàìåíàòåëü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 𝑋,

𝐵(𝜙) =

(︂
𝜙𝑖𝜂 − 1

ln𝜙

)︂𝑘
, 𝐴(𝜆) =

∑︁
𝑛𝜈1
𝜈2

=𝜆

𝜈1,𝜈2<𝑋

ℎ(𝜈1)ℎ(𝜈2)𝑟(𝑛)

𝜈2
,

ℎ(𝜈) ≡ 𝛽(𝜈)𝜒(𝜈) = 𝛽(𝜈)𝜒(𝜈), 𝛽(𝜈) =

⎧⎨⎩ 𝛼(𝜈)

(︂
1 − ln 𝜈

ln𝑋

)︂
, 1 6 𝜈 < 𝑋,

0, 𝜈 > 𝑋,

âåùåñòâåííûå ÷èñëà 𝛼(𝜈) íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

∞∑︁
𝜈=1

𝛼(𝜈)

𝜈𝑠
=

∏︁
𝑝≡±1(𝑚𝑜𝑑 5)

(︂
1 − 1

𝑝𝑠

)︂ 1
2

, 𝑅𝑒 𝑠 > 1.

Ïîëüçóÿñü ââåäåííûìè ïàðàìåòðàìè è îáîçíà÷åíèÿìè ñóìì 𝑊𝑗(𝑇 ), îïðåäå-
ëèì ðàâåíñòâàìè

𝑊0(𝑇 ) =
∑︁

𝜆1<𝜆2<𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
,

𝑊1(𝑇 ) =
∑︁

𝜆1<𝜆2<𝑃 1−𝜀2

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
𝐵

(︂
𝑃

𝜆1

)︂
𝐵

(︂
𝑃

𝜆2

)︂
exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
,

𝑊2(𝑇 ) =
∑︁

𝑃 1−𝜀2<𝜆1<𝜆2<𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
.

Ïðèâîäèìûå íèæå îöåíêè ñóìì 𝑊𝑗(𝑇 ) áóäóò ðàâíîìåðíûìè ïî ââåäåííûì
ïàðàìåòðàì è, òåì ñàìûì, ïîñòîÿííûå â çíàêàõ ≪ è 𝑂 áóäóò àáñîëþòíûìè.

Лемма 1.Пусть 𝜀1 и 𝜀2 – произвольные малые фиксированные положи-
тельные числа, не превосходящее 0.01, 𝑘 — натуральное число, 0 < 𝜂 < 1,
(𝜅, 𝜆) — произвольная экспоненциальная пара,

𝜃(𝜅, 𝜆) =
𝜅+ 𝜆

2𝜅+ 2
, κ(𝜅, 𝜆) =

52 + 𝜅− 𝜆

50𝜅+ 50
, 𝜎(𝜅) =

lnℒ
(𝜅+ 1) ln𝑇

.
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Тогда при 𝐻 = 𝑇 𝜃(𝜅,𝜆)+κ(𝜅,𝜆)𝜀1+𝜎(𝜅) справедливы оценки:

𝑊𝑗(𝑇 ) ≪ 𝑇−𝜀1 , 𝑗 = 0, 𝑗 = 2;

𝑊1(𝑇 ) ≪
(︂

2

𝜀2ℒ

)︂2𝑘 (︂
𝑘

𝜀2
+ 𝜂𝑘ℒ

)︂
𝑇−0,5(𝜆−𝜅)𝜀2−𝜀1 .

Ïîêàçàòåëü 𝜃(𝜅;𝜆) òàêæå ïîÿâëÿåòñÿ â îöåíêå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ïðî-
áëåìå äåëèòåëåé Äèðèõëå î ÷èñëå öåëûõ òî÷åê â ãèïåðáîëå 𝑥𝑦 6 𝑁 , 𝑥 > 0,
𝑦 > 0 è â ïðîáëåìå Ãàóññà î ÷èñëå öåëûõ òî÷åê â êðóãå 𝑥2 + 𝑦2 6 𝑅.

Íàèëó÷øàÿ îöåíêà ñâåðõó äëÿ 𝜃(𝜅;𝜆) ïðèíàäëåæèò Ì.Õàêñëè [9]. Îí
äîêàçàë, ÷òî

𝜃0 = min
𝜅,𝜆

𝜃(𝜅, 𝜆) = min
𝜅,𝜆

𝜅+ 𝜆

2𝜅+ 2
6

131

416
=

1

3
− 23

3 · 416
≈ 0.31490.

Îòñþäà èç ëåììû 1 ïîëó÷àåì

Следствие 2. Пусть 𝜀1 и 𝜀2 – произвольные малые фиксированные
положительные числа, не превосходящее 0.01, 𝑘 — натуральное число,
0 < 𝜂 < 1. Тогда при 𝐻 = 𝑇

131
416+𝜀1 справедливы оценки:

𝑊𝑗(𝑇 ) ≪ 𝑇−𝜀1 , 𝑗 = 0, 𝑗 = 2;

𝑊1(𝑇 ) ≪
(︂

2

𝜀2ℒ

)︂2𝑘 (︂
𝑘

𝜀2
+ 𝜂𝑘ℒ

)︂
𝑇−𝜀1 .
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О МИНИМАЛЬНОСТИ И НЕПОЛНОТЕ СИСТЕМЫ
ЭКСПОНЕНТ В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ НА

ПОЛУПРЯМОЙ И НА ПРЯМОЙ
А.М. Седлецкий
sedlet@mail.ru

УДК 517.518.32

Для широкого класса весов доказана равносильность минимальности
и неполноты системы экспонент в весовых пространствах на полупря-
мой и на прямой.

Ключевые слова: весовое пространство, полнота, минимальность, си-
стема экспонент

On minimality and noncompleteness of the system of
exponentials in weighted spaces on halfline and line

We present wide class of weights with following property. The minimality
of the system of exponentials in the corresponding weighted spaces on line
and halfline is equivalent to its noncompleteness.

Keywords: weighted space, completeness, minimality, system of exponen-
tials

Ðå÷ü ïîéä¼ò î ñâÿçè ìåæäó ìèíèìàëüíîñòüþ è íåïîëíîòîé ñèñòåìû ýêñ-
ïîíåíò

exp Λ = (𝑒−𝜆𝑛𝑡)∞𝑛=1, Λ = (𝜆𝑛)∞𝑛=1, 𝜆𝑛 ∈ C (1)

â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà ïîëóïðÿìîé R+ è íà ïðÿìîé R.
Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà (𝑒𝑖𝑛𝑡)𝑛∈Z äà¼ò õîäîâîé ïðèìåð ñèñòåìû (1),

ÿâëÿþùåéñÿ ïîëíîé è ìèíèìàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå 𝐿𝑝(−𝜋, 𝜋), 1 6 𝑝 < ∞.
Ïîëíûå è ìèíèìàëüíûå ñèñòåìû ýêñïîíåíò îáùåãî âèäà (1) â ïðîñòðàí-
ñòâàõ 𝐿𝑝 íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå ïåðâûì ñèñòåìàòè÷åñêè ñòàë èçó÷àòü
Í.Ëåâèíñîí [1].

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà

𝐿𝑝(R+, 𝜔(𝑡)𝑑𝑡) =: 𝐿𝑝𝜔(R+), 1 6 𝑝 <∞, 𝐶0,𝜔[0,∞) =: 𝐶0,𝜔(R+). (2)

𝐿𝑝(R, 𝜔(𝑡)𝑑𝑡) =: 𝐿𝑝𝜔(R), 1 6 𝑝 <∞, 𝐶0,𝜔(R). (3)

Çäåñü 𝜔(𝑡) � ïîëîæèòåëüíûé è íåïðåðûâíûé âåñ íà ïîëóïðÿìîé [0,∞)
(íà ïðÿìîé R). À ïðîñòðàíñòâî 𝐶0,𝜔(R+) (𝐶0,𝜔(R)) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðî-
ñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà [0,∞) (íà R) ôóíêöèé 𝑓(𝑡) ñ óñëîâèåì 𝑓(𝑡)𝜔(𝑡) →
0, 𝑡→ +∞ (𝑡→ ±∞) è ñ íîðìîé

‖𝑓‖ = max(|𝑓(𝑡)|𝜔(𝑡) : 𝑡 > 0) (= max(|𝑓(𝑡)|𝜔(𝑡) : 𝑡 ∈ R)).

Работа выполнена при поддержке МГУ имени М.В. Ломоносова (грант “Современные
проблемы фундаментальной математики и механики”).

Седлецкий Анатолий Мечиславович, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломо-
носова (Москва, Россия); Anatoly Sedletskii (Lomonosov Moscow State University, Moscow,
Russia)
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Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå

lim sup
𝑡→+∞

log𝜔(𝑡)

𝑡
= 𝑎, −∞ 6 𝑎 < +∞. (4)

Èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ëèøü óêàçàííûå çíà÷åíèÿ 𝑎. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè â (4) íå âåðõíèé, à îáû÷íûé ïðåäåë ðàâåí +∞, òî î÷åâèäíî, ÷òî
íè ïðè êàêîì 𝜆 ∈ C ôóíêöèÿ 𝑒−𝜆𝑡 íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü 𝐿𝑝𝜔(R+) èëè
𝐶0,𝜔(R+).

ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå (4) óñëîâèå Re𝜆𝑛 > 𝑎/𝑝, 𝑛 ∈ N åñòü óñëîâèå ïðèíàä-
ëåæíîñòè âñåõ ôóíêöèé ñèñòåìû (1) ïðîñòðàíñòâó 𝐿𝑝𝜔(R+), ò.å. ñëó÷àþ (4)
îòâå÷àåò ñëåäóþùàÿ ñîãëàñîâàííàÿ ñ íèì (â ñìûñëå 𝐿𝑝) ñèñòåìà ýêñïîíåíò

exp Λ = (𝑒−𝜆𝑛𝑡)∞𝑛=1, Re𝜆𝑛 > 𝑎/𝑝. (5)

Êîãäà ðå÷ü èä¼ò î ïðîñòðàíñòâå 𝐶0,𝜔(R+), òî â (5) ñëåäóåò ïîëàãàòü 𝑝 = 1.
Åñëè 𝑎 = −∞, òî (5) íàäî ïîíèìàòü êàê îòñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé
íà ðàñïîëîæåíèå òî÷åê 𝜆𝑛, ò.å. òîãäà ðå÷ü èä¼ò î ñèñòåìå (1).

Åñëè 𝜔(𝑡) � âåñ íà âñåé ïðÿìîé, òî ïðèíèìàåì óñëîâèå

lim sup
𝑡→+∞

log𝜔(±𝑡)
𝑡

= 𝑎, −∞ 6 𝑎 < 0. (6)

Çäåñü âàæíî, ÷òî 𝑎 < 0. C âåñîì (6) ñîãëàñîâàíà (â ñìûñëå 𝐿𝑝) ñèñòåìà

exp Λ = (𝑒−𝜆𝑛𝑡)∞𝑛=1, 𝑎/𝑝 < Re𝜆𝑛 < |𝑎|/𝑝. (7)

Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà 𝐶0,𝜔(R) çäåñü ñíîâà 𝑝 = 1.
Åñëè 𝜔(𝑡) � áûñòðî óáûâàþùèé âåñ, ò. å. 𝜔(𝑡) = exp(−𝑎|𝑡|𝛼), 𝑎 >

0, 𝛼 > 1, òî â ïðîñòðàíñòâàõ (2) è (3) ñóùåñòâóþò ïîëíûå è îäíîâðåìåííî
ìèíèìàëüíûå ñèñòåìû (1) (ñì. [2], ãëàâà 12).

Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåäúÿâèòü øèðîêèé
êëàññ âåñîâ 𝜔, òàêèõ, ÷òî ìèíèìàëüíîñòü ñèñòåìû (1) â ïðîñòðàíñòâå(2) (â
ïðîñòðàíñòâå (3))ðàâíîñèëüíà å¼ íåïîëíîòå.

Ïðèìåì åù¼ ñëåäóþùåå óñëîâèå: âåñ 𝜔(𝑡) íåïðåðûâåí è ïîëîæèòåëåí íà
ïîëóïðÿìîé [0,∞) (íà ïðÿìîé R) è

𝜔(𝑡) 6 𝐶𝜔(𝑥), 𝑡 ∈ 𝐽(𝑥), 𝑥 > 0 (𝑥 ∈ R), (8)

ãäå 𝐶 > 0 íå çàâèñèò îò 𝑥, à 𝐽(𝑥) = (max(0, 𝑥 − 1), 𝑥), 𝑥 > 0 (𝐽(𝑥) =
(𝑥− 1, 𝑥), 𝑥 ∈ R). Âåðíà

Теорема 1. Пусть 𝐵+ (ñîîòâåòñòâåííî, 𝐵) – какое-нибудь из про-
странств (2) (какое-нибудь из пространств (3)). Пусть вес 𝜔(𝑡) на по-
лупрямой R+ (на прямой R) удовлетворяет условию (8) и условию (4) с
𝑎 ∈ (−∞,∞) (условию (6) с 𝑎 ∈ (−∞, 0)). Пусть, кроме того, для любого
𝑎1 > 𝑎 функция 𝑒−𝑎1𝑡𝜔(𝑡) не возрастает при всех достаточно больших 𝑡
(функции 𝑒−𝑎1𝑡𝜔(±𝑡) не возрастают при всех достаточно больших поло-
жительных 𝑡).

Тогда минимальность системы (5) (системы (7)) в 𝐵+ (в 𝐵) равно-
сильна её неполноте.
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Íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, óòâåðæäåíèå î ðàâíîñèëüíîñòè íåïîëíîòû è
ìèíèìàëüíîñòè â ëèòåðàòóðå íå âñòðå÷àëîñü äàæå äëÿ â ñëó÷àå íåâåñîâûõ
ïðîñòðàíñòâ 𝐿𝑝(R+) è ñèñòåì exp Λ, Re𝜆𝑛 > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ñîäåðæèòñÿ â [3].
Следствие 1. Пусть вес 𝜔(𝑡), 𝑡 > 0 (𝑡 ∈ R) дифференцируем при всех

достаточно больших 𝑡 (|𝑡|) и

lim
𝑡→+∞

𝜔′(𝑡)

𝜔(𝑡)
= 𝑎, −∞ < 𝑎 <∞

(︂
± lim
𝑡→+∞

𝜔′(±𝑡)
𝜔(𝑡)

= 𝑎, −∞ < 𝑎 < 0

)︂
. (9)

Тогда неполнота системы (5) (системы (7)) в каком-нибудь из про-
странств (2) (из пространств (3)) равносильна её минимальности.

Замечание 1. Примеры весов, удовлетворяющих условиям (9), дают
функции 𝜔(𝑡) = 𝑒𝑎|𝑡| exp(𝑏|𝑡|𝛼)(1 + 𝑡2)𝛽/2, 𝑏, 𝛽 ∈ R, −1 < 𝛼 < 1, 𝑡 > 0 (𝑡 ∈
R), где 𝑎 то же, что и в (9).
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Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ïðè 𝑡→ 0+ èíòåãðàëà

ℱ(𝑡) =
∫︀
R+

(𝑃 (𝑥, 𝑡))
−𝛼

𝑑𝑥,

ãäå 𝑃 (𝑥, 𝑡) =
∑︀
𝑤∈𝑆

𝑐𝑤𝑥
𝑘𝑡𝑚 � ìíîãî÷ëåí, 𝑆 = {𝑤 = (𝑘,𝑚) | 𝑘,𝑚 ∈ Z+} �

êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî R2, 𝑐𝑤 > 0, 𝛼 > 0. Ðàññìàòðèâàåì òàêèå 𝛼, äëÿ
êîòîðûõ èíòåãðàë ℱ(𝑡) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.

Äàííàÿ çàäà÷à èìååò çíà÷èòåëüíûé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ è âîçíèêàåò â
êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ïðè èçó÷åíèè èíòåãðàëîâ Ôåéíìàíà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ íåêîòîðîìó ãðàôó. Â ñëó÷àå, åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò
îò êâàäðàòà âíåøíåãî ÷¼òûðåõ-èìïóëüñà 𝑞2 è êâàäðàòà ìàññû 𝑚2, ïðè ýòîì
𝑞2 ≫ 𝑚2, ââåäåíèå íîâîãî ïàðàìåòðà 𝑡 = 𝑚2/𝑞2 ïîçâîëÿåò ñâåñòè âîïðîñ ê
ïîëó÷åíèþ àñèìòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëà ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ 𝑡,
ïðè÷¼ì â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ áûâàåò äîñòàòî÷íî íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ
òàêîãî ðàçëîæåíèÿ (ñì. [1]).

Îïèøåì ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ℱ(𝑡), êî-
òîðûé óæå èñïîëüçîâàëñÿ ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ (ñì. [2]), íî
ðàíåå íå èìåë ñòðîãîãî ìàòåìàòàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ.

Ïóñòü 𝒩𝑃 � ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà 𝑃 (𝑥, 𝑡) � âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà ìíîæåñòâà 𝑆 â R2. Ãðàíè 𝛾 ýòîãî ìíîãîãðàííèêà, äëÿ êîòîðûõ âåê-
òîðû íîðìàëè, íàïðàâëåííûå âíóòðü 𝒩𝑃 , èìåþò ïîëîæèòåëüíóþ âòîðóþ
êîîðäèíàòó, áóäåì íàçûâàòü ñóùåñòâåííûìè. È ïóñòü ñóùåñòâåííûå ãðà-
íè 𝛾 ÿâëÿþòñÿ îòðåçêàìè ïðÿìûõ, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè 𝑚 = 𝑎𝛾 · 𝑘 + 𝑏𝛾 .
Ãðàíè, èìåþùèå îáùóþ òî÷êó 𝑤 ∈ 𝑆, � ñîñåäíèå ãðàíè.

Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ïî îñè 𝑡 îò òî÷êè 𝑤 ∈ 𝑆 äî ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé
ãðàíü 𝛾, ÷åðåç 𝜀(𝑤, 𝛾) = 𝑚 − 𝑎𝛾 · 𝑘 − 𝑏𝛾 > 0. Îïðåäåëèì 𝐿𝛾 = −𝑏𝛾 · 𝛼 − 𝑎𝛾 ,
ìíîæåñòâà

ℰ𝛾 = {𝐿𝛾 +
∑︁
𝑆∖𝛾

𝑝𝑤 · 𝜀(𝑤, 𝛾) | 𝑝𝑤 ∈ Z+}.

Ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ñëåäóþùèé:
(I) äëÿ êàæäîé ñóùåñòâåííîé ãðàíè 𝛾 cäåëàåì çàìåíó 𝑥 = 𝑦 · 𝑡−𝑎𝛾 â ïîäûí-
òåãðàëüíîì âûðàæåíèè:

𝑄𝛾(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 = (𝑃 (𝑥, 𝑡))
−𝛼

𝑑𝑥 = 𝑡𝐿𝛾 ·
(︁ ∑︀
𝑤∈𝛾

𝑐𝑤𝑦
𝑘 +

∑︀
𝑤∈𝑆∖𝛾

𝑐𝑤𝑦
𝑘𝑡𝜀(𝑤,𝛾)

)︁−𝛼
𝑑𝑦;

(II) ðàçëîæèì ôóíêöèè 𝑄𝛾(𝑦, 𝑡) â ôîðìàëüíûå ðÿäû ïî ñòåïåíÿì 𝑡:

𝑄𝛾(𝑦, 𝑡) =
∑︀
𝑗

𝜙𝛾,𝑗(𝑦) · 𝑡𝛽𝛾,𝑗 ;

(III) ôîðìàëüíî ïðîèíòåãðèðóåì ðÿäû ïî÷ëåííî, ïðè÷åì â ñëó÷àå ðàñõîäè-
ìîñòè èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé 𝜙𝛾,𝑗(𝑦) áóäåì ïðîâîäèòü ñòàíäàðòíóþ ïðî-
öåäóðó ðåãóëÿðèçàöèè, òî åñòü âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ äëÿ òåõ 𝛼,
ïðè êîòîðûõ ýòî èìååò ñìûñë, à ïîòîì äåëàòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
(ñì., íàïðèìåð, [3], ãë. 1);
(IV) ñëîæèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïî âñåì ñóùåñòâåííûì ãðàíÿì 𝛾.
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Теорема. Если любые два множества ℰ𝛾 , соответствующие соседним
существенным граням 𝛾, не пересекаются, тогда

ℱ(𝑡) ∼
∑︁
𝛾

(︁∑︁
𝑗

∫︁
R+

𝜙𝛾,𝑗(𝑦)𝑑𝑦 · 𝑡𝛽𝛾,𝑗

)︁
. (1)

В противном случае асимптотическое разложение ℱ(𝑡) можно получить
из представления (1) предельным переходом по 𝛼.

Следствие. Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
⋃︀
𝛾
ℰ𝛾 ïî âîçðàñòàíèþ �

𝛽1 < 𝛽2 < · · · < 𝛽𝑖 < . . . . Êàæäîìó 𝑖 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïàðó (𝑝, 𝛾)
(âîçìîæíî, íå îäíó) òàêóþ, ÷òî 𝛽𝑖 = 𝐿𝛾 +

∑︀
𝑆∖𝛾

𝑝𝑤 · 𝜀(𝑤, 𝛾). Åñëè ëþáûå äâà

ìíîæåñòâà ℰ𝛾 , ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñåäíèì ñóùåñòâåííûì ãðàíÿì 𝛾, íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ, òîãäà àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä äëÿ ℱ(𝑡) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: ℱ(𝑡) ∼
∞∑︀
𝑖=1

𝑙𝑖 · 𝑡𝛽𝑖 , ïðè ýòîì

ℱ(𝑡) −
𝑖0∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖 · 𝑡𝛽𝑖 = 𝑂(𝑡𝛽𝑖0+1) èëè ℱ(𝑡) −
𝑖0∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖 · 𝑡𝛽𝑖 = 𝑜(𝑡𝛽𝑖0 ).

Íóæíûå äëÿ ïðèáëèæåíèÿ

ℱ(𝑡) ≈
𝑖0∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖 · 𝑡𝛽𝑖

ñóùåñòâåííûå ãðàíè 𝛾 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòâåòñòâèÿ 𝑖 ↦→ (𝑝, 𝛾).
Åñëè æå ℰ𝛾 ïåðåñåêàþòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ ñîñåäíèõ ñóùåñòâåííûõ ãðà-

íåé 𝛾, òîãäà àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä äëÿ ℱ(𝑡) èìååò âèä

∞∑︁
𝑖=1

(𝑙𝑖 + 𝑠𝑖 · ln 𝑡) · 𝑡𝛽𝑖 ,

ïðè÷¼ì 𝑠𝑖 = 0, åñëè èíäåêñó 𝑖 ñîïîñòàâëåíû ëèáî îäíà ïàðà (𝑝, 𝛾), ëèáî
ïàðû ñ íåñîñåäíèìè 𝛾. Ñîîòâåòñòâåííî âû÷èñëÿåòñÿ è îöåíêà ïîãðåøíîñòè
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ.
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СИСТЕМЫ СЖАТИЙ И СДВИГОВ В СИММЕТРИЧНЫХ
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УДК 517.518

Пусть 𝑋 сепарабельное симметричное пространство. Используя поня-
тие мультипликатора ℳ(𝑋) с.п. 𝑋 относительно тензорного произве-
дения в сочетании с фреймовым подходом, мы рассматриваем вопрос
об условиях на функцию 𝑓 ∈ 𝑋 при которых система ее сжатий и
сдвигов является системой представления в 𝑋. Основной результат
утверждает, что таким условием является принадлежность 𝑓 ∈ ℳ(𝑋)
наряду с

∫︀ 1

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 ̸= 0. При этом условие 𝑓 ∈ ℳ(𝑋) окончательно в

определенном смысле.

Ключевые слова: система сжатий и сдвигов, симметричное простан-
ство, тензорное произведение, фрейм

Sequences of dilations and translations in symmetric spaces

Let 𝑋 be an arbitrary separable symmetric space. By using a combination
of the frame approach and the notion of the multiplicator space ℳ(𝑋) of
𝑋 with respect to the tensor product, we investigate the problem when
the sequence of dyadic dilations and translations of a function 𝑓 ∈ 𝑋 is
a representing system in the space 𝑋. The main result reads that this
holds whenever

∫︀ 1

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 ̸= 0 and 𝑓 ∈ ℳ(𝑋). Moreover, the condition

𝑓 ∈ ℳ(𝑋) turns out to be sharp in a certain sense.

Keywords: sequence of dilations and translations, symmetric space, tensor
product, frame

Ïóñòü 𝑋 � ñåïàðàáåëüíîå ñèììåòðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî íà 𝐼 = [0, 1]. Ïðè
êàêèõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ 𝑓 ∈ 𝑋 ñèñòåìà åå ñæàòèé è ñäâèãîâ

𝑓𝑘,𝑖(𝑡) =

{︃
𝑓(2𝑘𝑡− 𝑖), 𝑡 ∈ [ 𝑖

2𝑘
, 𝑖+1

2𝑘
],

0, èíà÷å,
𝑖 = 0, . . . , 2𝑘 − 1, 𝑘 = 0, 1, . . . ,

ÿâëÿåòñÿ представляющей системой â ñ.ï. 𝑋? Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
êàæäîé ôóíêöèè 𝑥 ∈ 𝑋 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ

{𝜉𝑘,𝑖} òàêàÿ, ÷òî 𝑥 =
∑︀∞
𝑘=0

∑︀2𝑘−1
𝑖=0 𝜉𝑘,𝑖𝑓𝑘,𝑖 (ñõîäèìîñòü â 𝑋). Åñëè, äîïîë-

íèòåëüíî, èìååì
∑︀∞
𝑘=0 ‖

∑︀2𝑘−1
𝑖=0 𝜉𝑘,𝑖𝑓𝑘,𝑖‖𝑋 6 𝐶‖𝑥‖𝑋 , òî áóäåì ãîâîðèòü îá

абсолютно представляющей системе ñ êîíñòàíòîé ïðåäñòàâëåíèÿ 𝐶 > 0.
Âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ïîñðåäñòâîì îðòîðåêóðñèâíûõ ðàçëî-

æåíèé ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà áûëè èçó÷åíû â ñòà-
òüå [1]. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ 𝑋 = 𝐿𝑝, 1 6 𝑝 <∞, îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ
áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå Â.È. Ôèëèïïîâà è Ï. Îñâàëüäà [2], â êîòîðîé äîêà-
çàíî, ÷òî î÷åâèäíîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå

∫︀ 1

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 ̸= 0 ÿâëÿåòñÿ îäíîâðå-

ìåííî è äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà ñæàòèé è ñäâèãîâ ôóíêöèè
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𝑓 ∈ 𝐿𝑝 áûëà ïðåäñòàâëÿþùåé ñèñòåìîé â 𝐿𝑝. Ïðè ýòîì êëþ÷åâóþ ðîëü
â äîêàçàòåëüñòâå èãðàåò òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ëþáîé 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,

∫︀ 1

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 ̸= 0,

ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà 𝜆0 ∈ R, ÷òî ‖1 − 𝜆0𝑓‖𝐿𝑝
< 1. Ïðè èññëåäîâà-

íèè âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ïî ñèñòåìàì ñæàòèé è ñäâèãîâ â
ïðîèçâîëüíîì ñèììåòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå âûÿñíèëîñü, ÷òî ïîñëåäíåå, âî-
îáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíåíî óæå â ñòåïåííîì ïðîñòðàíñòâå Ëîðåíöà 𝛬𝑡𝛼 ,
0 < 𝛼 < 1. Áîëåå ýôôåêòèâíûì îêàçàëñÿ äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñ-
ïîëüçîâàíèè íåîæèäàííîé ñâÿçè èññëåäóåìîé ïðîáëåìû ñ ìóëüòèïëèêàòî-
ðîì ñèììåòðè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â
÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî àíàëîã òåîðåìû Ôèëèïïîâà �Îñâàëüäà âåðåí äëÿ
ïðîñòðàíñòâà Ëîðåíöà 𝛬𝜙 ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ 𝜙 ñóáìóëüòèïëèêàòèâ-
íà, ò.å. 𝜙(𝑠𝑡) 6 𝐶𝜙(𝑠)𝜙(𝑡) äëÿ íåêîòîðîãî 𝐶 > 0 è âñåõ 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐼.

Ïóñòü 𝑋 � ñ.ï. íà 𝐼 = [0, 1]. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ñ.ï. 𝑋(𝐼×𝐼) íà êâàä-
ðàòå 𝐼 × 𝐼 ñîñòîèò èç âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé 𝑧(𝑠, 𝑡) íà 𝐼 × 𝐼 òàêèõ, ÷òî
𝑧~ ∈ 𝑋 ñ íîðìîé ‖𝑧‖𝑋(𝐼×𝐼) = ‖𝑧~‖𝑋 , ãäå 𝑧~(𝑢), 0 6 𝑢 6 1, � íåâîçðàñòàþ-
ùàÿ ïåðåñòàíîâêà ôóíêöèè |𝑧(𝑠, 𝑡)| îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà êâàäðàòå.
Åñëè ôóíêöèè 𝑥 è 𝑦 èçìåðèìû íà 𝐼, òî èõ тензорное произведение îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê (𝑥 ⊗ 𝑦)(𝑠, 𝑡) = 𝑥(𝑠)𝑦(𝑡), 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐼. Ïîä мультипликатором ℳ(𝑋)
ñ.ï. 𝑋 íà 𝐼 îòíîñèòåëüíî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé 𝑥(𝑠) òàêèõ, ÷òî îïåðàòîð 𝐵𝑥𝑦 = 𝑥 ⊗ 𝑦 îãðàíè÷åí
èç 𝑋 â 𝑋(𝐼 × 𝐼). Âìåñòå ñ åñòåñòâåííîé íîðìîé ‖𝑥‖ℳ(𝑋) = ‖𝐵𝑥‖𝑋→𝑋(𝐼×𝐼)
ℳ(𝑋) ñòàíîâèòñÿ ñ.ï. íà 𝐼. Ïðè ýòîìℳ(𝑋) = 𝑋 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îïåðàòîð òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑥⊗ 𝑦 îãðàíè÷åííî äåéñòâóåò èç
𝑋 ×𝑋 â 𝑋(𝐼 × 𝐼). Î÷åâèäíî, ÷òî ℳ(𝐿𝑝) = 𝐿𝑝. Â òî æå âðåìÿ ℳ(𝛬𝜙) = 𝛬𝜙,
åñëè è òîëüêî åñëè ôóíêöèÿ 𝜙(𝑡) ÿâëÿåòñÿ ñóáìóëüòèïëèêàòèâíîé.

Â ðàáîòàõ [3], [4], [5] äàíî îïèñàíèå ìóëüòèïëèêàòîðà êëàññè÷åñêèõ ñ.ï.
Ëîðåíöà, Ìàðöèíêåâè÷à, Îðëè÷à è óñòàíîâëåíà ðîëü ìóëüòèïëèêàòîðà ñ.ï.
𝑋 â âîïðîñå î ðàâíîìåðíîé äîïîëíÿåìîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ
ñæàòèÿìè è ñäâèãàìè.

Èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ ìóëüòèïëèêàòîðà â ñî÷åòàíèè ñ ôðåéìîâûì ïîä-
õîäîì ê ïîñòðîåíèþ ñèñòåì ïðåäñòàâëåíèÿ [6], [7] ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì
ðåçóëüòàòàì.

Теорема 1. Пусть 𝑋 — сепарабельное с.п., 𝑓 ∈ 𝑋 и
∫︀ 1

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 ̸= 0.

Следующие условия эквивалентны:
(i) 𝑓 ∈ ℳ(𝑋);
(ii) для любого 𝑘0 > 0 сжатия и сдвиги 𝑓𝑘,𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 2𝑘 − 1, 𝑘 > 𝑘0,

функции 𝑓 образуют абсолютно представляющую систему в 𝑋 с констан-
той представления 𝐶, не зависящей от 𝑘0.

Òàê êàê ℳ(𝐿𝑝) = 𝐿𝑝, òî óïîìÿíóòàÿ âî Ââåäåíèè òåîðåìà Ôèëèïïîâà�
Îñâàëüäà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 1.

Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Ëîðåíöà ìû ïîëó÷àåì áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò.

Теорема 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝛬𝜙, 𝑓 ̸= 0, 𝑓* = 𝑓 . Последовательность сжа-
тий и сдвигов функции 𝑓 является абсолютно представляющей системой
в пространстве Лоренца 𝛬𝜙 тогда и только тогда, когда 𝑓 ∈ ℳ(𝛬𝜙).

Следствие. Для того, чтобы каждая функция 𝑓 ∈ 𝛬𝜙,
∫︀ 1

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 ̸= 0,

порождала абсолютно представляющую систему сжатий и сдвигов в про-
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странстве 𝛬𝜙 необходимо и достаточно, чтобы функция 𝜙(𝑡) была суб-
мультипликативной.

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Ñ.Â. Àñòàøêèíûì.
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïðîáëåìû ìíîæèòåëåé
â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ 𝜆𝑝𝑞.

Êëàññè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïðîáëåìû ìíîæèòåëåé
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïóñòü 𝑓 ∈ 𝐿1[0, 2𝜋] è {𝑎𝑘(𝑓)} åå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå. Ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 𝑓 îáëàäàåò ñâîéñòàìè, äîñòàòî÷íûìè, ÷òîáû {𝑎𝑘(𝑓)} ∈
𝑙𝑝, 1 6 𝑝 6 ∞. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ãëàäêîñòíûå è ìåòðè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè ôóíêöèè 𝜑 äëÿ òîãî, ÷òîáû 𝑇𝜑𝑓 = {𝑎𝑘(𝑓 · 𝜑)} ∈ 𝑙𝑝, òî åñòü îïðå-
äåëèòü óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ 𝜑, ãàðàíòèðóþùèå îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà
𝑇𝜑 : 𝑙𝑝 −→ 𝑙𝑝. Êëàññ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 𝑀𝑝.

Ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ Ñòå÷êèíà Ñ.Á. [1], Õèðøìàíà
È.È. [2], Ýäåëüøòåéíà Ñ.Ë. [3], Áèðìàíà Ì.Ø. è Ñîëîìÿêà Ì.Ç. [4], Êàðà-
äæîâà Ã.Å. [5].

Ïóñòü 0 < 𝑞, 𝑝 < ∞. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝑎 =
{𝑎𝑘}∞𝑘=−∞ ïðèíàäëåæèò êëàññó 𝜆𝑝,𝑞, åñëè êîíå÷íà âåëè÷èíà:

⃦⃦
𝑎
⃦⃦
𝜆𝑝,𝑞

=

(︃ ∞∑︁
𝑘=−∞

|𝑎𝑘|𝑞|𝑘|(
𝑞
𝑝−1)

)︃ 1
𝑞

<∞, 𝑘 = max(|𝑘|, 1).

Åñëè 𝑞 = ∞, òî
⃦⃦
𝑎
⃦⃦
𝜆𝑝,∞

= sup |𝑎𝑘||𝑘|
1
𝑝 .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝜑 ïðèíàäëåæèò êëàññó 𝑀𝑝1,𝑞1
𝑝0,𝑞0 , åñëè ëè-

íåéíûé îïåðàòîð 𝑇𝜑 îãðàíè÷åí èç 𝜆𝑝0,𝑞0 â 𝜆𝑝1,𝑞1 è⃦⃦
𝜑
⃦⃦
𝑀

𝑝1,𝑞1
𝑝0,𝑞0

=
⃦⃦
𝑇𝜑
⃦⃦
𝜆𝑝0,𝑞0

−→𝜆𝑝1,𝑞1

.

Лемма 1. Пусть 1 < 𝑟, 𝑝, 𝑞 <∞, 0 < 𝑠 6 ∞, 1
𝑡1

+ 1
𝑡2

= 1
𝑠 и

1
𝑞+ 1

𝑠 = 1
𝑟1

+ 1
𝑟2
.

Тогда имеет место следующее неравенство⃦⃦
𝑎 * 𝑏

⃦⃦
𝜆𝑞𝑠

6 𝑐
⃦⃦
𝑎
⃦⃦
𝜆𝑟1𝑡1

⃦⃦
𝑏
⃦⃦
𝜆𝑟2𝑡2

.

Теорема 1. Пусть 1 < 𝑝0 < 2 < 𝑝1, 𝑞1 6 𝑝1, 𝑝0 6 𝑞0, 0 < 𝑠, 𝑞0, 𝑞1 <∞,
1

𝑝0
− 1

𝑝1
<

1

2
,

1

𝑟
=

1

𝑝0
− 1

𝑝1
,

1

𝑠
=

1

𝑞1
− 1

𝑞0
.

Тогда имеет место вложение

𝐿𝑟𝑠[0, 1] →˓𝑀𝑝1,𝑞1
𝑝0,𝑞0 .

Теорема 2. Пусть 1 < 𝑝0 6 𝑞0 6 𝑞1 6 𝑝1 < 2, 1 < 𝑠, 𝑞0, 𝑞1 < ∞ 𝛼 =
1

𝑝1
− 1

2
,

1

𝑟
=

1

𝑝0
− 1

2
, 1 − 1

𝑠
=

1

𝑞0
− 1

𝑞1
.

Тогда справедливо следующее вложение

𝐵𝛼𝑟𝑠[0, 1] →˓𝑀𝑝1,𝑞1
𝑝0,𝑞0 .
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Пусть Ω – открытое множество на комплексной плоскости и пусть
𝐸 – компактное множество в Ω. Приведены примеры пар (Ω, 𝐸), для
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аппроксимации Фабера, Ерохина, Якоби и Уолша.
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On the best linear approximation of functions analytic in a
neighborhood of a compact set

Let Ω be an open set on the complex plane and let 𝐸 be a compact set in
Ω. Examples of pairs (Ω, 𝐸) are given, for which it is possible to obtain
asymptotic estimates of the linear widths of the unit ball of the space
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Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, ñîäåðæà-
ùåå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî 𝐸. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
𝑓 : Ω → C ïðèíàäëåæèò êëàññó 𝐴(Ω), åñëè |𝑓(𝑧)| 6 1 äëÿ âñåõ 𝑧 ∈ Ω. Êëàññ
𝐴(Ω) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì øàðîì ïðîñòðàíñòâà 𝐻∞(Ω). Çàäà÷à î âû÷èñëå-
íèè ïîïåðå÷íèêîâ êëàññà 𝐴(Ω) â ìåòðèêå 𝐶(𝐸) ïîñòàâëåíà À.Í. Êîëìîãî-
ðîâûì è èçó÷àëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì. [1, � 7.5], [2], [3] è öèòèðîâàííóþ
â ýòèõ ðàáîòàõ ëèòåðàòóðó). Îáîçíà÷èì ÷åðåç cap (Ω, 𝐸) åìêîñòü ìíîæåñòâà
𝐸 îòíîñèòåëüíî Ω. Äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïàð (Ω, 𝐸) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
𝑛→∞

[𝑑𝑛(𝐴(Ω);𝐶(𝐸))]1/𝑛 = exp(−1/cap (Ω, 𝐸)),

ãäå 𝑑𝑛 � êîëìîãîðîâñêèé 𝑛-ïîïåðå÷íèê. Òàêîå æå ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ëè-
íåéíîãî 𝑛-ïîïåðå÷íèêà 𝜆𝑛. Òî÷íûå çíà÷åíèÿ 𝑛-ïîïåðå÷íèêîâ êëàññà 𝐴(Ω) â
ìåòðèêå 𝐶(𝐸) èçâåñòíû òîëüêî äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ:

1) 𝐸 è Ω � êîíöåíòðè÷åñêèå êðóãè (случай Тейлора);
2) 𝐸 = [−1, 1], à îáëàñòü Ω îãðàíè÷åíà ýëëèïñîì ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ

−1 è 1 (случай Чебышёва).
Ñîîòíîøåíèå 𝑎𝑛 ≍ 𝑏𝑛 îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 𝑐1 > 0 è 𝑐2 >

0 òàêèå, ÷òî 𝑐1𝑏𝑛 6 𝑎𝑛 6 𝑐2𝑏𝑛 äëÿ âñåõ 𝑛 ∈ N. Ïîëîæèì 𝛼 = 1/cap (Ω, 𝐸). Â
íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ïðèâîäÿòñÿ ïàðû (Ω, 𝐸), äëÿ êîòîðûõ

𝜆𝑛(𝐴(Ω);𝐶(𝐸)) ≍ exp(−𝑛𝛼) (1)

è óêàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îïòèìàëüíûå ëèíåéíûå ìåòîäû ïðèáëè-
æåíèÿ. Îòìå÷àþòñÿ ñâÿçè çàäà÷è îá îöåíêàõ ïîïåðå÷íèêîâ êëàññîâ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ìåòîäàìè ïðèáëèæåíèÿ Ôàáåðà, Åðîõèíà, ßêîáè è
Óîëøà.

Ïóñòü D � åäèíè÷íûé êðóã è 𝐾 � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â C, ñîäåðæà-
ùåå áîëåå îäíîé òî÷êè è èìåþùåå îäíîñâÿçíîå äîïîëíåíèå â ðàñøèðåííîé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Äàëåå, ïóñòü Φ : C ∖ 𝐾 → C ∖ D � êîíôîðìíîå
îòîáðàæåíèå, íîðìèðîâàííîå óñëîâèåì lim

𝑧→∞
(Φ(𝑧)/𝑧) > 0. Äëÿ ôèêñèðîâàí-

íîãî 𝑅 > 1 âíóòðåííîñòü êðèâîé Γ𝑅 := {𝑧 : |Φ(𝑧)| = 𝑅} îáîçíà÷èì ÷åðåç
𝐺𝑅. Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî 𝐾 âûïóêëîå, ñîîòíîøåíèå (1) äëÿ ïîïå-
ðå÷íèêîâ 𝜆𝑛(𝐴(𝐺𝑅);𝐶(𝐾)) äîêàçûâàåòñÿ [4] ïðèáëèæåíèåì ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐴(𝐺𝑅) ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà ïî ìíîãî÷ëåíàì Ôàáåðà.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìåòîä Ôàáåðà îáîáùàåò êëàññè÷åñêèå ìåòîäû Òåéëî-
ðà è ×åáûø¼âà (ñì., íàïðèìåð, [5,6]). Íà îñíîâå ôàáåðîâñêèõ ðàçëîæåíèé
è àïïðîêñèìàöèé òèïà Ïàäå è Êàðàòåîäîðè-Ôåéåðà ïîñòðîåíû (ñì. áèáëèî-
ãðàôèþ â [3]) ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷å-
íèé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (íàïðèìåð, ôóíêöèé Áåññåëÿ), äëÿ ðåøåíèÿ
íåêîòîðûõ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû è äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ è
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé ïîïåðå÷íè-
êîâ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ è ãëàäêèõ ôóíêöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëü-
íûõ àëãîðèòìîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ èìåþòñÿ â
[4, 7, 8].

Ïàðó (Ω, 𝐸) íàçîâåì допустимой, åñëè

Ω =

𝑚⋃︁
𝑗=1

Ω𝑗 , Ω𝑗 ∩ Ω𝑗′ = ∅ (𝑗 ̸= 𝑗′), 𝐸 =

𝑙⋃︁
𝑠=1

𝐸𝑠, 𝐸𝑠 ∩ 𝐸𝑠′ = ∅ (𝑠 ̸= 𝑠′),
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è
𝐸 ⊂ Ω, 𝐸 ∩ Ω𝑗 ̸= ∅ (𝑗 = 1, . . . ,𝑚),

ãäå Ω𝑗 � îäíîñâÿçíûå æîðäàíîâûå îáëàñòè è 𝐸𝑠 � çàìêíóòûå îäíîñâÿçíûå
æîðäàíîâû îáëàñòè. Äëÿ êàæäîé äîïóñòèìîé ïàðû (Ω, 𝐸) ñóùåñòâóåò [9]
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {𝑓𝑛} òàêàÿ, ÷òî êàæäàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â Ω
ôóíêöèÿ 𝑓 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìà â âèäå

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑓𝑘(𝑧), 𝑧 ∈ Ω, (2)

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå
â Ω. Áîëåå òîãî, åñëè 𝑓 ∈ 𝐴(Ω), òî

lim sup
𝑛→∞

||𝑓 −
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘 𝑓𝑘||1/𝑛𝐶(𝐸) 6 exp(−𝛼).

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ðàçëîæåíèå (2) ñîâïàäàåò ñ ðàçëîæåíèÿìè â ряды
Ерохина (â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü Ω ∖ 𝐸 äâóñâÿçíàÿ), рядами Якоби (â ñëó-
÷àå, êîãäà ãðàíèöû 𝜕Ω è 𝜕𝐸 ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ ôèêñèðîâàííîãî
ïîëèíîìà), рядами Уолша (â ñëó÷àå, êîãäà 𝜕𝐸 ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
íåïðåñåêàþùèõñÿ æîðäàíîâûõ êðèâûõ, à 𝜕Ω ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé óðîâíÿ ôóíê-
öèè Ãðèíà äëÿ C ∖ 𝐸 ñ ïîëþñîì â ∞). Ïîëüçóÿñü (2), îïðåäåëèì 𝑛-ìåðíîå
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑋𝑛 = span {𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1} è ïðîåêòîð

𝐹𝑛 : 𝐴(Ω) → 𝑋𝑛, 𝐹𝑛𝑓 =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘 𝑓𝑘, 𝑛 ∈ N.

Ïàðó (Ω, 𝐸) áóäåì íàçûâàòü *-допустимой, åñëè sup
𝑛

‖𝑓𝑛‖𝐶(𝐸) <∞ è ñóùå-

ñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû 𝑀1 è 𝑀2 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
𝑔 ∈ 𝑋𝑛 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

sup{| 𝑔(𝑧)| : 𝑧 ∈ Ω} 6𝑀1 exp(𝑛𝛼)|| 𝑔||𝐶(𝐸),

|| 𝑔||𝐿𝑝(𝜕𝐸) 6𝑀2𝑛
1/𝑝||𝑔||𝐿𝑝(𝐸), 1 6 𝑝 <∞.

Íàïðèìåð, ïàðà (Ω, 𝐸) áóäåò *-äîïóñòèìîé, åñëè âñå ãðàíèöû 𝜕𝐸𝑠 ÿâëÿþòñÿ
àíàëèòè÷åñêèìè êðèâûìè Æîðäàíà.

Теорема. Предположим, что пара (Ω, 𝐸) является *-допустимой и
пусть 1 6 𝑝 < ∞. Тогда существуют 𝑏1, 𝑏2 > 0 такие, что для любой
функции 𝑓 ∈ 𝐴(Ω) и любого натурального 𝑛 имеют место неравенства

||𝑓 − 𝐹𝑛𝑓 ||𝐶(𝐸) 6 𝑏1 exp(−𝑛𝛼), ||𝑓 − 𝐹𝑛𝑓 ||𝐿𝑝(𝐸) 6 𝑏2𝑛
−1/𝑝 exp(−𝑛𝛼).

Более того,

𝜆𝑛(𝐴(Ω);𝐶(𝐸)) ≍ exp(−𝑛𝛼), 𝜆𝑛(𝐴(Ω);𝐿𝑝(𝐸)) ≍ 𝑛−1/𝑝 exp(−𝑛𝛼)

и такие же соотношения верны для колмогоровских 𝑛-поперечников.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ âèäà (1) äëÿ ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ èçâåñòíû [3] ëèøü â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ.
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В основу нового подхода к проблеме поиска и построения фундамен-
тальных 𝑆-единиц в эллиптических и гиперэллиптических полях лег-
ли функциональные непрерывные дроби. В рамках этого подхода мы
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On classes of periodic functional continued fractions in elliptic
fields

The basis of the new approach to the problem of finding and construct-
ing fundamental 𝑆-units in elliptic and hyperelliptic fields was formed by
functional continued fractions. In the framework of this approach, we
give a classification of elliptic fields containing key elements with periodic
functional continued fractions.

Keywords: elliptic fields, functional continued fractions, Lagrange theo-
rem, divisor class group, fundamental 𝑆-units, Kubert parametrization,
fast algorithms, high performance computing

Â ñòàòüÿõ [1]-[4] äîêàçàí êðèòåðèé êâàçèïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèîíàëü-
íûõ íåïðåðûâíûõ äðîáåé â ãèïåðýëëèïòè÷åñêîì ïîëå 𝐿, ñîãëàñíî êîòîðî-
ìó ýëåìåíò 𝛼 ∈ 𝐿 èìååò êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â íåïðåðûâíóþ
äðîáü, ñâÿçàííóþ ñ ëèíåéíûì íîðìèðîâàíèåì, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åñòü íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ îïðåäåëåííîãî âèäà ó íîðìåííîãî óðàâíåíèÿ
� ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ òèïà Ïåëëÿ. Ðàçðåøèìîñòü íîðìåí-
íîãî óðàâíåíèÿ ðàâíîñèëüíî íàëè÷èþ ôóíäàìåíòàëüíîé 𝑆ℎ-åäèíèöû â ïî-
ëå 𝐿 äëÿ ìíîæåñòâà 𝑆ℎ, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ íåýêâèâàëåíòíûõ ñîïðÿæåííûõ
ëèíåéíûõ íîðìèðîâàíèé.

Â ñëó÷àå ÷èñëîâûõ íåïðåðûâíûõ äðîáåé òåîðåìà Ëàãðàíæà óòâåðæäà-
åò, ÷òî ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðàçëî-
æåíèå â ÷èñëîâóþ íåïðåðûâíóþ äðîáü. Ãèïåðýëëèïòè÷åñêîå ïîëå 𝐿 � ïî-
ëå ôóíêöèé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé � åñòü êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå
ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé 𝐾(𝑥). Åñëè â ïîëå 𝐿 íåò íåòðèâèàëüíûõ 𝑆ℎ-
åäèíèö, òî ôóíêöèîíàëüíûå íåïðåðûâíûå äðîáè ýëåìåíòîâ ïîëÿ 𝐿 íåêâàçè-
ïåðèîäè÷åñêèå. Åñëè æå â ïîëå 𝐿 ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ 𝑆ℎ-åäèíèöà,
òî â ïîëå 𝐿 ìîãóò áûòü ýëåìåíòû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè, ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêè-
ìè, íî íå ïåðèîäè÷åñêèìè, è íåêâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèîíàëüíûìè
íåïðåðûâíûìè äðîáÿìè. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ, î âûäå-
ëåíèè êëàññîâ ýëåìåíòîâ èìåþùèõ ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíûå íåïðå-
ðûâíûå äðîáè è êëàññîâ ýëåìåíòîâ èìåþùèõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöè-
îíàëüíûå íåïðåðûâíûå äðîáè. Â ñòàòüå [7] äîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå ôóíäà-
ìåíòàëüíîé 𝑆ℎ-åäèíèöû â ïîëå 𝐿 = 𝐾(𝑥)(

√
𝑓), deg 𝑓 = 2𝑔 + 1, ðàâíîñèëüíî

óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè íåïðåðûâíûõ äðîáåé ýëåìåíòîâ
√
𝑓/ℎ𝑔 è

√
𝑓/ℎ𝑔+1.

Äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî ïîëÿ 𝐿 = 𝐾(𝑥)(
√
𝑓) ñ ìíîãî÷ëåíîì 𝑓 ïðîèçâîëü-

íîé ñòåïåíè 2𝑔+1 6 deg 𝑓 6 2𝑔+2 â ñòàòüå [4] ïîêàçàíî, ÷òî íàëè÷èå ôóíäà-
ìåíòàëüíîé 𝑆ℎ-åäèíèöû, ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè íåïðåðûâíîé
äðîáè ýëåìåíòà

√
𝑓/ℎ𝑔+1. Â ñâÿçè ñ ýòèì ýëåìåíòû âèäà

√
𝑓/ℎ𝑠, 𝑠 ∈ Z, ìû

íàçûâàåì ключевыми â ïîëå 𝐿. Äëÿ ñëó÷àÿ deg 𝑓 = 2𝑔 + 1 â ñòàòüÿõ [3],
[6] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî 𝑠 ∈ Z íåïðåðûâíûå äðîáè ýëåìåíòîâ√
𝑓/ℎ𝑠 è

√
𝑓/ℎ2𝑔+1−𝑠 îäíîâðåìåííî ïåðèîäè÷åñêèå èëè íåêâàçèïåðèîäè÷å-

ñêèå.
Â òåêóùåì ñîîáùåíèè ìû îòâå÷àåì íà âîïðîñ î êâàçèïåðèîäè÷íîñòè è

êâàçèïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ íåïðåðûâíûõ äðîáåé êëþ÷åâûõ ýëå-
ìåíòîâ ýëëèïòè÷åñêîãî ïîëÿ 𝐿 = Q(𝑥)(

√
𝑓), deg 𝑓 = 3. Äîñòàòî÷íî îïèñàòü

äâà êëàññà ìíîãî÷ëåíîâ 𝑓 ∈ Q[𝑥], äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíòû√
𝑓/ℎ è

√
𝑓 èìåþò ïåðèîäè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â íåïðåðûâíóþ äðîáü.
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ßñíî, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà 𝑓 ∈ Q[ℎ] ýëåìåíò
√︀
𝑓(ℎ)/ℎ

èëè
√︀
𝑓(ℎ) îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì â íåïðåðûâíóþ äðîáü,

òî ýëåìåíò
√︀
𝑎2𝑓(𝑏ℎ)/ℎ èëè

√︀
𝑎2𝑓(𝑏ℎ) ñîîòâåòñòâåííî èìååò ïåðèîäè÷åñêîå

ðàçëîæåíèå â íåïðåðûâíóþ äðîáü äëÿ ëþáûõ 𝑎, 𝑏 ∈ Q*. Ïîýòîìó ìû ìîæåì
èñêàòü ìíîãî÷ëåíû 𝑓 ∈ Q[ℎ] ñ òî÷íîñòüþ äî óêàçàííîé çàìåíû.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïåðâîãî êëàññà ìíîãî÷ëåíîâ 𝑓 ∈ Q[ℎ], äëÿ êîòîðûõ
√
𝑓/ℎ

èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â íåïðåðûâíóþ äðîáü, ìû âûïèñûâàåì
ïîëíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ 𝑓(ℎ), deg 𝑓 = 3, òàêèõ, ÷òî â
ãðóïïå êëàññîâ äèâèçîðîâ ñòåïåíè íîëü ∆∘(𝐿) ãèïåðýëëèïòè÷åñêîãî ïîëÿ
𝐿 = Q(ℎ)(

√
𝑓) ïîðÿäîê êëàññà äèâèçîðà 𝑃−

ℎ −𝑃+
ℎ ðàâåí 𝑛, ãäå òî÷êè 𝑃±

ℎ ñî-
îòâåòñòâóþò íîðìèðîâàíèÿì 𝜈±ℎ . Ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
òî÷êè 𝑃−

ℎ è 𝑃+
ℎ èìåþò ïîðÿäîê 𝑛 íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé 𝐶𝑛(Q), çàäàí-

íîé óðàâíåíèåì 𝐶𝑛 : 𝑦2 = 𝑓𝑛(ℎ). Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìàçóðà [8] äîñòàòî÷íî
ðàññìàòðèâàòü 2 6 𝑛 6 10, 𝑛 = 12.

Ìû èñïîëüçóåì èçâåñòíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ Êóáåðòà [9]. Íàïîìíèì, ÷òî
нормальная форма Тейта óðàâíåíèÿ íåîñîáîé ïëîñêîé êóáè÷åñêîé êðèâîé
èìååò âèä 𝑌 2 +(1−𝑐)𝑋𝑌 −𝑏𝑌 = 𝑋3−𝑏𝑋2 ñ äèñêðèìèíàíòîì ∆ = 𝑏3(16𝑏2−
8𝑏𝑐2 − 20𝑏𝑐+ 𝑏+ 𝑐4 − 3𝑐3 + 3𝑐2 − 𝑐). Â ñòàòüå [9] äëÿ 𝑛 ∈ {4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12}
ïðèâåäåíà ÿâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ 𝑏 = 𝑏(𝑡), 𝑐 = 𝑐(𝑡) âñåõ ýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ 𝐶𝑛 = 𝐶𝑛,𝑡, çàäàííûõ â íîðìàëüíîé ôîðìå Òåéòà ñ òî÷êîé (0, 0)

ïîðÿäêà 𝑛. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû 𝑦 = 𝑌 + (1−𝑐)𝑋−𝑏
2 , ℎ = 𝑋 ìû ìîæåì äëÿ

êðèâîé 𝐶𝑛 ïîëó÷èòü ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå âèäà 𝑦2 = 𝑓(ℎ) ñ òî÷êîé
𝑃 = (𝑥1, 𝑦1) = (0,

√︀
𝑓(0)) ïîðÿäêà 𝑛. Äëÿ 𝑛 = 2 è 𝑛 = 3 ìû íàõîäèì ÿâíóþ

ïàðàìåòðèçàöèþ ñ ïîìîùüþ òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ íåïðåðûâíûõ äðîáåé.
Ïîëíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ èñêîìûõ ìíîãî÷ëåíîâ 𝑓 ∈ Q[ℎ] ïðèâåäåíà â

ñòàòüå [1].
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò âòîðîé êëàññ ìíîãî÷ëåíîâ 𝑓 ∈ Q[ℎ], äëÿ

êîòîðûõ
√
𝑓 èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â íåïðåðûâíóþ äðîáü.

Теорема 1 [5]. Существует бесконечная серия многочленов 𝑓𝑐 =
𝑐ℎ3 + 1, 𝑐 ∈ Q*, имеющих периодическое разложение

√
𝑓 в непрерывную

дробь. За исключением этой серии существует только три неэквивалент-
ных свободных от квадратов многочленов 𝑓 ∈ Q[ℎ], deg 𝑓 = 3, имеющих
периодическое разложение

√
𝑓 в непрерывную дробь:

𝑓 = 12ℎ3−8ℎ2+4ℎ+1, 𝑓 = 12ℎ3−5ℎ2+2ℎ+1, 𝑓 = −120ℎ3+25ℎ2+2ℎ+1.

Ïîèñê ñâîáîäíûõ îò êâàäðàòîâ ìíîãî÷ëåíîâ 𝑓 , deg 𝑓 > 4, ñ êîýôôèöè-
åíòàìè èç ïîëÿ Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ ïåðèîäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì

√
𝑓

â íåïðåðûâíóþ äðîáü â Q((ℎ)) ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé. Â ñòàòüå [6] áûëè
íàéäåíû äâà ïðèìåðà ìíîãî÷ëåíîâ 𝑓 ñòåïåíè 5 ñ ïåðèîäè÷åñêèì ðàçëîæå-
íèåì

√
𝑓 â íåïðåðûâíóþ äðîáü. Äàëåå, â ñòàòüå [4] äëÿ êàæäîãî öåëîãî 𝑚,

íà÷èíàÿ ñ 3, íàéäåíû 3 íåýêâèâàëåíòíûõ ïðèìåðà ìíîãî÷ëåíîâ 𝑓 ñòåïåíè𝑚,
îáëàäàþùèõ ïåðèîäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì

√
𝑓 â íåïðåðûâíóþ äðîáü. Â ñëó-

÷àå deg 𝑓 = 4 â ñòàòüå [4] íàéäåíû 5 íåòðèâèàëüíûõ ïðèìåðîâ ìíîãî÷ëåíîâ
ñ ïåðèîäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì

√
𝑓 â íåïðåðûâíóþ äðîáü. Â ñòàòüå [1] íàé-

äåí íîâûé ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà 𝑓 ñòåïåíè 6 ñ ïåðèîäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì
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√
𝑓 â íåïðåðûâíóþ äðîáü. Âñå óêàçàííûå ðåçóëüòàòû áûëè íàéäåíû ñ ïî-

ìîùüþ íàøèõ íîâûõ àëãîðèòìîâ, ñèìâîëüíûõ êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé
è âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ïàðàëëåëüíûõ êëàñòåðíûõ âû÷èñëåíèé.
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Получена новая оценка длины промежутка критической прямой, в ко-
тором содержится нуль нечетного порядка производных 𝑛–го порядка
функции Харди.

Ключевые слова: функция Харди, экспоненциальная пара, дзета-
функция Римана, критическая прямая, тригонометрическая сумма.

A theorem on the zeros of the derivative of the function Hardy

A new estimate is obtained for the length of the interval of the critical
line, which contains a zero of odd order of the derivatives of the 𝑛–th
order of the Hardy function.
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Ôóíêöèÿ Õàðäè 𝑍(𝑡) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

𝑍(𝑡) = 𝑒𝑖𝜃(𝑡)𝜁

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂
, 𝑒𝑖𝜃(𝑡) = 𝜋− 𝑖𝑡

2 Γ

(︂
1

4
+
𝑖𝑡

2

)︂ ⃒⃒⃒⃒
Γ

(︂
1

4
+
𝑖𝑡

2

)︂⃒⃒⃒⃒−1

è ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðè âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ 𝑡, è âå-
ùåñòâåííûå íóëè 𝑍(𝑡) ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè 𝜁(𝑠), ëåæàùèìè íà êðèòè÷åñêîé
ïðÿìîé. Îäíèì èç âîïðîñîâ îòíîñèòåëüíî ýòèõ íóëåé ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î
âåëè÷èíå ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì çàâåäîìî ëåæèò íóëü ôóíêöèè 𝑍(𝑡). Ñó-
ùåñòâóåò ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ïðîìåæóòîê (𝑇, 𝑇 + 𝐻), ïðè 𝐻 = 𝑇 𝜀, 𝜀 > 0 �
ñêîëü óãîäíî ìàëîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, ñîäåðæèò íóëü ôóíêöèè 𝑍(𝑡). Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòà ãèïîòåçà íå äîêàçàíà.

Ïåðâûì ðåçóëüòàòîì î íóëÿõ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà 𝜁(𝑠) íà êðèòè-
÷åñêîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ã.Õàðäè [1]. Â 1914 ã. îí äîêàçàë, ÷òî
𝜁(1/2 + 𝑖𝑡) имеет бесконечно много вещественных нулей. Çàòåì Õàð-
äè è Ëèòòëâóä [2] â 1921 ã. äîêàçàëè, ÷òî ïðîìåæóòîê (𝑇, 𝑇 + 𝐻) ïðè
𝐻 > 𝑇 1/4+𝜀 ñîäåðæèò íóëü íå÷åòíîãî ïîðÿäêà 𝜁(1/2 + 𝑖𝑡). ßí Ìîçåð [3]
â 1976 ã. ïîêàçàë, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî ïðè 𝐻 > 𝑇 1/6 ln2 𝑇 .
Â 1981 ã. À.À.Êàðàöóáà [4] äîêàçàë òåîðåìó Õàðäè-Ëèòòëâóäà óæå ïðè
𝐻 > 𝑇 5/32 ln2 𝑇 .

À.À.Êàðàöóáà, íàðÿäó ñ çàäà÷åé î ñîñåäíèõ íóëÿõ ôóíêöèè Õàðäè, ðàñ-
ñìîòðåë áîëåå îáùóþ çàäà÷ó î ñîñåäíèõ íóëÿõ ôóíêöèè 𝑍(𝑛)(𝑡). Îí ïîêà-
çàë, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì 𝑛 äëèíà ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì çàâåäîìî ëåæèò
íóëü 𝑍(𝑛)(𝑡), óìåíüøàåòñÿ è äîêàçàë ñëåäóþùåå: если 𝑛–натуральное число,
𝑇 > 𝑇0(𝑛) > 0, 𝐻 > 𝑐𝑇 1/(6𝑛+6) ln2/(𝑛+1) 𝑇 , 𝑐 = 𝑐(𝑛) > 0, тогда промежуток
(𝑇, 𝑇 +𝐻) содержит нуль нечетного порядка функции 𝑍(𝑛)(𝑡) [4].

Â ðàáîòå [5] íàéäåíà íèæíÿÿ ãðàíü äëèíû ïðîìåæóòêà êðèòè÷åñêîé ïðÿ-
ìîé, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ íóëü íå÷åòíîãî ïîðÿäêà äçåòà-ôóíêöèè, è îíà
âûðàæåíà ÷åðåç êîíñòàíòó Ðàíêèíà, òî åñòü äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Теорема 1. Пусть 𝒫 множество всех экспоненциальных пар (𝑘, 𝑙), от-
личных от (1/2, 1/2), и

𝜃1(𝑘; 𝑙) =
𝑙

0.5 − 𝑘
.

Тогда справедливо соотношение

inf
(𝑘,𝑙)∈𝒫

𝜃1(𝑘; 𝑙) = 𝑅+ 1,

где 𝑅 = 0.8290213568591335924092397772831120 . . . – постоянная Ранкина.
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â ðàìêàõ äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëü-

íûì.
Â ðàáîòå [6] çàäà÷à î âåëè÷èíå ïðîìåæóòêà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé, â êîòî-

ðîì ñîäåðæèòñÿ íóëü íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè 𝑍(𝑛)(𝑡), 𝑛 > 1, ñâåäåíà ê
ïðîáëåìå îòûñêàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïàð äëÿ îöåíêè ñïåöèàëüíûõ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì, òî åñòü äîêàçàíà

Теорема 2. Пусть (𝑘, 𝑙)– произвольная экспоненциальная пара, 𝑛– це-
лое неотрицательное число, 𝑐 = 𝑐0(𝑛) > 0– постоянное число, 𝑇 > 𝑇0(𝑛) >
0,

𝛿𝑛(𝑘; 𝑙) =
𝑙 + 𝑛

0.5 − 𝑘 + 𝑛
, 𝜃𝑛(𝑘; 𝑙) =

1

2

(︂
1 − 1

2 − 𝛿−1
𝑛 (𝑘; 𝑙)

)︂
.
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Тогда при 𝐻 > 𝑐𝑇 𝜃𝑛(𝑘;𝑙)(ln𝑇 )
2

𝑛+1 промежуток (𝑇, 𝑇 + 𝐻) содержит нуль
нечетного порядка функции 𝑍(𝑛)(𝑡).

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà À.À.Êàðàöóáû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2,
ïðè

(𝑘, 𝑙) =

(︂
1

6
,

2

3

)︂
= 𝐴𝐵(0, 1), 𝛿𝑛

(︂
1

6
,

2

3

)︂
= 1+

1

3𝑛+ 1
, 𝜃𝑛

(︂
1

6
,

2

3

)︂
=

1

6𝑛+ 6
.

Â ðàáîòå [7] ïîëó÷åí íîâûé ðåçóëüòàò äëÿ âåëè÷èí 𝛿𝑛(𝑘; 𝑙) è 𝜃𝑛(𝑘; 𝑙) ïðè
ñëåäóþùèõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïàðàõ

(𝑘, 𝑙) =

(︂
13

106
,

75

106

)︂
= 𝐴𝐵𝐴2𝐵𝐴2𝐵(0, 1),

òî åñòü äîêàçàíî, ÷òî èìååò ìåñòî òåîðåìà 2 ïðè

𝛿𝑛

(︂
13

106
,

75

106

)︂
= 1 +

35

40 + 106𝑛
, 𝜃𝑛

(︂
13

106
,

75

106

)︂
=

35

220 + 212𝑛
, 𝑛 ∈ 𝑁.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àâòîðó óäàëîñü óëó÷øèòü ðåçóëüòàò ðàáîòû [7], ÷òî
óòî÷íÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû À.À.Êàðàöóáû ïðè ëþáîì íàòóðàëü-
íîì ÷èñëå 𝑛.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Теорема 3. Пусть 𝑇 > 𝑇0 > 0, 𝐻 > 𝑐𝑇κ𝑛 ln𝑇 ,

κ𝑛 =
1469

9264 + 8876𝑛
, 𝑐 = 𝑐0 > 0, 𝑛 ∈ 𝑁.

Тогда промежуток (𝑇, 𝑇 +𝐻) содержит нуль нечетного порядка функции
𝑍(𝑛)(𝑡).

Îòìåòèì, ÷òî κ𝑛 ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïàðàõ:

(𝑘, 𝑙) =

(︂
525

4438
,

3163

4438

)︂
= 𝐴𝐵𝐴2𝐵𝐴2𝐵𝐴𝐵𝐴2𝐵𝐴2𝐵(0, 1),

𝛿𝑛

(︂
525

4438
,

3163

4438

)︂
= 1 +

1469

1694 + 4438𝑛
,

𝜃𝑛

(︂
525

4438
,

3163

4438

)︂
=

1469

9264 + 8876𝑛
= κ𝑛.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò

κ𝑛 =
1469

9264 + 8876𝑛
=

1

6 + 6𝑛
− 225 + 31𝑛

12(1 + 𝑛)(2316 + 2219𝑛)

ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì îöåíîê ðàáîòû [7] è òåîðåìû À.À.Êàðàöóáû ïðè ëþ-
áîì 𝑛 ∈ 𝑁 .
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УДК 517.928

Обсуждаются два подхода, позволяющие получить асимптотику по-
линомов Эрмита. Первый хорошо известный подход основан на пред-
ставлении полиномов Эрмита как решений спектральной задачи для
уравненияШредингера для гармонического осциллятора. Второй – на
сведении конечно-разностного уравнения для полиномов к псевдодиф-
ференциальному. Каждому из подходов соответствуют лагранжевы
многообразия, которые с помощью канонического оператора Маслова
дают асимптотику полиномов Эрмита.

Ключевые слова: полиномы Эрмита, лагранжевы многообразия, кано-
нический оператор Маслова, асимптотика

A pair of Lagrangian manifolds and the asymptotics of
Hermite polynomials

We discuss two approaches allowing one to obtain the asymptotics of
Hermite polynomials. The first well-known approach is based on the rep-
resentation of Hermite polynomials as solutions of a spectral problem for
Shrödinger equation for the harmonic oscillator. The second approach is
based on a reduction of the finite-difference equation for the Hermite poly-
nomials to a pseudodifferential equation. Lagrangian manifolds associated
with each of the approaches give the asymptotics of Hermite polynomials
via Maslov canonical operator.

Keywords: Hermite polynomials, Lagrangian manifolds, Maslov canonical
operator, asymptotics
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Îáñóæäàþòñÿ äâà ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ ðàâíîìåðíîé àñèìïòîòèêè ïî-
ëèíîìîâ Ýðìèòà 𝐻𝑛(𝑦) ïðè 𝑛→ ∞. Ýòè ïîäõîäû èñïîëüçóþò òåîðèþ êàíî-
íè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ìàñëîâà.

Ïåðâûé ïîäõîä îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèé Ýðìèòà

𝜓𝑛(𝑦) = (2𝑛𝑛!
√
𝜋)

1
2 𝑒−

𝑦2

2 𝐻𝑛(𝑦)

â âèäå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

−1

2

𝑑2𝜓𝑛
𝑑𝑦2

+
𝑦2

2
𝜓𝑛 =

(︂
1

2
+ 𝑛

)︂
𝜓𝑛, ||𝜓𝑛||𝐿2(R𝑦) = 1.

Âòîðîé ïîäõîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî ïîëèíîìû Ýðìèòà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

𝐻𝑛+1(𝑦) = 2𝑦𝐻𝑛(𝑦) − 2𝑛𝐻𝑛−1(𝑦), 𝐻0(𝑦) = 1, 𝐻1(𝑦) = 2𝑦.

×òîáû ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó ïîëèíîìîâ, ìû èñïîëüçóåì êàíîíè÷åñêèé
îïåðàòîð Ìàñëîâà. Ýòîò îïåðàòîð ñâÿçàí ñ ëàãðàíæåâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ òðàåêòîðèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ëàãðàíæåâî ìíîãîîáðàçèå � îêðóæíîñòü, âî âòîðîì ñëó÷àå
ëàãðàíæåâû ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ñåìåéñòâî "èñêàæåííûõ"
ãîðèçîíòàëüíûõ ïàðàáîë.

Îïèñàííûå ïîäõîäû äàþò ðàâíîìåðíóþ àñèìïòîòèêó ïîëèíîìîâ Ýðìè-
òà ÷åðåç ôóíêöèþ Ýéðè 𝐴𝑖. Àâòîðû ïðåäïîëàãàþò, ÷òî îïèñàííûå ïîäõîäû
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèê è äðóãèõ îðòîãîíàëü-
íûõ ïîëèíîìîâ.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ñ.Þ. Äîáðîõîòîâûì.
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О ЧИСЛЕННОМ МОДЕЛИРОВАНИИ ГРАДИЕНТНЫХ
КАТАСТРОФ В ЗАДАЧАХ, СВЯЗАННЫХ С
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В докладе обсуждается численное моделирование градиентных ка-
тастроф в плазменных колебаниях, основанное на использовании
лагранжевых и эйлеровых переменных. Для нахождения приближен-
ного решения задачи Коши формулируются необходимые искусствен-
ные граничные условия. Результаты расчетов хорошо согласуются с
асимптотическим анализом, проведенном в слабо нелинейном случае.

Ключевые слова: градиентная катастрофа, квазилинейные гиперболи-
ческие уравнения, плазменные колебания, эффект опрокидывания

On numerical modelling of gradient catastrophes in plasma
oscillations

The report discusses numerical modelling of gradient catastrophes in
plasma oscillations based on the use of Lagrangian and Eulerian variables.
To find an approximate solution to the Cauchy problem, the necessary ar-
tificial boundary conditions are formulated. The calculation results are
in good agreement with asymptotic analysis carried out in the weakly
nonlinear case.

Keywords: gradient catastrophe, quasilinear hyperbolic equations, plasma
oscillations, breaking effect

Ýôôåêò îáðàçîâàíèÿ íåîãðàíè÷åííûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè îãðàíè÷åííîñòè
ðåøåíèÿ ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðèíÿòî íà-
çûâàòü ãðàäèåíòíîé êàòàñòðîôîé [1].

Ñóùåñòâóþò êëàññû çàäà÷, â êîòîðûõ âîçíèêíîâåíèå ãðàäèåíòíîé êàòà-
ñòðîôû, ïî ñóùåñòâó, îçíà÷àåò ïðåäåë ïðèìåíèìîñòè èñïîëüçóåìîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè èç ãëàäêèõ íà÷àëüíûõ äàííûõ,
íàïðèìåð, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ, ôîðìèðóåòñÿ ðàçðûâíîå ðåøå-
íèå ñèñòåìû, ýòî îçíà÷àåò ïîòåðþ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà èñêîìûõ ôóíêöèé.
Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé.

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â áåññòîëêíîâèòåëüíîé
õîëîäíîé ïëàçìå íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äâà ïîäõîäà � Ëàãðàíæà
è Ýéëåðà: ìåòîä ÷àñòèö, ïîçâîëÿþùèé îòñëåæèâàòü èõ èíäèâèäóàëüíûå
òðàåêòîðèè, è ãèäðîäèíàìè÷åñêîå îïèñàíèå íà áàçå óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè. Â ðàìêàõ îáîèõ ïîäõîäîâ äàâíî è õîðîøî èçâåñòåí ýôôåêò
îïðîêèäûâàíèÿ êîëåáàíèé. Â ïåðâîì ñëó÷àå êðèòåðèåì îïðîêèäûâàíèÿ êî-
ëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ýëåêòðîííûõ òðàåêòîðèé, à âî âòîðîì � îá-
ðàùåíèå â áåñêîíå÷íîñòü ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ.

Чижонков Евгений Владимирович, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоно-
сова (Москва, Россия); Evgenii Chizhonkov (Lomonosov Moscow State University, Moscow,
Russia)
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Èìååòñÿ ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ïîÿâëåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè ïëîòíîñòè ñðåäû
ïðè ïåðåñå÷åíèè òðàåêòîðèé ÷àñòèö.

Ôèçè÷åñêàÿ ñóòü ýôôåêòà îïðîêèäûâàíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòà. Ýëåêòðî-
íû êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì âûâîäÿòñÿ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ò.å. èñêóñ-
ñòâåííî ôîðìèðóåòñÿ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ðàçäåëåíèÿ çàðÿäîâ. Äàëåå ïîä
äåéñòâèåì êóëîíîâñêèõ ñèë ÷àñòèöû ñòðåìÿòñÿ âåðíóòüñÿ â ïîëîæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ, îäíàêî, äâèãàÿñü âñå âðåìÿ ñ óñêîðåíèåì ïîäîáíî ìàÿòíèêó, ýëåê-
òðîíû ðåãóëÿðíî ïðîñêàêèâàþò ìèìî óêàçàííîãî ïîëîæåíèÿ. Â ñèëó íåëè-
íåéíîñòè óðàâíåíèé, ðàçíèöà â ÷àñòîòàõ êîëåáàíèé ðàçëè÷íûõ ÷àñòèö ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé, ÷òî ïðèâîäèò ê ïåðåñå÷åíèþ
ñîñåäíèõ òðàåêòîðèé. Êîãäà äâå ðàçëè÷íûå ÷àñòèöû çàíèìàþò îäíî è òî
æå ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè, òî äàëüíåéøåå îòñëåæèâàíèå èõ
äâèæåíèÿ òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëåé, ÷åì êëàññè÷åñêàÿ
ýëåêòðîäèíàìèêà, òàê êàê áåñêîíå÷íàÿ êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿ-
äà òðåáóåò ñïåöèàëüíîé èíòåðïðåòàöèè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îïèñàííàÿ
ñèòóàöèÿ ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ìîäåëèðîâàíèÿ â ãàçîâîé äèíàìèêå,
ãäå ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ ôèçè÷åñêè åñòåñòâåííû è òî÷íîå èëè ïðèáëèæåí-
íîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ
àëãîðèòìîâ [2].

Ïî-âèäèìîìó, ïðîñòåéøåé ïîñòàíîâêîé äëÿ èçó÷åíèÿ ýôôåêòà îïðîêè-
äûâàíèÿ ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ïëîñêèõ îäíî-
ìåðíûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ êîëåáàíèé â õîëîäíîé ïëàçìå. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé â áåçðàçìåðíîé ôîðìå èìååò âèä [3]

𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ 𝐸 + 𝑉

𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝐸

𝜕𝑡
− 𝑉 + 𝑉

𝜕𝐸

𝜕𝑥
= 0, 𝑉 =

𝑃√
1 + 𝑃 2

.

Çäåñü 𝑉 è 𝑃 � ñîîòâåòñòâåííî ñêîðîñòü è èìïóëüñ ýëåêòðîíîâ, 𝐸 � ôóíê-
öèÿ, îïèñûâàþùàÿ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è Êîøè ýòà
ñèñòåìà äîïîëíÿåòñÿ ãëàäêèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

𝑃 (𝑥, 0) = 𝑃 0(𝑥), 𝐸(𝑥, 0) = 𝐸0(𝑥), −∞ < 𝑥 < +∞.

Â äîêëàäå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ãðàäèåíòíîé êàòàñòðîôû ïðåäëàãàåòñÿ
ïîäõîä, îñíîâàííûé êàê íà àñèìïòîòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè âîçìîæíîñòè
ïåðåñå÷åíèÿ ýëåêòðîííûõ òðàåêòîðèé â ñëàáî íåëèíåéíîì ñëó÷àå, òàê è íà
÷èñëåííîì ðåøåíèè ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îá îïðîêèäûâàíèè êî-
ëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Âî-
ïåðâûõ, ïðè ãèäðîäèíàìè÷åñêîì îïèñàíèè â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðè
ïðèáëèæåíèè ê ìîìåíòó îïðîêèäûâàíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê ñèíãóëÿðíî-
ñòè âîçíèêàþò î÷åíü áîëüøèå çíà÷åíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè. Âî-âòîðûõ,
ñàìî çíà÷åíèå êîîðäèíàòû ïî âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ êîëåáàíèé âåñüìà ÷óâ-
ñòâèòåëüíî ê âõîäíûì äàííûì: â ñëàáî-íåëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè îíî îá-
ðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî òðåòüåé ñòåïåíè (êóáó!) íà÷àëüíîé àìïëèòóäû. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëåíèå ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âû÷èñëèòåëüíî äîñòóï-
íîãî âàðèàíòà óæå ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé. Â-òðåòüèõ, ïðîñòðàíñòâåí-
íàÿ êîîðäèíàòà îïðîêèäûâàíèÿ â óìåðåííî íåëèíåéíîì ðåæèìå, ò.å. äàæå
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êîãäà âîçìóùåíèå ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè âñåãî ëèøü íà ïîðÿäîê ïðåâîñõî-
äèò ôîíîâîå çíà÷åíèå, ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 1− 2% îò õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà
ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñ öåëüþ àäåêâàòíîãî îòîáðàæåíèÿ
ïðîöåññà òðåáóþòñÿ ïî ïîðÿäêó òûñÿ÷è òî÷åê ïî êàæäîé ïðîñòðàíñòâåí-
íîé êîîðäèíàòå äàæå ïðè óñëîâèè ãëàäêîñòè è îãðàíè÷åííîñòè èñêîìûõ
ôóíêöèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòäåëüíîé âàæíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëè-
ðîâêà èñêóññòâåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ
íà ñâîéñòâà ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è è îðèåíòèðîâàíà, â ïåðâóþ î÷åðåäü,
íà òî, ÷òîáû çàäàííûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå îêàçûâàëè ìèíèìàëüíîå âëèÿíèå
íà ðåøåíèå âíóòðè îáëàñòè, à â èäåàëå � íå îêàçûâàëè íèêàêîãî âëèÿíèÿ
âîîáùå.

Îñíîâíîå âíèìàíèå â äîêëàäå óäåëåíî ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ãðà-
äèåíòíîé êàòàñòðîôû íà ïðèìåðå ïëîñêîé äâóìåðíîé ðåëÿòèâèñòñêîé çà-
äà÷è. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íàëè÷èå êðóãîâîé
ñèììåòðèè ó íà÷àëüíûõ äàííûõ ïðèâîäèò ê ýôôåêòó îïðîêèäûâàíèÿ íà
îêðóæíîñòè íåíóëåâîãî ðàäèóñà. Åñëè æå ñå÷åíèÿìè íà÷àëüíîãî âîçìóùå-
íèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñû, òî íåçàâèñèìî îò îòíîøåíèÿ èõ
ïîëóîñåé îïðîêèäûâàíèå ïðîèñõîäèò âñåãî â äâóõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè. Àñèìï-
òîòè÷åñêèå âûêëàäêè â ñëàáî íåëèíåéíîì ñëó÷àå ñëóæàò õîðîøèì ïîÿñíå-
íèåì äëÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, ïðîâåäåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóïåðêîì-
ïüþòåðîâ âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà ÌÃÓ.
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В работе рассказывается о распространении метода Зигеля-
Шидловского в теории трансцендентных чисел на прямое произве-
дение 𝑝–адических полей.
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Siegel-Shidlovsky method in direct product of p–adic fields

The paper deals with the extension of Siegel-Shidlovsky method in tran-
scendental number theory to the direct product of 𝑝–adic fields.

Keywords: Siegel–Shidlovsky method, 𝑝-adic fields.

Ìåòîä Çèãåëÿ�Øèäëîâñêîãî èçíà÷àëüíî èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðèðîäû òàê íàçûâàåìûõ 𝐸-ôóíêöèé, ò.å. öåëûõ
ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ ðÿäàìè âèäà

∑︀∞
𝑛=0

𝑎𝑛
𝑛! 𝑧

𝑛, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåííûì àðèôìåòè÷åñêèì óñëîâèÿì. Ýòîò ìåòîä ïðè-
ìåíèì òàêæå ê 𝐺-ôóíêöèÿì, ò.å. ðÿäàì âèäà

∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑧

𝑛 ñ ïîõîæèìè óñëî-
âèÿìè íà êîýôôèöèåíòû. Ýòè ðÿäû, îòëè÷íûå îò ìíîãî÷ëåíîâ, èìåþò êî-
íå÷íûå ðàäèóñû ñõîäèìîñòè â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Â ðàáîòàõ àâòîðà
äîêëàäà, åãî ó÷åíèêîâ è ðÿäà äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé ðàññìîòðåíû 𝐹 -ðÿäû,
èìåþùèå âèä

∑︀∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑛!𝑧𝑛. Ýòè ðÿäû, îòëè÷íûå îò ìíîãî÷ëåíîâ, èìåþò íó-

ëåâîé ðàäèóñ ñõîäèìîñòè â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Îäíàêî îíè ñõîäÿòñÿ
âî âñåõ, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà, ïîëÿõ 𝑝-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, ÷òî ïîçâîëÿåò
ìîäèôèöèðîâàòü ìåòîä Çèãåëÿ�Øèäëîâñêîãî è ïðèìåíèòü åãî ê çíà÷åíèÿì
ýòèõ ðÿäîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ýëåìåíòû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ óïîìÿ-
íóòûõ ïîëåé. Â äîêëàäå ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííîé
òåîðèè è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ïðàêòè÷åñêèì çàäà÷àì.
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Asymptotic formulas for the fundamental characteristics of the
Lagrange polynomial defined in an odd number of nodes.

The fundamental characteristics of the classical Lagrange interpolation
polynomial defined in an odd number of nodes are considered. The asymp-
totic formulas known for them are specified.

Keywords: Lagrange polynomial, Lebesgue function and constant, asymp-
totic formulas.

Èíòåðïîëÿöèîííûå ïðîáëåìû è äðóãèå âàæíåéøèå âîïðîñû òåî-
ðèè ôóíêöèé ïîäðîáíî èçó÷åíû â êëàññè÷åñêèõ ìîíîãðàôèÿõ îòå÷å-
ñòâåííûõ àâòîðîâ Í.Ï.Íàòàíñîíà, Ñ.Ì.Íèêîëüñêîãî, Â.Ë.Ãîí÷àðîâà,
Í.È.Àõèåçåðà, À.Ô.Òèìàíà, À.Õ.Òóðåöêîãî, Í.Ï.Êîðíåé÷óêà,
Â.Ê.Äçÿäûêà, À.À.Ïðèâàëîâà, Ê.È.Áàáåíêî, à òàêæå â ìíîãî÷èñëåí-
íûõ òðóäàõ çàðóáåæíûõ àâòîðîâ. Ïðè èññëåäîâàíèè àïïðîêñèìàòèâíûõ
êà÷åñòâ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà Ëàãðàíæà

𝐿𝑛(𝑥, 𝑡) =
2

2𝑛+ 1

2𝑛∑︁
𝑘=0

𝑥(𝑡𝑘)𝐷𝑛(𝑡𝑘 − 𝑡) (𝐷𝑛(𝑡) =
sin(𝑛+ 0.5)𝑡

2 sin 0.5𝑡
)

èíòåðïîëèðóþùåãî èñõîäíóþ ôóíêöèþ 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ [0; 2𝜋] â íå÷åòíîì ÷èñëå
óçëîâ 𝑡𝑘 = 2𝜋𝑘/(2𝑛 + 1), 𝑘 = 0, 2𝑛, ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå èìåþò ñîîò-
âåòñòâóþùèå åìó ôóíäàìåíòàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè (ôóíêöèÿ è êîíñòàíòà
Ëåáåãà)

𝜆𝑛(𝑡) =
2

2𝑛+ 1

2𝑛∑︁
𝑘=0

|𝐷𝑛(𝑡𝑘 − 𝑡)|, 𝜆𝑛 = max
𝑡∈𝑇

|𝜆𝑛(𝑡)| (𝑡 ∈ 𝑇 = [0,
2𝜋

2𝑛+ 1
], 𝑛 ∈ 𝑁).

(1)
Íà èõ îñíîâå áûëè ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû (ñì., íàïðèìåð, [1])

𝜆𝑛(𝑡) =
2

𝜋
ln𝑛 sin𝑛𝑡+ �̃�(1), 𝜆𝑛 =

2

𝜋
ln𝑛+𝑂(1), 𝑛→ +∞ (2)

ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ ñîäåðæàò îãðàíè÷åííûå (íåîöåíåííûå) âåëè÷èíû.
Ñêàçàííîå ñâÿçàíî ñ èçäåðæêàìè ïðè èñêëþ÷åíèè ìîäóëåé â ôîðìóëàõ

(1) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà n. Âîçíèêàþò è áîëåå ñëîæíûå âî-
ïðîñû: êàê âåäóò ñåáÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëàì (2) îñòàòî÷íûå ÷ëåíû

�̃�𝑛(𝑡) = 𝜆𝑛(𝑡) − 2

𝜋
ln𝑛 sin𝑛𝑡, 𝑂𝑛 = 𝜆𝑛 − 2

𝜋
ln𝑛 (𝑡 ∈ 𝑇, 𝑛 ∈ 𝑁) (3)

ïðè ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà , òî åñòü â íå
àñèìïòîòè÷åñêîì ñëó÷àå?

Íà ýòè âîïðîñû ïîçâîëÿþò îòâåòèòü ÿâíûå âèäû õàðàêòåðèñòèê (1) (ñì.
[2]. [3]), êîòîðûå çäåñü ñòðîãî îöåíåíû ñíèçó è ñâåðõó. Íà èõ îñíîâå çàòåì
ïîëó÷åíû áîëåå òî÷íûå, ÷åì â (2), àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû, à òàêæå îöå-
íåíû îñòàòî÷íûå ÷ëåíû (3) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t è n.
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Теорема 1. Константа Лебега 𝜆𝑛 при произвольно взятых значениях
параметра n представима в виде

𝜆𝑛 =
2

𝜋
ln𝑛+ 𝛽0 +𝑂1

𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁 (𝛽0 =
2

𝜋
(𝛾 + ln

16

𝜋
) = 1.403794027 . . .),

где 𝛾 - константа Эйлера;
для остаточного члена 𝑂1

𝑛 ≡ 𝑂𝑛 − 𝛽0 верна двусторонняя оценка

0 < 𝑂1
𝑛 6

5

3
− 𝛽0 ∀𝑛 ∈ 𝑁 ( lim

𝑛→+∞
𝑂1
𝑛 = 0,

5

3
− 𝛽0 = 0.262872639 . . .). (4)

Ïîëó÷åííàÿ â òåîðåìå 1 àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ êîíñòàíòû Ëå-
áåãà (ñì. [4]), à òàêæå äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà (4) ÿâëÿþòñÿ îêîí÷àòåëüíûìè
(íå óëó÷øàåìûìè).

Теорема 2. Для функции Лебега 𝜆𝑛(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 верна асимптотическая
формула

𝜆𝑛(𝑡) =
2

𝜋
ln𝑛 sin

2𝑛+ 1

2
𝑡+ 𝑎 sin

2𝑛+ 1

2
𝑡+ 𝑏, 𝑛→ +∞, (5)

где 𝑎 = 5
6 − 1

2𝜋 + 1
𝜋 ln 4

𝜋 = 0.751070750 . . . , 𝑏 = 1
2 + 1

𝜋 = 0.818309886 . . . .

Следствие 1. Если в условиях теоремы 2 значение аргумента t равно
серединному значению 𝜋/(2𝑛+ 1) периода функции Лебега, то формула (5)
преобразуется в асимптотическую формулу для константы Лебега вида

𝜆𝑛 =
2

𝜋
ln𝑛+ 𝛽0, 𝑛→ +∞ (𝛽0 =

4

3
+

1

2𝜋
+

1

𝜋
ln

4

𝜋
= 1.569380636 . . .).

Она незначительно отличается от асимптотически точной формулы

𝜆𝑛 =
2

𝜋
ln𝑛+ 𝛽0, 𝑛→ +∞ (𝛽0 − 𝛽0 = 0.1655866609 . . .)

для константы 𝜆𝑛, что является одним из показателей качества форму-
лы (5).

Следствие 2. Очевидно, что асимптотическая формула (5) является
обобщением (уточнением) известной асимптотической формулы из (2).
Для остаточных членов �̃�𝑛(𝑡), 𝑛 ∈ 𝑁 и �̃�1, 𝑛 → +∞ равномерно от-
носительно t и n выполняются двусторонние оценки

0.818 < �̃�𝑛(𝑡) < 1.570, 𝑡 ∈ 𝑇 ∧ 𝑛 ∈ 𝑁 ; 0.818 < �̃�(1) < 1.570.

Замечание. Функция Лебега 𝜆*𝑛(𝑡) (𝑡 ∈ [0, 𝜋/𝑛]), соответствующая
другому классическому тригонометрическому интерполяционному поли-
ному, имеющему минимальную норму в пространстве суммируемых с
квадратом функций, достаточно полно изучена в работе [5].
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данными на части границы. Некорректность подобных задач Коши,
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Algorithms for the continuation of solutions of equations of
mathematical physics with data on parts of the boundary

The problem of continuing solutions of equations of mathematical physics
with data on parts of the boundary has important applications in geo-
physics, medicine, and heat and mass transfer. The ill-posedness of
Cauchy problems (shown by Hadamard for the Laplace equation) leads
to the necessity of regularization. To justify the convergence of the reg-
ularizing algorithm, conditional stability estimates are used. Algorithms
for the regularization of elliptic, parabolic and hyperbolic equations are
presented.

Keywords: continuation problems, regularization, numerical methods, in-
verse and ill-posed problems

Ðàññìîòðèì òðè óðàâíåíèÿ

𝑢𝑥𝑥 + 𝐿(𝑦)𝑢 = 0, 𝑢𝑥𝑥 + 𝐿(𝑦)𝑢 =
𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑡𝑘
, 𝑘 = 1, 2,

𝑥 ∈ (0, ℎ), 𝑦 ∈ 𝒟, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).
Çäåñü 𝐿(𝑦) � ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð, 𝒟 ∈ R2 � ñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ

îáëàñòü ñ ëèïøåöåâîé ãðàíèöåé.
Çàäà÷à Êîøè

𝑢|𝑥=0 = 𝑓, 𝑢𝑥
⃒⃒
𝑥=0

= 𝑔

äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé çàäà÷åé.
Ïðè 𝑘 = 2 åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è äîêàçàë Ð. Êóðàíò

â êíèãå [1, ãë. 6, �8. Î íåãèïåðáîëè÷åñêèõ çàäà÷àõ Êîøè]. Îñíîâû òåîðèè
ïîäîáíûõ çàäà÷ çàëîæåíû â ðàáîòàõ À.Í. Òèõîíîâà, Ì.Ì. Ëàâðåíüòåâà,
Â.Ê. Èâàíîâà, à òàêæå èõ ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé [2�4]. Âî ìíîãèõ çà-
äà÷àõ ãåîôèçèêè è ýëåêòðîäèíàìèêè èñêîìûå íåîäíîðîäíîñòè ðàñïîëîæå-
íû â ñðåäå, ïàðàìåòðû êîòîðîé èçâåñòíû. Â ýòîì ñëó÷àå âàæíûì èíñòðó-
ìåíòîì äëÿ ïðàêòèêè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ïðîäîëæåíèÿ ãåîôèçè÷åñêèõ ïîëåé
(ñåéñìè÷åñêèõ, ýëåêòðîìàãíèòíûõ è äð.) ñ çåìíîé ïîâåðõíîñòè â ñòîðîíó
çàëåãàíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé. Óñëîâíóþ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èññëåäîâàëè Ò. Êàðëåìàí [5], Ñ.Í. Ìåðãåëÿí [6],
Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâ, Â. Ã. Ðîìàíîâ, Ñ.Ï. Øèøàòñêèé [4].

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîñòðîåíèþ ýôôåêòèâíîãî àëãîðèò-
ìà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ïîëó÷èëè C. P�ucci [7]
è Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâ [8]. Â ðàáîòå Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà [9] ïðåäëîæåíû ìå-
òîäû ðåøåíèÿ ïëîñêîé çàäà÷è â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé (íà îñíîâå
ôîðìóëû Êàðëåìàíà), à äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è ïîëó÷åíû îöåíêè,
õàðàêòåðèçóþùèå óñòîé÷èâîñòü â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé.

Ïåðâûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå
Â.À. Êîçëîâà, Â. Ã. Ìàçüè è À.Â. Ôîìèíà [10]. Ñ.È. Êàáàíèõèí è À.Ë. Êàð-
÷åâñêèé ñôîðìóëèðîâàëè çàäà÷ó ïðîäîëæåíèÿ êàê îáðàòíóþ çàäà÷ó [11]. Â
2014 ãîäó D. Maxwell ïîêàçàë [12], ÷òî ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [10],
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ ìåòîäà èòåðàöèé Ëàíäâåáåðà.
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Çàäà÷à ïðîäîëæåíèÿ:

𝑢𝑥𝑥 + 𝐿(𝑦)𝑢 = 0, 𝑥 ∈ (0, ℎ), 𝑦 ∈ 𝒟,
𝑢(0, 𝑦) = 𝑓(𝑦), 𝑢𝑥(0, 𝑦) = 0, 𝑦 ∈ 𝒟,
𝑢|𝜕𝒟 = 0, 𝑥 ∈ (0, ℎ).

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ïðîäîëæåíèÿ â âèäå îáðàòíîé çàäà÷è 𝐴𝑞 = 𝑓 .
Ïðÿìàÿ çàäà÷à:

𝑢𝑥𝑥 + 𝐿(𝑦)𝑢 = 0, 𝑥 ∈ (0, ℎ), 𝑦 ∈ 𝒟,
𝑢𝑥(0, 𝑦) = 0, 𝑢(ℎ, 𝑦) = 𝑞(𝑦), 𝑦 ∈ 𝒟,
𝑢|𝜕𝒟 = 0, 𝑥 ∈ (0, ℎ).

Îáðàòíàÿ çàäà÷à: íàéòè 𝑞(𝑦) ïî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ðåøåíèè
ïðÿìîé çàäà÷è 𝑢(0, 𝑦) = 𝑓(𝑦).

Замечание. Ðåøàÿ çàäà÷ó ïðîäîëæåíèÿ, ìû ìîæåì íàéòè ôóíêöèþ
𝑞(𝑦) = 𝑢(ℎ, 𝑦), ò.å. ðåøèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó. È íàîáîðîò. Åñëè ìû ðåøèì
îáðàòíóþ çàäà÷ó è íàéäåì ôóíêöèþ 𝑞(𝑦), òî ðåøàÿ ïðÿìóþ êîððåêòíóþ
çàäà÷ó, ìîæåì íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è ïðîäîëæåíèÿ 𝑢(𝑥, 𝑦).

Ìèíèìèçèðóåì öåëåâîé ôóíêöèîíàë

𝐽(𝑞) = ‖𝐴𝑞 − 𝑓‖2𝐿2(𝒟)

ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè (Ëàíäâåáåðà)

𝑞𝑛+1 = 𝑞𝑛 − 𝛼𝑛𝐽
′(𝑞𝑛).

Çäåñü 𝐽 ′(𝑞𝑛) � ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà è 𝛼 ∈ (0, ||𝐴||−2).
Теорема (îöåíêà óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè). Пусть 𝑞, 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 1). Тогда,

если существует точное решение 𝑢𝑇 ∈ 𝐶2([0, ℎ]× [0, 1]) прямой задачи, то
оно удовлетворяет неравенству и верна оценка

1∫︁
0

𝑢2𝑇 (𝑥, 𝑦)d𝑦 6 ‖𝑞𝑇 ‖2𝑥/ℎ𝐿2(0,1)
‖𝑓‖2(ℎ−𝑥)/ℎ𝐿2(0,1)

.

Теорема (ðåãóëÿðèçèðóþùåå ñâîéñòâî ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè)
Пусть для 𝑓 ∈ 𝐿2(𝒟) существует решение 𝑞𝑇 ∈ 𝐿2(𝒟) задачи 𝐴𝑞 = 𝑓
и найдена оценка условной устойчивости 𝛽(𝑛) на некотором множестве
𝑀 . Тогда при выполнении условий

‖𝑞0 − 𝑞𝑇 ‖𝐿2(𝒟) 6 𝐶 и ‖𝑓 − 𝑓𝛿‖𝐿2(𝒟) 6 𝛿,

последовательность {𝑢𝛿,𝑛} решений прямых задач для соответствующей
итерации {𝑞𝛿,𝑛} сходится к точному решению задачи продолжения 𝑢𝑇 ∈
𝐿2(Ω) задачи и имеет место оценка:

‖𝑢𝑇 − 𝑢𝛿,𝑛‖𝐿2(Ω) 6 𝐶

√︃
𝑛𝛾 − 1

𝑛𝛾 ln(𝑛𝛾)
+ 𝛿𝛽(𝑛)

√︃
ℎ(‖𝐴‖2 − 1)

2 ln ‖𝐴‖
.
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Èçó÷åíû ñâîéñòâà ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ [13], ÷òî
ïîçâîëèëî ðåãóëÿðèçèðîâàòü çàäà÷ó ïðîäîëæåíèÿ ìåòîäîì ñèíãóëÿðíîãî
ðàçëîæåíèÿ ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñòè â äàííûõ [14]. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðîäîëæå-
íèå ðåøåíèÿ ñ äîñòóïíîé äëÿ èçìåðåíèé ÷àñòè ãðàíèöû â îáëàñòü ïîçâîëÿåò
èäåíòèôèöèðîâàòü è ëîêàëèçîâàòü íåîäíîðîäíîñòè.
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APPROXIMATION BY GENERALIZED SAMPLING SERIES
AND GENERALIZED MODULI OF SMOOTHNESS

S. Artamonov
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We study properties of realizations of generalized 𝐾-functionals and gen-
eralized moduli of smoothness in 𝐿𝑝(R𝑑) spaces with 0 < 𝑝 < ∞ as well
as in the space 𝒞(R𝑑) of uniformly continuous and bounded functions.
We obtain direct Jackson-type estimates and inverse Bernstein-type esti-
mates. We show the equivalence between approximation error of families
of generalized sampling series generated by an arbitrary generator with
compact support, realizations of generalized 𝐾-functionals generated by
homogeneous functions and generalized moduli of smoothness generated
by periodic function. Our approach covers classical approximation meth-
ods, 𝐾-functionals related to fractional derivatives and fractional moduli
of smoothness.

Keywords: 𝐾-functionals, Jackson-type estimate, Bernstein-type esti-
mate, families of generalized sampling series, moduli of smoothness

In a series of papers ([2], [9]-[12], [14]-[16]) trigonometric approximation has been
studied in a systematic way. It has been presented a universal approach for approxi-
mation in 𝐿𝑝(T𝑑), 0 < 𝑝 6 ∞, where T𝑑 = [0, 2𝜋)𝑑 is d-dimensional torus, based on
families of linear polynomial operators, generalized (polynomial) 𝐾-functionals and
adapted moduli of smoothness. The aim of this work is to deal with the non-periodic
case, i. e. with approximation by bandlimited functions (or entire analytic functions
of exponential type) in 𝐿𝑝(R𝑑), 0 < 𝑝 <∞ and 𝒞(R𝑑) (if 𝑝 = ∞). Of peculiar interest
is that our approach covers also the limiting cases 𝑝 = 1 , 𝑝 = ∞ and 0 < 𝑝 < 1. As
approximants we consider families of generalized sampling series 𝑆𝜑𝜎;𝜆(𝑓 ;𝑥) defined as

𝑆𝜑𝜎;𝜆(𝑓 ;𝑥) = (2𝜋)−𝑑
∑︁
𝑘∈Z𝑑

𝑓

(︂
𝑘

𝜎
+ 𝜆

)︂
𝐹 [𝜑](𝜎(𝑥− 𝜆) − 𝑘). (1)

Here 𝐹 denotes the Fourier transform, 𝑥 ∈ R𝑑 , 𝜎 > 0 , 𝜆 ∈ R𝑑 , 𝜆𝑖 > 0 and 𝜑 is
an appropriate continuous function with compact support satisfying 𝜑(0) = 1 . It was
shown in [7], that (1) is well-defined (pointwise convergence for almost all 𝜆 ∈ R𝑑) and
belongs to 𝐿𝑝(R𝑑), 0 < 𝑝 6 ∞, for almost all 𝜆 ∈ R𝑑 if 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑). Moreover, its
Fourier transform (with respect to 𝑥 for almost all 𝜆) has a compact support. Further,
𝑆𝜑𝜎;𝜆(𝑓 ;𝑥) is 𝜎−1-periodic with respect to 𝜆 and 𝑔(𝑥, 𝜆) = 𝑆𝜑𝜎;𝜆(𝑓 ;𝑥) ∈ 𝐿𝑝(R𝑑 ×
[0;𝜎−1]𝑑) as the function of two variables, provided that 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑). Thus, it makes
sense to consider convergence and the approximation error with respect to the averaged
(quasi-)norm

‖𝑔‖𝑝 = lim
Λ→+∞

⎡⎢⎣(2Λ)−𝑑 ∫︁
[−Λ;Λ]𝑑

∫︁
R𝑑

|𝑔(𝑥, 𝜆)|𝑝𝑑𝑥𝑑𝜆

⎤⎥⎦
1
𝑝

,
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which coincides with the (quasi-)norm in 𝐿𝑝(R𝑑 × [0;𝜎−1]𝑑) if 𝑔 is 𝜎−1-periodic with
respect to 𝜆.

By 𝐺 we denote the class of continuous 2𝜋-periodic functions 𝜃 : R𝑑 → C such that
𝜃(−𝜉) = 𝜃(𝜉) for all 𝜉 ∈ R𝑑 (𝜃 is centrally symmetric); ‖𝜃∧‖ℓ1 =

∑︀
𝜈∈Z𝑑

|𝜃∧(𝜈)| < ∞.

Here 𝜃∧ = (𝜃∧(𝜈))𝜈∈Z𝑑 stands for the Fourier coefficients. The subset 𝐺1 ⊂ 𝐺 collects
all functions satisfying in addition 𝜃(0) = 0 . An important characteristic of function
𝜃 ∈ 𝐺 is the set 𝒫𝜃 = {𝑝 ∈ (0,+∞] : {𝜃∧(𝑘)}𝑘∈Z𝑑 ∈ ℓ𝑝} .

For 𝜃 ∈ 𝐺1 and 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) we consider moduli of smoothness

𝜔𝜃(𝑓, 𝛿)𝑝 = sup
06ℎ6𝛿

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝜈∈Z𝑑

𝜃∧(𝜈)𝑓(𝑥 + 𝜈ℎ)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑝

, 𝛿 > 0. (2)

Clearly (2) makes sense (convergence) in 𝐿𝑝(R𝑑), 0 < 𝑝 6 ∞ if 𝑝 ∈ 𝒫𝜃.
The relation 𝐴(𝑓, 𝜎) ≍ 𝐵(𝑓, 𝜎) indicates equivalence. It means that there exist

positive constants 𝑐1 and 𝑐2 that do not depend on 𝑓 and 𝜎, such that 𝑐1𝐴(𝑓, 𝜎) 6
𝐵(𝑓, 𝜎) 6 𝑐2𝐴(𝑓, 𝜎). We are interested in the equivalence

‖𝑓 − 𝑆𝜑𝜎;𝜆(𝑓)‖𝑝 ≍ 𝜔𝜃(𝑓, 1/𝜎)𝑝 , 𝜎 > 0. (3)

For the case 1 6 𝑝 6 +∞, where convolution integrals are considered as approximants,
we refer to [1], [3]-[6].

We establish conditions with respect to the generators 𝜑 of the approximation
method and 𝜃 of the modulus of smoothness such that (3) holds for all 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑).
In order to achieve this goal we consider realizations of generalized 𝐾-functionals

ℛ𝜓(𝑓, 𝛿)𝑝 := inf{‖𝑓 − 𝑔‖𝑝 + 𝛿𝛼‖𝒟(𝜓)𝑔‖𝑝 : 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑)
⋂︁
𝑆′, 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐹𝑔 ⊂ 𝐷1/𝛿} ,

where 𝑆′ denotes the dual of the Schwartz space of infinitely differentiable rapidly
decreasing functions, 𝐷𝜎 = {𝜉 ∈ R𝑑 : |𝜉| 6 𝜎} and |𝜉| = (𝜉1 + . . . + 𝜉𝑑)

1/2. Here
𝒟(𝜓) stands for a differential operator generated by a function 𝜓, which is centrally
symmetric, homogeneous of degree 𝛼 > 0, 𝜓 ∈ 𝒞∞(R𝑑 ∖ {0}) and 𝜓(𝜉) ̸= 0 for 𝜉 ̸= 0
(such class of function we denote by ℋ𝛼). It is formally defined as 𝒟(𝜓)𝑔 = 𝐹−1[𝜓𝐹𝑔],
where 𝐹−1 denotes the inverse Fourier transform.

In [8] it was shown, that

‖𝑓 − 𝑆𝜑𝜎;𝜆(𝑓)‖𝑝 ≍ ℛ𝜓(𝑓, 𝜎
−1)𝑝 , 𝜎 > 0 (3)

under certain conditions with respect to the generator 𝜑 of the approximation method
and 𝜓 of the ℛ-functional. In particular, we mention, that 𝜑 and 𝜓 should be equiva-
lent in a following sense.

Let 𝑢(·) and 𝑣(·) belong to 𝐶(R𝑑), let 0 < 𝑞 6 ∞ and let the function 𝜂(·) be
infinitely differentiable with compact support (test function). We use the notation:

𝑢(·)
(𝑞,𝜂)
≺ 𝑣(·) , if 𝐹

[︁
𝑢(·)
𝑣(·) 𝜂(·)

]︁
∈ 𝐿𝑞(R𝑑) . We say, that 𝑢 and 𝑣 are equivalent

𝑢(·)
(𝑞,𝜂)
≍ 𝑣(·) if 𝑢(·)

(𝑞,𝜂)
≺ 𝑣(·) and 𝑣(·)

(𝑞,𝜂)
≺ 𝑢(·) hold simultaneously.

Our method of proof of (3) is to show the equivalence

𝜔𝜃(𝑓, 𝛿)𝑝 ≍ ℛ𝜓(𝑓, 𝛿)𝑝 , 𝛿 > 0,

and to use (3). To this end we prove getting-out constant property for realizations
of generalized 𝐾-functional and Jackson-type estimate for modulus (2). We use the
notation ̃︀𝑝 = min(1, 𝑝).
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Theorem 1. it Let 0 < 𝑝 6 +∞ , 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) , 𝜓 ∈ ℋ𝛼 , 𝛼 > 0 , then

ℛ𝜓(𝑓, 𝑡𝛿)𝑝 6 𝑐 ·max
(︁
1, 𝑡

𝛼+𝑑( 1̃︀𝑝−1)
)︁
ℛ𝜓(𝑓, 𝛿)𝑝 , 𝛿 > 0 .

To formulate Jackson type estimate we consider real-valued infinitely differentiable
centrally symmetric function 𝜂(·), such that 𝜂(𝜉) = 1 for |𝜉| 6 𝜌 and 𝜂(𝜉) = 0 for
|𝜉| > 2𝜌, where 𝜉 ∈ R𝑑 , 𝜌 > 0. We also denote by 𝐺2 the subset of 𝐺1, such that
𝜃 ∈ 𝐺2 if 𝜃(𝜉) ̸= 0 for 𝜉 ̸= 2𝜋𝑘 , 𝑘 ∈ Z𝑑 . By 𝑔*(𝜉) we denote periodic extension of
𝑔(𝜉), i.e. 𝑔*(𝜉) =

∑︀
𝑗∈Z𝑑

𝑔(𝜉 + 2𝜋𝑗). As usual, the best approximation of 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑)

of order 𝜎 > 0 is given by 𝐸𝜎(𝑓)𝑝 = inf
𝑔∈𝐵𝜎

𝑝

‖𝑓 − 𝑔‖𝑝 , where 𝐵𝜎𝑝 is Bernstein space of

bandlimited functions (see e.g. [8] for details).

Theorem 2. Let 𝜃 ∈ 𝐺2 and 𝑝 ∈ 𝒫𝜃. Assume that there exist 𝜓 ∈ ℋ𝛼 and 𝜂 as

mentioned above, such that 𝜓(·)
(̃︀𝑝,𝜂)
≺ 𝜃(·) and ((1− 𝜂*(·))/𝜃(·))∧ ∈ ℓ̃︀𝑝 . Then for each

𝜆 > 0

𝐸𝜎(𝑓)𝑝 6 𝑐(𝑝, 𝜃, 𝜆)𝜔𝜃(𝑓, 𝜆/𝜎)𝑝 , 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑) , 𝜎 > 0 ,

where positive constant 𝑐(𝑝, 𝜃, 𝜆) does not depend on 𝑓 and 𝜎.

The main result reads as follows

Theorem 3. Let 0 < 𝑝 6 ∞, 𝜃 ∈ 𝐺2 , 𝑝 ∈ 𝒫𝜃 , 𝜓 ∈ ℋ𝛼 for some 𝛼 > 0

and 𝜓(·)
(̃︀𝑝,𝜂)
≍ 𝜃(·). Assume that there exists 𝜂 as mentioned Theorem 2, such that

((1− 𝜂*(·))/𝜃(·))∧ ∈ ℓ̃︀𝑝 . Then

ℛ𝜓(𝑓, 𝛿)𝑝 ≍ 𝜔𝜃(𝑓, 𝛿)𝑝 , 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑), 𝛿 > 0, (4)

where the equivalence constants are independent of 𝑓 and 𝛿.
We also discuss important examples with respect to classical approximation methods
which are special cases of (4).
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Let {𝑓𝑛}, 𝑛 ∈ 𝑍𝑁 , be the Fourier coefficients of a function 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑇
𝑁 ), 𝑁 > 2.

Consider the spherical partial sums of the multiple Fourier series:

𝑆𝜆𝑓(𝑥) =
∑︁

|𝑛|2<𝜆

𝑓𝑛 𝑒
𝑖𝑛𝑥. (1)

The aim of this paper is to investigate convergence almost-everywhere (a.e.) of these
partial sums. One of the first questions which arise in the study of a.e. convergence of
the sums (1) is the question of the validity of the Luzin conjecture: is it true that the
spherical sums (1) of the Fourier series of an arbitrary function 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑇

𝑁 ) converge
a.e. on 𝑇𝑁? In other words, does Carleson’s theorem extend to 𝑁 -fold Fourier series
when the latter is summed spherically? The answer to this question is open so far.
What is known is only that Hunt’s theorem (convergence a.e. for 𝐿𝑝 functions) does
not extend to 𝑁 -fold (𝑁 > 2) series summed by circles (see [1] and references therein).
Historically progress with solving the Luzin conjecture has been made by considering
easier problems. One of such easier problems is to investigate convergence a.e. of the
spherical sums (1) on 𝑇𝑁 ∖ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 .

Il’in [2] was the first to introduce the concept of generalized principle of localization
for an arbitrary eigenfunction expansions. Following Il’in we say that the generalized
localization principle for 𝑆𝜆 holds in 𝐿𝑝(𝑇

𝑁 ), if for any function 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑇
𝑁 ) the

equality

lim
𝜆→∞

𝑆𝜆𝑓(𝑥) = 0 (2)

holds a.e. on 𝑇𝑁 ∖ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 .
Observe, unlike the classical Riemann localization principle, here it suffices the

equality (2) to be hold only a.e. (not everywhere) on 𝑇𝑁 ∖ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 .
It should also be noted the paper [6], where the authors managed to prove equiva-

lence of convergence almost everywhere (but not of generalized localization principle)
of multiple Fourier series and integrals.

For the spherical partial integrals of multiple Fourier integrals (we denote by
𝜎𝜆𝑓(𝑥)) the generalized localization principle in 𝐿𝑝(𝑅

𝑁 ) has been investigated by
many authors (see [3-5]). In particular, in the remarkable paper of A. Carbery and F.
Soria [5] the validity of the generalized localization for 𝜎𝜆 has been proved in 𝐿𝑝(𝑅

𝑁 )
when 2 6 𝑝 < 2𝑁/(𝑁 − 1).

If we turn back to the multiple Fourier series (1) and consider the classes 𝐿𝑝(𝑇
𝑁 )

when 1 6 𝑝 < 2, then as A. Bastys [4] has proved, following Fefferman in making use
of the Kakeya’s problem, that the generalized localization for 𝑆𝜆 is not valid, i.e. there
exists a function 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑇

𝑁 ), such that on some set of positive measure, contained in
𝑇𝑁∖𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓, we have

lim
𝜆→∞

|𝑆𝜆𝑓(𝑥)| = +∞.

It may be worth mentioning that in [4] this result is also proved for the spherical
partial integrals 𝜎𝜆𝑓(𝑥).

The main result of this paper is the following statement.

Theorem 1. Let 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑇
𝑁 ) and 𝑓 = 0 on an open set Ω ⊂ 𝑇𝑁 . Then the

equality (2) holds a.e. on Ω.

Thus the problem of generalized localization for 𝑆𝜆 is completely solved in classes
𝐿𝑝(𝑇

𝑁 ), 𝑝 > 1: if 𝑝 > 2 then we have the generalized localization and if 𝑝 < 2, then
the generalized localization fails.

In the study of a.e. convergence it is convenient to introduce the maximal operator

𝑆⋆𝑓(𝑥) = sup
𝜆>0

|𝑆𝜆𝑓(𝑥)|.
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The prove of Theorem 1 is based on the following estimate of this operator.

Theorem 2. Let 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑇
𝑁 ) and 𝑓 = 0 on the ball {|𝑥| < 𝑅} ⊂ 𝑇𝑁 . Then for

any 𝑟 < 𝑅 there exists a constant 𝐶 = 𝐶(𝑅, 𝑟), such that∫︁
|𝑥|6𝑟

|𝑆⋆𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥 6 𝐶

∫︁
𝑇𝑁

|𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥.
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1. Notations and definitions. Let N denote the set of all positive integers,
N0 := N ∪ {0}, P− the sequence of all primes {𝑝𝑘}∞𝑘=1, 𝜃(𝑥) :=

∑︀
𝑝𝑗6𝑥

log 𝑝𝑗− the

second Chebyshev function, 𝑇 (𝑝𝑘) = ̂︀𝑝𝑘 := 𝑝1𝑝2 · · · 𝑝𝑘− Chebyshev factorial.

Following [1] we will consider the Gronwall number 𝐺(𝑁) := 𝜎(𝑁)
𝑁 log log𝑁

where 𝜎(𝑁)
stands for the sum of all positive divisors of a given natural 𝑁 > 1, log 𝑥 is a natural
logarithm of 𝑥 > 0. T. Gronwall [2] in 1913 has proved that

lim sup
𝑁→+∞

𝐺(𝑁) = 𝑒𝛾 = 1.78107 . . . ; 𝛾 := lim
𝑛→∞

(︃
𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘
− log𝑛

)︃
= 0.5772... (1)

being the Euler-Masceroni constant.
The behavior of 𝐺(𝑁) as 𝑁 increases looks extremely irregular. More regularity

can be seen if instead of the integers values one compares their prime factorization:

𝑁 = 𝑝𝛼1
1 𝑝𝛼2

2 . . . 𝑝
𝛼𝑘
𝑘 ; 𝑝𝑗 ∈ P; 𝛼𝑗 = 𝛼𝑗(𝑁) ∈ N0, 𝛼𝑘 > 0, (2)

where 𝑝𝑘 =: 𝑃 (𝑁) denotes the greatest prime divisor of 𝑁 .
Definition 1. Let 𝑘 > 4; the integer 𝑁 > 1 is called to be (1, 𝑘)-locally 𝐺-maximal,

𝑁 ∈ U1,𝑘, if 𝑃 (𝑁) = 𝑝𝑘 > 7, ̂︀𝑝𝑘 | 𝑁 and 2(𝑘 − 1) inequalities

𝐺(𝑁/𝑝𝑗) 6 𝐺(𝑁), 𝐺(𝑁𝑝𝑖) 6 𝐺(𝑁); 1 6 𝑖, 𝑗 < 𝑘, (3)

hold (note that in (3) the values 𝑖 = 𝑘, 𝑗 = 𝑘 are excluded).

2. (1, 𝑘)-locally 𝐺-maximal numbers. Introduce a function
𝜉 := 𝜉(𝑝, 𝛼), 𝑝 ∈ P, 𝛼 ∈ N0, as the root of the following special equation:

log 𝜉 =
𝑝𝛼+2 − 𝑝

𝑝− 1
log

(︂
1 +

log 𝑝

𝜉

)︂
. (4)

It is obvious that 𝜉(𝑝, 𝛼) monotonically increases as either 𝑝 or 𝛼 does so.
A paramount role of these quantities is explained in the assertion:

Lemma 1. Let 𝛼𝑗(𝑁) = 𝛼𝑗 ∈ N0. Then the condition 𝐺(𝑁𝑝𝑗) > 𝐺(𝑁)
is equivalent to log𝑁 > 𝜉(𝑝𝑗 , 𝛼𝑗).

Our main result describes the direct algorithm for calculating the minimal elements
𝑉 (𝑝𝑘) among all integers 𝑁 with given 𝑃 (𝑁) = 𝑝𝑘, 𝑘 > 4, satisfying relationships (3),
and some properties thereof.

Theorem 1. For fixed 𝑘 > 4 let us put 𝑉𝑘(0) := 𝑇 (𝑝𝑘), and for 𝑠 ∈ N define
recursively by induction the sequences:

𝛼1(𝑘, 𝑠) := max{𝑟 ∈ N : 𝜉(2, 𝑟 − 1) 6 log 𝑉𝑘(𝑠− 1)}; (5)

𝑞𝑚(𝑘, 𝑠) := max{𝑝 ∈ P : 𝜉(𝑝,𝑚− 1) 6 log 𝑉𝑘(𝑠− 1)};
𝑚 ∈ {2, . . . , 𝛼1(𝑘, 𝑠)}; (6)

𝑉𝑘(𝑠) := 𝑇 (𝑝𝑘)

𝛼1(𝑘,𝑠)∏︁
𝑚=2

𝑇 (𝑞𝑚(𝑘, 𝑠)) . (7)

Then: (I) the numbers 𝑉𝑘(𝑠), 𝛼1(𝑘, 𝑠), 𝑞𝑚(𝑘, 𝑠) as well as 𝐺(𝑉𝑘(𝑠)), do not decrease
as 𝑠 increases and are bonded from above; hence there is such 𝑠0 := 𝑠0(𝑘), that these
quantities stabilize beginning with 𝑠0, i. e. 𝑉𝑘(𝑠) = 𝑉 (𝑝𝑘),
𝛼1(𝑘, 𝑠) = 𝛼1(𝑘), ∀ 𝑠 > 𝑠0,; for the established values one has:

𝜉(𝑞𝑚(𝑘),𝑚− 1) < log 𝑉 (𝑝𝑘) 6 𝜉(𝑞 ′
𝑚(𝑘),𝑚− 1); 𝑚 ∈ {2, . . . , 𝛼1(𝑘)}, (8)
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where 𝑞 ′
𝑚(𝑘) stands for the least prime greater than 𝑞𝑚(𝑘), and this is exactly equvalent

to the condition 𝑉 (𝑝𝑘) ∈ U1,𝑘, (cf (3)).

(II) if 𝑉 (𝑝𝑘) is written as a product 𝑉 (𝑝𝑘) = 𝑝𝛼1
1 𝑝𝛼2

2 . . . 𝑝
𝛼𝑘
𝑘 , then:

𝛼1 > 𝛼2 > . . . 𝛼𝑘 = 1, the inequalities (equivalent to (8))

𝜉(𝑝𝑗 , 𝛼𝑗(𝑘)− 1) + log 𝑝𝑗 6 log 𝑉 (𝑝𝑘) 6 𝜉(𝑝𝑗 , 𝛼𝑗(𝑘)), 1 6 𝑗 < 𝑘, (9)

are fulfilled and the estimates 0.5
√
𝑝𝑘 < log 𝑉 (𝑝𝑘)− 𝜃(𝑝𝑘) < 4

√
𝑝𝑘 hold.

(III) if there is some other integer 𝑉𝑘 := 𝑝�̃�1
1 · · · 𝑝�̃�𝑘

𝑘 ; �̃�𝑘 > 0, which also satisfies
all inequalities (3), then necessarily �̃�𝑗 > 𝛼𝑗 , ∀𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘}, i. e. 𝑉 (𝑝𝑘) | 𝑉𝑘.

The last part of Theorem 1 also implies that 𝑉 (𝑝𝑘) | 𝑉 (𝑝𝑘+1); thus it is possible
(and reasonable) to choose 𝑉𝑘+1(0) := 𝑉 (𝑝𝑘)𝑝𝑘+1 instead of 𝑇 (𝑝𝑘+1).

3. One-step 𝐺-unimprovable numbers.

Definition 2. The class U1 consists of all such integers 𝑁 > 5 (cf (3)) that the
following two conditions are met:

U
/
1 : 𝐺(𝑁/𝑞) 6 𝐺(𝑁) for any prime 𝑞 < 𝑁, 𝑞 |𝑁 , and

U×
1 : 𝐺(𝑁𝑝) 6 𝐺(𝑁) for all primes numbers 𝑝.

The least element in U1 is the number 𝑁*
1 := 14 = 2 · 7, 𝐺(𝑁*

1 ) = 1.7665...

All larger numbers in U1 form certain subsequence of {𝑉 (𝑝𝑘)}, 𝑘 > 4.

Theorem 2. (i) If 𝑁 > 14 belongs to the class U1, then 𝑃 (𝑁) > 23 and

𝑁 = 𝑉 (𝑃 (𝑁)), i. e. U1 = {𝑁*
𝑚} := {𝑉 (𝑝𝑘𝑚)}, 𝑘2 < 𝑘3 < 𝑘4 < . . .

(ii) The set U1 contains infinitely many numbers.

The proof of part (ii) is based on the Littlewood result (1914, cf [3],

Theorem 6.20) claiming that 𝜃(𝑥)− 𝑥 = Ω±(
√
𝑥 log log log 𝑥).

4. Conclusive remarks.

In 1984 Robin [4] proved the fundamental theorem on equivalence

of the two famous hypotheses:

(RH): if the value of Riemann function 𝜁(𝑠+ 𝑖𝑡) = 0, 𝑡 ̸= 0, then 𝑠 = 1/2.

(RRI): the Ramanujan-Robin inequality 𝐺(𝑁) < 𝑒𝛾 is valid for 𝑁 > 5040.

In 2011 Caveney, Nicolas ans Sondow [1] appended one more

equivalent hypothesis to those two mentioned above:

(CNSH): every integer 𝑁 > 5 is 𝐺-improvable, i. e. either

I/: there is a prime 𝑞 | 𝑁 such that 𝐺(𝑁/𝑞) > 𝐺(𝑁) or

I×: there is an integer 𝑎 such that 𝐺(𝑁𝑎) > 𝐺(𝑁).

Note that 3, 4, 5 are not 𝐺-improvable numbers.

Condition I/ coincides with the negation of U
/
1 whereas U×

1 is much stronger than
the negation of I×; in other words, (CNSH) is equivalent to: U1 ⊂ I×.

The last column of the Table 2 (below) speaks in favor of (CNSH) validity.

All the calculations were carried out with the help of Maple-13.
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Table 1. (1, 𝑘)-locally 𝐺-maximal numbers 𝑉 (𝑝𝑘)

𝑘 𝑉𝑘 𝑉𝑘/𝑉𝑘−1 𝐺(𝑉𝑘)

4 23 · 32 · 5 · 7 = ̂︀7 · ̂︀3 · ̂︀2 = 2 520 − 1.8046...

5 24 · 32 · 5 · 7 · 11 =̂︁11 · ̂︀3 · 22 = 55 440 11 · 2 1.7512...

6 24 · 32 · 5 · 7 · 11 · 13 =̂︁13 · ̂︀3 · 22 = 720 720 13 1.7330...

7 ̂︁17 · ̂︀5 · ̂︀3 · 22 = 367 567 200 17 · 5 · 3 · 2 1.7243..

8 ̂︁19 · ̂︀5 · ̂︀3 · 22 = 6 983 776 800 19 1.7341...

9 ̂︁23 · ̂︀5 · ̂︀3 · 22 = 160 626 866 400 23 1.7374...

Table 2. One-step 𝐺-unimprovable numbers 𝑁*
𝑚, 2 6 𝑚 6 7.

𝑚 𝑘𝑚 𝑁*
𝑚 := 𝑉𝑘𝑚 𝐺(𝑁*

𝑚)

2 9 ̂︁23 · ̂︀5 · ̂︀3 · 22 = 160 626 866 400 1.7374..

3 11 ̂︁31 · ̂︀7 · ̂︀3 · 23 = 2.02... · 1015 1.7368..

4 16 ̂︁53 · ̂︀7 · 32 · 25 = 1.97... · 1024 1.7434...

5 34 ̂︂139 ·̂︁13 · ̂︀5 · 32 · 26 = 5.19... · 1063 1.7582..

6 99 ̂︂523 ·̂︁29 · ̂︀7 · ̂︀5 · 32 · 27 = 4.08... · 10233 1.770728..

7 101 ̂︂547 ·̂︁31 · ̂︀7 · ̂︀5 · 32 · 27 = 3.75... · 10240 1.770765..

The electronic preprint (dated 2018-10-30) of the results presented here is available
at https://arxiv.org/abs/1810.12585.

The author is deeply grateful to V.V. Kozlov for his interest to this work, as well
as to participants of the Seminar ”Modern Problems in Number Theory” (2018-11-22)
at Steklov Institute of Mathematics, for many valuable questions and comments.
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Preliminary notations, definitions and results

We will denote the set of real numbers with R , R = R ∪ {−∞,+∞}, the set of
complex numbers with C = {𝑧|𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ R} , and the Riemannian sphere with
C = C ∪ {∞} .
The convergence on C and C are given in Euclidean and spherical metrics. These
metrics are equivalent on compact sets in C.
A family 𝒯 = {𝑓 |𝑓 : 𝑂 → R} of functions on a domain 𝑂 ⊂ C is normal in 𝑂 if every
sequence of functions (𝑓𝑛) ⊂ 𝒯 contains either a subsequence which converges to a
limit function 𝑓 ̸≡ ∞ uniformly on each compact subset of 𝑂, or a subsequence which
converges uniformly to ∞ on each compact subset. A family 𝒯 of functions is normal
at a point 𝑧 ∈ 𝑂 if it is a normal family in some neighborhood of 𝑧. If ∞ ∈ 𝑂 , then
the family of functions 𝒯 normal at the point ∞ if the family 𝒯 ′ = {𝑓(𝑧−1)|𝑓 ∈ 𝒯 } is
a normal family in 𝑂. It is known that a family of functions 𝒯 is normal in a domain
𝑂 if and only if 𝒯 is normal at each point of 𝑂 (see ([4]).

Theorem A. A locally bounded family 𝒯 of harmonic functions on a domain 𝑂
is normal.

Theorem B. The family ℋ+ of positive harmonic functions on a domain 𝑂 is
normal.

Theorem C. A family ℋ of harmonic functions in a domain 𝑂 which omit one
specific real value 𝛼 is normal.

The main results

Let 𝑔 is the continuous automorphism of 𝑂, 𝑔𝑛 = 𝑔 ∘ 𝑔 ∘ . . . ∘ 𝑔 𝑛-times, 𝑔−𝑛 =
𝑔−1 ∘ 𝑔−1 ∘ . . .∘ 𝑔−1 𝑛-times, 𝑔0 = 𝑖𝑑𝑂 is the identity mapping on the domain 𝑂. Then
𝐺𝑔 = {𝑔𝑛 | 𝑛 ∈ Z} is the cyclic automorphism group of 𝑂.

Theorem 1. Let 𝑓 : 𝑂 → R be continuous in the domain 𝑂. If a continuous
automorphism 𝑔 on 𝑂 has an attracting fixed point in 𝑂 and 𝒯 = {𝑓 ∘ 𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺𝑔} is
a normal family of functions on 𝑂, then 𝑓 is constant on 𝑂.

Theorem 1 is proven using the Arzela-Ascoli theorem (see [1,5]).

Application

Theorem 2 (Liouville theorem for bounded harmonic functions). A bounded har-
monic function on C is constant.

Theorem 2 follows from Theorem A and Theorem 1 for 𝑂 = C , if the 𝐺𝑔 = {𝑔𝑛 |
𝑔(𝑧) = 𝑎(𝑧 − 𝑧0) + 𝑧0, 𝑛 ∈ Z}, 𝑧0 ∈ C, 𝑎 ∈ C, 0 <| 𝑎 |< 1.

Theorem 3 (Liouville theorem for positive harmonic functions). A positive har-
monic function on C is constant.

Theorem 3 follows from Theorem B and Theorem 1 for 𝑂 = C , if the 𝐺𝑔 = {𝑔𝑛 |
𝑔(𝑧) = 𝑎(𝑧 − 𝑧0) + 𝑧0, 𝑛 ∈ Z}, 𝑧0 ∈ C, 𝑎 ∈ C, 0 <| 𝑎 |< 1.

Theorem 4 (Picard’s theorem for harmonic functions). The non-constant har-
monic functions in the complex plane C takes all the values from the set of real numbers
R.

Theorem 4 follows from Theorem C and Theorem 1 for 𝑂 = C , if the 𝐺𝑔 = {𝑔𝑛 |
𝑔(𝑧) = 𝑎(𝑧 − 𝑧0) + 𝑧0, 𝑛 ∈ Z}, 𝑧0 ∈ C, 𝑎 ∈ C, 0 <| 𝑎 |< 1.

Remark. Similar results for holomorphic and meromorphic functions are given in
[6].
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6. Pavićević Ž. Normal Families, Theorems of Liouville and Picard and Bloch

Principle // Math. Montisnigri, 43 (2019), 5-9.

GEOMETRIC HARDY AND HARDY-SOBOLEV INEQUALITIES
ON STRATIFIED LIE GROUPS
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In this paper, we present the geometric Hardy inequality for the sub-
Laplacian in the half-spaces on the stratified groups. As a consequence,
we obtain the following geometric Hardy inequality in a half-space on
the Heisenberg group with a sharp constant, which solves a previously
unsolved conjecture in the field. Also, we obtain a version of the Hardy-
Sobolev inequality in a half-space on the Heisenberg group.

Keywords: stratified groups, Heisenberg groups, geometric Hardy inequal-
ity, half-space, sharp constant.

Let us recall the Hardy inequality in the half-space∫︁
R𝑛
+

|∇𝑢|𝑝𝑑𝑥 >

(︂
𝑝− 1

𝑝

)︂𝑝 ∫︁
R𝑛
+

|𝑢|𝑝

𝑥𝑝𝑛
𝑑𝑥, 𝑝 > 1, (1)

for every function 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛+), where ∇ is the usual Euclidean gradient. The half-

space is defined by R𝑛+ := {(𝑥′, 𝑥𝑛)|𝑥′ := (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1) ∈ R𝑛−1, 𝑥𝑛 > 0}, 𝑛 ∈ N.
There is a number of studies related to inequality (1), see e.g. [1], [2], [3], [4].

Filippas, Maz’ya and Tertikas in [5] have established the Hardy-Sobolev inequality
in the following form(︃∫︁

R𝑛
+

|∇𝑢|𝑝𝑑𝑥−
(︂
𝑝− 1

𝑝

)︂𝑝 ∫︁
R𝑛
+

|𝑢|𝑝

𝑥𝑝𝑛
𝑑𝑥

)︃ 1
𝑝

> 𝐶

(︃∫︁
R𝑛
+

|𝑢|𝑝
*
𝑑𝑥

)︃ 1
𝑝*

,

for all function 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛+), where 𝑝* = 𝑛𝑝

𝑛−𝑝 and 2 6 𝑝 < 𝑛. There is a different
proof of this inequality by Frank and Loss [6].

The Hardy inequality in the half-space on the Heisenberg group was shown by
Luan and Young [7] in the form∫︁

H+

|∇𝐻𝑢|2𝑑𝜉 >
1

4

∫︁
H+

|𝑥|2 + |𝑦|2

𝑡2
|𝑢|2𝑑𝜉.
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An alternative proof of this inequality was given by Larson in [8], where the author
generalised it to any half-space of the Heisenberg group,∫︁

H+

|∇𝐻𝑢|2𝑑𝜉 >
1

4

∫︁
H+

∑︀𝑛
𝑖=1⟨𝑋𝑖(𝜉), 𝜈⟩

2 + ⟨𝑌𝑖(𝜉), 𝜈⟩2

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝜉, 𝜕H+)2
|𝑢|2𝑑𝜉,

where 𝑋𝑖 and 𝑌𝑖 (for 𝑖 = 1, . . . , 𝑛) are left-invariant vector fields on the Heisenberg
group, 𝜈 is the Riemannian outer unit normal (see [9]) to the boundary. Also, there
is the 𝐿𝑝-generalisation of the above inequality∫︁

H+

|∇𝐻𝑢|𝑝𝑑𝜉 >
(︂
𝑝− 1

𝑝

)︂𝑝 ∫︁
H+

∑︀𝑛
𝑖=1 |⟨𝑋𝑖(𝜉), 𝜈⟩|

𝑝 + |⟨𝑌𝑖(𝜉), 𝜈⟩|𝑝

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝜉, 𝜕H+)𝑝
|𝑢|𝑝𝑑𝜉.

The main aim of this talk is to present the 𝐿𝑝-version of the geometric Hardy
inequality for the sub-Laplacian in the half-spaces on the stratified groups (the Carnot
groups), where the obtained inequality will be a natural extension of the inequality
derived by the authors in [8] and [10] on the Heisenberg and the stratified groups,
respectively. Note that it proves the inequality conjectured in [8]. Moreover, we obtain
a version of the Hardy-Sobolev inequality in the setting of the Heisenberg group.

The main results of this presentation are as follows:

∙ Geometric 𝐿𝑝-Hardy inequality on G+: Let G+ := {𝑥 ∈ G : ⟨𝑥, 𝜈⟩ > 𝑑} be
a half-space of a stratified group G. Then for all 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (G+), 𝛽 ∈ R and 𝑝 > 1
we have∫︁

G+

|∇G𝑢|𝑝𝑑𝑥 >

− (𝑝− 1)(|𝛽|
𝑝

𝑝−1 + 𝛽)

∫︁
G+

𝒲(𝑥)𝑝

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝜕G+)𝑝
|𝑢|𝑝𝑑𝑥

+ 𝛽

∫︁
G+

ℒ𝑝(𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝜕G+))

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝜕G+)𝑝−1
|𝑢|𝑝𝑑𝑥,

where 𝒲(𝑥) := (
∑︀𝑁
𝑖=1⟨𝑋𝑖(𝑥), 𝜈⟩

2)1/2, and ℒ𝑝 is the 𝑝-sub-Laplacian on G.

∙ Geometric 𝐿𝑝-Hardy inequality on H+: Let H+ := {𝜉 ∈ H𝑛 : ⟨𝜉, 𝜈⟩ > 𝑑}
be a half-space of the Heisenberg group. Then for all 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (H+) and 𝑝 > 1
we have ∫︁

H+

|∇𝐻𝑢|𝑝𝑑𝜉 >
(︂
𝑝− 1

𝑝

)︂𝑝 ∫︁
H+

𝒲(𝜉)𝑝

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝜉, 𝜕H+)𝑝
|𝑢|𝑝𝑑𝜉,

where 𝒲(𝜉) :=
(︀∑︀𝑛

𝑖=1⟨𝑋𝑖(𝜉), 𝜈⟩
2 + ⟨𝑌𝑖(𝜉), 𝜈⟩2

)︀1/2
and the constant is sharp.

∙ Geometric Hardy-Sobolev inequality on H+: Let H+ := {𝜉 ∈ H𝑛 : ⟨𝜉, 𝜈⟩ >
𝑑} be a half-space of the Heisenberg group. Then for all 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (H+) and
2 6 𝑝 < 𝑄 with 𝑄 = 2𝑛+ 1, there exists some 𝐶 > 0 such that we have(︂∫︁

H+

|∇𝐻𝑢|𝑝𝑑𝜉 −
(︂
𝑝− 1

𝑝

)︂𝑝 ∫︁
H+

𝒲(𝜉)𝑝

𝑑𝑖𝑠𝑡(𝜉, 𝜕H+)𝑝
|𝑢|𝑝𝑑𝜉

)︂ 1
𝑝

> 𝐶

(︂∫︁
H+

|𝑢|𝑝
*
𝑑𝜉

)︂ 1
𝑝*

,

where 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝜉, 𝜕H+) := ⟨𝜉, 𝜈⟩ − 𝑑 is the distance from 𝜉 to the boundary and
𝑝* := 𝑄𝑝/(𝑄− 𝑝).

This talk is mainly based on our preprint [11].
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In this paper we try to give a generalization of the usual notion of ex-
tremum of real functions to the vector-valued functions of several real
variables. Our aim is that in this generalization remain valid the usual
properties and relations for extremum of real functions. A considered
generalization is also characterized by an equivalent generalization. Our
definitions and related results are illustrated by numerous examples.
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Рассматривается задача с начальными данными для интегро-
дифференциального уравнения с сингулярным интегральным опера-
тором, связанная с перидинамической моделью. Доказывается суще-
ствование и единственность решения.

Ключевые слова: сингулярное интегральное уравнение, перидинами-
ка, спектральная теория.

On the solvability of an equation with singular kernel
associated with peridynamic model

The initial value problem for integro-differential equation with singular
integral operator associated with peridynamic model is considered. The
existence and uniqueness of the solution is proved

Keywords: singular integral equation, peridynamics, spectral theory.
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Ñòàíäàðòíàÿ ïåðèäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

𝜕 2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+

∫︁
Ω

𝐾(𝑥, 𝑦) [𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑦, 𝑡)] 𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0, (1)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (2)

ãäå Ω ⊂ R𝑛 − îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé (ñì. [1]).
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèìïëèôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü, â êî-

òîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ 𝑢 : Ω × [0, 𝑇 ] → R, ÿäðî
𝐾 : Ω × Ω → R è âíåøíÿÿ ñèëà 𝑓 : Ω × [0, 𝑇 ] → R ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè
ôóíêöèÿìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {𝜆𝑘} è {𝑣𝑘(𝑥)} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà:

−∆𝑣(𝑥) = 𝜆𝑣(𝑥), 𝑥 ∈ Ω,
𝜕𝑣(𝑠)

𝜕𝜈
= 0, 𝑠 ∈ 𝜕Ω.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ 𝐿(𝑥, 𝑦), ðàçëîæåíèå êîòîðîé â ðÿä ïî
ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì äàííîé çàäà÷è èìååò âèä

𝐿(𝑥, 𝑦) =
∑︁
𝜆𝑘>0

ln𝜆𝑘
𝜆𝑘

𝑣𝑘(𝑥) 𝑣𝑘(𝑦) .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìà âíå äèàãîíàëè, à âáëèçè äèàãîíàëè ðàâíà

𝐿(𝑥, 𝑦) ≃ 𝛼
ln |𝑥− 𝑦|
|𝑥− 𝑦|𝑛−2

.

Îïðåäåëèì âíå äèàãîíàëè 𝑥 = 𝑦 ÿäðî

𝐾(𝑥, 𝑦) = −∆𝑦 𝐿(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ Ω, 𝑦 ∈ Ω.

Ôîðìàëüíî â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçëî-
æåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ÿäðà 𝐾(𝑥, 𝑦) èìååò âèä

𝐾(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑘=1

(ln𝜆𝑘) 𝑣𝑘(𝑥) 𝑣𝑘(𝑦).

Äàííîå ÿäðî èìååò âáëèçè äèàãîíàëè 𝑥 = 𝑦 íåèíòåãðèðóåìóþ îñîáåí-
íîñòü âèäà

𝐾(𝑥, 𝑦) ≃ 𝑐𝑛|𝑥− 𝑦|−𝑛

è óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

(𝜕/𝜕𝜈𝑦)𝐾(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑦 ∈ 𝜕Ω.

Äëÿ ëþáûõ 𝑇 > 0 è 𝑚 = 0, 1, ... è ïðîèçâîëüíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
𝐵 îáîçíà÷èì ñèìâîëîì 𝐶𝑚

{︀
[0, 𝑇 ] → 𝐵

}︀
ïðîñòðàíñòâî 𝑚 ðàç íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà [0, 𝑇 ] â 𝐵.
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Ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(2) íàçîâ¼ì ôóíêöèþ 𝑢 ∈ 𝐶2
{︀

[0, 𝑇 ] → 𝐿2(Ω)
}︀
, óäî-

âëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (2).
Ñèìâîëîì 𝑊 𝜏

2 (Ω), ãäå 𝜏 > 0, îáîçíà÷àþòñÿ êëàññè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâ
Ñîáîëåâà (äðîáíîãî) ïîðÿäêà 𝜏 .

Теорема 1. Пусть 𝜏 > 0 и 𝑇 > 0. Для любых 𝜑 ∈ 𝑊 𝜏
2 (Ω), 𝜓 ∈ 𝑊 𝜏

2 (Ω)
и 𝑓 ∈ 𝐶

{︀
[0, 𝑇 ] → 𝑊 𝜏

2 (Ω)
}︀
существует и при том единственное решение

задачи (1)-(2) из класса 𝐶2
{︀

[0, 𝑇 ] → 𝐿2(Ω)
}︀
.

Äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè÷íî îïèðàåòñÿ íà ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â
ðàáîòå [2]. Àíàëîãè÷íûé ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ â ñëó÷àå Ω = R𝑛 â ðàáîòå [3] è
â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå â ðàáîòå [4].
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КОНИЧЕСКИЕ ЛАГРАНЖЕВЫ ПОВЕРХНОСТИ И
АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ
РЕЛЯТИВИСТСКОЙ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ

А.И. Аллилуева
esina_anna@list.ru

УДК 514.763.8

Обсуждаются коротоковолновые асимптотические решения линеари-
зованных уравнений релятивистской газовой динамики. Такие реше-
ния оказываются связанными с коническими лагранжевыми поверх-
ностями в кокасательном расслоении к пространству Минковского.

Ключевые слова: лагранжевы поверхности, релятивистская газовая
динамика

Conical Lagrangian surfaces and asymptotic solutions of
equations of relativistic gas dynamics

Short-wave asymptotic solutions of the linearized equations of relativistic
gas dynamics are discussed. These solutions turn out to be connected
with conical Lagrangian surfaces in the cotangent bundle to Minkowski
space.

Keywords: Lagrangian surfaces, relativistic gas dynamics

Аллилуева Анна Ивановна, к.ф.-м.н., научный сотрудник, Институт Проблем Ме-
ханики РАН (Москва, Россия); Anna Allilueva (Researcher, Insitute for Promlems in
Mechanics, RAS, Moscow, Russia)
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Îáñóæäàþòñÿ êîðîòîêîâîëíîâûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ëèíåàðèçî-
âàííûõ óðàâíåíèé ðåëÿòèâèñòñêîé ãàçîâîé äèíàìèêè. Òàêèå ðåøåíèÿ îêà-
çûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ñ êîíè÷åñêèìè ëàãðàíæåâûìè ïîâåðõíîñòÿìè â êî-
êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê ïðîñòðàíñòâó Ìèíêîâñêîãî. Ðåøåíèå ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå òðåõ ìîä; îäíà îòâå÷àåò äâóêðàòíîìó, è äâå � ïðîñòûì õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëàì ñòàðøåãî ñèìâîëà îïåðàòîðà.Îïèñàíû ëàãðàíæå-
âû ìíîãîîáðàçèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ìîäàì; ïîêàçàíî, ÷òî îäíî èç íèõ
ãëàäêîå, à âòîðîå èìååò êîíè÷åñêóþ îñîáåííîñòü. Îïèñàíà ñòàðøàÿ ÷àñòü
àñèìïòîòèêè; äëÿ äâóêðàòíîé ìîäû ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð óäîâëåòâîðÿ-
åò ëèíåéíîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âäîëü
õàðàêòåðèñòèê, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïðîñòûõ ìîä îí âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî è ñî-
äåðæèò ãåîìåòðè÷åñêóþ ôàçó. Íàëè÷èå ýòîé ôàçû (ò.å. íåòðèâèàëüíîé ñâÿç-
íîñòè â îäíîìåðíîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè íàä ëàãðàíæåâîé ïîâåðõíîñòüþ)
ïðèâîäèò, âîîáùå ãîâîðÿ, ê ðîñòó íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé ñî âðåìåíåì.

КВАЗИКЛАССИЧЕСКАЯ АСИМПТОТИКА
СТАЦИОНАРНЫХ РЕШЕНИЙ

ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С
НЕТРИВИАЛЬНЫМ СУБГЛАВНЫМ СИМВОЛОМ

А.Ю. Аникин, Й. Брюнинг, С.Б. Куксин
anikin83@inbox.ru, bruening@math.hu.de, kuksin@math.polytechnique.fr

Рассмотрена стационарная задача для дифференциального или псев-
додифференциального уравнения с квазиклассическим малым пара-
метром. Предполагается, что главный символ вещественен и опре-
деляет интегрируемую гамильтонову систему, а субглавный символ,
вообще говоря, нарушает интегрируемость. Предложен хорошо алго-
ритмизуемый метод нахождения асимптотических собственных значе-
ний и собственных функций (квазимод). Обсуждаются приложения к
уравнению Дирака для графена, а также к уравнению Шредингера
для двух слабосвязанных нелинейных осцилляторов
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Semi-classical asymptotics of statinary solutions to
pseudodifferential equations with non-trivial subprincipal

symbol

We consider a stationary problem for differential or pseudodifferential
equation with semi-classical small parameter. It is assumed that the prin-
cipal symbol is real and defines an integrable Hamiltonian system. The
subprincipal symbol generically destroys the integrability. A method for
calculating asymptotic eigenvalues and eigenfunctions (quasi-modes) is
proposed. This method can be algorithmized and used for practical nu-
merical calculations. We discusse the applications to the Dirac equation
for graphene and Schrödinger equation for two weakly coupled non-linear
oscillators

Keywords:

Ñîàâòîðîì ýòîãî ñîîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðîô. Ñ.Þ. Äîáðîõîòîâ.

ИЕРАРХИИИ МОДЕЛЕЙ В МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКЕ
С.В. Богомолов
bogomo@cs.msu.su

УДК 517.518

Цепочка сквозных, многомасштабных микро - мезо - макро моделей
возникает в соответствии с разными значениями малого параметра -
числа Кнудсена. В результате получаются стохастические и неслучай-
ные макроскопические уравнения, отличающиеся от системы уравне-
ний Навье - Стокса, а также от систем квазигидродинамики. Глав-
ной особенностью этого вывода является более точное осреднение по
скорости благодаря аналитическому решению стохастических диффе-
ренциальных уравнений (СДУ). Такой подход существенно отличает-
ся от традиционного, используещего не сам случайный процесс, а его
функцию распределения. Акцент ставится на ясности допущений при
переходе от одного уровня детализации к другому.

Ключевые слова: уравнения Больцмана, Колмогорова - Фоккера -
Планка, Навье - Стокса, магнитной гидродинамики и квазигазоди-
намики, сила Лоренца; случайные процессы, СДУ по пуассоновской
и винеровской мерам, метод частиц.
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Hierarchies of models in mathematical physics

A chain of end-to-end, multiscale micro - meso - macro models arises in
accordance with different values ??of a small parameter - the Knudsen
number. The result is stochastic and non-random macroscopic equations
that differ from the Navier – Stokes system of equations, as well as from
quasi-hydrodynamic systems. The main feature of this conclusion is a
more accurate velocity averaging due to the analytical solution of stochas-
tic differential equations (SDE). This approach differs significantly from
the traditional one, which uses not the random process itself, but its dis-
tribution function. Emphasis is placed on clarity of assumptions when
moving from one level of detail to another.

Keywords: Boltzmann, Kolmogorov - Fokker - Planck, Navier – Stokes,
magnetohydrodynamic and quasi - gasdynamic equations, Lorentz force;
random processes, stochastic differential equations with respect to Poisson
and Wiener measures, particle method.

Микро
Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóÿ À.Â. Ñêîðîõîäó è À.À. Àðñåíüåâó, ïîëîæåíèÿ è

ñêîðîñòè ÷àñòèö áóäåì ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ÷òî ñîâåðøåííî
îïðàâäàíî ïî ôèçè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì. Столкновения ÷àñòèö (òâ¼ðäûõ
ñôåð äèàìåòðà 𝐷) ïîðîæäàþò ïðîöåññû äèôôóçèè, âÿçêîñòè è òåïëîïðî-
âîäíîñòè.

Стохастическая Молекулярная Динамика

𝑑𝑥𝑖(𝑡) = 𝜐𝑖(𝑡)𝑑𝑡,

𝑑𝜐𝑖(𝑡) =

𝑁∑︁
𝑗=1

∫︁
Ω

𝑓(𝜐𝑖, 𝜐𝑗 , 𝜔)𝑝𝑖𝑗(𝑑𝜔 × 𝑑𝑡),

𝜆𝑖𝑗 = 𝑁 𝑐𝑜𝑙𝑙𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛𝑠
𝑖𝑗 /𝑁, 𝑁 𝑐𝑜𝑙𝑙𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛𝑠

𝑖𝑗 = 𝑁𝑟𝑒𝑎𝑐ℎ𝑒𝑑
𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, ..., 𝑁,

ãäå 𝑥𝑖(𝑡), ïîëîæåíèÿ, è 𝜐𝑖(𝑡), ñêîðîñòè ÷àñòèö, ÿâëÿþòñÿ 3D ñëó÷àéíû-
ìè ïðîöåññàìè, 𝑓(·) - ôóíêöèÿ ñêà÷êà, èëè ïðèðàùåíèå ñêîðîñòè 𝜐𝑖 èç-
çà ñòîëêíîâåíèÿ ñ ÷àñòèöåé ñêîðîñòè 𝜐𝑗 (äëÿ òâ¼ðäûõ ñôåð 𝑓(𝜐𝑖, 𝜐𝑗 , 𝜔) =
𝜔(𝜔, 𝜐𝑖 − 𝜐𝑗), 𝜔 - åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé ìåæäó öåíòðàìè ÷à-
ñòèö), 𝑝𝑖𝑗 - ñ÷èòàþùèå íåçàâèñèìûå ïóàññîíîâñêèå ìåðû (ñ èíòåíñèâíîñòÿ-
ìè 𝜆𝑖𝑗), êîòîðûå óêàçûâàþò íà ôàêò ñòîëêíîâåíèÿ èëè åãî îòñóòñòâèå. Ïîä-
ñ÷¼ò ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé - ñîâåðøåííî òàêîé æå, êàê è ïðè âûâîäå óðàâíå-
íèÿ Áîëüöìàíà. Çäåñü æå îòðàæåíà èäåÿ î òîì, ÷òî ÷èñëî óäàðèâøèõ ïî
𝑖-÷àñòèöå 𝑗-÷àñòèö ðàâíî èõ ÷èñëó 𝑁𝑟𝑒𝑎𝑐ℎ𝑒𝑑

𝑖𝑗 , óñïåâøèõ äî íå¼ äîëåòåòü çà
âðåìÿ 𝑑𝑡.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè èñõîäíóþ ñòóïåíü íàøåé èåðàðõèè. Ñ âû-
÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, îïðåäåëåíèå 𝑁𝑟𝑒𝑎𝑐ℎ𝑒𝑑

𝑖𝑗 íà êàæäîì øàãå ïî âðå-
ìåíè - ñëîæíàÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ çàäà÷à. Êàê è â êèíåòè÷åñêîé òåîðèè, îíà
ïðåîäîëåâàåòñÿ ïåðåõîäîì ê ñïëîøíîé ñðåäå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íî
òîëüêî äëÿ âû÷èñëåíèÿ 𝜆𝑖𝑗 . ÑÄÓ ïî ñêà÷êîîáðàçíîé ìåðå îñòà¼òñÿ ïðåæ-
íåé. Âîçíèêàåò íîâàÿ ñòóïåíüêà â èåðàðõèè.
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Микроскопическая модель ïîëó÷èòñÿ, åñëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ𝑁𝑟𝑒𝑎𝑐ℎ𝑒𝑑
𝑖𝑗

ââåñòè "ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ"𝐹 (·), êàê å¼ ïðèíÿòî íàçûâàòü â ôèçè÷å-
ñêîé ëèòåðàòóðå, èëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, ïî òåðìèíîëîãèè òåîðèè
âåðîÿòíîñòè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáîáù¼ííàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ:

𝜆𝑖𝑗 =
1

Kn

1

2
𝐹 (𝑥𝑖, 𝜐𝑗 , 𝑡)∆𝑥𝑖∆𝜐𝑗 ,

∀𝜙(𝑥, 𝜐) :

∫︁
𝜙(𝑥, 𝜐)𝐹 (𝑥, 𝜐, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑣 =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜙(𝑥𝑖(𝑡), 𝜐𝑖(𝑡))𝑞𝑖,

𝐹 (·) - ïëîòíîñòü ìåðû, ïîðîæä¼ííîé ïðîöåññîì (𝑥(𝑡), 𝜐(𝑡)), ∆𝑥𝑖 = |(𝜔, 𝜐𝑖 −
𝜐𝑗)|𝑑𝑡𝐷2𝑑𝜔 � îáú¼ì öèëèíäðà äëÿ âû÷èñëåíèÿ 𝜆𝑖𝑗 . Çäåñü ìû ïåðåøëè ê
áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì. Kn(𝑥, 𝑡) = 1/𝐷2𝑛*𝑥* � ÷èñëî Êíóäñåíà, ïàðàìåòð
îáåçðàçìåðèâàíèÿ. Â îáëàñòÿõ ñ áîëüøèìè Kn íàøà ìîäåëü ìîæåò áûòü
çàïèñàíà (çäåñü ìû äåëàòü ýòîãî íå áóäåì) â âèäå óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà
(ñ ó÷¼òîì ôëóêòóàöèé) äëÿ 𝐹 , êîòîðàÿ ñëó÷àéíà òàê æå, êàê è 𝜆𝑖𝑗 . Ýòî �
ãëàâíîå îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè.

Мезо
Ïðè óìåðåííûõ ÷èñëàõ Êíóäñåíà ñëåäóþùàÿ ñòóïåíü íàøåé èåðàðõèè

ìåæäó ìîëåêóëÿðíûì îïèñàíèåì è ïðåäñòàâëåíèåì î ãàçå êàê î ñïëîøíîé
ñðåäå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑑𝑥(𝑡) = 𝑣(𝑡)𝑑𝑡,

𝑑𝑣(𝑡) = − 1

Kn
𝑎(𝑐)(𝑣(𝑡) − 𝑉 )𝑑𝑡+

1√
Kn

𝜎(𝑐)𝑑𝑤(𝑡),

ãäå 𝑐 - ìîäóëü áåçðàçìåðíîé òåïëîâîé ñêîðîñòè c ≡ 𝑣(𝑡) − 𝑉 , 𝑉 (𝑥, 𝑡) - ìàê-
ðîñêîïè÷åñêàÿ ñêîðîñòü.

Ýòà ìîäåëü ïîëó÷åíà áëàãîäàðÿ çàìåíå íàøåãî ñêà÷êîîáðàçíîãî ïðîöåñ-
ñà äèôôóçèîííûì, îïðåäåëÿåìûì ïåðâûìè äâóìÿ ìîìåíòàìè ïðîöåññà èñ-
õîäíîãî. Å¼ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îïèñàíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â
ñðåäíåì ñàìîñîãëàñîâàííîì ïîëå. Ðåàëèçàöèè ýòîãî ïðîöåññà (íàáîð òðàåê-
òîðèé) ïîðîæäàþò ìåðó, ïëîòíîñòü 𝐹 (𝑥, 𝑣, 𝑡) êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ òèïà óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà - Ôîêêåðà - Ïëàíêà â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Макро
Áîëåå òî÷íûå, ÷åì ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà, óðàâíåíèÿ ãàçî-

âîé äèíàìèêè, âûòåêàþò èç ñîõðàíåíèÿ êàê ìîæíî áîëüøåé ìèêðîñêîïè÷å-
ñêîé èíôîðìàöèè. Âûðàçèì 𝑣(𝑡) ÷åðåç 𝑥(𝑡) èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòà-
âèì â ïåðâîå, ïîëó÷èâ òåì ñàìûì óðàâíåíèå òîëüêî îòíîñèòåëüíî 𝑥(𝑡):⎧⎨⎩

𝑑𝑥(𝑡) = 𝑉 𝑑𝑡+
√
Kñ︀𝜎 (𝑑𝑤 + 𝑑�̃�) ,

𝑑𝑣(𝑡) = − 1

Kn
𝑎(𝑐)(𝑣(𝑡) − 𝑉 )𝑑𝑡+

1√
Kn

𝜎(𝑐)𝑑𝑤,

ãäå 𝑣 ïîíèìàåòñÿ êàê 𝑣(𝑥). Îòñþäà ñëåäóåò ñèñòåìà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé. Íàïèøåì ïåðâîå èç íèõ. Îïðåäåëèì ñòîõàñòè÷åñêóþ ýìïèðè÷åñêóþ
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ìåðó 𝜇𝑡(𝑑𝑥) ñîîòíîøåíèåì:

∀𝜓 ∈ 𝐶
(2)
𝑏 (R3),∀𝐷 ∈ R3 :

∫︁
𝐷

𝜓(𝑥)𝜇𝑡(𝑑𝑥) =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑙=1

𝜓(𝑥𝑙(𝑡))𝜒(𝑥𝑙(𝑡) ∈ 𝐷).

Å¼ ïëîòíîñòü 𝜌(𝑥, 𝑡) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

𝑑𝜌 =

⎡⎣− 3∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑉𝑖𝜌) +

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(︀
Kn ̃︀𝜎2

𝑖𝑗𝜌
)︀⎤⎦ 𝑑𝑡

−
3∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︁√
Kn ̃︀𝜎𝑖𝑗𝜌)︁ (𝑑𝑤𝑗 + 𝑑�̃�𝑗) ,

(êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åñòåñòâåííîå îïèñàíèå òóðáóëåíòíûõ ÿâ-
ëåíèé), à óñðåäí¼ííàÿ ïî âðåìåíè 𝜌(𝑥, 𝑡) � äåòåðìèíèðîâàííîìó óðàâíåíèþ
íåðàçðûâíîñòè:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

3∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︀
𝑉𝑖𝜌
)︀

=

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(︁
Kn ̃︀𝜎2

𝑖𝑗𝜌
)︁
,

ñïðàâåäëèâîìó äëÿ ìàëûõ ÷èñåë Êíóäñåíà. Ïðèñóòñòâèå ïðàâîé ÷àñòè îò-
ðàæàåò ¾ñëåä¿, îñòàâëÿåìûé òåïëîâûì äâèæåíèåì ìîëåêóë, èëè ñàìîäèô-
ôóçèþ.

Ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ èåðàðõèÿ ñòðîèòñÿ ñõîæèì îáðàçîì ââåäå-
íèåì â èñõîäíóþ ìîäåëü ñèë Êóëîíà è Ëîðåíöà.

Òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê íàáîðó óðàâíåíèé, ñòîõàñòè÷åñêèõ è íåñëó-
÷àéíûõ, ïîêðûâàþùèõ áîëüøóþ ÷àñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïðè ýòîì
íàì íå òðåáóåòñÿ íèêàêèõ êîýôôèöèåíòîâ âÿçêîñòè, òåïëîïðîâîäíîñòè,
äèôôóçèè, òîëüêî - äèàìåòð ìîëåêóëû.
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On uniformly 𝑝–spaces and uniformly perfect mappings

In this paper, consider uniform 𝑝–spaces and uniform perfect mappings.

Keywords: uniform spaces, 𝑝–spaces, uniform perfect mappings

×åøñêèé ìàòåìàòèê Ç.Ôðîëèê â 1960 ãîäó [1] äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåî-
ðåìó:

Теорема (З. Фролик [1]). Полные по Чеху паракомпакты и только
они отображаются на полные метрические пространства посредством
совершенных отображений.

Íà ñèìïîçèóìå â Ïðàãå (1961 ã.) Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâûì áûëà âûäâèíóòà
ãèïîòåçà: ïàðàêîìïàêòû � ýòî ñîâåðøåííûå ïðîîáðàçû ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ [2]. Îäíàêî ýòà ãèïîòåçà íå îïðàâäàëàñü: Ïðîñòðàíñòâà Çîðãåí-
ôðåÿ [3] ÿâëÿåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì [2], íî èõ äåêàðòîâûé
êâàäðàò íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì [2]. Ïðîèçâåäåíèå ñî-
âåðøåííûõ ïðîîáðàçîâ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì
ïðîîáðàçîì ïðîèçâåäåíèÿ ñîìíîæèòåëåé, ìåòðèçóåìîãî ïðîñòðàíñòâà, è ïî-
òîìó ïàðàêîìïàêò. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì.

Îõàðàêòåðèçîâàòü ïàðàêîìïàêòû, ÿâëÿþùèåñÿ ñîâåðøåííûìè ïðîîáðà-
çàìè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîçâîëèëî ââåñòè ïîíÿòèå ïåðèñòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, ââåäåííîãî À.Â. Àðõàíãåëüñêèì [2].

Теорема.(А.В. Архангельский [2]). Для того чтобы пространство
𝑋 можно было совершенно отобразить на некоторое метрическое про-
странство, необходимо и достаточно, чтобы 𝑋 было перистым параком-
пактом.

Íàñòîÿùèé äîêëàä ïîñâÿùåí ðàâíîìåðíûì àíàëîãàì ïåðèñòûõ ïðî-
ñòðàíñòâ è ñîâåðøåííûõ îòîáðàæåíèé.

Определение 1 ([5]). Ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (𝑋,𝑈) íàçûâàåòñÿ
ðàâíîìåðíî 𝜏�ïåðèñòûì, ãäå ℵ0 6 𝜏 6 𝑊 (𝑈), åñëè ñóùåñòâóåò ïñåâäîðàâ-
íîìåðíîñòü 𝑉 ⊂ 𝑈 óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1.𝑊 (𝑈) 6 𝜏
2.∪{𝛼(𝑥) : 𝛼 ∈ 𝑉 } = 𝐾𝑥�êîìïàêòíî äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ 𝑋.

Борубаев Алтай Асылканович, академик, Институт математики Национальной ака-
демии Кыргызской Республики (Бишкек, Кыргызская Республика); Altay Borubaev
(Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of Kyrgyz Republic, Bishkek,
Kyrgyz Republic)
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3. Ñèñòåìà {𝛼(𝐾𝑥 : 𝛼 ∈ 𝑉 }�ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé êîì-
ïàêòà 𝐾𝑥 â (𝑋, 𝜏𝑈 ) äëÿ êàæäîãî 𝑥 ∈ 𝑋.

Ðàâíîìåðíî ℵ0�ïåðèñòûå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ равномерно пери-
стыми.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ïîëíîãî ðàâíîìåðíîãî àíàëîãà âûøåèçëîæåííîé
òåîðåìû À.Â. Àðõàíãåëüñêîãî î ïåðèñòûõ ïàðàêîìïàêòàõ, íàì ïîíàäîáèòñÿ
ðàâíîìåðíûé àíàëîã ñîâåðøåííîãî îòîáðàæåíèÿ. Êëàññ ñîâåðøåííûõ îòîá-
ðàæåíèé áûë ââåäåí È.À. Âàéíøòåéíîì [3].

Ïóñòü 𝑓 : (𝑋,𝑈) → (𝑌, 𝑉 ) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ðàâíî-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâî (𝑋,𝑈) â ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (𝑌, 𝑉 ). Ïñåâäî-
ðàâíîìåðíîñòü 𝑈𝑓 ⊂ 𝑈 íàçûâàåòñÿ базой равномерно непрерывного отоб-
ражения 𝑓 , åñëè äëÿ ëþáîãî 𝛼 ∈ 𝑈 ñóùåñòâóþò òàêèå 𝛽 ∈ 𝑉 è 𝛾 ∈ 𝑈𝑓 ,
÷òî ïîêðûòèå 𝑓−1𝛽 ∧ 𝛾 âïèñàíî â ïîêðûòèå 𝛼 ∈ 𝑈 . Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïñåâäîðàâíîìåðíîñòü 𝑈𝑓 ⊂ 𝑈 íàçûâàåòñÿ базой отображения 𝑓 , åñëè
𝑣 = 𝑠𝑢𝑝{𝑈𝑓 , 𝑓−1𝑉 }, ãäå 𝑓−1𝑉 = {𝛼 ∈ 𝑈 : ñóùåñòâóåò 𝛽 ∈ 𝑉 òàêîå, ÷òî
𝑓−1𝛽 > 𝛼}.

Ó êàæäîãî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ñóùåñòâóåò, âîîáùå
ãîâîðÿ, ìíîãî áàç.

Определение 2 ([5]). Ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå 𝑓 :
(𝑋,𝑈) → (𝑌, 𝑉 ) ðàâíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (𝑋,𝑈) â ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî (𝑌, 𝑉 ) íàçûâàåòñÿ предкомпактным, åñëè îòîáðàæåíèå 𝑓 èìååò ïðåä-
êîìïàêòíóþ áàçó 𝑈𝑓 .

Определение 3 ([5]). Ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå 𝑓 :
(𝑋,𝑈) → (𝑌, 𝑉 ) íàçûâàåòñÿ равномерно совершенным, åñëè îíî îäíîâðå-
ìåííî ïðåäêîìïàêòíî è ñîâåðøåííî.

Ïóñòü 𝑈𝑛𝑖𝑓 � êàòåãîðèÿ ðàâíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

Òåïåðü â êàòåãîðèè 𝑈𝑛𝑖𝑓 ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå êâàäðàò:

(𝑋,𝑈)
𝑖𝑋→ (𝑠𝑋, 𝑠𝑈)

𝑓 ↓ ↓𝑠(𝑓)
(𝑌, 𝑉 )

𝑖𝑌→ (𝑠𝑌, 𝑠𝑉 ),

(1)

ãäå (𝑠𝑋, 𝑠𝑈) è (𝑠𝑌, 𝑠𝑉 ) � ñàìóýëîâñêèå êîìïàêòíûå ðàñøèðåíèÿ ðàâíîìåð-
íûõ ïðîñòðàíñòâ (𝑋,𝑈) è (𝑌, 𝑉 ) ñîîòâåòñòâåííî, 𝑠(𝑓) � ïðîäîëæåíèå îòîá-
ðàæåíèÿ 𝑓 ,à 𝑖𝑥 è 𝑖𝑦�ðàâíîìåðíî ãîìåîìîðôíûå âëîæåíèÿ. Êâàäðàò êîììó-
òàòèâåí, íî íå âñåãäà äåêàðòîâ â êàòåãîðèè 𝑈𝑛𝑖𝑓 .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò êàòåãîðíóþ õàðàêòåðèñòèêó ðàâíîìåðíî ñî-
âåðøåííûõ îòîáðàæåíèé.

Теорема 1 ([5]). Отображение 𝑓 : (𝑋,𝑈) → (𝑌, 𝑉 ) равномерного про-
странства (𝑋,𝑈) на равномерное пространство (𝑌, 𝑉 ) равномерно совер-
шенно тогда и только тогда, когда квадрат (1) декартов в категории
𝑈𝑛𝑖𝑓 .

Ðîëü ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ îòîáðàæåíèé ñðåäè âñåõ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé, â êàêîé-òî ñòåïåíè âñêðûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåî-
ðåìîé:
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Теорема 2 ([5]). Пусть 𝑓 : (𝑋,𝑈) → (𝑌, 𝑉 ) равномерно совершен-
ное отображение равномерного пространства (𝑋,𝑈) на равномерное про-
странство (𝑌, 𝑉 ). Тогда следующие свойства равномерных пространств
сохраняется, как в сторону образа, так и в сторону прообраза:

1. полнота и индекс полноты 6 𝜏 ;
2. предкомпактность;
3. компактность;
4. 𝜏 -ограниченность;
5. равномерная локальная компактность;
6. равномерная полнота по Чеху;
7. равномерная 𝑅-паракомпактность;

Определение 4. Ïóñòü (𝑋,𝑈) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî 𝜏�ïåðèñòûì ïðî-
ñòðàíñòâîì, à 𝑉 ⊂ 𝑈 - ïñåâäîðàâíîìåðíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
1)-3) â îïðåäåëåíèè 1. Ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (𝑋,𝑈) íàçûâàåòñÿ равно-
мерно 𝐴𝜏 -перистым, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðåäêîìïàêòíàÿ ïñåâäîðàâíî-
ìåðíîñòü ℛ ⊂ 𝑈 , ÷òî 𝑈 = 𝑠𝑢𝑝{ℛ, 𝑈}.

Теорема 3. Для того чтобы равномерное пространство (𝑋,𝑈) можно
было равномерно совершенно отобразить на некоторое равномерное про-
странство (𝑌, 𝑉 ) веса 𝑊 (𝑈) 6 𝜏 , необходимо и достаточно, чтобы (𝑋,𝑈)
было равномерно 𝐴𝜏–перистым пространством.

Следствие. Для того чтобы равномерное пространство (𝑋,𝑈) можно
было равномерно совершенно отобразить на равномерное метрическое про-
странство, необходимо и достаточно, чтобы равномерное пространство
(𝑋,𝑈) было равномерно 𝐴ℵ0

перистым.
Замечание. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ðàâíîìåðíûå àíàëîãè ïîëíûõ â

ñìûñëå ×åõà ïðîñòðàíñòâ è äîêàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíûé àíàëîã âûøå ïðè-
âåäåííîé òåîðåìû Ç. Ôðîëèêà. Â 1963 ãîäó ÿïîíñêèé ìàòåìàòèê Ê.Ìîðèòà
[4] ââåë êëàññ 𝑀 -ïðîñòðàíñòâ è ïîñòðîèë èõ òåîðèþ. Â êëàññå ïàðàêîì-
ïàêòîâ 𝑀 -ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò ñ êëàññîì ïåðèñòûõ ïðîñòðàíñòâ. 𝑀 -
ïðîñòðàíñòâà â òî÷íîñòè êâàçèñîâåðøåííûå ïðîîáðàçû ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Ïîñòðîåíû ðàâíîìåðíûå àíàëîãè òåîðèè 𝑀�ïðîñòðàíñòâ [5].
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УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА ДЛЯ ЛАПЛАСИАНОВ ЛЕВИ И
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Мы вводим семейство лапласианов Леви на бесконечномерном мно-
гообразии, параметризованное выбором кривой в группе 𝑆𝑂(4). Мы
описываем инстантоны на четырехмерном многообразии как решения
уравнений Лапласа для таких лапласианов Леви.

Ключевые слова: уравнения Янга-Миллса, инстантоны, лапласиан Ле-
ви

Laplace equations for Levy Laplacians and instantons on
manifold

We introduce the family of Levy Laplacians on an infinite dimensional
manifold parameterized by the choice of a curve in the group 𝑆𝑂(4). We
describe instantons on a four-dimensional manifold as solutions of the
Laplace equations for such Levy Laplacians.

Keywords: Yang-Mills equations, instantons, Levy Laplacian

Â ðàáîòå [1] Ë. Àêêàðäè, Ï. Ãèáèëèñêî è È.Â. Âîëîâè÷à áûë ââåäåí àíà-
ëîã ëàïëàñèàíà Ëåâè (ñì. [2]), êîòîðûé òàêæå íàçûâàåòñÿ ëàïëàñèàíîì Ëå-
âè è äëÿ êîòîðîãî áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. Ñâÿçíîñòü â âåêòîð-
íîì ðàññëîåíèè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé ßíãà-Ìèëëñà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ïîðîæäåííûé ñâÿçíîñòüþ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ëàïëàñèàíà Ëåâè (ñì. òàêæå [3,4]). Ìû
ââîäèì ñåìåéñòâî ëàïëàñèàíîâ òèïà Ëåâè íà áåñêîíå÷íîìåðíîì ìíîãîîá-
ðàçèè, ïàðàìåòðèçîâàííûõ âûáîðîì êðèâîé â ãðóïïå 𝑆𝑂(4). Ìû ïîêàæåì,
÷òî ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ èíñòàíòîíîì (ðåøåíèåì óðàâíåíèé àâòîäóàëüíîñòè
ßíãà-Ìèëëñà) òîãäà è òîëüêî, êîãäà ïîðîæäåííûé ñâÿçíîñòüþ ïàðàëëåëü-
íûé ïåðåíîñ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ òðåõ áåñêîíå÷íî-
ìåðíûõ ëàïëàñèàíîâ èç ýòîãî ñåìåéñòâà. Òàêèì îáðàçîì, òðè íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ íà ñâÿçíîñòü îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè
òðåì ëèíåéíûì áåñêîíå÷íîìåðíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì íà ïà-
ðàëëåëüíûé ïåðåíîñ.

Ïóñòü 𝑀 � ýòî ãëàäêîå îðèåíòèðóåìîå ðèìàíîâî ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãî-
îáðàçèå. Ïóñòü 𝐸 = 𝐸(𝑀,𝜋,C𝑁 , 𝑆𝑈(𝑁)) � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä 𝑀 ñî
ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé 𝑆𝑈(𝑁) è ïðîåêöèåé 𝜋 : 𝐸 →𝑀 . Ñëîé íàä 𝑥 ∈𝑀 � ýòî
𝐸𝑥 = 𝜋−1(𝑥) ∼= C𝑁 . Ïóñòü 𝐴 � ñâÿçíîñòü â ýòîì ðàññëîåíèè è 𝐹 � òåíçîð
êðèâèçíû, ïîðîæäåííûé ýòîé ñâÿçíîñòüþ. Èíñòàíòîíû íà ìíîãîîáðàçèè𝑀
� ýòî ñâÿçíîñòè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé àâòîäóàëüíîñòè
ßíãà-Ìèëëñà:

𝐹 = *𝐹,

Волков Борис Олегович, к.ф.-м.н., доцент, МГТУ имени Н.Э. Баумана (Москва, Рос-
сия); Boris Volkov (Bauman Moscow Technical University, Moscow, Russia)
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ãäe * � îïåðàòîð Õîäæà. Åñëè ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ èíñòàíòîíîì, îíà ÿâëÿ-
åòñÿ è ðåøåíèåì óðàâíåíèé ßíãà-Ìèëëñà:

∇𝜇𝐹
𝜇𝜈 = 0.

Ïóñòü 𝐻1
𝑚([0, 1],𝑀) � ãèëüáåðòîâî ìíîãîîáðàçèå 𝐻1-êðèâûõ íà 𝑀 ñ íà-

÷àëîì â òî÷êå 𝑚 ∈𝑀 è ïóñòü ℰ � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä 𝐻1
𝑚([0, 1],𝑀),

ñëîåì êîòîðîãî íàä 𝛾 ∈ 𝐻1
𝑚([0, 1],𝑀) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåé-

íûõ îïåðàòîðîâ èç 𝐸𝑚 â 𝐸𝛾(1). Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ 𝑈𝐴, ïîðîæäåííûé
ñâÿçíîñòüþ 𝐴 â 𝐸, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ñå÷åíèåì â ðàññëîåíèè ℰ .

Ïóñòü
𝐻1

0 = {𝛾 ∈ 𝐻1([0, 1],R𝑑) : 𝛾(0) = 0}

è 𝐻1
0,0 = {𝛾 ∈ 𝐻1

0 : 𝛾(1) = 0}. Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå íàä 𝐻1
𝑚([0, 1],𝑀) ÿâ-

ëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, ïîðîæäåííîãî
ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòû íà 𝑀 , ìîæíî êàíîíè÷åñêè îòîæäåñòâèòü êàñà-
òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â êàæäîé 𝛾 ∈ 𝐻1

𝑚([0, 1],𝑀) ñ ïðîñòðàíñòâîì

𝐻1
0 ([0, 1], 𝑇𝑚𝑀) ∼= 𝐻1

0 .

Òîãäà ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë 𝑆 íà 𝐻1
0,0 îïðåäåëÿåò äèôôåðåíöèàëüíûé îïå-

ðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà 𝐷2,𝑆 íà ãëàäêèõ ñå÷åíèÿõ â ℰ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝐷2,𝑆𝑓(𝛾) = 𝑆(𝐷2
𝐻1

0,0
𝑓(𝛾)),

ãäå 𝐷2
𝐻1

0,0
𝑓 � âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñå÷åíèÿ 𝑓 âäîëü ïðîñòðàíñòâà 𝐻1

0,0.

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî 𝑇 2
𝐴𝐺𝑉 � ýòî ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ áèëè-

íåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà 𝐻1
0,0 ×𝐻1

0,0, èìåþùèõ âèä:

𝑄(𝑢, 𝑣) =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝑄𝑉 (𝑡, 𝑠) < 𝑢(𝑡), 𝑣(𝑠) > 𝑑𝑡𝑑𝑠+

+

∫︁ 1

0

𝑄𝐿(𝑡) < 𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡) > 𝑑𝑡+

+
1

2

∫︁ 1

0

𝑄𝑆(𝑡) < �̇�(𝑡), 𝑣(𝑡) > 𝑑𝑡+
1

2

∫︁ 1

0

𝑄𝑆(𝑡) < �̇�(𝑡), 𝑢(𝑡) > 𝑑𝑡,

ãäå 𝑄𝑉 ∈ 𝐿2([0, 1] × [0, 1]), 𝑄𝐿 ∈ 𝐿1([0, 1]), 𝑄𝑆 ∈ 𝐿∞([0, 1]), 𝑄𝐿(𝑡) � ñèì-
ìåòðè÷íûé òåíçîð è 𝑄𝑆(𝑡) � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð äëÿ ïî÷òè âñåõ
𝑡 ∈ [0, 1]. (Ôàêòè÷åñêè ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ 𝑇 2

𝐴𝐺𝑉 áûëî ââåäåíî â ðàáîòå
[1]. Èíòåãðàëüíîå ÿäðî 𝑄𝑉 (·, ·) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Âîëüòåððû, ÿäðî 𝑄𝐿(·)
íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Ëåâè è 𝑄𝑆(·) íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ÿäðîì.)

Ñëåä Ëåâè 𝑡𝑟𝐴𝐺𝑉𝐿 äåéñòâóåò íà 𝑄 ∈ 𝑇 2
𝐴𝐺𝑉 ïî ôîðìóëå

𝑡𝑟𝐴𝐺𝑉𝐿 𝑄 =

∫︁ 1

0

𝑡𝑟 𝑄𝐿(𝑡)𝑑𝑡.

Ëàïëàñèàí Ëåâè ∆𝐿, ââåäåííûé â ðàáîòå [3], �ýòî äèôôåðåíöèàëüíûé îïå-
ðàòîð 𝐷2,𝑡𝑟𝐴𝐺𝑉

𝐿 íà ïðîñòðàíñòâå ñå÷åíèé â ℰ . Åñëè áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå �
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ýòî R4, òî ýòîò îïåðàòîð � ëàïëàñèàí Ëåâè, ââåäåííûé â [1]. Ïîäõîä ê îïðå-
äåëåíèþ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè ñ ïîìîùüþ ñëåäîâ Ëåâè âîñõîäèò ê ðàáîòå [5]
(ñì. [4]).

Ãðóïïà 𝑆𝑂(4) â îòëè÷èè îò äðóãèõ 𝑆𝑂(𝑛) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé. Ïóñòü 𝑆3
𝐿

è 𝑆3
𝑅 � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû Ëè ãðóïïû 𝑆𝑂(4), ñîñòîÿùèå ñîîòâåòñòâåííî

èç âåùåñòâåííûõ ìàòðèö âèäà:⎛⎜⎜⎝
𝑎 −𝑏 −𝑐 −𝑑
𝑏 𝑎 −𝑑 𝑐
𝑐 𝑑 𝑎 −𝑏
𝑑 −𝑐 𝑏 𝑎

⎞⎟⎟⎠ è

⎛⎜⎜⎝
𝑎 −𝑏 −𝑐 −𝑑
𝑏 𝑎 𝑑 −𝑐
𝑐 −𝑑 𝑎 𝑏
𝑑 𝑐 −𝑏 𝑎

⎞⎟⎟⎠ ,

ãäå 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 = 1. Ïóñòü 𝐿𝑖𝑒(𝑆3
𝐿) è 𝐿𝑖𝑒(𝑆3

𝑅) àëãåáðû Ëè ýòèõ ãðóïï.
Ïóñòü 𝑆 ∈ 𝐶1([0, 1], 𝑆𝑂(4)). Òàêàÿ êðèâàÿ ïîðîæäàåò óíèòàðíûé îïåðà-

òîð 𝑉𝑆 â 𝐿2([0, 1],R4), îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå

(𝑉𝑆𝑢)(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢(𝑡).

Ïðîñòðàíñòâî 𝐻1
0,0([0, 1],R4) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ 𝑉𝑆 . Ïî-

ýòîìó êðèâàÿ 𝑆 ∈ 𝐶1([0, 1], 𝑆𝑂(4)) ïîðîæäàåò òàêæå ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
𝑡𝑟𝑆𝐿 íà 𝑇 2

𝐴𝐺𝑉 ïî ôîðìóëå

𝑡𝑟𝑆𝐿𝑅 = 𝑡𝑟𝐴𝐺𝑉𝐿 ((𝑉𝑆)*𝑅𝑉𝑆), 𝑅 ∈ 𝑇 2
𝐴𝐺𝑉

Ëàïëàñèàí Ëåâè ∆𝑆
𝐿, ïîðîæäåííûé êðèâîé 𝑆 ∈ 𝐶1([0, 1], 𝑆𝑂(4)), � ýòî äèô-

ôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð 𝐷2,𝑡𝑟𝑆𝐿 íà ïðîñòðàíñòâå ñå÷åíèé â ℰ .
Ïóñòü {e1, e2, e2} � ýòî áàçèñ â 𝐿𝑖𝑒(𝑆3

𝑅) è 𝑆𝑖(𝑡) = 𝑒𝑡ei äëÿ 𝑖 ∈ {1, 2, 3}.
Теорема 1.Следующие условия равносильны:

1. связность 𝐴 является инстантоном;

2. ∆𝑆𝑖

𝐿 𝑈
𝐴 = 0 для 𝑖 ∈ {1, 2, 3}.

Âåðíà àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äëÿ ëàïëàñèàíîâ Ëåâè, ïîðîæäåííûõ êðè-
âûìè â 𝑆3

𝐿, è àíòèèíñòàíòîíîâ (ðåøåíèé óðàâíåíèé àíòèàâòîäóàëüíîñòè
𝐹 = − * 𝐹 ).

Â ðàáîòå àâòîðà [6] áûëà ïîëó÷åíà ïîõîæàÿ òåîðåìà äëÿ ñëó÷àÿ ðàññëîå-
íèÿ íàä R4. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ àâòîäóàëüíîñòè ýêâèâàëåíòíû îäíîìó
óðàâíåíèþ Ëàïëàñà äëÿ ëàïëàñèàíà Ëåâè, ïîðîæäåííîãî íåêîòîðîé êðèâîé
â 𝑆𝑂(4).
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Доклад посвящен описанию топологической структуры ориентируе-
мых замкнутых многообразий 𝑀𝑛 (𝑛 > 3), являющихся фазовыми
пространствами структурно устойчивых дискретные динамических
систем (каскадов), обладающих определенными свойствами. Кроме
того, приводятся результаты о топологической классификации каска-
дов, принадлежащих рассмотренным в докладе классам.

Ключевые слова: структурная устойчивость, каскады Морса-Смейла,
базисные множества, топологическая классификация

On the topology of manifolds that admit structurally stable
cascades with regular and chaotic dynamics

The report is devoted to the description of the topological structure of
orientable closed manifolds 𝑀𝑛 (𝑛 > 3), which are phase spaces of struc-
turally stable discrete dynamic systems (cascades) with certain properties.
In addition, results on the topological classification of cascades belonging
to the classes considered in the report will be presented.

Keywords: structural stability, Morse-Smale cascades, basic sets, topolog-
ical classification
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå ìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò êàñêàä Ìîðñà-
Ñìåéëà, òî åñòü ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé êàñêàä ñ êîíå÷íûì íåáëóæäàþ-
ùèì ìíîæåñòâîì. Îäíàêî òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ óñòîé÷èâûõ
è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê òàêèõ êàñêà-
äîâ îãðàíè÷èâàåò êëàññ äîïóñòèìûõ ìíîãîîáðàçèé, òîïîëîãèÿ êîòîðûõ â
òàêîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü îïèñàíà ÷åðåç ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷èñëàìè óçëî-
âûõ è ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê êàñêàäà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìî-
æåò áûòü îïèñàíà òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèé ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ êàñêàäîâ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êàñêàäàìè Ìîðñà-Ñìåéëà, íå äîïóñêàþùèìè ãåòåðîêëè-
íè÷åñêèõ îðáèò. Òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèé ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ êàñêàäîâ
ñ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêîé âåñüìà òåñíî ñâÿçàíà ñ ðàçìåðíîñòüþ íåòðèâèàëü-
íûõ (îòëè÷íûõ îò ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò) áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.

Â äîêëàäå áóäåò óñòàíîâëåíà òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà çàìêíóòûõ îðè-
åíòèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå êàñêàäû
ñëåäóþùèõ òèïîâ:

∙ êàñêàäû Ìîðñà-Ñìåéëà äëÿ êîòîðûõ óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíî-
ãîîáðàçèÿ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, èíäåêñ Ìîðñà êîòîðûõ ðà-
âåí 1 èëè 𝑛− 1, íå ïåðåñåêàþòñÿ;

∙ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå êàñêàäû â ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ ãåòåðî-
êëèíè÷åñêèõ îðáèò;

∙ êàñêàäû, íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà êîòîðûõ ñîäåðæàò áàçèñíîå ìíî-
æåñòâî, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ íåñóùåãî
ìíîãîîáðàçèÿ;

∙ êàñêàäû, íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà êîòîðûõ ñîäåðæàò îðèåíòèðóå-
ìûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð êîðàçìåðíîñòè îäèí;

∙ êàñêàäû òðåõìåðíûõ îðèåíòèðóåìûõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé,
íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà êîòîðûõ ñîñòîÿò èç äâóìåðíûõ áàçèñíûõ
ìíîæåñòâ.

Áóäóò òàêæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè
êàñêàäîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ðàññìîòðåííûì â äîêëàäå êëàññàì.

Îçíàêîìèòüñÿ ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè è ðåçóëüòàòàìè, èçëîæåííûìè â
äîêëàäå, ìîæíî â êíèãå [1], îáçîðíûõ ñòàòüÿõ [2], [3] è ñòàòüå [4].
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О ВКЛЮЧЕНИИ В ПОТОК КАСКАДОВ МОРСА–СМЕЙЛА
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Дж. Палис получил необходимые условия включения диффеомофиз-
ма Морса –Смейла на замкнутом многообразии 𝑀𝑛 размерности 𝑛 в
топологический поток и показал, что эти условия являются также до-
статочными для случая 𝑛 = 2. В случае 𝑛 = 3 замыкания сепаратрис
седловых периодических точек могут быть дико вложенными, что яв-
ляется дополнительным препятствием к включению таких каскадов
в потоки. В докладе показывается, что подобных препятствий не воз-
никает для диффеоморфизмов Морса-Смейла без гетероклинических
пересечений, заданных на сфере 𝑆𝑛, 𝑛 > 4, и условия Палиса для
таких диффеоморфизмов снова являются достаточными.

Ключевые слова: включение в топологический поток, системы Морса-
Смейла, топологическая классификация

Om embedding in topological flows and topological
classification of Morse – Smale cascades

J. Palis found necessary conditions for a Morse – Smale diffeomorphism
on a closed 𝑛-dimensional manifold 𝑀𝑛 to embed into a topological flow
and proved that these conditions are also sufficient for 𝑛 = 2. For the
case 𝑛 = 3 a possibility of wild embedding of closures of separatrices
of saddles is an additional obstacle for Morse-Smale cascades to embed
into topological flows. We show that there are no such obstructions for
Morse-Smale diffeomorphisms without heteroclinic intersection given on
the sphere 𝑆𝑛, 𝑛 > 4, and Palis’s conditions again are sufficient for such
diffeomorphisms.

Keywords: embedding cascades in topological flows, Morse – Smale sys-
tems, topological classification

Îäèí èç ïîêàçàòåëåé àäåêâàòíîñòè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåøåíèé
àâòîíîìíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîèò â òîïîëîãè÷å-
ñêîé ñîïðÿæåííîñòè ïîëó÷åííîé äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñäâèãó
íà åäèíèöó âðåìåíè èñõîäíîãî ïîòîêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííî âîçíè-
êàåò âîïðîñ î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ âêëþ÷åíèÿ êàñêàäà â
ïîòîê.

Â äîêëàäå ýòîò âîïðîñ ðàññìàòðèâàåòñÿ â îòíîøåíèè êàñêàäîâ Ìîðñà-
Ñìåéëà � ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûõ êàñêàäîâ ñ êîíå÷íûì íåáëóæäàþùèì
ìíîæåñòâîì.

Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì 𝑓 , çàäàííûé íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðà-
çèè 𝑀𝑛 íàçûâàåòñÿ диффеоморфизмом Морса-Смейла, åñëè åãî íåáëóæäà-
þùåå ìíîæåñòâî Ω𝑓 êîíå÷íî è ñîñòîèò èç ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 17-11-01041) и Про-
граммы фундаментальных исследований НИУ ВШЭ в 2019 году.
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òî÷åê; è äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê 𝑝, 𝑞 ∈ Ω𝑓 ïåðåñå÷åíèå óñòîé÷èâîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ 𝑊 𝑠

𝑝 òî÷êè 𝑝 è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ 𝑊𝑢
𝑞 òî÷êè 𝑞 òðàíñâåð-

ñàëüíî.
Â ðàáîòå Äæ. Ïàëèñà [1] ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå íåîáõîäèìûå óñëî-

âèÿ âêëþ÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà 𝑓 : 𝑀𝑛 → 𝑀𝑛 â òîïîëî-
ãè÷åñêèõ ïîòîê, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü условиями Палиса:
1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω𝑓 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî-
÷åê;
2) îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà 𝑓 íà êàæäîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå
ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êè 𝑝 ∈ Ω𝑓 ñîõðàíÿåò åãî îðèåíòàöèþ;
3) åñëè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê 𝑝, 𝑞 ∈ Ω𝑓 ïåðåñå÷åíèå 𝑊 𝑠

𝑝 ∩ 𝑊𝑢
𝑞

íåïóñòî, òî îíî íå ñîäåðæèò êîìïàêòíûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
Ñîãëàñíî [1], â ñëó÷àå 𝑛 = 2 ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî íåîáõî-

äèìûìè, íî è äîñòàòî÷íûìè. Â [2] ïîñòðîåíû ïðèìåðû äèôôåîìîðôèçìîâ
Ìîðñà-Ñìåéëà íà òðåõìåðíîé ñôåðå, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì Ïàëèñà,
íî íå âêëþ÷àþùèõñÿ â òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê, è ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàí-
íûõ íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ. Äîïîëíèòåëüíîå ïðåïÿòñòâèå ê âêëþ÷åíèþ òàêèõ
äèôôåîìîðôèçìîâ â òîïîëîãè÷åñêèé ïîòîê ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîñòüþ íåòðè-
âèàëüíîãî âëîæåíèÿ ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê â íåñóùåå
ìíîãîîáðàçèå. Â äîêëàäå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êëàññà 𝐺(𝑆𝑛) äèôôåî-
ìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, çàäàííûõ
íà ñôåðå 𝑆𝑛 ðàçìåðíîñòè 𝑛 > 4 è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì Ïàëèñà, ïî-
äîáíûõ ïðåïÿòñòâèé íå ñóùåñòâóåò, è âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ([3]).

Теорема. Любой диффеоморфизм 𝑓 ∈ 𝐺(𝑆𝑛), 𝑛 > 4, включается в то-
пологический поток.

Âîçìîæíîñòü âêëþ÷åíèÿ äèôôåîìîôèçìîâ èç êëàññà 𝐺(𝑆𝑛) â òîïîëî-
ãè÷åñêèé ïîòîê ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èõ ïîëíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôè-
êàöèþ â êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ [4], ÷òî êîíòðàñòèðóåò ñî ñëó÷àåì 𝑛 = 3.
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БИЛЛИАРДЫ С ПОТЕНЦИАЛОМ МОДЕЛИРУЮТ РЯД
ЧЕТЫРЕХМЕРНЫХ ОСОБЕННОСТЕЙ ИНТЕГРИРУЕМЫХ
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Будет показано, что комбинация двух обобщений классического ин-
тегрируемого биллиарда в эллипсе позволяет локально промодели-
ровать слоение Лиувилля гладких интегрируемых систем в четырех-
мерной окрестности критических точек ранга 0 типов центр-центр,
центр-седло и седло-седло. Для каждой особенности типа центр-седло
алгоритмически построена подходящая биллиардная книжка с потен-
циалом, полулокально моделирующая слоение этой особенности.

Ключевые слова: математика, гамильтоновы системы, особенности,
интегрируемые биллиарды, топологическая эквивалентность

Billiad with a potential can model some classes of
4-dimensional singularities of integrable systems

We show that combination of two different generalizations of the classical
elliptic billiard system helps to model locally Liouville foliations of smooth
integrable Hamiltonian systems in a 4-dimensional neighbourhood of a sin-
gular point of the center-center, center-saddle or saddle-saddle types. For
any singularity of center-saddle type we construct an appropriate billiard
system that semi-locally models this singularity.

Keywords: mathematics, Hamiltonian systems, singularities, integrable
billiards, topological equivalence

1. Â èçó÷åíèè òîïîëîãèè, äèíàìèêè è îñîáåííîñòåé èíòåãðèðóåìûõ ãà-
ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì (ÈÃÑ) ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà ãëàäêèõ ìíîãî-
îáðàçèÿõ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ áûë äîñòèãíóò çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ. Â
ðàáîòàõ À.Ò. Ôîìåíêî è åãî øêîëû (ïîäðîáíî îïèñàííûõ â [1]) áûëè, â òîì
÷èñëå, ïîñòðîåíû èíâàðèàíòû (ìîëåêóëû ñ îñíàùåíèÿìè), êëàññèôèöèðóþ-
ùèå èõ ñëîåíèÿ íà íåîñîáûõ òðåõìåðíûõ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ
ñ òî÷íîñòüþ äî ëèóâèëëåâîé (ïîñëîéíîé äèôôåîìîðôíîñòè) è òðàåêòîðíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè, êëàññèôèöèðîâàíû ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè ñëîÿ
c íåâûðîæäåííûìè òî÷êàìè ïàäåíèÿ ðàíãà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà.

Â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî èññëåäîâàëèñü ñèñòåìû èíòåãðèðóåìûõ áèë-
ëèàðäîâ, îãðàíè÷åííûõ äóãàìè ñîôîêóñíûìè êâàäðèêàìè ñåìåéñòâà (1).

𝑥2

𝑎− 𝜆
+

𝑦2

𝑏− 𝜆
= 1. (1)

Работа выполнена при финансовой поддержке программы "Ведущие научные шко-
лы" (грант НШ-6399.2018.1 соглашение № 075-02-2018-867).
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Ôàçîâûå ìíîãîîáðàçèÿ òàêèõ ñèñòåì è èõ îáîáùåíèé (òîïîëîãè÷åñêèõ áèë-
ëèàðäîâ [2], áèëëèàðäíûõ êíèæåê [3], [4] èëè áèëëèàðäà â ýëëèïñå ñ óïðóãèì
ïîòåíöèàëîì, îïèñàííîãî â [5]) âîîáùå ãîâîðÿ, êóñî÷íî-ãëàäêèå.

Ïðè ýòîì òîïîëîãè÷åñêèå ïåðåñòðîéêè ñëîåâ è îñîáûå ïåðèîäè÷åñêèå
òðàåêòîðèè áèëëèàðäà îêàçûâàþòñÿ "õîðîøî âèäíû" â ïðîåêöèè íà áèëëè-
àðäí ñòîë, ò.å. èõ òîïîëîãèÿ è äèíàìèêà íàãëÿäíåå, ÷åì ó ñèñòåì ìåõàíèêè.

2. À.Ò. Ôîìåíêî áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ î ìîäåëèðîâàíèè òîïîëîãèè ñëî-
åíèÿ Ëèóâèëëÿ è äèíàìèêè ãëàäêèõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ áèë-
ëèàðäîâ è èõ îáîáùåíèé. Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ìîäåëè-
ðîâàíèå, ò.å. ïîñòðîåíèå áèëëèàðäîâ ñî ñëîåíèåì, ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíûì
èñêîìîìó ñëîåíèþ ãëàäêîé ñèñòåìû. Ðîëü ãàìèëüòîíîâà ïîëÿ íà êðèòè÷å-
ñêîì ìíîæåñòâå èãðàåò âåêòîð ñêîðîñòè íà îñîáîì ìíîæåñòâå áèëëèàðäà.

Особым множеством èíòåãðèðóåìîãî áèëëèàðäà íàçîâåì ìíîæåñòâî
особых точек � òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ñëîé (ñâÿçíàÿ
êîìïîíåíòà ñîâìåñòíîãî óðîâíÿ ýíåðãèè è èíòåãðàëà) íå ÿâëÿåòñÿ äâóìåð-
íîé ïîâåðõíîñòüþ (ò.å. ïàäàåò åãî ðàçìåðíîñòü, èëè íåò ëîêàëüíîé ãîìåî-
ìîðôíîñòè äèñêó). Особым слоем, íàçîâåì ñëîé, ñîäåðæàùèé îñîáûå òî÷êè.

Ïîä локальным è полулокальным ñëîåíèåì ïîíèìàåì êëàññ ïîñëîéíî
ãîìåîìîðôíûõ ñëîåíèé â îêðåñòíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, âûáðàííîé îñîáîé
òî÷êè èëè ñîäåðæàùåãî åå îñîáîãî ñëîÿ (âî âòîðîì ñëó÷àå îíà îáÿçàíà âñå
áëèçêèå ê íåìó ñëîè öåëèêîì). Îòìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèÿ
ýíåðãèè è èíòåãðàëà âî âñåõ òî÷êàõ ìîäåëèðóåìîãî ìíîæåñòâà áëèçêè, è
ìíîæåñòâî ïàð çíà÷åíèé îòêðûòî â R2.

Äëÿ êàæäîé òðåõìåðíîé íåâûðîæäåííîé îñîáåííîñòè ðàíãà 1 (áîòòîâ-
ñêîãî 3-àòîìà ãëàäêîé ÈÃÑ, [1]), àëãîðèòìè÷åñêè ïîñòðîåíà [3], [4] билли-
ардая книжка (ëîêàëüíî-ïëîñêèé ñòîë, ñêëååííûé èç íåñêîëüêèõ ïëîñêèõ
áèëëèàðäîâ ïî íåêîòîðûì îáùèì ãðàíè÷íûì äóãàì, íà êîòîðûõ ñòîÿò ïåðå-
ñòàíîâêè), ñëîåíè êîòîðîé íà ëþáîì íåîñîáîì òðåõìåðíîì óðîâíå ýíåðãèè
èìååò îäèí ñåäëîâîé ñëîé è ïîñëîéíî ãîìåîìîðôíî èñêîìîìó àòîìó. Ò.å.
òðåõìåðíûå ñëîåíèÿ ðàíãà 1 ïîëóëîêàëüíî ìîäåëèðóþòñÿ áèëëèàðäàìè.

Ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ è àêòóàëüíûõ âîïðîñîâ îá èíòåãðèðóåìûõ áèë-
ëèàðäàõ êðàòêî îïèñàí â íåäàâíåì îáçîðå Â.Â. Âåäþøêèíîé è À.Ò. Ôîìåí-
êî, ïîñâÿùåííîì âîñüìèäåñÿòèëåòèþ àêàäåìèêà Â.À. Ñàäîâíè÷åãî. Â ÷èñëå
áûë âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ìîäåëèðîâàòü ñëîåíèÿ îñîáåííîñòåé ðàíãà 0.

3. Â äîêëàäå ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé êëàññ существенно четырехмер-
ных îñîáåííîñòåé 𝑉 4 ⊂𝑀4: òàêîå ìíîæåñòâî äîëæíî

∙ ÿâëÿòüñÿ êóñî÷íî-ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ñî ñëîåíèåì Ëèóâèëëÿ,

∙ ÿâëÿòüñÿ îòêðûòûì îáúåäèíåíèåì ñëîåâ ýòîãî ñëîåíèÿ,

∙ èìåòü çíà÷åíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, áëèçêèå íà âñåõ ýòèõ ñëîÿõ,

∙ ñîñòîÿòü èç ñëîåâ, ãîìåîìîðôíûõ èëè òîðó 𝑇 2, èëè îñîáîìó ñëîþ 3-
àòîìà, èëè ñëîþ c íåâûðîæäåííîé îñîáîé òî÷êîé ðàíãà 0,

∙ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì 3-àòîìà íà èíòåðâàë.
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Замечание 1. Â òàêîé îñîáåííîñòè áèëëèàðäà ìîæåò è íå áûòü ñëîåâ,
ãîìåîìîðôíûì ñëîÿì ñ òî÷êàìè ðàíãà 0 � âñå åå ñëîè áóäóò ãîìåîìîðôíû
òîðàì èëè îñîáûì ñëîÿì áîòòîâñêèõ 3-àòîìîâ, ñì. ðàçäåë 4.

Замечание 2. Îïðåäåëåíèå âûøå äîïóñêàåò íå áîòòîâñêèå 3-àòîìû.
Ñêëåèì ïî ãðàíèöå äâà ýëåìåíòàðíûõ ñòîëà � îäèíàêîâûå îáëàñòè, îãðà-

íè÷åííûå ýëëèïñîì ("îäíà íàä äðóãîé"). Íà ïîëó÷åííîì ñòîëå 𝛿𝛼(2𝐴2) (ñì.
[2]) ââåäåì îòòàëêèâàþùèé ïîòåíöèàë. Ñèñòåìà áóäåò èíòåãðèðóåìà. Êðè-
âûå áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ýòîé ñèñòåìû èìåþò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
(îñîáûå ïàðû çíà÷åíèé äâóõ èíòåãðàëîâ), ñ òåìè æå êðóãîâûìè ìîëåêóëà-
ìè, êàê îñîáåííîñòè öåíòð-öåíòð, öåíòð-ñåäëî, ñåäëî-ñåäëî ãëàäêèõ ñèñòåì.

Ñëîé ýòîãî áèëëèàðäà â ïðîîáðàçå òàêîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãîìåîìîð-
ôåí îñîáîìó ñëîþ îñîáåííîñòåé öåíòð-öåíòð, öåíòð-ñåäëî òèïà 𝐴 × 𝐶2 è
ñåäëî-ñåäëî òèïà 𝐵×𝐶2, ò.å. òî÷êå, îñîáîìó ãðàôó àòîìà 𝐶2 èëè åãî ïðîèç-
âåäåíèþ íà âîñüìåðêó ñîîòâåòñòâåííî. "Îñîáûå" òî÷êè ýòîãî ñëîÿ ñîîòâåò-
ñòâóþò ðàâíîâåñèÿì ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà ñ ïîòåíöèàëîì íà ýëëèïñîèäå.

Теорема 1. Ñóùåñòâåííî ÷åòûðåõìåðíûå îñîáåííîñòè áèëëèàðäà ñ îò-
òàëêèâàþùèì óïðóãèì ïîòåíöèàëîì 𝑉 = −(𝑥2 + 𝑦2) íà ñòîëå 𝛿𝛼(2𝐴2) по-
лулокально òîïîëîãè÷åñêè ìîäåëèðóåò îñîáåííîñòè ðàíãà 0 òèïîâ öåíòð-
öåíòð, öåíòð-ñåäëî òèïà 𝐴× 𝐶2 è ñåäëî-ñåäëî òèïà 𝐵 × 𝐶2.

Следствие. Ñèñòåìîé áèëëèàðäà ìîæíî локально òîïîëîãè÷åñêè ïðî-
ìîäåëèðîâàòü îñîáåííîñòè öåíòð-öåíòð, öåíòð-ñåäëî è ñåäëî-ñåäëî, ò.å. â
îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîé òî÷êè ðàíãà 0 ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà.

Äëÿ полулокального ìîäåëèðîâàíèÿ îñîáåííîñòåé òèïà öåíòð-ñåäëî 𝐴×
𝑋 (ñì. [1]), ñåäëîâîé àòîì êîòîðîé èìååò 𝑛 îñîáûõ òî÷åê, ñêëåèì áèëëèàðä-
íóþ êíèæêó èç 2𝑛 ýêçåìïëÿðîâ îáëàñòè 𝐴′

0. Ãðàíèöàìè îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ
äóãè ýëëèïñà, åãî ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóîñåé ýëëèïñà è íåêîòîðîé ãèïåðáîëû.
Ñêëåéêè îáëàñòåé âûïîëíåíû íà äóãàõ ãèïåðáîëû è ìàëîé ïîëóîñè.

Теорема 2. Áèëëèàðä ñ îòòàëêèâàþùèì ïîòåíöèàëîì íà êíèæêå, ïî-
ñòðîåííîé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåäëîâîãî àòîìà 𝑋 àíàëîãè÷íî àëãîðèòìó [4],
èìååò ñóùåñòâåííî ÷åòûðåõìåðíóþ îñîáåííîñòü, полулокально òîïîëîãè÷å-
ñêè ìîäåëèðóþùóþ îñîáåííîñòü öåíòð-ñåäëî òèïà 𝐴×𝑋 ãëàäêîé ñèñòåìû.

4. Çàìåòèì, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû áèëëèàð-
äà â êîëüöå ìåæäó äâóìÿ ýëëèïñàìè (èçó÷àâøåãîñÿ Ñ.Å. Ïóñòîâîéòîâûì)
èìååò ïðîîáðàç, ãîìåîìîðôíûé îñîáîìó ñëîþ 3-àòîìîâ 𝑃4 èëè 𝐾2 (èç
[1]). Áëèçêèé óðîâåíü ýíåðãèè 𝑄3 èìååò ñëîåíèå ñ äâóìÿ îñîáûìè óðîâ-
íÿìè èíòåãðàëà: íà ìåíüøåì ðåàëèçóåòñÿ 3-àòîì 𝐶2, íà áîëüøåì � äâà
3-àòîìà 𝐵. Òåì ñàìûì, â áèëëèàðäàõ ðåàëèçóþòñÿ ñóùåñòâåííî ÷åòûðåõ-
ìåðíûå îñîáåííîñòè, âñå ñëîè êîòîðîé, òåì íå ìåíåå, ãîìåîìîðôíû òî-
ðó 𝑇 2, èëè îñîáîìó ñëîþ íåêîòîðûõ 3-àòîìîâ. Îòìåòèì, ÷òî àòîìû 𝑃4 è
𝐾2 äîïóñêàþò ðàñùåïëåíèÿ: 𝑃4 íà 𝐶2 è 2𝐵, à 𝐾2 � â òîì ÷èñëå íà 𝐶2

è 𝐶2, èëè 2𝐵 è 2𝐵. Îíè ðåàëèçóþòñÿ â ïðîîáðàçàõ ïðÿìûõ, ëåæàùèõ
âíóòðè îäíîé èç äâóõ ïàð âåðòèêàëüíûõ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ áèôóðêà-
öèîííûìè êðèâûìè. Áóäåò èíòåðåñíî èçó÷èòü ñâîéñòâà òàêèõ "ðàñùåïëå-
íèé" 3-àòîìîâ, êîòîðûå ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ áèëëèàðäíûìè êíèæêàìè.
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ГЛАДКАЯ ВЕРСИЯ ПРОБЛЕМЫ ДЖОНСОНА О
ДЕРИВАЦИЯХ И ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ

КОГОМОЛОГИЙ ХОХШИЛЬДА ГРУППОВЫХ АЛГЕБР
А.С. Мищенко

asmish-prof@yandex.ru

УДК 517.986.3, 514.169, 512.544.42

Алгебра внешних дериваций групповой алгебры конечно представи-
мой группы дается в терминах одномерных когомологий с компактны-
ми носителями комплекса Кэли группоида присоединенного действия
исходной группы. Это описание представляет собой гладкую версию
проблемы Джонсона о деривациях групповых алгебр. Когомологии
Хохшильда как обобщения внешних дериваций тоже описываются в
терминах когомологий другого пространства – классифицирующего
пространства того же группоида. Приводится также описание кого-
мологий Хохшильда с коэффициентами в бимодуле геометрического
типа над групповой алгеброй.
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Smooth version of Jonson’s problem conserning derivations
and geometric description of Hochschild cohomology of the

group algebras

The algebra of outer derivations of a group algebra of a finitely presented
discrete group is given in terms of cohomology with compact supports of
the Cayley complex of the groupoid of the adjoint action of the group.
This task is a smooth version of Johnson’s problem concerning the deriva-
tions of a group algebra. The Hochschild cohomology as a generalization of
outer derivations also can be described in terms of cohomology of another
space – classifying space of the groupoid. A description of the Hochschild
cohomology with coefficients in a bimodule of geometric type over a group
algebra is also given.

Keywords: mathematics, group algebras, derivations, Hochschild cohomol-
ogy, groupoids

Ïðîáëåìà î äåðèâàöèÿõ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ïî ìíîãî÷èñëåííûì ñâè-
äåòåëüñòâàì ñâÿçàíà ñ ðàáîòàìè Á.Å.Äæîíñîíà ïî èçó÷åíèþ êîãîìîëîãèé
áàíàõîâûõ àëãåáð (Johnson-2001). Â.Ëîçåð (Losert-2008), êîòîðûé ïðåäëî-
æèë ðåøåíèå ïðîáëåìû Äæîíñîíà, ñëåäóþùèì îáðàçîì åå ôîðìóëèðóåò êàê
ïðîáëåìó î äåðèâàöèÿõ íà ãðóïïîâûõ àëãåáðàõ: ðàññìîòðèì àññîöèàòèâíóþ
àëãåáðó 𝒜 è 𝒜�áèìîäóëü 𝐸. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝐷 : 𝒜 → 𝐸 íàçûâàåòñÿ
äåðèâàöèåé (èëè äèôôåðåíöèðîâàíèåì), åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜
âûïîëíÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå òîæäåñòâî Ëåéáíèöà (î îòíîøåíèþ ê äâóñòî-
ðîííåìó äåéñòâèþ àëãåáðû 𝒜 íà áèìîäóëå 𝐸)

𝐷(𝑎𝑏) = 𝐷(𝑎)𝑏+ 𝑎𝐷(𝑏), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝒜.

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ äåðèâàöèé èç àëãåáðû 𝒜 â áèìîäóëü 𝐸 îáîçíà÷èì ÷åðåç
Der(𝒜, 𝐸). Ñðåäè äåðèâàöèé âûäåëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå âíóòðåííèå äå-
ðèâàöèè Int(𝒜, 𝐸) ⊂ Der(𝒜, 𝐸), êîòîðûå çàäàþòñÿ ïðèñîåäèíåííûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì ad𝑥(𝑎) = 𝑥𝑎− 𝑎𝑥, 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑎 ∈ 𝒜.

Ôàêòîð ïðîñòðàíñòâî Out(𝒜, 𝐸) = Der(𝒜, 𝐸)/Int(𝒜, 𝐸) � ïðîñòðàí-
ñòâî ¾âíåøíèõ¿ äåðèâàöèé, êîòîðîå èìååò èíòåðïðåòàöèþ êàê îäíîìåð-
íûå êîãîìîëîãèè Õîõøèëüäà àëãåáðû 𝒜 ñ êîýôôèöèåíòàìè â áèìîäóëå 𝐸:
𝐻𝐻1(𝒜;𝐸) ≈ Out(𝒜, 𝐸). Ïðîáëåìà Äæîíñîíà î äåðèâàöèÿõ çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì: âñÿêàÿ ëè äåðèâàöèÿ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé? (ñì. Dales (2000)
(Question 5.6.B, ñòð.746), ò.å. âåðíî ëè, ÷òî

𝐻𝐻1(𝒜;𝐸) ≈ Out(𝒜, 𝐸) = 0?

Ïåðåõîä ê áîëåå îáùèì áèìîäóëÿì ïîçâîëèëî Â.Ëîçåðó (Losert-2008)
ðåøèòü ïðîáëåìó Äæîíñîíà êàê ñïîñîá íàõîæäåíèÿ âíóòðåííåé äåðèâàöèè
íå èç èñõîäíîé àëãåáðû 𝒜, à â çíà÷åíèÿõ áîëüøåé àëãåáðû, ÷åì 𝒜.

Äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïîâàÿ àëãåáðà 𝒜 = 𝐿1(𝐺) èíòåãðèðóå-
ìûõ ôóíêöèé íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïå𝐺 ïî îòíîøåíèè ê ìåðå Õààðà
íà íåé è áèìîäóëü 𝐸 = 𝑀(𝐺), ãäå𝑀(𝐺) åñòü àëãåáðà âñåõ îãðàíè÷åííûõ ìåð
íà ãðóïïå 𝐺 ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ, çàäàâàåìîé ñâåðòêîé ìåð. Èìåííî â òà-
êîé ôîðìóëèðîâêå Ëîçåð (Losert-2008) äîêàçàë, ÷òî Out(𝐿1(𝐺),𝑀(𝐺)) = 0.
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Ïðîáëåìà Äæîíñîíà îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ãðóïïîâûõ àëãåáð. Ðàçóìå-
åòñÿ ãèïîòåçà Äæîíñîíà î ñîâïàäåíèè àëãåáðû Der(𝒜) âñåõ äåðèâàöèé àë-
ãåáðû 𝒜 = 𝐶[𝐺] ñ ïîäàëãåáðîé âíóòðåííèõ äåðèâàöèé íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïî-
ýòîìó ãëàäêóþ âåðñèþ ïðîáëåìû Äæîíñîíà ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê çàäà÷ó
âû÷èñëåíèÿ àëãåáðû âíåøíèõ äåðèâàöèéOut(𝒜), êîòîðàÿ èçîìîðôíà ãðóï-
ïå îäíîìåðíûõ êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà àëãåáðû 𝒜 (c êîýôôèöèåíòàìè â
áèìîäóëå 𝒜).

Ñ êàæäîé ãðóïïîé 𝐺 ìû ñâÿçûâàåì ãðóïïîèä 𝒢 ïðèñîåäèíåííîãî äåé-
ñòâèÿ ãðóïïû 𝐺, è ïîêàçûâàåì, ÷òî âñÿêàÿ äåðèâàöèÿ àëãåáðû 𝒜 = 𝐶[𝐺]
îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ àääèòèâíîé ôóíêöèåé íà ãðóïïîèäå 𝒢, êîòîðàÿ óäî-
âëåòâîðÿåò íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì óñëîâèÿì ôèíèòíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçì ìåæäó àëãåáðîé âíåøíèõ äå-
ðèâàöèé Out(𝒜) àëãåáðû 𝒜 = 𝒞[𝒢], îäíîìåðíûìè êîãîìîëîãèÿìè Õîõøèëü-
äà 𝐻𝐻1(𝐶[𝐺], 𝐶[𝐺]) ãðóïïîâîé àëãåáðû 𝒜 = 𝒞[𝒢] è îäíîìåðíûìè êîãîìîëî-
ãèÿìè êîìïëåêñà Êýëè 𝒞𝑎(𝒢) ãðóïïîèäà 𝒢 ñ ôèíèòíûìè íîñèòåëÿìè:

Out(𝐶[𝐺]) ≈ 𝐻𝐻1(𝐶[𝐺], 𝐶[𝐺]) ≈ 𝐻1
𝑓 (𝒞𝑎(𝒢);R).

Âòîðîé èçîìîðôèçì îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé (êî)ãîìîëîãèé Õîõøèëüäà
ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðíîñòåé. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò çàìåíèòü êîìïëåêñ Êýëè
𝒞𝑎(𝒢) ãðóïïîèäà 𝒢 íà êëàññèôèöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî 𝐵𝒢.

Äëÿ ýòîãî ìû ïðåäëàãàåì óíèâåðñàëüíûé ïóòü îïèñàíèÿ êàê ãîìîëî-
ãèé òàê è êîãîìîëîãèé Õîõøèëüäà. Ãîìîëîãèè Õîõøèëüäà ãðóïïîâîé àë-
ãåáðû 𝐶[𝐺] ñîâïàäàþò ñ ãîìîëîãèÿìè êëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà
𝐵𝒢. Êîãîìîëîãèè Õîõøèëüäà òîæå ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü ñ èíâàðèàíòà-
ìè êëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà 𝐵𝒢, à èìåííî ñ êîãîìîëîãèÿìè ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà, íî ñ óñëîâèåì íåêîòîðîé ôèíèòíîñòè äëÿ êîöåïåé íà ïðî-
ñòðàíñòâå 𝐵𝒢.

Êàê ãîìîëîãèè òàê è êîãîìîëîãèè Õîõøèëüäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè â íåêîòîðîì áèìîäóëå 𝐸 íàä ãðóïïîâîé àëãåáðîé 𝐶[𝐺]. Åñ-
ëè áèìîäóëü 𝐸 ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì äâóñòîðîííèì äåéñòâèåì ãðóï-
ïû 𝐺 íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå 𝑋, 𝜙 : 𝐺 × 𝑋 × 𝐺 → 𝑋, ìû ñêàæåì,
÷òî áèìîäóëü 𝐸 = 𝐶0(𝑋) ÿâëÿåòñÿ áèìîäóëåì ãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà, Ýòî
äâóñòîðîííåå 𝐺�ìíîæåñòâî 𝑋 ïîðîæäàåò ãðóïïîèä äåéñòâèÿ 𝜓,𝜓(𝑥, 𝑔) =
𝜙(𝑔, 𝑥, 𝑔−1), 𝒢 = 𝒢(𝑋,𝐺,𝜙). (Êî)ãîìîëîãèè êëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàí-
ñòâà𝐵𝒢(𝑋,𝐺,𝜙) ãðóïïîèäà 𝒢(𝑋,𝐺,𝜙) ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò (êî)ãîìîëîãèè
Õîõøèëüäà ãðóïïîâîé àëãåáðû ñ êîýôôèöèåíòàìè â áèìîäóëå ãåîìåòðè÷å-
ñêîãî òèïà:

𝐻𝐻𝑘(𝐶[𝐺];𝐸) ≈ 𝐻𝑘(𝐵𝒢(𝑋,𝐺,𝜙)); 𝐻𝐻𝑘(𝐶[𝐺];𝐸) ≈ 𝐻𝑘
𝑓 (𝐵𝒢(𝑋,𝐺,𝜙)).

Êëàññèôèöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî 𝐵𝒢 ãðóïïîèäà 𝒢(𝑋,𝐺,𝜙) â ñëó÷àå
ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû 𝐺 ãåîìåòðè÷åñêè îïèñûâàåòñÿ â òåðìè-
íàõ êëàññîâ ⟨𝑔⟩ ∈ ⟨𝐺⟩ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïå 𝐺. Ýòî îïèñàíèå
ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíî òðåõ äåéñòâèé ãðóïïû 𝐺: ïðà-
âîãî äåéñòâèÿ, òðèâèàëüíîãî äåéñòâèÿ è ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ ãðóï-
ïû 𝐺, ñîîòâåòñòâåííî, íà ãðóïïå 𝐺, îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà è ãðóïïå 𝐺.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðóïïîèäû îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç 𝑟𝒢, 𝐺, è 𝒢. Òîãäà êëàñ-
ñèôèöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî 𝐵𝑟𝒢 ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìûì ïðîñòðàíñòâîì ñî
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ñâîáîäíûì äåéñòâèå ãðóïïû 𝐺. Êëàññèôèöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî 𝐵𝐺 ÿâëÿ-
åòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì ýòîãî äåéñòâèÿ: 𝐵𝐺 ≈ (𝐵𝑟𝒢)/𝐺. Íàêîíåö, â ñëó-
÷àå ïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå â íåñâÿçíóþ ñóììó
𝐵𝒢 ≈

∐︀
⟨𝑔⟩∈⟨𝐺⟩

𝐵𝒢⟨𝑔⟩, ïðè÷åì 𝐵𝒢⟨𝑔⟩ ≈ (𝐵𝑟𝒢)/𝐶(⟨𝑔⟩) ∼ 𝐾(𝐶(⟨𝑔⟩), 1), ãäå 𝐶(⟨𝑔⟩)

åñòü öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà 𝑔 ∈ 𝐺.
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АСИМПТОТИКИ СПЕКТРАЛЬНЫХ ЗАДАЧ, СВЯЗАННЫЕ
С БИЛЛИАРДАМИ ГЕОДЕЗИЧЕСКОГО ПОТОКА НА ТОРЕ

ЛИУВИЛЛЯ С ВЫРОЖДАЮЩЕЙСЯ НА ГРАНИЦЕ
МЕТРИКОЙ

В.Е. Назайкинский
nazaikinskii@yandex.ru

УДК 517.955.8

Рассматриваются асимптотические собственные функции оператора
∇𝐷(𝑥)∇ в области Ω ⊂ R2, где 𝐷(𝑥) — гладкая функция в замыка-
нии Ω области Ω, положительная в Ω и равная нулю на границе 𝜕Ω.
Показано, что они связаны с биллиардами, задаваемыми геодезиче-
ским потоком с гамильтонианом 𝐷(𝑥)𝑝2. Отличие таких биллиардов
от “обычных” состоит в том, что импульсы 𝑝 обращаются в беско-
нечность при приближении соответствующих траекторий к границе
области Ω.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, вырождение на гра-
нице, асимптотические собственные функции, торы Лиувилля, билли-
арды, мягкие стенки
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Ñîàâòîðîì ýòîãî ñîîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðîô. Ñ.Þ. Äîáðîõîòîâ.

О ГЕОМЕТРИИ МНОЖЕСТВА ОРБИТ ВЕКТОРНЫХ
ПОЛЕЙ КИЛЛИНГА

А.Я. Нарманов, О. Касимов
narmanov@yandex.ru

УДК 515.165

В работе рассматривается вопрос о структуре множества орбит семей-
ства векторных полей 𝐷. Доказано,что множество орбит векторных
полей Киллинга является орбиобразием.

Ключевые слова: Риманово многобразие, векторное поле, орбита, ор-
биобразие

On the geometry of the set of orbits of Killing vector field

In the paper it is considered structure of the set of orbits of vector fields.
It is shown, that a set of orbits of killing vector fields is orbifold.

Keywords: Riemannian manifold, vector field, an orbit, orbifold

Â ýòîé ðàáîòå ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà îðáèò ñåìåé-
ñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé 𝐷.

Ïóñòü 𝑉 (𝑀)− ìíîæåñòâî âñåõ ãëàäêèõ (êëàññà 𝐶∞) âåêòîðíûõ ïîëåé,
îïðåäåëåííûõ íà 𝑀 . Ìíîæåñòâî 𝑉 (𝑀) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè, â êîòîðîé
êîììóòàòîðîì äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑋,𝑌 ∈ 𝑉 (𝑀) ñëóæèò èõ ñêîáêà Ëè
[𝑋,𝑌 ].

Äëÿ òî÷êè 𝑥 ∈ 𝑀 ÷åðåç 𝑡 → 𝑋𝑡(𝑥) îáîçíà÷èì èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ
âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó 𝑥 ïðè 𝑡 = 0. Îòîáðàæåíèå
𝑡 → 𝑋𝑡(𝑥) îïðåäåëåíî â íåêîòîðîé îáëàñòè 𝐼(𝑥), êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå
çàâèñèò íå òîëüêî îò ïîëÿ 𝑋, íî è îò íà÷àëüíîé òî÷êè 𝑥.

Определение 1. Ïóñòü 𝐷 ⊂ 𝑉 (𝑀). Îðáèòà 𝐿(𝑥) ñåìåéñòâà 𝐷 âåêòîð-
íûõ ïîëåé, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó 𝑥,îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî òàêèõ
òî÷åê 𝑦 èç 𝑀, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà 𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑘
è âåêòîðíûå ïîëÿ 𝑋𝑖1𝑋𝑖2 , . . . , 𝑋𝑖𝑘 èç 𝐷 (ãäå 𝑘 ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî) òàêèå, ÷òî

𝑦 = 𝑋𝑡𝑘
𝑖𝑘

(𝑋
𝑡𝑘−1

𝑖𝑘−1
(...(𝑋𝑡1

𝑖1
(𝑥))...)).

ßñíî, ÷òî åñëè 𝐷 ñîñòîèò èç îäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, òî îðáèòà ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêîé êðèâîé (îäíîìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì). Òîïîëîãèÿ è ãåîìåòðèÿ
îðáèò èçó÷åíû â ðàáîòàõ [1],[3],[4].

Нарманов Абдигаппар Якубович, д.ф.-м.н.,профессор, Национальный Универси-
тет Узбекистана (Ташкент, Узбекистан); Abdigappar Narmanov (National University of
Uzbekistan, Tashkent, Uzbekistan)

Касимов Одил, докторант, Национальный Университет Узбекистана (Ташкент, Уз-
бекистан); Odil Kasimov (National University of Uzbekistan, Tashkent, Uzbekistan)
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Òîïîëîãèÿ îðáèòû 𝐿(𝑥) (òîïîëîãèÿ Ñóññìàíà) ââîäèòñÿ êàê ñèëüíåéøàÿ
òîïîëîãèÿ, äëÿ êîòîðîé âñå îòîáðàæåíèÿ âèäà:

(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑘) ∈ 𝑅𝑘 → 𝑋𝑡𝑘
𝑘 (𝑋

𝑡𝑘−1

𝑘−1 (...(𝑋𝑡1
1 (𝑥))...)),

ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, ãäå 𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑘 - äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,
𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑘− âåêòîðíûå ïîëÿ èç ñåìåéñòâà 𝐷.

Â ðàáîòå [5] äîêàçàíî, ÷òî êàæäàÿ îðáèòà ñåìåéñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé
(êëàññà 𝐶𝑟, 𝑟 > 1 )ñ òîïîëîãèåé Ñóññìàííà îáëàäàåò äèôôåðåíöèàëüíîé
ñòðóêòóðîé, ïî îòíîøåíèþ êîòîðûì îíà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì
êëàññà 𝐶𝑟, ãëàäêî ïîãðóæåííûì â 𝑀.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑁 ⊂ 𝑀 íàçûâàåòñÿ ïîãðóæåííûì â
𝑀, åñëè êàíîíè÷åñêàÿ èíúåêöèÿ 𝑖 : 𝑁 → 𝑀 ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì
îòîáðàæåíèåì ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà.

Íà êàæäîé îðáèòå âîçíèêàþò äâå òîïîëîãèè: åå ñîáñòâåííàÿ òîïîëî-
ãèÿ êàê ïîãðóæåííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ è èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ èç
𝑀. Ñîáñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ îðáèòû ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíîé,÷åì òîïîëîãèÿ,
èíäóöèðîâàííàÿ èç 𝑀.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐴(𝐷) íàèìåíüøóþ ïîäàëãåáðó Ëè, ñîäåðæàùóþ 𝐷, è
ïîëîæèì 𝐴𝑥(𝐷) = {𝑋(𝑥) : 𝑋 ∈ 𝐴(𝐷)} äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ 𝑀. Âîçíèêøåå ðàñïðå-
äåëåíèå 𝑥→ 𝐴𝑥(𝐷) ÿâëÿåòñÿ èíâîëþòèâíûì, è åñëè dim𝐴𝑥(𝐷) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 äëÿ
âñåõ 𝑥 ∈ 𝑀, òî ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìûì. Â
ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ îðáèòà ÿâëÿåòñÿ ñëîåì 𝑘− ìåðíîãî ñëîåíèÿ 𝐹 .

Â îáùåì ñëó÷àå ðàçáèåíèå ìíîãîáðàçèÿ𝑀 íà îðáèòû ñåìåéñòâà 𝐷 ÿâëÿ-
åòñÿ ñèíãóëÿðíûì ñëîåíèåì [5]. Ýòî ñëîåíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐹, à ìíîæåñòâî
îðáèò îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑀/𝐹. Â ñëó÷àå, êîãäà ñëîåíèå 𝐹 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-
íûì ðèìàíîâûì ñëîåíèåì, â ðàáîòå [2] ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî 𝑀/𝐹 îá-
ëàäàåò ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. À èìåííî äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Теорема 1. Пусть (𝑀, 𝑔)-полное риманово многообразие, и все слои
слоения 𝐹 являются замкнутыми подмножествами. Тогда, если группы
голономии всех слоев тривиальны, то множество 𝑀/𝐹 , наделенное фак-
тором топологии , обладает такой дифференциальной структурой глад-
кого многообразия, что отображение 𝑥→ 𝐿(𝑥) дифференцируемо.

Â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî 𝑀/𝐹 íå îáÿçàíî áûòü ãëàäêèì ìíîãîîáðà-
çèåì. Â ýòîé ñòàòüå ìû èçó÷èì ãåîìåòðèþ ìíîæåñòâà 𝑀/𝐹 â ñëó÷àå, êîãäà
ìíîæåñòâî 𝐷 ñîñòîèò èç âåêòîðíûõ ïîëåé Êèëëèíãà.

Определение 2. Âåêòîðíîå ïîëå 𝑋 íà 𝑀 íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïî-
ëåì Êèëëèíãà, åñëè îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé 𝑥→ 𝑋𝑡(𝑥), ïîðîæäåííàÿ ïîëåì 𝑋, ñîñòîèò èç èçîìåòðèé [4].

Замечание. Âåêòîðíîå ïîëå 𝑋 íà 𝑀 ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì Êèë-
ëèíãà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝐿𝑋𝑔 = 0, ãäå 𝐿𝑋𝑔-ïðîèçâîäíàÿ Ëè. Ðà-
âåíñòâî 𝐿𝑋𝑔 = 0 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) = 𝑔([𝑋,𝑌 ], 𝑍) + 𝑔(𝑌, [𝑋,𝑍]),

ãäå 𝑌 , 𝑍 � ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ, [𝑋,𝑌 ] � ñêîáêà Ëè
âåêòîðíûõ ïîëåé.
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Â ñëó÷àå,êîãäà 𝑀 = 𝑅𝑛, âåêòîðíîå ïîëå 𝑋 =
∑︀
𝑖 𝜉𝑖

𝜕
𝜕𝑥𝑖

ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-
íûì ïîëåì Êèëëèíãà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

𝜕𝜉𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑥𝑖

= 0, 𝑖 ̸= 𝑗,
𝜕𝜉𝑖
𝜕𝑥𝑖

= 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.

Определение 3. Ñèíãóëÿðíîå ñëîåíèå 𝐹 íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâûì, åñ-
ëè êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, îðòîãîíàëüíàÿ â íåêîòîðîé ñâîåé òî÷êå ê ñëîþ
ñëîåíèÿ 𝐹, îñòàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé êî âñåì ñëîÿì 𝐹 âî âñåõ ñâîèõ òî÷êàõ
([6],ñòð.189).

Ðåãóëÿðíûå ðèìàíîâû ñëîåíèÿ ââåäåíû Ðåéíõàðòîì â [2] è èçó÷àëèñü
ìíîãèìè àâòîðàìè, â ÷àñòíîñòè â ðàáîòàõ [1],[2],[3]. Ñèíãóëÿðíûå ðèìàíîâû
ñëîåíèÿ áûëè ââåäåíû Ï.Ìîëèíî â ñâîåé ìîíîãðàôèè [6].

Èçâåñòíî,÷òî åñëè ñåìåéñòâî 𝐷 ñîñòîèò èçâåêòîðíûõ ïîëåé Êèëëèíãà,òî
ñëîåíèå 𝐹 ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ðèìàíîâûì ñëîåíèåì [6]. Èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Теорема 2. Пусть 𝑀 = 𝑅𝑛, а множество 𝐷 состоит из векторных
полей Киллинга. Тогда множество множество орбит 𝑀/𝐹 явяляется
гладким орбиобразием.
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ИНВАРИАНТНЫЕ РЕШЕНИЯ ДВУМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

О.А. Нарманов
otabek.narmanov@mail.ru

УДК 517.958

В работе используя известные инфинитезимальные образующие неко-
торых групп симметрий двумерного уравнения теплопроводности
найдены решения, инвариантные относительно этих групп уравнения
теплопроводности без источника тепла и без источника поглощения.

Ключевые слова: группа симметрий, уравнение теплопроводности, ин-
финитезимальная образующая, векторное поле.

Invariant solutions of two dimensional heat equation

In the paper, using the well-known infinitesimal generators of some sym-
metry groups of the two-dimensional heat conduction equation, solutions
are found that are invariant with respect to these groups

Keywords: symmetry group, heat equation, infinitezimal generator, vector
field

Íàõîæäåíèþ ãðóïï ñèììåòðèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðè-
ìåíåíèÿì ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ [1-5]. Â ðàáîòå [3] ðàç-
ðàáîòàí âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä, ÿâíî îïðåäåëÿþùèé ïîëíóþ ãðóïïó ñèì-
ìåòðèé ïðîèçâîëüíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ. Â ðàáîòå [4] ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ ðåøåíèé. Äàþòñÿ ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ
òåõíèêè ãðóïïîâîãî àíàëèçà ê êîíêðåòíûì ñèñòåìàì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Â ðàáîòå [2] íàéäåíà àëãåáðà Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ îáðàçóþ-
ùèõ ãðóïïû ñèììåòðèé äëÿ äâóìåðíîãî è òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè. Àëãåáðà Ëè èíôèíèòåçèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ ãðóïïû ñèììåòðèé
äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè èñïîëüçîâàíà â ðàáîòå [1].

Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, êîãäà íåò èñòî÷íè-
êà òåïëà:

𝑢𝑡 = 𝑢∆𝑢+ (∇𝑢)2. (1)

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [2] ñëåäóþùèå âåêòîðíûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ èíôè-
íèòåçèìàëüíûìè îáðàçóþùèìè ãðóïïû ñèììåòðèé äëÿ óðàâíåíèÿ (1):

𝑋1 = 2𝑡
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑥1

𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑥2

𝜕

𝜕𝑥2
, 𝑋2 = 𝑥1

𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑥2

𝜕

𝜕𝑥2
+ 2𝑢

𝜕

𝜕𝑢
. (2)

Теорема. Инвариантными решениями уравнения (1), относительно груп-
пы преобразований, порожденных векторными полями (2) являются функ-
ции

𝑢(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) =
(𝑥1 + 𝑥2)2

2𝑡
𝑉 (𝜉)

Нарманов Отабек Абдигаппарович, докторант, Ташкентский Университет Информа-
ционных технологий (Ташкент, Узбекистан); (Narmanov Otabek Abdigapparovich, Ph.D
Student, Tashkent University of Information technologies, Tashkent,Uzbekistan)
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где 𝜉 = 𝑥1

𝑥2
, 𝑉 (𝜉)− общее решение дифференциального уравнения 𝑓(𝜉)𝑉 𝑉 ′′ +

𝑓(𝜉)𝑉 ′2 + 2𝑔(𝜉)𝑉 𝑉 ′ + 12𝑉 2 + 2𝑉 = 0, функции 𝑓(𝜉), 𝑔(𝜉) определяются ра-
венствами 𝑓(𝜉) = (𝜉 + 1)2(𝜉2 + 1), 𝑔(𝜉) = (𝜉 + 1)(𝜉2 − 3𝜉 + 4).

Óðàâíåíèå (1) èìååò åùå îäíî ñåìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé, êîòî-
ðîå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì èíôèíèòåçè-
ìàëüíóþ ñèììåòðèþ óðàâíåíèÿ (1), êîòîðîå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì âåêòîð-
íûì ïîëåì

𝑋1 = −𝑥2
𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑥1

𝜕

𝜕𝑥2
.

Ïîòîê ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñîñòîèò èç âðàùåíèé âîêðóã íà÷àëî êîîðäèíàò
ïëîñêîñòè (𝑥1, 𝑥2), êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñëåäóþùóþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ
ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé

(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑢) → (𝑡, 𝑥1 cos 𝑠− 𝑥2 sin 𝑠, 𝑥1 sin 𝑠+ 𝑥2 cos 𝑠, 𝑢), 𝑠 ∈ R.

Èíâàðèàíòíûìè ôóíêöèÿìè ýòèõ âðàùåíèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

𝐼1 = 𝑢𝑓(𝑡), 𝐼2 = 𝑔(𝑡)(𝑥21 + 𝑥21)1/2,

ãäå 𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡) � ãëàäêèå ôóíêöèè. Èñïîëüçóÿ ýòè ôóíêöèè, ìû ìîæåì íàé-
òè áîëüøîå ñåìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), îòíîñèòåëüíî
ãðóïï âðàùåíèé âîêðóã íà÷àëî êîîðäèíàò ïëîñêîñòè (𝑥1, 𝑥2). Ìû èùåì ðå-
øåíèå â âèäå

𝑢(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑡𝛼𝑉 (𝜉), 𝜉 = 𝑡−𝛽(𝑥21 + 𝑥21)1/2, (3)

÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ òèïà �àâòîìîäåëüíûå� [3]. Ïîäñòàâëÿÿ (3) â óðàâ-
íåíèå (1) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå 2𝛼 − 2𝛽 = 𝛼 − 1. Äëÿ ðåøåíèé
ýòîãî òèïà îáû÷íî òðåáóåòñÿ óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ýíåðãèè, ò.å óñëîâèÿ:∫︁∫︁

𝑅2

𝑢(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝐸. (4)

Èç óñëîâèÿ (4) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî 𝛼+ 2𝛽 = 0. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì,÷òî
𝛼 = −1/2, 𝛽 = 1/4. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè 𝑉 (𝜉) :

1

𝜉
(𝜉𝑉 𝑉 ′)′ +

1

4
𝑉 ′𝜉 +

1

2
𝑉 = 0. (5)

Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (𝜉𝑉 𝑉 ′)′ + 1
4 (𝑉 𝜉2)′ = 0. Ïîëàãàÿ

𝑉 ̸= 0 è ñ÷èòàÿ ðàâíîé íóëþ ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ, èç óðàâíåíèÿ (5)
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ 𝑉 𝑉 (𝜉) = 1

8 [𝐶2 − 𝜉2].
Ïîñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ 𝑉 â (3) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðåøåíèå, èí-

âàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé âîêðóã íà÷àëî êîîðäèíàò ïëîñêîñòè
(𝑥1, 𝑥2) :

𝑢(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) =
1

8
√
𝑡
[𝐶2 − 𝑥21 + 𝑥22√

𝑡
].

Åñëè ó÷åñòü,÷òî 𝑢(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) > 0, ôóíêöèÿ 𝑢(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíîé

ïî 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé â îáëàñòè 𝑥2
1+𝑥

2
2√

𝑡
< 𝐶2.
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Ïîýòîìó èíòåãðàë â (4) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Åñëè ââåñòè ïåðåìåííûå 𝜉1 =
𝑥1

𝑡𝛽
, 𝜉2 = 𝑥2

𝑡𝛽
, òî ðàâåíñòâî (4) ïðèìåò âèä:∫︁∫︁

06𝜉21+𝜉
2
26𝐶

2

𝑉 (𝜉) 𝑑𝜉1 𝑑𝜉2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝐸.

Îòêóäà ïîëó÷èì,÷òî 𝐶 = 2
𝜋1/4𝐸

1/4.
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ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ КОДИРОВАНИЕ ЦИФРОВЫХ
ИЗОБРАЖЕНИЙ

Г.В. Носовский, А.Ю. Чекунов
gleb.nosovskiy@gmail.com, chekunov.alexey@gmail.com

УДК 514, 519.6

Формальный анализ и распознавание цветных цифровых изображе-
ний — важный раздел современной компьютерной геометрии. Суще-
ствующие для этой цели методы, несмотря на их многолетнее разви-
тие, не вполне удовлетворительны и заведомо не могут сравниться по
эффективности с теми не известными нам алгоритмами, которые наш
мозг использует для анализа зрительной информации. Почти все при-
меняемые сегодня на практике алгоритмы практически не используют
цвета и, по сути, обрабатывают изображения, переведенные в оттен-
ки серого. Однако цветовая информация бывает очень существенна.
Недавно был предложен новый метод кодирования и анализа цвет-
ных цифровых изображений. Основная идея метода заключается в
том, что полноцветное цифровое изображение кодируется с помощью

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-01-00775 А).
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сия); Chekunov Alexey Yurievich (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)



576 “Современные проблемы математики и механики”

специальной двумерной поверхности в трехмерном пространстве, по-
сле чего анализируется методами дифференциальной геометрии.

Ключевые слова: распознавание образов, геометрическое кодирова-
ние, кодирующая поверхность, контурный анализ, распознавание кон-
туров, компьютерное зрение, обработка изображений, склейка изобра-
жений

Geometrical coding of digital images

Formal analysis and computer recognition of 2D color images is an impor-
tant branch of modern computer geometry. However, existing algorithms,
although they are highly developed, are not quite satisfactory and seem
to be much worse than (unknown) algorithms, which our brain uses to
analyze eye information. Almost all existing algorithms omit colors and
deal with grays scale transformations only. But in many ases color infor-
mation is important. In this paper a fundamentally new method of coding
and analyzing color digital images is proposed. The main point of this
method is that a full-color digital image is represented without dropping
colors by a special 2D surface in 3D space, after which it is analyzed by
methods of differential geometry.

Keywords: : pattern recognition, geometrical coding, coding surface, con-
tour analysis, edge detection, computer vision, image processing, image
stitching.

Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ ñîâðåìåííîé êîìïüþòåðíîé ãåîìåòðèè ÿâ-
ëÿåòñÿ îáðàáîòêà öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïåðâè÷íûé
àíàëèç èçîáðàæåíèé íà÷èíàåòñÿ ñ ðàñïîçíàâàíèÿ êîíòóðîâ (ãðàíèö). Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò îãðîìíîå êîëè÷åñòâî àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ
âûïîëíÿòü ýòó çàäà÷ó. Îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ è áûñòðûõ ÿâëÿåòñÿ
àëãîðèòì Êýííè (J. Canny) [1]. Íåäàâíî Ã.Â. Íîñîâñêèì è À.Þ. ×åêóíî-
âûì áûë ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä (ñì. [2, 3, 4]): öâåòíîå èëè ÷åðíî-áåëîå
(â îòòåíêàõ ñåðîãî) èçîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ (áåç ïîòåðè öâåòîâîé èí-
ôîðìàöèè) â âèäå äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè â 𝑅3 (кодирующая поверхность),
ïîñëå ÷åãî àíàëèç èçîáðàæåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäàìè äèôôåðåíöèàëü-
íîé ãåîìåòðèè íà êîäèðóþùåé ïîâåðõíîñòè ñ ïîìîùüþ ìåòðè÷åñêîãî òåíçî-
ðà è ãëàâíûõ êðèâèçí, à íå ãðàäèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè è ãåññèàíîâ, êîòîðûå
îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðàñïîçíàâàíèè êîíòóðîâ èçîáðàæåíèé. Ñëåäóþ-
ùèì âàæíåéøèì øàãîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå îïòèìàëüíûõ ôóíêöèé,
çàâèñÿùèõ îò ýòèõ õàðàêòåðèñòèê. Ïðèìåðû èñïîëüçóåìûõ â ðàáîòå ôóíê-
öèé:

𝑓4(𝜆1, 𝜆2) = 𝑐(|𝜆1| − |𝜆2|)2 =

{︃
𝑐(𝐻2 − 4𝐾), 𝐾 > 0;

𝑐𝐻2, 𝐾 < 0,

ℎ1(𝑘1, 𝑘2) = 𝐺, ℎ2(𝐺) =

{︃
(𝐺− 1)2, 𝐺 > 1;
1
𝐺 − 1, 𝐺 < 1,

ℎ3(𝑘1, 𝑘2) =
(𝑘1 + 𝑘2)2

𝑘1𝑘2
.

Çäåñü 𝑐 � ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò; 𝐺 � îïðåäåëèòåëü ïåðâîé ôóíäàìåíòàëü-
íîé ôîðìû; 𝑘1, 𝑘2 � åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ; 𝜆1, 𝜆2 � ãëàâíûå êðèâèçíû;
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𝐻 = 𝜆1 + 𝜆2 � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà; 𝐾 = 𝜆1 × 𝜆2 � ãàóññîâà êðèâèçíà. Ôóíê-
öèè ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ äîñòèãàëèñü
â òåõ òî÷êàõ, ãäå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ðåçêî îòëè÷àþòñÿ. Ñ ïîìîùüþ
äàííûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿþòñÿ îáëàñòè, â êîòîðûõ öâåòà èìåþò íàèáîëåå
ðåçêèå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè èëè ÿðêîñòè. Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå
размерности Минковского äëÿ îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà, âûäåëÿþòñÿ ãðà-
íèöû îáúåêòîâ èçîáðàæåíèÿ ïóòåì äèíàìè÷åñêîãî ïîäáîðà îïòèìàëüíîãî
ïîðîãà äëÿ âñåõ èçîáðàæåíèé.

Ê îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâàì íîâîãî ìåòîäà îòíîñÿòñÿ: 1) îáðàáîòêà ïîë-
íîé öâåòîâîé èíôîðìàöèè; 2) ìèíèìàëüíûé íàáîð ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ,
êîòîðûå ïîëüçîâàòåëü äîëæåí âûáðàòü è íàñòðîèòü; 3) ãèáêîñòü: ñóùåñòâó-
åò ïðîñòîé ñïîñîá ñîçäàíèÿ ðàçëè÷íûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ
ïðèëîæåíèé áåç èçìåíåíèÿ ñàìîãî àëãîðèòìà; 4) ñêîðîñòü ðàáîòû (õîðîøàÿ
ðàñïàðàëëåëèâàåìîñòü).
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Рассматриваются два совместных между собой линейных эволюци-
онных уравнения с временами 𝑠1 и 𝑠2, зависящие от двух простран-
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собой аналоги временных уравнений Шредингера, определяемых дву-
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Some mathematical reasonings Some mathematical reasonings
Some mathematical reasonings

We study compatible linear evolution equations with times 𝑠1 and 𝑠2,
which depend from two space variables. These evolution equations are
analogues of the non-stationary Schrödinger equations determined by the
two Hamiltonian of 𝐻4+1

𝑠𝑘 (𝑠1, 𝑠2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2) (𝑘 = 1, 2) of the system
𝐻4+1, which can be allowed the method isomonodromic deformations.

Keywords: Hamilton systems, quantization, Shrödinger equation, Painlevé
equations, method of isomonodromic deformations

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ñîâìåñòíûõ ìåæäó ñîáîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿ ñ
âðåìåíàìè 𝑠1 è 𝑠2, êîòîðûå çàâèñÿò òîëüêî îò äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ. Ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà, êî-
òîðûå îïåðåäåëÿþòñÿ ãàìèëüòîíèàíàìè Êèìóðû, ñì. [1]:

𝐻4+1
𝑡𝑘

(𝑡1, 𝑡2, 𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2)

ïàðû ñîâìåñòíûõ ìåæäó ñîáîé ñèñòåì, êîòîðûå äîïóñêàþò ïðèìåíåíèå ìå-
òîäà èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé (ÈÄÌ).

Â äàííîé ðàáîòå ìû òîëüêî íà÷àëè âûïèñûâàòü ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííûõ
óðàâíåíèé, êîòîðûå çàäàþòñÿ ãàìèëüòîíèàíàìè Êèìóðû. Ïîêà òîëüêî ïî-
ñòðîåíû ðåøåíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíîâ 𝐻(2+1+1+1) è 𝐻(4+1). Íî â ðàáîòå
Êèìóðû èìåþòñÿ åù¼ öåëûé ðÿä óðàâíåíèé, êîòîðûå çàäàþòñÿ äðóãèìè ãà-
ìèëüòîíèàíàìè. Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà. Ýòè
ðåçóëüòàòû áóäóò îáñóæäàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ.
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нения ступенчатого вида. Рассматривается случай, когда решением
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On the geometrical solutions for the Riemann problem for one
class of nonstrictly hyperbolic systems (rarefaction wave case)

The new method to construct a solution for a Riemann’s problem for a
nonstrictly hyperbolic in the sense of Petrovskii steplike system of con-
servation laws is provided. The case of rarefaction wave as a solution of
nonstictly hyperbolic in the sense of Friedrichs subsystem is studied.

Keywords: Riemann’s problem, systems of conservation laws, geometrical
solution

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Ðèìàíà äëÿ ñèñòåìû çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ{︂
𝑈𝑡 + (𝐹 (𝑈))𝑥 = 0,
𝑈 |𝑡=0 = 𝑈− + (𝑈+ − 𝑈−)𝜃(𝑥),

ãäå 𝑈(𝑡, 𝑥) � íåèçâåñòíàÿ 𝑛-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, 𝑈− è 𝑈+ � çàäàííûå
ïîñòîÿííûå ñîñòîÿíèÿ, 𝜃(𝑥) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Âîïðîñ î ïîñòðîåíèè
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñâÿçàí ñî ñòðóêòóðîé ìàòðèöû

𝐴(𝑈) =

(︂
𝜕𝐹𝑖
𝜕𝑈𝑗

)︂
.

Определение. Ñèñòåìà çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ âûøå,
íàçûâàåòñÿ нестрого гиперболической по Петровскому, åñëè äëÿ ëþáîãî
𝜉 ∈ R𝑛 âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû 𝐴(𝜉) âåùåñòâåííûå. Åñëè æå
äëÿ ëþáîãî 𝜉 ∈ R𝑛 ìàòðèöà 𝐴(𝜉) èìååò ïîëíûé áàçèñ èç âåùåñòâåííûõ
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ нестрого гиперболической по
Фридрихсу.

Îòìåòèì, ÷òî íåñòðîãàÿ ãèïåðáîëè÷íîñòü ïî Ôðèäðèõñó � áîëåå ñèëü-
íîå òðåáîâàíèå, ÷åì íåñòðîãàÿ ãèïåðáîëè÷íîñòü ïî Ïåòðîâñêîìó. Â ñëó÷àå,
åñëè ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîé ïî Ôðèäðèõñó, òî äëÿ äî-
ñòàòî÷íî ìàëûõ ñêà÷êîâ, ò.å. |𝑈+−𝑈−| ≪ 1, çàäà÷à Ðèìàíà èìååò åäèíñòâåí-
íîå ôèçè÷åñêè êîððåêòíîå ðåøåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé 𝑛 + 1 ïîñòîÿí-
íîå ñîñòîÿíèå, ðàçäåëåííîå óäàðíûìè âîëíàìè, âîëíàìè ðàçðåæåíèÿ è êîí-
òàêòíûìè ðàçðûâàìè [1]. Ïðè ýòîì äëÿ ñèñòåì, íåñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ïî Ïåòðîâñêîìó, íî íå èìåþùèõ ïîëíîãî áàçèñà èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ,
ýòîò ðåçóëüòàò íåâåðåí. Ïðèìåðîì ñèñòåìû, íåñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîé ïî
Ïåòðîâñêîìó, íî íå ÿâëÿþùåéñÿ íåñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîé ïî Ôðèäðèõñó,
ìîæåò ñëóæèòü äâóõñêîðîñòíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåëêîé
âîäû: ⎧⎨⎩

𝜑𝑡 + 𝑣𝑥 = 0,
𝑣𝑡 + ( 1

2𝑣
2 + 𝜑)𝑥 = 0,

𝑤𝑡 +
(︀
1
2𝑤

2 + 1
𝑐𝜑
)︀
𝑥

= 0,

ãäå 𝑐 � çàäàííàÿ êîíñòàíòà.
Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ íåñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïî Ïåòðîâñêîìó

ñèñòåì ñòóïåí÷àòîãî âèäà, ò.å. ñèñòåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ìàò-
ðèöà 𝐴(𝑈) èìååò ñëåäóþùèé áëî÷íûé âèä:

𝐴(𝑈) =

(︂
𝐴𝑛−1(𝑈1, . . . , 𝑈𝑛−1) 0
𝐹𝑛(𝑈1, . . . , 𝑈𝑛−1) Φ′(𝑈𝑛)

)︂
,
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ãäå 𝐴𝑛−1 � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà (𝑛−1)× (𝑛−1), ïðè÷åì 𝐴𝑛−1(𝜉) èìååò ïîë-
íûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, 𝐹𝑛 � ñòðîêà 1 × (𝑛− 1). Â ýòîì ñëó÷àå
ïåðâûå 𝑛− 1 óðàâíåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìî îò ïîñëåäíåãî, è
ê íèì ïðèìåíèì ñôîðìóëèðîâàííûé âûøå ðåçóëüòàò î âèäå ôèçè÷åñêè êîð-
ðåêòíîãî ðåøåíèÿ. Äàëåå îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíî íà ñëó÷àå, êîãäà ïåðâîìó
𝑛− 1 óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò âîëíà ðàçðåæåíèÿ. Òîãäà çàêîí ñîõðàíåíèÿ
äëÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí â âèäå{︂

𝜕𝑈𝑛

𝜕𝑡 +
(︀
Φ(𝑈𝑛) − 𝑓

(︀
𝑥
𝑡

)︀)︀
𝑥

= 0,
𝑈𝑛|𝑡=0 = 𝑈−

𝑛 + (𝑈+
𝑛 − 𝑈−

𝑛 )𝜃(𝑥).

Ñëåäóÿ Î.À. Îëåéíèê, ïåðåéäåì ê íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè 𝑉 òàê,
÷òî 𝑈 = 𝑉𝑥. Òîãäà ïîñëå îäíîêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî 𝑥 ïîñëåäíÿÿ çà-
äà÷à ïåðåïèøåòñÿ êàê íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè:{︂

𝑉𝑡 + Φ(𝑉𝑥) − 𝑓
(︀
𝑥
𝑡

)︀
= 0,

𝑉𝑥|𝑡=0 = 𝑈−
𝑛 + (𝑈+

𝑛 − 𝑈−
𝑛 )𝜃(𝑥).

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ÎÄÓ Ãàìèëüòîíà{︂
�̇� = Φ′(𝑝),
�̇� = 1

𝑡 𝑓
′ (︀𝑥

𝑡

)︀
èìååò îñîáåííîñòü ïðè 𝑡 = 0. Ñäåëàâ çàìåíó 𝑡 = 𝑒𝜏 , 𝑥 = 𝑞𝑒𝜏 , ïåðåéäåì ê
íåñèíãóëÿðíîé ñèñòåìå ÎÄÓ{︂

𝑑𝑞
𝑑𝜏 = Φ′(𝑝) − 𝑞,
𝑑𝑝
𝑑𝜏 = 𝑓 ′(𝑞).

Ïóñòü 𝑆𝜏 � îïåðàòîð ñäâèãà âäîëü òðàåêòîðèé ôàçîâîãî ïîòîêà ýòîé (óæå
íå ãàìèëüòîíîâîé) ñèñòåìû íà âðåìÿ 𝜏 , Λ𝑡(𝑥, 𝑝) = (𝑡𝑥, 𝑝) � íåîäíîðîä-
íîå ðàñòÿæåíèå ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ñîïîñòàâèì íà÷àëüíûì äàííûì çàäà-
÷è Êîøè äëÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ êðèâóþ
𝛾0 = {(𝑥, 𝑈−

𝑛 ) | 𝑥 < 0} ∪ {(0, 𝑝) | (𝑝− 𝑈−
𝑛 )(𝑝− 𝑈+

𝑛 ) 6 0} ∪ {(𝑥, 𝑈+
𝑛 ) | 𝑥 > 0}.

Определение. Геометрическим решением задачи Римана для 𝑈𝑛 áó-
äåì íàçûâàòü Λ𝑡̂︀𝛾, ãäå ̂︀𝛾 � ïðåäåë ïî Õàóñäîðôó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðèâûõ
𝑆𝜏𝛾0 ïðè 𝜏 → +∞.

Теорема 1. Пусть функция Φ(𝑈𝑛) ∈ 𝐶2 такова, что множество
{𝑝 | Φ′(𝑝) = 0} конечно, и |Φ′(𝑝)| → +∞ при |𝑝| → ∞. Тогда определение
геометрического решения задачи Римана для 𝑈𝑛 корректно, и геометри-
ческое решение – некая кривая.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè îò ãåîìåòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ê îáîáùåííîìó
ðåøåíèþ çàäà÷è Ðèìàíà, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîöåäóðó âûðàâíèâàíèÿ,
ïîäðîáíî èçëîæåííóþ â ðàáîòå [2].

Теорема 2. Кусочно-непрерывная функция, получаемая из геометри-
ческого решения путем выравнивания, существует, единственна и явля-
ется обобщенным решением задачи Римана.
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КОМБИНАТОРНЫЙ ПОТОК РИЧЧИ НА ПОВЕРХНОСТЯХ
ДЛЯ МЕТРИК УПАКОВОК КРУГОВ С ВЫРОЖДЕНИЯМИ

Ф.Ю. Попеленский
popelens@mech.math.msu.su

УДК 514.74

Чоу и Луо в 2003 [1] показали, что комбинаторный аналог потока
Риччи на поверхности при определенных условиях сходится к так на-
зываемой метрике упаковки кругов, имеющей постояную кривзну. Ис-
ходные комбинаторные данные содержат неотрицательные веса, при-
писанные по одному к каждому ребру триангуляции. В работе Чоу
и Луо неотрицательность весов критична. В нашей недавней работе
условие неотрицательности весов удалось ослабить, см. [2] С другой
стороны, в [3] нам удалось обнаружить, что для весов не удовлетво-
ряющих найденным условиям, имеется определенные закономерности
в поведении кривизны, в то время как метрика под действием потока
Риччи вырождается.

В докладе, основанном на совместных работах с Р.Ю.Пепа, будет
представлено понятие метрики упаковки кругов с вырождениями. Бу-
дет показано, что комбинаторный аналог потока Риччи для таких мет-
рик при определеных условиях на веса для любых начальных условий
сходится к метрике постоянной кривизны вне вырождений.

Ключевые слова: комбинаторный поток Риччи, метрика упаковки кру-
гов с вырождениями

Combinatorial Ricci flow for degenerate circle packing metrics

Chow and Luo in 2003 [1] had shown that the combinatorial analogue of
the Hamilton Ricci flow on surfaces under certain conditions converges
to Thruston’s circle packing metric of constant curvature. The combi-
natorial setting includes nonnegative weights on the edges of a surface’s
triangulation. Nonnegativity of the weights was crutial in Chow-Luo’s ar-
guments. Recently we have shown that convergence can be proved under
weaker condition: some weights can be negative and should satisfy certain
inequalities, see [2].

On the other hand, for weights not satisfying those conditions we observed
in numerical simulation a degeneration of the metric with certain regular
behaviour patterns, [3].

In the talk (based on joint works with R.Pepa) we introduce degenerate
circle packing metrics, and under weakened conditions on weights prove

Работа выполнена при поддержке программы “Ведущие Научные Школы” (грант
НШ-6399.2018.1, соглашение № 075-02-2018-867)

Попеленский Федор Юрьевич, к.ф.-м.н., доцент, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Theodore Popelensky, (Lomonosov Moscow State University, Moscow,
Russia)
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that an anologue of the combinatorial Ricci flow under certain assump-
tions for any initial metric has a unique limit metric with a constant
curvature outside of singularities.

Keywords: combinatorial Ricci flow, degenerate circle packing metric

Ïóñòü 𝑇 � òðèàíãóëÿöèÿ çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè 𝑋. Áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî ïîäíÿòèÿ ñèìïëåêñîâ òðèàíãóëÿöèè â óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå �̃�
ÿâëÿþòñÿ âëîæåíèÿìè. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà âåðøèí, ðåáåð è ãðàíåé òðè-
àíãóëÿöèè ÷åðåç 𝑉 , 𝐸 è 𝐹 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî âåðøèí â
äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå 𝑉 = 𝑉𝑛 ⊔ 𝑉𝑑, ïðè÷åì òàê, ÷òî íèêàêîå äâå òî÷-
êè èç 𝑉𝑑 íå ñîåäèíåíû ðåáðîì. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî 𝑉𝑛 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑀} è 𝑉𝑑 = {𝐴𝑀+1, . . . , 𝐴𝑁}. Âåðøèíû èç 𝑉𝑛 áóäåì íà-
çûâàòü невырожденными, à âåðøèíû èç 𝑉𝑑 � вырожденными. Ñèìïëåêñ
òðèàíãóëÿöèè (ò.å. ðåáðî èëè ãðàíü) невырожден, åñëè è òîëüêî åñëè âñå
åãî âåðøèíû íåâûðîæäåíû. Ìíîæåñòâî âñåõ (íå)âûðîæåííûõ ðåáåð è ãðà-
íåé îáîçíà÷àåòñÿ 𝐸𝑑 (𝐸𝑛) è 𝐹𝑑 (𝐹𝑛), ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî 𝐸 = 𝐸𝑛 ⊔𝐸𝑑
è 𝐹 = 𝐹𝑛 ⊔ 𝐹𝑑.

Âåñîâàÿ ôóíêöèÿ (âåñ) � ýòî ôóíêöèÿ 𝑤 : 𝐸𝑛 → (−1, 1]. Çàôèêñèðóåì
òðîéêó (𝑋,𝑇,𝑤). Ìåòðèêà óïàêîâêè êðóãîâ (ñ âûðîæäåíèÿìè) îïðåäåëÿåòñÿ
íàáîðîì ÷èñåë 𝑟 = (𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑁 ), ãäå 𝑟𝑗 > 0 for 1 6 𝑗 6 𝑀 è 𝑟𝑗 = 0 äëÿ
𝑀 + 1 6 𝑗 6 𝑁 . Ýòî îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé ìåòðèêè
óïàêîâêè êðóãîâ, äëÿ êîòîðîé ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå 𝑟𝑗 ïîëîæèòåëüíû, ñì. [1].
Äëÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè íà ãðàíÿõ îïðåäåëèì äëèíó ðåáðà òðèàíãóëÿöèè,
ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû 𝐴𝑖 è 𝐴𝑗 ïî ôîðìóëå 𝑙2𝑖𝑗 = 𝑟2𝑖 + 𝑟2𝑗 + 2𝑟𝑖𝑟𝑗𝑤𝑖𝑗 . Äëÿ
âûðîæäåííîãî ðåáðà îäíî èç ÷èñåë 𝑟𝑖 èëè 𝑟𝑗 ðàâíî 0, ïîýòîìó ïîñëåäíåå
ñëàãàåìîå ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì 0, õîòÿ âåñ 𝑤𝑖𝑗 íå çàäàí. Êðîìå òîãî, åñëè
𝑟𝑖 = 0, òî 𝑙𝑖𝑗 = 𝑟𝑗 . Êðèâèçíà 𝐾𝑖 â âåðøèíå 𝐴𝑖 îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì:

𝐾𝑖 = 2𝜋 −
∑︁

△𝐴𝑖𝐴𝑗𝐴𝑘∈𝐹

∠𝐴𝑘𝐴𝑖𝐴𝑗 .

Êðèâèçíà â âûðîæäåííîé âåðøèíå íå çàâèñèò îò 𝑟 è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
âåñà:

𝐾𝑖 = 2𝜋 −
∑︁

△𝐴𝑖𝐴𝑗𝐴𝑘∈𝐹

(𝜋 − arccos(𝑤𝑗𝑘)),

çäåñü 𝐴𝑖 ∈ 𝑉𝑑.
Êîìáèíàòîðíûé ïîòîê Ðè÷÷è � ýòî ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé

𝑑𝑟𝑖
𝑑𝑡

= −𝐾𝑖𝑟𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑀.

Äëÿ 𝑖 = 𝑀 + 1,𝑀 + 2, . . . , 𝑁 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà 𝑟𝑖 = 𝑑𝑟𝑖
𝑑𝑡 = 0, ïîýòîìó

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ ïîòîðà Ðè÷÷è èìåþò ñìûñë äëÿ 1 6 𝑖 6 𝑁 .
Äëÿ ìåòðèêè óïàêîâêè êðóãîâ ñ âûðîæåíèÿìè îïðåäåëèì усредненную

кривизну 𝐾𝑎𝑣:

𝐾𝑎𝑣 =
1

𝑀

⎛⎝2𝜋𝜒(𝑋) −
𝑁∑︁

𝑗=𝑀+1

𝐾𝑗

⎞⎠ .
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Нормализованый поток Риччи � ýòî ñèñòåìà îáû÷êîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé

𝑑𝑟𝑖
𝑑𝑡

= −(𝐾𝑖 −𝐾𝑎𝑣)𝑟𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑀.

Íîðìàëèçîâàííûé è íåíîðìàëèçîâàííûé ïîòîêè Ðè÷÷è â îïðåäåëåí-
íîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíû: ôóíêöèè 𝑟𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, . . . ,𝑀 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì
íåíîðìàëèçîâàííîãî ïîòîêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèè 𝑒𝐾

𝑎𝑣𝑡𝑟𝑖(𝑡)
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿì íîðìàëèçîâàííîãî ïîòîêà

Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêè íà ãðàíÿõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû −1 îïðå-
äåëèì äëèíó ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû 𝐴𝑖 è 𝐴𝑗 ïî ôîðìóëå cosh 𝑙𝑖𝑗 =
cosh 𝑟𝑖 cosh 𝑟𝑗 + sinh 𝑟𝑖 sinh 𝑟𝑗𝑤𝑖𝑗 . Êàê è â åâêëèäîâîì ñëó÷àå, åñëè ðåáðî âû-
ðîæäåíî, òî îäèí èç ðàäèóñîâ 𝑟𝑖 èëè 𝑟𝑗 íóëåâîé, ïîýòîìó ïîñëåäíåå ñàãàåìîå
â ýòîì îïðåäåëåíèè ïðèíèìàåòñÿ íóëåâûì, õîòÿ âåñ 𝑤𝑖𝑗 íå îïðåäåëåí. ßñíî,
÷òî åñëè 𝑟𝑖 = 0, òî 𝑙𝑖𝑗 = 𝑟𝑗 . Êðèâèçíà â âåðøèíå îïðåäåëÿåòñÿ òàêîé æå
ôîðìóëîé, êàê è â åâêëèäîâîì ñëó÷àå.

Ãèïåðáîëè÷åñêèé êîìáèíàòîðíûé ïîòîê Ðè÷èè � ýòî ñèñòåìà îáûêíî-
âåíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

𝑑𝑟𝑖
𝑑𝑡

= −𝐾𝑖 sinh 𝑟𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑀.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåñà íà ðåáðàõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (𝑊 ), åñëè
êàæäàÿ ãðàíü òðèàíãóëÿöèè óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(𝑎) âñå âåðøèíû ãðàíè íåâûðîæäåíû è âñå âåñà íà ðåáðàõ íåîòðèöàòåëü-
íû;

(𝑏) âñå âåðøèíû ãðàíè íåâûðîæåíû, â òî÷íîñòè îäíî ðåáðî èìååò îò-
ðèöàòåëüíûé âåñ 𝛼, äâà äðóãèõ ðåáðà èìåþò ïîëîæèòåëüíûå âåñà 𝛽 è 𝛾
ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì 𝛼+ 𝛽𝛾 > 0;

(𝑐) îäíà èç âåðøèí ãðàíè âûðîæåíû, ïðè ýòîì âåñ ïðîòèâîïîëîæíîãî
ðåáðà íå ðàâåí 1.

Теорема. Предположим, что 𝑋 — замкнутая поверхность с триан-
гуляцией 𝑇 и весовой функцией 𝑤, удовлетворяющими условию (𝑊 ).

Решение нормализованноего потока Риччи для любой начальной мет-
рики сходится тогда и только тогда, когда для любого собственного под-
множества 𝐼 ∈ 𝑉𝑛 выполнено неравенство

|𝐼|𝐾𝑎𝑣 +
∑︁
𝑗∈𝐷𝐼

𝐾𝑗 > −
∑︁

(𝑒,𝑣)∈𝐿𝑘(𝐼∪𝐷𝐼)

(𝜋 − arccos𝑤(𝑒)) + 2𝜋𝜒(𝐹𝐼∪𝐷𝐼
).

Кроме того, если решение сходится, то оно сходится экспоненциально
быстро к метрике с 𝐾𝑖 = 𝐾𝑎𝑣, 𝑖 = 1, . . . ,𝑀 .

Теорема. Предположим, что 𝑋 — замкнутая поверхность с орица-
тельной эйлеровой характеристикой, с триангуляцией 𝑇 и весовой функ-
цией 𝑤, удовлетворяющими условию (𝑊 ).

Решение гиперболического потока Риччи сходится для произвольной
начальной метрии тогда и только тогда, когда для любого подмножества
𝐼 ∈ 𝑉𝑛 выполнено неравенство∑︁

𝑗∈𝐷𝐼

𝐾𝑗 > −
∑︁

(𝑒,𝑣)∈𝐿𝑘(𝐼∪𝐷𝐼)

(𝜋 − arccos𝑤(𝑒)) + 2𝜋𝜒(𝐹𝐼∪𝐷𝐼
).
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Кроме того, если решение сходится, то оно сходится экспоненциально
быстро к метрике с 𝐾𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑀 .
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БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ ИЗГИБАНИЯ ПОВЕРХНОСТИ
ВРАЩЕНИЯ С УПЛОЩЕНИЕМ БЕСКОНЕЧНОГО

ПОРЯДКА В ПОЛЮСЕ
И.Х. Сабитов
isabitov@mail.ru

УДК 514.772

Локальное свойство поверхности быть жесткой или нежесткой суще-
ственно зависит от характера уплощения поверхности в рассматрива-
емой точке. Для поверхности вращения особой точкой является по-
люс. Случаи уплощения поверхности в полюсе степенного порядка
рассмотрены в литературе уже достаточно подробно, мы же рассмат-
риваем случай уплощения бесконечного порядка и показываем, что
существование и поведение полей бесконечно малого изгибания зави-
сит от требуемого класса гладкости деформации.).

Ключевые слова: геометрия, дифференциальные уравнения бесконеч-
но малых изгибаний, спектральная теория

Infinitesimal bending of a surface of rotation with infinite
order flattening at pole

Local property of a surface to be or not to be infinitesimally rigid depends
essentially on its character of flattening at considered point. For a surface
of rotation the pole is a point of singularity. The cases of finite order of
flattening are considered in literature sufficiently in detail/ We consider
the cases of infinite order of flattening and show that the existence and
the behaviour of infinitesimal bending depends on the class of smoothness
of deformation.

Keywords: geometry, differential equations of infinitesimal deformations,
spectral theory

Сабитов Иджад Хакович, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Idzhad Sabitov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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Ïóñòü 𝑧 = 𝜙(𝜌) �óðàâíåíèå ìåðèäèàíà, âðàùåíèåì êîòîðîãî âîêðóã îñè
𝑂𝑧 ïîëó÷åíà ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ 𝑆 : 𝑧 = 𝜙(𝑥, 𝑦). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

1) 𝜙(𝜌) ∈ 𝐶𝑛[0, 𝜀), 1 6 𝑛 6 ∞;
2) 𝜙(𝜌)(0) = 0, 𝜙′(0) = 0, 𝜙′(𝜌) > 0, 𝜌 ∈ (0, 𝜀).
Èññëåäîâàíèå æåñòêîñòè/íåæåñòêîñòè îêðåñòíîñòè ïîëþñà ñ ìåðèäèà-

íîì ñ òàêèìè óñëîâèÿìè ïðîâîäèëîñü ðàíåå áîëüøåé ÷àñòüþ â ïðåäïîëîæå-
íèè ñòåïåííîãî óáûâàíèÿ Ôóíêöèè 𝑧 = 𝜙(𝜌) è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëÿ á.ì.
èçãèáàíèé òîæå èñêàëèñü â êëàññàõ êîíå÷íîé ãëàäêîñòè 𝐶𝑛, 𝑛 < ∞. Ìû
ïîòðåáóåì îò ôóíêöèè 𝑧 = 𝜙(𝜌) âûïîëíåíèÿ åùå îäíîãî óñëîâèÿ

3)
∫︁ 𝜌

0

𝜙(𝑡)𝑑𝑡

𝜙′(𝑡)𝑡2
<∞, êîòîðîå çàâåäîìî íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ äëÿ ôóíêöèé

ñòåïåííîãî ðîñò è óäîâëåòâîðÿåòñÿ äëÿ ôóíêöèé âèäà 𝜙(𝜌) = 𝑒𝑥𝑝(−𝜌−𝑎), 𝑎 >
0. Áîëåå îáù�î, äëÿ 𝜙(𝜌) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 𝜙(𝜌) 6 𝐶 exp(− ln2 𝜌) =

𝐶𝜌ln
1
𝜌 . Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü 𝑆 èìåò ãëàäêîñòü êëàññà

𝐶𝑘, 1 6 𝑘 6 ∞,
Äëÿ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ ïîëå á.ì. èçãèáàíèé ïî ìåòîäó Ôóðüå îêà-

çûâàåòñÿ ñîñòîÿùèì èç áåñêîíå÷íîî ÷èñëà ãàðìîíèê 𝛼𝑛(𝜌), 𝛽𝑛(𝜌), 𝑛 > 2, êî-
òîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

𝛼′
𝑛(𝜌) =

𝑛2

𝜌
𝛼𝑛 +

𝑛2 − 1

𝜌𝜙′ 𝛽𝑛, 𝛽
′
𝑛(𝜌) = −𝑛

2𝜙′

𝜌
𝛼𝑛 − 𝑛2 − 1

𝜌
𝛽𝑛.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ôàêòè÷åñêè îêàçûâàåòñÿ çàäà÷åé èññëåäîâàíèÿ ñè-
ñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷-
êå 𝜌 = 0. Ñâîäÿ ýòó ñèñòåìó ê íåêîòîðîé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, ìû ïîëó÷àåì ðÿä òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè/íåñóùåñòâîâàíèè ïîëåé
á.ì.èçãèáàíèÿ â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ãëàäêîñòè. Â ÷àñòíîñòè, óäàåòñÿ äîêà-
çàòü, ÷òî 1) â êëàññå äåôîðìàöèé 𝐶1-ãëàäêîñòè ýòè ïîâåðõíîñòè ïðè óñëî-
âèè èõ âûïóêëîñòè ÿâëÿþòñÿ æåñòêèìè îòíîñèòåîëüíî á.ì. èçãèáàíèé 2-ãî
ïîðÿäêà; 2) äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ 𝐶𝑚-ãëàäêèõ á.ì. èçãèáàíèé 1-ãî ïîðÿäêà
(𝑚 6 𝑘) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû õîòÿ áû äëÿ îäíîãî íàòóðàëüíîãî
𝑛 áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå, ÷òî ôóíêöèÿ

𝑓(𝜌) = 𝜌𝑛
2−2 𝜙(𝜌)

𝜙′(𝜌)

ïðèíàäëåæèò êëàññó 𝐶𝑚.
Â ïðåäïîëîæåíèè âûïóêëîñòè ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü äîïîëíè-

òåëüíûå óòâåðæäåíèÿ î æåñòêîñòè/íåæåñòêîòè â êëàññàõ 𝐶2 è âûøå.

Литература
1. Сабитов И.Х.Жесткость и неизгибаемость «в малом» и «в целом» поверх-

ностей вращения с уплощениями в полюсах // Матем. сб., 204:10 (2013), 127-160.
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ИЗОМОНОДРОМНОЕ КВАНТОВАНИЕ ПЕРВОГО И
ВТОРОГО УРАВНЕНИЙ ПЕНЛЕВЕ ПОСРЕДСТВОМ

АВТОНОМНЫХ ГАМИЛЬТОНОВЫХ СИСТЕМ С ДВУМЯ
СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ

Б.И. Сулейманов
bisul@mail.ru

УДК 517.925.51

Строятся решения двух временных уравнений Шредингера, опреде-
ляемых автономными гамильтоновыми системами с двумя степеня-
ми свободы, общие решеня которых выписываются через черешения
первого и второго уравнений Пенлеве. Данные решения временных
уравнений Шредингера явным образом выписываются через решения
линейных уравнений метода изомонодромных деформаций для пер-
вого и второго уравнений Пенлеве.

Ключевые слова: гамильтоновы системы, квантование, уравнение
Шредингера, уравнения Пенлеве, изомонодромные деформации

Isomonodromic quantization of the first and second Painleve
equations by autonomous Hamiltonian systems with two

degrees of freedom

We construct the solutions for two non-stationary Schrödinger equations
defined by autonomous Hamiltonian systems with two degrees of freedom,
whose common solutions are written out in terms of the first and second
Painleve equations. The solutions of the non-stationary Schrödinger equa-
tions are explicitly written through the solutions of the linear equations
of the method of isomonodromic deformations for the first and second
Painlevé equations

Keywords: Hamilton systems, quantization, Schrödinger equation,
Painlevé equations, isomonodromic deformations

Ñòðîÿòñÿ ðåøåíèÿ äâóõ âðåìåííûõ óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà

𝑖~
𝜕Ψ

𝜕𝑡
= 𝐻1,2(𝑥, 𝑦,−𝑖~ 𝜕

𝜕𝑟
,−𝑖~ 𝜕

𝜕𝑦
)Ψ, (4.1)

îïðåäåëÿåìûõ àâòîíîìíûìè ãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû c ãàìèëüòîíàíàìè 𝐻1,2(𝑞1, 𝑞2, 𝑝1, 𝑝2), îáùèå ðåøåíÿ êîòîðûõ âûïè-
ñûâàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ ïåðâîãî 𝜙′′

𝜏𝜏 = 6𝜙2 + 𝜏 è âòîðîãî 𝜙′′
𝜏𝜏 = 2𝜙3 + 𝜏𝜙

óðàâíåíèé Ïåíëåâå. Äàííûå ðåøåíèÿ âðåìåííûõ óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà
ÿâíûì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäà
èçîìîíîäðîìíûõ äåôîðìàöèé äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé Ïåíëåâå.

Сулейманов Булат Ирекович, д.ф.-м.н., ведущий научный сотрудник, Институт
математики с ВЦ УФИЦ РАН(Уфа, Россия); Suleimanov Bulat Irekovich, Institut of
Mathematics with Computing Centre - Subdivision of the Ufa Federal Research Centre of
Russian Academy of Science Ufa, Russia)
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КВАНТОВАЯ НЕМАРКОВСКАЯ ДИНАМИКА С
НЕСКОЛЬКИМИ РЕЗЕРВУАРАМИ

А.Е. Теретёнков
taemsu@mail.ru

УДК 517.958

Рассматривается точно-решаемая модель квантовой системы с конеч-
ным числом уровней, взаимодействующей с несколькими независимы-
ми резервуарами. Явное решение уравнения Шрёдингера для систе-
мы и резервуаров сравнивается с решениями приближённых кинети-
ческих уравнений для редуцированной матрицы плотности системы,
распространённых в физической литературе.

Ключевые слова: немарковость, точное решение, уравнение Шредин-
гера, уравнение Горини – Коссаковского – Сударшана – Линдблада

Quantum non-Markovian evolution with several reservoirs

Exactly solvable model of the quantum system with a finite number of
levels interacting with several independent reservoirs is considered. An
explicit solution of the Shroedinger equation for the system and the
reservoirs is compared with solutions of approximate master equations
(widespread in physical literature) for a reduced density matrix of the
system.

Keywords: non-Markovianity, exactly solvable, Shroedinger equation,
Gorini–Kossakowski–Sudarshan–Lindblad equation

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

ℋ ≡ (C⊕ C𝑁 ) ⊗
𝑁⨂︁
𝑖=1

F𝑏(ℒ2(R)),

ãäå C⊕C𝑁 � (𝑁 + 1)-ìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (𝑁 ∈ N) ñ âûäåëåí-
íûì îäíîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Îáîçíà÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
â òàêîì ïðîñòðàíñòâå |𝑖⟩, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁 , ïðè÷¼ì |0⟩ ñîîòâåòñòâóåò âûäå-
ëåííîìó ïîäïðîñòðàíñòâó. F𝑏(ℒ2(R)) � áîçîííûå ôîêîâñêèå ïðîñòðàíñòâà,
êîòîðûå îïèñûâàþò ðåçåðâóàðû. Îáîçíà÷èì |Ω⟩ âàêóóìíûé âåêòîð. Êðîìå
òîãî, ââåä¼ì îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ: [𝑏𝑘,𝑖, 𝑏

†
𝑘′,𝑗 ] = 𝛿𝑖𝑗𝛿(𝑘 − 𝑘′),

[𝑏𝑘,𝑖, 𝑏𝑘′,𝑗 ] = 0, 𝑏𝑘,𝑖|Ω⟩ = 0.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

𝑑

𝑑𝑡
|Ψ(𝑡)⟩ = −𝑖�̂�|Ψ(𝑡)⟩, (1)

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 17-
71-20154).

Теретёнков Александр Евгеньевич, к.ф.-м.н., научный сотрудник, Математиче-
ский институт им. В.А. Стеклова (Москва, Россия); Teretenkov Alexander (Steklov
Mathematical Institute of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia)
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ñ ãàìèëüòîíèàíîì �̂� = �̂�𝑆 ⊗ 𝐼 + 𝐼 ⊗ �̂�𝐵 + �̂�𝐼 , ãäå

�̂�𝑆 =
∑︁
𝑖

𝜀𝑖|𝑖⟩⟨𝑖| +
∑︁
𝑖 ̸=𝑗

𝐽𝑖𝑗 |𝑖⟩⟨𝑗| = 0 ⊕𝐻𝑆 , 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁, (2)

�̂�𝐵 =

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁
𝜔𝑘𝑏

†
𝑘,𝑖𝑏𝑘,𝑖𝑑𝑘, (3)

�̂�𝐼 =

𝑁∑︁
𝑖=1

∫︁ (︁
𝑔*𝑘|0⟩⟨𝑖| ⊗ 𝑏†𝑘,𝑖 + 𝑔𝑘|𝑖⟩⟨0| ⊗ 𝑏𝑘,𝑖

)︁
𝑑𝑘, (4)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì âèäà

|Ψ(0)⟩ = (|𝜓(0)⟩ + 𝜓0(0)|0⟩) ⊗ |Ω⟩, ⟨0|𝜓(0)⟩ = 0, (5)

Ïîä ðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ñèñòåìû ìû áóäåì ïîíèìàòü

𝜌𝑆(𝑡) ≡ tr𝑅 |Ψ(𝑡)⟩⟨Ψ(𝑡)|, (6)

ãäå ïîä tr𝑅 ïîíèìàåòñÿ ÷àñòè÷íûé ñëåä ïî ïðîñòðàíñòâó
𝑁⨂︀
𝑖=1

F𝑏(ℒ2(R)).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äîêëàäà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Теорема 1. Пусть |Ψ(𝑡)⟩ — решение задачи Коши, определённой фор-
мулами (1)–(5), и, кроме того, пусть интеграл

𝐺(𝑡) =

∫︁
|𝑔𝑘|2𝑒−𝑖𝜔𝑘𝑡𝑑𝑘

сходится и определяет непрерывную функцию 𝐺(𝑡), тогда редуцированная
матрица плотности 𝜌𝑆(𝑡), определённая формулой (6), может быть вы-
числена по формуле

𝜌𝑆(𝑡) = 0 ⊕ |𝜓(𝑡)⟩⟨𝜓(𝑡)| + 𝜓0(0)|𝜓(𝑡)⟩⟨0| + 𝜓0(0)|0⟩⟨𝜓(𝑡)| + (1 − ||𝜓(𝑡)||2)|0⟩⟨0|,

где |𝜓(𝑡)⟩ однозначно определяется как решение интегро-
дифференциального уравнения

𝑑

𝑑𝑡
|𝜓(𝑡)⟩ = −𝑖𝐻𝑆 |𝜓(𝑡)⟩ −

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑠 𝐺(𝑡− 𝑠)|𝜓(𝑠)⟩,

с начальным условием |𝜓(𝑡)⟩|𝑡=0 = |𝜓(0)⟩, где 𝐻𝑆 определён формулой (2).

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïîçâî-
ëÿåò, â ðàìêàõ îïèñàííîé ìîäåëè, ñðàâíèòü òî÷íóþ íåìàðêîâñêóþ äèíà-
ìèêó è ïðîâåðèòü ïðåäñêàçàíèÿ ïðèáëèæ¼ííûõ íåìàðêîâñêèõ óðàâíåíèé, à
èìåííî, óðàâíåíèÿ Íàêàæèìû-Öâàíöèãà â ïðèáëèæåíèè Áîðíà, óðàâíåíèÿ
Ðåäôèëäà è óðàâíåíèÿ Ðåäôèëäà â ñåêóëÿðíîì ïðèáëèæåíèè [1]. Ýòè óðàâ-
íåíèÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, íî ñòðîãîå ìà-
òåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïîëó÷èëî òîëüêî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â ðàìêàõ
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ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðåäåëà [2]. Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâ-
íåíèå Ðåäôèëäà â ñåêóëÿðíîì ïðèáëèæåíèè èìååò âèä óðàâíåíèÿ Ãîðèíè �
Êîññàêîâñêîãî � Ñóäàðøàíà � Ëèíäáëàäà è ïîòîìó îïðåäåëÿåò âïîëíå ïîëî-
æèòåëüíóþ äèíàìèêó. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû
âàæíû äëÿ èçó÷åíèÿ óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè äâóõ îñòàâøèõñÿ ïðèáëèæ¼í-
íûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ïîíÿòû çíà÷èòåëüíî ìåíüøå è, ãëàâíûì îáðàçîì,
ëèøü íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè. Äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ âè-
äîâ ôóíêöèè 𝐺(𝑡) íà îñíîâå ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ â [3], è òåîðåìû 1 â
äîêëàäå áóäóò ïðèâåäåíû ÿâíûå ïðèìåðû òàêèõ óñëîâèé.
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РЕАЛИЗАЦИЯ ЭФФЕКТОВ СИСТЕМ ФИЗИКИ И
МЕХАНИКИ ИНТЕГРИРУЕМЫМИ БИЛЛИАРДАМИ.

А.Т. Фоменко, В.В. Ведюшкина
atfomenko@mail.ru, aivenirra@gmail.com

УДК 517.938.5

Биллиард – это классическая динамическая система, описывающая
движение материальной точки в плоской области, с абсолютно упру-
гим отражением от границы. Биллиард, ограниченный дугами софо-
кусных квадрик интегрируем. Динамическая система биллиардной
книжки – комплекс, склеенный из плоских биллиардов вдоль границ,
также интегрируема. Для классификации топологии таких систем ав-
торы применили классический подход А.Т.Фоменко и Х.Цишанга, ос-
нованный на вычислении меченых молекул. Оказалось, что многие
эффекты, наблюдаемые в задачах физики и механики моделируются
системами на подходящих биллиардных книжках.

Ключевые слова: интегрируемая система, биллиард, инвариант
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Realizations of effects of systems of physics and mechanics by
integrable billiards.

Billiards is a classical dynamic system describing the motion of a material
point in a flat domain, with an absolutely elastic reflection on the bound-
ary. Billiards bounded by arcs of confocal quadrics is integrable. The
dynamic billiard book system - a complex glued from flat billiards along
the borders is also integrable. To classify the topology of such systems, the
authors applied the classical method of A.T. Fomenko and H.Zieschang
based on the calculation of marked molecules. It turned out that many
effects observed in the problems of physics and mechanics are modeled by
systems on suitable billiard books.

Keywords: integrable system, billiard, Fomenko-Zieschang invariant

Ðàññìîòðèì ÷àñòü ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííóþ ñîôîêóñíûìè ýëëèïñàìè è
ãèïåðáîëàìè. Áèëëèàðä â òàêîé îáëàñòè áóäåò èíòåãðèðóåì (ñì. [1]): ïðÿ-
ìûå, íà êîòîðûõ ëåæàò çâåíüÿ òðàåêòîðèè-ëîìàíîé êàñàþòñÿ ôèêñèðîâàí-
íîé äëÿ òðàåêòîðèè êâàäðèêè (ýëëèïñà èëè ãèïåðáîëû), ïðèíàäëåæàùåé
òîìó æå ñîôîêóñíîìó ñåìåéñòâó. Äëÿ èçó÷åíèÿ òîïîëîãèè òàêèõ áèëëèàð-
äîâ ìîæíî ïðèìåíèòü ïîäõîä À.Ò.Ôîìåíêî è Õ.Öèøàíãà [2] îñíîâàííûé íà
âû÷èñëåíèè òàê íàçûâàåìûõ ìå÷åíûõ ìîëåêóë � ãðàôîâ Ðèáà äîïîëíèòåëü-
íîãî èíòåãðàëà, ñíàáæåííûé èíôîðìàöèåé î ñòðóêòóðå áèôóðêàöèé (àòî-
ìîâ) è î èõ ñêëåéêå âäîëü ãðàíè÷íûõ òîðîâ. Èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà
ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò òîïîëîãèþ èçîýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì ñ òî÷íîñòüþ äî лиувиллевой эквивалентности � ñîõðàíÿþ-
ùåãî îðèåíòàöèþ ïîñëîéíîãî äèôôåîìîðôèçìà, ñîõðàíÿþùåãî ê òîìó æå
îðèåíòàöèþ êðèòè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé. Â ðåçóëüòàòå ìîëåêóëû Ôîìåíêî-
Öèøàíãà èëëþñòðèðóþò ìíîæåñòâî ýôôåêòîâ ôèçèêè è ìåõàíèêè äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì, ê ïðèìåðó ïîâåäåíèå çàìûêàíèé ðåøåíèé ñèñòåì è èõ
óñòîé÷èâîñòü.

Èíâàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà äëÿ ïëîñêèõ èíòåãðèóðåìûõ áèëëèàð-
äîâ îïèñûâàþò ðîâíî ñåìü íåýêâèâàëåíòûõ ñëîåíèé. Ðàñøèðèâ êëàññ áèë-
ëèàðäîâ, à èìåííî ïåðåéäÿ ê òàê íàçûâàåìûì òîïîëîãè÷åñêèì áèëëèàð-
äàì è áèëëèàðäíûì êíèæêàì � ìíîãîîáðàçèÿì è êîìïëåêñàì, ñêëååííûõ
èç ïëîñêèõ áèëëèàðäîâ âäîëü êîðåøêîâ, ïîëó÷àåì áîëåå áîãàòûé êëàññ èí-
âàðèàíòîâ Ôîìåíêî-Öèøàíãà. Ïóòåì ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ èíâàðèàíòîâ
ñ óæå ðàíåå âû÷èñëåííûìè ìîëåêóëàìè ñèñòåì ôèçèêè è ìåõàíèêè àâòî-
ðàìè áûëî îáíàðóæåíî ÷òî, òîïîëîãè÷åñêèå áèëëèàðäû âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ìîäåëèðóþò (ò.å. êóñî÷íî-ãëàäêî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû) âàæíûå èíòå-
ãðèðóåìûå ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû [3]. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò
íàèáîëåå ÿðêèìè ðåçóëüòàòàìè â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ ýôôåêò ïî-
íèæåíèÿ ñòåïåíè äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà, à òàêæå ìîäåëèðîâàíèÿ âñåõ
ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ, îáëàäàþùèõ èíòåãðàëàìè ñòåïåíè íå âûøå 2, íà
îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Понижение степени дополнительного интеграла. Â òåîðèè èíòå-
ãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû øèðîêî èç-
âåñòíû ñèñòåìû, èíòåãðèðóåìûå ïðè ïîìîùè èíòåãðàëîâ áîëüøèõ ñòåïåíåé,
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íàïðèìåð, 3 è 4 (ñì. [2]). Ê òàêèì ñèñòåìàì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, çíàìåíè-
òûå ñèñòåìû Êîâàëåâñêîé, à òàêæå å¼ îáîáùåíèÿ � ñèñòåìû Êîâàëåâñêîé�
ßõüè è àíàëîã ñèñòåìû Êîâàëåâñêîé íà àëãåáðå Ëè 𝑠𝑜(4) � (çäåñü äîïîë-
íèòåëüíûé èíòåãðàë èìååò ñòåïåíü 4), Ãîðÿ÷åâ�×àïëûãèí�Ñðåòåíñêèé (ñòå-
ïåíü äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà ðàâíà 3), Äóëëèíà�Ìàòâååâà (ñòåïåíü 3), à
òàêæå ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî îòêðûòûé ñëó÷àé èíòåãðèðóåìîñòè Ñîêîëîâà
(èíòåãðàë ñòåïåíè 4). Ýòè ñèñòåìû õàðàêòåðèçóþòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûì
ïîâåäåíèåì èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé. Îòìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ êëàññè÷å-
ñêèõ ñëó÷àÿõ èíòåãðèðóåìîñòè äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë êâàäðàòè÷åí (ñè-
ñòåìû Ýéëåðà, ßêîáè, Ëàãðàíæà, Æóêîâñêîãî, Êëåáøà è äð.). Èçó÷åíèå
ñèñòåì ñ èíòåãðàëàìè ñòåïåíåé 3, 4 è âûøå îáû÷íî ñóùåñòâåííî ñëîæíåå
ïî ñðàâíåíèþ ñ èíòåãðàëàìè ñòåïåíè 2. Ïîýòîìó øèðîêî èçâåñòíà ïðîáëå-
ìà âîçìîæíîãî ïîíèæåíèÿ ñòåïåíåé èíòåãðàëîâ 3 è 4. À èìåííî, ìîæíî
ëè ïîäîáðàòü äëÿ äàííîé ñèñòåìû èíòåãðàë ñòåïåíè 1 èëè 2? Îêàçûâàåò-
ñÿ, â îáùåì ñëó÷àå ê ýòîìó åñòü òîïîëîãè÷åñêèå ïðåïÿòñòâèÿ. Îïèðàÿñü
íà ïðèíöèï Ìîïåðòþè, À.Â.Áîëñèíîâ è À.Ò.Ôîìåíêî äîêàçàëè, ÷òî, íàïðè-
ìåð, èíòåãðàë ñòåïåíè 4 ñëó÷àÿ Êîâàëåâñêîé è èíòåãðàë ñòåïåíè 3 ñëó÷àÿ
Ãîðÿ÷åâà�×àïëûãèíà íå ñâîäÿòñÿ ê ëèíåéíûì è êâàäðàòè÷íûì èíòåãðà-
ëàì. Íåîæèäàííî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ïîìîùè èíòåãðèðóåìûõ áèëëèàðäîâ
ìîæíî ïîíèæàòü ñòåïåíü èíòåãðàëîâ 3 è 4 íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ ñèñòåì íà
ðÿäå èçîýíåðãåòè÷åñêèõ 3-ïîâåðõíîñòåé. Áîëåå òîãî, ïðè ýòîì èíòåãðàëû
ñòåïåíè 3 è 4 ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå êàíîíè÷åñêîìó êâàäðàòè÷íîìó
èíòåãðàëó íà áèëëèàðäå. Òàêàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ðåäóêöèÿ (ê îäíîìó è òî-
ìó æå èíòåãðàëó) ñòàëà âîçìîæíîé áëàãîäàðÿ ïåðåõîäó ê, âîîáùå ãîâîðÿ,
êóñî÷íî-ãëàäêèì ëèóâèëëåâûì ýêâèâàëåíòíîñòÿì.

Моделирование геодезических потоков.

Теорема 1. Пусть на двумерной ориентированной поверхности задан
интегрируемый геодезический поток степени не выше 2. Тогда алгорит-
мически строится интегрируемый биллиард лиувиллево эквивалентный
этому геодезическому потоку.

Замечание. Ñîãëàñíî òåîðåìå Â.Â. Êîçëîâà åñëè íà äâóìåðíîé ïîâåðõ-
íîñòè ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêè èíòåãðèðóåìûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê, òî òà-
êàÿ ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà ñôåðå, òîðó, áóòûëêå Êëåéíà èëè ïðîåêòèâ-
íîé ïëîñêîñòè. Â ñâîþ î÷åðåäü èíòåãðèðóåìûå ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè ñòåïå-
íåé îäèí è äâà íà ñôåðå è òîðå áûëè îïèñàíû ðàíåå. Ñîîòâåòñòâóþùèå èí-
âàðèàíòû Ôîìåíêî-Öèøàíãà áûëè âû÷èñëåíû Å.Í. Ñåëèâàíîâîé, Â.Â. Êà-
ëàøíèêîâûì, Â.Ñ. Ìàòâååâûì, Ò.Ç. Íãóåí, Ë.Ñ. Ïîëÿêîâîé. Àâòîðàìè áûëî
îáíàðóæåíî ÷òî â êàæäîì ñëó÷àå ìîæíî ïîäîáðàòü òîïîëîãè÷åñêèé áèë-
ëèàðä òàê, ÷òîáû åãî èíâàðèàíò Ôîìåíêî-Öèøàíãà ñîâïàë ñ èíâàðèàíòîì
ñîîòâåòñòâóþùåãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà.
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КАНТОРОВЫ МНОЖЕСТВА С ПРОЕКЦИЯМИ
ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ РАЗМЕРНОСТИ
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УДК 515.12

Мы показываем, что ожерелье Антуана может служить примером
канторова множества в 𝑅3, все проекции которого одномерны и связ-
ны; обсуждаем некоторые многомерные обобщения этого наблюдения.
Все проекции типичного канторова множества в 𝑅𝑁 являются канто-
ровыми множествами. Эти результаты автора дают частичные ответы
на вопросы Дж. Кобба (1994).

Ключевые слова: канторово множество, размерность, проекция, тео-
рема Бэра о категории

Cantor sets with projections of positive dimension

We show that an Antoine’s necklace can serve as an example of a Cantor
set in 𝑅3 all of whose projections are one-dimensional and connected;
some higher-dimensional generalizations of this will also be presented.
For a typical Cantor set in 𝑅𝑁 , all projections are Cantor sets. These
results provide partial answers to questions of J. Cobb (1994).

Keywords: Cantor set, dimension, projection, Baire category theorem

Ë. Àíòóàí ïðèâåë ïðèìåð êàíòîðîâà ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè, âñå ïðîåê-
öèè êîòîðîãî òàêèå æå, êàê ó ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà [2, 9, p.272; �g.2,
p.273]. Ê. Áîðñóê ïîñòðîèë êàíòîðîâî ìíîæåñòâî â 𝑅𝑁 , ïðîåêöèÿ êîòîðî-
ãî íà ëþáóþ ãèïåðïëîñêîñòü ñîäåðæèò (𝑁 − 1)-ìåðíûé øàð, ýêâèâàëåíòíî,
èìååò ðàçìåðíîñòü (𝑁 − 1) [4]. Äæ. Êîáá ïîñòðîèë êàíòîðîâî ìíîæåñòâî
â 𝑅3, ïðîåêöèÿ êîòîðîãî íà ëþáóþ 2-ïëîñêîñòü îäíîìåðíà [5], è ïîñòàâèë
îáùèé âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè, äëÿ çàäàííûõ ÷èñåë 𝑁 > 𝑚 > 𝑘 > 0, òàêîå
êàíòîðîâî ìíîæåñòâî â 𝑅𝑁 , ïðîåêöèÿ êîòîðîãî íà ëþáóþ 𝑚-ïëîñêîñòü èìå-
åò ðàçìåðíîñòü 𝑘 ? Äëÿ ñëó÷àåâ 𝑘 = 𝑚 − 1 è 𝑚 = 𝑁 − 1 òàêèå ìíîæåñòâà
ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ [6] è [3], ñîîòâåòñòâåííî.

Êîíñòðóêöèÿ Êîááà äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ. Â äîêëàäå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
îæåðåëüå Àíòóàíà [1, 78, p. 91�92] ìîæåò ñëóæèòü äðóãèì ïðèìåðîì êàí-
òîðîâà ìíîæåñòâà â 𝑅3, âñå ïðîåêöèè êîòîðîãî îäíîìåðíû è, áîëåå òîãî,
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ñâÿçíû. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âñÿêîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî â 𝑅𝑁 , 𝑁 ̸= 4, ïî-
ñðåäñòâîì ìàëîé èçîòîïèè ïðîñòðàíñòâà 𝑅𝑁 ìîæåò áûòü ñäâèíóòî íà òàêîå
ìíîæåñòâî, ïðîåêöèÿ êîòîðîãî íà ëþáóþ (𝑁 − 1)-ïëîñêîñòü (𝑁 − 2)-ìåðíà.

Äàëåå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàíòîðîâû ìíîæåñòâà ñ ìíîãîìåðíûìè ïðîåê-
öèÿìè ÿâëÿþòñÿ �èñêëþ÷èòåëüíûìè� â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ïóñòü 𝒞(𝑅𝑁 ) �
ïðîñòðàíñòâî âñåõ êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâ â 𝑅𝑁 , ñíàáæåííîå ìåòðèêîé Õàó-
ñäîðôà. Èçâåñòíî, ÷òî 𝒞(𝑅𝑁 ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Áýðà. Ìû äîêàçûâà-
åì [7], ÷òî èìååòñÿ òàêîå ïëîòíîå 𝐺𝛿-ìíîæåñòâî 𝒫 ⊂ 𝒞(𝑅𝑁 ), ÷òî äëÿ âñÿêîãî
𝑋 ∈ 𝒫 è âñÿêîãî íåíóëåâîãî ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà 𝐿 ⊂ 𝑅𝑁 ïðîåêöèÿ
𝑋 íà 𝐿 ÿâëÿåòñÿ êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì. Ýòî äàåò ÷àñòè÷íûé îòâåò íà
âîïðîñ Êîááà [5].
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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
ОДНОРОДНОГО ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

А.П. Хромов
KhromovAP@info.sgu.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à:

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) − 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑡 ∈ [0,∞], (1)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0. (3)

Ôóíêöèè 𝑞(𝑥), 𝜙(𝑥) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå, ïðè÷¼ì 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1]. Классиче-
ским решением íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ 𝑢(𝑥, 𝑡) íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñ 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)
è 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), ïðè÷¼ì 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) (𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî 𝑡 (ïî 𝑥), óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ ïî÷òè âñþäó óðàâíåíèþ (1) è óñëîâèÿì (2) è (3). Ìåòîäîì

Хромов Август Петрович, д.ф.-м.н., профессор, Саратовский государственный уни-
верситет (Саратов, Россия); Khromov Avgust(Saratov State University, Saratov, Russia)
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Ôóðüå, îïèðàÿñü íà ñâåäåíèÿ èç [1] è èñïîëüçóÿ ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû, ìû
ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Теорема. Для того, чтобы 𝑢(𝑥, 𝑡) была классическим решением зада-
чи (1)�(3), необходимо и достаточно, чтобы 𝜙(𝑥), 𝜙′(𝑥) были абсолютно
непрерывны и 𝜙(0) = 𝜙(1) = 0.

Ðàíåå â [2] ýòà òåîðåìà óñòàíîâëåíà ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè 𝐿𝜙 ∈
𝐿𝑝[0, 1] (𝑝 > 1), ãäå 𝐿𝜙 = −𝜙′′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝜙(𝑥).
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ЛАПЛАСИАНЫ И ВОЛНОВЫЕ УРАВНЕНИЯ НА
ДВУМЕРНЫХ МНОГОГАННИКАХ

А.И. Шафаревич
shafarev@yahoo.com

УДК 514.763.8

Обсуждаются базовые свойства лапласианов и волновых уравнений
на двумерных многогранниках. Эти свойства оказываются тесно свя-
занными с комплексной структурой на многограннике, поведением
геодезических на нем, а также с известными задачами аналитической
теории чисел.

Ключевые слова: многогранники, лапласианы, волновое уравнение

Laplacians and wave equations on two-dimensional polyhedra

The basic properties of Laplacians and wave equations on two-dimensional
polyhedra are discussed. These properties turn out to be closely related
to the complex structure on a polyhedron, the behavior of geodesics on
it, and also to the well-known problems of analytic number theory.

Keywords: polyhedra, Laplacians, wave equations
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Îáñóæäàþòñÿ áàçîâûå ñâîéñòâà ëàïëàñèàíîâ è âîëíîâûõ óðàâíåíèé íà
äâóìåðíûõ ìíîãîãðàííèêàõ. Â ÷àñòíîñòè, îïèñàíû ÿäðà ëàïëàñèàíîâ ñ ïðî-
èçâîëüíûìè ñàìîñîïðÿæåííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè â âåðøèíàõ, ôîðìó-
ëû ñëåäîâ äëÿ îïåðàòîðîâ òåïëîïðîâîäíîñòè, ñòðóêòóðà ðåøåíèé âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ è ñòàòèñòèêà ÷èñëà îòðàæåííûõ âîëí. Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà
îêàçûâàþòñÿ òåñíî ñâÿçàííûìè ñ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãîãðàí-
íèêå, ïîâåäåíèåì ãåîäåçè÷åñêèõ íà íåì, à òàêæå ñ èçâåñòíûìè çàäà÷àìè
àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë.

О ТРЁХ КЛАССАХ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ СТАЦИОНАРНОЙ
КВАЗИГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Ю.В. Шеретов
Sheretov.YV@tversu.ru

УДК 517.95, 532.5

Описаны три непересекающихся класса точных решений стационар-
ной квазигидродинамической системы.

Ключевые слова: Квазигидродинамическая система, уравнения Эйле-
ра и Навье–Стокса, точные решения

On three classes of exact solutions of a stationary
quasi-hydrodynamic system

Three non-intersecting classes of exact solutions of the stationary quasi–
hydrodynamic system are described.

Keywords: Quasi–hydrodynamic system, Euler and Navier–Stokes equa-
tions, exact solutions

Êàçèãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ (ÊÃÄ) ñèñòåìà, ïðåäëîæåííàÿ àâòîðîì, îòëè-
÷àåòñÿ îò ïîëíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà äîáàâî÷íûìè äèâåðãåíòíûìè
÷ëåíàìè, ñîäåðæàùèìè ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð 𝜏 � ñðåäíåå âðå-
ìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé âûâîä ÊÃÄ ñèñòåìû
èç èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà, ìîìåíòà èìïóëüñà,
ïîëíîé ýíåðãèè è ýíòðîïèè äëÿ ïîäâèæíîãî èíäèâèäóàëüíîãî îáú¼ìà èçëî-
æåí â [1]. Â êíèãå [2] èññëåäîâàíà óïðîù¼ííàÿ äèññèïàòèâíàÿ ÊÃÄ ñèñòåìà
äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèé ñëàáîñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè, îáëàäàþùàÿ ñå-
ìåéñòâîì òî÷íûõ ôèçè÷åñêè îñìûñëåííûõ ðåøåíèé. Â ñòàöèîíàðíîì ñëó-
÷àå ýòè ðåøåíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà.

Ðåøåíèÿ ïåðâîãî êëàññà óäîâëåòâîðÿþò ñðàçó òð¼ì ñèñòåìàì: Ýéëåðà,
Íàâüå�Ñòîêñà è ÊÃÄ. Ê íèì ìîæíî îòíåñòè ñòàöèîíàðíûå áåçâèõðåâûå òå-
÷åíèÿ æèäêîñòè ñ ñîëåíîèäàëüíûì ïîëåì ñêîðîñòè. Îíî âû÷èñëÿåòñÿ ïó-
ò¼ì ñëîæåíèÿ èíòåãðàëà Áèî�Ñàâàðà è ãðàäèåíòà ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

Шеретов Юрий Владимирович, д.ф.-м.н., профессор, заведующий кафедрой ма-
тематического анализа, Тверской государственный университет (Тверь, Россия); Yurii
Sheretov (Tver State University, Tver, Russia)
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Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè. Ðåøåíèÿ âòîðîãî
êëàññà ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà è ÊÃÄ. Îäíàêî îíè
íå ïîäõîäÿò äëÿ ñèñòåìû Ýéëåðà. Ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûå òå÷å-
íèÿ Ïóàçåéëÿ â ïëîñêîì êàíàëå è òðóáå (è èõ îáîáùåíèÿ) [3]. Ñóùåñòâóþò
òàêæå òî÷íûå ðåøåíèÿ òðåòüåãî êëàññà, ñïåöèôè÷åñêèå äëÿ ñèñòåìû ÊÃÄ
è íå îáðàùàþùèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà è Íàâüå�Ñòîêñà â èñòèííûå ðàâåí-
ñòâà. Ðåøåíèå ÊÃÄ ñèñòåìû, ïðèíàäëåæàùåå ê òðåòüåìó êëàññó, ïîñòðîåíî
â [1]. Îíî îïèñûâàåò óñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå æèäêîñòè â ïëîñêîì êàíàëå ñ
ïîðèñòûìè ñòåíêàìè, ïðè÷¼ì âåðõíÿÿ ñòåíêà ÿâëÿåòñÿ ïîäâèæíîé.
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УСЛОВИЯ НЕПРЕРЫВНОСТИ ДЛЯ КОНЕЧНОМЕРНЫХ
ЛОКАЛЬНО ОГРАНИЧЕННЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ
СВЯЗНЫХ ЛОКАЛЬНО КОМПАКТНЫХ ГРУПП

А.И. Штерн
aishtern@mtu-net.ru

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùèõ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèÿõ íåïðåðûâíîñòè îãðàíè÷åíèÿ çàäàííîãî ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ñâÿçíîé ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïû íà êîììóòàíò ãðóïïû.

Теорема 1. Ïóñòü 𝐺 � ñâÿçíàÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ãðóïïà, 𝒩 = 𝒩G �
ñåìåéñòâî âñåõ òàêèõ êîìïàêòíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï𝑁 â𝐺, ÷òî ôàêòîð-
ãðóïïà 𝐺/𝑁 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè, è ïóñòü 𝜋 � ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîå êî-
íå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝐺 â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå 𝐸.

(i) Åñëè â 𝒩 ñóùåñòâóåò 𝑁 , äëÿ êîòîðîãî 𝜋(𝑁) àáåëåâî, òî 𝜋 íåïðåðûâíî
íà êîììóòàíòå ãðóïïû 𝐺 âî âíóòðåííåé òîïîëîãèè Ëè êîììóòàíòà.

(ii) Åñëè 𝜋(𝑁) íåàáåëåâà äëÿ ëþáîãî 𝑁 â 𝒩 , òî îãðàíè÷åíèå 𝜋 íà êîì-
ìóòàíò 𝐺 ðàçðûâíî.

Теорема 2. Ïóñòü 𝐺 � ñâÿçíàÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíàÿ ãðóïïà, ïóñòü 𝐺′

� êîììóòàíò 𝐺, è ïóñòü 𝜋 � ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ãðóïïû 𝐺 â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå 𝐸. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû.

Штерн Александр Исаакович, к.ф.-м.н., доцент, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Alexander I. Shtern, Lomonosov Moscow State University (Moscow,
Russia)
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(i) Ãðóïïà ôèíàëüíûõ ðàçðûâîâ ãðóïïû 𝐺 ñîäåðæèòñÿ â øàðå (â ïðî-
ñòðàíñòâå 𝐿(𝐸)) ðàäèóñîì ìåíåå

√
3 ñ öåíòðîì â òîæäåñòâåííîì îïåðàòîðå

1𝐸 .
(ii) Ãðóïïà ôèíàëüíûõ ðàçðûâîâ ãðóïïû 𝐺 åäèíè÷íà.
(iii) Îãðàíè÷åíèå 𝜋 íà 𝐺′ íåïðåðûâíî.

CONTROLLABILITY OF DYNAMIC INEQUALITIES ON TWO
DIMENSIONAL MANIFOLDS AND ITS STABILITY

A.A. Davydov, Yu.A. Skinder

davydov@mi-ras.ru, dzhus33@mail.ru

UDC 517

We analyze controllability of generic dynamic inequalities with locally
bounded derivatives on two dimensional sphere (or two-dimensional
smooth manifold) and show that it local controllability properties are
stable. We prove that the structural stability of such inequalities on a
sphere is equivalent to their structural stability on a plane either in the
case of complete controllability or the absence of admissible velocities
near infinity. In particular, the typical simplest inequality on a sphere is
structurally stable.

Keywords: dynamic inequality, controllability, structural stability

The analysis of system controllability is one of the main tasks in the control theory.
The stability of controllability properties of a system with respect to small changes
in its parameters is its important characteristic, which is essential for applications.
The problem of analyzing the controllability of dynamic inequalities goes back to the
paper [1] by A.D. Myshkis. In [2] this problem was completely solved for the case of
local controllability properties of generic dynamic inequalities with locally bounded
derivatives on surfaces. Such an inequality 𝐹 6 0 is defined by a smooth 𝐹 function
on the tangent bundle, which has bounded set of velocities satisfying the inequality at
each point of the surface.

Then, the structural stability of typical simplest dynamic inequalities on a plane
with either a finite domain of existence of admissible velocities or local controllability
near infinity was proved [3]. Stability here is understood as in the classical definition
by Andronov-Pontryagin [4] with the amendment that the trajectory of a point is
considered to be the union of its positive and negative orbits, and a considered dynamic
inequalities are defined by

(�̇�− 𝑎(𝑥, 𝑦))2 + (�̇� − 𝑏(𝑥, 𝑦))2 6 𝑓(𝑥, 𝑦)

The work is done by partial financial support of the Russian Foundation for Basic Research
by the project No. 19-51-50005 JR a.
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with some smooth functions 𝑎, 𝑏 and 𝑓 such that either 𝑓 < 0 or 𝑓 < 𝑎2 + 𝑏2 near
infinity. This result is easily extended for generic inequalities with strictly convex sets
of admissible velocities in each tangent plane.

These results are connected with structural stability of characteristic net of generic
linear second order mixed type equations on the plane with bounded domain of hyper-
bolicity [3] and with stability of asymptotic lines on surfaces immersed in 3-dimensional
arithmetical space [4].

We discuss these results and the generalization of the result on structural stability
to the case of two-dimensional sphere.

The work is done by partial financial support of the Russian Foundation for Basic
Research by the project No. 19-51-50005 JR a.
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NUCLEAR DECAY OSCILLATIONS AND NONLINEAR
SCHROEDINGER EQUATION

S. Mayburov

mayburov@mail.ru
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Some experiments reported small annual and daily oscillations f radioac-
tive nucleus decay parameters, which contradict to standard nuclear the-
ory. We argue that small nonlinear term describing novel should be
added to Schroedinger equation to account specific matter interaction
with gravity. In Gamow theory, 𝛼-decay described as quantum tunneling
of 𝛼-particle through potential wall on nucleus edge, our model nonlin-
ear Hamiltonian induces nucleus decay rate variations, which describe
observed variations consistently.

Keywords: nonlinear Schroedinger equation, nuclear decay anomalies,
quantum tunneling
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Natural radioactivity law is one of most fundamental laws of modern physics, in
accordance with it, the nuclear decay parameters are time-invariant and practically
independent of environment. However, some recent experiments have reported the
evidence of periodic modulations of nuclear 𝛼− and 𝛽−decay parameters of the order
of 10−3 and with typical periods of one year, one day or about one month [1,2].
The possible mechanism of such decay parameter oscillations is still unclear, in this
paper, these oscillation effects studied in the framework of quantum-mechanical (QM)
theory of unstable system decay. In such approach, radioactive nucleus treated as the
metastable quantum state, its evolution can be described as the quantum tunneling of
decay products through the potential barrier constituted by nuclear shell and nucleus
Coulomb field. Notorious example is Gamow theory of 𝛼-decay. However, in its
standard formulation Gamow theory excludes variations of decay parameters under
influence of Sun gravity and similar factors. In this paper, it’s argued that such
influence can appear, if one applies for decay description the nonlinear modification
of standard QM, which developed extensively in the last years [3,4].

There are two different approaches to the nature of QM nonlinearity. The main
one supposes that dynamical nonlinearity is universal and generic property of quantum
systems. In particular, nonlinear evolution terms can influence their free motion,
inducing soliton-like corrections to standard QM wave packet evolution . Alternative
concept of QM nonlinearity was proposed by Kibble, it postulates that free system
evolution is linear, nonlinear dynamics related exclusively to system interactions with
the fields [3]. However, Kibble formalism can’t be applied directly to nonrelativistic
processes, like nucleus decay. So we start from consideration of universal nonlinear
models and develop their modification, which can incorporate nonlinear interactions
at low energies.

In the universal approach to QM nonlinearity, it supposed that particle evolution
described by nonlinear Schroedinger equation of the form

𝑖~𝜕𝑡𝜓 = − ~2

2𝑚
▽2 𝜓 + 𝑉 (�⃗�, 𝑡)𝜓 + 𝐹 (𝜓,𝜓)𝜓 (4.1)

where 𝑚 is particle mass, 𝑉 is external potential, 𝐹 is arbitrary functional of system
state. Currently, most popular and elaborated nonlinear QM model of universal type
is by Doebner and Goldin (DG) [4], in its formalism, the simplest variant of nonlinear
term is

𝐹 = ~2𝜆(▽2 +
| ▽ 𝜓|2

|𝜓|2 ) (4.2)

where 𝜆 is real or imaginary constant. Below we’ll consider 𝐹 terms both with imagi-
nary and real 𝜆 for |𝜆| << 1, but results presented here were obtained for real 𝜆. Main
properties of eq. (4.1) for imaginary 𝜆 studied in [4], they can be promptly extended
on real 𝜆 and summarized for both cases as follows: (a) The probability is conserved.
(b) The equation is homogeneous. (c) The equation is Euclidian- and time-translation
invariant ( for 𝑉 = 0). (d) Noninteracting particle subsystem remain uncorrelated
(separation property). Distinct values of 𝜆 can occur for different particle species.
(e) Writing < 𝑄 >=

∫︀
𝜓�̂�𝜓𝑑3𝑥 for operator expectation value, in particular, since∫︀

𝜓𝐹𝜓𝑑3𝑥 = 0, the energy functional for a solution of (4.1) is < 𝑖~𝜕𝑡 >=< 𝐻0 >.
As was mentioned above, quantum model of metastable state decay describes it as

particle tunneling through potential barrier. To illustrate the influence of nonlinear
DG term on particle tunneling, consider 1-dimensional plane wave tunneling through
the potential barrier. Suppose that the rectangular barrier of the height 𝑉0 located
between 𝑥 = 0 and 𝑥 = 𝑎, and the plane wave particle state with the energy 𝐸 < 𝑉0

spreads from 𝑥 = −∞. Long-living metastable states appear for small transmission
coefficient 𝐷 → 0, which corresponds to barrier width 𝑎 → ∞ for fixed 𝐸, 𝑉0. For
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example, for 238U 𝛼-decay 𝐷 ≈ 10−37. We’ll study solutions of equation (4.1), basing
on its asymptotic in this limit.

To describe tunneling features, it’s necessary to find equation solution for 0 < 𝑥 < 𝑎
with 𝜓(𝑎) → 0 for 𝑎→ ∞, which is the main term of tunneling state. For real 𝜆, such
solution of eq. (4.1) is 𝜓1(𝑥) = 𝐵 exp(−𝜒𝑥) where

𝜒 =
1

~
[2𝑚(𝑉0 − 𝐸)]

1
2

(1− 4Γ)
1
2

Here Γ = 𝜆𝑚, 𝐵 is normalization parameter calculated in [5]. From that transmission
coefficient 𝐷 can be estimated with good accuracy accounting only main term 𝜓1, it
gives 𝐷 = |𝐵1|2 exp(−2𝜒𝑎), so that 𝐷 depends on 𝜆 exponentially and can change
system life-time significantly. Gamow theory of nucleus 𝛼-decay supposes that free
𝛼-particle already exists inside the nucleus, its total energy 𝐸 is smaller than height of
potential barrier constituted by nuclear forces and Coulomb potential. For real nucleus
the barrier potential isn’t rectangular, but has complicated form described by some
function 𝑉 (𝑟). In this case, to calculate transmission rate 𝐷 WKB approximation for
Hamiltonian of (4.1) used; its applicability to our nonlinear Hamiltonian can be easily
checked [5].

To study decay parameter variations in external field, we’ll suppose that nonlinear
term 𝐹 depends on external field 𝐴. In our model, such field is gravity, characterized
usually by its potential 𝑈(�⃗�, 𝑡). In this case, 𝑈 should be accounted in evolution equa-
tion twice. First, 𝑚𝑈 should be added to 𝐻0, so that it changed to 𝐻 ′

0 = 𝐻0 +𝑚𝑈 ;
second, nonlinear 𝐻 term 𝐹 can depend on 𝑈 or some its derivative. For minimal
modification of DG model we’ll assume that for 𝐹 ansatz of (4.2) its possible depen-
dence on external field is restricted to parameter 𝜆 dependence: 𝜆 = 𝑓(𝑈), so now 𝜆
isn’t constant, but the function of �⃗� and 𝑡. It supposed also that 𝑓 → 0 for 𝑈 → 0, so
that free particle evolution is linear.

Considered model doesn’t permit to derive completely 𝜆 dependence on Sun grav-
ity, but in this approach, it can be obtained from comparison with experimental results
for 214Po 𝛼-decay. We’ll suppose that 𝜆 is function of potential 𝑈(�⃗�𝑛, 𝑡) where �⃗�𝑛 is
nucleus coordinate in Sun reference frame (SRF). Then, for small 𝜆 it follows[5]

𝐷 ≈ (1 + 2𝜑Γ) exp(−𝜑)

For 214Po decay, its life-time 𝜏0 = 16.4 * 10−6 𝑠𝑒𝑐, model estimate gives 𝜑 ≈ 60. For
annual 𝜏 variation the best fit for 3 year exposition has main harmonics

𝜏𝑎(𝑡) = 𝜏0[1 +𝐴𝑎 sin𝑤𝑎(𝑡+ 𝜙𝑎)]

where 𝑡 defined in days, 𝐴𝑎 = 9.8 * 10−4, 𝑤𝑎 = 2𝜋/365, 𝜙𝑎 = 174 days [2]. Remind
that Earth orbit is elliptic, the minimal distance from Sun is at about January 3 and
maximal one is at about July 5, maximal/minimal orbit radius difference is about
3 * 10−2. Plainly, the minima and maxima of 𝑈 time derivative 𝜕𝑡𝑈 will be located
approximately in the middle between these dates, i.e. about April 5 and October 3,
correspondingly. In general, this dependence described as

𝜕𝑡𝑈 = 𝐾𝑎 sin𝑤𝑎(𝑡+ 𝜙𝑢)

here 𝜙𝑢 = 185 days, 𝐾𝑎 = 1.5𝑚2/𝑠𝑒𝑐, as the result, such model 𝜙𝑢 value in a good
agreement with experimental 𝜙𝑎 value. Thereon, it means that plausible data fit is
𝜆(𝑡) = 𝑔𝜕𝑡𝑈 , where 𝑔 is interaction constant, which can be found from data for 214Po
decay. It follows from the assumed equality of oscillation amplitudes 𝐴𝑎 = 2𝜑𝑚𝑔𝐾𝑎

that the resulting 𝑔 = .35 * 10−8 𝑠𝑒𝑐3

𝑚2𝑀𝑒𝑉
.
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Proposed formalism of QM nonlinearity has universal character, so beside nucleus
decays, such temporary variations under influence of Sun and Moon gravity can be
observed, in principle, for other systems in which metastable states and tunneling
play important role. In particular, it can be some chemical and biochemical reactions,
molecular absorption by solids and liquids, biological processes, etc.
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1. Assume that h is a Hilbert space and let Δ = (𝑎, 𝑏) where −∞ 6 𝑎 < 𝑏 6 ∞.
Hamiltonian of the Friedrichs-Faddeev model is given by

𝐻 = 𝐻0 + 𝑉 (1)

where 𝐻0 is the multiplication by the independent variable in 𝐿2(Δ, h),

(𝐻0𝑓)(𝜆) = 𝜆𝑓(𝜆), 𝜆 ∈ Δ, 𝑓 ∈ 𝐿2(Δ, h), (2)

and 𝑉 is an integral operator,

(𝑉 𝑓)(𝜆) =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑉 (𝜆, 𝜇)𝑓(𝜇)𝑑𝜇. (3)

It is supposed that for every 𝜆, 𝜇 ∈ Δ the quantity 𝑉 (𝜆, 𝜇) is a bounded linear operator
on h such that 𝑉 (𝜆, 𝜇) = 𝑉 (𝜇, 𝜆)*, and, in addition, 𝑉 is a Hölder continuous operator-
valued function of 𝜆, 𝜇 ∈ Δ. Furthermore, one requires

𝑉 (𝑎, 𝜇) = 𝑉 (𝑏, 𝜇) = 𝑉 (𝜆, 𝑎) = 𝑉 (𝜆, 𝑏) = 0, in case of finite 𝑎 or/and 𝑏, (4)

or imposes appropriate constraints on the behavior of 𝑉 (𝜆, 𝜇) at |𝜆|, |𝜇| → ∞, in case
of infinite 𝑎 or/and 𝑏.

A starting version of the model (1)–(4) was introduced by K.Friedrichs [1] who
considered the Hamiltonian 𝐻𝜖 = 𝐻0 + 𝜖𝑉 , 𝜖 > 0, with 𝐻0 and 𝑉 given by (2) and
(3) for the one-dimensional Hilbert space h = C and Δ = (−1, 1). Friedrichs studied
variation of the continuous spectrum of 𝐻0 under the perturbation 𝜖𝑉 . He has proven
that if 𝜖 is sufficiently small then the spectrum of 𝐻𝜖 remains absolutely continuous
and still fills the segment [−1, 1]. In [2], Friedrichs has extended this result to the case
of arbitrary Hilbert space h and arbitrary finite or infinite interval Δ. More precisely,
he has proven that if 𝜖 is small enough then 𝐻𝜖 is unitarily equivalent to 𝐻0 and,
hence, the spectrum of 𝐻𝜖 is absolutely continuous and fills the set Δ.

O.A. Ladyzhenskaya and L.D. Faddeev in [3] have completely dropped the assump-
tion of smallness of the perturbation and studied the operator (1)–(4) with no small
𝜖 at 𝑉 . However, instead of the smallness, they required compactness of the values
of 𝑉 (𝜆, 𝜇) as operators on h for all 𝜆, 𝜇 ∈ Δ. Detail proofs for the results of [3] are
presented by Faddeev in [4]. Faddeev’s in-depth study [4] of the Hamiltonian (1)–(4)
is the main reason why this Hamiltonian is now called the Friedrichs-Faddeev model.
For later results on the Friedrichs-Faddeev model and its generalizations see [5–7].

2. In the present work we, first, use the approach from the author’s papers [8,9] in order
to study the structure of the transition operator and scattering matrix for the model
(1)–(4) continued on the unphysical energy sheets neighboring the physical one. Here,
our additional assumption is that the function 𝑉 (𝜆, 𝜇) admits analytic continuation
both in 𝜆 and 𝜇 onto a domain Ω ⊂ C containing Δ. More precisely, we assume
that 𝑉 (𝜆, 𝜇) is compact-operator-valued and holomorphic in both 𝜆, 𝜇 ∈ Ω. Just for
simplicity, the numbers 𝑎, 𝑏 ∈ R are assumed to be finite. The above requirement
𝑉 (𝜆, 𝜇) = 𝑉 (𝜇, 𝜆)*, 𝜆, 𝜇 ∈ Δ (which is needed for the self-adjointness of 𝑉 ) implies
that the domain Ω should be mirror symmetric with respect to the real axis.

We use the standard notation for the resolvents, 𝑅0(𝑧) := (𝐻0 − 𝑧)−1, 𝑅(𝑧) :=
(𝐻 − 𝑧)−1, and for the transition operator, 𝑇 (𝑧) := 𝑉 − 𝑉 𝑅(𝑧)𝑉 . Notice that 𝑅(𝑧) =
𝑅0(𝑧) − 𝑅0(𝑧)𝑇 (𝑧)𝑅0(𝑧), 𝑧 ̸∈ 𝜎(𝐻0) ∪ 𝜎(𝐻), where 𝜎(𝐿) denotes the spectrum of a
(closed) operator 𝐿. Therefore, the study of the spectral problem for 𝐻 = 𝐻0 + 𝑉 is
reduced to the study of the transition operator 𝑇 (𝑧). Our first principal result is the
following proposition.
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Proposition 1. The transition operator 𝑇 (𝑧) admits meromorphic continuation (as
an operator-valued function of the energy 𝑧) through the cut along the interval (𝑎, 𝑏)
both from the upper, C+, and lower, C−, half-planes of the complex plane C to the
respective parts Ω− := Ω ∩ C− and Ω+ := Ω ∩ C+ of the unphysical sheets Π−1 and
Π+1 attached to the physical sheet along the upper and lower rims of the above cut.
The kernel of the continued operator 𝑇 (𝑧)

⃒⃒
Πℓ∩Ωℓ

, ℓ = ±1, is given by the equality

𝑇 (𝜆, 𝜇, 𝑧)
⃒⃒
𝑧 ∈ Πℓ ∩ Ωℓ

=
(︀
𝑇 (𝜆, 𝜇, 𝑧) + 2𝜋i ℓ 𝑇 (𝜆, 𝑧, 𝑧)𝑆ℓ(𝑧)

−1𝑇 (𝑧, 𝜇, 𝑧)
)︀⃒⃒
𝑧 ∈ Ωℓ

,

𝑧 ∈ Ωℓ ∖ 𝜎ℓres,

with all the entries on the r.h.s. part, including the scattering matrix 𝑆ℓ(𝑧) = 𝐼h ∓
2𝜋iℓ 𝑇 (𝑧, 𝑧, 𝑧), being taken for the same 𝑧 on the physical sheet. Notation 𝜎ℓres is used
for the (discrete) set of all those points 𝜁 ∈ Ω ∩ Cℓ where 𝑆ℓ(𝜁) has eigenvalue zero.

Representations for the scattering matrix on unphysical sheets are nothing but a
simple corollary to Proposition 1.

Corollary 2. Analytic continuation of the scattering matrix 𝑆−ℓ(𝑧), ℓ = ±1, to the
unphysical sheet Πℓ is given by

𝑆−ℓ(𝑧)
⃒⃒
𝑧∈Πℓ ∩Ωℓ

= 𝑆ℓ(𝑧)
−1
⃒⃒
𝑧∈Ωℓ

, 𝑧 ̸∈ 𝜎ℓres, (5)

where the r.h.s. part is taken for 𝑧 on the physical sheet.

From (5) it follows that a resonance on the unphysical sheet Πℓ corresponds to
that energy 𝑧 in the physical sheet where the scattering matrix 𝑆−ℓ(𝑧) has eigenvalue
zero and, thus, 𝜎ℓres is just the set of resonances on Πℓ ∩ Ω.

3. Then we perform a “complex deformation” of the Friedrichs-Faddeev model.
Namely, we consider a family of operators 𝐻𝛾 = 𝐻0,𝛾+𝑉𝛾 associated with smooth Jor-
dan curves 𝛾 ⊂ Ω obtained by continuous transformation from the interval (𝑎, 𝑏), with
the end points 𝑎, 𝑏 fixed. The entries 𝐻0,𝛾 and 𝑉𝛾 are given by

(︀
𝐻0,𝛾𝑓

)︀
(𝜆) = 𝜆 𝑓(𝜆)

and
(︀
𝑉𝛾𝑓

)︀
(𝜆) =

∫︀
𝛾
𝑉 (𝜆, 𝜇)𝑓(𝜇)𝑑𝜇, 𝜆 ∈ 𝛾. It is assumed that 𝑓 ∈ 𝐿2(𝛾, h) where

𝐿2(𝛾, h) is the Hilbert space of h-valued functions of the variable 𝜆 ∈ 𝛾 with the scalar
product ⟨𝑓, 𝑔⟩𝛾 =

∫︀
𝛾
|𝑑𝜆|⟨𝑓(𝜆), 𝑔(𝜆)⟩h. (Notice that the “usual” complex scaling [10]

may be understood as a particular case of the complex deformation, see [11, Section
3].) Complex discrete eigenvalues of𝐻𝛾 are called deformation resonances. Our second
principal results is the proposition below.

Proposition 3. The following equality holds: 𝜎(𝐻𝛾) ∖Ω𝛾 = 𝜎𝑝(𝐻) ∖Δ, which means
that the spectrum of 𝐻𝛾 outside Ω𝛾 is purely real and coincides with the corresponding
eigenvalue set of 𝐻. Furthermore, 𝜎𝑝(𝐻𝛾) ∩ Δ = 𝜎𝑝(𝐻) ∩ Δ, i.e. the eigenvalues of
𝐻𝛾 lying on Δ do not depend on the (smooth) Jordan contour 𝛾. Finally, the spectrum
of 𝐻𝛾 inside Ω𝛾 consists of the scattering-matrix resonances.

Proposition 3 says that the transformation resonances are simultaneously reso-
nances in the sense of the scattering theory. Recall that, in general, to prove the
equivalence of deformation and scattering resonances is rather a hard job (see [12]).
In contrast, in the case of the Friedrichs-Faddeev model the proof of such an equiva-
lence is quite easy and illustrative.

The present contribution represents a conference version of the work [11].
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No-hair theorem proposed by Penrose [1] is one of the fundamental conjectures
of general relativity that has not yet been violated by observations. One variant of
the theorem suggests that stationary, axisymmetric, electrically neutral astrophysical
black holes (BH) in vacuum are uniquely described by the Kerr metric characterized
only by the mass 𝑀 and the total angular momentum 𝐽 [where 𝑎 (= 𝐽/𝑀) is the
angular momentum per unit mass]. Since a concrete proof of the theorem is still
lacking, several spinning spacetimes deviating from the Kerr metric, called quasi-Kerr
metrics [2-4], have been proposed and extensively studied in the literature in order to
test this theorem. In this category, Johannsen [5] proposed a new spinning BH met-
ric, which is not a solution any modified gravity theory, that shares the Kerr horizon
but deviates from the Kerr metric by infinite number of deviation parameters. For
practical purposes, one need not deal with all of these parameters. However, if even
one of the deviation parameters is non-zero, no-hair theorem will be violated. The
metric offers the advantage that it does not contain pathologies like naked singulari-
ties or closed timelike curves suffered by other competing quasi-Kerr metrics. On this
ground, Johannsen’s BH metric is perfectly suited for directly testing the theorem on
observational grounds based on time delay. An excellent diagnostic is the structure
of photon ring in quasi-Kerr spacetimes that is deformed by non-zero deviation pa-
rameters auguring a potential violation of the no-hair theorem [6-8] and we believe
that relative time delay (it’s not the usual Shapiro delay) could be another useful
diagnostic.

The main motivation for the present work comes from several directions: The first
is the excellent prospect of testing the no-hair conjecture via the existence of non-zero
deviation parameters in the Johannsen metric [5]. Relative time delay effect provides
a useful tool in this regard. Second, observations such as extremely rapid fluctuations
in the brightness of quasar 1525 + 227 with characteristic time scale ∼ 200 sec [9]
could very well be caused by the relative delay of signals due to a spinning BH with
mass 𝑀 ∼ 5× 108𝑀⊙ situated between the quasar and the observer. And third is the
theoretical prediction about the deformation of photon rings shining the boundary of
the black hole shadow [10], where visible deformation is caused by non-zero deviation
parameters. Therefore, the non-zero deviation parameters are expected to influence
the time delay effect as well. These effects motivate us to focus on the relative time
delay caused by the ray path difference and the magnification factor of the images in
a number of lensing systems.

We shall consider thin-lens geometry since in almost all astrophysical lensing sys-
tems, the gravitational lens can be well approximated to be geometrically thin. This is
possible when the size of the lens is small compared to both the distances between lens
and observer and lens and source, so that the maximal deviation of the straight line
light path propagating through unperturbed space-time occurs only in the lens vicinity
[11]. These conditions will be maintained in the geometry of the lens configuration we
are going to consider, which are the spinning Earth, Sun, galaxies, Pulsar-BH binaries
and the BH SgrA*. The first three category of objects have spin parameter 𝑎 > 𝑀,
hence they do not represent black holes - they are just ordinary spinning objects. Light
propagation around all of these lenses, including that around the BH SgrA* having
a unique 𝑎 = 0.44𝑀 [12], will give rise to relative time delays caused by the frame
dragging effect. Galaxy lenses (see, e.g., [13]) are included in this study because ex-
perimental projects to measure their observable effects are underway on the one hand
and on the other, the estimated large relative time delays would constitute a prime
observable in the future.

The purpose of the present paper is to analytically derive the influence of the devi-
ation parameters on the relative time delay due to frame dragging in the weak field of
the spinning Johannsen spacetime using the most general thin-lens approximation. We
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shall derive the generic expressions for the delay and compute them using the observed
input data for the Earth, Sun, PSR-BH binaries, many galaxies and one BH SgrA*
treated as lenses assuming that the input data are independently known. We shall
show that the spinning lens system can be replaced by an equivalent ”static” system
with a fictitious lens geometry that can be used to compute the relative time delay
factors with good accuracy from the observation of the magnification of images.
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RESONANCES, COMPLEX WAVES, AND INVERSE
SCATTERING PROBLEMS

Yu. Shestopalov
yuyshv@hig.se

A resume is given of the recently obtained results concerning the existence
and localization of the complex spectra of resonances and waves in open
guiding structures and their significance for the development of the theory
of inverse scattering.

Keywords: scattering, resonances, waves, spectral theory

Recent achievements related to applications of the nonselfadjoint operator spectral
theory in electromagnetics are the discoveries of complex resonances and waves [1-5]
in open guiding structures filled with linear [1-4] or nonlinear [5] media.

These findings are of crucial importance for the electromagnetic field theory filling
the gaps that have existed since the detection of TE and TM waves in hollow waveg-
uides [6] based on the spectral theory of selfadjoint operators. On the other hand,
rigorous proofs of the existence of the complex resonance and wave spectra had a sig-
nificant impact on the development of the approaches, including the one [7] employing
a generalization of the notions of trigonometric and cylindrical polynomials, towards
analysis of the forward and inverse scattering. In fact, knowledge about singularities
of the operators of the forward problems or scattering (S-)matrices (in other words,
resonance frequencies), enables one to prove injectivity of the mappings that couple
the sought permittivity of dielectric inclusions and the (measured) scattering data. In
particular, for layered media with circular or plane-parallel symmetry, the S-matrix el-
ements obtained explicitly [2,3,8] are proved to be holomorphic one-to-one functions of
permittivity in the domains free from singularities which can be efficiently constructed
because their localization is known [2-4].

Proceeding from these results, one can establish unique solvability of the permittiv-
ity reconstruction for inverse waveguide problems [8, 9] and justify numerical methods
[9] of their solution.
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Секция 5

Механика и математическое

моделирование

О СУЩЕСТВОВАНИИ АСИМПТОТИЧЕСКИ УСТОЙЧИВЫХ
МНОЖЕСТВ В МОДЕЛИ БИОЛОГИЧЕСКОГО КОНТРОЛЯ

ЧИСЛЕННОСТИ ПОПУЛЯЦИИ ВРЕДИТЕЛЕЙ
М.М. Алхьенди, Я.Ю. Ларина

alhendimaryam@yahoo.com, yana_larina89@mail.ru

УДК 517.935, 517.938

Рассматривается задача о динамике численности популяции вредите-
лей при наличии биологического контроля. Предполагаем, что вбросы
биоагентов (природных врагов рассматриваемых вредителей) проис-
ходят в фиксированные моменты времени и количество вредителей,
потребляемых в среднем одним биоагентом за единицу времени, за-
дается трофической функцией Холлинга I типа. Получены условия
существования асимптотически устойчивых множеств данной моде-
ли.

Ключевые слова: управляемые системы с импульсным воздейтсвием,
асимптотически устойчивое множество, модель биологического кон-
троля
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About the existence of asymptotically stable sets in the model
of biological control of the population of pests

The problem of the dynamics of the population of pests in the presence
of biological control is considered. We assume that injections of bioagents
(natural enemies of the considered pests) occur at fixed points in time and
the number of pests consumed on average by one bioagent per unit of time
is determined by the Holling trophic function of type I. The conditions
for the existence of asymptotically stable sets of this model are obtained.

Keywords: control systems with impulse ations, asymptotially stable set,
biological control model

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑥1(𝑡) ðàçìåð ïîïóëÿöèè âðåäèòåëåé â ìîìåíò âðåìå-
íè 𝑡, ÷åðåç 𝑥2(𝑡) � êîëè÷åñòâî áèîàãåíòîâ â ìîìåíò 𝑡 . Ó÷èòûâàÿ âëèÿíèå
áèîàãåíòîâ íà ïîïóëÿöèþ âðåäèòåëåé, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò âçàèìîäåéñòâèå ïîïóëÿöèé âðåäèòåëåé è áèî-
àãåíòîâ: {︃

𝑥1 = 𝑥1(1 − 𝑥1) − 𝑎𝑥1𝑥2 ,

𝑥2 = 𝑎𝑥1𝑥2 −𝑚𝑥2, 𝑡 ̸= 𝜏𝑖,
(1)

ãäå 𝑚 > 0 ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì åñòåñòâåííîé ñìåðòíîñòè áèîàãåí-
òîâ, 𝑎 > 0 -� êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ïîèñêà âðåäèòåëåé áèîàãåí-
òîì. Äàííîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò òðîôè÷åñêóþ ôóíêöèþ Õîëëèíãà I òèïà
𝐿(𝑥1) = 𝑎𝑥1 .

Äëÿ ëó÷øåãî äîñòèæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ áèîêîíòðîëÿ â ìîìåíòû âðåìåíè
𝜏𝑖 = 𝑖ℎ ïðîèçâîäÿò äîïîëíèòåëüíûå âáðîñû áèîàãåíòîâ

𝑥2(𝜏𝑖) = 𝑥2(𝜏𝑖−) + 𝑤𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . . (2)

Çäåñü 𝜏𝑖 = 𝑖ℎ, ℎ > 0, 𝑤𝑖 � ïîêàçàòåëè óïðàâëåíèÿ,

𝑤𝑖 ∈𝑊 = [𝑤−, 𝑤+], 0 < 𝑤− < 𝑤+, 𝑖 = 1, 2, . . . .

Лемма. Имеют место следующие свойства:
1) решения системы (1), (2) неотрицательны при любых неотрица-

тельных начальных условиях, и если 𝑥2(0) > 𝑤−, то 𝑥2(𝑡) > 𝑤−𝑒
−𝑚ℎ для

всех 𝑡 > 0;
2) решения системы (1), (2) определены при всех 𝑡 > 0.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M =
{︀

(𝑡, 𝑥) ∈ R3
+ : 𝑥1 6 𝐶1

}︀
, ãäå 𝐶1 > 0. Ôóíê-

öèÿ

𝑉 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑉 (𝑥1) =

{︃
0, åñëè 𝑥1 6 𝐶1,

𝑥1 − 𝐶1, åñëè 𝑥1 > 𝐶1,

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî äàííîãî ìíîæåñòâà. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ ýòîé ôóíêöèè äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ R2 è âñåõ 𝑤 ∈𝑊 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝑉 (𝜏𝑖, 𝑥+ 𝑔(𝑥,𝑤)) = 𝑉 (𝜏𝑖, 𝑥1, 𝑥2 + 𝑤𝑖) = 𝑉 (𝜏𝑖, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑉 (𝜏𝑖, 𝑥), 𝑖 = 1, 2, . . . .
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Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè 𝑉 â ñèëó ñèñòåìû (1) ïðè 𝑥1 > 𝐶1 ðàâíà

𝑉 𝑜(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1(1 − 𝑥1) − 𝑎𝑥1𝑥2 = 𝑥1(1 − 𝑥1 − 𝑎𝑥2).

Òàê êàê 𝑥2(𝑡) > 𝐶2 = 𝑤−𝑒
−𝑚ℎ äëÿ âñåõ 𝑡 > 0, äîñòàòî÷íî îöåíèòü ïðîèçâîä-

íóþ 𝑉 𝑜(𝑥1, 𝑥2) òîëüêî ïðè 𝑥1 > 𝐶1, 𝑥2 > 𝐶2.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑎𝐶2 > 1,

òîãäà

𝑉 𝑜max(𝑡, 𝑥) = 𝑉 𝑜(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1(1 − 𝑥1 − 𝑎𝑥2) < 𝑥1(1 − 𝐶1 − 𝑎𝐶2) < 0

äëÿ âñåõ 𝑡 > 0, 𝑥1 > 𝐶1, 𝑥2 > 𝐶2 äëÿ ëþáîãî 𝐶1 > 0. Ðàññìîòðèì òåïåðü
âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 𝑎𝐶2 6 1. Çäåñü 𝑉 𝑜max(𝑡, 𝑥) < 0,
åñëè 𝐶1 > 1−𝑎𝐶2. Íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ 𝑡 > 0, 𝑥1 > 𝐶1, 𝑥2 > 𝐶2.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ 𝑉 (𝑥1) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 2
ðàáîòû [1]. Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî 𝑎𝐶2 > 1 ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó
𝑎𝑤− > 𝑒𝑚ℎ.

Äîêàçàëè óòâåðæäåíèå îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà
M =

{︀
(𝑡, 𝑥) ∈ R3

+ : 𝑥1 6 𝐶1

}︀
, ãäå 𝐶1 > 0.

Теорема. Пусть выполнено одно из условий:
1) 𝑎𝑤− > 𝑒𝑚ℎ;
2) 𝑎𝑤− 6 𝑒𝑚ℎ и 𝐶1 > 1 − 𝑎𝑤−𝑒

−𝑚ℎ.
Тогда для каждого решения 𝑥(𝑡, 𝑥0) системы (1), (2), удовлетворяющего
начальному условию

𝑥0 = (𝑥1(0), 𝑥2(0)) ∈ 𝑁𝑟(0) =
{︀
𝑥 ∈ R2

+ : 𝑥1 ∈ (𝐶1, 𝐶1 + 𝑟]
}︀
,

существует момент времени 𝑡* = 𝑡*(𝑥(𝑡, 𝑥0)) > 0 такой, что точка
(𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑥0)) принадлежит множеству M при всех 𝑡 > 𝑡*. Множество M
асимптотически устойчиво относительно данной системы.

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà 𝑤− è 𝐶1 äîëÿ
âðåäèòåëåé 𝑥1 áóäåò óìåíüøåíà äî âåëè÷èíû 𝐶1 è íàéäåòñÿ òàêîé ìîìåíò
âðåìåíè 𝑡* = 𝑡*(𝑥(𝑡, 𝑥0)) > 0, ÷òî íåðàâåíñòâî 𝑥1(𝑡) 6 𝐶1 âûïîëíåíî ïðè
âñåõ 𝑡 > 𝑡*.
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УСТОЙЧИВОСТЬ СТАЦИОНАРНЫХ ДВИЖЕНИЙ
ГИРОСТАТА
Д.А. Балашов

dbalashov@yahoo.com

УДК 531.36

В работе рассматриваются вопросы устойчивости стационарных дви-
жений гиростата. Для него составлены уравнения движения в ква-
зикоординатах в форме уравнений Эйлера-Лагранжа. Найдено мно-
гообразие стационарных движений механической системы. Получены
необходимые и достаточные условия устойчивости некоторых движе-
ний, принадлежащих указанному многообразию, исследована управ-
ляемость системы в окрестности стационарных движений из найден-
ного многообразия.

Ключевые слова: устойчивость, квазикоординаты, уравнения Эйлера-
Лагранжа, гиростат

Stability of stationary motions of the gyrostat

Questions of stability of stationary motions of a gyrostat are considered in
the article. The equations of the motion in quasicoordinates in the form of
Euler-Lagrange’s equations are worked out for it. The variety of stationary
motions of mechanical system is found. Necessary and sufficient stability
conditions of some motions belonging to the specified variety are received.
System controllability is investigated in the vicinity of stationary motions
from the found varieties.

Keywords: stability, quasicoordinates, Euler-Lagrange equations, gyrostat

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç
äèñêà, êîòîðûé ìîæåò êàòèòüñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè áåç ïðîñêàëü-
çûâàíèÿ è ðîòîðà - äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà, ðàçìåùåí-
íîãî ñîîñíî ñ äèñêîì è ñ öåíòðîì ìàññ âíå ïëîñêîñòè äèñêà.

Îòñóòñòâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ ìåæäó äèñêîì è ïëîñêîñòüþ îáóñëàâëè-
âàåò äâå íåãîëîíîìíûå ñâÿçè, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ñêîðîñòü òî÷êè
êîíòàêòà ìåæäó äèñêîì è ïëîñêîñòüþ ðàâíà íóëþ. Ýòè ñâÿçè ïîçâîëÿþò
ïîíèçèòü ïîðÿäîê ñèñòåìû. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ äàííîé ñèñòåìû áû-
ëè íàïèñàíû â ôîðìå óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà â êâàçèêîîðäèíàòàõ [1]:

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑤𝑠
+

𝑛∑︁
𝑟=1

𝑛∑︁
𝑡=𝑙+1

𝛾𝑟𝑡𝑠
𝜕𝑇

𝜕𝑤𝑟
𝑤𝑡 −

𝜕𝑇

𝜕𝜋𝑠
= 𝑃𝑠

Â ýòîì âûðàæåíèè 𝑡 � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, 𝑤𝑠 � êâàçèñêîðîñòè,
𝜋𝑠 � äèôôåðåíöèàëû êâàçèêîîðäèíàò, 𝑃𝑠 � îáîáùåííûå ñèëû, îòíåñåííûå ê

Балашов Дмитрий Анатольевич, к.ф.-м.н., НИИ механики МГУ (Москва, Россия);
Dmitri Balashov (Institute of Mechanics Lomonosov Moscow State University, Moscow,
Russia)
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êâàçèêîîðäèíàòàì, 𝛾𝑟𝑡𝑠 � òðåõèíäåêñíûå ñèìâîëû Áîëüöìàíà, êîòîðûå âû-
÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

𝛾𝑠𝑡𝑚 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑟=1

(︂
𝜕𝑎𝑠𝑘
𝜕𝑞𝑟

− 𝜕𝑎𝑠𝑟
𝜕𝑞𝑘

)︂
𝑏𝑟𝑡𝑏𝑘𝑚,

ãäå 𝑎𝑠𝑘 � ýëåìåíòû ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé ê êâàçèñêî-
ðîñòÿì, à 𝑏𝑖𝑗 � ýëåìåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé ê ìàòðèöå �̂� Àíàëèç óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ïîêàçàë, ÷òî â ñèñòåìå èìåþòñÿ îäíà ïîçèöèîííàÿ è òðè öèêëè÷å-
ñêèå êâàçèêîîðäèíàòû. Áûëî îïðåäåëåíî ìíîãîîáðàçèå ñòàöèîíàðíûõ äâè-
æåíèé, êîãäà ïîçèöèîííûå êâàçèêîîðäèíàòû è öèêëè÷åñêèå êâàçèñêîðîñòè
îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ñ÷èòàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî
âåðòèêàëüíîé îñè ðàâíîé íóëþ, ïîëó÷èëè óñëîâèå êà÷åíèÿ äèñêà ïî ïðÿìî-
ëèíåéíîé òðàåêòîðèè. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ïðîåêöèÿ öåíòðà ìàññ
ñèñòåìû íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé êîíòàêòà äèñêà
è ïëîñêîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñèñòåìå èìååòñÿ òðè ëèíåéíûõ èíòåãðàëà, ïðè
ïîìîùè êîòîðûõ ìîæíî èç óðàâíåíèÿ äëÿ ïîçèöèîííîé êâàçèêîîðäèíàòû
èñêëþ÷èòü âîçìóùåíèÿ öèêëè÷åñêèõ êâàçèñêîðîñòåé. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå äëÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû èìååò âèä

𝑊𝜆2 + �̃� = 0

Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî êà÷åíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîðíè õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áûëè ÷èñòî ìíèìûìè. Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿ-
åòñÿ ïðè �̃� > 0 , íî �̃� � ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì òðåõ÷ëåíîì îòíîñèòåëüíî
óãëîâîé ñêîðîñòè ðîòîðà, âûáîðîì êîòîðîé âñåãäà ìîæíî îáåñïå÷èòü �̃� > 0.

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî âîêðóã îñè ðîòîðà è äèñêà äåéñòâóåò óïðàâëÿþùèé
ìîìåíò, áûë ïðîâåäåí àíàëèç óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû. Ïîêàçàíî [2], ÷òî â
ñèñòåìå ñ óïðàâëåíèåì èìååòñÿ äâà èíòåãðàëà íå çàâèñÿùèõ îò óïðàâëåíèÿ,
êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîíèçèòü ïîðÿäîê ñèñòåìû, âûäåëèâ óïðàâëÿåìîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî. Áûë ïðîâåäåí àíàëèç óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè
ïðÿìîëèíåéíîãî êà÷åíèÿ, äâèæåíèÿ, ïðè êîòîðîì ëèíèÿ íàèáîëüøåãî ñêà-
òà äèñêà îïèñûâàåò öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ âåðòèêàëüíîé íàïðàâ-
ëÿþùåé, à òàêæå äâèæåíèé, ïðè êîòîðûõ ëèíèÿ íàèáîëüøåãî ñêàòà äèñêà
îïèñûâàåò êðóãîâóþ êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, ñ âåðøèíîé êîíóñà, íàõîäÿ-
ùåéñÿ, êàê â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, òàê è âíå íå¼.
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ ПРИ ВНЕЗАПНОМ
НАГРЕВЕ ПОВЕРХНОСТИ НЕОДНОРОДНОГО

ПОЛУПРОСТРАНСТВА
В.Б. Беднова

msu.mmf.vb@gmail.com

УДК 519.6, 536.2

В рамках задачи о внезапном нагреве с помощью интегральных фор-
мул найдено нестационарное распределение температуры в неодно-
рордном по глубине полупространстве. Используемые интегральные
формулы позволяют выразить решение исходной задачи для уравне-
ния с переменными коэффициентами, зависящими от координат и вре-
мени, через решение такой же задачи для уравнения с постоянными
коэффициентами, называемой сопутствующей. В качестве сопутству-
ющей задачи рассматривается задача о внезапном нагреве поверхно-
сти однородного полупространства.

Ключевые слова: теплопроводность, неоднородное полупространство,
внезапный нагрев

Temperature distribution during a sudden heating of the
surface of a heterogeneous half-space

In the framework of the problem of sudden heating, using the integral
formulas, a nonstationary temperature distribution in a heterogeneous
half-space is found. The integral formulas used allow us to express the
solution of the original problem for an equation with variable coefficients
depending on coordinates and time, by solving the same problem for an
equation with constant coefficients, called concomitant. We consider the
problem of a sudden heating of the surface of a homogeneous half-space
as an concomitant problem.

Keywords: heat conduction, heterogeneous half-space, sudden heating

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíàÿ îäíîìåðíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè
î âíåçàïíîì íàãðåâå (ïðè 𝑡 > 0) íåîäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà 𝑥1 > 0 ïî
ãðàíèöå 𝑥1 = 0. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òåìïåðàòóðíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

𝜃(0, 𝑡) = 𝜃0𝐻(𝑡), 𝜃(𝑥1, 0) = 0,

ãäå 𝜃(𝑥, 𝑡) � îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ 𝜃0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,
𝐻(𝑡) � åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà (𝐻(0) = 1).

Âìåñòå ñ èñõîäíîé çàäà÷åé (àíàëîãè÷íî ðàáîòàì [1], [2]) ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ñîïóòñòâóþùàÿ çàäà÷à î âíåçàïíîì íàãðåâå ïîâåðõíîñòè îäíîðîäíîãî
ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ òàêèìè æå íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Îò-
êëîíåíèå òåìïåðàòóðû â ñîïóòñòâóþùåé çàäà÷å îáîçíà÷èì 𝜓(𝑥, 𝑡).

Äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è àíàëîãè÷íî [2] ïîëó÷åíà èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà

Беднова Вероника Борисовна, к.ф.-м.н., доцент, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Veronika Bednova (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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𝜃(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥, 𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝐿∫︁
0

𝜕𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)

𝜕𝜉

(︂
𝜆0 − 𝜆(𝜉, 𝜏)

𝜕𝜓(𝜉, 𝜏)

𝜕𝜉

)︂
𝑑𝜉𝑑𝜏,

ãäå 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏) � ôóíêöèÿ Ãðèíà èñõîäíîé çàäà÷è (êíèãè [3], [4]).
Äàëåå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà ïî âñåâîç-

ìîæíûì ïðîèçâîäíûì îò ðåøåíèÿ ñîïóòñòâóþùåé çàäà÷è (â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåé çàäà÷è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìî è
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Òýéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (𝑥, 𝑡))

𝜃(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑝+𝑞=0

𝑁
(𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

(𝑥)
𝜕𝑝𝜓,𝑖1...𝑖𝑞

𝜕𝑡𝑝
, 𝑝 = 0, 1, 2, ...; 𝑞 = 0, 1, 2, ... .

Ôóíêöèè 𝑁 (𝑝)
(𝑞)𝑖1...𝑖𝑞

(𝑥) ïðè 𝑝+ 𝑞 > 0 � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè êîîðäèíàò,
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé âçâåøåííûå ìîìåíòû ôóíêöèè Ãðèíà è åå ïðîèç-
âîäíûõ. Âåðõíèé è íèæíèé èíäåêñû â êðóãëûõ ñêîáêàõ îçíà÷àþò ïîðÿäîê
ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè è êîîðäèíàòå ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè îòðèöàòåëüíûõ
𝑝 èëè 𝑞 ñòðóêòóðíûå (ñîãëàñíî ðàáîòå [2]) ôóíêöèè 𝑁 òîæäåñòâåííî ðàâíû
íóëþ, 𝑁 (0)

(0) = 1.
Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà ðåøåíèÿ èñõîäíîé

çàäà÷è â óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ
äëÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå îäíîìåðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè
ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè,
ðåøåíèÿ êîòîðûõ äîâîëüíî ëåãêî íàéòè.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåé çàäà÷è (÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è

Äàíèëîâñêîé, ðàáîòû [5], [6]) èìååò âèä 𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝜃0 erfc
(︁

𝑥1√
4κ𝑡

)︁
, íàõîäèì

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ИЗНАШИВАНИЯ
ТОПОКОМПОЗИТА ПРИ ДИСКРЕТНОМ КОНТАКТЕ

А.А. Бобылев
abobylov@gmail.com

УДК 539.3

Рассмотрена пространственная задача об изнашивании дискретного
контакта топокомпозита и прямоугольного в плане жесткого штам-
па, имеющего регулярный волнистый рельеф. Получена вариацион-
ная формулировка задачи и разработан вычислительный алгоритм
на основе явной схемы Эйлера. Дискретизация задачи по простран-
ственным координатам производилась с использованием пространств
интегрированных фундаментальных решений, построенных на основе
гранично-элементного подхода. Исследовано влияние ограниченности
номинальной площадки и дискретности контакта на кинетику процес-
са изнашивания.

Ключевые слова: контактная задача, износ, топокомпозиты, дискрет-
ный контакт

Modeling of wear processes of a topocomposite in a discrete
contact

A three-dimensional wear problem for a topocomposite in contact with
a rigid punch is considered. The punch is rectangular in shape and has
a regular wavy surface. A variational formulation of the problem is ob-
tained. The computational algorithm based on the explicit Euler scheme
is developed. Spaces of the integrated fundamental solutions are used for
a spatial discretization of the problem. The boundary element method is
applied to construct these spaces. The influence of the discrete contact
and the boundedness of the nominal contact area on the wear kinetics is
explored.

Keywords: contact problem, wear, topocomposites, discrete contact

Çíà÷èòåëüíàÿ äîëÿ îòêàçîâ ìàøèí è ìåõàíèçìîâ ñâÿçàíà ñ èçíîñîì èõ
äåòàëåé ïðè òðåíèè. Ïîâûøåíèå ýêñïëóàòàöèîííûõ ïîêàçàòåëåé óçëîâ òðå-
íèÿ çà ñ÷åò íàíåñåíèÿ íà èõ ðàáî÷èå ïîâåðõíîñòè àíòèôðèêöèîííûõ ìà-
òåðèàëîâ èëè ìîäèôèêàöèè ïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ïåðñïåê-
òèâíûì íàïðàâëåíèåì è íàõîäèò øèðîêîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå. Òåëà
ñ òîíêèìè ïîêðûòèÿìè áûëî ïðåäëîæåíî íàçûâàòü òîïîêîìïîçèòàìè [1, 2].

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî òåõíîëîãèé ïîëó÷åíèÿ òîïîêîìïîçèòîâ.
Ïîêðûòèÿ ðàçëè÷àþòñÿ ïî ìåòîäàì èõ íàíåñåíèÿ íà ïîäëîæêó, ìàòåðèàëà-
ìè, êîëè÷åñòâîì ñëî¼â è èõ òîëùèíîé. Ýòî ïðèâîäèò ê ðàçíîîáðàçèþ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îïèñàíèÿ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ
ñâîéñòâ òîïîêîìïîçèòîâ.

Бобылев Александр Александрович, к.ф.-м.н., доцент, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Aleksandr Bobylev (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)



Материалы международной конференции 617

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà èçíàøèâàíèÿ âåñüìà òðóäî-
åìêè è äëèòåëüíû. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ êîì-
ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ èçíàøèâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, âû÷èñëè-
òåëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ èçíîñîêîíòàêòíûõ çàäà÷.

Èçíîñîêîíòàêòíûå çàäà÷è ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü òðè êëàññà � çàäà-
÷è îá èçíàøèâàíèè åäèíè÷íîãî êîíòàêòà, ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è è çàäà÷è
îá èçíàøèâàíèè ìíîæåñòâåííîãî (äèñêðåòíîãî) êîíòàêòà. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ðàññìîòðåíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à îá èçíàøèâàíèè äèñêðåòíîãî
êîíòàêòà òîïîêîìïîçèòà è ïðÿìîóãîëüíîãî â ïëàíå æåñòêîãî øòàìïà, èìå-
þùåãî ðåãóëÿðíûé âîëíèñòûé ðåëüåô. Òàêàÿ çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ñâåäåíà
ê ïåðèîäè÷åñêîé âñëåäñòâèå íåðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóçîê ìåæ-
äó îòäåëüíûìè ïÿòíàìè êîíòàêòà.

Ïîêðûòèå òîïîêîìïîçèòà ìîäåëèðóåòñÿ óïðóãèì ñëîåì âèíêëåðîâñêîãî
òèïà, à îñíîâà � îäíîðîäíûì óïðóãèì èçîòðîïíûì ïîëóïðîñòðàíñòâîì. Ïðè
ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíà ëèíåéíîãî èçíîñà ìàëà è
ñîèçìåðèìà ñ óïðóãèìè ïåðåìåùåíèÿìè, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî îò-
íåñòè ê íåäåôîðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ó÷èòûâàåòñÿ
èçìåíåíèå ðàçìåðîâ è ôîðìû îòäåëüíûõ ïÿòåí êîíòàêòà ïðè èçíàøèâàíèè.
Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå èçíîñà îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè èç-
íàøèâàíèè îò âåëè÷èíû êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ è îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè
ñêîëüæåíèÿ. Ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå èçíîñîñòîéêèå ñâîéñòâà òîïî-
êîìïîçèòà, çàâèñÿò îò âåëè÷èíû ëèíåéíîãî èçíîñà.

Â îáùåì ñëó÷àå èçíîñîêîíòàêòíûå çàäà÷è äàæå äëÿ ëèíåéíî-óïðóãèõ
òåë ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè âñëåäñòâèå êàê íåëèíåéíîñòè ëîêàëüíîãî çàêî-
íà èçíàøèâàíèÿ, òàê è èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ îáëàñòè êîíòàêòà â ïðîöåññå
èçíàøèâàíèÿ [3, 4]. Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ êîíòàêò-
íûõ çàäà÷ ñ çàðàíåå íåèçâåñòíîé ïëîùàäêîé êîíòàêòà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçî-
âàíèå âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ. Âàðèàöèîííûå ôîðìóëèðîâêè èñïîëüçóþòñÿ
êàê äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
èçíîñîêîíòàêòíûõ çàäà÷, òàê è äëÿ ôàêòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ
ðåøåíèé [5, 6].

Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíà âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà ðàññìàòðèâàå-
ìîé ïðîñòðàíñòâåííîé èçíîñîêîíòàêòíîé çàäà÷è äëÿ òîïîêîìïîçèòà â âèäå
ñèñòåìû ãðàíè÷íîãî êâàçèâàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ýâîëþöèîííîãî òèïà
â íàïðÿæåíèÿõ è äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è ïî âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ
ñõåìà Ýéëåðà. Â ðåçóëüòàòå íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè âîçìîæíîãî êîíòàêòà òðåáóåòñÿ ðå-
øèòü ýëëèïòè÷åñêîå âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå çàäà÷å î
âäàâëèâàíèè â òîïîêîìïîçèò æåñòêîãî øòàìïà, ôîðìà êîòîðîãî ó÷èòûâàåò
òåêóùèé èçíîñ êîíòàêòíîé ïàðû. Òàêæå ïîëó÷åíà ýêâèâàëåíòíàÿ âàðèàöè-
îííîìó íåðàâåíñòâó çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ãðàíè÷íîãî ôóíêöèîíàëà íà ìíî-
æåñòâå ñòàòè÷åñêè äîïóñòèìûõ íàïðÿæåíèé, ýëåìåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì ñîâìåñòíîñòè.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü, âîçíèêàþùàÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ãðàíè÷íûõ âàðè-
àöèîííûõ ôîðìóëèðîâîê â íàïðÿæåíèÿõ, ñîñòîèò â â ïîñòðîåíèè êîíå÷íî-
ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ýëåìåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ðàâíî-
âåñèÿ è óñëîâèÿì ñîâìåñòíîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ìîãóò áûòü
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ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíû ïðîñòðàíñòâà èíòåãðèðîâàííûõ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ðåøåíèé [7], ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîãî ïîäõîäà. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèìåíÿëèñü ïðîñòðàíñòâåííûå ïðÿìîóãîëüíûå ãðàíè÷-
íûå ýëåìåíòû ñ ïîñòîÿííûì ðàñïðåäåëåíèåì êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè ïîëó÷åíà çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ñ ïðîñòûìè îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ è ëèíåéíûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâ, ñîäåðæàùèìè âñå ïåðåìåííûå çàäà÷è. Â [5, 6]
ïðåäëîæåíî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïîçâîëÿþùåå ïðåîáðà-
çîâàòü îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâ ê ïðîñòûì.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè íà ïîâåðõíîñòè âîçìîæíîãî êîíòàêòà ðåãóëÿðíûõ
ñåòîê ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöà Ãåññå ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ áëî÷íî-ò¼ïëèöåâîé. Ýòî ïîçâîëÿåò õðàíèòü â ïàìÿòè ÝÂÌ òîëüêî
îäíó ñòðîêó (èëè ñòîëáåö) ýòîé ìàòðèöû è ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàòü ðàñ-
÷åò åå ïðîèçâåäåíèÿ íà âåêòîð. Ïîýòîìó äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åí-
íîé çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü
ãðàäèåíòíûå ìåòîäû, íå òðåáóþùèå ôîðìèðîâàíèÿ â ÿâíîì âèäå ìàòðèöû
Ãåññå ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ âàðèàíò
ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, ïðåäëîæåííûé â [8].

Ðàçðàáîòàííûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â âèäå ìîäóëåé
ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ èçíîñîêîíòàêòíûõ çàäà÷. Ìå-
òîäîì âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà îïðåäåëåíû ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà � øàãà äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè
è êîëè÷åñòâà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ïëîùàäêå íîìèíàëüíîãî êîíòàêòà ñ
æåñòêèì øòàìïîì.

Ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé èçíîñîêîíòàêòíîé çà-
äà÷è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå øòàìïà ïî ïîâåðõíîñòè
óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ ñêîëüæåíèÿ è
âåð÷åíèÿ. Çàêîí èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé ê øòàìïó, è
âåëè÷èíû ýêñöåíòðèñèòåòà åå ïðèëîæåíèÿ ñ÷èòàëñÿ çàäàííûì. Ïðîâåäåíî
èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ îãðàíè÷åííîñòè íîìèíàëüíîé ïëîùàäêè è äèñêðåò-
íîñòè êîíòàêòà íà êèíåòèêó ïðîöåññà èçíàøèâàíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñîîòíî-
øåíèé ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ øòàìïà è óãëîâîé ñêîðîñòè åãî âåð÷åíèÿ.
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В работе рассматривается процесс эволюции гиперциклической систе-
мы с целью увеличения значения величины средней приспособленно-
сти (среднего фитнеса). Предполагается, что ресурсы системы ограни-
чены и определяются нормой матрицы взаимодействия. Вводится ги-
потеза о существовании “эволюционного времени” , которая позволя-
ет описывать процесс эволюционной адаптации с помощью уравнений
стационарного состояния. Для решения поставленной задачи предла-
гается алгоритм, на каждом шаге которого исходная задача сводится
к задаче линейного программирования. Приводятся конкретные при-
меры эволюции систем гиперциклической репликации.

Ключевые слова: репликаторная система, средняя приспособленность,
эволюция

Mathematical models of the evolution of replicator systems

In this study, we examine the process of evolution of the hypercycle sys-
tem with the aim of increasing the fitness landscape (mean fitness). We
assume that the resources of the system are limited and are determined
by the norm of the interaction matrix. The hypothesis of the existence
of “evolutionary time” is introduced, which allows one to describe the
process of evolutionary adaptation using the stationary state equations.
To solve this problem, we propose an algorithm such that it is reduced to
a linear programming problem at each step. An examples of the evolution
of hypercyclic replication systems are provided.
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Ðåïëèêàòîðíûå ñèñòåìû áûëè ïðåäëîæåíû äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ïî-
ïóëÿöèè áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ â ðàáîòàõ M. Eigen, P. Shuster [2, 3], J. Crow,
M. Kimura [4] è â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ýòèõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿþò îñ-
íîâó ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-
åò êëàññ ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì, êîòîðûé ïîëó÷èë íàçâàíèå ãèïåðöèêëà. Ñ
òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè, ãèïåðöèêë ïðåäñòàâëÿåò óíèêàëüíûé ìàòåìàòè-
÷åñêèé îáúåêò, êîòîðûé îáëàäàåò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ. Ñèñòåìà
ãèïåðöèêëà íå âûðîæäàåòñÿ, ò.å. íè îäíà èç êîìïîíåíò â ïðîöåññå äèíàìèêè
íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, åñëè èñõîäíûå íà÷àëüíûå äàííûå îòäåëåíû îò íóëÿ.
Åäèíñòâåííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî äëÿ ðàçìåðíîñòåé ñèñòåìû
𝑛 < 5 , à ïðè 𝑛 > 5 â ñèñòåìå âîçíèêàåò óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë.
Ñèñòåìà ïðèìå÷àòåëüíà è ñ òî÷êè çðåíèÿ áèîëîãèè, ïîñêîëüêó óäîâëåòâî-
ðÿåò îñíîâíîé òðèàäå ýâîëþöèè ×. Äàðâèíà: íàñëåäñòâåííîñòü, èçìåí÷è-
âîñòü, åñòåñòâåííûé îòáîð. Âñå ýòî ïîçâîëèëî ðàññìàòðèâàòü ýòó ñèñòåìó,
êàê îáúåêòû ïðåäáèîëîãè÷åñêîé ýâîëþöèè, êîòîðûå ìîãëè â ïðîöåññå ïî-
ñëåäóþùåãî ðàçâèòèÿ è åñòåñòâåííîãî îòáîðà ïðèâåñòè ê âîçíèêíîâåíèþ
ñèñòåì ñëîæíûõ ìàêðîìîëåêóë, ïîäîáíûõ ìàêðîìîëåêóëàì ÐÍÊ è ÄÍÊ.
Íàðÿäó ñ ýòèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ñèñòåìà ãèïåðöèêëà îáëàäàåò
ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì. Åñëè â ñèñòåìó ãèïåðöèêëà âñòðàèâàåòñÿ ïàðà-
çèòè÷åñêèé âèä, êîòîðûé ïîëüçóåòñÿ ðåñóðñàìè ñèñòåìû, íå îòäàâàÿ íè÷åãî
âçàìåí, òî êàê ïðàâèëî, ñèñòåìà ïîãèáàåò.

Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè
ñèñòåìû ãèïåðöèêëà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâîé
(ðåçèñòåíòíîé) ê âîçäåéñòâèþ ïàðàçèòîâ. Ìîäåëü îñíîâàíà íà ãèïîòåçå î
òîì, ÷òî âðåìÿ â òå÷åíèè êîòîðîãî ïðîèñõîäèò ýâîëþöèîííîå èçìåíåíèå
âî ìíîãî ðàç áîëåå ìåäëåííîå, ÷åì âðåìÿ, â òå÷åíèè êîòîðîãî ñèñòåìà âû-
õîäèò íà ñâîå ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå. Èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
ïðîöåññ ýâîëþöèîííîé àäàïòàöèè ìîæåò áûòü îïèñàí ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé
ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò îò íåêîòîðîãî ïà-
ðàìåòðà, êîòîðûé äàëåå áóäåì íàçûâàòü ýâîëþöèîííûì ïàðàìåòðîì èëè
ýâîëþöèîííûì âðåìåíåì.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîì, êàê îöåíèòü óñïåøíîñòü ýâîëþ-
öèîííîãî ïðîöåññà è êàê èçìåðèòü åãî ñóììàðíûé ðåñóðñ. Â êà÷åñòâå ôóíê-
öèè öåëè ìû ðàññìàòðèâàåì âåëè÷èíó ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè ñèñòåìû
(ôèòíåñ). Îñíîâàíèåì äëÿ òàêîãî âûáîðà ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàíèå îñíîâíîé
òåîðåìû îá åñòåñòâåííîì îòáîðå R. Fisher [1]. Ñîãëàñíî ñîäåðæàíèþ ýòîé
òåîðåìû, ëþáàÿ áèîëîãè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ãåíåòè÷åñêèì ïóòåì óâå-
ëè÷èòü ñâîþ ñðåäíþþ ïðèñïîñîáëåííîñòü (ôèòíåñ). Ñóììàðíûé ðåñóðñ ýòî-
ãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ íîðìîé ìàòðèöû, êîòîðàÿ îïèñûâàåò âçàèìîäåé-
ñòâèå è ìóòàöèþ âèäîâ. Â èòîãå çàäà÷à îá ýâîëþöèè ñèñòåìû ãèïåðöèêëà
íà êàæäîì øàãå èçìåíåíèÿ ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâà-
òåëüíîìó ðåøåíèþ ðÿäà çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áîëüøîé ðàç-
ìåðíîñòè.

Â îáùåì ñëó÷àå, óðàâíåíèå ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû èìååò âèä:

𝑢𝑖 = 𝑢𝑖

(︃
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑢𝑗 −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑢𝑖𝑢𝑗

)︃
= 𝑢𝑖

(︃(︁
Au
)︁
𝑖
− 𝑓(u)

)︃
, 𝑖 = 1, 𝑛, (1)
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ãäå u ∈ 𝑆𝑛 = {𝑢𝑖 : 𝑢𝑖 > 0,
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑢𝑖 = 1} è 𝑓(u) � ñðåäíèé ôèòíåñ.

Ñòàöèîíàðíîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1) (íå îáÿçàòåëüíî óñòîé-
÷èâîå) îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

Aū = 𝑓(ū)I, I = (1, 1, ..., 1), ū ∈ 𝑖𝑛𝑡𝑆𝑛.

Òîãäà èçìåíåíèå ñðåäíåé ïðèñïîñîáëåííîñòè â ýâîëþöèîííîì âðåìåíè
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

A(𝜏)ū(𝜏) = 𝑓(ū(𝜏))I, ū(𝜏) ∈ 𝑖𝑛𝑡𝑆𝑛. (2)

Çäåñü ýëåìåíòû 𝑎𝑖𝑗(𝜏) ìàòðèöû A � ïðåäñòàâëÿþò ãëàäêèå ôóíêöèè
ýâîëþöèîííîãî ïàðàìåòðà 𝜏 ∈ [0; +∞), òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

||A(𝜏)||2 =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎2𝑖𝑗 6 𝑄2, 𝜏 > 0, 𝑄 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (3)

Â èòîãå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å: íàéòè òàêèå ýëå-
ìåíòû 𝑎𝑖𝑗(𝜏) ìàòðèöû 𝐴(𝜏) íà ìíîæåñòâå (3), êîòîðûå ìàêñèìèçèðóþò çíà-
÷åíèÿ ôèòíåñà 𝑓(𝜏) â óðàâíåíèè (2) ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷å-
íèè 𝜏 = 𝑇 ýâîëþöèîííîãî âðåìåíè.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî íà êàæäîì øàãå ïðåäëîæåí-
íîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà âåëè÷èíà ñðåäíåãî ôèòíåñà çíà÷èòåëüíî óâå-
ëè÷èâàåòñÿ (ðèñ. 1) è ýâîëþöèîííûé ãèïåðöèêë ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâ ê âîç-
äåéñòâèþ ïàðàçèòîâ, îò êîòîðûõ îí ïîãèáàë äî ïðîöåññà ýâîëþöèè (ðèñ.2)
(ïàðàçèòû ïîêàçàíû ïóíêòèðíîé ëèíèåé).

0 100 200 300
0.1

0.2

0.3

Ðèñ. 5.1: Ñðåäíèé ôèòíåñ ñèñòåìû (1) ïðè 𝑛 = 5.
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ïîëó÷åííîãî íà 200-îì øàãå ýâîëþöèè ïðè äîáàâëåíèè äâóõ ïàðàçèòîâ.

3. Eigen M., Shuster P. The Hypercycle. — New York: Springer, 1979.

4. Crow J.F., Kimura M. An introduction to population genetics theory. — New-

York: Harper and Row, 1970.

СИСТЕМЫ ОТСЧЕТА В КЛАССИЧЕСКОЙ МЕХАНИКЕ
ДЕФОРМИРУЕМЫХ ТЕЛ

Г.Л. Бровко
glb@mech.math.msu.su
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В рамках классической ньютоновой механики рассматривается по-
нятие большой системы активно взаимодействующих тел и понятие
инерциальной системы отсчета, постулируются аксиомы инерции и
выводятся законы движения Эйлера. В предположении основных ги-
потез механики сплошной среды формулируются законы движения
Коши–Эйлера и уравнения движения Коши. Для большой системы
тел с инерциальной системой отсчета выделены подсистемы тел, так-
же обладающие своими инерциальными системами отсчета. Доказана
теорема о необходимых и достаточных условиях наличия инерциаль-
ных систем отсчета для подсистем тел.

Ключевые слова: ньютонова механика, системы отсчета, большая си-
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Frames of reference in classical continuum mechanics

In the frames of classical Newtonian mechanics, the concepts of a large
system of interacting bodies and its inertial frame of reference are intro-
duced, the axioms of inertia are postulated and Eulerian motion laws are
derived. Provided the main hypotheses of continuum mechanics Cauchy–
Euler motion laws and Cauchy motion equations are formulated. For a
large system of bodies with inertial frame of reference the subsystems
of bodies are separated as having their own inertial frames of reference.
The theorem of necessary and sufficient conditions of existence of inertial
reference frames for subsystems of bodies is proved.

Keywords: Newtonian mechanics, reference frames, large system, axioms
of inertia, motion laws, continuum mechanics, inertial frames of reference
for subsystems of bodies.

1. Системы отсчета. Законы движения
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäõîäû ê èñïîëüçîâàíèþ ñèñòåì îòñ÷åòà â êëàññè÷å-

ñêèõ òðóäàõ [1,2] è â ñîâðåìåííûõ èñòî÷íèêàõ [3�6].
Â êëàññè÷åñêîé íüþòîíîâîé ìåõàíèêå [4] системой отсчета íàçûâàþò

[3] ãîìåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå 𝜑 : W → 𝒳×𝒯 мира событий W, ðàññìàòðè-
âàåìîãî êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íà òîïîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå
òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà (ïðîñòðàíñòâà конфигу-
раций) 𝒳 ñ òðàíñëÿöèîííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì 𝒱 è îäíîìåðíîãî
åâêëèäîâà àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà (ïðîñòðàíñòâà моментов времени) 𝒯 :

𝜑(𝑒) = (𝑥, 𝑡) (𝑒 ∈ W, 𝑥 ∈ 𝒳 , 𝑡 ∈ 𝒯 ). (1)

Ñèñòåìû îòñ÷åòà 𝜑 è 𝜑* íàçîâåì родственными [5,6], åñëè îíè ñîõðà-
íÿþò ïðîñòðàíñòâà 𝒳 è 𝒯 , ñîõðàíÿþò ñìûñë è íàïðàâëåííîñòü âðåìåíè, à
òàêæå äëèíû âðåìåíí�ûõ ïðîìåæóòêîâ â 𝒯 è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè
â ïðîñòðàíñòâå êîíôèãóðàöèé 𝒳 . Ïåðåõîä îò "ñòàðîé" ñèñòåìû îòñ÷åòà 𝜑
ê ðîäñòâåííîé "íîâîé" 𝜑* âûðàæàåòñÿ çàìåíîé 𝜑* ∘ 𝜑−1 : (𝑥, 𝑡) ↦→ (𝑥*, 𝑡*)
"ñòàðûõ" ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ (𝑥, 𝑡) íà "íîâûå" (𝑥*, 𝑡*) ïî ôîðìóëàì [3]:

𝑥* = 𝑥*0(𝑡) + 𝒬(𝑡) · (𝑥− 𝑥0), 𝑡* = 𝑡+ 𝑎, (2)

ãäå êîíñòàíòû 𝑥0, 𝑎 è ôóíêöèè 𝑥*0(𝑡), 𝒬(𝑡) (𝒬 � îðòîãîíàëüíûé òåíçîð
íàä 𝒱) � ïàðàìåòðû çàìåíû.

Âî âñåëåííîé U âûäåëÿåòñÿ [3] большая система òåë U𝑎 è åå âíåøíîñòü
U𝑠 (äîïîëíåíèå äî U). Äëÿ êàæäîãî òåëà ℬ ∈ U𝑎 ðàññìàòðèâàþò ñèëó âîç-
äåéñòâèÿ 𝑓𝑎 ñî ñòîðîíû îñòàëüíûõ òåë áîëüøîé ñèñòåìû (активную силу)
è ñèëó 𝑓𝑠 ñî ñòîðîíû âíåøíîñòè U𝑠 (силу инерции).

Определение. Система отсчета 𝜑 называется èíåðöèàëüíîé äëÿ
áîëüøîé ñèñòåìû òåë U𝑎, если в этой системе отсчета для любого тела ℬ
из большой системы U𝑎 справедлива эквиваленция (p(ℬ, 𝑡) — количество
движения):

(p(ℬ, 𝑡) = const ïðè 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]) ⇐⇒ (𝑓𝑠(ℬ, 𝑡) = 0 ïðè 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]) . (3)

Äëÿ áîëüøîé ñèñòåìû òåë ïðèíèìàþòñÿ законы инерции [3,5].
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I.1. Первый закон инерции. Для выделенной большой системы тел
инерциальная система отсчета ñóùåñòâóåò.

I.2. Второй закон инерции. Во всякой инерциальной системе отсчета
скорость изменения количества движения любого тела большой си-
стемы противоположна силе инерции, воздействующей на это те-
ло:

ṗ(ℬ, 𝑡) = −𝑓𝑠(ℬ, 𝑡). (4)

Сбалансированность [3,5] ñèñòåìû ñèë 𝑓 è ìîìåíòîâ ñèë m𝑥0

𝑓𝑎(ℬ, 𝑡) = −𝑓𝑠(ℬ, 𝑡), m𝑎
𝑥0

(ℬ, 𝑡) = −m𝑠
𝑥0

(ℬ, 𝑡) (5)

ïðèâîäèò ê законам движения Эйлера (â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà):

ṗ(ℬ, 𝑡) = 𝑓𝑎(ℬ, 𝑡), q̇𝑥0
(ℬ, 𝑡) = 𝑚𝑎

𝑥0
(ℬ, 𝑡). (6)

Ïðèâëå÷åíèå ãèïîòåç ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü
óðàâíåíèÿ (6) â âèäå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Êîøè�Ýéëåðà [1�3,5,6]

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
Ωℬ

𝜌v𝑑𝑉 =

∫︁
Ωℬ

𝜌b𝑑𝑉 +

∫︁
Γℬ

t𝑑𝑆,

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
Ωℬ

𝜌(𝑥− 𝑥0) × v𝑑𝑉 =

∫︁
Ωℬ

𝜌(𝑥− 𝑥0) × b𝑑𝑉 +

∫︁
Γℬ

(𝑥− 𝑥0) × t𝑑𝑆,

(7)

èëè â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ Êîøè è ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ:

divS + 𝜌b = 𝜌w, S = ST (𝑥 ∈ ΩΣ𝑎), S · n = t (𝑥 ∈ Γℬ). (8)

Çäåñü Ωℬ è Γℬ � îáëàñòü è ãðàíèöà àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè òåëà ℬ
áîëüøîé ñèñòåìû U𝑎, 𝜌 � ïëîòíîñòü ñðåäû, v � ñêîðîñòü òî÷êè òåëà, w �
óñêîðåíèå, t � âåêòîð íàïðÿæåíèÿ àêòèâíûõ êîíòàêòíûõ ñèë, b � ìàññîâàÿ
ïëîòíîñòü àêòèâíûõ ìàññîâûõ ñèë (âíåøíèõ è âíóòðåííèõ äëÿ òåëà ℬ),
îïðåäåëåííàÿ íà ñîåäèíåííîì òåëå Σ𝑎 áîëüøîé ñèñòåìû U𝑎 (â îáëàñòè ΩΣ𝑎)
универсально [5] (íåçàâèñèìî îò âûáîðà òåëà ℬ ∈ U𝑎), S � òåíçîð èñòèííûõ
íàïðÿæåíèé Êîøè, n � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè Γℬ.

2. Инерциальные системы отсчета для подсистем тел
Ïðåäïîëàãàÿ èíåðöèàëüíîñòü ñèñòåìû îòñ÷åòà 𝜑 äëÿ áîëüøîé ñèñòåìû

òåë U𝑎, ïîñòàâèì âîïðîñ, â êàêîì ñëó÷àå è êàêóþ èç ñèñòåì îòñ÷åòà 𝜑*
ìîæíî ñ÷èòàòü èíåðöèàëüíîé äëÿ ïîäñèñòåìû òåë U𝑎′, ðàññìàòðèâàåìîé
êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ áîëüøàÿ ñèñòåìà.

Ïðåäñòàâèì [5,6] ñîîòíîøåíèÿ (8) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåëà ℬ′ èç ïîäñè-
ñòåìû U𝑎′ â íîâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà 𝜑*:

div* S* + 𝜌(b′
* + b′′

* + w*e + w*c) = 𝜌w*, S* = ST
* (𝑥* ∈ ΩΣ′*),

S* · n* = (t′* + t′′*) (𝑥* ∈ Γℬ′*).
(9)

Çäåñü íèæíèì èíäåêñîì "*" ïîìå÷åíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èí â íîâîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà 𝜑*, w*𝑒 è w*𝑐 � ïåðåíîñíîå è êîðèîëèñîâî óñêîðåíèÿ îò çàìåíû ñè-
òåìû îòñ÷åòà, ΩΣ′* � îáëàñòü àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè (â íîâîé ñèñòåìå
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îò÷åòà) ñîåäèíåííîãî òåëà Σ′ ∈ U𝑎′ (âêëþ÷àþùàÿ îáëàñòü Ωℬ′* ñ ãðàíèöåé
Γℬ′* àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèè òåëà ℬ′), b′

* � ïëîòíîñòü àêòèâíîé ìàññîâîé
ñèëû â ðàìêàõ ïîäñèñòåìû U𝑎′ (îïðåäåëåííàÿ óíèâåðñàëüíî íà âñåé îáëà-
ñòè ΩΣ′*), t′* � âåêòîð íàïðÿæåíèÿ àêòèâíûõ (äëÿ U𝑎′) êîíòàêòíûõ ñèë íà
ãðàíèöå Γℬ′*, b′′

* è t′′* �ìàññîâàÿ è êîíòàêòíàÿ ñèëû âîçäåéñòâèÿ íà òåëî ℬ′

ñî ñòîðîíû òåë ñèñòåìû U𝑎, íå âõîäÿùèõ â ïîäñèñòåìó U𝑎′.
Åñëè â ñèñòåìå (9) ïîä÷åðêíóòûå ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ, òî îíà ïðèíè-

ìàåò âèä, âûðàæàþùèé ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé äëÿ ëþáîãî òåëà ℬ′ èç ïîä-
ñèñòåìû U𝑎′ â íîâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà 𝜑* êàê инерциальной для подсистемы
тел U𝑎′. Ýòî äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ñîãëàñóþùèéñÿ ñ [4].

Теорема. Пусть для большой системы тел U существует инерциаль-
ная система отсчета 𝜑. Тогда для подсистемы тел U′, рассматриваемой
как самостоятельная большая система, также найдется инерциальная
система отсчета 𝜑′, универсальная по отношению к любым движениям
тел из подсистемы U′, тогда и только тогда, когда контактные силы
воздействия на тела из U′ со стороны остальных тел большой системы
U отсутствуют, а массовые силы этого воздействия характеризуются
однородным полем (возможно, зависящим от времени). При этом 𝜑′ —
любая такая система отсчета, которая движется относительно 𝜑 по-
ступательно с ускорением центра масс соединенного тела Σ′ подсистемы
U′ под действием указанного однородного поля массовых сил.
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О СИММЕТРИЙНОМ АНАЛИЗЕ СИСТЕМ С
БЕСКОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ СТЕПЕНЕЙ СВОБОДЫ
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В докладе будут исследованы симметрийные свойства действий по Га-
мильтону и предложены методы построения первых интегралов урав-
нений движения непотенциальных систем с бесконечным числом сте-
пеней свободы. Будет также установлена связь вариационных симмет-
рий с алгебраическими структурами.

Ключевые слова: симметрия, первый интеграл, Ли-допустимая алгеб-
ра

On symmetry analysis of infinite-dimensional systems

In the talk we will investigate symmetry properties of Hamiltonian ac-
tions and suggest some methods for constructing the first integrals for
equations of motion of nonpotential infinite-dimensional systems. A con-
nection between variational symmetries and algebraic structures will also
be established.

Keywords: symmetry, first integral, Lie-admissible algebra

Äëÿ ôóíêöèîíàëîâ èç îáùåïðèíÿòûõ êëàññîâ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñâÿçü
ñèììåòðèé ñ çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ áûëà óñòàíîâëåíà â ðàáîòå Ý. Íåòåð [1].
Øèðîêèé èíòåðåñ ê îòûñêàíèþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèé
ñâÿçàí ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè ìîíîãðàôèÿìè Ë.Â. Îâñÿííèêîâà [2] è Í.Õ.
Èáðàãèìîâà [3]. Èíòåãðàëû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå
ïðèìåíåíèÿ. Îíè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííî-
ñòè êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé ÄÓ×Ï (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [4, 5]). Â ðàáîòå
Ï. Ëàêñà [6] çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïðèìåíåíû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâà-
íèÿ âîëíîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà. Èçâåñòíû ïðèìåíå-
íèÿ èíòåãðàëîâ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè
äâèæåíèÿ ðÿäà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì [7, 8].

Öåëü ðàáîòû - ðàñïðîñòðàíèòü ïîäõîä Ý. Íåòåð íà èññëåäîâàíèå íåýéëå-
ðîâûõ ôóíêöèîíàëîâ, ïîñòðîèòü ïåðâûå èíòåãðàëû ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ, â òîì ÷èñëå ñ ïîìîùüþ îáîáùåíèÿ ìåòîäà âàðèàöèîííûõ
ñèììåòðèé.

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò àâòîðîâ [9-13].
Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

𝑁(𝑢) ≡ 𝑃2𝑢,𝑡𝑢𝑡𝑡 + 𝑃1𝑢,𝑡𝑢𝑡 + 𝑃3𝑢,𝑡𝑢
2
𝑡 +𝑄(𝑡, 𝑢) = 0, (1)
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𝑢 ∈ 𝐷(𝑁) ⊆ 𝑈 ⊆ 𝑉, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1] ⊂ R,

𝑢𝑡 ≡ 𝐷𝑡𝑢 ≡ 𝑑

𝑑𝑡
𝑢, 𝑢𝑡𝑡 ≡

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑢.

Çäåñü ∀𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1], ∀𝑢 ∈ 𝑈1 îïåðàòîðû 𝑃𝑖𝑢,𝑡 : 𝑈1 → 𝑉1 (𝑖 = 1, 3) ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíûìè; 𝑄 : [𝑡0, 𝑡1] × 𝑈1 → 𝑉1 - ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåëèíåéíûé; 𝐷(𝑁) - îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà 𝑁 ,

𝐷(𝑁) = {𝑢 ∈ 𝑈 : 𝑢(𝑡) ∈𝑊 ∀𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1], 𝑢|𝑡=𝑡0 = 𝜙1, 𝑢|𝑡=𝑡1 = 𝜙2,

𝑢𝑡|𝑡=𝑡0 = 𝜙3, 𝑢𝑡|𝑡=𝑡1 = 𝜙4, 𝜙𝑖 ∈ 𝑈1 (𝑖 = 1, 4)};

𝑈 = 𝐶2([𝑡0, 𝑡1];𝑈1), 𝑉 = 𝐶([𝑡0, 𝑡1];𝑉1), 𝑈1, 𝑉1 - äåéñòâèòåëüíûå ëèíåéíûå
íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, 𝑈1 ⊆ 𝑉1. Ìíîæåñòâî 𝑊 ⊆ 𝑈1 îïðåäåëÿåòñÿ
âíåøíèìè ñâÿçÿìè, íàëîæåííûìè íà ñèñòåìó.

Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1) ìîæåò áûòü îáûêíîâåííûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì, äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, óðàâíåíèåì ñ îòêëîíÿþùèìèñÿ
àðãóìåíòàìè è äð., à ïðè 𝑃3𝑢 ≡ 0 � ñèñòåìîé òàêèõ óðàâíåíèé.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
1. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ (1) â ôîðìå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ñ íåïîòåíöèàëüíîé ïëîò-
íîñòüþ ñèëû.

2. Ïîñòðîåíî äåéñòâèå ïî Ãàìèëüòîíó, äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷åíû óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ñèììåòðèé äî äèâåðãåíöèè (â òîì ÷èñëå àáñîëþòíûõ ñèì-
ìåòðèé).

3. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà ðàññìàòðèâà-
åìîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

4. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü âàðèàöèîííûõ ñèììåòðèé ñ Ëè-äîïóñòèìûìè àë-
ãåáðàìè (â òîì ÷èñëå àëãåáðàìè Ëè).

5. Ïðåäëîæåí ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ (1), ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà âàðèàöèîííûõ ñèììåòðèé.

Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ øàðíèðíî-îïåðòîãî íà îáîèõ êîíöàõ ïðèçìàòè÷åñêîãî ñòåðæ-
íÿ [14].

Литература
1. Нетер Э. Инвариантные вариационные задачи // Полак Л.С. (ред.) Вари-

ационные принципы механики. — Москва: Физматгиз, 1959. — 611-630.

2. Овсянников Л.В. Групповой анализ дифференциальных уравнений. —
Москва: Наука, 1978.

3. Ибрагимов Н.Х. Группы преобразований в математической физике. —
Москва: Наука, 1983.

4. Курант Р. Уравнения с частными производными. — Москва: Мир, 1964.

5. Тихонов А.Н., Самарский А.А. Уравнения математической физики. —
Москва: Наука, 1977.

6. Lax P.D. Integrals of nonlinear equations of evolution and solitary waves //
Communications on Pure and Applied Mathematics, XXI (1968), 467-490.

7. Вильке В.Г. Аналитические и качественные методы механики систем с бес-
конечным числом степеней свободы. — Москва: Издательство МГУ, 1986.



628 “Современные проблемы математики и механики”

8. Holm D.D., Marsden J.E., Ratiu T., Weinstein A. Nonlinear stability of fluid
and plasma equilibria // Physics Reports, 123:1,2 (1985), 1-116.

9. Савчин В.М., Будочкина С.А. Симметрии и первые интегралы в механике
бесконечномерных систем // Доклады Академии наук, 425:2 (2009), 169-171.

10. Будочкина С.А., Савчин В.М. Вариационные симметрии эйлеровых и неэй-
леровых функционалов // Дифференциальные уравнения, 47:6 (2011), 811-818.

11. Budochkina S.A. Symmetries and first integrals of a second order evolutionary
operator equation // Eurasian Mathematical Journal, 3:1 (2012), 18-28.

12. Савчин В.М., Будочкина С.А. О взаимосвязи симметрий функционалов и
уравнений // Доклады Академии наук, 458:2 (2014), 148-149.

13. Савчин В.М., Будочкина С.А. Об инвариантности функционалов и соот-
ветствующих им уравнений Эйлера-Лагранжа // Известия вузов. Математика, 2
(2017), 58-64.

14. Каудерер Г. Нелинейная механика. — Москва: Издательство иностранной

литературы, 1961.

ЭКВИПОТЕНЦИАЛЬНЫЕ ПОВЕРХНОСТИ МАЛЫХ
НЕБЕСНЫХ ТЕЛ С НЕРЕГУЛЯРНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

МАСС
А.А. Буров, В.И. Никонов
jtm@narod.ru, nikon_v@list.ru

УДК 531.01, 521.14, 528.9

Как известно, многие малые небесные тела отличаются сложным,
нерегулярным распределением масс. Это обстоятельство определяет
сложную структуру порождаемого ими поля притяжения. В насто-
ящей работе с помощью приближения потенциала притяжения, из-
вестного как потенциал Вернера — Ширса, изображаются эквипотен-
циальные поверхности некоторых малых небесных тел. Обсуждается
применимость эквипотенциальных поверхностей к трёхмерному кар-
тографированию таких тел.

Ключевые слова: потенциал ньютоновского притяжения, эквипотен-
циальная поверхность, малые небесные тела, картографирование
небесных тел

Работа выполнена В.И. Никоновым при частичной финансовой поддержке гран-
та Президента Российской Федерации для государственной поддержки научных иссле-
дований молодых российских ученых - кандидатов и докторов наук (проект № МК-
1712.2019.1), а также при частичной финансовой поддержке РФФИ, грант 18-01-00335.

Буров Александр Анатольевич, д.ф.-м.н., с.н.с., ФИЦ ИУ РАН & профессор, НИУ
ВШЭ; Alexander Burov (FRC CSC & NRU HSE, Moscow, Russia)

Никонов Василий Иванович, к.ф.-м.н., н.с., ФИЦ ИУ РАН & доцент, НИУ ВШЭ;
Vassily Nikonov (FRC CSC & NRU HSE, Moscow, Russia)



Материалы международной конференции 629

Equipotential surfaces of small celestial bodies with irregular
mass distribution

As is known, numerous small celestial bodies are characterized by a com-
plex, irregular mass distribution. This circumstance predetermines the
complex structure of the field of attraction generated by them. In the
present talk using the approximation of attraction potential, known as
the potential of the Werner — Scheeres, equipotential surfaces of some
small celestial bodies are drawn. The applicability of the equipotential
surfaces to three-dimensional carthography of such bodies is discussed.

Keywords: potential of Newtonian attraction, equipotential surface, small
celestial bodies, cartography of celestial bodies

Íàáëþäåíèå çà ìàëûìè íåáåñíûìè òåëàìè è ïåðâûå ìèññèè ê íèì ïîêà-
çàëè, ÷òî çà÷àñòóþ ïîâåðõíîñòü òàêèõ òåë îòëè÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé
ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé, à èõ ðàñïðåäåëåíèå ìàññ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåðåãó-
ëÿðíî. Ìàëîñòüþ ðàçìåðîâ òàêèõ òåë ïî ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð, ñ ðàçìåðà-
ìè ïëàíåò, à òàêæå íåðåãóëÿðíîñòüþ â ðàñïðåäåëåíèå ìàññ îáóñëîâëåíû íå
òîëüêî îòíîñèòåëüíàÿ ìàëîñòü ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ òàêèå òåëà ïî ñðàâíåíèþ
ñ ïðèòÿæåíèåì ïëàíåò, íî è åãî ñèëüíàÿ íåîäíîðîäíîñòü. Çíàíèå äåòàëåé
òàêîãî ñèëîâîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì óñïåõà êîñìè÷åñêèõ
ìèññèé êàê íà ïîâåðõíîñòè ìàëûõ íåáåñíûõ òåë, òàê è â ìàëîé îêðåñòíîñòè
ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Áûëî ïðåäëîæåíî [1,2] ïðèáëèæ¼ííîå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà ïðè-
òÿæåíèÿ òàêèõ òåë, îïèðàþùååñÿ íà ïðåäïîëîæåíèå îá èõ îäíîðîäíîñòè, à
òàêæå íà îáðàáîòàííûå ðåçóëüòàòû ôîòîìåòðèè, ïîçâîëÿþùåå âûïîëíèòü
òðèàíãóëÿöèþ ïîâåðõíîñòè ìàëîãî íåáåñíîãî òåëà. Ñîãëàñíî [1,2], ñïðàâåä-
ëèâî

Утверждение. Потенциал поля притяжения тела, ограниченного
многогранной поверхностью, представим в виде

𝑈 =
1

2
𝐺𝜎

⎛⎝∑︁
𝑒∈ℰ

r𝑒E𝑒r𝑒𝐿𝑒 +
∑︁
𝑓∈ℱ

r𝑓F𝑓r𝑓𝜔𝑓

⎞⎠ , (1)

где суммы вычисляются по всем ребрам ℰ и всем граням ℱ полигональной
сетки, задающей поверхность тела. Здесь 𝐺 — постоянная всемирного
тяготения; 𝜎 — объёмная плотность, предполагаемая постоянной; r𝑒 —
вектор, проведенный из точки 𝑄, в которой вычисляется потенциал, к
произвольной точке отдельного ребра 𝑒; r𝑓 — вектор, проведенный из точ-
ки 𝑄, к произвольной точке отдельной грани 𝑓 ; E𝑒 =

(︀
n𝐴n

𝐴
𝑒

)︀
+
(︀
n𝐵n

𝐵
𝑒

)︀
—

матрица 3×3, вычисленная для ребра 𝑒, общего для смежных граней 𝐴 и 𝐵
(выражение ( ) обозначает диадное произведение векторов); n𝐴, n𝐵 — еди-
ничные векторы внешних нормалей для смежных граней 𝐴 и 𝐵; n𝐴𝑒 , n

𝐵
𝑒 —

единичные векторы внешних нормалей к ребру 𝑒, располагающегося в плос-
костях смежных граней 𝐴 и 𝐵; F𝑓 = (n𝑓n𝑓 ) — матрица 3×3, вычисленная
для отдельной грани 𝑓 ; n𝑓 — единичный вектор внешней нормалей к гра-

ни 𝑓 ; 𝜔 = 2 arctg

(︂
(r2 × r3) · r1

|r1| · |r2| · |r3| + |r1| · r2 · r3 + |r2| · r3 · r1 + |r3| · r1 · r2

)︂
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— величина, вычисленная для отдельной грани 𝑓 , к вершинам которой из

точки 𝑄 проведены векторы r1, r2, r3; 𝐿𝑒 = ln

(︂
|r1| + |r2| + |r1 − r2|
|r1| + |r2| − |r1 − r2|

)︂
—

величина, вычисленная для отдельного ребра 𝑒, к концам которого из точ-
ки 𝑄 проведены векторы r1 и r2.

Если точка 𝑄 располагается на ребре 𝑒, то слагаемые r𝑒E𝑒r𝑒𝐿𝑒 пола-
гаются равными нулю.

Ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîòåíöèàëà â [1] áûëî îñóùåñòâëåíî
ïðèáëèæ¼ííîå îïèñàíèå ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ Ôîáîñà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà ïðèìåðå íåêîòîðûõ àñòåðîèäîâ ñ íåðåãóëÿðíûì
ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ (433 Ýðîñ, 216 Êëåîïàòðà è íåêîòîðûõ äðóãèõ)

- íà îñíîâå ïðèáëèæ¼ííîãî ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ (1) îïðåäåëÿþòñÿ
ïåðåñå÷åíèÿ èõ òðèàíãóëèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé (�ìîçàèêè�) ñ ýêâè-
ïîòåíöèàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè;

- îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ýêâèïîòåíöèàëüíûõ ïîâåðõ-
íîñòåé ïîòåíöèàëà (1) â êà÷åñòâå ðåôåðåíö-ïîâåðõíîñòåé äëÿ ñîçäàíèÿ
òð¼õìåðíûõ êàðò è ñèëîâûõ ëèíèé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ äëÿ ïðîåöè-
ðîâàíèÿ íà ðåôåðåíö-ïîâåðõíîñòè;

- èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ýêâèïîòåíöèàëüíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé óïðîù¼ííîãî, äâóõòî÷å÷íîãî ïîòåíöèàëà è ñèëîâûõ ëèíèé åãî
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ [3] â êà÷åñòâå ðåôåðåíö-ïîâåðõíîñòåé òð¼õìåð-
íûõ êàðò è ñðåäñòâà ïðîåöèðîâàíèÿ íà ýòè ïîâåðõíîñòè.

Замечание. В идейном плане исследования [1,2] восходят к работам
[4,5]. О дальнейших уточнениях выражения для гравитационного потен-
циала см. [6].

Замечание. Различным аспектам картографирования малых небесных
тел таким как выбор референц-поверхности, сглаживание, и т.д. посвя-
щены работы [7-14], в которых развитые методики применены, в част-
ности, к описанию поверхности астероида 433 Эрос. Применительно к
кометам нетрадиционные референц-поверхности были предложены и изу-
чены в [15].
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ИССЛЕДОВАНИЕ ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ СООТНОШЕНИЙ
ПОБЕДРИ В НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ ВЯЗКОУПРУГОСТИ

В.В. Вакулюк
vakulyuk@mail.ru

УДК 539.3

Рассматривается интегральное представление нелинейной связи меж-
ду напряжениями и деформациями в теории вязкоупругости, предло-
женное Б.Е. Победрей. Частным случаем такого представления будут
известные соотношения линейной теории вязкоупругости. В качестве
одного из упрощений изучаются соотношения для нестареющего ма-
териала в виде интегралов Стильтьеса. Подробно рассмотрен одно-
мерный случай, и приводятся возможные обобщения для изотропно-
го материала. Представлены обобщения, использующие теории непре-
рывных цепных дробей и дробных производных.
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соотношения
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The study of defining relations Pobedrya in the nonlinear
theory of viscoelasticity

Considered integral representation of nonlinear relationships between
stresses and strains in the theory of viscoelasticity, a proposed B. E.
Pobedria. A special case of this representation will be the known rela-
tions of the linear theory of viscoelasticity. As one of the simplifications,
the relations for ageless material in the form of Stieltjes integrals are
studied. The one-dimensional case is considered in detail, and possible
generalizations for the isotropic material are given. Generalizations using
the theory of continued fractions and fractional calculus are presented.

Keywords: nonlinear theory of viscoelasticity, constitutive relationships

Â îòëè÷èå îò îáùåé òåîðèè íåëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè, îñíîâàííîé íà
êðàòíî-èíòåãðàëüíûõ çàâèñèìîñòÿõ Âîëüòåððû, ñîîòíîøåíèÿ íåëèíåéíîé
âÿçêîóïðóãîñòè Á.Å. Ïîáåäðè ñîäåðæàò èíòåãðàë â çíàìåíàòåëå è ñîîòâåò-
ñòâóþò áåñêîíå÷íîìó ðÿäó Âîëüòåððà ñ ÿäðàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà. Â îáùåì
àíèçîòðîïíîì ñëó÷àå èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå [1]:

𝜎𝑖𝑗(𝑡) =
𝑡∫︀
0

𝐴𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛(𝑡, 𝜏)𝜀𝑘𝑙(𝜏)𝑝𝑚𝑛(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏

𝑝𝑚𝑛(𝑡, 𝜏) ≡
[︂
E− 𝛼

𝜏∫︀
0

q
≈

(𝑡, 𝜉)
2
⊗ 𝜀𝜀𝜀(𝜉)𝑑𝜉

]︂−1

𝑚𝑛

, (1)

ãäå [ ]−1 îáîçíà÷àåò òåíçîð, îáðàòíûé òåíçîðó, çàêëþ÷¼ííîìó â êâàäðàò-
íûå ñêîáêè. Çäåñü 𝐴𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛(𝑡, 𝜏),q

≈
(𝑡, 𝜉)�êîìïîíåíòû òåíçîðîâ ÿäåð ðåëàê-

ñàöèè øåñòîãî è ÷åòâ¼ðòîãî ðàíãà ñîîòâåòñòâåííî, E� åäèíè÷íûé òåíçîð
âòîðîãî ðàíãà, 𝛼�íåêîòîðûé �ìàëûé ïàðàìåòð�. ×àñòíûì ñëó÷àåì òàêîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ (ïðè 𝛼 = 0) áóäóò êëàññè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíîé òåî-
ðèè âÿçêîóïðóãîñòè. Äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû òåíçîð 𝐴𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛(𝑡, 𝜏) èìååò òðè
íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû, à òåíçîð q

≈
(𝑡, 𝜉)�äâå. Â ïðîñòåéøåì îäíîìåð-

íîì ñëó÷àå äëÿ íåñòàðåþùåãî ìàòåðèàëà ñîîòíîøåíèÿ Á.Å. Ïîáåäðè ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëîâ Ñòèëòüåñà:

𝜎(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐴(𝑡− 𝜏)𝑑𝜀(𝜏)

1 − 𝛼
𝜏∫︀
0

𝑞(𝑡− 𝜉)𝑑𝜀(𝜉)

. (2)

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ýòîé çàâèñèìîñòè ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ, èñïîëüçóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû, ïîëó÷åííûå â òåîðèè
íåïðåðûâíûõ (öåïíûõ) äðîáåé. Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ ïðîñòîòû îäíîìåðíûì
ñëó÷àåì. Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ, îáîáùàþùèå çàâèñèìîñòè (2) áóäóò èìåòü âèä:
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𝜎(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐴0(𝑡− 𝜏)𝜀(𝜏)𝑑𝜏

1 −
𝑡∫︀
0

𝐴1(𝑡− 𝜏1)𝜀(𝜏1)𝑑𝜏1

1 −
𝑡∫︀
0

𝐴2(𝑡− 𝜏2)𝜀(𝜏2)𝑑𝜏2
. . .

· · · 1 −
𝑡∫︀
0

𝐴𝑛−1(𝑡− 𝜏𝑛−1)𝜀(𝜏𝑛−1)𝑑𝜏𝑛−1

1 −
𝑡∫︀
0

𝐴𝑛(𝑡− 𝜏𝑛)𝜀(𝜏𝑛)𝑑𝜏𝑛

. (3)

Òåîðèÿ, îñíîâàííàÿ íà ñîîòíîøåíèÿõ (3), áóäåò ýêâèâàëåíòíà îäíîìåðíîé,
áàçèðóþùåéñÿ íà íåëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèÿõ Âîëüòåððû.

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç óïðîùåíèé íåëèíåéíîé àíèçîòðîïíîé òåîðèè (1),
âûäâèíóòîé Á.Å. Ïîáåäðåé, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
íåñòàðåþùåãî ìàòåðèàëà â âèäå èíòåãðàëîâ Ñòèëòüåñà:

𝜎𝑖𝑗(𝑡) =
𝑡∫︀
0

𝐴𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑡− 𝜏)𝑝(𝑡, 𝜏)𝑑𝜀𝑘𝑙(𝜏)

𝑝(𝑡, 𝜏) ≡
[︂
1 − 𝛼

𝜏∫︀
0

𝑞𝑚𝑛(𝑡− 𝜉)𝑑𝜀𝑚𝑛(𝜉)

]︂−1 . (4)

Òîãäà àíèçîòðîïèþ äëÿ ôóíêöèè ðåëàêñàöèè 𝐴𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑡 − 𝜏) ìîæíî âûáèðàòü
àíàëîãè÷íî ëèíåéíîé òåîðèè, à òåíçîð 𝑞𝑚𝑛(𝑡 − 𝜉) áóäåò îòâå÷àòü çà íåëè-
íåéíîñòü ìàòåðèàëà â çàâèñèìîñòè îò äåôîðìàöèé. Äëÿ ïðîñòîòû äàëåå áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü èçîòðîïíûé ñëó÷àé. Àíàëîãè÷íî ëèíåéíîé òåîðèè âÿç-
êîóïðóãîñòè äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ðåëàêñàöèè âîçüì¼ì:

𝐴𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘𝑙 + 𝑏(𝑡){𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙 + 𝛿𝑖𝑙𝛿𝑗𝑘}. (5)

Çäåñü 𝛿𝑖𝑗 �äåëüòà-ôóíêöèÿ Êðîíåêêåðà. Ðàçëîæèì ñèììåòðè÷íûå òåíçîðû
𝑞𝑚𝑛(𝑡), 𝜀𝑚𝑛(𝑡) íà øàðîâóþ ÷àñòü è äåâèàòîð:

𝑞𝑚𝑛 = 𝑞𝛿𝑚𝑛 + 𝑞𝑚𝑛, 𝜀𝑚𝑛 = 1
3𝜃𝛿𝑚𝑛 + 𝑒𝑚𝑛, 𝑞 = 1

3𝛿𝑖𝑗𝑞𝑖𝑗 , 𝜃 = 𝛿𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 . (6)

Â îáùåì ñëó÷àå íàãðóæåíèÿ (6) èç (4) ïîëó÷èì äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ:

𝜎𝑖𝑗(𝑡) ≡ 𝜎(𝑡)𝛿𝑖𝑗 + 𝑠𝑖𝑗(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐴(𝑡− 𝜏)𝛿𝑖𝑗𝑑𝜃(𝜏)

1 −
𝜏∫︀
0

𝑞(𝑡− 𝜉)𝑑𝜃(𝜉) −
𝜏∫︀
0

𝑞𝑚𝑛(𝑡− 𝜁)𝑑𝑒𝑚𝑛(𝜁)

+

+

𝑡∫︁
0

2𝑏(𝑡− 𝜏)𝑑𝑒𝑖𝑗(𝜏)

1 −
𝜏∫︀
0

𝑞(𝑡− 𝜉)𝑑𝜃(𝜉) −
𝜏∫︀
0

𝑞𝑚𝑛(𝑡− 𝜁)𝑑𝑒𝑚𝑛(𝜁)

.

(7)

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã øàðîâîé ÷àñòè òåíçîðà,
à âòîðîå � àíàëîã äåâèàòîðà.
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Â ñëó÷àå ïðåäïîëîæåíèÿ îá óïðóãîì ïîâåäåíèè îáú¼ìà 𝑞(𝑡) = 0, 𝐴(𝑡) ≡
3𝑎(𝑡) + 2𝑏(𝑡) = 𝐴−1 ≡ 𝐾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 äëÿ ìàëûõ 𝜀𝑖𝑗(𝑡) èç (7), ðàñêëàäûâàÿ â
ðÿäû, ïðèáëèæ¼ííî ïîëó÷èì:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜎(𝑡) = 𝐴−1𝜃(𝑡)

𝑠𝑖𝑗(𝑡) =

𝑡∫︁
0

2𝑏(𝑡− 𝜏)𝑑𝑒𝑖𝑗(𝜏) +

𝑡∫︁
0

𝜏∫︁
0

2𝑏(𝑡− 𝜏)𝑞𝑚𝑛(𝑡− 𝜁)𝑑𝑒𝑚𝑛(𝜁)𝑑𝑒𝑖𝑗(𝜏).
(8)

Ýòè çàâèñèìîñòè ìåæäó øàðîâûìè ÷àñòÿìè è äåâèàòîðàìè òåíçîðîâ íàïðÿ-
æåíèé è äåôîðìàöèé ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ãëàâíîé
íåëèíåéíîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè [1].

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è äðóãèå âàðèàíòû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
òèïà (2), (4), íàïðèìåð:

𝜎𝑖𝑗(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐴𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑡, 𝜏)𝜀𝑘𝑙(𝜏)𝑑𝜏

1 −
𝜏∫︀
0

𝑞(𝑡, 𝜉)𝑓(1𝐼𝜀, 2𝐼𝜀)𝑑𝜉

.

Çäåñü 𝑓(1𝐼𝜀, 2𝐼𝜀)�ôóíêöèÿ îò ïåðâûõ äâóõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðà äåôîðìà-
öèé. Èíòåðåñíî òàêæå â êà÷åñòâå îäíîãî èç îáîáùåíèé ðàññìîòðåòü ñëó÷àé,
êîãäà â (4)

𝑝(𝑡, 𝜏) ≡

⎡⎣1 − 𝛼

𝜏∫︁
0

𝑞𝑚𝑛(𝑡− 𝜉)𝑑𝜀𝑚𝑛(𝜉)

⎤⎦−𝛽

.

Çäåñü 𝛽 ∈ [0, 1]. Òîãäà â ñëó÷àå 𝛽 = 0 ïîëó÷èì îáû÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ëèíåé-
íîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè, à ïðè 𝛽 = 1 ñîîòíîøåíèÿ ðàññìîòðåííûå âûøå.
Êðîìå òîãî, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñîîòíîøåíèå: 𝑝(𝑡, 𝜏) ≡ [1 −𝐷𝛼 [𝑞𝑚𝑛𝜀𝑚𝑛]]

−1
,

ãäå îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

𝐷𝛼𝑓(𝑡) ≡ 𝑑

𝑑𝑡

[︀
𝐷𝛼−1𝑓(𝑡)

]︀
≡ 𝑑

𝑑𝑡

[︂
1

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)
𝛼

]︂
.
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Излагается вариационная постановка и решение задачи Ньютона о
проектировании тела вращения наименьшего лобового сопротивле-
ния. Подчёркивается выдающаяся роль акад. А.Н. Крылова в совре-
менном решении задачи. Отмечается вклад отечественных учёных в
разработку теории летательных аппаратов оптимальных форм. Пред-
ставлены результаты автора: алгебраический анализ существования и
единственности решения; пример построения лобовой части наимень-
шего сопротивления.

Ключевые слова: лобовое сопротивлениe, минимизация, тело враще-
ния, задача Ньютона, существование и единственность решения.

I. Newton and A.N. Krylov: Aerodynamic problem

The variational set Newton task about the rotational body form with the
least drag is stated. The outstanding role of academician A.N.Krylov in
the modern problem solution is emphasized. The native sciences contribu-
tion to development of optimal forms flying vehicles is marked. Author’s
results are presented: an algebraic investigation of existence and unique-
ness the Newton problem solution; example of the bow section design’s of
smallest drag.

Keywords: drag, minimization, revolution body, Newton’s problem, exis-
tence and uniqueness of solution.

Äîêëàä ïîñâÿù¼í äâóì þáèëåéíûì äàòàì ïðîøëîãî, 2018 ãîäà: 375-îé
ãîäîâùèíå ñî äíÿ ðîæäåíèÿ È. Íüþòîíà è 155-îé ãîäîâùèíå À.Í. Êðûëîâà.

Â 1687 ã. âûøåë â ñâåò (ïîëíûé òåêñò � òðè êíèãè) èñòîðè÷åñêèé òðóä
ñýðà Èñààêà Íüþòîíà �Ìàòåìàòè÷åñêèå íà÷àëà íàòóðàëüíîé ôèëîñîôèè�. Â
Ðîññèè êíèãà âïåðâûå áûëà îïóáëèêîâàíà â 1915�16 ãã. â �Èçâåñòèÿõ Íèêî-
ëàåâñêîé ìîðñêîé àêàäåìèè� â ïåðåâîäå ñ ëàòûíè �ñ ïîÿñíåíèÿìè è ïðèìå÷à-
íèÿìè Ôëîòà Ãåíåðàëà À.Í.Êðûëîâà, çàñëóæåííîãî ïðîôåññîðà àêàäåìèè,
îðäèíàðíîãî àêàäåìèêà Èìïåðàòîðñêîé àêàäåìèè íàóê� [1, 2].

Â ðàçäåëå 7 (êíèãà II) �Î äâèæåíèè æèäêîñòåé è ñîïðîòèâëåíèè áðî-
øåííûõ� òåë Íüþòîí ðåøàåò çàäà÷ó î ñîïðîòèâëåíèè äâèæåíèþ øàðà è
äëèííîãî öèëèíäðà ðàâíûõ äèàìåòðîâ â �ðåäêîé ñðåäå� (ìîäåëü èäåàëüíî-
ãî ãàçà èëè ñëàáî ñîïðîòèâëÿþùåéñÿ æèäêîñòè), çàòåì èññëåäóåò äâèæåíèå
óñå÷¼ííîãî êîíóñà â òîé æå ñðåäå è ñòàâèò çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ôîðìû òå-
ëà âðàùåíèÿ, èñïûòûâàþùåãî íàèìåíüøåå ëîáîâîå ñîïðîòèâëåíèå ïðè ñâî-
¼ì äâèæåíèè. Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Íüþòîí ïðèâîäèò áåç âñÿêèõ
ïîÿñíåíèé (�ß ñ÷èòàþ, ÷òî . . . �), â âèäå íåêîòîðîé ïðîïîðöèè, ñîñòàâëåí-
íîé èç ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ ïðîåêòèðóåìîãî òåëà âðàùåíèÿ: îêàçàëîñü, ÷òî

Вячеслав И. Ванько, Московский государственный технический университет име-
ни Н.Э. Баумана (Москва, Россия); Vyacheslav Vanko, Bauman Moscow state technical
university (Moscow, Russia)
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íîñîâàÿ ñåêöèÿ êîíñòðóêöèè äîëæíà áûòü çàòóïëåíà, ò.å. äîëæíà èìåòü
ïëîñêóþ ïëîùàäêó, âñòðå÷àþùóþ íàáåãàþùèé ïîòîê. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î
òåëå âðàùåíèÿ ñ íàèìåíüøèì ëîáîâûì ñîïðîòèâëåíèåì, åñòåñòâåííî, çàâè-
ñèò îò çàêîíà ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû. Íüþòîí ïðåäñòàâëÿë ñåáå �ðåäêóþ ñðå-
äó� ñîñòîÿùåé èç íåïîäâèæíûõ ðàâíîìåðíî ðàñïîëîæåííûõ â ïðîñòðàíñòâå
àáñîëþòíî óïðóãèõ îäèíàêîâûõ øàðèêîâ, êîòîðûå îêàçûâàþò ñîïðîòèâëå-
íèå äâèæóùåìóñÿ òåëó è ðåàãèðóþò ñ òåëîì ïî çàêîíó �óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí
óãëó îòðàæåíèÿ�. Âûâîäÿòñÿ: çàêîí ñîïðîòèâëåíèÿ Íüþòîíà (ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòü êâàäðàòó ñêîðîñòè); ôîðìóëà ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæóùåìóñÿ
â �ðåäêîé ñðåäå� òåëó; ñòàâèòñÿ è ðåøàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ âàðèàöèîííàÿ
çàäà÷à. Ïîä÷¼ðêèâàåòñÿ âûäàþùàÿñÿ ðîëü àêàä. Êðûëîâà â ñîâðåìåííîé
ïîñòàíîâêå è ðåøåíèè çàäà÷è. Îòìå÷àåòñÿ âêëàä îòå÷åñòâåííûõ ó÷¼íûõ â
ðàçðàáîòêó òåîðèè ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ îïòèìàëüíûõ ôîðì [3, 4].

Èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû àâòîðà: àëãåáðàè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Íüþòîíà, âûâåäåíî äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è â âèäå îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð ãà-
áàðèòîâ íîñîâîé ñåêöèè; ïðèâåä¼í ïðèìåð ïðîåêòèðîâàíèÿ íîñîâîé ñåêöèè
ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà íàèìåíüøåãî ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ [5].
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МЕТОД РАСЧЕТА ТЕЧЕНИЙ НЕСЖИМАЕМОЙ
ЖИДКОСТИ В ОБЛАСТЯХ С МЕНЯЮЩИМИСЯ ВО

ВРЕМЕНИ ГРАНИЦАМИ
Ю.В. Василевский

yuri.vassilevski@gmail.com

УДК 519.63

Представлена устойчивая схема конечно-элементного расчета течений
несжимаемой жидкости в областях с границами, меняющимися во вре-
мени. Шаг по времени не зависит от шага сетки по пространству,
причем на каждом шаге по времени достаточно решать только одну
систему линейных уравнений. Схема применяется для приближенного
решения как трехмерных уравнений Навье-Стокса в движущихся об-
ластях, так и задачи взаимодействия течения и упругих стенок (FSI).

Ключевые слова: метод конечных элементов, уравнения Навье-
Стокса, оценка устойчивости

A numerical scheme for simulation of incompressible flows in
time-dependent domains

We present a stable finite-element scheme for simulation of incompressible
flows in time-dependent domains. The time step is independent of the
mesh size, and only one linear system is solved on each time step. We
consider fluid-structure interaction (FSI) and Navier-Stokes equations in
time-dependent domains.

Keywords: finite element method, Navier-Stokes equations, stability esti-
mate

Ìîäåëè òðåõìåðíîãî òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îáëàñòÿõ ñ ìåíÿ-
þùèìèñÿ âî âðåìåíè ãðàíèöàìè âîñòðåáîâàíû âî ìíîãèõ áèîìåäèöèíñêèõ
ïðèëîæåíèÿõ. Ýòè ìîäåëè ìîãóò èñïîëüçîâàòü ïîëîæåíèÿ äâèæóùåéñÿ ãðà-
íèöû, ïîëó÷åííûå èç àíàëèçà ìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé (òå÷åíèå êðîâè â
ëåâîì æåëóäî÷êå ïàöèåíòà), èëè ðàññ÷èòûâàòü ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû êàê ðå-
çóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ òå÷åíèÿ è óïðóãèõ ñòåíîê (êðîâîòîê â àîðòå èëè
ñåðäå÷íîì êëàïàíå).

Â îñíîâå íàøåé ìîäåëè ëåæèò óñòîé÷èâàÿ ñõåìà êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî
ðàñ÷åòà òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Øàã ïî âðåìåíè íå çàâèñèò îò øà-
ãà ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó, ïðè÷åì íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè äîñòàòî÷íî
ðåøàòü òîëüêî îäíó ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñõåìà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êàê òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà â äâè-
æóùèõñÿ îáëàñòÿõ, òàê è çàäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ òå÷åíèÿ è óïðóãèõ ñòåíîê
(FSI).

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 17-01-00886, 18-
00-01524).
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Àíàëèç ñõåìû ñ òî÷êè çðåíèÿ îöåíêè åå óñòîé÷èâîñòè è ñåòî÷íîé ñõîäè-
ìîñòè [1,2,3] äîïîëíÿåòñÿ ÷èñëåííûì èññëåäîâàíèåì ñõåìû íà ðàçíûõ òå-
ñòîâûõ çàäà÷àõ [1,3,4] è åå ïðèìåíåíèåì ïðè ðàñ÷åòå êðîâîòîêà [1,2,3,4].
Â ÷àñòíîñòè, ìû ðàññìàòðèâàåì äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå òå÷åíèÿ â òðóá-
êàõ ñ íåëèíåéíûìè ãèïåðýëàñòè÷íûìè ìîäåëÿìè ñòåíêè, ñòàöèîíàðíûå è
êâàçèïåðèîäè÷íûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òå÷åíèåì âÿçêîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè è íåëèíåéíî óïðóãèì ïðåïÿòñòâèåì, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ñîáðàííûå âî âðåìÿ ôàçîâî êîíòðàñòíîãî ÌÐÒ-
èññëåäîâàíèÿ. Òàêæå ìû äåìîíñòðèðóåì ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ êðîâè â
ëåâîì æåëóäî÷êå ñåðäöà ÷åëîâåêà, äëÿ êîòîðîãî äèíàìèêà ñòåíêè æåëóäî÷-
êà âîññòàíîâëåíà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÊÒ-èçîáðàæåíèé ñ êîíòðàñòèðîâà-
íèåì.

Ýòà ðàáîòà ñäåëàíà ñîâìåñòíî ñ Ì.À. Îëüøàíñêèì (Óíèâåðñèòåò Õüþ-
ñòîíà), À.À. Äàíèëîâûì (ÈÂÌ ÐÀÍ, Ñå÷åíîâñêèé óíèâåðñèòåò), À.Â. Ëî-
çîâñêèì (ÈÂÌ ÐÀÍ), Â.Þ. Ñàëàìàòîâîé (ÌÔÒÈ, Ñå÷åíîâñêèé óíèâåðñè-
òåò).
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АВТОМОДЕЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О РАСТЕКАНИИ
НЕНЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТИ С УЧЕТОМ
ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЯ ПО ПОДСТИЛАЮЩЕЙ

ПОВЕРХНОСТИ. ПРИЛОЖЕНИЕ К ВУЛКАНИЧЕСКИМ
ИЗВЕРЖЕНИЯМ

Е.А. Веденеева, О.Э. Мельник
el_vedeneeva@imec.msu.ru, melnik@imec.msu.ru

УДК 532.516:532.135

Решается задача о растекании степенной жидкости по горизонтальной
поверхности, на которой ставится условие частичного проскальзыва-
ния. Жидкость поступает из точечного источника, течение осесим-
метричное. В приближении тонкого слоя задача сводится к решению
одного нелинейного дифференциального уравнения в частных про-
изводных второго порядка с интегральным условием. Для степенной
зависимости расхода от времени получено его автомодельное реше-
ние. Постановка задачи вызвана физической задачей о растекании
лавовых потоков.

Ключевые слова: неньютоновская жидкость, проскальзывание, авто-
модельное решение, лавовые потоки

Similarity solution for non-Newtonian fluid spreading problem
under the slip condition on the underlying surface. Application

to volcanic eruptions

The problem of power-law fluid spreading over a horizontal surface under
the slip condition on the surface is solved. Fluid flows from a point source,
the flow is axisymmetric. In the thin-layer approximation, the problem is
reduced to a solution of a single non-linear second-order partial differential
equation with an integral condition. For the power-law time-dependent
fluid source a similarity solution is obtained. Such problem definition have
an application to the physical problem of the lava flows spreading.

Keywords: non-Newtonian fluid, slip condition, similarity solution, lava
flows

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå óñëîâèÿ ÷àñòè÷íîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà
ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè íà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ôîðìó ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè ñòåïåííîé æèäêîñòè (ïîä÷èíÿþùåéñÿ çàêîíó Ostwald �
de Waele) [1], ðàñòåêàþùåéñÿ îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà. Ïîâåðõíîñòü ñ÷è-
òàåòñÿ ïëîñêîé è ãîðèçîíòàëüíîé. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âîçíèêëà â ñâÿçè ñ
ìîäåëèðîâàíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàâîâûõ ïîòîêîâ. Óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ ê
ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè äëÿ ëàâû íå âñåãäà âûïîëíåíî: íà íåé çà÷àñòóþ
ôîðìèðóåòñÿ ïîäñëîé, ñîäåðæàùèé çíà÷èòåëüíóþ äîëþ îáëîìêîâ îñòûâøåé

Веденеева Елена Анатольевна, к.ф.-м.н., с.н.с, Институт механики МГУ имени М.В.
Ломоносова (Москва, Россия); Elena Vedeneeva (Institute of Mechanics Lomonosov Moscow
State University, Moscow, Russia)
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ïîðîäû, íå ñöåïëåííûõ ñ ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòüþ. Óñëîâèå ïðîñêàëü-
çûâàíèÿ äëÿ ëàâû èñïîëüçîâàíî â ðàáîòàõ [2, 3], ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèÿ
ìàãìû â êàíàëå âóëêàíà â ðàññìàòðèâàåìîì âèäå � â [4]. Ïðîñêàëüçûâàíèå
æèäêîñòè ïî ïîâåðõíîñòè âñòðå÷àåòñÿ è â äðóãèõ ãåîôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ è
â çàäà÷àõ î òå÷åíèè íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé [5].

Ëàâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèëüíîâÿçêóþ æèäêîñòü ñî ñëîæíûìè ñâîé-
ñòâàìè, êîòîðûå çàâèñÿò îò åå õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà, òåìïåðàòóðû, ñîäåðæà-
íèÿ â íåé ïóçûðüêîâ ãàçîâ è êðèñòàëëîâ è ÷àñòî ïðîÿâëÿåò íåíüþòîíîâñêèå
ñâîéñòâà [3, 6-9]. Â [2] ëàâà ñ÷èòàåòñÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòüþ, â [3] � ïîä-
÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ãåðøåëÿ � Áàëêëè, ïðîñêàëüçûâàíèå äîïóñêàåòñÿ òîëüêî
â îäíîì ðàçäåëå ðàáîòû â íåñêîëüêî èíîì âèäå.

Íàìè ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñòåêàíèå íåñæèìàåìîé ñòåïåííîé æèäêîñòè ñ
ïëîòíîñòüþ 𝜌 îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â íà÷àëå êîîðäèíàò ïî ïëîñêîé ãîðè-
çîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Åå ýôôåêòèâíàÿ âÿçêîñòü [1] ðàâíà

𝜇 = 𝜇0 �̇�
𝑁−1, �̇� =

√︁
2 𝑒𝑖𝑗𝑒𝑖𝑗

𝜇0 è 𝑁 � êîíñòàíòû, �̇� � ñêîðîñòü ñäâèãà, 𝑒𝑖𝑗 � òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîìà-
öèé. Ëàâà ìîæåò ñåáÿ âåñòè è êàê ïñåâäîïëàñòè÷íàÿ (𝑁 < 1), è êàê äèëà-
òàíòíàÿ (𝑁 > 1) æèäêîñòü [3, 6-9]. Ïðè 𝑁 = 1 æèäêîñòü íüþòîíîâñêàÿ.

Òå÷åíèå ñ÷èòàåòñÿ îñåñèììåòðè÷íûì. Îñü 𝑧 íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî
ïðîòèâ äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè �⃗�, îñü 𝑟 � ïî ðàäèóñó; 𝑣 è 𝑤 � ðàäèàëüíàÿ è
âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè. Îáùèé îáúåì âûòåêøåé æèäêîñòè 𝑄
ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé âðåìåíè 𝑡: 𝑄 = 𝑞𝑡𝛽 , 𝑞 è 𝛽 > 0 � êîíñòàíòû.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ òàêîå òå÷åíèå, ñîñòîèò èç óðàâíåíèÿ
íåðàçðûâíîñòè è óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèáëèæåíèå òîí-
êîãî ñëîÿ: ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðíàÿ òîëùèíà ñëîÿ 𝐻 ìàëà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ õàðàêòåðíûì ðàäèóñîì ðàñòåêàíèÿ æèäêîñòè 𝑅: 𝜀 = 𝐻/𝑅 ≪ 1.
Òîãäà, îñòàâëÿÿ òîëüêî ñòàðøèå ÷ëåíû, �̇� =

⃒⃒
𝜕𝑣
𝜕𝑧

⃒⃒
. Äëÿ ëàâîâûõ ïîòî-

êîâ äëÿ ïîðÿäêà îáîáùåííîãî ÷èñëà Ðåéíîëüäñà [1] âñåãäà âåðíà îöåíêà:
𝑅𝑒 = 𝜌𝐻𝑁𝑣0

2−𝑁/𝜇0 . 1/𝜀. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåíåáðåãàòü â óðàâíåíèè äâèæå-
íèÿ íåñòàöèîíàðíûìè è êîíâåêòèâíûìè ÷ëåíàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ âÿçêèìè.

Íà ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè ñòàâèòñÿ óñëîâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ â íàè-
áîëåå ïðîñòîì âèäå [2-4], îñòàâëÿÿ òîëüêî ñòàðøèå ñëàãàåìûå

𝑧 = 0 : 𝑣 = 𝐵𝑑

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︂𝑛
, 𝑤 = 0

𝐵𝑑 è 𝑛 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
Â ïðèáëèæåíèè òîíêîãî ñëîÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îäíîãî íåëè-

íåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôîðìû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ℎ(𝑟, 𝑡) ñ èíòåãðàëü-
íûì óñëîâèåì. Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ îíî èìååò âèä

𝜕ℎ

𝜕𝑡
+

𝑁

2𝑁 + 1

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︃
𝑟

(︂
−𝜕ℎ
𝜕𝑟

)︂1
𝑁

ℎ2+
1
𝑁

)︃
+ 𝐵

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︃
𝑟

(︂
−𝜕ℎ
𝜕𝑟

)︂𝑛
𝑁

ℎ1+
𝑛
𝑁

)︃
= 0

(1)
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2𝜋

𝑟∫︁
0

ℎ(𝑟, 𝑡) 𝑟𝑑𝑟 = 𝑡𝛽 , ℎ(𝑟(𝑡), 𝑡) = 0, 𝐵 = 𝐵𝑑 𝑞
𝑛−𝑁−1
𝛽+3𝑁 𝑎

3(𝑛−1)+𝛽
𝛽+3𝑁 , 𝑎 =

𝜌𝑔

𝜇0

𝑟 = 𝑟(𝑡) � ðàäèóñ ðàñòåêàíèÿ ëàâû íà òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè.
Óðàâíåíèå (1) â ïåðåìåííûõ (𝜉 = 𝑟/𝑟(𝑡), 𝑡) ïðè óñëîâèè, ÷òî âûïîëíåíî

ñîîòíîøåíèå äëÿ ñòåïåíåé � ïàðàìåòðîâ çàäà÷è: 𝛽 = 5+2𝑁−5𝑛
2+𝑁−𝑛 , èìååò àâ-

òîìîäåëüíîå ðåøåíèå ℎ(𝑟, 𝑡) = ℎ̃(𝜉, 𝑡) = 𝑐0 𝑡
𝑘𝐺(𝜉), 𝑐0 = (2 + 1/𝑁)

2
3 (1− 5

3𝑁+5 )

(2𝜋𝐺0)−
1
3 (1− 2

3𝑁+5 ). Ôóíêöèÿ 𝐺(𝜉) óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíîìó îáûêíîâåí-
íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

𝑑

𝑑𝜉

(︃
𝜉

(︂
−𝑑𝐺
𝑑𝜉

)︂ 1
𝑁

𝐺 2+ 1
𝑁

)︃
+ ̃︀𝐵 𝑑

𝑑𝜉

(︃
𝜉

(︂
−𝑑𝐺
𝑑𝜉

)︂ 𝑛
𝑁

𝐺 1+ 𝑛
𝑁

)︃
− 𝑙 𝜉2

𝑑𝐺

𝑑𝜉
+ 𝑘 𝜉 𝐺 = 0

̃︀𝐵 =

(︂
𝑁

2𝑁 + 1

)︂− 1
3 (1+5 3𝑛−1

3𝑁+5 )
(2𝜋𝐺0)

1
3 (1− 3𝑛−1

3𝑁+5 )𝐵,

1∫︁
0

𝐺(𝜉) 𝜉 𝑑𝜉 = 𝐺0 (2)

𝑘 =
(1 +𝑁)𝛽 − 2𝑁

5 + 3𝑁
, 𝑙 =

1

2
(𝛽 − 𝑘), 𝐺(1) = 0, 𝜉 ∈ (0; 1)

Êîýôôèöèåíò ̃︀𝐵 çàâèñèò îò èíòåãðàëà îò ñàìîé èñêîìîé ôóíêöèè 𝐺(𝜉).
Ðàäèóñ ðàñòåêàíèÿ ëàâû îïðåäåëÿåòñÿ êàê: ̃︀𝑟(𝑡) = (2𝜋𝐺0𝑐0)−1/2 𝑡𝑙, ïðè÷åì
äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå 𝑙 > 0.

Òàêîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è àíàëîãè÷åí ðàáîòàì [2-3,6,10-11], íî
ó÷èòûâàåò è óñëîâèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ íà ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè, è
íåíüþòîíîâñêèå ñâîéñòâà æèäêîñòè.

Ðåøåíèå (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé çà-
äà÷è, êîòîðîå ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàíî äëÿ íàõîæäåíèÿ
ôîðìû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïðè ðàñòåêàíèè ñòåïåííîé æèäêîñòè ñ ó÷å-
òîì ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ õàðàêòåðíûõ äëÿ
òå÷åíèÿ ëàâû çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ èç ýòîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîòîêà ìîæåò áûòü äî ïîëóòîðà ðàç âûøå.
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ В CAE FIDESYS
ПРОЦЕССА АДДИТИВНОГО ПРОИЗВОДСТВА НА ОСНОВЕ

МЕТОДА СПЕКТРАЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ НА
НЕКОНФОРМНЫХ СЕТКАХ

А.В. Вершинин, К.М. Зингерман, Д.А. Коновалов, В.Ан. Левин
versh1984@mail.ru, v.a.levin@mail.ru

УДК 539.3

В докладе рассмотрен подход к численному моделированию процесса
послойного наращивания изделия в процессе его изготовления адди-
тивным методом селективного лазерного спекания. Разработана мето-
дика расчета остаточных напряжений и деформаций в изделии адди-
тивного производства, вызванных неравномерностью нагрева и после-
довательностью добавляемых слоев. На основе теории многократно-
го наложения больших деформаций и с использованием метода спек-
тральных элементов решается последовательность нелинейных крае-
вых задач о присоединении нагретого слоя к телу с накопленными на
предыдущих шагах конечными деформациями. Рассмотрен алгоритм
жесткого контакта, позволяющий выполнять дискретизацию геомет-
рической модели изделия на неконформных сетках. Приведено срав-
нение с результатами натурного эксперимента, в котором оценка оста-
точных деформаций выполнялась путем надреза изделия после его
изготовления. Дана оценка нелинейных эффектов, возникающих в ре-
зультате многократного наложения конечных деформаций в процессе
послойного наращивания изделия.

Ключевые слова: численное моделирование, аддитивные технологии,
метод спектральных элементов, конечные деформации
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Numerical modeling in CAE Fidesys of additive manufacturing
using spectral element method at nonconformal meshes

The presentation considers an approach to the numerical modeling of the
process of layer-by-layer additive manufacturing of the product using se-
lective laser sintering. A numerical algorithm has been developed for cal-
culating residual stresses and strains in an additive manufacturing product
due to heterogeneous thermal strains and the order of 3D printed lay-
ers. Based on the theory of repeated superposition of large deformations
and using the spectral element method we solve a sequence of nonlin-
ear boundary-value problems of attaching a heated layer to the solid with
accumulated finite deformations at previous printing steps. A bonded con-
tact algorithm is developed that allows performing the discretization of a
geometric model of a product using non-conformal unstructured meshes.
A validation is presented with the results of a physical experiment in
which the assessment of residual deformations was performed by cutting
the product after it additive manufacturing. The estimation of nonlinear
effects resulting from the repeated superposition of finite deformations in
the process of layer-by-layer 3D printing of the product is given.

Keywords: numerical modeling, additive technologies, spectral element
method, finite strains

Ïîä àääèòèâíûìè òåõíîëîãèÿìè ïðîèçâîäñòâà ïðîìûøëåííûõ äåòàëåé
è ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïîíèìàåòñÿ èçãîòîâëåíèå èçäåëèÿ ïóòåì äîáàâ-
ëåíèÿ, íàðàùèâàíèÿ ïî ñëîÿì ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòåðèàëà. Àääèòèâíûå
òåõíîëîãèè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà âûáîðîì ìàòåðèàëîâ è ñïîñîáîâ èõ
íàíåñåíèÿ, îäíàêî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñîçäàíèå ìîäåëè îñíîâûâàåòñÿ íà ïîñëîé-
íîì íàðàùèâàíèè. Ðàñõîäíûìè ìàòåðèàëàìè ìîæåò ïîñëóæèòü ïëàñòèê, áå-
òîí, ãèïñ, äåðåâÿííîå âîëîêíî, ïîëèêàðáîíàò, ìåòàëë è äàæå æèâûå êëåòêè
è øîêîëàä. Ñïîñîáîâ íàíåñåíèÿ ñóùåñòâóåò äâà: ñòðóéíûé è ëàçåðíûé. Ê
ñòðóéíîìó ñïîñîáó îòíîñÿòñÿ òàêèå òåõíîëîãèè, êàê ìîäåëèðîâàíèå ìåòî-
äîì íàïëàâëåíèÿ, à ê ëàçåðíîìó � ïîñëîéíîå ëàìèíèðîâàíèå, ñåëåêòèâíîå
ëàçåðíîå ïëàâëåíèå, ñåëåêòèâíîå ëàçåðíîå ñïåêàíèå, ëàçåðíàÿ íàïëàâêà ìå-
òàëëà è ëàçåðíàÿ ñòåðåîëèòîãðàôèÿ. Àääèòèâíûå òåõíîëîãèè èçãîòîâëåíèÿ
ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïîÿâèëèñü â 80-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà. Øèðîêîå
ðàñïðîñòðàíåíèå öèôðîâûõ òåõíîëîãèé â îáëàñòè ïðîåêòèðîâàíèÿ-CAD,
ìîäåëèðîâàíèÿ è ðàñ÷åòîâ-CAE è ìåõàíîîáðàáîòêè-CAM ñòèìóëèðîâàëî
èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå ýòèõ òåõíîëîãèé. Ïðèìåíåíèå àääèòèâíûõ òåõíîëî-
ãèé ìîæåò áûòü öåëåñîîáðàçíî ïðè èçãîòîâëåíèè óíèêàëüíûõ è ìåëêîñåðèé-
íûõ èçäåëèé, òåõíîëîãè÷åñêîé îñíàñòêè â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåí-
íîñòè, â òîì ÷èñëå àâèàöèîííîé ïðîìûøëåííîñòè, êîñìè÷åñêîé èíäóñòðèè,
ýíåðãåòè÷åñêîì ìàøèíîñòðîåíèè è ðÿäå äðóãèõ îòðàñëåé. Ñâîéñòâà ìàòå-
ðèàëà èçäåëèÿ, èçãîòîâëåííîãî ñ ïîìîùüþ àääèòèâíûõ òåõíîëîãèé, ìîãóò
ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò èñõîäíûõ ñâîéñòâ ýòîãî ìàòåðèàëà. Â íàèáîëü-
øåé ñòåïåíè ýòî îòíîñèòñÿ ê èçäåëèÿì èç ìåòàëëîâ. Ïðè èõ èçãîòîâëåíèè
ñ ïîìîùüþ àääèòèâíûõ òåõíîëîãèé â êà÷åñòâå ñûðüÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòàë-
ëè÷åñêèé ïîðîøîê, ÷àñòèöû êîòîðîãî ñïåêàþòñÿ â ïðîöåññå èçãîòîâëåíèÿ.
Êðîìå òîãî, ïðè èçãîòîâëåíèè òàêèõ èçäåëèé èõ ÷àñòè ïîäâåðãàþòñÿ ëî-
êàëüíûì âîçäåéñòâèÿì âûñîêèõ òåìïåðàòóð, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì
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òåìïåðàòóðíûì äåôîðìàöèÿì. Â ðåçóëüòàòå ìàòåðèàë èçäåëèÿ ìîæåò îêà-
çàòüñÿ ïîðèñòûì, ò.å. ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíûì, è ïðè ýòîì â íåì âîçíèêà-
þò îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè, êîòîðûå ìîãóò áûòü êîíå÷íûìè.
Êðîìå òîãî, áîëüøèå ëîêàëüíûå òåìïåðàòóðíûå äåôîðìàöèè ìîãóò ïðèâå-
ñòè ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè èçäåëèÿ â ïðîöåññå åãî èçãîòîâëåíèÿ. Ïîýòîìó
ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà èçäåëèé, èçãîòîâëåííûõ ñ ïîìîùüþ àääèòèâíûõ òåõ-
íîëîãèé, ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò îñîáåííîñòåé òåõíîëîãèè èõ èçãîòîâëåíèÿ.
Îöåíêà ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ òàêèõ èçäåëèé, â îñîáåííîñòè ìåòàëëè÷åñêèõ
èçäåëèé, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåòðèâèàëüíóþ íàó÷íóþ çàäà÷ó. Â äîêëàäå
ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû, ðåàëèçîâàííûå â îòå÷åñòâåííîé ñèñòåìå ïðî÷íîñò-
íîãî èíæåíåðíîãî àíàëèçà CAE Fidesys, äëÿ òðåõìåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ïðîöåññîâ àääèòèâíîãî ïðîèçâîäñòâà íà îñíîâå ìåòîäà ñïåêòðàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ íà íåêîíôîðìíûõ ñåòêàõ, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü îñòàòî÷íûå íà-
ïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè èñêàæåíèÿ èòîãîâîé ôîð-
ìû èçäåëèÿ. Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ äàí-
íûõ ïðîöåññîâ çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè òàê íàçûâàåìîé âîêñåëüíîé
ìîäåëè èçäåëèÿ, ñîñòîÿùåé èç îäèíàêîâûõ ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê-âîêñåëåé
è ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé äåêàðòîâó ñåòêó ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ðàçáèåíèÿ.
Ðàçìåð âîêñåëÿ, êàê ïðàâèëî, îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðàìè çîíû ëîêàëüíîãî èí-
òåíñèâíîãî âîçäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à, íàïðèìåð, â ïðîöåññå ñåëåêòèâíîãî
ëàçåðíîãî ñïåêàíèÿ, è ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ìàëûì â ñðàâíåíèè ñ ðàçìå-
ðàìè ñàìîãî èçäåëèÿ, èçãîòàâëèâàåìîãî ìåòîäàìè òðåõìåðíîé ïå÷àòè. Â
èòîãå âîêñåëüíàÿ ìîäåëü ìîæåò ñîäåðæàòü ñîòíè ìèëëèîíîâ âîêñåëåé, ÷òî
çàòðóäíÿåò ïðîâåäåíèå ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà äëÿ ïðî÷íîñòíîãî àíàëèçà äàí-
íîé ìîäåëè. Â äîêëàäå ðàññìîòðåí àëãîðèòì è åãî ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçà-
öèÿ â ðàìêàõ CAE Fidesys äëÿ ïðî÷íîñòíîãî àíàëèçà òðåõìåðíîé äåòàëè
â ïðîöåññå åå ïîñëîéíîãî èçãîòîâëåíèÿ ìåòîäîì àääèòèâíîãî ïðîèçâîäñòâà,
èñïîëüçóþùèé íåêîíôîðìíûå ñåòêè äëÿ äèñêðåòèçàöèè ãåîìåòðè÷åñêîé ìî-
äåëè äåòàëè è ïîçâîëÿþùèé ñîêðàòèòü îáùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ðàñ-
÷åòíîé îáëàñòè çà ñ÷åò ðàçãðóáëåíèÿ ñåòêè ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò îáëàñòè
âîçäåéñòâèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè â îáú-
åìå ïå÷àòàåìîé äåòàëè ó÷èòûâàåòñÿ äèñêðåòíîå èçìåíåíèå ôîðìû îáëàñòè
â ðåçóëüòàòå ïîñëîéíîãî íàðàùèâàíèÿ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè òåïëîâîé ïîòîê, ìîäåëèðóþùèé ëàçåðíîå èçëó÷åíèå, ïðèêëàäû-
âàåòñÿ ê âåðõíåé ãðàíèöå îäíîãî èç ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ âåðõíåãî ñëîÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííîé ñòðàòåãèåé ñîçäàíèÿ èçäåëèÿ. Òàêæå ñ÷èòàåò-
ñÿ, ÷òî ïî îêîí÷àíèè äåéñòâèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà íà äàííîì ó÷àñòêå ãðàíè-
öû ïðîèñõîäèò ñïåêàíèå ïîðîøêà âíóòðè äàííîãî ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà è
ýòîò îáúåì ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê èçäåëèþ. Îáúåì èçäåëèÿ â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ, ïðèñîåäèíåííûõ
ê èçäåëèþ çà ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè ðå-
øàåòñÿ òîëüêî äëÿ èçäåëèÿ áåç ó÷åòà òåõ îáúåìîâ, ãäå ìàòåðèàë îñòàëñÿ
â ñîñòîÿíèè ïîðîøêà. Ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà
êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà, ïîäâåðãíóòîãî äåéñòâèþ ëàçåðíîãî èçëó÷å-
íèÿ, çàâèñÿò îò ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðû, äîñòèãàåìîé â äàííîì îáúåìå.
Äëÿ îáëàñòåé, óäàëåííûõ îò òîé ÷àñòè ãðàíèöû, ê êîòîðîé â äàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ïðèëîæåí òåïëîâîé ïîòîê, èñõîäíàÿ âîêñåëüíàÿ ñåòêà çàìå-
íÿåòñÿ íà íåñòðóêòóðèðîâàííóþ ñ öåëüþ çíà÷èòåëüíîãî ñîêðàùåíèÿ îáùåãî
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÷èñëà ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì íà ãðàíèöå íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè è âîê-
ñåëüíîé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíòàêòíîãî ñîïðÿæåíèÿ ðåøåíèé â ïîäîáëà-
ñòÿõ, îáåñïå÷èâàþùèé íåïðåðûâíîñòü ïåðåìåùåíèé è âåêòîðà íîðìàëüíûõ
íàïðÿæåíèé íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ìíîãîêðàò-
íîãî íàëîæåíèÿ êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé âûäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîñòîÿíèÿ
äëÿ íîâîãî äîáàâëÿåìîãî ñëîÿ â ïðîöåññå ïîñëîéíîãî íàðàùèâàíèÿ èçäå-
ëèÿ àääèòèâíîãî ïðîèçâîäñòâà: íà÷àëüíîå íåäåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå
ñëîÿ, ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìîìåíòó ïîÿâëåíèÿ òåì-
ïåðàòóðíûõ äåôîðìàöèé ïîä âîçäåéñòâèåì ëàçåðà â íîâîì ïðèñîåäèíÿåìîì
ñëîå, è òåêóùåå ñîñòîÿíèå, êîãäà íîâûé ñëîé ñîåäèíèëñÿ ê îñòàëüíîé óæå
èçãîòîâëåííîé ÷àñòüþ èçäåëèÿ è ïðîèçîøëî ïåðåðàñïðåäåëåíèå êîíå÷íûõ
äåôîðìàöèé. Äëÿ óæå èçãîòîâëåííîé ÷àñòè èçäåëèÿ âî âðåìÿ íàðàùèâàíèÿ
íîâîãî n-ãî ñëîÿ ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ñîñòîÿíèÿ: ïðîìåæóòî÷íîå n-
1 ñîñòîÿíèå ñ íàêîïëåííûìè äåôîðìàöèÿìè, â êîòîðîì ýòà ÷àñòü èçäåëèÿ
íàõîäèòñÿ â ìîìåíò ïðèñîåäèíåíèÿ íàãðåòîãî íîâîãî ñëîÿ ê óæå èçãîòîâ-
ëåííîé ÷àñòè, è òåêóùåå n-å ñîñòîÿíèå â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ïåðåðàñïðåäå-
ëåíèÿ êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé è ïåðåõîäà ê íàðàùèâàíèþ ñëåäóþùåãî ñëîÿ.
Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è î íàðàùèâàíèè î÷åðåäíîãî n-ãî ñëîÿ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ â êîîðäèíàòàõ n-1ãî ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ. ×èñëåííûå
ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åíû ïóòåì èíòåãðàöèè ðàçðàáîòàííîãî ïðî-
ãðàììíîãî ìîäóëÿ äëÿ òðåõìåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ àääèòèâíîãî
ïðîèçâîäñòâà íà îñíîâå ìåòîäà ñïåêòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà íåêîíôîðìíûõ
ñåòêàõ ñ îòå÷åñòâåííîé ïðîìûøëåííîé ñèñòåìîé ïðî÷íîñòíîãî èíæåíåðíîãî
àíàëèçà CAE Fidesys, îáëàäàþùåé ãèáêî íàñòðàèâàåìûì ãðàôè÷åñêèì èí-
òåðôåéñîì ïîëüçîâàòåëÿ ïðåïðîöåññîðà è ïîñòðîïðîöåññîðà ñèñòåìû, âîç-
ìîæíîñòüþ àâòîìàòèçàöèè çàäàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñ÷åòíîé ìîäåëè ïóòåì
ðàçðàáîòêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêðèïòîâ íà Python, à òàêæå øèðîêèìè âîç-
ìîæíîñòÿìè ïî ïîñòðîåíèþ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ðàñ÷åòíûõ ñåòîê èç ýëå-
ìåíòîâ ðàçëè÷íîãî âèäà, âêëþ÷àÿ íåêîíôîðìíûå ñåòêè â ïîäîáëàñòÿõ ìî-
äåëè. Ïðèâåäåì îïèñàíèå ôèçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, íà îñíîâå êîòîðîãî
ïðîâîäèëàñü âàëèäàöèÿ ïðîãðàììíîãî ìîäóëÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ ïîñëîéíîãî íàðàùèâàíèÿ èçäåëèÿ àääèòèâíîãî ïðîèçâîäñòâà. Èçäåëèå
â ôîðìå áðóñà ðàçìåðîì 45ìì x 6ìì x 5ìì ñ ïðÿìîóãîëüíûìè òîíêèìè
âûðåçàìè ïå÷àòàåòñÿ íà öèëèíäðè÷åñêîé ïëàòôîðìå ðàäèóñîì 50ìì è âû-
ñîòîé 20ìì. Íà îñíîâàíèè ïëàòôîðìû â ïðîöåññå ïå÷àòè ïîääåðæèâàåòñÿ
ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà. Ìîùíîñòü ëàçåðà ðàâíà 200Âò, âðåìÿ âîçäåéñòâèÿ
ëàçåðà 40ìêñ, òîëùèíà ñëîÿ ïå÷àòè 60ìêì. Ïîñëå ïå÷àòè èçäåëèÿ ìåäëåí-
íî âûïîëíÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûé ðàçðåç â åãî âåðõíåé ÷àñòè. Â ðåçóëüòàòå
íàêîïëåííûõ îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â èçäåëèè ïðîèñõîäèò âåðòèêàëüíûé
èçãèá âåðõíåé íàäðåçàííîé ÷àñòè èçäåëèÿ. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè
íåñêîëüêî ñëîåâ ïå÷àòè îáúåäèíÿëèñü â îäèí ñëîé íàðàùèâàíèÿ, ê êîòîðîìó
ïåðåäàâàëîñü êîëè÷åñòâà òåïëà, ðàâíîå ïåðåäàâàåìîìó ëàçåðîì ïðè ïå÷àòè
âñåõ ñëîåâ âíóòðè ñëîÿ íàðàùèâàíèÿ. Ðàñ÷åò ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû
â ñëîå ïðîâîäèëñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-
ñòè, ïîñêîëüêó ìåõàíè÷åñêèå è òåïëîâûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà çàâèñÿò îò
òåìïåðàòóðû. Ïîñëå ðàñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â ñëîå, ïîëó÷åí-
íûå òåìïåðàòóðíûå äåôîðìàöèè èñïîëüçîâàëèñü êàê íà÷àëüíûå äåôîðìà-
öèè ïðè äîáàâëåíèè íîâîãî ñëîÿ íàðàùèâàíèÿ. Ïîëó÷åííûå ïðè ÷èñëåííîì
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ìîäåëèðîâàíèè ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ôèçè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà, ÷òî ïîäòâåðæäàåò êîððåêòíîñòü ïðåäëîæåííîãî â äîêëàäå ïîäõîäà
ê àíàëèçó íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è ðàñ÷åòó îñòàòî÷íûõ
íàïðÿæåíèé â èçäåëèè àääèòèâíîãî ïðîèçâîäñòâà, èçãîòîâëåííîãî ìåòîäîì
ñåëåêòèâíîãî ëàçåðíîãî ñïåêàíèÿ, íà îñíîâå òåîðèè ìíîãîêðàòíîãî íàëî-
æåíèÿ êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé. Ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ ðåçóëü-
òàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì äëÿ: - Ïîñòðîåíèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ è èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé àääèòèâíîãî ïðîèçâîäñòâà, àäàïòàöèÿ
èõ ê ðàçëè÷íûì ìàòåðèàëàì è òåõíîëîãèÿì ïå÷àòè; - Ïîâûøåíèÿ ôèçèêî-
ìåõàíè÷åñêèõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïðî÷-
íîñòü, ñòîéêîñòü, íàäåæíîñòü è äîëãîâå÷íîñòü èçäåëèÿ àääèòèâíîãî ïðîèç-
âîäñòâà; - Ïîèñêà íåòðàäèöèîííûõ ïóòåé ñîçäàíèÿ, ïîëó÷åíèÿ, îáðàáîòêè è
äèàãíîñòèêè ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëîâ, îòêðûâàþùèõ íîâûå ïåðñïåêòèâû êà-
÷åñòâåííîãî ðîñòà òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì. Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿò
òàêæå îöåíèâàòü âëèÿíèå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ àääèòèâíîãî ïðîèç-
âîäñòâà òàêèõ, êàê íàïðàâëåíèå ïå÷àòè, ðàñïîëîæåíèå ïîääåðæåê, ñâîéñòâà
ìàòåðèàëà íà ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷åííûõ èçäåëèé, îáåñïå-
÷àò âîçìîæíîñòü ïðîåêòèðîâàíèÿ èçäåëèé è ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé èç íèõ
ó÷åòîì îñîáåííîñòåé ñïîñîáà èõ ïðîèçâîäñòâà ñ èñïîëüçîâàíèåì àääèòèâ-
íûõ òåõíîëîãèé, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëèò: 1. ñîêðàòèòü âðåìÿ ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ; 2. çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ,
÷òî áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü, â ÷àñòíîñòè, ñíèæåíèþ èçäåðæåê ïî ðàñõîäíûì
ìàòåðèàëàì; 3. óìåíüøèòü ìàññó èçäåëèé çà ñ÷åò áîëåå òî÷íîãî îïðåäå-
ëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, âëèÿþùèõ íà îöåíêó êîýôôèöèåíòà çàïàñà ïðî÷íîñòè;
4. îöåíèâàòü ýêñïëóàòàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè è ðåñóðñ èçäåëèÿ; 5. ìîäå-
ëèðîâàòü èçìåíåíèå õàðàêòåðèñòèê èçäåëèÿ ïðè çàêðèòè÷åñêèõ ñöåíàðèÿõ
íàãðóæåíèÿ.
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СПЕКТР ЗАТУХАЮЩЕЙ ДВУМЕРНОЙ АВТОМОДЕЛЬНОЙ
ТУРБУЛЕНТНОСТИ
И.И. Вигдорович

vigdorovich@imec.msu.ru

УДК 532.526

Исследуется поведение спектра энстрофии затухающей двумерной ав-
томодельной турбулентности при больших волновых числах.

Ключевые слова: двумерная турбулентность, автомодельность, спек-
тральные функции

Spectrum of freely decaying two-dimensional self-similar
turbulence

The enstrophy spectrum of freely decaying two-dimensional self-similar
turbulence at high wave numbers is investigated.

Keywords: two-dimensional turbulence, self-similarity, spectral functions

Вигдорович Игорь Ивлианович, д.ф.-м.н., в.н.с., МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Igor Vigdorovich (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàòóõàþùåå äâóìåðíîå îäíîðîäíîå è èçîòðîïíîå òóðáó-
ëåíòíîå òå÷åíèå â àâòîìîäåëüíîì ïðåäåëå, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ ïðè áîëü-
øèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, îáðàçîâàííîãî ïî âðåìåíè è êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè ïîòîêà, åñëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå óñðåäíåííîé ýíñòðîôèè ñòðå-
ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè âÿçêîñòè, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå
ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíñòðîôèè èìååò íåíóëåâîé êîíå÷íûé ïðåäåë. Èññëå-
äóþòñÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïîëÿ çàâèõðåííîñòè è ñïåêòðàëüíàÿ ïëîò-
íîñòü ýíñòðîôèè â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå ðàññòîÿíèé è âîëíîâûõ ÷èñåë,
ãäå ýòè ôóíêöèè ñâîáîäíû îò âëèÿíèÿ âÿçêîñòè è ïàðàìåòðîâ êðóïíîìàñ-
øòàáíîãî òå÷åíèÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â çàòóõàþùåé äâóìåðíîé àâòîìîäåëüíîé òóðáóëåíò-
íîñòè èíåðöèîííûé èíòåðâàë ñóùåñòâóåò â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, íî
îòñóòñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ ÷èñåë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òóðáóëåíò-
íûå âèõðè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà íå äàþò âêëàäà â ñïåêòðàëüíóþ ïëîò-
íîñòü, à èçâåñòíûé çàêîí ìèíóñ ïåðâîé ñòåïåíè íå âûïîëíÿåòñÿ. Ñïåêòðàëü-
íàÿ ïëîòíîñòü ýíñòðîôèè ïðè áîëüøèõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ âåäåò ñåáÿ íåìîíî-
òîííî � îíà ñíà÷àëà óáûâàåò áûñòðåå, ÷åì ïî çàêîíó ìèíóñ ïåðâîé ñòåïåíè
[1], à çàòåì, â îáëàñòè äèññèïàöèè, èìååò ó÷àñòîê ðîñòà è âòîðîé ìàêñèìóì
[2, 3]. Ïðè ýòîì ïîòîê ýíñòðîôèè ïî ñïåêòðó íà ëåâîé ãðàíèöå îáëàñòè äèñ-
ñèïàöèè ñîñòàâëÿåò òîëüêî ÷àñòü îò ñêîðîñòè äèññèïàöèè ýíñòðîôèè [2, 3].
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ЗАНОС КОЛЕСНОГО АППАРАТА ПРИ ПОПАДАНИИ НА
«МИКСТ»

А.В. Влахова, А.П. Новодерова
vlakhova@mail.ru, an.novoderova@yandex.ru

УДК 531.8

Моделируется динамика двухосного четырехколесного аппарата при
наезде колесами ведущей оси на «микст» – участок, где они имеют
разные коэффициенты сцепления с опорной плоскостью. С помощью
методов фракционного анализа и теории сингулярных возмущений
получена оценка импульса угловой скорости, который получает кор-
пус аппарата после завершения переходного процесса выравнивания
контактных сил на колесах ведущей оси. Проводится сравнение ре-
зультатов с результатами, полученными ранее.

Ключевые слова: микст, занос колесного аппарата, фракционный ана-
лиз, модель кулонова трения, модель увода.

Wheeled vehicle skidding on mixed surface

The dynamics of a biaxial four-wheel vehicle on a horizontal plane is sim-
ulated when drive wheels of one of its axes get into the ≪mixed surface≫.
≪Mixed surface≫ is a section of the reference plane with different friction
coefficients for the left and right wheels of one of the vehicle axes. Using
the methods of the theory of singular perturbations and fractional analy-
sis, we estimated the angular velocity impulse, which is obtained by the
vehicle body after the completion of the transient process of the contact
forces on the wheels of the drive axis. Comparison of the results with the
results obtained earlier is given.

Keywords: mixed surface, wheeled vehicle skidding, fractional analysis,
Coulomb friction model, slip model.

Введение. Ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ çàíîñà èçâåñòíû è îáñóæäàþòñÿ âî
ìíîãèõ ðàáîòàõ, íî îòêðûòûõ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïîâåäåíèÿ êî-
ëåñíûõ àïïàðàòîâ ïðè åãî âîçíèêíîâåíèè ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ïîñêîëüêó
ôèðìû, çàíèìàþùèåñÿ êîíñòðóèðîâàíèåì àïïàðàòîâ, êàê ïðàâèëî, íå äàþò
èíôîðìàöèè îá àëãîðèòìàõ ðàáîòû ñèñòåì, áåçîïàñíîñòè èõ äâèæåíèÿ. Âìå-
ñòå ñ òåì äàæå ó âåäóùèõ ôèðì âîçíèêàþò ñëîæíîñòè ñ ðàáîòîñïîñîáíîñòüþ
ýòèõ ñèñòåì. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðîáëåìîé áåçîïàñíîñòè
äâèæåíèÿ, àêòóàëüíû è èìåþò êàê òåîðåòè÷åñêèé, òàê è ïðàêòè÷åñêèé èí-
òåðåñ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè äâóõîñíîãî ÷åòûðåõ-
êîëåñíîãî àïïàðàòà (àâòîìîáèëÿ, ðîáîòà è ò.ä.) ïðè ïîïàäàíèè îäíîãî èç
êîëåñ åãî âåäóùåé îñè íà ¾ìèêñò¿ � ó÷àñòîê ñ íåîäèíàêîâûìè êîýôôèöè-
åíòàìè ñöåïëåíèÿ ëåâîãî è ïðàâîãî êîëåñ îäíîé îñè ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ.
Äëÿ àâòîìîáèëÿ ýòî âîçìîæíî, íàïðèìåð, ïðè âúåçäå íà îáëåäåíåëóþ èëè
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ãðÿçíóþ îáî÷èíó, îäíîñòîðîííåì ïîïàäàíèè â ëóæó ìàñëà è ò.ï. Ïåðâîíà-
÷àëüíîå äâèæåíèå äî ïîïàäàíèÿ íà ¾ìèêñò¿ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîìåðíûì è ïðÿ-
ìîëèíåéíûì. Ðàíåå â ðàáîòå [1] ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî êî-
ëåñà àïïàðàòà (àâòîìîáèëÿ) ïîñëå ïîïàäàíèÿ íà ¾ìèêñò¿ âçàèìîäåéñòâóþò
ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ â ðàìêàõ ìîäåëè óâîäà â ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì
íàïðàâëåíèÿõ, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëå çàâåðøåíèÿ áûñòðîãî ïåðåõîäíîãî
ïðîöåññà âûðàâíèâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñèë íà êîëåñàõ âåäóùåé îñè àïïàðàò
ïîëó÷àåò èìïóëüñ óãëîâîé ñêîðîñòè, ñïîñîáíûé ïðèâåñòè ê åãî çàíîñó.

Постановка задачи.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ àïïàðàòà ñòðî-
èòñÿ â ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Êàê è â [1], ïðåíåáðåæåì âëèÿíèåì äå-
ôîðìàöèé ïîäâåñêè íà åãî ãåîìåòðèþ ìàññ è äâèæåíèå, áóäåì ñ÷èòàòü îñè
âðàùåíèÿ êîëåñ ôèêñèðîâàííûìè â åãî ïðîäîëüíîé ïëîñêîñòè ñèììåòðèè,
óãëû ðàçâàëà è ñõîæäåíèÿ êîëåñ � ðàâíûì íóëþ. Ñâÿæåì ñ îïîðíîé ïëîñ-
êîñòüþ íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 𝑂𝑥0𝑦0𝑧0, ñ öåíòðàìè ìàññ êîðïóñà
è êîëåñ àïïàðàòà � ñèñòåìû êîîðäèíàò 𝐶𝑥𝑦𝑧, 𝐴𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗𝑧𝑖𝑗 ñîîòâåòñòâåííî.
Èíäåêñû 𝑖 çàäàþò ïåðåäíþþ (𝑖 = 1) è çàäíþþ (𝑖 = 1) îñè, èíäåêñû 𝑗 �
ëåâóþ (𝑗 = 1) è ïðàâóþ (𝑗 = 2) ñòîðîíû ïî õîäó äâèæåíèÿ àïïàðàòà; îñè
𝑂𝑧0, 𝐶𝑧, 𝐴𝑖𝑗𝑧𝑖𝑗 íàïðàâëåíû ïî âåðòèêàëè, îñü 𝐶𝑥 � âäîëü ïðîäîëüíîé îñè
ñèììåòðèè êîðïóñà, îñè 𝐴𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗 � ïî îñÿì âðàùåíèÿ êîëåñ.

Ïîëîæåíèå àïïàðàòà îïðåäåëÿåòñÿ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè 𝑋, 𝑌
òî÷êè 𝐶 â ñèñòåìå êîîðäèíàò 𝑂𝑥0𝑦0𝑧0, óãëîì Ψ ïîâîðîòà åãî êîðïóñà âî-
êðóã îñè 𝐶𝑧 (óãëîì êóðñà) è óãëàìè Θ𝑖𝑗 ïîâîðîòà êîëåñ âîêðóã îñåé 𝐴𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗 .
Óãëû ïîâîðîòà ïåðåäíèõ êîëåñ îòíîñèòåëüíî êîðïóñà âîêðóã îñåé 𝐴1𝑗𝑧1𝑗
ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Êàê è â [1�3], îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà èç-
çà ðàçíåñåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàññ ìîìåíòû èíåðöèè êîëåñ ñóùåñòâåííî
ìåíüøå ìîìåíòà èíåðöèè àïïàðàòà, è ïðèìåì, ÷òî åãî öåíòð ìàññ ñîâïàäàåò
ñ òî÷êîé C. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäíåïðèâîäíûé àïïàðàò, äëÿ êîòîðîãî
ìîìåíòû ñî ñòîðîíû äâèãàòåëÿ è òîðìîçíûõ êîëîäîê, ïðèëîæåííûå ê çàä-
íèì êîëåñàì, ðàâíû, è ïðåíåáðåæåì âíåøíèìè âîçìóùàþùèìè ñèëàìè è
ìîìåíòàìè, ó÷èòûâàÿ òîëüêî ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà. Êàê è â [2,3],
îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ìàëîñòè ïîïåðå÷íîé è óãëîâîé ñêîðîñòåé êîðïóñà àï-
ïàðàòà.

Äëÿ îïèñàíèÿ êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ êîíòàêòíûõ ñèë èñïîëüçóåòñÿ
ìîäåëü, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò äåôîðìàöèè êîëåñ â ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì
íàïðàâëåíèÿõ. Åñëè êîëåñî äâèæåòñÿ ñ ìàëûìè ïðîñêàëüçûâàíèÿìè (óâî-
äîì), íî áåç ñêîëüæåíèÿ, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíî íå òåðÿåò ñöåïëåíèå ñ
îïîðíîé ïëîñêîñòüþ; åñëè êîëåñî ñêîëüçèò, êîíòàêòíûå ñèëû ïåðåõîäÿò â
ñèëû êóëîíîâà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ � êîëåñî òåðÿåò ñöåïëåíèå ñ îïîðíîé
ïëîñêîñòüþ. Òàê æå, êàê è â [1], ðàçîáüåì èññëåäîâàíèå äèíàìèêè àïïàðàòà
íà äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì, äî ïîïàäàíèÿ íà ¾ìèêñò¿, àïïàðàò äâèæåòñÿ ðàâíî-
ìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî. Íà âòîðîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ
äâèæåíèÿ àïïàðàòà íà ¾ìèêñòå¿. Â ìîìåíò âðåìåíè, êîòîðûé ïðèíèìàåòñÿ
çà íà÷àëüíûé äëÿ âòîðîãî ýòàïà, êîýôôèöèåíò êóëîíîâà òðåíèÿ ñêîëüæå-
íèÿ ïðàâîãî çàäíåãî (âåäóùåãî) êîëåñà ìãíîâåííî èçìåíÿåò ñâîå çíà÷åíèå ñ
𝜅0 íà 𝜅𝑀 < 𝜅0, êîýôôèöèåíò êóëîíîâà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ ëåâîãî çàäíåãî
êîëåñà îñòàåòñÿ ïðåæíèì, ðàâíûì 𝜅0. Êîíòàêòíûå ñèëû íà çàäíèõ êîëåñàõ
ñòàíîâÿòñÿ ðàçëè÷íûìè, óñòàíîâèâøååñÿ äâèæåíèå àïïàðàòà íàðóøàåòñÿ, è
â ñèñòåìå âîçíèêàåò äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ âûðàâíèâàíèÿ êîíòàêòíûõ ñèë
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íà çàäíèõ êîëåñàõ. Ïðè åãî èññëåäîâàíèè â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé âû-
áèðàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ ïðåäûäóùåãî ýòàïà
óñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ.

Движение аппарата до попадания на «микст». Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî äî ïîïàäàíèÿ íà ¾ìèêñò¿ àïïàðàò äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî, ïðÿìîëèíåéíî,
áåç ïîòåðè ñöåïëåíèÿ êîëåñ ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ. Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
ïåðåõîäÿò â ñòàòè÷åñêèå, êîòîðûå ïðè çàôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïðîäîëü-
íîé ñêîðîñòè êîðïóñà àïïàðàòà ïîçâîëÿþò íàéòè âñå íåèçâåñòíûå ïåðåìåí-
íûå è ïàðàìåòðû ñèñòåìû. Ïîëó÷åííîå ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå àñèìïòîòè-
÷åñêè óñòîé÷èâî ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.

Движение аппарата на «миксте». Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå
óñëîâèÿ äâèæåíèÿ àïïàðàòà ïîñëå åãî ïîïàäàíèÿ íà ¾ìèêñò¿: âñå êîëåñà
ñîõðàíÿþò ñöåïëåíèå ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ (ìîäåëü óâîäà) [1]; âñå êîëåñà,
êðîìå ïðàâîãî çàäíåãî, ñîõðàíÿþò ñöåïëåíèå ñ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ (ìîäåëü
óâîäà), ïðàâîå çàäíåå ñêîëüçèò ïî îïîðíîé ïëîñêîñòè (ìîäåëü òðåíèÿ Êó-
ëîíà); ïåðåäíèå êîëåñà àïïàðàòà íå ïðîñêàëüçûâàþò (íà ñèñòåìó íàëîæåíû
íåãîëîíîìíûå ñâÿçè), çàäíèå � ñêîëüçÿò ïî îïîðíîé ïëîñêîñòè (ìîäåëü òðå-
íèÿ Êóëîíà). Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà À.Á.
Âàñèëüåâîé [4] íàéäåíû îöåíêè èìïóëüñîâ óãëîâîé ñêîðîñòè, ïîëó÷àåìûå
àïïàðàòîì ïîñëå ïîïàäàíèÿ íà ¾ìèêñò¿. Â îòëè÷èå îò [1], ãäå òàêèå îöåíêè
äåëàëèñü ïóòåì àíàëèçà äèíàìèêè äâèãàòåëÿ, òðàíñìèññèè è êîëåñ àïïàðà-
òà, ñîñòàâëåííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîäåëè ó÷èòûâàþò áûñòðîå ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì âðàùåíèÿ êîëåñ èçìåíåíèå ñêîðîñòåé èõ
ïðîñêàëüçûâàíèÿ îòíîñèòåëüíî îïîðíîé ïëîñêîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäå-
ëè óâîäà è èçìåíåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè âàëà äâèãàòåëÿ â ñëó÷àå ñêîëüæåíèÿ
îäíîãî èç âåäóùèõ êîëåñ íà ¾ìèêñòå¿.

Заключение.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà, ñîñòàâ-
ëåííàÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ ôðàêöèîííîãî àíàëèçà è òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ
âîçìóùåíèé [2�5], ó÷èòûâàþùàÿ êàê âîçìîæíîñòü óâîäà, òàê è âîçìîæ-
íîñòü ñêîëüæåíèÿ ïîïàâøåãî íà ¾ìèêñò¿ êîëåñà, äàåò ñîîòâåòñòâóþùèå
îöåíêè èìïóëüñîâ óãëîâîé ñêîðîñòè, ïîëó÷àåìûõ àïïàðàòîì. Ïðîâåäåíî èõ
àíàëèòè÷åñêîå ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè [1] è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå äëÿ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ àâòîìîáèëÿ. Ïîëó÷åííûå âûâîäû ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû ïðè ñîçäàíèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ àïïàðàòîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ïðå-
êðàùåíèå çàíîñà èëè ìèíèìèçàöèþ åãî îòðèöàòåëüíûõ ïîñëåäñòâèé.
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Рассматриваются малые колебания кусочно однородных круглой
и прямоугольной пластин, нагруженных по линии скачка однородно-
сти постоянной массой. Основной целью является получение характе-
ристического уравнения для определения частот колебаний, обуслов-
ленных неоднородностью.

Ключевые слова: неоднородная пластина, нагруженная пластина, ха-
рактеристическое уравнение, метод Фурье

Oscillations of the inhomogeneous loaded plates

Small oscillations of piecewise homogeneous round and rectangular plates
loaded with a constant mass along the homogeneity jump line are consid-
ered. The main goal is to obtain a characteristic equation for determining
the oscillation frequencies due to inhomogeneity.

Keywords: inhomogeneous plate, loaded plate, characteristic equation,
Fourier method

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàëûå êîëåáàíèÿ êóñî÷íî îäíîðîäíûõ êðóãëîé è ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ïëàñòèí â ñëó÷àå, êîãäà ïëàñòèíû íàãðóæåíû ïî ëèíèÿì ãðàíèö
ó÷àñòêîâ ðàçíîé ïëîòíîñòè ìàññîé ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòè. Îñíîâ-
íîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùèõ îïðåäå-
ëèòü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïëàñòèí.

Äëÿ êðóãëîé óïðóãîé ìåìáðàíû åå ïîïåðå÷íûå ñìåùåíèÿ 𝑢 = 𝑢(𝑟, 𝜙, 𝑡)
óäîâëåòâîðÿåò íà êàæäîì èç ó÷àñòêîâ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè ñëåäóþùèì
óðàâíåíèÿì

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎20 ∆𝑟,𝜙𝑢 = 0, 0 < 𝑟 < 𝑙1, 0 6 𝜙 < 2𝜋, 𝑡 > 0,

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎21 ∆𝑟,𝜙𝑢 = 0, 𝑙1 < 𝑟 < 𝑙, 0 6 𝜙 < 2𝜋, 𝑡 > 0,

ãäå ∆𝑟,𝜙 � ëàïëàñèàí â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

∆𝑟,𝜙𝑢 ≡ 𝑢𝑟𝑟 +
1

𝑟
𝑢𝑟 +

1

𝑟2
𝑢𝜙𝜙,

𝑎2𝑖 = 𝑇0/𝜌𝑖, 𝑇0 � ïîñòîÿííîå íàòÿæåíèå, 𝜌𝑖 � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü
îäíîðîäíûõ ó÷àñòêîâ, 𝑖 = 0, 1. Íà ãðàíèöå ó÷àñòêîâ îäíîðîäíîñòè, ò. å. ïðè
𝑟 = 𝑙1, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

𝑚0 𝑢𝑡𝑡(𝑙1, 𝜙, 𝑡) = 𝑇0

(︁
𝑢𝑟(𝑙1 + 0, 𝜙, 𝑡) − 𝑢𝑟(𝑙1 − 0, 𝜙, 𝑡)

)︁
, 0 6 𝜙 < 2𝜋, 𝑡 > 0.
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Ñ÷èòàåì, ÷òî êðàé ìåìáðàíû çàêðåïëåí, ò. å. 𝑢(𝑙, 𝜙, 𝑡) = 0, è çàäàíû íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ 𝑢(𝑟, 𝜙, 0), 𝑢𝑡(𝑟, 𝜙, 0), ñîãëàñîâàííûå ñ êðàåâûì. Êàê îáû÷-
íî, ðàññìàòðèâàåì îãðàíè÷åííûå ïðè 𝑟 → 0 ðåøåíèÿ 𝑢(𝑟, 𝜙, 𝑡).

Ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ìåòîäîì Ôóðüå ïðèâîäèò ê õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

det

⎛⎝ 𝐽𝑛(𝜇𝑙) 𝑌𝑛(𝜇𝑙) 0
𝐽𝑛(𝜇𝑙1) 𝑌𝑛(𝜇𝑙1) −𝐽𝑛(𝑎1𝑎0𝜇𝑙1)

𝜇𝐽 ′
𝑛(𝜇𝑙1) 𝜇𝑌 ′

𝑛(𝜇𝑙1) 𝑚0

𝑇0
𝑎21𝜇

2𝐽𝑛(𝑎1𝑎0𝜇𝑙1) − 𝑎1
𝑎0
𝜇𝐽 ′

𝑛(𝑎1𝑎0𝜇𝑙1)

⎞⎠ = 0

îòíîñèòåëüíî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà 𝜇. Çäåñü 𝐽𝑛 è 𝑌𝑛 � êëàññè÷åñêèå
ôóíêöèè Áåññåëÿ è Íåéìàíà ïîðÿäêà 𝑛.

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ 𝑚0 = 0 è 𝑚0 = ∞ ïîëó÷àåì çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ
êðóãëîé ïëàñòèíû êóñî÷íî ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè è îäíîðîäíîãî êðóãîâî-
ãî êîëüöà ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è (îäíîðîäíîãî êðóãîâîãî
êîëüöà) õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

𝐽𝑛(𝜇𝑙1)𝑌𝑛(𝜇𝑙) − 𝐽𝑛(𝜇𝑙)𝑌𝑛(𝜇𝑙1) = 0.

Ðàññìîòðåíà àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ ïðÿìîóãîëü-
íîé ïëàñòèíû 𝑥 ∈ (0, 𝑙𝑥), 𝑦 ∈ (0, 𝑙𝑦). Ñìåùåíèå 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèÿì

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎20(𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦) = 0, 𝑥 ∈ (0, 𝑥0), 𝑦 ∈ (0, 𝑙𝑦), 𝑡 > 0,

𝑢𝑡𝑡 − 𝑎21(𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦) = 0, 𝑥 ∈ (𝑥0, 𝑙𝑥), 𝑦 ∈ (0, 𝑙𝑦), 𝑡 > 0.

Íà ãðàíèöå ó÷àñòêîâ îäíîðîäíîñòè 𝑥 = 𝑥0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

𝑚0 𝑢𝑡𝑡(𝑥0, 𝑦, 𝑡) = 𝑇0

(︁
𝑢𝑥(𝑥0 + 0, 𝑦, 𝑡) − 𝑢𝑥(𝑥0 − 0, 𝑦, 𝑡)

)︁
, 𝑦 ∈ (0, 𝑙𝑦), 𝑡 > 0.

Ñ÷èòàåì êðàé ìåìáðàíû çàêðåïëåííûì æåñòêî, à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
𝑢(𝑥, 𝑦, 0), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0) � ñîãëàñîâàííûìè ñ ãðàíè÷íûìè. Äëÿ ýòîé çàäà÷è òàê-
æå ïîëó÷åíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå.
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О РЕШЕНИИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ НА СОБСТВЕННЫЕ
ЗНАЧЕНИЯ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ ГАМИЛЬТОНОВЫХ

СИСТЕМ
А.А. Гавриков
gavrikov@ipmnet.ru

УДК 534.113

В работе предложен подход к решению краевых задач на собственные
значения для линейных гамильтоновых систем в предположении, что
матрицы системы и краевых условий нелинейны по спектральному
параметру. Метод может быть использован, в частности, при иссле-
довании колебаний распределенных стержневых систем.

Ключевые слова: собственные значения, линейные гамильтоновы си-
стемы, задача на собственные значения

On the solution of eigenvalue boundary value problems for
linear Hamiltonian systems

In this paper, an approach to solving eigenvalue boundary value problems
for linear Hamiltonian systems is proposed. It is supposed that the sys-
tem matrix and boundary conditions are nonlinear with respect to the
spectral parameter. The method can be used, in particular, for the study
of vibrations of distributed rod systems.

Keywords: eigenvalues, linear Hamiltonian systems, eigenproblems

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñàìîñîïðÿæåííóþ ïðè ôèêñèðîâàííîì 𝜆 êðà-
åâóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ôóíêöèè äëÿ ëèíåéíîé ãàìèëüòî-
íîâîé ñèñòåìû: òðåáóåòñÿ íàéòè 𝜆 èç îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé Λ ⊂ R
òàêèå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå 𝑦(𝑥) çàäà÷è

𝐽𝑦(𝑥)′ = 𝐴(𝑥, 𝜆)𝑦(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝜆 ∈ Λ, (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

𝐵0(𝜆)𝑦(0) = 𝐵𝑙(𝜆)𝑦(𝑙) = 0,

ãäå 𝐽 � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà

𝐽 =

(︂
0 −𝐼𝑛
𝐼𝑛 0

)︂
,

𝐼𝑛 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 𝑛, 𝑦(𝑥) � íåïðåðûâíî-äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé 𝑥,

𝑦(𝑥) = (𝑦1(𝑥), . . . , 𝑦𝑚(𝑥))* ∈ (𝐶1[0, 𝑙])𝑚;

Работа выполнена по теме государственного задания (№ госрегистрации АААА-А17-
117021310387-0) и при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00812).
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ìàòðèöà ñèñòåìû ñèììåòðè÷íà 𝐴 = 𝐴* : (0, 𝑙) × Λ → R𝑚×𝑚, ìàòðèöû ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé 𝐵0,𝑙(𝜆) : Λ → R𝑛×𝑚, 𝑚 = 2𝑛, rank𝐵0 = rank𝐵𝑙 = 𝑛, óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì ñîïðÿæåííîñòè

𝐵0𝐽𝐵
*
0 = 0, 𝐵𝑙𝐽𝐵

*
𝑙 = 0, (2)

à âåðõíèé èíäåêñ ” * ” îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Ýëåìåíòû ìàòðèöû 𝐴
ïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî 𝑥 è 𝜆 ôóíêöèÿìè 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝜆),
ïðîèçâîäíàÿ ìàòðèöû 𝐴 ïî ïàðàìåòðó 𝜆 íå îáðàùàåòñÿ â íóëü (ñì. íèæå),
ýëåìåíòû ìàòðèö 𝐵0,𝑙 òàêæå íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìû ïî 𝜆, à ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ 𝜆 ∈ Λ ñ÷èòàþòñÿ ãëàäêèì îáðàçîì çàâèñÿùèìè îò äëèíû
èíòåðâàëà 𝑙 â íåêîòîðîì äèàïàçîíå 𝑙± 𝛿, 𝛿 > 0, è òî æå âåðíî äëÿ îáðàòíîé
ôóíêöèè 𝑙(𝜆). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è, ïàðà 𝜆, 𝑦, ñóùåñòâóåò
è ñïåêòð çàäà÷è äëÿ 𝜆 ∈ Λ äèñêðåòåí.

Îáû÷íî äëèíà 𝑙 ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé. Â èçëàãàåìîì ïîäõîäå, îñ-
íîâàííîì íà ìåòîäå óñêîðåííîé ñõîäèìîñòè [1], èññëåäóåìàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ
ñèñòåìà ïðåäïîëàãàåòñÿ îáëàäàþùåé ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ïðè èçìåíåíèè
äëèíû ýòîé ñèñòåìû (èëè ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äëèíå) íà ìàëóþ
âåëè÷èíó, ÷àñòîòû ñèñòåìû òàêæå ìàëî ìåíÿþòñÿ. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå
ïîçâîëÿåò ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì, ó÷èòûâàþùèé ñêîðîñòü ýòîãî èçìåíåíèÿ.

Ñ÷èòàÿ äëèíó 𝑙 ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì è äèôôåðåíöèðóÿ çàäà÷ó (1, 2)
ïî ïàðàìåòðó 𝑙, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ïî äëèíå èíòåðâàëà

𝜆′(𝑙) = − (𝐴𝑦, 𝑦)𝑙
𝑁(𝑙)

, 𝑁(𝑙) = ⟨𝐴′
𝜆𝑦, 𝑦⟩𝑙 + (𝐵′

𝑥,𝜆𝑦,𝐷𝑥𝑞𝑥)𝑥|𝑥=𝑙𝑥=0,

ãäå âåëè÷èíà â çíàìåíàòåëå ñ÷èòàåòñÿ íå îáðàùàþùåéñÿ â íóëü,

⟨𝑓, 𝑔⟩𝑙 =

∫︁ 𝑙

0

(𝑓, 𝑔)𝑥𝑑𝑥,

(𝑓, 𝑔)𝑥 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèé â òî÷êå 𝑥 â R𝑚 èëè
R𝑛, 𝑓(𝑥)|𝑥=𝑥2

𝑥=𝑥1
= 𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1). Ìàòðèöû 𝐷0,𝑙 ñîñòàâëÿþòñÿ èç ëèíåéíî-

íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðèö 𝐵0,𝑙, à âåêòîðà 𝑞0,𝑙 � èç ýëåìåíòîâ âåêòîðîâ
𝑦(0), 𝑦(𝑙), ñì. [2].

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó òèïà Íüþòîíà.
1. Äëÿ äàííîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ 𝜆(𝑖) ïîñòðîèì ÷èñëåííî
èëè àíàëèòè÷åñêè ðåøåíèå 𝑌(𝑖) ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

𝐽𝑌 ′
(𝑖) = 𝐴𝑌(𝑖), 𝑌(𝑖)(0) = 𝐼𝑚.

2. Íàéäåì 𝜉(𝑖) êàê ïîäõîäÿùèé êîðåíü (áëèæàéøèé ê 𝑙 èëè 𝑘-é, åñëè èçâå-
ñòåí íîìåð ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ 𝑘 è äëÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû âûïîëíåíû
ñîîòâåòñòâóþùèå îñöèëëÿöèîííûå òåîðåìû Øòóðìà) óðàâíåíèÿ

∆(𝑖)(𝑥) = 0, ∆(𝑖) = det𝐵(𝑖), 𝐵(𝑖)(𝑥) =

(︂
𝐵0

𝐵𝑙𝑌(𝑖)(𝑥)

)︂
.
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3. Ïîñòðîèì ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ 𝑦(𝑖)(𝑥) = 𝑌(𝑖)(𝑥)𝑐(𝑖), ãäå 𝑐(𝑖) � ðåøåíèå
îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû 𝐵(𝜉(𝑖))𝑐(𝑖) = 0.
4. Âû÷èñëèòü ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ

𝜆(𝑖+1) = 𝜆(𝑖) − 𝜀(𝑖)𝑙(𝐴(𝜆(𝑖))𝑦(𝑖), 𝑦(𝑖))(𝜉(𝑖))/𝑁(𝜉(𝑖))

ãäå 𝜀(𝑖) = (𝑙 − 𝜉(𝑖))/𝑙.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема. При принятых предположениях для достаточно близкого
начального приближения 𝜆(0) применение шага процедуры приводит к сле-
дующей равномерной по 𝜀(0), |𝜀(0)| ≪ 1 оценке

‖𝑦 − 𝑦(1)‖𝐶1
6 𝐶𝑦(𝜀(0))2, |𝜆− 𝜆(1)| 6 𝐶𝜆(𝜀(0))2.

Если 𝜆′ сохраняет знак в некоторой окрестности 𝛿𝑙 допустимых значе-
ний (𝑙, 𝜆(𝑙)) и для некоторых 𝑖, 𝑗 точки (𝜉(𝑖), 𝜆

(𝑖)), (𝜉(𝑗), 𝜆
(𝑗)) лежат в этой

окрестности то

1) при (𝐴𝑦(𝑖), 𝑦(𝑖))𝜉(𝑖)/𝑁(𝜉(𝑖)) > 0, 𝜉(𝑖) < 𝑙 выполнено 𝜆(𝑖) > 𝜆;

2) при (𝐴𝑦(𝑖), 𝑦(𝑖))𝜉(𝑖)/𝑁(𝜉(𝑖)) > 0, 𝜉(𝑖) > 𝑙 выполнено 𝜆(𝑖) < 𝜆;

3) для (𝐴𝑦(𝑖), 𝑦(𝑖))𝜉(𝑖)/𝑁(𝜉(𝑖)) < 0 знаки неравенств меняются на проти-
воположные.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü çàêëþ÷åíî
ìåæäó 𝜆(𝑖), 𝜆(𝑗) äëÿ íåêîòîðûõ 𝑖, 𝑗

𝜆(𝑖) < 𝜆 < 𝜆(𝑗).

Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïðîâåäåíû âû÷èñëåíèÿ íèçøèõ ñîá-
ñòâåííûõ ÷àñòîò ðÿäà êîëåáàòåëüíûõ ñòåðæíåâûõ ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ
ôîðìóëèðîâêó â âèäå ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû: òðóáîïðîâîäîâ,
òðàíñïîðòèðóþùèõ æèäêîñòü [3], íåîäíîðîäíûõ ñòåðæíåé Ýéëåðà, Ðýëåÿ è
Òèìîøåíêî, âðàùàþùèõñÿ ñòåðæíåé ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ è ò.ä. Îòäåëüíûé
êëàññ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìû ñ äèíàìè÷åñêèìè (çàâèñÿùèìè îò
ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà) êðàåâûìè óñëîâèÿìè, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è î êî-
ëåáàíèÿõ ñòåðæíåé ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íûõ ìàññ, ïðèêðåïëåííûõ ê êîíöàì
ñòåðæíåé. Ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü â
çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ òàêèìè ñòåðæíÿìè ìîäîâûé ïîäõîä.
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ЭВОЛЮЦИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ, НАЛАГАЕМЫХ НА
НЕСТАЦИОНАРНЫЙ СДВИГ СРЕДЫ БИНГАМА

Д.В. Георгиевский
georgiev@mech.math.msu.su

УДК 539.376

Исследуется плоскопараллельный нестационарный сдвиг однородной
двухконстантной вязкопластической среды Бингама в бесконечном по
простиранию слое. Учитывается изменение со временем толщин воз-
можных жёстких зон, границы которых параллельны границам слоя.
На основное течение налагается картина двумерных в плоскости слоя
возмущений. Задача в терминах возмущений сводится к одному ли-
неаризованному уравнению относительно амплитуды функции тока
с соответствующим набором четырёх граничных условий. Выводятся
достаточные интегральные оценки устойчивости, в которых участву-
ют числа Рейнольдса и Сен-Венана.

Ключевые слова: вязкопластическая среда, сдвиг, жесткая зона, пре-
дел текучести, устойчивость, возмущение

Evolution of perturbations imposed on an unsteady shear of
Bingham medium

This work studies the plane-parallel unsteady shear of a homogeneous
two-constant viscoplastic Bingham medium in the infinite layer. The
time variation in the thicknesses of the possible rigid zones is consid-
ered; their boundaries are parallel to the boundaries of the layer. The
two-dimensional plane perturbations are superposed upon the main flow.
The problem in terms of perturbations reduces to one linearized equation
for the amplitude of the function of the flow with the corresponding set
of four boundary conditions. The sufficient integral estimates of stability
are derived in which the Reynolds and Saint-Venant numbers play a role.

Keywords: viscoplastic medium, shear, rigid zone, yield stress, stability,
perturbation

Â ëèíåàðèçîâàííîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ñóùåñòâóþò [1] ðàçëè÷íûå
îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Îððà �Çîììåðôåëüäà è ñâÿçàííîé ñ íèì çàäà÷è íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî âÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ñäâèãà ïî-
äîáíîå îáîáùåíèå â áåçðàçìåðíîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì [2]:

1

Re
(𝜙𝑥𝑥𝑥𝑥 − 2𝑠2𝜙𝑥𝑥 + 𝑠4𝜙) − 4S𝑠2

Re

(︁ 𝜙𝑥
|𝑣∘𝑥|

)︁
𝑥

=

=
(︁ 𝜕
𝜕𝑡

+ 𝑖𝑠𝑣∘
)︁

(𝜙𝑥𝑥 − 𝑠2𝜙) − 𝑖𝑠𝑣∘𝑥𝑥𝜙 (1)

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 18-29-10085мк,
19-01-00016 а).
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𝜓(𝑥1, 𝑥, 𝑡) = 𝜙(𝑥, 𝑡) e𝑖𝑠𝑥1 , 𝑠 > 0, (2)

ãäå Re è S � ÷èñëà Ðåéíîëüäñà è Ñåí-Âåíàíà; 𝑣∘(𝑥, 𝑡) � ïðîôèëü íåñòà-
öèîíàðíîãî îñíîâíîãî ñäâèãîâîãî òå÷åíèÿ; îñè 𝑥 è 𝑥1 íàïðàâëåíû ïîïå-
ð¼ê è âäîëü ñëîÿ; 𝑠 � âîëíîâîå ÷èñëî îòäåëüíîé ãàðìîíèêè âäîëü îñè 𝑥;
𝜓(𝑥1, 𝑥, 𝑡) � âîçìóùåíèå ôóíêöèè òîêà.

Ëèíåàðèçàöèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðåäïîëàãàåò èõ ñíåñåíèå ñ íåèçâåñò-
íûõ âîçìóù¼ííûõ ãðàíèö íà ïðÿìîëèíåéíûå, ðåàëèçóåìûå â îñíîâíîì ïðî-
öåññå. Ðàññìîòðèâàþòñÿ òðè õàðàêòåðíûõ â ïðèëîæåíèÿõ òèïà âîçìóù¼í-
íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

1∘. Прилипание к неподвижным либо нестационарно движущимся
стенкам 𝑥 = 0 и/или 𝑥 = 1. Ýòè óñëîâèÿ çàäàþòñÿ íà ïðÿìîëèíåéíûõ
ãðàíèöàõ è èìåþò íàèáîëåå èçâåñòíûé è ïðîñòîé âèä

𝜙 = 0, 𝜙𝑥 = 0 (3)

2∘. Действие нестационарного касательного напряжения на движу-
щейся стенке 𝑥 = 0 или 𝑥 = 1, не меняющегося в возмущенном процессе.

𝜙 = 0, 𝜙𝑥𝑥 = 0 (4)

3∘. Условие на границе области течения и жёсткой зоны. Ïóñòü îäíà
èç òàêèõ ãðàíèö â îñíîâíîì òå÷åíèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì 𝑥2 = 𝜉(𝑡), à
â âîçìóù¼ííîì 𝑥 = 𝜉(𝑡) + 𝜂(𝑥1, 𝑡), ãäå 𝜂 = 𝐻(𝑡) e𝑖𝑠𝑥1 � íåèçâåñòíàÿ ìàëàÿ
âàðèàöèÿ. Òîãäà

𝑥 = 𝜉(𝑡) : 𝐻𝑣∘𝑥𝑥 + 𝜙𝑥𝑥 + 𝑠2𝜙 = 0, 𝐻𝑡 + 𝑖𝑠𝑣∘𝐻 + 𝑖𝑠𝜙 = 0 (5)

Äëÿ àíàëèçà ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ ðàçëè÷íûìè íàáîðàìè
÷åòûð¼õ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñîñòàâëåííûõ èç êîìáèíàöèé (3) � (5), èñïîëü-
çóåòñÿ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé [1 �3], ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü äî-
ñòàòî÷íûå îöåíêè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â òîì ÷èñëå è äëÿ íåñòà-
öèîíàðíûõ íåâîçìóù¼ííûõ ïðîöåññîâ. Îáùèé õàðàêòåðíûé âèä òàêèõ îöå-
íîê ñëåäóþùèé:

𝐼2(𝑡) 6 𝐼2(0) exp

𝑡∫︁
0

(︁
𝑞(𝜏) − 2Λ2(𝜏)

Re

)︁
𝑑𝜏 (6)

𝑞(𝑡) = sup
𝑎(𝑡)<𝑥<𝑏(𝑡)

|𝑣∘𝑥(𝑥, 𝑡)|, 𝐼2(𝑡) =

𝑏(𝑡)∫︁
𝑎(𝑡)

(︀
|𝜙𝑥|2 + 𝑠2|𝜙|2

)︀
𝑑𝑥

Âûâîä ôóíêöèé Λ2(𝑡) â êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòå çàäà÷ íà ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñâÿçàí ñ ïðîáëåìîé ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íûõ ôóíê-
öèîíàëîâ â 𝐻2[𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡)].
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ЧАСТИЧНАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ СТАЦИОНАРНЫХ
ДВИЖЕНИЙ СПУТНИКА СО СПАРКАМИ ГИРОДИНОВ

А.В. Гладун
aleksygladun@gmail.com

УДК 531.383

Исследуется задача частичной стабилизации динамической системы,
описывающей движение спутника, несущего одну или две спарки ги-
родинов. Получены стационарные решения системы, являющиеся по-
ложениями относительного равновесия и равномерными вращениями
спутника. Выделены случаи управляемости системы по части пере-
менных по линейному приближению в окрестности найденных стаци-
онарных движений. Построены управления, осуществляющие стаби-
лизацию угловой скорости и стабилизацию равномерного вращения
спутника. Приведены результаты численного моделирования.

Ключевые слова: твердое тело, спарка гиродинов, равномерное вра-
щение, положение равновесия, управляемость по части переменных,
линейное приближение.

Partial stabilization of fixed motions of a satellite with doubled
gyrodins

The problem of stabilization of a rotatory movement of a satellite with
one or two doubled gyrodins is investigated. Positions of relative equilib-
rium and uniform rotations of the satellite with gyrodins are found. The
cases of relative controllability of systems are chosen by a linear approx-
imation in a neighbourhood of the found fixed motions. The controls to
provide stabilization of angular velocity and stabilization of uniform ro-
tation of a satellite are constructed. The results of numerical simulation
are presented.

Keywords: rigid body, doubled gyrodins, uniform rotations, equilibrium
position, relative controllability, linear approximation

Гладун Алексей Владимирович, к.ф.-м.н., доцент, Ульяновский институт граждан-
ской авиации имени Главного маршала авиации Б.П. Бугаева (Ульяновск, Россия);
Aleksei Gladun (Ulyanovsk Civil Aviation Institute named after Chief Marshal of Aviation
B.P. Bugaev, Ulyanovsk, Russia)



660 “Современные проблемы математики и механики”

Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ îïè-
ñûâàåò äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà (ñïóòíèêà), íåñóùåãî ñïàðêè ãèðîäèíîâ.
Ýòè äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíàÿ è íå ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿåìîé ïî âñåì
ïåðåìåííûì. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ñïóòíèêà (íîñèòåëÿ) õâà-
òàåò óïðàâëÿåìîñòè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ, õàðàêòåðèçóþùèõ óãëîâóþ ñêî-
ðîñòü è ïîëîæåíèå íîñèòåëÿ â ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ,
êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò äâèæåíèå ñïàðîê ãèðîäèíîâ, íóæíà ëèøü îãðàíè-
÷åííîñòü [1].

Ãèðîäèí � äâóõñòåïåííàÿ ãèðîñêîïè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ðîòîðà
è ãèðîêàìåðû. Ðîòîð çàêðåïëåí âíóòðè ãèðîêàìåðû è âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿí-
íîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Îáúåäèíåííûå â ñïàðêó ãèðîäèíû èäåíòè÷íû, îñè
âðàùåíèÿ ãèðîêàìåð ïàðàëëåëüíû. Ðîòîðû ñïàðêè âðàùàþòñÿ ñ ïîñòîÿí-
íûìè, îäèíàêîâûìè ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî íàïðàâëåíèþ (â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè) ñêîðîñòÿìè.

Èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ s ñïàðêàìè ãèðîäè-
íîâ, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [2]. Â ñëó÷àå, êîãäà ó êàæäîãî ãèðîäèíà ðîòîð
ÿâëÿåòñÿ øàðîâûì, à ãèðîêàìåðà äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî
ñâîåé îñè âðàùåíèÿ, îíè ïðèíèìàþò âèä

𝜃�̇� + 𝜔 × 𝜃𝜔 + 2 (𝐾0𝐻 cos 𝑞 𝑞 + 𝜔 ×𝐾0 sin 𝑞 ℎ) = 0, (1)

2𝐽𝑞 − 2 (𝐾0𝐻 cos 𝑞)
*
𝜔 = 𝑀

𝐶𝑗

𝑗 +𝑀𝐶𝑆+𝑗
𝑠+𝑗 . (2)

Çäåñü 𝜃 � ìàòðèöà òåíçîðà èíåðöèè ñèñòåìû íîñèòåëü-ñïàðêè ãèðîäè-
íîâ; 𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, 𝜔3)* � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè íîñèòåëÿ (ñïóòíèêà);
𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑠) � âåêòîð óãëîâ ïîâîðîòà ãèðîêàìåð îòíîñèòåëüíî íîñèòåëÿ;
𝐾0, 𝐿0, 𝑁0 � ìàòðèöû îðòîâ, çàäàþùèõ ïîëîæåíèå i-é ñïàðêè ãèðîäèíîâ â
òåëå íîñèòåëå; 𝑀𝐶𝑗

𝑗 , 𝑀𝐶𝑆+𝑗
𝑠+𝑗 � ãëàâíûå ìîìåíòû óïðàâëÿþùèõ ñèë îòíî-

ñèòåëüíî öåíòðà èíåðöèè j-ãî è s+j-ãî ãèðîäèíîâ, âõîäÿùèõ â j-þ ñïàðêó,
ñîîòâåòñòâåííî; * � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå âåêòîðà óïðàâëåíèÿ âûáèðàåòñÿ âåêòîð óãëîâûõ ñêîðîñòåé
ïîâîðîòà ãèðîêàìåð îòíîñèòåëüíî íîñèòåëÿ 𝑢 = 𝑞, òîãäà ãëàâíûé ìîìåíò
óïðàâëÿþùèõ ñèë èç (2) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

𝑀
𝐶𝑗

𝑗 +𝑀𝐶𝑆+𝑗
𝑠+𝑗 = 2𝐽�̇�− 2 (𝐾0𝐻 cos 𝑞)

*
𝜔

è ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òîëüêî óðàâíåíèåì
(1), îïèñûâàþùèì äâèæåíèå ñïóòíèêà, äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷àåì

𝜃�̇� + 𝜔 × 𝜃𝜔 + 2𝜔 × (𝐾0 sin 𝑞 ℎ) + 2𝐾0𝐻 cos 𝑞 𝑢 = 0. (3)

Äëÿ óðàâíåíèå (3), çàïèñàííîãî â ñèñòåìå êîîðäèíàò 𝑂𝑥𝑦𝑧, æåñòêî ñâÿ-
çàííîé ñ íîñèòåëåì, íàéäåíû ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòå-
ìû, ÿâëÿþùèåñÿ ïîëîæåíèÿìè îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ è ðàâíîìåðíûìè
âðàùåíèÿìè ñïóòíèêà. Âûäåëåíû ñëó÷àè ñòàáèëèçèðóåìîñòè ñèñòåìû ïî ÷à-
ñòè ïåðåìåííûõ ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíûõ
ïîëîæåíèé [3].

Ïîëó÷åíû ñòàáèëèçèðóþùèå óïðàâëåíèÿ ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ. Ïðè ïî-
ñòðîåíèè èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ñïåöèàëüíîãî âèäà [4],
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äëÿ êîòîðîé ñòàáèëèçàöèÿ äîñòèãàåòñÿ ïóòåì âûáîðà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë,
îòâå÷àþùèõ ìàòðèöå ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû è îò êîòîðûõ, êàê îò ïå-
ðåìåííûõ, çàâèñèò óïðàâëåíèå. Êàê ìíèìûå, òàê è äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ýòîé ìàòðèöû ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìè-
íèìèçèðîâàòü íîðìó óïðàâëåíèÿ. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ðåøàåòñÿ ìåòîäîì
ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ.

Íà îñíîâå àëãîðèòìà [5] ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòîâ ïîñòðî-
åíû óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå ðåøàþò çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè óãëîâîé ñêîðîñòè
è ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ ñïóòíèêà. Ïîñòðîåíèå âûïîëíåíî äëÿ ñèñòåìû
ñ çàäàííûìè ÷èñëîâûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Развивается метод аналитического построения точных решений урав-
нений адиабатического движения идеального совершенного газа. Ис-
пользуются разложения по степеням функций времени, удовлетво-
ряющих системе с рациональным гамильтонианом. Возможен учет
электромагнитного и гравитационного полей. В качестве уравнений
применяется проекция уравнений Эйлера на лагранжеву систему ко-
ординат, а также дифференциальное сохранение энтропии, наиболее
удобные для перемножения рядов. Полное решение строится по на-
чальным условиям только путем дифференцирования и целых алгеб-
раических операций. Рассматривается ряд примеров.
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Exact analytical solutions to gas dynamics equations

A method of analytical construction of exact solutions to the equations of
ideal perfect gas adiabatic motion is developed. The expansion in pow-
ers of functions of time that satisfy the system with a rational Hamilto-
nian is used. Accounting for electromagnetic and gravitational fields is
possible. The equations used are the projection of Euler equations on
Lagrangian coordinate system, as well as the differential conservation of
entropy, which are the most convenient for series multiplying. Complete
solution is constructed from the initial conditions only by differentiation
and entire algebraic operations. The examples are considered.

Keywords: gas dynamics, partial differential equations, non-orthogonal
series, Hamiltonian systems

Èçëàãàåòñÿ ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî, â ÷àñòíîñòè òî÷íîãî, ïîñòðîåíèÿ ðå-
øåíèé óðàâíåíèé òðåõìåðíîãî íåñòàöèîíàðíîãî àäèàáàòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ
èäåàëüíîãî ñîâåðøåííîãî ãàçà, îïðåäåëÿåìûõ ðàöèîíàëüíûì ãàìèëüòîíèà-
íîì. Â êà÷åñòâå óðàâíåíèé ïðèíèìàåòñÿ ôîðìà Âåáåðà, êàê ïðîåêöèÿ óðàâ-
íåíèé Ýéëåðà íà ëàãðàíæåâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, à òàêæå äèôôåðåíöèàëü-
íîå ñîõðàíåíèå ýíòðîïèè

𝑥𝑖𝑡𝑡𝑥𝑖,𝛼 + ℎ,𝛼 − ℎ

𝐶𝑝
𝑆,𝛼 = 0, ℎ𝑡∆ + (𝛾 − 1)ℎ∆𝑡, ∆ = det

(︂
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝜉𝛼

)︂
.

Ðåøåíèÿ äëÿ çàêîíà äâèæåíèÿ è ýíòàëüïèè ñòðîÿòñÿ â âèäå ñòåïåííûõ
ðÿäîâ îò ôóíêöèè âðåìåíè ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò êîîðäèíàò
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèö:

𝑥𝑖 = 𝜉𝑖 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘(𝜉𝛼)(𝜎(𝑡) − 𝜎(0))𝑘, ℎ = ℎ0(𝜉𝛼) +

∞∑︁
𝑘=1

ℎ𝑘(𝜉𝛼)(𝜎(𝑡) − 𝜎(0))𝑘.

Ôóíêöèÿ âðåìåíè, èñïîëüçóþùàÿ ïðè ðàçëîæåíèè, â ñâîþ î÷åðåäü, óäî-
âëåòâîðÿåò ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ñ ðàöèîíàëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì:

�̇�2

2
+ 𝑈(𝜎) = 𝐸0, �̈� = −𝜕𝑈

𝜕𝜎
, 𝑈(𝜎) =

𝑃𝑛(𝜎)

𝑄𝑛(𝜎)
.

Íàïðèìåð, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ôóíêöèè: sin(𝑡) (ïåðèîäè÷åñêèå ðå-
øåíèÿ, 𝑈 = 𝜎2/2), exp(±𝑡) (âîçðàñòàþùèå ëèáî óáûâàþùèå ðåøåíèÿ,
𝑈 = −𝜎2/2), tg(𝑡) (íåîãðàíè÷åííî ðàñòóùèå ðåøåíèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ,
𝑈 = 𝜎4/2 + 𝜎2), th(𝑡) (îãðàíè÷åííûå ìîíîòîííûå ðåøåíèÿ, 𝑈 = 𝜎4/2 − 𝜎2)
è äðóãèå.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ â âèäå ôóíêöèé îò ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåí-
íûõ � íà÷àëüíûõ ýéëåðîâûõ êîîðäèíàò: óäåëüíûõ ýíòðîïèè, ýíòàëüïèè è
ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Ðåøåíèÿ òàêîãî âèäà ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ êàê çà
ñ÷¼ò äåéñòâèÿ ñïåöèàëüíûõ êðàåâûõ óñëîâèé (ïîðøíåé), òàê è çà ñ÷¼ò ìàñ-
ñîâûõ ñèë, íàïðèìåð, ñîáñòâåííîé èëè âíåøíåé ñèëû òÿæåñòè. Ê âîçìó-
ùàþùèì ñèëàì, â ÷àñòíîñòè ïðèâîäÿùèì ê ðåçîíàíñó, ìîæíî îòíåñòè äåé-
ñòâèå íà çàðÿæåííûé ãàç âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Òàêîãî ðîäà çà-
äà÷è âñòðå÷àþòñÿ, íàïðèìåð, â äèíàìèêå àòìîñôåð çâåçä è ïëàíåò. Ïðè



Материалы международной конференции 663

âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà íå òðåáóåòñÿ ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé èëè èíòåãðèðîâàòü: ïîëíîå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ çà ñ÷åò äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ è öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ýòî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü
êîýôôèöèåíòû òî÷íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ëþáîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïàêåòà,
äîïóñêàþùåãî ñèìâîëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ ñõî-
äèìîñòü ìåòîäà â îïðåäåëåííîì êëàññå íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Ìåòîä àïðîáèðîâàí íà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äè-
íàìèêè ñ ïëîñêèìè âîëíàìè [1]. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå èñïîëüçóåò òîëüêî
îïåðàöèþ ïåðåìíîæåíèÿ ðÿäîâ âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ñëó÷àå óâåëè÷åíèÿ ðàç-
ìåðíîñòè óðàâíåíèÿ Âåáåðà ñîõðàíÿþò ïîðÿäîê óìíîæåíèÿ, íî â óðàâíåíèè
äëÿ ýíòðîïèè ïðèõîäèòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè óäåëüíîãî îáúåìà èñïîëüçîâàòü
ïðîèçâåäåíèÿ òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêîâ äëÿ ïëîñêîé è ïðîñòðàíñòâåí-
íîé çàäà÷ ñîîòâåòñòâåííî.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ãðàâèòè-
ðóþùåãî ãàçîâîãî ñëîÿ, äîïóñêàþùàÿ òî÷íîå ðåøåíèå ïðè îäíîðîäíîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè è ëèíåéíîé ñêîðîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíà-
òå. Çäåñü ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ïåðèîäè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðè äðóãèõ êëàññàõ íà÷àëüíûõ äàííûõ.
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Mathematical models of discrete contact mechanics

Formulations and methods for solving the contact mechanics problems
with discrete location of the real contact spots are proposed. Such prob-
lems, in particular, arise in the study of the stress-strain state of bodies
with rough surfaces. The analysis of the influence of the location of in-
denters that simulate the surface roughness, which are in contact with an
elastic half-space, and of their shape on the stress state of the elastic body
near the real contact spots is performed.

Keywords: discrete contact,roughness, contact stresses

Ïðè êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè ðåàëüíûõ òåë îáëàñòü êîíòàêòíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ, êàê ïðàâèëî, äèñêðåòíà â ñèëó øåðîõîâàòîñòè ïîâåðõ-
íîñòåé. Äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ òîïîãðàôèè ïîâåðõíîñòè íà íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïðèïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ êîíòàêòèðóþùèõ òåë
íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó äèñêðåòíîãî êîíòàêòà, ò.å. çàäà÷ó ñî ñìåøàííû-
ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ñèñòåìû ïÿòåí êîíòàêòà. Ñðåäè òàêèõ çàäà÷
ìîæíî âûäåëèòü êîíòàêòíûå çàäà÷è äëÿ ïîâåðõíîñòåé ñ ðåãóëÿðíûì ðåëüå-
ôîì (îáëàñòü íîìèíàëüíîãî êîíòàêòà íå îãðàíè÷åíà) è äëÿ îãðàíè÷åííîé
ñèñòåìû ïÿòåí êîíòàêòà (îáëàñòü íîìèíàëüíîãî êîíòàêòà îãðàíè÷åíà).

Ïðè èññëåäîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ â ïðîñòðàíñòâåííîé ïîñòàíîâêå
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îäíîóðîâíåâàÿ, òàê è ìíîãîóðîâíåâàÿ ñèñòåìà îñåñèì-
ìåòðè÷íûõ (íàïðèìåð, ñôåðè÷åñêèõ) èíäåíòîðîâ, ìîäåëèðóþùèõ âåðøèíû
íåðîâíîñòåé ïîâåðõíîñòè êîíòðòåëà, êîòîðàÿ âíåäðÿåòñÿ â óïðóãîå ïîëóïðî-
ñòðàíñòâî. Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîóðîâíåâîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû ñôåðè÷åñêèõ
èíäåíòîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà çàäàííîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà (â ÷àñò-
íîñòè, â óçëàõ ãåêñàãîíàëüíîé èëè êâàäðàòè÷íîé ðåøåòêè), ïîñòðîåíî èíòå-
ãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ äàâëåíèé ïîä îòäåëüíûì
èíäåíòîðîì è ïðåäëîæåí ìåòîä åãî ðåøåíèÿ [1,2]. Âûòåêàþùèé èç àíàëèçà
ÿäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìåòîä ëîêàëèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ-
÷åòà êîíòàêòíûõ äàâëåíèé íà îòäåëüíûõ ïÿòíàõ ôàêòè÷åñêîãî êîíòàêòà â
ñëó÷àå âíåäðåíèÿ ðàçíîóðîâíåâîé ñèñòåìû èíäåíòîðîâ. Íà îñíîâå ïîëó÷åí-
íûõ ðåøåíèé àíàëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå ïëîòíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ èíäåíòîðîâ
è èõ âûñîòíîãî ðàñïîëîæåíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ äàâëåíèé è
ðàäèóñ îòäåëüíîãî ïÿòíà êîíòàêòà. Ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä èñïîëüçîâàí äëÿ
ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè ñáëèæåíèè øåðî-
õîâàòûõ ïîâåðõíîñòåé ñ ó÷åòîì ñèë ìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â çà-
çîðå ìåæäó êîíòàêòèðóþùèìè ïîâåðõíîñòÿìè [3,4]. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ
ïðèìåíåíû òàêæå äëÿ àíàëèçà âëèÿíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ
èíäåíòîðîâ íà õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé â óïðóãîì
ïîëóïðîñòðàíñòâå è íà ñêîðîñòü íàêîïëåíèÿ êîíòàêòíî-óñòàëîñòíûõ ïîâðå-
æäåíèé â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå ìàòåðèàëà ïðè öèêëè÷åñêèõ íàãðóçêàõ, ñâÿ-
çàííûõ ñî ñêîëüæåíèåì øåðîõîâàòîãî êîíòðòåëà.

Â ñëó÷àå âíåäðåíèÿ â óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîãî ÷èñëà èí-
äåíòîðîâ, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé (ñèñòåìû èíäåíòîðîâ), îáëàñòè ôàêòè-
÷åñêîãî è íîìèíàëüíîãî êîíòàêòà ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè. Ïðè ïðîèç-
âîëüíîì çàäàííîì ïðîñòðàíñòâåííîì ðàñïîëîæåíèè èíäåíòîðîâ ïîñòðîåíà
ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ âíåäðåíèé êàæäîãî èí-
äåíòîðà è äåéñòâóþùèõ íà íåãî ñèë, à òàêæå âûâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
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îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà åäèíè÷íûõ ïÿòåí êîíòàêòà äëÿ êàæäîãî èíäåíòîðà â
çàâèñèìîñòè îò åãî ïîëîæåíèÿ â ñèñòåìå [1]. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïî-
ëó÷åííûõ óðàâíåíèé äëÿ ñèñòåìû ðàâíîâûñîêèõ èíäåíòîðîâ ñôåðè÷åñêîé
è öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû ïîêàçàëî ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå ïàðàìåòðà ïëîò-
íîñòè êîíòàêòîâ íà ðàñïðåäåëåíèå óñèëèé ìåæäó èíäåíòîðàìè è îòíîøåíèå
äåéñòâóþùåé íà ñèñòåìó íàãðóçêè ê åå âíåäðåíèþ. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî,
÷òî ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà, íå ó÷èòûâàþùèå âçàèìíîãî âëèÿíèÿ
ïÿòåí êîíòàêòà, äàþò çàâûøåííûå çíà÷åíèÿ êîíòàêòíîé æåñòêîñòè 𝑑𝑃/𝑑𝐷
(𝑃 � íàãðóçêà, äåéñòâóþùàÿ íà ñèñòåìó, 𝐷 � åå âíåäðåíèå) è ôàêòè÷åñêîé
ïëîùàäè êîíòàêòà. Îøèáêà âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïÿòåí êîíòàêòà
è èõ ïëîòíîñòè. Ìåòîä ïðèìåíåí ê ðàñ÷åòó âíåäðåíèÿ ìåäèöèíñêîãî èíñòðó-
ìåíòà, èìåþùåãî íà ñâîåé ïîâåðõíîñòè çàäàííûé ðåëüåô, â áèîëîãè÷åñêóþ
òêàíü è àíàëèçó âëèÿíèÿ ôîðìû ïîâåðõíîñòíîãî ðåëüåôà íà âåëè÷èíó åãî
âíåäðåíèÿ ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ïðèëîæåííîé ñèëû [5].

Ðàçðàáîòàííûå ìîäåëè ïîçâîëÿþò íå òîëüêî ðàññ÷èòûâàòü íàïðÿæåíèÿ
â êîíòàêòå óïðóãèõ òåë, îáëàäàþùèõ ïîâåðõíîñòíûì ìèêðîðåëüåôîì, íî è
ðàçðàáàòûâàòü ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ïàðàìåòðàìè ìèêðîãåîìåòðèè ïîâåðõ-
íîñòåé äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìûõ õàðàêòåðèñòèê êîíòàêòíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ (ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé, âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé è ò.ä.).
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ПРЕДСКАЗАНИЕ ПОТЕРИ УСТОЙЧИВОСТИ
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ: ПРЯМЫЕ И ОБРАТНЫЕ

ЗАДАЧИ ТЕОРИИ БИФУРКАЦИЙ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ
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Рассматриваются прямые и обратные задачи теории бифуркаций для
уравнений Кармана: под прямой задачей теории бифуркаций пони-
мается задача построения бифуркационной картины, под обратной –
задача идентификации предбифуркационного состояния, т.е. задача
предсказания потери устойчивости. Представлены алгоритмы реше-
ния как прямой, так и обратной задачи; причём алгоритм решения
обратной задачи существенно опирается на алгоритм решения пря-
мой. Представлены результаты для цилиндрической оболочки, под-
вергнутой действию внешнего давления, и цилиндрической оболочки
при действии осевого сжатия.

Ключевые слова: прямые и обратные задачи теории бифуркаций,
уравнения Кармана, итерационный обобщённый метод Канторовича,
цилиндрическая оболочка

Prediction of buckling for cylindrical shell: the direct and
inverse bifurcation problems of the von Karman equations

The paper deals with the direct and inverse bifurcation problems for the
von Karman equations; the direct bifurcation problem implies that a bifur-
cation (branching) structure of the equations is constructed, while the in-
verse bifurcation problem is the problem to identify pre-bifurcation states
that is to predict buckling. The paper considers the algorithms to solve
both direct and inverse problems; the algorithm for the inverse problem
employs the one used to solve the direct problem. The results for cylindri-
cal shell subject to external pressure and that one under axial compression
are discussed.

Keywords: the direct and inverse bifurcation problems, for the von Kar-
man equations, the iterative generalized Kantorovich method, cylindrical
shell

Ìîäåëè ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè ýëëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿ-
ìè òèïà Êàðìàíà, íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â àýðîêîñìè÷åñêîé òåõíèêå,
áèî- è íàíîòåõíîëîãèÿõ, êîðàáëåñòðîåíèè, íåôòåãàçîâîé ïðîìûøëåííîñòè.
Ñîâðåìåííàÿ ïàðàäèãìà ñîçäàíèÿ ñèñòåì, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ñâîéñòâîì
ðîáàñòíîñòè, òðåáóåò ó÷¼òà âîçìîæíîñòè èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (áåç
óòðàòû å¼ ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ) â óñëîâèÿõ íåïðåäâèäåííûõ âîçäåé-
ñòâèé, ÷òî îáóñëàâëèâàåò íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé è

Громов Василий Александрович, д.ф.-м.н., доцент, Национальный исследователь-
ский университет “Высшая школа экономики” (Москва, Россия); Vasilii A. Gromov, DSc,
associate professor, (National Research University Higher School of Economics, Moscow,
Russia)
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àíàëèçà ñâÿçàííîãî ñ íèìè ÿâëåíèÿ áèôóðêàöèè [4, 8, 9]. Äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è ïðåäñêàçàíèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè � çàäà-
÷è èäåíòèôèêàöèè ïðåäáèôóðêàöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ � êàê îáðàòíîé çàäà÷è
òåîðèè áèôóðêàöèé äëÿ óðàâíåíèé Êàðìàíà [4] ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
õàðàêòåðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé, ïðåäøåñòâóþùèõ âîçìîæíûì
áèôóðêàöèÿì ñèñòåìû, (òàêîé òèï ïðåäâåñòíèêîâ áèôóðêàöèè îòíîñèòñÿ
ê êëàññó òîïîëîãè÷åñêèõ). Äëÿ îòûñêàíèÿ óêàçàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ïðèìåíÿëàñü ýêñòðàêöèÿ çíàíèé èç èíôîðìàöèè î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ðå-
øåíèé, ôèêñèðóþùèõñÿ íà ïîñòáèôóðêàöèîííûõ (çàêðèòè÷åñêèõ) âåòâÿõ.
Äàííûé ïîäõîä îáóñëàâëèâàåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ðåøåíèé (â ôóíêöèè îò ïàðàìåòðà íàãðóçêè) äëÿ âñåõ ïîñòáèðêàöè-
îííûõ âåòâåé ðåøåíèÿ � ïîñòðîåíèå áèôóðêàöèîííîé êàðòèíû; óêàçàííàÿ
çàäà÷à ôîðìàëèçóåòñÿ êàê ïðÿìàÿ çàäà÷à òåîðèè áèôóðêàöèé [2-4,6-9]. Àíà-
ëèç îñíîâíûõ îñîáåííîñòåé, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì,
îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè ýëëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè òèïà Êàðìàíà,
òàêèõ êàê íàëè÷èå ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷,
êîòîðûì ñâîéñòâåííà ñóùåñòâåííàÿ èçìåíÿåìîñòü â îáîèõ êîîðäèíàòíûõ
íàïðàâëåíèÿõ, âìåñòå ñ âîçìîæíîñòüþ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñòáèôóðêàöèîí-
íûõ âåòâåé âòîðè÷íîãî, òðåòè÷íîãî è äàëüíåéøåãî ïðåäïîëàãàåò ñîçäàíèå
ìåòîäà àíàëèçà íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîç-
âîëÿþùåãî ïðåîäîëåâàòü óêàçàííûå òðóäíîñòè. Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ èòåðà-
öèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷, àíàëîãè÷-
íûé îáîáù¼ííîìó ìåòîäó Êàíòîðîâè÷à ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Â ðàì-
êàõ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèå íà èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ â âèäå ñóììû ïðîèçâåäåíèé ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, ÷òî ïîçâîëÿåò
ñâåñòè ðåøåíèå íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâî-
ëèëî èñïîëüçîâàòü àïïàðàò àíàëèçà è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé óêàçàííîãî êëàñ-
ñà: ìåòîä ñâåäåíèÿ íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å Êîøè, ìåòîä ïðî-
äîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó è äð. Ïðèìåíåíèå óêàçàííîãî ïîäõîäà ïðèâîäèò ê
âû÷èñëèòåëüíûì ïðîöåäóðàì, êîëè÷åñòâî îïåðàöèé â êîòîðûõ îïðåäåëÿåò-
ñÿ ðàçìåðíîñòüþ ðåøàåìîé çàäà÷è (à íå ðàçìåðíîñòüþ äèñêðåòèçàöèè) è
ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñâåäåíèÿ ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å Êîøè. Ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà è ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ áûë
ïðîâåäåíî øèðîêîìàñøòàáíîå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå îáùèõ ñâîéñòâ íåëè-
íåéíûõ ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè Êàðìàíà, è êà÷åñòâåííîé êàð-
òèíû èõ âåòâëåíèÿ. Çäåñü áûëî óñòàíîâëåíî, âî-ïåðâûõ, ÷òî çàâèñèìîñòè
âèäà �áèôóðêàöèîííûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû ïðàâîé ÷àñòè â ôóíêöèè îò ïà-
ðàìåòðà çàäà÷è� (ñå÷åíèÿ áèôóðêàöèîííîãî ìíîæåñòâà) íîñÿò ñóùåñòâåííî
íåìîíîòîííûé õàðàêòåð. Âî-âòîðûõ, ðåàëèçóþùèéñÿ òèï ïîñòáèôóðêàöè-
îííîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, åãî èçìåíÿåìîñòüþ âäîëü
ãëàâíûõ êîîðäèíàòíûõ íàïðàâëåíèé, à íå âèäîì ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè.
Â-òðåòüèõ, äëÿ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé óêàçàííîãî êëàñ-
ñà õàðàêòåðíî ñóùåñòâîâàíèå âåòâåé ïåðâè÷íîãî, âòîðè÷íîãî è òðåòè÷íî-
ãî âåòâëåíèÿ; îñîáûå òî÷êè ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ îäíî- è äâóêðàòíûì
âûðîæäåíèåì. Â-÷åòâ¼ðòûõ, óñòàíîâëåíî, ÷òî ñðåäè ìíîæåñòâà ñòðóêòóð
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ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèì ðàçëè÷íûì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ çà-
äà÷è, ìîæíî âûäåëèòü áàçîâóþ áèôóðêàöèîííóþ ñòðóêòóðó. Ïðè îñòàëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå áàçîâîé áèôóðêàöèîí-
íîé ñòðóêòóðû ñ îáðàçîâàíèåì ïðåäåëüíûõ êðèâûõ è èçîëèðîâàííûõ âåòâåé
ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì âîçíèêàþùèå ïðåäåëüíûå êðèâûå êàê áû �ïðèòÿãèâàþò-
ñÿ� ê îäíîé èç ïîñòáèôóðêàöèîííûõ âåòâåé áàçîâîãî ñëó÷àÿ. Ïðîâåäåííûé
àíàëèç ïîçâîëèë äàòü òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå âûøåóêàçàííîé íåìîíî-
òîííîñòè êðèâûõ-ñå÷åíèé áèôóðêàöèîííîãî ìíîæåñòâà, ñâÿçàâ ìèíèìóìû
è ìàêñèìóìû äàííûõ çàâèñèìîñòåé ñ ðàçëè÷íûìè ïîñòáèôóðêàöèîííûìè
âåòâÿìè áàçîâîé áèôóðêàöèîííîé ñòðóêòóðû. Äëÿ ñëó÷àÿ çàìêíóòîé öè-
ëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (öè-
ëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ïðè äåéñòâèè âíåøíåãî äàâëåíèÿ) áàçîâîé ÿâëÿåòñÿ
áèôóðêàöèîííàÿ êàðòèíà, îòâå÷àþùàÿ êîíñòàíòíîé ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè:
ðåøåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ äîáèôóðêàöèîííîé âåòâüþ è âåòâÿìè ïåðâè÷íîãî
è âòîðè÷íîãî âåòâëåíèÿ. Âåòâÿì ïåðâè÷íîãî âåòâëåíèÿ îòâå÷àþò ðåøåíèÿ,
ðåãóëÿðíûå â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè, âåòâÿì âòîðè÷íîãî âåòâëåíèÿ � ðåøå-
íèÿ, ëîêàëèçîâàííûå â óêàçàííîì íàïðàâëåíèè. Îñîáûå òî÷êè çäåñü õàðàê-
òåðèçóþòñÿ îäíîêðàòíîé âûðîæäåííîñòüþ [1,5,8]. Äëÿ ñëó÷àÿ çàìêíóòîé
öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è íåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
(öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà ïðè äåéñòâèè îñåâîãî ñæàòèÿ) áàçîâîé ÿâëÿåò-
ñÿ áèôóðêàöèîííàÿ êàðòèíà, îòâå÷àþùàÿ êîíñòàíòíîé ôóíêöèè ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé è íóëåâîé ôóíêöèè ïðàâîé ÷àñòè. Ñòðóêòóðà âåòâëåíèÿ íåëèíåéíîé
êðàåâîé çàäà÷è â äàííîì ñëó÷àå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè òèïàìè âåò-
âåé: äîáèôóðêàöèîííàÿ âåòâü; âåòâè ïåðâè÷íîãî âåòâëåíèÿ (ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå èì ðåøåíèÿ ðåãóëÿðíû â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ); âåòâè âòîðè÷íîãî âåòâ-
ëåíèÿ (êîòîðûì îòâå÷àþò ðåøåíèÿ, ðåãóëÿðíûå â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè è
ëîêàëèçîâàííûå â ïðîäîëüíîì); âåòâè òðåòè÷íîãî âåòâëåíèÿ (êîòîðûì îò-
âå÷àþò ðåøåíèÿ, ëîêàëèçîâàííûå â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ). Çäåñü âîçìîæíî
ñóùåñòâîâàíèå îñîáûõ òî÷åê, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ êàê îäíîêðàòíîé, òàê è
äâóêðàòíîé âûðîæäåííîñòüþ [8].
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В докладе обсуждается задача о возбуждении волн на поверхности
слоя воды, расположенного на упругом основании. Предполагается,
что источник возбуждения располагается внутри упругого полупро-
странства. Получены эффективные формулы для решения, позволяю-
щие оценить зависимость амплитуды порождаемой волны от глубины
залегания источника, его характерных размеров и т.д.

Ключевые слова: гидроупругая модель, операторные пучки, волны на
воде

Operator pencils and simple solutions of the wave problem on
the liquid surface in the framework of a linear hydroelastic

model

We discuss the problem of generation of waves on the surface of a water
layer based on an elastic base. It is assumed that the generating source
is located inside the elastic half-space. We obtain effective formulas for
the solution which allow one to estimate the dependence of the generated
wave amplitude on the depth of the source, its characteristic sizes, etc.

Keywords: hydroelastic model, operator pencils, water waves
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Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ çàäà÷à î âîçáóæäåíèè âîëí íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ
âîäû, ðàñïîëîæåííîãî íà óïðóãîì îñíîâàíèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñòî÷-
íèê âîçáóæäåíèÿ ðàñïîëàãàåòñÿ âíóòðè óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïîäõîä Ã.Ñ. Ïîäúÿïîëüñêîãî, îñíîâàííûé íà èçó÷åíèè ðåøåíèé
ñîâìåñòíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè â ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå è òåîðèè âîëí â æèäêîñòè, ñâÿçàííûõ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ñíà÷àëà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ
ñïåêòðà îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ ïî âåðòèêàëüíîé ïåðåìåííîé, ÷òî ïîçâîëÿåò
íàïèñàòü îáùèå èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çà-
äà÷è Êîøè.Ýòî ñîîáðàæåíèå ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ äàâíèõ ðåçóëüòàòîâ,
ïîëó÷åííûõ, â ÷àñòíîñòè, â äàâíèõ ðàáîòàõ Ð. Ãðèíèâà, Ñ. Äîáðîõîòîâà,
Î. Òîëñòîâîé, È. ×óäèíîâè÷à è À. Øêàëèêîâà. Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî äèñïåð-
ñèîííîå ñîîòíîøåíèå, çàäàþùåå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ òàê íàçûâàåìîé
âîäÿíîé ìîäû è ó÷èòûâàþùåå âëèÿíèå óïðóãîãî îñíîâàíèÿ, ìîæåò áûòü ñó-
ùåñòâåííî óïðîùåíî. Ýòî ïîçâîëèëî âûâåñòè ïðîñòóþ èíòåãðàëüíóþ ôîð-
ìóëó, ñâÿçûâàþùóþ íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå â óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå
è àìïëèòóäó âîëíû íà ïîâåðõíîñòè âîäû, ïîðîæäåííîé ýòèì èñòî÷íèêîì.
Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé ñ ðåøåíèÿìè, îñíîâàííûõ íà
èçâåñòíîé ïîðøíåâîé ìîäåëè âîçáóæäåíèÿ äëèííûõ âîëí (âîëí öóíàìè).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ñîâìåñòíî ñ Ê.À. Âàðãàñîì, Õ.Õ. Èëüÿñîâûì,
Ñ.ß. Ñåêåðæ-Çåíüêîâè÷åì, Î.Ë. Òîëñòîâîé.
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Рассмотрены закономерности эволюции структуры пресноводного
льда в условиях гидростатического сжатия при сдвиге под действи-
ем сходящихся и расходящихся фронтов импульсов напряжений. Ис-
следовано обтекание льдом препятствия, распределение скоростей в
цилиндрическом канале, формирование промежуточного слоя вблизи
поверхности шарового индентора при медленном ударе. Рассмотрено
усиление пластичности льда при наложении упругих волн конечной
амплитуды, включая кумулятивный эффект. Количественно опреде-
лены деформационные изменения структуры льда непосредственно в
процессе контактного разрушения.

Ключевые слова: акустико-механический метод, пластичность, проме-
жуточный слой, структура, кумулятивный эффект.
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Features of contact destruction of ice

The regularities of deformation changes in the structure of freshwater ice
under hydrostatic compression during shear under the action of converg-
ing and divergent fronts of stress pulses are considered. Ice flow around
an obstacle, velocity distribution in a cylindrical channel, formation of an
intermediate layer near the surface of a ball indenter at a slow impact
are investigated. The increase of ice plasticity at the imposition of elastic
waves of finite amplitude, including the cumulative effect, is considered.
Fundamentally new in the work is the quantitative determination of de-
formation changes in the structure of ice directly in the process of contact
fracture.

Keywords: acoustic-mechanical method, plasticity, intermediate layer,
structure, cumulative effect.

Ë¼ä êàê ìàòåðèàë, îáëàäàåò ðÿäîì ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâ, îáóñëîâëåí-
íûõ ñòðîåíèåì åãî êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè è âûñîêîé ãîìîëîãè÷åñêîé
òåìïåðàòóðîé. Ýòî îòëè÷àåò åãî ðåîëîãè÷åñêèå è ïðî÷íîñòíûå õàðàêòåðè-
ñòèêè îò äðóãèõ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Òàê, åñëè òîëùèíà ïðîìå-
æóòî÷íîãî ñëîÿ äëÿ êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ íå ïðåâûøàåò 1000 �A,
òî ïðè êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè ëüäà, íàïðèìåð, ñ ãëàäêîé ïîâåðõíî-
ñòüþ ñòàëüíîãî øàðà òîëùèíà ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ äîñòèãàåò íåñêîëüêèõ
ìèëëèìåòðîâ. Ýòà îñîáåííîñòü îáóñëîâëåíà ìåõàíèçìîì ïåðåäà÷è êîíòàêò-
íûõ íàïðÿæåíèé âãëóáü ëüäà è åãî íèçêèì ìîäóëåì óïðóãîñòè (â 20 ðàç
ìåíüøå, ÷åì ó ñòàëè). Èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ëüäà â êåðíàõ èç ñêâàæèí ãëó-
áîêîãî áóðåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â ïðèäîííîì ëüäå èìååòñÿ ïðîìåæóòî÷íûé
ñëîé, äåôîðìàöèè êîòîðîãî, îïðåäåëÿþò ïîâåðõíîñòíóþ ñêîðîñòü ëåäíèêà.
Ïî-âèäèìîìó, ë¼ä â ïðîìåæóòî÷íîì ñëîå èìååò ñóùåñòâåííî èíûå ñâîéñòâà
è ñòðóêòóðó, ÷åì âûøåëåæàùèå ñëîè ëüäà. Àêòóàëüíîñòü èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ
ëüäà â ïðîìåæóòî÷íîì ñëîå ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì ðÿäà ïðèêëàäíûõ çàäà÷
(âçàèìîäåéñòâèÿ ëüäà ñ ëåäîñòîéêèìè ñîîðóæåíèÿìè) è ñ ïðîãíîçîì ïðå-
äåëüíûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ ëåäíèêîâ, à òàêæå ñ ìåõàíè÷åñêèìè èñïûòàíè-
ÿìè ëüäà. Âïåðâûå êîëè÷åñòâåííûé êîíòðîëü äåôîðìàöèîííûõ èçìåíåíèé
ìèêðîñòðóêòóðû ç¼ðåí ëüäà áûë îñóùåñòâë¼í ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåéòðîí-
íîé äèôðàêöèè äëÿ òîíêèõ ïë¼íîê ëüäà [1]. Íåïðåðûâíûé êîëè÷åñòâåííûé
ìîíèòîðèíã äåôîðìàöèîííûõ èçìåíåíèé îáú¼ìíûõ îáðàçöîâ ëüäà áûë âû-
ïîëíåí ñ ïîìîùüþ àêóñòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ìåòîäà [2, 3]. Öåëü íàñòîÿùåé
ðàáîòû ñîñòîèò â èçó÷åíèè âëèÿíèÿ èìïóëüñîâ íàïðÿæåíèé íà ôîðìèðî-
âàíèå ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ â ïðåñíîâîäíîì ëüäå ïðè óäàðå è ñäâèãå â
óñëîâèÿõ ãèäðîñòàòè÷åñêîãî ñæàòèÿ. Ïðèíöèïèàëüíî íîâûì â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâåííîå îïðåäåëåíèå äåôîðìàöèîííûõ èçìåíåíèé
ñòðóêòóðû ëüäà ïîä äåéñòâèåì ñõîäÿùèõñÿ è ðàñõîäÿùèõñÿ ôðîíòîâ èì-
ïóëüñîâ íàïðÿæåíèé. Íåëèíåéíûå ñâîéñòâà ëüäà èññëåäîâàíû ýêñïåðèìåí-
òàëüíî. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåóïðóãîãî óäàðà ðàçðàáîòàí ìåòîä, ïîçâîëÿþ-
ùèé îïðåäåëÿòü ìãíîâåííûå õàðàêòåðèñòèêè óäàðà: ìãíîâåííîå óñêîðåíèå,
ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü è ìãíîâåííóþ îñàäêó æ¼ñòêîãî øàðîâîãî èíäåíòî-
ðà, à òàêæå àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèãíàëîâ àêóñòè÷åñêîé
ýìèññèè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè óäàðå â çîíå êîíòàêòà ôîðìèðóåòñÿ ïðî-
ìåæóòî÷íûé ñëîé, îáëàäàþùèé ïîâûøåííîé òåêó÷åñòüþ. Ñâîéñòâà ýòîãî
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ñëîÿ îïðåäåëÿþò ôèçè÷åñêîå ïîäîáèå ñåìåéñòâà êðèâûõ. Îáîáù¼ííàÿ çà-
âèñèìîñòü ïðèâåä¼ííîãî íàïðÿæåíèÿ îò ïðèâåä¼ííîé ìãíîâåííîé ñêîðîñòè
ñîïîñòàâëåíà ñ ìîäåëÿìè Ãåðöà è Òèìîøåíêî. Ïðåäëîæåíî îïðåäåëÿþùåå
ðåîëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ó÷èòûâàåò äåôîðìàöèîííûå èçìåíåíèÿ
ñòðóêòóðû ëüäà ïðè ïëàñòè÷åñêîì óäàðå. Êîëè÷åñòâåííî îïðåäåëåíû äå-
ôîðìàöèîííûå èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ëüäà â ïðîöåññå óäàðà. Èññëåäîâàíî
óñèëåíèå ïëàñòè÷íîñòè ïðåñíîâîäíîãî ëüäà ïðè íàëîæåíèè óïðóãèõ âîëí
êîíå÷íîé àìïëèòóäû, âêëþ÷àÿ êóìóëÿòèâíûé ýôôåêò, à òàêæå îáòåêàíèå
ïëàñòè÷åñêè äåôîðìèðîâàííûì ëüäîì ïðåïÿòñòâèÿ è ðàñïðåäåëåíèå ñêîðî-
ñòåé ïðè òå÷åíèè â öèëèíäðè÷åñêîì êàíàëå. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíåíà ìàòðèöà
âûñîêîãî ñæàòèÿ ñ êîíôóçîðîì (àíàëîã ñîïëà Ëàâàëÿ) è ïîðøíåì ñ ýë-
ëèïñîèäíîé ôîðìîé ðàáî÷åé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëåíû ñïåêòðû ñèãíàëîâ
àêóñòè÷åñêîé ýìèññèè è ðåîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ëüäà, ïîëó÷åííîãî
ìåòîäîì èíòåíñèâíîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ êîíòàêòíîãî ðàç-
ðóøåíèÿ ãëóáèííûõ ãîðíûõ ïîðîä, íàãðóæåííîé ëåäÿíûì ïîëåì îïîðû èëè
ëåäîñòîéêîé ïëàòôîðìû.
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РАСЧЕТ ДВУХФАЗНЫХ ТЕЧЕНИЙ СРЕДЫ ВАН ДЕР
ВААЛЬСА В МОДЕЛИ ДИФФУЗНОГО ИНТЕРФЕЙСА
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Разработан локальный разрывный метод Галеркина для расчета двух-
фазных многомерных течений однокомпонентных жидкостей в рам-
ках модели диффузных интерфейсов с учетом капиллярных сил. Ме-
тод не требует отслеживания межфазных границ и позволяет рассчи-
тывать монотонные в окрестности области межфазного интерфейса
решения. Работоспособность метода продемонстрирована на задачах
о движении изначально эллиптической капли и слиянии двух капель
среды Ван дер Ваальса под действием капиллярных сил.

Ключевые слова: двухфазные течения, односкоростная модель, диф-
фузный интерфейс, прямое численное моделирование
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Calculation of two-phase flows of Van der Waals medium in the
diffuse interface model by local discontinious Galerkin method

A local discontinuous Galerkin method has been developed for calculating
two-phase multidimensional flows of one-component liquids within the
framework of models of diffusion interfaces taking into account capillary
forces. The method does not require tracking the interphase boundaries
and allows to calculate monotonic solutions in the vicinity of the interface
area. The efficiency of the method is demonstrated on problems on the
motion of an initially elliptical drop and the merging of two droplets of a
van der Waals medium under the action of capillary forces.

Keywords: two-phase flows, single velocity model, diffuse interface, direct
numerical simulation

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà äâóõôàçíûõ òå÷åíèé îäíîêîìïîíåíò-
íûõ ñðåä íà îñíîâå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà-Êîðòåâåãà (ÍÑÊ), êîòîðûå
ïðåäïîëàãàþò, ÷òî â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè òå÷åíèÿ åñòü îäèí íàáîð ïàðà-
ìåòðîâ ñðåäû (ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, ýíåðãèÿ, òåìïåðàòóðà, äàâëåíèå è ò.ä.).
Â îòëè÷èå îò ìîäåëè ìíîãîñêîðîñòíîãî êîíòèíóóìà [1], â êîòîðîé êàæäàÿ
ôàçà "ðàçìàçàíà"ïî âñåìó îáúåìó è îïèñûâàåòñÿ ñâîèì íàáîðîì óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ, â óðàâíåíèÿõ ÍÑÊ ðàçíûå ôàçû � ýòî ïðîñòî ðàçíûå îáëàñòè
ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ñðåäû; îñðåäíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåäû íå ïðîèç-
âîäèòñÿ, ðåîëîãè÷åñêèå è òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà çàâèñÿò òîëüêî îò
ñðåäû, íî íå îò ðåæèìà òå÷åíèÿ. Â óðàâíåíèÿõ ÍÑÊ èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü
äèôôóçíîãî èíòåðôåéñà, â êîòîðîé îáëàñòè, çàíÿòûå ñðåäîé â ðàçíûõ ôà-
çîâûõ ñîñòîÿíèÿõ, ðàçäåëÿþòñÿ íå ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà ôàç, à îáëàñòüþ
èíòåðôåéñà, ãäå ïàðàìåòðû ñðåäû ìåíÿþòñÿ áûñòðî, íî íåïðåðûâíî [2]. Êà-
ïèëëÿðíûå ýôôåêòû â îòñóòñòâèè ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ôàç ó÷èòûâàþòñÿ
äîáàâëåíèåì â òåíçîð íàïðÿæåíèé òåíçîðà ñòàòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé Êîð-
òåâåãà, âûðàæàþùåãîñÿ ÷åðåç ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå ïëîòíîñòè.
Ïðè òàêîì îïèñàíèè äâóõôàçíûõ òå÷åíèé ïàðàìåòðû ñðåäû ïîïàäàþò â îá-
ëàñòü ýëëèïòè÷íîñòè, ðàñïîëîæåííóþ ïîä ëèíèåé ñïèíîäàëè â ïëîñêîñòè,
êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòüþ ðåøåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÍÑÊ, ðåãóëÿ-
ðèçèðóþùèé çàäà÷ó íà äèñêðåòíîì óðîâíå. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò ëîêàëü-
íûé ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà, ïðåäëîæåííûé â 1998 ãîäó Êîêáóðíîì è
Øó [3] äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé êîíâåêöèè-äèôôóçèè. Ñóòü ìåòîäà
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû çàïèñàòü ñèñòåìó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ñîäåðæà-
ùèõ ñòàðøèå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå, â âèäå ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïðèìåíèòü ê íåé ðàçðûâíûé ìåòîä
Ãàëåðêèíà. Â ðàáîòå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ñðåäû Âàí-äåð-Âààëüñà, ò.
ê. ìíîãèå âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè, îïðåäåëÿåìûå íàëè÷èåì òàê íàçû-
âàåìîé îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿþùèõ òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è çîí ðåçêîãî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåäû, äëÿ ðå-
àëüíûõ äâóõôàçíûõ ñðåä è ñðåäû Âàí-äåð-Âààëüñà ñîâïàäàþò. Óðàâíåíèÿ
ÍÑÊ, âûðàæàþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè äëÿ âÿç-
êîé òåïëîïðîâîäíîé ñðåäû ïðè íàëè÷èè êàïèëëÿðíûõ ñèë â ðàìêàõ ìîäåëè
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äèôôóçíûõ èíòåðôåéñîâ, â îòñóòñòâèå èñòî÷íèêîâ èìïóëüñà è ýíåðãèè ìî-
ãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ · (𝜌𝑢) = 0,

𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑡
+ ∇ · (𝜌𝑢⊗ 𝑢) = ∇ · (𝜏 + 𝑇 ) ,

𝜕𝐸

𝜕𝑡
+ ∇ · (𝐸𝑢) = ∇ · ((𝜏 + 𝑇 ) · 𝑢) −∇ · 𝑞 −∇ · 𝑗𝐸 ,

ãäå 𝜌 � ïëîòíîñòü, 𝑢 � âåêòîð ñêîðîñòè, 𝜏 � òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé,
𝑞 = −𝑘∇𝑇 � ïîòîê òåïëà, 𝑇 � òåìïåðàòóðà, 𝑘 � êîýôôèöèåíò òåïëîïðî-
âîäíîñòè, 𝑗𝐸 = 𝐾 (𝜌∇ · 𝑢)∇𝜌 � ïîòîê ýíåðãèè, ñâÿçàííûé ñ êàïèëëÿðíûìè
ýôôåêòàìè, òåíçîð ñòàòè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé

𝑇 =

(︂
−𝑃 + 𝜌𝐾∆𝜌+

1

2
𝐾 |∇𝜌|2

)︂
𝐼 −𝐾∇𝜌⊗∇𝜌,

ÿâëÿåòñÿ òàêîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëíîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé, êîòîðàÿ íå çà-
âèñèò îò ñêîðîñòè è íå äàåò âêëàäà â ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè, ñîñòîèò èç
òåíçîðà êàïèëëÿðíûõ ñèë, íàçûâàåìûé òàêæå òåíçîðîì Êîðòåâåãà, è òåí-
çîðà íàïðÿæåíèé, ñâÿçàííîãî ñ ãðàäèåíòîì òåðìîäèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ
𝑃 . Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúåìà

𝐸 = 𝜌𝜀+
1

2
𝜌 |𝑢|2 +

1

2
𝐾 |∇𝜌|2 ,

ãäå 𝐾 � ïðîïîðöèîíàëüíûé êîýôôèöèåíòó ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ êî-
ýôôèöèåíò êàïèëëÿðíîé (ãðàäèåíòíîé) ýíåðãèè, 𝜀 � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ
åäèíèöû ìàññû. Äëÿ ñðåäû Âàí-äåð-Âààëüñà äàâëåíèå, òåìïåðàòóðà, ïëîò-
íîñòü è âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

𝑇 (𝜀, 𝜌) =
1

𝑐𝑣
(𝜀+ 𝑎𝜌) , 𝑃 (𝜀, 𝜌) =

𝜌𝑏𝑅𝑇 (𝜀, 𝜌)

𝑏− 𝜌
− 𝑎𝜌2,

ãäå 𝑐𝑣 � òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, 𝑅 � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçî-
âàÿ ïîñòîÿííàÿ, ïàðàìåòðû 𝑎 è 𝑏 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû âåùåñòâà â
êðèòè÷åñêîé òî÷êå.

Äëÿ ó÷åòà ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëü-
íûå ïåðåìåííûå

𝐴 =

⎛⎝ �̃�
𝑣
�̃�

⎞⎠ =

⎛⎝ ∇𝑢
∇𝑣
∇𝑤

⎞⎠ , �̃� =

⎛⎝ 𝜌
˜̃𝜌
𝑞

⎞⎠=

⎛⎝ √
𝐾∇𝜌√
𝐾∇ · 𝜌

−𝑘∇T

⎞⎠ .

Äëÿ ðàñøèðåííîãî íàáîðà èñêîìûõ ôóíêöèé âûïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà
îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé â ñëàáîé ïîñòàíîâêå è ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàç-
ðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà. Íîðìàëüíûå ïîòîêè íà ãðàíÿõ, îòíîñÿùèåñÿ ê
êîíâåêòèâíîé ÷àñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñõåìå Ëàêñà-Ôðèäðèõñà. Îñòàëüíûå
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ãðàíè÷íûå ïîòîêè áåðóòñÿ êàê ïîëóñóììà ïîòîêîâ ñëåâà è ñïðàâà îò ãðàíè-
öû. Ñõåìà èìååò òåîðåòè÷åñêè ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè è îáåñïå÷è-
âàåò ñòðîãóþ êîíñåðâàòèâíîñòü. Øàã ïî âðåìåíè âûáèðàëñÿ èç ñîîáðàæåíèé
òî÷íîñòè.

Íà ðèñóíêå 1 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñëèÿíèÿ äâóõ êàïåëü ïîä
äåéñòâèåì êàïèëëÿðíûõ ñèë. Íà ðèñóíêàõ öâåòîì ïîêàçàíû ïîëÿ ïëîòíîñòè
â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Âèäíî, ÷òî îñöèëëÿöèè â çîíå ôàçîâîãî ïå-
ðåõîäà, ãäå ïëîòíîñòü ìåíÿåòñÿ îò ïëîòíîñòè ïàðà äî ïëîòíîñòè æèäêîñòè,
îòñóòñòâóþò. Ïàðàìåòðû ñðåäû Âàí äåð Âààëüñà âûáðàíû òàêèìè, ÷òîáû
ñâîéñòâà ñðåäû áûëè áëèçêè ê ñâîéñòâàì âîäû.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü ìîíîòîííûå íà ìåæôàç-
íîì èíòåðôåéñå ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ òèïà Âàí äåð Âààëüñÿ è
íå òðåáóåò îòñëåæèâàíèÿ ìåæôàçíûõ ãðàíèö, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
åãî äëÿ ðàñ÷åòà âîçíèêíîâåíèÿ è äâèæåíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïóçûðü-
êîâ è êàïåëü. Ýòè ñâîéñòâà äåëàþò åãî ïåðñïåêòèâíûì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ
â ïðÿìîì ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñëîæíûõ òå÷åíèé (DNS).

Ðèñ. 5.1: Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ (ïîëå ïëîòíîñòè) ñëèÿíèÿ äâóõ êàïåëü
ïîä äåéñòâèåì ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ; ñëåâà - íà÷àëüíàÿ ôîðìà
êàïëè, ñïðàâà - ïðîìåæóòî÷íàÿ ôîðìà, áëèçêàÿ ê ñôåðè÷åñêîé.
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О СТОХАСТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ УСТАЛОСТНОГО
МАСШТАБНО-СТРУКТУРНОГО РАЗРУШЕНИЯ

МЕТАЛЛОВ
Э.Б. Завойчинская

elen@altomira.ru

УДК 539.4

Предложена многоуровневая модель стадийности усталостного разру-
шения, основанная на системе гипотез о вероятности развития дефек-
тов (типа микро- и макротрещин) на шести масштабно-структурных
уровнях в соответствии с эволюцией структуры металла по различ-
ным физическим механизмам. Сформулирована система определяю-
щих соотношений для вероятности разрушения на каждом уровне.
Получены серии кривых усталости по выбранным уровням дефектов
для пропорционального трехмерного нагружения.

Ключевые слова: усталость металлов, вероятность разрушения,
масштабно-структурный уровень

About the stochastic theory of metal scale-structural fatigue

The multilevel model of fatigue sequence, based on a system of hypotheses
about the probability of defect growing (such as brittle micro- and macro
cracks)on six scale-structural levels in accordance with the metal struc-
ture evolution by different physical mechanisms is proposed. A system
of constitutive relations for the failure probability at each level was for-
mulated. Series of fatigue curves for selected defect levels at proportional
complex loading were obtained.

Keywords: fatigue, failure probability, scale-structural level

Äîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ïðîöåññîâ õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ ìåòàë-
ëîâ è ñïëàâîâ ïðè ïðîïîðöèîíàëüíîì (ïðîñòîì) íàãðóæåíèè âèäà:

𝜎𝑘𝑘 (𝜏) = 𝛼𝑘𝜎𝑎𝑓 (𝜏) , 𝑓 (𝜏) = sin (𝜔𝜏 + 𝜃) , 𝑘 = 1, 2, 3, 𝜏 ∈ [0, 𝑡] ,

|𝜎11| > |𝜎22| > |𝜎33| , 𝛼𝑘 =
𝜎𝑘𝑘
|𝜎11|

, 𝛼0 =
𝜎0
𝜎11

, 𝜎0 =
1

3

3∑︁
𝑘=1

𝜎𝑘𝑘,
(*)

ãäå 𝜎𝑎 � àìïëèòóäà ìàêñèìàëüíîãî ãëàâíîãî íàïðÿæåíèÿ, 𝜔 è 𝜃 � ÷àñòîòà
è ôàçà èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé, 𝛼𝑘� îòíîøåíèÿ ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé 𝜎𝑘𝑘.

Àíàëèç ýêñïåðèìåíòàëüíî-òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò ïî ôèçèêå òâåðäîãî òå-
ëà, ìåòàëëîâåäåíèþ, ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà [1�2]ïîêàçàë,
÷òî ïðè ìíîãîöèêëîâîé óñòàëîñòè ðàçâèòèå äåôåêòîâ â äèàïàçîíå ëèíåéíûõ
ðàçìåðîâ, â ñðåäíåì, 𝑙 ∈ (10−4, 10)ìì, ÿâëÿåòñÿ èåðàðõè÷åñêèì ìíîãîóðîâ-
íåâûì ïðîöåññîì íà ìèêðî-, ìåçî- è ìàêðîóðîâíÿõ. Ââîäèòñÿ êëàññèôèêà-
öèÿ õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ ïî äåôåêòàì øåñòè óðîâíåé, çàäàâàåìûì ñëó-
÷àéíûìè ôóíêöèÿìè ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ äåôåêòà 𝑙𝑖 = 𝑙𝑖 (𝜏) è ïëîòíîñòè

Завойчинская Элеонора Борисовна, д.ф.-м.н., доцент, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Eleonora Zavoychinskaya (Lomonosov Moscow State University, Moscow,
Russia)
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𝑞𝑖 = 𝑞𝑖 (𝜏) , 𝑖 = 1, ..., 6, â íåêîòîðîì ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå 𝑉𝑐, â êîòîðîì
âîçìîæíî çàðîæäåíèå åäèíè÷íîé ìàêðîòðåùèíû êîíå÷íîé äëèíû 𝐿. Ñìåíà
óðîâíåé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñìåíîé ôèçè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ ðàçðóøåíèÿ. Ôîð-
ìèðîâàíèþ åäèíè÷íîé ìàêðîòðåùèíû ïðåäøåñòâóþò îáðàçîâàíèå,ðàçâèòèå
è ñëèÿíèå äåôåêòîâ âñåõ øåñòè óðîâíåé ïîñëåäîâàòåëüíî (èåðàðõèÿ ìàñ-
øòàáíûõ óðîâíåé ðàçðóøåíèÿ). Äëÿ 𝑖�ãî óðîâíÿ ââîäèòñÿ íåïðåðûâíàÿ
ñëó÷àéíàÿ óñðåäíÿþùàÿ ôóíêöèÿ 𝑙*𝑖 = 𝑙*𝑖 (𝜏): 𝑙*𝑖 (𝜏) = 𝑙𝑖 (𝜏) (𝑞𝑖 (𝜏)𝑉𝑐)

𝛾 ,
𝜏 ∈ [0, 𝑡],𝛾 � êîíñòàíòà ìàòåðèàëà. Ïðåäåëüíîå ñîñòîÿíèå äåôåêòà îïðå-
äåëÿåòñÿ äîñòèæåíèåì ýòîé ôóíêöèåé ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ 𝑙*𝑓,𝑖, 𝑖 = 1, ...6.

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè 𝜏 óñðåäíÿþùàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé 𝑙*𝑖 , õàðàêòåðèçóåìîé ðàñïðåäåëåíèåì 𝑄*

𝑖 , 0 6 𝑄𝑖 6 𝑄0, 𝑖 = 1, ...6,
(âåðîÿòíîñòüþ äîñòèæåíèÿ âåëè÷èíîé 𝑙*𝑖 ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ 𝑙*𝑓,𝑖, à äå-
ôåêòàìè 𝑖-ãî óðîâíÿ � ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (ïî ïåðâîìó ðàçðóøåíèþ),
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ðàçðóøåíèÿ.

Ñîãëàñíî ïîñòóëàòó ìàêðîñêîïè÷åñêîé îïðåäåëèìîñòè À.À. Èëüþøèíà
[3], ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåññîì íàãðóæåíèÿ. Äëÿ ïðî-
öåññà (*) â ïðåäïîëîæåíèè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äåôåêòîâ â îáú-
åìå 𝑉𝑐 çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ
𝑄𝑖 = 𝑄𝑖 (𝜎𝑎, 𝑛), 𝑖 = 1, ..., 6 (𝑛 � ÷èñëî öèêëîâ íàãðóæåíèÿ)[4]:
íà ìèêðîóðîâíå (𝑖 = 1, 2, 3) ïðè óñëîâèÿõ 𝜎𝑎 > 𝜎𝑖−1, lg 𝑛 > lg 𝑛𝑖 (𝜎𝑎), 𝜎0 = 0,
𝑛1 = 1 èìååì

𝑄𝑖 = 𝐹𝑖

(︂
𝜎𝑎 − 𝜎𝑖−1

𝜎𝑖 − 𝜎𝑖−1

)︂
𝑅𝑖

(︂
lg 𝑛− lg 𝑛𝑖 (𝜎𝑎)

lg𝑁𝑖 − lg 𝑛𝑖 (𝜎𝑖)

)︂
, 𝑄𝑖(𝑛𝑖+1) = 1; (1)

íà ìåçîóðîâíå (𝑖 = 4, 5, 6) ïðè 𝜎3 6 𝜎𝑎, lg 𝑛 > lg 𝑛4 (𝜎𝑎)

𝑄4 = 𝐹4

(︂
𝜎𝑎 − 𝜎3
𝜎4 − 𝜎3

)︂
𝑅4

(︂
lg 𝑛− lg 𝑛4 (𝜎𝑎)

lg𝑁4 − lg 𝑛4 (𝜎4)

)︂
, 𝑄4(𝑛5) = 1; (2)

ïðè 𝜎4 6 𝜎𝑎, lg 𝑛 > lg 𝑛5 (𝜎𝑎)

𝑄5 = 𝐹5

(︂
𝜎𝑎 − 𝜎4
𝜎5 − 𝜎4

)︂
𝑅5

(︂
lg 𝑛− lg 𝑛4 (𝜎𝑎)

lg𝑁5 − lg 𝑛4 (𝜎5)

)︂
, 𝑄5(𝑛6) = 1,

𝑄4 = 𝐺4

(︂
𝜎5 − 𝜎𝑎
𝜎5 − 𝜎4

)︂
𝑅4

(︂
lg 𝑛− lg 𝑛4 (𝜎𝑎)

lg𝑁4 − lg 𝑛4 (𝜎4)

)︂
, 𝑄6 = 0;

(3)

ïðè 𝜎5 6 𝜎𝑎, lg 𝑛 > lg 𝑛6 (𝜎𝑎)

𝑄6 = 𝐹6

(︂
𝜎𝑎 − 𝜎5
𝜎6 − 𝜎5

)︂
𝑅6

(︂
lg 𝑛− lg 𝑛4 (𝜎𝑎)

lg𝑁6 − lg 𝑛4 (𝜎6)

)︂
, 𝑄6(𝑛7) = 1

𝑄5 = 𝐺5

(︂
𝜎6 − 𝜎𝑎
𝜎6 − 𝜎5

)︂
𝑅5

(︂
lg 𝑛− lg 𝑛4 (𝜎𝑎)

lg𝑁5 − lg 𝑛4 (𝜎5)

)︂
, 𝑄4 = 0.

(4)

Ïîñòðîåíèå ìîäåëè îñíîâûâàåòñÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ ðàçðóøåíèÿ ìàòå-
ðèàëà 𝜎𝑖 = 𝜎𝑖(𝛼2, 𝑁𝑖, 𝜔), 𝛼2 = 0, 1,−1, äëÿ òðåõ áàçîâûõ âèäîâ íàãðóæåíèÿ:
îäíîîñíîãî (𝛼1 = 1, 𝛼2 = 𝛼3 = 0) è äâóõîñíîãî ðàâíîìåðíîãî (𝛼1 = 𝛼2 = 1,
𝛼3 = 0) íàãðóæåíèé è ñäâèãà (𝛼1 = 1, 𝛼2 = −1, 𝛼3 = 0), ïðè êîòîðûõ äå-
ôåêò 𝑖-ãî óðîâíÿ äîñòèãàåò ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, à ôóíêöèÿ 𝑙*𝑖 = 𝑙*𝑖 (𝑛)
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� ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ 𝑙*𝑓,𝑖 ïðè ÷èñëå öèêëîâ 𝑁𝑖, 𝑖 = 1, ..., 6. Ñîãëàñíî
ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì è ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèé ýâîëþöèè õðóï-
êèõ òðåùèí ñ ó÷åòîì îòíîøåíèÿ ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé ïî ýêñïåðèìåíòàëüíî
îáîñíîâàííûì êðèòåðèÿì óñòàëîñòíîé ïðî÷íîñòè ìåòàëëîâ ñòðîèòñÿ ñëåäó-
þùàÿ ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé 𝜎𝑖, 𝑖 = 1, ..., 6, äëÿ ïðîöåññà (*):

𝜎𝑖 = 𝜎𝑖(𝑁𝑖, 𝜔)�̃�𝑖(𝛼2, 𝛼3, 𝜂𝑖, 𝜂𝑖), 𝑖 = 1, ..., 6, (5)

𝜎𝑖(𝑁𝑖, 𝜔) ≡ 𝜎𝑖 (𝛼2 = 0, 𝑁𝑖, 𝜔),

𝜂𝑖 =
𝜎𝑖(𝑁𝑖, 𝜔)

𝜎𝑖(𝛼2 = −1, 𝑁𝑖, 𝜔)
, 𝜂𝑖 =

𝜎𝑖(𝑁𝑖, 𝜔)

𝜎𝑖(𝛼2 = 1, 𝑁𝑖, 𝜔)
.

Ôóíêöèè �̃�𝑖 = �̃�𝑖(𝛼2, 𝛼3, 𝜂𝑖, 𝜂𝑖) â âûðàæåíèè (5) âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
äëÿ õðóïêèõ ìàòåðèàëîâ

ïðè −1 6 𝛼2 6 0 �̃�𝑖 = [6 − 𝜂𝑖 − 𝛼2(2𝜂𝑖 − 6) + 𝛼0 (3𝜂𝑖 − 15)]
−1,

ïðè 0 6 𝛼2 6 1, 𝛼3 > 0 �̃�𝑖 = [1 + 𝛼2(𝜂𝑖 − 1) + 𝛼3 (𝜂𝑖 − 1)]
−1,

ïðè 0 6 𝛼2 6 1, 𝛼3 < 0 �̃�𝑖 = [6 − 𝜂𝑖 − 𝛼3(2𝜂𝑖 − 6) + 𝛼0 (3𝜂𝑖 − 15)]
−1;

äëÿ ïëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ

ïðè −1 6 𝛼2 6 0 �̃�𝑖 =
[︀
3𝛼0 (1 + 𝛼2) + 1

2𝜂
2
𝑖 (1 − 𝛼2 − 3𝛼0)

]︀−1/2
,

ïðè 0 6 𝛼2 6 1, 𝛼3 > 0 �̃�𝑖 =
[︀
3𝛼0 (1 + 𝛼2) + 1

2𝜂
2
𝑖 (1 − 𝛼2 − 3𝛼0)

]︀−1/2
,

ïðè 0 6 𝛼2 6 1, 𝛼3 < 0 �̃�𝑖 =
[︀
3𝛼0 (1 + 𝛼3) + 1

2𝜂
2
𝑖 (1 − 𝛼3 − 3𝛼0)

]︀−1/2
.

Ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïîäáèðàòü âèä ôóíêöèé 𝐹𝑖 = 𝐹𝑖 (𝜎𝑎) è 𝑅𝑖 =
𝑅𝑖 (𝑛) , 𝑖 = 1, ..., 6, â âûðàæåíèÿõ (1)�(4) äëÿ êîíêðåòíûõ ìàòåðèàëîâ.

Â ñèñòåìå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (1)�(4) ïîñëåäóþùåå óðàâíåíèå
ñâÿçàíî ñ ïðåäûäóùèì ÷åðåç îïðåäåëÿåìûå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíè-
ÿì ÷èñëà öèêëîâ 𝑛𝑖+1 = 𝑛𝑖+1 (𝜎𝑎), ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ 𝑙*𝑖 = 𝑙*𝑖 (𝑛) äîñòèãà-
åò ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ 𝑙*𝑓,𝑖, äåôåêò 𝑖�ãî óðîâíÿ � ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ,
è íà÷èíàåòñÿ ðîñò äåôåêòîâ (𝑖+ 1)�ãî óðîâíÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)�(4)
îïèñûâàåò êðèâûå óñòàëîñòè ïî øåñòè óðîâíÿì ðàçðóøåíèÿ.

Ðàçðóøåíèÿ ïî äåôåêòàì ìåçîóðîâíÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåçàâèñè-
ìûå ñîáûòèÿ è ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçðóøåíèÿ 𝑄 = 𝑄(𝜏) â âèäå

𝑄 (𝜏) =
6∑︀
𝑖=4

𝑄𝑖(𝜏)
1−𝑄𝑖(𝜏)

6∏︀
𝑗=4

(1 −𝑄𝑗 (𝜏)), ãäå 𝑄𝑖 = 𝑄𝑖(𝜏) � âåðîÿòíîñòè ðàçðóøå-

íèÿ ïî äåôåêòàì 𝑖�ãî ìåçîóðîâíÿ, 𝑖 = 4, 5, 6. Êðèâàÿ óñòàëîñòè ìåòàëëà
ïî äåôåêòàì ìåçîóðîâíÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì: 𝑄(𝑡𝑓 ) = 1, èç êîòîðîãî
íàõîäèòñÿ äîëãîâå÷íîñòü ìåòàëëà ïî ýòèì äåôåêòàì: 𝑡𝑓 = 𝑡𝑓 (𝜎𝑓 ) (𝜎𝑓 � àì-
ïëèòóäà ãëàâíîãî íàïðÿæåíèÿ ïðè ðàçðóøåíèè ïî äåôåêòàì ìåçîóðîâíÿ).

Â êà÷åñòâå îáîñíîâàíèÿ äîñòîâåðíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà â ðàáî-
òàõ àâòîðà ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
äëÿ áîëüøîãî ðÿäà êîíñòðóêöèîííûõ ñòàëåé: óãëåðîäèñòûõ, àóñòåíèòíî-
ìàðòåíñèòíûõ, êîððîçèîííî-ñòîéêèõ, íåðæàâåþùèõ, ëåãèðîâàííûõ, òðóá-
íûõ ñòàëåé; ÷óãóíîâ; ìåòàëëîâ: ìîëèáäåíà, íèêåëÿ, ñâèíöà, òèòàíà è äð.;
íèêåëåâûõ, ìàãíèåâûõ, àëþìèíèåâûõ, òèòàíîâûõ ñïëàâîâ ïðè ðàçëè÷íûõ
ïðîöåññàõ ïðîïîðöèîíàëüíîãî íàãðóæåíèÿ: îäíîîñíîì íàãðóæåíèè, ñäâèãå,
â òîì ÷èñëå ñ íåñèììåòðè÷íûì öèêëîì, äâóõîñíûõ íàãðóæåíèÿõ è îäíîîñ-
íûõ íàãðóæåíèÿõ ñ êðó÷åíèåì äëÿ ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé àìïëèòóä.
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ТОЧНЫЕ НЕОТРАЖАЮЩИЕ ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ В
УПРУГИХ ВОЛНОВОДАХ

Д.Д. Захаров
dd_zakh@mail.ru

УДК 539.3,534.1

Рассматрены краевые задачи для полубесконечных изотропно-
слоистых упругих волноводов под лействием нагрузок, локализован-
ных в конечной области. На основание соотношений обобщенной орто-
гональности для собстенных волн выведены неотражающие гранич-
ные условия для слоистых пластин, плит и круговых цилиндрических
тел.

Ключевые слова: упругие волноводы, неотражающте граничные усло-
вия

Exact nonreflecting boundary conditions in elastic waveguides

The boundary value problem for elastic layered waveguides under localized
loads are considered. The elastic media are supposed to be isotropic. Us-
ing generalized orthogonality relations, the nonrefelecting boundary con-
ditions are derived for elastic strips, plates and circular cylindrical solids.

Keywords: elastic waveguides, nonreflecting boundary conditions
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та (МИИТ) (Москва, Россия); Dmitry Zakharov (Russian University of Transport, Moscow,
Russia)
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1. Постановка краевой задачи

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿ-
íèå òâåðäîãî òåëà c ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè 𝑒𝑖𝜔𝑡. Ïðåä-
ïîëîæèì, òåëî ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà îáëàñòü êîíå÷íîãî ðàçìåðà,
ãäå ïðèëîæåíû âñå íàãðóçêè è íàõîäÿòñÿ èíòåðåñóþùèå îáúåêòû (òðåùè-
íû, âêëþ÷åíèÿ è ò.ä.), è íà îáëàñòü ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé, êàê
ïîêàçàíî íà Ðèñ. 1A. Ãåîìåòðèÿ êîíå÷íîé îáëàñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîèç-
âîëüíîé, à îáëàñòü ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé - â âèäå âîëíîâîäà îäíîé
èç êàíîíè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèé: ïîëóáåñêîíå÷íàÿ ïîëîñà (Ðèñ. 1B), áåñêî-
íå÷íàÿ ïëàñòèíà ñ öèëèíäðè÷åñêèì âûðåçîì (Ðèñ. 1C), ïîëóáåñêîíå÷íûé
êðóãîâîé öèëèäð (Ðèñ. 1D). Ïîñëåäíé ìîæåò áûòü ñïëîøíûì èëè ïîëûì. Â
ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè äîïóñêàåòñÿ íàëè÷èå ðàçíîðîäíûõ ñëîåâ, êàê ïîêàçàíî
íà Ðèñ. 2A,B. Ìàòåðèàëû ñëîåâ èçîòðîïíûå ëèíåéíî-óïðóãèå ñ óñëîâèÿìè
ïîëíîãî ñöåïëåíèÿ íà ìåæôàçíûõ ãðàíèöàõ. Âûäåëåííàÿ êîíå÷íàÿ îáëàñòü
òîæå ïðèíèìàåòñÿ èçîòðîïíîé ëèíåéíî-óïðóãîé ñ óñëîâèåì ïîëíîãî êîí-
òàêòà îáëàñòè è ïðèëåãàþùåãî âîëíîâîäà âî âñåì åãî ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè
𝑆: [𝜎𝑛𝛼] = 0, [𝑢𝛼] = 0. Çäåñü 𝑆 åñòü òîðåö ïîëóïîëîñû 1B, áîêîâàÿ öè-
ëèäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü 1C, èëè ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå öèëèäðà 1D; 𝑢𝛼 åñòü
êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â íàïðàâëåíèè 𝛼 = 1, 2, 3; 𝜎𝛼𝛽 - êîìïî-
íåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé è n - âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ñå÷åíèþ âîëíîâîäà
𝑆 (ò.å. ñêà÷êè íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé íà 𝑆 îòñóòñòâóþò). Íà ëèöåâûõ
ïîâåðõíîñòè âîëíîâîäîâ (âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ïîâåðõíîñòè ïîëóïîëîñû 1B,
ïëàñòèíû 1C èëè áîêîâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ 1D) çàäàþòñÿ îä-
íîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ: (à) îòñóòñòâèå
íàïðÿæåíèé (ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü); (á) îòñóòñòâèå ïåðåìåùåíèé (çàùåì-
ëåííàÿ ïîâåðõíîñòü); (â) â íîðìàëüíîì íàïðàâëåíèè îòñóòñòâóþò ïåðåìå-
ùåíèÿ, à â òàíãåíöèàëüíîì îòñóòñòâóþò íàïðÿæåíèÿ, èëè íàîáîðîò ("ïåðå-
êðåñòíûå"ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ). Óñëîâèÿ íà ðàçíûõ ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ
ìîãóò áûòü îäíîòèïíÿìè èëè ðàçíîòèïíûìè.

Èùåòñÿ ïîëå ïåðåìåùåíèé u, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ïëîòíîñòÿìè è ìîäóëÿìè óïðóãîñòè ñðåä. Íàïðÿæåíèÿ
è ïåðåìåùåíèÿ ñâÿçàíû çâêîíîì Ãóêà. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå
îïåðàòîðû èçâåñòíû è çäåñü äëÿ êðàòêîñòè îïóùåíû.

Â âûäåëåííîé êîíå÷íîé îáëàñòè â óðàâíåíèÿõ äîïóñêàþòñÿ ìàññîâûå
ñèëû. Êðîìå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà 𝑆 íà äðóãèõ ïîâåðõíîñòÿõ ìîãóò çàäà-
âàòüñÿ ëþáûå íàãðóçêè. Ïðè íàëè÷èè êîíöåíòðàòîðîâ íàïðÿæåíèé - òðåáó-
þòñÿ òàêæå ñèíãóëÿðíîñòè íóæíîãî òèïà (íàïðèìåð, â êîí÷èêå òðåùèíû).

Â êàæäîì âîëíîâîäå ïîëå u óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì äâè-
æåíèÿ è ïðèâåäåííûì âûøå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Ðåøåíèå â áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êå äîëæíî áûòü îãðàíè÷åíî è ñðåäíèé çà ïåðèîä ïîòîê ìîù-
íîñòè â ñå÷åíèè â íàïðàâëåíèè îò 𝑆 íåîòðèöàòåëåí.

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàñ÷åòó êîíå÷íîé îáëàñòè, çàìåíÿÿ âîçäåéñòâèå âîë-
íîâîäà ýêâèâàëåíòíûì íåëîêàëüíûìè íåîòðàæàþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè (ÍÍÃÓ) â ñå÷åíèè 𝑆.

2. Итоговые неотражающие условия

Ïðè âûâîäå èñïîëüçîâàíû ñâîéñòâà îáîáùåííîé îðòîãîíàëüíîñòè ñîá-
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ñòâåííûõ âîëí â âîëíîâîäàõ (Ðèñ. 1B-D) [1-3]. Èòîãîâûå ÍÍÃÓ èìåþò âèä

𝑅𝐺𝑆(ũ,u) = 0, (1)

𝑅𝐺𝑆(ũ,u) ≡
∑︁
𝑗

∫︁
𝑆𝑗

(︁
�̃�𝛼𝛽𝑢𝛼 − 𝜎𝛼𝛽 �̃�𝛼

)︁
𝑗
𝑛𝛽𝑑𝑆𝑗 , (2)

ãäå u èñêîìûå ïåðåìåùåíèÿ, ũ âñïîìîãàòåëüíîå ðåøåíèå, è ñóììèðîâàíèå
â RG-èíòåãðàëàõ (2) âåäåòñÿ ïî ñëîÿì â ñå÷åíèè 𝑆 =

⋃︀
𝑆𝑗 .

Äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è â ïîëóïîëîñå (Ðèñ. 1B) óñëîâèÿ (1) äàþò ñèñòåìó
äâóõ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà 𝑆, ãäå ũ = u(𝛾) (𝛾 = 1, 3) - ïîëå
ïåðåìåùåíèé áåñêîíå÷íîé ïîëîñû ïîä äåéñòâèíì ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññîâîé

íàãðóçêè f (𝛾) =
(︁
i1𝑇1𝛿

1
𝛾𝛿

′(𝑥1 − 𝑥0) + i3𝑇3𝛿
3
𝛾𝛿(𝑥1 − 𝑥0)

)︁
𝛿(𝑥3 − 𝑧0). Çäåñü 𝛿𝛼𝛾 -

ñèìâîë Êðîíåêåðà; 𝑇3 è 𝑇1 - ïîñòîÿííûå èíòåíñèâíîñòè âåðòèêàëüíîé ñèëû
è ãîðèçîíòàëüíîé äâîéíîé ñèëû (äèïîëÿ), ñîîòâåòñòâåííî; 𝛿(𝑥𝛼) - äåëüòà
ôóíêöèÿ; 𝑥0 = 𝑥0+0 êîîðäèíàòà òîðöà 𝑆 ïî îñè 𝑥1 (ïðè ïîäõîäå ñî ñòîðîíû
âîëíîâîäà) è 𝑧0 ïðîáåãàåò âñå òî÷êè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè íà òîðöå 𝑆 (Ðèñ.
3À).

Â àíòèïëîñêîé çàäà÷å óñëîâèå (1) - îäíî ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâ-
íåíèå è ũ = u(2) åñòü ðåàêöèÿ áåñêîíå÷íîé ïîëîñû íà ìàññîâóþ ñèëó
f̃ = i2𝑇2𝛿(𝑥1 − 𝑥0)𝛿(𝑥3 − 𝑧0) èíòåíñèâíîñòè 𝑇2.

Ñëó÷àé ïîëóáåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà àíàëîãè÷åí (Ðèñ. 1D, 3C) è óñëîâèÿ
(1) ñóòü òðè ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿ, ãäå ÿäðà çàäàíû ïîëÿ-
ìè ïåðåìåùåíèé ũ = u(𝛾) (𝛾 = 1, 2, 3) - ðåàêöèÿìè áåñêîíå÷íîãî öèëèí-

äðè÷åñêîãî òåëà íà ìàññîâóþ íàãðóçêó f (𝛾) =
(︁

(i1𝑇1𝛿
1
𝛾 + i2𝑇2𝛿

2
𝛾)𝛿(𝑧 − 𝑧0) +

i3𝑇3𝛿
′(𝑧− 𝑧0)𝛿3𝛾

)︁
𝛿(𝑥1 − 𝑥0)𝛿(𝑥2 − 𝑦0), ïðèëîæåííóþ â êàæäîé òî÷êå ñå÷åíèÿ

(𝑥0, 𝑦0, 𝑧 = 𝑧0 + 0) ∈ 𝑆.

Ðèñ. 5.1: Ðàçäåëåíèå êðàåâîé çàäà÷è è âèäû âîëíîâîäîâ.

Äëÿ áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû c âûðåçîì (Ðèñ. 1Ñ) óñëîâèÿ (1) çàäàþò
òðè ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿ íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
𝑆. Çäåñü ÿäðî ũ = u(𝛾) ïðè 𝛾 = 3 îòâå÷àåò ðåàêöèè áåñêîíå÷íîé ñïëîø-
íîé ïëàñòèíû íà ñîñðåäîòî÷åííóþ ìàññîâóþ âåðòèêàëüíóþ ñèëó 𝑇 ; 𝛾 = 2
îòâå÷àåò ïðèëîæåíèþ ñîñðåäîòî÷åííîãî êðóòÿùåãî ìîìåíòà𝑀0 âîêðóã âåð-
òèêàëüíîé îñè è 𝛾 = 1 - ñëó÷àþ ñîñðåäîòî÷åííîé íàãðóçêè â âèäå "öåíòðà
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Ðèñ. 5.2: Ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ óïðóãèõ âîëíîâîäîâ.

Ðèñ. 5.3: Âèäû ñîñðåäîòî÷åííûõ íàãðóçîê äëÿ ÍÍÃÓ.

ðàñøèðåíèÿ"èíòåíñèâíîñòè 𝑇0 â ïðîäîëüíîé ïëîñêîñòè (Ðèñ. 3B). Òî÷êè
ïðèëîæåíèÿ ïðîáåãàþò âñþ ïîâåðõíîñòü 𝑆.
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ТРEХМЕРНЫЕ ТРЕЩИНЫ В УПРУГОМ ТЕЛЕ
А.В. Звягин, А.А. Лужин, А.А. Шамина
zvsasha@rambler.ru, anashamina90@mail.ru

УДК 517.518

Исследуется проблема взаимного влияния трехмерных диско-
образных трещин, расположенных в параллельных плоскостях упру-
гой среды. Среда находится под действием растягивающего напря-
жения в направлении перпендикулярном плоскостям трещин. Трещи-
ны моделируются математическими разрезами сплошной среды с воз-
можностью сильного разрыва поля перемещений на плоскости разре-
за. Решение строится численно с использованием метода разрывных
смещений.

Ключевые слова: упругая среда, трещина, коэффициент интенсивно-
сти напряжений, метод граничных элементов

Three-dimensional cracks in an elastic body

Explores the problem of mutual influence of three-dimensional disc-shaped
cracks located in parallel planes of an elastic medium. The medium is
under tensile stress in the direction perpendicular to the crack planes. The
cracks are modeled by mathematical cuts of the continuous medium with
the possibility of a strong rupture of the displacement field on the banks of
the cut. The solution is constructed numerically using the discontinuous
displacement method.

Keywords: elastic medium, crack, stress intensity factor, boundary ele-
ment method

Îäíîé èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè òðåùèí
â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò õîðîøî ðàçâè-
òûå ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ î òðåùèíàõ. Îäíèì
èç òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðàçðûâíûõ ñìåùåíèé [1]. Ïðåèìóùåñòâîì
äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü òî÷íîãî âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèé òåî-
ðèè óïðóãîñòè. Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ íà äèñêðåòíîì
ìíîæåñòâå òî÷åê ãðàíèöû, êîòîðîå ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ïëîòíûì.
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òð¼õìåðíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè òâ¼ðäîãî äåôîðìè-
ðóåìîãî òåëà ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Íî èõ
èñïîëüçîâàíèå äëÿ òðåùèí â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñòàëêèâàåòñÿ ñ áîëü-
øèìè òðóäíîñòÿìè, ïîñêîëüêó ïîñòðîåíèå ïîëåé íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùå-
íèé â îêðåñòíîñòè òðåùèí òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî ìåëêîé, àäàïòè-
ðîâàííîé ê ãåîìåòðèè òðåùèí, ñåòêè èç êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè íàëè÷èè
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ñèñòåìû òðåùèí ñëîæíîé ãåîìåòðèè çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ôàêòè÷åñêè íåâû-
ïîëíèìîé. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ, ðåàëèçóþùèé ìåòîä ðàçðûâíûõ ñìåùåíèé â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ïðåèìóùåñòâîì äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íà êîíå÷íûå ýëåìåí-
òû ðàçáèâàåòñÿ òîëüêî ïîâåðõíîñòü òðåùèí, ìîäåëèðóþùàÿ ðàçðûâ óïðóãîé
ñðåäû. Ýòî ïîíèæàåò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è íà ñòàäèè å¼ ðåøåíèÿ. Ñ òî÷êè
çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, äàííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ðåàëè-
çàöèé ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ¾íå îðòîãîíàëüíûì¿ ôóíêöèÿì [2].
Ïîñëå ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ìû èìååì ôàê-
òè÷åñêè àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå êîíå÷íîãî ðÿäà âíóò-
ðè îáëàñòè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïàìÿòè, íàì íàäî õðàíèòü òîëüêî íàéäåííûå
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå çàòåì íàéòè ëþáûå òðåáóåìûå
õàðàêòåðèñòèêè â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè ðåøåíèÿ. Ýòî ñóùåñòâåííî ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ïðîñòîòû ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.
Êîäû ïðîãðàììû ðåàëèçîâàíû àâòîðàìè íà ÿçûêå C. Íàïèñàííàÿ ïðîãðàì-
ìà ïðîòåñòèðîâàíà ñðàâíåíèåì ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè
[3], [4], [5]. Ñðàâíåíèå ïîêàçàëî õîðîøåå êà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåííîå ñî-
îòâåòñòâèå èìåþùèìñÿ ðåçóëüòàòàì äðóãèõ àâòîðîâ. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå
èññëåäîâàíèå çàäà÷è âçàèìíîãî âëèÿíèÿ äèñêîîáðàçíûõ ïëîñêèõ òðåùèí.
Ðàññìàòðèâàëèñü êðóãëûå è ýëëèïòè÷åñêèå ïëîñêèå òðåùèíû ðàçíîé âçà-
èìíîé îðèåíòàöèè è ðàñïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå [6], [7]. Â êà÷åñòâå ìåðû
âçàèìíîãî âëèÿíèÿ èñïîëüçîâàëèñü âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíî-
ñòè íàïðÿæåíèé (ÊÈÍ). Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â îòëè÷èå îò òðåùèí
ïëîñêîé äåôîðìàöèè, äëÿ òð¼õìåðíûõ òðåùèí ðàññòîÿíèå èõ ñóùåñòâåííîãî
âçàèìíîãî âëèÿíèÿ, íàìíîãî ìåíüøå. Ýòîò ôàêò ãîâîðèò â ïîëüçó èñïîëü-
çîâàíèÿ òð¼õìåðíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷ ìåõàíèêè ïðî÷íîñòè ïðè íàëè÷èè
äåôåêòîâ â âèäå òðåùèí. Åù¼ îäíèì îáúåêòîì èññëåäîâàíèé áûëè òðåùè-
íû íà ãðàíèöå óïðóãîé è æ¼ñòêîé ñðåäû. Òàêîãî ðîäà òðåùèíû õàðàêòåðíû
äëÿ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, â êîòîðûõ ìàòåðèàë ìàòðèöû, êàê ïðàâè-
ëî, çíà÷èòåëüíî áîëåå æ¼ñòêèé, ÷åì ìàòåðèàë çàïîëíèòåëÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî
ïðè ñðàâíèìûõ âíåøíèõ íàãðóçêàõ, êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè çíà÷è-
òåëüíî áîëüøå äëÿ ïîãðàíè÷íûõ òðåùèí, ÷åì äëÿ âíóòðåííèõ òðåùèí òåõ-
æå ðàçìåðîâ. Ýòîò ôàêò â êàêîé òî ìåðå îáúÿñíÿåò òî, ÷òî ÷àñòûì âèäîì
ðàçðóøåíèÿ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ èõ ðàññëîåíèå.
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗДЕЛЕНИЕ ДВИЖЕНИЙ ПРИ
КАЧЕНИИ С ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЕМ ВЯЗКОУПРУГОГО

ЦИЛИНДРА
A.A. Зобова

azobova@mech.math.msu.su

УДК 531.31

Рассматривается динамика вязкоупругого цилиндра, катящегося с
проскальзыванием по полупространству из того же материала в од-
нородном поле силы тяжести. Движение плоскопараллельное, ось ци-
линдра опорная плоскость горизонтальны. В области контактного вза-
имодействия касательные напряжения описываются моделью сухого
трения Амонтона–Кулона. Параметры контактного взаимодействия
определяются решением квазистатической задачи вязкоупругости [1].
Показано, что эта задача является возмущением задачи о качении с
проскальзыванием упругого цилиндра [2]. Введены быстрая и медлен-
ная переменная, рассмотрена их динамика.

Ключевые слова: сухое трение, контактное взаимодействие, вязко-
упругие материалы

Asymptotic separarion of motions for rolling with sliding of
viscoelastic cylinder

We investigate the problem on the motion of an infinite viscoelastic cylin-
der with a horizontal axis along a half-space (whose undeformed border
is horizontal) of the same material. Tangential stresses are Amonton-
Coulomb stresses in the zone of relative slipping; there exists the stick-
zone. The parameters of the contact interaction are defined by the solution
of a quasistatic problem of the viscoelasticity. We show that this problem
is a perturbation of the elastic case. We introduce slow-fast variables and
study their dynamics.

Keywords: dry friction, contact mechanics, viscoelastic materials
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Ïóñòü áåñêîíå÷íûé öèëèíäð ìàññû 𝑚 íà åäèíèöó äëèíû è ðàäèóñà
𝑅 äâèæåòñÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíî âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé îïîðíîé ïëîñêîñòè.
Ìàññà öèëèíäðà ðàñïðåäåëåíà îñåñèììåòðè÷íî, òàê ÷òî öåíòð ìàññ ëþáîãî
ñå÷åíèÿ ëåæèò íà îñè ñèììåòðèè; ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíîé ýòîé îñè
ðàâåí 𝐽 . Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öèëèíäðà èìåþò âèä

𝑚𝑎𝑦 = 𝑃 −𝑚𝑔, 𝑚�̇� = 𝑄, 𝐽�̇� = 𝑀

ãäå 𝑎𝑦 � ïðîåêöèÿ óñêîðåíèÿ îñè öèëèíäðà íà âåðòèêàëüíóþ îñü, 𝑃 �
âåðòèêàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ öèëèíäðà è
ïëîñêîñòè, 𝑄 � åå ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðîåêöèÿ, à 𝑀 � ïðîåêöèÿ ìîìåíòà ñèë
âçàèìîäåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî îñè öèëèíäðà íà åãî îñü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêîðîñòü 𝑉 îñè öèëèíäðà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòÿìè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé â ñðåäå, òîãäà äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
öèëèíäðà è îïîðíîé ïëîñêîñòè âîçüìåì ðåøåíèå çàäà÷è î ñòàöèîíàðíîì êà-
÷åíèè ñ ÷àñòè÷íûì ïðîñêàëüçûâàíèåì âÿçêîóïðóãîãî öèëèíäðà ïî ïëîñêî-
ñòè èç òîãî æå ìàòåðèàëà ñ ìîäóëåì óïðóãîñòè 𝐸, êîýôôèöèåíòîì Ïóàññî-
íà 𝜈, âðåìåíåì ðåëàêñàöèè 𝑇𝜎 è ïîñëåäåéñòâèÿ 𝑇𝜀 [1]. Îáëàñòü êîíòàêòíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà ó÷àñòîê îòíîñèòåëüíîãî ñêîëüæåíèÿ, â êî-
òîðîì êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ çàäàþòñÿ çàêîíîì ñóõîãî òðåíèÿ ñêîëüæå-
íèÿ Àìîíòîíà�Êóëîíà, è ó÷àñòîê ñöåïëåíèÿ, ãäå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ
íå ïðåâîñõîäÿò ïðåäåëüíîãî òðåíèÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ áåçðàçìåð-
íûìè ïàðàìåòðàìè [1]
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Ïàðàìåòð 𝛼 > 1 çàäàåò îòíîøåíèå âðåìåíè ïîñëåäåéñòâèÿ ê âðåìåíè ðå-
ëàêñàöèè è ðàâåí åäèíèöå äëÿ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ; ïàðàìåòð 𝜅 ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îòíîøåíèå ðàäèóñà öèëèíäðà ê äëèíå ó÷àñòêà êîíòàêòíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ â ïîêîå 𝑙0 =

√︀
32𝑅𝑃/𝐸′. Òàê êàê â ïîñòàíîâêå çàäà÷è âÿçêî-

óïðóãîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîñòü îáëàñòè êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì öèëèíäðà [1], òî 𝜅≫ 1. Ïîìèìî ýòîãî, äëÿ ðåøåíèÿ
äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è î òîðìîæåíèè òðåáóåòñÿ ââåñòè òðåòèé áåçðàçìåðíûé
ïàðàìåòð
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𝜀

𝑚𝑅
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𝜀

𝑅

çàäàþùèé ñîîòíîøåíèå ìàñøòàáà âðåìåíè, çàäàâàåìîãî óñêîðåíèåì ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ è ðàäèóñîì öèëèíäðà, è âðåìåíè ïîñëåäåéñòâèÿ 𝑇𝜀.

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå

𝑡 = 𝑡/𝑇𝜀, 𝑉 = 𝑇𝜀𝑉/𝑅, �̃� = 𝑇𝜀𝜔, �̃� = 𝑄/𝑃, �̃� = 𝑄/(𝑃𝑅)

ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé áåçðàçìåðíûå âðåìÿ, ñêîðîñòü, óãëîâóþ ñêîðîñòü,
ñèëó è ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ. Â äàëüíåéøåì çíàê âîëíû íàä áåçðàçìåðíû-
ìè ïåðåìåííûìè îïóñòèì, øòðèõîì îáîçíà÷èì ïðîèçâîäíóþ ïî áåçðàçìåð-
íîìó âðåìåíè.
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Òîãäà óðàâíåíèÿ òîðìîæåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óñêîðåíèå îñè öè-
ëèíäðà ðàâíî íóëþ, èìåþò âèä

𝑉 ′ = 𝛾𝑄, 𝑗𝜔′ = 𝛾𝑀, 𝑗 = 𝐽/(𝑚𝑅2)

𝑄 = 𝑄(𝑉, 𝜔, 𝜅, 𝛼), 𝑀 = 𝑀(𝑉, 𝜔, 𝜅, 𝛼)

Â ñëó÷àå óïðóãîãî ìàòåðèàëà, ò.å. ïðè 𝛼 = 1, ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ
íàïðÿæåíèé ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç îñü öèëèíäðà, èõ ñóììàðíûé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî îñè öèëèíäðà
ðàâåí íóëþ [1,3]. Òîãäà

𝑀(𝑉, 𝜔, 𝜅, 1) = −𝑄(𝑉, 𝜔, 𝜅, 1) = −𝑄1(𝑉, 𝜔, 𝜅)

Êàê ïîêàçàíî â [4], óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîïóñêàþò ëèíåéíûé ïåðâûé èí-
òåãðàë. Ïðè åãî íóëåâîì çíà÷åíèè îñü öèëèíäðà äâèæåòñÿ ðàâíîçàìåäëåí-
íî: çà êîíå÷íîå âðåìÿ öèëèíäð îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ïðè íåíóëåâîé êîíñòàíòå
èíòåãðàëà ëþáîå äâèæåíèå ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðåìèòñÿ ê ôèíàëüíîìó äâè-
æåíèþ � ðàâíîìåðíîìó êà÷åíèþ ñ ïîëíûì ñöåïëåíèåì â îáëàñòè êîíòàêò-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (𝑉, 𝜔) òðàåêòîðèè ëåæàò íà
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì êîíñòàíòàì ïåðâîãî èí-
òåãðàëà. Ôèíàëüíûì äâèæåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû, ëå-
æàùèå íà ïðÿìîé 𝑉 = 𝜔.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè âÿçêîóïðóãîãî öèëèíäðà êàê ìàëîå âîç-
ìóùåíèå çàäà÷è î äâèæåíèè óïðóãîãî öèëèíäðà (ñëåäóÿ [5]). Ââåäåì íîâûå
ïåðåìåííûå

𝑉𝑠 = 𝜔 − 𝑉, 𝐶 = 𝑉 + 𝑗𝜔

Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïåðâîé ïåðåìåííîé � ñêîðîñòü ïðîñêàëüçûâàíèÿ öè-
ëèíäðà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, âòîðîé � ïåðâûé èíòåãðàë çàäà÷è ïðè
𝛼 = 1. Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ýòèõ ïåðåìåííûõ ïðèìóò âèä

𝑉 ′
𝑠 = 𝛾𝐹 (𝑉𝑠, 𝐶, 𝜅, 𝛼), 𝐶 ′ = 𝛾𝐺(𝑉𝑠, 𝐶, 𝜅, 𝛼)

ïðè÷åì 𝐹 (𝑉𝑠, 𝐶, 𝜅, 1) = 1+𝑗
𝑗 𝑄1, 𝐺(𝑉𝑠, 𝐶, 𝜅, 1) = 0, 𝑄1 ∼ 𝜇

|𝐹 (𝑉𝑠, 𝐶, 𝜅, 𝛼) − 𝐹 (𝑉𝑠, 𝐶, 𝜅, 1)| < 𝜅−1𝐴1, |𝐺(𝑉𝑠, 𝐶, 𝜅, 𝛼)| < 𝜅−1𝐴2

ãäå 𝐴1, 𝐴2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò 𝜅, 𝛼. Òàê êàê ïàðàìåòð
𝜅 ≫ 1, òî ïåðåìåííàÿ 𝑉𝑆 ÿâëÿåòñÿ áûñòðîé, à 𝐶 � ìåäëåííîé. Ìåäëåííîé
ïîâåðõíîñòüþ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ 𝑉𝑆 = 0. Ïîñêîëüêó
âñå îñîáûå òî÷êè áûñòðîãî óðàâíåíèÿ

𝑉 ′
𝑆 = 𝛾

1 + 𝑗

𝑗
𝑄1

ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû [4], òî ëþáàÿ ôàçîâàÿ êðèâàÿ áûñòðî
ïîïàäàåò â 𝜅−1 � îêðåñòíîñòü ìåäëåííîé ïîâåðõíîñòè è äàëåå îñòàåòñÿ â
ýòîé îêðåñòíîñòè [5]. Äâèæåíèå âäîëü ìåäëåííîé ïîâåðõíîñòè îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

𝐶 ′ = 𝛾𝐺(0, 𝐶, 𝜅, 𝛼)

Ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì òîðìîæåíèÿ æåñòêîãî öèëèíäðà,
ñêîëüçÿùåãî ïî âÿçêîóïðóãîìó ïðîñòðàíñòâó â ñëó÷àå, êîãäà êàñàòåëüíûå
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íàïðÿæåíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îòñóòñòâóþò. Ïîñëåä-
íÿÿ çàäà÷à ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà â [2].

Àâòîð áëàãîäàðåí àêàäåìèêó Èðèíå Ãåîðãèåâíå Ãîðÿ÷åâîé çà îáñóæäå-
íèå ïîñòàíîâîê çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè è âÿçêîóïðóãîñòè.
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О МЕХАНИЗМЕ ОРИЕНТАЦИОННОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ
В НЕМАТИЧЕСКИХ ЖИДКИХ КРИСТАЛЛАХ
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В работе рассматривается роль дивергентной части энергии Франка
нематических жидких кристаллов в возникновении эффектов ориен-
тационной неустойчивости, которые наблюдаются в слоях и пленках
нематиков в виде периодических структур, существующих при од-
нородных внешних воздействиях. Получена связь дивергентной кон-
станты Франка с характеристиками наблюдаемых доменных структур
и другими параметрами среды.

Ключевые слова: нематики, энергия Франка, дивергентная константа,
ориентационная неустойчивость

About mechanism of orientational instability in nematic liquid
crystals

The reason of orientational instability in the nematic liquid crystals is
studied in the presented work. The role of surface or splay-bend constant
in Frank’s energy in instability effects, which are observed as periodical
structure in case of homogeneous external actions, is investigated. The
relation between splay-bend constant and domain structure characteristics
is recieved.

Keywords: nematic, Frank’s energy, splay-bend constant, orientational in-
stability
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Íåìàòè÷åñêîé æèäêîêðèñòàëëè÷åñêîé ôàçîé (ìåçîôàçîé) êàê ïðàâèëî
îáëàäàþò ñðåäû, ìîëåêóëû èëè äðóãèå ñòðóêòóðíûå åäèíèöû êîòîðûõ èìå-
þò ñèëüíîâûòÿíóòóþ ôîðìó. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé èíäèâèäóàëüíîé ÷àñòè-
öû ñðåäû â ìåçîôàçå ñóùåñòâóåò ñðåäíåå íàïðàâëåíèå äëèííûõ îñåé ìîëå-
êóë, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ìàêðîñêîïè÷åñêèì ïàðàìåòðîì
� åäèíè÷íûì âåêòîðîì (äèðåêòîðîì) �⃗�. Òàêîå ñâîéñòâî àíèçîòðîïèè ñðåäû
ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíîé ÷àñòè ñâîáîäíîé ýíåðãèè � ýíåðãèè
Ôðàíêà 𝐹𝑉 , êîòîðóþ â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ñèììåòðèè
ñðåäû è ïîñòîÿíñòâà äëèíû äèðåêòîðà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

2𝐹𝑉 = 𝐾1(div �⃗�)2 +𝐾2(�⃗�, r⃗ot �⃗�)2 +𝐾3|[�⃗�, r⃗ot �⃗�]|2 +𝐾24∇𝑖(𝑛
𝑘∇𝑘 𝑛

𝑖 − 𝑛𝑖div �⃗�)

ãäå 𝐾𝑖 � êîíñòàíòû Ôðàíêà. Ïðè ýòîì ñëàãàåìîå ñ êîýôôèöèåíòîì 𝐾24

èìååò äèâåðãåíòíóþ ôîðìó è íå âõîäèò â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñðåäû èëè
ýâîëþöèè äèðåêòîðà, îäíàêî åãî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü â êðàåâûõ óñëîâèÿõ
íà ãðàíèöå íåìàòèêà.

Äëÿ íåìàòè÷åñêèõ æèäêèõ êðèñòàëëîâ õàðàêòåðíà îðèåíòàöèîííàÿ
íåóñòîé÷èâîñòü, íàáëþäàåìàÿ è â ñòàòè÷åñêèõ [1], è â äèíàìè÷åñêèõ ýêñïå-
ðèìåíòàõ [2], êîãäà â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé ïîëå äèðåêòîðà èç îäíîðîäíîãî ïåðåõîäèò â íåîäíîðîäíîå ïåðèî-
äè÷åñêîå.

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî îäíîé èç ïðè÷èí ïîÿâëåíèÿ òàêîé íåóñòîé÷èâî-
ñòè ìîæåò áûòü çíàêîíåîïðåäåëåííîñòü ýíåðãèè Ôðàíêà, êîòîðàÿ âîçìîæ-
íà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà 𝐾24. Èçó÷åíî, êàê
ó÷åò äèâåðãåíòíîãî ñëàãàåìîãî ìåíÿåò òèï ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ âåêòîðà
îðèåíòàöèè [3]. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ âîç-
ìóùåíèé îäíîðîäíîãî ïîëÿ âåêòîðà îðèåíòàöèè äëÿ òîíêîé ïëåíêè (ñëîÿ)
íåìàòèêà â ñëó÷àÿõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ [4] è ñòàöèîíàðíîãî ñäâèãîâîãî
òå÷åíèÿ [5].

Èçó÷åíî, êàê ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñâÿçàíî ñ ñîîòíî-
øåíèåì ìåæäó 𝐾24 è îñòàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè 𝐾𝑖. Íàïðèìåð, äëÿ òîí-
êîé ïëåíêè íåìàòèêà òîëùèíîé 2ℎ, ó êîòîðîé â íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè
ïîëå îðèåíòàöèè îäíîðîäíî, â ñëó÷àå çàäà÷è î ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ âîç-
ìîæíû ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ âîëíîâûì âåêòîðîì, íàïðàâëåííûì âäîëü
ñëîÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî íåâîçìóùåííîìó äèðåêòîðó ñ âîëíîâûì ÷èñëîì 𝑙,
ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå [4]

±2(𝐾2 −𝐾1)𝐾2
24(𝑙ℎ)2 + 2ℎ𝑊𝐾1𝐾2(𝑐ℎ(2𝑙ℎ) ± 1)+

+𝑙ℎ𝐾24(4𝐾1𝐾2 −𝐾24(𝐾1 +𝐾2))𝑠ℎ(2𝑙ℎ) = 0 (1)

ãäå 𝑊 � êîýôôèöèåíò àíèçîòðîïíîé ÷àñòè â ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè. Îò-
ìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé çàâèñÿò êàê îò
âåëè÷èíû 𝐾24, òàê è îò òîëùèíû ñëîÿ 2ℎ.

Ïîêàçàíî, ÷òî àíàëèç òàêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàí äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû 𝐾24. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [6] áûëà ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî óñòàíîâëåíà ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ïåðèîäà âîçíèêàþùèõ â ñëîå
íåìàòèêà äîìåííûõ ñòðóêòóð îò òîëùèíû ñëîÿ, ÷òî îòâå÷àåò ñëó÷àþ𝑊 = 0
äëÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, à èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è ñîîòíîøåíèÿ
(1) ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå êîíñòàíòû 𝐾24.
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Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå äèâåðãåíòíîé ÷àñòè â ýíåðãèè Ôðàíêà ïîçâî-
ëÿåò äàòü íîâîå îáúÿñíåíèå íåêîòîðûì íàáëþäàåìûì ýôôåêòàì. Ïðè ýòîì
íà îñíîâå àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ðÿäîì ýêñïåðèìåíòàòîðîâ äàííûõ ìîæíî
ñäåëàòü îöåíêó âåëè÷èíû äèâåðãåíòíîé êîíñòàíòû Ôðàíêà 𝐾24, êîòîðàÿ â
íàñòîÿùåå âðåìÿ îïðåäåëåíà ñ áîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ è òîëüêî äëÿ îòäåëü-
íûõ òèïîâ íåìàòè÷åñêèõ æèäêèõ êðèñòàëëîâ.
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Рассматривается задача о движении мобильного робота с двумя ве-
дущими и одним пассивным колесом рояльного типа [1,2] на горизон-
тальной плоскости. В отличие от [1,2] допускается проскальзывание
ведущих колёс; при этом в точках их контакта с опорной плоскостью
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Dynamics of mobile robot

The problem of the motion of three-wheeled robots with two leading and
one passive wheels on the horizontal plane is considered. The leading
wheels can slide with the viscous friction. All steady motions of the robot,
their stability and bifurcation conditions are found.

Keywords: three-wheeled robot, friction, steady motions, stability and
bifurcations

Введение. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå òðåõêîë¼ñíîãî ðîáîòà ñ äâóìÿ âå-
äóùèìè è îäíèì ïàññèâíûì êîëåñîì ðîÿëüíîãî òèïà [1,2] ïî ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíòð ìàññ 𝐶 ðîáîòà ëåæèò íà ãîðèçîíòàëü-
íîé îðòîãîíàëè ê îñè ïîäâåñà êîë¼ñ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíó ýòîé îñè.
Ïóñòü Oxyz - íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (Oxy- îïîðíàÿ ïëîñêîñòü, Oz -
âåðòèêàëü), à C 𝜉𝜂𝜁- ñèñòåìà êîîðäèíàò, æ¼ñòêî ñâÿçàííàÿ ñ êîðïóñîì ðîáî-
òà (C 𝜉 ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îñè ïîäâåñà âåäóùèõ êîë¼ñ, C𝜂 ïàðàëëåëüíà
îñè ïîäâåñà,C 𝜁- âåðòèêàëü, ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îñè C 𝜉ñîâïàäàåò ñ
íàïðàâëåíèåì îò öåíòðà îñè ïîäâåñà âåäóùèõ êîë¼ñ ê öåíòðó ìàññ ðîáîòà).

Ïîëîæåíèå ðîáîòà çàäàäèì êîîðäèíàòàìè 𝑥, 𝑦 åãî öåíòðà ìàññ 𝐶, óãëîì
𝜑 ìåæäó îñÿìè Ox è C 𝜉 è óãëàìè 𝜑1, 𝜑2 ïîâîðîòà êîë¼ñ âîêðóã îñè ïîäâåñà.
Ïóñòü 𝑚- ìàññà ðîáîòà, 𝐴 - ìîìåíò èíåðöèè âåäóùèõ êîëåñ îòíîñèòåëüíî
îñè ïîäâåñà, 𝐵 = 𝑚 𝑟2 - ìîìåíò èíåðöèè ðîáîòà îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð ìàññ (𝑟- ñîîòâåòñòâóþùèé ðàäèóñ èíåðöèè ðî-
áîòà), 𝑎 - ðàäèóñ âåäóùèõ êîë¼ñ, 2𝑏 - ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè, 𝑐-
ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ìàññ ðîáîòà äî îñè ïîäâåñà âåäóùèõ êîë¼ñ (ðàäèóñ
ïàññèâíîãî êîëåñà, êàê è â [1,2], áóäåì ñ÷èòàòü ïðåíåáðåæèìî ìàëûì).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, êàê è â [1,2] ðîÿëüíîå êîëåñî ìîæåò áåç òðåíèÿ ñêîëü-
çèòü ïî îïîðíîé ïëîñêîñòè, à âåäóùèå êîë¼ñà, â îòëè÷èå îò [1,2] òîæå ìîãóò
ñêîëüçèòü ïî ýòîé ïëîñêîñòè, ïðè÷¼ì â òî÷êàõ èõ êîíòàêòà ñ îïîðíîé ïëîñ-
êîñòüþ ïðèëîæåíû ñèëû òðåíèÿ F𝑖 = −𝑚𝑘v𝑖 (v𝑖 � ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ
êîëåñ, 𝑖 = 1, 2; 𝑘 > 0). Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê âåäóùèì êîë¼ñàì
ïðèëîæåíû óïðàâëÿþùèå ìîìåíòû âèäà [1,2] 𝑄𝑖 = 𝑚𝑎2 (𝑝 − κ𝜔𝑖), íàïðàâ-
ëåííûå âäîëü îñè ïîäâåñà êîë¼ñ (𝑝 ∈ R, κ > 0, 𝜔𝑖 = �̇�𝑖).

Стационарные движения робота и их устойчивость. Âûáèðàÿ
åäèíèöû èçìåðåíèÿ ìàññû, äëèíû è âðåìåíè òàê, ÷òî𝑚 = 1, 𝐴 = 1, κ = 1,
âûïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðîáîòà â ôîðìå Àïïåëÿ

�̇� = 𝑣 𝜔 − 2𝑘𝑢+ 2𝑘𝑎𝑤1, �̇� = −𝑢𝜔 − 2𝑘(𝑣 − 𝑐𝜔)

𝑟2�̇� = −2𝑘(𝑏2 + 𝑐2)𝜔 + 2𝑘𝑐𝑣 − 2𝑘𝑎𝑏𝑤2

𝑤1 = 𝑘𝑎𝑢− 𝑎2(𝑘 + 1)𝑤1 + 𝑎2𝑝,

𝑤2 = −𝑘𝑎𝑏𝜔 − 𝑎2(𝑘 + 1)𝑤2

(1)

Çäåñü 𝑢 è 𝑣 - ïðîåêöèè ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ íà îñè C 𝜉 è C𝜂,𝜔 = �̇�,𝑤1 =
(𝜔1 + 𝜔2)/2, 𝑤2 = (𝜔1 − 𝜔2)/2.

Óðàâíåíèÿ (1) äîïóñêàþò ñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ âèäà (2) è (3):

𝑢 = 𝑎𝑝, 𝑣 = 0, 𝜔 = 0, 𝑤1 = 𝑝, 𝑤2 = 0 (2)
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𝑢 = 𝑎𝑝+
𝑘 + 1

2𝑘
𝜔2
0 , 𝑣 =

(︁
𝑐+

𝑏2

𝑐(𝑘 + 1)

)︁
𝜔0, 𝜔 = 𝜔0

𝑤1 = 𝑝+
𝜔2
0

2𝑎
, 𝑤2 = − 𝑘𝑏

(𝑘 + 1)𝑎
𝜔0 (3)

𝜔2
0 = −

2𝑘
[︀
𝑎𝑐𝑝(𝑘 + 1) + 2𝑘𝑏2

]︀
(𝑘 + 1)2𝑐

(4)

Ñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ (2) ñóùåñòâóþò ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþ-
ùåãî ïàðàìåòðà 𝑝 è ñîîòâåòñòâóþò ðàâíîìåðíûì äâèæåíèÿì ðîáîòà âäîëü
ïðÿìîé (ïðè 𝑝 > 0 ðîÿëüíîå êîëåñî íàõîäèòñÿ âïåðåäè, à ïðè 𝑝 < 0 - ñçàäè);
ïðè ýòîì âåäóùèå êîëåñà ñîâåðøàþò ÷èñòîå êà÷åíèå. Íà îñíîâå êðèòåðèÿ
Ãóðâèöà ïîêàçàíî, ÷òî ýòè äâèæåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû (íåóñòîé-
÷èâû) ïðè 𝑝 > 𝑝0(𝑝 < 𝑝0), ãäå 𝑝0 = −2𝑘𝑏2/

(︀
𝑎𝑐(𝑘 + 1)

)︀
< 0. Àíàëîãè÷íûå

ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî è â íåãîëîíîìíîé ïîñòàíîâêå [1,2].
Ñòàöèîíàðíûå äâèæåíèÿ (3) îáðàçóþò äâà ñåìåéñòâà ðàâíîìåðíûõ êðó-

ãîâûõ äâèæåíèé ðîáîòà (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ïðè 𝜔 > 0 è ïðîòèâ � ïðè
𝜔 < 0). Îíè ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè 𝑝 < 𝑝0 (ñì. (4)), ïðè÷¼ì íà âñåõ ýòèõ
äâèæåíèÿõ âåäóùèå êîë¼ñà êàòÿòñÿ ñî ñêîëüæåíèåì. Íà îñíîâå êðèòåðèÿ
Ãóðâèöà ïîêàçàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðîáîòà
è êîýôôèöèåíòîâ òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ êðóãîâûå äâèæåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâû ëèáî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà 𝑝 < 𝑝0 , ëèáî òîëüêî ïðè
𝑝 ∈ (𝑝*, 𝑝0), à ïðè 𝑝 < 𝑝* - íåóñòîé÷èâî. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå 𝑝* çàäàþòñÿ
âåñüìà ãðîìîçäêîé ôîðìóëîé è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. Ïðè ïåðåõîäå ïàðàìåò-
ðà 𝑝 ÷åðåç ýòî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ëèíåàðèçîâàííîé â îêðåñòíîñòè êðóãîâûõ
äâèæåíèé ðîáîòà óðàâíåíèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ïåðåñåêàåò ìíèìóþ
îñü è îò êðóãîâûõ äâèæåíèé îòâåòâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ðîáîòà.
Ýòè ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ àíàëèçà êðóãîâûõ
äâèæåíèé ðîáîòà â íåãîëîíîìíîé ïîñòàíîâêå [1,2].

Заключение.Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íåãîëîíîìíàÿ
ïîñòàíîâêà çàäà÷è (âåäóùèå êîëåñà íå ìîãóò ñêîëüçèòü ïî ïëîñêîñòè) èìå-
åò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ è çàâåäîìî íåïðèãîäíà äëÿ àíàëèçà
êðóãîâûõ äâèæåíèé ðîáîòà.
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Для тестирования новых программ и методов численного расчета за-
дач механики сплошной среды необходимо знание точных решений.
Особенно остро стоит вопрос для методов и программ, ориентирован-
ных на решение задач динамической термоупруговязкопластичности
и динамики вязкой жидкости, ввиду их особой сложности. В насто-
ящем сообщении представлены точные решения одномерных дина-
мических задач со сферической и цилиндрической симметриями для
несжимаемых вязкопластической среды и вязкой жидкости, недавно
полученные автором.

Ключевые слова: несжимаемые вязкопластическая среда и вязкая
жидкость

Axact solutions of one-dimensional dynamic problems with
spherical and cylinrical symmetry for incompressible

viscoplastic medium and viscous fluid

For testing new program codes and numerical methods for problems of
mechanics continuous medium it is necessary knowledge of exact solu-
tions. Particularly spike stand problem for methods and codes which
oriented on solutions of dynamical problems for thermoelastoviscoplastic
medium and viscous fluid as their peculiar complication. In present paper
represent exact solutions for one-dimensional dynamical problems with
spherical and cylindrical symmetry for incompressible viscoplastic media
and viscous fluid obtained by the author recently.

Keywords: incomprissible viscoplastic medium and viscous fluid

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà çàäà÷å î ñõëîïûâàíèè ïîëîñòåé â æèäêîñòè.
Îäíèì èç ïåðâûõ çàäà÷ó î çàïîëíåíèè ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè â íåâÿçêîé
æèäêîñòè ðàññìîòðåë Äæ. Ðýëåé åùå â 1917 ãîäó [8]. Èì áûëî óñòàíîâëåíî,
÷òî íàïðàâëåííàÿ ê öåíòðó ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè â êîíöå ïðîöåññà
çàïîëíåíèÿ íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ ïî çàêîíó 𝑟−3/2 (𝑟 � ðàäèàëüíàÿ
êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò öåíòðà ïóçûðüêà), ò.å. ïðîèñõîäèò íåîãðàíè-
÷åííàÿ êóìóëÿöèÿ ýíåðãèè. Â ðàáîòàõ [9, 10] ðàññìîòðåíà çàäà÷à Ðýëåÿ äëÿ
âÿçêîé æèäêîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî ðàäèóñà ïî-
ëîñòè ñóùåñòâóåò äâà ðåæèìà å¼ çàïîëíåíèÿ: ïðè ðàäèóñå, ìåíüøåì êðèòè-
÷åñêîãî, çàïîëíåíèå ïðîèñõîäèò çà íåîãðàíè÷åííîå âðåìÿ, êóìóëÿöèÿ ýíåð-
ãèè ïîëíîñòüþ óñòðàíÿåòñÿ âÿçêîñòüþ; ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì íà÷àëüíîì
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ðàäèóñå ïîëîñòü áûñòðî ñõëîïûâàåòñÿ ñ íåîãðàíè÷åííîé êóìóëÿöèåé ýíåð-
ãèè íà ñòàäèè ôîêóñèðîâêè. Íåçàâèñèìî îò äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé çàäà÷ó
çàïîëíåíèè ïîëîñòè â âÿçêîé æèäêîñòè ðàññìîòðåë Å.È. Çàáàáàõèí [11], ïî-
ëó÷èâ èçÿùíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå, è ïîýòîìó ýòó çàäà÷ó íàçûâàþò
çàäà÷åé Çàáàáàõèíà. Èì ðàññìàòðèâàëñÿ îäèíî÷íûé ïóçûðåê, íàõîäÿùèéñÿ
â âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, âäàëè îò êîòîðîãî (¾íà áåñêîíå÷íîñòè¿)
çàäàíî ïîñòîÿííîå äàâëåíèå, íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü îòñóòñòâóåò. Ïðîâåäÿ èñ-
ñëåäîâàíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà,
Å.È. Çàáàáàõèíûì áûëî îáíàðóæåíî ñóùåñòâîâàíèå äâóõ òèïîâ äâèæåíèÿ:
ïóçûðüêè, íà÷àëüíûé ðàçìåð êîòîðûõ ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî, çàïîëíÿþòñÿ
ìåäëåííî è çà íåîãðàíè÷åííîå âðåìÿ; çàïîëíåíèå áîëüøèõ ïóçûðüêîâ ïðî-
èñõîäèò áûñòðî ñ íåîãðàíè÷åííîé êóìóëÿöèåé ýíåðãèè. Îïðåäåëåí êðèòè÷å-
ñêèé ðàäèóñ ïóçûðüêà. Â [12] ïðèâåäåíî èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ïóçûðüêîâ
â âÿçêîé æèäêîñòè ñ ó÷åòîì êàïèëëÿðíûõ ñèë è ïîëó÷åí èíîé ðåçóëüòàò:
åñëè íà÷àëüíûé ðàäèóñ ïóçûðüêà äîñòàòî÷íî ìàë (ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî),
òî ñêîðîñòü çàïîëíåíèÿ óìåíüøàåòñÿ, íî íå äî íóëÿ, è ïóçûðåê çàïîëíÿåòñÿ
çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Â [5] äàíî îáîáùåíèå çàäà÷è Çàáàáàõèíà. Ïîëó÷åíî òî÷-
íîå ðåøåíèå â ñëó÷àå, êîãäà âíåøíèé ðàäèóñ ïóçûðüêà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì
è íà âíåøíåé è âíóòðåííåé åãî ïîâåðõíîñòÿõ çàäàíû äàâëåíèÿ, ïðîèçâîëü-
íûì îáðàçîì èçìåíÿþùèåñÿ ïî âðåìåíè. Â ñëó÷àå, êîãäà âíåøíÿÿ ãðàíèöà
óäàëÿåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü è äàâëåíèå òàì ïîñòîÿííî, à äàâëåíèå âíóòðè
ïóçûðüêà îòñóòñòâóåò (çàäà÷à Çàáàáàõèíà), óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ëþáîì íà-
÷àëüíîì ðàäèóñå ïóçûðüêà åãî çàïîëíåíèå ïðîèñõîäèò çà êîíå÷íîå âðåìÿ,
ïðè÷åì, ïðè ñòðåìëåíèè ðàäèóñà ïóçûðüêà ê íóëþ âðåìÿ ñõëîïûâàíèÿ ñòðå-
ìèòñÿ ê êîíå÷íîé âåëè÷èíå, çàâèñÿùåé òîëüêî îò îòíîøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé
âÿçêîñòè æèäêîñòè è äàâëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñêîðîñòü çàïîëíåíèÿ ìà-
ëûõ ïóçûðüêîâ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ðàáîò [9-16]
è ðÿäà äðóãèõ áëèçêèõ ê íèì, â êîòîðûõ çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â ýéëåðî-
âûõ ïåðåìåííûõ, ðåøåíèÿ [1-7] ïîëó÷åíû â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ, ÷òî
è ñäåëàëî âîçìîæíûì ïîëó÷åíèå òî÷íûõ, à íå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.

Литература

1. Киселев А.Б. Аналитические решения задач об адиабатическом сжатии тол-
стостенных сферических и цилиндрических оболочек из несжимаемого вязкопла-
стического материала // Прикл. матем. и механ., 76:4 (2012), 675-404.

2. Киселев А.Б. К исследованию процесса нестационарного расширения
толстостенных сферических и цилиндрических вязкопластических оболочек //
Вестн. Моск. ун-та. Сер. 1. Матем. Механ., 67:6 (2012), 20-25.

3. Киселев А.Б. Дополнение к статье А.Б. Киселева «Аналитические решения
об адиабатическом сжатии толстостенных сферических и цилиндрических оболо-
чек из несжимаемого вязкопластического материала» ПММ. 2012. Т.76. Вып. 6.
С. 675-679 // Прикл. матем. и механ., 78:6 (2014), 858-861.

4. Киселев А.Б. Аналитические решения задач об адиабатическом сжатии и
расширении сферического и цилиндрического слоев из несжимаемой вязкой жид-
кости // Прикл. физ. и матем., 1:1 (2013), 88-93.

5. Киселев А.Б. О динамическом сжатии (расширении) сферической полости
в вязкой несжимаемой жидкости. Задача Забабахина // Прикл. физ. и матем.,
2:6 (2014), 42-46.



Материалы международной конференции 695

6. Киселев А.Б. Аналитические решения динамических задач расширения
(сжатия) толстостенных сферических и цилиндрических вязкопластических обо-
лочек, погруженных в вязкую жидкость // Прикл. физ. и матем., 4:2 (2016),
32-38.

7. Киселев А.Б. Точные решения одномерных задач расширения (сжатия) по-
лых двухслойных шаров и цилиндрических труб из вязкопластических материа-
лов под действием внешних динамических нагрузок // Прикл. физ. и матем., 5:2
(2017), 22-30.

8. Rayleigh O.M.F.R.S. (Lord) On the pressure developed in a liquid during the
collapse of a spherical cavity // Philosophical Magazine. Series 6, 34:200 (1917), 94-98.

9. Poritsky H. The collapse or growth of a spherical bubble or cavity in viscous
fluid // Proc. of the 1st United States national congress of applied mechanics. Chicago,
17-21 June 1951. — N. Y.: ASME, 1952. — 813-821.

10. Shu S.S. Note on the collapse of a spherical cavity in a viscous incompressible
fluid // Cal. Inst. Tech. Report. 26:4 (1952), 823-825.

11. Забабахин Е.И. Заполнение пузырьков в вязкой жидкости // Прикл. матем.
и механ., 24:6 (1961), 1129-1131.

12. Григорьев В.Г., Дунин С.З., Сурков В.В. Захлопывание сферической поры
в вязкопластическом материале // Изв. АН СССР. Механ. твердого тела, 37:1
(1981), 199- 201.

13. Голубев В.К. О расширении пор в пластичных металлах при отколе //
Прикл. механ. и техн. физ., 22:6, (1983), 159-165.

14. Галиев Ш.У. Нелинейные волны в ограниченных сплошных средах. — Ки-
ев: Наук. думка, 1988.

15. Кобылкин И.Ф., Селиванов В.В., Соловьев В.С., Сысоев Н.Н. Ударные и
детонационные волны. Методы исследований. — М.: Физматлит, 2004.

16. Андреев В.К. Устойчивость неустановившихся движений жидкости со сво-

бодной границей. — Новосибирск: Наука, 1992.



696 “Современные проблемы математики и механики”

ТРЕХЗВЕННЫЙ ШАРНИРНЫЙ МЕХАНИЗМ КАК МОДЕЛЬ
ЧЕЛОВЕКА НА КАЧЕЛЯХ

Л.А. Климина, А.М. Формальский
klimina@imec.msu.ru, formal@imec.msu.ru

УДК 531.36

Рассматривается плоский трехзвенный шарнирный механизм, моде-
лирующий человека, раскачивающегося на качелях. Первое звено мо-
делирует корпус человека, второе – бедра и качели, третье – голени.
Второе звено закреплено в неподвижном шарнире, соответствующем
оси вращения качелей. Два межзвенных шарнира моделируют тазо-
бедренные и коленные суставы. В оси качелей действует момент сил
вязкого трения. В межзвенных шарнирах прикладываются управля-
ющие моменты. Построено управление, при котором качели раскачи-
ваются и «выходят» на стационарный режим колебаний с заданной
амплитудой. Проведено численное моделирование.

Ключевые слова: качели, трехзвенный шарнирный механизм, вязкое
трение, управление, колебания

Three-link hinge mechanism as a model of a man on a swing

Three-link planar hinge mechanism models a man pumping a swing. The
first link models a body, the second link – hips and the swing, the third
one – shins. The second link is pivotally joined to the fixed axis that is
the axis of rotation of the swing. Two internal hinges model hip joints
and knee joints. The viscous friction torque acts at the axis of the swing.
Control torques are applied at the internal joints. The control law is
designed that allows pumping the swing. Under this control, the swing
tends to a stationary oscillation mode with prescribed amplitude. The
numerical simulation is performed.

Keywords: swing, three-link hinge mechanism, viscous friction, control,
oscillations

Êà÷åëè îòíîñÿòñÿ ê îáúåêòàì, â êîòîðûõ óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ ñî-
çäàþòñÿ ÷åëîâåêîì. Òåì ñàìûì, çàäà÷ó î ðàñêà÷èâàíèè êà÷åëåé ìîæíî îò-
íåñòè ê áèîìåõàíèêå, ê òåîðèè êîëåáàíèé è ê òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Ñðåäè
êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ äèíàìèêè ñèñòåì, óïðàâëÿåìûõ ÷åëîâåêîì, ìîäåëèðî-
âàíèå êà÷åëåé âûäåëÿåòñÿ êàê ïðîáëåìà, èìåþùàÿ íå òîëüêî ïðèêëàäíîå, íî
è ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå. Ìîäåëèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ ñòðàòåãèé óïðàâ-
ëåíèÿ êà÷åëÿìè ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå ìåõàíè÷åñêèå ýôôåêòû.

Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è î ðàñêà÷èâàíèè êà÷åëåé ÷åëîâåêîì, ñòîÿùèì
íà íèõ, ÷àñòî èñïîëüçóþò ìîäåëü êà÷åëåé â âèäå ìàÿòíèêà ïåðåìåííîé äëè-
íû (ñì. [1, 2]). Â òî æå âðåìÿ, îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ìîäåëè-
ðîâàíèå ïîâåäåíèÿ ÷åëîâåêà, сидящего íà êà÷åëÿõ. Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî
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ïðîâåñòè íåïîñðåäñòâåííóþ àíàëîãèþ ìåæäó òàêîé çàäà÷åé è çàäà÷åé ðàñ-
êà÷èâàíèÿ ãèìíàñòà íà ïåðåêëàäèíå (ñì. [2]).

Â êà÷åñòâå ìîäåëè ÷åëîâåêà, ñèäÿùåãî íà êà÷åëÿõ, ðàññìîòðèì ìåõàíè-
÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ íåäåôîðìèðóåìûõ çâåíüåâ, ñîåäèíåí-
íûõ øàðíèðíî (ðèñ. 1). Çâåíî 𝑉 𝑃 ìîäåëèðóåò êîðïóñ ÷åëîâåêà, çâåíî 𝑂𝑃𝐾�
áåäðà è êà÷åëè, çâåíî 𝐾𝐹 � ãîëåíè. Âòîðîå çâåíî çàêðåïëåíî â íåïîäâèæ-
íîì øàðíèðå 𝑂 � îñè âðàùåíèÿ êà÷åëåé. Äâà ìåæçâåííûõ øàðíèðà 𝑃 è 𝐾
ìîäåëèðóþò òàçîáåäðåííûå è êîëåííûå ñóñòàâû ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îñè 𝑂 êà÷åëåé äåéñòâóåò ìîìåíò ñèë âÿçêîãî òðå-
íèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíûé óãëîâîé ñêîðîñòè çâåíà 𝑂𝑃𝐾. Â ìåæçâåííûõ øàð-
íèðàõ 𝑃 è 𝐾 ïðèêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åííûå ïî âåëè÷èíå óïðàâëÿþùèå
ìîìåíòû. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óãëû 𝛼 è 𝛽 îòêëîíåíèÿ êîðïóñà
è ãîëåíåé îãðàíè÷åíû. Ñîñòàâëåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû â ôîðìå
óðàâíåíèé Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà.

Ðèñ. 5.1: Ìîäåëü ÷åëîâåêà, ñèäÿùåãî íà êà÷åëÿõ.

Çàäà÷à ñîñòîèò â ñèíòåçå óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðîì êà÷åëè ðàñêà÷èâàþò-
ñÿ è ¾âûõîäÿò¿ íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì êîëåáàíèé ñ çàäàííîé àìïëèòóäîé.
Óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ â øàðíèðå𝐾 ôîðìèðóþòñÿ â âèäå îáðàòíîé ñâÿ-
çè ïî ïåðåìåííûì 𝛼, �̇�, �̇�, à â øàðíèðå 𝑃 � ïî ïåðåìåííûì 𝛽, �̇�, �̇�. Ïðè
ýòîì ïðîãðàììíûå çíà÷åíèÿ óãëîâ 𝛼 è 𝛽 âûáèðàåì çàâèñÿùèìè îò óãëî-
âîé ñêîðîñòè �̇� òàê, ÷òîáû èìèòèðîâàòü õàðàêòåðíûå äâèæåíèÿ ÷åëîâåêà,
ðàñêà÷èâàþùåãîñÿ íà êà÷åëÿõ: ïðè äâèæåíèè êà÷åëåé ¾âïåðåä¿ (�̇� > 0)
÷åëîâåê ðàçãèáàåò êîëåíè è îòêëîíÿåò êîðïóñ íàçàä, à ïðè äâèæåíèè êà÷å-
ëåé ¾íàçàä¿ (�̇� < 0) ÷åëîâåê ñãèáàåò êîëåíè è ïåðåìåùàåò êîðïóñ âïåðåä.
Ïîñòðîåí ñîîòâåòñòâóþùèé çàêîí óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèé âûõîä ñè-
ñòåìû íà ïðèòÿãèâàþùèé ñòàöèîíàðíûé ðåæèì. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò ïàðàìåòðîâ çàêîíà óïðàâëåíèÿ.

Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ èíåðöèîííî-ìàññîâûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
âûáðàíû àíòðîïîìîðôíûìè (íà îñíîâàíèè äàííûõ, ïðèâåäåííûõ â [3]).
Ïðèìåð ðåçóëüòàòà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåäåí íà ðèñ. 2: â òðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå óãëîâ 𝛼, 𝛽 è 𝜑 ïîñòðîåí ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì êîëå-
áàíèé ñèñòåìû.
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Ðèñ. 5.2: Ïðèìåð êðèâîé â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, îïèñûâàþùåé
ðåæèì óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé.

Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå àìïëèòóäà ïðèòÿãèâàþùèõ óñòàíîâèâøèõñÿ êî-
ëåáàíèé êà÷åëåé ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 90𝑜. Äëÿ ïîääåðæàíèÿ àìïëèòóäû
èñïîëüçóåòñÿ îïðåäåëåííûé àëãîðèòì èçìåíåíèÿ óãëîâ 𝛼 è 𝛽, êîòîðûé ïðî-
èëëþñòðèðîâàí íà ðèñ. 2.

Îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ìàêñèìàëüíî óïðîùåííîé ìîäåëè êà÷åëåé ñ ñè-
äÿùèì íà íèõ ÷åëîâåêîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìàÿòíèê ñ ìàõîâèêîì íà
ñâîáîäíîì êîíöå (ñì. [2]). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îäíî èç óðàâíåíèé, îïèñû-
âàþùèõ äâèæåíèå ñèñòåìû, îòäåëÿåòñÿ, è óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ìîãóò
áûòü èññëåäîâàíû íà îñíîâå ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â [4]. Ïðè ýòîì ìíî-
ãèå õàðàêòåðíûå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà êîëåáàíèé ñîõðàíÿþòñÿ è â òàêîé
óïðîùåííîé ìîäåëè.
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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕЖИМЫ ПРЯМОЛИНЕЙНОГО
ДВИЖЕНИЯ СИСТЕМЫ ДВУХ ТЕЛ
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УДК 531.3

Рассматривается движение локомоционной системы, состоящей из
корпуса и внутренней массы, при периодическом движении массы от-
носительно корпуса, в среде с сопротивлением. Исследуется режим
движения, при котором перемещение корпуса тоже периодично. Пока-
зано, что для любого монотонно убывающего сопротивления и любого
движения внутреннего тела с кусочно-непрерывным относительным
ускорением, такой режим существует, единственен, и скорость любого
движения корпуса сходится к скорости этого режима экспоненциаль-
но. Для ряда частных случаев построен периодический режим, найден
показатель сходимости, проведено численное моделирование.

Ключевые слова: локомоционная система, периодическое движение,
сопротивляющиеся среды, экпоненциальная устойчивость

Periodic regimes of rectilinear motion of two-body system

We consider motion of a body with an internal mass, that moves periodi-
cally without velocity jumps. The body moves in a resistive environment.
We investigate regimes, when the body’s velocity is also periodic. We
prove that the periodic regime exists, is unique and exponentially stable
for the majority of resistances. A two-sided estimate of the periodic regime
initial velocity is obtained. For linear and piecewise linear resistances, a
periodic regime is constructed; the rate of the exponential convergence to
this regime is found. The general results are illustrated by simulations for
parameters of a physical prototype of a capsule robot.

Keywords: locomotion system, periodic motion, resistive media, exponen-
tial stability

Ëîêîìîöèîííûå ñèñòåìû, äâèæóùèåñÿ â ñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ñðåäàõ çà
ñ÷åò ïåðèîäè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ êîíôèãóðàöèè, èçó÷àëèñü âî ìíîãèõ ðàáî-
òàõ, â òîì ÷èñëå, â [1-4]. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äâèæåíèå ñèñòåìû ïðîèñõîäèò
ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèìèñÿ ñêîðîñòÿìè òåë è îäèíàêîâûì ñìåùåíèåì
òåë çà ïåðèîä, ÷òî âûïîëíåíî ëèøü ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå íà÷àëü-
íûõ ñêîðîñòåé òåë, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó. Èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
è èç ìîäåëèðîâàíèÿ èçâåñòíî, ÷òî òàêèå íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ñóùåñòâóþò
è ëþáûå äâèæåíèÿ ñõîäÿòñÿ ê äâèæåíèÿì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ñêîðîñòÿìè.
Àíàëèòè÷åñêè ýòî áûëî äîêàçàíî äëÿ îòäåëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, çà-
êîíîâ èçìåíåíèÿ êîíôèãóðàöèè ñèñòåìû è çàêîíîâ ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû
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[2,3]. Äàííàÿ ðàáîòà àíàëèòè÷åñêè èññëåäóåò è äàåò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò
íà âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè, óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî
ðåæèìà äâèæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë íà ïðÿìîé äëÿ
øèðîêîãî êëàññà çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òåëàìè è øèðîêîãî
êëàññà çàêîíîâ ñîïðîòèâëåíèé ñðåäû.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå ëîêîìîöèîííîé ñèñòåìû, ñî-
ñòîÿùåé èç êîðïóñà ìàññû 𝑀 è âíóòðåííåãî òåëà ìàññû 𝑚, êîòîðûå áóäåì
â äàëüíåéøåì íàçûâàòü òåëî 𝑀 è ìàññà 𝑚. Âíóòðåííåå òåëî äâèæåòñÿ,
íå âçàèìîäåéñòâóÿ ñî ñðåäîé, âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé íàïðàâëÿþùåé âíóòðè
êîðïóñà, ïåðèîäè÷åñêè îòíîñèòåëüíî êîðïóñà, ïðè ýòîì êîðïóñ äâèæåòñÿ
âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé â ñðåäå ñ ñîïðîòèâëåíèåì. Îáà òåëà ìîäå-
ëèðóþòñÿ òî÷å÷íûìè ìàññàìè. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòó è ñêîðîñòü òåëà 𝑀
÷åðåç 𝑥 è 𝑣(𝑡) = �̇�(𝑡), à êîîðäèíàòó ìàññû 𝑚 îòíîñèòåëüíî òåëà 𝑀 ÷åðåç 𝑙,
è ïóñòü 𝑅𝑀 � ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû, ïðèëîæåííàÿ ê òåëó 𝑀 .

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

𝑀�̇� +𝑚(�̇� + �̈�) = 𝑅𝑀 (𝑣).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì
ñêîðîñòè è îòñóòñòâóåò â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ: 𝑅𝑀 (𝑣1) > 𝑅𝑀 (𝑣2), 𝑣1 < 𝑣2;
𝑅𝑀 (0) = 0. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íîðìèðîâàííîãî îòíîñèòåëüíîãî óñêî-
ðåíèÿ âíóòðåííåãî òåëà 𝑚 è íîðìèðîâàííîé ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû:
𝑢(𝑡) = 𝑚(𝑚+𝑀)−1 �̈�(𝑡), 𝑅 = 𝑅𝑀 (𝑀 +𝑚)−1.

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

�̇� = 𝑢+𝑅(𝑣), (1)

à ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû 𝑅 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

𝑅(𝑣1) > 𝑅(𝑣2), 𝑣1 < 𝑣2, 𝑅(0) = 0. (2)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàññà 𝑚 äâèæåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè îòíîñèòåëüíî òåëà𝑀 ñ
çàäàííûì ïåðèîäîì 𝑇 , òàê ÷òî 𝑙(𝑡+𝑇 ) = 𝑙(𝑡). Òîãäà îòíîñèòåëüíîå óñêîðåíèå
𝑢 óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó ðàâåíñòâó∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 = 0. (3)

Ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, à òàêæå è äîñòàòî÷íûì, ïðè ñî-
îòâåòñòâóþùåì âûáîðå 𝑙(0), óñëîâèåì ïåðèîäè÷íîñòè 𝑙(𝑡). Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî îòíîñèòåëüíîå óñêîðåíèå 𝑢 ïðèíàäëåæèò êëàññó êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé. Ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü 𝑙(𝑡) ìàññû 𝑚 íå ïðåòåðïåâàåò
ñêà÷êîâ. Â ñèëó êóñî÷íî-íåïðåðûâíîñòè è ïåðèîäè÷íîñòè, ôóíêöèÿ 𝑢 îãðà-
íè÷åíà:

max
𝑡∈[0,+∞)

|𝑢(𝑡)| = 𝐴 <∞. (4)

Èçó÷èì äâèæåíèÿ òåëà𝑀 , ïîä÷èíÿþùèåñÿ ñîîòíîøåíèÿì (1)-(4). Áóäåì íà-
çûâàòü ðåæèì äâèæåíèÿ ñèñòåìû ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ïåðèîäè÷åñêîå äâè-
æåíèå ìàññû𝑚 ïîðîæäàåò äâèæåíèå òåëà𝑀 ñ ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùåéñÿ
ñêîðîñòüþ, òàê ÷òî

𝑣(𝑡+ 𝑇 ) = 𝑣(𝑡). (5)
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Задача: Äëÿ ñèñòåìû, ïîä÷èíÿþùåéñÿ ñîîòíîøåíèÿì (1)-(4), èññëåäî-
âàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ
ïåðèîäè÷íîñòè (5), è ñõîäèìîñòü ê íåìó íåïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.

Îáîçíà÷èì ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(4) ÷åðåç 𝑣*(𝑡).
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè âîçìîæíîñòè âûáîðà òà-

êîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ 𝑣*(0), ïðè êîòîðîì çàäàííîìó ïåðèîäè÷åñêîìó çà-
êîíó îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ âíóòðåííåãî òåëà, ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷å-
ñêàÿ ñêîðîñòü êîðïóñà. Ïðè òàêîì äâèæåíèè, ñìåùåíèå êîðïóñà çà ïåðèîä
ïîñòîÿííî è ëîêîìîöèîííàÿ ñèñòåìà ìîæåò ïðîäâèãàòüñÿ íà íåîãðàíè÷åí-
íîå ðàññòîÿíèå ïóòåì ïîâòîðåíèÿ ñâîåãî äâèæåíèÿ íà ïåðèîäå. Êðîìå, òî-
ãî, èññëåäóåòñÿ åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà äâèæåíèÿ,
ñõîäèìîñòü ê íåìó íåïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Â ðå-
çóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ, áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 1. Для любого закона сопротивления среды, такого что
lim

𝑣→±∞
|𝑅(𝑣)| > 𝐴, периодическое решение 𝑣*(𝑡) задачи (1)-(4) существует

и единственно, причем 𝑣*(0) ∈ [𝑅−1(𝐴), 𝑅−1(−𝐴)]. Любое решение задачи
(1)-(4) экспоненциально сходится к периодическому решению.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à áûëà ðåøåíà äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàêîíîâ ñîïðî-
òèâëåíèé ñðåäû, âêëþ÷àþùèõ áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ çàêîíîâ ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ (èñêëþ÷àÿ ñóõîå òðåíèå), è äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàêîíîâ äâèæåíèÿ
âíóòðåííåãî òåëà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåíåí, è ëþáîå äâèæåíèå ýêñïîíåíöèàëüíî ñõîäèòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêîìó. Â
÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ëèíåéíîãî è êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïåðèîäè-
÷åñêèå ðåæèìû äâèæåíèÿ ïîñòðîåíû, íàéäåí ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíöèàëüíîé
ñõîäèìîñòè ê íèì.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññìîòðåííîé âûøå ëîêîìîöèîííîé ñèñòåìû íà
ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñ++ áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà. Ïðàâèëüíîñòü
ðàñ÷åòîâ áûëà ïîäòâåðæäåíà ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ òî÷íûì àíàëèòè÷åñêèì
ðåøåíèåì â ñëó÷àå ëèíåéíîãî çàêîíà ñîïðîòèâëåíèÿ. Äëÿ ëèíåéíîãî è
êóñî÷íî-ëèíåéíîãî çàêîíîâ ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû è äëÿ ïàðàìåòðîâ, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðàì ïðîòîòèïà êàïñóëüíîãî ðàáîòà [4], áûëî ïðîâåäå-
íî ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèé ñèñòåìû, èëëþñòðèðóþùåå îáùèå ðåçóëüòàòû,
ñôîðìóëèðîâàííûå â òåîðåìå 1.
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ГЕОДИНАМИКА КОНТИНЕНТАЛЬНЫХ ОКРАИН И
МОДЕЛЬ ЭВОЛЮЦИИ АРКТИЧЕСКОГО РЕГИОНА

В.Д. Котелкин, Л.И. Лобковский
kotelkin@mech.math.msu.su

УДК 532.135, 551

Применение кинематики плит к Арктическому региону приводит к
противоречиям с геофизическими данными. Численное моделирова-
ние региональной геодинамики, проведенное в рамках модели тер-
мохимической мантийной конвекции, привело к новой схеме эволю-
ции континентальных окраин. Результаты моделирования подтвер-
ждаются сейсмотомографией Азиатско-Тихоокеанского региона. При-
менение новой схемы к геодинамике Арктического региона позволяет
устранить все противоречия.

Ключевые слова: мантийная конвекция, условия регуляризации, Арк-
тический регион, субдукция, континентальная окраина

The continental margin geodynamics and the model of Arctic
region evolution

The application of plate kinematics to the Arctic region leads to contra-
dictions with geophysical data. Numerical simulation of regional geody-
namics, carried out within the framework of the thermochemical mantle
convection model, led to a new scheme for the evolution of continental
margins. The simulation results are confirmed by seismic tomography of
the Asia-Pacific region. The application of the new scheme to the geody-
namics of the Arctic region eliminates all contradictions.

Keywords: mantle convection, Arctic region, regularization conditions,
subduction, continental margin

Введение. Èçâåñòíûå àìåðèêàíñêèå ãåîëîãè [1, 2], ìîäåëèðóþò ýâî-
ëþöèþ Àðêòèêè â ìåëîâîé ïåðèîä êèíåìàòèêîé Åâðàçèéñêîé è Ñåâåðî-
Àìåðèêàíñêîé ïëèò, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ æåñòêèìè, ò.å. (ñîãëàñíî òåî-
ðåìå Ýéëåðà) ïðîñòî âðàùàþòñÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ ïîëþñîâ. Ïðè
ýòîì ïîëó÷àåòñÿ óìåíüøåíèå íà 1000 êì (îêåàíè÷åñêîãî?) Êàíàäñêîãî áàñ-
ñåéíà, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îáúÿñíÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì âíóòðèàðêòè÷å-
ñêîé çîíû ñóáäóêöèè, â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ êîòîðîé òàêæå îáðàçîâàëèñü
ïîäâîäíûå õðåáòû Àëüôà è Ìåíäåëååâà, çàäóãîâûå áàññåéíû Ìàêàðîâà è
Ïîäâîäíèêîâ. Îäíàêî â îñàäî÷íîé òîëùå ó ïîäíîæèÿ õðåáòîâ îòñóòñòâóþò
ñëåäû ïîãëîùåíèÿ îêåàíè÷åñêîé êîðû, à äàííûå ïî ìàãìàòèçìó íå ñîäåð-
æàò ñëåäû ñóáäóêöèè. Áîëåå òîãî, ïðîâåäåííûå â ïîñëåäíèå ãîäû ìíîãî-
÷èñëåííûå ãåîôèçè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ øåëüôà, îñòðîâîâ, ãëóáîêîâîäíûõ
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ó÷àñòêîâ Ñåâåðíîãî Ëåäîâèòîãî îêåàíà è ïðèìûêàþùèõ îáëàñòåé ñóøè ñâè-
äåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî â ìåëîâîé ïåðèîä ëèòîñôåðà Àðêòèêè, íàîáîðîò,
èñïûòûâàëà ðàñòÿæåíèå [3].

Модель. Áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå äâèæåíèé âåðõíåé ìàíòèè íà
îñíîâå ìîäåëè òåðìè÷åñêîé êîíâåêöèè â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà [4]:

∇𝑖𝑝 = 𝐺𝑟(𝑇 + 𝐶 + 𝜑𝜒(𝑍𝑝ℎ − 𝑧))𝛿𝑖2 + ∇𝑗𝜏𝑖𝑗 , 𝜏𝑖𝑗 = 𝜇(𝑇 )(∇𝑖𝑣𝑗 + ∇𝑗𝑣𝑖),
𝜕𝑇/𝜕𝑡+ 𝑣𝑖∇𝑖𝑇 = ∆𝑇/𝑃𝑒, 𝜕𝐶/𝜕𝑡+ 𝑣𝑖∇𝑖𝐶 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2.

𝑣𝑖, 𝑝, 𝑇, 𝐶 � ñêîðîñòè, äèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå, òåìïåðàòóðà, ëåãêîå êî-
ðîâîå âåùåñòâî; 𝐺𝑟 = 𝜌*𝑔𝛼𝑇 *𝐻2/(𝜇𝑣*), 𝑃 𝑒 = 𝑣*𝐻/𝑘 � ÷èñëà Ãðàñãîôà
è Ïåêëå. Ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè 𝑍𝑝ℎ(𝑇 ) ìîäåëü ó÷èòûâàåò ñêà÷îê ïëîò-
íîñòè 𝜑 íà ôàçîâîì ïåðåõîäå îëèâèíà â øïèíåëü. Ðåîëîãèÿ ìàíòèéíî-
ãî âåùåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ âÿçêîñòè îò òåìïåðàòóðû 𝜇(T).
𝜇(𝑇 ) = 𝜇𝑙,𝑚𝑒𝑥𝑝(−𝜆𝑇 );𝜇𝑙 = 𝜇𝑙𝑖𝑡𝑜, 𝑇 < 𝑇𝑠𝑜𝑙𝑖𝑑𝑢𝑠;𝜇𝑚 = 𝜇𝑚𝑎𝑛𝑡𝑙𝑒, 𝑇 > 𝑇𝑠𝑜𝑙𝑖𝑑𝑢𝑠
Íàøè ðàñ÷åòû ó÷èòûâàëè ðåãóëÿðíóþ çàâèñèìîñòü è ñêà÷êîîáðàçíîå èç-
ìåíåíèå âÿçêîñòè ïðè äîñòèæåíèè (íà ïîäîøâå ëèòîñôåðû) òåìïåðàòóðû
ñîëèäóñà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîëîæåíèå ãðàíèö ëèòîñôåðû, êîðû è ôàçîâîãî
ïåðåõîäà íå ïîñòóëèðóåòñÿ, à íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ!

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè (0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑧 < 1).
Ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 𝑧 = 0 : 𝑣𝑥 = 𝑣𝑧 = 0, 𝑇 = 1; 𝑧 = 1 : 𝑣𝑧 =
𝜏𝑥𝑧 = 𝑇 = 0;𝑥 = 0, 𝑙 : 𝑣𝑥 = 𝜏𝑥𝑧 = 𝜕𝑇/𝜕𝑥 = 0; 𝑡 = 0 : 𝑣𝑥 = 𝑣𝑧 = 0, 𝑇 = 1/2.

Ïðîáëåìà ðåãèîíàëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíî íåêîð-
ðåêòíî, îáñóæäåíèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è è óñëîâèé ðåãóëÿðèçàöèè ìîæíî
íàéòè â [4]. ×òîáû èìåòü íà ïðàâîé ãðàíèöå âîñõîäÿùèé ïîòîê, îòâå÷àþùèé
ñðåäèííî-îêåàíè÷åñêîìó õðåáòó (ÑÎÕ), â êà÷åñòâå óñëîâèÿ ðåãóëÿðèçàöèè
ðåøåíèÿ äîáàâëÿåòñÿ íåáîëüøîé ïîäîãðåâ â ýòîé ÷àñòè ãðàíèöû.

Результаты моделирования. Óðàâíåíèÿ àïïðîêñèìèðîâàëèñü êîíå÷-
íûìè ðàçíîñòÿìè 2-ãî ïîðÿäêà íà ðàçíåñåííîé äåêàðòîâîé ñåòêå, ðàñ÷åò-
íàÿ îáëàñòü ðàçáèâàëàñü íà 640õ64 ÿ÷ååê. Ñîãëàñíî ãåîôèçè÷åñêèì äàííûì
𝐺𝑟 = 500, 𝑃 𝑒 = 485, 𝜆 = 5, 𝜇𝑙 = 100, 𝜇𝑚 = 1, 𝜑 = 2, 𝐶 = 3. Êîðîâîå âåùåñòâî
ïðè t=0 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî âäîëü âåðõíåé ãðàíèöû.

Ðèñ. 5.1: Ñëåâà � ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû (áåëûì öâåòîì ñâåðõó ïîêà-
çàíà êîðà); ñïðàâà � ëèíèè òîêà.

Âèçóàëèçàöèÿ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ïðàâîì êîí-
öå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ôîðìèðóåòñÿ âîñõîäÿùèé ïîòîê è âûòÿíóòàÿ êîíâåê-
òèâíàÿ ÿ÷åéêà, êîòîðàÿ ñíîñèò êîðîâîå âåùåñòâî â ëåâóþ ñòîðîíó, ãäå ôîð-
ìèðóåòñÿ óòîëùåííîå êîðîâîå ïîêðûòèå � ¾êîíòèíåíò¿. Ò.å. ìîäåëèðîâàíèå
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ñàìî ôîðìèðóåò ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýìïèðè÷åñêèì äàííûì: êîí-
âåéåðíîìó äâèæåíèþ äíà îêåàíà, òîíêîé îêåàíè÷åñêîé è òîëñòîé êîíòèíåí-
òàëüíîé ëèòîñôåðå, ðàñïîëîæåíèþ çîíû ñóáäóêöèè íà êðàþ êîíòèíåíòà. Ñ
ýòîãî ñîñòîÿíèÿ íà÷èíàåòñÿ íàøå îñíîâíîå èññëåäîâàíèå, ðåçóëüòàòû êîòî-
ðîãî ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1. Ñëåâà îò çîíû ñóáäóêöèè ïîä êîíòèíåíòîì îáðà-
çóåòñÿ âòîðè÷íàÿ êîíâåêòèâíàÿ ÿ÷åéêà ñ îáðàòíûì íàïðàâëåíèåì òå÷åíèÿ.
Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî äî îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà ïðîèñõîäèò ðîñò
ýòîé ñóáêîíòèíåíòàëüíîé ÿ÷åéêè. ß÷åéêà ðàñòåò çà ñ÷åò òîãî, ÷òî å¼ ôðîíò,
ïðåäñòàâëÿþùèé âîñõîäÿùèé ãîðÿ÷èé ïîòîê, ïðîäâèãàåòñÿ ïîä êîíòèíåíò,
êðîìå òîãî âèäíî, ÷òî òûëüíàÿ ñòîðîíà ÿ÷åéêè, ò.å. çîíà ñóáäóêöèè, ÷àñòè÷-
íî îòêàòûâàåòñÿ â ñòîðîíó îêåàíà. Çàòåì, êîãäà ñèëà òðåíèÿ ñðàâíèâàåòñÿ ñ
ñèëîé ñóáäóêöèè, îðãàíèçîâàííàÿ öèðêóëÿöèÿ ïîä êîíòèíåíòîì ïðåêðàùà-
åòñÿ. Êàðòèíà ãåîäèíàìè÷åñêîé ýâîëþöèè, ïîëó÷åííàÿ â íàøåì ÷èñëåííîì
ýêñïåðèìåíòå, ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ñåéñìîòîìîãðàôèè Âîñòî÷íîé
Àçèè [5]. Èç ðàçðåçà ìàíòèè íà ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ïîãðóçèâøååñÿ òÿæåëîå õî-
ëîäíîå âåùåñòâî (òåìíîãî öâåòà) ïðîäâèíóëîñü ïîä Åâðàçèéñêèé êîíòèíåíò
ïðèìåðíî íà ïîëòîðû òûñÿ÷è êèëîìåòðîâ, à âóëêàíû ñâåðõó ìàðêèðóþò
äåéñòâèå ãîðÿ÷åãî ïîòîêà.

Ðèñ. 5.2: Ðàçðåç ìàíòèè ïîä Âîñòî÷íîé Àçèåé [5]. Öâåòà � ñêîðîñòè ñåéñìè-
÷åñêèõ âîëí, áåëûå êðóæêè � çåìëåòðÿñåíèÿ, òðåóãîëüíèêè � âóëêàíû.

Заключение. Ìîäåëü ðåãèîíàëüíîé ýâîëþöèè â âèäå ðàñøèðÿþùåéñÿ
ñóáêîíòèíåíòàëüíîé êîíâåêòèâíîé ÿ÷åéêè ðåøàåò öåëûé êîìïëåêñ òåêòî-
íè÷åñêèõ ïðîáëåì. Êëþ÷åâóþ ðîëü â ýòîé ñõåìå èãðàåò äâèæóùèéñÿ ïîä
êîíòèíåíòîì âîñõîäÿùèé ïîòîê, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ìàãìàòèçìó è ðèô-
òîãåíåçó. Ýòî îáúÿñíÿåò ïðè÷èíó ðàñòÿæåíèÿ êîíòèíåíòàëüíîé ëèòîñôåðû
è âîçíèêíîâåíèÿ ðèôòîâûõ çîí íà âîñòîêå Àçèè, âêëþ÷àÿ Áàéêàëüñêóþ
ðèôòîâóþ çîíó. Ðàñøèðåíèå êîíâåêòèâíîé ÿ÷åéêè â òûëüíóþ ñòîðîíó îáú-
ÿñíÿåò îòêàò çîí ñóáäóêöèè è îáðàçîâàíèå îêðàèííûõ áàññåéíîâ. Ñîãëàñíî
íàøåìó ýêñïåðèìåíòó ñóáêîíòèíåíòàëüíàÿ ÿ÷åéêà ôóíêöèîíèðóåò îêîëî 50
ìëí. ëåò, à îêåàíè÷åñêàÿ ïëèòà âäâèãàåòñÿ ïîä êîíòèíåíò íà 2000 êì. Ýòè
ìàñøòàáû è õàðàêòåð ïîâåðõíîñòíûõ òðàíñôîðìàöèé ñîîòâåòñòâóþò ãëàâ-
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íûì ãåîëîãè÷åñêèì ïåðèîäè÷íîñòÿì � îðîãåíè÷åñêèì ôàçàì. Ïðèìåíåíèå
ñõåìû ê Àðêòè÷åñêîìó ðåãèîíó ñîãëàñóåòñÿ ñ ãåîôèçè÷åñêèìè äàííûìè è
îáúÿñíÿåò îáðàçîâàíèå Êàíàäñêîãî è Åâðàçèéñêîãî áàññåéíîâ.
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Более века считалось, что Альфред Кемпе доказал (1876) теорему
о возможности вычерчивания по частям шарнирными механизмами
произвольной плоской алгебраической кривой. Однако, недавно спе-
циалисты по алгебраической геометрии, развив его результат на фор-
мализованном языке, стали утверждать, что рассуждения Кемпе со-
держат существенные пробелы и даже ошибки. Автор считает эти об-
винения недоразумением, возникшим из-за разной трактовки понятия
механизма. На основе своей формализации традиционного понятия
шарнирного механизма автор даёт уточнённую формулировку того,
что было доказано А.Кемпе.
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пространство механизма

Ковалёв Михаил Дмитриевич, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Mikhail Kovalev (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)



706 “Современные проблемы математики и механики”

Определение шарнирного механизма
Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå øàðíèðíî ðû÷àæíûå ìåõàíèçìû, êîòî-

ðûìè çàíèìàëèñü òàêèå ìàòåìàòèêè êàê Ï.Ë. ×åáûøåâ è À. Êåìïå. Ïî-
ñëåäíèì áûëà íàïèñàíà ðàáîòà �Îá îáùåì ìåòîäå ÷åð÷åíèÿ øàðíèðíûì
ìåõàíèçìîì ïëîñêèõ êðèâûõ 𝑛-îé ñòåïåíè� [1]. Õîòÿ ýòà ðàáîòà íå ñîäåð-
æàëà ôîðìóëèðîâîê òåîðåì, ñ÷èòàëîñü, ÷òî â íåé Êåìïå äîêàçàë òåîðåìó
î âîçìîæíîñòè âû÷åð÷èâàíèÿ ïî ÷àñòÿì øàðíèðíûìè ìåõàíèçìàìè ïðîèç-
âîëüíîé ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé.

Äàâèä Ãèëüáåðò â ëåêöèÿõ ïî íàãëÿäíîé ãåîìåòðèè [2] òàê îïðåäåëÿë
ìåõàíèçìû: "Ïëîñêèì øàðíèðíûì ìåõàíèçìîì íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ïëîñêàÿ
ñèñòåìà æåñòêèõ ñòåðæíåé, ÷àñòè÷íî ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé èëè ñêðåï-
ëåííûõ ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ïëîñêîñòè øàðíèðàìè, âîêðóã êîòîðûõ
îíè ìîãóò âðàùàòüñÿ, òàê ÷òî âñÿ ñèñòåìà åùå ñîõðàíÿåò ïîäâèæíîñòü â
åå ïëîñêîñòè". Ýòî îïèñàòåëüíîå îïðåäåëåíèå íåëüçÿ ñ÷èòàòü ñòðîãèì ìà-
òåìàòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì. Ïîñëåäíåå, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå áûëî äàíî
àâòîðîì â ðàáîòå [3].

Ïðèâåä¼ì åãî. Èòàê, ìû ñ÷èòàåì íàøè ìåõàíèçìû ñîñòàâëåííûìè èç
ñòåðæíåé, íåñóùèõ íà ñâîèõ êîíöàõ øàðíèðû. Ñòðóêòóðó òàêîãî ìåõàíèçìà
çàäà¼ì ãðàôîì 𝐺(𝑉,𝐸) áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð, âåðøèíû êîòîðîãî îò-
âå÷àþò øàðíèðàì, à ð¼áðà �- ðû÷àãàì (ñòåðæíÿì). Ãðàô 𝐺(𝑉,𝐸) îáëàäàåò
âåðøèíàìè äâóõ âèäîâ: îòâå÷àþùèìè íåïîäâèæíûì â ìåõàíèçìå (çàêðåï-
ë¼ííûì) øàðíèðàì, è ïîäâèæíûì (ñâîáîäíûì) øàðíèðàì. Áóäåì íàçûâàòü
âåðøèíû ïåðâîãî âèäà êðåñòèêàìè, âòîðîãî � êðóæî÷êàìè.

Íà ãðàô 𝐺(𝑉,𝐸) øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà, â îòëè÷èè îò àâòîðîâ ðàáîò [4,
5, 6], ÿ íàêëàäûâàþ ðÿä åñòåñòâåííûõ óñëîâèé. À èìåííî: à) 𝐺(𝑉,𝐸) ñâÿ-
çåí, á) âåðøèíû êðåñòèêè ñìåæíû ëèøü âåðøèíàì êðóæî÷êàì, â) ïîäãðàô
ãðàôà 𝐺(𝑉,𝐸) íà âåðøèíàõ êðóæî÷êàõ ñâÿçåí, ã) óñëîâèå, âûòåêàþùåå èç
ïîäâèæíîñòè â ìåõàíèçìå âñåõ ñâîáîäíûõ øàðíèðîâ. Èç íåãî ñëåäóåò, íà-
ïðèìåð, ÷òî êàæäûé êðóæî÷åê ñìåæåí íå áîëåå ÷åì îäíîìó êðåñòèêó. Ãðàô
𝐺(𝑉,𝐸), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû âñå ýòè óñëîâèÿ, ÿ íàçûâàþ шарнирной
структурной схемой (ØÑÑ) ìåõàíèçìà. Óñëîâèÿ à), â) âûäåëÿþò èíäè-
âèäóàëüíûé ìåõàíèçì, áåç íèõ ïîëó÷àåòñÿ íåñêîëüêî ìåõàíèçìîâ, äâèæó-
ùèõñÿ íåçàâèñèìî îäèí îò äðóãîãî. Óñëîâèå á) ââîäèòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî íåò
íóæäû çàäàâàòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó çàêðåïë¼ííûìè øàðíèðàìè. Óñëîâèå ã)
ââåäåíî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü íåïîäâèæíûå øàðíèðû èç ÷èñëà ñâîáîäíûõ.

Закреплённой шарнирной схемой (ÇØÑ) íàçûâàåì ØÑÑ, äëÿ êîòîðîé
çàäàíû ïîëîæåíèÿ çàêðåïë¼ííûõ øàðíèðîâ â ïëîñêîñòè. Ïîëîæåíèÿ çà-
êðåïë¼ííûõ øàðíèðîâ ìû ñ÷èòàåì ïîïàðíî íåñîâïàäàþùèìè. Ïóñòü ÇØÑ
èìååò 𝑚 > 1 ñâîáîäíûõ øàðíèðîâ, è 𝑟 > 1 ðû÷àãîâ. Òîãäà ÇØÑ îòâå-
÷àþò åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ: 𝑅2𝑚 �� ïðîñòðàíñòâî ïîëîæå-
íèé ñâîáîäíûõ øàðíèðîâ, è ℛ𝑟 �� ïðîñòðàíñòâî êâàäðàòîâ äëèí ðû÷àãîâ.
Ïóñòü 𝑝𝑖 �� ðàäèóñ âåêòîð 𝑖-ãî øàðíèðà â ïëîñêîñòè, 𝑑𝑖𝑗 �- êâàäðàò äëè-
íû ðû÷àãà, ñîåäèíÿþùåãî ñìåæíûå â ãðàôå 𝐺(𝑉,𝐸) 𝑖-é è 𝑗-é øàðíèðû.
Êëþ÷åâûì äëÿ ãåîìåòðèè øàðíèðíûõ êîíñòðóêöèé ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâà-
åìîå рычажное отображение: 𝐹 : 𝑅2𝑚 → ℛ𝑟, çàäàþùååñÿ ôîðìóëàìè
𝑑𝑖𝑗 = (𝑝𝑖 − 𝑝𝑗)

2, {𝑖𝑗} ∈ 𝐸. Ýòî îòoáðàæåíèå ñîïîñòàâëÿåò ïîëîæåíèÿì
ñâîáîäíûõ øàðíèðîâ êâàäðàòû äëèí ðû÷àãîâ. Òî÷êó d = {𝑑𝑖𝑗} ∈ ℛ𝑟 ìû
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íàçûâàåì, ïðèäàâàÿ âïîëíå îïðåäåë¼ííûé ñìûñë òåðìèíó è ïîíÿòèþ êèíå-
ìàòè÷åñêîé ñõåìû èç òåîðèè ìåõàíèçìîâ, кинематической шарнирной схе-
мой (ÊØÑ), à òî÷êó p = {𝑝𝑖} ∈ 𝑅2𝑚 �- шарнирником. Ñ èíæåíåðíîé
òî÷êè çðåíèÿ øàðíèðíèê åñòü ëèáî îïðåäåë¼ííîå ïîëîæåíèå øàðíèðíîãî
ìåõàíèçìà, ëèáî øàðíèðíàÿ ôåðìà. Íåîäíîòî÷å÷íàÿ êîìïîíåíòà 𝐾 ⊂ 𝑅2𝑚

ñâÿçíîñòè ïîëíîãî ïðîîáðàçà 𝐹−1(d) ÊØÑ d ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî
âñåõ ïîëîæåíèé èëè конфигурационное пространство øàðíèðíîãî ìåõàíèç-
ìà. Òàêèì îáðàçîì, ìû îòîæäåñòâëÿåì шарнирный механизм ñ åãî ñâÿçíûì
êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïîëíûé ïðîîáðàç 𝐹−1(d) òî÷êè ïðè ðû÷àæíîì îòîáðàæåíèè íàçûâà-
åì конфигурационным пространством КШС d. Ïðè òàêîì ïîäõîäå êàæ-
äîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ïîëíîãî ïðîîáðàçà 𝐹−1(d) îòâå÷àåò îïðåäåë¼í-
íîå øàðíèðíîå óñòðîéñòâî: ìåõàíèçì èëè ôåðìà â ñëó÷àå îäíîòî÷å÷íîñòè
êîìïîíåíòû.

Вокруг теоремы Кемпе
Àâòîðû æå ðàáîò [4, 5] è âñëåä çà íèìè äðóãèå ìàòåìàòèêè íàçûâà-

þò êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà òî, ÷òî ÿ
íàçûâàþ êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì åãî ÊØÑ, òî åñòü ìíîæåñòâî
𝐹−1(d). Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè ýòî åñòåñòâåííåå è óäîáíåå, ïîñêîëüêó
𝐹−1(d) â îòëè÷èè îò åãî ñâÿçíîé êîìïîíåíòû 𝐾 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè-
÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Îäíàêî, ýòî ïðîòèâîðå÷èò òðàäèöèîííîìó ïîíèìàíèþ
øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà êàê êîíñòðóêöèè íåïðåðûâíî ïåðåâîäèìîé èç îäíî-
ãî å¼ ïîëîæåíèÿ â ëþáîå äðóãîå. È êîíå÷íî, ýòî ñêàçûâàåòñÿ íà ïîíèìàíèè
òåîðåìû Êåìïå, â êîòîðîé ðå÷ü èä¼ò î ïðîåêöèè 𝜋𝐾 êîíôèãóðàöèîííîãî
ïðîñòðàíñòâà ìåõàíèçìà íà ïëîñêîñòü ïîëîæåíèé îäíîãî èç øàðíèðîâ. Ïî-
ñêîëüêó ïðîåêöèÿ 𝜋𝐹−1(d), êàê ïðàâèëî, áîëüøå 𝜋𝐾, ïðèõîäèòñÿ çàáîòèòü-
ñÿ î òîì, ÷òîáû "øàðíèð íå âû÷åð÷èâàë ëèøíèå òî÷êè". ×òî ñ êèíåìàòè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ áåññìûñëåííî, èáî øàðíèð íåëüçÿ íåïðåðûâíî ïåðåâåñòè
èç ïîëîæåíèÿ â 𝜋𝐾 â ïîëîæåíèå èç 𝜋𝐹−1(d) ∖ 𝜋𝐾.

Â ðàáîòàõ [4, 5] áûëè äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Теорема 1. Для любого связного гладкого компактного многообразия

𝑋 найдётся шарнирный механизм, конфигурационное пространство кото-
рого гладко гомеоморфно (диффеоморфно) многообразию 𝑋.

Теорема 2. Полиномиально параметризованная 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → 𝑅2 кривая
𝐾 может быть прочерчена шарниром плоского шарнирного механизма, а
именно, закон движения этого шарнира есть 𝑓(𝑡), 𝑎 6 𝑡 6 𝑏.

Èõ äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà âèäîèçìåí¼ííûé ìåòîä Êåìïå ïîñòðî-
åíèÿ íóæíîãî ìåõàíèçìà èç ïðîñòåéøèõ. Ïðè÷¼ì ýòè ïðîñòåéøèå ìåõàíèç-
ìû, ïàðàëëåëîãðàììû è àíòèïàðàëëåëîãðàììû ïðèõîäèòñÿ âèäîèçìåíÿòü,
� óêðåïëÿòü, ÷òîáû èçáåæàòü íåæåëàòåëüíûõ òî÷åê â êîíôèãóðàöèîííîì
ïðîñòðàíñòâå ÊØÑ. Íà ýòîì æå ïóòè [6] ïðåäëàãàëèñü è óòî÷í¼ííûå äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû Êåìïå.

Åñëè ïðèäåðæèâàòüñÿ íàøåãî ïîíèìàíèÿ øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà, òî ñ
íåñóùåñòâåííûìè óòî÷íåíèÿìè è áåç íåîáõîäèìîñòè óêðåïëåíèÿ ïàðàëëå-
ëîãðàììîâ è àíòèïàðàëëåëîãðàììîâ ïåðâîíà÷àëüíûå ðàññóæäåíèÿ Êåìïå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû. Ïóñòü 𝜋 � ïðîåê-
öèÿ 𝑅2𝑚 íà ïëîñêîñòü ïîëîæåíèé øàðíèðà 𝑝𝑗 .
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Теорема 3. Для произвольной плоской алгебраической кривой 𝐴, и
точки 𝑝 ∈ 𝐴 найдётся механизм с конфигурационным пространством
𝐾 ⊂ 𝑅2𝑚, и такая окрестность 𝑈 ⊂ 𝑅2 точки 𝑝, а также окрестность
𝑊 ⊂ 𝑅2𝑚 точки p ∈ 𝐾 (𝜋p = 𝑝), что 𝜋(𝐾 ∩𝑊 ) = 𝐴 ∩ 𝑈 .

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå ñâÿçíîñòè 𝐴 ∩ 𝑈 êàæäàÿ òî÷êà
èç 𝐴∩𝑈 äîñòèãàåòñÿ øàðíèðîì 𝑝𝑗 ïðè íåïðåðûâíîì äâèæåíèè ìåõàíèçìà,
íå âûâîäÿùåì åãî èç îêðåñòíîñòè 𝑊 . Èëè ïðîñòûìè ñëîâàìè, ÷òî ïðîèç-
âîëüíóþ îãðàíè÷åííóþ è ñâÿçíóþ ÷àñòü àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ìîæíî áåç
ëèøíèõ òî÷åê âû÷åðòèòü øàðíèðîì øàðíèðíîãî ìåõàíèçìà ïðè íåïðåðûâ-
íîì äâèæåíèè ïîñëåäíåãî.
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Обсуждается «расширенная» модель формирования планетной систе-
мы. Гравитационный коллапс протопланет приводит к образованию
планет и их спутниковых систем. Рассматривается гипотеза о двух-
ступенчатом механизме формирования спутниковых систем. Малые
спутники формируются из остатков разрушающегося протопланетно-
го облака, а большие — путем захвата других относительно небольших
протопланет. При этом важно изучить процесс образования исходного
газопылевого облака, эволюция которого ведет к образованию прото-
планетной, а затем и планетной системы. Обоснование «расширен-
ной» модели осуществляется путем численного моделирования.
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Possible models of the planetary systems formations

We discuss “widened” model of planetary system formation. Gravita-
tional collapse of protoplanets leads to the formation of planets and their
satellite systems. We consider the hypothesis of a two-stage mechanism
of formation of satellite system. Small satellites are formed from the rem-
nants of a collapsing protoplanetary cloud, and large satellites are formed
by capturing other relatively small protoplanets. At the same time, it is
important to study the process of formation of the initial gas-dust cloud,
the evolution of which leads to the formation of a protoplanetary, and then
a planetary system. The justification of the “widened” model is carried
out by numerical simulation.

Keywords: celestial mechanics, cosmology, mathematical simulation

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîöåññàì îáðàçîâàíèÿ è ýâîëþöèè ïëàíåòíûõ ñè-
ñòåì. Ïðåäëàãàåòñÿ ðàñøèðåííàÿ ìîäåëü òàêèõ ïðîöåññîâ, îñíîâàííàÿ íà
ìîäåëè, ðàçðàáàòûâàâøåéñÿ ñ íà÷àëà 80-õ ãîäîâ XX âåêà Ò.Ì.Ýíååâûì è
Í.Í.Êîçëîâûì [1]. Â õîäå ýòèõ èññëåäîâàíèé áûëè îáîñíîâàíû äîïîëíåíèÿ
ê ãèïîòåçå Øìèäòà, ñâÿçàííûå ñ ìåõàíèçìîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàëêèâàþ-
ùèõñÿ ÷àñòèö. Â 2001 ã. Ò.Ì.Ýíååâ ïðåäëîæèë ãèïîòåçó, ñîñòîÿùóþ â òîì,
÷òî èç îòñëîèâøåãîñÿ ïîÿñà ÷àñòèö ìîãóò ïîÿâèòüñÿ òîëüêî ìàëåíüêèå ñïóò-
íèêè. À ïðîèñõîæäåíèå áîëüøèõ ñïóòíèêîâ îáúÿñíÿåòñÿ çàõâàòîì äðóãîãî
íåáåñíîãî òåëà èëè ïðîòîòåëà, îðáèòà êîòîðîãî áëèçêà ê îðáèòå ñïóòíèêà [2].

Ïðè èçó÷åíèè îáðàçîâàíèÿ ïëàíåòíûõ ñèñòåì âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ
î òîì, ÷òî ñîáîé ïðåäñòàâëÿåò ïåðâè÷íîå ãàçî-ïûëåâîå îáëàêî, èç êîòîðîãî è
îáðàçóåòñÿ ïëàíåòíàÿ ñèñòåìà. Â ðàñøèðåííîé ìîäåëè, ðàññìàòðèâàþùåé-
ñÿ â íàøåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ íå òîëüêî ýâîëþöèÿ ïåðâè÷íîãî ãàçî-ïûëåâîãî
îáëàêà, íî ïðîöåññ åãî îáðàçîâàíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíî ôîðìèðóåò-
ñÿ â õîäå âñòðå÷íîãî èëè êîñîãî ñòîëêíîâåíèÿ äàóõ ãàçî-ïûëåâûõ ïîòîêîâ.
Ñèëîâîå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ýòèõ ïîòîêîâ ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ âðå-
ìåííîé, îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîé ñèñòåìû ÷àñòèö, îáëàäàþùåé îïðåäåëåí-
íûì êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì. Â õîäå ýâîëþöèè òàêîé ñèñòåìû ÷àñòü ÷àñòèö
âûáðàñûâàåòñÿ èç ñèñòåìû, à îñíîâíàÿ ìàññà ó÷àñòâóåò â äàëüíåéøåì îá-
ðàçîâàíèè ïåðâè÷íîãî ãàçî-ïûëåâîãî îáëàêà. Îòäåëüíûå âîïðîñû, êîòîðûå
çäåñü èññëåäóþòñÿ, - ýòî îïðåäåëåíèå ôîðìû ïåðâè÷íîãî îáëàêà, ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ìàññû â åãî îáúåìå, à òàêæå ïàðàìåòðîâ åãî äâèæåíèÿ.

Îñîáî îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûå ïðîöåññû ìîãóò âîçíèêàòü íå òîëüêî ïðè
ñòîëêíîâåíèè èñõîäíî íåçàâèñèìûõ ïîòîêîâ ÷àñòèö, íî òàêæå è èç-çà ãðà-
äèåíòà ñêîðîñòè ÷àñòèö â ãàçî-ïûëåâîé ñðåäå, äâèæóùåéñÿ, íàïðèìåð, â
ãðàâèòàöèîííîì ïîëå âíåøíåãî äîñòàòî÷íî ìàññèâíîãî îáúåêòà. Âëèÿíèå
ïðè÷èí, âûçûâàþùèõ ñêîðîñòíîé ãðàäèåíò, íà îáðàçîâàíèå ïåðâè÷íîãî îá-
ëàêà òàêæå ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé.

Èçó÷åíèå ýâîëþöèè ãàçî-ïûëåâûõ ïîòîêîâ è ïåðâè÷íîãî ïûëåâîãî îáëà-
êà ïðîèçâîäèòñÿ ìåòîäàìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Âàæíûì âîïðî-
ñîì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö â ãàçî-ïûëåâîì
îáëàêå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîäåëü äîëæíà ó÷èòûâàòü âîçìîæíî áîëüøåå
÷èñëî ñòîðîí òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ áîëåå ïîëíîãî îòðàæåíèÿ ôèçè-
êè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ â òàêèõ ñðåäàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîäåëü äîëæíà
áûòü äîñòàòî÷íî ïðîñòîé è äîñòóïíîé äëÿ ðåàëèçàöèè áûñòðûõ âû÷èñëåíèé
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íà. Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ãàçî-ïûëåâîì îáëàêå
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [3].

Îïèøåì ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö, êîòîðàÿ áûëà âûáðàíà â íàøåé
ðàáîòå â êà÷åñòâå èñõîäíîé. ×àñòèöû ïðåäïîëàãàþòñÿ øàðîîáðàçíûìè è
çàíèìàþùèìè îïðåäåëåííûå îáúåìû, â çàâèñèìîñòè îò ìàññû. Ïðè ñòîëê-
íîâåíèè ÷àñòèö ñ ìàëûìè îòíîñèòåëüíûìè ñêîðîñòÿìè ïðîèñõîäèò èõ ñëè-
ïàíèå â íîâóþ "ñóììàðíóþ"÷àñòèöó. Ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ ñòîëêíîâåíèÿ
ïðîèñõîäèò óïðóãîå ñîóäàðåíèå. Ìåæäó âñåìè ÷àñòèöàìè ïðîèñõîäèò íüþ-
òîíîâñêîå ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå. Âçàèìîäåéñòâèå ìàëûõ ÷àñòèö
âêëþ÷àåò òàêæå ïîòåíöèàë Ëåííàðäà-Äæîíñà, [4-5]. Â ïðîñòåéøåé ôîðìå
îí èìååò ñëåäóþùèé âèä:

𝑉 (𝑟) = −𝛼

[︃(︂
𝐷

𝑟

)︂12

−
(︂
𝐷

𝑟

)︂6
]︃
,

ãäå 𝑟 � ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè, 𝛼 è 𝐷 � ïàðàìåòðû.
Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûå â ðàìêàõ

ðàñøèðåííîé ìîäåëè, ïîêàçàëè, ÷òî â õîäå âçàèìîäåéñòâèÿ ãàçî-ïûëåâûõ
ïîòîêîâ ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ âðåìííûå ãàçî-ïûëåâûå ñòðóêòóðû, ïîäîá-
íûå ðåàëüíûì íàáëþäàåìûì ñòðóêòóðàì.
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Эта статья предоставляет рекомендации по выбору определенных
ключевых параметров получения и накопления данных с помощью
протоколов Volt-Clamp и предлагает использовать для анализа запи-
сей тока в ионном канале с несколькими открывающими частицами
математическую модель в форме обыкновенных дифференциальных
уравнений Колмогорова.

Ключевые слова: интенсивность потока событий, уравнения Колмого-
рова, ионные токи, протокол VOLT-CLAMP

Application of the theory of markov processes for modeling of
experiments with hair cells of vestibular sensors

This article provides recommendations about a choice of the certain key
parameters of receiving and accumulation given by means of the Volt-
Clamp protocols and suggests to use for the analysis of records of current
in the ionic channel with several opening particles mathematical model in
the form of the ordinary differential equations of Kolmogorov.

Keywords: the intensity of the flow of events, Kolmogorov equation, ionic
currents, Protocol VOLT-CLAMP

Â 1952 ãîäó áûëè îïóáëèêîâàíû ðàáîòû [1] À.Ë.Õîä÷êèíà è À.Ô.Õàêñëè
(Õ-Õ), â êîòîðûõ àâòîðû îïèñàëè ìåòîäèêó ðàçäåëåíèÿ èîííûõ òîêîâ è èõ
ðåãèñòðàöèè ñ ïîìîùüþ ïðîòîêîëîâ ôèêñàöèè ïîòåíöèàëà. Àâòîðû ïèñà-
ëè, ÷òî ïðåäëîæåííûé èìè ìåòîä ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ è äëÿ èññëåäîâàíèÿ
äðóãèõ êëåòîê(îíè ðàáîòàëè ñ íåðâíûìè êëåòêàìè êàëüìàðà). Ðåçóëüòàòû
áûëè ïðåäñòàâëåíû àâòîðàìè â âèäå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé 𝛼(𝑣), 𝛽(𝑣), âû-
ðàæàþùèõ çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ âîðîòíûõ ÷àñòèö â èîí-
íûõ êàíàëàõ èç îòêðûòîãî ñîñòîÿíèÿ â çàêðûòîå è îáðàòíî îò ïîòåíöèà-
ëà êëåòî÷íîé ìåìáðàíû. Çà 60 ëåò ìåòîäèêà Õ-Õ èñïîëüçóåòñÿ â ãëîáàëü-
íîì ìàñøòàáå, ñîçäàíû ñïåöèàëüíûå èíñòðóìåíòû, ôàðìàêîëîãèÿ ðàçäåëå-
íèÿ òîêîâ, ïàêåòû êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, óïðàâëÿþùèõ ýêñïåðèìåíòàìè
è ïðîâîäÿùèõ îáðàáîòêó ðåçóëüòàòîâ. Îäíàêî, â îñíîâíîì ïðèâîäÿòñÿ íå
ôóíêöèè 𝛼(𝑣), 𝛽(𝑣), à ñòàöèîíàðíûå ïðîâîäèìîñòè êàíàëîâ è ïîñòîÿííûå
âðåìåíè äëÿ òîêîâ. Ýòî ïðèâîäèò èíîãäà ê íåîáúÿñíèìûì ýôôåêòàì â ñëó-
÷àÿõ îïèñàíèÿ êàíàëîâ ñî ìíîãèìè âîðîòíûìè ÷àñòèöàìè. Òàê, íàïðèìåð,
ïîñòîÿííûå âðåìåíè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ ïðè îäíîì è òîì æå ïîòåíöè-
àëå ìåìáðàíû, íî ïðè ðàçíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (â ðåæèìàõ àêòèâàöèè
è äåàêòèâàöèè ìåìáðàíû) îêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè([3], [4]), ÷òî ñâÿçàíî ñ

Куликовская Нина Владимировна, к.ф.-м.н., доцент, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Nina Kulikovskaya (Lomonosov Moscow State University, Russia)
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òðóäíîñòÿìè îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ âðåìåíè íà òåñòîâûõ ïîòåíöèàëàõ,
áëèçêèõ ê ïîòåíöèàëó ïîêîÿ êëåòêè.

Ñëåäóÿ Õ-Õ, ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî îáùàÿ ïðîâîäèìîñòü êëåòî÷-
íîé ìåìáðàíû äëÿ îäíîòèïíûõ èîííûõ êàíàëîâ ðàâíà ñóììå ïðîâîäèìîñòåé
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îòäåëüíûõ êàíàëîâ è ÷òî â ñîñòàâ êàæäîãî êàíàëà âõî-
äÿò 𝑘 àêòèâàöèîííûõ âîðîòíûõ ÷àñòèö. (Â ýòîé ðàáîòå ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññû áûñòðîé àêòèâàöèè è ìåäëåííîé èíàê-
òèâàöèè ðàçäåëüíî). Êàæäûå âîðîòà â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè îáðà-
çóþùèå ñëó÷àéíûå ïîòîêè Ïóàññîíà, ïåðåõîäÿò èç îòêðûòîãî ñîñòîÿíèÿ â
çàêðûòîå c èíòåíñèâíîñòüþ 𝛽𝑖(𝑣(𝑡)) è èç çàêðûòîãî â îòêðûòîå ñ èíòåíñèâ-
íîñòüþ 𝛼𝑖(𝑣(𝑡)). Â îïèñûâàåìîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíòåíñèâíîñòè
ïåðåõîäîâ çàâèñÿò òîëüêî îò ìåìáðàííîãî ïîòåíöèàëà 𝑣 è ìãíîâåííî èçìå-
íÿþòñÿ ïðè èçìåíåíèè ïîòåíöèàëà.

Åñëè âñå âîðîòíûå ÷àñòèöû â êàíàëå âêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî è
óïðàâëÿþòñÿ âçàèìíî íåçàâèñèìûìè ïîòîêàìè ñîáûòèé, òî êèíåòèêà êà-
íàëà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñõåìà ïðîöåññà ðîæäåíèÿ è ãèáåëè ñ
÷èñëîì ñîñòîÿíèé 𝑘 + 1. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âñå êàíàëû, ó êîòî-
ðûõ îòêðûòû 𝑖 âîðîò, íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè 𝑆𝑖. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ 𝑆(𝑡) ñ
íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è äèñêðåòíûì íàáîðîì ñîñòîÿíèé 𝑆1(𝑡), 𝑆2(𝑡)...𝑆𝑛(𝑡)
íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà â áóäóùåì óñëîâíûå âå-
ðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðîöåññà çàâèñÿò òîëüêî îò òîãî â êàêîì ñîñòîÿíèè
íàõîäèòñÿ ïðîöåññ â íàñòîÿùèé ìîìåíò. Òåîðèÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ
íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è äèñêðåòíûì íàáîðîì ñîñòîÿíèé ñòðîèòñÿ â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî ïåðåõîäû ïðîöåññà èç îäíîãî ñîñòîÿíÿ â äðóãîå ïðîèñõîäÿò
ïîä âëèÿíèåì ïóàññîíîâñêèõ ïîòîêîâ ñîáûòèé, ïðîâîöèðóþùèõ ýòè ïåðå-
õîäû, è êàæäóþ ñîñåäíþþ ïàðó ñîñòîÿíèé îáñëóæèâàþò äâà ðàçíîíàïðàâ-
ëåííûõ ïîòîêà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîðîòíàÿ ÷àñòèöà ïåðåøëà èç îäíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ â äðóãîå, îíà äîëæíà ïðåîäîëåòü ýíåðãåòè÷åñêèé áàðüåð. Îáû÷íî
ýòîò áàðüåð çàâèñèò îò ðàçíîñòè ïîòåíöèàëà ìåæäó âíóòðåííåé è íàðóæíîé
ñòîðîíàìè êëåòî÷íîé ìåìáðàíû. Âíóòðèìîëåêóëÿðíûå ñâÿçè áåëêîâ, ôîð-
ìèðóþùèõ èîííûå êàíàëû, íàõîäÿòñÿ â áûñòðîì äâèæåíèè. Õàðàêòåðíûå
âðåìåíà âíóòðåííèõ ïåðåìåùåíèé â áåëêå èìåþò ïîðÿäîê ïèêîñåêóíä. Ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî êîãäà ìîëåêóëà ðàñòÿãèâàåòñÿ, âîðîòíàÿ ÷àñòèöà
ìîæåò ïðåîäîëåòü ýíåðãåòè÷åñêèé áàðüåð è âîðîòà îòêðîòñÿ. Êàæäîå ðàñòÿ-
æåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü çà áèíîìèíàëüíóþ ïîïûòêó äîáèòüñÿ ñ îïðåäåë¼ííîé
âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà, êîãäà âîðîòà ïåðåéäóò â îòêðûòîå ñîñòîÿíèå. ßñíî,
÷òî âåðîÿòíîñòü óñïåõà â êàæäîé ïèêîñåêóíäíîé ïîïûòêå ìîæíî ñ÷èòàòü
ìàëîé, à ÷èñëî òàêèõ ðàñòÿæåíèé çà õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ ïîòåíöè-
àëà ìåìáðàíû ïîðÿäêà ìèëëèñåêóíä � áîëüøèì. Ïðè ýòîì áèíîìèíàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïóàññîíîâñêèì.

Ñ êàæäûì ñîñòîÿíèåì ïðîöåññà ìîæíî ñâÿçàòü çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè
ïðåáûâàíèÿ êàíàëà â ýòîì ñîñòîÿíèè â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡, 𝑝𝑘𝑖 (𝑡)(âåðõíèé
èíäåêñ ñîîòâåòñòâóåò îáùåìó ÷èñëó âîðîòíûõ ÷àñòèö â êàíàëå, à íèæíèé
èíäåêñ � ÷èñëó îòêðûòûõ âîðîò). Â ñîñòîÿíèè 𝑆𝑘 îòêðûòû âñå âîðîòà è èîí-
íûé êàíàë îòêðûò. Ïðîöåññ ðîæäåíèÿ è ãèáåëè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì äèñêðåò-
íûõ ñîñòîÿíèé è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì
åñëè âñå óïðàâëÿþùèå ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ ïóàññîíîâñêèìè è âçàèìíî íåçàâè-
ñèìûìè. Â ýòîì ñëó÷àå èçìåíåíèå âåðîÿòíîñòåé 𝑝𝑘𝑖 (𝑡) îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé
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óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà.
Åñëè âñå ïðîöåññû Ïóàññîíà èìåþò íåçàâèñÿùèå îò âðåìåíè èíòåíñèâ-

íîñòè, òî ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé [3].
Åñëè â êàíàëå åñòü 𝑘 íåçàâèñèìûõ èäåíòè÷íûõ âîðîòíûõ ÷àñòèö c ðàâ-

íûìè èíòåíñèâíîñòÿìè ïåðåõîäîâ 𝛼 è 𝛽, òî èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ â öåïè
ñîñòîÿíèé áóäóò ðàâíû: 𝛼0 = 𝑘𝛼;𝛼1 = (𝑘 − 1)𝛼; ....𝛼𝑘−1 = 𝛼; 𝛽1 = 𝛽;𝛽2 =
2𝛽; .......𝛽𝑘 = 𝑘𝛽;

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà èìååò 𝑘 îòðèöàòåëüíûõ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò â çàïèñè ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé Êîëìîãîðîâà ÷ëåíû ñ ïîêàçàòåëÿìè ýêñïîíåíò −𝑡/𝜏,−2𝑡/𝜏, ...− 𝑘𝑡/𝜏 ,
ãäå 𝜏 = (𝛼 + 𝛽)−1 , à ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
Áîëüöìàíà.

Õ-Õ îïðåäåëÿëè èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ äëÿ âîðîòíîé ÷àñòèöû, âû-
áðàâ âèä èõ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ îíè èñïîëü-
çîâàëè ïðîòîêîëû Volt-Clamp, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåæèìàì àêòèâàöèè êàíà-
ëîâ, óêàçàâ, ÷òî äåàêòèâàöèÿ ïðîèñõîäèò ïî ïðîñòîé ýêñïîíåíòå. Ïîäðîáíî-
ãî àíàëèçà äåàêòèâàöèè îíè íå ïðèâîäÿò. Âîçìîæíî, äëÿ íåéðîíà ýòè ðåæè-
ìû ìåíåå çàìåòíû, ÷åì ðåæèìû àêòèâàöèè. Îäíàêî, äëÿ îïèñàíèÿ ìåìáðàí-
íîãî ïîòåíöèàëà âîëîñêîâûõ êëåòîê âåñòèáóëÿðíûõ îðãàíîâ ñóùåñòâåííûì
ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ â îáëàñòè ïîòåíöèàëà ïîêîÿ. Â
ýòîì äèàïàçîíå ïîñòîÿííûå âðåìåíè ìàêñèìàëüíû, à èõ âîññòàíîâëåíèå èç
îïûòíûõ äàííûõ çàòðóäíåíî èç-çà ìàëûõ âåëè÷èí òîêîâ.

Åñëè ïðîâåñòè àíàëèç èçìåíåíèÿ ïðîâîäèìîñòè èîííûõ êàíàëîâ ñ ïî-
ìîùüþ èõ îïèñàíèÿ êàê ðåøåíèé óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà ïðè çàäàííûõ
íà÷àëüíîì ïîòåíöèàëå ìåìáðàíû 𝑉ℎ𝑜𝑙𝑑 è ïîòåíöèàëå 𝑉𝑡𝑒𝑠𝑡, äëÿ êîòîðîãî
ïðîâîäèòñÿ ðåãèñòðàöèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, òî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì
îáúÿñíèòü íåêîòîðûå çíà÷èòåëüíûå ðàçíîãëàñèÿ ïðè îïðåäåëåíèè ïîñòîÿí-
íûõ âðåìåíè îòäåëüíûõ âîðîòíûõ ÷àñòèö. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçóþò-
ñÿ ðåçóëüòàòû èç ñòàòåé [3], [4].

Îñíîâíàÿ ðåêîìåíäàöèÿ: ïðè âûáîðå äëèòåëüíîñòè 𝑇𝑒𝑛𝑑 äëÿ èíòåðâàëà
çàïèñè òðàåêòîðèé òîêà â ðåæèìå Volt-Clamp íóæíî îðèåíòèðîâàòüñÿ íà
äëèòåëüíîñòü ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ ïðè ïîòåíöèàëàõ áëèçêèõ ê ïîòåíöèàëó
ïîêîÿ êëåòêè, ïðè÷¼ì äëÿ ýòîãî äèàïàçîíà òåñòîâûõ ïîòåíöèàëîâ îñîáåííî
ïîëåçíû íàáëþäåíèÿ çà äåàêòèâàöèåé êàíàëîâ. Âñåãäà ïîëåçíî îïðåäåëÿòü
ïîñòîÿííóþ âðåìåíè ïî êîíå÷íîìó îòðåçêó çàïèñåé, òàê êàê íà ýòîé ÷à-
ñòè òðàåêòîðèé òîêà îñòà¼òñÿ òîëüêî ñîñòàâëÿþùàÿ ñ ñàìûì áîëüøèì çíà-
÷åíèåì ïîñòîÿííîé âðåìåíè 𝜏 . Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó 𝜏 , ìîæíî âûÿñíèòü,
ïðèñóòñòâóþò ëè íà íà÷àëüíîì îòðåçêå òðàåêòîðèé òîêà ñîñòàâëÿþùèå ñ
ïîñòîÿííûìè âðåìåíè áëèçêèìè ê 𝜏/2, 𝜏/3, . . . ; íàëè÷èå òàêèõ ñîñòàâëÿ-
þùèõ ïîêàæåò ñêîëüêî îäíîòèïíûõ âîðîòíûõ ÷àñòèö íóæíî ïðèíÿòü ïðè
îïèñàíèè êàíàëà. Åñëè æå áûñòðûå ñîñòàâëÿþùèå èìåþò ïîñòîÿííûå âðå-
ìåíè, äàëåêèå îò 𝜏/2, 𝜏/3, . . . , òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íå âñå âîðîòíûå
÷àñòèöû â êàíàëå îäèíàêîâû.
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Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó Äæåôôðè-Ãàìåëÿ â ñëó÷àå äèôôó-
çîðíîãî òå÷åíèÿ [1-3]. Æèäêîñòü èìååò ïëîòíîñòü 𝜌 è äèíàìè÷åñêóþ âÿç-
êîñòü 𝜇; åå ïëîñêîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â îáëàñòè Ω = {(𝑟, 𝜃) : 𝑟 > 0, |𝜃| <
𝛽}, ãäå 𝑟, 𝜃 � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, 𝛽 � óãîë ïîëóðàñòâîðà (0 < 𝛽 6 𝜋).
Íà ñòåíêàõ äèôôóçîðà 𝑟 > 0, 𝜃 = ±𝛽 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ, à
ïðè 𝑟 = 0 òå÷åíèå èìååò îñîáåííîñòü òèïà èñòî÷íèê ïîñòîÿííîé ìîùíîñòè
𝑄 < 0. Ñèñòåìà äîïóñêàåò äâà áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðà: óãîë ðàñòâîðà 2𝛽 è
÷èñëî Ðåéíîëüäñà Re = 𝜌𝑄/𝜇 (Re < 0), ÷òî íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî îáåç-
ðàçìåðèâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ [3-7]. Èìååòñÿ àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå,
äëÿ êîòîðîãî ïîëå ñêîðîñòåé ðàäèàëüíî

𝑣𝑟 = −𝑄
𝑟
𝑉 (𝜃), 𝑣𝜃 ≡ 0 (1)

è àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåñæèìàåìîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ãëàäêîé ôóíêöèè 𝑉 (𝜃). Êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé 𝑣 è
íàïðÿæåíèé 𝜎 ðàâíû

𝑣𝑟𝑟 = −𝑣𝜃𝜃 =
𝑄

𝑟2
𝑉 (𝜃), 𝑣𝑟𝜃 = − 𝑄

2𝑟2
𝑉 ′(𝜃);

𝜎𝑟𝑟;𝜃𝜃 = −𝑝± 2𝜌𝑄2

𝑟2Re
𝑉 (𝜃), 𝜎𝑟𝜃 = − 𝜌𝑄2

𝑟2Re
𝑉 ′(𝜃).

(2)

Âåëè÷èíû (1), (2) îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ïðî-
ôèëÿ ñêîðîñòè 𝑉 è äàâëåíèÿ 𝑝, äëÿ êîòîðûõ èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
(ñëåäñòâèå óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà [3])

𝑉
′′

+ 4𝑉 − Re𝑉 2 = 𝐶 = const; 𝑉 (±𝛽) = 0,

∫︁ 𝛽

−𝛽
𝑉 (𝜃)𝑑𝜃 = 1 (3)

Íà áåçðàçìåðíóþ ôóíêöèþ 𝑉 (𝜃) íàëàãàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ,
âûòåêàþùèå èç ëîêàëüíîãî óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ æèäêîñòè íà ãðàíèöå è
èíòåãðàëüíîãî óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ðàñõîäà (èñòîêà).

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå 𝑉 (𝜃) è 𝐶 = 𝑉
′′
(±𝛽) äëÿ ïðîèçâîëü-

íûõ çíà÷åíèé Re < 0 è 0 < 𝛽 6 𝜋, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò âåñüìà òðóäíóþ àíà-
ëèòè÷åñêóþ è âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîáëåìó. Íåÿâíîå ðåøåíèå ìíîãîìåðíîé
íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è ïîñðåäñòâîì ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà îñíî-
âå ïåðâîãî èíòåãðàëà óðàâíåíèÿ (3) íå ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ýôôåêòèâíûå
âûñîêîòî÷íûå ðàñ÷åòû â äîñòàòî÷íî øèðîêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ. Èñïîëü-
çóåìûå â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ïîäõîäû (íàïðèìåð [8, 9]) ñâÿçàíû, êàê ïðà-
âèëî, ñ èãíîðèðîâàíèåì èíòåãðàëüíîãî óñëîâèÿ â (3) è ôèêñàöèåé çíà÷åíèÿ
𝑉 (0) = 𝑉0. Ýòî ñóùåñòâåííî èñêàæàåò ñìûñë è ïîñòàíîâêó êëàññè÷åñêîé çà-
äà÷è Äæåôôðè-Ãàìåëÿ [1-7]. Ïîëó÷åííàÿ àíàëèòè÷åñêè ñèñòåìà òðàíñöåí-
äåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òðåõ íåèçâåñòíûõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïðè ðåøåíèè âûçûâàåò ïðèíöèïèàëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè.

Ýôôåêòèâíîå âûñîêîòî÷íîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è (3)
ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà [10], îñíîâàííîãî
íà ìîäèôèöèðîâàííîì àëãîðèòìå Íüþòîíà è ïðîöåäóðå ïðîäîëæåíèÿ ïî
ïàðàìåòðàì. Äëÿ óäîáñòâà ðàñ÷åòîâ èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ
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â òåðìèíàõ íîðìèðîâàííûõ ïðîôèëÿ ñêîðîñòè 𝑦, àðãóìåíòà 𝑥, íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ 𝛾, 𝜆 è ñóùåñòâåííûõ èçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ 𝑎, 𝑏

𝑦(𝑥) = 2𝛽𝑉 (𝜃), 𝑥 = 1
2

(︁
𝜃
𝛽 + 1

)︁
, 0 6 𝑥 6 1,

𝑎 = 4𝛽, 𝑏 = 2𝛽Re, 𝜆 = 8𝛽3𝐶, 𝛾 = 𝑦
′
(0)

(4)

Èíòåãðàëüíîå óñëîâèå â (3) ó÷èòûâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì íåèçâåñòíîé ôóíê-
öèè 𝑧(𝑥), õàðàêòåðèçóþùåé èñòîê. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó-
÷àåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ 𝑦, 𝑧 ñ íåèçâåñòíûìè 𝛾, 𝜆, íàõîæäåíèå êîòîðûõ
îñóùåñòâëÿåòñÿ ó÷åòîì êîíå÷íûõ óñëîâèé

𝑦
′′

+ 𝑎2𝑦 − 𝑏𝑦2 = 𝜆, 𝑧
′

= 𝑦 − 1, 𝑦
′
(0) = 𝛾, 𝑦(0) = 𝑧(0) = 𝑦(1) = 𝑧(1) = 0 (5)

Òðåáóåòñÿ íàéòè ïàðàìåòðû 𝛾, 𝜆 êàê ôóíêöèé èçâåñòíûõ âåëè÷èí 𝑎, 𝑏.
Ïðè ïîäñòàíîâêå íàéäåííûõ âåëè÷èí 𝛾(𝑏), 𝜆(𝑏) (𝑎� ôèêñèðîâàííî) èñêîìàÿ
ôóíêöèÿ 𝑦 ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì çàäà÷è Êîøè (5).

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïðîâåäåí àíàëèç ñëîæíîé êàðòèíû áèôóðêàöèè
òå÷åíèé, ïðîèñõîäÿùèõ íà ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîì èíòåðâàëå 0 > 𝑏 > −25
(0 > Re > −72 äëÿ 𝛽 = 10∘). Íà åãî îñíîâå ìîæíî èññëåäîâàòü ìåõàíèçì
ïåðåñòðîéêè òå÷åíèé ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà 𝑏, ò.å. ÷èñëà Re, íà íåîãðà-
íè÷åííîì ïîëóèíòåðâàëå 𝑏 < 0 è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåëè÷èí óãëà ðàñòâîðà
0 < 2𝛽 6 2𝜋.

Ðèñ. 5.1: Êðèâûå çàâèñèìîñòè 𝛾(𝑏), 𝜆(𝑏) è òî÷êè áèôóðêàöèè 𝑏*, 𝑏* äëÿ
𝛽 = 10∘ (𝜋/18), îòâå÷àþùèå òå÷åíèÿì: îñíîâíîìó îäíîìîäîâîìó (𝛾(1), 𝜆(1)),
äâóõìîäîâûì ( 𝛾±(2), 𝜆(2)) è òðåõìîäîâûì (𝛾(3), 𝜆(3)).
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Ðèñ. 5.2: Ñëåâà: ïðîôèëè ñêîðîñòè òðåõìîäîâûõ òå÷åíèé: êðèâûå 1, 2 äëÿ
𝑏 = −21, êðèâûå 3, 4 äëÿ 𝑏 = 𝑏*, 𝑏* ñîîòâåòñòâåííî; êðèâàÿ 5 - âûðîæäåííîå
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МНОГОКРАТНОЕ НАЛОЖЕНИЕ КОНЕЧНЫХ УПРУГИХ
ДЕФОРМАЦИЙ. АДДИТИВНЫЕ ТЕХНОЛОГИИ

В.Ан. Левин, К.М. Зингерман, А.В. Вершинин, Д.А. Коновалов
v.a.levin@mail.ru

УДК 539.3

Предложен подход к анализу напряженно-деформированного состоя-
ния и расчету остаточных напряжений в изделии аддитивного про-
изводства, изготовленного методом селективного лазерного спекания,
на основе теории многократного наложения конечных деформаций.
Сформулирована постановка задачи в рамках нелинейной термоупру-
гости, предложен подход к ее решению на основе методов конечных
и спектральных элементов. Выполнено сравнение с результатами на-
турного эксперимента, в котором для оценки остаточных напряжений
был сделан надрез изделия аддитивного производства после его изго-
товления. На основе выполненных расчетов дана оценка нелинейных
эффектов, возникающих при учете многократного наложения конеч-
ных деформаций в процессе послойного наращивания изделия.

Ключевые слова: напряженно-деформированнное состояние, аддитив-
ные технологии, наложение конечных деформаций, метод спектраль-
ных элементов

Repeated superposition of finite elastic deformations. Additive
technologies

An approach to the analysis of the stress-strain state and the calculation
of residual stresses in the product of additive manufacturing, produced
by the method of selective laser sintering, based on the theory of multiple
imposition of final deformations, is proposed. The problem is formulated
in the framework of nonlinear thermoelasticity, an approach to its solution
based on the methods of finite and spectral elements is proposed. A
comparison is made with the results of a full-scale experiment, in which
an estimation of the residual stresses was made by cutting an article of
additive production after its manufacture. On the basis of the performed
calculations, an estimation of nonlinear effects caused by the repeated
imposition of finite deformations in the process of layer-by-layer building
up of the product is given.

Keywords: stress-strain behavior, additive technologies, superimposed fi-
nite strains, spectral element method
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Â óñëîâèÿõ íîâîé ïðîìûøëåííîé ðåâîëþöèè (Èíäóñòðèÿ 4.0), îäíîé èç
îñíîâ êîòîðîé ñòàëà öèôðîâèçàöèÿ, âî âñåõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè, â
êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ðåøåíèå íàóêîåìêèõ çàäà÷ , ñòàëè ïðîèñõîäèòü ñòðåìè-
òåëüíûå èçìåíåíèÿ â âîñòðåáîâàííîñòè è ñïîñîáàõ èñïîëüçîâàíèÿ íàó÷íûõ
ðåçóëüòàòîâ. Èçìåíÿåòñÿ èíñòðóìåíòàðèé, èñïîëüçóåìûé ïðè ïîëó÷åíèè íà-
ó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ.

Âîçíèêëî ïîíÿòèå ¾öèôðîâîå ñðåäñòâî ïðîèçâîäñòâà¿(ÖÑÏ) � ïðî-
ãðàììíûé ïðîäóêò, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ñîçäàåòñÿ (ïðîåêòèðóåòñÿ) èçäåëèå.
Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðîìûøëåííûå ïàêåòû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ïðîâåäå-
íèè èíæåíåðíîãî àíàëèçà èçäåëèÿ (ÑÀÅ � Computer-aided engineering) íà
ñòàäèè ïðîåêòèðîâàíèÿ è ýêñïëóàòàöèè.

Íàëè÷èå öèôðîâîãî ñðåäñòâà ïðîèçâîäñòâà äëÿ èíæåíåðíîãî ïðî÷íîñò-
íîãî àíàëèçà ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòåëþ îáîéòèñü áåç ðåøåíèÿ ñèñòåì äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè, à ïðîñòî çàäàâ ãåîìåòðèþ (ÑÀD-ìîäåëü), ìàòåðèàë è íàãðóçêè
ïðîèçâåñòè ðàñ÷åò. Îäíîé èç íîâûõ íàóêîåìêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðî-
âàíèå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè àääèòèâíûå òåõíîëîãèè. Â òåðìèíàõ ìåõàíèêè äåôôîðìèðó-
åìîãî òâåðäîãî òåëà ýòî ðåøåíèå çàäà÷è òåîðèè ìíîãîêðàòíîãî íàëîæåíèÿ
áîëüøèõ äåôîðìàöèé ñ ó÷åòîì ïëàñòè÷íîñòè è òåìïåðàòóðíûõ âîçäåéñòâèé
[1,2]. Äëÿ åå ðåøåíèÿ â ïðîìûøëåííîì ïîëíîôóíêöèîíàëüíîì ïàêåòå Ôè-
äåñèñ [3,4] äàííàÿ òåîðèÿ áûëà ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàíà. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïðîâîäèòü ìîäåëèðîâàíèå áåç ðåøåíèÿ èññëåäîâàòåëåì íåëèíåéíûõ ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Áûëî ïðîâåäåíî
ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ êîòîðîé åñòü ðåçóëüòàòû íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ìíîãîêðàòíîãî íàëîæåíèÿ êîíå÷íûõ äåôîð-
ìàöèé âûäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîñòîÿíèÿ (êîíôèãóðàöèè) äëÿ íîâîãî äî-
áàâëÿåìîãî ñëîÿ â ïðîöåññå ïîñëîéíîãî íàðàùèâàíèÿ èçäåëèÿ àääèòèâíîãî
ïðîèçâîäñòâà: íà÷àëüíîå íåäåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñëîÿ, ïðîìåæóòî÷-
íîå ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìîìåíòó ïîÿâëåíèÿ òåìïåðàòóðíûõ äåôîð-
ìàöèé ïîä âîçäåéñòâèåì ëàçåðà â íîâîì ïðèñîåäèíÿåìîì ñëîå, è òåêóùåå
ñîñòîÿíèå, êîãäà íîâûé ñëîé ñîåäèíèëñÿ ê îñòàëüíîé óæå èçãîòîâëåííîé
÷àñòüþ èçäåëèÿ è ïðîèçîøëî ïåðåðàñïðåäåëåíèå êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé.
Äëÿ óæå èçãîòîâëåííîé ÷àñòè èçäåëèÿ âî âðåìÿ íàðàùèâàíèÿ íîâîãî 𝑛-ãî
ñëîÿ ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ñîñòîÿíèÿ (êîíôèãóðàöèè): ïðîìåæóòî÷-
íîå (𝑛−1)-å ñîñòîÿíèå ñ íàêîïëåííûìè äåôîðìàöèÿìè, â êîòîðîì ýòà ÷àñòü
èçäåëèÿ íàõîäèòñÿ â ìîìåíò ïðèñîåäèíåíèÿ íàãðåòîãî íîâîãî ñëîÿ ê óæå èç-
ãîòîâëåííîé ÷àñòè, è òåêóùåå (𝑛-å) ñîñòîÿíèå â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ïåðåðàñ-
ïðåäåëåíèÿ êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé è ïåðåõîäà ê íàðàùèâàíèþ ñëåäóþùåãî
ñëîÿ. Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è î íàðàùèâàíèè î÷åðåäíîãî 𝑛-ãî ñëîÿ
îñóùåñòâëÿåòñÿ â êîîðäèíàòàõ (𝑛− 1)-ãî ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ.

Îïèñàíèå ïðîöåññà ïîñëîéíîãî íàðàùèâàíèÿ èçäåëèé àääèòèâíîãî ïðî-
èçâîäñòâà ñ ó÷åòîì êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êðàåâîé çà-
äà÷è î íàðàùèâàíèè 𝑛-ãî ñëîÿ, ôîðìà êîòîðîãî çàäàíà â ìîìåíò ñïåêàíèÿ
ñ îñòàëüíûì òåëîì, â êîîðäèíàòàõ (𝑛− 1)-ãî ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä Ãà-
ëåðêèíà [5]. Ìåòîäû êîíå÷íûõ [6] è ñïåêòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ [7] èñïîëüçî-
âàëèñü äëÿ äèñêðåòèçàöèè ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ðàìêàõ
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ïîëó÷åííîé äèñêðåòíîé ìîäåëè íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ
ìåòîäîì Íüþòîíà [5] îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî âåêòîðà äîïîëíèòåëüíûõ
ïåðåìåùåíèé, íåïðåðûâíîãî âî âñåé îáëàñòè, âêëþ÷àÿ ãðàíèöó ìåæäó òå-
ëîì è ñïåêàåìûì ñëîåì.

Ïðèâåäåì îïèñàíèå íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà, ñ êîòîðûì ïðîâîäèëîñü
ñðàâíåíèå ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ïîñëîéíîãî íàðàùèâàíèÿ èçäå-
ëèÿ àääèòèâíîãî ïðîèçâîäñòâà [8]. Èçäåëèå â ôîðìå áðóñà ðàçìåðîì (45ìì
x 6ìì x 5ìì) ñ âûðåçàìè ïå÷àòàåòñÿ íà öèëèíäðè÷åñêîé ïëàòôîðìå ðà-
äèóñîì 50ìì è âûñîòîé 20ìì. Ïîñëå ïå÷àòè èçäåëèÿ ìåäëåííî âûïîëíÿåò-
ñÿ ãîðèçîíòàëüíûé ðàçðåç â åãî âåðõíåé ÷àñòè. Â ðåçóëüòàòå íàêîïëåííûõ
îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â èçäåëèè ïðîèñõîäèò âåðòèêàëüíûé èçãèá âåðõíåé
íàäðåçàííîé ÷àñòè èçäåëèÿ. Â ïðîöåññå ýêñïåðèìåíòà [8] áûëè èçìåðåíû ïå-
ðåìåùåíèÿ âåðõíåé ãðàíè èçäåëèÿ.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü â ïëîñêî-äåôîðìèðîâàííîì ñî-
ñòîÿíèè. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåñêîëüêî ñëîåâ ïå÷àòè îáúåäèíÿëèñü â îäèí
ñëîé íàðàùèâàíèÿ, ê êîòîðîìó ïåðåäàâàëîñü êîëè÷åñòâî òåïëà, ðàâíîå ïåðå-
äàâàåìîìó ëàçåðîì ïðè ïå÷àòè âñåõ ñëîåâ âíóòðè ñëîÿ íàðàùèâàíèÿ. Ðàñ÷åò
ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû â ñëîå ïðîâîäèëñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ïîñêîëüêó ìåõàíè÷åñêèå è òåïëîâûå ñâîéñòâà
ìàòåðèàëà çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû. Ïîñëå ðàñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðà-
òóðû â ñëîå ïîëó÷åííûå òåìïåðàòóðíûå äåôîðìàöèè èñïîëüçîâàëèñü êàê
íà÷àëüíûå äåôîðìàöèè ïðè äîáàâëåíèè íîâîãî ñëîÿ íàðàùèâàíèÿ.

Ïîëó÷åííûå ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ðåçóëüòàòû õîðîøî ñî-
ãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà, ÷òî ïîäòâåðæäàåò
êîððåêòíîñòü ïðåäëîæåííîãî â ñòàòüå ïîäõîäà ê àíàëèçó íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è ðàñ÷åòó îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â èçäåëèè
àääèòèâíîãî ïðîèçâîäñòâà, èçãîòîâëåííîãî ìåòîäîì ñåëåêòèâíîãî ëàçåðíîãî
ñïåêàíèÿ, íà îñíîâå òåîðèè ìíîãîêðàòíîãî íàëîæåíèÿ êîíå÷íûõ äåôîðìà-
öèé.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОЛЗУЧЕСТИ МЕТАЛЛОВ ПРИ
НЕСТАЦИОНАРНОМ СЛОЖНОМ НАПРЯЖЕННОМ

СОСТОЯНИИ
А.М. Локощенко, Л.В. Фомин, Ю.Г. Басалов, В.С. Агабабян
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УДК 379.376

Рассмотрено моделирование результатов испытаний металлов в усло-
виях ползучести при нестационарном сложном напряженном состо-
янии. В качестве примера рассмотрены экспериментальные данные,
полученные группой японских ученых при испытаниях трубчатых об-
разцов из нержавеющей стали при температуре 650∘С. В приведен-
ной статье представлены результаты испытаний при четырех различ-
ных программах нагружения, которые представляют собой различные
комбинации кусочно-постоянных зависимостей касательного и нор-
мального напряжений от времени. Проведено моделирование пред-
ставленных данных с помощью теории упрочнения и теория течения.
Показано преимущество используемых теорий по сравнению с други-
ми известными теориями.

Ключевые слова: ползучесть металлов, эксперименты, нестационарное
сложное напряженное состояние, моделирование, теория упрочнения,
теория течения

Simulation creep of metals under non-stationary complex
stress state

The simulation of metal testing results under creep conditions at non-
stationary complex stress state is considered. As an example, the exper-
imental data obtained by a group of Japanese scientists during testing
of stainless steel tubular samples at a temperature of 650∘C are consid-
ered. In the given article presents the results of experiments at four dif-
ferent loading programs that represent various combinations of piecewise-
constant dependency of shear and normal stresses with time. The simula-
tion of the presented data using the theory of hardening and flow theory
is carried out. The advantage of the used theories in comparison with
other known theories is shown.

Keywords: metal creep, experiments, non-stationary complex stress state,
simulation, hardening theory, flow theory
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Введение. Ïðîâåäåíèå èñïûòàíèé íà âûñîêîòåìïåðàòóðíóþ ïîëçó÷åñòü
ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè, ïîýòîìó òàêèå èñïûòàíèÿ, òåì áîëåå ïðè
ïåðåìåííûõ íàïðÿæåíèÿõ, ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ. Â äàííîé ñòàòüå
ðàññìàòðèâàþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïîëó÷åííûå ãðóïïîé ÿïîí-
ñêèõ èññëåäîâàòåëåé [1]. Ýòè äàííûå ïîëó÷åíû íà òðóá÷àòûõ îáðàçöàõ èç
íåðæàâåþùåé ñòàëè 304, èñïûòàííûõ íà ïîëçó÷åñòü ïðè òåìïåðàòóðå 650∘Ñ
â óñëîâèÿõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ çàâèñèìîñòåé êàñàòåëüíîãî 𝜏 è íîðìàëüíî-
ãî 𝜎 íàïðÿæåíèé îò âðåìåíè. Ïðîâåäåíî îïèñàíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ.

1. Результаты испытаний.
Â äàííûõ èñïûòàíèÿõ ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå âåëè÷èí 𝜏 è 𝜎 îñó-

ùåñòâëÿëîñü ïðè 𝑘𝑡0 ÷àñ (𝑘 = 0, 1, ..., 10, ÷àñ), ïðè ýòîì èñïûòàíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíûå 5 öèêëîâ ïî 2𝑡0 = 16 ÷àñ. Â ïðîöåññå
âñåõ èñïûòàíèé èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé 𝜎𝑢 =

√
𝜎2 + 3𝜏2 ñîõðàíÿëà ïî-

ñòîÿííîå çíà÷åíèå: 𝜎𝑢 = 𝜎0 = 137.3 ÌÏà.
Â [1] ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû çàâèñèìîñòåé îñåâîé 𝑝(𝑡) è ñäâèãîâîé

𝛾𝑐(𝑡) äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè îò âðåìåíè , ïðè ýòîì èíòåíñèâíîñòü äåôîð-
ìàöèé ïîëçó÷åñòè ðàâíà

𝑝𝑢(𝑡) =

√︁
(𝑝𝑧(𝑡))

2
+ (Γ(𝑡))

2
, Γ(𝑡) =

𝛾𝑐(𝑡)√
3
.

Â ñîñòîÿíèè ðàçãðóçêè îñåâàÿ è ñäâèãîâàÿ äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè ïðàê-
òè÷åñêè ñîõðàíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ. Â ÷åòâåðòîé ïðîãðàììå íàãðóæåíèÿ îá-
ðàçöû íàõîäÿòñÿ òîëüêî ïðè çíàêîïåðåìåííîì êðó÷åíèè (îñåâîå íàïðÿæå-
íèå îòñóòñòâóåò), ïðè ýòîì êðèâûå ñäâèãîâîé äåôîðìàöèè íà âñåõ öèêëàõ
íàãðóæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîâðåæäåííîñòü
ìàòåðèàëà, îáû÷íî íàêàïëèâàþùóþñÿ ïðè èñïûòàíèÿõ òàêîãî òèïà, â äàí-
íîì ñëó÷àå ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.

2. Моделирование полученных результатов в [1-2].
Â [1], êðîìå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ ïîëçó÷åñòè, ïðèâåäåíû òåîðå-

òè÷åñêèå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì òåîðèÿì. Ñòàíäàðòíàÿ òåî-
ðèÿ ñòàðåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â âèäå îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåéëè-Íîðòîíà
íà ñëó÷àé ñëîæíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ (ìîäåëü �1). Â ìîäèôèöèðî-
âàííîé òåîðèè ñòàðåíèÿ äîïîëíèòåëüíî ó÷èòûâàåòñÿ èçìåíåíèå çíàêà êàñà-
òåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ (ìîäåëü �2). Â òåîðèè êèíåìàòè÷åñêîãî óïðî÷íåíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä Í.Í. Ìàëèíèíà è Ã.Ì. Õàæèíñêîãî [3] ñ ââåäåíèåì
äîïîëíèòåëüíûõ ãèïîòåç (ìîäåëü �3). Â òåîðèè ñìåøàííîãî óïðî÷íåíèÿ
èñïîëüçóþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ôèçèêè òâåðäîãî òåëà (òåîðèÿ äèñëîêàöèé
è äð.) (ìîäåëü �4). Ïðè ýòîì â ïåðâîé è âòîðîé óêàçàííûõ ìîäåëÿõ èñïîëü-
çîâàíû ïî 3 ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû, â òðåòüåé ìîäåëè � 5 ìàòåðèàëüíûõ
êîíñòàíò è 1 ìàòåðèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, â ÷åòâåðòîé ìîäåëè � 6 êîíñòàíò è 1
ìàòåðèàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Â [2] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
[1] ñ ïîìîùüþ âàðèàíòà óðàâíåíèé íåñòàöèîíàðíîé ïîëçó÷åñòè, ïðåäëîæåí-
íîãî Þ.Ã. Êîðîòêèõ è ðàçâèòîãî â ðàáîòàõ åãî ó÷åíèêîâ (ìîäåëü �5). Âî
âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëÿõ èñïîëüçîâàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìàòåðèàëü-
íûõ êîíñòàíò.
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3. Моделирование результатов испытаний [1] с помощью теории
упрочнения (модель №6).

Â 1948 ã. Ðàáîòíîâ ïðåäëîæèë ïðîñòîå óðàâíåíèå íåóñòàíîâèâøåéñÿ ïîë-
çó÷åñòè ïðè îñåâîì ðàñòÿæåíèè [4]:

𝑝𝛼�̇� = 𝑓(𝜎), 0 < 𝛼 < 1.

Îáîáùèì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ýòî óðàâíåíèå íà ñëîæíîå íàïðÿæåííîå
ñîñòîÿíèå: 𝑝𝛼𝑢 �̇�𝑢 = 𝑓(𝜎𝑢), 𝜎𝑢 = 𝜎0 = 137.3ÌÏà, 𝑓(𝜎0) = 𝐵𝜎𝑛0 = 𝐷1, �̇�𝑢 =
𝐷1/𝑝

𝛼
𝑢 .

Çäåñü è äàëåå òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè 𝑡; 𝜎𝑢, 𝑝𝑢 è
�̇�𝑢 îáîçíà÷àþò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè è ñêî-
ðîñòåé äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåì ãèïîòåçó, ñîãëàñíî
êîòîðîé êîìïîíåíòû äåâèàòîðîâ íàïðÿæåíèé 𝑠𝑖𝑗 è ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé
ïîëçó÷åñòè íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà �̇�𝑖𝑗 ïðîïîðöèîíàëüíû:

�̇�𝑖𝑗 =
3

2
· 𝑓 (𝜎𝑢)

𝑝𝛼𝑢
· 𝑠𝑖𝑗
𝜎𝑢

=
3

2
· 𝐷1

𝑝𝛼𝑢
· 𝑠𝑖𝑗
𝜎0

=
3

2
· 𝐷1

(𝑝2𝑧 + Γ2)
𝛼/2

· 𝑠𝑖𝑗
𝜎0
, (1)

(ñì. íàïðèìåð, [5, 6]).
Â ðàññìàòðèâàåìûõ èñïûòàíèÿõ äåôîðìàöèÿ ïîëçó÷åñòè ïîñëå ðàçãðóç-

êè ñîñòàâëÿåò âñåãî íåñêîëüêî ïðîöåíòîâ ïî îòíîøåíèþ ê íàêîïëåííîìó
ïåðåä ðàçãðóçêîé óðîâíþ äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè, ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå
óðàâíåíèå (1) çàìåíèì íà

�̇�𝑖𝑗 = 0 (2)

Ñäâèãîâûå è ïðîäîëüíûå äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè ïðè 𝑡 = 0 ïî îïðåäåëåíèþ
ðàâíû íóëþ: Γ(0) = 0, 𝑝𝑧(0) = 0.

4. Теория течения (модель №7). Êðîìå òåîðèè óïðî÷íåíèÿ, äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â [1] àâòîðàìè íàñòîÿùåé ñòàòüè
òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðèÿ òå÷åíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

𝑑𝑝𝑢
𝑑𝑡

= 𝛽𝑅𝜎𝑚0 𝑡
(𝛽−1) = 𝛽𝐷2𝑡

(𝛽−1), 𝐷2 = 𝑅𝜎𝑚0 (1 < 𝛽 < 2)

5. Анализ полученных результатов и выводы. Ïðîâåäåíî ñîïî-
ñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ýòèõ òåõ æå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïðîâåäåííûìè äðóãèìè
èññëåäîâàòåëÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãèõ òåîðèé. Â ýòèõ òåîðèÿõ èñïîëü-
çîâàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà: îò òðåõ äî äåâÿòè
êîíñòàíò è äîïîëíèòåëüíî îäíîé ìàòåðèàëüíîé ôóíêöèè. Ïîêàçàíî ïðå-
èìóùåñòâî ðàññìîòðåííûõ àâòîðàìè äàííîé ñòàòüè òåîðèè óïðî÷íåíèÿ è
òåîðèè òå÷åíèÿ âñåãî ñ äâóìÿ ìàòåðèàëüíûìè êîíñòàíòàìè â êàæäîé ïî
ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè èñïîëüçîâàííûìè òåîðèÿìè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè
ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ÐÍÔ 19�19�00062, Ìîñêîâñêèé ãî-
ñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè M.Â. Ëîìîíîñîâà).
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О ВИНТОВЫХ ДВИЖЕНИЯХ ТЕЛА В
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Исследуется вопрос, каким образом ведет себя оперенное тело на спус-
ке в невозмущенной атмосфере. С помощью численного моделирова-
ния находятся возможные режимы спуска тяжёлого тела с четырьмя
лопастями, углы установки которых, задаются в разных комбинациях
их величин.

Ключевые слова: оперенное тело, режимы спуска, установочный угол
лопасти

On spiral modes of motion of a body in resisting medium

The behavior of a heavy finned body descending in unperturbed atmo-
sphere is studied. The body has four blades. Pitch angles are varied
parameters of the model. Numerical simulation is used to find modes of
the descent.

Keywords: finned body, modes of descent, pitch angle of a blade
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Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî îäíèì èç âîçìîæíûõ óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæè-
ìîâ òîðìîæåíèÿ â âîçäóøíîé ñðåäå òåëà, èìåþùåãî ôîðìó ¾îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ¿, (íàïðèìåð, êîñìè÷åñêèå ïðèøåëüöû � áîëèäû) ìîæåò áûòü ðåæèì
âèíòîâîãî äâèæåíèÿ. Â ýòîì äâèæåíèè ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ òåëà, åñòå-
ñòâåííî, ïàäàåò, íî îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííûì îòíîøåíèå åå ê óãëîâîé ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ òåëà. Ýòîìó ðåæèìó îòâå÷àåò ðåøåíèå ñèñòåìû èç ïÿòè íåëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äâèæåíèÿ òåëà.
Îäíàêî çàäà÷à ôîðìèðîâàíèé ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ òåë, ôîðìà êîòîðûõ ñî-
ñòîèò èç íåñêîëüêèõ äàæå ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ ñ èçâåñòíûìè àýðîäèíàìè÷å-
ñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, âåñüìà íåïðîñòà. À ãîâîðèòü îá èõ àíàëèòè÷åñêîì
èññëåäîâàíèè è âîâñå íå ïðèõîäèòñÿ. Åäèíñòâåííî âîçìîæíûì çäåñü ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íà ÝÂÌ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâèæåíèå òÿæ¼ëîãî òåëà-âåðòóøêè, ñî-
ñòîÿùåãî èç 4-õ îäèíàêîâûõ ìàëûõ ïëîñêèõ ëîïàñòåé (ðèñ. 1). Äåéñòâèå ñðå-

Ðèñ. 5.1: Ìîäåëü òåëà.

äû íà îòäåëüíûé ýëåìåíò îïèñûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Îäíàêî êàæäàÿ
ëîïàñòü èìååò ñâîþ ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ñðåäû, ïîýòîìó ñóììèðîâàíèå
ñèë è èõ ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ G ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì âû-
ðàæåíèÿì. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òåëà ïîçâîëÿåò
âûÿâèòü òå ðåæèìû åãî äâèæåíèÿ, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì àñèìïòî-
òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (ïðèòÿãèâàþùèå).

Â ðàáîòàõ [2, 3] èññëåäîâàëñÿ ñïóñê îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà, ó êîòîðîãî
ëîïàñòè áûëè óñòàíîâëåíû íà îäèíàêîâûå óãëû ïîâîðîòà âîêðóã äåðæàâîê.
Îêàçàëîñü, ÷òî óæå è òàêîå òåëî (ðîòîøþò) ìîæåò ñîâåðøàòü êàê ïðÿìîëè-
íåéíûé ñïóñê ïî âåðòèêàëè, òàê è ¾âèíòîâîå¿ äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì åãî
öåíòð ìàññ äâèæåòñÿ ïî âèíòîâîé ëèíèè (ðèñ.2, êðèâûå 1, 2).

Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè äåìîíñòðèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ
äâèæåíèå òåëà â ñëó÷àå, êîãäà íàðóøàåòñÿ åãî ñèììåòðèÿ âñëåäñòâèå òî-
ãî, ÷òî îäíà èëè äâå ëîïàñòè ïîâåðíóòû íà ðàçíûå óãëû.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì ïîïàðíîì ðàñïîëîæåíèè ëîïàñòåé
(ñ ïåðåêîñîì) íà òåëå âîçìîæíû ðåæèìû ïëàíèðîâàíèÿ.

Ïîêàçàíî, ÷òî èçìåíåíèå îäíîãî èëè äâóõ óñòàíîâî÷íûõ óãëîâ ëîïàñòåé
ïðè íàðóøåíèè ñèììåòðèè ïðèâîäèò ê äâèæåíèþ öåíòðà ìàññ òåëà íà ñïóñ-
êå ïî âèíòîâîé ëèíèè, ó êîòîðîé èìååòñÿ ¾âòîðè÷íûé¿ âèíò ñ âåðòèêàëüíîé
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Ðèñ. 5.2: Òðàåêòîðèè öåíòðà ìàññ îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà íà ñïóñêå.

îñüþ (ðèñ. 3à).
Îáíàðóæåíî òàêîå ðàñïîëîæåíèå ëîïàñòåé, ïðè êîòîðîì âåðòèêàëüíûé

ñïóñê íåóñòîé÷èâ, à äâèæåíèå öåíòðà ìàññ òåëà íà ñïóñêå íîñèò íåðåãóëÿð-
íûé õàðàêòåð (ðèñ. 3á).

Ðèñ. 5.3: Òðàåêòîðèè öåíòðà ìàññ àñèììåòðè÷íîãî òåëà íà ñïóñêå.

Литература
1. Садовничий В.А., Локшин Б.Я., Окунев Ю.М., Самсонов В.А. К вопросу

о моделировании полета болидов // Шестой международной аэрокосмический
конгресс IAC-09. Серия пленарные и избранные доклады. —Москва: Перо, 2010. —
135-148.

2. Окунев Ю.М., Привалова О.Г., Самсонов В.А. О движении асимметричного
оперенного тела //Сб. трудов “Фундаментальные основы баллистического проек-
тирования”: VI Всероссийская научно-техническая конференция. — СПб.: Изд-во
БГТУ, 2018. — 34-35.



Материалы международной конференции 727

3. Локшин Б.Я., Привалова О.Г., Самсонов В.А. К динамике ротошюта. —

Москва: Изд-во Моск. ун-та, 2018.

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СОВМЕСТНОГО
ПОЛЕТА ТЕЛ С РАСЧЕТОМ СОУДАРЕНИЙ

В.Т. Лукашенко, Ф.А. Максимов
lukashenko-vt@yandex.ru

УДК 519.6, 523.68

Представлен метод моделировании динамики системы тел, позволяю-
щий расчитывать соударения между телами с заданным коэффициен-
том восстановления удара. При помощи данного метода рассмотрена
задача о последовательных соударениях двух метеорных тел, летя-
щих со сверхзвуковой скоростью в атмосфере и первоначально распо-
ложенных на прямой вдоль направления полета. Показано, что при
абсолютно упругих соударениях тела будут совершать периодические
колебания, при неупругих соударениях конфигурация будет постепен-
но сводится к полету тел непосредственно друг за другом.

Ключевые слова: моделирование, динамика, система тел, метеорное
тело, соударения, сверхзвук, полет

Mathematical model for the flight of bodies
with the calculation of collisions

A method for modeling the dynamics for a system of bodies is presented,
that allows to simulate collisions between bodies with a given coefficient
of restitution. The problem of successive collisions between two meteoroid
bodies, flying at supersonic speeds in the atmosphere and initially located
on a straight line along the flight direction, is considered with the help
of this method. It is shown that bodies perform periodic oscillations in
the case of absolutely elastic collisions, and configuration will gradually
evolve to the flight of the bodies directly one after another in the case of
inelastic collisions.

Keywords: modeling, dynamics, system of bodies, meteoroid, collisions,
supersonic, flight
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Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ãðóïïû áëèçêîðàñïîëîæåííûõ òåë â àòìîñôå-
ðå ïðåäñòàâëÿåò íàó÷íûé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü ñóùåñòâåííóþ èíòåðôåðåíöèþ ìåæäó òåëàìè, êîòîðàÿ ÷àñòî
ïðèâîäèò ê ïåðåñòðîåíèþ ñèñòåìû òåë è îòäåëåíèþ åäèíè÷íûõ òåë îò ãðóï-
ïû. Äîñòàòî÷íî øèðîêèé ðÿä ïîäîáíûõ çàäà÷ âîçíèêàåò, â ÷àñòíîñòè, ïðè
èññëåäîâàíèè ðàñïàäà ìåòåîðíîãî òåëà. Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàñïî-
ëîæåíèè îäíîãî èç îáðàçóþùèõñÿ îñêîëüêîâ ìåòåîðíîãî òåëà â ñëåäå äðóãî-
ãî - ëèäèðóþùåãî òåëà, ìîæåò ïðîèñõîäèòü çàõâàò îòñòàþùåãî òåëà â ñëåä
ñ äàëüíåéøèì ñòîëêíîâåíèåì ìåæäó òåëàìè, îäíàêî äàëüíåéøàÿ äèíàìè-
êà òåë íå ðàññìàòðèâàëàñü. Â ðàáîòå [2] áûë ïðåäñòàâëåí ìåòîä ÷èñëåííîãî
ðàñ÷åòà îáòåêàíèÿ ñèñòåìû èç òåë ðàçëè÷íûõ ôîðì è ðàçìåðîâ, íà åãî áàçå
àâòîðàìè áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû òåë [3].
Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ äîïîëíåíèå äàííîãî ìåòîäà àëãîðèò-
ìîì äëÿ ðàñ÷åòà ïðîèçâîëüíûõ ñîóäàðåíèé ìåæäó òåëàìè, è ïðè ïîìîùè
äàííîãî ïîäõîäà ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàäà÷è î ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñîóäà-
ðåíèÿõ äâóõ ìåòåîðíûõ òåë ðàñïîëîæåííûõ íà ëèíèè âäîëü íàïðàâëåíèÿ
äâèæåíèÿ.

Ïðè çàäàííîé êîíôèãóðàöèè ñèñòåìû èç 𝑛 òåë ðåøàåòñÿ çàäà÷à îáòå-
êàíèÿ ïðè ïîìîùè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà [2] ñ ïîñòðîåíèåì îòäåëüíûõ ñå-
òîê âîêðóã êàæäîãî òåëà. Ïîñëå ýòîãî òåëà â ñèñòåìå ïåðåìåùàþòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèè ñ èìåþùèìèñÿ ñêîðîñòÿìè îòäåëüíûõ òåë è äåéñòâóþùèìè íà
íèõ ñèëàìè çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆𝑡, íà êîòîðûé íàêëàäûâàåòñÿ
îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå ïåðåìåùåíèå òåë â ñèñòåìå. Çà-
òåì ïðîèñõîäèò ïåðåðàñ÷åò êàðòèíû îáòåêàíèÿ, è ïîäîáíûì èòåðàöèîííûì
ìåòîäîì ïðîñëåæèâàåòñÿ äèíàìèêà ñèñòåìû íà áîëüøèõ âðåìåíàõ [3].

Ìåæäó 𝑖-ûì è 𝑗-ûì òåëîì â ñèñòåìå áóäåò ïðîèñõîäèòü ñîóäàðåíèå ïðè
ïåðåõîäå îò ìîìåíòà âðåìåíè 𝑡 ê 𝑡 + ∆𝑡, êîãäà òåëà ïîäõîäÿò äîñòàòî÷íî
áëèçêî äðóã äðóãó. Äëÿ òåë ñôåðè÷åñêîé (òðåõìåðíàÿ çàäà÷à) èëè öèëèí-
äðè÷åñêîé (äâóìåðíàÿ çàäà÷à) ôîðì ýòî óñëîâèå çàïèøåòñÿ â âèäå:√︃∑︁

𝑘

(𝑋𝑖𝑘 −𝑋𝑗𝑘)
2
< 𝑅𝑖 +𝑅𝑗 + 𝐶

ãäå 𝑋𝑖𝑘, 𝑋𝑗𝑘 � ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû öåíòðîâ òåë; 𝑅𝑖, 𝑅𝑗 � ðàäèóñû
òåë; 𝐶 � ðàñ÷åòíàÿ êîíñòàíòà, âûáèðàåìàÿ èç óñëîâèÿ, ÷òîáû ñåòêè âîêðóã
îáòåêàåìûõ òåë [2] íå íàêëàäûâàëèñü äðóã íà äðóãà.

Ôîðìóëû äëÿ èçìåíåíèÿ ïðîåêöèé ñêîðîñòåé 𝑉𝑙𝑖 è 𝑉𝑙𝑗 íà ëèíèþ 𝑙, ñîåäè-
íÿþùèé öåíòðû ñîóäàðÿþùèõñÿ òåë, çàïèøóòñÿ êàê

∆𝑉𝑖 =
(1 + 𝑘)𝑚𝑗 (𝑉𝑙𝑗 − 𝑉𝑙𝑖)

𝑚𝑖 +𝑚𝑗
, ∆𝑉𝑗 =

(1 + 𝑘)𝑚𝑖 (𝑉𝑙𝑖 − 𝑉𝑙𝑗)

𝑚𝑖 +𝑚𝑗

ãäå 𝑚𝑖, 𝑚𝑗 - ìàññû ñîîòâåòñòâóþùèõ òåë; 𝑘 � êîýôôèöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ
óäàðà. Ïðè 𝑘 = 1 ìåæäó òåëàìè ïðîèñõîäèò àáñîëþòíî óïðóãîå ñîóäàðåíèå,
ïðè 0 < 𝑘 < 1 � íåóïðóãîå ñîóäàðåíèå, à ïðè 𝑘 = 0 � ñòîëêíîâåíèå ñ îáìåíîì
èìïóëüñîì ñîãëàñíî çàêîíó àáñîëþòíî íåóïðóãîãî óäàðà.

Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó, êîãäà íà âûñîòå 10 êì èìååòñÿ äâà æå-
ëåçíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåëà ðàäèóñîì 𝑅 = 2.7 ñì (è, ñîîòâåòñòâåííî, ìàñ-
ñîé 𝑚 = 1 êã), èçíà÷àëüíî ðàñïîëîæåííûõ íà ëèíèè âäîëü íàïðàâëåíèÿ
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ïîëåòà è ëåòÿùèõ ñî ñêîðîñòüþ 2000 êì/ñ (ðèñ. 1à). Ïàðàìåòðû àòìîñôåðû
çàäàâàëèñü èç òàáëèöû ñòàíäàðòíîé àòìîñôåðû ÃÎÑÒ 4401-81. Ëèäèðó-
þùåå òåëî èìååò çíà÷èòåëüíî áîëüøåå àýðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå, â
ñëåäñòâèå ýòîãî îòñòàþùåå òåëî áóäåò ïîñòåïåííî äîãîíÿòü åãî (ðèñ. 1á), ÷òî
â èòîãå ïðèâîäèò ê ñîóäàðåíèþ ìåæäó òåëàìè (ðèñ. 1â). Ïðè ñòîëêíîâåíèè
÷àñòü èìïóëüñà îòñòàþùåãî òåëà ïåðåäàñòñÿ ëèäèðóþùåìó, è â ðåçóëüòàòå
òåëà ðàçëåòÿòñÿ â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè (ðèñ. 1ã). Èç-çà ðàçíîñòè â àýðî-
äèíàìè÷åñêîì ñîïðîòèâëåíèè îòñòàþùåå òåëî ñî âðåìåíåì íàáåðåò ñêîðîñòü
äîñòàòî÷íóþ äëÿ òîãî, ÷òîáû âíîâü äîãíàòü è ñòîëêíóòüñÿ ñ ëèäèðóþùåì
òåëîì. Òàêèì îáðàçîì, òåëà áóäóò ñîâåðøàòü ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, àì-
ïëèòóäà êîòîðûõ áóäåò ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòà âîññòà-
íîâëåíèÿ óäàðà 𝑘.

Ðèñ. 5.1: Êàðòèíû èçîëèíèé äàâëåíèÿ â ðàçíûå ìîìåíòû ïðè ïîëåòå äâóõ
ìåòåîðíûõ òåë ðàñïîëîæåííûõ âäîëü ëèíèè íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ.

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè àáñîëþòíîãî óäàðà
ìåæäó òåëàìè (𝑘 = 1) íàáëþäàåòñÿ ñòðåìëåíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ê
íåêîòîðîìó ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ, êîòîðîå ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ îêà-
çûâàåòñÿ â ïðåäåëàõ 6.5-7 ðàäèóñîâ òåë. Ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöè-
åíòà âîññòàíîâëåíèÿ óäàðà (0 6 𝑘 < 1) íàáëþäàåòñÿ ïîñòåïåííîå çàòóõàíèå
êîëåáàíèé, è â èòîãå êîíôèãóðàöèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîëåòó òåë íåïîñðåäñòâåííî
äðóã çà äðóãîì. Ïðè ýòîì ïîëåò òåë äðóã çà äðóãîì îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷è-



730 “Современные проблемы математики и механики”

âûì ê ìàëûì êîëåáàíèÿì, è âîçíèêàþùèå ïîãðåøíîñòè â âû÷èñëåíèÿõ ñî
âðåìåíåì ïðèâîäÿò ê îòêëîíåíèþ òåë îò ïåðâîíà÷àëüíîé òðàåêòîðèè, ïðî-
ñêàëüçûâàíèþ òåë îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà è â äàëüíåéøåì � ê ðàçëåòó òåë
â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè.
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ОБ АНОМАЛЬНЫХ ДЕМПФИРУЮЩИХ СВОЙСТВАХ
КОМПОЗИТОВ С ВЯЗКОУПРУГИМИ ПОКРЫТИЯМИ

С.А. Лурье, С.В. Маковский, Е.Д. Лыкосова
salurie@mail.ru

УДК 539.3

Доказано, что композиты с включениями, имеющими тонкие вязко-
упругие покрытия, могут проявлять аномально высокие демпфиру-
ющие свойства, многократно превышающие демпфирующие характе-
ристики вязкоупругого слоя. При этом композиты сохраняют высокие
упругие характеристики. В композитах с развитой микроструктурой
демпфирующие свойства могут возрастать.

Ключевые слова: композитные материалы, метод трёх фаз Эшелби,
модуль потерь

On abnormal damping properties of composites with
viscoelastic coatings

It is proved that composites with inclusions that have thin viscoelastic
coatings can exhibit anomalously high damping properties, many times
exceeding the damping characteristics of the viscoelastic layer. In this
case, composites retain high elastic characteristics. In composites with a
developed microstructure, the damping properties may be increased.

Keywords: composite materials, Eshelby’s three-phase method, loss mod-
ulus
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ
ЛОКАЛИЗАЦИИ ДЕФОРМАЦИЙ В ТИТАНОВЫХ
ОБРАЗЦАХ С И БЕЗ ВЛИЯНИЯ ВОДОРОДНОГО

ОХРУПЧИВАНИЯ ПРИ ПОЛЗУЧЕСТИ
А.М. Мамонов, В.В. Терауд

ldrnww@gmail.com

УДК 517.518

Проведены экспериментальные испытания плоских титановых образ-
цов (в состоянии поставки или с дополнительно внедренным водоро-
дом) при температуре 450С, растягиваемых с постоянным усилием
вплоть до разрушения в условиях ползучести. В работе исследуется
локализация деформаций (образование шейки) в образце в процессе
высокотемпературной ползучести и влияние избыточного содержания
водорода в кристаллической решетке на особенности формирования
шейки.

Ключевые слова: ползучесть, эксперимент, локализация деформаций,
титан, водород

Experimental investigation of the localization of deformations
in titanium samples with and without the influence of

hydrogen embrittlement during creep

Experimental tests of flat titanium specimen (in initial condition or with
additionally introduced hydrogen) were carried out at a temperature of
450C, stretched with a constant force up to fracture under creep condi-
tions. The work examines the localization of deformations (formation of
the neck) in the sample during high-temperature creep and the effect of
excessive hydrogen content in the crystal lattice on the features of the
formation of the neck.

Keywords: creep, experiment, strain localization, titanium, hydrogenation

Èçâåñòíî, ÷òî íàâîäîðàæèâàíèå òèòàíîâûõ ìàòåðèàëîâ øèðîêî èñïîëü-
çóåòñÿ â ïðîìûøëåííîñòè äëÿ ñíèæåíèÿ òðóäîçàòðàò ïðè äåôîðìèðîâà-
íèè çàãîòîâîê. Âîïðîñó îáðàçîâàíèÿ ëîêàëèçàöèè äåôîðìàöèé ïîñâÿùåíî
ìíîæåñòâî ðàáîò, îäíàêî, âî-ïåðâûõ, áåç äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ øåéêè, à âî-
âòîðûõ, áåç âëèÿíèÿ âîäîðîäà.

Â äàííîì èññëåäîâàíèè èñïîëüçîâàëèñü òèòàíîâûå îáðàçöû ÂÒ-6, èçãî-
òîâëåííûå èç ïðîêàòíîãî ëèñòà, â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè è ñ äîïîëíèòåëüíî
âíåäðåííîì âîäîðîäîì. Íàâîäîðàæèâàíèå ïðîèçâîäèëîñü òåðìîäèôôóçè-
îííûì ñïîñîáîì â àïïàðàòóðå Ñèâåðòñà äî ñîäåðæàíèÿ âîäîðîäà 𝐶𝐻 0.1%,
0.28% è 0.6% ïî ìàññå îáðàçöà. Ðàñòÿæåíèå îáðàçöîâ ïðîèçâîäèëîñü ïðè

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке гранта Президента Россий-
ской Федерации МК-4321.2018.1.
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ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå 450Ñ äî ðàçðóøåíèÿ ñ äëèòåëüíîñòüþ èñïûòàíèÿ
îò íåñêîëüêèõ ÷àñîâ äî ÷åòûðåõ íåäåëü.

Èç ýêñïåðèìåíòîâ ïîëó÷åíû âðåìåíà äî ðàçðóøåíèÿ, âðåìåíà ëîêàëè-
çàöèè äåôîðìàöèé, ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå
îáðàçöà âî âðåìåíè, ôîðìîèçìåíåíèå øåéêè â ïðîöåññå ýâîëþöèè è äð. Áû-
ëî ïðîâåäåíî ìåòàëëîãðàôè÷åñêîå èññëåäîâàíèå è èññëåäîâàí ôàçîâûé ñî-
ñòàâ. Âûÿñíåíî âëèÿíèå âîäîðîäà íà äëèòåëüíóþ ïðî÷íîñòü, ìåõàíè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè è ôàçîâûé ñîñòàâ.

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî âèäåòü, ÷òî âîäîðîä
ñóùåñòâåííî ñíèæàåò âðåìÿ äî ðàçðóøåíèÿ òåì áîëüøå, ÷åì êîíöåíòðàöèÿ
âîäîðîäà â îáðàçöå âûøå. Ïîä äåéñòâèåì èçáûòî÷íîãî ñîäåðæàíèÿ âîäîðî-
äà â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå îòíîñèòåëüíîå âðåìÿ ëîêàëèçàöèè òàê æå
ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåòñÿ. Âðåìÿ ëîêàëèçàöèè äëÿ 𝐶𝐻 = 0% â ñðåäíåì ïî
òðåì ýêñïåðèìåíòàì ñîñòàâëÿåò 83% îò âðåìåíè äî ðàçðóøåíèÿ, äëÿ ýêñïå-
ðèìåíòà ñ 𝐶𝐻 = 0.1% ñîñòàâëÿåò 48%, à äëÿ ýêñïåðèìåíòà ñ 𝐶𝐻 = 0.28%
ñîñòàâèëî âñåãî 36%.

Òàêèì îáðàçîì, âîäîðîä, âíåäðåííûé â ñòðóêòóðó òèòàíîâîãî ñïëàâà
ÂÒ-6, çíà÷èòåëüíî ñíèæàåò âðåìÿ îäíîðîäíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è ïðèâî-
äèò ê êðàéíå ðàííåìó îáðàçîâàíèþ ëîêàëèçàöèè äåôîðìàöèé, ïðè êîòîðîì
äåôîðìèðîâàíèå ïðîèñõîäèò â îñíîâíîì òîëüêî â çîíå ëîêàëèçàöèè, ÷òî ïðè
îáðàáîòêè òèòàíîâîãî ñïëàâà ñ ââåäåííûì âîäîðîäîì äëÿ ñíèæåíèÿ óñèëèé
ôîðìîèçìåíåíèÿ, ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñèëüíî íåðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ äåôîðìàöèé ïî ìàòåðèàëó.

ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ИДЕНТИФИКАЦИИ РОЛИ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ФАКТОРОВ В ПРОЦЕССАХ

ФОРМИРОВАНИЯ ТОРНАДО
С.А. Маслов, В.Л. Натяганов

sergm90@mail.ru, tenzor-home@yandex.ru

УДК 532.5,537.3,551.5

Рассматриваются триггерные факторы электромагнитной природы и
анализируется их относительная роль в процессах формирования тор-
надо из грозовых облаков. Показано, что основными факторами явля-
ются сильные возмущения атмосферного электрического поля и эф-
фект гигантской диэлектрической проницаемости суспензии сфериче-
ских капель с поверхностным зарядом двойного электрического слоя
при перезарядке грозового облака из дипольного в трипольное.

Ключевые слова: атмосферное электрическое поле, грозовое облако,
двойной электрический слой, торнадо, эффект гигантской диэлектри-
ческой проницаемости
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Inverse problems of identifying electromagnetic factors role in
tornado formation processes

The report considers trigger factors with electromagnetic nature and an-
alyzes their relative role in the processes of forming tornadoes from thun-
derclouds. It is shown that the main factors are strong atmospheric elec-
tric field perturbations and giant dielectric permittivity effect of spheri-
cal drops suspension with surface double electric layer charge during the
thundercloud recharge from dipole to tripole one.

Keywords: atmospheric electric field, thundercloud, double electric layer,
tornado, giant dielectric permittivity effect

Íà îñíîâå àíàëèçà ìíîãî÷èñëåííûõ íàòóðíûõ íàáëþäåíèé [1] çà ñïå-
öèôèêîé ôîðìèðîâàíèÿ òîðíàäî èç íèæíåé ÷àñòè îáû÷íî âðàùàþùèõñÿ
ãðîçîâûõ îáëàêîâ èëè òîðíàäî-öèêëîíîâ (ÒÖ) â [2, 3] áûë ñäåëàí âûâîä
î âàæíîé ðîëè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ôàêòîðîâ â ïðîöåññàõ ãåíåðàöèè ýòèõ
ìîùíûõ àòìîñôåðíûõ âèõðåé. Ê îñíîâíûì òàêèì ôàêòîðàì îòíîñÿòñÿ òî-
ïîëîãè÷åñêèé âèä è âåëè÷èíà âîçìóùåíèé àòìîñôåðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ (ÀÝÏ) è ìàëîèçâåñòíûé ýôôåêò ãèãàíòñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-
öàåìîñòè (ÝÃÄÏ) ñóñïåíçèè ñôåðè÷åñêèõ êàïåëü ñ ïîâåðõíîñòíûì çàðÿäîì
òîíêîãî äâîéíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ (ÄÝÑ).

Íàèáîëåå ÿâíî ÝÃÄÏ ïðîÿâëÿåòñÿ âíèçó öåíòðàëüíîé ÷àñòè ãðîçîâîãî
îáëàêà ïðè åãî ïåðåçàðÿäêå èç äèïîëüíîãî â òðèïîëüíîå, ÷òî ïðèâîäèò ê
ðåçêîìó ïîíèæåíèþ ýëåêòðîãèäðîäèíàìè÷åñêîãî (ÝÃÄ) äàâëåíèÿ è ñïîñîá-
ñòâóåò îáðàçîâàíèþ âîðîíêè òîðíàäî. Ïðîöåññ ïåðåçàðÿäêè ãðîçîâîãî îáëà-
êà îïèñûâàåòñÿ ïðåäëîæåííîé â [3] äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìóëîé

�̂�(𝑟) =
𝐸𝑧(𝑟)

𝐸0
=

(4𝑟)4 + 𝛽

(4𝑟)4 + 1

[︀
𝑁 exp(−𝑟2) − 1

]︀
, (1)

ãäå 𝐸0 ∼ 100 Â/ì � íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ÿñíîé ïîãîäû, 𝑟 � áåçðàçìåðíîå
ðàññòîÿíèå äî îñè îáëàêà, ïàðàìåòð 𝛽 îòâå÷àåò çà òîïîëîãèþ, à áîëüøîé
ïàðàìåòð 𝑁 ≫ 1 � çà âåëè÷èíó âîçìóùåíèé ÀÝÏ.

Ñïåöèôèêà ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ âîðîíêè òîðíàäî èç ÒÖ îïèñûâàåò-
ñÿ ñèñòåìîé ÝÃÄ óðàâíåíèé [4, 5]{︃

𝜌 (𝜕u/𝜕𝑡+ (u∇)u) = −∇𝑝𝑒 + 𝜇∆u + 𝜌𝑒E, divu = 0,

𝑝𝑒 = 𝑝− 𝜀0(𝜀− 1)𝐸2/2, div (𝜀𝜀0E) = 𝜌𝑒, rotE = 0,
(2)

ãäå ïðèíÿòû ñòàíäàðòíûå äëÿ ãèäðîäèíàìèêè îáîçíà÷åíèÿ, à ÷åðåç 𝜌𝑒, 𝑝𝑒,
𝜀, E îáîçíà÷åíû ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, ÝÃÄ-äàâëåíèå, äèýëåê-
òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Åñëè â ôîðìóëó äëÿ ÝÃÄ-äàâëåíèÿ â (2) ïîäñòàâèòü âîçìóùåíèÿ ÀÝÏ
èç (1) ïðè 𝑁 ∼ 103�104, à äëÿ 𝜀 èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå ýôôåêòèâíîãî
çíà÷åíèÿ 𝜀𝑒 ñ ó÷åòîì ÝÃÄÏ

𝜀𝑒 ≈ 𝜀0
𝑐 (𝜀Σ − 1) [uΣ ×BΣ]

∇⟨𝜙*⟩ − 𝑐∇⟨𝜙⟩ + 𝑐∇⟨𝜙1⟩
∼ 𝑐(𝜀Σ − 1)𝑓 · 𝑎

𝑑
≫ 1, (3)
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òî âíèçó ÒÖ äàâëåíèå óïàäåò íà 3�7% îò àòìîñôåðíîãî, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ ïðè-
÷èíîé ðåàëèçàöèè íåóñòîé÷èâîñòè Ðýëåÿ-Òåéëîðà â âèäå ñòðóéíîãî íèçîâîãî
ïðîðûâà [3] èëè âîðîíêè òîðíàäî. Â ôîðìóëå (3) èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ: 𝑎 � ðàçìåðíûé ðàäèóñ êàïåëü, 𝑐 � îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ
êàïåëü â ãðîçîâîì îáëàêå, 𝑑 � òîëùèíà òîíêîãî (𝑑≪ 𝑎) ÄÝÑ íà ïîâåðõíî-
ñòè êàïåëü, B � èíäóêöèÿ ãåíåðèðóåìîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, 𝑓 � äîñòàòî÷íî
ãðîìîçäêîå âûðàæåíèå, çàâèñÿùåå îò ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (âÿçêîñòè
è ýëåêòðîïðîâîäíîñòè ñðåäû âíóòðè è âíå êàïåëü, çàðÿäà ÄÝÑ, íàïðÿæåí-
íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ò.ä.), íèæíèé èíäåêñ Σ ñîîòâåòñòâóåò ïîâåðõ-
íîñòíûì çíà÷åíèÿì âåëè÷èí, à âåðõíÿÿ ÷åðòà íàä ÷ëåíàìè â çíàìåíàòåëå
îçíà÷àåò îñðåäíåíèå ãðàäèåíòîâ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïî îáúåìó åäè-
íè÷íîãî øàðà.

Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ÝÃÄÏ îñíîâàíî íà ýëåêòðîìàãíèòíîì îáîá-
ùåíèè [6] çàäà÷è îá ýëåêòðîêàïèëëÿðíîì äðåéôå [7] ïðîâîäÿùåé êàïëè ñ
òîíêèì ÄÝÑ íà åå ïîâåðõíîñòè â äðóãîé âÿçêîé æèäêîñòè ïðè íàëè÷èè
âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì ñèñòåìà (2) ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ïðèáëèæåíèè Ñòîêñà ñ äîáàâëåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ýëåêòðè÷åñêèõ
ïîòåíöèàëîâ 𝜙 è 𝜙1 âíå è âíóòðè êàïëè.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ [6] â êëàññå îáîáùåííûõ ôóíêöèé òàêîé îáîáùåí-
íîé çàäà÷è Â.Ã. Ëåâè÷à [7] ìåòîäîì îñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ âîçìîæíûõ
êîíôèãóðàöèé âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîé ñóñïåíçèè òàêèõ êà-
ïåëü ñ îáúåìíîé êîíöåíòðàöèåé 𝑐 < 0, 2. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà îñðåäíåííûõ
ÝÃÄ-óðàâíåíèé â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ðåøàåòñÿ â òðåõ îáëàñòÿõ ïðî-
ñòðàíñòâà: âíóòðè ïðîáíîé (öåíòðàëüíîé) êàïëè ïðè 𝑅 < 1, â ïðîìåæó-
òî÷íîì ñôåðè÷åñêîì ñëîå 1 < 𝑅 < 2 îáòåêàþùåé æèäêîñòè è ïðè 𝑅 > 2 âî
âíåøíåé îáëàñòè ýôôåêòèâíîé ñðåäû, ãäå íàõîäÿòñÿ öåíòðû äðóãèõ êàïåëü,
âîçäåéñòâèå êîòîðûõ íà òå÷åíèå ìîäåëèðóåòñÿ íàáîðîì ìóëüòèïîëåé.

Äëÿ ðàñ÷åòà 𝜀𝑒 ïî ôîðìóëå (3) ñ ó÷åòîì ÝÃÄÏ íàèáîëåå âàæíûì ÿâëÿ-
åòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà

∆⟨𝜙⟩ = 3𝑐𝛽

[︂
𝑑𝑔

𝑑𝑅
+ 𝑔(2)𝛿(𝑅− 2)

]︂
cos 𝜃, (4)

ãäå óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò îïåðàöèþ îñðåäíåíèÿ, à 𝑔(𝑅) ÿâëÿåòñÿ áè-
íàðíîé êîððåëÿòèâíîé ôóíêöèåé, òåðïÿùåé ðàçðûâ òèïà îäíîìåðíîé 𝛿-
ôóíêöèè ïðè 𝑅 = 2.

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) â òðåõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà èìåþò âèä

𝑅 < 1 : ⟨𝜙1⟩ = 𝛼1𝑅 cos 𝜃 + 𝐶1, 1 < 𝑅 < 2 : ⟨𝜙⟩ =

(︂
𝛼𝑅+

𝛽

𝑅2

)︂
cos 𝜃 + 𝐶2,

𝑅 > 2 : ⟨𝜙*⟩ =

(︃
𝛼*𝑅+

𝛽*

𝑅2
+ 3𝑐

𝛽

𝑅2

∫︁ 𝑅

2

𝑅2 [𝑔(𝑅) − 1] 𝑑𝑅

)︃
cos 𝜃 + 𝐶3,

ãäå ïîñòîÿííûå 𝛼1, 𝛼, 𝛼
*, 𝛽, 𝛽* (÷åðåç êîòîðûå â êîíå÷íîì èòîãå è âûðàæàåò-

ñÿ 𝜀𝑒 ïî ôîðìóëå (3) ñ ó÷åòîì ÝÃÄÏ) îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
äëÿ ïîëíîé ñèñòåìû îñðåäíåííûõ ÝÃÄ-óðàâíåíèé, à ðàçíîñòü |𝐶1 − 𝐶2| çà-
äàåò ñêà÷îê ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïîïåðåê ÄÝÑ.
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Ïðîöåäóðà âûâîäà ôîðìóëû (3) äëÿ 𝜀𝑒 àíàëîãè÷íà ðàñ÷åòó ýôôåêòèâíîé
ýëåêòðîïðîâîäíîñòè ñóñïåíçèè êàïåëü ñ ÄÝÑ [8] ïðè èõ ýëåêòðîêàïèëëÿð-
íîì äðåéôå âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ÝÃÄÏ ìîæåò ïðîÿâëÿòü ñåáÿ âáëèçè ïîäñòèëàþ-
ùåé ìîðñêîé ïîâåðõíîñòè ïîä öåíòðîì ãðîçîâîãî îáëàêà, ãäå âîçìóùåíèÿ
ÀÝÏ íàèáîëåå ñèëüíûå, à êîíöåíòðàöèÿ ìèêðîêàïåëü âîäû äîñòàòî÷íî âû-
ñîêàÿ çà ñ÷åò áðûçãîîáðàçîâàíèÿ è îáðóøåíèÿ âîëí. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé
îáëàñòè òàêæå ïàäàåò ýôôåêòèâíîå äàâëåíèå, ÷òî ìîæåò ïðèâîäèòü ê îáðà-
çîâàíèþ êàñêàäà èç áðûçã è ïåíû íàä íåóñòîé÷èâûì õîëìîì ïðèïîäíÿòîé
âîäû, äâèæóùåãîñÿ âñëåä çà îáëàêîì. Â ðÿäå ñëó÷àåâ êàñêàä ôîðìèðóåòñÿ
ïîä òîðöîì îïóñêàþùåéñÿ âîðîíêè åùå äî åå êàñàíèÿ ñ ïîäñòèëàþùåé ïî-
âåðõíîñòüþ; ýòîò ôàêò áûë èçâåñòåí åùå Ì.Â. Ëîìîíîñîâó è À. Ïóàíêàðå,
à òàêæå îïèñàí â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè Ä.Â. Íàëèâêèíà [1].
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Предлагается новая формализация задачи калибровки блока ньюто-
нометров. В рамках этой формализации задача калибровки сводится
к анализу некоторых специальных негладких вариационных задач.
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Justification of the scalarization method

A new formalization for the accelerometer unit calibration problem is
proposed. In the frame of this formalization the accelerometer unit cali-
bration problem reduces to the analysis of special nonsmooth variational
problems. The relationship of the solutions of these problems justifies the
scalarization method.

Keywords: accelerometer unit calibration, scalarization method, nons-
mooth variational problems

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ãàðàíòèðóþùåãî ïîäõîäà ê îöåíèâàíèþ â àïðèîðíîé
ïîñòàíîâêå [1-3] çàäà÷à êàëèáðîâêè áëîêà íüþòîíîìåòðîâ [4] ñâîäèòñÿ ê ðå-
øåíèþ ñëåäóþùåé íåãëàäêîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è, â êîòîðîé 𝑛 îçíà÷àåò
ïðîèçâîëüíûé âåêòîð íà åäèíè÷íîé ñôåðå 𝑆 â R3, à èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ
ïî ñôåðå.

Ç à ä à ÷ à 1.

inf
Φ,Ψ

𝜎

∫︁ 3∑︁
𝑖=1

|Φ𝑖(𝑛)| 𝑑𝑆 + 𝜇

∫︁ 3∑︁
𝑖=1

|Ψ𝑖(𝑛)| 𝑑𝑆

ïðè óñëîâèÿõ ∫︁ (︂
𝑛⊗ Φ(𝑛)

Φ(𝑛)

)︂
𝑑𝑆 = 𝑎, Ψ(𝑛) = �̂�Φ(𝑛),

ãäå �̂� � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåêòîðó 𝑛,
Φ,Ψ: 𝑆 → R3, à ⊗ îçíà÷àåò êðîíåêåðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö.

Â çàäà÷å êàëèáðîâêè 𝑎 = 𝑒(𝜈), ãäå 𝑒(𝜈) � îäèí èç åäèíè÷íûõ êîîðäè-
íàòíûõ îðòîâ èç R12 ñ åäèíèöåé íà 𝜈-òîì ìåñòå (÷òî ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå
îøèáîê ìàñøòàáíûõ êîýôôèöèåíòîâ è ñèñòåìàòè÷åñêèõ ñìåùåíèé áëîêà
íüþòîíîìåòðîâ) èëè 𝑎 = 𝑒(2) + 𝑒(4), 𝑎 = 𝑒(3) + 𝑒(7), 𝑎 = 𝑒(6) + 𝑒(8) (÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò îöåíêå âçàèìíûõ ïåðåêîñîâ îñåé ÷óâñòâèòåëüíîñòè íüþòîíîìåò-
ðîâ). Èçâåñòíûé êîýôôèöèåíò 𝜎 õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó îøèáêè èçìåðå-
íèé ïîêàçàíèé íüþòîíîìåòðîâ, à 𝜇 � íåòî÷íîñòü â çíàíèè óãëîâ îðèåíòàöèè
áëîêà.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñêàëÿðèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêè ñîîòâåòñòâóåò ââåäå-
íèþ äîïîëíèòåëüíîé ñâÿçè: Φ(𝑛) = 𝑛𝜒(𝑛), ãäå 𝜒 : 𝑆 → R1. Òîãäà èñõîäíàÿ
âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé óïðîùåííûé âèä.

Ç à ä à ÷ à 2.

inf
𝜒

𝜎

∫︁
( |𝑛1|+|𝑛2|+|𝑛3| ) |𝜒(𝑛)| 𝑑𝑆

ïðè óñëîâèè ∫︁ (︂
𝑛⊗ 𝑛𝜒(𝑛)
𝜒(𝑛)

)︂
𝑑𝑆 = 𝑎. (1)

×àñòî çàäà÷ó 2 ôîðìóëèðóþò åùå áîëåå óïðîùåííî: âåëè÷èíó |𝑛1|+|𝑛2|+
|𝑛3| çàìåíÿþò íà åå îöåíêó ñâåðõó

√
3.
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Ç à ä à ÷ à 3.

inf
𝜒

√
3𝜎

∫︁
|𝜒(𝑛)| 𝑑𝑆 ïðè óñëîâèè (1).

Теорема 1. Решения задач 2 и 3 совпадают и единственны.

Теорема 2. При 𝜇 > (
√

2 − 1)𝜎 для всех рассматриваемых 𝑎 соот-
ветствующие решения задачи 1 единственны и имеют вид Φ(𝑛) = 𝑛𝜒(𝑛),
Ψ(𝑛) = 0, где 𝜒(𝑛) есть решение задачи 2.
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Íà îñíîâå ïðèíöèïà ðàâíîïðî÷íîñòè è ìèíèìèçàöèè êîýôôèöèåíòîâ èí-
òåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ïðîâåäåí òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ïî îïðåäåëåíèþ
îïòèìàëüíîãî íàòÿãà äëÿ ïîñàäêè óïðóãèõ âîëîêîí â äâîÿêîïåðèîäè÷åñêóþ
ñèñòåìó îòâåðñòèé èçîòðîïíîãî óïðóãîãî ñâÿçóþùåãî. Ñâÿçóþùåå êîìïîçè-
òà îñëàáëåíî äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé ïðÿìîëèíåéíûõ òðåùèí.

Ïðåäëîæåí êðèòåðèé è ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî ïðåäîòâðàùåíèþ ðàç-
ðóøåíèÿ êîìïîçèòà, àðìèðîâàííîãî îäíîïðàâëåííûìè âîëîêíàìè. Ïîñòðî-
åíà çàìêíóòàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü
ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ñîñòàâíîãî òåëà (êîìïîçèòà)
â çàâèñèìîñòè îò ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñâÿçóþùå-
ãî è âîëîêíà. Íàéäåííûé íàòÿã îáåñïå÷èâàåò ïîâûøåíèå íåñóùåé ñïîñîá-
íîñòè êîìïîçèòà.

Мирсалимов Вагиф Мирахмедович, д.ф.-м.н., профессор, Азербайджанский техни-
ческий университет (Баку, Азербайджан)
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Описан процесс генерации магнитного поля в рамках модели дина-
мо в торе, играющей важную роль при исследовании процессов, про-
исходящих во внешних кольцах галактик и других астрофизических
задачах. Кроме того, изучена возможность влияния магнитного поля
на турбулентные движения среды, построены спектры для различных
компонент скорости.

Ключевые слова: динамо, магнитное поле, турбулентность

Some mathematical reasonings Some mathematical reasonings
Some mathematical reasonings

The process of the magnetic field generation is described using torus dy-
namo model, which is quite important for studying processes, taking place
in the outer rings of galaxies and other astrophysical problems. Also the
possibility of the magnetic field influence on the turbulent motions of the
medium, the spectra for the components of the velocity components.

Keywords: dynamo, magnetic field, turbulence

Ãåíåðàöèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé â ðàçëè÷íûõ àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòàõ
(òàêèõ êàê ãàëàêòèêè, çâåçäû è ò.ä.) îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåõàíèçìà
äèíàìî [1]. Êàê ïðàâèëî, îí îñíîâàí íà ñîâìåñòíî äåéñòâèè àëüôà-ýôôåêòà
è äèôôåðåíöèàëüíîãî âðàùåíèÿ [2]. Ýâîëþöèÿ êðóïíîìàñøòàáíîãî ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Øòååíáåêà � Êðàóçå � Ðýäëå-
ðà. Îíî äîñòàòî÷íî ñëîæíî äëÿ ðåøåíèÿ â ÿâíîì âèäå, ïîýòîìó èñïîëüçó-
þòñÿ ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ.

Äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ìàãíèòíûõ ïîëåé â òàêèõ
îáúåêòàõ, êàê âíåøíèå êîëüöà ãàëàêòèê. Ðàíåå áûëà ïîêàçàíà ïðèíöèïè-
àëüíàÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ â íèõ ìàãíèòíûõ ïîëåé [3]. Äîñòàòî÷íî
ðàçóìíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èõ îïèñàíèÿ ìîäåëü äèíàìî â òîðå . Îíà èñïîëü-
çóåò ïðåäïîëîæåíèå îá îñåâîé ñèììåòðèè çàäà÷è, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåøàòü
óðàâíåíèÿ äëÿ òîðîèäàëüíîé êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ è òîðîèäàëüíîé
÷àñòè åãî âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Áûëè ïîëó÷åíû õàðàêòåðíûå ðåøåíèÿ
äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à òàêæå âû÷èñëåíî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå äèíàìî-
÷èñëà (äèíàìî � ïîðîãîâûé ýôôåêò, è ðîñò ìàãíèòíîãî ïîëÿ âîçìîæåí ëèøü
ïðè îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó ïàðàìåòðàìè). Ïðîäåìîíñòðèðîâà-
íî, ÷òî â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ìàãíèòíûõ ïîëåé êàê
êâàäðóïîëüíîé, òàê è äèïîëüíîé ñèììåòðèè [4].
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Ìàãíèòíûå ïîëÿ òàêæå âëèÿþò íà äâèæåíèå ïðîâîäÿùåé ñðåäû, ïîýòî-
ìó âàæíî áûëî èçó÷èòü, êàê ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð òóðáóëåíòíîñòè ïîä äåé-
ñòâèåì ãåíåðèðóåìîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ðåøàëèñü óðàâíåíèÿ
Íàâüå � Ñòîêñà ñ ó÷åòîì ëîðåíöåâîé ñèëû, ñâÿçàííîé ñ ìàãíèòíûì ïîëåì,
îïèñàííûì âûøå. Çàäà÷à ðåøàëàñü ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíûõ ìå-
òîäîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð òóðáóëåíòíûõ äâèæåíèé çàìåòíî èçìåíÿåòñÿ
ïîä äåéñòâèåì ìàãíèòíûõ ïîëåé [5].

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûå ìîäåëè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íå òîëüêî
äëÿ âíåøíèõ êîëåö ãàëàêòèê, íî è äëÿ äðóãèõ àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ.
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Предлагается аналитический подход к исследованию некоторых задач
механики и управления, описываемых линейными нестационарными
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решить ряд задач управления движением космических аппаратов.

Ключевые слова: линейные нестационарные системы, системы с
управлением и наблюдением, приводимость

Морозов Виктор Михайлович, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Viktor Morozov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)

Каленова Вера Ильинична, к.ф.-м.н., старший научный сотрудник, МГУ имени
М.В. Ломоносова (Москва, Россия); Vera Kalenova (Lomonosov Moscow State University,
Moscow, Russia)



740 “Современные проблемы математики и механики”

Some new classes of linear time-varying dynamic systems with
control and measurements.

An analytical approach to the study of some control problems described by
linear time-varying systems of a special class is proposed. The approach
is based on transformation of these systems to time-invariant ones. The
proposed method made it possible to solve a number of spacecraft motion
control problems.

Keywords: linear time-varying systems, systems with control and mea-
surements, transformability

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìíîãèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïîñëå ëèíåàðèçàöèè â
îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ìàòðè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé êàê îäíîðîäíûõ, òàê è ñîäåðæàùèõ óïðàâëåíèå è èçìåðåíèÿ. Âàæíûì
êëàññîì ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì (ËÍÑ) ÿâëÿþòñÿ ïðèâîäèìûå
ñèñòåìû. Ïîíÿòèå ïðèâîäèìîé ñèñòåìû áûëî âïåðâûå ââåäåíî À.Ì. Ëÿïó-
íîâûì â ñâÿçè ñ çàäà÷åé îá óñòîé÷èâîñòè îäíîðîäíûõ ËÍÑ [1]. Àâòîðàìè
äîêëàäà ýòî ïîíÿòèå áûëî ðàñïðîñòðàíåíî íà ËÍÑ ñ óïðàâëåíèåì è íàáëþ-
äåíèåì è ðàçðàáîòàíû îñíîâû îðèãèíàëüíîé òåîðèè ïðèâîäèìûõ ìíîãîìåð-
íûõ ËÍÑ [2,3].
Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû íîâûå êëàññû ïðèâîäèìûõ ËÍÑ êàê îäíîðîäíûõ,
òàê è ñîäåðæàùèõ óïðàâëåíè è èçìåðåíèÿ. ËÍÑ ýòèõ êëàññîâ äîïóñêàþò èõ
ïðèâåäåíèÿ ïóò¼ì êîíñòðóêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ñòàöèîíàðíûì ñèñòå-
ìàì áîëüøåãî ïîðÿäêà, ÷åì èñõîäíàÿ ñèñòåìà. Êëàññ ïðèâîäèìûõ îäíîðîä-
íûõ ËÍÑ òåñíî ñâÿçàí ñ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ êâàäðàòè÷íûì
êðèòåðèåì êà÷åñòâà [4].
Ñâîéñòâî ïðèâîäèìîñòè îòêðûâàåò âîçìîæíîñòè äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî àíà-
ëèçà óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè è ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèò-
ìîâ óïðàâëåíèÿ è îöåíèâàíèÿ, îñíîâàííûõ íà ïðèâåä¼ííûõ ñòàöèîíàðíûõ
ñèñòåìàõ.
Îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñòðîåííîå
óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû, ðàçìåð-
íîñòü êîòîðîé áîëüøå ðàçìåðíîñòè èñõîäíîé ñè-ñòåìû. Ïîýòîìó äëÿ ââåäå-
íèÿ óïðàâëåíèÿ â èñõîäíóþ ñèñòåìó ñëåäóåò äîïîëíèòü èñõîäíûå ïåðåìåí-
íûå íåêîòîðûìè äðóãèìè ïåðåìåííûìè òàê, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå îò ïåðåìåííûõ ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ê ïåðåìåííûì, ñîäåð-
æàùèì èñõîäíûå ïåðåìåííûå. Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ïðèìåíÿëàñü äëÿ
ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ ìåõàíèêè: óïðàâëåíèå äâèæåíèåì êîñìè÷åñêèõ àïïà-
ðàòîâ ïðè ïîìîùè ñîëíå÷íîãî ïàðóñà â îêðåñòíîñòè êîëëèíåàðíîé òî÷êè
ëèáðàöèè ïëîñêîé îãðàíè÷åííîé êðóãîâîé çàäà÷è òðåõ òåë [5]; ñòàáèëèçà-
öèÿ ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ñïóòíèêà ïðè ïîìîùè ìàãíèò-
íûõ ìîìåíòîâ, êîòîðûå ôîðìèðóþòñÿ ñèëàìè âçàèìîäåéñòâèÿ ìàãíèòíûõ
êàòóøåê, óñòàíîâëåííûõ íà ñïóòíèêå, ñ ìàãíèòíûì ïîëåì Çåìëè [6]; çàäà÷à
êàëèáðîâêè áåñêàðäàííîé èíåðöèàëüíîé íàâèãàöèîííîé ñèñòåìû íà ïîâî-
ðîòíîì ñòåíäå, ñîâåðøàþùåì ïðîãðàììíûå âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ [7].
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В работе проведена классификация дефектов стержня с условиями
свободного закрепления. Численно, экспериментально и теоретически
исследовано влияние дефектов на спектры собственных частот и фор-
мы колебаний в зависимости от основных параметров, характеризую-
щих дефект.
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Influence of defects on the spectra of natural frequencies and
on the mode shapes of the rod

In this paper, the classification of defects of a rod with free ends is pro-
posed. The effect of defects on the eigenfrequencies and the eigenforms
depending on the basic parameters characterizing the defect is studied
numerically, experimentally and theoretically.
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Ðàññìîòðèì ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ, ñîáñòâåí-
íûå ÷àñòîòû è ôîðìû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑝(𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥

)︂
+ 𝜆𝑟(𝑥)𝑢 = 0, 𝑢′(0) = 𝑢′(1) = 0.

Çäåñü ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî äëèíà ñòåðæíÿ ðàâíà 1. Ââåäåì êëàññèôèêàöèþ
äåôåêòîâ.
1) Äåôåêò ìàññû: 𝑝(𝑥) = 1, 𝑟(𝑥) = 1 + 𝜇(𝑥). Â äàëüíåéøåì 𝜇 > 0 (ëåãêî
ðåàëèçîâàòü â ýêñïåðèìåíòå).
2) Äåôåêò óïðóãîñòè: 𝑝(𝑥) = 1 + 𝜇(𝑥), 𝑟(𝑥) = 1. Ïðè 𝜇(𝑥) > 0 ëîêàëüíî óâå-
ëè÷èâàåòñÿ ìîäóëü Þíãà, ïðè 𝜇 < 0 ëîêàëüíî óìåíüøàåòñÿ ìîäóëü Þíãà.
3) Äåôåêò ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ: 𝑝(𝑥) = 1 + 𝑆(𝑥), 𝑟(𝑥) = 1 + 𝑆(𝑥), 𝑆(𝑥) ≶ 0,
îäíàêî 1 + 𝑆 > 0.

Âûáîð êðàåâûõ óñëîâèé 𝑢′(0) = 𝑢′(1) = 0 îáóñëîâëåí òåì, ÷òî îíè ëåãêî
ðåàëèçóþòñÿ â ýêñïåðèìåíòå, à òàêæå òåì, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàêñèìàëü-
íàÿ äîáðîòíîñòü ñòåðæíÿ. Â ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ äîáðîòíîñòü íà
îñíîâíîé ÷àñòîòå ñîñòàâëÿëà 3000−5000. Ïðè âûñîêîé äîáðîòíîñòè êîëåáà-
òåëüíîé ñèñòåìû âîçìîæíî çàôèêñèðîâàòü ìàëûå èçìåíåíèÿ ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò, âûçâàííûå ìàëûìè äåôåêòàìè.

Ëîêàëüíûå äåôåêòû ìîäåëèðîâàëèñü ôóíêöèÿìè

𝜇(𝑥) =
𝑎𝑐

𝑎2 + (𝑥− 𝑏)2
.

Çäåñü 𝑎 = 0.01 � øèðèíà äåôåêòà, 𝑏 � ñåðåäèíà äåôåêòà, 𝑐 � èíòåíñèâíîñòü
äåôåêòà. Åñëè èìåþòñÿ íåñêîëüêî äåôåêòîâ, òî

𝜇(𝑥) =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑎𝑐𝑖
𝑎2 + (𝑥− 𝑏𝑖)2

.

Áûëè âû÷èñëåíû ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äëÿ âñåõ òðåõ âèäîâ äåôåêòîâ (ìàñ-
ñû, óïðóãîñòè, ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ) ìåòîäîì óñêîðåííîé ñõîäèìîñòè [1], è
ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îò ïàðàìåòðîâ
äåôåêòîâ, à òàêæå ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èçìåðåíèÿ ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò ñòåðæíåé áåç äåôåêòîâ è ñòåðæíåé ñ äåôåêòàìè. Íàëè÷èå äåôåêòîâ
êðîìå èçìåíåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïîäòâåðæäàåòñÿ õàðàêòåðíûìè îñî-
áåííîñòÿìè ïðîèçâîäíûõ ñîáñòâåííûõ ôîðì, êîòîðûå ïðÿìî óêàçûâàþò íà
ïîëîæåíèå äåôåêòîâ.

Òåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæäåíî ñ ïîìîùüþ ðåçîíàíñ-
íîãî ìåòîäà ñëåäóþùåå:
1. Âñå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû óìåíüøàþòñÿ ïðè íàëè÷èè ïîëîæèòåëüíîãî äå-
ôåêòà ìàññû.
2. Êàæäàÿ èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùåé ôóíêöèåé ïî-
ëîæåíèÿ ñåðåäèíû äåôåêòà. Ïåðèîä îñöèëëÿöèé îïðåäåëÿåòñÿ íîìåðîì ñîá-
ñòâåííîé ôóíêöèè.
3. Åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî äåôåêòîâ ìàññû, òî íàáëþäàåòñÿ èíòåðôåðåíöèÿ
óêàçàííûõ âûøå îñöèëëÿöèé.
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4. Åñëè 𝑚, ìàññà äåôåêòà, ðàçìåùàåòñÿ íà ñâîáîäíîì êîíöå ñòåðæíÿ (èëè
â ïó÷íîñòè ôîðìû), òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

𝑚 = 𝑀 · 𝑓𝑚 − 𝑓𝑛
𝑓𝑛

,

ãäå 𝑀 ≫ 𝑚, 𝑀 � ìàññà ñòåðæíÿ, 𝑓𝑛 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ñòåðæíÿ áåç
äåôåêòà, 𝑓𝑛 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ñòåðæíÿ ñ äåôåêòîì.
5. Ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ äåôåêòîâ ìàññû íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò ðàçäå-
ëåíèÿ ôîðì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé äëÿ ÷àñòîò 𝑓𝑛, 𝑛 > 10. Ýòî ðåçóëüòàò
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Äëÿ äåôåêòîâ óïðóãîñòè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:
1. Âñå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè íàëè÷èè ïîëîæèòåëüíîãî
äåôåêòà óïðóãîñòè.
2. Êàæäàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùåé ôóíêöèåé ïîëî-
æåíèÿ ñåðåäèíû äåôåêòà. Ïåðèîä îñöèëëÿöèé îïðåäåëÿåòñÿ íîìåðîì ñîá-
ñòâåííîé ÷àñòîòû.
3. Åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî äåôåêòîâ óïðóãîñòè, òî íàáëþäàåòñÿ èíòåðôå-
ðåíöèÿ óêàçàííûõ âûøå îñöèëëÿöèé.
4. Åñëè ïîìåñòèòü îäèí äåôåêò óïðóãîñòè â óçëîâóþ òî÷êó ñîáñòâåííîé
ôîðìû, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ìîäóëü Þíãà â îêðåñòíîñòè óçëîâîé òî÷êè,
èçìåðèâ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äî è ïîñëå íàíåñåíèÿ äåôåêòîâ

𝐸1(𝑏) = 𝐸0
𝑙

𝛿

𝑓𝑛 − 𝑓𝑛
𝑓𝑛

.

Çäåñü 𝐸0 � ìîäóëü Þíãà ýòàëîíà, 𝑙 � äëèíà ñòåðæíÿ, 𝛿 � ïðîòÿæåííîñòü
îáëàñòè, ãäå èìååòñÿ äåôåêò, 𝑓𝑛 è 𝑓𝑛 � ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ýòàëîíà è
ñòåðæíÿ ñ äåôåêòîì.
5. Ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ äåôåêòîâ óïðóãîñòè íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò ðàç-
äåëåíèÿ ôîðì êîëåáàíèé. Ïðîèçâîäíûå ñîáñòâåííûõ ôîðì èìåþò õàðàêòåð-
íûå îñîáåííîñòè (ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà).

Äëÿ äåôåêòîâ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ:
1. Êàæäàÿ èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùåé ôóíêöèåé ïî-
ëîæåíèÿ äåôåêòà.
2. Ìàêñèìóìû îñöèëëÿöèé äîñòèãàþòñÿ â ïó÷íîñòè ôîðì êîëåáàíèé, ìèíè-
ìóìû � â óçëîâûõ òî÷êàõ ôîðì êîëåáàíèé.
3. Ïåðèîä îñöèëëÿöèé îïðåäåëÿåòñÿ íîìåðîì ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, à àì-
ïëèòóäà � ïàðàìåòðîì 𝑐.
4. Íàëè÷èå íåñêîëüêèõ äåôåêòîâ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðèâîäèò ê èíòåðôå-
ðåíöèè îñöèëëÿöèé.
5. ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ äåôåêòîâ íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò ðàçäåëåíèÿ ñîá-
ñòâåííûõ ôîðì äëÿ âûñîêèõ ÷àñòîò 𝑓𝑛, ãäå 𝑛 > 10. Ïðîèçâîäíûå ñîáñòâåí-
íûõ ôîðì èìåþò õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè.
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О НЕКОТОРЫХ ВОПРОСАХ МИКРОПОЛЯРНОЙ ТЕОРИИ
ПРИЗМАТИЧЕСКИХ УПРУГИХ ТЕЛ

М.У. Никабадзе, А.В. Романов
nikabadze@mail.ru, atomicra@yandex.ru

УДК 539.8

Выписаны уравнения для многослойных призматических тел в мо-
ментах векторов перемещений и вращений относительно произволь-
ной системы полиномов, а также системы полиномов Лежандра. Даны
формулировки краевых задач. Из этих уравнений получены уравне-
ния различного приближения. Далее рассмотрена задача об изгибе
параллелепипеда, защемленного по торцам, на боковые стороны ко-
торого действуют одинаковые сжимающие нагрузки, а на верхнюю
лицевую поверхность действует нагрузка, которая приводит к изги-
бу параллелепипеда. Такой уравновешенной нагрузки классическая
теория не может учитывать.

Ключевые слова: микрополярная теория, многослойное тонкое тело,
призматическое тело, полиномы Лежандра

On some issues of the micropolar theory of prismatic elastic
bodies

We wrote out the equations for multilayer prismatic bodies in the moments
of displacement and rotation vectors with respect to an arbitrary system
of polynomials, as well as with we wrote them respect to the system of
Legendre polynomials. We formulate the boundary value problems. Then
from these equations, we obtained equations of various approximations.
Next, we considered the problem of bending of the parallelepiped clamped
along the ends. The identical compressive loads act on the lateral faces
of this parallelepiped, and some load, which leads to the bending of the
parallelepiped, acts on the upper front surface of it. It is known that
classical theory cannot take into account such a balanced load.

Keywords: micropolar theory, multilayer thin body, prismatic body, Leg-
endre polynomials

Уравнения теории многослойных призматических тел в момен-
тах. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì, èçëîæåííûì â [1], äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîãî ñî-
îòíîøåíèÿ ìíîãîñëîéíîãî òîíêîãî òåëà èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ
îäíîñëîéíîãî òîíêîãî òåëà ïðè íîâîé ïàðàìåòðèçàöèè, ñèñòåìà óðàâíåíèé
ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè ìíîãîñëîéíûõ ïðèçìàòè÷åñêèõ òåë ïîñòîÿííîé òîë-
ùèíû (êàæäûé ñëîé èìååò ïîñòîÿííóþ òîëùèíó) â ïåðåìåùåíèÿõ è âðàùå-
íèÿõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

[∆̄
𝑠

3+𝐴
𝑠

∆̄
𝑠

2+ℎ
𝑠

−2(3∆̄
𝑠

+2𝐴
𝑠

)∆̄
𝑠
𝜕23 +ℎ

𝑠

−4(3∆̄
𝑠

+𝐴
𝑠

)𝜕43 + ℎ
𝑠

−6𝜕63 ]u
𝑠

+ S
𝑠

** = 0,
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𝑠
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𝑠
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𝑠
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𝑠
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𝑠

+𝐵
𝑠

)𝜕43 +ℎ
𝑠

−6𝜕63 ]𝜙𝜙𝜙
𝑠
+ (1)

+H
𝑠

** =0, 𝑠 = 1,𝐾,

ãäå 𝑠 � íîìåð ñëîÿ, 𝐾 � ÷èñëî ñëîåâ, ℎ
𝑠

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 � òîëùèíà ñëîÿ 𝑠

(𝑠 = 1,𝐾), ∆̄
𝑠

= 𝑔
𝑠

−
𝐼
−
𝐽𝜕𝐼𝜕𝐽 è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

S
𝑠

** =
S
𝑠

*

(𝜆
𝑠

+ 2𝜇
𝑠
)(𝜇
𝑠

+ 𝛼
𝑠
)(𝛿
𝑠

+ 𝛽
𝑠
)
, H

𝑠

** =
H
𝑠

*

(𝛾
𝑠

+ 2𝛿
𝑠
)(𝜇
𝑠

+ 𝛼
𝑠
)(𝛿
𝑠

+ 𝛽
𝑠
)
,

𝐴
𝑠

=−
4𝛼
𝑠
𝜇
𝑠

(𝜇
𝑠

+ 𝛼
𝑠
)(𝛿
𝑠

+ 𝛽
𝑠
)
, 𝐵

𝑠
= −

4𝛼
𝑠
[𝜇
𝑠
(𝛾
𝑠

+ 2𝛿
𝑠
) + (𝜇

𝑠
+ 𝛼

𝑠
)(𝛿
𝑠

+ 𝛽
𝑠
)]

(𝛾
𝑠

+ 2𝛿
𝑠
)(𝜇
𝑠

+ 𝛼
𝑠
)(𝛿
𝑠

+ 𝛽
𝑠
)

,

𝐶
𝑠

=

16𝛼
𝑠

2𝜇
𝑠

(𝛾
𝑠

+ 2𝛿
𝑠
)(𝜇
𝑠

+ 𝛼
𝑠
)(𝛿
𝑠

+ 𝛽
𝑠
)
, 𝑠 = 1,𝐾,

S* = 2𝛼𝑄*
1(C

≃
·∇)·(𝜌m) + [Ẽ︀𝑄*

1𝑄
*
4−(𝑑𝑄*

4−4𝛼2)∇∇]·(𝜌F),

H* = 2𝛼𝑄*
3(C

≃
·∇)·(𝜌F) + [Ẽ︀𝑄*

2𝑄
*
3−(𝑚𝑄*

2−4𝛼2)∇∇]·(𝜌m),

𝑄*
1 = (𝑏+ 𝑑)∆, 𝑄*

2 = 𝑏∆, 𝑄*
3 = (𝑔 +𝑚)∆ − 𝑙, 𝑄*

4 = 𝑔∆ − 𝑙,

𝑑 = 𝑙 + 𝜇− 𝛼, 𝑙 = 4𝛼, 𝑏 = 𝜇+ 𝛼, 𝑚 = 𝛾 + 𝛿 − 𝛽, 𝑔 = 𝛿 + 𝛽.

Çàìåòèì, ÷òî ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ ïèñüìà ïîä âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ïî-
ñëåäíèå ÷åòûðå ñîîòíîøåíèÿ, èíäåêñ 𝑠, îáîçíà÷àþùèé íîìåð ñëîÿ, íå ñòàëè
ñòàâèòü.

Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèÿì (1) îïåðàòîð ìîìåíòîâ 𝑘-ãî ïîðÿäêà êàêîé-
íèáóäü ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ (Ëåæàíäðà, ×åáûøåâà), ïîëó-
÷èì äëÿ ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè ïðèçìàòè÷åñêèõ òåë ïîñòîÿííîé òîëùèíû
ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ â ìîìåíòàõ âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé è âðàùåíèé:
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𝑠
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𝐼𝑉 + (2)
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𝑠

−6(𝑘)𝜙𝜙𝜙
𝑠

𝑉 𝐼 +
(𝑘)

H
𝑠

** =0, 𝑘∈N0, 𝑠=1,𝐾.

Çäåñü
(𝑘)
u ′′,

(𝑘)
u

𝐼𝑉 è
(𝑘)
u 𝑉 𝐼 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìîìåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé

îòíîñèòåëüíî äàííîé ñèñòåìû ïîëèíîìîâ, à
(𝑘)
𝜙𝜙𝜙 ′′,

(𝑘)
𝜙𝜙𝜙

𝐼𝑉 è
(𝑘)
𝜙𝜙𝜙 𝑉 𝐼 � ÷åðåç ìî-

ìåíòû âåêòîðà âðàùåíèé. Íàïðèìåð, ïðè ïðèìåíåíèè ñèñòåìû ïîëèíîìîâ
Ëåæàíäðà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

(𝑛)
v

(2𝑚)
(𝑥′)=(2𝑛+1)

∞∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑚−1
𝑘+2𝑚−2

2𝑚−1∏︁
𝑠=1

(2𝑛+2𝑘+2𝑠−1)
(𝑛+2𝑘+2𝑚−2)

v =
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=
2𝑛+1

2

2𝑚∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1[(𝜕2𝑚−𝑘
3 v)++(−1)𝑛+𝑘(𝜕2𝑚−𝑘

3 v)−]𝑃 𝑘−1
𝑛 (1)+

(𝑘)
v (2𝑚), (3)

(𝑘)
v (2𝑚) = (2𝑛+ 1)

[𝑛/2−𝑚+1]∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑚−1
𝑘+2𝑚−2

2𝑚−1∏︁
𝑠=1

(2𝑛−2𝑘−2𝑠+3)
(𝑛−2𝑘−2𝑚+2)

v ,

−1 6 𝑥3 6 1, 𝑛∈N0, 𝑚∈N,

ãäå v = u èëè v = 𝜙𝜙𝜙, N0 � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, à N �
ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, 𝐶2𝑚−1

𝑘+2𝑚−2 � áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû,
(𝜕𝑠3u)− = (𝜕𝑠3u)

⃒⃒
𝑥3=−1

, (𝜕𝑘3u)+ = (𝜕𝑘3u)
⃒⃒
𝑥3=1

, 𝑘 ∈ N. Çàìåòèì, ÷òî ñ öåëüþ
ñîêðàùåíèÿ ïèñüìà â ôîðìóëàõ (3) ïîä v è v, èíäåêñ 𝑠, îáîçíà÷àþùèé
íîìåð ñëîÿ, íå ñòàëè ñòàâèòü.

Â ñèëó (3) èç (2) ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé ìèêðîïîëÿðíîé òåîðèè ìîãîñëîéíûõ ïðèçìàòè÷åñêèõ òåë ïîñòî-
ÿííîé òîëùèíû â ìîìåíòàõ âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé è âðàùåíèé îòíîñèòåëü-
íî ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, à òàêæå ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàçëè÷íûõ ïðèáëè-
æåíèé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êàê â ñëó÷àå îäíîñëîéíîãî ïðèçìàòè÷åñêîãî òå-
ëà, òàê è â ñëó÷àå ìíîãîñëîéíîãî ïðèçìàòè÷åñêîãî òåëà óðàâíåíèÿ â ìî-
ìåíòàõ ïðè ëþáîì ïðèáëèæåíèé ðàñùåïëÿþòñÿ è äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà
íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé u è 𝜙𝜙𝜙 ïîëó÷àåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå âûñî-
êîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîãî, èñïîëüçóÿ ìåòîä Âåêóà [3], ìîæíî âûïèñàòü
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè êðàå-
âûõ çàäà÷ ê óðàâíåíèÿì (2) íàäî äîáàâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ìîìåíòàõ
è ìåæñëîéíûå êîíòàêòíûå óñëîâèÿ (ñì. â [1,2]). Êðîìå òîãî, äëÿ óäîâëå-
òâîðåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ñòðîÿòñÿ êîððåêòè-
ðóþùèå ñëàãàåìûå. Ïðè ýòîì àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå êàæäîãî ñëîÿ (êðî-
ìå ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî) ñ ó÷åòîì êîððåêòèðóþùèõ ñëàãàåìûõ çàïèñûâà-
åòñÿ òàê, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò ìåæñëîéíûì êîíòàêòíûì óñëîâèÿì. Äëÿ
ïåðâîãî (ïîñëåäíåãî) ñëîÿ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîñðåäñòâîì êîððåêòè-
ðóþùèõ ñëàãàåìûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàê, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿò ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì íà âíóòðåííåé (âíåøíåé) ïîâåðõíîñòè, à ìåæñëîéíûì êîíòàêò-
íûì óñëîâèÿì íà âíåøíåé (âíóòðåííåé) ïîâåðõíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åì
áîëüøå ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî òåì ëó÷øå (áëèçêî ê
ðåàëüíîé êàðòèíå) ìîæíî ó÷èòûâàòü ìåæñëîéíûå êîíòàêòíûå óñëîâèÿ, ÷òî
î÷åíü âàæíî â òåîðèè ìíîãîñëîéíûõ êîíñòðóêöèé. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â
ñâÿçè ñ îãðàíè÷åííîñòüþ îáúåìà ðàáîòû ðåøåíèå çàäà÷è íå ïðèâîäèòñÿ
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Доклад посвящен оцениванию множеств достижимости управляемых
объектов сверху по включению.Для получения такого рода оценок мы
используем функции типа Ляпунова. В докладе рассматриваются два
общих примера, представлющих интерес для приложений.

Ключевые слова: множество достижимости, функция Ляпунова, абсо-
лютная устойчивость

About estimation of attainable sets for controlled objects

The paper is devoted to estimation from the above in inclusion for attain-
able sets of controlled objects. In order to receive such estimations we
use Lyapunov functions. Two general examples of this application were
considered in our paper. These examples are interesting for applications.

Keywords: attainable set, Lyapunov function, absolute stability

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìûé îáúåêò âèäà (ñð. ñ [1,2]):

�̇� = 𝑓(𝑥) +𝐵𝑢, 𝑥(0) = 𝑥0, (1)

ãäå 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 ∈ 𝑈 , 𝑈 ∈ 𝑅𝑟, U - êîìïàêò â 𝑅𝑟, íåëèíåéíàÿ âåêòîðíàÿ ôóíê-
öèÿ f(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà 𝑅𝑛, 𝐵 - 𝑛 × 𝑟-ìàòðèöà. Ôèêñè-
ðîâàíî ÷èñëî 𝑇 > 0. Ïðè âñåâîçìîæíûõ èçìåðèìûõ óïðàâëåíèÿõ 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ,
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], âîçíèêàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑢(·)). Íàñ èíòåðå-
ñóåò ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè 𝐷(𝑇 ) óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà (1). Îòìåòèì,
÷òî â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî 𝐷(𝑇 ) ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì èç-çà âîç-
ìîæíîé íåïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (1) íà âåñü îòðåçîê [0, 𝑇 ].
Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâà 𝐷(𝑇 ) ñâåðõó ïî âêëþ÷å-
íèþ íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì äîñòàòî÷íî ïðîñòîãî âèäà. Òàêîãî ðîäà îöåíêè
ïîçâîëÿþò â ãðóáîé ôîðìå îöåíèòü äèíàìè÷åñêèå âîçìîæíîñòè óïðàâëÿ-
åìîãî îáúåêòà (1) è âàæíû òàêæå ïðè ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèÿõ 𝐷(𝑇 )
ïèêñåëüíûì ìåòîäîì.

Ïðè îöåíèâàíèè ñâåðõó ìíîæåñòâà 𝐷(𝑇 ) ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè 𝑣(𝑥) ëÿïóíîâñêîãî òèïà. Îò íèõ ìû,
â îòëè÷èå îò òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ, êðîìå ãëàäêîñòè íè÷åãî íå
òðåáóåì. Ñóòü ìåòîäà èõ èñïîëüçîâàíèÿ ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè îò íèõ ïðî-
èçâîäíîé â ñèëó äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) è ïîñëåäóþùåãî ïîñòðî-
åíèÿ óðàâíåíèÿ ñðàâíåíèÿ(ñì., íàïðèìåð, [3,4]). Ïðè ïîäáîðå ïîäõîäÿùåé
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ôóíêöèè 𝑣(𝑥) î÷åíü ïîëåçåí áîëüøîé îïûò â íàõîæäåíèè ôóíêöèé Ëÿïó-
íîâà â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [5]). Íàïðèìåð, äëÿ
äâóìåðíîãî óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà

�̇�1 = 𝑥2, �̇�2 = −𝑎(𝑥1) − 𝑏(𝑥2) + 𝑢,

ãäå 𝑎(𝑥1), 𝑏(𝑥2) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íà 𝑅1, 𝑈 =
[𝑝, 𝑞], ïðè÷åì 𝑝 < 𝑞, ïîëåçíîé äëÿ îöåíèâàíèÿ 𝐷(𝑇 ) ñâåðõó îêàçàëàñü èç-
âåñòíàÿ â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ôóíêöèÿ

𝑣(𝑥) = (𝑥2)2/2 +

𝑥1∫︁
0

𝑎(𝑟) 𝑑𝑟. (2)

Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû : 1) 𝑟𝑎(𝑟) > 0 ïðè 𝑟 ∈ 𝑅1 ; 2)−𝑟𝑏(𝑟) 6 𝑐(1 + 𝑟2)
ïðè 𝑟 ∈ 𝑅1, ãäå 𝑐 � íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà, òî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
𝑣(𝑥) ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ïî âêëþ÷åíèþ èññëåäóåìîå ìíîæåñòâî 𝐷(𝑇 )
ïîêîîðäèíàòíî, ò.å. ìíîæåñòâîì â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà.

Áûë òàêæå ðàññìîòðåí óïðàâëÿåìûé îáúåêò âèäà

�̇� = 𝐴𝑥+ 𝑏𝜙(𝜎(𝑥)) +𝑀𝑢, 𝑥(0) = 𝑥0, (3)

ãäå
𝜎(𝑥) = ⟨𝑐, 𝑥⟩, (4)

𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑏 è 𝑐 � âåêòîðû èç 𝑅𝑛, 𝐴 è𝑀 � ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè 𝑛×𝑛, 𝑛×𝑟 ñî-
îòâåòñòâåííî, 𝑢 ∈ 𝑈 � êîìïàêòó èç 𝑅𝑟. Óãëîâûå ñêîáêè â (4) îçíà÷àþò ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ èç 𝑅𝑛, ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ 𝜙(𝜎) íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà íà 𝑅1. Îòìåòèì, ÷òî ïðè 𝑢 = 0 óðàâíåíèå (3) îïèñûâàåò
èçâåñòíóþ ìîäåëü ïðÿìîãî ðåãóëèðîâàíèÿ èç òåîðèè àáñîëþòíîé óñòîé÷è-
âîñòè (ñì., íàïðèìåð, [5,6]). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 𝑣(𝑥) ñòàíäàðòíîãî äëÿ
òåîðèè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè âèäà (ñì. [5,6]) :

𝑣(𝑥) = |𝑥|2/2 +

𝜎(𝑥)∫︁
0

𝜙(𝑟), 𝑑𝑟, (5)

ãäå |𝑥| îçíà÷àåò ñòàíäàðòíóþ äëèíó âåêòîðà 𝑥 èç àðèôìåòè÷åñêîãî åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà 𝑅𝑛, à ôóíêöèÿ 𝜙(𝑟) âçÿòà èç (3), ôóíêöèÿ 𝜎(𝑥) îïðåäåëÿåò-
ñÿ ôîðìóëîé (4). Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè 𝑣(𝑥) (ñì. (5)) ïîëó÷åíà ïðè ⟨𝑏, 𝑐⟩ < 0
è óñëîâèè 𝜙(𝑟)𝑟 > 0 ïðè 𝑟 ∈ 𝑅1 îöåíêà ñâåðõó äëÿ 𝐷(𝑇 ) óïðàâëÿåìîãî
îáúåêòà (3),(4) â âèäå 𝑛-ìåðíîãî øàðà ñ öåíòðîì â 0.
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РАЗРАБОТКА РЕКОМЕНДАЦИЙ ДЛЯ ПРОВЕДЕНИЯ EBSD
ИЗМЕРЕНИЙ ПРИ ИЗУЧЕНИИ ТЕКСТУРЫ
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Проведено исследование влияния основных параметров EBSD экспе-
римента и размера выборки зерен в образце на погрешность вычисле-
ния таких текстурных характеристик, как индекс текстуры и полюс-
ных фигур. Для сравнения измеренных характеристик с истинными
характеристиками образца используется математическое моделирова-
ние поликристаллического образца и EBSD эксперимента. Представ-
лены численные зависимости ошибок вычисления текстурных харак-
теристик от параметров эксперимента. Описаны некоторые особенно-
сти влияния параметров на вычисляемые характеристики материала.
Предложены рекомендации по выбору значений параметров.

Ключевые слова: математическое моделирование, поликристалл,
EBSD, шаг измерения, пороговый угол разориентации, размер выбор-
ки

Development of the recommendations for EBSD measurements
in the study of the polycrystalline texture

An influence of the EBSD experiment parameters and the size of the
grains sample in a specimen on the error of the texture characteristics
calculation such as texture index and pole figures was studied. To com-
pare the measured characteristics with the reference ones, corresponding
to the specimen, mathematical modeling of the polycrystalline specimen
and the EBSD experiment was used. Numerical dependences of the tex-
ture characteristics calculation errors on the experiment parameters are
presented. Some features of the parameters impact on the calculated char-
acteristics of the material are described. Recommendations on the choice
of the parameter values are proposed.

Keywords: mathematical simulation, polycrystall, EBSD, scanning step,
tolerance angle, sample size
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Èçìåðåíèå è îáðàáîòêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ ïîìîùüþ EBSD
(Electron Back Scattering Di�raction) òåõíèêè ïðåäñòàâëÿþò ìîùíûé èí-
ñòðóìåíò ïî èçó÷åíèþ ìèêðî- è ìàêðîòåêñòóðû ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ìà-
òåðèàëîâ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ [1]. EBSD ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ìåòî-
äîì èçìåðåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèé
(ÔÐÎ), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé âîçìîæíî ïîëíîå êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå òåê-
ñòóðû ïîëèêðèñòàëëîâ [2].

Êëþ÷åâûìè ïàðàìåòðàìè ïðîâåäåíèÿ EBSD èçìåðåíèé ÿâëÿþòñÿ øàã
ñêàíèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿþùèé ñåòêó èçìåðåíèé îðèåíòàöèé íà ïîâåðõíîñòè
îáðàçöà, è ïîðîãîâûé óãîë ðàçîðèåíòàöèè äëÿ ðàçãðàíè÷åíèÿ 2-õ ñîñåäíèõ
ç¼ðåí. Íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ EBSD
èçìåðåíèé íà äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ EBSD ýêñïåðèìåí-
òà ïîäòâåðæäàåòñÿ ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè, ðàáîòàþùèìè íàä âîïðîñà-
ìè èíòåðïðåòàöèè è îáðàáîòêè EBSD äàííûõ [3�5]. Ðàçìåð âûáîðêè çåðåí,
ïëîñêèå ñå÷åíèÿ êîòîðûõ áûëè îòñêàíèðîâàíû íà ïîâåðõíîñòè ìàòåðèàëà,
èãðàåò îñîáåííî áîëüøóþ ðîëü ïðè âû÷èñëåíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê ìàòåðèàëà [3, 6�8]. Ïðîâåäåíèå ðåàëüíîãî EBSD ýêñïåðèìåíòà � ýòî
âåñüìà òðóäîåìêèé ïðîöåññ, à çàòðàòû ïî âðåìåíè âîçðàñòàþò ïðè óâåëè-
÷åíèè ðàçìåðà âûáîðêè çåðåí, ò.å. ïëîùàäè ñêàíèðîâàíèÿ íà ïîâåðõíîñòè
îáðàçöà.

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ
EBSD ýêñïåðèìåíòà è ðàçìåðà âûáîðêè çåðåí â îáðàçöå íà ïîãðåøíîñòü
âû÷èñëåíèÿ òàêèõ òåêñòóðíûõ õàðàêòåðèñòèê, êàê èíäåêñ òåêñòóðû (ÈÒ)
[2, 9] è ïîëþñíûõ ôèãóð 0001 (ÏÔ) [9, 10]. Â êà÷åñòâå îøèáîê âû÷èñëåíèÿ
ðàññìàòðèâàëèñü îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà òåêñòó-
ðû; îòêëîíåíèå ïîëþñíîé ôèãóðû, âîññòàíîâëåííîé ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì, îò èñòèííîé ïîëþñíîé ôèãóðû ìîäåëüíîãî îáðàçöà â ìåòðèêå 𝐿1

[11]; RP-ôàêòîð, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ êàê ìåðà îøèáêè âû÷èñëåíèÿ ïî-
ëþñíîé ôèãóðû [12, 13]. Cðàâíåíèå èçìåðåííûõ õàðàêòåðèñòèê ñ èñòèííû-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè îáðàçöà ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ èñïîëüçó-
åìîìó â äàííîì èññëåäîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ îáðàçöà è
EBSD ýêñïåðèìåíòà. Îïèñàíèå èñïîëüçîâàííûõ ìîäåëåé ïîëèêðèñòàëëà è
ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòàõ [11, 14, 15].

Ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè îøèáîê âû÷èñëåíèÿ òåêñòóðíûõ õàðàêòåðèñòèê,
ðàññ÷èòàííûõ ïî ìîäåëüíûì EBSD èçìåðåíèÿì ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî îá-
ðàçöà, îò ðàçìåðà âûáîðêè çåðåí, èçìåðåííûõ â õîäå EBSD ýêñïåðèìåíòà
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ øàãà ñêàíèðîâàíèÿ è ïîðîãîâîãî óãëà ðàçîðèåí-
òàöèè. Ïîëó÷åíî, ÷òî íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà ðåçóëüòàò èçìåðåíèé îêàçû-
âàþò ïàðàìåòðû ýêñïåðèìåíòà, íåæåëè îáúåì âûáîðêè èçìåðåííûõ çåðåí.
Íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòðèê ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ
òåêñòóðíûõ õàðàêòåðèñòèê ïî EBSD èçìåðåíèÿì áûëè äîñòèãíóòû ïðè øà-
ãå ñêàíèðîâàíèÿ, ðàâíîì ñðåäíåìó ðàçìåðó çåðíà â îáðàçöå, è íàèìåíüøåì
çíà÷åíèè ïîðîãîâîãî óãëà ðàçîðèåíòàöèè èç ðàññìàòðèâàåìûõ. Ìàëûé ïî-
ðîãîâûé óãîë ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îøèáêó âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà òåêñòóðû
ìåíåå 4% ïðè âûáîðêå çåðåí áîëåå 1000. Ïðè ýòîì ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
äàííîãî ïàðàìåòðà îøèáêà âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà òåêñòóðû ìîæåò ïðåâû-
øàòü 25%.
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Ðàçìåð âûáîðêè èçìåðåííûõ çåðåí òàêæå îêàçûâàåò âëèÿíèå íà âåëè-
÷èíó îøèáêè âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà òåêñòóðû: ïðè âûáîðêå ìåíåå 1000 çåðåí,
íàáëþäàþòñÿ ôëóêòóàöèè çíà÷åíèÿ îøèáêè. Çíà÷åíèÿ RP-ôàêòîðà äîñòè-
ãàþò ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé è èìåþò íåçíà÷èòåëüíûå êîëåáàíèÿ òàêæå ïðè
îáúåìå âûáîðêè áîëåå 1000 çåðåí.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðäèëè çíà÷èìîñòü èññëå-
äóåìûõ ïàðàìåòðîâ ýêñïåðèìåíòà è âåëè÷èíû âûáîðêè èçìåðåííûõ çåðåí
îáðàçöà äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòîâåðíûõ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà. Âî èçáåæà-
íèå íåóñòîé÷èâîñòè ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà îò ïàðàìåòðîâ ñëåäóåò âûáè-
ðàòü îáúåì âûáîðêè áîëåå 1000 çåðåí.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ В КОНТАКТНЫХ
ЗАДАЧАХ ДЛЯ УПРУГИХ ЦИЛИНДРОВ

Д.А. Пожарский, Н.Б. Золотов
pozharda@rambler.ru

УДК 539.3

Рассматриваются контактные задачи для однородных и неоднород-
ных, полых и сплошных упругих цилиндров бесконечной длины, вза-
имодействующих с жестким бандажом или вкладышем конечной дли-
ны. Задачи сводятся к интегральным уравнениям относительно кон-
тактных давлений. Для решения используются сингулярный и регу-
лярный асимптотические методы.

Ключевые слова: контактные задачи, асимптотические методы

Asymptotic methods in contact problems for elastic cylinders

Contact problems are considered for homogeneous and inhomogeneous,
hollow and continuous elastic cylinders of infinite length interacting with
a rigid sleeve or insert of finite length. The problems are reduced to
integral equations with respect to the contact pressure. The singular and
regular asymptotic methods are used to solve the equations.

Keywords: contact problems, asymptotic methods

Ïðè ðåøåíèè ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷ òåîðèè
óïðóãîñòè äëÿ íåîäíîðîäíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë ïðåèìóùåñòâåííî ïðè-
ìåíÿëñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûáðàí ñïåöèàëü-
íûé âèä íåîäíîðîäíîñòè, ïðè êîòîðîì ôóíêöèè-ñèìâîëû ÿäåð èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñòàòè÷åñêèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â àíàëè-
òè÷åñêîé ôîðìå, ïðîàíàëèçèðîâàòü èõ àñèìïòîòèêó è ïðèìåíèòü àñèìïòî-
òè÷åñêèå ìåòîäû [1].

Â óñëîâèÿõ îñåâîé ñèììåòðèè, èñïîëüçóÿ öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû
𝑟, 𝑧, ðàññìîòðèì ïîëûé óïðóãèé öèëèíäð 𝜌1 6 𝑟 6 𝜌, |𝑧| < ∞ ñ ïîñòî-
ÿííûì ìîäóëåì ñäâèãà 𝐺 è ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà 𝜈(𝑟).
Òîãäà ìîäóëü ïðîäîëüíîé óïðóãîñòè òàêæå ïåðåìåííûé. Â çàäà÷å À ñíà-
ðóæè íà öèëèíäð ïîñàæåí æåñòêèé êîëüöåâîé áàíäàæ, â çàäà÷å Á âíóòðü
öèëèíäðà âñòàâëåí æåñòêèé êîëüöåâîé âêëàäûø. Â îáåèõ çàäà÷àõ çàäàí
íàòÿã 𝛿, øèðèíà îáëàñòè êîíòàêòà 2𝑎. Âíå îáëàñòè êîíòàêòà ïîâåðõíîñòü
öèëèíäðà 𝑟 = 𝜌 (À) èëè 𝑟 = 𝜌1 (Á) ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé. Íà ïîâåðõ-
íîñòè öèëèíäðà 𝑟 = 𝜌1 (À) èëè 𝑟 = 𝜌 (Á) äåéñòâóåò çàäàííîå ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîå äàâëåíèå. Äëÿ ó÷åòà âêëàäà ýòîãî äàâëåíèÿ â íîðìàëüíîå
ïåðåìåùåíèå â îáëàñòè êîíòàêòà ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå àíàëîãà çàäà÷è
Ëàìå [2] äëÿ óêàçàííîãî âèäà íåîäíîðîäíîñòè. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êîí-
òàêòíîå äàâëåíèå 𝜎𝑟(𝜌, 𝑧) = −𝑞(𝑧) (À) èëè 𝜎𝑟(𝜌1, 𝑧) = −𝑞(𝑧) (Á) ïðè |𝑧| 6 𝑎.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00017).
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ный технический университет (Ростов-на-Дону, Россия); Dmitrii Pozharskii (Don State
Technical University, Rostov-on-Don, Russia)

Золотов Никита Борисович, магистрант, Южный федеральный университет (Ростов-
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Äëÿ íåîäíîðîäíîñòè âûáðàííîãî òèïà ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ëèíåé-
íîé òåîðèè óïðóãîñòè íàõîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè ïðåäñòàâëåíèÿ Ôðàéáåðãåðà:
âîçíèêàåò âåêòîðíîå óðàâíåíèå Ëàïëàñà è ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà,
ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. Â ðåçóëüòàòå
ïðèìåíåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå êîíòàêòíûå çàäà÷è À è
Á â ïðåäïîëîæåíèè ñèììåòðèè ïî 𝑧 ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
âèäà

1∫︁
−1

𝜙(𝜉)𝐾

(︂
𝑥− 𝜉

𝜆

)︂
𝑑𝜉 = 𝜋𝑓 (|𝑥| 6 1), 𝐾(𝑡) =

∞∫︁
0

𝐿(𝑢) cos(𝑢𝑡)𝑑𝑢, (1)

ãäå ââåäåíû áåçðàçìåðíûå îáîçíà÷åíèÿ

𝑥 = 𝑧/𝑎, 𝜆 = 𝜌/𝑎, 𝜙(𝑥) = 𝑞(𝑧)/(2𝐺),

âåëè÷èíà 𝑓 õàðàêòåðèçóåò íàòÿã è çàäàííîå ðàâíîìåðíîå äàâëåíèå, ôóíê-
öèÿ 𝐿(𝑢) çàâèñèò îò çàäà÷è (À, Á), çàêîíà íåîäíîðîäíîñòè è âåëè÷èíû
𝑘 = 𝜌1/𝜌.

Çàäà÷à À ïðè 𝜌1 = 0 è îòñóòñòâèè çàäàííîãî âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóåò çàäà÷å Â äëÿ ñïëîøíîãî íåîäíîðîäíîãî öèëèíäðà, êîòîðàÿ òàêæå
ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (1). Ñëó÷àè îäíîðîäíîãî ïîëîãî èëè ñïëîøíîãî öè-
ëèíäðà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè çàäà÷ À, Á è Â.

Áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû 𝜆 è 𝑘 õàðàêòåðèçóþò ñîîòâåòñòâåííî îòíîñè-
òåëüíóþ äëèíó áàíäàæà èëè âêëàäûøà è îòíîñèòåëüíóþ òîëùèíó ñòåíîê
öèëèíäðà.

Ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ çàêîí íåîäíîðîäíîñòè, ðàñêëàäûâàåòñÿ â
ñòåïåííîé ðÿä, â êîòîðîì óäåðæàíî íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ (áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè èçëîæåíèÿ).

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ 𝜆 (äëÿ îòíîñèòåëüíî øèðîêèõ áàí-
äàæåé èëè âêëàäûøåé) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ À, Á è Â ïðèìåíåí ñèíãóëÿð-
íûé àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä: ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñêëàäûâàåòñÿ èç âû-
ðîæäåííîãî (ïðîíèêàþùåãî) ðåøåíèÿ è ðåøåíèé òèïà ïîãðàíñëîÿ, íåñóùèõ
êîðíåâûå îñîáåííîñòè íà êðàÿõ îáëàñòè êîíòàêòà è íàõîäÿùèõñÿ â ðåçóëü-
òàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Âèíåðà�Õîïôà [3]. Äëÿ ýôôåêòèâíîé ôàêòîðèçà-
öèè ôóíêöèé-ñèìâîëîâ ÿäðà (1) äëÿ íèõ ïîñòðîåíû ñïåöèàëüíûå àïïðîê-
ñèìàöèè íà äåéñòâèòåëüíîé îñè ñ ó÷åòîì èõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ.
Â çàäà÷àõ À è Á íàéäåíû ÷èñëåííûå àïïðîêñèìàöèè è àñèìïòîòè÷åñêèå
ðåøåíèÿ äëÿ çíà÷åíèé 0 6 𝑘 6 0.99, âêëþ÷àþùèõ ñëó÷àè òîíêîñòåííûõ
öèëèíäðîâ.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ 𝜆 (äëÿ îòíîñèòåëüíî óçêèõ áàíäà-
æåé) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Â ïðèìåíåí ðåãóëÿðíûé àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä:
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èùåòñÿ â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì 1/𝜆. ×èñëåííî óñòà-
íîâëåíà ñòûêîâêà ñèíãóëÿðíîãî è ðåãóëÿðíîãî àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé â
îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà 𝜆.

Èññëåäîâàíî âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòè, òîëùèíû öèëèíäðà è øèðèíû îá-
ëàñòè êîíòàêòà íà ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ äàâëåíèé.
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ОСОБЕННОСТИ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
ЛИНЕЙНЫМИ СИСТЕМАМИ ДРОБНОГО ПОРЯДКА В

ЗАВИСИМОСТИ ОТ ТИПА ОПЕРАТОРА
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Для линейных систем дробного порядка исследуются две задачи оп-
тимального управления: задача поиска управления с минимальной
нормой при заданном времени управления и задача быстродействия
при заданном ограничении на норму управления. Рассмотрены слу-
чаи использования разных типов оператора дробного дифференци-
рования в определяющих уравнениях. Поставленные задачи сведены
к 𝑙-проблеме моментов, для которой получены условия, определяю-
щие возможность постановки и разрешимость. В ряде случаев получе-
ны и проанализированы аналитические решения задач оптимального
управления.

Ключевые слова: оптимальное управление, 𝑙-проблема моментов,
дробная производная

The features of optimal control problems
for linear fractional-order systems in dependency

from type of differentiation operator

There are two optimal control problems investigated for linear fractional-
order systems: the problem of control search with minimal norm at given
control time and the problem of time-optimal control search at given re-
striction on control norm. Several cases of different types of differentiation
operator using in basic equations considered. The problems reduced to the
𝑙-problem of moments. For this problem conditions derived which define
the statement possibility and solvability of the problem. In some cases an
analytical solutions of optimal control problems obtained and analyzed.
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Ñèñòåìû äðîáíîãî ïîðÿäêà èçó÷àþòñÿ â êà÷åñòâå ìîäåëåé ðÿäà ôèçè÷å-
ñêèõ ïðîöåññîâ ïðèìåðíî ñ ñåðåäèíû XIX âåêà. Ïîçäíåå òàêèå ìîäåëè íàøëè
ïðèìåíåíèå â õèìèè, áèîëîãèè, ýêîíîìèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ çíàíèÿ. Â êîí-
öå XX âåêà íà÷àëîñü èññëåäîâàíèå ñèñòåì äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ óïðàâëåíèåì,
à â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå ðåçêî âîçðîñ èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷ îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ýòîãî òèïà ñèñòåì. Âàæíîé îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé
ñèñòåì äðîáíîãî ïîðÿäêà è äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ â öåëîì ÿâëÿåòñÿ îòñóò-
ñòâèå åäèíîãî îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ, ÷èñëî àëüòåðíàòèâíûõ âàðèàíòîâ êîòîðîãî óæå ñîñòàâëÿåò
íå ìåíåå òð¼õ äåñÿòêîâ è ïðîäîëæàåò óâåëè÷èâàòüñÿ. Ïðè ýòîì ïîñòàíîâêà
íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, à òàêæå âèä è ñâîéñòâà ðåøåíèé îäíîãî
è òîãî æå ïî ôîðìå óðàâíåíèÿ ìîãóò êàðäèíàëüíî îòëè÷àòüñÿ äëÿ ñëó÷àåâ,
êîãäà âõîäÿùèå â óðàâíåíèå îïåðàòîðû äðîáíîãî ïîðÿäêà çàäàþòñÿ ðàçíû-
ìè îïðåäåëåíèÿìè.

Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ èíñòðóìåíòîâ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ, êàê èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, êîòîðûé ïîç-
âîëÿåò ñòðîèòü â ÿâíîì âèäå îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ è èññëåäîâàòü èõ
ñâîéñòâà, ïðè÷¼ì çàðàíåå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü èëè äèôôåðåí-
öèðóåìîñòü óïðàâëåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå
ìåòîäà ìîìåíòîâ äëÿ ñèñòåì äðîáíîãî ïîðÿäêà êàê ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè, òàê
è ñ ðàñïðåäåë¼ííûìè ïàðàìåòðàìè. Îòäåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îñîáåí-
íîñòÿì ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ñâîéñòâàì
îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé, îáóñëîâëåííûì âûáîðîì îïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ
îïåðàòîðîâ.

Îáùèé âèä ñèñòåìû ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè çàäà¼òñÿ íàáîðîì
óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

𝑡0𝐷
𝜌𝑖
𝑡 𝑞𝑖(𝑡) = 𝑎𝑖𝑗𝑞𝑗(𝑡) + 𝑏𝑖𝑗𝑢𝑗(𝑡) + 𝑓𝑖(𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑁, (1)

ãäå ôóíêöèè �⃗�(𝑡) = (𝑞1(𝑡), . . . , 𝑞𝑁 (𝑡)), �⃗�(𝑡) = (𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢𝑁 (𝑡)) è 𝑓(𝑡) =
(𝑓1(𝑡), . . . , 𝑓𝑁 (𝑡)) îïðåäåëÿþò ñîñòîÿíèå, óïðàâëåíèå è âîçìóùåíèå ñîîòâåò-
ñòâåííî; 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑇 ], 𝑇 > 𝑡0 > 0; 𝑎𝑖𝑗 è 𝑏𝑖𝑗 � êîýôôèöèåíòû, âîîáùå ãîâî-
ðÿ, çàâèñÿùèå îò âðåìåíè; ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ
ñóììèðîâàíèå. Îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 𝑡0𝐷

𝜌𝑖
𝑡 â ôîðìóëå

(1) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Õèëüôåðà 𝐻𝑖𝑙
𝑡0 𝐷𝜌𝑖

𝑡 [1], Àäàìàðà 𝐻
𝑡0𝐷

𝜌𝑖
𝑡 èëè Ýðäåéè-

Êîáåðà 𝐸𝐾𝑡0 𝐷𝜌𝑖
𝑡 [2], à èíäåêñ 𝜌𝑖 ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ñîñòàâíûì è ìîæåò

âêëþ÷àòü äî òð¼õ ïîêàçàòåëåé.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ óïðàâëåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå êëàññó ôóíêöèé 𝐿𝑝(0, 𝑇 ],

1 < 𝑝 <∞, èëè 𝐿∞(0, 𝑇 ].
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (1) çàäàþòñÿ, êàê ïðàâèëî, â íåëîêàëü-

íîì âèäå:
lim
𝑡→𝑡0+

[𝑡0𝐼
𝜎𝑖
𝑡 𝑞𝑖(𝑡)] = 𝑠0𝑖 , 𝑖 = 1, ..., 𝑁, (2)

ãäå îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ 𝑡0𝐼
𝜎𝑖
𝑡 ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: â ñìûñëå Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ [2], åñëè îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ â ôîðìóëå (1) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Õèëüôåðà; â ñìûñëå Àäàìàðà
èëè Ýðäåéè-Êîáåðà [2], åñëè îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ôîð-
ìóëå (1) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Àäàìàðà èëè Ýðäåéè-Êîáåðà ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîêàçàòåëü 𝜎𝑖 òàêæå ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ñîñòàâíûì.
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Êîíå÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (1) çàäàþòñÿ â âèäå:

𝑞𝑖(𝑇 ) = 𝑞𝑇𝑖 , 𝑖 = 1, ..., 𝑁. (3)

Èññëåäóþòñÿ äâå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ: 1) çàäà÷à ïîèñêà
óïðàâëåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî ñèñòåìó (1) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, îïðåäå-
ëÿåìîãî óñëîâèÿìè (2), â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (3) è èìåþùåãî ìèíèìàëüíóþ
íîðìó ïðè çàäàííîì âðåìåíè óïðàâëåíèÿ 𝑇 ; 2) çàäà÷à ïîèñêà óïðàâëåíèÿ,
ïåðåâîäÿùåãî ñèñòåìó (1) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî óñëî-
âèÿìè (2), â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå (3) çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ïðè çàäàííîì
îãðàíè÷åíèè íà íîðìó óïðàâëåíèÿ, ‖ ⃗𝑢(𝑡)‖ 6 𝑙, 𝑙 > 0. Îáå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê
𝑙-ïðîáëåìå ìîìåíòîâ [3], äëÿ êîòîðîé èññëåäîâàíû óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå
âîçìîæíîñòü ïîñòàíîâêè è ðàçðåøèìîñòü. Ïðè ýòîì îäíîìåðíàÿ ñèñòåìà òè-
ïà (1) èññëåäîâàíà â îáùåì âèäå, à ìíîãîìåðíàÿ � â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
[4-6]. Ïîëó÷åíû è èññëåäîâàíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå èõ
âèäà è ïîâåäåíèÿ â ñëó÷àÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðó ðàçíûõ îïðåäåëåíèé
îïåðàòîðà äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìîìåíòîâ ê ñè-
ñòåìàì ñ ðàñïðåäåë¼ííûìè ïàðàìåòðàìè ñëåäóþùåãî âèäà:

𝑟(𝑥) 0𝐷
𝛼
𝑡 𝑄(𝑥, 𝑡) =

𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝑤(𝑥)

𝜕𝑄(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

]︂
− 𝑞(𝑥)𝑄(𝑥, 𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑡) + 𝑢(𝑥, 𝑡), (4)

ãäå 𝑄(𝑥, 𝑡) � ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, 𝑓(𝑥, 𝑡) � âîçìóùåíèå, 𝑢(𝑥, 𝑡) � ðàñïðåäå-
ë¼ííîå óïðàâëåíèå, 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ [0, 𝐿]. Ôóíêöèè 𝑟(𝑥) > 0, 𝑤(𝑥) > 0 è 𝑞(𝑥)
ñ÷èòàþòñÿ íåïðåðûâíûìè íà îòðåçêå [0, 𝐿]. Äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ çäåñü ïî-
íèìàåòñÿ â ñìûñëå Õèëüôåðà [1], 𝛼 ∈ (0, 2]. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíå-
íèÿ (4) ñòàâÿòñÿ ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì ñèñòåìû (1), à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
ñòàâÿòñÿ â ëîêàëüíîì âèäå è ìîãóò âêëþ÷àòü ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ:[︂

𝑏𝑖
𝜕𝑄(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝑎𝑖𝑄(𝑥, 𝑡)

]︂
𝑥=𝑥𝑖

= ℎ𝑖(𝑡) + 𝑢𝑖(𝑡), 𝑡 > 0, 𝑖 = 1, 2,

ãäå 𝑎𝑖 è 𝑏𝑖 � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, 𝑏1 6 0, 𝑏2 > 0; ℎ𝑖(𝑡) � íåêîòîðûå
èçâåñòíûå âïîëíå ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè, 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 𝐿.

Ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ 𝑢1,2(𝑡) ñ÷èòàþòñÿ ýëåìåíòàìè ëèáî ïðîñòðàíñòâà
𝐿𝑝[0, 𝑇 ], 1 < 𝑝 < ∞, ëèáî ïðîñòðàíñòâà 𝐿∞[0, 𝑇 ]. Ðàñïðåäåë¼ííîå óïðàâëå-
íèå 𝑢(𝑥, 𝑡) ñ÷èòàåòñÿ ôóíêöèåé èç ïðîñòðàíñòâà 𝐿∞(Ω), Ω = [0, 𝑇 ] × [0, 𝐿],
ëèáî ôóíêöèåé, èíòåãðèðóåìîé ñî ñòåïåíüþ 𝑝1 (𝑝2) ïî ïðîñòðàíñòâåííîé
(âðåìåííîé) ïåðåìåííîé (1 < 𝑝1,2 <∞).

Êîíå÷íûå óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ òàê, ÷òîáû â íåêîòîðûé ìîìåíò âðå-
ìåíè 𝑇 > 0 ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (4) ñîâïàäàëî ñ çàäàííûì æåëàåìûì ñîñòîÿ-
íèåì 𝑄*(𝑥), à ñêîðîñòü åãî èçìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâîâàëà çàäàííîé çàâèñèìî-
ñòè 𝐴(𝑥):

𝑄(𝑥, 𝑇 ) = 𝑄*(𝑥),
𝜕𝑄(𝑥, 𝑇 )

𝜕𝑥
= 𝐴(𝑥).

Äëÿ ñèñòåìû (4), êàê è âûøå äëÿ ñèñòåìû (1), ïîñòàâëåíû çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êàê çàäà÷è ïåðåâîäà ñèñòåìû èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ â êîíå÷íîå ïðè óñëîâèè ìèíèìàëüíîñòè íîðìû óïðàâëåíèÿ èëè âðåìå-
íè ïåðåõîäà. Ýòè çàäà÷è òàêæå ñâåäåíû ê ôîðìå îáîáù¼ííîé ñ÷¼òíîìåðíîé
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𝑙-ïðîáëåìû ìîìåíòîâ, äëÿ êîòîðîé ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå âîç-
ìîæíîñòü ïîñòàíîâêè è ðàçðåøèìîñòü. Ïîëó÷åíû ïðèáëèæ¼ííûå àíàëèòè-
÷åñêèå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ è ïðîàíàëèçèðîâàíû èõ
ñâîéñòâà.
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АНАЛИЗ ДИНАМИКИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ ДРОБНОГО
ПОРЯДКА С УПРАВЛЕНИЕМ
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УДК 517.977, 519.7

Данная работа посвящена анализу динамики линейных систем дроб-
ного порядка с управлением, а именно: одномерной системы общего
вида; двумерной системы частного вида - двойной интегратор. Ис-
следовалась задача поиска управления с минимальной нормой. Были
получены аналитические и численные решения задачи в различных
случаях и проанализированы следующие зависимости: нормы управ-
ления от значений показателей дробного дифференцирования; функ-
ции управления от времени; фазовые портреты систем.

Ключевые слова: оптимальное управление, фазовый портрет, динами-
ческие системы нецелого (дробного) порядка, производная Хильфера,
производная Адамара

Постнова Елена Александровна, м.н.с., ИПУ РАН им.В.А.Трапезникова; Elena
Postnova (Institute of control sciences, Moscow, Russia)
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Analysis of linear dynamics systems of fractional order with
control

The paper is devoted to the analysis of the linear dynamics systems of
fractional order with control: one-dimensional systems; two-dimensional
systems - double integrator. The problem of control search with minimal
norm investigated. The analytical and numerical solutions of the prob-
lem were obtained and the following dependencies were analyzed: control
norms as a function of fractional differentiation indexes; functions of con-
trol from the time; phase portraits of systems.

Keywords: optimal control, phase portrait, non-integer (fractional) order
dynamical systems, Hilfer derivative, Hadamard derivative

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì öåëîãî ïî-
ðÿäêà ñ óïðàâëåíèåì äîâîëüíî øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìîìåíòîâ. Â
ðàáîòå [1] áûëà îáîñíîâàíà ïðèìåíèìîñòü äàííîãî ìåòîäà äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòå-
ìàìè äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè è ðàñïðåäåë¼ííûìè ïàðàìåò-
ðàìè, ïîýòîìó îí áûë âçÿò â êà÷åñòâå îñíîâíîãî èíñòðóìåíòà. Àêöåíò â
ðàáîòå ñäåëàí íà ñèñòåìàõ ñëåäóþùåãî òèïà: îäíîìåðíîé ñèñòåìû îáùåãî
âèäà; äâóìåðíîé ñèñòåìû ÷àñòíîãî âèäà - äâîéíîé èíòåãðàòîð. Ôóíêöèÿ
óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàëàñü äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ, êîãäà 𝑢(𝑡) ∈ 𝐿2[𝑡0, 𝑇 ] [2]
è 𝑢(𝑡) ∈ 𝐿∞[𝑡0, 𝑇 ]. Íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå óñëîâèÿ áûëè çàäàâàëèñü ïàðà-
ìåòðè÷åñêè, ò.å. ÿâëÿëèñü íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò âûáîðà
íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ìîìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïåðâàÿ èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñëåäóþùå-
ãî âèäà:

𝑡0𝐷
𝛼
𝑡 𝑞(𝑡) = 𝑎𝑞(𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡),

ãäå 𝑞(𝑡) � ôàçîâàÿ êîîðäèíàòà ñèñòåìû; 𝐷𝛼
𝑡 � îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ, êîòîðûé çäåñü è äàëåå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Õèëüôåðà (â
÷àñòíîñòè, Êàïóòî) èëè Àäàìàðà; 𝑢(𝑡) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, çà-
äàííàÿ â ïðîñòðàíñòâå 𝐿∞[𝑡0, 𝑇 ]; 𝑎, 𝑏 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.

Âòîðàÿ ñèñòåìà - äâîéíîé èíòåãðàòîð, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñèñòåìû,
ñîñòîÿùåé èç äâóõ óðàâíåíèé:{︃

𝐶
𝑡0𝐷

𝛼
𝑡 𝑞1(𝑡) = 𝑞2(𝑡)

𝐶
𝑡0𝐷

𝛽
𝑡 𝑞2(𝑡) = 𝑢(𝑡),

ãäå 𝑞1(𝑡) è 𝑞2(𝑡) � ôàçîâûå êîîðäèíàòû ñèñòåìû, çàâèñÿùèå îò âðåìåíè
𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]; 𝑢(𝑡) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ, çàäàííàÿ â ïðîñòðàíñòâå
𝐿2[𝑡0, 𝑇 ] èëè 𝐿∞[𝑡0, 𝑇 ]; 𝛼 è 𝛽 � ïîêàçàòåëè äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ íà èíòåðâàëå (0, 1]; îïåðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ 𝐷𝛼

𝑡 è 𝐷
𝛽
𝑡 . Ïîèñê îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àëñÿ â íàõîæäåíèè

ôóíêöèè 𝑢(𝑡) ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé.
Â ðàáîòå íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû îáùåãî âèäà è äâîéíîãî èí-
òåãðàòîðà â ñëó÷àå 𝐿2[𝑡0, 𝑇 ]. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàòîðà â ñëó-
÷àå 𝑢(𝑡) ∈ 𝐿∞[𝑡0, 𝑇 ] àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â îáùåì âèäå íå ìîæåò áûòü
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ïîëó÷åíî, à ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìè-
çàöèè ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Äàííàÿ çàäà÷à èññëåäîâàíà, ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è îöåíêè ïîëîæåíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè. Ïðèâå-
äåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ (ðåàëèçîâàííûõ â ïðîãðàììíîé ñðåäå
Matlab), íà îñíîâå êîòîðûõ áûëè ïîñòðîåíû ïðèáëèæ¼ííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîñòðîåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû çàâèñèìîñòè îñíîâ-
íûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì îò çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé äðîáíîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ è âûáîðà íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ìîìåíòîâ âðåìåíè. Â ÷àñò-
íîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîâåäåíèå íîðìû óïðàâëåíèÿ ïðè îïðåäåë¼ííûõ
çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëåé äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìååò ÿðêî âûðàæåí-
íûé ìèíèìóì, à ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíà íîðìû îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè óïðàâëåíèÿ. Áûëî èññëåäîâàíî ïîâåäå-
íèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû.

Â ðàáîòå áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîé ñèñòåìû äðîá-
íîãî ïîðÿäêà ñ äèíàìèêîé àíàëîãè÷íîé ñèñòåìîé öåëîãî ïîðÿäêà è ïðî-
äåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ïîâåäåíèå òàêèõ ñèñòåì
ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ïåðåõîäà îêàçûâàåòñÿ áëèçêèì, à ïðè ìàëûõ - ðåçêî
îòëè÷àåòñÿ.

Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ìîäåëè-
ðîâàíèè ñèñòåì íåöåëîãî ïîðÿäêà ñ óïðàâëåíèåì. Ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâà-
íèå ðåçóëüòàòîâ äàííûõ èññëåäîâàíèé ìîæåò ïðèâåñòè ê ýêîíîìèè ýíåðãå-
òè÷åñêèõ çàòðàò íà ðåàëèçàöèþ óïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñèñòåìàìè.
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ДЕЙСТВИЕ ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЛН РЕЛЕЯ И СТОУНЛИ
НА ПОДЗЕМНЫЙ ТРУБОПРОВОД
Т. Рашидов, Б. Мардонов, Е.В. Ан
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УДК 539.3

В работе изучено поведение подземного трубопровода, когда плоские
волны Релея и Стоунли падают на границу из верхнего полупростран-
ства. Получена система дифференциальных уравнений для опреде-
ления перемещений частиц грунта и продольного смещения сечений
трубопровода за фронтом поверхностных волн. Предложена аналити-
ческая реализация для решения соответствующих краевых задач.

Ключевые слова: Поверхностные волны, подземный трубопровод, гра-
ница контакта двух сред, длина волны, смещение частиц грунта, на-
пряжения в сечениях трубопровода

The effect of Rayleigh and Stoneley surface waves on an
underground pipeline

The behavior of the underground pipeline when the plane Rayleigh and
Stoneley waves fall on the boundary from the upper half-space is studied
in this paper. A system of differential equations for determining the dis-
placements of soil particles and the longitudinal displacement of pipeline
sections behind the surface wave front is obtained. An analytical imple-
mentation for solving the corresponding boundary problems is proposed.

Keywords: Surface waves, underground pipeline, contact of two media,
wavelength, displacement of soil particles, stresses in pipeline sections

Ïîâåäåíèå ïîäçåìíîé ñèñòåìû òðóáîïðîâîäîâ ïðè ñåéñìè÷åñêèõ âîçäåé-
ñòâèÿõ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì è ñî÷åòàíèåì
ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí ðàçíîãî òèïà, ÷òî çàðàíåå íåèç-
âåñòíî. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå ìî-
æåò âîçíèêíóòü â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ïîäçåìíîé ñåòè òðóáîïðîâîäîâ ïðè
çåìëåòðÿñåíèè çàäàííîé èíòåíñèâíîñòè ïðè ëþáîì ñî÷åòàíèè è íàïðàâëå-
íèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñåéñìè÷åñêèõ âîëí, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé è ñëîæíîé
çàäà÷åé â äèíàìè÷åñêîé òåîðèè ñåéñìîñòîéêîñòè ïîäçåìíûõ ñîîðóæåíèé.
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Èçó÷åíèå ïðîáëåìû âûÿâèëî ðÿä ìàëîèçó÷åííûõ çàäà÷, ê êîòîðûì îòíîñÿò-
ñÿ âîïðîñû âîçäåéñòâèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí Ðåëåÿ è Ñòîóíëè íà ïîäçåìíûé
òðóáîïðîâîä áåñêîíå÷íîé äëèíû. Êàê ïîâåäåò ñåáÿ ïîäçåìíûé òðóáîïðîâîä
ïðè òîì èëè èíîì âèäå ïîâåðõíîñòíîé âîëíû âî ìíîãîì çàâèñèò îò äëèíû
è ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí. Âîïðîñ îáòåêàíèÿ ïîä-
çåìíûõ òðóáîïðîâîäîâ ïëîñêîé âîëíîé, ôðîíò, êîòîðîé ïåðïåíäèêóëÿðåí ê
îñè òðóáîïðîâîäà, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè â ëèòåðàòóðå ÷àñòè÷íî èññëåäî-
âàí. Â ÷àñòíîñòè, âûÿâëåíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå â òðóáîïðîâî-
äå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò îòíîøåíèÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñåéñìè÷å-
ñêîé âîëíû ê ñêîðîñòè ïðîäîëüíîé âîëíû â òåëå òðóáîïðîâîäà, íàçâàííî-
ãî ÷èñëîì Ìàõà, õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ òðóáîïðîâîäà è îêðóæàþùåé
åãî ñðåäû. Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåí àíàëèç ïîâåäåíèÿ ïîäçåìíîãî òðó-
áîïðîâîäà ïðè äåéñòâèè ñòàöèîíàðíîé ïîâåðõíîñòíîé âîëíû íà ïîäçåìíûé
òðóáîïðîâîä, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áåñêîíå÷íûé óïðóãèé ñòåðæåíü.
Îñü òðóáîïðîâîäà íàïðàâëåíà ïàðàëëåëüíî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè óïðóãî-
ãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîñêèå âîëíû Ðåëåÿ è Ñòîóíëè
ïàäàþò íà ãðàíèöó èç âåðõíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Çàïèñûâàþòñÿ âîëíî-
âûå óðàâíåíèÿ (ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ âîëí) äëÿ âåðõíåãî è íèæíåãî
ïîëóïðîñòðàíñòâà, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ � îòíîñèòåëüíî ïîòåíöèàëîâ. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî ñëó÷àåâ ôîðìèðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ïðè
ïàäåíèè ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ âîëí íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâ: 1) Íà
ãðàíèöå ïàäàåò ïðîäîëüíàÿ âîëíà; 2) íà ãðàíèöå ïàäàåò ïîïåðå÷íàÿ âîëíà.
Ïîëó÷åíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðå-
ìåùåíèé ÷àñòèö ãðóíòà è ïðîäîëüíîãî ñìåùåíèÿ ñå÷åíèé òðóáîïðîâîäà çà
ôðîíòîì ïîâåðõíîñòíûõ âîëí. Ïðåäëîæåíà àíàëèòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ äëÿ
ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷. Óñòàíîâëåíû ðàçëè÷íûå çàêîíî-
ìåðíîñòè âëèÿíèÿ ãëóáèíû çàëåãàíèÿ òðóáîïðîâîäà è äëèíû âîëí Ñòîóíëè
íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñå÷åíèé äëèííîãî òðóáîïðîâî-
äà. Ðàñ÷åòíûì ïóòåì óñòàíîâëåíî, ÷òî ñ ðîñòîì äëèíû âîëíû Ñòîóíëè òåìï
ïàäåíèÿ àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé ÷àñòèö ñðåäû ïàäàþò. Ýòî óêàçûâàåò íà
âîçìîæíîñòü áîëåå ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ äëèííûõ âîëí íà ïîâåäåíèå ïîä-
çåìíûõ ñîîðóæåíèé. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîâåðõíîñòíûå âîëíû Ñòîóíëè íà ãðà-
íèöå äâóõ óïðóãèõ ñðåä ïðè ïàäåíèè ïðîäîëüíîé âîëíû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
íà ãðàíèöå ïðè îòñóòñòâèè ïàäàþùåé âîëíû. Ïðè óñòðåìëåíèè àìïëèòóäû
ïàäàþùèõ âîëí ê íóëþ, ñîõðàíèâ àìïëèòóäû îòðàæåííûõ âîëí êîíå÷íûé
âîëíîâîé ïðîöåññ âáëèçè ãðàíèöû ïðîèñõîäèò áåç ó÷àñòèÿ ïàäàþùèõ âîëí,
ò.å. âäîëü ãðàíèöû ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî âîëíà Ðåëåÿ. Îïðåäåëåíî ïå-
ðåìåùåíèå ÷àñòèö ãðóíòà çà ñêîëüçÿùèé ôðîíò ïî ãðàíèöå êîíòàêòà äâóõ
ñðåä. Îñðåäíåííîå ïî êîíòóðó ñå÷åíèÿ ïðîäîëüíîå ñìåùåíèå ÷àñòèö ãðóíòà
ñ ðîñòîì äëèíû âîëíû óìåíüøàåòñÿ ïî çàêîíó áëèçêîìó ýêñïîíåíöèàëüíî-
ìó, òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ðîñò êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ãðóíòîâîé ñðåäû,
÷òî îòíîñèòñÿ ê áîëåå ïîäàòëèâîé ñðåäå, ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ â 1.5-2
ðàçà âåëè÷èíû îñðåäíåííîé ïî êîíòóðó ñå÷åíèÿ òðóáîïðîâîäà ïåðåìåùå-
íèÿ ÷àñòèö ãðóíòà. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî óâåëè÷åíèå äëèíû âîëíû Ðåëåÿ è
çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà óïðóãîãî îòïîðà ãðóíòà â òîðöåâûõ ñå÷åíèÿõ òðó-
áîïðîâîäà, à òàêæå êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ãðóíòà ïðèâîäÿò ê ñíèæåíèþ
âåëè÷èíû îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ â ñå÷åíèÿõ òðóáîïðîâîäà.
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ПОЛНАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ ПОЛОЖЕНИЙ
РАВНОВЕСИЯ ДВИЖЕНИЙ С ОДНОРОДНОЙ

ДЕФОРМАЦИЕЙ НА ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ПЛОСКОСТИ
О.С. Розанова, М.К. Турцынский, Н.В. Винонен

rozanova@mech.math.msu.su

УДК 517.957

Мы рассматриваем систему уравнений газовой динамики в равномер-
но вращающейся системе координат в двумерном случае. Эта система
традиционно используется для моделирования среднемасштабных ме-
теорологических процессов. Специальный класс решений, характери-
зующийся линейной по координатам скоростью, может быть полно-
стью описан квадратично нелинейной системой обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Положения равновесия этой системы от-
вечают стационарным режимам движения исходной системы уравне-
ний. Мы исследуем характер и устойчивость всех возможных поло-
жений равновесия при различных допущениях модели.

Ключевые слова: математика, дифференциальные уравнения, модели
атмосферы, устойчивость

Full classification of equilibria for motions with uniform
deformation on a rotating plane

We consider the system of gas dynamics in a uniformly rotating coordinate
frame in two dimensions. This system is traditionally used for modeling of
meteorological processes of the middle scale. A special class of solutions,
characterized by a velocity linear with respect to the coordinates, can
be completely described by a quadratically nonlinear system of ordinary
differential equations. Equilibria of this system correspond to stationary
regimes of the initial system of gas dynamics. We study the nature and
stability of all possible equilibria under various assumptions of the model.

Keywords: mathematics, differential equations, atmospheric models, sta-
bility

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ðàâíîìåðíî
âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè:

𝜌(𝜕𝑡u + (u · ∇)u + ℒu− 𝛿𝜔2𝒟x) + ∇𝑝 = 0,

𝜕𝑡𝜌+ div(𝜌�̄�) = 0, 𝜕𝑡𝑆 + (�̄� ,∇𝑆) = 0.

ãäå u(𝑡, 𝑥) = (𝑈1, 𝑈2), 𝑥 ∈ R2, x � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè, ℒ = 𝑙𝐿, 𝐿 =(︂
0 −1
1 0

)︂
, 𝑙 = 2𝜔 sin 𝜃 > 0 � ïàðàìåòð Êîðèîëèñà, 𝒟 =

(︂
1 0
0 𝑘

)︂
,
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𝑘 = sin2 𝜃. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä 𝑝 = 𝜌𝛾𝑒𝑆 , 𝛾 > 1. Åñëè öåí-
òðîáåæíàÿ ñèëà íå ïðèíèìàåòñÿ ïî âíèìàíèå, òî 𝛿. Ýòà ñèñòåìà ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ïðîöåäóðû óñðåäíåíèÿ òðåõìåðíîé
ìîäåëè àòìîñôåðû â ïðåíåáðåæåíèè êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè è òðàäèöèîí-
íî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñðåäíåìàñøòàáíûõ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî u(𝑡,x) = 𝑄(𝑡)x, 𝑄(𝑡) =
(︁
𝑎(𝑡) 𝑏(𝑡)
𝑐(𝑡) 𝑑(𝑡)

)︁
, òî ñ óêàçàí-

íîó ñèñòåìîé ìîæíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ñâÿçàòü ìàòðè÷íóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé

�̇�+𝑅𝑄+𝑄𝑇𝑅+ (𝛾 − 1)tr𝑄𝑅 = 0, �̇�+𝑄2 + 𝑙𝐿𝑄+ 2𝑐0𝑅− 𝛿𝜔2𝒟 = 0,

ãäå 𝑅 =

(︂
𝐴(𝑡)

1
2𝐵(𝑡)

1
2𝐵(𝑡) 𝐶(𝑡)

)︂
, 𝑐0 = const. Èññëåäîâàíèå ïîäîáíîãî âèäà ðåøåíèé

(ðåøåíèé ñ îäíîðîäíîé äåôîðìàöèåé) äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè áû-
ëî íà÷àòî â [1] â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ 𝜔 = 0 â ïðîñòðàíñòâåííîé
ðàçìåðíîñòè, ðàâíîé òðåì, è ïîðîäèëî áîëüøóþ ñåðèþ ðàáîò (ñì. îáçîð
[2]). Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ê ïîäîáíûì çàäà÷àì âîçðîñ èíòåðåñ, ïðè÷åì ìíîãèå
ðåçóëüòàòû ïåðåîòêðûâàþòñÿ (íàïðèìåð, [3]).

Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû îòâå÷àþò ñòàöèîíàðíûì ðåæèìàì
äâèæåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè. Ìû ïîêàçûâà-
åì, ÷òî âñå âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äåëÿòñÿ íà äâà òèïà: âèõðè
è ñäâèãè. Ïåðâîå èç íèõ � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå, âòîðîå � äâóïàðàìåòðè÷å-
ñêîå. Â ÷àñòíîñòè, ñåìåéñòâî îñîáûõ òî÷åê, îòâå÷àþùåå âèõðåâîìó äâèæå-
íèþ, èìååò âèä

𝑎 = 𝑑 = 0, 𝑏 = −𝑐 = 𝑏*, 𝐴 = 𝐶 = 𝐴* = 𝑏*(𝑏*−𝑙)
2𝑐0

, 𝐵 = 0

(𝑏* � ïàðàìåòð).
Â íåâðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé-

÷èâû. Âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî çàâèñÿò
îò óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò ïîëíîé ìîäåëè íà ñôåðå ê
ìîäåëè íà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Åñëè ïðåíåáðå÷ü, êàê ýòî îáû÷íî äåëà-
åòñÿ, ÷ëåíîì, îòâå÷àþùèì öåíòðîáåæíîé ñèëå (𝛿 = 0), òî ïðè îïðåäåëåí-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âèõ-
ðåâûì äâèæåíèÿì, ñòàíîâÿòñÿ óñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó. À èìåííî, ïðè
𝜆 = 𝑏*

𝑙 ∈ (0, 1) ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó ïðè âñåõ

𝛾 > 1, ïðè 𝜆 ∈ R∖
[︁
1−

√
2

2 , 1+
√
2

2

]︁
îíî íåóñòîé÷èâî, à â îñòàâøåéñÿ ïàðå ïîëó-

èíòåðâàëîâ óñòîé÷èâîñòü çàâèñèò îò 𝛾: ïðè 𝛾 ∈ (1, 2] ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

óñòîé÷èâî ïðè 𝜆 ∈
(︁

1−
√
2

2 , 1+
√
2

2

)︁
, a ïðè 𝛾 → ∞ ýòîò èíòåðâàë ñòðåìèòñÿ ê

(0, 1).
Îäíàêî ÷ëåí, îòâå÷àþùåé öåíòðîáåæíîé ñèëå, íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ìà-

ëûì äëÿ ðåøåíèÿ ñ ëèíåéíûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè ïðè áîëüøîì ðàññòîÿòèè
îò öåíòðà âèõðÿ. Åñëè åãî ñîõðàíèòü, òî åñòü ïîëîæèòü 𝛿 = 1, òî âñå ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îñòàþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè.

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüòâî íåóñòîé÷èâîñòè â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè ïîìîùè àíàëèçà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñèñòåìû
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âáëèçè îñîáûõ òî÷åê è òðóäíîñòü çäåñü ñîñòîèò ëèøü â ãðîìîçäêîñòè âû-
÷èñëåíèé. Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî óñòîé÷èâîñòè î÷åíü äåëèêàòíî è òðåáóåò
ñïåöèàëüíîé òåõíèêè ïåðåõîäà â ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû.
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ИНСТРУМЕНТАЛЬНАЯ СРЕДА ПЛАНИРОВАНИЯ
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В ходе выполнения работ разработан комплекс программных средств,
обеспечивающий функциональность по расчету оптимальных марш-
рутов космических съемок, а также автоматизированному управле-
нию наземными антеннами для обеспечения сеансов связи с целевы-
ми аппаратами. Доклад посвящен теоретическим и прикладным ас-
пектам реализации, а также описанию перспектив модернизации ком-
плекса.

Ключевые слова: Дистанционное зондирование Земли, антенная си-
стема, расчет сеансов связи, автоматизированное управление, дис-
кретная оптимизация
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Instrumental environment for space ERS satellites shooting
routes and communication sessions planning

During this work, a set of software tools was developed, providing func-
tionality for computation of the space shooting optimal routes, as well
as automated control of ground antennas for providing communication
sessions with target devices. Current report is devoted to the theoretical
and applied aspects of implementation, as well as the description of the
prospects for the complex modernization.

Keywords: Earth Remote Sensing, Antenna System, Communication Ses-
sions Computation, Automatic Control, Discrete Optimization

Â õîäå âûïîëíåíèÿ äàííîé ðàáîòû ñîçäàí êîìïëåêñ ïðîãðàììíûõ ìî-
äóëåé, ïðåäîñòàâëÿþùèé ïîëüçîâàòåëþ ôóíêöèîíàëüíîñòü ïî ðàñ÷åòó îï-
òèìàëüíîãî ìàðøðóòà êîñìè÷åñêîé ñúåìêè äëÿ âûïîëíåíèÿ íàáîðà çàêàçîâ
ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè, à òàêæå ïî ðàñ÷åòó óãëîâ íàâåäåíèÿ íàçåìíîé
àíòåííû íà êîñìè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ôàéëîâ öåëåóêàçàíèé,
èñïîëüçóåìûõ â äàëüíåéøåì äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ñåàíñà ñâÿçè.

Ôóíêöèîíàëüíîñòü ðàñ÷åòà ìàðøðóòà ñúåìêè äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîøüþ
ôîðìèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ãðàôà êîíôèãóðàöèé ñúåìêè (ïîëó÷àåìûõ
ïóòåì ïîèñêà ïåðåñå÷åíèÿ ïîëîñ çàõâàòà êàìåðû ñïóòíèêà ñ îãðàíè÷èâàþ-
ùèìè ìíîãîóãîëüíèêàìè çàÿâîê) è ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ïóòè â íåì (ñì.
áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå â ðàáîòå [1]). Òàêîé ïîäõîä, ñ îäíîé ñòîðîíû,
òðåáóåò âûïîëíåíèÿ êàëèáðîâêè ìåòîäà ïîä õàðàêòåðèñòèêè êîíêðåòíîãî
àïïàðàòà, îäíàêî ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàòü ðàçëè÷íûå ðåæèìû
ñúåèìêè (ñòåðåîñúåìêà ñ ðàçëè÷íûìè íàáîðàìè êàäðîâ, ïëîùàäíàÿ ñúåìêà,
ñúåìêà êðèâîëèíåéíûõ ìàðøðóòîâ è ò.ä.). Â ðàìêàõ êîìïëåêñà ðåàëèçîâàí
ïîëíûé öèêë ðàñ÷åòà âïëîòü äî ôîðìèðîâàíèÿ ìàññèâîâ ïîëåòíûõ çàäàíèé,
ïðèãîäíûõ ê çàêëàäêå â ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ñïóòíèêîâ.

Ïðè íàëè÷èè èíôîðìàöèè îá ýëåìåíòàõ ñåòè íàçåìíûõ ñòàíöèé êîì-
ïëåêñ ïðîèçâîäèò ðàñ÷åò çîí ñâÿçè è ñîçäàåò çàäàíèÿ íà ïðèåì èíôîðìàöèè,
êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ êîìïëåêñà óïðàâëåíèÿ
àíòåííûìè ñèñòåìàìè (ñì. ïîäðîáíîå îïèñàíèå â ðàáîòå [2]). Îí ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïîëóàâòîíîìíóþ ñðåäó, ïîçâîëÿþùóþ ïðè íàëè÷èè ñâÿçè ñ ìî-
äóëåì ïëàíèðîâàíèÿ è ñ ñåðâåðîì àíòåííû ðàññ÷èòàòü íàáîð òðàåêòîðèé
äâèæåíèÿ è ïåðåäàòü èõ â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé íà ñåðâåð
äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ äâèæåíèÿ àíòåííû. Ïðåäóñìîòðåíà ôóíêöèîíàëüíîñòü
ïî óïðåæäåíèþ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà, ïî ïåðåñòðîåíèþ ìåæäó òðàåêòîðèÿìè
è ïî àâòîìàòè÷åñêîìó îñóùåñòâëåíèþ òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà "âûõîä â
íà÷àëüíóþ òî÷êó - äâèæåíèå ïî òðàåêòîðèè - ïàðêîâêà â çåíèò".

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ñïîñîáåí ôóíêöèîíèðîâàòü êàê â àâòîìàòèçèðî-
âàííîì ðåæèìå, îñóùåñòâëÿÿ ðàñ÷åò öåëåóêàçàíèé è ïåðåäà÷ó èõ íà àíòåííó
ïî ìåðå ïîñòóïëåíèÿ çàäà÷ íà âûïîëíåíèå ñåàíñîâ ñâÿçè, òàê è â ðó÷íîì
ðåæèìå, â õîäå êîòîðîãî ïîëüçîâàòåëü ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíûõ ýëåìåíòîâ
ãðàôè÷åñêîãî èíòåðôåéñà ìîæåò îñóùåñòâëÿòü èçìåíåíèå óãëîâ íàâåäåíèÿ,
óãëîâûõ ñêîðîñòåé àíòåííû, à òàêæå íàâåäåíèå àíòåííû íà îáúåêòû ñ çà-
äàííûìè ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè (¾ïàðêîâêà¿ àíòåííû â çåíèò, íàâåäå-
íèå àíòåííû íà Ñîëíöå êàê åñòåñòâåííûé èñòî÷íèê ðàäèîèçëó÷åíèÿ è ò.ä.)
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Ðàçðàáîòàííûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðàçðàáîòêå ÏÎ
íàçåìíîãî ñåãìåíòà íîâûõ îðáèòàëüíûõ ãðóïïèðîâîê è îòäåëüíûõ êîñìè-
÷åñêèõ àïïàðàòîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ äîïîëíåíèå êîìïëåêñà ôóíêöèîíàëüíî-
ñòüþ ïî ðàáîòå ñ ãðóïïèðîâêàìè ñïóòíèêîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïûòà êîë-
ëåêòèâà, îòðàæåííîãî â ðàáîòå [3], à òàêæå ðàñøèðåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî
àïïàðàòà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ ðàñ÷åòà îïòèìàëüíûõ ìàíåâðîâ.
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Рассматривается задача химиотерапии злокачественных опухолей,
математическая модель которой описывается системой обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. Исследуется задача оптимально-
го управления (оптимальной терапии), целью которой является мини-
мизация злокачественных клеток в организме в заданный финальный
момент времени T. Построено множество выживаемости до момента
T, т.е. множество начальных состояний модели (объема опухоли и
количества лекарства в организме), для которых оптимальное управ-
ление гарантирует динамику злокачественной опухоли вплоть до T в
объеме, не превышающем предельный объем, совместимый с жизнью.
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Construction of the viability set in a chemotherapy problem
for malignant tumors.

The problem of chemotherapy of malignant tumors is considered, the
mathematical model of which is described by a system of ordinary dif-
ferential equations. We study the optimal control problem (optimal ther-
apy), the goal of which is to minimize the malignant cells in the body at
a given final instant T. The set of viability up to T, i.e. the set of initial
states of the model (tumor volume and quantity of drug in the body), for
which the optimal control guarantees the dynamics of a malignant tumor
up to the final instant T in a volume not exceeding the limiting volume
compatible with life.

Keywords: mathematics, differential equations, optimal control theory

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ïî-
ÿâëÿåòñÿ ïðè õèìèîòåðàïèè çëîêà÷åñòâåííîé îïóõîëè [1,2]:{︃

𝑑𝑚
𝑑𝑡 = 𝑔(𝑚) − 𝛾𝑚𝑓(ℎ), 𝑚(𝑡0) = 𝑚0, 𝛾 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0
𝑑ℎ
𝑑𝑡 = −𝛼ℎ+ 𝑢(𝑡), ℎ(𝑡0) = ℎ0, 𝛼− 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

çäåñü 𝑚 � ÷èñëî çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê, ℎ � êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâà, ñïî-
ñîáíîãî óáèâàòü êëåòêè îïóõîëè, 𝑓(ℎ) � ôóíêöèÿ òåðàïèè, îïèñûâàþùàÿ
âîçäåéñòâèå ëåêàðñòâà íà êëåòêè îïóõîëè, 𝑢(𝑡) � êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâà,
ââîäèìîãî â îïóõîëü â åäèíèöó âðåìåíè (óïðàâëåíèå).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:
1. äîçà ââîäèìîãî ëåêàðñòâà îãðàíè÷åíà: 0 6 𝑢(𝑡) 6 𝑄, ãäå 𝑄 � ìàêñèìàëü-
íî äîïóñòèìàÿ äîçà;
2. 0 < 𝑚 < 𝑀, ãäå 𝑀 - ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê
â îðãàíèçìå, ñîâìåñòèìîå ñ æèçíüþ,
3. 0 6 ℎ 6 𝐿, ãäå 𝐿 - ìàêñèìàëüíîå äîïóñòèìîå êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâà â
îðãàíèçìå.

Èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñêîðîñòü ðîñòà çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê 𝑔(𝑚)
îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Ãîìïåðöà:

𝑔(𝑚) = 𝑟𝑚− 𝜃𝑚 ln(𝑚), 𝑟, 𝜃 > 0.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì òåðàïèè ïóòåì
âîçäåéñòâèÿ 𝑢(𝑡) òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü â çàäàííûé ôèíàëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè 𝑇 êîëè÷åñòâî çëîêà÷åñòâåííûõ êëåòîê â îðãàíèçìå, ò.å. ìè-
íèìèçèðîâàòü òåðìèíàëüíóþ ôóíêöèþ ïëàòû:

𝜎(𝑚(𝑇 )) = 𝑚2(𝑇 ; 𝑡0,𝑚0, ℎ0, 𝑢(·)) → inf
𝑢(·)

,

Â ðàáîòå [3], ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ òåðàïèè, îïèñûâàþùàÿ
âëèÿíèå ëåêàðñòâà íà ñêîðîñòü ðîñòà êëåòîê, èìååò äâà ìàêñèìóìà, â îòëè-
÷èå îò âûøåóïðîÿíóòûõ ðàáîò, ãäå èññëåäîâàëñÿ ñëó÷àé îäíîãî ìàêñèìóìà
ó ôóíêöèè òåðàïèè. Ïîñòðîåíà àíàëèòè÷åñêè ôóíêöèÿ öåíû, êîòîðàÿ êàæ-
äîìó íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ (𝑡0,𝑚0, ℎ0) ∈ [0, 𝑇 ] × [0,𝑀 ] × [0, 𝐿] ñòàâèò â
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ñîîòâåòñòâèå îïòèìàëüíûé ðåçóëüòàò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ 𝑉 𝑎𝑙(𝑡0,𝑚0, ℎ0).

Теорема 1. Функция цены 𝑉 𝑎𝑙(𝑡0,𝑚0, ℎ0) в исследуемой задаче имеет
следующий вид:

𝑉 𝑎𝑙(𝑡0, ℎ0,𝑚0) = 𝑚𝑒
−2𝜃(𝑡−𝑡0)

0 𝑒

[︁2𝑟

𝜃
(1 − 𝑒−𝜃(𝑡−𝑡0)) − 2𝛾𝑉 (𝑡0, ℎ0)

]︁
,

где 𝑉 (𝑡0, ℎ0) – оптимальный результат в следующей вспомогательной за-
даче оптимального управления

𝑉 (𝑡0, ℎ0) = sup
𝑢(·)

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑓(ℎ(𝜏 ; 𝑡0, ℎ0, 𝑢(𝜏)))𝑑𝜏 ;

𝑑ℎ(𝜏)

𝑑𝜏
= −𝛼ℎ(𝜏) + 𝑢(𝜏), ℎ(𝑡0) = ℎ0, 0 6 𝑢 6 𝑄.

Ïîëó÷åííàÿ êîíñòðóêöèÿ îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû ðàáîò [4,5]. Òàêæå â
ðàáîòå [3] ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé ñèíòåç 𝑢0(𝑡, ℎ).

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà âûæèâàíèÿ 𝑊 äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè:

𝑊 = {(𝑡0,𝑚0, ℎ0) ∈ [0, 𝑇 ] × [0,𝑀 ] × [0, 𝐿] : 𝑉 𝑎𝑙(𝑡0,𝑚0, ℎ0) ∈ [0,𝑀 ]}.

Ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç òàêèõ òî÷åê (𝑡0,𝑚0, ℎ0), ÷òî, ñòàðòóÿ èç íèõ ïðè
𝑡 = 𝑡0, â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà ëå÷åíèÿ ℎ0(𝑡) = ℎ0(𝑡; 𝑡0, ℎ0) âïëîòü äî
çàäàííîãî ôèíàëüíîãî ìîìåíòà 𝑡 = 𝑇 îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè 𝑚0(𝑡) =
𝑚0(𝑡; 𝑡0,𝑚0, ℎ0) îñòàþòñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå, ò.å. êîëè÷åñòâî çëîêà÷åñòâåí-
íûõ êëåòîê â îðãàíèçìå îñòà¼òñÿ íèæå êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ 𝑀 .

Ðàññìàòðèâàÿ òî÷êó (𝑡0,𝑚0, ℎ̂1) ∈ [0, 𝑇 ] × [0,𝑀 ] × [0, 𝐿] ïîëó÷àåì:

(𝑡0,𝑚0, ℎ̂1) ∈𝑊, ⇔ 𝑚0 ∈ [0, �̂�1(𝑡0)],

�̂�1(𝑡0) = 𝑀𝑒𝜃(𝑇 − 𝑡0)
exp

[︂
1

𝜃
(1 − 𝑒𝜃(𝑇−𝑡0))(𝑟 − 𝛾𝑓(ℎ̂1))

]︂
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ℎ0 = ℎ̂3:

(𝑡0,𝑚0, ℎ̂3) ∈𝑊, ⇔ 𝑚0 ∈ [0, �̂�2(𝑡0)],

�̂�2(𝑡0) = 𝑀𝑒𝜃(𝑇 − 𝑡0)
exp

[︂
1

𝜃
(1 − 𝑒𝜃(𝑇−𝑡0))(𝑟 − 𝛾𝑓(ℎ̂3))

]︂
.

Åñëè ℎ0 = ℎ* < ℎ̂1, (𝑡0, ℎ0) ∈ Π1 = [0, 𝑇 ) × [0, ℎ̂1], òî

(𝑡0,𝑚0, ℎ
*) ∈𝑊, ⇔ 𝑚0 ∈ [0, �̂�*],

𝑚0(𝑡1; 𝑡0, �̂�
*, ℎ*) = �̂�1(𝑡1), 𝑡1 ∈ (𝑡0, 𝑇 ),èíà÷å 𝑚0(𝑇 ; 𝑡0, �̂�

*, ℎ*) = 𝑀.
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Åñëè ℎ0 = ℎ* > ℎ̂3, (𝑡0, ℎ0) ∈ Π2 = [0, 𝑇 ) × [ℎ̂3, 𝐿], òî

(𝑡0,𝑚0, ℎ
*) ∈𝑊, ⇔ 𝑚0 ∈ [0, �̂�*],

𝑚0(𝑡2; 𝑡0, �̂�
*, ℎ*) = �̂�2(𝑡2), 𝑡2 ∈ (𝑡0, 𝑇 ), èíà÷å 𝑚0(𝑇 ; 𝑡0, �̂�

*, ℎ*) = 𝑀.

Åñëè ℎ0 = ℎ* > ℎ̂1, (𝑡0, ℎ0) ∈ Π3 = [0, 𝑇 ) × [ℎ̂1, 𝑥(𝑡)], òî

(𝑡0,𝑚0, ℎ
*) ∈𝑊, ⇔ 𝑚0 ∈ [0, �̂�*],

𝑚0(𝑡1; 𝑡0, �̂�
*, ℎ*) = �̂�1(𝑡1), 𝑡1 ∈ (𝑡0, 𝑇 ), èíà÷å 𝑚0(𝑇 ; 𝑡0, �̂�

*, ℎ*) = 𝑀.

Åñëè ℎ0 = ℎ* < ℎ̂3, (𝑡0, ℎ0) ∈ Π4 = [0, 𝑇 ) × (𝑥(𝑡), ℎ̂3], òî

(𝑡0,𝑚0, ℎ
*) ∈𝑊, ⇔ 𝑚0 ∈ [0, �̂�*],

𝑚0(𝑡2; 𝑡0, �̂�
*, ℎ*) = �̂�2(𝑡2), 𝑡2 ∈ (𝑡0, 𝑇 ), èíà÷å 𝑚0(𝑇 ; 𝑡0, �̂�

*, ℎ*) = 𝑀.

Çäåñü 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥(𝑇 ) = ℎ̂2 - ëèíèÿ Ðàíêèíà �Ãþãîíèî, êîòîðàÿ îïèñû-
âàåò ìíîæåñòâî òî÷åê íåäèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè 𝑉 (𝑡, ℎ).

Çàìåòèì, ÷òî âñå îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè 𝑚0(𝑡; 𝑡0,𝑚0, ℎ0), ñòàðòóþùèå
èç òî÷êè (𝑡0,𝑚0, ℎ0) /∈ 𝑊 íå âûæèâàþò â 𝑊 äî ôèíàëüíîãî ìîìåíòà âðå-
ìåíè 𝑇 , òàê êàê îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ: 𝑚0(𝑡*; 𝑡0,𝑚0, ℎ0) > 𝑀 äëÿ
íåêîòîðûõ 𝑡* ∈ (𝑡0, 𝑇 ).
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ЗАДАЧА О ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИИ ДЛЯ БЛИЗКО
РАСПОЛОЖЕННЫХ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПРОВОДНИКОВ

Р.Н. Тихомиров
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УДК 517.518

Работа посвящена оценке взаимного влияния токов в задаче о теп-
ловыделении для конструкции близко расположенных параллельных
проводников с периодической структурой. Для исследования исполь-
зуются асимптотические методы – метод усреднения и метод погра-
ничного слоя.

Ключевые слова: тепловыделение, электроника, усреднение

Heat release problem for closely spaced parallel conductors

In this paper we evaluate the mutual influence of currents in the heat
release process for close parallel conductors with a periodic structure.
The analysis is based on asymptotic methods: homogenization techniques
and the boundary layer method.

Keywords: heat release, electronics, homogenization

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïàðàëëåëüíûõ áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ ïðîâîäíèêîâ
â äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäå, çàíèìàþùåé ïëîñêóþ ïðÿìîóãîëüíóþ îáëàñòü.
Çàäà÷à î òåïëîâûäåëåíèè â ñëó÷àå âçàèìíîãî âëèÿíèÿ ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ
òîêàìè â ïðîâîäíèêàõ èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ýëåêòðîíèêè.

Çàïèøåì "ñòàöèîíàðíóþ" ñèñòåìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
rot �̄� = −𝑖𝜔𝑐 𝑒(�̄�)�̄� + 4𝜋

𝑐 �̄�ст,
rot �̄� = 𝑖𝜔𝑐 �̄�,
div (𝑒(�̄�)�̄�) = 4𝜋𝜌ст,
div �̄� = 0,

(1)

ãäå �̄�, �̄� � âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîîò-
âåòñòâåííî; �̄�ст, 𝜌ст � ñòîðîííèå òîêè è çàðÿäû, ïîëàãàåì, ÷òî îíè íóëåâûå;
𝑒(�̄�) � êîìïëåêñíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû (âêëþ÷àþùàÿ
ïðîâîäèìîñòü), êîòîðàÿ ìîæåò çàâèñåòü îò �̄� = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).

Âûðàçèì �̄� èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1), ïîäñòàâèì â ïåðâîå óðàâ-
íåíèå è âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì rot rot𝐴 = −∆𝐴 + grad div𝐴. Ïîëó÷èì
ñèñòåìó èç òðåõ óðàâíåíèé (èñïîëüçóÿ div (𝑒(�̄�)�̄�) = 0,

∆�̄� + 𝑘2(�̄�)�̄� + grad

(︂
�̄�,

∇𝑒
𝑒(�̄�)

)︂
= 0, (2)

ãäå ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå 𝑘2 = 𝜔2

𝑐2 𝑒(�̄�), 𝜔 � ÷àñòîòà, 𝑐 � ñêîðîñòü ñâåòà.

Работа поддержана Министерством образования и науки РФ (задание №
1.3270.2017/4.6) и грантом РФФИ № 19-01-00184/19
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü èç êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà íà ïëîñêî-
ñòè ñîñòîèò èç äâóõ ìàòåðèàëîâ: êâàðöà (äèýëåêòðèê) è õðîìà (ïðîâîäíèê),
âêëþ÷åíèÿ êîòîðûõ èìåþò ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, èç êîòîðûõ ñàìàÿ
ïðîñòàÿ � ïàðàëëåëüíûå ïðîâîäà.

Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è íóæíî çàäàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà "ñòûêàõ"
èëè ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑒(�̄�), áûñòðî ìåíÿåòñÿ îò îäíîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû ê
äðóãîé (îò 𝑒1 ê 𝑒2) â óçêîé ïåðåõîäíîé çîíå øèðèíû 𝜀𝜇, 𝜀≪ 1 è 𝜇≪ 1. Ýòî
ïîçâîëèò íå ââîäèòü êðàåâûõ óñëîâèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ôàç. Òîãäà
𝑒(�̄�) = 𝑒𝜇

(︀
�̄�1

𝜀

)︀
, 𝑘2(�̄�) = 𝑘2𝜇

(︀
�̄�1

𝜀

)︀
. Ìû ïîëó÷àåì çàäà÷ó óñðåäíåíèÿ (ïåðåõîä

ïðè 𝜀→ 0) â ñèñòåìå (2), ãäå îñöèëëÿöèè â ìëàäøèõ ÷ëåíàõ, à ñàìà ñèñòåìà
� ýëëèïòè÷åñêàÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî óñðåäíåííóþ ñèñòåìó ìîæíî íàéòè â íåêîòîðûõ ñëó÷à-
ÿõ àíàëèòè÷åñêè è â äàííîì ñëó÷àå âû÷èñëèòü âåëè÷èíó òåïëîâûäåëåíèÿ.
Áîëåå ñëîæíàÿ ñèòóàöèÿ � ïàðàëëåëüíûå ïðîâîäà â ïðîñòðàíñòâå R3.

Óðàâíåíèÿ äëÿ 𝐸1, 𝐸2 ïðèíèìàþò âèä⎧⎨⎩ ∆𝐸1+𝑘2𝜇
(︀
𝑥1

𝜀

)︀
𝐸1+ 1

𝜀
𝜕
𝜕𝑥1

(︁(︁
𝐸1

𝜕𝑒𝜇
𝜕𝑦1

(︀
𝑥1

𝜀

)︀
+𝐸2

𝜕𝑒𝜇
𝜕𝑦2

(︀
𝑥1

𝜀

)︀)︁
𝑒−1
𝜇

(︀
𝑥1

𝜀

)︀)︁
= 0,

∆𝐸2+𝑘2𝜇
(︀
𝑥1

𝜀

)︀
𝐸2+ 1

𝜀
𝜕
𝜕𝑥2

(︁(︁
𝐸1

𝜕𝑒𝜇
𝜕𝑦1

(︀
𝑥1

𝜀

)︀
+𝐸2

𝜕𝑒𝜇
𝜕𝑦2

(︀
𝑥1

𝜀

)︀)︁
𝑒−1
𝜇

(︀
𝑥1

𝜀

)︀)︁
= 0.

(3)

Èç-çà íåçàâèñèìîñòè 𝑒𝜇 îò 𝑥2 â (3) îáðàùàþòñÿ â íóëü ñëàãàåìûå 𝜕𝑒𝜇
𝜕𝑦2

(︀
𝑥1

𝜀

)︀
è 𝐸2

𝜕𝑒𝜇
𝜕𝑦2

(︀
𝑥1

𝜀

)︀
.

Âèäíî, ÷òî ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà ñêàëÿðíûå óðàâíåíèÿ, èõ àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïî 𝜀 ìîæíî èññëåäîâàòü èçâåñòíûìè äëÿ ñêàëÿðíîãî
óðàâíåíèÿ ìåòîäàìè. Óðàâíåíèå äëÿ êîìïîíåíòû 𝐸2 ïðèìåò âèä

∆𝐸2 + 𝑘2𝜇

(︁𝑥1
𝜀

)︁
𝐸2 + 𝐹 𝜀𝜇(𝑥1, 𝑥2) = 0,

ãäå àñèìïòîòèêà 𝐹 𝜀𝜇(𝑥1, 𝑥2) ïî 𝜀 óæå íàéäåíà èç àíàëèçà óðàâíåíèÿ äëÿ
𝐸1. Åñëè æå ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ �̄� íå ñîäåðæàò
êîìïîíåíòû 𝐸1, òî 𝐸1 ≡ 0 âî âñåì ïðÿìîóãîëüíèêå è óðàâíåíèå äëÿ 𝐸2

ïðèíèìàåò âèä

∆𝐸2 + 𝑘2𝜇

(︁𝑥1
𝜀

)︁
𝐸2 = 0.

Îíî òðèâèàëüíî óñðåäíÿåòñÿ, è ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

∆𝐸2 + ⟨𝑘2𝜇⟩𝐸2 = 0,

ãäå ⟨·⟩ � ñðåäíåå ïî ïåðèîäó. Ýòî èíòåðåñíûé ôàêò, ïîñêîëüêó â ýòîì óðàâ-
íåíèè ïðèñóòñòâóþò ïàðàìåòðû êàê ïðîâîäíèêà, òàê è äèýëåêòðèêà, òî åñòü
ïðîâîäà íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è íà âåëè÷èíó òåïëîâûäåëåíèÿ âëèÿ-
þò íå òîëüêî ïàðàìåòðû ïðîâîäíèêà, êàê áûëî áû â ñëó÷àå íåçàâèñèìîñòè
òîêîâ äðóã îò äðóãà. Äëÿ ñëó÷àÿ çàâèñèìîñòè 𝑒𝜇 îò 𝑥1 è 𝑥2 è íàëè÷èÿ â
êðàåâûõ óñëîâèÿõ îáîèõ êîìïîíåíò 𝐸1, 𝐸2 ñèñòåìà íå ðàñïàäàåòñÿ, è äëÿ
åå èññëåäîâàíèÿ íóæíû íîâûå ïîäõîäû.

×òîáû îïðåäåëèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè 𝐹 𝜀𝜇(𝑥1, 𝑥2) ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó 𝜀 íóæíî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ïî 𝜀 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
äëÿ êîìïîíåíòû 𝐸1 ïîëÿ 𝐸 ñ ó÷åòîì 𝜕𝑒𝜇

𝜕𝑦2
= 0. Ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

div
(︁
𝑎
(︁ �̄�
𝜀

)︁
∇𝑢𝜀

)︁
+

1

𝜀
div

(︁
𝑏
(︁ �̄�
𝜀

)︁
𝑢𝜀
)︁

= 0 (4)
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ñ êðàåâûì óñëîâèåì 𝑢𝜀|𝜕𝑄 = 𝜙(�̄�), ãäå 𝑄 � ïðÿìîóãîëüíèê, â êîòîðîì ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå 𝑢𝜀(�̄�). Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïî 𝜀 ìîæíî
ìåòîäàìè èç [1].

Ïóñòü 𝑝(𝑦) � ïîëîæèòåëüíîå 1-ïåðèîäè÷åñêîå ïî 𝑦1, 𝑦2 ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ

div (𝑎(𝑦)∇𝑝) − div (𝑏(𝑦)𝑝) = 0,

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
∫︀
𝑌

𝑝(𝑦)𝑑𝑦 = 1, ãäå 𝑌 � äâóìåðíàÿ åäèíè÷íàÿ ÿ÷åé-

êà ïåðèîäè÷íîñòè. Òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, êàê ïîêàçàíî
â [1]. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) â âèäå 𝑢𝜀(𝑥) = 𝑝

(︀
�̄�
𝜀

)︀
𝑣𝜀(𝑥). Âû-

÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑣𝜀(𝑥) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

div
(︁
𝑝2
(︁ �̄�
𝜀

)︁
𝑎
(︁ �̄�
𝜀

)︁
∇𝑣𝜀

)︁
+

1

𝜀
�̃�
(︁ �̄�
𝜀

)︁
∇𝑣𝜀 = 0, div �̃�(𝑦) = 0,

äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ �̃� ìîæíî äàòü ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå. Èçâåñòíûìè ìå-
òîäàìè òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (ñì. [2]) ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè 𝜀 → 0
ðåøåíèå 𝑣𝜀(𝑥) ñòðåìèòñÿ âíóòðè 𝑄 ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
⟨�̃�⟩𝑌∇𝑣0 = 0 ñ êðàåâûì óñëîâèåì 𝑣0|𝜕𝑄+ = 𝜙(𝑥) · ⟨ 1𝑝 ⟩𝑌 , ãäå 𝜕𝑄

+ � ÷àñòü

ãðàíèöû ïðÿìîóãîëüíèêà 𝑄, ãäå òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ⟨�̃�⟩𝑌 "âõîäÿò"
â ïðÿìîóãîëüíèê 𝑄. Â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû âûïîëíåíèå êðàåâûõ óñëîâèé
îáåñïå÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ, ïðèíèìàþùèõ ñóùåñòâåííî îò-
ëè÷íûå îò íóëÿ çíà÷åíèÿ òîëüêî â ïðèãðàíè÷íîé ïîëîñêå ïðÿìîóãîëüíèêà
𝑄. Åñëè æå ⟨�̃�⟩𝑌 ≡ 0, òî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè 𝑣𝜀(𝑥) áóäåò îïðåäå-
ëÿòüñÿ ïðåäåëîì ïðè 𝜀 → 0 ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà (ñì., íàïðèìåð, [3]){︃

div
(︀
𝑝2
(︀
�̄�
𝜀

)︀
𝑎
(︀
�̄�
𝜀

)︀
∇𝑣𝜀(𝑥)

)︀
= 0,

𝑣𝜀(𝑥) = 𝜙(𝑥)

𝑝( �̄�
𝜀 )
.

Îíî èññëåäóåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûìè ìåòîäàìè óñðåäíåíèÿ óðàâíåíèé âòî-
ðîãî ïîðÿäêà, èñïîëüçóÿ êîòîðûå ñòðîèòñÿ ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ 𝑣0(𝑥). Òà-
êèì îáðàçîì, 𝐹 𝜀𝜇(𝑥1, 𝑥2) = 𝑝

(︀
�̄�
𝜀

)︀
𝑣0(𝑥)+𝑜(𝜀) ïðè 𝜀→ 0. Òàê ìîæíî ïîëó÷èòü

àñèìïòîòèêó 𝐸1
𝜀 (𝑥) è 𝐸2

𝜀 (𝑥), êîãäà êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ 𝐸1 è 𝐸2 íà 𝜕𝑄 �
ïðîèçâîëüíûå, íî 𝑒𝜇(𝑦) çàâèñèò òîëüêî îò 𝑦1. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèþ 𝑝(𝑦1)

ìîæíî íàéòè â ÿâíîì âèäå, ðåøèâ óðàâíåíèå ⟨�̃�⟩𝑌 ·∇𝑣0(𝑥) = 0 â 𝑄 ñ êðàåâûì
óñëîâèåì 𝑣0(𝑥) = 𝜙(𝑥)⟨ 1𝑝 ⟩𝑌 íà 𝜕𝑄+.

Àâòîð áëàãîäàðåí À.Ñ. Øàìàåâó è À.Ë. Ïÿòíèöêîìó çà ïîëåçíûå îá-
ñóæäåíèÿ.
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РЕШЕНИЕ ДВУМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ ДИРАКА С
ЛИНЕЙНЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ И ЛОКАЛИЗОВАННЫМ

НАЧАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ
А.А. Толченников

tolchennikovaa@gmail.com

УДК 517.955.8

Рассматривается система уравнений Дирака для графена с линейным
потенциалом и с локализованным начальным условием. Решение за-
писывается в интегральном виде с помощью функций параболиче-
ского цилиндра. Вне окрестности некоторых особых точек решение
записывается в виде ВКБ.

Ключевые слова: система уравнений Дирака, специальные функции,
ВКБ

The solution of the two–dimensional Dirac equation for
graphene with a linear potential and localized initial data

We construct exact solution of the two–dimensional Dirac equation for
graphene with a linear potential and localied initial data. We simplify
solution outside singular points in WKB form.

Keywords: two–dimensional Dirac equation, special functions, WKB

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíîå óðàâíåíè Äèðàêà äëÿ ãðàôåíà ñ ëèíåéíûì
ïîòåíöèàëîì 𝑈(𝑥) = 𝑥1:⎧⎨⎩𝑖 ℎ 𝑢𝑡 =

(︁
−𝑖ℎ 𝜕

𝜕𝑥1
+ ℎ 𝜕

𝜕𝑥2

)︁
𝑣 + 𝑥1𝑢

𝑖 ℎ 𝑣𝑡 =
(︁
−𝑖ℎ 𝜕

𝜕𝑥1
− ℎ 𝜕

𝜕𝑥2

)︁
𝑢+ 𝑥1𝑣

(5.1)

è äëÿ íåãî ñòàâèòñÿ çàäà÷à Êîøè ñ ëîêàëèçîâàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

𝑢|𝑡=0 = ℎ−2𝑢0
(︁𝑥
ℎ

)︁
, 𝑣|𝑡=0 = ℎ−2𝑣0

(︁𝑥
ℎ

)︁
, (5.2)

ãäå 𝑢0(𝑦), 𝑣0(𝑦) � áûñòðî óáûâàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè. Îáî-
çíà÷èì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ̃︀𝑢0(𝑝) =

∫︀
R2 𝑒

−𝑖𝑥𝑝𝑢0(𝑥)𝑑𝑥, ̃︀𝑣0(𝑝) =∫︀
R2 𝑒

−𝑖𝑥𝑝𝑣0(𝑥)𝑑𝑥.

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 16-11-10282).
Толченников Антон Александрович, к.ф.-м.н., ИПМех им. А.Ю. Ишлинского РАН

(Москва, Россия), МФТИ (Долгопрудный, Россия), МГУ им. М.В. Ломоносова (Москва,
Россия); Anton Tolchennikov (IPMech RAS, MIPT, Russia)
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Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è èìååò âèä 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑎(𝑡, 𝑥)+𝑏(𝑡, 𝑥), 𝑣(𝑡, 𝑥) = 𝑎(𝑡, 𝑥)−
𝑏(𝑡, 𝑥), ãäå(︂
𝑎(𝑡, 𝑥)
𝑏(𝑡, 𝑥)

)︂
=

1

2𝜋ℎ

∫︁
R2

𝑒𝑖
(𝛼,𝑥)−𝑡𝑥1

ℎ 𝑀(𝛼1−𝑡, 𝛼2)𝑀−1(𝛼1, 𝛼2)

(︂̃︀𝑎0(𝛼1, 𝛼2)̃︀𝑏0(𝛼1, 𝛼2)

)︂
𝑑𝛼1𝑑𝛼2,

(5.3)

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû 𝑀(𝑝1, 𝑝2) =

(︂
𝐴(𝑝1, 𝑝2) 𝐵(𝑝1, 𝑝2)
𝐶(𝑝1, 𝑝2) 𝐷(𝑝1, 𝑝2)

)︂
∈ 𝑆𝐿(2,C) èìå-

þò ñëåäóþùèé âèä:

𝐴(𝑝1, 𝑝2) =
𝑝2√
2ℎ𝑖

𝑦2(𝑎+ 1, 𝑧), 𝐵(𝑝1, 𝑝2) = −𝑦1(𝑎+ 1, 𝑧),

𝐶(𝑝1, 𝑝2) = 𝑦1(𝑎, 𝑧), 𝐷(𝑝1, 𝑝2) =
𝑝2√
2ℎ𝑖

𝑦2(𝑎, 𝑧),

ãäå 𝑎, 𝑧 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç 𝑝2, 𝑝1: 𝑎 = − 1
2 +

𝑖𝑝22
2ℎ , 𝑧 =

√︁
2𝑖
ℎ 𝑝1 è ãäå 𝑦1, 𝑦2 âûðà-

æàþòñÿ ÷åðåç âûðîæäåííóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ 𝑀(𝛼, 𝛽, 𝑥):

𝑦1(𝑎, 𝑧) = 𝑒−
𝑧2

4 𝑀

(︂
𝑎

2
+

1

4
,

1

2
,
𝑧2

2

)︂
, 𝑦2(𝑎, 𝑧) = 𝑧𝑒−

𝑧2

4 𝑀

(︂
𝑎

2
+

3

4
,

3

2
,
𝑧2

2

)︂
.

Ïîëó÷åííàÿ òî÷íàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò èçó÷èòü ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ïî
ìîäàì (ýëåêòðîííîé è äûðî÷íîé ìîäå), èçó÷èòü ýôôåêò ïåðåõîäà ñ îäíîé
ìîäû íà äðóãóþ è ýôôåêò ïåðåñå÷åíèÿ òåðìîâ.

Ñîàâòîðîì ýòîãî ñîîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðîô. Ñ.Þ. Äîáðîõîòîâ.
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ПОРИСТЫЕ НАСЫЩЕННЫЕ СРЕДЫ ПРИ КОНЕЧНЫХ
ДЕФОРМАЦИЯХ
И.О. Фасхеев
fiomsu@mail.ru

УДК 539.3

Данная работа направлена на решение задачи о течении жидкости
через твердый пористый каркас с учетом его конечных деформаций
при различных режимах протекания. В работе использована новая
модель пористых насыщенных сред со сложными внутренними взаи-
модействиями.

Ключевые слова: механика, пористые насыщенные среды, конечные
деформации
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Porous saturated media with finite strains

This work is aimed at solving the problem of fluid flow through a solid
porous skeleton with regard to its finite strains under various flow con-
ditions. We used a new model of porous saturated media with complex
internal interactions.

Keywords: mechanics, porous saturated media, finite strains

Ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû òå÷åíèÿ æèäêîñòåé ñêâîçü ïîðèñòûå òâåðäûå ñðå-
äû øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â íåôòåãàçîâîé ïðîìûøëåííîñòè, ñòðîèòåëü-
ñòâå ôèëüòðàöèîííûõ ñîîðóæåíèé, ñåëüñêîì õîçÿéñòâå.

Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé ãåòåðîãåííûõ ñðåä òðåáóåò ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñà-
íèÿ èõ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ, äâèæåíèÿ è ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, âèäîâ âíåø-
íèõ íàãðóçîê, óñëîâèé äëÿ âíóòðåííèõ âçàèìîäåéñòâèé.

Â ðàçâèòèå øèðîêîèçâåñòíûõ ìîäåëåé ïîðèñòûõ íàñûùåííûç ñðåä [1,
2, 3], ïðåäëîæåíà ìîäåëü [4, 5], ó÷èòûâàþùàÿ ìåæôàçíûå âçàèìîäåéñòâèÿ,
ðàçëè÷íûå ðåæèìû äâèæåíèÿ (ìåäëåííûå è áûñòðûå) æèäêîñòè è äåôîð-
ìàöèè (ìàëûå è êîíå÷íûå) ñêåëåòà.

Íàèáîëåå âàæíûì ïîíÿòèåì ýòîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå èíòåðàêòèâ-
íûõ ñèë. Ïîä èíòåðàêòèâíûìè ñèëàìè ïîíèìàþòñÿ îáúåìíûå ñèëû âçàèì-
íîãî ñîïðîòèâëåíèÿ æèäêîñòè è êàðêàñà ïðè ïðîòåêàíèè æèäêîñòè ÷åðåç
äåôîðìèðóåìûé ñêåëåò.

Â ðàáîòå [4] áûëà ïîëó÷åíà êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà àáñîëþòíîãî çíà-
÷åíèÿ âåêòîðà èíòåðàêòèâíîé ñèëû è åãî ðàçëîæåíèå íà ÷ëåíû, èìåþùèå
ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: ñèëà Äàðñè (ôèëüòðàöèîííàÿ ñèëà), ñèëà ôðîí-
òàëüíîãî íàïîðà (äèíàìè÷åñêàÿ ñèëà), ñèëà Áèî (èíåðöèîííàÿ ñèëà).

Â ðàáîòå [6] ïîñòàâëåíà è ÷èñëåííî ðåøåíà çàäà÷à îá îäíîìåðíîì ñòàöè-
îíàðíîì òå÷åíèè ñæèìàåìîé æèäêîñòè ÷åðåç òâåðäûé ïîðèñòûé êàðêàñ èç
íåñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà ñ ó÷åòîì ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ Äàðñè è ôðîíòàëü-
íîãî íàïîðà ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ ñêåëåòà.

Â ðàáîòå [7] ïîñòàâëåíà è ÷èñëåííî ðåøåíà çàäà÷à îá îäíîìåðíîì ïî-
ïåðå÷íîì ñòàöèîíàðíîì ïðîòåêàíèè ñæèìàåìîé æèäêîñòè ÷åðåç ïëîñêèé
äåôîðìèðóåìûé ïîðèñòûé ñëîé êîíå÷íîé òîëùèíû èç íåñæèìàåìîãî ìàòå-
ðèàëà â ñëó÷àå êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé ñ ó÷åòîì ñèëû Äàðñè è ñèëû ôðîí-
òàëüíîãî íàïîðà. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû äîïîëíåíèÿ ê ìîäåëè èí-
òåðàêòèâíûõ ñèë, ó÷èòûâàþùèå èçìåíåíèÿ ïîðèñòîñòè êàðêàñà, è òåì ñà-
ìûì îáîáùàþùèå ïîíÿòèå èíòåðàêòèâíûõ ñèë èç âûøåóêàçàííûõ ðàáîò.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû àâòîðà, ïðîäîëæàþùèå è
îáîáùàþùèå ðåçóëüòàòû ðàáîò [6, 7]. Çàäà÷à îá îäíîìåðíîì òå÷åíèè ñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè ÷åðåç òâåðäûé ïîðèñòûé êàðêàñ èç íåñæèìàåìîãî ìàòå-
ðèàëà áóäåò ðåøåíà äëÿ ñëó÷àÿ íåóïðóãèõ äåôîðìàöèé êàðêàñà.
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СТАБИЛИЗАЦИЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ С
ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА ФАЗОВЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ

А.А. Федюков
TeleginSasha@yandex.ru

УДК 681.51,519.711

Рассматривается задача стабилизации по выходу динамического объ-
екта с ограничениями на фазовые переменные. Подход к решению
основан на применении функций Ляпунова и аппарата линейных мат-
ричных неравенств. Сформулированы достаточные условия для суще-
ствования регуляторов.

Ключевые слова: стабилизация, управление по выходу, линейные мат-
ричные неравенства

Stabilization for dynamical system with state-space constraints

We consider an output-feedback stabilization problem with statespace
constraints. The solution based on the method of Lyapunov functions
and linear matrix inequalities. The sufficient conditions for existence of
controllers are obtained.

Keywords: stabilization, output-feedback control, linear matrix inequali-
ties
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Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿòîðîâ [1], â òîì ÷èñëå
ñïîñîá, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè àïïàðàòà ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðà-
âåíñòâ [2]. Ïðè ýòîì âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ôèçè-
÷åñêè íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñèíòåç ëèíåéíûõ
çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ëèíåéíîé ìîäåëè óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà ìî-
æåò áûòü ýôôåêòèâíî ïðèìåíåí òîëüêî òàì, ãäå ëèíåéíàÿ ìîäåëü áîëåå èëè
ìåíåå àäåêâàòíî îïèñûâàåò ðåàëüíûé îáúåêò, ò. å. â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ó÷èòûâàòü
â ìîäåëè îãðàíè÷åíèÿ íà ôàçîâûå ïåðåìåííûå îáúåêòà. Ïðîáëåìà ñèíòåçà
óïðàâëåíèÿ ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé è àêòóàëüíîé â
íàñòîÿùåå âðåìÿ [3,4].

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñèíòåçà ðåãóëÿòîðà äëÿ íåóñòîé÷èâîãî îáú-
åêòà. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåëà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîäâåñå îäíîñòîðîí-
íåãî äåéñòâèÿ, èìåþò âèä:

𝑚𝑦 =
𝐶𝐿𝐼

2

2(𝛿 − 𝑦)2
−𝑚𝑔,

𝐶𝐿
(𝛿 − 𝑦)

𝐼 +
𝐶𝐿𝐼

(𝛿 − 𝑦)2
�̇� +𝑅𝐼 = 𝑈(𝑡),

(1)

ãäå 𝑚 � ìàññà âûâåøåííîãî òåëà, 𝑦 � êîîðäèíàòà âûâåøåííîãî òåëà, 𝑔 �
óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, 𝐶𝐿 � êîíñòðóêòèâíûé ïàðàìåòð, 𝛿 � âåëè-
÷èíà íîìèíàëüíîãî çàçîðà ìåæäó ýëåêòðîìàãíèòîì è âûâåøåííûì òåëîì, 𝐼
� ñèëà òîêà â ýëåêòðîìàãíèòå, 𝑅 � ñîïðîòèâëåíèå â öåïè ýëåêòðîìàãíèòà,
𝑈(𝑡) � íàïðÿæåíèå, ïîäàâàåìîå íà ýëåêòðîìàãíèò.

Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè 𝑦 = 0, �̇� = 0,

𝐼 = 𝐼𝑐, ãäå 𝐼𝑐 =
√︁

2𝛿2𝑚𝑔
𝐶𝐿

. Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì. Ââåäåì

íîâîå áåçðàçìåðíîå âðåìÿ 𝑡𝑛 =
√︁

2𝑔
𝛿 𝑡 è îáîçíà÷èâ 𝑥1 = 1

𝛿 𝑦, 𝑥2 = 1√
2𝑔𝛿

�̇�,

𝑥3 = 1
𝐼𝑐
𝐼 − 1, 𝑢 =

√︁
𝛿

4𝑔2𝑚𝐶𝐿
(𝑈(𝑡) −𝑅𝐼𝑐) ëèíåàðèçóåì ñèñòåìó â îêðåñòíîñòè

ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëó÷èì

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢, (2)

ãäå 𝑥 =

⎛⎝ 𝑥1
𝑥2
𝑥3

⎞⎠, 𝐴 =

⎛⎝ 0 1 0
1 0 1
0 −1 −𝛼

⎞⎠, 𝐵 =

⎛⎝ 0
0
1

⎞⎠, 𝛼 = 𝑅𝛿
𝐶𝐿

√︁
𝛿
2𝑔 .

Ââåäåì 𝑦 = 𝐶𝑥 � èçìåðÿåìûé âûõîä ñèñòåìû, 𝑧𝑖 = 𝐶𝑖𝑥, 𝑖 = 0, 1 �
âûõîäû, îïðåäåëÿþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ôàçîâûå ïåðåìåííûå, ãäå 𝐶 è 𝐶𝑖 �
çàäàííûå ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà.

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð âèäà

�̇�𝑟 = 𝐴𝑟𝑥𝑟 +𝐵𝑟𝑦,

𝑢 = 𝐶𝑟𝑥𝑟 +𝐷𝑟𝑦,

ãäå 𝑥𝑟 ∈ 𝑅𝑘 � ñîñòîÿíèå ðåãóëÿòîðà (𝑘 6 3), 𝑥𝑟(0) = 0, îáåñïå÷èâàþùèé
àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû ñî ñòåïåíüþ óñòîé÷è-
âîñòè íå ìåíüøåé, ÷åì 𝛽 è âûïîëíåíèå ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ 𝛾0 è 𝛾1
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îãðàíè÷åíèé
max
𝑡>0

|𝑧𝑖(𝑡)| 6 𝛾𝑖 , 𝑖 = 0, 1. (3)

Ââåäåì ìàòðèöó ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà Θ =

(︂
𝐴𝑟 𝐵𝑟
𝐶𝑟 𝐷𝑟

)︂
è îáîçíà÷èì

𝐴0 =

(︂
𝐴 0
0 0𝑘×𝑘

)︂
, 𝐵0 =

(︂
0 𝐵

𝐼𝑘×𝑘 0

)︂
, 𝐶0 =

(︂
0 𝐼𝑘×𝑘
𝐶 0

)︂
, 𝑥𝑐 =

(︂
𝑥
𝑥𝑟

)︂
,

𝐶𝑖 =
(︀
𝐶𝑖 0

)︀
, 𝑖 = 0, 1, ãäå 𝐼𝑘×𝑘, 0𝑘×𝑘 � åäèíè÷íàÿ è íóëåâàÿ ìàòðèöû.

Ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿòîðîâ.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 1. Пусть начальное состояние 𝑥𝑐(0), матрицы 𝑋 = 𝑋𝑇 > 0,
𝑌 = 𝑌 𝑇 > 0 и величины 𝛾𝑖, 𝑖 = 0, 1 удовлетворяют системе матричных
неравенств

𝑊𝑇
𝐶0

(︀
𝐴𝑇0𝑋 +𝑋𝐴0 + 2𝛽𝑋

)︀
𝑊𝐶0

< 0,

𝑊𝑇
𝐵𝑇

0

(︀
𝑌 𝐴𝑇0 +𝐴0𝑌 + 2𝛽𝑌

)︀
𝑊𝐵𝑇

0
< 0,

𝑋𝑌 = 𝐼,

(︂
𝑌 𝑥𝑐(0)

𝑥𝑇𝑐 (0) 1

)︂
> 0, 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒

(︁
𝐶𝑖𝑌 𝐶𝑖

𝑇
)︁
6 𝛾2𝑖 , 𝑖 = 0, 1,

где столбцы матриц 𝑊𝐶0
и 𝑊𝐵𝑇

0
образуют базисы ядер матриц 𝐶0 и 𝐵𝑇0

соответственно, т.е. 𝐶0𝑊𝐶0 = 0 и 𝐵𝑇0 𝑊𝐵𝑇
0

= 0.
Тогда все траектории системы с начальными условиями 𝑥𝑐(0) ∈ {𝑥𝑐 :

𝑥𝑇𝑐 𝑋𝑥𝑐 6 1} удовлетворяют ограничениям (3).
Параметры закона управления для системы при ограничениях вычис-

ляются как решение относительно переменной Θ линейного матричного
неравенства

Ψ + 𝑃𝑇Θ𝑇𝑄+𝑄𝑇Θ𝑃 < 0,

где Ψ = 𝑌 𝐴𝑇0 +𝐴0𝑌 + 2𝛽𝑌 , 𝑃 = 𝐶0𝑌 и 𝑄 = 𝐵𝑇0 .

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâåäåíî â ïàêåòå MATLAB. Äëÿ îáúåêòà
(2) ðåøåí ðÿä çàäà÷. Íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ 𝛾0 è 𝛾1 ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî
òî÷åê äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð, îáåñïå÷èâàþùèé
àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû ñî ñòåïåíüþ óñòîé÷èâî-
ñòè íå ìåíüøåé, ÷åì 𝛽 = 0.1 è âûïîëíåíû îãðàíè÷åíèÿ

max
𝑡>0

|𝑥1(𝑡)| 6 𝛾0,max
𝑡>0

|𝑥3(𝑡)| 6 𝛾1,

ãäå 𝑥1 � âåëè÷èíà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñìåùåíèþ òåëà. Âíå ýòîé îáëàñòè
ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ íå ðàçðåøèìà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ çíà÷åíèÿ
𝛾0 = 0.07 ïîëó÷åíî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå 𝛾*1 = 0.1367. Ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ
ðåãóëÿòîðà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ýòèì çíà÷åíèÿì èìååò âèä

(︂
𝐴𝑟 𝐵𝑟
𝐶𝑟 𝐷𝑟

)︂
=

⎛⎜⎜⎝
−297.48 −61.65 −144.92 99.98
−43.00 −9.35 126.31 161.53

1.47 −11.91 −281.82 −283.99
2.29 11.70 282.31 288.90

⎞⎟⎟⎠ . (4)
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Â ðàáîòå óêàçàíî ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé, ïðè êîòîðûõ ðåãóëÿ-
òîð (4) ñòàáèëèçèðóåò çàìêíóòóþ ñèñòåìó. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åí-
íîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ ñ çàêîíîì óïðàâëåíèÿ ïî âûõîäó, îáåñïå÷èâàþùåãî
ñòàáèëèçàöèþ îáúåêòà (2) áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèé íà 𝑥1(𝑡) è 𝑥3(𝑡). Ïîêàçà-
íî, ÷òî òàêîé ðåãóëÿòîð íå ïðèìåíèì ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è. Ïðîâåäåíî
ñðàâíåíèå ïîâåäåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé (2) è íåëèíåéíîé (1) ìîäåëåé îáúåê-
òà ïðè íàéäåííûõ óïðàâëåíèÿõ. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ðåãóëÿòîð (4) ñòà-
áèëèçèðóåò íåëèíåéíóþ ìîäåëü ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîäâåñà ïðè çàäàííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà ôàçîâûå ïåðåìåííûå.
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зотропном слоистом пласте, проницаемость которого зависит от вер-
тикальной координаты. На примере нулевого приближения асимпто-
тического решения задачи показан способ оценки остаточного члена
и определены условия, для которых построенное решение является
асимптотическим.
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Asymptotic representations of the solution of the pressure field
problem in an imperfectly opened oil and gas reservoir

Short abstract. The paper presents an asymptotic solution of the pressure
field in an anisotropic layered layer whose permeability depends on the
vertical coordinate. On the example of the zero approximation of the
asymptotic solution of the problem, the method of estimating the residual
term is shown and the conditions for which the constructed solution is
asymptotic are determined.

Keywords: pressure field, layered reservoir, variable porosity, the task of
pairing, asymptotic methods, the residual term.

Ñðåäà ïðåäñòàâëåíà òðåìÿ îáëàñòÿìè ñ ïëîñêèìè ãðàíèöàìè ðàçäåëà,
ïîêðûâàþùèé è ïîäñòèëàþùèé ïëàñòû ñ÷èòàþòñÿ ñëàáîïðîíèöàåìûìè è
èçîëèðîâàííûìè îò ñêâàæèíû, ñðåäíÿÿ îáëàñòü ïåðôîðèðîâàíà è ïðîäóöè-
ðóåò æèäêîñòü ñ çàäàííûì îòáîðîì. Âñå ñðåäû ñ÷èòàþòñÿ îäíîðîäíûìè è
àíèçîòðîïíûìè ïî ôèëüòðàöèîííûì ñâîéñòâàì.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè êâàçèñòàöèîíàðíîãî ôèëüòðàöèîííî-
ãî ïîëÿ äàâëåíèÿ â àíèçîòðîïíîé òðåõñëîéíîé ñðåäå, öåíòðàëüíûé ñëîé
êîòîðîé èìååò ïðîíèöàåìîñòü, çàâèñÿùóþ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îò âåð-
òèêàëüíîé êîîðäèíàòû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëîèñòîé íåîäíîðîäíîñòè ïëà-
ñòîâ. Â íåïåðôîðèðîâàííûõ ñëîÿõ ïðåîáëàäàþò âåðòèêàëüíûå ïîòîêè. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ ïðåîáëàäàþò âåðòèêàëüíûå ãðà-
äèåíòû äàâëåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò îïóñòèòü ðàäèàëüíóþ ÷àñòü â îïåðàòîðå
Ëàïëàñà â íåïåðôîðèðîâàííûõ ñëîÿõ. Îñíîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíî-
ñòè ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ñâÿçàíû ñ íàëè÷èåì ïåðåìåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèè äëÿ ïåðôîðèðîâàííîãî ñëîÿ. Àíàëèòè÷åñêèå
ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ðàçâèòû ñëàáî.

Â çàäà÷å ââåäåí ôîðìàëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé ïàðàìåòð òàê, ÷òî åãî
óìåíüøåíèå ñîîòâåòñòâóåò âîçðàñòàíèþ âåðòèêàëüíîé ïðîíèöàåìîñòè öåí-
òðàëüíîé îáëàñòè [1]. Ñ ïðèìåíåíèåì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîñòðî-
åíî ðåøåíèå â íóëåâîì àñèìïòîòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè.

Ñôîðìèðîâàíà çàäà÷à äëÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, ðåøåíèå êîòîðîé èùåòñÿ
â âèäå ðÿäà ïî òîìó æå ïàðàìåòðó, ÷òî è ðåøåíèå ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà-
÷è. Äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à äëÿ íóëåâîãî êîýôôèöèåíòà ðàçëîæåíèÿ íóëåâîãî
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Óñòàíîâëåííîå ñâîé-
ñòâî îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà èìååò âàæíîå çíà÷åíèå. Îáðàùåíèå â íóëü íóëåâî-
ãî îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà îçíà÷àåò, ÷òî îñòàòî÷íûé ÷ëåí ñîäåðæèò ñëàãàåìûå
ïåðâîãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Òàêèì îáðàçîì, íóëåâîå ïðèáëèæåíèå
ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ àñèìïòîòè÷íîñòè.

Êðîìå òîãî, îáðàùåíèå â íóëü íóëåâîãî îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà îïðåäåëÿåò
áëèçîñòü ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è è íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ðàñïðîñòðàíåíèå òðåáîâàíèÿ ðàâåíñòâà íóëþ áîëåå âûñîêèõ êîýôôè-
öèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèáëèæåíèÿõ
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ íàõîæäå-
íèÿ áîëåå âûñîêèõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.
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Дан обзор результатов цикла работ по аналитическому изучению об-
щих свойств кривых ползучести, релаксации, деформирования и др.,
порождаемых линейным определяющим соотношением вязкоупруго-
сти и физически нелинейным соотношением Ю.Н. Работнова с про-
извольными материальными функциями при различных программах
нагружения. Сопоставлены арсеналы возможностей этих соотноше-
ний по описанию многообразия эффектов, наблюдаемых в испытани-
ях реономных материалов, и границ их областей применимости.

Ключевые слова: кривые нагружения, релаксации, ползучести, дли-
тельной прочности, затухающая память, индикаторы применимости

Analysis and Comparison of the Linear Viscoelasticity and the
Rabotnov Non-linear Constitutive Equations Capabilities

The Rabotnov non-linear constitutive relation generalizes the Boltzmann-
Volterra linear relation in a uni-axial case by introducing the second ma-
terial function besides creep compliance. Implying material functions are
arbitrary, general properties of theoretic curves generated by the linear in-
tegral relation or by the Rabotnov relation under basic loading programs
are studied analytically in order to find out inherited properties and ad-
ditional capabilities of the non-linear relation, to reveal their abilities to
provide an adequate description of basic rheological phenomena, to find
the zones of material functions influence and necessary phenomenological
restrictions on them, to elucidate and compare their applicability scopes.

Keywords: stress-strain curves, relaxation, creep, recovery, long-term
strength curves, fading memory, non-applicability indicators
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Èññëåäóþòñÿ ëèíåéíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (ÎÑ) âÿçêîóïðóãî-
ñòè Áîëüöìàíà-Âîëüòåððû ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ïîëçó÷åñòè Π(𝑡) è
îáîáùàþùåå åãî íåëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå Þ.Í. Ðàáîòíîâà [1,2]

𝜙(𝜀(𝑡)) =

∫︁ 𝑡

0

Π(𝑡− 𝜏)𝑑𝜎(𝜏), 𝜎(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑅(𝑡− 𝜏)𝜙′(𝜀(𝑡))𝑑𝜀(𝜏). (1)

ñ äâóìÿ ìàòåðèàëüíûìè ôóíêöèÿìè (ÌÔ) c öåëüþ óòî÷íåíèÿ è ñðàâíå-
íèÿ èõ îáëàñòåé ïðèìåíèìîñòè, ñïåêòðîâ ìîäåëèðóåìûõ èìè ðåîëîãè÷åñêèõ
ýôôåêòîâ, íàáëþäàåìûõ â èñïûòàíèÿõ ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ, è ñïîñîáîâ
èäåíòèôèêàöèè, íàñòðîéêè è âåðèôèêàöèè. Ëèíåéíîå ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè
ïîëó÷àåòñÿ èç (1) ïðè 𝜙(𝑢) = 𝑢, à ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè ñâÿ-
çàíû èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì, âûðàæàþùèì óñëîâèå âçàèìíîé îáðàòíî-
ñòè îïåðàòîðîâ (1). Ïîýòîìó èç òðåõ ÌÔ Π(𝑡), 𝑅(𝑡), 𝜙(𝑢) â ÎÑ (1) ëèøü
äâå íåçàâèñèìû. Íà ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè â ÎÑ (1) íàëîæèì
òå æå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òî è â ëèíåéíîé òåîðèè: ôóíêöèè Π(𝑡) è 𝑅(𝑡) ïðåä-
ïîëàãàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè è äèôôåðåíöèðóåìûìè íà (0,+∞), Π(𝑡) �
âîçðàñòàþùåé è âûïóêëîé ââåðõ, à 𝑅(𝑡) � óáûâàþùåé è âûïóêëîé âíèç
íà (0,+∞), ôóíêöèÿ ðåëàêñàöèè ìîæåò èìåòü èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü
èëè 𝛿-ñèíãóëÿðíîñòü â ò. 𝑡=0. Ìèíèìàëüíûå òðåáîâàíèÿ ê ôóíêöèè 𝜙 [3�5]:
𝜙(𝑢) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è ñòðîãî âîçðàñòàåò íà (𝜔−; 0)

⋃︀
(0;𝜔+),

ïðè÷åì 𝜙(0−) = 𝜙(0+) = 0. Èç âîçðàñòàíèÿ 𝜙(𝑢) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
îáðàòíîé ôóíêöèè Φ = 𝜙−1 è îáðàòèìîñòü ÎÑ (1).

Ïðè ýòèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ÌÔ Π è 𝜙 â [3�12] è äðóãèõ ðàáîòàõ âûâå-
äåíû è àíàëèòè÷åñêè èçó÷åíû â îáùåì âèäå óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâ ïîðîæäà-
åìûõ ÎÑ (1) è ëèíåéíûì ÎÑ áàçîâûõ êâàçèñòàòè÷åñêèõ êðèâûõ: êðèâûõ
ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè ñ ïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé ñòàäèåé äåôîðìèðî-
âàíèÿ, ïîëçó÷åñòè ïðè ñòóïåí÷àòûõ íàãðóæåíèÿõ, äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè,
äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ïîñòîÿííûõ è êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ ñêîðî-
ñòÿõ äåôîðìàöèè èëè íàãðóæåíèÿ, ïðè öèêëè÷åñêîì íàãðóæåíèè, êðèâûõ
îáúåìíîé, ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé ïîëçó÷åñòè ïðè îäíîîñíîì íàãðóæåíèè
â ñî÷åòàíèè ñ ïîñòîÿííûì è ñòóïåí÷àòî èçìåíÿþùèìñÿ ãèäðîñòàòè÷åñêèì
äàâëåíèåì è äð. Èññëåäîâàíû îáùèå ñâîéñòâà ýòèõ êðèâûõ â çàâèñèìîñòè
îò õàðàêòåðèñòèê ÌÔ è ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ: èíòåðâàëû ìîíîòîííî-
ñòè è âûïóêëîñòè, ñêà÷êè è èçëîìû, àñèìïòîòèêè è äâóñòîðîííèå îöåíêè
òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ, õàðàêòåð ñõîäèìîñòè èõ ñåìåéñòâ ïðè ñòðåìëåíèè
ïàðàìåòðîâ ïðîãðàìì íàãðóæåíèÿ (ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ, äëèòåëüíî-
ñòè íà÷àëüíîé ñòàäèè íàãðóæåíèÿ è äð.) ê íóëþ è áåñêîíå÷íîñòè, óñëîâèÿ
çàòóõàíèÿ ïàìÿòè, öèêëè÷åñêîé ñòàáèëüíîñòè è ðýò÷åòèíãà, âëèÿíèå ïåðå-
ñòàíîâêè ñòóïåíåé íàãðóæåíèÿ íà àñèìïòîòèêó è îñòàòî÷íóþ äåôîðìàöèþ;
èññëåäîâàíû òèïû ýâîëþöèè êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà â èñïûòàíèÿõ íà ïîë-
çó÷åñòü èëè ðåëàêñàöèþ, êðèòåðèè åãî íåìîíîòîííîñòè è çíàêîïðåìåííîñòè
è âëèÿíèå óðîâíÿ äàâëåíèÿ íà åãî ïîâåäåíèå. Íà îñíîâå ñîïîñòàâëåíèÿ îá-
ùèõ ñâîéñòâ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ÎÑ ñ òèïè÷íûìè êà÷åñòâåííûìè ñâîé-
ñòâàìè áàçîâûõ êðèâûõ èñïûòàíèé âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ (ñ
öåëåâûì ñïèñêîì ìîäåëèðóåìûõ ýôôåêòîâ) âûâåäåíû íåîáõîäèìûå ôåíî-
ìåíîëîãè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ÌÔ, îáåñïå÷èâàþùèå àäåêâàòíîå îïèñàíèå
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ, èçó÷åíî âëèÿíèå õàðàêòåðèñòèê ÌÔ íà ñâîé-
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ñòâà òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ, êîòîðûìè ìîæíî óïðàâëÿòü. Âûÿâëåíû òå ýô-
ôåêòû, êîòîðûå ÎÑ (1) (è ëèíåéíîå ÎÑ) ïðèíöèïèàëüíî íå ìîæåò îïèñàòü
íè ïðè êàêèõ ÌÔ (íàïðèìåð, çàâèñèìîñòü ìãíîâåííîãî ìîäóëÿ îò ñêîðîñòè
äåôîðìàöèè, îòðèöàòåëüíàÿ ñêîðîñòíàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü), è òå, êîòîðûå
ìîãóò áûòü îïèñàíû ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, íàëî-
æåííûõ íà ÌÔ (íàïðèìåð: íàëè÷èå òî÷åê ïåðåãèáà íà êðèâûõ ïîëçó÷åñòè
è íàãðóæåíèÿ, ñõîäèìîñòü êðèâûõ íàãðóæåíèÿ ê êðèâîé ìãíîâåííîãî íà-
ãðóæåíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, óñêîðÿþ-
ùàÿñÿ ïîëçó÷åñòü, çàòóõàíèå ïàìÿòè, (íå)îãðàíè÷åííîå íàêîïëåíèå ïëàñòè-
÷åñêîé äåôîðìàöèè ïðè öèêëè÷åñêèõ íàãðóæåíèÿõ, ýôôåêò Êîëüðàóøà).

Ïðîâåä¼ííûé àíàëèç ïîçâîëèë î÷åðòèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè è àðñå-
íàë âîçìîæíîñòåé ÎÑ (1) ïî îïèñàíèþ ïîâåäåíèÿ ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ,
ñîïîñòàâèòü åãî ñ àðñåíàëîì ëèíåéíîãî ÎÑ, óêàçàòü êàê íàñëåäóåìûå ñâîé-
ñòâà, òàê è äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè íåëèíåéíîãî ÎÑ ïî ñðàâíåíèþ ñ
ëèíåéíûì; ðàçðàáîòàòü ìåòîäèêè èäåíòèôèêàöèè ÎÑ; âûÿâèòü õàðàêòåð-
íûå îñîáåííîñòè òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ÎÑ (1) è ëèíåéíîãî ÎÑ, êîòîðûå
óäîáíî èñïîëüçîâàòü êàê èíäèêàòîðû (íå)ïðèìåíèìîñòè ÎÑ ïðè àíàëèçå
äàííûõ èñïûòàíèé ìàòåðèàëà ïî ðàçíûì ïðîãðàììàì (ïðèçíàêè, êîòîðûå
íàäî óñòàíîâèòü ó êðèâûõ èñïûòàíèé ìàòåðèàëà, ïðåæäå ÷åì ïûòàòüñÿ îïè-
ñûâàòü åãî ïîâåäåíèå ÎÑ (1) èëè ëèíåéíûì ÎÑ) [3-12]. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçà-
íî, ÷òî ëèíåéíîå ÎÑ íå ñïîñîáíî îïèñûâàòü ìàòåðèàëû, êðèâàÿ ïîëçó÷åñòè
(ïðè ñäâèãå èëè ðàñòÿæåíèè) êîòîðûõ âêëþ÷àåò ñòàäèþ óñêîðÿþùåéñÿ ïîë-
çó÷åñòè, à èç íàëè÷èÿ ÌÔ 𝜙 ñëåäóþò äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè ÎÑ (1)
ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì ÎÑ: 1) çàâèñèìîñòü êðèâûõ ïîëçó÷åñòè (è ñêî-
ðîñòè ïîëçó÷åñòè) îò óðîâíÿ íàïðÿæåíèÿ íå ëèíåéíàÿ è çàäà¼òñÿ ÌÔ 𝜙; 2)
êðèâûå ïîëçó÷åñòè ìîãóò èìåòü ó÷àñòêè âûïóêëîñòè âíèç è òî÷êè ïåðåãè-
áà; âîçìîæíî ìîäåëèðîâàíèå êðèâûõ ïîëçó÷åñòè ñî âñåìè òðåìÿ ñòàäèÿìè.
Íàëè÷èå ÌÔ 𝜙 â ÎÑ (1) òàêæå ìåíÿåò àñèìïòîòèêó êðèâûõ ïîëçó÷åñòè
è ñêîðîñòü ðýò÷åòèíãà ïðè öèêëè÷åñêèõ íàãðóæåíèÿõ, îíî ïîðîæäàåò áî-
ëåå ñëîæíûå óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ ïàìÿòè è îãðàíè÷åííîñòè äåôîðìàöèè ïðè
öèêëè÷åñêèõ íàãðóæåíèÿõ, ÷åì ó ëèíåéíîãî ÎÑ [3,4,8,10,12], à äèàãðàììû
íàãðóæåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ÎÑ (1) ìîãóò èìåòü ó÷àñòêè âûïóêëî-
ñòè âíèç è òî÷êè ïåðåãèáà, åñëè îíè èìåþòñÿ ó 𝜙 [5], â îòëè÷èå îò äèàãðàìì
íàãðóæåíèÿ ëèíåéíîãî ÎÑ, êîòîðûå âñåãäà âûïóêëû ââåðõ [7].
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ òåðìîìåõàíè÷åñêèé ïðîöåññ êîíå÷íîãî íåèçîòåðìè÷å-
ñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ àíèçîòðîïíîãî òåëà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòåðè-
àë òåëà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðóïðóãèì, òî åñòü ñóùåñòâóåò óïðóãèé ïîòåíöèàë.
Â ðàáîòå [4] ïðåäëîæåíû íåñêîëüêî âàðèàíòîâ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèé, îïèñûâàþùèõ íåëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèé îò äåôîðìàöèé è
òåìïåðàòóðû â àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëàõ. Ïðèìåíåíèå ïîòåíöèàëà Ãèááñà
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåëèíåéíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ â âèäå, ðàçðå-
ø¼ííîì îòíîñèòåëüíî äåôîðìàöèé. Ýòî çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò îáðàáîòêó
ýêñïåðèìåíòîâ íà ðàñòÿæåíèå, ñæàòèå è êðó÷åíèå îáðàçöîâ.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ 𝜀𝜀𝜀(𝑡) ïîñòðîèì åãî îáðàç â øå-
ñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå [1], ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé òðàåêòîðèþ äåôîðìè-
ðîâàíèÿ � ãîäîãðàô øåñòèìåðíîãî âåêòîðà äåôîðìàöèé ý⃗(𝑡) � ñ ïðèïèñàí-
íûìè êàæäîé òî÷êå âåêòîðîì íàïðÿæåíèé �⃗�(𝑡) è òåìïåðàòóðîé 𝑇 .

Ïîòåíöèàë Ãèááñà â øåñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

𝐺 = 𝑈 − 𝑆𝑇 − 1

𝜌0
�⃗� · ý⃗, (1)

ãäå 𝑈 � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, 𝑆 � ýíòðîïèÿ, 𝜌0 � ïëîòíîñòü ñðåäû
â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè. Ñ ó÷¼òîì âûðàæåíèÿ (1) îñíîâíîå òåðìîìåõàíè÷å-
ñêîå ñîîòíîøåíèå â ôîðìå Ãèááñà ïðèíèìàåò âèä

𝑑𝐺 = − 1

𝜌0
ý⃗ · 𝑑�⃗� − 𝑆𝑑𝑇. (2)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû äëÿ äèôôåðåíöèàëà ïîòåíöèàëà

𝑑𝐺 =
𝜕𝐺

𝜕�⃗�
· 𝑑�⃗� +

𝜕𝐺

𝜕𝑇
𝑑𝑇

ñëåäóþò âûðàæåíèÿ âåêòîðà äåôîðìàöèé è ýíòðîïèè:

ý⃗ = −𝜌0
𝜕𝐺

𝜕�⃗�
, 𝑆 = −𝜕𝐺

𝜕𝑇
. (3)

Â ðàáîòå [4] ñôîðìóëèðîâàíû äâå ôîðìû îáîáùåíèÿ ÷àñòíîãî ïîñòóëàòà
èçîòðîïèè À.À. Èëüþøèíà íà ñëó÷àé íåëèíåéíûõ àíèçîòðîïíûõ ìàòåðè-
àëîâ. Ýòè îáîáùåíèÿ îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè ïîíÿòèÿ î ñîáñòâåííûõ
óïðóãèõ ñîñòîÿíèÿõ àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ è ñèñòåìû èíâàðèàíòîâ äå-
ôîðìàöèé êàê äëèí ïðîåêöèé âåêòîðà äåôîðìàöèé â ñîáñòâåííûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðåàêöèÿ ìàòåðèàëà óäîâëåòâîðÿåò ïðå-
äåëüíîé ôîðìå ÷àñòíîãî ïîñòóëàòà èçîòðîïèè, òî ïîòåíöèàë Ãèááñà ñëåäóåò
ïðåäñòàâèòü â ôîðìå êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè ñëåäóþùåãî âèäà:

𝜌0𝐺 = −1

2

𝑚−1∑︁
𝛼,𝛽=0

𝑐𝛼𝛽𝜎𝛼𝜎𝛽 −
𝑛∑︁
𝛾=1

𝐷𝛾𝑡2(𝛾)−

−
𝑚−1∑︁
𝛼=0

𝑎𝛼𝜎𝛼(𝑇 − 𝑇0) − 𝑐𝜎𝜌0𝑇0

(︂
𝑇

𝑇0
ln
𝑇

𝑇0
− 𝑇

𝑇0
+ 1

)︂
, (4)
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ãäå 𝑐𝛼𝛽 , 𝐷𝛾 , 𝑎𝛼 � êîíñòàíòû ìàòåðèàëà, 𝜎𝛼 � ëèíåéíûå èíâàðèàíòû íàïðÿ-
æåíèé, 𝑡2(𝛾) � êâàäðàòè÷íûå èíâàðèàíòû íàïðÿæåíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò-
ñÿ ÷åðåç áàçèñíûå òåíçîðû êâàäðàòè÷íûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ,
𝑚 è 𝑛 � ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâî ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ èíâàðèàí-
òîâ äëÿ íåêîòîðîãî ìàòåðèàëà, 𝑐𝜎 � òåïëî¼ìêîñòü ñðåäû ïðè ïîñòîÿííûõ
íàïðÿæåíèÿõ. Ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå èíâàðèàíòû äåôîðìàöèé äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ òèïîâ àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ïðèâåäåíû â ðàáîòå [2]. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè (3) è (4) ïîëó÷èì

ý⃗ =

𝑚−1∑︁
𝛼,𝛽=0

𝑐𝛼𝛽𝜎𝛽𝑖𝛼 +

𝑛∑︁
𝛾=1

2𝐷𝛾 �⃗�(𝛾) +

𝑚−1∑︁
𝛼=0

𝑎𝛼𝑖𝛼(𝑇 − 𝑇0), (5)

𝑆 =
1

𝜌0

𝑚−1∑︁
𝛼=0

𝑎𝛼𝜎𝛼 + 𝑐𝜎 ln
𝑇

𝑇0
. (6)

Îïðåäåëèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîíñòàíò, âõîäÿùèõ â îïðåäåëÿþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ (5). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òåðìîìåõàíè÷åñêèé ïðîöåññ, â êîòî-
ðîì íàïðÿæåíèÿ îòñóòñòâóþò. Âîçíèêàþùèå â òàêîì ïðîöåññå äåôîðìàöèè
íàçûâàþòñÿ òåìïåðàòóðíûìè. Îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (5) òåìïåðà-
òóðíûå äåôîðìàöèè èìåþò âèä

ý⃗𝑇 = ý⃗|�⃗�=0⃗ =

𝑚−1∑︁
𝛼=0

𝑎𝛼𝑖𝛼(𝑇 − 𝑇0), (7)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑎𝛼 � êîíñòàíòû, õàðàêòåðèçóþùèå òåìïåðàòóðíûå äå-
ôîðìàöèè. Èç âûðàæåíèÿ (7) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð òåìïåðàòóðíûõ äåôîðìà-
öèé ñîäåðæèò â ñâî¼ì ðàçëîæåíèè òîëüêî èíâàðèàíòíûå äëÿ äàííîãî òèïà
ìàòåðèàëà áàçèñíûå âåêòîðû øåñòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðè áåñêîíå÷íî ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ â ñëó÷àå èçîòåðìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
ñîîòíîøåíèÿ (5) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáù¼ííûé çàêîí Ãóêà:

ý⃗ =

𝑚−1∑︁
𝛼,𝛽=0

𝑐𝛼𝛽0 𝜎𝛽𝑖𝛼 + 2

𝑛∑︁
𝛾=1

𝐷𝛾 �⃗�(𝛾),

òî åñòü êîíñòàíòû 𝑐𝛼𝛽0 , 𝐷𝛾 îáðàçóþò òåíçîð óïðóãèõ ïîäàòëèâîñòåé, îáðàò-
íûé òåíçîðó óïðóãîñòè ìàòåðèàëà.

Áîëåå ñëîæíóþ òåðìîìåõàíè÷åñêóþ ìîäåëü àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà,
ïîñòðîåííóþ â ðàìêàõ ïðåäåëüíîé ôîðìû ÷àñòíîãî ïîñòóëàòà, ìîæíî ïî-
ëó÷èòü íà îñíîâàíèè ïðåäñòàâëåíèÿ ïîòåíöèàëà Ãèááñà â âèäå

𝜌0𝐺 = −1

2

𝑚−1∑︁
𝛼,𝛽=0

𝑐𝛼𝛽(𝜎𝛼, 𝜎𝛽)𝜎𝛼𝜎𝛽 −
𝑛∑︁
𝛾=1

𝐷𝛾
(︁
𝑡2(𝛾)

)︁
𝑡2(𝛾)−

−
𝑚−1∑︁
𝛼=0

𝑎𝛼𝜎𝛼(𝑇 − 𝑇0) − 𝑐𝜎𝜌0𝑇0

(︂
𝑇

𝑇0
ln
𝑇

𝑇0
− 𝑇

𝑇0
+ 1

)︂
, (8)
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ãäå êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿþùèå óïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, ïîëàãàþòñÿ
ôóíêöèÿìè òîëüêî ëèíåéíûõ èëè êâàäðàòè÷íûõ èíâàðèàíòîâ íàïðÿæåíèé
â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

Îïðåäåëèì äåôîðìàöèè, èñõîäÿ èç âûðàæåíèé (3) è (8):

ý⃗ =

𝑚−1∑︁
𝛼,𝛽=0

(︂
𝜕𝑐𝛼𝛽

𝜕𝜎𝛼
𝜎𝛼𝜎𝛽 + 𝑐𝛼𝛽𝜎𝛽

)︂
�⃗�𝛼+

+2

𝑛∑︁
𝛾=1

(︃
𝐷𝛾 +

𝜕𝐷𝛾

𝜕𝑡2(𝛾)
𝑡2(𝛾)

)︃
�⃗�(𝛾) +

𝑚−1∑︁
𝛼=0

𝑎𝛼𝑖𝛼(𝑇 − 𝑇0). (9)

Åñëè â ñîîòíîøåíèè (9) ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑐𝛼𝛽(𝜎𝛼, 𝜎𝛽) = 𝑐𝛼𝛽0 + 𝑐𝛼𝛽(𝜎𝛼 + 𝜎𝛽),
à 𝐷𝛾(𝑡2(𝛾)) = 𝐷𝛾 + �̄�𝛾𝑡(𝛾), ãäå 𝑐

𝛼𝛽
0 , 𝑐𝛼𝛽 , 𝐷𝛾 , �̄�𝛾 � êîíñòàíòû, òî èç òàêî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà Ãèááñà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
âåêòîðà äåôîðìàöèé:

ý⃗ =

𝑚−1∑︁
𝛼,𝛽=0

(︁
𝑐𝛼𝛽0 𝜎𝛽 + 2𝑐𝛼𝛽𝜎𝛼𝜎𝛽 + 𝑐𝛼𝛽𝜎2

𝛽

)︁
�⃗�𝛼+

+2

𝑛∑︁
𝛾=1

(︂
𝐷𝛾 +

3

2
�̄�𝛾𝑡(𝛾)

)︂
�⃗�(𝛾) +

𝑚−1∑︁
𝛼=0

𝑎𝛼𝑖𝛼(𝑇 − 𝑇0).

Ìàòåðèàëüíûå óïðóãèå êîíñòàíòû òàêîé ìîäåëè ìîæíî îïðåäåëèòü ïî
ðåçóëüòàòàì èçîòåðìè÷åñêèõ îïûòîâ íà ðàñòÿæåíèå, ñæàòèå è ñäâèã.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВАНИЯ АКТУАЛЬНОЙ
МЕХАНИКИ ЖИДКОСТЕЙ

Ю.Д.Чашечкин
chakin@ ipmnet.ru, yulidch@gmail.com

УДК 532.5

Жидкость определяется как деформируемая среда, свойства которой
определяются принципами механики и термодинамики. Течения жид-
кости – поток импульса, вещества и энергии, сопровождающийся са-
мосогласованными изменениями полей других физических величин.
Течения описываются полными решениями системы фундаменталь-
ных уравнений, которая анализируется с учетом условий совместно-
сти, начальных и граничных. Приводятся примеры.

Ключевые слова: Ключевые слова: жидкость, течения, структуры

Mathematical background of topical fluid mechanics

The basis of the approach is the definition of a fluid as a deformable
medium, the physical properties and motion of which are determined by
the principles of mechanics and thermodynamics. Fluid flows are the
coordinated transport of momentum, energy and matter, accompanied by
the transformation of fields of physical quantities. Flows are described by
a system of the fundamental equations, analyzed taking into account the
compatibility, initial and boundary conditions. Examples are given.

Keywords: fluid, flows, structures

Ðàçâèòèå òåõíèêè íàáëþäåíèé ïîçâîëèëî òâåðäî óñòàíîâèòü, ÷òî âñå
ïðèðîäíûå ñèñòåìû, îáëàäàþò òîíêîé ñòðóêòóðîé, âëèÿþùåé íà äèíàìè-
êó ïðîöåññîâ. Ìîäåëè òå÷åíèé ðàçðàáàòûâàþòñÿ â ïðèáëèæåíèè ñïëîøíîé
ñðåäû. Â êà÷åñòâå áàçîâûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ òå÷åíèÿ
ñïëîøíûõ ñðåä � æèäêîñòåé, ãàçà è ïëàçìû, âûáèðàþòñÿ óäåëüíûå èíâà-
ðèàíòû � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, èìïóëüñ è òàêèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåò-
ðû, êàê ïëîòíîñòü, äàâëåíèå, òåìïåðàòóðà, êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííûõ âå-
ùåñòâ. Ýíåðãèè çäåñü íåïîñðåäñòâåííî õàðàêòåðèçóåò äèíàìèêó ïðîöåññîâ,
à òàêæå îïðåäåëÿåò ïëîòíîñòü è äàâëåíèå. Èçìåíåíèÿ ýíåðãèè ìîãóò õàðàê-
òåðèçîâàòüñÿ ðàçíûìè âðåìåííûìè ìàñøòàáàìè � äîñòàòî÷íî áîëüøèìè â
äèññèïàòèâíûõ (äèôôóçèîííûõ) ïðîöåññàõ, áîëåå êîðîòêèìè â òå÷åíèÿõ
(ïîòîêàõ) ñðåä, ñïåöèôè÷åñêèìè âîëíîâûìè, (áûñòðûìè â àêóñòè÷åñêèõ è
ìåäëåííûìè â ìåõàíè÷åñêèõ âîëíàõ), à íàèáîëåå êîðîòêèìè � â ïðÿìûõ
àòîìíî-ìîëåêóëÿðíûõ ïðîöåññàõ (íàïðèìåð, ïðè îñâîáîæäåíèè äîñòóïíîé
ïîòåíöèàëüíîé ïîâåðõíîñòíîé èëè õèìè÷åñêîé ýíåðãèè). Âîïðîñû âçàèìî-
äåéñòâèÿ âåùåñòâà ñ ïîñòîÿííûìè è ïåðåìåííûìè ýëåêòðîìàãíèòíûìè ïî-
ëÿìè çäåñü ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäóò.

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 19-19-00598). Экспери-
менты проведены на стендах УИУ "ГФК ИПМех РАН".

ЧашечкинЮлий Дмитриевич, д.ф.-м.н., профессор, Институт проблем механики им.
А.Ю. Ишлинского (Москва, Россия); Yuli Chashechkin, Professor (Ishlinskiy Institute for
Problems in Mechanics of the RAS, Moscow, Russia)
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííûìè íà÷àëüíûìè è ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðèâåäåíû â ïåðâîì èçäàíèè [1], âûøåäøåì â 1944 ã.,
àíàëèç ñâîéñòâ ïîëíûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ñîâìåñòíî-
ñòè, ïðîâåäåí â [2]. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî è ñàìè óðàâíåíèÿ, è ðåçóëü-
òàòû èõ ïîëíîãî àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ ìàñøòàáíî èíâàðèàíòíûìè.

Îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîìïîíåíòîâ òå÷åíèé, âêëþ÷àþùèõ ëèãàìåí-
òû, âîëíû, âèõðè, ñòðóè è ñëåäû, äàþòñÿ íà îñíîâå àíàëèçà ïîëíîãî ðå-
øåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû. ×èñëî ôóíêöèé, ñîñòàâëÿþùèõ ïîëíûå
ðåøåíèÿ, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ðàíãîì ïîëíîé ñè-
ñòåìû, ïîðÿäêîì åå ëèíåàðèçîâàííîé âåðñèè èëè ñòåïåíüþ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî (äèñïåðñèîííîãî) óðàâíåíèÿ. Òå÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïðîöåññû
âðåìåííîé èçìåí÷èâîñòè ïîëåé áàçîâûõ (ïëîòíîñòü, èìïóëüñ, ýíåðãèÿ) è
ïðîèçâîäíûõ (ñêîðîñòü, ñìåùåíèÿ èçîëèíèé è äð.) ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Â ÷èñëî îñíîâíûõ êîìïîíåíòîâ òå÷åíèé âõîäÿò âîëíû è ëèãàìåíòû, ñî-
ñòàâëÿþùèå ïîëíûå ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé [3].

Âîëíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîöåññ, â êîòîðîì ïàðàìåòðû ëîêàëüíîé âðå-
ìåííîé èçìåí÷èâîñòè ôèçè÷åñêèõ ïîëåé (÷àñòîòà 𝜔) è ìãíîâåííîé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû (âîëíîâîå ÷èñëî k èëè äëèíà âîëíû 𝜆) ñâÿçà-
íû ôóíêöèîíàëüíûì (äèñïåðñèîííûì) ñîîòíîøåíèåì 𝜔 = 𝜔 (k,kA, ...), êî-
òîðîå ìîæåò âêëþ÷àòü è àìïëèòóäû âîçìóùåíèé A. Âîëíû îïèñûâàþòñÿ
ãðóïïîé ðåãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííîé ôóíäàìåíòàëü-
íîé ñèñòåìû.

Лигаменты � òîíêîñòðóêòóðíûå îáîëî÷êè, ïðîñëîéêè è âîëîêíà, ïî-
ïåðå÷íûå ìàñøòàáû êîòîðûõ 𝛿 îïðåäåëÿþòñÿ äèññèïàòèâíûìè ñâîéñòâàìè
ñðåäû (êîýôôèöèåíòàìè êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè 𝜈, òåìïåðàòóðîïðîâîä-
íîñòè 𝜅𝑇 èëè äèôôóçèè 𝜅𝑆) è õàðàêòåðíûìè çíà÷åíèÿìè âðåìåííîé èçìåí-
÷èâîñòè � âðåìåíåì óñòàíîâëåíèÿ ïðîöåññà ∆𝑇 , ÷àñòîòîé âîëíû 𝜔 èëè ñêî-
ðîñòüþ ïåðåíîñà èìïóëüñà è ýíåðãèè 𝑈 : 𝛿𝜈𝑇 =

√
𝜈∆𝑇 , 𝛿𝜈𝜔 =

√︀
𝜈/𝜔, 𝛿𝜈𝑈 = 𝜈/𝑈 .

Ëèãàìåíòû îïèñûâàþòñÿ ãðóïïîé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ðåøåíèé ôóí-
äàìåíòàëüíîé ñèñòåìû [4].

Вихрь - íåñòàöèîíàðíûé êîìïîíåíò òå÷åíèÿ ñ îòíîñèòåëüíî âûñîêèì
çíà÷åíèåì çàâèõðåííîñòè 𝜔 = ▽ × U. Â âèõðå ñâîáîäíûå òâåðäûå òåëà â
òîëùå èëè íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ïåðåíîñÿòñÿ ïîòîêîì è îäíîâðåìåí-
íî âåðòÿòñÿ âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè, à ¾æèäêèå ÷àñòèöû¿ ðàñùåïëÿþòñÿ
ëèãàìåíòàìè íà ðàçëè÷èìûå âîëîêíà.

Наблюдаемые в эксперименте волны, вихри, струи, следы, äðó-
ãèå ñòðóêòóðíûå êîìïîíåíòû ðåàëüíûõ òå÷åíèé � ïðîäóêòû íåëèíåéíûõ
âçàèìîäåéñòâèé êîìïîíåíòîâ ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåëè. Íàèáîëåå
ðàñïðîñòðàíåííûì èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ëèãàìåíòû, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîòî-
ðûõ íåîáõîäèìû äèññèïàöèÿ, ñòðàòèôèêàöèÿ (à ðåàëüíûå ñðåäû âñåãäà ðàñ-
ñëàèâàþòñÿ â ïîëå ìàññîâûõ ñèë (ãðàâèòàöèîííîì) â ñèëó ðàçíîïëîòíîñòè)
è èçìåíåíèÿ óñëîâèé. Ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ òå÷åíèÿ, èíäóöèðîâàííûå äèô-
ôóçèåé íà òîïîãðàôèè, êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ âîçëå íåïðîíèöàåìîãî ïðå-
ïÿòñòâèÿ â òîëùå ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè [4]. Ñ íà÷àëîì äâèæåíèÿ
ïðîñëîéêè èíäóöèðîâàííûõ äèôôóçèåé òå÷åíèé ó ãðàíèö òåë óòîí÷àþòñÿ
è îáðàçóþò âûñîêîãðàäèåíòíûå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà îáëàñòåé ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîëí è âèõðåâûõ êîìïîíåíòîâ ñïóòíûõ òå÷åíèé.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâîäÿòñÿ ñðàâíåíèÿ íàáëþäåíèé è ÷èñëåííûõ ðàñ-
÷åòîâ òå÷åíèé, îáðàçóþùèõñÿ ïðè äâèæåíèè ðàçëè÷íûõ òåë (ïëàñòèíà, öè-
ëèíäð, ñôåðà) â ñòðàòèôèöèðîâàííûõ æèäêîñòÿõ è ãàçàõ. Îáùàÿ ãåîìåò-
ðèÿ òå÷åíèé, êàðòèíû ïðèñîåäèíåííûõ âíóòðåííèõ âîëí õîðîøî ñîãëàñóþò-
ñÿ. Ïðèìåðîì ñèëüíîãî âëèÿíèÿ ñëàáîé ñòðàòèôèêàöèè ñëóæèò êàòàñòðîôà
ñèììåòðèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïëîòíîñòíîãî ñëåäà çà ñôåðîé, äâèæóùåéñÿ
ðàâíîìåðíî â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè � îñåñèììåòðè÷íûé ñëåä â îäíî-
ðîäíîé æèäêîñòè (ñå÷åíèå � êðóã) ñìåíÿåòñÿ íà ïðèçìàòè÷åñêèé (ñå÷åíèå �
ïðÿìîóãîëüíèê) â íåïðåðûâíî ñòðàòèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè.

Çàìåòíóþ ðîëü èãðàþò ëèãàìåíòû â êàðòèíå ïåðåíîñà âåùåñòâà ñâîáîäíî
ïàäàþùåé êàïëè â ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè. Â ñëó÷àå ñìåøèâàþùèõñÿ æèä-
êîñòåé ëèãàìåíòû íàáëþäàþòñÿ â ôîðìå òîíêèõ ñòðóåê ñ îãîëîâêàìè â ôîð-
ìå ìåëêèõ âèõðåâûõ êîëå÷åê. Èõ îáðàçîâàíèå îáóñëîâëåíî âûñîêîé ïëîò-
íîñòüþ ïîâåðõíîñòíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, áûñòðî îñâîáîæäàþùåéñÿ â
ïðîöåññå óíè÷òîæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïðè ñëèÿíèè æèäêîñòåé [5].
Ïðè ýòîì íà ôîíå íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îäíèõ âåëè÷èí � èìïóëüñà
è ýíåðãèè íàáëþäàåòñÿ äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå äðóãèõ � îêðàøåííîå âå-
ùåñòâî êàïëè ñîáèðàåòñÿ â îòäåëüíûõ âîëîêíàõ, îáðàçóþùèõ äèñêðåòíûå
ëèíåé÷àòûå ñòðóêòóðà â âåíöå êàïëè è ñåò÷àòûå íà äíå êàâåðíû. Êàðòèíû
òå÷åíèé íåïðåðûâíî ïåðåñòðàèâàåòñÿ âïëîòü äî ôàçû ìåäëåííîé ýâîëþöèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîãðóæàþùèõñÿ âèõðåâûõ êîëåö, ïðè ýòîì òîíêèå âî-
ëîêíà ñîõðàíÿþòñÿ. Îêîí÷àòåëüíîå ìåäëåííîå ðàñïëûâàíèå ñòðóêòóð ïðî-
èñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ïðîöåññîâ ìîëåêóëÿðíîé äèôôóçèè ïðè çàòóõàíèè
âñåõ äâèæåíèé.

Áûñòðûå ëèãàìåíòû îáóñëàâëèâàþò ñâÿçü ñðàâíèòåëüíî ìåäëåííûõ ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé è áûñòðûõ ïðîöåññîâ ãåíåðàöèè âûñîêî÷àñòîòíûõ
çâóêîâûõ ïàêåòîâ (â äèàïàçîíå ÷àñòîò 10 � 20 ÊÃö), êîòîðûå èçëó÷àþò ñâî-
áîäíî îñöèëëèðóþùèå ãàçîâûå ïîëîñòè [6]. Îñöèëëÿöèè íà÷èíàþòñÿ ïðè
óäàðíîì âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé ïîëîñòè ïîãëîùàåìûì îñòàòêîì ðàçîðâàí-
íîé ãàçîâîé ïåðåìû÷êè è çàêàí÷èâàþòñÿ ïðè ñãëàæèâàíèè ôîðìû ïîëîñòè
è ñîêðàùåíèè ïîòîêà äîñòóïíîé ïîòåíöèàëüíîé ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè.

Èçó÷åíèå ëèãàìåíòîâ, ïðèðîäà êîòîðûõ ñâÿçûâàåò äèíàìèêó àòîìíî-
ìîëåêóëÿðíûõ ïðîöåññîâ ñ ìàêðîñêîïè÷åñêèìè ïðîÿâëåíèÿìè â òå÷åíèÿõ
ñïëîøíûõ ñðåä ïîçâîëèò óëó÷øèòü è êà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåííîå îïè-
ñàíèå òå÷åíèé ñ õèìè÷åñêèìè, áèîëîãè÷åñêèìè è ýëåêòðîìàãíèòíûìè ïðî-
öåññàìè â äâèæóùèõñÿ æèäêîñòÿõ, ãàçàõ è ïëàçìå.
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В работе рассматривается задача о построении эффективной модели
слоистого композиционного материала из слоев, представляющих со-
бой упруго-ползучие материалы, ядра ползучести которых представ-
ляют собой экспоненциальные функции. Характеристики усреднен-
ной модели получены в явной виде. Проанализированы некоторые ка-
чественные свойства гомогенизированной модели, приводятся оценки
близости полей смещений и напряжений для исходной и усредненной
моделей. Рассмотрен пример численного моделирования характери-
стик усредненного материала, дается точное количество постоянных,
необходимых для полного описания усредненной модели.

Ключевые слова: усреднение, гомогенизация, упруго-ползучие среды,
корректор напряжений, спектральные ядра релаксации

Mathematical modeling of layered elastic-creeping media

The article discusses the problem of constructing an effective model of a
layered material. Layers consist of elastic-creeping materials, the creep
kernels of which are exponents. The characteristics of the averaged model
are given in explicit form. Some qualitative properties of the homogenized
model are analyzed. Estimates of the closeness of the displacement and
stress fields for the initial and averaged models are given. Numerical mod-
elling of characteristics of an averaged material is presented as example.
The exact number of constants for a complete description of the averaged
model is determined.

Keywords: homogenization, averaging, elastic-creeping media, stress cor-
rector, spectral relaxation kernels
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â íåîäíîðîä-
íûõ ñðåäàõ ñâÿçàíî ñ òåîðèåé àñèìïòîòè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ [1]. Ïðåäñòàâ-
ëÿåò èíòåðåñ ìîäåëèðîâàíèå óïðóãî-ïîëçó÷èõ ñðåä íà äëèòåëüíûõ èíòåð-
âàëàõ âðåìåíè [2]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðóãî-
ïîëçó÷åñòè, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ íåëîêàëüíûìè ÷ëåíàìè òèïà ñâåðòêè. Èñïîëüçîâàíèå â êà÷å-
ñòâå ÿäåð ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè ýêñïîíåíöèàëüíûõ ÿäåð äàåò âîçìîæ-
íîñòü â ÿâíîì âèäå ïîñòðîèòü óñðåäíåííóþ ñèñòåìó è êîððåêòîð, èññëåäî-
âàòü ñâîéñòâà óñðåäíåííûõ ÿäåð. Ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, äàòü êà÷åñòâåííóþ
êàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëåé ýêñïîíåíò óñðåäíåííîãî ÿäðà è ïîêà-
çàòåëåé, âõîäÿùèõ â ôîðìóëû äëÿ êîððåêòîðà.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 𝑂𝑥1𝑥2𝑥3 ðàññìîòðèì îáëàñòü Ω, ñîñòî-
ÿùóþ èç ïîïàðíî ÷åðåäóþùèõñÿ ñëîåâ óïðóãî-ïîëçó÷èõ èçîòðîïíûõ ìàòå-
ðèàëîâ. 𝜀 - îòíîøåíèå äëèíû äâóõ ñîñåäíèõ ñëîåâ ê õàðàêòåðíîìó ðàçìåðó
îáðàçöà. Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ êàæäîãî ñëîÿ èìåþò âèä:

𝜎
(𝑠)
𝑖𝑗 = 𝑏

(𝑠)
𝑖𝑗𝑘ℎ * 𝑒

(𝑠)
𝑘ℎ , ãäå 𝑏

(𝑠)
𝑖𝑗𝑘ℎ = 𝑐

(𝑠)
𝑖𝑗𝑘ℎ𝛿(𝑡) + 𝑑

(𝑠)
𝑖𝑗𝑘ℎ, (1)

𝑠 - íîìåð ñëîÿ, 𝑡 - âðåìÿ, 𝑒(𝑠)𝑘ℎ - äåôîðìàöèè, 𝑐(𝑠)𝑖𝑗𝑘ℎ - ìîäóëè óïðóãîñòè, 𝛿(𝑡)

- äåëüòà-ôóíêöèÿ, 𝑑(𝑠)𝑖𝑗𝑘ℎ - èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû Âîëüòåððà, à èìåííî:

𝑑𝑖𝑗𝑘ℎ * 𝑒𝑘ℎ =

𝑡∫︁
0

𝑑𝑖𝑗𝑘ℎ(𝑡− 𝜏)𝑒𝑘ℎ𝑑𝜏 (2)

. Ìåæäó ñëîÿìè ïðèíÿòû óñëîâèÿ èäåàëüíîãî êîíòàêòà. Äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìûõ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ìîäóëè óïðóãîñòè è êîìïîíåíòû òåíçîðîâ
ÿäåð ðåëàêñàöèè â (1) èìåþò ñëåäóþùèé âèä [3]:

𝑐𝑖𝑗𝑘ℎ = 𝜆𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘ℎ + 𝜇(𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗ℎ + 𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘), (3)

𝑑𝑖𝑗𝑘ℎ = −(𝐷𝜈(𝑡) − 1

3
𝐷𝑠ℎ(𝑡))𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘ℎ −

1

2
𝐷𝑠ℎ(𝑡)(𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗ℎ + 𝛿𝑖ℎ𝛿𝑗𝑘), (4)

ãäå 𝛿𝑖𝑗 - ñèìâîë Êðîíåêåðà, 𝐷𝑠ℎ(𝑡) è 𝐷𝜈(𝑡) - ðåãóëÿðíûå ÷à-
ñòè ñäâèãîâîé è îáúåìíîé ðåëàêñàöèè, ïðåäïîëàåòñÿ, ÷òî
(𝐷𝜈)𝑠 = 𝑘𝑠(𝐷𝑠ℎ)𝑠, 𝑘𝑠 > 0, 𝑘𝑠 = const. Âñå ìîäóëè óïðóãîñòè è ÿäðà ðå-
ëàêñàöèè ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé 𝑦3 = 𝑥3

𝜀
[4]. ßäðà ïîëçó÷åñòè äëÿ êàæäîãî ñëîÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýêñïîíåíöè-
àëüíûå ôóíêöèè 𝐷𝑠 = 𝑔𝑠𝑒

−𝛼𝑠𝑡, 𝑔𝑠, 𝛼𝑠 - ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïîñëå
ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî âðåìåíè ê óðàâíåíèÿì ðàâíîâå-
ñèÿ ñ ó÷åòîì (1) ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé óïðóãîñòè ñ êîìïëåêñíûì
ïàðàìåòðîì, ê êîòîðîé ïðèìåíèì ìåòîä óñðåäíåíèÿ [1]. Â ðåçóëüòàòå
èìååì êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè. Çàòåì âûïîëíÿåì
îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ
êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé

𝜎
(0)
𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗𝑘ℎ

(︁𝑥3
𝜀
, 𝑡
)︁
*
𝜕𝑢

(0)
𝑘 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥ℎ
, (5)
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ãäå äëÿ ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà 𝑏𝑖𝑗𝑘ℎ(𝑦3, 𝑡) ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ [5].
Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî êîýôôèöèåíòû 𝑏𝑖𝑗𝑘ℎ ñîäåðæàò ýêñïîíåí-

öèàëüíûå ôóíêöèè, â ïîêàçàòåëÿõ êîòîðûõ áóäóò, êàê äàííûå êîýôôèöè-
åíòû 𝛼𝑠, òàê è íîâûå, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé ñ
ïîëîæèòåëüíûìè äèñêðèìèíàíòàìè. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî
ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ñëåäóþùåå: âû÷èñëèòü ïîëå íà-
ïðÿæåíèé ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà

√
𝜀, ïðåäâàðèòåëüíî ðàññ÷èòàâ (ýëåìåíòàð-

íûì îáðàçîì) 29 êîíñòàíò (õàðàêòåðèçóþùèõ �óñðåäíåííóþ� çàäà÷ó), è ðå-
øèòü êðàåâóþ çàäà÷ó ñ áîëüøèìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè, ïðåâîñõîäÿùèìè
â íåñêîëüêî ðàç òîëùèíó ñëîåâ.

Â ðàáîòå [6] äëÿ ïðîâåðêè îïèñàííîãî ìåòîäà, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ
ðàñ÷åòîâ äëÿ ìîäåëè ãîìîãåíèçèðîâàííîé ñðåäû ñðàâíèâàëèñü ñ ðåçóëüòàòà-
ìè ðàñ÷åòîâ äëÿ ìîäåëè, â êîòîðîé íå èñïîëüçîâàëîñü óñðåäíåíèå. ×èñëåí-
íûå ýêñïåðèìåíòû, èñïîëüçóþùèå ìåòîä øàãîâ ïî âðåìåíè [7], ïðîâîäèëèñü
äëÿ ñëåäóþùèõ âíåøíèõ íàãðóçîê: îäíîîñíîå íàïðÿæåíèå, îðòîãîíàëüíîå
ê ñëîÿì, îäíîîñíîå íàïðÿæåíèå âäîëü ñëîåâ, ïîëíîå ñæàòèå è äëÿ ñäâèãîâ
ïàðàëëåëüíî ñëîÿì è îðòîãîíàëüíî ñëîÿì. Äëÿ âñåõ ýòèõ ñëó÷àåâ îòëè÷èå
äåôîðìàöèé äëÿ òî÷íîé è óñðåäíåííîé ìîäåëè ñîñòàâëÿåò ìåíåå 5%.

Â òî æå âðåìÿ äëÿ îïðåäåëåííîãî òèïà íàãðóæåíèé (íàïðèìåð, âûçû-
âàþùåãî ñäâèã âäîëü ñëîåâ) èñïîëüçîâàíèå èçîòðîïíîé ìîäåëè ïîëçó÷åñòè
äëÿ îïèñàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ ñëîèñòîé ñðåäû äàåò áîëüøèå ïîãðåø-
íîñòè, èìåííî èñòèííûå äåôîðìàöèè ïðåâîñõîäÿò ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ
èçîòðîïíîé ìîäåëè çíà÷åíèÿ â íåñêîëüêî ðàç.
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МЕТОДЫ ГОМОТОПИИ В ЗАДАЧАХ ПОСТРОЕНИЯ
КОСМИЧЕСКИХ ТРАЕКТОРИЙ

М.Г. Широбоков, С.П. Трофимов, М.Ю. Овчинников
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Доклад представляет собой краткий обзор дискретных и дифферен-
циальных методов гомотопии (продолжения по параметру) для по-
строения и оптимизации космических траекторий. Показывается, как
методы продолжения используются для построения семейств гало-
орбит вокруг точек либрации, адаптации траектории к сложной моде-
ли, а также для оптимизации многовитковых перелетов космических
аппаратов с малой тягой.

Ключевые слова: методы гомотопии, краевая задача, ограниченная
задача 3-х тел, перелет с малой тягой

Homotopy methods for spacecraft trajectory design

The work is devoted to homotopy methods that can be exploited for the
design and optimization of space trajectories. Applications include the de-
sign of families of halo orbits associated with libration points, trajectory
adaptation to complex dynamical models, and optimization of multirevo-
lutional low-thrust trajectories.

Keywords: homotopy methods, boundary value problem, restricted three-
body problem, low-thrust trajectory

Äîêëàä ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè äîêëàäà ñíà÷àëà ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðîåêòèðîâàíèÿ ñåìåéñòâ ãàëî-îðáèò âîêðóã êîëëèíå-
àðíûõ òî÷åê ëèáðàöèè â êðóãîâîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷å òðåõ òåë (ñì., íà-
ïðèìåð, [1]). Äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåò-
íîãî ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî îäíîìó èëè íåñêîëüêèì ãåîìåòðè÷åñêèì ïàðà-
ìåòðàì îðáèòû. Çàòåì èäåò ðå÷ü î çàäà÷å àäàïòàöèè òðàåêòîðèè ïåðåëåòà,
ïîñòðîåííîé â ðàìêàõ îäíîé ìîäåëè äâèæåíèÿ, ê äðóãîé, áîëåå ñëîæíîé,
ìîäåëè äâèæåíèÿ [2]. Òàêàÿ çàäà÷à òèïè÷íà äëÿ ìåõàíèêè êîñìè÷åñêîãî ïî-
ëåòà: îáû÷íî îïòèìèçàöèþ òðàåêòîðèè ïåðåëåòà óäàåòñÿ âûïîëíèòü ëèøü
â ðàìêàõ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ ìîäåëåé äâèæåíèÿ (íàïðèìåð, êðóãîâîé
îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë). Äèíàìèêà â òàêèõ ìîäåëÿõ áîãàòà ðàçëè÷-
íûìè èíâàðèàíòíûìè ñòðóêòóðàìè, êîòîðûå ïîìîãàþò ñîêðàòèòü îáëàñòü
ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Äàëåå ïîëó÷åííàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ
äîëæíà áûòü àäàïòèðîâàíà ê ìîäåëè, ïðèáëèæåííîé ê ðåàëüíîé ìîäåëè
äâèæåíèÿ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Ýòî ìîæíî äåëàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
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ïàðàëëåëüíîé ïðèñòðåëêè è ìåòîäà ãîìîòîïè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíê-
öèé ïðàâûõ ÷àñòåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Âòîðàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà çàäà÷àì îïòèìèçàöèè ìåæïëàíåòíûõ
òðàåêòîðèé. Ãîìîòîïè÷åñêèå ìåòîäû îêàçûâàþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ýôôåêòèâ-
íûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìíîãîâèòêîâûõ òðàåêòîðèé àïïàðàòà ñ
ìàëîé òÿãîé. Øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðîäîëæå-
íèÿ ïî ïàðàìåòðó [3], ïðè÷åì äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè â ìîäå-
ëè çàäà÷è äâóõ òåë â ðàìêàõ ôîðìàëèçìà ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãè-
íà óäàåòñÿ íàéòè âñå âåòâëåíèÿ è îáîéòè ïðîáëåìó âûðîæäåíèÿ ìàòðèöû
ßêîáè [4]. Ïåðñïåêòèâíûìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ è ñîâðåìåííûå ìåòîäû, íå èñ-
ïîëüçóþùèå îáðàòíóþ ìàòðèöó ßêîáè [5]. Êîðîòêî îïèñûâàåòñÿ ìåòîä ãî-
ìîòîïèè äëÿ íåïðåðûâíîé òðàíñëÿöèè îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè â ñìûñëå
êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà ê îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè â ñìûñëå ëèíåé-
íîãî ôóíêöèîíàëà. Äëÿ çàäà÷ ìåõàíèêè êîñìè÷åñêîãî ïîëåòà ýòî âàæíî,
ïîñêîëüêó çàäà÷à ñ êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíàëîì ãîðàçäî áîëåå ðåãóëÿð-
íà è ïðîñòà â ðåøåíèè, íî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìóì çàòðàò
òîïëèâà ñîîòâåòñòâóåò èìåííî ìèíèìóìó ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà.
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ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ЗАДАЧИ Л. ПРАНДТЛЯ О
СЖАТИИ ПЛАСТИЧЕСКОЙ ПОЛОСЫ И ЕГО
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Решена плоская задача о сжатии пластической полосы между двумя
параллельными шероховатыми плоскостями, дополненная несиммет-
ричностью условий на растекающихся торцах.

Ключевые слова: сжатие пластической полосы, эффект «холодной
сварки»

On one generalization of the task of L. Prandtl about the
compression of a plastic strip and its appendix

The planar problem of compressing a plastic strip between two paral-
lel rough planes, supplemented by asymmetry of the conditions on the
spreading ends, was solved.

Keywords: compression of plastic strip, the effect of ”cold welding”

Ðåøåíà ïëîñêàÿ çàäà÷à î ñæàòèè ïëàñòè÷åñêîé ïîëîñû ìåæäó äâóìÿ
ïàðàëëåëüíûìè øåðîõîâàòûìè ïëîñêîñòÿìè, äîïîëíåííàÿ íåñèììåòðè÷íî-
ñòüþ óñëîâèé íà ðàñòåêàþùèõñÿ òîðöàõ. Íàéäåíà âåðõíÿÿ îöåíêà îáùåãî
óñèëèÿ îáæàòèÿ ïðèòîðöåâûõ îáëàñòåé ïëàñòè÷åñêè ðàñòÿãèâàåìîé ïîëî-
ñû, ïðè äîñòèæåíèè êîòîðîãî îäíîâðåìåííî ñ ïëàñòè÷åñêèì ðàñòÿæåíèåì
ïîëîñû ïðîèñõîäèò ïëàñòè÷åñêàÿ îñàäêà ïðèòîðöåâûõ åå ÷àñòåé. Ïîêàçàíî,
÷òî ïðè äàëüíåéøåì äåôîðìèðîâàíèè ïðîèñõîäèò óòîíåíèå è îòðûâ íå â
ñðåäíåé åå ðàñòÿãèâàåìîé ÷àñòè, à âáëèçè âíóòðåííåé ãðàíèöû êîíòàêòà (çà-
õâàòà). Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à î ñæàòèè ïëàñòè÷åñêîé ïîëîñû ìåæäó ñáëèæà-
þùèìèñÿ øåðîõîâàòûìè ïëîñêîñòÿìè òâåðäûõ òåë ïðîäîëæàåò ïðèâëåêàòü
âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé. Ñ åå ïîìîùüþ îáúÿñíåíû ïðèñóùèå îïè-
ñûâàåìûì ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì íåêîòîðûå êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè: ÿâ-
ëåíèå ïðîñêàëüçûâàíèÿ âäîëü ïîâåðõíîñòè êîíòàêòå; çàìåòíîå äîìèíèðîâà-
íèå øàðîâîé ÷àñòè òåíçîðà íàïðÿæåíèé íàä äåâèàòîðíûìè ñîñòàâëÿþùèìè
â ïëàñòè÷åñêîé ïîëîñå: ñîèçìåðèìîñòü íîðìàëüíûõ óïðóãèõ ïåðåìåùåíèé
êîíòàêòèðóþùèõ òåë ñ òîëùèíîé ïîëîñû [3]; ýôôåêò ¾õîëîäíîé ñâàðêè¿ è
äð. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàäà÷à ïîìîãàåò ëó÷øå ïîíÿòü ìåõàíèçì êîíòàêò-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òâåðäûõ è ïëàñòè÷åñêè äåôîðìèðóåìûõ òåë. Ñíà÷àëà
Ë. Ïðàíäòëü ïîñòðîèë ïðåäåëüíîå ïîëå íàïðÿæåíèé [1], êîòîðîå Íàäàè äî-
ïîëíèë ñîîòâåòñòâóþùèìè ñêîðîñòÿìè òå÷åíèÿ. Íà îñíîâå àíàëèçà ðåøåíèÿ
Ïðàíäòëÿ - Íàäàè áûëà ïðåäëîæåíà ïðèáëèæåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ðàñòåêàíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ ñëîåâ.

Яновская Елена Александровна, к.т.н., доцент, кафедра прикладной математики
МГТУ "СТАНКИН"(Москва, Россия); Yanovskaya Elena Alexsandrovna (Department of
Applied Mathematics, MSTU "STANKINMoscow, Russia)
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О СПЕКТРАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ ЗАМКНУТОЙ
БИНАРНОЙ ЦЕПОЧКИ С ДЕТЕРМИНИРОВАННЫМИ
ПЕРИОДИЧЕСКИМИ ПРАВИЛАМИ РАЗРЕШЕНИЯ

КОНФЛИКТА
М.В. Яшина

mv.yashina@madi.ru

УДК 517.518

Задачи математического моделирования транспортных потоков или
движения частиц на сетях со сложной геометрией приводят к иссле-
дованию дискретных динамических систем на регулярных структу-
рах. Рассматривается динамическая система с дискретным временем,
представляющая собой замкнутую бинарную цепочку с конфликтами
в общих альтернирующих узлах детерминированного типа. В зависи-
мости от начального состояния на траектории точек последования Пу-
анкаре средняя скорость частиц выходит на предельный режим, при-
чем количество значений таких скоростей является конечным (спек-
тральные значения). Исследован спектр системы для лево- и право-
приоритетных правил разрешения конфликтов, а также для периоди-
ческих правил, когда приоритет контура определяется четностью его
номера в цепочке.

Ключевые слова: дискретные динамические системы, бинарная цепоч-
ка с конфликтами, спектр динамической системы
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On spectral properties of closed binary chain with
deterministic periodical rules of competition resolutions

Problems of mathematical modeling of transport flows or particle motion
on networks with complex geometry reduce to the study of discrete dy-
namical systems on regular structures. We consider a dynamical system
with discrete time that which is a closed binary chain with competition
in common alternating nodes of a deterministic type.

Depending on initial states the average particle velocity on a trajectory
of Poincare follow points of the dynamical system converges to limiting
regime, and the number of such velocity values is finite (eighen values of
spectrum). The spectrum of the system for left- and right-priority rules
for competition resolution, as well as for periodic rules, when the contour
priority is determined by the parity of the index in the chain.

Keywords: mathematics, differential equations, spectral theory

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî çàìêíóòîãî íàáîðà êîíòó-
ðîâ ñ äâóìÿ ÿ÷åéêàìè, Ðèñ.1, ñîåäèíåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî îáùèìè àëüòåð-
íèðóþùèìè óçëàìè. Íà êàæäîì èç êîíòóðå â îäèíàêîâîì äëÿ âñåõ êîíòóðîâ
íàïðàâëåíèè äâèæóòñÿ ïî îäíîé ÷àñòèöó, ïåðåõîäÿ íà êàæäîì øàãå èç îä-
íîé êëåòêè â äðóãóþ, åñëè íà ñîñåäíåì êîíòóðå ñîîòâåòñâóþùàÿ ÷àñòèöà
íå ïðåòåíäóåò íà ïðîõîæäåíèå ñìåæíîãî àëüòåðíèðóþùåãî óçëà. Â ïðî-
öåññå ïåðåìåùåíèÿ âîçíèêàåò конкуренция частиц çà ïåðåñå÷åíèå îáùåãî
óçëà, ïðèâîäÿùàÿ ê задержкам движения. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû òàêîãî
òèïà äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ íà êîíòóðíûõ öåïÿõ ââåäåíû â ðàáîòå Êîç-
ëîâà Â.Â. è äð. [1], ãäå ðàññìàòðèâàëèñü ëåâî-ïðèîðèòåòíîå è ñïðàâåäëèâîå
(ñòîõàñòè÷åñêîå) ïðàâèëà ðàçðåøåíèÿ êîíôëèêòà. Ïðè ëåâî-ïðèîðèòåòíîì
ïðàâèëå ïðåèìóùåñòâî ïåðåñå÷åíèÿ àëüòåðíèðóþùåãî óçëà âñåãäà èìååò ÷à-
ñòèöà, ðàñïîëîæåííàÿ íà êîíòóðå ñ ìåíüøèì íîìåðîì. Ïðè ñïðàâåäëèâîì
ïðàâèëå ïðîèñõîäèò ðîçûãðûø ñ èñïîëüçîâàíèåì äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
è ïîðîãîì 1

2 . Â [1] äîêàçàíî, ÷òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ñòîõàñòè÷åñêîé áèíàð-
íîé öåïî÷êè ïðè ñïðàâåäëèâîì ïðàâèëå ðàçðåøåíèÿ êîíôëèêòà çà êîíå÷íîå
âðåìÿ âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, ò.å. âåäåò ñåáÿ êàê äåòåðìèíèðî-
âàííàÿ ñèñòåìà.

Ðèñ. 5.1: Çàìêíóòàÿ áèíàðíàÿ öåïî÷êà 𝑛 = 8 â ñîñòîÿíèè 𝑥 = (1, 1, 0, 0, 1, 0, ).

Ïóñòü 𝑁 - êîëè÷åñòâî êîíòóðîâ çàìêíóòîé áèíàðíîé öåïî÷êè, òîãäà ïðî-
ñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé çàìêíóòîé áèíàðíîé öåïî÷êè �⃗� = (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋,
𝑥𝑖 = 0 ∨ 1, 𝑖 = 1, · · ·𝑁.
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Â ðàáîòå Áóñëàåâà À.Ï. è äð. [2] ïîêàçàíî, ÷òî äâèæåíèå ÷àñòèö íà çà-
ìêíóòîé áèíàðíîé öåïî÷êå ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòî-
ÿíèé îòîáðàæåíèÿ 𝐴, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íûì àâòîìàòîì Âîëüôðàìà
CA 063, [3]. Òàêæå â [2] ââåäåíî ïîíÿòèå ñïåêòðà äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
òàêîãî òèïà.

Äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî âåêòîðà îòîáðàæåíèå 𝐴 ïîðîæäàåò òðàåêòîðèþ

𝑥0 → 𝐴(𝑥0) · · · → 𝐴𝑘(𝑥0) · · · ,

êîòîðàÿ ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îáðàçóåò öèêë êàê ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè
Ïóàíêàðå. Ýòà òðàåêòîðèÿ îáðàçóåò спектральный цикл ñèñòåìû, à ñðåäíÿÿ
ñêîðîñòü ÷àñòèö ñèñòåìû íà ýòîì öèêëå - спектральное значение. Íàïðè-
ìåð, ïðè 𝑛 = 2 öåïî÷êà CA 063 èìååò òî÷å÷íûé ñïåêòð - 𝑣 = 1, Ïðè ýòîì
ñîñòîÿíèÿ (1, 1) è (0, 0) îáðàçóþò öèêë, à (1, 0) è (1, 0) - ÿâëÿþòñÿ íåâîç-
âðàòíûìè è âõîäÿò â ýòîò öèêë.

Теорема 1. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 0 - число контуров в замкнутой бинар-
ной цепочке с левоприоритетным правилом разрешения конфликта.
Тогда зависимость количества точек спектра от числа контуров явля-
ется неубывающей кусочно-постоянной функцией и

𝑣 = 1 − 𝑘

𝑛
, 𝑘 = 0, · · ·

[︁𝑛
3

]︁
. (1)

Теорема 2. Пусть Пусть 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 0 - число контуров в замкну-
той бинарной цепочке, и правило разрешения конфликта является прави-
лом нерешительности, т.е. частицы, оказавшиеся в условии конфликта,
остаются в своих клетках.
Тогда динамическая система равносильна CA 029 и спектр имеет вид:

𝑣 = 1 − 𝑘

𝑛
, 𝑘 = 0, · · ·

[︁𝑛
2

]︁
. (2)

Теорема 3. Пусть Пусть 𝑛 ∈ N - четное число контуров в замкнутой
бинарной цепочке, и правило разрешения конфликта является правилом
четно-нечетно, т.е. условии конфликта выигрывает частица, у которой
номер контура является четным.
Тогда динамическая система спектр имеет вид:

𝑣 = 1 − 𝑘

𝑛
, 𝑘 = 0, · · ·

[︁𝑛
4

]︁
. (3)
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APPROXIMATIONS OF THE MONODROMY MATRIX BY
AVERAGING METHOD

A.O. Belyakov, A.P. Seyranian
belyakov@mse-msu.ru, seyran@imec.msu.ru

UDC 531.36

We develop here the method for obtaining approximate stability bound-
aries in the space of parameters for linear systems with parametric exci-
tation. The method is based on Floquet theory with monodromy matrix
of system approximated by averaging method.

Keywords: parametric excitation, Floquet theory, averaging
MSC: 34D05, 34E05

Consider linear system, �̇�(𝑡) = J(𝑡)𝑥(𝑡), where 𝑥(𝑡) is the vector of state vari-
ables and J(𝑡) is piecewise continuous, integrable, 𝑇 -periodic square matrix function.
Solution of the matrix differential equation

Ẋ(𝑡) = J(𝑡) ·X(𝑡), X(0) = I, (1)

where I is the identity matrix, yields at time 𝑇 monodromy matrix F = X(𝑇 ). If all
eigenvalues of the monodromy matrix, Floquet multipliers, have absolute values smaller
then one, then the solution of the system is asymptotically stable, and if at least one
eigenvalue has absolute value grater than one, then the solution is unstable, see, e.g.
[1-3]. This condition can always be checked with numerically calculated monodromy
matrix. But in practice it is often useful to have analytical approximations of stability
regions in parameter space. For this purpose we find approximate solutions of (1) by
asymptotic method of averaging, see e.g., [4].

Let matrix J(𝑡) be expended into the series J(𝑡) = J0(𝑡)+J1(𝑡)+J2(𝑡)+J3(𝑡)+. . . ,
where the lower index denotes the order of smallness. Suppose we know solution X0(𝑡)
of the matrix initial value problem Ẋ0(𝑡) = J0(𝑡) ·X0(𝑡), where X0(0) = I. Then the
change X(𝑡) = X0(𝑡) ·Y(𝑡) converts (1) to the standard form for averaging:

Ẏ(𝑡) = H(𝑡) ·Y(𝑡), Y(0) = I, (2)

where matrix H(𝑡) := X−1
0 (𝑡)·(J(𝑡)− J0(𝑡))·X0(𝑡) is small for 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Approximate

solution of (2) can be found with averaging method as follows. Let H(𝑡) = H1(𝑡) +
H2(𝑡) +H3(𝑡) + . . . , where H𝑗(𝑡) := X−1

0 (𝑡) · J𝑗(𝑡) ·X0(𝑡) for all 𝑗 > 1. We will find
solution as Y(𝑡) = (I+U1(𝑡) +U2(𝑡) + . . .) ·Z(𝑡), where U𝑗(𝑡) are matrix-functions,

This work is supported by RFBR (no. 18-010-01169).
Anton O. Belyakov, Moscow School of Economics, Lomonosov Moscow State University,

Russia; National Research Nuclear University “MEPhI”, Moscow, Russia; Krasovskii Institute
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such that U𝑗(0) = U𝑗(𝜏) = 0 and Z(𝑡) is the solution of the autonomous averaged
differential equation:

Ż(𝑡) = A · Z(𝑡), Z(0) = I, (3)

where A = A1+A2+A3+ . . ., Matrices A𝑗 and matrix-functions U𝑗(𝑡) can be found
one by one via the standard procedure of averaging as follows.

For the first order approximation we calculate A1 as the average of H1(𝑡)

A1 =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

H1(𝑡)𝑑𝑡, (4)

under assumption that A1 and H1(𝑡) are of the same order of smallness. In particular
we assume thatH1(𝑡) does not contain periodic functions with small frequencies, which
would appear in the denominator during integration and could cause high value of A1,
thus violating the assumption of its smallness.

For the second order approximation we have to calculate

U1(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(H1(𝜏)−A1)𝑑𝜏,

A2 =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

(H2(𝑡) +H1(𝑡) ·U1(𝑡)−U1(𝑡) ·A1)𝑑𝑡,

using matrix A1 already obtained in (4) and so on ...
For the 𝑛+ 1-th order approximation we calculate

U𝑛(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(H𝑛(𝜏)−A𝑛+H𝑛−1(𝜏) ·U1(𝜏)−U1(𝜏) ·A𝑛−1

. . .

+H1(𝜏) ·U𝑛−1(𝜏)−U𝑛−1(𝜏) ·A1)𝑑𝜏,

A𝑛+1 =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

(H𝑛+1(𝑡)+H𝑛(𝑡) ·U1(𝑡)−U1(𝑡) ·A𝑛

. . .

+H1(𝑡) ·U𝑛(𝑡)−U𝑛(𝑡) ·A1)𝑑𝑡.

Due to Y(𝑇 ) = Z(𝑇 ) = exp ([A1 +A2 +A3 + . . .]𝑇 ) we have

F = X(𝑇 ) = F0 ·Y(𝑇 ) = F0 · Z(𝑇 ) = F0 · exp ([A1 +A2 +A3 + . . .]𝑇 ) , (5)

where we denote F0 := X0(𝑇 ) as zero order approximation of monodromy matrix,
F ≈ F0. Hence, we can write expressions terms of the expansion F = F0 +F1 +F2 +
F3 + F4 + . . .. Expansion of the matrix exponential in (5) yields expressions for F𝑗
via A𝑘, where 𝑘 6 𝑗.

For the first order approximation we have

F1 = F0 ·A1𝑇.

For the second order approximation the expansion of the matrix exponential in (5)
up to the second order terms yields

F2 = F0 ·
(︂
A2𝑇 +

1

2
A2

1𝑇
2

)︂
.

For the third order approximation we have

F3 = F0 ·
(︁
A3𝑇 +

1

2
(A1 ·A2 +A2 ·A1)𝑇

2 +
1

6
A3

1𝑇
3
)︁
,
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For the fourth order approximation we calculate

F4 = F0 ·
(︁
A4𝑇 +

1

2

(︀
A1A3 +A2

2 +A3A1

)︀
𝑇 2

+
1

6
(A2

1A2 +A1A2A1 +A2A
2
1)𝑇

3 +
1

24
A4

1𝑇
4
)︁
.

and so on ...

In our extended paper [5] for system with 2 degrees of freedom we derive general
approximate stability conditions. We study domains of stability with the use of fourth
order approximations of monodromy matrix on example of linearized equation of an
inverted pendulum with vertically oscillating pivot. With the obtained approximations
we demonstrate that addition of small damping shifts the stability boundaries, thus
resulting to both stabilization and destabilization effects numerically observed in e.g.,
[6].
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This paper deals with incorrectly posed boundary value problems of plane
elasticity. The boundary conditions are imposed on stress or displacement
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In some applications, e.g. in geomechanics, the boundary values of stresses and/or
displacements are often unknown on the boundary, which restricts the use of standard
formulations of boundary value problems (BVP) accepted in the theory of elasticity.
However as shown in [1,2], the boundary conditions (BS) can be imposed in terms of
principal stresses or displacements or their normal derivatives. Such formulations can
be referred to as BVP with incomplete BS. It has been shown that they can possess
a finite number of linearly independent solutions. This paper investigates solvability
of the BVP formulated in terms of BS1 - principal directions of the stress tensor; and
BS2 - orientation of the displacement vector. In con trust to the analysis in [1,2]
this formulation cannot be reduced to one complex singular integral equation of the
general type studied by Gakhov [3]. We use the following approach based on complex
potentials, Muskhelishvili [4]. The complex potentials are presented by the Cauchy
integrals with unknown densities. Their boundary values are found by employing the
Sokhotski-Plemelj formulas. These are used to express the orientations of the principal
stresses and the displacements on the contour in the form that contains two unknown
complex valued functions. Further on, one of these functions is excluded by imposing
the condition of continuity of the stress vector across the contour. Then by using two
scalar BC in terms of the orientations we derive a system of two real singular equations,
SIE. Each of these equations is further converted into he equivalent Riemann problem.
The solvability of the latter depends on the index of the coefficient of the Riemann
problem that is calculated through the increment of its argument (divided by 2p)
in traversing the contour anticlockwise. If the index is positive then the Riemann
problem has a finite number of solutions that is proportional to the index, otherwise
the BVP does not have solutions in the class of holomorphic functions. It is shown
that the number of solutions of the full SIE and the dominant SIE cab be different
only for special cases, see [3] for detail. Therefore we further study solvability of the
the dominant SIE, which mechanically corresponds to the case of elastic half-plane.
We obtained the successive solutions of the equations in the system for the problem
that do not directly allow for the application of the technique mentioned in [3] because
of the presence of the derivatives of the unknown functions in the complex dominant
SIE. It is shown that the total solution of the system is defined by two partial indexes
𝐾1 and 𝐾2 that are indexes of the corresponding Riemann problems. The solutions
exist in 𝐾1 +𝐾2 > 0 otherwise there are no bounded solutions in terms of complex
potential holomorphic in half-plane. This study complements the results obtained in
[1-2].
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