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Ýòà ðàáîòà ïîñâÿùàåòñÿ 70-ëåòèþ Â. À. Èëüèíà,
îêàçàâøåãî íåîöåíèìîå âëèÿíèå íà ôîðìèðîâàíèå
íàó÷íûõ èíòåðåñîâ àâòîðà, åãî áëàãîäàðíîãî ó÷åíèêà

Ðàññìîòðèì â N�ìåpíîì ïðîñòðàíñòâå RN (N ≥ 2) ôîðìàëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå

Au = −∆u+ q(x)u, (0.1)

â êîòîðîì ïîòåíöèàë q(x) � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó1

Lp(RN ) +L∞(RN ) ïðè íåêîòîðîì p > N/2, ò.å. ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå ñóììû q1(x) + q2(x),
ãäå q1(x) ∈ Lp(RN ), q2(x) ∈ L∞(RN ). Èçâåñòíî, ÷òî ôîðìàëüíûé îïåðàòîð (0.1) ñóùåñòâåííî ñà-
ìîñîïðÿæåí íà C∞

0 (RN ), åñëè p ∈ [2,∞) ∩ (N/2,∞) [1, ñ.11, 15], è ñóùåñòâåííî ñàìîñîïpÿæåí íà
C∞

0 (RN ) â ñìûñëå ôîðì, åñëè N/2 < p < 2 [1, ñ.12�18]. Òåì ñàìûì âûðàæåíèå A äîïóñêàåò ñàìîñî-
ïpÿæåííóþ ðåàëèçàöèþ A , êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì Øpåäèíãåpà, îïðåäåëÿåìûì (0.1).
Èç êëàññè÷åñêèõ òåîðåì î âîçìóùåíèÿõ ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A ïîëóîãðàíè÷åí. Íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A íåîòðèöàòåëåí2.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíà îöåíêà äëÿ îáðàçîâ Ôóðüå f̂i(λ), i = 1,m, ïî ñèñòåìå îáîáùåííûõ
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà A ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàçëàãàåìàÿ ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó
Ñîáîëåâà�Ëèóâèëëÿ Lα

2 (RN ), 0 < α ≤ 2.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü îïåðàòîð Øpåäèíãåpà A íåîòðèöàòåëåí è ïîòåíöèàë q ∈ Lp(RN ) +
L∞(RN ), ãäå p > N/2 è N ≥ 2. Òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Lα

2 (RN ) ñ ïîðÿäêîì äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè α, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ 0 < α < 3 − 2/p, åñëè p ∈ (1, 2), N = 2, óñëîâèþ
0 < α < 13/2 − 9/p, åñëè p ∈ (3/2, 2), N = 3, èëè óñëîâèþ 0 < α ≤ 2, åñëè p ∈ [2,∞) ∩ (N/2,∞),
N ≥ 2, âûïîëíåíà îöåíêà

m∑
i=1

∞∫
0

(1 + λ)α|f̂i(λ)|2 dρ(λ) ≤ M1∥f∥2Lα
2 (RN ) (0.2)

ñ êîíñòàíòîé M1 > 0, íå çàâèñÿùåé îò f .

Î òî÷íîñòè îöåíêè (0.2) â êëàññå Ñîáîëåâà�Ëèóâèëëÿ Lα
2 (RN ) ñâèäåòåëüñòâóåò äîïîëíÿþùàÿ

ýòîò ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈
Lα
2 (RN ) èìååò ìåñòî îöåíêà

m∑
i=1

∞∫
0

(1 + λ)α|f̂i(λ)|2 dρ(λ) ≥ M2∥f∥2Lα
2 (RN ) (0.3)

ñ êîíñòàíòîé M2 > 0, íå çàâèñÿùåé îò f .

* c⃝ Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ò.34, N 5. Ñ.609�618.
1Ýòîò êëàññ ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè íîðìó ôóíêöèè q(x) ââåñòè êàê inf{∥q1(x)∥Lp(RN ) +

∥q2(x)∥L∞(RN )|q(x) = q1(x) + q2(x)}.
2Åñëè A îãðàíè÷åí ñíèçó ÷èñëîì a < 0, òî îïåðàòîð A 1, îïðåäåëÿåìûé âûðàæåíèåì A1u = −∆u + (q(x) − a)u,

áóäåò íåîòðèöàòåëåí, à åãî ïîòåíöèàë q(x)− a íå âûéäåò èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà Lp(RN ) + L∞(RN ).
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Îöåíêà òåîðåìû 1 âìåñòå ñ èçâåñòíûìè îöåíêàìè îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé [2] ïîçâîëÿ-
åò ñóäèòü î ñêîðîñòè ðàâíîìåðíîé âî âñåì ïðîñòðàíñòâå RN ñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ
σλ(x, f) ê pàçëàãàåìîé ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü N = 2 èëè N = 3, îïåðàòîð Øpåäèíãåpà A íåîòðèöàòåëåí è ïîòåíöèàë
q ∈ Lp(RN ) + L∞(RN ). Ïóñòü r ∈ (1, 2] ïðîèçâîëüíî, à ÷èñëî α óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

� ïðè N = 2: 2/r < α < 2− 2/p+ 2/r, åñëè p ∈ (1, 2), è 2/r < α ≤ 1 + 2/r, åñëè p ≥ 2;
� ïðè N = 3: 3/r < α < 5− 9/p+ 3/r, åñëè p ∈ (9/5, 2), è 3/r < α ≤ 1/2 + 3/r, åñëè p ≥ 2.
Òîãäà ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Lα

r (RN ) ñõîäèòñÿ ïðè λ → +∞ àáñîëþò-
íî è ðàâíîìåðíî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå RN , ïpè÷åì

sup
x∈RN

|f(x)− σλ(x, f)| = o(1)λ(N−rα)/(2r). (0.4)

Òî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé íà êàæäîì êîìïàêòå â RN ñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ
ïî îáîáùåííûì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà A , îïðåäåëÿåìîãî âûðàæåíèåì (0.1) ñ äîñòàòî÷-
íî ãëàäêèì ïîòåíöèàëîì q(x), ïîëó÷åíû â [3, ñ.293�294]. Âïåðâûå ôàêò ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
σλ(x, f) âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè óñòàíîâëåíû â [4, 5] ïðè N = 1.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû áåç êàêèõ�ëèáî óñëîæíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà
ñëó÷àé, êîãäà ïîòåíöèàë q(x) â (0.1) ïðèíàäëåæèò êëàññó Lp1(RN ) + . . .+ Lps(RN ), ãäå N/2 < p1 <
. . . < ps ≤ ∞.

Ðàáîòà ðàçáèòà íà äâå ÷àñòè. Â ïåðâîé ÷àñòè ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ôóíêöèé è îáîáùåííûõ îáðàçîâ Ôóðüå ôóíêöèé èç êëàññà Ñîáîëåâà�Ëèóâèëëÿ. Âî âòîðîé
÷àñòè äîêàçàíû òåîðåìû 1�3.

1. Ââåäåíèå

Îïèøåì óïîðÿäî÷åííîå ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòðàíñòâà L2(RN ) îòíîñèòåëüíî îïåðà-
òîðà A [6, 7]. Îíî õàðàêòåðèçóåòñÿ êðàòíîñòüþ m ≤ ∞, ìíîæåñòâàìè êðàòíîñòè ei, i = 1,m, ñïåê-
òðàëüíîé ìåðîé ρ(λ) è îáîáùåííûìè ñîáñòâåííûìè (èëè ôóíäàìåíòàëüíûìè) ôóíêöèÿìè ui(x, λ),
i = 1,m, êîòîðûå äëÿ ïî÷òè âñåõ ïî ìåðå ρ(λ) çíà÷åíèé λ íåïðåðûâíû, ïðèíàäëåæàò W 1

2,loc â RN è
ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

−∆ui(x, λ) + q(x)ui(x, λ) = λui(x, λ), (1.1)

ò.å. äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ(x) ∈ C∞
0 (RN ) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

−
∫
RN

∆φ(x)ui(x, λ) dx+

∫
RN

(q(x)− λ)φ(x)ui(x, λ) dx = 0. (1.2)

Äëÿ êàæäîãî β ≥ 0 ââåäåì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H (β) âåêòîð�ôóíêöèé F = (Fi)
m
i=1 ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (F,G)(β) =
m∑
i=1

∫∞
0

Fi(λ)Gi(λ) · (1+λ)βdρ(λ). Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå H (β),

î÷åâèäíî, çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

∥F∥(β) =
[
(F, F )(β)

]1/2
. (1.3)

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L2(RN ) êîððåêòíî îïðåäåëåíû êàê ýëåìåíòû H (0) îáîáùåííûå îáðàçû
Ôóðüå3

f̂i(λ) =

∫
RN

f(x)ui(x, λ) dx, i = 1,m. (1.4)

Ïîëîæèì (Uf)i(λ) = f̂i(λ). Îòîáðàæåíèå U îñóùåñòâëÿåò óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàí-
ñòâà L2(RN ) â ïðîñòðàíñòâî H (0), ïpè÷åì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå U−1 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(U−1F )(x) = lim
λ→+∞

m∑
i=1

λ∫
0

Fi(t)ui(x, t) dρ(t), (1.5)

3Èíòåãðàë â (1.4) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.
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â êîòîðîé ïðåäåë ñóùåñòâóåò â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(RN ). Óíèòàðíîñòü U , â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò,
÷òî âûïîëíåíî îáîáùåííîå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

m∑
i=1

∞∫
0

∣∣∣f̂i(λ)∣∣∣2 dρ(λ) =

∫
RN

|f(x)|2 dx. (1.6)

Åñëè ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå σλ(x, f) ôóíêöèè f(x) îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì

σλ(x, f) =
m∑
i=1

λ∫
0

f̂i(t)ui(x, t) dρ(t), (1.7)

òî èç (1.4) è (1.5) ñëåäóåò, ÷òî ∀f ∈ L2(RN ): lim
λ→+∞

∥σλ(·, f)− f(·)∥L2(RN ) = 0.

2. Ôîðìóëà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ôóíäàìåíòàëüíûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà A ,
èçâåñòíûì â ñëó÷àå ãëàäêîãî ïîòåíöèàëà q(x) êàê ôîðìóëà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ Òèò÷ìàðøà [8, ñ.230].

Ïóñòü ν = (N − 2)/2, à x ∈ RN , r > 0 è λ ≥ 0 ïðîèçâîëüíû è ôèêñèðîâàíû. Äëÿ êàæäîãî λ ≥ 0
ïîëîæèì µ =

√
λ. Áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì

∫
θ
F (x+rθ) dθ èíòåãðàë îò ôóíêöèè F ïî âñåì óãëàì

íà ïîâåðõíîñòè N�ìåðíîé ñôåðû {y : |y − x| = r}. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

∫
|y−x|≤R

F (y) dy =

R∫
0

rN−1

∫
θ

F (x+ rθ) dθdr. (2.1)

Åñëè u(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ −∆u = λu − f â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, òî èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî4 ∫

θ

u(x+ rθ) dθ =
(2π)ν+1

(µr)ν
Jν(µr)u(x)−

π

2rν

r∫
0

ρν+1wν(µρ, µr)

∫
θ

f(x+ ρθ) dθdρ. (2.2)

Çäåñü ôóíêöèÿ wν(z1, z2) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ Jν(z) è Íåéìàíà Yν(z) ïîðÿäêà ν ïî
ôîðìóëå

wν(z1, z2) = Jν(z1)Yν(z2)− Jν(z2)Yν(z1). (2.3)

Ôîðìóëó ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôóíêöèé ìîæíî îáîñíîâàòü äëÿ îïåðàòîðà
A , ïîòåíöèàë q êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò5 óñëîâèþ Êàòî â RN , ò.å.

lim
h→0+0

sup
x∈RN

∫
|x−y|≤h

ln |x− y|−1|q(y)| dy = 0 ïðè N = 2,

lim
h→0+0

sup
x∈RN

∫
|x−y|≤h

|x− y|2−N |q(y)| dy = 0 ïðè N ≥ 3.
(2.4)

Ëåììà 1. Ïóñòü q(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êàòî â RN , à ôóíêöèÿ u(x, λ) ÿâëÿåòñÿ ñëà-
áûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1), íåïðåðûâíûì â RN . Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ RN èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫
θ

u(x+ rθ, λ) dθ =
(2π)ν+1

(µr)ν
Jν(µr)u(x, λ)−

π

2rν

r∫
0

ρν+1wν(µρ, µr)

∫
θ

q(x+ ρθ)u(x+ ρθ, λ) dθdρ. (2.5)

Äîêàçàòåëüñòâî.6 Ðàâåíñòâî (2.5) îáîñíîâûâàåòñÿ ïî ñõåìå, ïðåäëîæåííîé â [2], ñ ïîìîùüþ
(1.2), (2.2) è èçâåñòíûõ îöåíîê öèëèíäðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðè z ∈ (0, 1] (ñì. [9, ñ.12, 16, 17, 23]):

J0(z) = O(1), Y0(z) = O(1) ln(e/z), Jν(z) = O(zν), Yν(z) = O(z−ν), ν > 0. (2.6)

4Ïðè µ = 0 âûðàæåíèÿ (µr)−νJν(µr) è wν(µρ, µr) çàìåíÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè èì ïðè µ → 0 + 0 âûðàæåíèÿìè.
5Åñëè q ïðèíàäëåæèò Lp(RN ) + L∞(RN ), p > N/2, òî q óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êàòî â RN .
6Ïîäðîáíîñòè äîêàçàòåëüñòâà ñìîòðè â ïðèëîæåíèè, ïîìåùåííûì ïîñëå òåêñòà âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè.
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3. Ïðåäñòàâëåíèå îáðàçîâ Ôóðüå ôóíêöèè èç êëàññà Ñîáîëåâà�Ëèóâèëëÿ

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f èç êëàññà Ñîáîëåâà�Ëèóâèëëÿ Lα
2 (RN ) ñ ïîðÿäêîì äèô-

ôåðåíöèðóåìîñòè α > 0. Ïóñòü ôóíêöèÿ h ∈ L2(RN ) òàêîâà, ÷òî [10, ñ.379]

f(x) =

∫
RN

τα/2(|x− y|)h(y) dy, (3.1)

ãäå τα/2(r) � ÿäðî Áåññåëÿ�Ìàêäîíàëüäà, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

τα/2(r) = 21−α/2[(2π)ν+1Γ(α/2)]−1r−(ν+1)+α/2K(ν+1)−α/2(r). (3.2)

Îòìåòèì íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþùèå èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ôóíêöèè Ìàêäîíàëüäà
Kβ(r) [9, ñ.13, 17, 99] äâóñòîðîííèå îöåíêè ýòîãî ÿäðà. Åñëè r ≥ 1, òî ïðè ν ≥ 0, 0 < α ≤ 2 èìååì

c1r
−(2ν+3−α)/2e−r ≤ τα/2(r) ≤ C1r

−(2ν+3−α)/2e−r. (3.3)

Åñëè r ∈ (0, 1], òî äëÿ ν = 0, α = 2 èìååì

c2 ln(e/r) ≤ τα/2(r) ≤ C2 ln(e/r), (3.4)

à äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ν ≥ 0, 0 < α ≤ 2 �

c3r
−(2ν+2−α) ≤ τα/2(r) ≤ C3r

−(2ν+2−α). (3.5)

Ëåììà 2. Ïóñòü ïîòåíöèàë q óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êàòî (2.4). Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ RN

è ïî÷òè âñåõ ïî ìåðå ρ(λ) çíà÷åíèé λ ≥ 0 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∫
RN

τα/2(|x− y|)ui(y, λ) dy =
ui(x, λ)

(1 + µ2)α/2
−

∫
RN

Wν(|x− y|, µ)q(y)ui(y, λ) dy, (3.6)

â êîòîðîì

Wν(ρ, µ) =
π

2ρν

∞∫
ρ

rν+1τα/2(r)wν(µρ, µr) dr. (3.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (3.6) ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ
x ∈ RN è ïî÷òè âñåõ ïî ìåðå ρ(λ) çíà÷åíèé λ. Ýòî âûòåêàåò èç îöåíîê (3.3)�(3.5) è òîãî [6, ñ.506], ÷òî
äëÿ ïî÷òè âñåõ ïî ìåðå ρ(λ) çíà÷åíèé λ ôóíäàìåíòàëüíûå ôóíêöèè îïåðàòîðà A óäîâëåòâîðÿþò
îöåíêå

|ui(x, λ)| ≤ C4(λ)(1 + |x|)ν+2, i = 1,m. (3.8)

Èñïîëüçóåì èçâåñòíóþ ôîðìóëó (39) [9, ñ.108]

(2π)ν+1

µν

∞∫
0

rν+1τα/2(r)Jν(µr) dr =
1

(1 + µ2)α/2
. (3.9)

Èç (2.5) è (3.9) ïîëó÷èì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.6) ðàâíà

ui(x, λ)

(1 + µ2)α/2
− π

2

∞∫
0

rν+1τα/2(r)

∫
|x−y|≤r

|x− y|−νwν(µ|x− y|, µr)q(y)ui(y, λ) dydr. (3.10)

Ðàâåíñòâî (3.6), î÷åâèäíî, ïîëó÷àåòñÿ èç (3.10) èçìåíåíèåì ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî r è ρ =
|x− y|. ×òîáû îáîñíîâàòü âîçìîæíîñòü òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îöåíèì âåëè÷èíó |x− y|−νwν(µ|x−
y|, µr) ïðè |x− y| ≤ r è êàæäîì µ > 0. Åñëè r ≤ 1, òî |x− y| ≤ 1 è, ïðèìåíÿÿ (2.6), èìååì

|x− y|−νwν(µ|x− y|, µr) = O(1) ·

{
|x− y|−2νrν , åñëè ν ≥ 1/2,

ln(e/|x− y|) ln(e/r), åñëè ν = 0.
(3.11)
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Åñëè r ≥ 1, òî ïðè |x− y| ≤ 1 ïîëó÷èì îöåíêó

|x− y|−νwν(µ|x− y|, µr) = O(1) ·

{
|x− y|−2νr−1/2, åñëè ν ≥ 1/2,

ln(e/|x− y|)r−1/2, åñëè ν = 0,
(3.12)

à ïðè |x− y| ≥ 1 � îöåíêó
|x− y|−νwν(µ|x− y|, µr) = O(1) · r−1/2. (3.13)

Èç (3.11) è íåïðåðûâíîñòè ui(y, λ) âûòåêàåò, ÷òî ïðè r ≤ 1 è |x− y| ≤ 1

Iν(r, y) ≡ rν+1τα/2(r)|x− y|−ν |wν(µ|x− y|, µr)q(y)ui(y, λ)| =

= O(1) ·

{
r2ν+1τα/2(r)|x− y|−2ν |q(y)|, åñëè ν ≥ 1/2,

r ln(e/r)τα/2(r) ln(e/|x− y|) |q(y)|, åñëè ν = 0.

Òàê êàê ïîòåíöèàë q óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.4), à ÿäðî Áåññåëÿ�Ìàêäîíàëüäà � îöåíêàì (3.4),

(3.5), òî
∫ 1

0

∫
|x−y|≤r

Iν(r, y) dydr < ∞.

Àíàëîãè÷íî èç (3.12) è (3.3) ñëåäóåò, ÷òî
∫∞
1

∫
|x−y|≤1

Iν(r, y) dydr < ∞.

Íàêîíåö, èç (3.8) è (3.13) ñëåäóåò, ÷òî ïðè r ≥ 1, 1 ≤ |x− y| ≤ r

Iν(r, y) = O(1)rν+1/2τα/2(r)(1 + |x|+ r)ν+2|q(y)|. (3.14)

Òàê êàê ëþáàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Êàòî, ðàâíîìåðíî ëîêàëüíî ñóììèðóåìà â
RN , òî, ïîêðûâàÿ ìíîæåñòâî {y : 1 ≤ |x− y| ≤ r} øàðàìè ðàäèóñà 1, ïîëó÷èì

∫
1≤|x−y|≤r

|q(y)| dy =

O(rN ). Òåì ñàìûì èç îöåíêè (3.14) ñëåäóåò, ÷òî
∫∞
1

∫
1≤|x−y|≤r

Iν(r, y) dydr < ∞.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.6), ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå îáîáùåííûõ îáðàçîâ Ôóðüå (1.4) ôóíêöèè èç
êëàññà Ñîáîëåâà�Ëèóâèëëÿ.

Ëåììà 3. Ïóñòü ïîòåíöèàë q ∈ Lp(RN ) + L∞(RN ) ïðè íåêîòîðîì p > N/2. Ïóñòü, êðîìå
òîãî, ÷èñëî α > 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ N/p − N/2 < α ≤ 2, åñëè N/2 < p ≤ 2, N = 2, 3, èëè
óñëîâèþ N/p < α ≤ 2, åñëè p > max{N/2, 2}, N ≥ 2. Òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Lα

2 (RN ) èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

f̂i(λ) =
ĥi(λ)

(1 + µ2)α/2
−

∫
RN

Wν(|z|, µ)
∫
RN

h(y − z)q(y)ui(y, λ) dydz, (3.15)

âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî åñòü ïðåäåë ïî íîðìå H (0) èíòåãðàëà
∫
RN Wν(|z|, µ) ·∫

|y|≤A
h(y − z)q(y)ui(y, λ) dydz ïðè A → +∞.

Äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî ðåçóëüòàòà ïpåäïîøëåì äâå ëåììû, îáîñíîâàíèå êîòîðûõ îòëîæèì äî ï.4
è ï.6.

Ïóñòü W∗(ρ, µ) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïpåäåëåííàÿ ïðè µ ≥ 0 è ρ > 0, à H è Q � ôóíêöèè,
ïðèíàäëåæàùèå, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòðàíñòâàì L2(RN ) è Lp(RN ) ïðè íåêîòîðîì p ∈ (N/2,∞]. Äëÿ
êàæäîãî i = 1,m è λ = µ2 ≥ 0 ïîëîæèì

(TiQ)(λ) = −
∫
RN

W∗(|z|, µ)
∫
RN

H(y − z)Q(y)ui(y, λ) dydz, (3.16)

ïîíèìàÿ ïðàâóþ ÷àñòü òàê æå, êàê è âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.15). Îòîáðà-
æåíèå Q 7→ TQ = (TiQ)mi=1, î÷åâèäíî, ëèíåéíî. Îòîáðàæåíèå T êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç
ïðîñòðàíñòâà L2(RN ) â ïðîñòðàíñòâî H (β) ïðè β ≥ 0, õàðàêòåðèçóåò

Ëåììà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ W∗(ρ, µ) óäîâëåòâîðÿåò äëÿ âñåõ 0 < α ≤ 2 îöåíêå

W∗(ρ, µ) = O(1)(1 +
√
ρ)τα/2(ρ)(1 + µ2)−1 (3.17)
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ðàâíîìåðíî ïî µ ≥ 0 è ρ > 0. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ÷èñëà α > 0 è β ≥ 0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
� (α;β) ∈ (2/p− 1, 2]× [0, 1) èëè (α;β) ∈ (1, 2]× [0, 3− 2/p), åñëè p ∈ (1, 2), N = 2;
� (α;β) ∈ (3/p− 3/2, 2]× [0, 1/2) èëè (α;β) ∈ (3/2, 2]× [0, 13/2− 9/p), åñëè p ∈ (3/2, 2), N = 3;
� (α;β) ∈ (0, 2]× [0, 2−N/2) èëè (α;β) ∈ (N/2, 2]× [0, 2], åñëè p = 2, N = 2, 3;
� (α;β) ∈ (N/p, 2]× [0, 2], åñëè p > max{N/2, 2}, N ≥ 2.
Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ M∗ > 0, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ H ∈ L2(RN ) è Q ∈ Lp(RN )

âûïîëíåíà îöåíêà
∥TQ∥(β) ≤ M∗ · ∥H∥L2(RN )∥Q∥Lp(RN ). (3.18)

Ëåììà 5. Ïóñòü ν ≥ 0 è 0 < α ≤ 2. Òîãäà ôóíêöèÿ (3.7) ðàâíîìåðíî ïî µ ≥ 0 è ρ > 0
óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

Wν(ρ, µ) = O(1)τα/2(ρ)(1 + µ2)−1. (3.19)

Ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ ëåìì 4 è 5 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå (3.15).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3. Â ñèëó îöåíîê (3.3)�(3.5) ôóíêöèÿ τα/2(|z|) ïðèíàäëåæèò L1(RN ),
îòêóäà, ñîãëàñíî (3.1) è íåðàâåíñòâó Þíãà [11, ñ.25], ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî óêàçàòü òàêóþ ïîñòîÿííóþ
C5 > 0, íå çàâèñÿùóþ îò f , ÷òî

∥f∥L2(RN ) ≤ C5∥h∥L2(RN ). (3.20)

Òàê êàê Lα
2 (RN ) ⊂ L2(RN ), òî èíòåãðàë

∫
|y|≤A1

f(y)ui(y, λ) dy ñõîäèòñÿ ê f̂i(λ) ïî íîðìå H (0). Â

ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ (1.6)∥∥∥∥f̂i(λ)− ∫
|y|≤A1

f(y)ui(y, λ) dy

∥∥∥∥2
(0)

=

∫
|y|≥A1

|f(y)|2dy. (3.21)

Èç ðàâåíñòâà (3.1) è îöåíêè (3.20) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî A2 > 0:∥∥∥∥f(y)− ∫
|x|≤A2

τα/2(|y − x|)h(x) dx
∥∥∥∥2
L2(RN )

≤ C2
5

∫
|x|≥A2

|h(x)|2 dx. (3.22)

Ïîëîæèì I =
∫

|y|≤A1

∫
|x|≤A2

τα/2(|y− x|)h(x) dx · ui(y, λ) dy. Ïóñòü ÷èñëà A1, A2 ≥ 1 óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì ∫
|y|≥A1

|f(y)|2dy ≤ ε2,

∫
|x|≥A2

|h(x)|2 dx ≤ ε2/C2
5 . (3.23)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (1.6), (3.21)�(3.23), èìååì

∥f̂i(λ)− I∥(0) ≤ ε+

∥∥∥∥ ∫
|y|≤A1

f(y)ui(y, λ) dy − I

∥∥∥∥
(0)

=

= ε+

∥∥∥∥f(y)− ∫
|x|≤A2

τα/2(|y − x|)h(x) dx
∥∥∥∥
L2(|y|≤A1)

≤ 2ε. (3.24)

Òàê êàê ôóíêöèè ui(x, λ) íåïðåðûâíû, à ôóíêöèÿ τα/2(|z|) ñóììèðóåìà, òî â I ìîæíî èçìåíèòü
ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñëå ýòîãî âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå âíóòðåííåãî èíòåãðàëà:

I =

∫
|x|≤A2

h(x)

[ ∫
RN

−
∫

|y|≥A1

]
τα/2(|y − x|)ui(y, λ) dydx ≡ I1 − I2. (3.25)
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Ïóñòü ÷èñëà A1 è A2 ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì A1 ≥ 2A2. Òîãäà, åñëè |x| ≤ A2 è |y| ≥ A1, òî
|y − x| ≥ A1 −A2 ≥ A2. Ïîýòîìó â ñèëó íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî è ðàâåíñòâà (1.6) èìååì

∥I2∥(0) ≤
∫

|x|≤A2

|h(x)|
∥∥∥∥ ∫
|y|≥A1

τα/2(|y − x|)ui(y, λ) dy

∥∥∥∥
(0)

dx =

=

∫
|x|≤A2

|h(x)| ·
( ∫

|y|≥A1

τ2α/2(|y − x|) dy
)1/2

dx ≤
∫

|x|≤A2

|h(x)|
( ∫

|ξ|≥A2

τ2α/2(|ξ|) dy
)1/2

dx. (3.26)

Â ñèëó îöåíêè (3.3)
∫
|ξ|≥A2

τ2α/2(|ξ|) dξ = O(exp(−2A2)). Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü (3.26) åñòü O(1) ·
exp(−A2)

∫
|x|≤A2

|h(x)| dx = O(1) exp(−A2)A
ν+1
2 ∥h∥L2(RN ). Òåì ñàìûì èç (3.25) ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî

âûáðàòü A2 òàê, ÷òîáû
∥I − I1∥(0) ≤ ε. (3.27)

Èñïîëüçóÿ òåïåðü ðàâåíñòâî (3.6), ïðåäñòàâèì èíòåãðàë I1 â âèäå

I1 = (1 + µ2)−α/2

∫
|x|≤A2

h(x)ui(x, λ) dx−
∫
RN

Wν(|z|, µ)
∫

|y−z|≤A2

h(y − z)q(y)ui(y, λ) dydz. (3.28)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (1.6) è (3.23)∥∥∥∥(1 + µ2)−α/2

∫
|x|≤A2

h(x)ui(x, λ) dx− (1 + µ2)−α/2ĥi(λ)

∥∥∥∥
(0)

≤ ε/C5. (3.29)

Âî âòîðîì èíòåãðàëå ïðàâîé ÷àñòè (3.28) âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå
∫
RN =

∫
|z|≤A3

+
∫
|z|≥A3

, ãäå

A3 ≥ 1 ïîêà ïðîèçâîëüíî. Ôóíêöèÿ (1 +
√
|z|)Wν(|z|, µ) â ñèëó (3.19) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.17),

ïîýòîìó èç îöåíêè (3.18) ñëåäóåò, ÷òî7∥∥∥∥ ∫
|z|≥A3

Wν(|z|, µ)
∫

|y−z|≤A2

h(y − z)q(y)ui(y, λ) dydz

∥∥∥∥
(0)

≤

≤ (1 +
√

A3)
−1M∗ · ∥h∥L2(RN )

(
∥q1∥Lp(RN ) + ∥q2∥L∞(RN )

)
≡ C6(1 +

√
A3)

−1. (3.30)

Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî ïðè |z| ≤ A3 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå {y : |y − z| ≤
A2} ⊂ B1, ãäå B1 ≡ {y : |y| ≤ A2 + A3}. Ïîëîæèì B2 = B1 \ {y : |y − z| ≤ A2}. Òîãäà∫
|z|≤A3

∫
|y−z|≤A2

=
∫
RN

∫
B1

−
∫
|z|≥A3

∫
B1

−
∫
|z|≤A3

∫
B2
. Àíàëîãè÷íî (3.30) äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà ïðà-

âîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà èìååì∥∥∥∥ ∫
|z|≥A3

Wν(|z|, µ)
∫
B1

h(y − z)q(y)ui(y, λ) dydz

∥∥∥∥
(0)

≤ C6(1 +
√

A3)
−1, (3.31)

à äëÿ òðåòüåãî (â ñèëó (3.23)):∥∥∥∥ ∫
|z|≤A3

Wν(|z|, µ)
∫
B2

h(y − z)q(y)ui(y, λ) dydz

∥∥∥∥
(0)

≤ M∗∥h∥L2(|x|≥A2) ·
(
∥q1∥Lp(RN ) + ∥q2∥L∞(RN )

)
≤

≤ C−1
5 M∗

(
∥q1∥Lp(RN ) + ∥q2∥L∞(RN )

)
ε ≡ C7ε. (3.32)

Åñëè ÷èñëî A3 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

C6(1 +
√
A3)

−1 ≤ ε, (3.33)

7Îòìåòèì, ÷òî åñëè α óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 3, òî îöåíêà (3.18) èìååò ìåñòî ñ β = 0.
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òî èç (3.30)�(3.32) ñëåäóåò, ÷òî∥∥∥∥ ∫
RN

Wν(|z|, µ)
∫

|y−z|≤A2

h(y − z)q(y)ui(y, λ) dydz−

−
∫
RN

Wν(|z|, µ) ·
∫

|y|≤A2+A3

h(y − z)q(y)ui(y, λ) dydz

∥∥∥∥
(0)

≤ (2 + C7)ε.

Èç ýòîé îöåíêè, ðàâåíñòâà (3.28) è îöåíîê (3.27), (3.29) ïîëó÷èì∥∥∥∥I − (1 + µ2)−α/2ĥi(λ) +

∫
RN

Wν(|z|, µ)
∫

|y|≤A2+A3

h(y − z)q(y)ui(y, λ) dydz

∥∥∥∥
(0)

≤

≤ (3 + C7 + C−1
5 )ε. (3.34)

Òåì ñàìûì èç (3.24) è (3.34) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî∥∥∥∥f̂i(λ)− (1 + µ2)−α/2ĥi(λ) +

∫
RN

Wν(|z|, µ)
∫

|y|≤A2+A3

h(y − z)q(y)ui(y, λ) dydz

∥∥∥∥
(0)

≤

≤ (5 + C7 + C−1
5 )ε,

åñëè ÷èñëî A3 ≥ 1 âûáðàíî òàê, ÷òî âûïîëíåíî (3.33), à ÷èñëî A2 ≥ 1 � òàê, ÷òî âûïîëíåíû (3.23)
è (3.27).

4. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû (1.3), ðàâåíñòâà (3.16) è îöåíêè (3.17), ïîëó÷èì, ÷òî êâàäðàò
íîðìû ∥TQ∥2(β) ïðè β ≥ 0 ðàâåí

O(1)

m∑
i=1

∞∫
0

(1 + λ)β−2 ·
{ ∫

RN

(1 +
√
|z|)τα/2(|z|)

∣∣∣∣ ∫
RN

H(y − z)Q(y)ui(y, λ) dy

∣∣∣∣dz}2

dρ(λ). (4.1)

Èç (3.3) ñëåäóåò, ÷òî ïðè r ≥ 1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (1 +
√
r)τα/2(r) ≤ C1 exp(−r). Ïîýòîìó

â ñèëó (3.4) è (3.5) èíòåãðàë
∫
RN [(1+

√
|z|)τα/2(|z|)]γdz ñõîäèòñÿ, åñëè 0 < γ < N/(N −α), α ∈ (0, 2].

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî Q ∈ Lp(RN ) ñ íåêîòîðûì p ∈ [2,∞]∩(N/2,∞]. Ïóñòü α ∈ (N/p, 2]. Òî-
ãäà, ïðèìåíÿÿ ê èíòåãðàëó â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïðàâîé ÷àñòè (4.1) íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî,
ïðè ëþáîì β ∈ [0, 2] ïîëó÷èì

∥TQ∥2(β) = O(1)

∫
RN

[(1 +
√

|z|)τα/2(|z|)]p/(p−1)dz·

·
m∑
i=1

∞∫
0

∫
RN

[(1 +
√
|z|)τα/2(|z|)](p−2)/(p−1)

∣∣∣∣ ∫
RN

H(y − z)Q(y)ui(y, λ) dy

∣∣∣∣2dzdρ(λ). (4.2)

Òàê êàê ïðè α > N/p ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî p/(p − 1) < N/(N − α), òî ïåðâûé ìíîæèòåëü
ïðàâîé ÷àñòè (4.2) êîíå÷åí, è ìû ïpèäåì ê òîìó, ÷òî ∥TQ∥2(β) åñòü

O(1)

∫
RN

[(1 +
√
|z|)τα/2(|z|)](p−2)/(p−1) ·

{ m∑
i=1

∞∫
0

∣∣∣∣ ∫
RN

H(y − z)Q(y)ui(y, λ) dy

∣∣∣∣2dρ(λ)}dz. (4.3)

Âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ â (4.3) â ñèëó (1.6) ðàâíî
∫
RN |H(y − z)|2 · |Q(y)|2dy. Èç íåðà-

âåíñòâà Þíãà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ýòîãî èíòåãðàëà âûïîëíåíà îöåíêà∫
RN

[ ∫
RN

|H(y − z)|2|Q(y)|2dy
]p/2

dz ≤ ∥H∥p
L2(RN )

∥Q∥p
Lp(RN )

. (4.4)
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Ó÷èòûâàÿ (4.4), ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåpà ê ïðàâîé ÷àñòè (4.3):

∥TQ∥2(β) = O(1)

( ∫
RN

[(1 +
√
|z|)τα/2(|z|)]p/(p−1)dz

)(p−2)/p

· ∥H∥2L2(RN )∥Q∥2Lp(RN ).

Òåì ñàìûì îöåíêà (3.18) äîêàçàíà ïðè α ∈ (N/p, 2], β ∈ [0, 2] è p ∈ [2,∞] ∩ (N/2,∞].
Ïóñòü òåïåðü Q ∈ Lp(RN ) ñ íåêîòîðûì p ∈ (N/2, 2] ïðè N = 2, 3. Ïóñòü (p−1 − 2−1)N < α ≤ 2.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà (3.18) èìååò ìåñòî ñ ëþáûì β ∈ [0, 1) ïðè N = 2 è ëþáûì
β ∈ [0, 1/2) ïðè N = 3.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îöåíêó ôóíäàìåíòàëüíûõ ôóíêöèé [12]

m∑
i=1

∫
µ≤

√
t≤µ+1

|ui(y, t)|2dρ(t) ≤ C13(1 + µ)N−1, (4.5)

ñïðàâåäëèâóþ ðàâíîìåðíî ïî y ∈ RN è µ ≥ 0 ïðè N = 2 è N = 3. Äëÿ êàæäîãî β < 2−N/2 èç (4.5)
âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ ïî y ∈ RN îöåíêà

m∑
i=1

∞∫
0

(1 + λ)β−2|ui(y, λ)|2dρ(λ) ≤ C14. (4.6)

Èç (4.6) è íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî y1, y2 ∈ RN âûïîëíåíà
îöåíêà

m∑
i=1

∞∫
0

(1 + λ)β−2|ui(y1, λ)||ui(y2, λ)| dρ(λ) ≤ C14. (4.7)

Ó÷èòûâàÿ (4.7), èç îöåíêè (4.1) ïîëó÷èì

∥TQ∥2(β) = O(1)

∫
RN

(1 +
√
|z1|)τα/2(|z1|)

∫
RN

(1 +
√
|z2|)τα/2(|z2|)

∫
RN

|H(y1 − z1)||Q(y1)|·

·
∫
RN

|H(y2 − z2)||Q(y2)|
m∑
i=1

∞∫
0

(1 + λ)β−2|ui(y1, λ)||ui(y2, λ)| dρ(λ)dy2dy1dz2dz1 =

= O(1)

{ ∫
RN

(1 +
√
|z|)τα/2(|z|)

[ ∫
RN

|H(y − z)||Q(y)| dy
]
dz

}2

. (4.8)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Þíãà íîðìà âåëè÷èíû â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðàâîé ÷àñòè (4.8) â ïðîñòðàí-
ñòâå L2p/(2−p)(RN ) íå ïðåâîñõîäèò ∥H∥L2(RN )∥Q∥Lp(RN ), ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ê ïðàâîé ÷àñòè (4.8)
íåðàâåíñòâî Ãåëüäåpà, èìååì

∥TQ∥2(β) = O(1)∥(1 +
√
|z|)τα/2(|z|)∥2L2p/(3p−2)(RN ) · ∥H∥2L2(RN )∥Q∥2Lp(RN ) = O(1)∥H∥2L2(RN )∥Q∥2Lp(RN ),

ïîñêîëüêó ïðè α > (p−1 − 2−1)N âåðíî íåðàâåíñòâî 2p/(3p− 2) < N/(N − α).
Èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöèþ, ïîêàæåì, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β

(β = 1 ïðè N = 2 è β = 1/2 ïðè N = 3) ìîæåò áûòü óâåëè÷åíà.
Ïóñòü N = 2. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå α ∈ (1, 2]. Òîãäà îöåíêà (3.18) âûïîëíåíà ïðè β = p = 2

è ïðè ëþáûõ β ∈ [0, 1) è p ∈ (1, 2), òàê êàê α > 1 > 2(p−1 − 2−1). Ôèêñèðóåì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå
p ∈ (1, 2). Èç îöåíêè (3.18) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð T äëÿ êàæäîãî p0 ∈ (1, p] ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì
èç Lp0(R2) â H (β0) ñ ëþáûì β0 ∈ [0, 1), à òàêæå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì èç L2(R2) â H (2).

Èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà Ñòåéíà�Âåéñà [13, ñ.156] ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî îïåðàòîð T ÿâ-
ëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì èç Ls(R2) â H (β), ãäå

β = β0κ + 2(1− κ), s−1 = p−1
0 κ + 2−1(1− κ), κ ∈ (0, 1). (4.9)
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Òàê êàê κ = p0(2−s)/(s(2−p0)) è β0 � ëþáîå ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 1), òî òåì ñàìûì îïåðàòîð
T îãðàíè÷åííî äåéñòâóåò èç Ls(R2) âH (β) ñ ëþáûì β, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ 2−2κ ≤ β < 2−κ,
÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè p0 ∈ (1, p] ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ 0 ≤ β < 3 − 2/s. Îòìåòèì, ÷òî èç
èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî êîíñòàíòà M∗ > 0 â (3.18) çàâèñèò òîëüêî îò p è β è íå
çàâèñèò îò íîðìû H â L2(R2).

Ïóñòü N = 3. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå α ∈ (3/2, 2]. Òîãäà îöåíêà (3.18) âûïîëíåíà ïðè β =
p = 2 è ïðè ëþáûõ β ∈ [0, 1/2) è p ∈ (3/2, 2), òàê êàê α > 3/2 > 3(p−1 − 2−1). Ôèêñèðóåì òåïåðü
ïðîèçâîëüíîå p ∈ (3/2, 2). Èç îöåíêè (3.18) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð T äëÿ êàæäîãî p0 ∈ (3/2, p]
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì èç Lp0(R3) â H (β0) ñ ëþáûì β0 ∈ [0, 1/2), à òàêæå îãðàíè÷åííûì èç L2(R3)
â H (2).

Óêàçàííàÿ âûøå èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî îïåðàòîð T � îãðàíè-
÷åííûé îïåðàòîð èç Ls(R3) â H (β), ãäå β è s îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (4.9). Òàê êàê β0 � ëþáîå
÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 1/2), òî òåì ñàìûì îïåðàòîð T îãðàíè÷åííî äåéñòâóåò èç Ls(R3) â H (β) ñ
ëþáûì β, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ 2−2κ ≤ β < 2−3κ/2, ÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè p0 ∈ (3/2, p]
ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ 0 ≤ β < 13/2− 9/s.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Â.À.Èëüèíó è Â.Ñ.Ñåpîâó çà âíèìàíèå ê ðåçóëüòàòàì íàñòîÿùåé
ðàáîòû.
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Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíîå ñàìîñîïpÿæåííîå ðàñøèðåíèå â RN (N ≥ 2) ôîðìàëüíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà −∆u + q(x)u ñ ïîòåíöèàëîì q ∈ Lp(RN ) + L∞(RN ), p > N/2. Ïîëó÷åíû
èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ åãî îáîáùåííûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è îáîáùåííûõ îáðàçîâ Ôóðüå
ôóíêöèè èç êëàññà Lα

2 (RN ), 0 < α ≤ 2.
Áèáëèîãð. 13 íàçâ.
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