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ÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÛÉ ÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÛÉ ÏÎ��ÀÍÈ×ÍÛÉ ÑËÎÉÑ ��ÀÄÈÅÍÒÎÌ ÄÀÂËÅÍÈß. ×ÅÒÛ�Å �ÅÆÈÌÀ ÒÅ×ÅÍÈßÈ. È. Âèãäîðîâè÷ *Èíñòèòóò ìåõàíèêè Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà119192, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 7 àïðåëÿ 2014 ã.Èññëåäîâàíû àâòîìîäåëüíûå òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå, êîãäàñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà çàäàíà êàê ñòåïåííàÿ (ñ ïîêàçàòåëåìm) �óíêöèÿ ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû.Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ àâòîìîäåëüíûõ ðåæèìà òå÷åíèÿ. Êàæäîìó ðåæèìó îòâå-÷àåò ñâîé ïàðàìåòð ïîäîáèÿ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûé ïàðàìåòð Êëàóçåðà, à òðè äðóãèõóñòàíîâëåíû âïåðâûå. Ïðè íåáëàãîïðèÿòíîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ, êîãäà ïîêàçàòåëü ñòåïåíè m ëåæèò âíåêîòîðîì äèàïàçîíå, çàâèñÿùåì îò ÷èñëà �åéíîëüäñà, çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìèòîëùèíû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è òðåíèÿ íà ñòåíêå, ÷òî óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü ãèñòåðåçèñà â ïðåäîò-ðûâíîì òå÷åíèè. Îòðûâ íàñòóïàåò íå ïðè ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè m, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëååñèëüíîìó íåáëàãîïðèÿòíîìó ãðàäèåíòó äàâëåíèÿ, à ïðè m = �0:216� 0:4Re�1=3p +O(Re�2=3p ), ãäå Rep �÷èñëî �åéíîëüäñà, îáðàçîâàííîå ïî ïðîäîëüíîìó ãðàäèåíòó äàâëåíèÿ. �åçóëüòàòû òåîðèè íàõîäÿòñÿ âõîðîøåì ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.DOI: 10.7868/S00444510141101701. ÂÂÅÄÅÍÈÅÀâòîìîäåëüíîå òå÷åíèå â òóðáóëåíòíîì ïîãðà�íè÷íîì ñëîå, êîãäà ïðî�èëè óñðåäíåííûõ ïàðàìåò�ðîâ ïîòîêà â ðàçëè÷íûõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèÿõ ïîäîá�íû, âîçíèêàåò ïðè ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè ñêîðîñòèíà âíåøíåé ãðàíèöå ñëîÿ îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû(ñì., íàïðèìåð, [1℄):ue(x) = Bxm; x > 0; (1.1)ãäå B � íåêîòîðàÿ ðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Êëàó�çåð [2, 3℄ äëÿ òàêèõ òå÷åíèé ââåë ïàðàìåòð ïîäîáèÿ� = �2Æ�u0e
fue ; (1.2)ãäå u0e � ïðîèçâîäíàÿ ñêîðîñòè ïî ïðîäîëüíîé êîîð�äèíàòå, 
f � êîý��èöèåíò òðåíèÿ íà ñòåíêå, Æ� �òîëùèíà âûòåñíåíèÿ. Ïîçäíåå èç èíòåãðàëà èìïóëü�ñà áûëà ïîëó÷åíà ñâÿçü ìåæäó ïîêàçàòåëåì ñòåïåíèm è ïàðàìåòðîì Êëàóçåðà [4℄:m = � �1 + 3� ; (1.3)*E-mail: vigdorovi
h�ime
.msu.ru

êîòîðàÿ, îäíàêî, ïðè íåáëàãîïðèÿòíîì (ïîëîæèòåëü�íîì) ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ ïëîõî ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñ�ïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Âîîáùå, íåñìîòðÿ íàìíîãîëåòíþþ èñòîðèþ èññëåäîâàíèÿ (ïåðâàÿ ðàáîòàÊëàóçåðà âûøëà â 1954 ã.), ìíîãèå îñíîâíûå ñâîé�ñòâà ýòîãî àâòîìîäåëüíîãî òå÷åíèÿ îñòàþòñÿ íåÿñíû�ìè. Íà îñíîâàíèè ðàáîò [1, 5℄ ÷àñòü àâòîðîâ, íàïðè�ìåð, ñ÷èòàåò, ÷òî òîëùèíà ñëîÿ äîëæíà ðàñòè ëèíåé�íî, à êîý��èöèåíò òðåíèÿ íà ñòåíêå áûòü ïîñòîÿí�íûì, õîòÿ ýòè óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïðîñòåé�øåãî àâòîìîäåëüíîãî òå÷åíèÿ ïðè íóëåâîì ãðàäèåí�òå äàâëåíèÿ. Äðóãîé âàæíûé íåâûÿñíåííûé âîïðîñêàñàåòñÿ îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ (íàïðèìåð, â ïåðå�ìåííûõ m � ÷èñëî �åéíîëüäñà) è åäèíñòâåííîñòèàâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé, à òàêæå çíà÷åíèÿ m, ïðèêîòîðîì ïðîèñõîäèò îòðûâ. Èìåþùèåñÿ ïî ýòèì âî�ïðîñàì ìíåíèÿ ñîáðàíû â ðàáîòå [6℄ è äîïóñêàþò ñó�ùåñòâîâàíèå òîëüêî îäíîãî [7, 8℄, äâóõ [1, 9℄ èëè, êàêâ ëàìèíàðíîì ñëó÷àå, êîíòèíóóìà àâòîìîäåëüíûõðåøåíèé [6; 10℄ ïðè íåáëàãîïðèÿòíîì ãðàäèåíòå äàâ�ëåíèÿ â íåêîòîðîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿñòåïåíè m. Íåêîòîðóþ ÿñíîñòü â ýòîò âîïðîñ âíåñëàðàáîòà [11℄, â êîòîðîé òåîðåòè÷åñêè íà îñíîâå àñèì�ïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîñèëüíîì íåáëàãîïðèÿòíîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ çàäà�÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ.1062



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Àâòîìîäåëüíûé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷åòûðå êà÷åñòâåí�íî ðàçëè÷íûõ àâòîìîäåëüíûõ ðåæèìà òå÷åíèÿ.Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � äàòü èõ ïîëíîå îïè�ñàíèå â òåðìèíàõ çàêîíîâ ïîäîáèÿ äëÿ îñíîâíûõãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí: óñðåäíåííîé ñêîðî�ñòè, êîìïîíåíò òåíçîðà �åéíîëüäñà, èíòåãðàëüíûõïàðàìåòðîâ è òðåíèÿ íà ñòåíêå. Â ðàáîòå [12℄ñ�îðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ óðàâíåíèéäâèæåíèÿ â âèäå �óíêöèîíàëüíûõ ñâÿçåé ìåæäóêîìïîíåíòàìè òåíçîðà �åéíîëüäñà è ïîïåðå÷íûìãðàäèåíòîì óñðåäíåííîé ñêîðîñòè, êîòîðûå ÿâëÿ�þòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî �àêòà, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîåòóðáóëåíòíîå òå÷åíèå â öåëîì çàâèñèò òîëüêî îòòðåõ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ � âõîäÿùèõ âñîîòíîøåíèå (1.1) âåëè÷èí B è m è êèíåìàòè÷å�ñêîé âÿçêîñòè æèäêîñòè �. Èäåÿ ñóùåñòâîâàíèÿòàêèõ ñâÿçåé â ñëó÷àå, êîãäà çàäà÷à çàâèñèò îòêîíå÷íîãî ÷èñëà îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, âïåð�âûå áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà â ðàáîòå [13℄ è çàòåìèñïîëüçîâàëàñü â ðÿäå ðàáîò, ñì., íàïðèìåð, [14�16℄.Óðàâíåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âìåñòå ñ óñëîâèÿìèçàìûêàíèÿ äàþò ïîñòàâëåííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿïîëÿ óñðåäíåííîé ñêîðîñòè, êîòîðàÿ ïîñëå ñïåöè�àëüíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ [17℄ ðåøàåòñÿ ìåòîäîìñðàùèâàåìûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïðèáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ëîãàðè�ìà ÷èñëà �åéíîëüäñà,îáðàçîâàííîãî ïî òîëùèíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.Äëÿ ñëó÷àÿ áëàãîïðèÿòíîãî è óìåðåííîãî íåáëà�ãîïðèÿòíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ (ïåðâûé ðåæèì òå�÷åíèÿ) ðåøåíèå ïîëó÷åíî â ðàáîòå [12℄ è êðàòêî èç�ëîæåíî â ðàçä. 4. Èñêîìûå âåëè÷èíû â ïåðåìåííûõïîäîáèÿ çàâèñÿò îò îäíîãî ñâÿçàííîãî ñ ãðàäèåíòîìäàâëåíèÿ áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà 
, êîòîðûé ìî�æåò èçìåíÿòüñÿ â äèàïàçîíå �1=2 < 
 6 1. Ïðè
 ! �1=2 ðåøåíèå èìååò îñîáåííîñòü, â ñîîòâåò�ñòâèè ñ êîòîðîé îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ïîãðàíè÷�íîãî ñëîÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, íî òðåíèå íàñòåíêå â íóëü íå îáðàùàåòñÿ. Èç ýòîãî ìîæíî çà�êëþ÷èòü, ÷òî îñîáîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ íå ñâÿçàíîñ îòðûâîì ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.Ïðè÷èíà âîçíèêíîâåíèÿ òàêîé íåîæèäàííîé ñè�òóàöèè èññëåäóåòñÿ â ðàçä. 5, ãäå ðàññìàòðèâàåò�ñÿ òå÷åíèå ñ ñèëüíûì íåáëàãîïðèÿòíûì ãðàäèåíòîìäàâëåíèÿ (âòîðîé õàðàêòåðíûé ðåæèì), êîãäà ïàðà�ìåòð 
 áëèçîê ê �1=2. Â ýòîì ñëó÷àå òå÷åíèå îïðå�äåëÿåòñÿ íîâûì ïàðàìåòðîì ïîäîáèÿ !. Îòíîñèòåëü�íàÿ òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, 
 è m íåìîíîòîííîçàâèñÿò îò !, ÷òî ãîâîðèò î íàëè÷èè ó àâòîìîäåëü�íîé çàäà÷è ðîâíî äâóõ ðåøåíèé â îïðåäåëåííîì äèà�ïàçîíå ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì ðåæèìå òå÷åíèÿ êîý���èöèåíò òðåíèÿ íà ñòåíêå òàêæå íå îáðàùàåòñÿ â

íóëü, ïîñêîëüêó â ãëàâíîì ÷ëåíå ðàçëîæåíèÿ âîîá�ùå íå çàâèñèò îò ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ (ïàðàìåòðà !).Ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿâëèÿåò íà òðåíèå â ãëàâíîì ÷ëåíå ðàçëîæåíèÿ, âîç�íèêàåò ïðè òðåòüåì, ïðåäîòðûâíîì, ðåæèìå òå÷å�íèÿ (ðàçä. 6). Ïåðåõîä ê íåìó îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè! !1 íà âòîðîé âåòâè ðåøåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîäëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðåäîòðûâíûé ðåæèì ïó�òåì íåïðåðûâíîãî èçìåíåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè m(íà÷èíàÿ, íàïðèìåð ñ m = 0), íóæíî ñíà÷àëà óìåíü�øàòü m äî íåêîòîðîé ìèíèìàëüíîé âåëè÷èíû (êî�òîðàÿ âû÷èñëåíà â ðàçä. 5), à çàòåì, êîãäà ðåøåíèåïåðåøëî íà âòîðóþ âåòâü, óâåëè÷èâàòü m, ò. å. ñíè�æàòü ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ, äåëàÿ åãî áî�ëåå áëàãîïðèÿòíûì. Ïðåäîòðûâíûé ðåæèì òå÷åíèÿèìååò ñâîé ïàðàìåòð ïîäîáèÿ 
. Â ðàçä. 6 âû÷èñëå�íû ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ 
� è m�, ïðè êîòîðûõ òðå�íèå íà ñòåíêå îáðàùàåòñÿ â íóëü â ãëàâíîì ÷ëåíåðàçëîæåíèÿ.Ïîñëåäíèé, ÷åòâåðòûé ðåæèì òå÷åíèÿ, ïðè êî�òîðîì íàñòóïàåò îòðûâ ïîòîêà, ðàññìàòðèâàåòñÿ âðàçä. 7. Ïðè ïåðâîì, âòîðîì è òðåòüåì õàðàêòåð�íûõ ðåæèìàõ ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ íå èç�ìåíÿåò ïðåäñòàâëåííûé â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ ïðî��èëü ñêîðîñòè â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè, êîòîðûé, òà�êèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ïðî�èëåì ñêîðîñòè ïðè íóëå�âîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ. Ïðè ñèëüíîì óìåíüøåíèèòðåíèÿ íà ñòåíêå ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà òå÷åíèÿâ ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè, òàê ÷òî âëèÿíèå ïðîäîëü�íîãî ãðàäèåíòà ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì. Îäíàêîïîëó÷åííîå óñëîâèå çàìûêàíèÿ [12℄ âìåñòå ñ óðàâ�íåíèåì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòàòüïðî�èëü ñêîðîñòè â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè ïîãðà�íè÷íîãî ñëîÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â ñîñòîÿíèè îòðûâà, ñïîìîùüþ èçâåñòíîãî ïðî�èëÿ ñêîðîñòè äëÿ ïîãðà�íè÷íîãî ñëîÿ ïðè íóëåâîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ. (Çà�ìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî�èëåé ñêîðîñòè âîâíåøíåé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è äðóãèõ ïàðà�ìåòðîâ ìû èñïîëüçóåì ïðîñòóþ ïðèáëèæåííóþ ìî�äåëü [12℄, íàèáîëåå àäåêâàòíóþ äëÿ ðàññìàòðèâàåìî�ãî àâòîìîäåëüíîãî òå÷åíèÿ.)�àçäåë 8 ïîñâÿùåí çàêîíó òðåíèÿ, êîòîðûé �îð�ìóëèðóåòñÿ â âèäå çàâèñèìîñòè ÷èñëà �åéíîëüäñà,îáðàçîâàííîãî ïî òîëùèíå âûòåñíåíèÿ ïîãðàíè÷íî�ãî ñëîÿ, îò êîý��èöèåíòà òðåíèÿ è òðåõ ïàðàìåòðîâïîäîáèÿ �, 
 è � (ïîñëåäíèé ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîìïîäîáèÿ äëÿ ÷åòâåðòîãî ðåæèìà). Â �îðìóëó âõîäÿòòðè óíèâåðñàëüíûå �óíêöèè ýòèõ ïàðàìåòðîâ, êàæ�äàÿ èç êîòîðûõ âû÷èñëåíà èç ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãîäëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåæèìà òå÷åíèÿ.1063
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�èñ. 1. Ïîãðàíè÷íûé ñëîé íà ïëàñòèíå ïðè ñòåïåí-íîé çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíà-òû. Ïîêàçàíû ëèíèè òîêà ïîòåíöèàëüíîãî òå÷åíèÿè âíåøíÿÿ ãðàíèöà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È�àññìîòðèì îáòåêàíèå áåñêîíå÷íûì ïîòîêîìíåñæèìàåìîé æèäêîñòè óãëà, îáðàçîâàííîãî äâóìÿïåðåñåêàþùèìèñÿ ïëîñêîñòÿìè. Ïóñòü îäíà èçïëîñêîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ òîêà íåâÿçêîãîòå÷åíèÿ, à íà âòîðîé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1, âðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ îá�ðàçóåòñÿ òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé. Òîãäàðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè íà åãî âíåøíåé ãðàíèöå,åñëè ïðåíåáðå÷ü ý��åêòîì âûòåñíåíèÿ, áóäåò çàäà�íî óðàâíåíèåì (1.1), â êîòîðîì ïîêàçàòåëü ñòåïåíèñâÿçàí ñ óãëîì ìåæäó ïëîñêîñòÿìè �� ðàâåíñòâîìm = �1� � ; �1 < � < 1:2.1. Óñëîâèÿ çàìûêàíèÿÒàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíû B è m ïîëíîñòüþ çà�äàþò ïîòåíöèàëüíîå îáòåêàíèå óãëà, à äëÿ îïðåäå�ëåíèÿ òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîåíåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî çàäàòü òîëüêî êèíåìàòè�÷åñêóþ âÿçêîñòü æèäêîñòè �. Ïîýòîìó ëþáàÿ óñðåä�íåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàññìàòðèâàåìîãî òå÷åíèÿ,â ÷àñòíîñòè, òóðáóëåíòíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèåè ïîïåðå÷íûé ãðàäèåíò óñðåäíåííîé ïðîäîëüíîéêîìïîíåíòû ñêîðîñòè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè äåêàð�òîâûõ êîîðäèíàò x, y è âåëè÷èí B, m è �:hu0v0i = F1(x; y; �; B;m); (2.1)�u�y = F2(x; y; �; B;m): (2.2)Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òîëùèíó ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ� = F3(x; �;B;m) (2.3)

êàê íåêîòîðóþ âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþùóþ ïîïå�ðå÷íûé ìàñøòàá òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ. Íàïðèìåð,êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ íà ïðàêòèêå, òîëùèíîé ïî�ãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ðàññòîÿíèå äî ñòåí�êè, íà êîòîðîì óñðåäíåííàÿ ñêîðîñòü íà 1% îòëè�÷àåòñÿ îò ue. �àçðåøàÿ óðàâíåíèÿ (2.2), (2.3) îòíî�ñèòåëüíî âåëè÷èí x è B è ïîäñòàâëÿÿ èõ â (2.1),ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèåhu0v0i = F4 ��; y; �; �u�y ;m� ;èç êîòîðîãî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ �-òåîðåìû ñëåäóåòðàâåíñòâî hu0v0i = ��y �u�y�2 S(Re; �;m);Re = y2� �u�y ; � = y� : (2.4)Çäåñü S � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ.Âáëèçè ñòåíêè, â âÿçêîì ïîäñëîå ïåðåìåííóþ �â �îðìóëå (2.4) ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ. Âýòîé îáëàñòè ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ íå îêà�çûâàåò âëèÿíèÿ íà òå÷åíèå, åñëè òîëüêî òðåíèå íàñòåíêå íå î÷åíü ìàëî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âñåõ ïî�ëîæèòåëüíûõ m, ò. å. ïðè áëàãîïðèÿòíîì ãðàäèåíòåäàâëåíèÿ, è â íåêîòîðîì äèàïàçîíå îòðèöàòåëüíûõçíà÷åíèé m äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâîS(Re; 0;m) = Si(Re); Re > 0; (2.5)ãäå Si � óíèâåðñàëüíàÿ �óíêöèÿ. Ïåðåõîäÿ â (2.5)ê ïðåäåëó ïðè Re!1, ïîëó÷èìS(1; 0;m) = Si(1) = {2; (2.6)ãäå { � ïîñòîÿííàÿ Êàðìàíà. Ìîæíî ñ÷èòàòü Síåïðåðûâíîé è äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé ñâîèõàðãóìåíòîâ. Ìû ïîñòàâèì áîëåå ñëàáûå óñëîâèÿ:S(Re; �;m) = Si(Re) +O(��1 );� ! 0; Re = O(1);Si(Re) = {2 +O(Re��2); Re!1;S(Re; �;m) = S(1; �;m) + O(Re��2);Re!1; 1=� = O(1);S(1; �;m) = {2 +O(��1 );� ! 0; �1; �2 > 0: (2.7)
Óñëîâèÿ (2.7) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêóþ�îðìóëèðîâêó îñíîâíîãî, âîñõîäÿùåãî åùå ê Êàð�ìàíó [18℄, �èçè÷åñêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ñîãëàñíî êî�òîðîìó â ðàññìàòðèâàåìîì òå÷åíèè åñòü òîëüêî äâà1064



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Àâòîìîäåëüíûé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáà äëèíû � âÿçêèé (îïðåäåëÿþ�ùèé òîëùèíó âÿçêîãî ïîäñëîÿ ó ñòåíêè) è âíåøíèé(òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ). Ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ�åéíîëüäñà ìîëåêóëÿðíàÿ âÿçêîñòü íå ñóùåñòâåííàâíå âÿçêîãî ïîäñëîÿ, à âíåøíèé ìàñøòàá íå îêàçû�âàåò âëèÿíèÿ íà òå÷åíèå â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè.Äëÿ äðóãèõ êîìïîíåíò òåíçîðà �åéíîëüäñà èìå�þò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå (2.4),hu02i = �y �u�y�2 S1(Re; �;m); (2.8)âûðàæåíèÿ äëÿ hv02i è hw02i ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì çà�ìåíû èíäåêñà �óíêöèè S1 íà 2 è 3, ñîîòâåòñòâåííî.2.2. Çàìåíà ïåðåìåííûõÔóíêöèÿ òîêà  (x; y) óñðåäíåííîãî òå÷åíèÿ óäî�âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (ñì., íàïðèìåð, [1℄) y xy �  x yy = ueu0e + (� yy � hu0v0i)y ++ �hv02i � hu02i�x : (2.9)Îò îáû÷íîãî óðàâíåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (2.9) îò�ëè÷àåòñÿ ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè, êî�òîðîå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîçâîëÿåò ó÷åñòü èç�ìåíåíèå äàâëåíèÿ ïîïåðåê ñëîÿ. Ïåðåéäåì ê íîâûìïåðåìåííûì ïî �îðìóëàì [17℄ = ue�	(�; �); � = lnRe�; Re� = ue�� ; (2.10)èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ëîãà�ðè�ì ÷èñëà �åéíîëüäñà Re�, îáðàçîâàííîãî ïî òîë�ùèíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, è îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿ�íèå äî ñòåíêè. Ñ ó÷åòîì óñëîâèé çàìûêàíèÿ (2.4),(2.8) óðàâíåíèå (2.9) â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìà�åò âèä�[	�	�� � (	 +	�)	�� + 
(	2� � 1)℄ == h(�	��)2 S(Re; �;m) + e��	��i� ++� � ��� + (
 � 1)� ������ (�	��)2[S2(Re; �;m)� S1(Re; �;m)℄; (2.11)Re = e��2	��;� > �1; � = 0 : 	� = 0; 	 = 0;� !1; 	� ! 1;�(�) = d(ue�)uedx ; 
(�) = d lnued� : (2.12)

Êðîìå áåçðàçìåðíîé �óíêöèè òîêà 	 â óðàâíå�íèå (2.11) âõîäèò âòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ �(�),ãðàäèåíò äàâëåíèÿ çàäàåò �óíêöèÿ 
(�).Óðàâíåíèå (2.11) óäîáíî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãîèññëåäîâàíèÿ. Ïåðåìåííàÿ �, ðàâíàÿ ëîãàðè�ìó ÷èñ�ëà �åéíîëüäñà, ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé âåëè÷èíîé, ÷òîïîçâîëÿåò èñêàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷èïðè � !1. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ðàâåíñòâód�dx = �(1� 
); (2.13)êîòîðîå ñëåäóåò èç (2.12), ñêîðîñòü ïðîäîëüíîãî èç�ìåíåíèÿ òîëùèíû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è �óíêöèÿ�(�) � âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó, ïî êðàé�íåé ìåðå âíå îáëàñòè îòðûâà, ïîñëåäíþþ ìîæíî ñ÷è�òàòü ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé, �� 1.3. Ï�ÈÑÒÅÍÎ×ÍÀß ÎÁËÀÑÒÜÂ ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ðå�øåíèå áóäåì èñêàòü â ïåðåìåííûõy+ = yue� r
f2 = �e�r
f2 ;u+ = uuep
f=2 = 	�p
f=2 : (3.1)Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (2.9) ïîïåðåê ñëîÿ èïåðåéäåì ê íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì � è y+. Äëÿ�óíêöèè u+(�; y+) ïîëó÷èì óðàâíåíèå�y+ �u+�y+�2 S(Re; �;m) + �u+�y+ � 1 == �
�e��� 2
f �3=2 y+ + : : : ; (3.2)Re = y2+ �u+�y+ ; � = y+e��p
f=2 :Â ïðàâîé ÷àñòè çäåñü ñòîèò ÷ëåí, ñâÿçàííûé ñ ãðà�äèåíòîì äàâëåíèÿ, ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ñëàãà�åìûå, ìåíüøèå ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ïðè � ! 1.Êàê âèäíî èç (3.2), ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò ñóùåñòâåíâ ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè òîëüêî ïðè î÷åíü ìàëîì, ïî�ðÿäêà �2=3e�2�=3 = �2=3Re�2=3� ;êîý��èöèåíòå òðåíèÿ íà ñòåíêå. Ìû ñíà÷àëà áóäåìðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà
f = O(��2):Ïåðåõîäÿ â (3.2) ê ïðåäåëó ïðè� !1; y+ = O(1)1065



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (2.7), ïîëó�÷èì, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ñêîðîñòèu+(�; y+) = U+(y+) +O �e���� ; � > 0; (3.3)óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìóóðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà�y+ dU+dy+ �2 Si(Re)+dU+dy+ = 1;Re = y2+ dU+dy+ ; U+(0) = 0; (3.4)êîòîðîå èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ àñèìïòîòèêó âîâíåøíåé ÷àñòè ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè [12℄:U+ = 1{ (ln y+ + C) +O �y��+ � ;y+ !1; � > 0: (3.5)Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìèïðèìåì C = 2:05.Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîãðàíè÷íûé ñëîé íå íàõî�äèòñÿ â ñîñòîÿíèè áëèçêîì ê îòðûâó, êîãäà òðåíèåíà ñòåíêå î÷åíü ìàëî, çàêîí ñòåíêè äëÿ ïðî�èëÿ ñêî�ðîñòè èìååò òîò æå âèä, ÷òî ïðè íóëåâîì ãðàäèåíòåäàâëåíèÿ. Íàèáîëåå óáåäèòåëüíî ýòîò �àêò ýêñïåðè�ìåíòàëüíî ïîäòâåðæäåí â ðàáîòå [19℄.4. ÁËÀ�ÎÏ�ÈßÒÍÛÉ È ÓÌÅ�ÅÍÍÛÉÍÅÁËÀ�ÎÏ�ÈßÒÍÛÉ ��ÀÄÈÅÍÒÛÄÀÂËÅÍÈßÂ ðàáîòå [12℄ ðåøåíèå àâòîìîäåëüíîé çàäà÷è ïî�ëó÷åíî â âèäå ñëåäóþùèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëî�æåíèé:
(�) = 
0(1 + ��1) +O(��2); 
0 = m1 +m; (4.1)�(�) = {��1p�f(1; 
0)(1+
0)(1+2
0)+O(��2); (4.2)	(�; �) = � +�(�)(1 + 
0)f(�; 
0) +O(��2);� !1; (4.3)ñïðàâåäëèâûõ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé�, êîòîðàÿ ââåäåíà ïî �îðìóëå� = � + ln �:Çäåñü �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìóäè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ2
0f 0 � �f 001 + 
0 = �(�f 00)2S(1; �;m)�0 ;f(0; 
0) = f 0(1; 
0) = 0; (4.4)

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ àñèìïòî�òèêó íà ñòåíêåf 0(�; 
0) = p�f(1; 
0){ r1 + 2
01 + 
0 �� hln � +A(
0)� lnp�f(1; 
0) i+O(��); (4.5)� ! 0; � > 0;ãäå A(
0) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ.�åøåíèå (4.2), (4.3) îïèñûâàåò òå÷åíèå ïðè áëà�ãîïðèÿòíîì è óìåðåííîì íåáëàãîïðèÿòíîì ãðàäèåí�òàõ äàâëåíèÿ. Âî âíåøíåé îáëàñòè â ýòîì ñëó÷àåñïðàâåäëèâ çàêîí äå�åêòà ñêîðîñòè [12℄1�u=uep
f=2�Æ�u0e=ue = � f 0(�; 
0)p�f(1; 
0)+O �p
f � ; (4.6)êîòîðûé îáîáùàåò èçâåñòíûé çàêîí äå�åêòà ñêîðî�ñòè Êàðìàíà [1℄ íà ñëó÷àé òå÷åíèÿ ñ ãðàäèåíòîì äàâ�ëåíèÿ. Ïàðàìåòðîì ïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð Êëà�óçåðà (1.2), êîòîðûé ñâÿçàí ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíèmñîîòíîøåíèåì (1.3), à ñ ïàðàìåòðîì 
0 � ñîîòíîøå�íèåì 
0 = � �1 + 2� +O(��1): (4.7)Èç âûðàæåíèÿ (4.5) ñëåäóåò, ÷òî ïàðàìåòð, çàäà�þùèé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ, äîëæåí ïîä÷èíÿòüñÿ óñëî�âèþ 
0 > �1=2. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå 
0 = �1=2�óíêöèÿ g(�) = f(�;�1=2)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(�g00)2S(1; �;�1=3) + 2�g0 = 0;g(0) = g0(1) = 0; (4.8)è èìååò íà ñòåíêå ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêóg0(�) = g0(0)+2p�2g0(0)�{ +o (p� ) ; � ! 0: (4.9)Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ g0 íå èìååò òðåáóåìîé ëîãàðè��ìè÷åñêîé àñèìïòîòèêè, â ðàáîòå [12℄ ðàññìàòðèâà�ëàñü îáëàñòü âáëèçè ñòåíêè, â êîòîðîé� = (1 + 2
0)p�g(1)D0 �0;f 0(�; 
0)p�g(1) = �D0 +p2(1 + 2
0)h(�0) + : : : ; (4.10)D0 = �g0(0)p�g(1) : (4.11)1066



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Àâòîìîäåëüíûé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :Ïîäñòàíîâêà (4.10) â (4.4) è ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè
0 ! �1=2, �0 = O(1) äàþò äëÿ �óíêöèè h(�0) óðàâ�íåíèå ({�0h0)2 = 1 + �0; (4.12)à ñðàùèâàíèå ñ àñèìïòîòèêîé (4.9) � äîïîëíèòåëü�íîå óñëîâèåh = 2{p�0 + o(1); �0 !1; (4.13)ñ ó÷åòîì êîòîðîãî èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (4.12) ïðèíè�ìàåò âèäh = 1{ hln �0+2p1+�0�2 ln�1+p1+�0 �i : (4.14)Èç ñîïîñòàâëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëå�íèÿ (4.5) ñ (4.10) è (4.14) ñëåäóåò àñèìïòîòèêà�óíêöèè A ïðè 
0 ! �1=2:A(
0) = � {D0p2(1 + 2
0) � ln(1 + 2
0) ++ ln D04 + 2 + ��1 + 2
01 + 
0 � ; �(0) = 0: (4.15)Òàêèì îáðàçîì, ïðè 
0 ! �1=2 âíåøíÿÿ îáëàñòüïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðèîáðåòàåò äâóõñëîéíóþ ñòðóê�òóðó. Íàä ëîãàðè�ìè÷åñêèì ïîäñëîåì âáëèçè ñòåí�êè îáðàçóåòñÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ îáëàñòü � ãðàäèåíò�íûé ïîäñëîé [20℄, âî âíåøíåé ÷àñòè êîòîðîãî ïðî��èëü ñêîðîñòè ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó êâàäðàòíîãî êîð�íÿ (4.9), (4.13), ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ òå÷åíèé ñ ñèëü�íûì íåáëàãîïðèÿòíûì ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ [20℄.Äëÿ êîý��èöèåíòà òðåíèÿ â ðàáîòå [12℄ ïîëó÷åíîâûðàæåíèår
f2 = {��1 � {��2 �� hln({p�f(1; 
0))�A(
0)+Ci+O(��3); (4.16)â êîòîðîì C � ïîñòîÿííàÿ â ëîãàðè�ìè÷åñêîì çà�êîíå (3.5).Â ðàáîòå [12℄ âûïîëíåí ðàñ÷åò ïðî�èëåé ñêîðî�ñòè, îñíîâàííûé íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âõîäÿùàÿ âóñëîâèå çàìûêàíèÿ (2.4) �óíêöèÿ S(1; �;m) íå çà�âèñèò îò m. Â ýòîì ñëó÷àå îíà ìîæåò áûòü îïðåäå�ëåíà èç óðàâíåíèÿ (4.4) ïî îäíîìó èçâåñòíîìó ïðî��èëþ ñêîðîñòè, â êà÷åñòâå êîòîðîãî âûáðàí ïðî��èëü ñêîðîñòè f 0(�; 0) â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïðè íó�ëåâîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ. �åçóëüòàòû òàêîãî ïðè�áëèæåííîãî ðàñ÷åòà ñêîðîñòè è êàñàòåëüíîãî íàïðÿ�æåíèÿ î÷åíü õîðîøî ñîîòâåòñòâóþò ýêñïåðèìåíòàëü�íûì äàííûì. Âñå ðàñ÷åòû, êîòîðûå âûïîëíåíû âäàííîé ðàáîòå, òàêæå îñíîâàíû íà ýòîì ïðåäïîëî�æåíèè. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçóåòñÿ �óíêöèÿ S, îïðåäå�ëåííàÿ â [12℄.

5. ÑÈËÜÍÛÉ ÍÅÁËÀ�ÎÏ�ÈßÒÍÛÉ��ÀÄÈÅÍÒ ÄÀÂËÅÍÈß�åøåíèå (4.2), (4.3) ñòàíîâèòñÿ íåïðèãîäíûì ïðè
0 ! �1=2 (m ! �1=3), ïîñêîëüêó îòíîñèòåëüíàÿòîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñ�íî �îðìóëå (4.2), ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Â òîæå âðåìÿ êîý��èöèåíò òðåíèÿ íà ñòåíêå ê íóëþ íåñòðåìèòñÿ, ïîòîìó ÷òî, êàê âèäíî èç (4.16), â ãëàâ�íîì ÷ëåíå âîîáùå íå çàâèñèò îò 
0. Ïîñëåäíåå îáñòî�ÿòåëüñòâî íàòàëêèâàåò íà ìûñëü, ÷òî îñîáåííîñòüðåøåíèÿ íå ñâÿçàíà ñ îòðûâîì ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çà�äà÷è ïðè 
 ! �1=2, êîãäà ðåàëèçóåòñÿ ðåæèì òå÷å�íèÿ ñ ñèëüíûì íåáëàãîïðèÿòíûì ãðàäèåíòîì äàâëå�íèÿ.Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî ïåðåéòè â óðàâíåíèè(2.11) îò �óíêöèè òîêà 	 ê íîâîé èñêîìîé �óíêöèè� ïî �îðìóëå	(�; �) = � +�(�)�(�; �): (5.1)Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå (2.11) ïîïåðåê ñëîÿ, ñó÷åòîì óñëîâèé â íàáåãàþùåì ïîòîêå ïîëó÷èì�1 + 2
 + d ln �d� + ���� [�� �(�;1)℄� ��� �� ��� �1 + d ln �d� + ������� ��1 + 
 + 2d ln�d� + ���� 1Z� �2� d� == (����)2S(1; �;m) + �(1� 
)�� �3�2�� [S1(1; �;m)� S2(1; �;m)℄ ++ ��1� 
 + 2d ln�d� + ������ 1Z� (����)2[S1(1; �;m)� S2(1; �;m)℄ d�: (5.2)Óðàâíåíèå (5.2) ðàññìàòðèâàåòñÿ âî âíåøíåé îáëà�ñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ïðè ýòîì â ïðàâîé ÷àñòè îïó�ùåíî ñëàãàåìîå, ñâÿçàííîå ñ ìîëåêóëÿðíûì òðåíè�åì. 5.1. Âíåøíÿÿ îáëàñòüÏðåäñòàâèì �óíêöèþ 
(�) â âèäå
(�) = �12 + ���2=3 +O(��1); (5.3)ãäå � � íåêîòîðûé ïàðàìåòð. Âûáîð ïîðÿäêà ìàëî�ñòè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (5.3) áóäåò îáîñíîâàí íèæå.1067



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (5.3) â ðåøåíèå (4.2), (4.16),ñ ó÷åòîì àñèìïòîòèêè (4.15) ïîëó÷èì�(�) = { ��2=3p�g(1)� +O(��4=3); (5.4)r
f (�)2 = {� � {2D02�5=3p� �� {�2  ln 8{�p�g(1)D0�2=3 � 2 + C!+ : : : (5.5)Èç (5.4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñèëüíîì íåáëàãîïðèÿòíîìãðàäèåíòå äàâëåíèÿ �óíêöèþ � íóæíî èñêàòü â âè�äå �(�) = 2{2=3!(�)�2=3p�g(1) +O(��4=3); (5.6)ãäå �óíêöèÿ !(�) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñðàùèâà�íèÿ !(�)! {1=32p� ; � !1: (5.7)Òåïåðü ðàññìîòðèì äâå õàðàêòåðíûå îáëàñòè âîâíåøíåé ÷àñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Â ñèëó ìàëîñòèâåëè÷èí 1 + 2
 è � è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïå�ðåìåííîé � òîëüêî âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé è ïåð�âîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.2) èìåþò ïîðÿäîêåäèíèöû. Ïîäñòàâëÿÿ (5.3), (5.6) â óðàâíåíèå (5.2) èïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó� !1; 1=� = O(1);äëÿ �óíêöèè 2� ïîëó÷èì óðàâíåíèå (4.8), ñëåäîâà�òåëüíî ïðè 1=� = O(1) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî�(�; �) = g(�)2 +O(��2=3): (5.8)Âáëèçè ñòåíêè íóæíî ðàññìîòðåòü ãðàäèåíòíûéïîäñëîé òîëùèíîé ïîðÿäêà ��2=3, â êîòîðîì êðîìåóêàçàííûõ âûøå ÷ëåíîâ íóæíî ó÷åñòü âêëàä ïåðâî�ãî è ïîñëåäíåãî ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè è ïîñëåä�íåãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.2). Òå�ïåðü ÿñíî, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè âòîðîãî ÷ëåíà ðàç�ëîæåíèÿ (5.3) âûáðàí òàê, ÷òîáû âáëèçè ñòåíêè ñó�ùåñòâåííóþ ðîëü èãðàëî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ÷ëå�íîâ óðàâíåíèÿ (5.2). Ââåäåì â ãðàäèåíòíîì ïîäñëîåíîâûå ïåðåìåííûå ïî �îðìóëàì� = Lp�g(1)2D0�2=3 �0;2��(�; �)p�g(1) = �D0+��1=3pLh(�0)+O(��2=3); (5.9)

L = 4� � {2=3![G+ 3H ℄; (5.10)G = 1Z0 g02(�) d�[�g(1)℄3=2 ; (5.11)H = 1Z0 (�g00)2[�g(1)℄3=2 �� [S1(1; �;�1=3)� S2(1; �;�1=3)℄ d�:Ïîäñòàâëÿÿ (5.3), (5.9) â óðàâíåíèå (5.2) è ïåðåõîäÿê ïðåäåëó ïðè � !1; �0 = O(1);ïîëó÷èì, ÷òî �óíêöèÿ h óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå�íèþ (4.12) è äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ (4.13) è, ñëå�äîâàòåëüíî, èìååò âèä (4.14).5.2. Ñðàùèâàíèå 
 ðåøåíèåì â ïðèñòåíî÷íîéîáëàñòèÀñèìïòîòèêà ïðî�èëÿ ñêîðîñòè íà ñòåíêå ñîãëàñ�íî (5.1), (5.6), (5.9) è (4.14) èìååò âèäuue = 1� {2=3D0!�2=3 + !pL{1=3� �� "ln � + ln D0�2=32Lp�g(1) + 2 +O(��)#++O(��4=3): (5.12)Äëÿ òîãî ÷òîáû îáåñïå÷èòü óñëîâèå ñðàùèâàíèÿ ñ ðå�øåíèåì ïðè óìåðåííîì íåáëàãîïðèÿòíîì ãðàäèåíòåäàâëåíèÿ êîý��èöèåíò òðåíèÿ íà ñòåíêå, ïðèíèìàÿâî âíèìàíèå (5.5), áóäåì èñêàòü â âèäå ñëåäóþùåãîðàçëîæåíèÿ:r
f (�)2 = {� �1� t1�2=3 + 2 ln �3� + t2� �++O(��7=3): (5.13)Êîý��èöèåíòû !, t1, t2 ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ ïðèñðàùèâàíèè ñ ðåøåíèåì â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè.Ñâÿçü ìåæäó âíåøíèìè è âíóòðåííèìè ïåðåìåí�íûìè çàäàåòñÿ ðàâåíñòâàìèln y+ = ln � + � + ln � + lnr
f2 ;u+ = uuep
f=2 : (5.14)1068



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Àâòîìîäåëüíûé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :Èç (5.12), (5.14) è ëîãàðè�ìè÷åñêîãî çàêîíà (3.5) ïî�ëó÷èì óñëîâèå ñðàùèâàíèÿ [21℄1{r
f2 �ln � + � + ln � + lnr
f2 + C� == 1�{2=3D0!�2=3 + !pL{1=3�  ln �+ ln D0�2=32Lp�g(1)+2!++O(��4=3): (5.15)Îòñþäà, ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè ln � áóäåìèìåòü r
f2 = !{2=3pL� +O(��4=3): (5.16)Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî ðàçëîæåíèå ñîãëàñîâûâàëîñüñ (5.13), âòîðîå ñëàãàåìîå äîëæíî áûòü ïîðÿäêà��5=3, à íå ïîðÿäêà ��4=3, ò. å. ñëàãàåìîå ïîðÿäêà��4=3 â ðàçëîæåíèè (5.12) íå äîëæíî ñîäåðæàòü ëî�ãàðè�ìà. Ýòî íàêëàäûâàåò óñëîâèå íà ñëåäóþùèé÷ëåí ðàçëîæåíèÿ (5.9). Ïîäñòàíîâêà (5.13) â (5.15)è (5.16) äàåò!pL = {1=3; t1 = D0{2=3!;t2 = 2� C � ln 2{4=3p�g(1)D0!2 : (5.17)5.3. Äâóçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ. ÏàðàìåòðïîäîáèÿÏåðâîå ñîîòíîøåíèå (5.17) ïðè ó÷åòå (5.10) ìîæ�íî çàïèñàòü â âèäå� = {2=34!2 + {2=3!4 [G+ 3H ℄: (5.18)Çàâèñèìîñòü � îò ! íåìîíîòîííà. Ïðè ! ! 0 ïîëó�÷àåì ñâÿçü (5.7). Ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè!t = 21=3[G+ 3H ℄�1=3: (5.19)Ïðè ! !1 âåëè÷èíà � íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Ñðîñòîì ! ðàñòåò òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, à êî�ý��èöèåíò òðåíèÿ íà ñòåíêå, êàê âèäíî èç (5.13),(5.17), óáûâàåò. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ïîêàçàòåëüñòåïåíè m â çàêîíå (1.1) áëèçîê ê ïðåäåëüíîé âå�ëè÷èíå �1=3, çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ ñ ðàçíûìèçíà÷åíèÿìè òîëùèíû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è òðåíèÿíà ñòåíêå.Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà (2.12) ñëåäóåò �îðìóëàm = d lnued lnx = 
1� 
 d ln�d lnx : (5.20)

Çäåñü äëÿ âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ íà îñíîâàíèè (2.13),(5.6) ñïðàâåäëèâà îöåíêàx� d�dx = 1 +O(��1);ñ ó÷åòîì êîòîðîé èç (5.3), (5.20) ïîëó÷èìm = �13 + 4�(!)9 ��2=3 +O(��1): (5.21)Èç (2.12) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
 = �u0e�ue ; (5.22)ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ÷èñëî �åéíîëüäñà Rep, îáðàçî�âàííîå ïî ïðîäîëüíîìó ãðàäèåíòó äàâëåíèÿ, ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäåRep � � u2eu0e� = �Re�
� : (5.23)Ïîäñòàâëÿÿ â (5.23) ñîîòíîøåíèå (5.6), áóäåì èìåòüRep = �5=3e�p�g(1){2=3! h1 +O(��2=3)i : (5.24)Ñîîòíîøåíèÿ (5.21), (5.24) çàäàþò çàâèñèìîñòü ïî�êàçàòåëÿ ñòåïåíè m îò ÷èñëà �åéíîëüäñà.�àññìîòðèì êàê ìåíÿåòñÿ ñîñòîÿíèå ïîãðàíè÷íî�ãî ñëîÿ íà íåêîòîðîì �èêñèðîâàííîì ðàññòîÿíèè îòïåðåäíåé êðîìêè ïðè èçìåíåíèè ïîêàçàòåëÿ ñòåïå�íè m, ÷åãî ìîæíî äîñòè÷ü, èçìåíÿÿ óãîë �� ìåæäóïëîñêîñòÿìè (ñì. ðèñ. 1). Óãîë ìîæíî óìåíüøàòüäî íåêîòîðîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ, íèæå êîòîðî�ãî ðåøåíèÿ íåò, õîòÿ òðåíèå íà ñòåíêå â íóëü íå îá�ðàùàåòñÿ. Åñëè ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ íèæíåé òî÷êèíà÷àòü óâåëè÷èâàòü óãîë ��, ìîæåò âîçíèêíóòü ÿâ�ëåíèå ãèñòåðåçèñà ñ ïåðåõîäîì ðåøåíèÿ íà âòîðóþâåòâü, äàëüíåéøèì óâåëè÷åíèåì òîëùèíû ïîãðàíè÷�íîãî ñëîÿ è ñíèæåíèåì òðåíèÿ íà ñòåíêå. Êàê áó�äåò ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, èìåííî íà ýòîéâåòâè ðåøåíèÿ ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè 
, îòëè÷àþ�ùåìñÿ îò �1=2 íà êîíå÷íóþ âåëè÷èíó, ïðîèñõîäèòîáðàùåíèå êîý��èöèåíòà òðåíèÿ â íóëü, ò. å. îòðûâïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.Ñîîòíîøåíèÿ (5.21), (5.24) ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòüïàðàìåòð !, ïðè êîòîðîì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè m äî�ñòèãàåò ìèíèìóìà, åñëè Rep �èêñèðîâàíî. Ýòî çíà�÷åíèå ðàâíî ! = !t �1 + 1 +O(��1=3)3� + 5 � : (5.25)Èíòåãðàë H íåèçâåñòåí, îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçà�íî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, åãî âåëè÷èíîé ïî ñðàâíå�íèþ ñ G = 7:02 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ÷òî ïîçâîëÿåò1069
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Rep�èñ. 2. �ðàíèöà îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîìî-äåëüíîãî ðåøåíèÿ (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), ëèíèÿ îò-ðûâà (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ), îáëàñòü ãèñòåðåçèñà (çà-øòðèõîâàíà) è äàííûå èçìåðåíèé: � � [22℄, F �[23℄, � � [24℄, N � [9℄, � � [19℄äàòü îöåíêó !t � 0:67 è ðàññ÷èòàòü íà îñíîâàíèè(5.21)�(5.25) êðèâóþ, çàäàþùóþ íèæíþþ ãðàíèöóîáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ íàïëîñêîñòè Rep, m. Ýòà ãðàíèöà ïîêàçàíà íà ðèñ. 2,èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî ïîïðàâêà íà ÷èñëî �åéíîëüä�ñà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñóùåñòâåííîé, è ïðè çíà÷åíèÿõRep, íàáëþäàâøèõñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ, ìèíèìóì ïî�êàçàòåëÿ ñòåïåíè ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäåëüíîéâåëè÷èíûm = �1=3. Ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 2 ýêñïåðè�ìåíòàëüíûå äàííûå â öåëîì ïîäòâåðæäàþò âûâîäûòåîðèè; íèæå ðàñ÷åòíîé êðèâîé ëåæàò òîëüêî òî÷�êè [22℄, õîòÿ è â ýòîì ñëó÷àå ðàññîãëàñîâàíèå ñ ðàñ�÷åòîì íåâåëèêî è ñîñòàâëÿåò 6�7%. (Ñëåäóåò èìåòüâ âèäó, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè m â ðÿäå ðàáîò îïðå�äåëåí âåñüìà ïðèáëèçèòåëüíî.)Íà îñíîâàíèè (5.1), (5.6), (5.8) ïðî�èëü ñêîðîñòèâî âíåøíåé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìîæíî ïðåä�ñòàâèòü â âèäåue � uue = � {2=3!g0(�)�2=3p�g(1) +O(��4=3):Ñîïîñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ çàêîíîì äå�åêòà ñêî�ðîñòè (4.6), ïîëó÷èì!�{� �2=3 =r
f2 � Æ�u0eue +O(��4=3): (5.26)Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî (5.13) ïåðåìåííóþ � ìîæíî âû�ðàçèòü ÷åðåç êîý��èöèåíò òðåíèÿ, âûðàæåíèå ïàðà�ìåòðà ! ÷åðåç èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû èìååò âèä! = �
f2 �1=6p1 + �: (5.27)

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûé ðåæèì òå÷åíèÿ ññèëüíûì íåáëàãîïðèÿòíûì ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿâîçíèêàåò ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà Êëà�óçåðà �, êîãäà âåëè÷èíà (5.27) ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêàåäèíèöû. Â ýòîì ñëó÷àå èìåííî !, à íå �, ÿâëÿåòñÿïàðàìåòðîì ïîäîáèÿ.Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ! äëÿèçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â àâòîìîäåëüíîì ïîãðà�íè÷íîì ñëîå ñ íåáëàãîïðèÿòíûì ãðàäèåíòîì äàâëå�íèÿ. Êàê âèäíî èç òàáëèöû, íå ìåíåå ïîëîâèíû âñåõïðî�èëåé ñêîðîñòè ïîëó÷åíû ïðè ! > 0:67 è, ñëåäî�âàòåëüíî, íå îïèñûâàþòñÿ òåîðèåé, äàííîé â ðàáî�òå [12℄ (ñì. ðàçä. 4).6. Ï�ÅÄÎÒ�ÛÂÍÛÉ �ÅÆÈÌ ÒÅ×ÅÍÈß�àññìîòðèì ðåæèì òå÷åíèÿ, ïðè êîòîðîì ãëàâ�íûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ òðåíèÿ íà ñòåíêå ìîæåò îáðà�òèòüñÿ â íóëü. Äëÿ îöåíîê èñïîëüçóåì ðåøåíèå, ïî�ëó÷åííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Êàê âèäíî èç âû�ðàæåíèÿ (5.13), ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå òðåíèÿ ïðî�èñõîäèò, êîãäà ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ñòàíî�âÿòñÿ îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, äëÿ ÷åãî, ñîãëàñíî(5.17), ïàðàìåòð ! äîëæåí äîñòè÷ü âåëè÷èíû ïîðÿä�êà �2=3. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê âèäíî èç (5.3), (5.6), âå�ëè÷èíû 1 + 2
 è � èìåþò ïîðÿäîê åäèíèöû. Òî îá�ñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ñëîÿ � âïðåäîòðûâíîì òå÷åíèè áîëüøå íå ñòðåìèòñÿ ê íó�ëþ ïðè � ! 1, ñòðîãî ãîâîðÿ, îçíà÷àåò, ÷òî ïðè�áëèæåíèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïåðåñòàåò áûòü ñïðà�âåäëèâûì, è òå÷åíèå äîëæíî îïèñûâàòüñÿ ïîëíûìèóðàâíåíèÿìè �åéíîëüäñà.Îäíàêî, êàê óêàçàíî, íàïðèìåð, â ðàáîòå [28℄,àíàëèç òå÷åíèÿ âáëèçè òî÷êè îòðûâà ìîæíî âûïîë�íèòü, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå âåëè÷èíó êîìïîíåíòòåíçîðà �åéíîëüäñà. Íà ðèñ. 2 è 3 ðàáîòû [12℄ âèä�íî, ÷òî õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîãî ïóòèñìåøåíèÿ âíå ëîãàðè�ìè÷åñêîãî ïîäñëîÿ íå ïðåâû�øàåò 0:1 (îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì 0:08). Ñëåäî�âàòåëüíî, õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå �óíêöèè S(1; �;m)â ýòîé îáëàñòè ìåíüøå 0:01. Ïîñêîëüêó âî âíåøíåéîáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âñå êîìïîíåíòû òåíçîðà�åéíîëüäñà � âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà, àíàëîãè÷�íóþ îöåíêó ìîæíî äàòü äëÿ �óíêöèé S1(1; �;m)è S2(1; �;m). Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ èìïóëü�ñîâ (2.11), �óíêöèè �(�) è S(1; �;m) äîëæíû èìåòüîäèí ïîðÿäîê âåëè÷èíû. Òîãäà ïîñëåäíåå ñëàãàåìîåâ ïðàâîé ÷àñòè (2.11), èìåþùåå êâàäðàòè÷íûé ïîðÿ�äîê ìàëîñòè, ìîæíî îòáðîñèòü, è òå÷åíèå áóäåò îïè�ñûâàòüñÿ îáû÷íûì óðàâíåíèåì ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå âåëè÷èíà ïàðàìåòðàH â �îðìó�1070



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Àâòîìîäåëüíûé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :Òàáëèöà. Ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå ïðî�èëè ñêîðîñòè, èçìåðåííûå â àâòîìîäåëüíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïðèíåáëàãîïðèÿòíîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿÈñòî÷íèê � ! 
 m ReÆ� 10�4 Îáîçíà÷åíèåClauser (1954) [2, 3℄ 1.358 0.492 0.890òå÷åíèå 1 1.715 0.518 1.2821.704 0.517 1.4031.732 0.522 1.6951.891 0.539 2.0232.164 0.558 2.2662.172 0.560 2.3352.349 0.573 2.516òå÷åíèå 2 4.638 0.696 0.0543 1.4365.517 0.736 0.0563 1.7415.928 0.753 0.0571 2.0276.258 0.766 0.0576 2.3327.531 0.832 0.0635 3.069 Æ8.700 0.886 0.0679 3.693 M12.07 1.012 0.0761 4.64516.28 1.147 0.0846 5.452Stratford (1959) [25℄ 5.341 0.730 0.0564 0.857ýêñïåðèìåíò 5 4.613 0.710 0.0578 0.9697.754 0.877 0.0726 1.214 Æ13.61 1.112 0.0907 1.600ýêñïåðèìåíò 6 26.92 1.347 0.0860 1.121 M31.32 1.441 0.0911 1.495 O68.77 1.956 0.1065 2.53878.99 2.073 0.1106 3.128Bradshaw (1966) [23℄ 0.869 0.443 �0:15 1.4230.824 0.433 �0:15 2.1300.858 0.433 �0:15 2.6430.973 0.442 �0:15 3.134Bradshaw, Ferriss 5.208 0.744 0.0608 �0:255 2.379(1965) [22℄ 5.139 0.737 0.0595 �0:255 4.0084.292 0.685 0.0546 �0:255 4.676 �5.172 0.733 0.0584 �0:255 5.705ëå (5.18) ìíîãî ìåíüøå ÷åì G è â ðàñ÷åòàõ åå ìîæíîíå ó÷èòûâàòü.Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â çàäà÷àõî òóðáóëåíòíîé ñòðóå èëè ñëîå ñìåøåíèÿ. Îòíîñè�òåëüíàÿ òîëùèíà (óãîë ðàñøèðåíèÿ) àâòîìîäåëüíîé ñòðóè èëè ñëîÿ ñìåøåíèÿ íå çàâèñèò îò ÷èñëà �åé�íîëüäñà è ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé âåëè÷èíîé, äîñòàòî÷íîìàëîé, îäíàêî, ÷òîáû óðàâíåíèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿîïèñûâàëî òå÷åíèå ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ.Çàìåòèì, ÷òî åùå �. Ì. Áàì-Çåëèêîâè÷ ïðè âû�1071



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014Òàáëèöà. ÏðîäîëæåíèåÈñòî÷íèê � ! 
 m ReÆ� 10�4 Îáîçíà÷åíèåAndersen, Kays, 0.674 0.458 �0:15 0.154Moffat (1972) [24℄ 0.686 0.448 �0:15 0.239òå÷åíèå 1 0.696 0.442 �0:15 0.3060.708 0.440 �0:15 0.3750.685 0.434 �0:15 0.4220.693 0.433 �0:15 0.4800.685 0.430 �0:15 0.5220.712 0.433 �0:15 0.549òå÷åíèå 2 1.201 0.515 �0:20 0.1651.559 0.528 �0:20 0.2861.626 0.528 �0:20 0.3851.630 0.524 �0:20 0.4681.577 0.516 �0:20 0.5281.547 0.510 �0:20 0.5851.575 0.510 �0:20 0.6551.750 0.525 �0:20 0.729Orlando, Moffat, 6.531 0.816 0.0671 �0:275 0.620Kays (1974) [26℄ 7.171 0.841 0.0683 �0:275 0.7906.224 0.812 0.0688 �0:275 0.928 M6.112 0.814 0.0704 �0:275 1.090 OEast, Sawyer, 0.466 0.386 �0:159 2.551Nash (1979) [9℄ 1.89 0.523 �0:203 3.874 M7.27 0.821 0.0627 �0:234 5.824 Æ61.6 1.824 0.0961 �0:210 12.702 �Sk�are, Krogstad 19.9 1.180 0.0766 �0:22 7.847 �(1994) [19℄ 20.0 1.180 0.0763 �0:22 8.312 M19.6 1.169 0.0757 �0:22 8.835 N20.1 1.179 0.0758 �0:22 9.241 �20.2 1.180 0.0757 �0:22 9.806 �21.2 1.200 0.0761 �0:22 10.186 �21.4 1.204 0.0761 �0:22 10.718 �Skote, Henningson, 0.24 0.414 �0:077 0.063Henkes (1998) [27℄ 0.24 0.404 �0:077 0.1050.65 0.471 �0:15 0.0740.65 0.460 �0:15 0.111
1072



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Àâòîìîäåëüíûé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :âîäå èçâåñòíîãî êðèòåðèÿ îòðûâà òóðáóëåíòíîãî ïî�ãðàíè÷íîãî ñëîÿ (ñì., íàïðèìåð, [29℄) ñ÷èòàë îòíîñè�òåëüíóþ òîëùèíó ñëîÿ êîíå÷íîé.6.1. Âíåøíÿÿ îáëàñòüÂî âíåøíåé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ðåøåíèåáóäåì èñêàòü â âèäå
 = 
0 + O(��2); �(�; �) = �
0'(�) +O(��2);�(�) = � 

0p�'(1) + O(��2): (6.1)Çäåñü 
 � íåêîòîðûé ïàðàìåòð. Ïîäñòàíîâêà (6.1) âóðàâíåíèå (5.2) äàåò1 + 2
0
0 ['(1)� '℄ + �'0
0 + 
''0
0p�'(1) ++ (1 + 
0)

0p�'(1) 1Z� '02 d� = (�'00)2S(1; �;m); (6.2)'(0) = '0(1) = 0: (6.3)Ñëàãàåìûìè, ñâÿçàííûìè ñ íîðìàëüíûìè íàïðÿæå�íèÿìè �åéíîëüäñà, ìû ïðåíåáðåãàåì. Òàêèì îáðà�çîì, ìû ïî-ïðåæíåìó èùåì ðåøåíèå çàäà÷è â âèäåàñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíè�ÿõ ïåðåìåííîé �, íî äëÿ ïåðâîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ(�óíêöèè ') èñïîëüçóåì íå òî÷íîå óðàâíåíèå, à ïðè�áëèæåííîå, â êîòîðîì îïóùåí ðÿä êîíå÷íûõ, íî îò�íîñèòåëüíî ìàëûõ ÷ëåíîâ. Ïîëîæèì��1 + 2
 + d ln �d� + dd���(�;1)�� ��1 + 
 + 2d ln �d� + dd�� 1Z0 �2� d� �� ��1� 
 + 2d ln �d� + dd���� 1Z0 (����)2[S1(1; �;m)� S2(1; �;m)℄ d� == ���2
20'(1)N(�); N(�) = O(1): (6.4)Çäåñü â ëåâîé ÷àñòè âûïèñàíû âñå îòëè÷íûå îò íóëÿíà ñòåíêå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ (5.2). Îöåíêà (6.4) ñëåäó�åò èç ðåøåíèÿ (5.9), (5.17) ïðè ! � �2=3 è îçíà÷àåò,

÷òî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå íà ñòåíêå êàñàòåëüíîãî íà�ïðÿæåíèÿ âî âíåøíåé îáëàñòè èìååò ïîðÿäîê ��2.Ñîîòíîøåíèå (6.4) äàåò äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå1 + 2
01 + 
0 = 
G2; G2 = 1Z0 '02 d�[�'(1)℄3=2 ; (6.5)ñ ó÷åòîì êîòîðîãî óðàâíåíèå (6.2) ïðèíèìàåò âèä�'0 � (1 + 2
0)'
0 + 
''0
0p�'(1)� (1 + 
0)

0p�'(1) �� �Z0 '02 d� = (�'00)2S(1; �;m): (6.6)�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîä�íóþ '0(0), ò. å. âåäåò ñåáÿ ïîäîáíî �óíêöèè g. Ïîàíàëîãèè ñ (4.11) óäîáíî ââåñòè îáîçíà÷åíèåD = �'0(0)p�'(1) :Êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (6.6), êàñàòåëüíîå íàïðÿ�æåíèå (ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ) îáðàùàåòñÿ â íóëüíà ñòåíêå â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (6.3) è íà âíåø�íåé ãðàíèöå ñëîÿ � â ñèëó (6.3) è äîïîëíèòåëüíîãîñîîòíîøåíèÿ (6.5). Â öåëîì, ÷èñëî óñëîâèé íà åäèíè�öó áîëüøå ÷åì ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó óðàâíå�íèå (6.6) âìåñòå ñ óñëîâèÿìè (6.3), (6.5) ïðåäñòàâëÿ�þò ñîáîé êðàåâóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,èç êîòîðîé ìîæíî îïðåäåëèòü ' è 
0 ïðè êàæäîìçíà÷åíèè 
. Ïàðàìåòð 
 èçìåíÿåòñÿ îò íóëÿ äî âå�ëè÷èíû, ïðè êîòîðîé1� 
D(
) = 0: (6.7)Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò îáðàùåíèå ñêîðîñòè íà ñòåí�êå â íóëü.6.1.1. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿÂûðàçèâ 
0 èç ñîîòíîøåíèÿ (6.5), ïðåîáðàçóåìóðàâíåíèå (6.6) ê âèäó
G2'� (2� 
G2)�'0 � 
(2� 
G2)''0p�'(1) ++ 
p�'(1) �Z0 '02 d� == (1� 
G2)(�'00)2S(1; �;m): (6.8)12 ÆÝÒÔ, âûï. 5 (11) 1073



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014Âûÿñíèì ñíà÷àëà ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ ïðè ìàëûõ
. Ïðåäñòàâèì èñêîìóþ �óíêöèþ â âèäå àñèìïòîòè�÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ' = g +
'1 +O(
2); 
! 0; (6.9)ãäå �óíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.8). Äà�ëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè mïî-ïðåæíåìó ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðîì 
0 ðàâåíñòâîì(4.1), îòêóäà íà îñíîâàíèè (6.5) è (6.9) ñëåäóåò, ÷òîm = �13 + 19
G+O(
2); (6.10)ãäå âåëè÷èíà G çàäàåòñÿ �îðìóëîé (5.11). Ïîäñòà�íîâêà (6.9), (6.10) â (6.8) äàåò äëÿ �óíêöèè '1 ëè�íåéíîå óðàâíåíèå�2g00S(1; �;�1=3)'001 + �'01 = F; (6.11)F = G2 (g � �g0) + G9 ��m lnS(1; �;�1=3) �g0 ++ �Z0 g02 d� � 2gg02p�g(1) :Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (6.11) èìå�åò ðåøåíèå '01 =p�g0; (6.12)èñêîìóþ �óíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå'01 =p�g0 ��0� 1Z� F d��g0p2�S(1; �;�1=3) +B1A : (6.13)Â ñèëó óðàâíåíèÿ (4.8) âåëè÷èíà �'001pS(1; �;�1=3)äëÿ ðåøåíèÿ (6.12) ðàâíà p�=2, ò. å. îòëè÷íà îò íó�ëÿ íà âíåøíåé ãðàíèöå ñëîÿ. Ïîýòîìó, äëÿ òîãî ÷òî�áû ðåøåíèå (6.13) óäîâëåòâîðÿëî âòîðîìó óñëîâèþ(äëÿ êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ) íà âíåøíåé ãðàíèöåñëîÿ, ïîñòîÿííóþ B íóæíî ïîëîæèòü ðàâíîé íóëþ.Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àåïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (6.8) ê âèäóp�'0 = 1Z� s (2� 
G2)(1 + 
W )4(1� 
G2)�S(1; �;m) d�; (6.14)

0 0.05 0.10
Ω

−0.50

−0.39

−0.28

−0.34

−0.27

−0.20
mγ0

�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ 
0 (ñïëîøíàÿ êðè-âàÿ) è m (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ) îò 
W = � G2'(2� 
G2)�'0 + '�p�'(1) �� �Z0 '02 d�(2� 
G2)�'0p�'(1) :Â ñïðàâåäëèâîñòè (6.14) ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïðîäè���åðåíöèðîâàâ îáå ÷àñòè. Óðàâíåíèå (6.14) ðåøàëîñüìåòîäîì èòåðàöèé. Èòåðàöèè äàþò õîðîøóþ ñõîäè�ìîñòü.Ïî ðåçóëüòàòàì âû÷èñëåíèé êîðåíü óðàâíåíèÿ(6.7) 
� = 0:0911. Ïàðàìåòð 
0 ìîíîòîííî ðàñòåòíà èíòåðâàëå 0 < 
 6 0:0911 (ñì. ðèñ. 3) è íà êîí�öå ýòîãî èíòåðâàëà èìååò çíà÷åíèå 
� = �0:296. Âäàëüíåéøåì ïîíàäîáÿòñÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõk� = d(
D)d
 ����
=
� = 9:7; d
0d
 ����
=
� = 3:1: (6.15)Ïðèìåðíî äî 
 = 0:05 �óíêöèÿ '0 õîðîøî àïïðîêñè�ìèðóåòñÿ äâóìÿ ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ (6.9).�åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñêîðîñòè è êàñàòåëüíîãî íàïðÿ�æåíèÿ âî âñåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà 
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ óðàâ�íåíèÿ (6.6) íà ñòåíêå èìååò âèä(�'0)1=2[�'(1)℄1=4 = pD � p(2� 
D)�{[�'(1)℄1=4 +O(�);� ! 0: (6.16)1074
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à á1 2 3 4

0:25 0:500
1:8
3:6

0
0:5
1:0

0:12 0:24�1=2[�'(1)℄�1=4 �=p�'(1)

(�'0)1=2[�'(1)℄�1=4 �(�'00)2S='(1)1 2 24

�èñ. 4. �àñ÷åòíûå ïðî�èëè ñêîðîñòè (à) è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ (á ) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà 
 = 0 (1 ), 0:03 (2 ),0:06 (3 ), 0:0911 (4 )Ñîãëàñíî ýòîìó âûðàæåíèþ, íàêëîí êðèâûõ ïðè� = 0 íà ðèñ. 4à ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà 
 óìåíüøà�åòñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå è äîñòèãàåò ìèíèìóìàâ ïðåäåëüíîì ñëó÷àå 
D = 1.6.2. Çàêîí äå�åêòà ñêîðîñòèÍà îñíîâàíèè (5.1), (6.1) çàêîí äå�åêòà ñêîðîñòèâî âíåøíåé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìîæíî çàïè�ñàòü â âèäåue � uue = � 
'0(�)p�'(1) +O(��2): (6.17)Ïðîèíòåãðèðîâàâ îáå ÷àñòè (6.17) ïîïåðåê ñëîÿ, áó�äåì èìåòü Æ�� = 
p�'(1) +O(��2): (6.18)Èç (5.22), (6.18) è âòîðîãî ðàâåíñòâà (6.1) ïîëó÷èì
 =r�Æ�u0eue +O(��2): (6.19)Ýòî åñòü âûðàæåíèå ïàðàìåòðà ïîäîáèÿ 
 ÷åðåç èç�ìåðÿåìûå âåëè÷èíû.Ñ ó÷åòîì (6.19) çàêîí äå�åêòà ñêîðîñòè (6.17)ïðèíèìàåò âèäue � up�Æ�ueu0e = � '0(�;
)p�'(1;
) +O(��2): (6.20)
0:25 0:500

2
4(�Æ�ueu0e)�1=4pue � u

(�y2u0e=Æ�ue)1=4�èñ. 5. Äàííûå èçìåðåíèé [2℄ ïðî�èëÿ ñêîðîñ-òè ïðè � = 7:53 è 8:7 è ðàñ÷åòíàÿ êðèâàÿ äëÿ
 = 0:067. Îáîçíà÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åêïðèâåäåíû â òàáëèöåÏîñêîëüêó 
f = O(��2), à çàäàííûé �îðìóëîé (6.19)ïàðàìåòð 
 � êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà, ëåâóþ ÷àñòü1075 12*



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014

0 0:25 0:50(�y2u0e=Æ�ue)1=4
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0:25 0:50(�y2u0e=Æ�ue)1=40
1:7
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�èñ. 6. Äàííûå èçìåðåíèé ïðî�èëåé ñêîðîñòè èç ðàáîòû [25℄ è ðàñ÷åòíûå êðèâûå; 
 = 0:072 (à); 0:0911 (á ).Îáîçíà÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê ïðèâåäåíû â òàáëèöå(6.20), ñîõðàíÿÿ òîò æå ïîðÿäîê òî÷íîñòè, ìîæíîçàïèñàòü â âèäå (4.6). Òîãäà �îðìóëèðîâêè çàêîíàäå�åêòà ñêîðîñòè äëÿ äâóõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ áóäóòðàçëè÷àòüñÿ òîëüêî ïàðàìåòðàìè ïîäîáèÿ.Ïðàâèëà ïîäîáèÿ äëÿ òóðáóëåíòíûõ íàïðÿæåíèéíà îñíîâàíèè (2.4), (2.8), (6.20) èìåþò âèähu0v0iÆ�ueu0e = � [�'00(�;
)℄2'(1;
) S(1; �;m)+O(��2);hu02iÆ�ueu0e = [�'00(�;
)℄2'(1;
) S1(1; �;m)+O(��2): (6.21)Âûðàæåíèÿ äëÿ äðóãèõ êîìïîíåíò àíàëîãè÷íû âòî�ðîé �îðìóëå (6.21). Èç �îðìóë (6.18), (6.19) ñëåäóåòâûðàæåíèå äëÿ ïîïåðå÷íîãî ìàñøòàáà�1 =s�Æ�ueu0e : (6.22)Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïî�äîáèÿ 
 â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òå÷åíèå â ñîîòâåò�ñòâèè ñî ñ�îðìóëèðîâàííûì â ðàçä. 5.2 êðèòåðè�åì îïèñûâàåòñÿ âòîðûì ðåøåíèåì. Ìàêñèìàëüíàÿâåëè÷èíà ýòîãî ïàðàìåòðà, íàáëþäàâøàÿñÿ â ýêñ�ïåðèìåíòå, íåñêîëüêî âûøå òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷å�íèÿ 
� = 0:0911. �àçíèöà ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëü�íî 20%.Íà ðèñ. 5�10 ïðî�èëè ñêîðîñòè è êàñàòåëüíîãîíàïðÿæåíèÿ, èçìåðåííûå â ïðåäîòðûâíîì àâòîìî�
0:500:250

(�Æ�ueu0e)�1=4pue � u

(�y2u0e=Æ�ue)1=4
2
4

�èñ. 7. Äàííûå èçìåðåíèé ïðî�èëÿ ñêîðîñòè èçðàáîòû [8℄ ïðè � = 4:29 è ðàñ÷åòíàÿ êðèâàÿ äëÿ
 = 0:055. Îáîçíà÷åíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åêïðèâåäåíî â òàáëèöå1076
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0 0:25 0:50 0

3:8
1:9

à á
0:45
0:90

0:12 0:24yp�u0e=Æ�ue

(�Æ�ueu0e)�1=4pue � u hu0v0i=(Æ�ueu0e)

(�y2u0e=Æ�ue)1=4�èñ. 8. Äàííûå èçìåðåíèé èç ðàáîòû [26℄ ïðî�èëåé ñêîðîñòè (à) è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ (á ) è ðàñ÷åòíûå êðèâûåäëÿ 
 = 0:070. Îáîçíà÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê ïðèâåäåíû â òàáëèöåäåëüíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå, ïîñòðîåíû â ïåðåìåííûõïîäîáèÿ (6.20), (6.21) âìåñòå ñ ðàñ÷åòíûìè êðèâûìè.Â êà÷åñòâå ïîïåðå÷íîãî ìàñøòàáà èñïîëüçóåòñÿ âå�ëè÷èíà (6.22). Ìîæíî âèäåòü õîðîøåå ñîîòâåòñòâèåòåîðèè è ýêñïåðèìåíòà.Êàê âèäíî íà ðèñ. 11, íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ�åéíîëüäñà òàêæå ïîä÷èíÿþòñÿ ïðàâèëó ïîäîáèÿ(6.21). Â ïåðåìåííûõ (6.21) ïðî�èëè ðåéíîëüäñî�âûõ íàïðÿæåíèé âî âíåøíåé îáëàñòè çàâèñÿò òîëüêîîò îäíîãî ïàðàìåòðà 
. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ïîëî�æåíèÿ íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ, èçìåðåííûå â ðà�áîòàõ [9, 19℄ ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ 
 = 0:063 è0:076 ñîîòâåòñòâåííî (çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà � ïðèýòîì ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ, ñì. òàáëèöó), ïîñòðîåíûíà ðèñ. 12. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïðî�èëè íà ðèñ. 12ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò.Èç âûðàæåíèÿ (6.20) äëÿ �îðìïàðàìåòðà ïîãðà�íè÷íîãî ñëîÿ (îòíîøåíèå òîëùèíû âûòåñíåíèÿ Æ� êòîëùèíå ïîòåðè èìïóëüñà �), àíàëîãè÷íî òîìó, êàêýòî ñäåëàíî â ðàáîòå [12℄ äëÿ ñëó÷àåâ áëàãîïðèÿòíî�ãî è óìåðåííîãî íåáëàãîïðèÿòíîãî ãðàäèåíòîâ äàâ�ëåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî(1� �=Æ�)=
 = G2(
) +O(��2): (6.23)Ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå âìå�ñòå ñ ðàñ÷åòíîé êðèâîé ïîñòðîåíû íà ðèñ. 13.Çäåñü òàêæå èìååòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñîâà�

íèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ðàñ÷åòíûõ äàííûõ, à íàè�áîëåå òî÷íûå èçìåðåíèÿ [19℄ î÷åíü áëèçêè ê ðàñ÷åòó.Òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è èíòåãðàëüíûåïàðàìåòðû ðàñòóò ëèíåéíî ïî äëèíå ïëàñòèíû.Èç (2.13), (6.1), (6.18) è (6.23) ñëåäóþò �îðìóëû�x = (
0 � 1)

0p�'(1) [1 +O(��2)℄;Æ�x = (1� 1=
0)
2[1 +O(��2)℄;�x = �1� 1
0�
2(1� 
G2)[1 +O(��2)℄: (6.24)Ïðàâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé (6.24) çàâèñÿò îò ïàðà�ìåòðà ïîäîáèÿ 
 è ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî çíà÷å�íèÿì �óíêöèé, êîòîðûå ïîñòðîåíû íà ðèñ. 3 è 13.Êàê âèäíî íà ðèñ. 14, ðàñ÷åòíûé íàêëîí ïðÿìûõ,çàäàþùèõ òîëùèíû âûòåñíåíèÿ è ïîòåðè èìïóëüñà,ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ äàííûìè èçìå�ðåíèé [19℄.�àññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå, êàê ñêàçàíî âûøå,ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè îòíîñèòåëüíîéòîëùèíû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò�ñÿ ïî ïåðâîé �îðìóëå (6.24). Íàèáîëüøåå çíà÷åíèåýòîé âåëè÷èíû ñîãëàñíî ðàñ÷åòàì äîñòèãàåòñÿ ïðè
 = 
� è ñîñòàâëÿåò 0:09, ÷òî âïîëíå ïðèåìëåìî.1077
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�èñ. 9. Äàííûå èçìåðåíèé ñêîðîñòè (à,â) è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ (á,ã) èç ðàáîòû [9℄ è ðàñ÷åòíûå êðèâûå;
 = 0:063 (à,á ); 0:0911 (â,ã). Îáîçíà÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê ïðèâåäåíû â òàáëèöåÑîîòíîøåíèÿ (5.20), (2.13) è ïåðâîå ðàâåíñòâî(6.24) ñíîâà äàþò �îðìóëó (4.1). Ñîãëàñíî ýòîé �îð�ìóëå è âû÷èñëåííîìó âûøå çíà÷åíèþ 
�, îòðûâ íà�ñòóïàåò ïðè m� = �0:228. Çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿñòåïåíè m îò ïàðàìåòðà ïîäîáèÿ 
 äàíà íà ðèñ. 3.Äîêàæåì òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ1 + 2
1 + 
 � 11 + � = 
G2(
) +O(��2=3) (6.25)
äëÿ âñåõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ. Ïðè áëàãîïðèÿòíîìè óìåðåííîì íåáëàãîïðèÿòíîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿîáå ÷àñòè (6.25) èìåþò ïîðÿäîê ��1. Ëåâàÿ � íàîñíîâàíèè (4.1), (4.7), ïðàâàÿ � ïîñêîëüêó â ýòîìñëó÷àå 
 = O(��1). Â ïðåäîòðûâíîì ðåæèìå ïðè
 = O(1) âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (6.25) èìå�åò ïîðÿäîê ��2, è ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó(6.5). Äëÿ ïåðåõîäíîãî ðåæèìà ñ ñèëüíûì íåáëàãî�ïðèÿòíûì ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ ýòî ñîîòíîøåíèå íà1078
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�èñ. 10. Äàííûå èçìåðåíèé ïðî�èëåé ñêîðîñòè (à) è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ (á ) èç ðàáîòû [19℄ è ðàñ÷åòíûåêðèâûå äëÿ 
 = 0:076. Îáîçíà÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê ïðèâåäåíû â òàáëèöå

�èñ. 11. Äàííûå èçìåðåíèé íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé �åéíîëüäñà â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ (6.21) èç ðàáîòû [19℄. Îáî-çíà÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê ïðèâåäåíû â òàáëèöåîñíîâàíèè (5.3) è (5.26) äàåò ðàâåíñòâî (5.18).Òàêèì îáðàçîì, ñâÿçàííûé ñ 
 �îðìóëîé (4.1)ïîêàçàòåëü ñòåïåíè m â îáùåì ñëó÷àå âûðàæàåòñÿ÷åðåç äâà ïàðàìåòðà ïîäîáèÿ, � è 
. Èìåþùèåñÿ ýêñ�ïåðèìåíòàëüíûå äàííûå (çíà÷åíèå m óêàçàíî íå âîâñåõ ðàáîòàõ, ñì. òàáëèöó) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 15è õîðîøî ñîîòâåòñòâóþò ðàñ÷åòíîé êðèâîé. Òåïåðü
ÿñíî, ïî÷åìó ïðè íåáëàãîïðèÿòíîì ãðàäèåíòå äàâ�ëåíèÿ �îðìóëà (1.3) íå îïèñûâàåò ðåçóëüòàòû èçìå�ðåíèé. Ýòà �îðìóëà ðàâíîñèëüíà (6.25) òîëüêî ïðè
 = 0.Èç âûðàæåíèÿ (6.25) è ñîîòíîøåíèé (4.1), (6.23)ñëåäóåò, ÷òî m ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê �óíêöèþ �è �îðìïàðàìåòðà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ1079
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�èñ. 12. Äàííûå èçìåðåíèé ïðî�èëåé íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé �åéíîëüäñà â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ (6.21) èç ðàáî-òû [9℄ ïðè 
 = 0:063 è ðàáîòû [19℄ ïðè 
 = 0:076. Îáîçíà÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê ïðèâåäåíû â òàáëèöå

�èñ. 13. Ôîðìïàðàìåòð ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ðàñ÷åò-íàÿ êðèâàÿ è äàííûå èçìåðåíèé: I � [2℄, J � [25℄,H � [26℄, îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ � êàê íà ðèñ. 2m = 1 + � � Æ�=�(1� �)Æ�=� � 2(1 + �) : (6.26)Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [27℄,îòëè÷àåòñÿ îò (6.26) è, êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ, õóæåîïèñûâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå.6.3. �ðàäèåíòíûé ïîäñëîé è ñðàùèâàíèå 
ðåøåíèåì â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòèÂâåäåì ïåðåìåííóþ � ïî �îðìóëå� = � + k ln �; (6.27)
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�èñ. 14. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå [19℄ è ðàñ÷åòíîå ðàñ-ïðåäåëåíèÿ òîëùèí âûòåñíåíèÿ (�) è ïîòåðè èì-ïóëüñà (�) ïî äëèíå ïëàñòèíû
ãäå êîý��èöèåíò k áóäåò îïðåäåëåí íèæå.Ñîîòíîøåíèÿ (5.9), (5.17) ïðè ! � �2=3 äàþò òîë�ùèíó ãðàäèåíòíîãî ïîäñëîÿ ïîðÿäêà ��2. Áóäåì èñ�1080



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Àâòîìîäåëüíûé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :

�èñ. 15. Ñâÿçü ìåæäó ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè m è ïà-ðàìåòðàìè � è 
. Îáîçíà÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõòî÷åê � êàê íà ðèñ. 2 è 13êàòü ðåøåíèå â âèäå� = ��2M�0; � ��(�; �)
0p�'(1) == �D + ��1pN(1)h(�0) +O(��2): (6.28)Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (6.4), (6.28) â óðàâíå�íèå (5.2) è ïðåäåëüíûé ïåðåõîä� !1; �0 = O(1)ñíîâà äàþò äëÿ �óíêöèè h óðàâíåíèå (4.12) è ãðà�íè÷íîå óñëîâèå (4.13) ïðè çíà÷åíèè ìàñøòàáàM = N(1)p�'(1)D(2� 
D) : (6.29)Àñèìïòîòèêà ïðî�èëÿ ñêîðîñòè íà ñòåíêå íàîñíîâàíèè (5.1), âòîðîãî ðàâåíñòâà (6.1) è ïðåäñòàâ�ëåíèé (6.28) è (4.14) èìååò âèäuue = 1� 
D + 
pN(1){� ��[ln � + 2 ln � � ln(4M) + 2 +O(��)℄+O(��2); � ! 0:Ýòî ñîîòíîøåíèå, ñâÿçü ìåæäó âíåøíèìè è âíóòðåí�íèìè ïåðåìåííûìèln y+ = ln � + � + k ln � + lnr
f2

è ëîãàðè�ìè÷åñêèé çàêîí (3.5) äàþò óñëîâèå ñðàùè�âàíèÿ1{r
f2 �ln � + � + k ln � + lnr
f2 + C� == 1�
D+
pN(1){� [ln �+2 ln �� ln(4M)+2℄ ++O(��2): (6.30)Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè ln �, áóäåì èìåòür
f2 = 
pN(1)� +O(��2): (6.31)Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êîý��èöèåíò òðåíèÿ íà ñòåíêåâ ïðåäîòðûâíîì òå÷åíèè íóæíî èñêàòü â âèäår
f2 = t1��1 �1 + t2��1 +O(��2)� ; (6.32)ãäå êîý��èöèåíòû t1 è t2 ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðàçëîæåíèÿ â (6.30) è (6.31) äàåòk = 3 è t1 = {(1� 
D);t2 = ln D(2� 
D)4t1N(1)p�'(1) + 2� C;N(1) = � t1
�2 : (6.33)Çäåñü ó÷òåíî ïðåäñòàâëåíèå (6.29).Êàê âèäíî èç âûðàæåíèé (6.32), (6.33), ïî ìåðåóâåëè÷åíèÿ 
 òðåíèå íà ñòåíêå ïàäàåò è ïðè âûïîë�íåíèè óñëîâèÿ (6.7) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðè ýòîì ïà�ðàìåòðû 
 è m ðàñòóò (ñì. ðèñ. 3); ýòî îçíà÷àåò, ÷òîïîãðàíè÷íûé ñëîé ñòðåìèòñÿ ê îòðûâó â ñèòóàöèè,êîãäà ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ñíèæàåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ áî�ëåå áëàãîïðèÿòíûì.6.4. Óòî÷íåíèå óñëîâèÿ îòðûâàÏîëó÷åííîå âûøå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïîãðàíè÷�íîãî ñëîÿ ìîæíî óòî÷íèòü, ó÷òÿ â ñëåäóþùåìïðèáëèæåíèè ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå�íèÿ (2.11) èëè óðàâíåíèÿ (5.2), ñîäåðæàùèå íîð�ìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ �åéíîëüäñà. Ìû óòî÷íèì êðè�òè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà 
0, äëÿ êîòîðîãî òàêàÿïîïðàâêà íàèáîëåå ñóùåñòâåííà.Ñîõðàíÿÿ â (6.4) ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå íîðìàëü�íûå íàïðÿæåíèÿ, äëÿ ïàðàìåòðà 
0 ïîëó÷èì âûðà�æåíèå 
0 = 
(G2 +H2)� 12� 
(G2 �H2) ; (6.34)1081
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�èñ. 16. Ïðî�èëè îòíîøåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà �åéíîëüäñà â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïðè íåáëàãîïðèÿòíîì ãðàäèåíòåäàâëåíèÿ ïî äàííûì èçìåðåíèé èç ðàáîò [9℄ (à) è [19℄ (á ); ñïëîøíûå êðèâûå � ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå [30℄ïðè íóëåâîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ. Îáîçíà÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê ïðèâåäåíû â òàáëèöå
H2 = 1Z0 (�'00)2[�'(1)℄3=2S(1; �;m) �� T (1; �;m) d�; T = hv02i � hu02ihu0v0i : (6.35)Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îòíîøåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà�åéíîëüäñà T , èìåþùåå âî âíåøíåé îáëàñòè ïîðÿ�äîê åäèíèöû. Ïðî�èëè ýòîé âåëè÷èíû ïî äàííûìèçìåðåíèé [9, 19℄ è ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî�âàíèÿ [30℄ ïîñòðîåíû íà ðèñ. 16. Â àâòîìîäåëüíîìïîãðàíè÷íîì ñëîå âåëè÷èíà T , òàê æå, êàê ïóòü ñìå�øåíèÿ, ñëàáî çàâèñèò îò ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ: ýêñïå�ðèìåíòàëüíûå òî÷êè íà ðèñ. 16à, ïîëó÷åííûå ïðè� = 1:89, 7:27, 61:6, è íà ðèñ. 16á, ïîëó÷åííûå ïðè� � 21, ïðàêòè÷åñêè îïèñûâàþò îäíó êðèâóþ, êîòî�ðàÿ, ê òîìó æå, ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ðåçóëüòàòà ïðÿ�ìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ ïðè íóëåâîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ. Äëÿ âû÷èñëå�íèÿ èíòåãðàëà (6.35) èñïîëüçîâàëèñü ïðî�èëü âåëè�÷èíû T , àïïðîêñèìèðîâàííûé ïî äàííûì, ïðåäñòàâ�ëåííûì íà ðèñ. 16, è ðàñ÷åòíûé ïðî�èëü êàñàòåëüíî�ãî íàïðÿæåíèÿ ïðè 
 = 
�. �åçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿîöåíêà H2 � 0:25. Ýòà âåëè÷èíà äåéñòâèòåëüíî ñî�ñòàâëÿåò âñåãî 4% îò ïàðàìåòðà G2, êîòîðûé â ýòîìñëó÷àå ðàâåí 6:37. Ïî �îðìóëå (6.34) ïîëó÷èì
� = �0:275 (m� = �0:216);

÷òî ëó÷øå ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàí�íûì [9, 19℄ (ñì. òàáëèöó). Ñëåäóåò, îäíàêî, çàìåòèòü,÷òî îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷å�ñêè ñòðîãîé, ïîñêîëüêó â �îðìóëó (6.34) ïîäñòàâëå�íû çíà÷åíèÿ 
� è G2, ïîëó÷åííûå èç ïåðâîãî ïðè�áëèæåíèÿ.Ïðè âûâîäå óñëîâèÿ çàìûêàíèÿ (2.4) ìû ïðåäïî�ëàãàëè, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå àâòîìîäåëüíîå òå÷åíèåïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè �, B èm. Âûÿñíèëîñü, îäíàêî, ÷òî ýòî íå ñîâñåì òàê. Âîïðåäåëåííîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòå�ïåíè m ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ àâòîìîäåëüíûõòå÷åíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ S(1; �;m) â îá�ùåì ñëó÷àå äâóçíà÷íà ïîm è èìååò òî÷êó âåòâëåíèÿïðè m = �1=3. Õîòÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, âûïîë�íåííûõ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòà �óíêöèÿ âîîáùåíå çàâèñèò îò m, õîðîøî ñîîòâåòñòâóþò ýêñïåðèìåí�òàëüíûì äàííûì äëÿ âñåõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ.7. ÎÁ�ÀÙÅÍÈÅ Ò�ÅÍÈß Â ÍÓËÜÂ ïðåäîòðûâíîì òå÷åíèè ñîãëàñíî ñîîòíîøåíè�ÿì (6.32), (6.33) êîý��èöèåíò òðåíèÿ èìååò òîò æåïîðÿäîê âåëè÷èíû O(��2), ÷òî ïðè áëàãîïðèÿòíîìè óìåðåííîì íåáëàãîïðèÿòíîì ãðàäèåíòàõ äàâëåíèÿ(ñì. ðàâåíñòâî (4.16)). Ïîýòîìó îñòàåòñÿ â ñèëå è ëî�ãàðè�ìè÷åñêèé çàêîí (3.5), ÷òî ïîëíîñòüþ ïîäòâåð�1082



ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014 Àâòîìîäåëüíûé òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé : : :æäàþò, íàïðèìåð, ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èç ðà�áîòû [19℄, êîòîðûå ïîëó÷åíû êàê ðàç äëÿ ïðåäîò�ðûâíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ. �åøåíèå (6.32) ñòàíîâèò�ñÿ íåïðèãîäíûì, êîãäà 
 ! 
� è òðåíèå íà ñòåí�êå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò. å òîëüêî ïðè îäíîì çíà÷å�íèè m = m�. Óñëîâèå (2.5) âåðíî äëÿ âñåõ m 6= m�.Ñëåäîâàòåëüíî, ïî íåïðåðûâíîñòè îíî âåðíî è ïðèm = m�. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå çàìûêàíèÿ (2.4) èðàâåíñòâî (2.6) ñïðàâåäëèâû âñåãäà, â òîì ÷èñëå ïðèîáðàùåíèè òðåíèÿ íà ñòåíêå â íóëü.7.1. Ïðèñòåíî÷íàÿ îáëàñòüÂâåäåì â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè íîâûå ïåðåìåí�íûå ïî �îðìóëàìy� = yup� ; u� = uup ;up = (��ueu0e)1=3 = ueRe�1=3p : (7.1)Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (7.1) â óðàâíåíèå (3.2) èïðåäåëüíûé ïåðåõîäRep !1; y� = O(1)äàþò äëÿ ïåðâîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿu� = U�(y�) +O �Re��p � ; � > 0 (7.2)îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå�y� dU�dy� �2 Si(Re) + dU�dy� = � + y�;Re = y2� dU�dy� ; U�(0) = 0; (7.3)êîòîðîå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ïîäîáèÿ� = 
f2 Re2=3p : (7.4)Êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (7.3), òåïåðü ïðèñòåíî÷íàÿîáëàñòü íå ÿâëÿåòñÿ ñëîåì ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ.Â óðàâíåíèÿ (7.3) è (3.4) âõîäèò îäíà è òà æå �óíê�öèÿ Si. Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäåy2� dU�dy� = Re; Re2 Si(Re) +Re = y2�(� + y�);y2+ dU+dy+ = Re; Re2 Si(Re) +Re = y2+:Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâîdU�dy� = (� + y�)U 0+ �y�p� + y� � ; (7.5)
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�èñ. 17. Ïðî�èëè ñêîðîñòè â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòèäëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïîäîáèÿ �êîòîðîå ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ïðî�èëè ñêîðîñòè âïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ âáëèçèòî÷êè îòðûâà ïî èçâåñòíîìó ïðî�èëþ ñêîðîñòè ïðèíóëåâîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ. Äëÿ çàäàíèÿ ïîñëåäíå�ãî èñïîëüçîâàëèñü äàííûå ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäå�ëèðîâàíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà ïëàñòèíå [30℄ è íà�ïîðíîãî òå÷åíèÿ â ïëîñêîì êàíàëå [31℄, êîòîðûå äà�þò áëèçêèå ðåçóëüòàòû. Ïðî�èëè ñêîðîñòè äëÿ ðàç�íûõ çíà÷åíèé òðåíèÿ íà ñòåíêå ïîêàçàíû íà ðèñ. 17.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èçâåñòíóþ àñèìïòîòèêó�óíêöèè U+ íà ñòåíêå [4℄U+(y+) = y+ +O(y4+); y+ ! 0;è ëîãàðè�ìè÷åñêèé çàêîí (3.5), èç (7.5) äëÿ ïðî�è�ëÿ ñêîðîñòè ïîëó÷èì� 6= 0 : U� = �y� + 12y2� +O �y4�� ;� = 0 : U� = 12y2� +O �y13=2� � ; y� ! 0;U� = 2{py�+E(�)+y��� ; y� !1; � > 0; (7.6)E(�) = 1Z0 �(� + y)U 0+ �yp� + y �� 1{py� dy:Ïðè âûâîäå àñèìïòîòèêè (7.6), êðîìå òîãî, ïðè�øëîñü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â �îðìóëå (3.5) � > 1=3.1083



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014Òàêèì îáðàçîì, íà âíåøíåé ãðàíèöå ïðèñòåíî÷íîéîáëàñòè ïðî�èëü ñêîðîñòè âåäåò ñåáÿ êàê êîðåíüêâàäðàòíûé èç ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè (ñì. ðèñ. 17),ïðè÷åì êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè èçâåñòåíè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ÷åðåç ïîñòîÿííóþ Êàðìàíà.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòèêè �óíêöèè E ïðè� !1 ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõy� = y+p� ; U� = p� U+ (7.7)è ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (7.3) ê âèäó�y+ dU+dy+ �2 Si(Re) + dU+dy+ = 1 + ��3=2y+;U+(0) = 0: (7.8)Â ïðåäåëå ïðè � !1; y+ = O(1)ïîëó÷èì óðàâíåíèå (3.4). Òåïåðü íóæíî ðàññìîòðåòüîáëàñòü, â êîòîðîéy+ = �3=2Y; U+ = 3 ln �2{ +V (Y ); Y = O(1): (7.9)Èç óñëîâèÿ ñðàùèâàíèÿ ñ àñèìïòîòèêîé (3.5) áóäåìèìåòü V ! 1{ (lnY + C); Y ! 0: (7.10)Ïîäñòàâëÿÿ (7.9) â óðàâíåíèå (7.8) è ïåðåõîäÿ ê ïðå�äåëó � !1; 1=Y = O(1);ïîëó÷èì óðàâíåíèå{Y dVdY = p1 + Y ;ðåøåíèå êîòîðîãî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (7.10),èìååò âèäV = 1{ h2p1 + Y + lnY �� 2 ln�1 +p1 + Y �+ C + 2 ln 2� 2i : (7.11)Ñîïîñòàâëÿÿ (7.11) è (7.6) ïðè ó÷åòå (7.7) è (7.9),ïîëó÷èìE(�) = p�{ �32 ln � + C + 2 ln 2� 2 +K(�)� ;K(1) = 0: (7.12)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè � = 0 áóäåì èìåòüE(0) = 23 1Z0 �U 0+(y)� 1{y� y1=3dy:×èñëåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà E(0) � 2:0.

7.2. Ñðàùèâàíèå ñ ðåøåíèåì âî âíåøíåéîáëàñòèÑîãëàñíî (7.4),
f = 2� Re�2=3p : (7.13)Èç âûðàæåíèé (6.28)�(6.32) è ïåðâîãî ñîîòíîøå�íèÿ (6.33) ïîëó÷èì, ÷òî ïðè òàêîì çíà÷åíèè òðåíèÿíà ñòåíêå òîëùèíà ãðàäèåíòíîãî ïîäñëîÿ èìååò ïî�ðÿäîê �Re�2=3p . Ñîãëàñíî (7.1) ïîðÿäîê òîëùèíûïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè � �Re1=3p R�1� . Ýòî âåëè÷èíûîäíîãî ïîðÿäêà, ïîñêîëüêó íà îñíîâàíèè ñîîòíîøå�íèé (5.22), (6.1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîR� = 
Repp�'(1) : (7.14)Òàêèì îáðàçîì, ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ òðåíèÿ íà ñòåí�êå ãðàäèåíòíûé ïîäñëîé ïîãðóæàåòñÿ â ïðèñòåíî÷�íóþ îáëàñòü, à ëîãàðè�ìè÷åñêèé ïîäñëîé èñ÷åçàåò.Ïàðàìåòð ïîäîáèÿ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ñâîåãîêðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíâ âèäå
 = 
� + a(�)Re�1=3p +O �Re�2=3p � : (7.15)Îòñþäà è èç âûðàæåíèÿ (6.20) ñëåäóåò, ÷òî âî âíåø�íåé îáëàñòè ïðî�èëü ñêîðîñòè îïèñûâàåòñÿ óíèâåð�ñàëüíîé êðèâîéuue = 1 + 
�'0(�;
�)p�'(1;
�) :Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (6.16), (6.17), âî âíåø�íåì ðåøåíèè àñèìïòîòèêà ñêîðîñòè íà ñòåíêå èìååòâèäuue = 1� 
D + 2
pD(2� 
D)�{[�'(1)℄1=4 ++O(�); � ! 0: (7.16)Âûïîëíèì àñèìïòîòè÷åñêîå ñðàùèâàíèå ðåøåíèéäëÿ âíåøíåé è ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòåé, èñïîëüçóÿàñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ (7.16) è (7.6) èñâÿçü ìåæäó âíóòðåííèìè è âíåøíèìè ïåðåìåííû�ìè y� = 
�Re2=3pp�'(1;
) ; u� = uue Re1=3p ; (7.17)êîòîðàÿ ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (7.1) è (7.14). Ñó÷åòîì âûðàæåíèé (6.15) è (7.15) àñèìïòîòè÷åñêîåïðåäñòàâëåíèå (7.16) âî âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ çà�ïèñûâàåòñÿ â âèäåu� = �k�a(�) + 2{py� + : : :1084
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�èñ. 18. �àñ÷åòíàÿ êðèâàÿ, çàäàþùàÿ ðàñïðåäåëå-íèå òðåíèÿ íà ñòåíêåÑðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ (7.6) è (7.2), ïîëó÷èìa(�) = �k�1� E(�):Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (7.15),(6.19), (7.4), ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåk�1� E(�) = (
� � 
)Re1=3p +O �Re�1=3p � : (7.18)Ñîîòíîøåíèå (7.18) çàäàåò ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðà�ìè ïîäîáèÿ � è 
 è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí òðå�íèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ. Ñîîò�âåòñòâóþùàÿ ðàñ÷åòíàÿ êðèâàÿ äàíà íà ðèñ. 18.Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (7.18), òðåíèå íà ñòåíêå îá�ðàùàåòñÿ â íóëü ïðè
 = 
� �E(0)k�1� Re�1=3p +O �Re�2=3p � ;E(0)=k� = 0:21: (7.19)Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ 
0 è m èìåþò âèä
0 = 
� + bRe�1=3p +O �Re�2=3p � ;m = 
�1� 
� + bRe�1=3p(1� 
�)2 +O �Re�2=3p � ;b = �E(0)k� d
0d
 ����
=
� = �0:65:Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå çàäàåò ëèíèþ îòðûâà, ïîêà�çàííóþ íà ðèñ. 2. Ìåæäó ýòîé ëèíèåé è ãðàíèöåéîáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ íà

ðèñ. 2 ëåæèò îáëàñòü, â êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ ïðåäîò�ðûâíûé ðåæèì òå÷åíèÿ. Ýòó îáëàñòü ìîæíî íàçâàòüîáëàñòüþ ãèñòåðåçèñà, ïîñêîëüêó â íåé âîçìîæíîòàêæå òå÷åíèå ïðè óìåðåííîì è ñèëüíîì íåáëàãî�ïðèÿòíîì ãðàäèåíòàõ äàâëåíèÿ.Ñîîòíîøåíèå (7.19) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñ èçâåñò�íûì êðèòåðèåì îòðûâà òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íî�ãî ñëîÿ, ïðåäëîæåííûì �. Ì. Áàì-Çåëèêîâè÷åì (ñì.,íàïðèìåð, [29℄), êîòîðûé â èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷å�íèÿõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
 � 0:12; (7.20)ãäå çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé âçÿòî èç îïûòîâ. Ñîîòíîøå�íèå (7.19) ïðåäëàãàåò ïîïðàâêó äëÿ êðèòåðèÿ (7.20)íà êîíå÷íîå ÷èñëî �åéíîëüäñà. �àñõîæäåíèå ÷èñ�ëåííûõ çíà÷åíèé òåîðåòè÷åñêîé ðàñ÷åòíîé âåëè÷è�íû 
� è ýìïèðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé (7.20) ñîñòàâëÿ�åò 30%. 8. ÇÀÊÎÍ Ò�ÅÍÈßÂ ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâàR� = 1p�f(1; 
0)
f=2 �� exp" {p
f=2 +A� C +O �p
f �# ; (8.1)êîòîðîå, ïî ñóùåñòâó, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçâåñòíóþ�îðìóëó Êàðìàíà [20℄, ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåä�ñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ðàçëîæåíèÿ (4.16). Èñïîëü�çóÿ ðàâåíñòâî (8.1) è ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [12℄ âûðà�æåíèÿ äëÿ òîëùèíû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è �óíêöèè� (�îðìóëû (5.3) è (5.1), ñîîòâåòñòâåííî), ïîëó÷èìRÆ� =r 1 + 
01 + 2
0 �� exp" {p
f=2 +A� C +O �p
f �# ; (8.2)ãäå RÆ� � ÷èñëî �åéíîëüäñà, îáðàçîâàííîå ïî òîë�ùèíå âûòåñíåíèÿ. Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåä�ñòàâëåíèå (4.15) è âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà 
0(4.7), ñîîòíîøåíèå (8.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåRÆ� = D02 (1+�)3=2 exp" {p
f=2�{D0p1+� ++ �� 11 + ��+ 2� C +O �p
f � # : (8.3)1085
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�èñ. 19. Âõîäÿùèå â çàêîí òðåíèÿ óíèâåðñàëüíûå �óíêöèè � (à) è 
D (á ) ïî äàííûì ðàñ÷åòà è èçìåðåíèé: Æ �[32℄, M � [33℄, � � [34℄, îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ � êàê íà ðèñ. 2 è 13Ýòî ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâÿçü ìåæäó òðåíèåìíà ïîâåðõíîñòè, ÷èñëîì �åéíîëüäñà è ïðîäîëüíûìãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ, êîãäà ïîñëåäíèé èìååò îòðè�öàòåëüíóþ èëè íåáîëüøóþ ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷è�íó, ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ �óíêöèè îäíîéïåðåìåííîé �. �åæèìó ñ ñèëüíûì íåáëàãîïðèÿòíûìãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ, êîãäà � ! 1, ñîîòâåòñòâóåò�(0) = 0; ïðè íóëåâîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ�(1) = {D0 � ln D02 +A(0);ìàêñèìàëüíîìó ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îòðèöà�òåëüíîìó ãðàäèåíòó äàâëåíèÿ òàêæå îòâå÷àåò íåêî�òîðîå êîíå÷íîå çíà÷åíèå óíèâåðñàëüíîé �óíêöèè�(3=2), äîñòèãàåìîå ïðè � = �1=3.Ôóíêöèÿ �, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðî�âàíèÿ óðàâíåíèÿ (4.4), ïîñòðîåíà íà ðèñ. 19à. Ååýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ, âû÷èñëåííûå èç ñîîò�íîøåíèÿ (8.3) ïî ÷èñëó �åéíîëüäñà, êîý��èöèåíòóòðåíèÿ è ïàðàìåòðó Êëàóçåðà, â öåëîì óäîâëåòâîðè�òåëüíî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòà.Àíàëîãè÷íî èç óñëîâèÿ ñðàùèâàíèÿ (6.30) ñ ó÷å�òîì ñîîòíîøåíèé (6.32) è (6.33) áóäåì èìåòüRe� = 
2D(
)[2� 
D(
)℄4(
f=2)3=2p�'(1) �� exp"{[1� 
D(
)℄p
f=2 + 2� C +O �p
f �# :Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (6.18),ïîëó÷èì çàêîí òðåíèÿ äëÿ ïðåäîòðûâíîãî ðåæèìàòå÷åíèÿ:

ReÆ� = 
3D(
)[2� 
D(
)℄4(
f=2)3=2 �� exp"{[1� 
D(
)℄p
f=2 + 2� C +O �p
f �# ; (8.4)â êîòîðûé òàêæå âõîäèò îäíà óíèâåðñàëüíàÿ �óíê�öèÿ 
D(
). Ýòó �óíêöèþ ìîæíî âûðàçèòü èç (8.4),ïðåäñòàâèâ åå â âèäå ðàçëîæåíèÿ
D(
) = 1� P + 1{r
f2 �ln 1� P 24 + 2� C�++O(
f ); (8.5)P = 1{r
f2 ln ReÆ�p
f=21 + � ! :Ñîîòíîøåíèå (8.5) äàåò äðóãóþ �îðìóëèðîâêó çàêî�íà òðåíèÿ äëÿ ïðåäîòðûâíîãî ðåæèìà òå÷åíèÿ. Ýêñ�ïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè 
D(
), êîòîðûåâû÷èñëåíû èç ñîîòíîøåíèÿ (8.5), âìåñòå ñ ðàñ÷åòíîéêðèâîé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 19á. Ýêñïåðèìåíòàëü�íûå òî÷êè ëåæàò íåñêîëüêî íèæå òåîðåòè÷åñêîé êðè�âîé, îäíàêî â öåëîì òàêæå óäîâëåòâîðèòåëüíî ñ íåéñîãëàñóþòñÿ.Òðè ñîîòíîøåíèÿ (8.3), (8.4) è (7.18), êîòîðûåñïðàâåäëèâû äëÿ ðàçíûõ ðåæèìîâ òå÷åíèÿ, ìîæíîîáúåäèíèòü â îäèí óíèâåðñàëüíûé çàêîí òðåíèÿReÆ� = 
3D(
)[2�
D(
)℄4(
f=2)3=2 exp"{[1�
D(
)℄p
f=2 ++ �� 11 + ���K(�) + 2� C +O(��1)� : (8.6)1086
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�èñ. 20. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå (òåìíûå ñèìâîëû) èðàñ÷åòíûå (ñâåòëûå ñèìâîëû) çíà÷åíèÿ êîý��èöè-åíòà òðåíèÿ. Îáîçíà÷åíèÿ � êàê íà ðèñ. 2 è 13Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðè � = O(1) è 
 = O(��1) ñîâ�ïàäàåò ñ (8.3) â ñèëó ðàâåíñòâà D(0) = D0, à ïðè
 = O(1) è 1=� = O(��1) ñîâïàäàåò ñ (8.4) â ñèëóðàâåíñòâà �(0) = 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ �óíêöèÿ K ìà�ëà è åþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ýòà �óíêöèÿ íà÷èíàåòèãðàòü ðîëü, åñëè � = O(1). Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøå�íèÿ (7.18)1� 
D(
) = E(�)Re�1=3p +O �Re�2=3p � :Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå âìåñòå ñ ðàâåí�ñòâîì (7.13) â �îðìóëó (8.6) è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëóïðè Rep ! 1, íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèèK (7.12) ïîëó÷èì òîæäåñòâî.Íà ðèñ. 20 ðàññ÷èòàííûå ïî �îðìóëå (8.6) çíà�÷åíèÿ òðåíèÿ íà ñòåíêå äëÿ ñëó÷àÿ íåáëàãîïðè�ÿòíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ñîïîñòàâëåíû ñ ýêñïå�ðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Âèäíî, ÷òî ïðè óìåðåí�íîì íåáëàãîïðèÿòíîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ (äàííûåðàáîò [9; 23; 24℄), �îðìóëà (8.6) äàåò ðåçóëüòàòû,î÷åíü áëèçêèå ê èçìåðåíèÿì (ðàçëè÷èå íå ïðåâû�øàåò íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ), õîòÿ ýòè æå äàííûåíà ðèñ. 19à ãîðàçäî áîëüøå ðàñõîäÿòñÿ ñ ðàñ÷åòíîéêðèâîé. Çäåñü ñêàçûâàåòñÿ ïðåèìóùåñòâî ïðåäñòàâ�ëåíèÿ (8.6), êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ðåæèìîâòå÷åíèÿ, ïåðåä ñîîòíîøåíèåì (8.3), êîòîðîå ïðèãîä�íî òîëüêî äëÿ îäíîãî ðåæèìà. Èíûìè ñëîâàìè, �îð�ìóëà (8.6) ïîçâîëÿåò ó÷åñòü âëèÿíèå ïàðàìåòðà ïî�äîáèÿ 
 íà òå÷åíèå ïðè óìåðåííîì íåáëàãîïðèÿò�íîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ. Äëÿ ïðåäîòðûâíîãî ðåæè�ìà (äàííûå ðàáîò [9; 19; 22; 26℄) ðàñ÷åòíûå è ýêñïå�

ðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàñõîäÿòñÿ ãîðàçäî áîëüøå(äî 30%). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òî÷íîñòü �îðìó�ëû (8.6) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòà òðåíèÿî÷åíü ñèëüíî çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ �óíêöèè 1�
Dïðè 
 áëèçêîì ê 
� è îò ñàìîãî êðèòè÷åñêîãî çíà�÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïîäîáèÿ.9. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÄëÿ òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñî ñòåïåí�íûì ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêàñóùåñòâóþò ÷åòûðå àâòîìîäåëüíûõ ðåæèìà òå÷å�íèÿ. Ïðè áëàãîïðèÿòíîì è óìåðåííîì íåáëàãîïðèÿò�íîì ãðàäèåíòå äàâëåíèÿ (ïåðâûé ðåæèì) ïîãðàíè÷�íûé ñëîé èìååò îáû÷íóþ äâóõñëîéíóþ ñòðóêòóðó,òàêóþ æå êàê ïðè áåçãðàäèåíòíîì òå÷åíèè. Ïàðà�ìåòðîì ïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûé ïàðàìåòð ðàâ�íîâåñíîñòè Êëàóçåðà �.Ïðè ñèëüíîì íåáëàãîïðèÿòíîì ãðàäèåíòå äàâëå�íèÿ (âòîðîé ðåæèì) ïîãðàíè÷íûé ñëîé ñòàíîâèòñÿòðåõñëîéíûì. Íàä ëîãàðè�ìè÷åñêèì ïîäñëîåì âáëè�çè ñòåíêè îáðàçóåòñÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ îáëàñòü � ãðà�äèåíòíûé ïîäñëîé, â êîòîðîì êàñàòåëüíîå íàïðÿæå�íèå èçìåíÿåòñÿ ëèíåéíî. Âî âíåøíåé ÷àñòè ãðàäè�åíòíîãî ïîäñëîÿ ïðî�èëü ñêîðîñòè ïîä÷èíÿåòñÿ çà�êîíó êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Âî âíåøíåé îáëàñòè ïðî��èëü ñêîðîñòè â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ îïèñûâàåòñÿóíèâåðñàëüíîé (çàâèñÿùåé òîëüêî îò áåçðàçìåðíîãîðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè) �óíêöèåé. Ïàðàìåòðîì ïîäî�áèÿ ñëóæèò âåëè÷èíà! = (
f=2)1=6p1 + �:Â ýòîì ðåæèìå ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïîêàçàòåëÿñòåïåíè m ñóùåñòâóþò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ ñ ðàçíû�ìè çíà÷åíèÿìè òîëùèíû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è òðå�íèÿ íà ñòåíêå. Ïåðåõîä ñ îäíîé âåòâè ðåøåíèÿ íàäðóãóþ ïðîèñõîäèò ïðè âåëè÷èíå ïàðàìåòðà ïîäî�áèÿ ! � 0:67. Îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà ïîãðàíè÷íî�ãî ñëîÿ çàâèñèò îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû è óáû�âàåò âíèç ïî ïîòîêó ïðîïîðöèîíàëüíî (lnRex)�1 è(lnRex)�2=3 äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðåæèìà, ñîîòâåò�ñòâåííî.Òðåòüèì ÿâëÿåòñÿ ïðåäîòðûâíûé ðåæèì òå÷å�íèÿ, ïðè êîòîðîì ïîãðàíè÷íûé ñëîé ïî-ïðåæíåìóèìååò òðåõñëîéíóþ ñòðóêòóðó. Ýòà ñòðóêòóðà òàêî�âà, ÷òî ïðî�èëü ñêîðîñòè, ïîëó÷åííûé èç ðåøåíèÿäëÿ âíåøíåé îáëàñòè, óäîâëåòâîðÿåò íà ñòåíêå óñëî�âèþ ¾ïðîñêàëüçûâàíèÿ¿ è, êðîìå òîãî, ïîä÷èíÿåòñÿçàêîíó êâàäðàòíîãî êîðíÿ. Âåëè÷èíà ïðîñêàëüçûâà�íèÿ óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå ðîñòà ïàðàìåòðà ïîäîáèÿ
 =p�Æ�u0e=ue1087



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 146, âûï. 5 (11), 2014è îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè çíà÷åíèè 
� = 0:0911, êîòî�ðîìó îòâå÷àåò îòðûâ. Ïðåäîòðûâíûé ðåæèì � ýòîïîñëåäíèé ðåæèì òå÷åíèÿ, ïðè êîòîðîì ïðî�èëüñêîðîñòè èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêèé ó÷àñòîê.Ëîãàðè�ìè÷åñêèé ïîäñëîé ïîëíîñòüþ èñ÷åçàåòïðè ÷åòâåðòîì ðåæèìå òå÷åíèÿ, êîãäà òðåíèå íàñòåíêå ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëü. Åìó ïðèõîäèò íàñìåíó ïðîìåæóòî÷íàÿ îáëàñòü, â êîòîðîé ïðî�èëüñêîðîñòè ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó êâàäðàòíîãî êîðíÿ.Ïîãðàíè÷íûé ñëîé âíîâü ïðèîáðåòàåò äâóõñëîéíóþñòðóêòóðó. Âî âíåøíåé îáëàñòè ïðî�èëü ñêîðîñòè âïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ îïèñûâàåòñÿ îäíîé óíèâåðñàëü�íîé êðèâîé, ïîëó÷åííîé ïðè 
 = 
�. Ïàðàìåòðîìïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà� = Re2=3p 
f=2:�åøåíèå äàåò ïîïðàâêó ïîðÿäêà Re�1=3p äëÿ çíà÷å�íèÿ ïàðàìåòðà 
, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò îòðûâïîòîêà. Ïðè òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ðåæèìàõ òîëùèíàïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è èíòåãðàëüíûå ïàðàìåòðû â ïåð�âîì ïðèáëèæåíèè ëèíåéíî ðàñòóò ïî äëèíå, îäíàêîâñåãäà, âî âñåõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ, òðåíèå íà ñòåíêåíå ïîñòîÿííî è çàâèñèò îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû.Â ðåçóëüòàòå òî÷íîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿçàäà÷è óñòàíîâëåí õàðàêòåðíûé ìàñøòàá äå�åêòàñêîðîñòè âî âíåøíåé îáëàñòè (çàêîí äå�åêòà ñêî�ðîñòè), ñïðàâåäëèâûé äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ ðåæèìîâòå÷åíèÿ. �àññ÷èòàíû äâà ñåìåéñòâà áåçðàçìåðíûõïðî�èëåé ñêîðîñòè, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ � è
. Ñ�îðìóëèðîâàíû çàêîíû ïîäîáèÿ äëÿ ïðî�èëåéêîìïîíåíò òåíçîðà �åéíîëüäñà. Óñòàíîâëåí çàêîíòðåíèÿ, ñïðàâåäëèâûé âî âñåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, îò áëàãîïðèÿòíîãî äî âûçûâà�þùåãî îòðûâ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Â �îðìóëèðîâêóçàêîíà âõîäÿò òðè óíèâåðñàëüíûå �óíêöèè îò ïåðå�ìåííûõ �, 
 è � , ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàçàòåëü ñòåïå�íè m åñòü �óíêöèÿ äâóõ ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ � è 
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