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Îäíèì èç âàæíåéøèõ òðåáîâàíèé ê ôóíêöèîíèðîâàíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ðåàëüíîãî âðå-
ìåíè (ÂÑÐÂ) ÿâëÿåòñÿ ñîáëþäåíèå äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ âûïîëíåíèÿ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì. Ïðè
íàðóøåíèè äèðåêòèâíûõ ñðîêîâ, ÂÑÐÂ òåðÿåò ñâîþ ðàáîòîñïîñîáíîñòü. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò
ïðîáëåìà îáåñïå÷åíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè îöåíêè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì. Â
ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèé, â êî-
òîðûõ äëÿ îöåíêè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ
èìèòàöèîííûå ìîäåëè ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ äåòàëèçàöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü òðåáóåìóþ òî÷-
íîñòü îöåíêè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðîãðàìì. Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ñëåäóþùèõ êëàññîâ: ãåíåòè÷åñêèå è ýâîëþöèîííûå
àëãîðèòìû, àëãîðèòìû èìèòàöèè îòæèãà, àëãîðèòìû ñëó÷àéíîãî ïîèñêà, ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûå
àëãîðèòìû.

1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ áîðòîâûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ñèñòåì ðåàëüíîãî âðåìåíè (ÂÑÐÂ)
ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåë¼ííûìè. Â ðàáîòå [1] áûë
ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðàçðàáîòêå ðàñïðåäåëåííûõ
ïðîãðàìì äëÿ ÂÑÐÂ â ñðåäå èìèòàöèîííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì ïîøàãîâîé äåòàëèçàöèè
êîìïîíåíòîâ ïðîãðàììû è ìîäåëè àïïàðàòíûõ
ñðåäñòâ. Ñðåäà èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
äîëæíà ïîçâîëÿòü îïèñûâàòü ïðîãðàììû è
àïïàðàòíûå ñðåäñòâà ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ
äåòàëèçàöèè è âûïîëíÿòü îöåíêó íàèõóäøåãî
âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðîãðàìì. Êðîìå ýòîãî íà
êàæäîì óðîâíå äåòàëèçàöèè äîëæíû ðåøàòüñÿ
çàäà÷è ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ñâîéñòâ, êàê âñåé
ïðîãðàììû, òàê è åå îòäåëüíûõ êîìïîíåíò è
ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû.
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ðàç-

ðàáîòêå èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ
ðàñïèñàíèé, â êîòîðûõ äëÿ îöåíêè âðåìåíè âû-

ïîëíåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ïðîãðàìì ìîãóò èñïîëüçî-
âàòüñÿ èìèòàöèîííûå ìîäåëè ñ ðàçëè÷íîé ñòåïå-
íüþ äåòàëèçàöèè. Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå ïîä-
õîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ
èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ñëåäóþùèõ êëàññîâ:
ãåíåòè÷åñêèå è ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû, àëãî-
ðèòìû èìèòàöèè îòæèãà, àëãîðèòìû ñëó÷àéíîãî
ïîèñêà, ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû.

Â ðàçäåëå 2 îïðåäåëåíû ìîäåëü ïðèêëàäíîé
ïðîãðàììû, ìîäåëü ðàñïèñàíèÿ, óñëîâèÿ åãî
êîððåêòíîñòè è âðåìåííàÿ äèàãðàììà âûïîëíå-
íèÿ ðàñïèñàíèÿ. Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìîòðåíà
îáùàÿ ñõåìà èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ïî-
ñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèé; ñôîðìóëèðîâàíû çàäà÷è,
êîòîðûå íåîáõîäèìî ðåøèòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êîíêðåòíîãî àëãîðèòìà, è ðàññìîòðåíû íàèáîëåå
øèðîêî ïðèìåíÿåìûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ
èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ: ñõåìû ñëó÷àéíîãî
ïîèñêà (íåíàïðàâëåííûé ñëó÷àéíûé ïîèñê, íà-
ïðàâëåííûé ñëó÷àéíûé ïîèñê áåç ñàìîîáó÷åíèÿ,
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íàïðàâëåííûé ñëó÷àéíûé ïîèñê ñ ñàìîîáó÷å-
íèåì), ñõåìà èìèòàöèè îòæèãà, ãåíåòè÷åñêèå
è ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû. Â ðàçäåëå 4 äëÿ
àëãîðèòìîâ èñïîëüçóþùèõ ëèøü óíàðíûå îïå-
ðàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñïèñàíèÿ ââåäåíû
ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé è ñèñòåìà
îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñïèñàíèé, äëÿ
êîòîðîé äîêàçàíû åå ïîëíîòà è çàìêíóòîñòü â
ïðîñòðàíñòâå êîððåêòíûõ ðàñïèñàíèé; äîêàçàíî,
÷òî äëÿ äâóõ ëþáûõ êîððåêòíûõ ðàñïèñàíèé
ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïå-
ðàöèé, ïåðåâîäÿùàÿ îäíî ðàñïèñàíèå â äðóãîå,
òàêàÿ, ÷òî âñå ïðîìåæóòî÷íûå ðàñïèñàíèÿ
êîððåêòíû è ââåäåíà ìåòðèêà â ïðîñòðàíñòâå
êîððåêòíûõ ðàñïèñàíèé. Â ðàçäåëå 5 ïðèâåäåíû
ñòðàòåãèè ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ
ðàñïèñàíèÿ (êàêóþ îïåðàöèþ ïðèìåíÿòü, ê
êàêîé ðàáîòå, íà êàêóþ ïîçèöèþ â ðàñïèñàíèè
ïåðåìåùàòü ðàáîòó), êîòîðûå ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ øèðîêîãî êëàññà àðõèòåêòóð
ÂÑÐÂ. Â ðàçäåëå 6 ðàññìîòðåí ñïîñîá ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ðàñïèñàíèé, ïîçâîëÿþùèé èñïîëüçîâàòü
èçâåñòíûå îïåðàöèè ìóòàöèè è ñêðåùèâàíèÿ
äëÿ öåëî÷èñëåííîãî êîäèðîâàíèÿ ðåøåíèé;
äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå êîððåêòíîå ðàñïèñàíèå
ìîæåò áûòü çàäàíî ïðåäëîæåííûì ñïîñîáîì.
Â ðàçäåëå 7 ïðèâåäåí êðàòêèé àíàëèòè÷åñêèé
îáçîð èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ïàðàë-
ëåëüíûõ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ, â ðàçäåëå 8
ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí ìåòîä ðàñïàðàëëå-
ëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèé,
êîòîðûå èñïîëüçóþò ëèøü óíàðíûå îïåðàöèè
ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñïèñàíèé.

2. ÌÎÄÅËÜ ÏÐÈÊËÀÄÍÎÉ ÏÐÎÃÐÀÌÌÛ
È ÐÀÑÏÈÑÀÍÈß

Ìîäåëü ïðèêëàäíîé ïðîãðàììû. Â êà÷åñòâå ìî-
äåëè ïðèêëàäíîé ïðîãðàììû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé èíâàðèàíòà ïîâåäåíèÿ ïðî-
ãðàììû ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòàõ [2, 3]. Ñëåäóÿ
ýòèì ðàáîòàì, îáîçíà÷èì ïîâåäåíèå ïðîãðàììû
Bh(PR) è îïðåäåëèì Bh(PR) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: Bh(PR) =< S, {R�(PR)}, {R → (PR)} >,
ãäå S � ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ øàãîâ ïðî-
öåññîâ â äîïóñòèìîì äèàïàçîíå âõîäíûõ äàííûõ
ïðîãðàììû, {R → (PR)} � îòíîøåíèÿ, îïðåäå-
ëÿþùèå ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå øà-
ãîâ êàæäîãî ïðîöåññà, {R�(PR)} � îòíîøåíèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïðîöåññàìè.

Øàãè ïðîöåññà îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ âçàèìîäåéñòâèé ñ äðóãèìè ïðîöåññàìè.
Íàçîâåì ðàáî÷èì èíòåðâàëîì ïðîöåññà âíóòðåí-
íèå äåéñòâèÿ ïðîöåññà ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ñ äðóãèìè ïðîöåñ-
ñàìè. Êàæäûé ðàáî÷èé èíòåðâàë ïðîöåññà ïî ñó-
ùåñòâó ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñîîòâåòñòâóþùåãî
øàãà ïðîöåññà.
Äëÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü îäíó èç èñòîðèé ïîâåäåíèÿ ïðîãðàì-
ìû H(PR) ∈ Bh(PR) (ïîâåäåíèå ïðîãðàììû
äëÿ êîíêðåòíîãî íàáîðà âõîäíûõ äàííûõ). Äëÿ
H(PR) îòíîøåíèå {R → (PR)} ÿâëÿåòñÿ îòíî-
øåíèåì ïîëíîãî ïîðÿäêà, à ìíîæåñòâî S ñóæà-
åòñÿ äî ìíîæåñòâà øàãîâ, êîòîðûå äåëàþò ïðî-
öåññû äëÿ êîíêðåòíîãî íàáîðà âõîäíûõ äàííûõ.
H(PR) ìîæíî ïðåäñòàâèòü àöèêëè÷åñêèì îðè-

åíòèðîâàííûì ðàçìå÷åííûì ãðàôîì. Âåðøèíàì
P = {pi}N1

i=1 ∪ {pi}
N2
i=1 ∪ · · · ∪ {pi}

NK
i=1 ýòîãî ãðàôà

ñîîòâåòñòâóþò ðàáî÷èå èíòåðâàëû ïðîöåññîâ, äó-
ãàì ≺= {≺ik= (pi, pk)}(i,k)∈(1...N) � ñâÿçè, îïðå-
äåëÿþùèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ðàáî÷èìè èí-
òåðâàëàìè èç ìíîæåñòâà P (îïðåäåëÿþòñÿ îáú-
åäèíåíèåì îòíîøåíèé {R�(PR)}, {R→ (PR)}).
Ãäå {pi}

Nj

i=1 � ìíîæåñòâî ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ j-
ãî ïðîöåññà, Nj � ÷èñëî ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ â
j-îì ïðîöåññå, K � ÷èñëî ïðîöåññîâ â ïðîãðàììå
PR, N = N1 + N2 + · · · + NK � ìîùíîñòü ìíî-
æåñòâà P. ×åðåäîâàíèå ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ ðàç-
ëè÷íûõ ïðîöåññîâ, íàçíà÷åííûõ íà îäèí è òîò
æå ïðîöåññîð, äîïóñòèìî, åñëè íå íàðóøàåòñÿ ÷à-
ñòè÷íûé ïîðÿäîê, çàäàííûé îòíîøåíèåì ≺ . Îò-
íîøåíèå ≺ik ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: åñëè pi ≺ik pk, òî ðàáî÷èé èíòåðâàë pi, íåîá-
õîäèìî âûïîëíèòü äî íà÷àëà âûïîëíåíèÿ ðàáî-
÷åãî èíòåðâàëà pk. Íà ≺ íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ
àöèêëè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè. Êàæäàÿ âåð-
øèíà èìååò ñâîé óíèêàëüíûé íîìåð è ìåòêè:
ïðèíàäëåæíîñòè ðàáî÷åãî èíòåðâàëà ê ïðîöåñ-
ñó è âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ðàáî÷åãî èíòåð-
âàëà {wi}Ni=1 . Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ðàáî-
÷åãî èíòåðâàëà ïîçâîëÿåò îöåíèòü âðåìÿ âûïîë-
íåíèÿ ðàáî÷åãî èíòåðâàëà íà ïðîöåññîðå. Äóãà
îïðåäåëÿåòñÿ íîìåðàìè ñìåæíûõ âåðøèí è èìå-
åò ìåòêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ îáúåìó äàííûõ îá-
ìåíà {vik}(i,k)∈(1...N). Îáúåì äàííûõ îáìåíà äëÿ
êàæäîé ñâÿçè èç ïîçâîëÿåò îöåíèòü çàòðàòû âðå-
ìåíè íà âûïîëíåíèå âíåøíåãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ðàñïèñàíèå âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû îïðåäåëå-
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íî, åñëè çàäàíû: 1) ìíîæåñòâà ïðîöåññîðîâ è ðà-
áî÷èõ èíòåðâàëîâ, 2) ïðèâÿçêà, 3) ïîðÿäîê. Ïðè-
âÿçêà � âñþäó îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå ðà-
áî÷èõ èíòåðâàëîâ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ çàäàåò ðàñ-
ïðåäåëåíèå ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ ïî ïðîöåññîðàì.
Ïîðÿäîê çàäàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ è ÿâëÿ-
åòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíî-
æåñòâå ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèì
óñëîâèÿì àöèêëè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè. Îò-
íîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå ðàáî÷èõ èíòåð-
âàëîâ, ðàñïðåäåëåííûõ íà îäèí è òîò æå ïðîöåñ-
ñîð, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïîëíîãî ïîðÿäêà.
Ìîäåëü ðàñïèñàíèÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû

îïðåäåëèì ãðàôîì HP = ({SPi}i=(1...M), ≺HP ).
Ãäå {SPi}i=(1...M) � íàáîð ïðîñòûõ öåïåé (âåò-
âåé ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû). Îíè îáðàçóþò-
ñÿ ðàáî÷èìè èíòåðâàëàìè ïðîöåññîâ, ðàñïðåäå-
ëåííûìè íà îäèí è òîò æå ïðîöåññîð (M � ÷èñ-
ëî ïðîöåññîðîâ â ÂÑÐÂ). Îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà ≺HP íà ìíîæåñòâå P äëÿ HP îïðåäå-
ëèì êàê îáúåäèíåíèå îòíîøåíèé: ≺HP=≺c ∪ ≺1

∪ · · · ∪ ≺M , ≺i � îòíîøåíèå ïîëíîãî ïîðÿäêà
íà SPi, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûìè íî-
ìåðàìè ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ â SPi; ≺c � íàáîð
ñåêóùèõ ðåáåð, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñâÿçÿìè
ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ, ðàñïðåäåëåííûõ íà ðàçíûå
ïðîöåññîðû. Åñëè ðàáî÷èå èíòåðâàëû pi è pj ðàñ-
ïðåäåëåíû íà ðàçíûå ïðîöåññîðû è â ≺ ñóùå-
ñòâóåò ñâÿçü ≺ij , òî îíà îïðåäåëÿåò ñåêóùåå ðåá-
ðî â ãðàôå HP. Íà îòíîøåíèå ≺HP íàêëàäûâà-
þòñÿ óñëîâèÿ àöèêëè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè.
Óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè ðàñïèñàíèÿ. Ðàñïèñà-

íèå HP ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì (ñîõðàíÿåò èíâà-
ðèàíò ïîâåäåíèÿ ïðîãðàììû), åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

1. Êàæäûé ðàáî÷èé èíòåðâàë äîëæåí áûòü íà-
çíà÷åí íà ïðîöåññîð (â SPi).

2. Êàæäûé ðàáî÷èé èíòåðâàë äîëæåí áûòü íà-
çíà÷åí ëèøü íà îäèí ïðîöåññîð (â îäèí SPi).

3. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê, çàäàííûé âH ñîõðàíåí
â HP : ≺⊂≺T

HP , ≺T
HP �òðàíçèòèâíîå çàìû-

êàíèå îòíîøåíèÿ ≺HP .

4. Ðàñïèñàíèå HP äîëæíî áûòü áåñòóïèêî-
âûì, ò.å. â ãðàôå HP íåò êîíòóðîâ: ≺HP �
àöèêëè÷íî.

5. Âñå ðàáî÷èå èíòåðâàëû îäíîãî ïðîöåññà
äîëæíû áûòü íàçíà÷åíû íà îäèí è òîò æå
ïðîöåññîð (â îäèí è òîò æå SPi).

Îãðàíè÷åíèÿ 1�4 îáåñïå÷èâàþò ñîõðàíåíèå èí-
âàðèàíòà ïîâåäåíèÿ ïðîãðàììû è ÿâëÿþòñÿ îáÿ-
çàòåëüíûìè. Îãðàíè÷åíèå 5 çàïðåùàåò âîçîá-
íîâëåíèå ðàáîòû ïðîöåññà ïîñëå ïðåðûâàíèÿ íà
äðóãîì ïðîöåññîðå, ò.å. îïðåäåëÿåò ñïîñîá îð-
ãàíèçàöèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé â ÂÑÐÂ,
è íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì. Â äàëüíåé-
øåì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïèñàíèå êîððåêòíî
HP ∈ HP ∗1−5, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè-
÷åíèÿì 1�5, çäåñü HP ∗1−5 � ìíîæåñòâî âñåõ êîð-
ðåêòíûõ ðàñïèñàíèé äëÿ çàäàííîé ìîäåëè ïðî-
ãðàììû H(PR). Íèæíèé èíäåêñ â HP ∗1−5 óêà-
çûâàåò îãðàíè÷åíèÿ, íàëàãàåìûå íà ðàñïèñàíèå.

Âðåìåííàÿ äèàãðàììà âûïîëíåíèÿ ðàñïèñàíèÿ

HP íà àðõèòåêòóðå ÂÑÐÂ HW çàäàíà, åñëè äëÿ
êàæäîãî ðàáî÷åãî èíòåðâàëà çàäàí íîìåð ïðî-
öåññîðà, íà êîòîðîì îí âûïîëíÿåòñÿ, è âðåìÿ íà-
÷àëà âûïîëíåíèÿ è çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ ðà-
áî÷åãî èíòåðâàëà. Âðåìåííàÿ äèàãðàììà ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà ñîâìåñòíîé èíòåðïðåòàöèåé ìîäå-
ëåé HW è HP : TR = Mod(HP, HW ). Ïîëó÷å-
íèå ïðèåìëåìûõ ïî òî÷íîñòè îöåíîê âðåìåíè íà-
÷àëà è çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ ðàáî÷èõ èíòåð-
âàëîâ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî ëèøü ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé ÂÑÐÂ, ò.å.
ôóíêöèÿ TR = Mod(HP, HW ) çàäàåòñÿ èìèòà-
öèîííîé ìîäåëüþ.

3. ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ

Îáùóþ ñõåìó èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ, â êî-
òîðûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ âðåìåííîé äèàãðàììû
âûïîëíåíèÿ ðàñïèñàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ èìèòàöè-
îííûå ìîäåëè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Øàã 1. Çàäàòü íà÷àëüíîå êîððåêòíîå ðàñïè-

ñàíèå HP 0 ∈ HP ∗1−5 è ñ÷èòàòü åãî òåêóùèì

âàðèàíòîì ðàñïèñàíèÿ (HP = HP 0).
Øàã 2. Ïîñòðîèòü âðåìåííóþ äèàãðàììó âû-

ïîëíåíèÿ ðàñïèñàíèÿ TR = Mod(HP, HW ).
Øàã 3. Ïðèìåíèòü îïåðàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ

ðàñïèñàíèÿ ê òåêóùåìó ðàñïèñàíèþ HP è ïî-

ëó÷èòü íîâûé êîððåêòíûé âàðèàíò ðàñïèñàíèÿ

HP ′ ∈ HP ∗1−5.
Øàã 4. Ïîñòðîèòü âðåìåííóþ äèàãðàììó
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âûïîëíåíèÿ íîâîãî âàðèàíòà ðàñïèñàíèÿ

TR′ = Mod(HP ′, HW ).
Øàã 5. Âû÷èñëèòü êðèòåðèè êà÷åñòâà ðàñïèñà-

íèé HP è HP ′: f(TR), f(TR′).
Øàã 6. Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèå êðèòåðèåâ êà÷åñòâà

ðàñïèñàíèé f(TR), f(TR′) ïðèíÿòü ðåøåíèå,

êàêîå ðàñïèñàíèå ñ÷èòàòü òåêóùèì.

Øàã 7. Åñëè êðèòåðèé îñòàíîâà âûïîëíåí, òî

çàâåðøåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà, åñëè íåò, òî

ïåðåõîä ê øàãó 3.

Èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû íà êàæäîé èòå-
ðàöèè èçìåíÿþò òåêóùåå ïîëíîå ðàñïèñàíèå
(âêëþ÷àþùåå âñå ðàáîòû èç èñõîäíî çàäàííîãî
íàáîðà) ïûòàÿñü óëó÷øèòü åãî. Ïîñëå øàãà 3
ïîëó÷àåòñÿ íîâîå êîððåêòíîå ðàñïèñàíèå, äëÿ
êîòîðîãî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà âðåìåííàÿ äèà-
ãðàììà âûïîëíåíèÿ íà çàäàííîé àðõèòåêòóðå
ÂÑÐÂ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âðåìåííîé äèàãðàììû
âûïîëíåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü
êàê àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ Mod(HP, HW ),
òàê è èìèòàöèîííóþ ìîäåëü.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíêðåòíîãî àëãîðèòìà òðå-

áóåòñÿ ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ðàçðàáîòàòü ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïèñà-
íèÿ è îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ òåêóùåãî
ðàñïèñàíèÿ íà øàãå 3.

2. Ðàçðàáîòàòü ñòðàòåãèþ ïðèìåíåíèÿ îïåðà-
öèé ïðåîáðàçîâàíèÿ òåêóùåãî ðàñïèñàíèÿ
íà øàãå 3 � êàêóþ îïåðàöèþ ïðèìåíÿòü, ê
êàêîìó ðàáî÷åìó èíòåðâàëó, íà êàêóþ ïîçè-
öèþ â ðàñïèñàíèè ïåðåìåùàòü ðàáî÷èé èí-
òåðâàë.

3. Ðàçðàáîòàòü îïåðàòîð âûáîðà òåêóùåãî ðå-
øåíèÿ íà øàãå 6.

4. Âûáðàòü êðèòåðèé îñòàíîâà àëãîðèòìà, èñ-
ïîëüçóåìûé íà øàãå 7.

Ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ è îïåðà-
öèè ïðåîáðàçîâàíèÿ òåêóùåãî ðàñïèñàíèÿ äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì çàìêíóòîñòè (ïîñëå
ïðèìåíåíèÿ ëþáîé îïåðàöèè ê êîððåêòíîìó ðàñ-
ïèñàíèþ ïîëó÷àåòñÿ êîððåêòíîå ðàñïèñàíèå) è
ïîëíîòû (äëÿ äâóõ ëþáûõ êîððåêòíûõ ðàñïèñà-
íèé HP è HP ′ ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü îïåðàöèé, ïðèâîäÿùàÿ HP ê HP ′,

òàêàÿ, ÷òî âñå ïðîìåæóòî÷íûå ðàñïèñàíèÿ êîð-
ðåêòíû). Óñëîâèÿ çàìêíóòîñòè è ïîëíîòû ñèñòå-
ìû îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåøåíèé ÿâëÿþò-
ñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè òîãî, ÷òî àëãîðèòì
çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ìîæåò ïåðåéòè îò
èçíà÷àëüíî çàäàííîãî ðåøåíèÿ ê îïòèìàëüíîìó
ðåøåíèþ.
Îïåðàòîð âûáîðà òåêóùåãî ðåøåíèÿ íà øàãå 6

îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûì ïîä-
õîäîì ê ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà. Íàèáîëåå øè-
ðîêî ïðèìåíÿåìûìè ïîäõîäàìè ê ïîñòðîåíèþ
èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:
àëãîðèòìû ñëó÷àéíîãî ïîèñêà (íåíàïðàâëåííî-
ãî, íàïðàâëåííîãî, íàïðàâëåííîãî ñ ñàìîîáó÷å-
íèåì) [4], àëãîðèòìû èìèòàöèè îòæèãà [5], ãåíå-
òè÷åñêèå è ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû [6].
Àëãîðèòìû ñëó÷àéíîãî ïîèñêà è èìèòàöèè îò-

æèãà íà êàæäîé èòåðàöèè ðàáîòàþò ñ îäíèì ðàñ-
ïèñàíèåì HP, ãåíåòè÷åñêèå è ýâîëþöèîííûå àë-
ãîðèòìû � ñ íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì ðàñïèñàíèé
{HP} (ïîïóëÿöèåé).
Îñíîâîé àëãîðèòìîâ ñëó÷àéíîãî ïîèñêà ñëó-

æèò èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:

Xk+1 = Xk + αk ·
ξ

‖ξ‖
, k = 0, 1, . . . ,

ãäå αk � âåëè÷èíà øàãà, ξ = (ξ1, . . . , ξn) � íåêîòî-
ðàÿ ðåàëèçàöèÿ n-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ.
Íåíàïðàâëåííûé ñëó÷àéíûé ïîèñê (ìåòîä

Ìîíòå-Êàðëî) çàêëþ÷àåòñÿ â ìíîãîêðàòíîì
ñëó÷àéíîì âûáîðå äîïóñòèìûõ âàðèàíòîâ
ðåøåíèé è çàïîìèíàíèè íàèëó÷øåãî èç íèõ:
Xk+1 = ξ, ξ ∈ S, gi(ξ) ≤ 0, k = 0, 1, . . . ,
i = 1, . . . ,m.
Âñå àëãîðèòìû íàïðàâëåííîãî ñëó÷àéíîãî ïî-

èñêà áåç ñàìîîáó÷åíèÿ äåëàþò øàã îò òåêóùå-
ãî çíà÷åíèÿ Xk îïòèìèçèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ.
Èçâåñòíû ñëåäóþùèå àëãîðèòìû íàïðàâëåííî-
ãî ñëó÷àéíîãî ïîèñêà áåç ñàìîîáó÷åíèÿ [4]: àë-
ãîðèòì ñ ïàðíîé ïðîáîé, àëãîðèòì ñ âîçâðàòîì
ïðè íåóäà÷íîì øàãå, àëãîðèòì ñ ïåðåñ÷åòîì ïðè
íåóäà÷íîì øàãå, àëãîðèòì ñ ëèíåéíîé ýêñòðàïî-
ëÿöèåé, àëãîðèòì íàèëó÷øåé ïðîáû, àëãîðèòì
ñòàòèñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà.
Àëãîðèòìû ñëó÷àéíîãî íàïðàâëåííîãî ïîèñêà

ñ ñàìîîáó÷åíèåì çàêëþ÷àþòñÿ â ïåðåñòðîéêå âå-
ðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîèñêà, ò.å. â îïðå-
äåëåííîì öåëåíàïðàâëåííîì âîçäåéñòâèè íà ñëó-
÷àéíûé âåêòîð ξ. Îí óæå ïåðåñòàåò áûòü ðàâíî-
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âåðîÿòíûì è â ðåçóëüòàòå ñàìîîáó÷åíèÿ ïðèîá-
ðåòàåò îïðåäåëåííîå ïðåèìóùåñòâî â íàïðàâëå-
íèÿõ íàèëó÷øèõ øàãîâ. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ââåäå-
íèåì âåêòîðà P k = (pk1, p

k
2, . . . , p

k
n), ãäå pkj � âå-

ðîÿòíîñòü âûáîðà ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ
ïî j-îé êîîðäèíàòå íà k-îì øàãå. Àëãîðèòì ðå-
êóððåíòíî êîððåêòèðóåò çíà÷åíèå êîìïîíåíòîâ
ýòîãî âåêòîðà íà êàæäîé èòåðàöèè â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, íàñêîëüêî óäà÷íûì/íåóäà÷íûì (èçìåíè-
ëîñü çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè) áûë ñäåëàííûé
øàã. Îïèñàíèå è àíàëèç ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ êîð-
ðåêöèè âåêòîðà P k ïðèâåäåíû â [4].
Àëãîðèòìû èìèòàöèè îòæèãà ñ íåêîòîðîé

âåðîÿòíîñòüþ äîïóñêàþò ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå ñ
áîëåå âûñîêèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè:

P (Xk → Xk+1) =

1, ∆f ≤ 0

exp(−∆f

/
T ), ∆f > 0

,

ãäå T � íåêîòîðàÿ òåìïåðàòóðà, ∆f = f(Xk+1)−
f(Xk). Ïîèñê ìèíèìóìà íà÷èíàåòñÿ ïðè âûñî-
êîì çíà÷åíèè òåìïåðàòóðû T. Â õîäå ðàáîòû àë-
ãîðèòìà ýòà òåìïåðàòóðà ïîñòåïåííî ñíèæàåòñÿ
(íàïðèìåð, íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ çàêîí
Áîëüöìàíà èëè Êîøè). Ïîèñê ïðîäîëæàåòñÿ äî
òåõ ïîð, ïîêà ñèñòåìà íå çàõâàòûâàåòñÿ ìèíèìó-
ìîì, èç êîòîðîãî îíà óæå íå ìîæåò âûéòè çà ñ÷åò
òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé.
Êîíöåïöèþ ïîñòðîåíèÿ ãåíåòè÷åñêèõ àë-

ãîðèòìîâ, ïðåäëîæåííóþ Õîëëàíäîì [6],
ñõåìàòè÷íî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1. Ñãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîïóëÿ-
öèþ ðàçìåðà P.

2. Âû÷èñëèòü öåëåâóþ ôóíêöèþ äëÿ êàæäîé
ñòðîêè ïîïóëÿöèè.

3. Âûïîëíèòü îïåðàöèþ ñåëåêöèè.

4. Âûïîëíèòü îïåðàöèþ ñêðåùèâàíèÿ.

5. Âûïîëíèòü îïåðàöèþ ìóòàöèè.

6. Åñëè êðèòåðèé îñòàíîâà íå äîñòèãíóò, ïå-
ðåéòè ê øàãó 2, èíà÷å çàâåðøèòü ðàáîòó.

Ïîïóëÿöèÿ � ýòî ìíîæåñòâî áèòîâûõ ñòðîê
äëÿ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ è ìíîæåñòâî

ñòðîê, ñîñòîÿùèõ èç ñèìâîëîâ êîíå÷íîãî àëôà-
âèòà, äëÿ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ. Êàæäàÿ
ñòðîêà ïðåäñòàâëÿåò â çàêîäèðîâàííîì âèäå
îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé çàäà÷è. Ïî ñòðîêå
ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, êîòî-
ðàÿ õàðàêòåðèçóåò êà÷åñòâî ðåøåíèÿ. Â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí
ïðîèçâîëüíûé íàáîð ñòðîê. Îñíîâíûå îïåðàöèè
àëãîðèòìà � ñåëåêöèÿ, ñêðåùèâàíèå è ìóòàöèÿ �
âûïîëíÿþòñÿ íàä ýëåìåíòàìè ïîïóëÿöèè. Ðå-
çóëüòàòîì èõ âûïîëíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ î÷åðåäíàÿ
ïîïóëÿöèÿ. Äàííûé ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ èòå-
ðàöèîííî äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóò
êðèòåðèé îñòàíîâà.

Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû îòëè÷àþòñÿ îò ýâî-
ëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ â îñíîâíîì ñïîñîáîì êî-
äèðîâàíèÿ (ïðè êîäèðîâàíèè ðåøåíèé äîïóñòèì
ëèøü áèíàðíûé àëôàâèò) è óíèâåðñàëüíîñòüþ
îïåðàöèé ìóòàöèè è ñêðåùèâàíèÿ.

Îïåðàöèÿ ñåëåêöèè îáåñïå÷èâàåò ôîðìèðîâà-
íèå íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè àëãîðèòìà èç ñòðîê,
ïîëó÷åííûõ íà øàãàõ 4 è 5, íîâîé ïîïóëÿöèè. Â
äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåì ëèøü äâà âàðèàíòà îïå-
ðàöèè, ïðåäëîæåííûõ Õîëëàíäîì: ñõåìà ïðîïîð-
öèîíàëüíîé ñåëåêöèè è ñõåìà ðóëåòêè. Â ñõåìå
ïðîïîðöèîíàëüíîé ñåëåêöèè, ñòðîêà ñî çíà÷åíè-
åì öåëåâîé ôóíêöèè fi äà¼ò â íîâóþ ïîïóëÿöèþ

fi

/
f̄ ïîòîìêîâ, ãäå f̄ � ñðåäíåå çíà÷åíèå öåëå-

âîé ôóíêöèè äëÿ ïîïóëÿöèè. Â ñõåìå ðóëåòêè
êàæäîé ñòðîêå âûäåëÿåòñÿ ñåêòîð ðóëåòêè ñ öåí-

òðàëüíûì óãëîì 2πfi

/
f̄ . Ñòðîêà ïîëó÷àåò ïî-

òîìêà, åñëè ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííîå ÷èñëî â
ïðåäåëàõ îò 0 äî 2π ïîïàäàåò â ñåêòîð, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ýòîé ñòðîêå. Ýòè äåéñòâèÿ âûïîëíÿ-
þòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò ïîëíîñòüþ ïîëó-
÷åí íîâûé íàáîð ñòðîê.

Ïðîñòåéøèé âàðèàíò îïåðàöèè ñêðåùèâàíèÿ
(îäíîòî÷å÷íîå ñêðåùèâàíèå) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: 1) âñÿ ïîïóëÿöèÿ ñëó÷àéíûì îá-
ðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà ïàðû; 2) äëÿ êàæäîé ïàðû
ñëó÷àéíûì îáðàçîì ãåíåðèðóåòñÿ ÷èñëî p′c, åñëè
p′c < pc, òî âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíîå öåëîå ÷èñëî
i â èíòåðâàëå (1, l − 1), è ñòðîêè îáìåíèâàþò-
ñÿ ôðàãìåíòàìè, íàõîäÿùèìèñÿ ïîñëå i-ãî áèòà,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò. Ãäå
l � äëèíà ñòðîêè, pc � âåðîÿòíîñòü ñêðåùèâà-

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ No
5 2013



58 ÊÎÑÒÅÍÊÎ

íèÿ. Ïðè ìíîãîòî÷å÷íîì ñêðåùèâàíèè âûáèðà-
åòñÿ íåñêîëüêî òî÷åê ðàçðûâà ñòðîêè.

Îïåðàöèÿ ìóòàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â èíâåðòèðî-
âàíèè êàæäîãî áèòà ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ.
Ïàðàìåòð îïåðàöèè � âåðîÿòíîñòü ìóòàöèè (pm).
Îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) äëÿ êàæäîãî áèòà ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíîå
÷èñëî p′m; 2) åñëè p′m < pm, òî áèò èíâåðòèðóåòñÿ.

Ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû. Åñëè íà
øàãå 6 ïîëó÷åííîå íîâîå ðàñïèñàíèå âûáèðà-
åòñÿ òåêóùèì, òî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f ′(TR) < f(TR) (ò.å åñ-
ëè ïîëó÷åííîå ðàñïèñàíèå ëó÷øå òåêóùåãî). Òî-
ãäà àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî îïòèìàëüíûì
â ïðîñòðàíñòâå HP ∗1−5. Ìåòðèêà â ïðîñòðàíñòâå
HP ∗1−5 áóäåò ââåäåíà â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Â àëãîðèòìàõ èìèòàöèè îòæèãà, ñëó÷àéíî-
ãî ïîèñêà è ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ
òðåáóþòñÿ ëèøü óíàðíûå îïåðàöèè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ðàñïèñàíèÿ, â ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ,
òðåáóþòñÿ êàê óíàðíûå (îïåðàöèÿ ìóòàöèè), òàê
è áèíàðíûå (îïåðàöèÿ ñêðåùèâàíèÿ). Â ñõåìàõ
ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ è àëãîðèòìîâ ñëó÷àé-
íîãî ïîèñêà ñ ñàìîîáó÷åíèåì óæå ââåäåíû ñòðà-
òåãèè ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ òå-
êóùåãî ðàñïèñàíèÿ, à äëÿ àëãîðèòìîâ èìèòà-
öèè îòæèãà, íàïðàâëåííîãî ñëó÷àéíîãî ïîèñêà
áåç ñàìîîáó÷åíèÿ è ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûõ àë-
ãîðèòìîâ ñòðàòåãèè ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé ïðå-
îáðàçîâàíèÿ íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü. Â ñëåäó-
þùèõ ðàçäåëàõ ââåäåì ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ
ðàñïèñàíèé, ñèñòåìó îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ
òåêóùåãî ðàñïèñàíèÿ è ñòðàòåãèè èõ ïðèìåíå-
íèÿ äëÿ àëãîðèòìîâ èìèòàöèè îòæèãà, íàïðàâ-
ëåííîãî ñëó÷àéíîãî ïîèñêà áåç ñàìîîáó÷åíèÿ è
ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ. Äëÿ ãåíåòè-
÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ââåäåì ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ
ðàñïèñàíèé, ïîçâîëÿþùèé èñïîëüçîâàòü èçâåñò-
íûå îïåðàöèè ìóòàöèè è ñêðåùèâàíèÿ äëÿ öå-
ëî÷èñëåííîãî êîäèðîâàíèÿ ðåøåíèé, íàïðèìåð,
îïåðàöèè, ïðåäëîæåííûå â ðàáîòàõ [7, 8].

4. ÑÏÎÑÎÁÛ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß È ÎÏÅ-
ÐÀÖÈÈ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ
ÄËß ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÈÌÈÒÀÖÈÈ ÎÒÆÈÃÀ,
ÑËÓ×ÀÉÍÎÃÎ ÏÎÈÑÊÀ È ËÎÊÀËÜÍÎ-
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

Ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèå ñïîñîáû öåëî-
÷èñëåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ:

1. Ðàñïèñàíèå çàäàåòñÿ ìàòðèöåé Y (HP )N×M ,
ãäå ýëåìåíò ìàòðèöû îïðåäåëÿåòñÿ:

yij =

{
c, åñëè pi ∈ SPj

0, åñëè pi 6∈ SPj

,

c � ïîðÿäêîâûé íîìåð ðàáî÷åãî èíòåðâàëà pi
â SPj .

Ïðè äàííîì ñïîñîáå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïèñà-
íèÿ ÷èñëî öåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ ðàâ-
íî N ·M.

2. Ðàñïèñàíèå çàäàåòñÿ: âåêòîðîì ïðèâÿçêè
Y (HP )K è âåêòîðîì ïîðÿäêà X(HP )N , ãäå
i-é ýëåìåíò âåêòîðà Y (HP )K ðàâåí íîìåðó
ñïèñêà, â êîòîðûé íàçíà÷åíû ðàáî÷èå èí-
òåðâàëû i-ãî ïðîöåññà, à i-é ýëåìåíò âåêòîðà
X(HP )N ðàâåí ïîðÿäêîâîìó íîìåðó ðàáî-
÷åãî èíòåðâàëà â ñîîòâåòñòâóþùåì ñïèñêå.
Ïðè äàííîì ñïîñîáå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïè-
ñàíèÿ ÷èñëî öåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ
ðàâíî K +N.

Îïåðàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñïèñàíèÿ. Ìîæíî
âûäåëèòü ñëåäóþùèå âàðèàíòû îòëè÷èÿ ðàñïè-
ñàíèé HP è HP ′ äðóã îò äðóãà:

• ðàñïèñàíèÿ HP è HP ′ îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïî-
ðÿäêîì ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ êàê ìèíèìóì â
îäíîì SPj ;

• ðàñïèñàíèÿ HP è HP ′ îòëè÷àþòñÿ ïðèâÿç-
êîé ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ.

Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ðàñïèñàíèé, ïîçâîëÿþùèå óñòðàíèòü óêà-
çàííûå âàðèàíòû îòëè÷èÿ: O = {O1, O2}. Îïåðà-
öèè O1, O2 îïðåäåëèì äëÿ ïåðâîãî ñïîñîáà ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ. Îïåðàöèè áóäåì îïðåäå-
ëÿòü ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ: êàæäûé ïðîöåññ èìå-
åò íå áîëåå îäíîãî ðàáî÷åãî èíòåðâàëà èëè ïðè
óñëîâèè, ÷òî íà ðàñïèñàíèå íå íàêëàäûâàåòñÿ
îãðàíè÷åíèå 5.
Îïåðàöèÿ èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ðàáî÷èõ èí-

òåðâàëîâ â îäíîì ñïèñêå èçìåíÿåò ïîðÿäêîâûé
íîìåð ðàáî÷åãî èíòåðâàëà pi â ñïèñêå SPm

(ïîðÿäêîâûé íîìåð ðàáî÷åãî èíòåðâàëà ñòàíî-
âèòñÿ ðàâíûì c) è êîððåêòèðóåò ïîðÿäêîâûå
íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáî÷èõ èíòåðâà-
ëîâ â äàííîì ñïèñêå (NSm � ÷èñëî ðàáî÷èõ
èíòåðâàëîâ â ñïèñêå SPm) :
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O1(pi, SPm, c) ≡



{c1 = yim,

yim = c ∈ (1, . . . , c1− 1);

∀j| yjm 6= 0 ∨ c ≤ yjm < c1 :

yjm = yjm + 1} �
óìåíüøåíèå ïîðÿäêîâîãî

íîìåðà

{c1 = yim,

yim = c ∈ (c1 + 1, . . . , NSm);

∀j| yjm 6= 0 ∨ c1 < yjm ≤ c :

yjm = yjm − 1} �
óâåëè÷åíèå ïîðÿäêîâîãî

íîìåðà

Îïåðàöèÿ èçìåíåíèÿ ïðèâÿçêè ðàáî÷èõ èíòåð-
âàëîâ ïåðåíîñèò ðàáî÷èé èíòåðâàë pi èç ñïèñêà
SPm â ñïèñîê SPk (ïîðÿäêîâûé íîìåð ðàáî÷åãî
èíòåðâàëà ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì c) è êîððåêòèðó-
åò ïîðÿäêîâûå íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáî÷èõ
èíòåðâàëîâ â ñïèñêàõ SPm è SPk:
O2(pi, SPm → SPk, c) ≡ {yik = c ∈ (1 . . . NSk +
1); ∀j| yjk 6= 0 ∨ c ≤ yjk : yjk + 1, NSk = NSk +
1; ∀j| yjm 6= 0 ∨ yim < yjm : yjm = yjm − 1,
NSm = NSm − 1, yim = 0}
Óêàçàííûå èíòåðâàëû ïàðàìåòðà îïåðàöèé c

ìîãóò ïðèâåñòè ê íàðóøåíèþ îãðàíè÷åíèé 3, 4.
Ïîêàæåì çàìêíóòîñòü è ïîëíîòó ñèñòåìû îïåðà-
öèé O = {O1, O2} è ïîëó÷èì óñëîâèÿ èõ ïðèìå-
íèìîñòè (âûáîð çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà c), íå íàðó-
øàþùèå îãðàíè÷åíèé 3, 4.
Òåîðåìà 1. Åñëè HP è HP ′ � ïðîèçâîëüíûå

êîððåêòíûå ðàñïèñàíèÿ (HP,HP ′ ∈ HP ∗1−4), òî
ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ öåïî÷êà êîìàíä {Oi}Ki=1,
Oi ∈ {O1, O2}, ïåðåâîäÿùàÿ ðàñïèñàíèå HP â
HP ′, òàêàÿ, ÷òî âñå K ïðîìåæóòî÷íûõ ðàñïèñà-
íèé ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè è K ≤ 2N.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâåäåíî â ðà-
áîòå [9].
Ñëåäñòâèå 1. Ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ ïåðåõîäà

îò ïðîèçâîëüíîãî äîïóñòèìîãî ðàñïèñàíèÿ ê îï-
òèìàëüíîìó ðàñïèñàíèþ, òàêàÿ, ÷òî äëèíà öå-
ïî÷êè êîìàíä {Oi}Ki=1, Oi ∈ {O1, O2}, ïåðåâîäÿ-
ùåé ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå â îï-
òèìàëüíîå, íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ 2N (K ≤
2N) è âñå K ïðîìåæóòî÷íûõ ðàñïèñàíèé ÿâëÿ-
þòñÿ êîððåêòíûìè.

Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè îïåðàöèé, íå íàðóøà-

þùèå îãðàíè÷åíèé íà êîððåêòíîñòü ðàñïèñà-

íèÿ. Ïîëó÷èì èíòåðâàë çíà÷åíèé ïàðàìåòðà c
ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàöèè O1/O2 ê ðàáî÷åìó
èíòåðâàëó psi . Ðàñïèñàíèÿ HP áóäåì ïðåäñòàâ-
ëÿòü â ÿðóñíîé ôîðìå ìàêñèìàëüíîé âûñîòû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç INi = {plk :≺ki 6= 0} ìíîæå-
ñòâî íåïîñðåäñòâåííûõ ïðåäøåñòâåííèêîâ ðàáî-
÷åãî èíòåðâàëà psi (âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ k < i è
l < s). OUTi = {plk :≺ik 6= 0 � ìíîæåñòâî íåïî-
ñðåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé ðàáî÷åãî èíòåðâà-
ëà psi (âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ k > i è l > s). Îïåðà-
öèÿ lin = max

INi

(l) ïîëó÷àåò ìàêñèìàëüíûé íîìåð

ÿðóñà, íà êîòîðîì ðàñïîëîæåí îäèí èç íåïîñðåä-
ñòâåííûõ ïðåäøåñòâåííèêîâ ðàáî÷åãî èíòåðâàëà
psi , äëÿ ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ, íå èìåþùèõ ïðåä-
øåñòâåííèêîâ lin = 0 (íóëåâîé ÿðóñ âñåãäà ïóñò).
Îïåðàöèÿ lout = min

OUTi

(l) ïîëó÷àåò ìèíèìàëüíûé

íîìåð ÿðóñà, íà êîòîðîì ðàñïîëîæåí îäèí èç
íåïîñðåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé ðàáî÷åãî èí-
òåðâàëà psi , äëÿ ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ, íå èìåþ-
ùèõ ïîñëåäîâàòåëåé lout = N (N � ÷èñëî ÿðó-
ñîâ â HP, äëÿ ÿðóñíîé ôîðìû ìàêñèìàëüíîé âû-
ñîòû ÷èñëî ÿðóñîâ âñåãäà ðàâíî ÷èñëó ðàáî÷èõ
èíòåðâàëîâ). Òîãäà ðàáî÷èé èíòåðâàë psi ìîæåò
áûòü ðàçìåùåí â ëþáîé èç ñïèñêîâ SPj íà ëþ-
áîé èç ÿðóñîâ èç èíòåðâàëà lin < s < lout. Åñëè
âûáðàííûé ÿðóñ çàíÿò, òî îñóùåñòâëÿåòñÿ êîð-
ðåêöèÿ ÿðóñíîé ôîðìû ïóòåì ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñäâèãà ÿðóñîâ.
Ïóñòü ðàáî÷èé èíòåðâàë psi ïåðåíîñèòñÿ â SPj

èëè èçìåíÿåòñÿ åãî ïîðÿäêîâûé íîìåð â ýòîì
ñïèñêå. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî SPj íà òðè ïîäìíî-
æåñòâà: PINj = {plk : l ≥ lin, plk ∈ SPj} � ìíî-
æåñòâî ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ èç ñïèñêà SPj , íàõî-
äÿùèõñÿ íà ÿðóñàõ, ðàñïîëîæåííûõ âûøå ÿðóñà
(lin − 1); PIj = {plk : lin < l < lout, plk ∈ SPj} �
ìíîæåñòâî ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ èç ñïèñêà SPj ,
íàõîäÿùèõñÿ íà ÿðóñàõ ]lin, lout[; POUTj = {plk :
l ≤ lout, plk ∈ SPj} � ìíîæåñòâî ðàáî÷èõ èí-
òåðâàëîâ èç ñïèñêà SPj , íàõîäÿùèõñÿ íà ÿðóñàõ,
ðàñïîëîæåííûõ íèæå ÿðóñà (lout+ 1). Ïàðàìåòð
c ïðè ðàçìåùåíèè ðàáî÷åãî èíòåðâàëà psi â SPj

ìîæåò ïðèíèìàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ, íå íàðó-
øàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà HP (èíäåêñ j äëÿ PIN,
PI, POUT áóäåì îïóñêàòü).
Óêàçàííûå âûøå èíòåðâàëû çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðà c, íå íàðóøàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà HP ìî-
ãóò áûòü ðàñøèðåíû, åñëè ÿðóñíàÿ ôîðìà ìàê-
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Òàáëèöà 1

PIN PI POUT C

1 PIN = ∅ PI = ∅ POUT = ∅ c = 1

2 PIN = ∅ PI = ∅ POUT = ∅ c = 1

3 PIN = ∅ PI = ∅ POUT = ∅ 1 ≤ c ≤ max
PI

(yjk) + 1

4 PIN = ∅ PI = ∅ POUT = ∅ 1 ≤ c ≤ max
PI

(yjk) + 1

5 PIN = ∅ PI = ∅ POUT = ∅ c = min
PIN

(yjk) + 1

6 PIN = ∅ PI = ∅ POUT = ∅ c = min
PIN

(yjk) + 1

7 PIN = ∅ PI = ∅ POUT = ∅ min
PI

(yjk) ≤ c ≤ max
PI

(yjk) + 1

8 PIN = ∅ PI = ∅ POUT = ∅ min
PI

(yjk) ≤ c ≤ max
PI

(yjk) + 1

ñèìàëüíîé âûñîòû áóäåò ïðèâåäåíà ê òàêîìó âè-
äó, ÷òî âñå ðàáî÷èå èíòåðâàëû SPj , êîòîðûå íå
íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè òðàíçèòèâíîãî ïîðÿäêà
ñ íåïîñðåäñòâåííûì ïðåäøåñòâåííèêîì ðàáî÷å-
ãî èíòåðâàëà psi (íàõîäÿùèìñÿ íà ÿðóñå lin) è
ðàñïîëîæåíû íà ÿðóñàõ ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè
÷åì lin, áóäóò ïåðåíåñåíû íà ÿðóñû ñ íîìåðà-
ìè áîëüøèìè, ÷åì lin. Àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçî-
âàíèå ÿðóñíîé ôîðìû ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî
è äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî ïîñëåäîâàòåëÿ ðàáî÷å-
ãî èíòåðâàëà psi , íàõîäÿùèìñÿ íà ÿðóñå lout.
Ïóñòü íåïîñðåäñòâåííûì ïðåäøåñòâåííèêîì

ðàáî÷åãî èíòåðâàëà psi ÿâëÿåòñÿ ðàáî÷èé èíòåð-
âàë plinm , íàõîäÿùèéñÿ íà ÿðóñå lin, è ðàáî÷èé
èíòåðâàë psi ïåðåíîñèòñÿ â SPj , èëè èçìåíÿåòñÿ
åãî ïîðÿäêîâûé íîìåð â ýòîì ñïèñêå. Ïóñòü
lin∗ ÿðóñ, íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ òðàíçèòèâíûé
ïðåäøåñòâåííèê ðàáî÷åãî èíòåðâàëà plinm , ïðè-
íàäëåæàùèé SPj è ñ íàèáîëüøèì ïîðÿäêîâûì
íîìåðîì â SPj . Ðàáî÷èå èíòåðâàëû SPj , íàõî-
äÿùèõñÿ ìåæäó ÿðóñàìè lin∗ è lin, ìîãóò áûòü
ïåðåðàñïðåäåëåíû ïî ÿðóñàì, òàêèì îáðàçîì,
÷òî îíè áóäóò íàõîäèòüñÿ íà ÿðóñàõ ñ áîëüøèìè
íîìåðàìè, ÷åì lin (ïðè ýòîì îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïî ÿðó-
ñàì ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ è äðóãèõ ñïèñêîâ).
Àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿðóñíîé ôîðìû
îñóùåñòâëÿåòñÿ è äëÿ ïîñëåäîâàòåëåé.
Âîçìîæíîñòü ñíÿòèÿ óñëîâèé: êàæäûé ïðî-

öåññ èìååò íå áîëåå îäíîãî ðàáî÷åãî èíòåðâàëà

èëè íà ðàñïèñàíèå íå íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷å-

íèå 5. Ïîñêîëüêó ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1
è ïîëó÷åíèè óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè îïåðàöèé
O1/O2 èñïîëüçîâàíà ÿðóñíàÿ ôîðìà ìàêñèìàëü-
íîé âûñîòû (íà êàæäîì ÿðóñå íàõîäèòñÿ ëèøü

îäèí ðàáî÷èé èíòåðâàë), òî ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû ëåãêî ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ñëåäóþùèì
ñëó÷àÿì: êîãäà êàæäûé ïðîöåññ ìîæåò èìåòü áî-
ëåå îäíîãî ðàáî÷åãî èíòåðâàëà è êîãäà íà ðàñïè-
ñàíèå íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå 5. Ïðè ïåðå-
ìåùåíèè ðàáî÷åãî èíòåðâàëà èç îäíîãî ñïèñêà â
äðóãîé, ïåðåìåùàþòñÿ òàêæå è âñå ðàáî÷èå èí-
òåðâàëû ïðîöåññà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ïåðå-
ìåùàåìûé ðàáî÷èé èíòåðâàë, íî ïðè ýòîì îñòà-
þòñÿ íà ïðåæíèõ ÿðóñàõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à-
åì ÿðóñíóþ ôîðìó íîâîãî ðàñïèñàíèÿ, è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ïîëó÷åííîå ðàñïèñàíèå óäîâëåòâîðÿåò
îãðàíè÷åíèÿì 3�5.
Ìåòðèêà â ïðîñòðàíñòâå ðàñïèñàíèé. Ìåòðèêà

â ïðîñòðàíñòâå HP ∗1−5 êîððåêòíûõ ðàñïèñàíèé
áóäåò ñòðîèòüñÿ êàê êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ
îïåðàöèé O = {O1, O2} ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñïè-
ñàíèÿ.
Ïóñòü S = {s1, . . . , sK} � ïðîèçâîëüíàÿ öåïî÷-

êà îïåðàöèé O1 è O2. Öåïî÷êà S äîïóñòèìà äëÿ
ðàñïèñàíèÿ HP ∈ HP ∗1−5, åñëè îïåðàöèè èç ýòîé
öåïî÷êè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê HP â çàäàí-
íîì ïîðÿäêå, ïðè÷åì òàê, ÷òî âñå ïîëó÷àåìûå
ïðîìåæóòî÷íûå ðàñïèñàíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîððåêò-
íûìè. Îáîçíà÷èì: Ω(HP ) � ìíîæåñòâî âñåõ äî-
ïóñòèìûõ öåïî÷åê îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ
ðàñïèñàíèÿ HP ; HP 1 = S(HP ) � ðàñïèñàíèå,
ïîëó÷åííîå ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì îïå-
ðàöèé èç öåïî÷êè S ê ðàñïèñàíèþ HP. Äëèíîé
L(S) öåïî÷êè S áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî îïå-
ðàöèé â ýòîé öåïî÷êå.
Ìåòðèêà â ïðîñòðàíñòâå HP ∗1−5 ââîäèòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü HP 1, HP 2 ∈ HP ∗1−5 �
äâà ïðîèçâîëüíûõ êîððåêòíûõ ðàñïèñàíèÿ.
Ðàññòîÿíèåì ρ(HP 1, HP 2) ìåæäó ðàñïèñà-
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íèÿìè HP 1 è HP 2 áóäåì íàçûâàòü ÷èñ-
ëî, ðàâíîå äëèíå ìèíèìàëüíîé äîïóñòèìîé
öåïî÷êè îïåðàöèé O1 è O2, êîòîðàÿ ïåðå-
âîäèò ðàñïèñàíèå HP 1 â ðàñïèñàíèå HP 2:
ρ(HP 1, HP 2) = min

S∈Ω(HP 1), S(HP 1)=HP 2
L(S).

Ïîêàæåì êîððåêòíîñòü ââåäåííîé ìåòðèêè.
Äëÿ ýòîãî íàäî äîêàçàòü, ÷òî

1. ôóíêöèÿ ρ îïðåäåëåíà âñþäó íà HP ∗1−5;

2. äëÿ ρ âûïîëíåíû àêñèîìû ìåòðèêè.

Âûïîëíåíèå ïåðâîãî òðåáîâàíèÿ, î÷åâèäíî,
ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 î ïîëíîòå è çàìêíóòîñòè
ñèñòåìû îïåðàöèé O = {O1, O2}. Ïîêàæåì,
÷òî äëÿ ôóíêöèè ρ âûïîëíÿþòñÿ âñå ñâîéñòâà
ìåòðèêè:
Ñâîéñòâî 1.

∀HP 1, HP 2 ∈ HP ∗ : ρ(HP 1, HP 2) ≥ 0 è
ρ(HP 1, HP 2) = 0⇔ HP 1 = HP 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ
âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî äëèíà öåïî÷êè îïåðàöèé
íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé. Â ñîâïàäàþùèõ
ðàñïèñàíèÿõ êàæäûé ïðîöåññ èìååò îäèíàêîâûå
çíà÷åíèÿ ïðèâÿçêè è ïîðÿäêà, ïîýòîìó ïðèìå-
íåíèå ëþáîé îïåðàöèè äåëàåò ýòè ðàñïèñàíèÿ
íåñîâïàäàþùèìè, îòêóäà ñëåäóåò âòîðàÿ ÷àñòü
óòâåðæäåíèÿ.
Ñâîéñòâî 2.

∀HP 1, HP 2 ∈ HP ∗ : ρ(HP 1, HP 2) = ρ(HP 2,
HP 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � öåïî÷êà
ìèíèìàëüíîé äëèíû, ïåðåâîäÿùàÿ ðàñ-
ïèñàíèå HP 1 â ðàñïèñàíèå HP 2. Òîãäà
ρ(HP 1, HP 2) = L(S). Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ äîïóñòèìàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü S1 ∈ Ω(HP 2), S1(HP 2) = HP 1

òàêàÿ, ÷òî L(S1) = L(S) è ïîýòîìó
ρ(HP 2, HP 1) ≤ L(S1) = L(S) = ρ(HP 1, HP 2).
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî
ρ(HP 2, HP 1) < ρ(HP 1, HP 2) íå ìîæåò âûïîë-
íÿòüñÿ. Åñëè áû ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿëîñü,
òî ýòî îçíà÷àëî áû ñóùåñòâîâàíèå öåïî÷êè
îïåðàöèé S∗ ∈ Ω(HP 2), S∗(HP 2) = HP 1,
ãäå L(S∗) = ρ(HP 2, HP 1) < L(S). Â ýòîì
ñëó÷àå äîëæíà ñóùåñòâîâàòü è îáðàòíàÿ ê
S∗ öåïî÷êà S∗1 ∈ Ω(HP 1), S∗1(HP 1) = HP 2,
ïðè÷åì L(S∗1) = L(S∗). Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü,
îçíà÷àåò, ÷òî L(S∗1) < L(S) = ρ(HP 1, HP 2),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î ìèíè-
ìàëüíîñòè öåïî÷êè S. Òàêèì îáðàçîì, íåðà-
âåíñòâî ρ(HP 1, HP 2) < ρ(HP 2, HP 1) íå
ìîæåò èìåòü ìåñòà, è âñåãäà âåðíî ðàâåíñòâî
ρ(HP 1, HP 2) = ρ(HP 2, HP 1).

Ñâîéñòâî 3.

∀HP 1, HP 2, HP 3 ∈ HP ∗ : ρ(HP 1, HP 3) ≤
ρ(HP 1, HP 2) + ρ(HP 2, HP 3) (íåðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S1 � öåïî÷êà ìèíè-

ìàëüíîé äëèíû, ïåðåâîäÿùàÿ ðàñïèñàíèå HP 1

â ðàñïèñàíèå HP 2, è S2 � öåïî÷êà ìèíèìàëüíîé
äëèíû, ïåðåâîäÿùàÿ ðàñïèñàíèå HP 2 â ðàñïè-
ñàíèå HP 3. Ïî îïðåäåëåíèþ ìåòðèêè L(S1) =
ρ(HP 1, HP 2) è L(S2) = ρ(HP 2, HP 3). Ïî-
ñòðîèì öåïî÷êó S = S1 + S2. Î÷åâèäíî, ÷òî
S(HP 1) = HP 3, è öåïî÷êà S äîïóñòèìà. Ïðè
ýòîì L(S) = L(S1) +L(S2). Èñêîìîå íåðàâåíñòâî
âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà ρ(HP 1, HP 3) ≤ L(S).
Âûïîëíåíèå ñâîéñòâ 1− 3 ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü,
÷òî ôóíêöèÿ ρ(HP 1, HP 2) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿ-
åòñÿ ìåòðèêîé â ïðîñòðàíñòâå HP ∗1−5 êîððåêò-
íûõ ðàñïèñàíèé.

5. ÑÒÐÀÒÅÃÈÈ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÎÏÅÐÀÖÈÉ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÒÅÊÓÙÅÃÎ

ÐÅØÅÍÈß

Ñòðàòåãèÿ óìåíüøåíèÿ çàäåðæåê. Ýòà ñòðà-
òåãèÿ îñíîâàíà íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè. Åñ-
ëè âðåìÿ íà÷àëà âûïîëíåíèÿ êàæäîãî ðàáî÷å-
ãî èíòåðâàëà ðàâíî äëèíå êðèòè÷åñêîãî ïóòè â
ãðàôå H îò èñòîêîâ äî ðàáî÷åãî èíòåðâàëà, òî
ðàñïèñàíèå áóäåò îïòèìàëüíûì. Äëèíà êðèòè-
÷åñêîãî ïóòè ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì
âðåìåíåì íà÷àëà âûïîëíåíèÿ ðàáî÷åãî èíòåðâà-
ëà è ðàâíà ñóììå âðåìåí âûïîëíåíèÿ ðàáî÷èõ
èíòåðâàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì êðèòè-
÷åñêîãî ïóòè. Ðàçíèöà ìåæäó ìèíèìàëüíî âîç-
ìîæíûì âðåìåíåì íà÷àëà âûïîëíåíèÿ ðàáî÷åãî
èíòåðâàëà è âðåìåíåì, êîãäà ðàáî÷èé èíòåðâàë
íà÷àë âûïîëíÿòüñÿ â ðàñïèñàíèè, ÿâëÿåòñÿ çà-
äåðæêîé ðàáî÷åãî èíòåðâàëà. Ïðè ïðèìåíåíèè
îïåðàöèé O1, O2 äåëàåòñÿ ïîïûòêà óìåíüøèòü
çàäåðæêè ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ.
Ñòðàòåãèÿ çàïîëíåíèÿ ïðîñòîåâ. Ýòà ñòðàòå-

ãèÿ îñíîâàíà íà óòâåðæäåíèè: åñëè çàãðóçêà âñåõ
ïðîöåññîðîâ ðàâíà 100%, òî ðàñïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì. Ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàöèé O1, O2

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ No
5 2013



62 ÊÎÑÒÅÍÊÎ

äåëàåòñÿ ïîïûòêà óìåíüøèòü ñóììàðíûé ïðî-
ñòîé ïðîöåññîðîâ.
Îäíàêî, íå äëÿ âñåõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷

âîçìîæíî âûïîëíåíèå äëÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïè-
ñàíèÿ óñëîâèé ýòèõ äâóõ óòâåðæäåíèé. Ïîýòîìó
ââåäåíà ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ.
Ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ. Ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ

îáúåäèíÿåò äâå ïðåäûäóùèõ. Âî âðåìåííîé äèà-
ãðàììå âûïîëíåíèÿ ðàñïèñàíèÿ âûäåëÿþòñÿ èí-
òåðâàëû ïðîñòîÿ ïðîöåññîðîâ è âû÷èñëÿþòñÿ çà-
äåðæêè ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ. Ïðè ïðèìåíåíèè
îïåðàöèé O1, O2 äåëàåòñÿ ïîïûòêà óìåíüøèòü
çàäåðæêó ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ ïóòåì ïåðåìåùå-
íèÿ èõ â èíòåðâàëû ïðîñòîÿ ïðîöåññîðîâ.
Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñõåìû ðåàëèçàöèè

ñòðàòåãèé:

• ñëó÷àéíûé âûáîð îïåðàöèé è èõ ïàðàìåòðîâ
èç äîïóñòèìîãî äèàïàçîíà;

• äåòåðìèíèðîâàííûé âûáîð îïåðàöèé íà îñ-
íîâå ýâðèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ;

• êîìáèíèðîâàííûå ñõåìû, ñî÷åòàþùèå ïåð-
âûå äâå.

Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ñõåìû ñî ñëó÷àéíûì âûáîðîì îïåðà-
öèè íèæå, ÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà
ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû ñ äåòåðìèíèðîâàííûì
ïðèìåíåíèåì îïåðàöèé. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå
ñõåìû ñ äåòåðìèíèðîâàííûì ïðèìåíåíèåì îïå-
ðàöèé ìîæåò ïðèâîäèòü ê çàöèêëèâàíèþ àëãî-
ðèòìà, êîãäà íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè âûïîëíÿ-
åòñÿ îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ îïåðàöèè ïðèìåíåííîé
íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè [10]. Êîìáèíèðîâàííàÿ
ñõåìà ïîçâîëÿåò èçáåæàòü çàöèêëèâàíèÿ àëãî-
ðèòìà è ðåøèòü ïðîáëåìó íèçêîé ñêîðîñòè ñõî-
äèìîñòè àëãîðèòìà.
Áîëåå ïîäðîáíî ñî ñòðàòåãèÿìè ïðèìåíåíèÿ

îïåðàöèé è ñõåìàìè èõ ðåàëèçàöèè ìîæíî îçíà-
êîìèòüñÿ â ðàáîòàõ [10�13].

6. ÑÏÎÑÎÁ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß
ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ ÄËß ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÕ

ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ñïîñîá ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé, ïîçâîëÿþùèé èñïîëüçî-
âàòü èçâåñòíûå îïåðàöèè ìóòàöèè è ñêðåùèâà-
íèÿ äëÿ öåëî÷èñëåííîãî êîäèðîâàíèÿ ðåøåíèé,

äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî çàäàíû äîïóñòèìûå äèà-
ïàçîíû èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé. Â îòëè÷èå îò ñïî-
ñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ, ðàññìîòðåííî-
ãî â ðàçäåëå 3, ïîðÿäêîâûé íîìåð âûïîëíåíèÿ
ðàáî÷åãî èíòåðâàëà íà ïðîöåññîðå âîññòàíàâëè-
âàåòñÿ ïî çíà÷åíèþ åãî ïðèîðèòåòà. Ýòî ïîçâî-
ëÿåò çàäàâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà èçìåíåíèÿ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ êîäèðóþùèõ ðàñïèñàíèå â âèäå
ai ≤ yi ≤ bi, yi ∈ Z è èñïîëüçîâàòü ëþáûå èç-
âåñòíûå îïåðàöèè ìóòàöèè è ñêðåùèâàíèÿ äëÿ
öåëî÷èñëåííîãî êîäèðîâàíèè ðåøåíèé.
Ïðåäñòàâëåíèå ðàñïèñàíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïðèîðèòåòîâ. Ðàñïèñàíèå çàäàåòñÿ âåêòîðîì
YN+K :

YN+K ≡

(
k⋃

i=1

〈Y PR〉i

)

〈Y PR〉i ≡
(
〈Y E〉i

⋃
〈Y P 〉

)

〈Y P 〉 ≡

 Ni⋃
j=1

〈Y P 〉j


K � ÷èñëî ïðîöåññîâ â H, Ni � ÷èñëî ðàáî÷èõ
èíòåðâàëîâ â i-îì ïðîöåññå, N =

∑K
i=1Ni � ÷èñ-

ëî ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ â H, Y ≡ (〈y1〉
⋃
〈y2〉) �

îïåðàöèÿ ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà Y = (y1, y2) èç ïà-
ðàìåòðîâ 〈y1〉 è 〈y2〉.
Ïàðàìåòð 〈Y E〉i ∈ [1, . . . ,K] ⊂ Z ñîäåðæèò

íîìåð ïðîöåññîðà, íà êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ ðà-
áî÷èå èíòåðâàëû i-ãî ïðîöåññà, ò.å. ïàðàìåòðû
〈Y E〉 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ðàñïðåäåëåíèå ðà-
áî÷èõ èíòåðâàëîâ ïî SP (ïðèâÿçêó). Ïàðàìåòðû
〈Y E〉 ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 1 äî K. Åñ-
ëè çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ 〈Y E〉 ðàâíû, òî âñå
ðàáî÷èå èíòåðâàëû âûïîëíÿþòñÿ íà îäíîì ïðî-
öåññîðå, åñëè âñå çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû, òî ðàáî÷èå
èíòåðâàëû êàæäîãî ïðîöåññîðà âûïîëíÿþòñÿ íà
ñâîåì ïðîöåññîðå. Â ñèëó îãðàíè÷åíèÿ 5, ìàêñè-
ìàëüíîå ÷èñëî íå ïóñòûõ ïðîöåññîðîâ ðàâíî ÷èñ-
ëó ïðîöåññîâ K â H. Åñëè ÷èñëî ïðîöåññîðîâ â
ÂÑÐÂ ôèêñèðîâàíî, òî çíà÷åíèå K ðàâíî çàäàí-
íîìó ÷èñëó ïðîöåññîðîâ.
Ïàðàìåòðû 〈Y P 〉 ∈ [1, . . . , L] ⊂ Z èñïîëü-

çóþòñÿ àëãîðèòìîì âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ
(îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ïîëíîãî ïîðÿäêà â êàæ-
äîì SPi) â êà÷åñòâå ïðèîðèòåòîâ ðàáî÷èõ èíòåð-
âàëîâ.
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Ïðè äàííîì ñïîñîáå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïèñà-
íèÿ ÷èñëî öåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ ðàâíî
N +K.

Äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ
ðàñïèñàíèÿ HP ìíîæåñòâî ðàáî÷èõ èí-
òåðâàëîâ ðàçîáüåì íà òðè ïîäìíîæåñòâà:
P = P1

⋃
P2
⋃
P3. P1 � ìíîæåñòâî ðàáî÷èõ

èíòåðâàëîâ, ðàñïðåäåëåííûõ â SP (îïðåäå-
ëåí ïîðÿäêîâûé íîìåð ðàáî÷åãî èíòåðâàëà)
àëãîðèòìîì âîññòàíîâëåíèÿ íà ïðåäûäóùèõ
øàãàõ; P2 � ìíîæåñòâî ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ,
ó êîòîðûõ âñå ïðåäøåñòâåííèêè ïðèíàäëåæàò
P1; P3 � ìíîæåñòâî ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ, ó
êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí èç ïðåäøåñòâåííèêîâ íå
ïðèíàäëåæèò P1.

Àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ïîëíîãî ïîðÿäêà

ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ â SP (A1).

1. Íà÷àëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà P :
P1 = ∅;
P2 = {pj : ∀j, k ∈ [1, . . . , N ]| ≺jk= ∅} � ìíî-
æåñòâî ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ â H áåç ïðåäøå-
ñòâåííèêîâ;
P3 = {pj : pj ∈ P\P2} � ìíîæåñòâî ðàáî÷èõ
èíòåðâàëîâ â H, ó êîòîðûõ èìåþòñÿ ïðåä-
øåñòâåííèêè.

2. Íàõîäèì â P2 ðàáî÷èé èíòåðâàë ñ íàèìåíü-
øèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà 〈Y P 〉 (åñëè òàêèõ
èíòåðâàëîâ áîëåå îäíîãî, òî âûáèðàåì èí-
òåðâàë ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì):

• ðàçìåùàåì åãî â êîíåö ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ñïèñêà SP (íîìåð ñïèñêà îïðåäå-
ëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà 〈Y E〉);

• ïåðåíîñèì åãî èç P2 â P1.

3. Ïðîâåðÿåì P3 ñ öåëüþ âîçìîæíîñòè ïåðåíî-
ñà ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ â P2: åñëè åñòü ðàáî-
÷èå èíòåðâàëû, ó êîòîðûõ âñå ïðåäøåñòâåí-
íèêè ïðèíàäëåæàò P1, òî ïåðåíîñèì èõ â
P2.

4. Åñëè P2 6= ∅, òî ïåðåõîäèì ê ï. 2, èíà÷å
çàâåðøàåì ðàáîòó.

Óòâåðæäåíèå 1. Àëãîðèòì A1 âîññòàíîâëåíèÿ
ðàñïèñàíèÿ ïî åãî ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïðåäñòàâ-
ëåíèþ YN+K ïîëó÷àåò ðàñïèñàíèå HP ∈ HP ∗1−5,
è ðàñïèñàíèå âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Òåîðåìà 2. Ëþáîå êîððåêòíîå ðàñïèñàíèå
HP ∈ HP ∗1−5 ìîæåò áûòü çàäàíî ïàðàìåò-
ðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðèîðèòåòîâ (YN+K) è îäíîçíà÷íî âîññòàíîâ-
ëåíî àëãîðèòìîì A1, åñëè äîïóñòèìàÿ âåðõíÿÿ
ãðàíèöà L çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ 〈Y P 〉 áîëüøå
èëè ðàâíà ÷èñëó ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ (L ≥ N).
Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 1 è òåîðåìû 2

ïðèâåäåíû â ðàáîòå [9].
Îïåðàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåøåíèÿ

Ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ðàñïè-
ñàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèîðèòåòîâ îïåðàöèè
ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ââåäåíû
êàê îïåðàöèè èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
〈Y E〉 è 〈Y P 〉:

• ïàðàìåòðû 〈Y E〉 ìîãóò ïðèíèìàòü öåëî÷èñ-
ëåííûå çíà÷åíèÿ â äèàïàçîíå [1, . . . ,K];

• ïàðàìåòðû 〈Y P 〉 ìîãóò ïðèíèìàòü öåëî÷èñ-
ëåííûå çíà÷åíèÿ â äèàïàçîíå [1, . . . , L];

• êîëè÷åñòâî èçìåíÿåìûõ ïàðàìåòðîâ ìîæåò
èçìåíÿòüñÿ îò 1 äî N +K.

Îïåðàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåøåíèé, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1�3 ïðè èñïîëüçîâàíèè
àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ A1, áóäóò ïîëó÷àòü
ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì íà
êîððåêòíîñòü ðàñïèñàíèé 1�5, ÷òî ñëåäóåò íåïî-
ñðåäñòâåííî èç óòâåðæäåíèÿ 1. Èç òåîðåìû 2
ñëåäóåò, ÷òî äàííûå îïåðàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ
ðåøåíèÿ è àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ A1 ïîç-
âîëÿþò ïîëó÷èòü ëþáîé äîïóñòèìûé âàðèàíò
ðåøåíèÿ. Ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèÿ íà èçìå-
íåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çàäàþòñÿ â âèäå
ai ≤ yi ≤ bi, yi ∈ Z, òî ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû ëþáûå èçâåñòíûå îïåðàöèè ìóòàöèè è
ñêðåùèâàíèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè öåëî÷èñëåííîì
êîäèðîâàíèè ðåøåíèé.

7. ÈÇÂÅÑÒÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ
ÐÀÑÏÀÐÀËËÅËÈÂÀÍÈß ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÛÕ

ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

Ïðè èñïîëüçîâàíèè èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé ñ
âûñîêîé ñòåïåíüþ äåòàëèçàöèè âðåìÿ ðàáîòû
àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ìîæåò áûòü
íåïðèåìëåìî áîëüøèì. Â äàííîì ðàçäåëå ðàñ-
ñìîòðèì èçâåñòíûå ìåòîäû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ
èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ.
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Àñèíõðîííûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì. Äàí-
íûé ìåòîä ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ðàáîòå [14] äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ñ èñïîëüçîâàíè-
åì àëãîðèòìà èìèòàöèè îòæèãà. Ïàðàëëåëüíûå
ïðîöåññû íåçàâèñèìî âûïîëíÿþò àëãîðèòì èìè-
òàöèè îòæèãà, ñòàðòóÿ ñ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ
ïðèáëèæåíèé. Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà
ïðîöåññû îòñûëàþò íàèëó÷øåå ðåøåíèå êîîðäè-
íàòîðó, êîòîðûé âûáèðàåò ñðåäè íèõ îïòèìàëü-
íîå.
Îñíîâíûìè äîñòîèíñòâàìè äàííîãî ìåòîäà ÿâ-

ëÿþòñÿ ïðîñòîòà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íà ëþáîå
÷èñëî ïðîöåññîðîâ è íèçêèå òðåáîâàíèÿ ê ñðå-
äå îáìåíà. Â ðàáîòå [14] ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü
ïîèñêà ðåøåíèé è êà÷åñòâî ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé
ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ îò ïîñëåäîâàòåëüíî-
ãî àëãîðèòìà. Òåõíèêà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ñ ïî-
ìîùüþ àñèíõðîííîãî ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà
ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé è ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàíà äëÿ ëþáûõ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ.
Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ñ ñèíõðîíèçàöèåé. Â

ðàáîòàõ [14�17] ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìå-
òîäû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìà èìèòàöèè
îòæèãà, îáúåäèíåííûå îáùåé èäåé. Ïàðàëëåëü-
íûå ïðîöåññû íà÷èíàþò ïîèñê ðåøåíèÿ ñ îäíîãî
èñõîäíîãî ïðèáëèæåíèÿ. ×åðåç ôèêñèðîâàííîå
÷èñëî èòåðàöèé ïðîöåññû îáìåíèâàþòñÿ ñâîèìè
ðåøåíèÿìè è êîððåêòèðóþò ñâîå òåêóùåå ïðè-
áëèæåíèå.
Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñõåìû îáìåíà ïîëó-

÷åííûìè ðåøåíèÿìè è ñòðàòåãèè ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèÿ â êà÷åñòâå òåêóùåãî. Íàïðèìåð:

1. Ïðîöåññ i ïîñûëàåò ïðîöåññó i + 1 ñâî¼ òå-
êóùåå ðåøåíèå. Ïðîöåññ i+1 ïðèíèìàåò ýòî
ðåøåíèå â êà÷åñòâå òåêóùåãî, åñëè f(Xi) <
f(Xi+1). Ãäå f(Xi) � çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-
öèè òåêóùåãî ðåøåíèÿ i-îãî ïðîöåññà.

2. Øèðîêîâåùàòåëüíûé îáìåí ðåøåíèÿìè.
Ïðèíÿòèå j-ûì ïðîöåññîì ðåøåíèÿ îò
i-îãî ïðîöåññà â êà÷åñòâå òåêóùåãî, åñëè
f(Xi) < f(Xj) è i < j.

3. Îòïðàâêà òåêóùèõ ðåøåíèé êîîðäèíàòîðó,
âûáîð èç íèõ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ (âîç-
ìîæíî ñ ðàçíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, â çàâèñè-
ìîñòè îò çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè) è ïðè-
íÿòèå åãî â êà÷åñòâå òåêóùåãî âñåìè ïðîöåñ-
ñàìè.

Ïîõîæàÿ òåõíèêà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ðàñ-
ñìîòðåíà â ðàáîòå [19]. Íà ðàçíûõ ïðîöåññîðàõ
àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà ðàáîòàåò ïðè ðàç-
ëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ è ðåæèìàõ ïîíèæåíèÿ
òåìïåðàòóðû. Ïðîöåññ ñ íîìåðîì i + 1 îòâå÷àåò
çà ëîêàëèçàöèþ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïðîöåñ-
ñîì ñ íîìåðîì i, àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà
ïðîöåññà i + 1 ðàáîòàåò ïðè ìåíüøåé òåìïå-
ðàòóðå è áîëåå ìåäëåííîì ðåæèìå ïîíèæåíèÿ
òåìïåðàòóðû. Åñëè ïðîöåññ i ïîëó÷àåò ðåøåíèå
Xi ëó÷øå, ÷åì òåêóùåå ðåøåíèå Xi+1 ïðîöåññà
i + 1, òî ðåøåíèå Xi ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå
òåêóùåãî äëÿ ïðîöåññà i+ 1.

Ïàðàëëåëüíûå ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ñ ñèí-
õðîíèçàöèåé îñíîâàíû íà �ìîäåëè îñòðîâîâ�, ãäå
êàæäàÿ ïîïóëÿöèÿ ðàçâèâàåòñÿ íà ñâîåì îñòðîâå
è ìåæäó îñòðîâàìè ïðîèçâîäèòñÿ îáìåí îñîáÿìè.
Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñõåìû îáìåíà îñîáÿìè.
Îáçîð òàêèõ ñõåì ïðèâåäåí â ðàáîòå [19].
Ñðåäè äîñòîèíñòâ äàííîãî ìåòîäà ñòîèò îòìå-

òèòü õîðîøóþ ìàñøòàáèðóåìîñòü è óíèâåðñàëü-
íîñòü, èç íåäîñòàòêîâ � âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê
ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñðåäû îáìåíà è íåñóùå-
ñòâåííîå óìåíüøåíèå âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà
ñ ðîñòîì ÷èñëà ïðîöåññîðîâ.
Àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà äåêîìïîçèöèè öåëå-

âîé ôóíêöèè.

Áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè èòåðàöèîííûé àëãî-
ðèòì çàòðà÷èâàåò íà âû÷èñëåíèå öåëåâîé ôóíê-
öèè. Åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äåêîìïî-
çèðóåìîé F (x1, x2, . . . , xi, . . . , xn) = F (x1) +
F (x2) + · · · + F (xi) + · · · + F (xn), òî âîçìîæíî
ïàðàëëåëüíîå å¼ âû÷èñëåíèå íà m(m ≤ n) ïðî-
öåññîðàõ. Â ðàáîòàõ [20�22] ðàññìîòðåíû çàäà-
÷è, äëÿ êîòîðûõ óäàåòñÿ ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü
ñêîðîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà èìèòàöèè îòæèãà
áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ äåêîìïîçèöèè öåëåâîé
ôóíêöèè.
Íåñîìíåííûì äîñòîèíñòâîì äàííîãî ìåòîäà

ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíûé ðîñò ïðîèçâî-
äèòåëüíîñòè ñ ðîñòîì ÷èñëà ïðîöåññîðîâ, òåì íå
ìåíåå, âîçìîæíîñòè ïî ìàñøòàáèðîâàíèþ îãðà-
íè÷åíû âèäîì öåëåâîé ôóíêöèè. Ãëàâíûì íåäî-
ñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ óçêàÿ íàïðàâëåííîñòü ìåòîäà,
âîçìîæíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ òîëüêî äëÿ çàäà÷ ñ
äåêîìïîçèðóåìîé öåëåâîé ôóíêöèåé.
Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà äåêîìïîçèöèè ïðî-

ñòðàíñòâà ðåøåíèé.

Äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ âîçìîæíî ðàçáèòü âñå
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ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé íà îáëàñòè [23, 24]. Â òà-
êîì ñëó÷àå âîçìîæíà ïàðàëëåëüíàÿ ðàáîòà èòå-
ðàöèîííîãî àëãîðèòìà â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ.
Äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷è ðàçáèåíèå íà
îáëàñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ îòäåëüíî, ñ ó÷¼òîì èí-
äèâèäóàëüíûõ îñîáåííîñòåé ïðîñòðàíñòâà ðåøå-
íèé. Ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî ñïîñîáà ðàñïà-
ðàëëåëèâàíèÿ íåîáõîäèìî îáåñïå÷èâàòü ïîëíîå
ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé íåïåðåñåêàþ-
ùèìèñÿ îáëàñòÿìè. Ñëåäóåò ïîçàáîòèòüñÿ îá èç-
ìåíåíèè îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåøåíèé òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷åííîå íà ñëåäóþùåì
øàãå ðåøåíèå íå âûõîäèëî çà ðàìêè îáëàñòè.
Èòîãîâîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ êàê íàèëó÷øåå
ñðåäè ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ âî âñåõ îáëàñòÿõ.
Ê ïðåèìóùåñòâàì äàííîãî ìåòîäà ñëåäóåò

îòíåñòè: ñóæåíèå ïðîñòðàíñòâà ïîèñêà ðå-
øåíèé, çíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå âðåìåíè
ðàáîòû àëãîðèòìà è õîðîøèå âîçìîæíîñòè ïî
ìàñøòàáèðîâàíèþ (ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷å-
ñòâà ïðîöåññîðîâ íåîáõîäèìî ëèøü óâåëè÷èòü
êîëè÷åñòâî îáëàñòåé ðàçáèåíèÿ èëè èíà÷å
ðàñïðåäåëÿòü îáëàñòè ìåæäó ïðîöåññîðàìè).
Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ óçêàÿ íàïðàâ-
ëåííîñòü ìåòîäà. Äëÿ êàæäîãî ïðèëîæåíèÿ
èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà íàäî ðàçðàáàòûâàòü
ñâîþ ñõåìó ðàçáèåíèÿ íà îáëàñòè è ñîîòâåòñòâó-
þùèì îáðàçîì ìåíÿòü îïåðàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ
òåêóùåãî ðåøåíèÿ.

8. ÌÅÒÎÄ ÐÀÑÏÀÐÀËËÅËÈÂÀÍÈß
ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß

ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ïà-
ðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèé,
îñíîâàííûõ íà äåêîìïîçèöèè ïðîñòðàíñòâà ðàñ-
ïèñàíèé íà îáëàñòè. Äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâî âñåõ
âîçìîæíûõ ðåøåíèé HP ∗1−5 çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ
ðàñïèñàíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ îáëà-
ñòåé HP1, HP2, . . . ,HPk. Òàêîå ðàçáèåíèå äîëæ-
íî óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. HP1 ∪HP2 ∪ · · · ∪HPk = HP ∗1−5.

2. HPi ∩HPj = ∅, ∀i, j : i 6= j.

3. Ââåä¼ííûå â HP ∗1−5 îïåðàöèè ïðåîáðàçîâà-
íèÿ äîëæíû áûòü çàìêíóòûìè íà îáëàñòÿõ
HP1, HP2, . . . ,HPk è ñîõðàíÿòü íà íèõ ñâîé-
ñòâî ïîëíîòû.

Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ðàçáèåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà âñåõ ðåøåíèé íà îáëàñòè ïîçâîëÿåò èñ-
êàòü ðåøåíèå â êàæäîé èç íèõ íåçàâèñèìî îò
äðóãèõ. Èñïîëüçóÿ àïðèîðíûå íèæíèå îöåíêè
âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ðàñïèñàíèÿ â êàæäîé îáëà-
ñòè, ìîæíî îòñåêàòü òå, êîòîðûå çàâåäîìî íå ñî-
äåðæàò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïîèñê ðåøåíèÿ
â ëþáîé îáëàñòè ìîæíî îñóùåñòâëÿòü íà ðàç-
íûõ óçëàõ âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì â
ñâÿçè ñ âîçìîæíûì îòñå÷åíèåì îáëàñòåé, â òîì
÷èñëå â ïðîöåññå ïîèñêà ðåøåíèé, ðàñïðåäåëå-
íèå îáëàñòåé ïî óçëàì âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû
äîëæíî îáåñïå÷èâàòü îäíîðîäíóþ çàãðóçêó âñåõ
óçëîâ â õîäå âñåãî âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå ïàðàëëåëüíîãî àëãî-
ðèòìà òðåáóåò ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ïîäçàäà÷:

• ðàçáèåíèå èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà êîððåêò-
íûõ ðàñïèñàíèé íà íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ îáëàñòåé, äàþùèõ â îáúåäèíåíèè âñå
ïðîñòðàíñòâî;

• âûáîð íà÷àëüíîãî êîððåêòíîãî ðàñïèñàíèÿ
â êàæäîé èç îáëàñòåé;

• ìîäèôèêàöèÿ îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñ-
ïèñàíèé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìîäèôèöèðî-
âàííûå îïåðàöèè áûëè çàìêíóòû â êàæäîé
èç îáëàñòåé è ñîõðàíÿëè âñå ñâîéñòâà áàçî-
âûõ îïåðàöèé;

• âûáîð ñïîñîáà ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàñòåé ïî
óçëàì âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû è ñõåìû îò-
ñå÷åíèÿ îáëàñòåé.

Ðàçáèåíèå èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé

íà îáëàñòè äîñòèãàåòñÿ ââåäåíèåì äîïîëíèòåëü-
íîé ðàçìåòêè íà ãðàô ìîäåëè ïîâåäåíèÿ ïðè-
êëàäíîé ïðîãðàììû H äëÿ êàæäîé îáëàñòè, êî-
òîðàÿ ðàñøèðÿåò îãðàíè÷åíèÿ íà ïîâåäåíèå ïðî-
ãðàììû. Â êà÷åñòâå èñõîäíîé îáëàñòè áåðåòñÿ
âñå ïðîñòðàíñòâî ðàñïèñàíèé, ðàçáèâàåìîå íà
òðè íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäîáëàñòè. Äëÿ ýòîãî
ôèêñèðóþòñÿ äâà ïðîèçâîëüíûõ ðàáî÷èõ èíòåð-
âàëà, íå ñâÿçàííûõ òðàíçèòèâíûì îòíîøåíèåì
ïîðÿäêà:

• â ïåðâîé îáëàñòè ýòè ðàáî÷èå èíòåðâàëû
ðàñïðåäåëåíû íà ðàçíûå ïðîöåññîðû;

• âî âòîðîé ðàáî÷èå èíòåðâàëû îáÿçàíû âû-
ïîëíÿòüñÿ íà îäíîì ïðîöåññîðå, ïðè÷åì âòî-
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ðîé ðàáî÷èé èíòåðâàë âûïîëíÿåòñÿ ïîñëå
ïåðâîãî;

• â òðåòüåé îáëàñòè ðàáî÷èå èíòåðâàëû îáÿçà-
íû âûïîëíÿòüñÿ íà îäíîì ïðîöåññîðå, ïðè-
÷åì ïåðâûé ðàáî÷èé èíòåðâàë ñëåäóåò ïîñëå
âòîðîãî.

Íà ðèñ. 1. ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåí ïðèíöèï ðàç-
áèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ðàñïèñàíèé íà îáëàñòè. Íà
ïåðâîì ýòàïå âûáèðàþòñÿ äâà ðàáî÷èõ èíòåðâà-
ëà (2 è 4), íå ñâÿçàííûå îòíîøåíèåì ïîðÿäêà,
çàòåì ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ðàçäåëÿåòñÿ íà òðè
îáëàñòè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Êàæäîé èç
îáëàñòåé HPi, îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâîHP ∗1−5,
ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ãðàô Hi = (P,≺
∪ ≺′, J,K). P � ìíîæåñòâî âåðøèí, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ðàáî÷èì èíòåðâàëàì. Äóãàì ≺ ∪ ≺′ îòâå-
÷àþò ñâÿçè, îïðåäåëÿþùèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ-
äó ðàáî÷èìè èíòåðâàëàìè. Âñå ñâÿçè, ïðèñóò-
ñòâóþùèå â H, ñîõðàíÿþòñÿ â Hi. Îòíîøåíèå
≺′ çàäàåò äóãè, óñòàíàâëèâàþùèå äîïîëíèòåëü-
íûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáî-
÷èõ èíòåðâàëîâ â êàæäîé îáëàñòè. Îòíîøåíèå
≺ ∪ ≺′ òðàíçèòèâíî è àöèêëè÷íî. Îòíîøåíèÿ J
è K ñîîòâåòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿì íà ïðèâÿçêó
ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ:

• äâà ðàáî÷èõ èíòåðâàëà pi è pj ñâÿçàíû îò-
íîøåíèåì J, (pi, pj) ∈ J, åñëè îíè äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ íà îäíîì ïðîöåññîðå;

• äâà ðàáî÷èõ èíòåðâàëà pi è pj ñâÿçàíû îò-
íîøåíèåì K, (pi, pj) ∈ K, êîãäà îíè ðàñïðå-
äåëåíû íà ðàçíûå ïðîöåññîðû.

Îòíîøåíèÿ J è K ñèììåòðè÷íû, è J ∩K = ∅,
à J òðàíçèòèâíî. Âñå ìåòêè, ïðèñóòñòâóþùèå â
ãðàôå H, ñîõðàíÿþòñÿ â ãðàôå Hi. Ðàñïèñàíèå
HP ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì â îáëàñòè HPi, åñëè
âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. Êàæäûé ðàáî÷èé èíòåðâàë äîëæåí áûòü íà-
çíà÷åí íà ïðîöåññîð.

2. Ëþáîé ðàáî÷èé èíòåðâàë íàçíà÷åí ëèøü íà
îäèí ïðîöåññîð.

3. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≺ ∪ ≺′, çàäàííûé âHPi

ñîõðàíåí â HP.

4. Ðàñïèñàíèå HP äîëæíî áûòü áåñòóïèêî-
âûì. Óñëîâèåì áåñòóïèêîâîñòè ÿâëÿåòñÿ îò-
ñóòñòâèå öèêëîâ â ãðàôå HP ïðè íåîãðàíè-
÷åííîì ðàçìåðå áóôåðîâ îáìåíà.

5. Îòíîøåíèå J äîëæíî áûòü ñîõðàíåíî â HP :
ëþáûå äâà ðàáî÷èõ èíòåðâàëà, ñâÿçàííûå
îòíîøåíèåì J, äîëæíû áûòü íàçíà÷åíû íà
îäèí è òîò æå ïðîöåññîð.

6. Îòíîøåíèå K ñîõðàíÿåòñÿ â HP : ëþáûå äâà
ðàáî÷èõ èíòåðâàëà, ñâÿçàííûå îòíîøåíèåì
K, äîëæíû áûòü íàçíà÷åíû íà ðàçíûå ïðî-
öåññîðû.

Àëãîðèòì ðàçáèåíèÿ èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà

ðåøåíèé íà îáëàñòè. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà-
÷åíèÿ: P p

pred è ≺p
pred � ìíîæåñòâà âåðøèí è äóã

ãðàôàH, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàáî÷èì èíòåðâàëàì,
êîòîðûå ïðåäøåñòâóþò ðàáî÷åìó èíòåðâàëó p, â
òîì ÷èñëå è òðàíçèòèâíî, P p

anc è ≺p
anc � ìíîæå-

ñòâà âåðøèí è äóã ãðàôà, îòâå÷àþùèå ðàáî÷èì
èíòåðâàëàì, êîòîðûå ñëåäóþò çà ðàáî÷èì èíòåð-
âàëîì p, â òîì ÷èñëå è òðàíçèòèâíî, P p

≺ � ìíîæå-
ñòâî ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ, íå ñâÿçàííûõ ñ ðàáî-
÷èì èíòåðâàëîì p îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ≺ ∪ ≺′,
â òîì ÷èñëå è òðàíçèòèâíî. Äëÿ ðàçáèåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà íà ïîäîáëàñòè èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì,
ñîñòîÿùèé èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.
Øàã 1. Çàäàòü êîëè÷åñòâî îáëàñòåé ðàçáèåíèÿ.

Øàã 2. Â ñïèñîê ãðàôîâ ïîìåñòèòü ãðàô, ñîîò-

âåòñòâóþùèé âñåìó ïðîñòðàíñòâó ðàñïèñàíèé:

H = (P,≺,∅,∅).
Øàã 3. Âûáðàòü ïåðâûé ãðàô H̃ = (P, ≺̃, J̃ , K̃)
èç ñïèñêà è ïîñòðîèòü òðè ãðàôà äëÿ òðåõ

íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáëàñòåé ñëåäóþùèì îáðà-

çîì.

Øàã 3.1. P̂ = P, ãäå P̂ � âðåìåííîå ìíîæå-

ñòâî ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ. Â íà÷àëå êàæäîé

èòåðàöèè îíî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì P âñåõ

ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ.

Øàã 3.2. Âûáðàòü èç P̂ ðàáî÷èé èíòåðâàë

pi, äëÿ êîòîðîãî êðèòè÷åñêèé ïóòü â ãðàôå(
P pi
pred,≺

pi
pred, J̃ , K̃) ìèíèìàëåí è óäàëèòü pi

èç ìíîæåñòâà P̂ . Åñëè P̂ ïóñòî, çàêîí÷èòü

ðàçáèåíèå, ñîîáùèâ î íåâîçìîæíîñòè åãî ïðî-

äîëæåíèÿ.

Øàã 3.3. Äëÿ âûáðàííîãî ðàáî÷åãî èíòåðâàëà pi
ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî P pi

≺ . Åñëè îíî ïóñòî,

ïåðåéòè ê øàãó 3.2 è ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé
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Ðèñ. 1. Ïðèíöèï ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà íà îáëàñòè.

ðàáî÷èé èíòåðâàë èç P̂ . Åñëè P pi
≺ íå ïóñòî, òî

èñïîëüçîâàòü èç íåãî ðàáî÷èé èíòåðâàë pj , ñî-
îòâåòñòâóþùèé ìèíèìàëüíîìó êðèòè÷åñêîìó

ïóòè â ãðàôå (P
pj
anc,≺

pj
anc, J̃ , K̃).

Øàã 3.4. Ïîñòðîèòü ãðàôû H1, H2, H3 äëÿ

îáëàñòåé HP1, HP2, HP3 :

H1 = (P, ≺̃,∪(pi, pj), J̃ ∪ (pi, pj) ∪ (pj , pi), K̃)

H2 = (P, ≺̃,∪(pj , pi), J̃ ∪ (pi, pj) ∪ (pj , pi), K̃)

H3 = (P, ≺̃, J̃ , K̃ ∪ (pi, pj) ∪ (pj , pi))

Øàã 4. Óäàëèòü ãðàô H̃ èç ñïèñêà è äîáàâèòü

òðè ïîñòðîåííûå ãðàôà H1, H2, H3 â åãî êîíåö.

Åñëè êîëè÷åñòâî ãðàôîâ â ñïèñêå ìåíüøå çàäàí-

íîãî êîëè÷åñòâà îáëàñòåé ðàçáèåíèÿ, ïåðåéòè ê

øàãó 3.

Äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò òàê îñóùåñòâëÿòü
ðàçáèåíèå íà îáëàñòè, ÷òî êðèòè÷åñêèå ïóòè â
ãðàôàõ îáëàñòåé ðàçáèåíèÿ áóäóò ñóùåñòâåííî
îòëè÷àòüñÿ ìåæäó ñîáîé çà ñ÷¼ò âûáîðà íà øà-
ãàõ 3.2 è 3.3 ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ, îòñòîÿùèõ êàê
ìîæíî �äàëüøå� äðóã îò äðóãà: ïåðâûé ðàáî÷èé
èíòåðâàë èìååò ìàëîå êîëè÷åñòâî ïðåäøåñòâåí-
íèêîâ, âòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðåäøåñòâåííèêîì ìà-
ëîãî êîëè÷åñòâà ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ. Ýòî ïîç-
âîëÿåò îòáðîñèòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî îáëàñòåé

(áåç çàïóñêà â íèõ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ðàñïè-
ñàíèÿ), â êîòîðûõ êðèòè÷åñêèé ïóòü áîëüøå âðå-
ìåíè âûïîëíåíèÿ ðàñïèñàíèé, ïîëó÷åííûõ ïðè
çàïóñêå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ â äðó-
ãèõ îáëàñòÿõ.

Îïåðàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñïèñàíèÿ âíóòðè

îáëàñòè. Àëãîðèòìû âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé O1 è
O2 äîëæíû îáåñïå÷èâàòü èõ çàìêíóòîñòü âíóòðè
îáëàñòè.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: I1 = {pi ∈
P |(pi, p) ∈ J} � ìíîæåñòâî ðàáî÷èõ èíòåðâàëîâ,
êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íà îäíîì ïðîöåñ-
ñîðå ñ ðàáî÷èì èíòåðâàëîì p; I2 =

⋃
pi∈I1{pj ∈

P |(pj , pi) ∈ K} � ìíîæåñòâî ðàáî÷èõ èíòåðâà-
ëîâ, äëÿ êîòîðûõ çàïðåùåíî âûïîëíåíèå íà îä-
íîì ïðîöåññîðå ñ ðàáî÷èì èíòåðâàëîì p; SP �
ìíîæåñòâî âñåõ ïðîöåññîðîâ; SP p

HP � ïðîöåññîð,
íà êîòîðûé ðàñïðåäåë¼í ðàáî÷èé èíòåðâàë p â
ðàñïèñàíèè HP.

Àëãîðèòì âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè O1 âêëþ÷àåò
ñëåäóþùèå øàãè:

Øàã 1. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ ðàáî÷èé

èíòåðâàë p.
Øàã 2. Ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî ïðîöåññîðîâ SP ′,
íà êîòîðûå âîçìîæíî ïåðåíåñòè ðàáî÷èé èí-

òåðâàë p: SP ′ = SP\
⋃

pk∈I2 SP
pk
HP .

Øàã 3. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ ïðîöåñ-
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ñîð èç SP ′ è íà íåãî ïåðåíîñÿòñÿ âñå ðàáî÷èå

èíòåðâàëû èç ìíîæåñòâà I1.
Àëãîðèòì âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè O2 âêëþ÷àåò

ñëåäóþùèå øàãè:
Øàã 1. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ ðàáî÷èé

èíòåðâàë p.
Øàã 2. Îïðåäåëÿåòñÿ äîïóñòèìûé äèàïàçîí

ÿðóñîâ [Llow + 1, Lhigh − 1]. Ýòîò äèàïàçîí

âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàáî÷èé èí-

òåðâàë p ìîæåò áûòü ïåðåíåñ¼í íà ëþáîé ÿðóñ

èç íàéäåííîãî äèàïàçîíà.

Øàã 3. ßðóñ èç äîïóñòèìîãî äèàïàçîíà âûáèðà-

åòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì è íà íåãî ïåðåíîñèòñÿ

ðàáî÷èé èíòåðâàë p.
Ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé

O1 è O2 ðàâíà O(N). Òàê êàê îïåðàöèè ïðå-
îáðàçîâàíèÿ â îáëàñòè ñîâïàäàþò ñ îïåðàöèÿìè
ïðåîáðàçîâàíèÿ íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé,
íî ïðèìåíÿþòñÿ ê ãðàôàì ñ äîïîëíèòåëüíûìè
äóãàìè, òî ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî ïîëíîòû è çà-
ìêíóòîñòè äëÿ îáëàñòè.
Ðàñïðåäåëåíèå îáëàñòåé ïî óçëàì âû÷èñëè-

òåëüíîé ñèñòåìû îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü ìàêñèìàëüíî ðàâíîìåðíóþ çàãðóçêó
ïðîöåññîðîâ â òå÷åíèè âñåãî âðåìåíè ðàáîòû ïà-
ðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà èìèòàöèè îòæèãà. Â ïðî-
öåññå ðàáîòû àëãîðèòìà îáëàñòè, ãðàôû êîòîðûõ
èìåþò êðèòè÷åñêèå ïóòè áîëüøèå, ÷åì âðåìÿ âû-
ïîëíåíèÿ íàèëó÷øåãî ðàñïèñàíèÿ, ïîëó÷åííîãî
ê äàííîìó ìîìåíòó, èñêëþ÷àþòñÿ èç äàëüíåéøå-
ãî ðàññìîòðåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî òàê
ðàñïðåäåëèòü îáëàñòè ïî óçëàì âû÷èñëèòåëüíîé
ñèñòåìû, ÷òîáû â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà íå âîç-
íèêàëè ñèòóàöèè, êîãäà íà îäíîì èç óçëîâ êî-
ëè÷åñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ îáëàñòåé ñóùåñòâåí-
íî áîëüøå, ÷åì íà äðóãîì. Ïóñòü n � êîëè÷åñòâî
îáëàñòåé ðàçáèåíèÿ, à m � êîëè÷åñòâî óçëîâ âû-
÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû, îñóùåñòâëÿþùèõ ïîèñê
ðåøåíèé â îáëàñòÿõ (n > m). Îáëàñòè óïîðÿäî-
÷èâàþòñÿ ïî êðèòè÷åñêîìó ïóòè â ãðàôàõ. Òîãäà
â i-é óçåë (1 ≤ i ≤ m) áóäóò ðàñïðåäåëåíû îáëà-
ñòè ñ íîìåðàìè j : j mod m = i(1 ≤ j ≤ n).
(ðèñ. 2.).
Äëÿ ïàðàëëåëüíîé ðàáîòû àëãîðèòìà è îòñå-

÷åíèÿ îáëàñòåé èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñòðàòå-
ãèÿ:

1. Êàæäûé óçåë îñóùåñòâëÿåò ïîèñê ðåøåíèé
â îáëàñòÿõ, íà÷èíàÿ ïðîñìàòðèâàòü îáëàñòè
ñ íàèìåíüøèì êðèòè÷åñêèì ïóòåì.

2. Â êàæäîé îáëàñòè âûïîëíÿåòñÿ ôèêñèðî-
âàííîå ÷èñëî èòåðàöèé. Ïîñëå ýòîãî êàæäûé
óçåë èñêëþ÷àåò èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðå-
íèÿ îáëàñòè ñ êðèòè÷åñêèì ïóòåì áîëüøèì,
÷åì âðåìÿ âûïîëíåíèÿ íàèëó÷øåãî ðàñïèñà-
íèÿ, ïîëó÷åííîãî ýòèì óçëîì.

3. Åñëè áûëî îòñå÷åíî çàäàííîå êîëè÷åñòâî
îáëàñòåé, òî óçåë èíèöèèðóåò îáìåí, ïåðå-
äàâàÿ âðåìÿ íàèëó÷øåãî ðàñïèñàíèÿ îñòàëü-
íûì óçëàì, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü âûïîë-
íÿþò îòñå÷åíèå îáëàñòåé ñ ó÷åòîì ïåðåäàí-
íîãî èì âðåìåíè.

4. Óçåë ïðîèçâîäèò îòñå÷åíèå îáëàñòè, åñëè â
òå÷åíèå çàäàííîãî ÷èñëà èòåðàöèé â äàí-
íîé îáëàñòè íå ïðîèçîøëî óìåíüøåíèå öå-
ëåâîé ôóíêöèè (âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ðàñïè-
ñàíèÿ). Ïðè ýòîì îòñå÷åíèå îáëàñòåé îñòàëü-
íûìè óçëàìè íå èíèöèèðóåòñÿ.

5. Óçåë çàêàí÷èâàåò ïîèñê, åñëè â òå÷åíèå
çàäàííîãî ÷èñëà èòåðàöèé íå ïðîèçîøëî
óìåíüøåíèå öåëåâîé ôóíêöèè (âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ ðàñïèñàíèÿ) èëè, åñëè âñå îá-
ëàñòè îêàçàëèñü îòñå÷åíû, èëè ïðåâûøåíî
äîïóñòèìîå ÷èñëî èòåðàöèé. Â êà÷åñòâå èòî-
ãîâîãî ðàñïèñàíèÿ âûáèðàåòñÿ íàèëó÷øåå
ñðåäè ðàñïèñàíèé, ïîëó÷åííûõ â îáëàñòÿõ
ðàçáèåíèÿ â ðåçóëüòàòå ðàáîòû âñåõ óçëîâ.

Â ðàáîòå [11] ðàññìîòðåí ïàðàëëåëüíûé àëãî-
ðèòì èìèòàöèè îòæèãà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî-
ñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ñ ìèíèìàëüíûì âðåìåíåì
âûïîëíåíèÿ íà èñõîäíî çàäàííîì ÷èñëå ïðîöåñ-
ñîðîâ è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû åãî ýêñïåðèìåí-
òàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àë-
ãîðèòì ñ ðàçáèåíèåì ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèÿ íà
îáëàñòè ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü âðåìÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è â 3 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì
àëãîðèòìîì èìèòàöèè îòæèãà ïðè ñîõðàíåíèè,
è âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äàæå ïðè óëó÷øåíèè êà÷å-
ñòâà ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé. Ïàðàëëåëüíûé àëãî-
ðèòì, çàïóùåííûé íà ÷åòûðåõ ïðîöåññîðàõ, ïî-
ëó÷àë ðåøåíèå â 2.21 ðàçà áûñòðåå, ÷åì ïîñëåäî-
âàòåëüíûé, ïðèìåíÿþùèé ðàçáèåíèå íà îáëàñòè;
íà âîñüìè ïðîöåññîðàõ ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì
îñóùåñòâëÿë ïîèñê ðåøåíèÿ â 3.34 ðàçà áûñò-
ðåå, ÷åì ïîñëåäîâàòåëüíûé. Ïðåäåë óâåëè÷åíèÿ
áûñòðîäåéñòâèÿ ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ñâÿ-
çàí ñ òåì, ÷òî îêîëî 20% îïåðàöèé (ðàçáèåíèå
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Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå îáëàñòåé ïî óçëàì âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû.

íà îáëàñòè) âûïîëíÿþòñÿ íà îäíîì óçëå ïîñëå-
äîâàòåëüíî. Îäíàêî ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îïå-
ðàöèÿ ðàçáèåíèÿ íà îáëàñòè òàêæå ìîæåò áûòü
ðàñïàðàëëåëåíà, ÷òî ïîçâîëèò äîñòè÷ü ëó÷øåãî
îòíîøåíèÿ âðåìåí ðàáîòû ïîñëåäîâàòåëüíîãî è
ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìîâ.

9. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ èòåðàöè-
îííûõ àëãîðèòìîâ áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷:

1. Ïîñòðîåíèå ðàñïèñàíèÿ ñ ìèíèìàëüíûì
âðåìåíåì âûïîëíåíèÿ íà èñõîäíî çàäàííîì
÷èñëå ïðîöåññîðîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è áûëè ðàçðàáîòàíû: ïîñëåäîâà-
òåëüíûé àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà [10],
ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì èìèòàöèè
îòæèãà ñ ðàçáèåíèåì ïðîñòðàíñòâà ðå-
øåíèé íà îáëàñòè [11, 12], ïàðàëëåëüíûé
àëãîðèòì èìèòàöèè îòæèãà ñ ðàçáèåíèåì
ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé íà îáëàñòè [11, 12],
ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûé àëãîðèòì [25].
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âðåìåííîé äèàãðàììû
âûïîëíåíèÿ ðàñïèñàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü
èìèòàöèîííûå ìîäåëè ÂÑÐÂ, ïîñòðîåííûå
â ñðåäå Äèàíà [1, 26]. Âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñëîæíîñòü ðàáî÷åãî èíòåðâàëà â çàâèñèìî-
ñòè îò ñòåïåíè äåòàëèçàöèè èìèòàöèîííîé
ìîäåëè ìîæåò çàäàâàòüñÿ èëè âðåìåíåì åãî
âûïîëíåíèÿ èëè êîäîì íà ÿçûêå Ñè.

2. Îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîãî íåîáõîäèìîãî
÷èñëà ïðîöåññîðîâ è ïîñòðîåíèå ðàñïèñà-
íèÿ âûïîëíåíèÿ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì.
Ïðè ýòîì äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ çàäàííûå
îãðàíè÷åíèÿ íà âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàñïè-
ñàíèÿ è òðåáîâàíèÿ ê íàäåæíîñòè ÂÑÐÂ.
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûë ðàçðàáîòàí
ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì èìèòàöèè
îòæèãà [13, 27]. Àðõèòåêòóðà ÂÑÐÂ: ïðî-
öåññîðû îäíîðîäíûå ïî ïðîèçâîäèòåëüíîñòè
è íàäåæíîñòè, ñðåäà îáìåíà � êîììóòàòîð
FibreChannel.

3. Ïîñòðîåíèå àðõèòåêòóðû ÂÑÐÂ ìèíè-
ìàëüíîé ñòîèìîñòè è ðàñïèñàíèÿ âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò çà-
äàííûé äèðåêòèâíûé ñðîê. Ñòîèìîñòü
àðõèòåêòóðû îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòèêàìè ñðåäû îáìåíîâ, ÷èñëîì è òèïîì
ïðîöåññîðîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
áûë ðàçðàáîòàí ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì.
Äîïóñòèìûå òîïîëîãèè ñðåä îáìåíà: ïîë-
íîñâÿçíàÿ, íàáîð øèí ñ öåíòðàëèçîâàííûì
óïðàâëåíèåì, ëîêàëüíî-ñâÿçíàÿ, òðåõìåð-
íûé òîð, ãèïåðêóá.

4. Îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîãî íåîáõîäèìîãî
÷èñëà ïðîöåññîðîâ è ïîñòðîåíèå ðàñïèñàíèÿ,
âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò
çàäàííûé äèðåêòèâíûé ñðîê. Äëÿ ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è áûë ðàçðàáîòàí ãåíåòè÷åñêèé
àëãîðèòì [28]. Äàííûé àëãîðèòì áûë èñ-
ïîëüçîâàí ïðè ïîñòðîåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ
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ñèñòåì öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ îò
ôàçèðîâàííûõ àíòåííûõ ðåøåòîê [29, 30].
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