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Анализируются схемы статически определимых ферм, обладающих периодической структурой. Выво-

дятся формулы для прогиба фермы в зависимости от размеров фермы и числа панелей. Для обобщения ряда 
решений для ферм с разным числом панелей на общий случай применяется метод индукции. Все преобразова-
ния и решения уравнений равновесия узлов выполняются в системе компьютерной математики Мaple. Для 
нахождения рекуррентных уравнений, которым удовлетворяют коэффициенты в формулах, привлекаются спе-
циализированные операторы системы компьютерной математики Мaple.  Показывается, что в некоторых случа-
ях при определенном числе панелей фермы становятся кинематически изменяемыми. Приводятся соответству-
ющие схемы распределения возможных скоростей узлов. Найдено асимптотическое свойство решения. Задача 
решена для трех видов симметричной нагрузки. Показано, что полученная зависимость имеет скачкообразный 
характер. Это позволяет использовать решение в задачах оптимизации при выборе числа панелей проектируе-
мой конструкции. 

 Ключевые слова: ферма, индукция, Мaple, прогиб, изменяемость кинематическая.  
Введение 

Численные методы расчета строительных конструкций [1-7] в настоящее время теряют свою 
монополию при оценке деформаций и напряженного состояния проектируемых сооружений. 
Аналитические решения в виде простых формул имеют очевидное преимущество за счет про-
стоты и точности. Безусловно, формулы, которые дают полное решение задачи строительной 
механики с учетом всех внешних факторов, для произвольных нагрузок и свойств материала, 
получить в общем виде невозможно. Такие задачи и не ставятся. Однако основные задачи в 
случае простой модели сооружения решить в аналитическом виде несложно. Развитие систем 
компьютерной математики делает это возможным. При этом самые простые решения этого 
вида относятся к задачам для конкретных конструкций, например ферм, в которых известно 
число панелей, положение опор и вид нагрузки. Остается только найти зависимость решения 
от размеров, величины нагрузки или нагрузок и свойств материала. Такие решения имеют пра-
во на существование, однако область их применения весьма узка. Значительно интереснее и 
полезнее для практики проектирования формулы для некоторого класса ферм с различным 
числом панелей. Подобные решения уже существуют для плоских [8-17] и пространственных 
ферм [18-21]. Задачи решены методом индукции, применимым для регулярных статически 
определимых сооружений, имеющих некоторые ячейки периодичности [22,23]. Проблемы ре-
гулярных стержневых систем рассматривались также в [24-30]. Методом в [31-36] индукции в 
аналитической форме решены также задачи о собственных колебаниях регулярных ферм. В 
таких задачах масса сосредотачивалась в узлах конструкции. Обзор работ, использующих ме-
тод индукции при выводе формул для прогиба статически определимых плоских ферм арочно-
го типа, приведен в [37]. 
_____________________ 
© Кирсанов М. Н., 2019 
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В настоящей работе методом индукции выводятся формулы для прогиба фермы с 
двумя дополнительными опорами. 

Схема фермы. Постановка задачи.  Рассмотрим плоскую решетчатую ферму (рис. 1) 
с 2n панелями в нижнем поясе. Особенность конструкции – дополнительные опоры, предна-
значенные для смягчения условия опирания. При этом решетка фермы такова, что система 
остается статически определимой. Число стержней в ферме вместе с пятью стержнями, мо-
делирующими опоры, равно 8 10m n  , а число шарниров  .  Предлагаемая схема фер-
мы может быть использована в составе пространственной конструкции, например перекры-
тия (рис. 2). Ставится задача о нахождении зависимости прогиба от числа панелей в анали-
тической форме.  

 Рис. 1. Ферма, n=6 

 Рис. 2. Ферма в составе пространственной конструкции, n=6  
Для решения задачи используем программу расчета усилий в стержнях фермы на язы-

ке Мaple [38]. В программу вводятся координаты узлов, для чего узлы и стержни нумеруют-
ся (рис. 3). Начало координат выбрано в левой подвижной опоре № 1.  

 Рис. 3. Нумерация узлов и стержней,  n=4 Координаты вводятся в циклах по числу узлов: 
2 4 2 4
2 1 2 1
4 2 4 2 4 2

2 ( 1), 0, 1,...,2 1,
(2 1), 5 , 1,...,2 2,
( 1), ( 1),

, (5 ).
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Для ввода в программу порядка соединения стрежней по аналогии с заданием графа в 
дискретной математике используются специальные списки , 1,...,iN i m  , содержащие номе-
ра шарниров по концам соответствующих стержней. Стержни поясов, например, кодируются 
следующим образом: 

2

[ , 1], 1,..,2 ,
[ 2 1, 2 2], 1,.., 2 3.

i
i n

N i i i n
N i n i n i n

  
        

В матрицу G  системы уравнений равновесия узлов размером m m  заносятся 
направляющие косинусы усилий в стержнях, вычисленные по проекциям на оси координат. 
Направляющие косинусы на горизонтальную ось x заносятся в нечетные строки, на ось y — в 
четные. 

Направляющие косинусы вычисляются по координатам узлов по концам стержней 
2, 1, 2, 1,1, 2,, , 1,...,i i i ii N N i N Nl x x l y y i m      , 2 21, 2,i i il l l  . Первый индекс i в номере ,i jN  соот-

ветствует номеру стержня, второй j – номеру компоненты. При этом значение j=1 соответ-
ствует номеру шарнира в условном начале стержня, j=2 определяет номер его конца. 
Направляющие косинусы в G записываются следующим образом: 

   , , ,2/ , 2 2 , , 1,2, 1,..., ,q i j i i iG l l q N j q m j i m         
, , ,1/ , 2 2 , , 1,2, 1,..., .q i j i i iG l l q N j q m j i m        

Усилия во всех стержнях вычисляются из решения системы линейных уравнений S BG , 
где S  вектор усилий в стрежнях, B  — вектор нагрузок. Горизонтальные нагрузки, прило-
женные к узлу i , записываются в нечетные элементы 2 1iB  , вертикальные – в четные 2iB . 
Решение системы линейных уравнений находим с помощью обратной матрицы 1S BG . 
Этот метод хорошо реализуется в системе Мaple [38] и не требует привлечения специального 
пакета линейной алгебры Linear Algebra и кодируется просто:  S:=1/G.B: .  Первые вычисле-
ния усилий показали, что для некоторых значений числа панелей n определитель системы 
уравнений равновесия обращается в ноль. При этом если задавать численные значения раз-
меров в вещественной форме, то независимо от точности вычислений вырождение определи-
теля может остаться незамеченным. Подтверждением этому факту является схема возмож-
ных скоростей узлов изменяемой фермы (рис. 4).  
 

  
 Рис. 4. Схема возможных скоростей узлов изменяемой фермы, n=2 Стержни 15 и 20 совершают мгновенные повороты вокруг мгновенных центров скоростей 

1K  и 2K , стрежни 2, 3, 5, 6, 10 и 11 вращаются вокруг своих концов. Опоры и остальные 
стержни неподвижны. Очевидно соотношение / / (2 )v c u a . 

Только при расчете в символьной форме или с целочисленными данными  факт вы-
рождения определителя наиболее нагляден. В частности, получено, что недопустимыми зна-
чениями n являются значения 2, 3, 5, 7,  8, 10, 12, 13, 15, 17, 18 ... . Прослеживается очевид-
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ная периодичность этих чисел. Исключая их из рассмотрения, введем функцию 
(5 ( 1) 10 ) / 4kn k    . Теперь для нахождения искомой зависимости прогиба от числа пане-

лей, последовательно увеличивая k, можно получить ряд решений для прогиба ферм с раз-
личным допустимым числом панелей.  

Прогиб центрального узла нижнего пояса фермы определяем по формуле Максвелла – 
Мора 

                                          5

1

m j j j
j

S s l
EF




    ,                                                                   (1) 
здесь введены обозначения: kS –  усилия в стержнях фермы  от действия внешней нагрузки,   

ks –  усилия от единичной нагрузки, приложенной к центральному узлу в середине пролета, 
kl  – длины стержней. Материал стержней и площадь их сечений предполагаются одинако-

выми. Для всех стержней фермы модуль упругости  равен  E. Последовательно задавая в 
программе k=1, 2, 3, ..., имеем следующие результаты: 

         
3 3 3 2

3 3 2

3 3 3 2

1

2

3

100 17 40 / 2 , 
148 5 / , 
2036 47 ,

...
56 / 2

 

P a c h h EF
P a c h EF
P a c h h EF







 







 

Все эти решения имеют общий вид: 
   3 3 3 2

1 2 3 / , P Ca C c C h h EF                                                       (2) 
где 2 2=c a h . Остается только получить зависимость коэффициентов от числа панелей. 
Для получения последовательности коэффициентов при 3a  необходимо решить задачу для 
ферм с числом панелей n=1,...,18. При этом получается последовательность 50, 148, 1018, 
1784, 5610, 8196, 18538, 24672, 46514, 58500, 98250, 118968, 184458, 217364, 317850, 366976, 
513138, 583092. Рекуррентное уравнение, которому подчиняются члены этой последователь-
ности, дает оператор  rgf_findrecur : 
 

1, 1, 1 1, 2 1, 3 1, 4 1, 5 1, 6 1, 7 1, 8 1, 94 4 6 6 4 4k k k k k k k k k kC  C C C C C C C C C                  . 
Для нормальной работы этого оператора требуется четное число членов последова-

тельности. В случае, если последовательность имеет недостаточную длину, коэффициенты 
рекуррентного уравнения получаются дробными, а при проверке их решения  численным ме-
тодом обнаруживаются ошибки. Решение рекуррентного уравнения дает оператор  rsolve: 

4 3 2
1 (250 4(125 53( 1) ) (518 318( 1) )

316(1 ( 1) ) 15( 1) 15) / 48.
k k

k k
C k k k

k
       
                                           (3)

 
Аналогично, но из решения более простых уравнений получаются и другие коэффи-

циенты формулы: 
2

2

3

(10 (10 19)(1 ( 1) )) / 8,
2( 4)(1 ( 1) ).

k
k

C k k
C k

    
                                                                 (4)

 
В случае нагрузки на узлы нижнего пояса (рис. 5) коэффициенты формулы (2) имеют 

похожую форму и определяются из решения тех же рекуррентных уравнений: 
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4 3 2
1

2
2

3

(250 4(125 53( 1) ) (218 318( 1) ) 16(1 ( 1) ) 75( 1) 75) / 48,
5(2 (2 1)(1 ( 1) )) / 8,
2 (1 ( 1) ).

k k k k

k

k

C k k k k
C k k
C k

            
    
       (5)            

 

 Рис. 5. Ферма, n=4. Нагрузка, распределенная по нижнему поясу 
  Более простое решение для коэффициентов в формуле прогиба (2) получается при 

действии одной силы в середине пролета (рис. 6): 
3 2

1

2

3

(20 30(1 ( 1) ) 10(4 3( 1) ) 3( 1) 3) /12,
5(2 1 ( 1) ) / 4,
2(1 ( 1) ).

k k k

k

k

C k k k
C k
C

         
   
                                   (6) 

Заметим, что степени полиномов в этом случае меньше, чем в задаче о действии  рас-
пределенной нагрузки.  

 Рис. 6. Ферма, n=4. Сосредоточенная сила в середине пролета Анализ полученных результатов. Прогиб. Рассмотрим, например, ферму постоян-
ной длины с постоянной, не зависящей от числа панелей нагрузкой. Интересно проследить, 
как в этом случае решение зависит от числа панелей и есть ли какие-нибудь рекомендации к 
выбору этого числа. Для этого построим графики решений (2)  с коэффициентами, найден-
ными для нагрузки по верхнему поясу при 0 2( 2)P n P   , 4L na  (рис. 7).  Относительный 
прогиб обозначим как 0' / ( )EF P L   . 

 Рис. 7. Зависимость относительного прогиба от числа панелей для распределенной по верхнему поясу 
нагрузки. L=60 м, 1– h=1 м; 2– h=2 м; 3– h = 6 м  
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Кривые имеют резкие скачки, показывающие, что неудачный выбор числа панелей 
может заметно уменьшить жесткость конструкции. Относительный прогиб при k=6 и k=7 
различается почти в два раза. С увеличением числа панелей (при фиксированном пролете и 
нагрузке) относительный прогиб, хотя и не монотонно, но растет. В системе Мaple можно 
найти предел lim '/ / (4 )k k h L   , свидетельствующий о наличии наклонной асимптоты с та-
ким углом. 

Графики зависимости прогиба от числа панелей, построенные для случая нагружения 
нижнего пояса, имеют подобный вид. Эта же зависимость для случая одной силы имеет 
принципиально иной вид (рис. 8). 

 
 

  Рис. 8. Зависимость относительного прогиба от числа панелей для сосредоточенной нагрузки. L=60 м, 
1– h = 1 м; 2– h = 2 м; 3– h = 6 м  

 
Кривые также имеют сильные изломы и также не монотонно растут, но порядок кри-

вых, построенных для различных высот при k=4, меняется. Оказывается, что ферма с 
наибольшей высотой не самая жесткая. Это видно из самопересечения кривых 2 и 3 при k=4.  

Анализ решения и кривых на рис. 6 и 7 показывает, что зависимость прогиба от высо-
ты нелинейная. Проиллюстрируем это на рис. 9 при длине пролета L=40 м в случае равно-
мерного загружения узлов верхнего пояса фермы. 

В зависимости от числа панелей точка минимума выражена сильнее (k=10) или слабее 
(k=2). Однако она в любом случае существует. Это показывает предел, выражающий угол 
наклона асимптоты 2lim '/ (10 26 83 ( 1) (26 83)) / (8 ) 0k

h h P k k k L        . Характерно, что 
зависимость угла наклона от числа панелей квадратичная. Это также прослеживается из гра-
фика на рис. 8. 

Распределение усилий. Помимо величины прогиба фермы важной ее характеристи-
кой является распределение усилий по стержням поясов и решетки. Средства Мaple позво-
ляют это наглядно проиллюстрировать, выделив таким образом наиболее опасные сжатые 
стержни, для которых необходим расчет на устойчивость, и растянутые, рассчитываемые на 
потерю прочности. 
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  Рис. 9. Зависимость относительного прогиба от высоты h для распределенной по верхнему поясу  
нагрузки, L = 40 м 

 На схемах рис. 10 и 11, построенных для случая загружения нижнего пояса, сжатые 
стержни выделены синим цветом, растянутые – красным. Толщина линий пропорциональна 
усилиям. Цифрами указаны относительные значения 0/S P , где 0 (/ 2 3)P P n  . Для сравне-
ния одна схема (рис. 10)  приведена для четного числа панелей между опорами, другая (рис. 11) — 
для нечетного. Принят пролет  L=4na= 50 м, высота h=2 м.  

 

  Рис. 10. Распределение усилий при  n=4, k=1, a= L/(4n)= 3,12 м 
 

 Рис. 11. Распределение усилий при  n=6, k=2, a=L/(4n)=2,08  
Сопоставляя распределения при n= 4 и n=6, замечаем, что при одной и той же длине 

пролета, высоте фермы и суммарной нагрузке усилия в некоторых стержнях отличаются  не 
только по величине (в боковых стойках отличие в два раза), но и знаком. Наиболее характер-
но изменение знака реакции второй с края подвижной опоры. Вместо того, чтобы поддержи-
вать конструкцию, разгружая тем самым боковую опору, эта опора, имея растягивающее 
усилие, только нагружает сжатую боковую опору. Этот же эффект наблюдается и при других 
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значениях числа k. Обобщая описанным образом решения для различного числа панелей, по-
лучим значения реакций (знак реакции  обратный к знаку усилия в соответствующем опор-
ном стержне): 

 
                              (5 ( 1) ) / 2, (( 1) (2 1) 1) / 4k k

A BY Pk  Y P k        .   
 
Этот факт подсказывает, использование фермы с такой схемой при четном числе k не-

рационально, особенно учитывая, что при этом два раскоса в середине пролета оказываются 
сжатыми, а  это заставляет использовать стержни с увеличенным сечением во избежание по-
тери устойчивости сжатых стержней. 
 

Заключение 
 Предложена не совсем обычная схема фермы. Дополнительные опоры выравнивают 

усилия при опирании, а  скошенные края верхнего пояса делают ее удобной в конструкциях 
покрытий зданий и сооружений. Несмотря на достаточно сложную конструкцию, не позво-
ляющую, в частности, применять при расчете такие методы, как метод последовательного 
вырезания узлов и метод сечений, ферма допускает для прогиба компактное аналитическое 
решение. Линейная комбинация решений, полученных для трех рассмотренных видов 
нагрузки,  дает возможность использовать их для широкого класса задач о прогибе. Допол-
нительным преимуществом аналитического решения является его точность, не зависящая  от 
сложности фермы (числа панелей). Численные методы при весьма большом числе панелей 
склонны к потере точности. Это можно продемонстрировать и на модельных задачах в си-
стеме Мaple. Искусственно занижая точность вычислений (параметр Digits) и решая задачу 
численно в той же программе, в которой выводились формулы для прогиба, можно в этом 
убедиться. Не последнее значение имеет и время счета. Еще одно положительное свойство 
предложенного алгоритма проявилось неожиданно, когда при некоторых значениях числа 
панелей было обнаружено, что определитель обращается в ноль. Первоначальные численные 
расчеты этот момент пропустили за счет погрешности счета. Действительно, если совсем не-
много изменить координаты некоторых узлов, то кинематически непротиворечивой картины 
возможных скоростей узлов (см. рис. 2) уже не будет иметь место и определитель в ноль не 
обратится. Кроме того, при численном счете модели фермы с жесткими креплениями в узлах 
можно упустить случаи, опасные для шарнирной системы. Такие конструкции будут дер-
жаться только за счет жестких соединений в узлах, в то время как было бы разумнее просто 
немного изменить число панелей и ферма была бы жесткой даже при нарушении жестких 
связей в узлах. 

Если кратко, то в качестве  главных выводов из работы можно указать два. Первое — 
простое аналитическое решение задачи о прогибе фермы с произвольным числом стержней 
возможно и оно может быть достаточно компактным. Второе — фермы могут иметь скрытые 
и опасные дефекты, которые иногда проявляются при одном числе панелей и отсутствуют в 
других случаях. Перенос решений, полученных для одних ферм на другие, следует делать 
осторожно, имея в виду указанный эффект вырождения определителя.  
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The scheme of statically determinate truss with a periodic structure are analyzed. Formulas are derived for the 

deflection of the truss, depending on the size of the truss and the number of panels. To generalize a number of solutions 
for trusses with different number of panels, the induction method is aPplied to the general case. All transformations and 
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