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О жизни и научной деятельности академика
Зарулло Хусеновича Рахмонова

В. Н. Чубариков (г. Москва)

B. Н. Чубариков —доктор физико-математических наук, профессор, заведующий кафед-
рой математических и компьютерных методов анализа, президент механико-математического
факультета Московского государственного университета имени М. В. Ломоносова.
e-mail: chubarik2009@live.ru

Аннотация

Статья посвящена доктору физико-математических наук, академику Академии наук
Республики Таджикистан, выдающемуся специалисту в области теории чисел Зарулло Ху-
сеновичу Рахмонову в связи с его 60–летием. Приводится краткая биография, основные
этапы его научной карьеры. Дан обзор результатов З. Х. Рахмонова по следующим пробле-
мам теории чисел: о распределении чисел Гольдбаха и чисел Харди-Литтлвуда в коротких
арифметических прогрессиях, по проблеме средних значений функции Чебышева и про-
блеме нулей дзета-функции Римана, лежащих в коротких прямоугольниках критической
полосы, по оценкам коротких тригонометрических сумм с простыми числами и пробле-
ме Гольдбаха с почти равными слагаемыми, по проблеме Сельберга, касающейся нулей
дзета-функции Римана, лежащих на коротких промежутках критической прямой.

В заключение представлен список основных научных публикаций З. Х. Рахмонова

Ключевые слова: Зарулло Хусенович Рахмонов, Институт математика им. А.Джураева,
короткие арифметические суммы, дзета-функция Римана.
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Abstract

The article is devoted to the doctor of physico-mathematical Sciences, academician of the
Academy of Sciences of the Republic of Tajikistan, one of the foremost experts in the field
of number theory, Zarullo Husenovich Rakhmonov in connection with his 60–year anniversary.
Provides a brief biography, the main stages of development of his scientific career. We give
the review of results of Z. H. Rakhmonov on following problems: on the distribution of the
Goldbach’s and Hardy–Littlewood’s numbers in short arithmetical progressions, on the problem
of mean values of the Chebyshev’s function and the problem of the Riemann zeta-function zeros
belonging to short rectangular in the critical strip, to estimations short trigonometric sums over
primes and on the Goldbach’s problem with almost equals summands, on the Selberg’s problem
concerning to the Riemann’s zeta-function zeros lying on short intevals of the critical line. In
conclusion, the author presents a list of main scientific publications Z. H. Rakhmonov

Keywords: Zarullo Husenovich Rakhmonov, Institute of mathematics im. A. Juraev, a short
amount, dzeta-function of Riemann.

Bibliography: 91 titles.

For citation:

V. N. Chubarikov, 2019, "On several problems of the analytic number theory (to the sixtieth years of
the birthday of the Academic AS RT of Zarullo Husenovich Rakhmonov) " , Chebyshevskii sbornik,
vol. 20, no. 4, pp. 6–31.

1. Краткая биография

Талантливый математик и замечательный широко образованный человек, Зарулло Хусе-
нович Рахмонов является ярким представителем таджикской школы теории чисел. Зарулло
Хусенович Рахмонов — ученики выдающихся математиков в области теории чисел, профессо-
ров А.А. Карацубы и В.Н. Чубарикова.

З.Х. Рахмонов родился 10 декабря 1958 года в Ганчинском районе Согдийской области
Таджикской ССР. В 1976 году он закончил среднюю школу и поступил в Таджикский наци-
ональный университет, в 1979 году продолжил учебу на механико-математическом факуль-
тете Московского Государственного университета им. М.В. Ломоносова, став учеником В.Н.
Чубарикова. Курсовые работы З.Х. Рахмонова были посвящены теореме Г.Ф. Вороного о чис-
ле целых точек под гиперболой (3-курс), вывод асимптотических формул среднего значения
степеней функции 𝜏𝑘(𝑛) (число представлений натурального число 𝑛 в виде произведений на-
туральных сомножителей) с помощью их производящих функций (4-курс), дипломная работа
посвящена выводу асимптотической формулы для количества чисел, являющихся суммой двух
квадратов простых чисел в интервалах малой длины.

В 1982 году после окончания университета по рекомендации Ученого совета механико-
математического факультета МГУ З.Х. Рахмонов поступил в аспирантуру отделения матема-
тики механико-математического факультета Московском Государственном университета им.
М.В. Ломоносова по специальности 01.01.06 – математическая логика, алгебра и теория чисел,
и в 1986 году под руководством А.А. Карацубы и В.Н. Чубарикова защитил кандидатскую
диссертацию на тему «Распределение значений характеров Дирихле» в Диссертационном Со-
вете Д.053.05.05 при МГУ им. М.В. Ломоносова.

Возвратившись в Таджикистан, З.Х.Рахмонов в 1986 году начал трудовую деятельность
как ассистент на кафедре алгебры и теории чисел Таджикского национального университета,
а в 1987 году был избран старшим преподавателем и в 1991 году – доцентом этой кафедры.

С января 1992 года по декабрь 1994 года З.Х.Рахмонов проходил докторантуру и 4 октября
1996 году на Диссертационном Совете Д.053.05.05 при МГУ им. М.В. Ломоносова защитил
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докторскую диссертацию на тему «Простые числа и средние значения функции Чебышева»,
по специальности 01.01.06 – математическая логика, алгебра и теория чисел.

В 1996 году Рахмонов З.Х. избран заведующим кафедрой алгебры и теории чисел Таджик-
ского Национального университета. С 1999 года до настоящего времени является директором
Института математики им. А. Джураева Академии наук Республики Таджикистан.

В 2000 году он избран членом-корреспондентом Академии наук Республики Таджикистан.
В 2012 году Рахмонову З.Х. присвоено ученое звание профессора по специальности ««Мате-
матическая логика, алгебра и теория чисел». В 2017 году Рахмонов З.Х. избран академиком
Академии наук Республики Таджикистан. В 2011 году Правительством Республики Таджи-
кистан ему была присуждена медаль «20 лет независимости Республики Таджикистан».

Женат, имеет трех детей. Жена – Саломова Мохира Бободжоновна, преподаватель ка-
федры медицинской подготовки Таджикского национального университета. Сыновья: Фируз,
Парвиз, Фирдавс, выпускники механико-математического факультета Московского Государ-
ственного университета им. М.В. Ломоносова.

Зарулло Хусенович Рахмонов является прекрасным человеком, и ему присуща отзывчи-
вость к людским проблемам. Более 20 лет З.Х. Рахмонов занимает должность директора
Института математики им. А. Джураева Академии наук Республики Таджикистан. В труд-
нейших условиях конца 90-их ему удалось сохранить научный потенциал Института и орга-
низовать подготовку молодых математиков через аспирантуру. Руководимый им Институт по
всем наукометрическим показателям занимает ведущее место среди научно-исследовательских
учреждений АН РТ. Двери его кабинета всегда открыты для любого сотрудника института,
любого, кто нуждается в его совете и помощи. В коллективе любят, уважают своего руко-
водителя и стараются ответить на доброжелательность и постоянную поддержку отличными
результатами работы.

З.Х. Рахмонов является крупным специалистом в области аналитической теории чисел.
Полученные им результаты являются выдающимися, и они обобщают многие результаты зна-
менитых учёных. Кроме того, З.Х.Рахмонов – прекрасный специалист по алгебре, математиче-
скому анализу и теории функции комплексного переменного. Он преподает студентам эти дис-
циплины, читает спецкурсы по аналитической и алгебраической теории чисел. Академик З.Х.
Рахмонов является главой таджикской научной школы по аналитической теории чисел. Он
продолжает и успешно развивает научные традиции, заложенные известными таджикскими
математиками, специалистами по теории чисел Г. Бабаевым, Д. Исмоиловым и Н. Гафуровым.
Под его руководством были подготовлены и успешно защищены 17 кандидатских диссертаций.
Отметим, что его заслуга при подготовке кадров в Республике Таджикистан очень велика. Его
ученики работают в разных ВУЗах республики. В институте математики им. А.Джураева АН
РТ функционирует Диссертационный совет по двум специальностям, З.Х. Рахмонов являет-
ся председателем этого Диссертационного Совета. З.Х. Рахмонов уделяет особое внимание
расширению научных связей с ведущими научными центрами за рубежом.

2. Научные достижения академика З.Х. Рахмонова

Работы З.Х. Рахмонова представляют собой систематическое исследование по теории пери-
одических арифметических функций, на основе тонких комбинаторных теоретико-числовых и
теоретико-функциональных методов и идей, развитых в последние годы как самим З.Х. Рах-
моновым, так и другими известными математиками.

Уже первые работы З.Х. Рахмонова явились существенным вкладом в решение проблемы
Ю.В. Линника о наименьшем гольдбаховом числе в арифметической прогрессии. В них он
искусно применил известный метод тригонометрических сумм И.М.Виноградова, что позво-
лило обобщить теорему И.М. Виноградова о нетривиальной оценке сумм значений характеров
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Дирихле по простому модулю от последовательности сдвинутых простых чисел на случай,
когда модуль характера есть произвольное натуральное число, и существенно продвинуться в
уточнении результатов известного финского математика М. Ютилы.

Профессор А.А. Карацуба охарактеризовал научные достижения академика З.Х. Рахмоно-
ва: Рахмонов З.Х. является крупным специалистом в области аналитической теории чисел.
Ему принадлежат выдающиеся результаты о распределении чисел Гольдбаха и чисел Харди-
Литтлвуда в коротких арифметических прогрессиях, в проблеме средних значений функции
Чебышева и проблеме нулей дзета-функции Римана, лежащих в коротких прямоугольниках
критической полосы, в оценках коротких тригонометрических сумм с простыми числами
и проблеме Гольдбаха с почти равными слагаемыми. В последние годы Рахмонов З.Х. полу-
чил рекордный результат в проблеме Сельберга, касающейся нулей дзета-функции Римана,
лежащих на коротких промежутках критической прямой. Рахмонов З.Х. является также
первоклассным специалистом в алгебре, анализе, топологии, теории функций комплексного
переменного.

Остановимся боле подробно на научных исследованиях академика З.Х.Рахмонова.

2.1. Суммы значений неглавных характеров по последовательности сдвину-
тых простых чисел и их приложения

Метод оценок тригонометрических сумм с простыми числами И.М. Виноградова позволил
ему решить ряд арифметических проблем с простыми числами. Одна из них касается распре-
деления значений неглавного характера на последовательностях сдвинутых простых чисел. В
1943 г. он [1, 3, 4] доказал: если 𝑞 — простое нечётное, (𝑙, 𝑞) = 1, 𝜒(𝑎) – неглавный характер
по модулю 𝑞, тогда

|𝑇1(𝜒)| ≪ 𝑥1+𝜀
(︂√︂

1

𝑞
+
𝑞

𝑥
+ 𝑥−

1
6

)︂
. (1)

При 𝑥≫ 𝑞1+𝜀 эта оценка нетривиальна, и из неё следует асимптотическая формула для числа
квадратичных вычетов (невычетов) mod𝑞 вида 𝑝− 𝑙, 𝑝 6 𝑥.

Гольдбаховым числом называют число, представимое в виде суммы двух нечетных про-
стых чисел. Задача о распределении таких чисел в “коротких” арифметических прогрессиях
возникла при попытке решить бинарную проблему Гольдбаха. Первый результат условно-
го характера здесь принадлежит Ю.В.Линнику [5]. В предположении расширенной гипотезы
Римана он показал, что имеет место неравенство

𝐺(𝐷, 𝑙) ≤ 𝐷 ln6𝐷,

где 𝐺(𝐷, 𝑙) – наименьшее Гольдбахово число в арифметической прогрессии

𝐷𝑘 + 𝑙, 𝑘 = 0, 1, 2, . . .

Этот результат был уточнен К.Прахаром [6, 7] и Ю.Вангом [8]. Они при тех же предложениях
доказали, что

𝐺(𝐷, 𝑙) ≤ 𝐷(ln𝐷)3+𝜀.

М.Ютила [9] в 1968 г. доказал безусловную теорему. Воспользовавшись оценкой (1), он пока-
зал, что если 𝐷 – нечетное простое число, то

𝐺(𝐷, 𝑙) ≪ 𝐷
11
8
+𝜀.

В дальнейшем И.М. Виноградов получил нетривиальную оценку 𝑇1(𝜒) при 𝑥 > 𝑞0,75+𝜀, где
𝑞 — простое число [10, 11, 12]. Этот результат был неожиданным. Дело в том, что 𝑇1(𝜒)
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можно записать в виде суммы по нулям соответствующей 𝐿 — функции Дирихле. Тогда, в
предположении справедливости расширенной гипотезы Римана для 𝑇1(𝜒), можно получить
нетривиальную оценку, но только при 𝑥 > 𝑞1+𝜀.

Казалось, что получилось то, чего не может быть. Ю.В. Линник [13] в 1971 г. писал по
этому поводу: «Весьма важны исследования И.М. Виноградова в области асимптотики ха-
рактеров Дирихле. Уже в 1952 г. была получена оценка суммы характеров Дирихле от сдви-
нутых простых чисел 𝑇1(𝜒), которая давала степенное понижение по сравнению с 𝑥 уже при
𝑥 > 𝑞0,75+𝜀. Эта оценка имеет принципиальное значение, так как по глубине превосходит
то, что дает непосредственное применение расширений гипотезы Римана, и, по-видимому,
в этом направлении является истиной более глубокой, чем указанная гипотеза (если гипо-
теза верна). Недавно эту оценку удалось улучшить А.А. Карацубе.»

А.А. Карацуба в 1968 году разработал метод, который позволил ему получить нетривиаль-
ную оценку коротких сумм характеров в конечных полях фиксированной степени [14, 15, 16].
В 1970 году с помощью развития этого метода в соединении с методом И.М. Виноградова он
доказал следующее утверждение [14, 17, 18]: если 𝑞 — простое, 𝜒(𝑎) – неглавный характер по

модулю 𝑞, 𝑥 > 𝑞
1
2
+𝜀, тогда

𝑇1(𝜒) ≪ 𝑥𝑞−
1

1024
𝜀2 . (2)

А.А. Карацуба применил эти оценки для нахождения асимптотических формул для количе-
ства квадратичных вычетов и невычетов вида 𝑝 + 𝑘 и количества произведений простых и
сдвинутых простых чисел вида 𝑝(𝑝′ + 𝑘) в арифметической прогрессии с растущей разностью
[19], (см. также [14, 20, 21, 22, 23, 24]).

З.Х. Рахмонов обобщил оценку (1) на случай составного модуля и доказал следующее
утверждение [25, 26, 27].

Теорема 1. Пусть 𝐷 – достаточно большое натуральное число, 𝜒 — неглавный харак-
тер по модулю 𝐷, 𝜒𝑞 – примитивный характер, порождённый характером 𝜒, 𝑞1 — произве-
дение простых чисел, делящих 𝐷, но не делящих число 𝑞, тогда

𝑇1(𝜒) 6 𝑥 ln5 𝑥

(︂√︂
1

𝑞
+
𝑞

𝑥
𝜏2(𝑞1) + 𝑥−

1
6 𝜏(𝑞1)

)︂
𝜏(𝑞).

Применяя эту оценку, он [25, 28] также доказал, что справедлива

Теорема 2. Для достаточно большого нечетного натурального числа 𝐷 имеет место
оценка

𝐺(𝐷, 𝐼) ≪ 𝐷𝑐+𝜀,

где 𝜀 – положительное, сколь угодно малое постоянное число, 𝑐 — нижняя грань чисел 𝑎
таких, что для некоторой постоянной 𝐴 > 2,∑︁

𝜒𝑚𝑜𝑑𝐷

𝑁(𝛼, 𝑇, 𝜒) ≪ (𝐷𝑇 )2𝑎(1−𝛼) (ln𝐷𝑇 )𝐴 .

Из “плотностной” теоремы Хаксли[29] следует, что при 𝐴 = 14 в последней формуле 𝑐 6 6
5 .

В 2010 году Дж.Б. Фридландер, К. Гонг, И.Е. Шпарлинский для составного 𝑞 показали,
что нетривиальная оценка суммы 𝑇1(𝜒𝑞) существует, когда 𝑥 – длина суммы – по порядку
меньше 𝑞 [30]. Они доказали следующее: для примитивного характера 𝜒𝑞 и всякого 𝜀 > 0

существует 𝛿 > 0, что для всех 𝑥 > 𝑞
8
9
+𝜀 имеет место оценка

𝑇1(𝜒𝑞) ≪ 𝑥𝑞−𝛿. (3)

В 2013 г. З.Х. Рахмонов [31, 32, 33] получил более сильный результат. Он доказал следую-
щее:
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Теорема 3. Если 𝑞 – достаточно большое натуральное число, 𝜒𝑞 – примитивный ха-
рактер по модулю 𝑞, (𝑙, 𝑞) = 1, 𝜀 – положительное, сколь угодно малое постоянное число,

𝑥 > 𝑞
5
6
+𝜀, тогда

𝑇1(𝜒𝑞) ≪ 𝑥 exp
(︁
−
√︀

ln 𝑞
)︁
.

Как уже выше было отмечено, нетривиальные оценки суммы 𝑇1(𝜒), 𝜒 – неглавный харак-
тер по модулю 𝐷, 𝐷 – простое число, были приложены в задачах о наименьшей гольдбахо-
вых числах и о распределении произведений простых и сдвинутых простых чисел в корот-
ких арифметических прогрессиях. При решении этих задач для составного модуля 𝐷, наряду
с нетривиальными оценками суммы 𝑇1(𝜒), для примитивных характеров, нужны такие же
оценки и для производных характеров. З.Х. Рахмонов, рассматривая задачу о нетривиальной
оценке суммы 𝑇1(𝜒), 𝜒 – неглавный характер по составному модулю 𝐷, доказал в 2017 году
следующие теоремы.

Теорема 4. [34, 35]. Пусть 𝐷 – достаточно большое натуральное число, 𝜒 — неглавный
характер по модулю 𝐷, 𝜒𝑞 – примитивный характер по модулю 𝑞, порожденный характером
𝜒, 𝑞 – свободное от кубов, (𝑙,𝐷) = 1, 𝜀 – положительное, сколь угодно малое постоянное

число, тогда при 𝑥 > 𝐷
1
2
+𝜀 имеем

𝑇1(𝜒) ≪ 𝑥 exp
(︁
−0, 6

√
ln𝐷

)︁
.

Теорема 5. [36]. Пусть 𝐷 – достаточно большое натуральное число, 𝜒 — неглавный
характер по модулю 𝐷, (𝑙,𝐷) = 1, 𝜀 – положительное, сколь угодно малое постоянное число.

Тогда при 𝑥 > 𝐷
5
6
+𝜀, имеем

𝑇 (𝜒) =
∑︁
𝑛6𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛− 𝑙) ≪ 𝑥 exp
(︁
−0, 6

√
ln𝐷

)︁
,

где постоянная под знаком ≪ зависит только от 𝜀.

2.2. Средние значения функций Чебышева и их приложения

Для характера Дирихле 𝜒 по модулю 𝑞, 𝑞 > 1 обычная функция Чебышева и функции
Чебышева с линейным экспоненциальным весом определяются следующими равенствами:

𝜓(𝑦, 𝜒) =
∑︁
𝑛6𝑦

Λ(𝑛)𝜒(𝑛), 𝜓(𝑦, 𝜒, 𝜆) =
∑︁
𝑛6𝑦

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝜆𝑛),

где Λ(𝑛) — функция Монгольдта. Известно, что в предположении справедливости расширен-
ной гипотезы Римана, имеют место оценки

𝑡(𝑥; 𝑞) =
∑︁
𝜒mod𝑞

|𝜓(𝑥, 𝜒)| ≪ 𝑥+ 𝑥1/2𝑞L 2
𝑞 , (4)

𝑇 (𝑥;𝑄) =
∑︁
𝑞6𝑄

∑︁*

𝜒

|𝜓(𝑥, 𝜒)| ≪ 𝑄𝑥1/2L 2, (5)

где
∑︁*

𝜒
— означает, что суммирование ведется по всем примитивным характерам Дирихле

по модулю 𝑞, L𝑞 = ln𝑥𝑞, L𝑄 = ln𝑥𝑄, 𝜙(𝑞) — функция Эйлера. При решении ряда задач
теории простых достаточно, чтобы для 𝑡(𝑥; 𝑞) и 𝑇 (𝑥;𝑄) имелись оценки близкие к оценкам (4)
и (5).
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Г.Монтгомери [37], пользуясь своей плотностей теоремой, показал, что

𝑡(𝑥; 𝑞) ≪ (𝑥+ 𝑥
5
7 𝑞

5
7 + 𝑥

1
2 𝑞)L 16

𝑞 ,

𝑇 (𝑥;𝑄) ≪ (𝑥𝑄
2
3 + 𝑥

1
2𝑄2)L 11

𝑄 .
(6)

Этот результат уточнил Р.Вон [38]. Он с помощью специального представления логарифми-
ческой производной 𝐿-функции доказал, что

𝑡(𝑥; 𝑞) ≪ 𝑥L 3
𝑞 + 𝑥

3
4 𝑞

5
8 L

23
8
𝑞 + 𝑥

1
2 𝑞L

7
2
𝑞 ,

𝑇 (𝑥;𝑄) ≪ 𝑥L 3
𝑄 + 𝑥

3
4𝑄

5
4 L

23
8
𝑄 + 𝑥

1
2𝑄2L

7
2
𝑄 .

(7)

В 1989 году З.Х.Рахмонов[39] показал, что

𝑡(𝑥; 𝑞) ≪ (𝑥+ 𝑥
5
6 𝑞

1
2 + 𝑥

1
2 𝑞)𝑥𝛿. (8)

Пан Чен-дон и Пан Чен-бьяо [40] доказали, что

𝑇 (𝑥;𝑄) ≪ (𝑥+ 𝑥
5
6𝑄+ 𝑥

1
2𝑄2)L 4

𝑄, (9)

Последние две оценки сильнее (6) и слабее (7), но доказательство, в отличие от этих оценок,
проводится элементарно и опирается на метод А.А.Карацубы решения мультипликативных
тернарных задач [19].

З.Х Рахмонов [16, 42, 43, 44], пользуясь новым аналитическим вариантом метода И.М.
Виноградова — оценок тригонометрических сумм с простыми числами, методом работы Н.М.
Тимофеева [45], в которой исследуется распределение арифметических функций в коротких
интервалах в среднем по прогрессиям, доказал, что справедлива

Теорема 6. При 𝑥 > 2, 𝑞 > 1, 𝑄 > 1 имеет место оценка

𝑡(𝑥; 𝑞) ≪ 𝑥L 3
𝑞 + 𝑥

4
5 𝑞

1
2 L

23
8
𝑞 + 𝑥

1
2 𝑞L

7
2
𝑞 ,

𝑇 (𝑥;𝑄) ≪ 𝑥L 3
𝑄 + 𝑥

4
5𝑄L 34

𝑄 + 𝑥
1
2𝑄2L 𝑐

𝑄,
(10)

где 𝑐 = 34, если 𝑄 ≤ 3
√
𝑥(ln𝑥)−5/6, u 𝑐 = 3, 5 в противном случае.

Заметим, что оценки в (10) точнее, чем (7) соответственно при

𝑥
2
5 ≪ 𝑞 ≪ 𝑥

2
3 , 𝑥

1
5 ≪ 𝑄≪ 𝑥

1
3 ,

а для остальных 𝑞 и 𝑄 совпадают с точностью до множителя, равного некоторой конечной
степени L𝑞 и L𝑄.

В 1937 г. И.М.Виноградов [1] своим элементарным методом оценок сумм с простыми чис-
лами доказал, что если ⃒⃒⃒⃒

𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
6

1

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1,

то для линей тригонометрической суммы имеет место оценка

𝑆(𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑛6𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛) ≪
(︁
𝑥𝑞−

1
2 + 𝑥

4
5 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2

)︁
𝑥𝜀. (11)

Впервые сумму 𝑆(𝛼, 𝑥) аналитическим методом оценил Ю.В.Линник [46]. Г.Монтгомери [37],
пользуясь своей оценкой (6), доказал что

𝑆

(︂
𝑎

𝑞
, 𝑥

)︂
≪
(︁
𝑥𝑞−

1
2 + 𝑥

5
7 𝑞

3
14 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2

)︁
L 17
𝑞 . (12)
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Р.Вон [38], применяя свои оценки (7) для 𝑡(𝑥; 𝑞), уточнил результат Г.Монтгомери. Он доказал,
что

𝑆

(︂
𝑎

𝑞
, 𝑥

)︂
≪
(︁
𝑥𝑞−

1
2 + 𝑥

3
4 𝑞

1
8 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2

)︁
L 4
𝑞 ,

𝑆 (𝛼, 𝑥) ≪
(︁
𝑥𝑞−

1
2 + 𝑥

3
4 𝑞

1
8 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2

)︁
L 4
𝑞 .

(13)

Он также доказал, что если 1 6 𝜂 6 𝑥
1
3 , 𝜂 6 𝑞 6 𝑥𝜂−1,

⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒
≤ 𝜂

𝑥𝑞 и (𝑎, 𝑞) = 1, то

𝑆 (𝛼, 𝑥) ≪ 𝑥𝜂−
1
2 L 4. (14)

Отметим, что оценки (12) и (13), полученные аналитическим методом, слабее оценки
И. М. Виноградова (11). З. Х. Рахмонов из своей оценки (10) для 𝑡(𝑥; 𝑞), доказательство ко-
торой проводится аналитическим методом, для 𝑆(𝛼, 𝑥) получил оценки И. М. Виноградова,
причем множитель 𝑥𝜀 в (10), заменяется на некоторую степень логарифма от 𝑥𝑞.

Теорема 7. Пусть
⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒
6 1

𝑞2
и (𝑎, 𝑞) = 1, тогда справедливы оценки

𝑆

(︂
𝑎

𝑞
, 𝑥

)︂
≪ 𝑥𝑞−

1
2 L 4 + 𝑥

4
5 L 35

𝑞 + 𝑥
1
2 𝑞

1
2 L 35

𝑞 ,

𝑆 (𝛼, 𝑥) ≪
(︁
𝑥𝑞−

1
2 + 𝑥

4
5 + 𝑥

1
2 𝑞

1
2

)︁
L 35
𝑞 .

Следующее следствие этой теоремы является уточнением оценки (14) для больших 𝜂.

Следствие 1. Пусть 1 6 𝜂 6 𝑥
2
5 , 𝜂 6 𝑞 6 𝑥𝜂−1,

⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒
≤ 𝜂

𝑥𝑞 и (𝑎, 𝑞) = 1, тогда

справедлива оценка:

𝑆 (𝛼, 𝑥) ≪ 𝑥𝜂−
1
2 L 35.

Харди и Литтлвуд [47] сформулировали гипотезу о том, что все достаточно большие нату-
ральные числа 𝑛 разлагаются на сумму простого и степени натурального числа в виде

𝑛 = 𝑝+𝑚𝑘, 𝑘 ≥ 2.

Такие числа мы назовем числами Харди-Литтлвуда. Г. Бабаев [48] опроверг эту гипотезу,
а именно, показал, что существует бесконечное число натуральных чисел, не являющихся
числом Харди-Литтлвуда. Отсюда, в частности, следует, что существуют 𝑙, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑞, для
которых выполняется неравенство

𝐻𝑘(𝑞, 𝑙) > 𝑞, 𝑘 ≥ 2,

где 𝐻𝑘(𝑞, 𝑙) — наименьшее число Харди-Литтлвуда вида 𝑝 +𝑚𝑘, лежащее в арифметической
прогрессии 𝑞𝑡+ 𝑙, 𝑡 = 0, 1, 2, . . .; 𝑞 – целое. Поэтому, естественно, можно рассматривать следу-
ющие две задачи.

1. Оценить сверху величину 𝐻𝑘(𝑞, 𝑙) как можно лучше.

2. Получить асимптотический закон распределения чисел Харди - Литтлвуда, лежащих в
очень коротких арифметических прогрессиях.
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З.Х. Рахмонов [39] в 1987 г., воспользовавшись оценкой (8), исследовал эти две задачи в
случае 𝑘 = 2; была получена асимптотическая формула для числа решений сравнения

𝑝+𝑚2 ≡ 𝑙 (mod 𝑞), 𝑝 6 𝑥, 𝑚 6
√
𝑥, 𝑞 — простое,

при 𝑥 > 𝑞
3
2
+𝜀, откуда, в частности, следует, что

𝐻2(𝑞, 𝑙) ≪ 𝑞
3
2
+𝜀.

Далее в 1993 г. он [16, 42], воспользовавшись своей теоремой 6 о средних значениях функции
Чебышева уточнил и обобщил его в случае 𝑘 > 2.

Теорема 8. Пусть 𝑥 > 2, 𝑞 — простое, 1 6 𝑙 < 𝑞, (𝑙, 𝑞) = 1 и L = ln𝑥, тогда справедлива
асимптотическая формула

𝐻𝑘(𝑥; 𝑞) =
∑︁

𝑛≤𝑥,𝑚𝑘6𝑥
𝑛+𝑚𝑘≡𝑙(mod 𝑞)

Λ(𝑛) =
1

𝜙(𝑞)

(︁
𝑥1+

1
𝑘 +𝑂

(︁
𝑥 exp(−𝑐L

1
2 ) + 𝑥𝑞

1
2 L 4 + 𝑥

4
5 𝑞L 35 + 𝑥

1
2 𝑞

3
2 L 35

)︁)︁
.

Эта формула становится нетривиальной, если 𝑞 ≪ 𝑥
2
3 L − 70

3 при 𝑘 = 2; 𝑞 ≪ 𝑥
𝑘+5
5𝑘 L −35 при

𝑘 = 3, 4, 5 и 𝑞 ≪ 𝑥
2
𝑘 L −8 при 𝑘 > 6 и для 𝐻𝑘(𝑞, 𝑙) — наименьшее число Харди-Литтлвуда вида

𝑝+𝑚𝑘, лежащее в арифметической прогрессии с разностью 𝑞 и начальным членом 𝑙, следует
следующая оценка сверху:

Следствие 2. Пусть 𝑞 — простое и (𝑙, 𝑞) = 1, тогда

𝐻(𝑞, 𝑙) ≪

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑞

3
2 (ln 𝑞)35, при 𝑘 = 2;

𝑞
5𝑘
𝑘+5 (ln 𝑞)

175𝑘
𝑘+5 , при 𝑘 = 3, 4, 5;

𝑞𝑘/2(ln 𝑞)4𝑘, при 𝑘 ≥ 6.

2.3. Короткие тригонометрические суммы с простыми числами

Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел рациональными числа-
ми, каждое 𝛼 из промежутка [−æ, 1− æ], æ𝜏 = 1 представимо в виде

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 6 𝑞 6 𝜏, |𝜆| 6 1

𝑞𝜏
.

Через M(𝑃 ) обозначим те числа 𝛼, для которых 𝑞 6 𝑃 , через m(𝑃 ) обозначим оставшиеся 𝛼.
M(𝑃 ) и m(𝑃 ) соответственно называются большими и малыми дугами.

Виноградов И.М. [1, 2] первым начал изучать короткие тригонометрические суммы с про-
стыми числами. Для сумм вида

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛6𝑥
Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛𝑘),

при 𝑘 = 1, используя свой метод оценок сумм с простыми числами, он доказал нетривиальную
оценку в малых дугах m(exp(𝑐(ln ln𝑥)2)) при 𝜏 = 𝑥

1
3 и 𝑦 > 𝑥

2
3
+𝜀, основу которой, наряду с

«решетом Виноградова», при 𝑘 = 1 составляют оценки коротких двойных тригонометрических
сумм вида

𝐽𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) =
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀

𝑎𝑚
∑︁

𝑈<𝑛62𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛6𝑥

𝑏𝑛𝑒(𝛼(𝑚𝑛)
𝑘),
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где 𝑎𝑚 и 𝑏𝑛 – произвольные вещественные функции, |𝑎𝑚| 6 𝜏 𝑐(𝑚), |𝑏𝑛| 6 𝜏 𝑐(𝑛), 𝑀 , 𝑁 ,
𝑈 > 𝑁 – натуральные, 𝑥 > 𝑥0, 𝑦 – вещественные числа, 𝑐 – абсолютная постоянная, не всё
время одна и та же.

Затем Хейзелгроув С.Б. [49], Статулявычус В. [50], Пан Ч.Д и Пан Ч.Б. [51], TaoЖ. [52] для
суммы 𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦), 𝑦 > 𝑥𝜃, получив нетривиальную оценку в малых дугах и изучив ее поведение
в больших дугах, доказали асимптотическую формулу в тернарной проблеме Гольдбаха с
почти равными слагаемыми с условиями |𝑝𝑖 −𝑁/3| 6 𝐻, 𝐻 = 𝑁 𝜃, соответственно при

𝜃 =
63

64
+ 𝜀,

279

308
+ 𝜀,

2

3
+ 𝜀,

5

8
+ 𝜀.

Лю Дж. и Tao Ж. [53], изучив сумму 𝐽2(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁), получили нетривиальную оценку
суммы 𝑆2(𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах при 𝑦 > 𝑥

11
16

+𝜀 и доказали теорему, что достаточно большое
натуральное число 𝑁 можно представить в виде

𝑁 = 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝23,

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑗 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻,

⃒⃒⃒⃒
𝑝23 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻, 𝐻 > 𝑁

27
32

+𝜀

Воспользовавшись, в частности, этой оценкой, они [54, 55] решили задачу Хуа о представи-
мости достаточно большого натурального числа в виде суммы пяти квадратов почти равных
простых чисел и показали, что достаточно большое натуральное число 𝑁 , 𝑁 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑24)
можно представить в виде

𝑁 = 𝑝21 + . . .+ 𝑝25,

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑝𝑗 −

√︂
𝑁

5

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐻, 𝐻 > 𝑁

9
20

+𝜀.

В 1938 г. Хуа [56], рассматривая проблему Варинга – Гольдбаха для кубов, доказал, что
все достаточно большие нечетные натуральные числа являются суммой девяти кубов простых
чисел. Кумчев А.В. [57] получил нетривиальную оценку суммы 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах m(𝑃 )
при 𝑦 > 𝑥𝜃+𝜀, 𝜃 = 1 − 1

2𝑘+3 и 𝜏 = 𝑥1+2𝜃𝑃−1. Яо Я. [58], воспользовавшись оценкой Кумчева,
доказал, что всякое достаточно большое нечетное натуральное число 𝑁 можно представить в
виде

𝑝31 + 𝑝32 + . . .+ 𝑝39 = 𝑁,

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑝𝑖 − 3

√︂
𝑁

9

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝑁

1
3
− 1

51
+𝜀.

В 2016 г. З.Х. Рахмонову и Ф.З. Рахмонову [59, 60] удалось получить нетривиальную оценку
более коротких сумм 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) на малых дугах.

Теорема 9. При L 32(𝐵+20) 6 𝑞 6 𝑦5𝑥−2L −32(𝐵+20) и 𝑦 > 𝑥
4
5 L 8𝐵+151, справедлива оценка

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) ≪
𝑦

L 𝐵
,

где L = ln𝑥𝑞, 𝐵 — абсолютная постоянная.

Примененный в [16, 42, 43, 44] подход в сочетании с работой М. Ютилы [61] о четвёртом
моменте 𝐿 - рядов Дирихле в коротких интервалах критической прямой позволил З.Х. Рахмо-
нову также исследовать средние значения функции Чебышева с линейным экспоненциальным
весом:

𝜓(𝑢, 𝜒, 𝜆) =
∑︁
𝑛6𝑢

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝜆𝑛),

по всем характерам Дирихле данного модуля в коротких интервалах. Он доказал, что спра-
ведлива
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Теорема 10. Пусть 𝑥 > 𝑥0, 𝑥
1
2 6 𝑦 6 𝑥, |𝜆| ≤ 𝑥𝑦−2, 1 6 𝑞 6 𝑥𝑦−1, 𝜀 < 10−6 — любое

фиксированное положительное число,

𝑡(𝑥; 𝑞, 𝑦, 𝜆) =
∑︁
𝜒mod𝑞

|𝜓(𝑥, 𝜒, 𝜆)− 𝜓(𝑥− 𝑦, 𝜒, 𝜆)|,

то справедлива оценка

𝑡(𝑥; 𝑞, 𝑦, 𝜆) ≪ (𝑦 + 𝑥
3
10 𝑦

1
2 )L 35

𝑞 + (𝑞𝑥
1
2 + 𝑥

1
3 𝑦

1
2 |𝜆|

1
3 𝑞)𝑥𝜀.

Одним из приложений теоремы 10 является оценка коротких тригонометрических сумм с
простыми числами, то есть сумм вида:

𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛6𝑥
Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛), 𝛼 =

𝑎

𝑞
+ 𝜆, |𝜆| 6 1

𝑞𝜏
, 1 6 𝑞 6 𝜏.

Следствие 3. Пусть 𝑥 > 𝑥0, 𝑥
1
2 6 𝑦 6 𝑥, |𝜆| 6 1/𝑞𝜏 6 𝑥/𝑦2, 𝜀 < 10−6 — любое фиксиро-

ванное положительное число, тогда справедлива оценка:

𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) 6
(︁
𝑦𝑞−

1
2 + 𝑥

3
10 𝑦

1
2

)︁
L 35 +

(︁
𝑞

1
2𝑥

1
2 + 𝑥

1
3 𝑦

1
2 𝜏−

1
3 𝑞

1
6

)︁
𝑥𝜀.

Эта оценка становится нетривиальной при

(ln𝑥)70 < 𝑞 < 𝜏, 𝑦 > 𝑥
3
5
+𝜀.

В проблеме распределения дробных частей {𝛼𝑝} И.М. Виноградов [1], воспользовавшись
своим методом оценок тригонометрических сумм с простыми числами, получил намного бо-
лее точную оценку тригонометрической суммы, чем в общем случае распределения дробных
частей {𝛼𝑛𝑝𝑛 + . . .+ 𝛼1𝑝}. Он доказал, что если 𝐾 — целое, 𝐾 6 𝑁 , 𝛼–вещественное,

𝛼 =
𝑎

𝑞
+

𝜃

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 6 𝑞 6 𝑁,

тогда имеет место оценка

𝑉𝐾(𝑁) =
𝐾∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑝6𝑁

𝑒(𝛼𝑘𝑝)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪ 𝐾𝑁1+𝜀

(︂√︂
1

𝑞
+

𝑞

𝑁
+𝑁−0,2

)︂
.

З.Х. Рахмонов, Ф.З.Рахмонов и С.Н. Исматов [62, 13] обобщили эту оценку И.М. Виноградова
на случай коротких тригонометрических сумм.

Теорема 11. Пусть 𝐾, 𝐻, 𝑁 и 𝑞 – натуральные числа, 𝐾 6 𝐻, 𝐴 – абсолютная посто-
янная, L = ln𝑁𝑞, 𝛼–вещественное и

𝛼 =
𝑎

𝑞
+

𝜃

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, L 4𝐴+20 6 𝑞 6

𝐾𝐻2

𝑁
L −4𝐴−20.

Тогда при 𝐻 ≫ 𝑁
2
3 L 4𝐴+16 справедлива оценка

𝑉𝐾(𝑁,𝐻) =

𝐾∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑁−𝐻<𝑛6𝑁

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑘𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒≪ 𝐾𝐻

L 𝐴
.
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2.4. Короткие суммы Г.Вейля и аддитивные задачи с почти равными слага-
емыми

Р. Вон [64], изучая суммы Г.Вейля вида

𝑇 (𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑚6𝑥

𝑒 (𝛼𝑚𝑛) , 𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, 𝑞 6 𝜏, (𝑎, 𝑞) = 1, |𝜆| 6 1

𝑞𝜏
,

в больших дугах методом Ван дер Корпута доказал следующее:

𝑇 (𝛼, 𝑥) =
𝑆(𝑎, 𝑞)

𝑞

∫︁ 𝑥

0
𝑒 (𝜆𝑡𝑛) 𝑑𝑡+𝑂

(︁
𝑞

1
2
+𝜀 (1 + 𝑥𝑛|𝜆|)

1
2

)︁
.

При условии, что 𝛼 очень хорошо приближается рациональным числом со знаменателем 𝑞, то
есть, при выполнении условия

|𝜆| ≤ 1

2𝑛𝑞𝑥𝑛−1
,

он также доказал, что

𝑇 (𝛼, 𝑥) =
𝑥 𝑆(𝑎, 𝑞)

𝑞

∫︁ 1

0
𝑒 (𝜆𝑡𝑛) 𝑑𝑡+𝑂

(︁
𝑞

1
2
+𝜀
)︁
.

Этими оценками он воспользовался при выводе асимптотической формулы в проблеме Варин-
га для восьми кубов [65].

При выводе асимптотических формул в аддитивных задачах с почти равными слагаемыми,
к которым относится проблема Варинга, проблема Эстермана, основным моментом наряду с
круговым методом Харди–Литлвуда в форме тригонометрических сумм И. М. Виноградова,
является также поведение коротких тригонометрических сумм Г.Вейля вида

𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚6𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛), 𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 𝑞 ≤ 𝜏, |𝜆| 6 1

𝑞𝜏
,

на больших дугах и их оценка на малых дугах. З.Х. Рахмонов вместе с учениками [66, 67, 68,
69, 70] изучил короткие тригонометрические суммы Г.Вейля вида 𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) на длинных дугах
при 𝑛 = 2, 3, 4. Затем этом результат был обобщен на случай произвольного фиксированного
𝑛 [71, 72, 73].

Теорема 12. Пусть 𝜏 ≥ 2𝑛(𝑛− 1)𝑥𝑛−2𝑦 и 𝜆 > 0, тогда при {𝑛𝜆𝑥𝑛−1} 6 1
2𝑞 имеет место

формула

𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝑆(𝑎, 𝑞)

𝑞
𝑇 (𝜆;𝑥, 𝑦) +𝑂(𝑞

1
2
+𝜀),

а при {𝑛𝜆𝑥𝑛−1} > 1
2𝑞 имеет место оценка

|𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑞1−
1
𝑛 ln 𝑞 + min

26𝑘6𝑛
(𝑦𝑞−

1
𝑛 , 𝜆−

1
𝑘𝑥1−

𝑛
𝑘 𝑞−

1
𝑛 ).

Следствие 4. Пусть 𝜏 ≥ 2𝑛(𝑛−1)𝑥𝑛−2𝑦, |𝜆| 6 1
2𝑛𝑞𝑥𝑛−1 , тогда имеет место соотношение

𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝑦

𝑞
𝑆(𝑎, 𝑞)𝛾(𝜆;𝑥, 𝑦) +𝑂(𝑞

1
2
+𝜀), 𝛾(𝜆;𝑥, 𝑦) =

∫︁ 0,5

−0,5
𝑒
(︁
𝜆
(︁
𝑥− 𝑦

2
+ 𝑦𝑡

)︁𝑛)︁
𝑑𝑡.
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Следствие 5. Пусть 𝜏 ≥ 2𝑛(𝑛− 1)𝑥𝑛−2𝑦, 1
2𝑛𝑞𝑥𝑛−1 < |𝜆| 6 1

𝑞𝜏 , тогда имеет место оценка

𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) ≪ 𝑞1−
1
𝑛 ln 𝑞 + min

26𝑘6𝑛

(︁
𝑦𝑞−

1
𝑛 , 𝑥1−

1
𝑘 𝑞

1
𝑘
− 1

𝑛

)︁
.

Следствия 4 и 5 являются обобщением результатов Р.Вона [64] для коротких тригономет-
рических сумм Г.Вейля вида 𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦).

Эти результаты в сочетании с оценками суммы 𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦) на малых дугах были использова-
ны при выводе асимптотических формул в следующих аддитивных задачах с почти равными
слагаемыми:

� в проблеме Эстермана [66] о представлении натурального числа 𝑁 > 𝑁0 в виде
𝑝1 + 𝑝2 +𝑚2 = 𝑁 , 𝑝1 и 𝑝2 – простые числа, 𝑚 > 0 – целое число, с условиями⃒⃒⃒⃒

𝑝𝑖 −
𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻; 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑚2 − 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻, 𝐻 > 𝑁1− 1

4 ln2𝑁 ;

� в кубической проблеме Эстермана [68, 74] о представлении натурального числа 𝑁 > 𝑁0

в виде 𝑝1 + 𝑝2 +𝑚3 = 𝑁 , 𝑝1 и 𝑝2 – простые числа, 𝑚 > 0 – целое число, с условиями⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻; 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑚3 − 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻, 𝐻 > 𝑁1− 1

6 ln3𝑁 ;

� в в проблеме Эстермана четвёртой степени [75, 76] о представлении натурального числа
𝑁 > 𝑁0 в виде 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑚4 = 𝑁 , 𝑝1 и 𝑝2 – простые числа, 𝑚 > 0 – целое число, с
условиями⃒⃒⃒⃒

𝑝𝑖 −
𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻; 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑚4 − 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
6 𝐻, 𝐻 > 𝑁1− 1

12 (ln𝑁)
40
3 ;

� в проблеме Варинга для кубов [77] о представлении натурального числа 𝑁 > 𝑁0 в виде
девяти кубов натуральных чисел 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 9 с условиями⃒⃒⃒⃒

⃒𝑥𝑖 −
(︂
𝑁

9

)︂ 1
3

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐻, 𝐻 > 𝑁

1
3
− 1

30
+𝜀;

� в проблеме Варинга для четвёртых степеней [78] о представлении натурального чис-
ла 𝑁 > 𝑁0 в виде суммы семнадцати четвёртых степеней натуральных чисел 𝑥𝑖,
𝑖 = 1, 2, . . . , 17 с условиями⃒⃒⃒⃒

⃒𝑥𝑖 −
(︂
𝑁

17

)︂ 1
4

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐻, 𝐻 > 𝑁

1
4
− 1

108
+𝜀;

� в проблеме Варинга для пятых степеней [71, 79] о представлении натурального числа
𝑁 > 𝑁0 в виде суммы 33 пятых степеней натуральных чисел 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 33 с усло-
виями ⃒⃒⃒⃒

⃒𝑥𝑖 −
(︂
𝑁

33

)︂ 1
5

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐻, 𝐻 > 𝑁

1
5
− 1

340
+𝜀.

В теореме 12 и следствии 4 при 𝑛 = 2 множитель 𝑞
1
2
+𝜀 в остаточном члене можно заменить

на 𝑞
√
𝑞 (см. [67, 73]). Отсюда и из теоремы Гурвица о приближении иррациональных чисел

рациональными числами следует [80]:

Следствие 6. Пусть 𝛼 — иррациональное число, тогда последовательность {𝛼𝑚2} та-
ких, что 𝑥−𝑦 < 𝑚 ≤ 𝑥 при 𝑦 > ln3 𝑥, 𝑦 → ∞, является равномерно распределённой по модулю
единицей.
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2.5. Специальные тригонометрические суммы и их приложения к теории
нулей рядов Дирихле

В теории нулей рядов Дирихле работы Рахмонова З.Х. посвящены плотностным теоремам
дзета-функция Римана в узких прямоугольниках критической полосы, нули дзета-функция
Римана, дзета-фунции Харди и её производных, а также функции Дэвенпорта-Хейлбронна в
коротких промежутках критической прямой.

Пусть𝑁(𝛼, 𝑇 )— число нулей функции Римана 𝜁(𝑠) в области𝑅𝑒𝑠 > 𝛼 ≥ 0, 5 и 0 ≤ 𝐼𝑚𝑠 ≤ 𝑇 ,
а 𝑁0(𝑇 ) — число нулей нечетного порядка функции 𝜁(0, 5+𝑖𝑡), лежащих на промежутке (0, 𝑇 ).
Оценка вида

𝑁(𝛼, 𝑇 +𝐻)−𝑁(𝛼, 𝑇 ) ≪ 𝐻𝑎(1−𝛼) ln𝑐 𝑇, (15)

с положительными абсолютными постоянными 𝑎 и 𝑐 называется плотностной теоремой в узких
прямоугольниках критической полосы.

Впервые проблему распределения нулей дзета функции Римана в узких прямоугольниках
критической полосы и в коротких промежутках критической прямой исследовал А.Сельберг
[81]. Он доказал, что если 𝐻 > 𝑇 𝜃, 𝜃 > 0, 5 и ;0, 5 < 𝛼 6 1, то справедливы следующие оценки:

𝑁(𝛼, 𝑇 +𝐻)−𝑁(𝛼, 𝑇 ) = 𝑂

(︂
𝐻

𝛼− 0, 5

)︂
,

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝑐1𝐻 ln𝑇. (16)

В этой работе А.Сельберг высказал гипотезы, что условие 𝜃 > 0, 5 в этих оценках может
быть заменено условием 𝜃 > æ, æ < 0, 5. А.А. Карацуба [82, 83] доказал эти гипотезы при
æ = 27/82+ 𝜀. Хиз-Браун [84], с помощью своей теоремы о четвертом моменте дзета-функции
Римана на критической прямой при 𝐻 ≥ 𝑇

7
8
+𝜀 доказал (15) с 𝑎 = 2, 4 и 𝑐 = 244. В 1992 г.

Тао Ж. [85] доказал (15) с 𝑎 = 8/3 и 𝑐 = 216 при условии 𝐻 > 𝑇 1/3+𝜀. З.Х. Рахмонов [86, 87],
воспользовавшись методом экспоненциальных пар, доказал, что верна

Теорема 13. Пусть (𝜅, 𝜆) — произвольная экспоненциальная пара, 𝜀 < 104 — любое
фиксированное положительное число, 𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀) > 0,

𝜃 = 𝜃(𝜅, 𝜆) =
𝜅+ 𝜆

2𝜅+ 2
, 𝐻 > 𝑇 𝜃+𝜀,

тогда (15) выполняется при 𝑎 = 2, 4, 𝑐 = 290, если 1
2 6 𝛼 6 2

3 или 5
6 6 𝛼 6 1; и соответ-

ственно, 𝑎 = 8
3 , 𝑐 = 50, если 2

3 < 𝛼 < 5
6 .

Теорема 14. Пусть (𝜅, 𝜆) — произвольная экспоненциальная пара, 𝜀 < 104 — любое
фиксированное положительное число, 𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀) > 0,

𝜃 = 𝜃(𝜅, 𝜆) =
𝜅+ 𝜆

2𝜅+ 2
, 𝐻 > 𝑇 𝜃+𝜀,

тогда существует положительная постоянная 𝑐1 = 𝑐1(𝜀) такая, что выполняется (16).
Показатель 𝜃(𝜅;𝜆) также появляется в оценке остаточного члена в проблеме Гаусса о числе

целых точек в круге. Наилучшая оценка сверху для 𝜃(𝜅;𝜆) принадлежит М. Хаксли [88]. Он
доказал, что

𝜃0 = min
𝜅,𝜆∈𝒫

𝜃(𝜅, 𝜆) = min
𝜅,𝜆∈𝒫

𝜅+ 𝜆

2𝜅+ 2
6

131

416
=

1

3
− 23

3 · 416
≈ 0.31490,

где 𝒫 — множество всех экспоненциальных пар.
З.Х. Рахмонов и Ш.А. Хайруллоев [89, 90] методом экспоненциальных пар длину проме-

жутка критического прямой, в которой заведомо содержится нуль нечетного порядка дзета-
функции Римана, выразили через константу Ранкина.



20 В. Н. Чубариков

Теорема 15. Пусть (𝜅, 𝜆) — произвольная экспоненциальная пара, отличная от
(1/2, 1/2),

𝜃(𝜅;𝜆) =
1

2

(︂
1− 1

2− 𝜃−1
1 (𝜅;𝜆)

)︂
, 𝜃1(𝜅;𝜆) =

𝜆

0, 5− 𝜅
,

тогда промежуток (𝑇, 𝑇 +𝐻), при 𝑇 > 𝑇0 > 0, 𝐻 > 𝑇 𝜃(𝜅;𝜆) ln2 𝑇 содержит нуль нечетного
порядка дзета-функции Римана и для нижней грани величины 𝜃1(𝜅;𝜆) по 𝒫 — множеству
всех экспоненциальных пар (𝜅;𝜆), отличных от (1/2, 1/2), справедливо соотношение

inf
(𝜅;𝜆)∈𝒫

𝜃1(𝜅;𝜆) = 𝑅+ 1,

где 𝑅 = 0.8290213568591335924092397772831120 . . . – постоянная Ранкина.

В 2018 г. З.Х. Рахмонов и А.С. Аминов [91] доказали теорему А.А. Карацубы для коли-
чества нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна 𝑓(𝑠) в коротких промежутках критической
прямой для промежутков, имеющих более короткую длину.

Теорема 16. Пусть 𝑁0(𝑇 ) – число нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна 𝑓(𝑠) на от-
резке 𝑅𝑒𝑠 = 1/2, 0 < 𝐼𝑚𝑠 6 𝑇 , 𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксированные положительные
числа, не превосходящие 0, 001; 𝑐4, 𝑐5, 𝑐𝑔 - абсолютные положительные постоянные, превос-
ходящие 1,

𝑐7 =
𝜀

1
2
+ 𝜀

4
+ 𝜀2

8−4𝜀

1

3𝑒𝑐5 · 5
4
𝜀
+3 2

2
𝜀
+2+ 𝜀

2
+ 𝜀2

4−2𝜀 𝑐
𝜀
2
+ 𝜀2

4−2𝜀

4 𝑐
4
𝜀
+2+𝜀+ 𝜀2

2−𝜀
𝑔

.

Тогда при 𝐻 = 𝑇
131
416

+𝜀1, 𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 выполняется соотношение

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝑐7𝐻(ln𝑇 )
1
2
− 𝜀

4
− 𝜀2

2−𝜀 ln ln𝑇.

Следствие 7. Пусть 𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксированные положительные числа,
не превосходящие 0, 001. Тогда при 𝐻 = 𝑇

131
416

+𝜀1, 𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 выполняется соотношение

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝐻(ln𝑇 )
1
2
−𝜀.

3. Заключение

Отмечая выдающееся результаты З.Х. Рахмонова в аналитический теории чисел, вносящие
крупный вклад в теории чисел, следует сказать, что не менее весом его вклад в существенное
развитие научной школы в различных направлениях математики. Свое шестидесятилетие З.Х.
Рахмонов встретил в расцвете творческих и жизненных сил.

Дорогой Зарулло Хусенович, новых успехов в науке и дальнейшего развития теоретико-
числовой школы в Республики Таджикистан.
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Аннотация

Пуст 𝑋 достаточно большое вещественное число и 𝑘 ≥ 2 натуральное число, 𝑀 мно-
жества натуральных чисел не превосходящие 𝑋, которые непредставимы в виде суммы
простого и фиксированной степени простого числа, 𝐸𝑘(𝑋) = card𝑀 .

В настоящей работе доказана теорема
Теорема. Для достаточно больших 𝑋 справедлива оценка 𝐸𝑘(𝑋) ≪ 𝑋𝛾 , где

𝛾 <

⎧⎪⎨⎪⎩
1− (17612, 983𝑘2(ln 𝑘 + 6, 5452))−1, при 2 ≤ 𝑘 ≤ 205,

1− (68𝑘3(2 ln 𝑘 + ln ln 𝑘 + 2, 8))−1, при 𝑘 > 205,

1− (137𝑘3 ln 𝑘)−1, при 𝑘 > 𝑒628.

В частности из этой теоремы следует, что оценка и 𝛾 < 1 − (137𝑘3 ln 𝑘)−1, полученная
В. А. Плаксиным для достаточно больших 𝑘, остается справедливой при ln 𝑘 > 628.

Ключевые слова: Характер Дирихле, нули 𝐿-функции, гипотеза Римана, исключитель-
ное множество, исключительный нуль, оценка снизу, оценка сверху.
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Abstract

Let 𝑋 be enough big real number and 𝑘 ≥ 2 be a natural number, 𝑀 be a set of natural
numbers 𝑛 not exceeding 𝑋, which cannot be written as a sum of prime and fixed degree a
prime, 𝐸𝑘(𝑋) = 𝑐𝑎𝑟𝑑𝑀. In present paper is proved theorem.

Theorem. For it is enough greater 𝑋−equitable estimation 𝐸𝑘(𝑋) ≪ 𝑋𝛾 , where

𝛾 <

⎧⎪⎨⎪⎩
1− (17612, 983𝑘2(ln 𝑘 + 6, 5452))−1, при 2 ≤ 𝑘 ≤ 205,

1− (68𝑘3(2 ln 𝑘 + ln ln 𝑘 + 2, 8))−1, при 𝑘 > 205,

1− (137𝑘3 ln 𝑘)−1, при 𝑘 > 𝑒628.

In particular from this theorems follows that estimation 𝛾 < 1 − (137𝑘3 ln 𝑘)−1, got by
V. A. Plaksin for it is enough greater 𝑘, remains to be equitable under ln 𝑘 > 628.

Keywords: The Dirichlet charakter, Dirichlet 𝐿-function, exceptional set, representation
numbers,exceptional zero, exceptional nature, main member, remaining member..
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1. Введение

I. Формулировка результатов.Пусть𝑋-достаточно большое вещественное число, 𝑘 ≥ 2-
натуральное число, 𝑀 - множество натуральных чисел 𝑛 ≤ 𝑋, непредставимых в виде

𝑛 = 𝑝1 + 𝑝𝑘2, (1)

и удовлетворяющие условию
(𝑛− 1,

∏︁
𝑝

𝜙(𝑝)∖𝑘

𝑝) = 1, (2)

где 𝑝1, 𝑝2, 𝑝 — простые числа, 𝜙(𝑝) — функция Эйлера (см.[5-7]) .

В. А. Плаксин [8,9], рассмотрев 𝐸𝑘(𝑋) = 𝑐𝑎𝑟𝑑𝑀, доказал, что 𝐸𝑘(𝑋) ≪ 𝑋𝛾 , где 0 < 𝛾 < 1
всегда и 𝛾 < 1− (137𝑘3 ln 𝑘)−1 при достаточно большом 𝑘.

В настоящей работе улучшен результат В. А. Плаксина [9]. А именно доказана
Теорема. Для достаточно больших 𝑋 справедлива оценка 𝐸𝑘(𝑋) ≪ 𝑋𝛾 ,
где

𝛾 <

⎧⎪⎨⎪⎩
1− (17612, 983𝑘2(ln 𝑘 + 6, 5452))−1, при 2 ≤ 𝑘 ≤ 205,

1− (68𝑘3(2 ln 𝑘 + ln ln 𝑘 + 2, 8))−1, при 𝑘 > 205,

1− (137𝑘3 ln 𝑘)−1, при 𝑘 > 𝑒628.

В частности из этой теоремы следует, что оценка 𝛾 < 1 − (137𝑘3𝑙𝑛𝑘)−1, полученная
В. А. Плаксиным [9] для достаточно больших 𝑘, остается справедливой при ln 𝑘 > 628. Дока-
зательство теоремы основывается на идеи работ [1,9] и на результаты работ [2–4].

2. Обозначение и деление единичного интервала.
Пусть 𝜀 — произвольное малое положительное число, 𝑋 > 𝑋𝑘,𝜀, 𝑋𝑘,𝜀 — достаточно большое

положительное число, будем считать что

0 < 𝜀 <
2

7𝑘4𝑘
, 𝑋 = 𝑃 𝑘, 𝑄 = 𝑋17𝜀, 𝜏 = 𝑋𝑄−1, Δ = 𝜏−1, 𝑍 = 𝑄0,3, 𝐿 = ln𝑋, 𝑙 = ln ln𝑋,
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𝑐1, 𝑐2, ...— эффективные вычислимые положительные постоянные, в худшем случае зависящие
от 𝜀, 𝑘,𝑋𝑘,𝜀.

Далее, пусть
𝑅(𝑛) = 𝑘

∑︁
𝑛=𝑝1+𝑝𝑘2

𝑋
3
<𝑝1,𝑝𝑘2≤𝑋

ln 𝑝1 ln 𝑝2

и
𝑆𝑘(𝑎) = 𝑘

∑︁
𝑋
3
<𝑝𝑘≤𝑋

ln 𝑝 𝑒(𝛼𝑝𝑘).

Тогда

𝑅(𝑛) =

∫︁ 1−Δ

−Δ
𝑆1(𝛼)𝑆𝑘(𝛼)𝑒(−𝑛𝛼)𝑑𝛼.

Теперь на интервале интегрирования выделим множестве 𝑀1 больших и множество 𝑀2

малых дуг обычным способом (см., напр. [10,15]) для подобных задач. В рассматриваемом
случае большая дуга — это 𝑀1(𝑎, 𝑞) = (𝑎𝑞 −Δ, 𝑎𝑞 +Δ), где 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑄, 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑞 и (𝑎, 𝑞) = 1.

Поэтому𝑀1 = ∪𝑎,𝑞𝑀1(𝑎, 𝑞) и𝑀2-множество тех 𝛼, для которых −Δ < 𝛼 < 1−Δ и 𝛼 /∈𝑀1.
Таким образом, мы будем иметь

𝑅(𝑛) = 𝑅1(𝑛) +𝑅2(𝑛) (3)

где

𝑅1(𝑛) =

∫︁
𝑀1

𝑆1(𝛼)𝑆𝑘(𝛼)𝑒(−𝑛𝛼)𝑑𝛼, 𝑅2(𝑛) =

∫︁
𝑀2

𝑆1(𝛼)𝑆𝑘(𝛼)𝑒(−𝑛𝛼)𝑑𝛼. (4)

Ясно, что если 𝑅(𝑛) > 0, то для 𝑛 существует представление в виде (1) с условием (2) (см.
[12,14]).

2. Основная часть.

3. Малые дуги. Покажем, что ∑︁
𝑛≤𝑋

𝑅2
2(𝑛) < 𝑋𝑃 2−5𝜀. (5)

Согласно тождеству Персеваля имеем∑︁
𝑛≤𝑋

𝑅2
2(𝑛) =

∫︁
𝑀2

|𝑆1(𝛼)𝑆𝑘(𝛼)|2𝑑𝛼 = max
𝑀2

|𝑆𝑘(𝛼)|2
∫︁
𝑀2

|𝑆1(𝛼)2𝑑𝛼 ≤ 𝑚2
1𝑚2.

Здесь

𝑚2 =

∫︁ 1

0
|𝑆1(𝛼)|2𝑑𝛼 ≤

∑︁
𝑋
3
<𝑝≤𝑋

ln2 𝑝 < 0, 7𝑋𝐿. (6)

Для 𝑚1 = max
𝑀2

|𝑆𝑘(𝛼)| используя теоремы 7.1 [16], при 𝜌0 = (17𝑘2(2𝑙𝑛𝑘 + 𝑙𝑛𝑙𝑛𝑘 + 2, 8))−1,

4𝜀 ≤ 𝜌0, находим
𝑚1 ≤ 𝑐1𝑃

1−3𝜀. (7)

Согласно (6), (7) получим∑︁
𝑛≤𝑋

𝑅2
2(𝑛) < 0, 7𝑋𝐿𝑐21𝑃

2−6𝜀 < 𝑋𝑃 2−5𝜀.
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Из (5) следует, что при 𝑘 ≥ 2 количество 𝑛 ≤ 𝑋, для которого 𝑅2(𝑛) ≥ 𝑃 1−2𝜀 не больше

чем 𝐸
(1)
𝑘 (𝑋) < 𝑋1− 𝜀

𝑘 . Таким образом

𝑅2(𝑛) ≤ 𝑃 1−2𝜀 (8)

для всех 𝑛 ≤ 𝑋, за исключением не более чем 𝐸
(1)
𝑘 < (𝑋)1−

𝜀
𝑘 значений 𝑛 из них.

4. Большие дуги. Ясно, что в силу (4)

𝑅1(𝑛) =
∑︁
𝑞≤𝑄

𝑞∑︁
𝑎=1

∫︁ Δ

−Δ
𝑆1(

𝑎

𝑞
+ 𝜂)𝑆𝑘(

𝑎

𝑞
+ 𝜂)𝑒(−(

𝑎

𝑞
+ 𝜂)𝑛)𝑑𝜂. (9)

где суммирование по всем 𝑎, с условием 1 ≤ 𝑎 ≤ 𝑞, (𝑎, 𝑞) = 1.
Сначала несколько преобразуем 𝑅1(𝑛). Для этого введем обозначения:

𝑈𝑘(𝜒, 𝜂) = 𝑘
∑︁

𝑋
3
<𝑝𝑘≤𝑋

𝜒(𝑝) ln 𝑝𝑒(𝑝𝑘𝜂), (10)

𝑇𝑘(𝜂) = 𝑘
∑︁

𝑋
3
<𝑛𝑘≤𝑋

𝑒(𝑛𝑘𝜂) и 𝑇𝑘(𝜂) = −𝑘
∑︁

𝑋
3
<𝑛𝑘≤𝑋

𝑛𝛽−1𝑒(𝑛𝑘𝜂).

Сумму 𝑊𝑘(𝜒, 𝜂) определим следующим образом

𝑊𝑘(𝜒0, 𝜂) = 𝑈𝑘(𝜒𝑜, 𝜂)− 𝑇𝑘(𝜂), 𝑊𝑘(�̃�𝜒0, 𝜂) = 𝑈𝑘(�̃�𝜒0, 𝜂)− 𝑇𝑘(𝜂)

и
𝑊𝑘(𝜒, 𝜂) = 𝑈𝑘(𝜒, 𝜂) если 𝜒 ̸= 𝜒0, 𝜒 ̸= �̃�𝜒0. (11)

Здесь 𝜒 — характер Дирихле по модулю 𝑞, 𝜒0 — главный характер по модулю 𝑞, �̃� — ис-
ключительный примитивный характер по модулю 𝑟, 𝑟|𝑞 (см. [11]). Далее пусть

𝐹𝑘(𝜒) = 𝐹𝑘(𝑞, 𝜒, 𝑎) =

𝑞∑︁′

𝑣=1

𝜒(𝑣)𝑒(
𝑎𝑣𝑘

𝑞
).

Использую эти обозначения, находим

𝑆1(𝛼) =
1

𝜙(𝑞)

⎧⎨⎩𝐹1(𝜒0)𝑇1(𝜂) + 𝐹1(�̃�𝜒0)𝑇1(𝜂) +
∑︁

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹1(𝜒)𝑊1(𝜒, 𝜂)

⎫⎬⎭ . (12)

Отметим, что здесь первые два члена являются главными членами, а третий - остаток.
Если 𝐸𝛽 = 0 или 𝑟 - 𝑞 то в правой части (12) следует опускать второй член. Так как для

любого 𝑥, |(𝜂𝑥𝑘)′ | ≤ 𝑘|𝜂|𝑃 𝑘−1 ≤ 𝑘𝑋17𝜀− 1
𝑘 < 1

2 при 𝑋 > 𝑋𝑘,𝜀 , 0 < 𝑥 ≤ 𝑃, 0 < 𝜀 < 1
34𝑘 . Как и в

[8] (см.S3 работы [3]), при 𝑃1 =
𝑘

√︁
𝑋
3 имеем

𝑇𝑘(𝜂) = 𝑘

𝑃∫︁
𝑃1

𝑒(𝑡𝑘𝜂)𝑑𝑡+𝑂(1) =
∑︁

𝑋
3
<𝑚≤𝑋

𝑒(𝑚𝜂)

𝑚1− 1
𝑘

+𝑂(1) = Γ𝑘(𝜂) +𝑂(1).

Аналогично

𝑇𝑘(𝜂) = −
∑︁

𝑋
3
<𝑚≤𝑋

𝑚(𝛽−1)/𝑘𝑒(𝑚𝜂)

𝑚1− 1
𝑘

+𝑂(1) = Γ̃𝑘(𝜂) +𝑂(1).
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Поэтому, для 𝑆𝑘(𝛼) подобно (14) в главных дугах, имеет место представление

𝑆𝑘(𝛼) =
1

𝜙(𝑞)

⎧⎨⎩𝐹𝑘(𝜒𝑜)Γ𝑘(𝜂) + 𝐹𝑘(�̃�𝜒0)Γ̃𝑘(𝜂) +
∑︁

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹𝑘(�̄�)𝑊𝑘(𝜒, 𝜂) +𝑂(1)

⎫⎬⎭ . (13)

Здесь использовали оценку (см. (6), [9])

|𝐹𝑘(𝑝, 𝜒, 𝑎)| ≤ 𝑘
√
𝑝 , 𝑝 - 𝑎. (14)

В (15) также первые два члена - главные члены, третий член остаток.
Поскольку

𝑂

⎛⎝∑︁
𝑞≤𝑄

𝑞∑︁
𝑎=1(𝑎,𝑞)=1

Δ∫︁
−Δ

⃒⃒⃒⃒
𝑆1(

𝑎

𝑞
+ 𝜂)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜂

⎞⎠≪ Δ𝑋𝑄2 ≪ 𝑋51𝜀,

то из (11) получим
𝑅1(𝑛) = 𝑅3(𝑛) +𝑅4(𝑛) +𝑂(𝑋51𝜀), (15)

где главный член (произведение главных членов в (12) и (13) )

𝑅3(𝑛) =
∑︁
𝑞≤𝑄

1

𝜙2(𝑞)

𝑞∑︁
𝑎=1,(𝑎,𝑞)=1

Δ∫︁
−Δ

{︁
𝐹1(𝜒0)𝐹𝑘(𝜒0)𝑇1(𝜂)Γ𝑘(𝜂) + 𝐹1(𝜒0)𝐹𝑘(�̃�𝜒0)𝑇1(𝜂)Γ̃𝑘(𝜂) +

+𝐹1(�̃�𝜒0)𝐹𝑘(𝜒0)𝑇1(𝜂)Γ𝑘(𝜂) + 𝐹1(�̃�𝜒0)𝐹𝑘(�̃�𝜒0)𝑇1(𝜂)Γ̃𝑘(𝜂) }×

×𝑒(−(
𝑎

𝑞
+ 𝜂)𝑛)𝑑𝜂 =

4∑︁
𝑖=1

𝑅
(𝑖)
3 (𝑛)

и остаток

𝑅4(𝑛) =
∑︁
𝑞≤𝑄

1

𝜙2(𝑞)

𝑞∑︁
𝑎=1,(𝑎,𝑞)=1

Δ∫︁
−Δ

{ 𝐹 (𝜒0)𝑇1(𝜂)
∑︁

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹𝑘(�̄�)𝑊𝑘(𝜒, 𝜂)+

+𝐹1(�̃�𝜒0)𝑇1(𝜂)
∑︁

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹𝑘(�̄�)𝑊𝑘(𝜒, 𝜂) + 𝐹𝑘(𝜒0)Γ𝑘(𝜂)
∑︁

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹1(�̄�)𝑊1(𝜒, 𝜂)+

+𝐹𝑘(�̃�𝜒0)Γ̃𝑘(𝜂)
∑︁

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹1(�̄�)𝑊1(𝜒, 𝜂) +
∑︁

𝜒1(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹1(�̄�)𝑊1(𝜒, 𝜂)×

×
∑︁

𝜒2(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐹𝑘(𝜒2)𝑊𝑘(𝜒2, 𝜂) } 𝑒(−(
𝑎

𝑞
+ 𝜂))𝑑𝜂 =

5∑︁
𝑖=1

𝑅
(𝑖)
4 (𝑛).

4.1. Главный член. Согласно (15) главный член 𝑅3(𝑛) является суммой четырех слагаемых,
которые изучаются одинаково. Поэтому мы ограничимся с подробным рассмотрением одного
из этих слагаемых. Например, 𝑅(2)

3 (𝑛) (в [9] подробно рассмотрен 𝑅(3)
3 (𝑛)).

𝑅
(2)
3 (𝑛) =

∑︁
𝑞≤𝑄
𝑟/𝑞

1

𝜙2(𝑞)

𝑞∑︁
𝑎=1

𝐹1(𝜒0)𝐹𝑘(�̃�𝜒0)

∫︁ Δ

−Δ
𝑇1(𝜂)Γ̃𝑘(𝜂)𝑒(−𝑛𝜂)𝑑𝜂 =

=
1

𝜙2(𝑟)
𝐺(𝑟, 𝜒0, 𝜒*, 𝑛)𝐴𝑟(𝑛,

𝑄

𝑟
)𝐼3.
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Здесь использовали мультипликативность 𝐺(𝑟, 𝜒0, �̃�
*𝜒0, 𝑛).

Рассмотрим 𝐼3. Так как в силу леммы 1[9]⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 1/2

Δ
𝑇1(𝜂)Γ̃𝑘(𝜂)𝑒(−𝑛𝜂)𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
⃒≪ 𝜏

1
𝑘 ,

то

𝐼3 =

∫︁ 1/2

−1/2
𝑇1(𝜂)Γ̃𝑘(𝜂)𝑒(−𝑛𝜂)𝑑𝜂 +𝑂(𝜏

1
𝑘 ) = −

∑︁
𝑚+𝑛1=𝑛

𝑋
3
<𝑚,𝑛1≤𝑋

𝑚(𝛽−1)/𝑘

𝑚1−1/𝑘
= 𝐽3 +𝑂(𝜏)

1
𝑘 .

Здесь 𝐽3 ≪ 𝑃 .Таким образом, согласно леммам 6, 7 [9] находим, что

𝑅
(2)
3 (𝑛) =

𝐺(𝑟, 𝜒0, 𝜒*, 𝑛)

𝜙2(𝑟)𝜋𝑟(𝑛)
(𝐴(𝑛) +𝑂(𝑄−0,1))

{︁
𝐽3 +𝑂(𝜏

1
𝑘 )
}︁
=

=
𝜌(𝑟, 𝜒0, 𝜒*, 𝑛)

𝜌(𝑟, 𝑛)

(︁
𝐴(𝑛)𝐽3 +𝑂

(︁
𝐴(𝑛)𝜏

1
𝑘 𝐽3𝑄

−0,1 +𝑄−0,1𝜏
1
𝑘

)︁)︁
.

Отсюда в силу лемму 8 [9] и

𝐿−𝑘 ≪ 𝜎(𝑛) ≪ 𝐿𝑘, 𝜋𝑟(𝑛)𝐴𝑟(𝑛,𝑄𝑟
−1) ≪ 𝐿𝑘, 𝑟 ≤ 𝑄, (16)

(см. следствие леммы 5 работы [4] ), получим

𝑅
(2)
3 (𝑛) =

𝜌(𝑟, 𝜒0, 𝜒*, 𝑛)

𝜌(𝑟, 𝑛)

(︀
𝐴(𝑛)𝐽3 +𝑂

(︀
𝑃 1−3,4𝜀

)︀)︀
.

Обращаясь аналогичным образом с остальными слагаемыми из (15), находим

𝑅
(2)
3 (𝑛) = 𝐴(𝑛)

(︂
𝐽1 +

𝜌(𝑟, 𝜒*, 𝜒0, 𝑛)

𝜌(𝑟, 𝑛)
𝐽2 +

𝜌(𝑟, 𝜒*, 𝜒*, 𝑛)

𝜌(𝑟, 𝑛)
𝐽4 +

𝜌(𝑟, 𝜒0, 𝜒*, 𝑛)

𝜌(𝑟, 𝑛)
𝐽3

)︂
+

+𝑂(𝑃 1−3,4𝜀) +𝑂

(︂
𝑃 1−3,4𝜀 (𝑛, 𝑟)

𝑟0,33

)︂
= 𝐴(𝑛)𝐽 +𝑂

(︀
𝑃 1−3,4𝜀

)︀
+𝑂

(︂
𝑃 1−3,4𝜀 (𝑛, 𝑟)

𝑟0,33

)︂
(17)

для всех 𝑛 ≤ 𝑋 за исключением 𝐸
(2)
𝑘 (𝑋) ≪ 𝑋1−3,4𝜀 значений 𝑛 из них. Здесь

𝐽1 =
∑︁

𝑛1+𝑚=𝑛

1

𝑚1−1/𝑘
, 𝐽2 = −

∑︁
𝑛1+𝑚=𝑛

𝑛𝛽−1
1

𝑚1−1/𝑘
,

𝐽3 = −
∑︁

𝑛1+𝑚=𝑛

𝑚
𝛽−1
𝑘

𝑚1−1/𝑘
, 𝐽4 =

∑︁
𝑛1+𝑚=𝑛

𝑛𝛽−1
1 𝑚

𝛽−1
𝑘

𝑚1−1/𝑘

и𝑋3 < 𝑛1, 𝑚 ≤ 𝑋, 𝑋
2 < 𝑛 ≤ 𝑋.

Нетрудно показать, что
𝐽𝑖 ≪ 𝑃 𝑖 = 1, 2, 3, 4. (18)

Например:

𝐽1 =
∑︁

𝑛=𝑛1+𝑚
𝑋
3
<𝑛1,𝑚≤𝑋

𝑚−1+ 1
𝑘 =

∑︁
𝑚=𝑛−𝑛1
𝑋
3
<𝑚≤ 2𝑋

3

𝑚−1+ 1
𝑘 ≤ 𝑃.
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Рассмотрим 𝐽. В доказательстве теоремы мы предполагаем, что 𝑋/2 < 𝑛 ≤ 𝑋 и 𝑘 ≥ 2
поэтому справедливо неравенство 𝑃/8 < 𝐽1 ≤ 𝑃. Следовательно, если 𝐸𝛽 = 1, то используя
лемму 6 [9] и (18) из (17), находим

𝐽 = 𝐽1 +𝑂

(︂
𝑃

𝑟0,33
(𝑛, 𝑟)

)︂
.

Таким образом, если (𝑛, 𝑟) ≤ 𝑟1/4, то

𝐽 = 𝐽1 +𝑂

(︂
𝑃

𝑟0,08

)︂
≥ 𝑃

(︂
1

8
+𝑂(𝑟−2/25)

)︂
.

В силу леммы 1 [2] 𝑟 ≫ 𝐿2𝑙−2. Поэтому при достаточно большом 𝑋 отсюда получим

𝐽 ≥ 0, 12𝑃.

Пусть теперь 𝐸𝛽 = 1 и (𝑛, 𝑟) > 𝑟1/4 ≫ 𝐿1/4. Тогда используя рассуждения приведенные
в §6 [3] будем имеет:
при 𝑘– нечетном

𝐽 = 𝐽1 +
𝜌(𝑟, �̃�*, �̃�*, 𝑛)

𝜌(𝑟, 𝑛)
𝐽4 ≥ 𝐽1 − 𝐽4 > 𝐽1(1− 𝑍𝛽−1),

а при 𝑘– четном

𝐽 = 𝐽1 +
𝜌(𝑟, 𝜒0, �̃�

*, 𝑛)

𝜌(𝑛, 𝑟)
𝐽3 ≥ 𝐽1 − 𝐽3 > 𝐽1(1− 𝑍𝛽−1).

Поэтому, применяя теорему о среднем и лемму 1.2, убедимся, что

𝐽 > 𝐽1
𝑍 − 𝑍𝛽

𝑍
= 𝐽1

(1− 𝛽)𝑍Θ𝑙𝑛𝑍

𝑍
≥ 1

8
𝑃 (1− 𝛽)𝑍𝛽−1𝑙𝑛𝑍 =

=
1

8
𝑃 ((1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍)𝑒(𝛽−1)𝑙𝑛𝑍 ≥ 𝐶11𝑃 (1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍,

где 𝐶11 = 0, 124. обозначим

𝐶12 = 𝑚𝑖𝑛

(︂
1

8
; 0, 12; 0, 124

)︂
= 0, 12. (19)

Таким образом, из (17) находим

𝑅3(𝑛) >

{︃
𝐶12𝐴(𝑛)𝑃 (1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍 +𝑂

(︀
𝑃 1−3,5𝜀

)︀
, если 𝐸𝛽 = 1 и (𝑛, 𝑟) > 𝑟

1
4 ;

𝐶12𝐴(𝑛)𝑃 +𝑂
(︀
𝑃 1−3,5𝜀

)︀
, в противном случае.

(20)

Согласно лемме 8 [4] 𝐴(𝑛) > 0 для всех 𝑋/2 < 𝑛 ≤ 𝑋, за исключением ≪ 𝑋0,88 значений 𝑛.

Следовательно , (20) справедливо для всех 𝑛 ≤ 𝑋, за исключением 𝐸(2)
𝑘 (𝑋) ≪ 𝑋1−34𝜀 значений

𝑛 из них .
4.2. Остаток. Теперь рассмотрим 𝑅4(𝑛) .Согласно (15) 𝑅4(𝑛) является суммой пяти сла-

гаемых. Нетрудно заметить, что 𝑅(1)
4 (𝑛)) и 𝑅(2)

4 (𝑛), а также 𝑅(3)
4 (𝑛) и 𝑅(4)

4 (𝑛) дает одинаковый

вклад в 𝑅4(𝑛). Поэтому ограничимся рассмотрением 𝑅
(1)
4 (𝑛), 𝑅(3)

4 (𝑛) и 𝑅(5)
4 (𝑛). Сначала рас-

смотрим 𝑅
(5)
4 (𝑛), которое является более общим среди рассматриваемых 𝑅(𝑖)

4 (𝑛).
Имеем

𝑅
(5)
4 (𝑛) =

∑︁
𝑞≤𝑄

1

𝜙2(𝑞)

∑︁
𝜒1,𝜒2(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝑞∑︁′

𝑎=1

𝐹1(𝜒1)𝐹𝑘(𝜒2)𝑒

(︂
−𝑎
𝑞
𝑛

)︂∫︁ Δ

−Δ
𝑊1(𝜒1, 𝜂)𝑊𝑘(𝜒2, 𝜂)𝑒(−𝑛𝜂)𝑑𝜂 =
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=
∑︁
𝑞≤𝑄

1

𝜙2(𝑞)

∑︁
𝜒1,𝜒2(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐺(𝑞, 𝜒1, 𝜒2, 𝑛)𝐼5(𝜒1, 𝜒2). (21)

Пусть 𝜒𝑠– характер по модулю 𝑞 индуцированный примитивным характером 𝜉𝑠 по
𝑚𝑜𝑑𝑟𝑠, 𝑠 = 1, 2; 𝑟 = [𝑟1, 𝑟2], 𝑔 = 𝑞𝑟−1. Тогда 𝐼5(𝜒1, 𝜒2) = 𝐼5(𝜉1, 𝜉2).

Обозначим

𝑊𝑘(𝜒) =

(︂∫︁ Δ

−Δ
|𝑊𝑘(𝜒, 𝜂)|2𝑑𝜂

)︂ 1
2

и 𝑊𝑘 =
∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁*

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑟)

𝑊𝑘(𝜒). (22)

Используя пункты 3 и 4, 𝑅(5)
4 (𝑛) можем представить в виде

𝑅
(5)
4 (𝑛) =

∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁
[𝑟1,𝑟2]=𝑟

∑︁*

𝜉1

∑︁*

𝜉2

𝐺(𝑟, 𝜉1𝜒0, 𝜉2𝜒0, 𝑛)

𝜙2(𝑟)
𝐼5(𝜉1, 𝜉2)𝐴𝑟(𝑛,𝑄𝑟

−1). (23)

Правую часть этого представления разобьем на две суммы: в первую сумму включаем все
𝑟 c условием 𝑟 ≤ 𝑍, а во вторую сумму все остальные 𝑟, т.е. 𝑍 < 𝑟 ≤ 𝑄. Таким образом,

𝑅
(5)
4 (𝑛) = 𝑅5(𝑛) +𝑅6(𝑛).

Оценим 𝑅6(𝑛).

|𝑅6(𝑛)| ≤
∑︁

𝑍<𝑟≤𝑄

∑︁
[𝑟1,𝑟2]=𝑟

∑︁*

𝜉1

∑︁*

𝜉2

|𝐺(𝑟, 𝜉1𝜒0, 𝜉2𝜒0, 𝑛)|
𝜙2(𝑟)𝜋𝑟(𝑛)

𝑊1(𝜉1)(𝑊𝑘𝜉2)𝜋𝑟(𝑛)|𝐴𝑟(𝑛,𝑄/𝑟)|.

Отсюда в силу оценки (21), используя лемму 6 [2] , получим

|𝑅6(𝑛)| ≤ 𝑙𝐿𝑘
∑︁

𝑍<𝑟≤𝑄

(𝑛, 𝑟)

𝑟0,33

∑︁
[𝑟1,𝑟2]=𝑟

∑︁*

𝜉1

𝑊1(𝜉1)
∑︁*

𝜉2

𝑊𝑘(𝜉2).

Обозначая правую часть этого соотношения через 𝑍(𝑛), изучим среднее значение оценки
𝑍(𝑛). Используя лемму 3 [2] и оценки∑︁

𝑛≤𝑋
(𝑛, 𝑟) < 𝑋𝜏(𝑟)

имеем ∑︁
𝑛≤𝑋

𝑍(𝑛) ≪ 𝑋𝑊1𝑊𝑘𝑍
−0,3 ≪ 𝑋

𝑍0,3
𝑋

1
2
𝑃

𝑋
1
2

≪ 𝑋𝑃𝑍−0,3.

Отметим, что здесь мы использовали лемму 4 [5] для оценки 𝑊1 и 𝑊𝑘. Возможность приме-
нения этой леммы для оценки 𝑊𝑘 будеть показано в конце этого пункта.

Из полученной оценки следует, что для всех 𝑛 ≤ 𝑋, за исключением

𝐸
(3)
𝑘 (𝑋) ≪ 𝑋1−1,53𝜀+1,7 𝜀

𝑘

значений 𝑛, имеет место неравенство

𝑍(𝑛) ≤ 𝑃 1−1,7𝜀; 𝑅6(𝑛) ≪ 𝑃 1−1,7𝜀.

К каждому слагаемому суммы 𝑅5(𝑛), в силу условий 𝑟 ≤ 𝑍 и 𝑄0,7 ≤ 𝑄𝑟−1, применимы леммы
6 и 7 [9] . Поэтому, если из множества 𝑛 ≤ 𝑋, исключить

𝐸
(4)
𝑘 (𝑋) ≪ 𝑋1−1,7𝜀
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чисел, то для оставшихся n будет иметь место оценка

|𝑅5(𝑛)| ≤ 𝐴(𝑛)𝑊1𝑊𝑘 +𝑂(𝑃𝑄−0,1).

Таким образом,
𝑅

(5)
4 (𝑛) ≤ 𝐴(𝑛)𝑊1𝑊𝑘 +𝑂(𝑃𝑄1−1,7𝜀).

для всех 𝑋
2 < 𝑛 ≤ 𝑋, за исключением

𝐸
(3)
𝑘 (𝑋) + 𝐸

(4)
𝑘 (𝑋) ≪ 𝐸

(3)
𝑘 (𝑋)

значений 𝑛.
Теперь рассмотрим 𝑅

(1)
4 (𝑛). Имеем

𝑅
(1)
4 (𝑛) =

∑︁
𝑞≤𝑄

∑︁
𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝜙−2(𝑞)𝐺(𝑞, 𝜒0, 𝜒, 𝑛)𝐼1(𝜒)

(cр. (21)). Поэтому в этом случае, вместо (23) получим

𝑅
(1)
4 (𝑛) =

∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁
𝜉(𝑚𝑜𝑑𝑟)

𝜙2(𝑟)𝐺(𝑞, 𝜒0, 𝜉, 𝑛)𝐼1(𝜉)𝐴𝑟(𝑛,𝑄/𝑟).

Далее, оценивая так же, как в случае 𝑅(5)
4 (𝑛) и учитывая

|𝐼1(𝜒)| ≤𝑊𝑘(𝑋)

(︃∫︁ 1
2

− 1
2

|𝑇1(𝜂)|2𝑑𝜂

)︃ 1
2

≤ 3𝑊𝑘(𝜒)𝑋
1
2 ,

находим
𝑅

(1)
4 (𝑛) < 3𝐴(𝑛)𝑊𝑘(𝑋)

1
2 +𝑂(𝑃 1−1,7𝜀).

Так как

|𝐼3(𝜒)| ≤𝑊1(𝜒)

(︃∫︁ 1
2

− 1
2

|Γ̃𝑘(𝜂)|2𝑑𝜂

)︃ 1
2

< 3𝑃 (𝑋)
−1
2 𝑊1(𝜒),

то, поступая с 𝑅(3)
4 (𝑛), совершенно аналогично, получим

|𝑅(3)
4 (𝑛)| < 3𝐴(𝑛)𝑃𝑋− 1

2𝑊1 +𝑂(𝑃 1−1,7𝜀).

Таким образом, собирая полученные оценки для 𝑅1(𝑛) из (15), находим

𝑅1(𝑛) < 𝐴(𝑛)
(︁
6𝑊𝑘𝑋

1
2 + 6𝑊1𝑋

−1
2 +𝑊1𝑊𝑘

)︁
+𝑂

(︀
𝑃 1−1,7𝜀

)︀
. (24)

Суммы 𝑊1,𝑊𝑘– в правой части (24) оценим при помощи лемм 3 и 4 [5].
Для 𝑊𝑘 в силу (22) и (11), (12) имеем

𝑊𝑘 =
∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁*

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑟)

⎛⎜⎝∫︁ Δ

−Δ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑘 ∑︁♯

𝑋
3
<𝑝𝑘≤𝑋

𝜒(𝑝)𝑙𝑛𝑝𝑒(𝑝𝑘𝜂)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
2

𝑑𝜂

⎞⎟⎠
1
2

.

Применим лемму 3 [3] при 𝛿 = 1
2Δ и Θ = 1

2 , получим

𝑊𝑘 = 𝜋
∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁*

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑟)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∫︁ ∞

−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒2Δ𝑘

∑︁♯

𝑥<𝑝𝑘≤𝑥+ 1
2
Δ

𝑋
3
<𝑝𝑘≤𝑋

𝜒(𝑝)𝑙𝑛𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
1
2

(25).
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Отсюда

𝑊1 = 𝜋
∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁*

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑟)

⎛⎜⎜⎜⎝
∫︁ 𝑋+ 1

2
Δ

𝑋
3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒Δ

∑︁♯

𝑥<𝑝≤𝑥+ℎ
𝑋
3
<𝑝𝑘≤𝑋

𝜒(𝑝)𝑙𝑛𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎟⎠
1
2

.

≤ 2, 5671𝜋𝑋
1
2

∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁*

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑟)

⎛⎝max
𝑥≤ 3

2
𝑋
max
ℎ≤𝑋

2

(︂
ℎ+

𝑋

𝑄

)︂−1
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑥+ℎ∑︁♯

𝑥

𝜒(𝑝)𝑙𝑛𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎞⎠ .

Применение леммы 4 [7] дает (17𝜀 < 𝑘)

𝑊1 = 𝑋
1
2

{︃
𝐶13𝑒𝑥𝑝

(︀
− 𝐶5

17𝜀

)︀
, если 𝐸𝛽 = 0;

𝐶13𝑒𝑥𝑝
(︀
− 𝐶5

17𝜀

)︀
(1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍, если 𝐸𝛽 = 1,

(26)

где 𝐶13 = 5, 1392, 𝐶13 = 2791, 157.
При 𝑘 > 1 учитывая, что при 1 < Θ1 < 2(︂

𝑥+
1

2Δ

)︂ 1
𝑘

= 𝑥
1
𝑘

(︂
1 +

Θ1

2𝑘Δ𝑥

)︂
≤ 𝑥

1
𝑘

(︂
1 +

1

𝑘Δ𝑥

)︂
= 𝑥

1
𝑘 +

𝑥
1
𝑘

𝑘Δ𝑥

и обозначая 𝑦 = 𝑥
1
𝑘 и ℎ1 = 𝑥

1
𝑘

𝑘Δ𝑥 , из (25) находим

𝑊𝑘 ≤ 𝑘𝜋
∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁*

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑟)

⎛⎜⎝∫︁ 𝑋+ 1
2Δ

𝑋/3
|Δ

∑︁♯

𝑥<𝑝𝑘≤𝑥+ 1
2Δ

𝜒(𝑝)𝑙𝑛𝑝|2𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1/2

≤

≤ 2, 5671𝑘𝑋1/2
∑︁
𝑟≤𝑄

∑︁*

𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑟)

max
𝑦≤ 3

2
𝑃

max
ℎ1≤ 1

2
𝑃

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑃𝑋ℎ1

𝑦+ℎ1∑︁♯

𝑦

𝜒(𝑝)𝑙𝑛𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Теперь применяем лемму 4 [5], при 𝑃 = 𝑄, 𝑋 = 𝑃, тогда

𝑊𝑘 =
𝑃

𝑋
1
2

{︃
𝐶

′
13𝑒𝑥𝑝

(︀
− 𝐶5

17𝑘𝜀

)︀
, если 𝐸𝛽 = 0;

𝐶
′
13𝑒𝑥𝑝

(︀
− 𝐶7

17𝑘𝜀

)︀
(1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍, если 𝐸𝛽 = 1,

(27)

где 𝐶13 = 𝐶13𝑘, 𝐶13 = 𝐶13𝑘 и 17𝜀𝑘 < 𝜅.
В силу (26) и (27) из (24) получим, если 𝐸𝛽 = 0

𝑅4(𝑛) < 𝐶14𝐴(𝑛)𝑃𝑒𝑥𝑝

(︂
− 𝐶5

17𝑘𝜀

)︂
+𝑂

(︀
𝑃 1−1,7𝜀

)︀
, (28)

где 𝐶14 = 135, 75318 при 𝑘 = 2, 𝐶14 = 178, 87091 при 𝑘 = 3 и 𝐶14 = 48, 91𝑘+25, 0196 при 𝑘 ≥ 4.
Если 𝐸𝛽 = 1, то

𝑅1(𝑛) < 𝐶14𝐴(𝑛)𝑃𝑒𝑥𝑝

(︂
− 𝐶7

17𝑘𝜀

)︂
(1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍 +𝑂

(︀
𝑃 1−1,7𝜀

)︀
, (29)

где
𝐶14 = 𝑒9,726(𝑘𝑒0,191 + 1) = 𝑒9,726(1, 2105𝑘 + 1), 𝑘 ≥ 2.
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3. Заключение

Доказательство теоремы.
У нас 17𝜀 < 𝜅𝑘−1 = 1,01

115𝑘 или 𝜀 ≤ 1,01
1955𝑘 . Если 𝐸𝛽 = 0, то для почти всех 𝑛 ≤ 𝑋 (за

исключением ≪ 𝐸1
𝑘(𝑋) значения ) согласно (15), (20) и (28), имеем

𝑅1(𝑛) > 𝐴(𝑛)𝑃

{︂(︂
𝑐12 − 𝑐14𝑒𝑥𝑝

(︂
− 𝐶5

17𝑘𝜀

)︂)︂
+𝑂

(︁
𝑃−3,5𝜀𝐿𝑘 + 𝐿𝑘𝑃−1,7𝜀 + 𝑃 51𝑘𝜀−1𝐿𝑘)

} ≥ 0, 01𝐴(𝑛)𝑃 > 𝑃𝐿−𝑘 > 𝑃 1−𝜀, (30)

где
𝜀 ≤ 𝜀2 =

𝑐5

17𝑘𝑙𝑛
(︁
10𝑐14
9𝑐12

)︁ . (31)

17𝜀2 = (1045, 5876𝑘(𝑙𝑛𝑘 + 6, 5452))−1, 𝑘 ≥ 2;

Если 𝐸𝛽 = 1 и (𝑛, 𝑟) ≤ 𝑟0,3,то в силу (15), (20), (29) для почти всех 𝑛 ≤ 𝑋, 𝑋
2 < 𝑛 ≤ 𝑋(за

исключением ≪ 𝐸
(1)
𝑘 (𝑋) значений 𝑛) снова имеем (30) с

𝜀 ≤ 𝜀3 =
𝐶7

17𝑘𝑙𝑛
(︁
10𝑐15
9𝑐12

)︁ (32)

если 𝐶15 = 𝐶1𝐶14,;
17𝜀3 = (137, 67088𝑘(𝑙𝑛𝑘 + 6, 75183))−1, при 𝑘 ≥ 2.
Пусть теперь 𝐸𝛽 = 1 и (𝑛, 𝑟) > 𝑟0,3, тогда исключаем те 𝑛, для которых 𝑟 > 𝑃 2𝜀. Количество

исключаемых 𝑛, 𝑋
2 < 𝑛 ≤ 𝑋, в этом случае есть

𝐸
(4)
𝑘 (𝑋) ≪

∑︁
𝑛≤𝑋

(𝑛, 𝑟)𝑟−0,3 < 𝑋
𝜏(𝑛)𝜏(𝑟)

(𝑟0,3)
≤ 𝑋𝑃−0,5𝜀.

Для оставшихся 𝑛, модуль 𝑟, будет малым, т.е.𝑟 ≤ 𝑃 2𝜀 < 𝑍.
Следовательно,

𝑅1(𝑛) ≥ 0, 1𝐶12
𝑃

𝐴
(𝑛)(1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍 +𝑂

(︀
𝑃 1−1,7𝜀

)︀
,

для всех 𝑛, 𝑋
2 < 𝑛 ≤ 𝑋, (за исключением 𝐸𝑘(𝑋) ≪ 𝑋𝛾 значаений 𝑛, 𝑛 ≤ 𝑋,) где

𝜀 ≤ 𝜀4 = 𝐶7/17𝑘𝑙𝑛

(︂
10𝑐14
9𝑐12

)︂
(33)

17𝜀4 = (137, 67088𝑘(𝑙𝑛𝑘 + 13, 181599))−1, при , 𝑘 ≥ 2.

В силу леммы 2 [5]
(1− 𝛽)𝑙𝑛𝑍 > 𝐶2(4𝜀𝑃

𝜀𝑙𝑛2𝑃 )−1.

Поэтому

𝑅1(𝑛) ≥ 𝐶16𝑃
1−𝜀𝐴(𝑛)𝐿−2 +𝑂(𝑃 1−1,7𝜀) > 𝐶17𝑃

1−𝜀𝐿−𝑘−2 +𝑂(𝑃 1−1,7𝜀) > 𝐶18𝑃
1−1,5𝜀 > 𝑃 1−1,6𝜀

(34)
для всех 𝑛 ≤ 𝑋, за исключением 𝐸𝑘(𝑋) ≪ 𝑋1−𝜀/𝑘 значаений 𝑛, из них . Положим
𝜀 = min

(︀
𝜅

17𝑘 ; 𝜀1; 𝜀2; 𝜀3
)︀
тогда в силу (31), (32), (33) получим 𝜀 = 𝜀2. Теперь из (30), (34),

(8) получим утверждение сформулированной теоремы. Отметим, что 𝜌0
4 < 𝜀2 при 𝑘 > 205, а

также ((137𝑘3𝑙𝑛𝑘)−1 < 𝜌0
4 < 𝜀2 при 𝑙𝑛𝑘 > 628, то есть если 2 ≤ 𝑘 ≤ 205, то 𝛾 = 1− 𝜀2

𝑘 , если же
𝑘 > 205, то 𝛾 = 1− 𝜌0

4 и в частности если 𝑘 > 𝑒628, то можно пологать 𝛾 = 1− 1
137𝑘3𝑙𝑛𝑘

.
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1. Введение

В настоящей работе продолжены исследования по теории кратных тригонометрических
сумм, сердцевиной которой является мощный метод тригонометрических сумм И. М. Ви-
ноградова [1, 2]. Фундаментальные результаты в этой теории получены Г. И. Архиповым,
А. А. Карацубой и вторым автором [5, 6, 7].

Ранее в статьях [12, 13] были найдены оценки снизу показателей сходимости особого ряда
и особого интеграла асимптотической формулы при 𝑃 → ∞ для числа решений следующей
системы диофантовых уравнений

2𝑘∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗𝑥𝑡11,𝑗 . . . 𝑥
𝑡𝑟
𝑟,𝑗 = 0, 0 ≤ 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟 ≤ 𝑛,

где 𝑛 ≥ 2, 𝑟 ≥ 1, 𝑘 — натуральные числа, причём каждая переменная 𝑥𝑖,𝑗 может принимать
все целые значения от 1 до 𝑃 ≥ 1.

Здесь мы уточняем эти оценки в случае 𝑛 = 𝑟 = 2. Далее мы рассматриваем систему
уравнений

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘+1 + . . .+ 𝑥2𝑘,

𝑦1 + . . .+ 𝑦𝑘 = 𝑦𝑘+1 + . . .+ 𝑦2𝑘,

𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑘 = 𝑥2𝑘+1 + . . .+ 𝑥22𝑘,

𝑥1𝑦1 + . . .+ 𝑥𝑘𝑦𝑘 = 𝑥𝑘+1𝑦𝑘+1 + . . .+ 𝑥2𝑘𝑦2𝑘,

𝑦21 + . . .+ 𝑦2𝑘 = 𝑦2𝑘+1 + . . .+ 𝑦22𝑘,

(1)

в которой неизвестные 𝑥1, . . . , 𝑥2𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦2𝑘 принимают значения натуральных чисел от 1
до 𝑃 , где 𝑃 ≥ 1, 𝑘 ≥ 2.

Пусть 𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝛼10𝑥 + 𝛼01𝑦, 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝛼20𝑥
2 + 𝛼11𝑥𝑦 + 𝛼02𝑦

2. Тогда особый интеграл 𝜃
представляется в виде

𝜃 =

+∞∫︁
−∞

. . .

+∞∫︁
−∞

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖(𝑄(𝑥,𝑦)+𝐿(𝑥,𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑘

𝑑𝛼20𝑑𝛼11𝑑𝛼02𝑑𝛼10𝑑𝛼01. (2)
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Далее, пусть 𝑞10, 𝑞01, 𝑞20, 𝑞11, 𝑞02 — натуральные числа, (𝑎𝑘𝑙, 𝑞𝑘𝑙) = 1, 0 ≤ 𝑘, 𝑙 ≤ 2,
𝑞 = 𝑞10𝑞01𝑞20𝑞11𝑞02,

𝐿𝑞(𝑥, 𝑦) =
𝑎10
𝑞10

𝑥+
𝑎01
𝑞01

𝑦, 𝑄𝑞(𝑥, 𝑦) =
𝑎20
𝑞20

𝑥2 +
𝑎11
𝑞11

𝑥𝑦 +
𝑎02
𝑞02

𝑦2, (3)

𝐹𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑄𝑞(𝑥, 𝑦) + 𝐿𝑞(𝑥, 𝑦). (4)

Тогда особый ряд 𝜎 или среднее значение кратной полной рациональной тригонометрической
суммы

𝑆 (𝑞, 𝐹𝑞(𝑥, 𝑦)) =

𝑞∑︁
𝑥=1

𝑞∑︁
𝑦=1

𝑒2𝜋𝑖𝐹𝑞(𝑥,𝑦) (5)

имеет вид

𝜎 =
+∞∑︁
𝑞20=1

+∞∑︁
𝑞11=1

+∞∑︁
𝑞02=1

+∞∑︁
𝑞10=1

+∞∑︁
𝑞01=1

×

×
𝑞20−1∑︁
𝑎20=0

(𝑎20,𝑞20)=1

𝑞11−1∑︁
𝑎11=0

(𝑎11,𝑞11)=1

𝑞02−1∑︁
𝑎02=0

(𝑎02,𝑞02)=1

𝑞10−1∑︁
𝑎10=0

(𝑎10,𝑞10)=1

𝑞01−1∑︁
𝑎01=0

(𝑎01,𝑞01)=1

⃒⃒
𝑞−1𝑆 (𝑞, 𝐹𝑞(𝑥, 𝑦))

⃒⃒2𝑘
. (6)

При исследовании показателя сходимости особого интеграла и ряда по сравнению с од-
номерной аддитивной задачей возникают следующие трудности: возможное появление осо-
бых кривых, связанных с многочленом в экспоненте сумм и интегралов, а также вопро-
сы относительно сходимости кратных несобственных интегралов. В частности, имеем (см.,
например,[15])

lim
𝑃→+∞

𝑃∫︁
−𝑃

𝑃∫︁
−𝑃

sin
(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜋,

в то же время при натуральных значениях 𝑛 находим

lim
𝑛→+∞

∫︁∫︁
𝑥2+𝑦2≤2𝜋𝑛

sin
(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0.

2. Особый интеграл

Лемма 1. Пусть 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑎20𝑥
2 + 2𝑎11𝑥𝑦 + 𝑎02𝑦

2 — квадратичная форма с веществен-
ными коэффициентами, 𝑎220 + 𝑎211 + 𝑎202 ̸= 0. Тогда имеем

𝐽 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ lim
𝐵→+∞

𝐵∫︁
−𝐵

𝐵∫︁
−𝐵

𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = (2 |𝐷|)−1/2 ,

где 𝐷 = 𝑎20𝑎02 − 𝑎211.



48 Л. Г. Архипова, В. Н. Чубариков

Доказательство. Сначала приведем квадратичную форму 𝑄(𝑥, 𝑦) к диагональному виду.
Пусть 𝑎20 ̸= 0. Тогда имеем

𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑎20

(︂
𝑥+

𝑎11
𝑎20

𝑦

)︂2

+
𝐷

𝑎20
𝑦2 = 𝑎20𝑥

2
1 +

𝐷

𝑎20
𝑦21 = 𝑄1(𝑥1, 𝑦1).

Следовательно,

𝐽 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ lim
𝐵→+∞

𝐵∫︁
−𝐵

𝑒
2𝜋𝑖 𝐷

𝑎20
𝑦21𝑑𝑦1

𝐵+
𝑎11
𝑎20

𝑦1∫︁
−𝐵+

𝑎11
𝑎20

𝑦1

𝑒2𝜋𝑖𝑎20𝑥
2
1𝑑𝑥1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

=
1√︀
|𝐷|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
+∞∫︁

−∞

𝑒2𝜋𝑖𝑥
2
𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

= (2 |𝐷|)−1/2 .

Случай 𝑎20 = 𝑎02 = 0, 𝑎11 ̸= 0 рассматривается аналогично. Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть 𝑛 ≥ 1, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 — вещественные числа, и

𝑓(𝑥) = 𝛼𝑛𝑥
𝑛 + . . .+ 𝛼1𝑥, 𝛽𝑟(𝑥) = 𝑓 (𝑟)(𝑥)/𝑟!, 𝑟 = 1, . . . , 𝑛.

𝐻 = 𝐻 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) = min
𝑎≤𝑥≤𝑏

𝑛∑︁
𝑟=1

|𝛽𝑟(𝑥)|1/𝑟 .

Тогда для интеграла

𝐽 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑒2𝜋𝑖𝑓(𝑥)𝑑𝑥

справедлива оценка

|𝐽 | ≤ min
(︀
𝑏− 𝑎, 6𝑒𝑛3𝐻−1

)︀
.

Доказательство [6], теорема 1.1, с.13.

Лемма 3. Пусть 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑄(𝑥, 𝑦) + 𝐿(𝑥, 𝑦), где 𝑄(𝑥, 𝑦) — квадратичная форма вида
𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑎20𝑥

2 + 2𝑎11𝑥𝑦 + 𝑎02𝑦
2, 𝐷 = 𝑎20𝑎02 − 𝑎211 — её дискриминант и 𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝑎10𝑥+ 𝑎01𝑦

—линейная форма, и пусть

𝐻 = min
0≤𝑥,𝑦≤1

{︂√︀
|𝐷|+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐹

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝐹

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒}︂
.

Тогда для интеграла 𝐽 вида

𝐽 =

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝐹 (𝑥,𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

справедлива оценка |𝐽 | ≤ min
(︀
1, 𝐻−1

)︀
.

Доказательство. При 𝐻 ≤ 1 оценка 𝐽 ≤ 1 очевидна. Пусть 𝐻 > 1. Возможны несколь-
ко случаев: 1)

√︀
|𝐷| ≥ 𝐻

3 , 2)
⃒⃒
𝜕𝐹
𝜕𝑥

⃒⃒
≥ 𝐻

3 на некотором множестве 𝛥1 ∈ 𝐾, где 𝐾 — квадрат

0 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 1, 3)
⃒⃒⃒
𝜕𝐹
𝜕𝑦

⃒⃒⃒
≥ 𝐻

3 на некотором множестве 𝛥2 ∈ 𝐾 и 4)
√︀
|𝐷| < 𝐻

3 ,
⃒⃒
𝜕𝐹
𝜕𝑥

⃒⃒
< 𝐻

3 ,
⃒⃒⃒
𝜕𝐹
𝜕𝑦

⃒⃒⃒
< 𝐻

3

на множестве 𝐾 r (𝛥1 ∪𝛥2).
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Рассмотрим случай 1). Из леммы 1 следует, что |𝐽 | ≤
(︁√︀

|𝐷|
)︁−1

≤ 𝐻−1.

Пусть теперь имеет место случай 2). Тогда

|𝐽 | ≤
1∫︁

0

𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝐹1(𝑥,𝑦)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

где 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐹1(𝑥, 𝑦) + 𝑎02𝑦
2 + 𝑎01𝑦.

Представим многочлен 𝐹1(𝑥, 𝑦) как многочлен 𝐹1(𝑥, 𝑦) = 𝐹2(𝑥) = 𝑎20𝑥
2 +(2𝑎11𝑦 + 𝑎01)𝑥 от

переменной 𝑥. Имеем
⃒⃒⃒
𝜕𝐹1
𝜕𝑥

⃒⃒⃒
=
⃒⃒
𝜕𝐹
𝜕𝑥

⃒⃒
= 2𝑎20𝑥+ 2𝑎11𝑦 + 𝑎01. Пользуясь леммой 2, получим⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝐹1(𝑥,𝑦)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝐻−1.

Отсюда находим |𝐽 | ≤ 𝐻−1.
Случай 3) рассматривается аналогично.
Осталось рассмотреть случай 4). Этот случай не имеет места в силу определения величины

𝐻.
Лемма доказана.

Теорема 1. Особый интеграл 𝜃 расходится при 𝑘 ≤ 5.

Доказательство. Пусть 𝑃 > 1 — натуральное число. Обозначим символом 𝐾 (𝑃 ) количе-
ство многочленов 𝐹 (𝑥, 𝑦), удовлетворяющих условиям

𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑎20𝑥
2 + 2𝑎11𝑥𝑦 + 𝑎02𝑦

2, 𝐿(𝑥, 𝑦) = 𝑎10𝑥+ 𝑎01𝑦,

𝑥𝑟 = 0, 25 + 𝑟 (2𝑃 )−1 , 𝑦𝑠 = 0, 25 + 𝑠 (2𝑃 )−1 , 1 ≤ 𝑟, 𝑠 ≤ 𝑃,

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟, 𝑠) = 𝑄(𝑥, 𝑦) + 𝐿(𝑥, 𝑦) + 𝑎00 =

= 𝑄(𝑥− 𝑥𝑟, 𝑦 − 𝑦𝑠) + 𝛽10(𝑥− 𝑥𝑟) + 𝛽01(𝑦 − 𝑦𝑠) = 𝛷(𝑥− 𝑥𝑟, 𝑦 − 𝑦𝑠),

где |𝛽10| , |𝛽01| ≤ 𝑐1𝑃 , 𝑐1 =?, 3𝑃 2 < 𝑎20, 𝑎02 ≤ 4𝑃 2, 𝑃 2 < 𝑎11 ≤ 2𝑃 2.
Тогда для 𝛷 = 𝛷(𝑥, 𝑦) имеем

𝐽 =

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖𝐹 (𝑥,𝑦,𝑟,𝑠)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1−𝑥𝑟∫︁
−𝑥𝑟

𝑑𝑥

1−𝑦𝑠∫︁
−𝑦𝑠

𝑒2𝜋𝑖𝛷(𝑥,𝑦)𝑑𝑦 =
5∑︁

𝑘=1

𝐽𝑘,

где при 𝛥 = 𝑐/𝑃 ,

𝐽1 =

𝛥∫︁
−𝛥

𝑑𝑥

𝛥∫︁
−𝛥

𝑒2𝜋𝑖𝛷𝑑𝑦, 𝐽2 =

𝛥∫︁
−𝛥

𝑑𝑥

1−𝑦𝑠∫︁
𝛥

𝑒2𝜋𝑖𝛷𝑑𝑦, 𝐽3 =

𝛥∫︁
−𝛥

𝑑𝑥

−𝛥∫︁
−𝑦𝑠

𝑒2𝜋𝑖𝛷𝑑𝑦,

𝐽4 =

1−𝑥𝑟∫︁
𝛥

𝑑𝑥

1−𝑦𝑠∫︁
−𝑦𝑠

𝑒2𝜋𝑖𝛷𝑑𝑦, 𝐽5 =

1−𝛥∫︁
−𝑥𝑟

𝑑𝑥

1−𝑦𝑠∫︁
−𝑦𝑠

𝑒2𝜋𝑖𝛷𝑑𝑦.

Сначала подготовим 𝐽1 для оценки снизу. Имеем

𝐽1 =

𝛥∫︁
−𝛥

𝑑𝑥

𝛥∫︁
−𝛥

𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑦 +

𝛥∫︁
−𝛥

𝛥∫︁
−𝛥

𝛹(𝑥, 𝑦)𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦,
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где 𝛹(𝑥, 𝑦) = 𝑒2𝜋𝑖(𝛽10𝑥+𝛽01𝑦) − 1.
При |𝑥| , |𝑦| ≤ 𝛥 находим

|𝛹(𝑥, 𝑦)| = 2 |sin𝜋 (𝛽10𝑥++𝛽01𝑦)| ≤ 2𝜋 (|𝛽10|+ |𝛽01|)𝛥 ≤ 4𝜋𝑐1𝛥𝑃 = 4𝜋𝑐𝑐1.

Следовательно, ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝛥∫︁

−𝛥

𝛥∫︁
−𝛥

𝛹(𝑥, 𝑦)𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 4𝜋𝑐3𝑐1𝑃

−2

Далее, используя лемму 1, получим
𝛥∫︁

−𝛥

𝑑𝑥

𝛥∫︁
−𝛥

𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑦 = (2 |𝐷|)−1/2 +𝑅,

где 𝑅 = 𝑅1 +𝑅2 +𝑅3 +𝑅4, причём

𝑅1 =

𝛥∫︁
−𝛥

𝑑𝑥

+∞∫︁
𝛥

𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑦, 𝑅2 =

𝛥∫︁
−𝛥

𝑑𝑥

𝛥∫︁
−∞

𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑦,

𝑅3 =

+∞∫︁
𝛥

𝑑𝑥

+∞∫︁
−∞

𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑦, 𝑅4 =

−𝛥∫︁
−∞

𝑑𝑥

+∞∫︁
−∞

𝑒2𝜋𝑖𝑄(𝑥,𝑦)𝑑𝑦.

Оценим |𝑅| сверху. Имеем

𝑅1 =

𝛥∫︁
−𝛥

𝑒2𝜋𝑖𝑎20𝑥
2
𝑑𝑥

+∞∫︁
𝛥

𝑒2𝜋𝑖(𝑎02𝑦
2+2𝑎11𝑥𝑦)𝑑𝑦 =

𝛥∫︁
−𝛥

𝑒
2𝜋𝑖

(︁
𝑎20−𝑎11

𝑎02

)︁
𝑥2
𝑑𝑥

+∞∫︁
𝛥+

𝑎11
𝑎02

𝑥

𝑒2𝜋𝑖𝑎02𝑦
2
𝑑𝑦.

Отсюда, используя вторую теорему о среднем (см., например, теорема 10, с.212), находим

|𝑅1| ≤
(︀
𝜋
√
2𝑎02

)︀−1
. Ананлогично получим, что |𝑅2| ≤

(︀
𝜋
√
2𝑎02

)︀−1
.

𝑅3 =

+∞∫︁
𝛥

𝑒2𝜋𝑖𝑎20𝑥
2
𝑑𝑥

+∞∫︁
−∞

𝑒2𝜋𝑖(𝑎02𝑦
2+2𝑎11𝑥𝑦)𝑑𝑦 =

=

+∞∫︁
𝛥

𝑒
2𝜋𝑖

(︂
𝑎20−

𝑎211
𝑎02

)︂
𝑥2

𝑑𝑥

+∞∫︁
−∞

𝑒2𝜋𝑖𝑎02𝑦
2
𝑑𝑦 = 𝑒𝜋𝑖/4(2𝑎02)

−1/2

+∞∫︁
𝛥

𝑒
2𝜋𝑖

(︂
𝑎20−

𝑎211
𝑎02

)︂
𝑥2

𝑑𝑥.

Следовательно, |𝑅3| ≤ 𝛥
(︀
2𝜋2𝑎02

)︀−1/2
. Аналогично |𝑅4| ≤ 𝛥

(︀
2𝜋2𝑎02

)︀−1/2
.

Таким образом, |𝑅| ≤
(︁
(𝜋
√
2𝑎02)

−1 +𝛥
(︀
2𝜋2𝑎02

)︀−1/2
)︁
.

Переходим к оценкам сверху интегралов 𝐽𝑘, 𝑘 = 2, 3, 4, 5. Находим

|𝐽2| ≤
𝛥∫︁

−𝛥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1−𝑦𝑠∫︁
𝛥

𝑒2𝜋𝑖(𝑎02𝑦
2+2𝑎11𝑥𝑦+𝑎01𝑦)𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑥,

|𝐽4| ≤
1−𝑦𝑠∫︁
−𝑦𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1−𝑥𝑟∫︁
𝛥

𝑒2𝜋𝑖(𝑎20𝑥
2+2𝑎11𝑥𝑦+𝑎10𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑦.
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Внутренний интеграл 𝐽41 в 𝐽4 подобен внутреннему интегралу 𝐽21 в 𝐽2, поэтому оценим только
интеграл вида

𝐽21 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1−𝑦𝑠∫︁
𝛥

𝑒2𝜋𝑖(𝑎02𝑦
2+2𝑎11𝑥𝑦+𝑎01𝑦)𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1−𝑦𝑠+(𝑎11𝑥+0,5𝑎01)/𝑎02∫︁
𝛥+(𝑎11𝑥+0,5𝑎01)/𝑎02

𝑒2𝜋𝑖𝑎02𝑦
2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .

Далее, применяя вторую теорему о среднем к вещественной и мнимой частям интеграла 𝐽21,
получим

|𝐽21| ≤ (2𝑎02 (𝑎02𝑎11 − 0, 5𝑎01))
−1/2 ≤ 𝑃−2.

Подобно имеем |𝐽41| ≤ 𝑃−2. Таким образом находим оценки |𝐽2| ≤ 𝛥𝑃−2 ≤ 𝑃−3, |𝐽4| ≤ 𝑃−2.
Оценки интегралов 𝐽3 и 𝐽5 получаются аналогично. Имеем |𝐽3| ≤ 𝑃−3, |𝐽5| ≤ 𝑃−2. Следова-
тельно, |𝐽 | ≥ 0, 5 (2 |𝐷|)−1/2.

Покажем теперь, что при (𝑟1, 𝑠1) ̸= (𝑟2, 𝑠2) многочлены 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟1, 𝑠1) и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟2, 𝑠2) будут
различны. Будем рассуждать от противного. Предположим, что 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟1, 𝑠1) ≡ 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟2, 𝑠2)
как функции от 𝑥 и 𝑦. Имеем

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟, 𝑠) = 𝑄(𝑥− 𝑥𝑟, 𝑦 − 𝑦𝑠) + 𝛽10(𝑥− 𝑥𝑟) + 𝛽01(𝑦 − 𝑦𝑠) =

= 𝑄(𝑥, 𝑦)− 𝑥 (2𝑎02𝑥𝑟 + 2𝑎11𝑦𝑠 − 𝛽10)− 𝑦 (2𝑎20𝑦𝑠 + 2𝑎11𝑥𝑟 − 𝛽01) + 𝛽.

В частности будут равны коэффициенты линейных форм, т.е.{︃
2𝑎20𝑥𝑟1 + 2𝑎11𝑦𝑠1 − 𝛽

′
10 = 2𝑎20𝑥𝑟2 + 2𝑎11𝑦𝑠2 − 𝛽

′′
10,

2𝑎02𝑦𝑟1 + 2𝑎11𝑥𝑠1 − 𝛽
′
01 = 2𝑎02𝑦𝑟2 + 2𝑎11𝑥𝑠2 − 𝛽

′′
01,

Подставляя 𝑥𝑟 = 0, 25 + 𝑟 (2𝑃 )−1, 𝑦𝑠 = 0, 25 + 𝑠 (2𝑃 )−1, 1 ≤ 𝑟, 𝑠 ≤ 𝑃 и полагая 𝑟1 − 𝑟2 = 𝑢,
𝑠1 − 𝑠2 = 𝑣, приходим к следующей системе уравнений{︃

𝑎20𝑢+ 𝑎11𝑣 = 𝜃
′
,

𝑎11𝑢+ 𝑎02𝑣 = 𝜃
′′
,

где переменные 𝑢, 𝑣 могут принимать только целые значения,

𝜃
′
= 𝑃

(︁
𝛽

′
10 − 𝛽

′′
10

)︁
, 𝜃

′′
= 𝑃

(︁
𝛽

′
01 − 𝛽

′′
01

)︁
.

Отсюда находим

𝑢 =
𝜃
′
𝑎02 − 𝜃

′′
𝑎11

𝐷
, 𝑣 =

𝜃
′′
𝑎20 − 𝜃

′
𝑎11

𝐷
, 𝐷 = 𝑎20𝑎02 − 𝑎211.

Следовательно, |𝑢| < 1, |𝑣| < 1. Так как 𝑢 и 𝑣 — целые числа, то 𝑢 = 𝑣 = 0. Это противоречит
тому, что многочлены 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟1, 𝑠1) и 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑟2, 𝑠2) будут различны при (𝑟1, 𝑠1) ̸= (𝑟2, 𝑠2).

Таким образом, количество 𝐾 (𝑃 ) многочленов 𝐹 удовлетворяет неравенству 𝐾 (𝑃 ) ≤ 𝑃 10.
Наконец, при 𝑃𝑚 = 𝑐𝑚0 имеем

𝜃 ≥
∞∑︁
𝑚=1

𝐾 (𝑃𝑚) |𝐽 (𝑃𝑚)|2𝑘 ≥
∞∑︁
𝑚=1

𝑃 10−2𝑘
𝑚 .

Последний ряд расходится при 𝑘 ≤ 5.
Теорема доказана.
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3. Особый ряд

Рассмотрим особый ряд 𝜎, определяемый (3)-(6). Известно, что он сходится при 𝑘 > 9 и
расходится при 𝑘 ≤ 5. Здесь мы находим показатель сходимости 𝜎.

Пусть каноническое разложение 𝑞 имеет вид 𝑞 =
∏︀
𝑝|𝑞
𝑝𝛼𝑝 и 𝑞𝑝 = 𝑞/𝑝𝛼𝑝 . Тогда имеем

𝑆 (𝑞, 𝐹𝑞(𝑥, 𝑦)) =
∏︁
𝑝|𝑞

𝑆
(︀
𝑝𝛼𝑝 , 𝑞−1

𝑝 𝐹𝑞(𝑞𝑝𝑥, 𝑞𝑝𝑦)
)︀
.

Отсюда следует, что 𝜎 =
∏︀
𝑝
𝜎𝑝, причём произведение распространяется на все простые числа,

и

𝜎𝑝 = 1 +

∞∑︁
𝑠=1

𝐴 (𝑝𝑠) , 𝐴 (𝑝𝑠) =

𝑝𝑠−1∑︁
𝑎20=0

𝑝𝑠−1∑︁
𝑎11=0

𝑝𝑠−1∑︁
𝑎02=0

𝑝𝑠−1∑︁
𝑎10=0

𝑝𝑠−1∑︁
𝑎01=0

𝑝|(𝑎20,...,𝑎01)

⃒⃒
𝑝−2𝑠𝑆 (𝑝𝑠, 𝐹𝑝𝑠(𝑥, 𝑦))

⃒⃒2𝑘
. (7)

Лемма 4. Пусть 𝑝 > 2 — простое число, 𝐹 (𝑥, 𝑦) — многочлен второй степени

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑎20𝑥
2 + 2𝑎11𝑥𝑦 + 𝑎02𝑦

2 + 𝑎10𝑥+ 𝑎01𝑦,

причём дискриминант его квадратичной формы 𝐷 = 𝑎20𝑎02 − 𝑎211 не сравним с нулём по
модулю 𝑝.

Пусть далее

𝑆 = 𝑆 (𝑝, 𝐹 (𝑥, 𝑦)) =

𝑝∑︁
𝑥=1

𝑝∑︁
𝑦=1

𝑒
2𝜋𝑖

(︂
𝑎20𝑥

2+2𝑎11𝑥𝑦+𝑎02𝑦
2+𝑎10𝑥+𝑎01𝑦

𝑝𝑠

)︂
.

Тогда
|𝑆 (𝑝, 𝐹 (𝑥, 𝑦))| = 𝑝.

Доказательство. Пусть 𝑎20 ̸≡ 0 (mod 𝑝). Тогда имеем

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑎20

(︂
𝑥+

𝑎11
𝑎20

𝑦 +
𝑎10
2

)︂2

+
𝐷

𝑎20
𝑦2 − 𝑎11𝑎10𝑦 −

𝑎210
4
.

Воспользовавшись значением суммы Гаусса,отсюда находим

|𝑆| = √
𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑝∑︁
𝑦=1

𝑒
2𝜋𝑖 𝐷

𝑎20
𝑦2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑝.

Лемма доказана.

Лемма 5. Пусть 𝑝 > 2 — простое число, 𝑠 ≥ 1 — натуральное число, 𝐹 (𝑥, 𝑦) — многочлен
второй степени

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑎20𝑥
2 + 2𝑎11𝑥𝑦 + 𝑎02𝑦

2 + 𝑎10𝑥+ 𝑎01𝑦,

причём дискриминант его квадратичной формы 𝐷 = 𝑎20𝑎02 − 𝑎211 не сравним с нулём по
модулю 𝑝.

Пусть далее

𝑆 = 𝑆 (𝑝𝑠, 𝐹 (𝑥, 𝑦)) =

𝑝𝑠∑︁
𝑥=1

𝑝𝑠∑︁
𝑦=1

𝑒
2𝜋𝑖

(︂
𝑎20𝑥

2+2𝑎11𝑥𝑦+𝑎02𝑦
2+𝑎10𝑥+𝑎01𝑦

𝑝𝑠

)︂
.

Тогда
|𝑆 (𝑝𝑠, 𝐹 (𝑥, 𝑦))| ≤ 𝑝𝑠.
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Доказательство. Сначала рассмотрим случай 𝑠 > 2. Имеем

𝑆 =

𝑝∑︁
𝑢=1

𝑝∑︁
𝑣=1

𝑆𝑢,𝑣,

где

𝑆𝑢,𝑣 =

𝑝𝑠∑︁
𝑥=1

𝑥≡𝑢(mod 𝑝)

𝑝𝑠∑︁
𝑦=1

𝑦≡𝑣(mod 𝑝)

𝑒
2𝜋𝑖

𝐹 (𝑥,𝑦)
𝑝𝑠 .

Производя замену переменных 𝑥 = 𝑥1+𝑝
𝑠−1𝑧1, 𝑦 = 𝑦1+𝑝

𝑠−1𝑡1, 1 ≤ 𝑥1, 𝑦1 ≤ 𝑝𝑠−1, 0 ≤ 𝑧1, 𝑡1 ≤ 𝑝,
получим

𝑆𝑢,𝑣 =

𝑝𝑠−1∑︁
𝑥1=1

𝑥1≡𝑢(mod 𝑝)

𝑝𝑠−1∑︁
𝑦1=1

𝑦1≡𝑣(mod 𝑝)

𝑝−1∑︁
𝑧1=0

𝑝−1∑︁
𝑡1=0

𝑒
2𝜋𝑖

𝐹 (𝑥1+𝑝𝑠−1𝑧1,𝑦1+𝑝𝑠−1𝑡1)
𝑝𝑠 =

=

𝑝𝑠−1∑︁
𝑥1=1

𝑥1≡𝑢(mod 𝑝)

𝑝𝑠−1∑︁
𝑦1=1

𝑦1≡𝑣(mod 𝑝)

𝑒
2𝜋𝑖

𝐹 (𝑥1,𝑦1)
𝑝𝑠

𝑝−1∑︁
𝑧1=0

𝑒
2𝜋𝑖

𝐹
′
𝑥1

(𝑥1,𝑦1)𝑧1

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑡1=0

𝑒
2𝜋𝑖

𝐹
′
𝑦1

(𝑥1,𝑦1)𝑡1

𝑝 .

Заметим, что для набора (𝑢, 𝑣), не являющегося решением системы сравнений{︃
𝐹

′
𝑥 = 2𝑎20𝑥+ 2𝑎11𝑦 + 𝑎10 ≡ 0 (mod 𝑝),

𝐹
′
𝑦 = 2𝑎11𝑥+ 2𝑎02𝑦 + 𝑎01 ≡ 0 (mod 𝑝),

имеет место равенство 𝑆𝑢,𝑣 = 0.
Поскольку 𝐷 ̸≡ 0 (mod 𝑝), последняя система сравнений имеет единственное решение по

модулю 𝑝: 𝑢 = 𝜇, 𝑣 = 𝜈. Следовательно, справедливо соотношение

𝑆 = 𝑆𝜇,𝜈 = 𝑝2
𝑝𝑠−1∑︁
𝑥1=1

𝑥1≡𝜇(mod 𝑝)

𝑝𝑠−1∑︁
𝑦1=1

𝑦1≡𝜈(mod 𝑝)

𝑒
2𝜋𝑖

𝐹 (𝑥1,𝑦1)
𝑝𝑠 .

Далее находим

|𝑆| = 𝑝2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝

𝑠−2∑︁
𝑥1=1

𝑝𝑠−2∑︁
𝑦1=1

𝑒2𝜋𝑖𝐹1(𝑥1,𝑦1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

где 𝐹1(𝑥, 𝑦) = 𝑝−2 (𝐹 (𝜇+ 𝑝𝑥, 𝜈 + 𝑝𝑦)− 𝐹 (𝜇, 𝜈)).
Применяя последнее соотношение 𝑙 = [𝑠/2] раз, получим

|𝑆| ≤ 𝑝2𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑝𝑠−2𝑙∑︁
𝑥𝑙=1

𝑥𝑙≡𝜇𝑙(mod 𝑝)

𝑝𝑠−2𝑙∑︁
𝑦𝑙=1

𝑦𝑙≡𝜈𝑙(mod 𝑝)

𝑒
2𝜋𝑖

𝐹𝑙(𝑥𝑙,𝑦𝑙)

𝑝𝑠−2𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

где 𝐹𝑙(𝑥, 𝑦) = 𝑝−2 (𝐹𝑙−1(𝜇𝑙−1 + 𝑝𝑥, 𝜈𝑙−1 + 𝑝𝑦)− 𝐹𝑙−1(𝜇𝑙−1, 𝜈𝑙−1)).

Theorem 1. Особый ряд 𝜎 расходится при 𝑘 ≤ 6.
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Доказательство. Имеем 𝜎 ≥ 𝜎0,где

𝜎0 =
∑︁
𝑝>2

𝑝2∑︁
𝑎20=1

(𝑎20,𝑝)=1

𝑝2∑︁
𝑎11=1

(𝑎11,𝑝)=1

𝑝2∑︁
𝑎02=1

(𝑎02,𝑝)=1

𝑝∑︁
𝑎10=1

(𝑎10,𝑝)=1

𝑝∑︁
𝑎01=1

(𝑎01,𝑝)=1

(𝑝−1)/2∑︁
𝑏=1

(𝑝−1)∑︁
𝑐=0

(𝑝−1)∑︁
𝑑=0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝−4

𝑝2∑︁
𝑥=1

𝑝2∑︁
𝑦=1

𝑒2𝜋𝑖Φ(𝑏𝑥+𝑐,𝑏𝑦+𝑑)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2𝑘

,

где

Φ(𝑥, 𝑦) =
𝑎20
𝑝2
𝑥2 +

𝑎11
𝑝2
𝑥𝑦 +

𝑎02
𝑝2
𝑦2 +

𝑎10
𝑝
𝑥+

𝑎01
𝑝
𝑦.

Подставляя
𝑥 = 𝑢+ 𝑝𝑧, 𝑦 = 𝑣 + 𝑝𝑡 (1 ≤ 𝑢, 𝑣 ≤ 𝑝, 0 ≤ 𝑧, 𝑡 ≤ 𝑝− 1),

при 𝑝 > 2 находим

𝑝2∑︁
𝑥=1

𝑝2∑︁
𝑦=1

𝑒2𝜋𝑖Φ(𝑥,𝑦) =

𝑝∑︁
𝑢=1

𝑝∑︁
𝑣=1

𝑒2𝜋𝑖Φ(𝑥,𝑦)
𝑝−1∑︁
𝑧=0

𝑝−1∑︁
𝑡=0

𝑒
2𝜋𝑖

2𝑎20𝑢𝑧+𝑎11(𝑢𝑡+𝑣𝑧)+2𝑎02𝑣𝑡
𝑝 = 𝑝3

Следовательно,

𝜎0 =
∑︁
𝑝>2

𝑝2∑︁
𝑎20=1

(𝑎20,𝑝)=1

𝑝2∑︁
𝑎11=1

(𝑎11,𝑝)=1

𝑝2∑︁
𝑎02=1

(𝑎02,𝑝)=1

𝑝∑︁
𝑎10=1

(𝑎10,𝑝)=1

𝑝∑︁
𝑎01=1

(𝑎01,𝑝)=1

(𝑝−1)/2∑︁
𝑏=1

(𝑝−1)∑︁
𝑐=0

(𝑝−1)∑︁
𝑑=0

𝑝−2𝑘 > 2−8
∑︁
𝑝>𝑛

𝑝11−2𝑘.

Из расходимости ряда
∑︀

𝑝 𝑝
11−2𝑘 находим, что ряд 𝜎0, а значит и ряд 𝜎 расходятся при

11− 2𝑘 ≥ −1, т.е. при 𝑘 ≤ 6.
Теорема доказана.

4. Заключение

В настоящей статье для 𝑛 = 𝑟 = 2 доказаны нижние оценки показателей сходимости
особого интеграла и особого ряда в многомерной проблеме Терри. На самом деле эти оценки
точны. В ближайшее время мы предполагаем представить доказательство верхних оценок.
Случай 𝑛 ≥ 3 является более сложным, так как отсутствуют точные формулы типа формул
для сумм Гаусса.
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Аннотация

Оценка меры иррациональности различных трансцендентных чисел является одним из
направлений теории диофантовых приближений. Начиная с работ Э. Бореля конца 19 века,
разрабатывались как общие методы получения оценок для классов значений некоторых
функций, так и специализированные подходы для оценки отдельных величин. Различные
методы, в частности, применялись для исследования арифметических свойств значений
функции arctg 𝑥.

Для получения оценок показателя иррациональности значений arctg 𝑥 многими авто-
рами эта функция рассматривалась как частный случай гипергеометрической функции
Гаусса. Одной из первых работ, в которой были получены такие оценки, стала работа
М. Хуттнера 1987 г. [1], доказавшего общую теорему об оценках мер иррациональности
значений гипергеометрической функции вида 𝐹 1

2

(︀
1, 1𝑘 , 1 +

1
𝑘 |𝜀𝑥

𝑘
)︀
, 𝑘 ∈ N, 𝑘 ≥ 2, 𝜀 = ±1.

Большую роль в развитии темы сыграли работы А. Хеймонена, Т. Матала-Ахо и К. Ва-
ананена [2], [3] в которых также был построен метод, позволявший получать оценки по-
казателя иррациональности для значений 𝐹 1

2

(︀
1, 1𝑘 , 1 +

1
𝑘 |𝑧
)︀
, 𝑘 ∈ N, 𝑘 ≥ 2, в том числе для

𝐹 1
2

(︀
1, 12 ,

3
2 | − 𝑧2

)︀
= 1

𝑧 arctg 𝑧. Рассмотренный ими подход использовал приближение гипер-
геометрической функции полиномами Якоби и дал много конкретных результатов.

В последние десятилетия для построения оценок широкое распространение получили
методы, использующие интегралы, симметричные относительно какой-либо замены пара-
метров [4],[5],[6]. Впервые интеграл, принципиально использующий свойство симметрич-
ности, был применён в работе В.Х.Салихова [4] и позволил получить новую оценку пока-
зателя иррациональности для ln 3. Чуть позже В. Х. Салихов [7], применив аналогичный
симметризованный комплексный интеграл, получил новую оценку меры иррационально-
сти числа 𝜋. В этой работе было использовано классическое равенство 𝜋

4 = arctg 1
2+arctg 1

3 .
Таким же способом, то есть с помощью комплексного симметризованного интеграла, в ра-
боте Е. Б. Томашевской [8] были оценены значения вида arctg 1

𝑛 , 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 2, и улучшены
некоторые предыдущие результаты для таких величин. Позднее, Е. Б. Томашевской [9]
был разработан аналогичный интеграл для оценки arctg 1

2 , который позволил доказать
результат 𝜇(arctg 1

2 ) ≤ 11.7116..., остававшийся лучшим до настоящего времени.
В 2014 г. К. Ву и Л. Ванг [10] немного улучшили результат В. Х. Салихова для ln 3,

рассмотрев другой тип интегральной конструкции, также использующей симметричность.
В данной работе идея К. Ву и Л. Ванга применена для изменения интеграла Е. Б. Тома-
шевской, что позволило улучшить его арифметические свойства и усилить предыдущий
результат для меры иррациональности числа arctg 1

2 .

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ (грант 18-01-00296-а).
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Abstract

An evaluation of irrationality measure for various transcendental numbers is one of the field
in diophantine approximation theory. Starting with the works of Е. Borel at the end of 19th
century, were developed both general methods of evaluation for classes of some functions values
and specialized approaches for estimating peculiar numbers. Diverse methods particularly were
practiced for the investigating of arithmetic properties of the function arctg 𝑥 values .

For getting evaluation on irrationality measure of arctg 𝑥 values many authors regarded
them as particular case of Gauss hypergeometric function. One of the first such kind
of papers was the article of M. Huttner 1987 [1], who proved a generalized theorem
about estimation on irrationality measure of the Gauss hypergeometric function values
𝐹 1
2

(︀
1, 1𝑘 , 1 +

1
𝑘 |𝜀𝑥

𝑘
)︀
, 𝑘 ∈ N, 𝑘 ≥ 2, 𝜀 = ±1. A big role in progress of theme have been played by

works of A. Heimonen, T. Matala-aho, K. Väänänen [2], [3], in which was also constructed a
method for evaluation on irrationality measure of the Gauss hypergeometric function values of
the form 𝐹 1

2

(︀
1, 12 , 1 +

1
2 |𝑧
)︀
, 𝑘 ∈ N, 𝑘 ≥ 2, including 𝐹 1

2

(︀
1, 12 ,

3
2 | − 𝑧2

)︀
= 1

𝑧 arctg 𝑧. The approach
considered by them had used approximation of the Gauss hypergeometric function by Jacobi
type polynomials and gave a lot of concrete results.

Last decades for evaluation of various numbers were broadly spreading methods, which used
symmetric on some changes of variable integrals [4],[5],[6]. Originally, integral qualitatively using
the property of symmetry was applied by V.Kh.Salikhov [4], who used it to got the new estimate
for ln 3. A little later V. Kh. Salikhov [7] had applied similar symmetrized complex integral for
obtaining new evaluation of 𝜋. In that work he put to use classical equality 𝜋

4 = arctg 1
2+arctg 1

3 .
The same method, i.e. complex symmetrized integral was used by E. B. Tomashevskaya [8],
who had estimated values of arctg 1

𝑛 , 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 2 and some of previous results for such
numbers were improved by her. Later on E. B. Tomashevskaya [9] had elaborated analogical
integral for estimation of arctg 1

2 , which one had allowed to prove the best result until now
𝜇(arctg 1

2 ) ≤ 11.7116....
In 2014 K. Wu and L. Vang [10] improved the result of V. Kh. Salikhov for ln 3, applying a

new type integral construction, which also had used a property of symmetry. In present paper
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we took the idea of K. Wu and L. Vang and applied it to the integral of E. B. Tomashevskaya.
It allowed us to improve arithmetic properties of integral and obtain better result for extent of
irrationality arctg 1

2 .
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1. Введение

При изучении свойств иррациональных и трансцендентных чисел одним из исследуемых
вопросов является возможность их приближения рациональными дробями. Множество раци-
ональных чисел всюду плотно в R, поэтому его элементы находятся в сколь угодно малой
окрестности любого вещественного числа 𝛾, но вопрос становится содержательным, если го-
ворить о приближении 𝛾 рациональными числами с ограниченными знаменателями. Одной из
применяемых характеристик качества такого приближения служит мера иррациональности.

Мерой (показателем) иррациональности числа 𝛾 будем называть величину 𝜇(𝛾), определя-
емую как нижняя граница чисел 𝜇 таких, что для любого 𝜀 > 0 существует 𝑞0(𝜀) > 0, такое,

что неравенство
⃒⃒⃒
𝛾 − 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒
≥ 𝑞−𝜇−𝜀 выполняется для всех целых чисел 𝑝, 𝑞 при 𝑞 ≥ 𝑞0(𝜀).

Получение оценок мер иррациональности связано с построением приближения рассмат-
риваемого значения. Обычно для этого используются вещественные или комплексные инте-
гралы, бесконечные суммы, аппроксимации Паде и др. Исследование получаемой линейной
формы позволяет построить оценку, которая будет тем лучше, чем удачнее подобрано прибли-
жение. В этом смысле общие методы обычно уступают специализированным конструкциям,
разработанным для конкретного числа. Так было, например, для ln 3 [4],𝜋 [7], ln 2 [11] и др.

Оценки показателя иррациональности значений функции arctg 𝑥 были получены разными
авторами [1], [2], [6], в основном общими методами. Для числа arctg 1

2 наилучшая на данный
момент оценка 𝜇(arctg 1

2) ≤ 11.7116... принадлежит Е.Б.Томашевской [9]. Этот результат был
доказан с помощью специально разработанного интеграла

𝑌 =

16+4𝑖∫︁
16−4𝑖

(𝑥− 18− 4𝑖)3𝑛(𝑥− 16 + 4𝑖)3𝑛(𝑥− 18 + 4𝑖)3𝑛(𝑥− 16− 4𝑖)3𝑛(𝑥− 17)4𝑛𝑑𝑥

𝑥5𝑛+1(34− 𝑥)5𝑛+1
, (1)

подынтегральная функция которого 𝑆(𝑥) такова что 𝑆(34− 𝑥) = 𝑆(𝑥), то есть обладает свой-
ством симметричности относительно точки 𝑥 = 17. Именно это свойство сыграло ключевую
роль при построении оценки. С использованием этого типа симметричности были получены
и другие результаты [5],[8]. Много новых оценок было также получено с применением сим-
метричности других видов. Одним из недавних результатов применения симметризованного
интеграла стало улучшение показателя иррациональности числа 𝜋√

3
[12], [13], которое бы-

ло достигнуто за счёт объединения интеграла P.Марковеккио [11], получившего ранее новую
оценку для ln 2, и идеи симметричности.

Подынтегральная функция (1) заменой переменной 𝑡 = (𝑥 − 17)2 приводится к виду
ℎ(𝑡)(𝑓(𝑡))𝑛, где

ℎ(𝑡) =
1

2
√
𝑡(289− 𝑡)

, 𝑓(𝑡) =
(𝑡2 + 30𝑡+ 289)3𝑡2

(289− 𝑡)5
. (2)
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Изменение данной интегральной конструкции путём введения дополнительных множителей,
аналогичных рассматриваемым в [10], позволило улучшить её приближающие свойства и полу-
чить новую оценку для arctg 1

2 . Основной результат данной работы заключается в следующем
утверждении:

Теорема 1. Справедлива следующая оценка меры иррациональности:

𝜇(arctg
1

2
) ≤ 9.272044...

Доказательство данного утверждения будет основываться на исследовании интеграла вида

𝐼 =
1

𝑖

16+4𝑖∫︁
16−4𝑖

(
4∏︀
𝑗=1

(𝑥− 𝑥𝑗))
𝛼0𝑛(𝑥− 17)2𝛼1𝑛(7𝑥2 − 238𝑥+ 2040)𝛼2𝑛(39𝑥2 − 1326𝑥+ 11560)𝛼3𝑛𝑑𝑥

𝑥𝑛+1(34− 𝑥)𝑛+1
,

(3)
где 𝑥1 = 16 − 4𝑖, 𝑥2 = 16 + 4𝑖, 𝑥3 = 18 − 4𝑖, 𝑥4 = 18 + 4𝑖, 𝛼𝑗𝑛 ∈ N, 𝑗 = 0, .., 3. Эта интегральная
конструкция была построена на основе интеграла (1), при помощи добавления дополнитель-
ных множителей, улучшающих арифметические свойства. Будем в дальнейшем обозначать
подынтегральную функцию (3) как 𝑅(𝑥).

Стандартная схема, применяемая для исследования показателя иррациональности, исполь-
зует классический подход, принадлежащий М.Хата [14]:

Лемма 1. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝛾 ∈ R -иррационально, 𝑙𝑛 = 𝑔𝑛𝛾 + 𝑝𝑛, где 𝑔𝑛, 𝑝𝑛 ∈ Z,
lim
𝑛→∞

1
𝑛 ln |𝑔𝑛| = 𝛿, lim sup

𝑛→∞
1
𝑛 ln |𝑙𝑛| ≤ −𝜏, 𝜏 > 0, тогда 𝜇(𝛾) ≤ 1 + 𝛿

𝜏 .

Заметим, что в работе [15] было доказано более общее утверждение. Применение леммы 1
к интегралу (3) позволит получить заявленный результат.

2. Доказательство основного утверждения

Рассмотрим интеграл (3). Подынтегральная функция обладает свойством симметричности,
так что замена переменной 𝑡 = (𝑥− 𝑑)2, где 𝑑 = 17, позволяет привести интеграл к виду

𝐼(𝑡, �̄�) =
1

𝑖

−15+8𝑖∫︁
−15−8𝑖

(𝑡2 + 30𝑡+ 289)𝛼0𝑛𝑡𝛼1𝑛(7𝑡+ 17)𝛼2𝑛(39𝑡+ 289)𝛼3𝑛𝑑𝑡

2
√
𝑡(289− 𝑡)𝑛+1

, (4)

где �̄� = {𝛼0, 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3}. Обозначим

𝑔(𝑡, �̄�) =
(𝑡2 + 30𝑡+ 289)𝛼0𝑡𝛼1(7𝑡+ 17)𝛼2(39𝑡+ 289)𝛼3

(289− 𝑡)
, (5)

тогда

𝐼(𝑡, �̄�) =
1

𝑖

−15+8𝑖∫︁
−15−8𝑖

𝑑𝑡

2
√
𝑡(289− 𝑡)

(𝑔(𝑡, �̄�))𝑛. (6)

Дополнительные множители, отличающие функцию 𝑔(𝑡, �̄�) интеграла (5) от 𝑓(𝑡) из интегра-
ла (2), улучшают арифметические свойства интеграла Е.Б.Томашевской, уменьшая значение
подынтегральной функции и добавляя сокращение простых множителей.

Исследуем свойства многочленов, входящих в подынтегральную функцию (4). Введём
необходимые обозначения. Пусть 𝐴 ∈ N, 𝐵 ∈ Z+, (𝐴,𝐵) = 1 при 𝐵 ̸= 0.
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Для 𝑡 = (𝑥− 𝑑)2 будем рассматривать многочлены вида
𝑃 (𝑡) = 𝐴𝑡+𝐵 = 𝐴𝑥2 − 2𝐴𝑑𝑥+𝐴𝑑2 +𝐵 ≡ 𝐴2𝑥

2 +𝐴1𝑥+𝐴0 ≡ 𝑃 (𝑥) и
𝑃 *(𝑡) = 𝐴𝑡2 +𝐵𝑡+ 𝐶 = 𝐴𝑥4 − 4𝑑𝐴𝑥3 + (6𝑑2𝐴+𝐵)𝑥2 − (4𝑑3𝐴+ 2𝑑𝐵)𝑥+ (𝐴𝑑4 +𝐵𝑑2 + 𝐶) ≡

≡
4∑︀
𝑗=0

𝐴*
𝑗𝑥
𝑗 ≡ 𝑃 *(𝑥).

Для любой несократимой дроби 𝑎
𝑏 , 𝑎 ∈ Z, 𝑎 ̸= 0, 𝑏 ∈ N рассмотрим показатель 𝜈𝑝

(︀
𝑎
𝑏

)︀
= 𝜈𝑝 для

простого числа 𝑝 такой, что 𝑎
𝑏 = 𝑝𝜈𝑝 𝑎1𝑏1 , (𝑎1, 𝑏1) = 1, (𝑎1, 𝑝) = 1, (𝑏1, 𝑝) = 1.

Для каждого многочлена 𝑃 (𝑡) определим величину 𝜈𝑝(𝑃 (𝑡)) при 𝑝 ∈ {2, 5, 17} как
𝜈2(𝑃 ) = min(3, 𝜈2(𝐴0)), 𝜈5(𝑃 ) = min(1, 𝜈5(𝐴0)), 𝜈17(𝑃 ) = min(2, 𝜈17(𝐴0)).

Для каждого многочлена 𝑃 *(𝑡) определим 𝜈𝑝(𝑃
*(𝑡)) при 𝑝 ∈ {2, 5, 17} как

𝜈2(𝑃
*) = min(6, 𝜈2(𝐴0), 𝜈2(𝐴1) + 2, 𝜈2(𝐴2) + 4), 𝜈5(𝑃

*) = min(2, 𝜈5(𝐴0), 𝜈5(𝐴1) + 1),
𝜈17(𝑃

*) = min(4, 𝜈17(𝐴0), 𝜈17(𝐴1) + 1, 𝜈17(𝐴2) + 2).

Для любой функции 𝑓(𝑥), аналитической в точке 𝑥 = 0, обозначим 𝐷0(𝑓(𝑥)) = 𝑓(0);

𝐷𝑁 (𝑓(𝑥)) =
𝑓 (𝑁)(0)
𝑁 ! , 𝑁 ∈ N.

Лемма 2. Пусть 𝑚 ∈ N, 𝑁 ∈ Z+, 𝑁 ≤ 2𝑚. Тогда выполняются следующие оценки:
𝜈2(𝐷𝑁 (𝑃

𝑚)) ≥ 𝑚𝜈2(𝑃 )− 2𝑁, 𝜈5(𝐷𝑁 (𝑃
𝑚)) ≥ 𝑚𝜈5(𝑃 )−𝑁, 𝜈17(𝐷𝑁 (𝑃

𝑚)) ≥ 𝑚𝜈17(𝑃 )−𝑁.

Доказательство. Имеем

𝑃𝑚(𝑥) =
∑︁

|�̄�|=𝑚

𝛾(𝑚)𝐴𝑚0
0 𝐴𝑚1

1 𝐴𝑚2
2 𝑥𝑚1+2𝑚2 ,

�̄� = (𝑚0,𝑚1,𝑚2) ∈ (Z+)3, |�̄�| = 𝑚0 +𝑚1 +𝑚2, 𝛾(�̄�) = 𝑚!
𝑚0!𝑚1!𝑚2!

∈ N.
Тогда 𝐷𝑁 (𝑃

𝑚(𝑥)) =
∑︀

|�̄�|=𝑚
𝑚1+2𝑚2=𝑁

𝛾(�̄�)𝐴𝑚0
0 𝐴3𝑑

𝑚12𝑚1 , 𝐴3 = (−1)𝑚1𝐴𝑚1+𝑚2 .

При 𝑝 = 2 :
𝜈2(𝐷𝑁 (𝑃

𝑚(𝑥))) ≥ 𝑚0𝜈2(𝐴0) +𝑚1 = (𝑚0𝜈2(𝐴0) + 3𝑚1 + 3𝑚2)− 2𝑚1 − 3𝑚2 ≥
≥ 𝜈2(𝑃 )(𝑚0 +𝑚1 +𝑚2)− (𝑚1 + 2𝑚2)− (𝑚1 +𝑚2) ≥ 𝑚𝜈2(𝑃 )− 2𝑁.

При 𝑝 = 5 : 𝜈5(𝐷𝑁 (𝑃
𝑚(𝑥))) ≥ 𝑚0𝜈5(𝐴0) = (𝑚0𝜈5(𝐴0) +𝑚1 +𝑚2)−𝑚1 −𝑚2 ≥

≥ 𝜈5(𝑃 )(𝑚0 +𝑚1 +𝑚2)− (𝑚1 +𝑚2) ≥ 𝑚𝜈5(𝑃 )−𝑁.

При 𝑝 = 17 : 𝜈17(𝐷𝑁 (𝑃
𝑚(𝑥))) ≥ 𝑚0𝜈17(𝐴0) +𝑚1 = (𝑚0𝜈17(𝐴0) + 2𝑚1 + 2𝑚2)−𝑚1 − 2𝑚2 ≥

≥ 𝜈17(𝑃 )(𝑚0 +𝑚1 +𝑚2)− (𝑚1 + 2𝑚2) = 𝑚𝜈17(𝑃 )−𝑁. 2

Лемма 3. Пусть 𝑚 ∈ N, 𝑁 ∈ Z+, 𝑁 ≤ 4𝑚. Тогда выполняются следующие оценки:
𝜈2(𝐷𝑁 ((𝑃

*)𝑚)) ≥ 𝑚𝜈2(𝑃
*)− 2𝑁, 𝜈5(𝐷𝑁 ((𝑃

*)𝑚)) ≥ 𝑚𝜈5(𝑃
*)−𝑁,

𝜈17(𝐷𝑁 ((𝑃
*)𝑚)) ≥ 𝑚𝜈17(𝑃

*)−𝑁.

Доказательство. Имеем (𝑃 *(𝑥))𝑚 =
∑︀

|�̄�|=𝑚
𝛾*(�̄�)𝐴*𝑚0

0 𝐴*𝑚1
1 𝐴*𝑚2

2 𝐴*𝑚3
3 𝐴*𝑚4

4 𝑥4𝑚4+3𝑚3+2𝑚2+𝑚1 ,

где �̄� = (𝑚0, ...,𝑚4) ∈ (Z+)5, |�̄�| =
4∑︀
𝑗=0

𝑚𝑗 , 𝛾
*(�̄�) = 𝑚!

𝑚0!𝑚1!𝑚2!𝑚3!𝑚4!
∈ N.

Тогда 𝐷𝑁 ((𝑃
*(𝑥)𝑚)) =

∑︀
|�̄�|=𝑚

𝑚1+2𝑚2+3𝑚3+4𝑚4=𝑁

𝛾*(�̄�)
4∏︀
𝑗=0

(𝐴*
𝑗 )
𝑚𝑗 .

При 𝑝 = 2 имеем 𝜈2(𝐷𝑁 (𝑃
*(𝑥)𝑚)) ≥

4∑︀
𝑗=0

𝑚𝑗𝜈2(𝐴
*
𝑗 ) =

4∑︀
𝑗−0

𝑚𝑗(𝜈2(𝐴
*
𝑗 ) + 2𝑗)− 2𝑁 ≥ 𝑚𝜈2(𝑃

*)− 2𝑁,

так как неравенства 𝜈2(𝐴*
𝑗 ) + 2𝑗 ≥ 𝜈2(𝑃

*) для 𝑗 ∈ {0, 1, 2} следуют из определения 𝜈2(𝑃 *), а
для 𝑗 ∈ {3, 4} выполняются ввиду 𝜈2(𝑃 *) ≤ 6, 𝜈2(𝐴

*
𝑗 ) ≥ 0.
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При 𝑝 = 5 : 𝜈5(𝐷𝑁 (𝑃
*(𝑥)𝑚)) ≥

4∑︀
𝑗=0

𝑚𝑗𝜈5(𝐴
*
𝑗 ) =

4∑︀
𝑗=0

𝑚𝑗(𝜈5(𝐴
*
𝑗 ) + 𝑗)−𝑁 ≥ 𝑚𝜈5(𝑃

*)−𝑁,

так как неравенства 𝜈5(𝐴*
𝑗 ) + 𝑗 ≥ 𝜈5(𝑃

*) при 𝑗 ∈ {0, 1} следуют из определения 𝜈5(𝑃 *), а для
𝑗 ∈ {2, 3, 4} выполняются ввиду 𝜈5(𝑃 *) ≤ 2, 𝜈5(𝐴

*
𝑗 ) ≥ 0.

При 𝑝 = 17 аналогично:

𝜈17(𝐷𝑁 (𝑃
*(𝑥)𝑚)) ≥

4∑︀
𝑗=0

𝑚𝑗𝜈17(𝐴
*
𝑗 ) =

4∑︀
𝑗=0

𝑚𝑗(𝜈17(𝐴
*
𝑗 ) + 𝑗)−𝑁 ≥ 𝑚𝜈17(𝑃

*)−𝑁. 2

В соответствии с определением интеграла (4) имеем многочлены:

𝑃 *
0 (𝑡) = 𝑡2 + 30𝑡+ 289 = 𝑥4 − 68𝑥3 + 1764𝑥2 − 20672𝑥+ 92480 = 𝑃 *

0 (𝑥),

𝑃1(𝑡) = 𝑡 = 𝑥2 − 34𝑥+ 289 = 𝑃1(𝑥), (7)

𝑃2(𝑡) = 7𝑡+ 17 = 7𝑥2 − 238𝑥+ 2040 = 𝑃2(𝑥),

𝑃3(𝑡) = 39𝑡+ 289 = 39𝑥2 − 1326𝑥+ 11560 = 𝑃3(𝑥).

Обозначим Π𝑘 =
3∏︀
𝑗=1

𝑝
𝜈𝑝𝑗 (𝑃𝑘(𝑡))

𝑗 для 𝑃𝑘(𝑡), Π*
𝑘 =

3∏︀
𝑗=1

𝑝
𝜈𝑝𝑗 (𝑃

*
𝑘 (𝑡))

𝑗 для 𝑃 *
𝑘 (𝑡) при 𝑝1 = 2,

𝑝2 = 5, 𝑝3 = 17. Из определения 𝜈𝑝(𝑃 *(𝑡)), 𝜈𝑝(𝑃 (𝑡)) для многочленов (7) получим:

Π*
0 = 2651172,Π1 = 172,Π2 = 2351171,Π3 = 2351172. (8)

В силу симметричности, для подынтегральной функции (3) справедливо представление:

𝑅(𝑥) = 𝑄𝑚(𝑥) +
𝑛+1∑︁
𝑗=1

(︂
𝑎𝑗
𝑥𝑗

+
𝑎𝑗

(34− 𝑥)𝑗

)︂
, (9)

где 𝑚 = 2𝑛(2𝛼0 + 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3)− 2𝑛− 2, 𝑄𝑚(𝑥) =
𝑚∑︀
𝜈=0

𝑏𝜈𝑥
𝜈 , все 𝑏𝜈 ∈ Z[𝑥].

Возьмём 𝛼0 = 0.53819, 𝛼1 = 0.21230, 𝛼2 = 0.13580, 𝛼3 = 0.18161 и 𝑛 кратное 105.
Рассмотрим коэффициенты 𝑎𝑗 в разложении (9).

Лемма 4. Для любого 𝑗 = 1, ..., 𝑛+ 1 справедливо представление:
𝑎𝑗 = 21.18137𝑛+2𝑗−35−0.1444𝑛+𝑗−117−2+𝑗𝐴𝑗 , где 𝐴𝑗 ∈ Z.

Доказательство. Найдём коэффициенты 𝑎𝑗 .

Рассмотрим �̄� = {𝑚0, ...,𝑚4}, �̄� ∈ (Z+)5|, �̄�| =
4∑︀
𝑗=0

𝑚𝑗 .

Имеем

𝑎𝑗 = 𝐷𝑛+1−𝑗(𝑥
𝑛+1𝑅(𝑥)) =

∑︀
|�̄�|=𝑛+1−𝑗

𝐷𝑚0(𝑃
*
0 (𝑥))

𝛼0𝑛
3∏︀

𝑘=1

𝐷𝑚𝑘
(𝑃𝑘(𝑥))

𝛼𝑘𝑛𝐷𝑚4(34− 𝑥)−𝑛−1.

Ясно что 𝐷𝑚4(34− 𝑥)−𝑛−1 =

(︂
𝑛+𝑚4

𝑚4

)︂
2−𝑛−𝑚4−117−𝑛−𝑚4−1. Тогда в силу (8) и лемм 2,3

𝜈2(𝑎𝑗) ≥ 6𝛼0𝑛− 2𝑚0 + 3𝛼2𝑛− 2𝑚2 + 3𝛼3𝑛− 2𝑚3 − 𝑛−𝑚4 − 1 = 𝑛(6𝛼0 + 3𝛼2 + 3𝛼3)−
−(𝑚0 +𝑚2 +𝑚3 +𝑚4)− (𝑚0 +𝑚2 +𝑚3)− 𝑛− 1 ≥ 4.18137𝑛− 2(𝑛+ 1− 𝑗)− 𝑛− 1 =
= 1.18137𝑛+ 2𝑗 − 3;

𝜈5(𝑎𝑗) ≥ 𝛼0𝑛−𝑚0 + 𝛼2𝑛−𝑚2 + 𝛼3𝑛−𝑚3 ≥ 𝑛(𝛼0 + 𝛼2 + 𝛼3)− 𝑛− 1 + 𝑗 =
= −0.1444𝑛− 1 + 𝑗;

𝜈17(𝑎𝑗) = 2𝛼0𝑛−𝑚0 + 2𝛼1𝑛−𝑚1 + 𝛼2𝑛−𝑚2 + 2𝛼3𝑛−𝑚3 − 𝑛−𝑚4 − 1 ≥
≥ (2𝛼0 + 2𝛼1 + 𝛼2 + 2𝛼3)𝑛− 2𝑛− 2 + 𝑗 = −2 + 𝑗. 2

Пусть далее Δ = 1.18137𝑛,𝐾 = Z[𝑖]− кольцо гауссовских чисел, многочлен 𝑄𝑚(𝑥) опреде-
лён в равенстве (9).



ОБ ОЦЕНКЕ МЕРЫ ИРРАЦИОНАЛЬНОСТИ ARCTG1
2 63

Лемма 5. Пусть 𝑄𝑚(𝑥) =
𝑚∑︀
𝜈=0

𝛽𝜈𝜃
𝜈 , где 𝜃 = 𝑥 − 16 + 4𝑖, все 𝛽𝜈 ∈ 𝐾. Тогда для всех

𝜈 = 0, 1, ..., 𝛼0𝑛− 1 справедливо: 𝛽𝜈 = 2Δ−2𝜈−3𝛽
′
𝜈 , 𝛽

′
𝜈 ∈ 𝐾.

Доказательство. Применим схему, впервые использованную в работе [5]. Из вида 𝑅(𝑥) в
интеграле (3) имеем для 𝜃 таких что |𝜃| < |16 + 4𝑖| =

√
272

𝑅(𝑥) =
∞∑︁

𝜈=𝛼0𝑛

𝛾𝜈𝜃
𝜈 , (10)

где все 𝛾𝜈 ∈ Q+Q𝑖. Далее для 𝑗 = 1, ..., 𝑛+ 1

1

𝑥𝑗
=

1

(16− 4𝑖+ 𝜃)𝑗
=

1

(16− 4𝑖)𝑗

∞∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈𝑑𝜈𝑖𝑗𝜃
𝜈

(16− 4𝑖)𝜈
,

где 𝑑𝜈𝑖𝑗 =
𝑗(𝑗+1)...(𝑗+𝜈−1)

𝜈! ∈ Z;

1

(34− 𝑥)𝑗
=

1

(18 + 4𝑖− 𝜃)𝑗
=

1

(18 + 4𝑖)𝑗

∞∑︁
𝜈=0

𝑑𝜈𝑖𝑗𝜃
𝜈

(18 + 4𝑖)𝜈
.

Из (9) и (10) получим

∞∑︁
𝜈=𝛼0𝑛

𝛾𝜈𝜃
𝜈 =

𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗
(16− 4𝑖)𝑗

∞∑︁
𝜈=0

(︂
(−1)𝜈𝑑𝜈𝑖𝑗
(16− 4𝑖)𝜈

)︂
𝜃𝜈 +

𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗
(18 + 4𝑖)𝑗

∞∑︁
𝜈=0

𝑑𝜈𝑖𝑗
(18 + 4𝑖)𝜈

𝜃𝜈 +
𝑚∑︁
𝜈=0

𝛽𝜈𝜃
𝜈 .

Поэтому для 𝜈 = 0, 1, ..., 𝛼0𝑛− 1

𝛽𝜈 = −
𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑑𝜈𝑖𝑗

(︂
(−1)𝜈

(16− 4𝑖)𝑗+𝜈
+

1

(18 + 4𝑖)𝑗+𝜈

)︂
. (11)

Из леммы 4 и равенства (11) получим представление:

𝛽𝜈 = 2Δ−2𝜈−3 𝛽𝜈
(85)𝑁𝜈

, где 𝛽𝜈 ∈ 𝐾,𝑁𝜈 ∈ N. Но 𝛽𝜈 ∈ 𝐾, поэтому 𝛽𝜈 = 2Δ−2𝜈−3𝛽
′
𝜈 , где 𝛽

′
𝜈 ∈ 𝐾, и

лемма доказана. 2

Обозначим теперь 𝑞𝑁 = 𝐻𝑂𝐾(1, 2, ..., 𝑁).

Лемма 6. Имеет место соотношение 𝑞𝑚+1
1
𝑖

16+4𝑖∫︀
16−4𝑖

𝑄𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 2𝜆𝐴, где 𝐴 ∈ Z,

𝜆 = min(Δ, 3𝛼0𝑛).

Доказательство. Имеем

Λ = 𝑞𝑚+1
1

𝑖

16+4𝑖∫︁
16−4𝑖

𝑄𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑞𝑚+1

⎛⎝1

𝑖

(︃
𝑚∑︁
𝜈=0

𝛽𝜈
𝜈 + 1

(𝑥− 16 + 4𝑖)𝜈+1

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
16+4𝑖

16−4𝑖

⎞⎠ =

= 𝑞𝑚+1

(︃
𝛼0𝑛−1∑︁
𝜈=0

𝛽𝜈
𝜈 + 1

8𝜈+1𝑖𝜈 +
𝑚∑︁

𝜈=𝛼0𝑛

𝛽𝜈
𝜈 + 1

8𝜈+1𝑖𝜈

)︃
.

Очевидно, что 𝑞𝑚+1
1

𝜈+1 ∈ N, 𝜈 = 0, 1, ...,𝑚.

Для слагаемых первой суммы ввиду леммы 5 имеем: 𝛽𝜈8𝜈+1 = 2Δ−2𝜈−323𝜈+3𝛽
′
𝜈 = 2Δ𝛽

′′
𝜈 , где

все 𝛽
′′
𝜈 ∈ 𝐾.
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Для слагаемых второй суммы: 𝛽𝜈 ∈ 𝐾, 8𝜈+1 = 23𝛼0𝑛23𝜈+3−3𝛼0𝑛, где 3𝜈 + 3 − 3𝛼0𝑛 ∈ N,
поэтому Λ = 2𝜆𝐴, где 𝐴 ∈ 𝐾.

Из (9) имеем

Λ ≡ 𝑞𝑚+1
1

𝑖

16+4𝑖∫︁
16−4𝑖

𝑄𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑞𝑚+1
1

𝑖

𝑚∑︁
𝜈=0

𝑏𝜈
𝜈 + 1

((16 + 4𝑖)𝜈+1 − (16− 4𝑖)𝜈+1) ∈ Z,

поскольку 𝑏𝜈 ∈ Z.
Следовательно 𝐴 ∈ Z, что и требовалось. 2

Теперь, используя представление (9), получаем для интеграла (3)

𝐼 =
1

𝑖

16+4𝑖∫︁
16−4𝑖

𝑄𝑚(𝑥)𝑑𝑥+
1

𝑖

16+4𝑖∫︁
16−4𝑖

(︂
𝑎1
𝑥

+
𝑎1

34− 𝑥

)︂
𝑑𝑥+

1

𝑖

16+4𝑖∫︁
16−4𝑖

𝑛+1∑︁
𝑗=2

(︂
𝑎𝑗
𝑥𝑗

+
𝑎𝑗

(34− 𝑥)𝑗

)︂
𝑑𝑥 ≡ 𝐼1+ 𝐼2+ 𝐼3.

По лемме 6 имеем 𝑞1.21218𝑛𝐼1 = 2−1.18137𝑛𝐴,𝐴 ∈ Z.
Для 𝐼2 справедливо

𝐼2 =
1

𝑖
𝑎1(ln𝑥− ln(34− 𝑥))|16+4𝑖

16−4𝑖 =
1

𝑖
𝑎1

(︂
ln

16 + 4𝑖

16− 4𝑖
− ln

18− 4𝑖

18 + 4𝑖

)︂
= 2𝑎1(arctg

1

4
+ arctg

2

9
) =

= 2𝑎1 arctg
1

2
.

Для 𝐼3 получим

𝐼3 =
1

𝑖

𝑛+1∑︁
𝑗=2

𝑎𝑗
−𝑗 + 1

(︂
1

𝑥𝑗−1
− 1

(34− 𝑥)𝑗−1

)︂⃒⃒⃒⃒16+4𝑖

16−4𝑖

=

=
1

𝑖

𝑛+1∑︁
𝑗=2

𝑎𝑗
−𝑗 + 1

(︂
(4− 𝑖)𝑗−1

22𝑗−217𝑗−1
− (4 + 𝑖)𝑗−1

22𝑗−217𝑗−1
− (9 + 2𝑖)𝑗−1

2𝑗−185𝑗−1
+

(9− 2𝑖)𝑗−1

2𝑗−185𝑗−1

)︂
=

=
1

𝑖

𝑛+1∑︁
𝑗=2

𝑎𝑗
−𝑗 + 1

(︂
𝜇𝑗

22𝑗−217𝑗−1
+

𝜇′𝑗
2𝑗−15𝑗−117𝑗−1

)︂
, 𝜇𝑗 , 𝜇

′
𝑗 ∈ 𝐾, 𝑗 = 2, ..., 𝑛+ 1.

В соответствии с представлением 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3 и леммой 4 заключаем, что выполнено равенство

2−1.18137𝑛+1 · 50.1444𝑛 · 17 · 𝑞1.21218𝑛𝐼(𝑡, �̄�) = 𝐴𝑛 arctg
1

2
+𝐵𝑛, (12)

где 𝐴𝑛, 𝐵𝑛 ∈ Z, 𝐼(𝑡, �̄�) определён равенством (6).
Применим к данной линейной форме лемму 1.
Для исследования асимптотики интеграла (6) используем метод перевала. Этот подход

хорошо известен и постоянно применяется при исследовании подобных линейных форм, более
подробное изложение можно найти, например, в [5], [6].

Рассмотрим подынтегральную функцию 𝑔(𝑡, �̄�). Уравнение 𝑑
𝑑𝑡 ln 𝑔(𝑡, �̄�) = 0 имеет пять кор-

ней, максимальное значение функции ln |𝑔(𝑡, �̄�)| достигается в точке 𝑡0 = −11.70909−2.58761𝑖,
при этом ln |𝑔(𝑡0, �̄�)| = −1.36036... ≡ 𝜏*.

Асимптотика коэффициента 𝐴𝑛 также исследуется методом перевала. Точкой перевала
в данном случае является 𝑡1 = 784.15031..., и ln |𝑔(𝑡1, �̄�)| = 5.45126... ≡ 𝛿*. Учитывая, что
lim
𝑛→∞

1
𝑛 ln 𝑞𝐶𝑛 = 𝐶, из представления (12) и леммы 1 получаем заявленную оценку

𝜇(arctg
1

2
) ≤ 1− 𝛿* + 0.1444 ln 5− 1.18137 ln 2 + 1.21218

𝜏* + 0.1444 ln 5− 1.18137 ln 2 + 1.21218
= 9.272044...
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Сравнение подынтегральных функций интеграла Е.Б.Томашевской (1) и интеграла (3)
позволяет оценить эффективность дополнительно введённых многочленов 𝑃2(𝑡) = 7𝑡 + 17 и
𝑃3(𝑡) = 39𝑡+289. Вносимые ими степени простых чисел 2, 5, 17 помогают компенсировать эти
множители в знаменателе коэффициентов линейной формы. Выбор оптимальных параметров
𝛼𝑗 осуществлялся с помощью компьютерной программы.

3. Заключение

В последние десятилетия в области построения оценок мер иррациональности было по-
лучено много интересных результатов. С помощью интегральных конструкций такого типа
как в данной работе, с дополнительными многочленами, в последнее время было улучшено
несколько предыдущих оценок для различных величин. Хотя данная интегральная конструк-
ция не может быть обобщена, рассмотренный метод позволяет построить аналогичные ин-
тегралы для других чисел. Учёт индивидуальных особенностей интеграла позволяет лучше
приблизить исследуемое значение и получить новые результаты. Эта область исследований в
настоящее время развивается и интерес к ней проявляется в научных школах разных стран.

Авторы выражают признательность Е.Б.Томашевской за глубокую проработку темы по
оценке значений функции arctg 𝑥.
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Аннотация

Работа посвящена обзору некоторых задач символическиой динамики. Дается описание
равномерно рекуррентных слов связанных с перекладыванием отрезков.

Ответ получен в терминах эволюции размеченных графов Рози слова 𝑊 . 𝑘-граф Рози
слова𝑊 – это ориентированный граф, вершины которого взаимнооднозначно соответству-
ют подсловам длины 𝑘 слова 𝑊 , из вершины 𝐴 в вершину 𝐵 ведет стрелка, если в 𝑊 есть
подслово длины 𝑘 + 1, у которого первые 𝑘 символов – подслово соответствующее 𝐴, по-
следние 𝑘 символов – подслово, соответствующее 𝐵. Последователем ориентированного
𝑘-графа 𝐺 называется ориентированный граф Fol(𝐺) построенный следующим образом:
вершины графа 𝐺 биективно соответствуют ребрам графа 𝐺, из вершины 𝐴 в вершину 𝐵
ведет стрелка, если в графе 𝐺 конечная вершина ребра 𝐴 является начальной вершиной
ребра 𝐵. (𝑘 + 1)-граф является подграфом последователя 𝑘-графа и получается из него
удалением некоторых ребер. Вешины, из которых выходит (или в которые входят) более
одного ребра, соответсвуют специальным подсловам (см. гл.2), вершины, в которые входят
и выходят более одного ребра, соответствуют биспециальным подсловам. Последователь-
ность 𝑘-графов Рози составляет эволюцию графов Рози слова 𝑊 . Граф Рози называется
размеченным, если его ребра помечены буквами 𝑙 и 𝑟, а некоторые вершины (возможно,
ни одна) помечены символом “−′′.

Последователем размеченного графа Рози назовем ориентированный граф, являющий-
ся его последователем как графа Рози, разметка ребер которого определяется по правилу:

1. Ребра, входящие в развилку должны быть помечены теми же символами, как и ребра,
входящие в любого левого потомка этой вершины;

2. Ребра, выходящие из развилки должны быть помечены теми же символами, как и
ребра, выходящие из любого правого потомка этой вершины;

3. Если вершина помечена знаком “–”, то все ее правые потомки также должны быть
помечены знаком “–”.

В терминах размеченных графов Рози определяется асимптотически правильная эво-
люция графов Рози, то есть определяются правила перехода от 𝑘-графов к (𝑘+1)-графам.
Именно, эволюция называется правильной, если для всех 𝑘 ≥ 1 выполняются следующие
условия при переходе от 𝑘-графа 𝐺𝑘 к (𝑘 + 1)-графу 𝐺𝑘+1 :

1. Валентность любой вершины не более 2,то есть в нее входит и выходит не более 2-х
ребер.
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2. Если в графе нет вершин, соответсвующих биспециальным подсловам, то 𝐺𝑛+1 сов-
падает с последователем 𝐷(𝐺𝑛);

3. Если вершина, соответствующая биспециальному слову не помечена знаком “–”, то
ребра, соответствующие запрещенным словам выбираются из пар 𝑙𝑟 и 𝑟𝑙

4. Если вершина помечена знаком “–”, то удаляемые ребра должны выбираться из пары
𝑙𝑙 или 𝑟𝑟.

Эволюция называется асимптотически правильной, если это условие выполняется для
всех 𝑘 начиная с какого-то 𝑘 = 𝐾. Ориентированная эволюция графов подразумевает
отсутствие вершин, помеченных знаком “–”. Основная теорема данной работы заключается
в описании сверхслов, связанных с перекладыванием отрезков:

Теорема. Равномерно-рекуррентное слово 𝑊

1. Порождается перекладыванием отрезков, тогда и только тогда, когда слово обеспе-
чивается асимптотически правильной эволюцией размеченных графов Рози.

2. Порождается перекладыванием отрезков с сохранением ориентации тогда и только
тогда, когда слово обеспечивается асимптотически правильной ориентированной эво-
люцией размеченных графов Рози.

Ключевые слова: комбинаторика слов, последовательность Штурма, перекладывание
отрезков, морфическая последовательность, Граф Рози
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Abstract

The work is devoted to the review of some problems of symbolic dynamics. The description of
uniformly recurrent words associated with the shifting of segments is given. Let𝑊 be an infinite
word over finite alphabet 𝐴. We get combinatorial criteria of existence of interval exchange
transformations that generate the word 𝑊 .
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In this paper we study words generated by general piecewise-continuous transformation
of the interval. Further we prove equivalence set words generated by piecewise-continuous
transformation and words generated by interval exchange transformation. This method get
capability of descriptions of the words generated by arbitrary interval exchange transformation.

This work is targeted to the following

Inverse problem: Which conditions should be imposed on a uniformly recurrent word 𝑊
in order that it be generated by a dynamical system of the form (𝐼, 𝑇, 𝑈1, . . . , 𝑈𝑘), where 𝐼 is

the unit interval and 𝑇 is the interval exchange transformation?

The answer to this question is given in terms of the evolution of the labeled Rauzy graphs

of the word 𝑊 . The Rauzy graph of order 𝑘 (the 𝑘-graph) of the word 𝑊 is the directed graph
whose vertices biuniquely correspond to the factors of length 𝑘 of the word 𝑊 and there exists
an arc from vertex 𝐴 to vertex 𝐵 if and only if𝑊 has a factor of length 𝑘+1 such that its first 𝑘
letters make the subword that corresponds to 𝐴 and the last 𝑘 symbols make the subword that
corresponds to 𝐵. By the follower of the directed 𝑘-graph 𝐺 we call the directed graph Fol(𝐺)
constructed as follows: the vertices of graph Fol(𝐺) are in one-to-one correspondence with the
arcs of graph 𝐺 and there exists an arc from vertex 𝐴 to vertex 𝐵 if and only if the head of the
arc 𝐴 in the graph 𝐺 is at the notch end of 𝐵. The (𝑘 + 1)-graph is a subgraph of the follower
of the 𝑘-graph; it results from the latter by removing some arcs. Vertices which are tails of
(or heads of) at least two arcs correspond to special factors (see Section 2); vertices which are
heads and tails of more than one arc correspond to bispecial factors. The sequence of the Rauzy
𝑘-graphs constitutes the evolution of the Rauzy graphs of the word 𝑊 . The Rauzy graph is said
to be labeled if its arcs are assigned letters 𝑙 and 𝑟 and some of its vertices (perhaps, none of
them) are assigned symbol “-”.

The follower of the labeled Rauzy graph is the directed graph which is the follower of
the latter (considered a Rauzy graph with the labeling neglected) and whose arcs are labeled
according to the following rule:

1. Arcs that enter a branching vertex should be labeled by the same symbols as the arcs that
enter any left successor of this vertex;

2. Arcs that go out of a branching vertex should be labeled by the same symbols as the arcs
that go out of any right successor of this vertex;

3. If a vertex is labeled by symbol “–”, then all its right successors should also be labeled by
symbol “–”.

In terms of Rauzy labeled graphs we define the asymptotically correct evolution of Rauzy
graphs, i.e., we introduce rules of passing from 𝑘-graphs to (𝑘+1)-graphs. Namely, the evolution
is said to be correct if, for all 𝑘 ≥ 1, the following conditions hold when passing from the 𝑘-graph
𝐺𝑘 to the (𝑘 + 1)-graph 𝐺𝑘+1 :

1. The degree of any vertex is at most 2, i.e., it is incident to at most two incoming and
outgoing arcs;

2. If the graph contains no vertices corresponding to bispecial factors, then 𝐺𝑛+1 coincides
with the follower 𝐷(𝐺𝑛);

3. If the vertex that corresponds to a bispecial factor is not labeled by symbol “–”, then the
arcs that correspond to forbidden words are chosen among the pairs 𝑙𝑟 and 𝑟𝑙;

4. If the vertex is labeled by symbol “–”, then the arcs to be deleted should be chosen among
the pairs 𝑙𝑙 or 𝑟𝑟.

The evolution is said to be asymptotically correct if this condition is valid for all 𝑘 beginning
with a certain 𝑘 = 𝐾. The oriented evolution of the graphs means that there are no vertices
labeled by symbol “–”. The main result of this work consists in the description of infinite words
generated by interval exchange transformations (and answers a Rouzy question [21]):

Main theorem. A uniformly recurrent word 𝑊

1. is generated by an interval exchange transformation if and only if the word is provided

with the asymptotically correct evolution of the labeled Rauzy graphs;
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2. is generated by an orientation–preserving interval exchange transformation if and only if

the word is provided with the asymptotically correct oriented evolution of the labeled Rauzy

graphs.
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1. Введение.

Методы символической динамике играют существенную роль в изучении комбинаторных
свойств слов, задачах теории чисел и теории динамических систем. Пусть 𝑀 – компактное
метрическое пространство, 𝑈 ⊂ 𝑀 — его открытое подмножество, 𝑓 : 𝑀 → 𝑀 – гомеомор-
физм компакта в себя и 𝑥 ∈ 𝑀 – начальная точка. По последовательности итераций можно
построить бесконечное слово над бинарным алфавитом:

𝑤𝑛 =

{︂
𝑎, 𝑓 (𝑛)(𝑥0) ∈ 𝑈

𝑏, 𝑓 (𝑛)(𝑥0) ̸∈ 𝑈

которое называется эволюцией точки 𝑥0. Символическая динамика исследует взаимосвязь
свойств динамической системы (𝑀,𝑓) и комбинаторных свойств слова 𝑊𝑛. Для слов над ал-
фавитом, состоящим из большего числа символов нужно рассмотреть несколько характери-
стических множеств: 𝑈1, . . . , 𝑈𝑛.

Под прямой задачей символической динамики понимается изучение комбинаторных
свойств слов, порожденных данной динамической системой, обратная задача символической
динамики изучает свойства динамической системы, то есть свойства компакта 𝑀 и преобра-
зования 𝑓 по комбинаторным свойствам слова 𝑊 .

Обратные задачи символической динамики, связанные с унипотентным преобразованием
тора, изучались в работе [2].

Задачи, прямые и обратные, связанные с преобразованием поворота окружности приводят
к классу слов, называемых словами Штурма. Слова Штурма – это бесконечные слова над
бинарным алфавитом, в которых количество различных подслов длины 𝑛 ровно 𝑛 + 1 для
любого 𝑛 ≥ 1. Известна классическая

Теорема 1 (Теорема эквивалентности ([20],[19]).). Пусть 𝑊 – бесконечное рекуррентное
слово над бинарным алфавитом 𝐴 = {𝑎, 𝑏}. Следующие условия эквивалентны:

1. Слово 𝑊 является словом Штурма, то есть количество различных подслов длины 𝑛
слова 𝑊 равно 𝑇𝑛(𝑊 ) = 𝑛+ 1 для любого 𝑛 ≥ 1..

2. Слово не периодично и является сбалансированным, то есть для любых двух подслов
𝑢, 𝑣 ⊂ 𝑊 одинаковой длины выполняется неравенство ||𝑣|𝑎 − |𝑢|𝑎| ≤ 1, где |𝑤|𝑎 обозна-
чает количество вхождений символа 𝑎 в слово 𝑤.

3. Слово 𝑊 = (𝑤𝑛) является механическим словом с иррациональным 𝛼, то есть суще-
ствуют такое иррациональное 𝛼, 𝑥0 ∈ [0, 1] и интервал 𝑈 ⊂ S1, |𝑈 | = 𝛼 такие, что
выполняется условие:

𝑤𝑛 =

{︂
𝑎, 𝑇𝛼

𝑛(𝑥0) ∈ 𝑈
𝑏, 𝑇𝛼

𝑛(𝑥0) ̸∈ 𝑈
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Существует несколько различных путей для построения обобщений слов Штурма.
Во-первых, это рассмотрение сбалансированных слов над произвольным алфавитом. Сба-

лансированные непериодические слова над 𝑛-буквенным алфавитом изучены в работе [16], а
позднее в [17]. В работах [3],[5] получена конструкция динамической системы, порождающей
произвольное непериодическое сбалансированное слово.

Во-вторых, обобщение может быть получено посредстом изучения функции сложности.
Функция сложности 𝑇𝑊 (𝑛) – это количество различных подслов длины 𝑛 слова 𝑊 . Для слов
Штурма выполняется соотошение 𝑇𝑊 (𝑛+1)−𝑇𝑊 (𝑛) = 1 для всех 𝑛 ≥ 1. Естественными обоб-
щениями слов Штурма являются слова с минимальным ростом, то есть слова над конечным
алфавитом для которых выполняется соотношение 𝑇𝑊 (𝑛 + 1) − 𝑇𝑊 (𝑛) = 1 для всех 𝑛 ≥ 𝑘,
где 𝑘 – некоторое натуральное число. Описание таких слов в терминах поворота окружности
было получено в работе [6]. Отметим также, что слова с функцией роста, удовлетворяющей
соотношению lim𝑛→∞ 𝑇 (𝑛)/𝑛 = 1 изучены в работе [7].

Слова с функцией сложности 𝑇𝑊 (𝑛) = 2𝑛+1 изучены в работах P.Arnoux, G.Rauzy ([8, 21]),
с функцией роста 𝑇𝑊 (𝑛) = 2𝑛 + 1 в работе G.Rote [22]. Рассмотрение общего случая слов с
линейной функцией сложности приводит к изучению слов, порождаемых перекладыванием
отрезков.

Известно, что если перекладывание 𝑘 отрезков регулярно, то есть траектория любого из
концов отрезка перекладывания не попадает на конец другого отрезка, то слово, порождаемое
данным перекладыванием, имеет функцию сложности 𝑇 (𝑛) = 𝑛(𝑘 − 1) + 1.

Изучением свойств слов с линейным ростом числа подслов также производилось школой
V. Berthé, S. Ferenczi и Luca Q. Zamboni ([14], [9]).

Целью данной работы является решение следующей обратной задачи: при каких условиях
на равномерно-рекуррентное слово 𝑊 существует порождающая его динамическая система
вида (𝐼, 𝑇, 𝑈1, . . . , 𝑈𝑘), где 𝐼 – единичный отрезок и 𝑇 – перекладывание отрезков?

Ответ получен в терминах эволюции размеченных графов Рози слова𝑊 . 𝑘-граф Рози слова
𝑊 – это ориентированный граф, вершины которого взаимнооднозначно соответствуют под-
словам длины 𝑘 слова 𝑊 , из вершины 𝐴 в вершину 𝐵 ведет стрелка, если в 𝑊 есть подслово
длины 𝑘+1, у которого первые 𝑘 символов – подслово соответствующее 𝐴, последние 𝑘 симво-
лов – подслово, соответствующее 𝐵. Последователем ориентированного 𝑘-графа 𝐺 называется
ориентированный граф Fol(𝐺) построенный следующим образом: вершины графа 𝐺 биектив-
но соответствуют ребрам графа 𝐺, из вершины 𝐴 в вершину 𝐵 ведет стрелка, если в графе
𝐺 конечная вершина ребра 𝐴 является начальной вершиной ребра 𝐵. (𝑘 + 1)-граф является
подграфом последователя 𝑘-графа и получается из него удалением некоторых ребер. Вешины,
из которых выходит (или в которые входят) более одного ребра, соответсвуют специальным
подсловам (см. гл.2), вершины, в которые входят и выходят более одного ребра, соответсвуют
биспециальным подсловам. Последовательность 𝑘-графов Рози составляет эволюцию графов
Рози слова 𝑊 . Граф Рози называется размеченным, если его ребра помечены буквами 𝑙 и 𝑟,
а некоторые вершины (возможно, ни одна) помечены символом “−′′.

Последователем размеченного графа Рози назовем ориентированный граф, являющийся
его последователем как графа Рози, разметка ребер которого определяется по правилу:

1. Ребра, входящие в развилку должны быть помечены теми же символами, как и ребра,
входящие в любого левого потомка этой вершины;

2. Ребра, выходящие из развилки должны быть помечены теми же символами, как и ребра,
выходящие из любого правого потомка этой вершины;

3. Если вершина помечена знаком “–”, то все ее правые потомки также должны быть по-
мечены знаком “–”.
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В терминах размеченных графов Рози определяется асимптотически правильная эволю-
ция графов Рози, то есть определяются правила перехода от 𝑘-графов к (𝑘+1)-графам. Имен-
но, эволюция называется правильной, если для всех 𝑘 ≥ 1 выполняются следующие условия
при переходе от 𝑘-графа 𝐺𝑘 к (𝑘 + 1)-графу 𝐺𝑘+1 :

1. Валентность любой вершины не более 2,то есть в нее входит и выходит не более 2-х
ребер.

2. Если в графе нет вершин, соответсвующих биспециальным подсловам, то𝐺𝑛+1 совпадает
с последователем 𝐷(𝐺𝑛);

3. Если вершина, соответствующая биспециальному слову не помечена знаком “–”, то ребра,
соответствующие запрещенным словам выбираются из пар 𝑙𝑟 и 𝑟𝑙

4. Если вершина помечена знаком “–”, то удаляемые ребра должны выбираться из пары 𝑙𝑙
или 𝑟𝑟.

Эволюция называется асимптотически правильной, если это условие выполняется для
всех 𝑘 начиная с какого-то 𝑘 = 𝐾. Ориентированная эволюция графов подразумевает от-
сутствие вершин, помеченных знаком “–”. Основная теорема данной работы заключается в
описании сверхслов, связанных с перекладыванием отрезков:

Теорема. Равномерно-рекуррентное слово 𝑊

1. Порождается перекладыванием отрезков, тогда и только тогда, когда слово обеспечива-
ется асимптотически правильной эволюцией размеченных графов Рози.

2. Порождается перекладыванием отрезков с сохранением ориентации тогда и только то-
гда, когда слово обеспечивается асимптотически правильной ориентированной эволюци-
ей размеченных графов Рози.

Отметим, что в некоторых частных случаях рядом авторов были получены описания слов,
порождаемых перекладываниями отрезков. В работе [15] были описаны слова, порождаемые
перекладываниями 3-х отрезков, в работе [14] были описаны слова, порождаемые симметрич-
ными перекладываниями отрезков (такие перекладывания тесно связаны с многомерными
цепными дробями).

План работы следующий: во 2-й главе формулируются основные определения и факты о
р.р.словах, графах Рози, а также о словах, порожденных динамическими системами. В 3-ей
главе доказывается теорема о необходимых условиях на порождаемость слова перекладыва-
нием отрезков. Следующие две главы посвящены доказательству достаточности этих условий.
В 4-ой главе мы доказываем достаточность этих условий для порождаемости слова кусочно-
непрерывным преобразованием отрезка, а в 5-ой главе доказывается эквивалентность множе-
ства р.р.слов, порожденных кусочно-непрерывными преобразованиями отрезков и преобразо-
ванием перекладывания отрезков.

Благодарности. Авторы признательны А.Л.Семенову, В.Н.Латышеву и А.А.Михалеву
за полезное обсуждение. Данная работа была проведена с помощью Российского Научного
Фонда Грант N 17-11-01377.

2. Основные конструкции и определения.

2.1. Функция сложности, специальные подслова, равномерно-рекуррентные
слова.

В этой части мы определим основные понятия комбинаторики слов. В дальнейшем 𝐴 будет
обозначать конечный алфавит, то есть непустое множество элементов (символов). Через 𝐴+
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обозначим множество всех конечных последовательностей, символов, или слов.
Конечное слово всегда может быть единственным образом представлено в виде
𝑤 = 𝑤1 · · ·𝑤𝑛, где 𝑤𝑖 ∈ 𝐴, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Число 𝑛 называется длиной слова 𝑤 и обозначается

|𝑤|
Множество 𝐴+ всех конечных слов над 𝐴 образует простую полугруппу, где полугрупповая

операция определяется как конкатенация (приписывание).
Если к множеству слов добавить элемент Λ (пустое слово), то получим свободный моноид

𝐴* над 𝐴. Длина |Λ| = 0 по определению.
Слово 𝑢 есть подслово (или фактор) слова 𝑤, если существуют слова 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐴+ такие, что

𝑤 = 𝑝𝑢𝑞.
Через 𝐹 (𝑊 ) обозначим множество всех подслов (конечных и бесконечных) слова 𝑊 . Два

бесконечных слова 𝑊 и 𝑉 над алфавитом 𝐴 назовем эквивалентными, если 𝐹 (𝑊 ) = 𝐹 (𝑉 ).
Назовем символ 𝑎 ∈ 𝐴 левым (соотв. правым) расширением подслова 𝑣, если 𝑎𝑣 (соотв. 𝑣𝑎)

принадлежит 𝐹 (𝑊 ). Подслово 𝑣 называется левым (соотв. правым) специальным подсловом,
если для него существуют два или более левых (правых) расширения. Подслово 𝑣 называется
биспециальным, если оно является и левым, и правым специальнм подсловом одновременно.
Количество различных левых (правых) расширений подслова назовем левой (правой) валент-
ностью этого подслова.

Слово 𝑊 называется рекуррентным, если каждое его подслово встречается в нем беско-
нечно много раз (в случае двустороннего бесконечного слова, каждое подслово встречается
бесконечно много раз в обоих направлениях). Слово𝑊 называется равномерно-рекуррентным
или (р.р словом), если оно рекуррентно и для каждого подслова 𝑣 существует натуральное
𝑁(𝑣), такое, что для любого подслова 𝑊 𝑢 длины не менее, чем 𝑁(𝑣), 𝑣 является подсловом
𝑢.

Далее мы сфомулируем несколько теорем о р.р. словах, которые нам понадобятся в даль-
нейшем. Доказательства этих теорем можно найти в монографии [1].

Теорема 2. Следующие два свойства бесконечного слова 𝑊 равносильны:
а) для любого 𝑘 можно найти 𝑁(𝑘) такое, что любой участок 𝑊 длины 𝑘 можно найти

в любом участке 𝑊 длины 𝑁(𝑘);
б) если все конечные куски слова 𝑉 являются конечными кусками слова 𝑊 , то и все

конечные куски слова 𝑊 являются конечными кусками слова 𝑉 .

Теорема 3. Пусть 𝑊 — бесконечное слово. Тогда существует равномерно рекуррентное
слово ̂︁𝑊 , все подслова которого являются подсловами 𝑊 . 2

На множестве сверхслов можно рассмотреть действие оператора сдвига 𝜏 . Расстоянием
Хемминга между словами 𝑊1 и 𝑊2 мы назовем величину 𝑑(𝑊1,𝑊2) =

∑︀
𝑛∈Z 𝜆𝑛2

−|𝑛|, где
𝜆𝑛 = 0, если 𝑛-е позиции слов совпадают, и 𝜆𝑛 = 1, если они не совпадают.

Инвариантное подмножество — это подмножество множества всех сверхслов, которое
инвариантно относительно действия 𝜏 . Минимальное замкнутое инвариантное множество,
сокращенно м.з.и.м., — это замкнутое (относительно введенной выше метрики Хэмминга) ин-
вариантное подмножество, которое не пусто, не содержит замкнутых инвариантных подмно-
жеств, кроме себя самого и пустого.

Теорема 4 (Свойства замкнутых инвариантных множеств). Следующие свойства слова
𝑊 равносильны:

1. 𝑊 — равномерно рекуррентное

2. замкнутая орбита 𝑊 минимальна и представляет собой м.з.и.м.

Теорема 5. Пусть 𝑊 — равномерно-рекуррентное непериодическое сверхслово. Тогда
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1. Все слова, эквивалентные𝑊 , являются р.р. словами, и множество таких слов несчет-
но.

2. Существуют такие различные р.р. слова 𝑊1 ̸= 𝑊2, эквивалентные данному, что
𝑊1 = 𝑈𝑉1, 𝑊2 = 𝑈𝑉2, где 𝑈– бесконечное влево сверхслово и 𝑈1 ̸= 𝑈2 – бесконечные
вправо сверхслова.

2.2. Графы Рози.

Удобным инструментом для описания слова 𝑊 является графы подслов, или графы Рози
(Rauzy’s graphs), введенные Рози [21], которые строятся следующим образом: 𝑘-граф слова
𝑊 – ориентированный граф, вершины которого взаимнооднозначно соответствуют подсловам
длины 𝑘 слова 𝑊 , из вершины 𝐴 в вершину 𝐵 ведет стрелка, если в 𝑊 есть подслово длины
𝑘 + 1, у которого первые 𝑘 символов – подслово соответствующее 𝐴, последние 𝑘 символов –
подслово, соответствующее 𝐵. таким образом, ребра 𝑘-графа биективно соответствуют (𝑘+1)-
подсловам слова 𝑊 .

Ясно, в 𝑘-графе 𝐺 слова 𝑊 правым специальным словам соответствуют вершины, из ко-
торых выходит (соотв. в которые входит) больше одной стрелки. Такие вершины мы будем
называть развилками. Граф 𝐺 будем называть сильно связным, если из любой вершины в
любую вершину можно перейти по стрелкам.

Последователем ориентированного графа 𝐺 будем называть ориентированный граф Fol(𝐺)
построенный следующим образом: вершины графа 𝐺 биективно соответствуют ребрам графа
𝐺, из вершины 𝐴 в вершину 𝐵 ведет стрелка, если в графе 𝐺 конечная вершина ребра 𝐴
является начальной вершиной ребра 𝐵.

Связность графов Рози и рекуррентность соответсвующего слова связаны естественным
образом. Имеет место следующее

Предложение 1. Пусть 𝑊 – бесконечное (в одну сторону) слово. Следующие условия
эквивалентны:

1. Слово 𝑊 – рекуррентно.

2. Для всех 𝑘 соответствующий 𝑘-граф слова 𝑊 является сильно связным.

3. Каждое подслово 𝑊 встречается не меньше двух раз.

4. Любое подслово является продолжаемым слева.

Мы вводим понятие размеченного Графа Рози. Граф Рози называется размеченным, если

1. Ребра каждой развилки помечены символами 𝑙 (“left”) и 𝑟 (“right”)

2. Некоторые вершины помечены символом “–”.

Последователем размеченного графа Рози назовем ориентированный граф, являющийся
его последователем как графа Рози, разметка ребер которого определяется по правилу:

1. Ребра, входящие в развилку должны быть помечены теми же символами, как и ребра,
входящие в любого левого потомка этой вершины;

2. Ребра, выходящие из развилки должны быть помечены теми же символами, как и ребра,
выходящие из любого правого потомка этой вершины;

3. Если вершина помечена знаком “–”, то все ее правые потомки также должны быть по-
мечены знаком “–”.
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2.3. Слова, порождаемые динамическими системами.

Пусть 𝑀 – компактное метрическое пространство, 𝑈 ⊂𝑀 — его открытое подмножество,
𝑓 :𝑀 →𝑀 – гомеоморфизм компакта в себя и 𝑥 ∈𝑀 – начальная точка.

По последовательности итераций можно построить бесконечное слово над бинарным ал-
фавитом:

𝑤𝑛 =

{︂
𝑎, 𝑓 (𝑛)(𝑥0) ∈ 𝑈

𝑏, 𝑓 (𝑛)(𝑥0) ̸∈ 𝑈

которое называется эволюцией точки 𝑥0. Символическая динамика исследует взаимосвязь
свойств динамической системы (𝑀,𝑓) и комбинаторных свойств слова 𝑊𝑛.

Для слов над алфавитом, состоящим из большего числа символов нужно рассмотреть
несколько характеристических множеств: 𝑈1, . . . , 𝑈𝑛.

Заметим, что эволюция точки корректно определена только в случае, когда траектория
точки не попадает на границу характеристических множеств 𝜕𝑈1, 𝜕𝑈2, . . ..

Для того, чтобы рассматривать траекторию произвольной точки, мы введем понятие су-
щественной эволюции.

Определение 1. Конечное слово 𝑣𝑓 называется существенной конечной эволюцией точ-
ки 𝑥*, если в любой окрестности точки 𝑥* существует открытое множество 𝑉 , любая
точка 𝑥 ∈ 𝑉 из которого обладает эволюцией 𝑣𝑓 . Бесконечное слово 𝑊 называется суще-
ственной эволюцией точки 𝑥*, если любое его начальное подслово – существенная конечная
эволюция точки 𝑥*.

Под эволюцией точки, когда это не вызывет недоразумений, будем понимать, существен-
ную эволюцию. Отметим, что точка может иметь несколько существенных эволюций.

Предложение 2. Пусть 𝑉 – конечное слово. Тогда множество точек с конечной суще-
ственной эволюцией 𝑉 замкнуто. Аналогичное утверждение верно для бесконечного слова
𝑊 .

Доказательство. См. [2]

2.4. Соответствие между словами и разбиениями множества.

Теперь посмотрим соответствие между словами и подмножествами 𝑀 . Из построения сле-
дует, что если начальная точка принадлежит множеству 𝑈𝑖, то ее эволюция начинается с
символа 𝑎𝑖. Рассмотрим образы множеств 𝑈𝑖 при отображениях 𝑓 (−1), 𝑓 (−2), . . ., 𝑛 ∈ N.

Ясно, что если точка принадлежит множеству

𝑓 (−𝑛)(𝑈𝑖𝑛) ∩ 𝑓−(𝑛−1)(𝑈𝑖𝑛−1) ∩ . . . ∩ 𝑓 (−1)(𝑈𝑖1) ∩ 𝑈𝑖0 ,

то эволюция начинается со слова 𝑎𝑖0𝑎𝑖1 · · · 𝑎𝑖𝑛 .
Соответственно, количество различных существенных эволюций длины 𝑛+ 1 равно коли-

честву разбиений множества 𝑀 на непустые подмножества границами подмножств 𝜕𝑈𝑖 и их
образами при отображениях 𝑓 (−1), 𝑓 (−2), . . . , 𝑓 (−𝑛).

Замечание. Количество конечных существенных эволюций напрямую связано с тополо-
гической размерностью множества𝑀 . Ясно, например, что если𝑀 гомеоморфно отрезку или
окружности, то одна точка может являться граничной только для двух открытых подмно-
жеств 𝑀 и, соответственно, иметь только две существенные эволюции. Если 𝑀 гомеоморфно
части плоскости R2 – то существенных эволюций может быть сколь угодно много.
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2.5. Перекладывания отрезков.

Перекладывание отрезков является естественным обобщением сдвига окружности – в слу-
чае разбиения окружности на дуги длины 𝛼 и 1− 𝛼 и величины сдвига, равной 𝛼, это преоб-
разование совпадает с перекладыванием двух отрезков.

Более того, перекладывание отрезков является очень важным преобразованием в эргоди-
ческой теории, теории динамических систем и теории чисел.

Рассмотрим общий случай:
Пусть отрезок [0, 1] разбит на полуинтервалы длин 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 и 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 – перестановка

на множестве {1, 2, . . . , 𝑛}.
Интервалы разбиения могут быть представлены через длины отрезков следующим обра-

зом:

𝑋𝑖 =

⎡⎣∑︁
𝑖<𝑗

𝜆𝑗 ,
∑︁
𝑖≤𝑗

𝜆𝑗

⎞⎠
Перекладывание отрезков “переставляет” отрезки (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) разбиения между собой,

в результате получается новое разбиение

(𝑋𝜎(1), 𝑋𝜎(2), . . . , 𝑋𝜎(𝑛))

.
В сохраняющем ориентацию случае преобразование 𝑇 ставит в соответствие каждой точке

𝑥 ∈ 𝑋𝑖 :
𝑇 (𝑥) = 𝑥+ 𝑎𝑖

где
𝑎𝑖 =

∑︁
𝑘<𝜎−1(𝑖)

𝜆𝜎(𝑘) −
∑︁
𝑘<𝑖

𝜆𝑘

Если же преобразование переворачивает некоторый отрезок, то все точки дополнительно
симметрично отражаются относительно середины этого отрезка.

Определение 2. Перекладывание отрезков 𝑇 называется регулярным, если для любой
точки 𝑎𝑖, где 𝑋𝑖 = [𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1), 𝑇

𝑛(𝑎𝑖) ̸= 𝑎𝑗

Сформулируем следующую важную теорему (см. [15]):

Теорема 6. Перекладывание отрезков является регулярным тогда и только тогда, ко-
гда траектория любой точки всюду плотна в [0, 1]

Изучение свойств слов, порождаемых перекладываниями отрезков осуществляется теми
же методами, что и при сдвиге единичной окружности. Основным инструментом здесь явля-
ется рассмотрение отрицательных орбит концов интервалов перекладывания:

0 = 𝑎1 < 𝑎2 < . . . < 𝑎𝑘+1 = 1,

где
𝑋𝑖 = [𝑎𝑖, 𝑎𝑖+1), (𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}).
Множество концов интервалов перекладывания {𝑎𝑖|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 + 1} обозначим 𝑋1. Слово

𝑤 длины 𝑛 является подсловом эволюции точки 𝑥, то есть бесконечного слова 𝑈(𝑥), тогда
только тогда, когда существует такой интервал 𝐼𝑤 ⊂ [0, 1] и точка 𝑦 ∈ 𝐼𝑤 такие, что слово 𝑤
равно конкатенации следующих символов:
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ℐ(𝑥)ℐ(𝑇 (𝑥)) · · · ℐ(𝑇𝑛−1(𝑥)) = 𝑤,

где ℐ(𝑥) = 𝑎𝑖 ∈ 𝐴 тогда и только тогда, когда 𝑥 ∈ 𝑋𝑖

Предложение 3. Пусть 𝑇 – регулярное перекладывание 𝑘 отрезков. Тогда эволюция
𝑈(𝑥) произвольной точки 𝑥 имеет функцию сложности 𝑇𝑈(𝑥)(𝑛) = 𝑛(𝑘 − 1) + 1, для любого
𝑛 ∈ N.

3. Необходимые условия для порождаемости слова перекладыва-
нием отрезков

На первом этапе мы сформулируем необходимые условия, для того чтобы слово порож-
далось перекладыванием отрезков. Пусть слово 𝑊 является эволюцией точки 𝑥 ∈ [0, 1] при
перекладывании 𝑘 отрезков и характеристичеких множествах 𝑈1, 𝑈2, . . . , 𝑈𝑛. Каждое характе-
ристическое множество 𝑈𝑖 является объединением нескольких непересекающихся интервалов
или полуинтервалов.

Как было показано в части 2.4, подслова длины 𝑘 взаимнооднозначно соответствуют 𝑘-
разбиениям характеристических множеств. Поскольку точка границы одномерного множества
может являться границей только для двух множеств, то 𝑘-подслово слова 𝑊 может иметь
максимум два продолжения. Мы получили первое необходимое условие для того, чтобы слово
порождалось перекладыванием отрезков:

Предложение 4. Пусть слово 𝑊 порождается перекладыванием отрезков. Тогда для
некоторого 𝑁 все специальные слова подслова длины, не меньше 𝑁 должны иметь валент-
ность, равную 2.

Это условие аналогично тому, что начиная с какого-то 𝑁 все 𝑘-графы слова 𝑊 (𝑘 ≥ 𝑁)
должны иметь входящие и исходящие развилки степени 2.

Следующие условия мы получим на языке графов Рози. Пусть рекуррентное слово 𝑊
имеет функцию роста 𝐹𝑊 (𝑛) = 𝐾𝑛+ 𝐿 для 𝑛 > 𝑁 и порождается перекладыванием отрезка.
Рассмотрим эволюцию 𝑘-графов Рози слова𝑊 , начиная с 𝑘 ≥ 𝑁+1. Как было показано выше,
все входящие и выходящие развилки имеют степень 2, поэтому у всех 𝑘-графов есть ровно 𝐾
входящих и 𝐾 исходящих развилок.

В минимальном случае, описанном в предыдущей главе, когда 𝐹𝑊 (𝑛) = 𝑛+ 𝐿, графы Ро-
зи имеют ровно одну входящую и одну исходящую развилку. Если входящая и выходящая
развилка совпадают, то в этом случае выбор удаляемого ребра в последователе 𝐷(𝐺) опреде-
ляется однозначно из условия сильной связанности графа.

Более интересным случаем являются графы слов, в которых есть более одной развилки.
Рассмотрим его подробно. При переходе от графа 𝐺𝑛 к 𝐺𝑛+1 возможны следующие варианты:

1. В графе 𝐺𝑛 нет сцепленных циклов (то есть, нет входящих развилок, являющихся одно-
временно исходящими). В этом случае граф 𝐺𝑛+1 совпадает с последователем 𝐷(𝐺𝑛).

2. В графе 𝐺𝑛 одна развилка является одновременно входящей и выходящей. Граф после-
дователя𝐷(𝐺𝑛) в этом случае имеет три развилки, так как одна развилка размножилась.
Следовательно, граф 𝐺𝑛+1 получается из последователя 𝐷(𝐺𝑛) путем удаления одного
ребра, соответствующего минимальному невстречающемуся слову.

3. В графе есть две развилки или более развилок, являющихся одновременно входящими
и выходящими. Граф 𝐺𝑛+1 получается из 𝐷(𝐺𝑛) удаления двух или более ребер, соот-
ветствующих минимальным невстречающимся словам.
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Поскольку слово 𝑊 рекуррентно, то из предложения 1 следует, что при удалении ребер
должна сохраняться сильная связность, то есть из любой вершины можно по стрелкам перейти
в любую другую.

Рассмотрим подробнее второй случай. Пусть в 𝐺𝑘 есть одна двойная развилка. Это озна-
чает, что в 𝑊 есть ровно одно биспециальное подслово 𝑤 длины 𝑘. Значит, существуют та-
кие 𝑎𝑖, 𝑎𝑗 , 𝑎𝑘, 𝑎𝑙 ∈ 𝐴, что 𝑎𝑖𝑤, 𝑎𝑗𝑤,𝑤𝑎𝑘, 𝑤𝑎𝑙 – подслова 𝑊 . Тогда (𝑘 + 1)-граф 𝐺𝑘+1 получает-
ся из последователя путем удаления какого-то ребра, соответствующего одному из четырех
слов: 𝑎𝑖𝑤𝑎𝑘, 𝑎𝑖𝑤𝑎𝑙, 𝑎𝑗𝑤𝑎𝑘, 𝑎𝑗𝑤𝑎𝑙. Рассмотрим интервал, являющийся характеристическим мно-
жеством для слова 𝐼𝑤 = [𝑥𝑤, 𝑦𝑤].

Так как 𝑤 – правое специальное слово, то 𝐼𝑤 ⊂ 𝑇−1(𝐼𝑎𝑘∪𝐼𝑎𝑙), так как 𝑤 – левое специальное,
то 𝐼𝑤 ⊂ 𝑇 (𝐼𝑎𝑖 ∪ 𝐼𝑎𝑗 ).

Пусть точка 𝐴 ∈ [0, 1] делит 𝐼𝑤 на два интервала, образы которых лежат в 𝐼𝑎𝑘 и 𝐼𝑎𝑙
соответственно, а точка 𝐵 ∈ [0, 1] – делит на интервалы, прообразы которых лежат в 𝐼𝑎𝑖 и 𝐼𝑎𝑗
соответственно.

Выбор минимального невстречающегося слова, а , значит, удаляемого ребра, определяется
взаиморасположением точек 𝐴 и 𝐵, а также сохранением или сменой ориентации отображе-
ния на этих множествах. Итого, имеется 8 вариантов, которые разбиваются на четыре пары,
соответствующие одинаковым наборам слов:

1. 𝐵 < 𝐴, 𝑇−1([𝑥𝑤, 𝐵]) ⊂ 𝐼𝑎𝑖 , 𝑇 ([𝑥𝑤, 𝐴] ⊂ 𝐼𝑎𝑘)

2. 𝐵 < 𝐴, 𝑇−1([𝑥𝑤, 𝐵]) ⊂ 𝐼𝑎𝑗 , 𝑇 ([𝑥𝑤, 𝐴] ⊂ 𝐼𝑎𝑘)

3. 𝐵 < 𝐴, 𝑇−1([𝑥𝑤, 𝐵]) ⊂ 𝐼𝑎𝑖 , 𝑇 ([𝑥𝑤, 𝐴] ⊂ 𝐼𝑎𝑙)

4. 𝐵 < 𝐴, 𝑇−1([𝑥𝑤, 𝐵]) ⊂ 𝐼𝑎𝑗 , 𝑇 ([𝑥𝑤, 𝐴] ⊂ 𝐼𝑎𝑙)

5. 𝐵 > 𝐴, 𝑇−1([𝑥𝑤, 𝐵]) ⊂ 𝐼𝑎𝑖 , 𝑇 ([𝑥𝑤, 𝐴] ⊂ 𝐼𝑎𝑘)

6. 𝐵 > 𝐴, 𝑇−1([𝑥𝑤, 𝐵]) ⊂ 𝐼𝑎𝑗 , 𝑇 ([𝑥𝑤, 𝐴] ⊂ 𝐼𝑎𝑘)

7. 𝐵 > 𝐴, 𝑇−1([𝑥𝑤, 𝐵]) ⊂ 𝐼𝑎𝑖 , 𝑇 ([𝑥𝑤, 𝐴] ⊂ 𝐼𝑎𝑙)

8. 𝐵 > 𝐴, 𝑇−1([𝑥𝑤, 𝐵]) ⊂ 𝐼𝑎𝑗 , 𝑇 ([𝑥𝑤, 𝐴] ⊂ 𝐼𝑎𝑙)

Варианты 1 и 5 соответствуют запрещенному слову 𝑎𝑖𝑤𝑎𝑘.
Варианты 2 и 6 соответствуют запрещенному слову 𝑎𝑖𝑤𝑎𝑙.
Варианты 3 и 7 запрещенному слову соответствуют 𝑎𝑗𝑤𝑎𝑘.
Варианты 4 и 8 соответствуют запрещенному слову 𝑎𝑗𝑤𝑎𝑙.
Две пары вариантов соответсвуют одновременной смене или сохранению ориентации отоб-

ражения на характеристических интервалах, а две пары – различным ориентациям.
В случае, когда перекладывание отрезков сохраняет ориентацию, у нас остается только

два возможных варианта для удаляемого ребра.
В случае, когда мы разрешаем отобажению менять ориентацию отрезков при переклады-

вании, возможны все четыре варианта.
Замечание. Поясним теперь смысл размеченного графа Рози. Пусть ребра входящей

развилки соответствуют 𝑎𝑖 и 𝑎𝑗 , символы 𝑙 и 𝑟 соответствуют левому и правому множеству
в паре (𝑇 (𝐼𝑎𝑖), 𝑇 (𝐼𝑎𝑗 )). Если символы 𝑎𝑘 и 𝑎𝑙 соответствуют ребрам исходящей развилки, то
символы 𝑙 и 𝑟 ставятся в соответствии с порядком “лево-право” в паре (𝐼𝑎𝑘 , 𝐼𝑎𝑙). Знак “–”
ставится в вершине, если характеристическое множество, ей соответствующее, принадлежит
интервалу перекладывания, на котором меняется ориентация.

Условие для перехода от графа 𝐺𝑛 к 𝐺𝑛+1:
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Предложение 5. 1. Если в графе нет двойных развилок, соответствующих биспе-
циальным подсловам, то при переходе от 𝐺𝑛 к 𝐺𝑛+1 имеем 𝐺𝑛+1 = 𝐷(𝐺𝑛);

2. Если вершина, соответствующая биспециальному слову не помечена знаком “–”, то
ребра, соответствующие запрещенным словам выбираются из пар 𝑙𝑟 и 𝑟𝑙

3. Если вершина помечена знаком “–”, то удаляемые ребра должны выбираться из пары 𝑙𝑙
или 𝑟𝑟.

Назовем эволюцию размеченных графов Рози правильной, если правила 1 и 2 выполня-
ются для всей цепочки эволюции графов, начиная с 𝐺1, назовем эволюцию асимптотически
правильной, если правила 1 и 2 выполняются, начиная с некоторого 𝐺𝑛. Будем говорить, что
эволюция размеченных графов Рози ориентированна, если в 𝑘-графах нет вершин, помечен-
ных знаком “–”.

Определение асимптотически правильной эволюции графов Рози позволяет сформулиро-
вать условия порождаемости слова перекладыванием отрезков.

Предложение 6. Равномерно-рекуррентное слово 𝑊

1. Порождается перекладыванием отрезков, тогда, когда слово обеспечивается асимпто-
тически правильной эволюцией размеченных графов Рози.

2. Порождается перекладыванием отрезков с сохранением ориентации тогда, когда слово
обеспечивается асимптотически правильной ориентированной эволюцией размеченных
графов Рози.

Основная теорема состоит в замене выражения "тогда"на "тогда и только тогда"в выше-
изложенном предложении.

3.1. Построение динамической системы.

Покажем, что условия теоремы 6 являются достаточными для того, чтобы слово порожда-
лось перекладыванием отрезков. Сначала мы покажем, что слово 𝑊 , удовлетворяющее усло-
виям теоремы 6 может являться эволюцией некоторой точки при кусочно-непрерывном пре-
образовании отрезка 𝑇 : 𝐼 → 𝐼 следующего вида:

1. 𝐼 = [𝑥0, 𝑥1] ∪ [𝑥1, 𝑥2] ∪ . . . ∪ [𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛], 𝑥0 = 0, 𝑥𝑛 = 1.

2. 𝐼 = [𝑦0, 𝑦1] ∪ [𝑦1, 𝑦2] ∪ . . . ∪ [𝑦𝑛−1, 𝑦𝑛], 𝑦0 = 0, 𝑦𝑛 = 1.

3. 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 – некоторая перестановка из 𝑛 элементов.

4. 𝑇 отображает (𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1) на (𝑦𝜎(𝑖), 𝑦𝜎(𝑖)+1) непрерывно и взаимнооднозначно.

Затем будет показано, как случай кусочно-непрерывного преобразования можно свести к
перекладыванию отрезков.

Строить кусочно-непрерывное преобразование 𝑇 мы будем поэтапно. При первой итерации
мы разбиваем отрезок произвольным образом на отрезки, которые соответствуют соответству-
ющим символам. Для построение отображения нам достаточно определить траекторию этих
точек и затем из соображений рекуррентности продолжить по непрерывности на весь отрезок.

Замечание. Из непрерывности и биективности следует, что отображения на интервалах
являются монотонными функциями. Мы рассмотрим два случая:

1. Все отображения интервалов являются одновременно возрастающими функциями. На-
зовем такое преобразование сохраняющим ориентацию.
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2. Во втором случае встречаются как возрастающие, так и убывающие отображения ин-
тервалов. Этот случай назовем не сохраняющим ориентацию.

Разобьем отрезок 𝐼 = [0, 1] на 𝑛 = Card𝐴 интервалов произвольным образом, кото-
рые будут являться характеристическими множествами для символов алфавита 𝐴: [0, 1] =
= 𝐼𝑎1 ∪ 𝐼𝑎2 ∪ . . . ∪ 𝐼𝑎𝑛 . Соответствие интервалов символам алфавита будет определено в соот-
ветствии с предложением 8.

Будем считать, что отображение 𝑇 непрерывно на каждом множестве 𝐼𝑎𝑖 , то есть точками
разрыва отображения 𝑇 могут быть только конечные точки характеристических множеств.
Интервалы характеристических множеств или их образы, имеющие общую граничную точку,
будем называть соседними.

Замечание. Мы всегда можем расширить алфавит таким образом, чтобы в новом ал-
фавите характеристические множества были устроены ровно так, как описано выше. Графы
𝑘-слов для старого алфавита будут соответствовать 1-графам нового алфавита, а эволюции
графов, начиная с этого момента, будут совпадать.

Непосредственно проверяется следующее

Предложение 7. Преобразования 𝑇 , 𝑇 (−1) переводит два соседних множества либо в
соседние множества, либо их образы не могут целиком покрывать интервал.

Предложение 8. Интервалы разбиения могут быть поставлены в соответствие сим-
волам алфавита таким образом, что если 𝑤 – специальное правое 1-слово и 𝑤𝑎𝑖, 𝑤𝑎𝑗 – под-
слова, то 𝐼𝑎𝑖 и 𝐼𝑎𝑗 – соседние множества. Аналогично, если 𝑤 – специальное левое 1-слово и
𝑎𝑘𝑤, 𝑎𝑙𝑤 – подслова, то 𝐼𝑎𝑘 и 𝐼𝑎𝑙 – также соседние множества.

Доказательство. Рассмотрим произвольную развилку в 1-графе. Пусть из нее стрел-
ки ведут в вершины, соответствующие символам 𝑎𝑖 и 𝑎𝑗 . Тогда положим 𝐼𝑎𝑖 = [𝑥0, 𝑥1],
𝐼𝑎𝑗 = [𝑥1, 𝑥2],

Так как характеристические множества являются интервалами, то на них можно есте-
ственным образом ввести отношение порядка (то есть 𝐼𝑎𝑖 < 𝐼𝑎𝑗 , если 𝑥𝑖 < 𝑥𝑗 ), точно также
можно ввести отношение порядка и на их образах. Если при преобразовании 𝑇 для какой-
то пары характеристических множеств порядок меняется, будем говорить, что на этой паре
преобразование меняет ориентацию.

Рассмотрим образы интервалов при отображении 𝑇−1. Ясно, что если символ 𝑎𝑖 не являет-
ся правым специальным 1-словом и за ним однозначно следует символ 𝑎𝑗 , то 𝐼𝑎𝑖 ⊂ 𝑇−1(𝐼𝑎𝑗 ), а
если не является левым специальным и ему всегда предшествует символ 𝑎𝑘, то 𝑇−1(𝐼𝑎𝑖) ⊂ 𝐼𝑎𝑘 .

В случае, если символ 𝑎𝑖 является правым специальным 1-словом и за ним могут идти
символы 𝑎𝑗 и 𝑎𝑘, то 𝐼𝑎𝑖 ⊂ 𝑇−1(𝐼𝑎𝑗 ∪ 𝐼𝑎𝑘), а если левым специальным, то 𝑇−1(𝐼𝑎𝑖) ⊂ 𝐼𝑎𝑗 ∪ 𝐼𝑎𝑘 .

Обозначим через 𝐼𝑛 множество образов концов интервалов при отображении 𝑇−𝑛, 𝐼0 –
множество концов интервалов характеристических множеств, то есть 𝐼0 = {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}.

Как следует из рассуждений в части 2.4, множество, отвечающие слову 𝑤 = 𝑤1𝑤2 · · ·𝑤𝑛
есть 𝐼𝑤 = 𝐼𝑤𝑛 ∩ 𝑇−1(𝐼𝑤𝑛−1) ∩ . . . ∩ 𝑇 (−𝑛+1)(𝐼𝑤1), соответственно, множество граничных точек
множеств, соответствующих словам длины 𝑛 есть в точности 𝐼0 ∪ 𝐼1 ∪ . . . ∪ 𝐼(𝑛−1).

Если правое специальное слово не является биспециальным (то есть не является одновре-
менно и левым специальным), то положение точки, которая делит данное характеристическое
множество, несущественно и его можно выбирать произвольно.

Для случая сохраняющего ориентацию преобразования удаления должно соответствовать
сохраняющим ориентацию правилам.

В случае не сохраняющего ориентацию преобразования нам просто необходимо, чтобы
внутри отображаемых отрезков при эволюции происходило конечное число “переломов”.
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Таким образом мы можем определить образы точек на некотором подмножестве 𝑁 ⊂ 𝐼. Из
построения следует, что существуют такие интервалы 𝐼𝑘 = (𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1), внутри которых наше
преобразование монотонно. Мы всегда можем продолжить его по непрерывности до отоб-
ражения отрезка в себя. Построенное кусочно-непрерывное преобразование и есть искомое.
Обозначим его 𝑇 . Отметим, что начальная точка, эволюцией которой является искомое слово
𝑊 = {𝑤𝑛}, получается как предельная последовательность множества вложенных отрезков,
соответствующих префиксам 𝑤0, 𝑤0𝑤1, 𝑤0𝑤1𝑤2, . . . и т.д.

Нами доказана

Теорема 7. Чтобы рекуррентное слово 𝑊 порождалось кусочно-непрерывным преобра-
зованием с сохранением ориентации, необходимо и достаточно чтобы слово обеспечивалось
асимптотически правильной ориентированной эволюцией размеченных графов Рози.

В случае меняющего ориентацию преобразования получается

Теорема 8. Чтобы рекуррентное слово 𝑊 порождалось кусочно-непрерывным преобра-
зованием с сохранением ориентации, необходимо и достаточно чтобы слово обеспечивалось
асимптотически правильной эволюцией размеченных графов Рози.

4. Эквивалентность множества р.р слов, порождаемых кусочно-
непрерывным преобразованием, множеству слов, порождае-
мых перекладыванием отрезков.

Покажем вначале, как можно перейти к динамике, в которой почти все точки (в смысле
меры Лебега) имеют различные существенные эволюции. Рассмотрим существенные эволюции
точек при преобразовании 𝑇 .

Отметим, что если точки 𝑥1, 𝑥2 (𝑥1 < 𝑥2) имеют одинаковую существенную эволюцию при
преобразовании 𝑇 , то и все точки отрезка [𝑥1, 𝑥2] имеют такую же существенную эволюцию.

Рассмотрим кусочно-непрерыное преобразование отрезков. Из теоремы о существовании
инвариантной меры (см. [4]) следует, что любое отображение компакта имеет инвариантную
вероятностную меру. Значит, отображение 𝑇 имеет инвариантную меру 𝜇. Следовательно, на
отрезке мы можем ввести новую полуметрику 𝑑(𝑥1, 𝑥2) = 𝜇((𝑥1, 𝑥2)). Отметим, что из того,
что 𝜇(𝑥1, 𝑥2) > 0 не следует, что точки имеют различную существенную эволюцию, поскольку
построенное отображение может быть разрывным.

Предложение 9. Пусть точки 𝑥1 < 𝑥2 имеют одинаковые эволюции и преобразование
𝑇 непрерывно на интервале (𝑥1, 𝑥2). Тогда любая точка интервала (𝑥1, 𝑥2) имеет такую же
существенную эволюцию.

Доказательство. Из того, что 𝑥1, 𝑥2 имеют одинаковую эволюцию следует, что 𝑇 (𝑥1),
𝑇 (𝑥2) тоже имеют одинаковую эволюцию и образом интервала (𝑥1, 𝑥2) является интервал
(𝑇 (𝑥1), 𝑇 (𝑥2)).2

Теорема 9. Пусть слово𝑊 порождается кусочно-непрерывным преобразованием отрез-
ка. Тогда существует слово 𝑊 ′, эквивалентное данному, которое попрождается переклады-
ванием отрезков.

Доказательство. Рассмотрим топологию в смысле построенной полуметрики. На ин-
дуцированной метрике (которая склеивает точки с нулевым расстоянием) построим соответ-
ствующую фактор-динамику. Соответсвующее фактор-пространство будет представлять со-
бой конечный набор отрезков, а отображение будет сохранять длины, то есть мы пришли к
перекладыванию отрезков.
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Инвариантная мера 𝜇, вообще говоря, может быть сингулярна. В этом случае целые от-
резки нулевой меры окажутся склеенными. Однако таких отрезков не более, чем счетное
множество. В то же время, если 𝑊 – непериодическое равномерно-рекуррентное слово, то ко-
личество эквивалентных (то есть имеющих одинаковый набор конечных подслов) равномерно-
рекуррентных слов имеет мощность континуума (см. [1]). Это означает, что существует несчет-
ное множество точек вне этой системы отрезков и сингулярность меры на эволюцию этих точек
влияние не оказывает. Таким образом, найдется эквивалентное слово 𝑊 ′ ∼ 𝑊 , отвечающее
перекладыванию отрезков. 2

Таким образом, существует перекладывание, отвечающее некоторому эквивалентному сло-
ву 𝑊 ′.

Замечание. Мы не доказали, что весь интервал нулевой длины состоит из точек с оди-
наковой существенной эволюцией или разбивается на два интервала точек с одинаковой су-
щественной эволюцией. Обходной маневр состоит в использовании континуума слов, эквива-
лентных данному р.р. слову.

По теореме 4 в этом перекладывании встретятся все слова , эквивалентные𝑊 ′, в том числе
и слово 𝑊 (в смысле существенной эволюции). Доказана

Теорема 10. Чтобы рекуррентное слово 𝑊 порождалось кусочно-непрерывным преобра-
зованием с сохранением ориентации, необходимо и достаточно чтобы слово обеспечивалось
асимптотически правильной ориентированной эволюцией размеченных графов Рози.

В случае меняющего ориентацию преобразования доказана

Теорема 11. Чтобы рекуррентное слово 𝑊 порождалось кусочно-непрерывным преобра-
зованием с сохранением ориентации, необходимо и достаточно чтобы слово обеспечивалось
асимптотически правильной эволюцией размеченных графов Рози.
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Аннотация

Пусть Ω – произвольное открытое множество в 𝑛-мерном евклидовом пространстве
𝑅𝑛 и пусть Π(0) – единичный куб с центром в начале системы координат. Для любой

точки 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) ∈ 𝑅𝑛 и любого вектора
−→
𝑡 = (𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛) с положительными

компонентами определим параллелепипед Π−→
𝑡
(𝜉) равенством

Π−→
𝑡
(𝜉) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : ((𝑥1 − 𝜉1) /𝑡1, (𝑥2 − 𝜉2) /𝑡2, . . . , (𝑥𝑛 − 𝜉𝑛) /𝑡𝑛) ∈ Π(0)} .

Пусть 𝑔𝑗(𝑥) (𝑗 = 1, 𝑛) – определенные в Ω положительные функции.
Положим Π𝜀,−→𝑔 (𝜉) = Π𝜉−→𝑔 (𝜉)(𝜉), где 𝜀 > 0 и −→𝑔 (𝜉) = (𝑔1(𝜉), 𝑔2(𝜉), . . . , 𝑔𝑛(𝜉)).

Предполагается, что множество Ω и функции 𝑔𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, 𝑛, связаны следующим усло-
вием: (A) Существует постоянная 𝜀0 > 0 такая, что для всех 𝜉 ∈ Ω и всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0)
параллелепипед Π𝜀,−→𝑔 (𝜉) содержится в Ω. Условие (А) является аналогом условия погру-
жения, введенного П. И. Лизоркиным в 1980 году.

В работе исследуется разделимость дифференциального выражения

𝐿(𝑥,𝐷𝑥) =
∑︁

|𝑘|≤2𝑟

𝑎𝑘(𝑥)𝐷
𝑘
𝑥 (𝑥 ∈ Ω), (*)

где 𝑟 – некоторое натуральное число, 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛) – мультииндекс, |𝑘| = 𝑘1+𝑘2+. . .+
+𝑘𝑛 – длина мультииндекса 𝑘, в лебеговом пространстве 𝐿𝑝(Ω), 1 < 𝑝 < +∞. Множество
всех мультииндексов 𝑘, для которых 𝑎𝑘(𝑥) ̸≡ 0, обозначим черезK . Пусть 𝑂K – множество
функций 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿1, 𝑙𝑜𝑐(Ω), имеющих обобщенные производные в смысле С.Л. Соболева
𝐷𝑘

𝑥𝑢(𝑥) для всех 𝑘 ∈ K . Дифференциальное выражение (*) называется 𝐿𝑝-разделимым,
если для всех функций 𝑢(𝑥) ∈ 𝑂K таких, что 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω), 𝐿(𝑥, 𝐷𝑥)𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω) имеет
место включение 𝑎𝑘(𝑥)𝐷

𝑘
𝑥𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω) для всех мультииндексов 𝑘 ∈ K .

Работа состоит из пяти разделов. В первом разделе приведена формулировка основных
результатов, во втором разделе строится правый регуляризатор для исследуемого класса
дифференциальных выражений, а в разделах 3-5 приведены доказательства основных тео-
рем работы.

Ключевые слова: разделимость, дифференциальный оператор с частными производны-
ми, нестепенное вырождение, правый регуляризатор, обратный оператор.

Библиография: 21 название.



86 М. Г. Гадоев, С. А. Исхоков, Ф. С. Исхоков

Для цитирования:
М. Г. Гадоев, С. А. Исхоков, Ф. С. Исхоков О разделимости одного класса вырождающих-
ся дифференциальных операторов в лебеговом пространстве // Чебышевcкий сборник, 2019,
т. 20, вып. 4, с. 85–105.

CHEBYSHEVSKII SBORNIK

Vol. 20. No. 4.

UDC 517 DOI 10.22405/2226-8383-2019-20-4-85-105

On separation of a class of degenerate differential operators in the
Lebesgue space

M. G. Gadoev (Mirnii), S. A. Iskhokov, F. S. Iskhokov (Dushanbe)

Makhmadrakhim Gafurovich Gadoev — doctor of physical and mathematical sciences, head
of the department of fundamental and applied mathematics at the Mirny Polytechnic Institute
(branch) of North-Eastern Federal University named after M.K. Ammosov.
e-mail: — gadoev@rambler.ru
Sulaimon Abunasrovich Iskhokov — doctor of physical and mathematical sciences, professor,
deputy director of the Dzhuraev Institute of Mathematics, Academy of Sciences of the Republic of
Tajikistan.

e-mail: — fariduniskhokov@mail.ru
Faridun Sulaimonovich Iskhokov — kandidat of physical and mathematical sciences, scientific
worker at the department of function theory and functional analysis of the Dzhuraev Institute of
Mathematics, Academy of Sciences of the Republic of Tajikistan.

e-mail: — fariduniskhokov@mail.ru

Abstract

Let Ω be an arbitrary open set in 𝑛-dimensional Euclidian space 𝑅𝑛 and let Π(0) be the
unit cube centered at the origin. For each point 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) ∈ 𝑅𝑛 and each vector
�⃗� = (𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛) with positive components we define a parallelepiped Π−→

𝑡
(𝜉) by the identity

Π−→
𝑡
(𝜉) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : ((𝑥1 − 𝜉1) /𝑡1, (𝑥2 − 𝜉2) /𝑡2, . . . , (𝑥𝑛 − 𝜉𝑛) /𝑡𝑛) ∈ Π(0)} .

Let 𝑔𝑗(𝑥) (𝑗 = 1, 𝑛) be positive functions defined in Ω. We let Π𝜀,−→𝑔 (𝜉) = Π𝜀−→𝑔 (𝜉)(𝜉), where 𝜀 > 0
and −→𝑔 (𝜉) = (𝑔1(𝜉), 𝑔2(𝜉), . . . , 𝑔𝑛(𝜉)).

It is assumed that the set Ω and functions 𝑔𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, 𝑛, are related by condition: (A) There
exists a number 𝜀0 > 0 such that for each 𝜉 ∈ Ω and any 𝜀 ∈ (0, 𝜀0) the parallelepiped Π𝜀,−→𝑔 (𝜉)
is contained in Ω. The condition (A) is an analogue of the immersion condition introduced by
P.I. Lizorkin in 1980.

In the paper we investigate separation of a differential expression

𝐿(𝑥,𝐷𝑥) =
∑︁

|𝑘|≤2𝑟

𝑎𝑘(𝑥)𝐷
𝑘
𝑥 (𝑥 ∈ Ω), (1)

where 𝑟 – a natural number, 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛) is a multi-index, |𝑘| = 𝑘1 + 𝑘2 + . . . + 𝑘𝑛 is
length of the multi-index, in the Lebesgue space 𝐿𝑝(Ω), 1 < 𝑝 < +∞. We denote by 𝒦 the set
of all multi-indexes 𝑘 such that 𝑎𝑘(𝑥) ̸≡ 0. Let 𝑂𝒦 be the set of all functions 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿1, 𝑙𝑜𝑐(Ω),
that have Sobolev generalized derivatives 𝐷𝑘

𝑥𝑢(𝑥) for all 𝑘 ∈ 𝒦. The differential expression (*)
is said to be 𝐿𝑝-separated if for all 𝑢(𝑥) ∈ 𝑂𝒦 such that 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω), 𝐿(𝑥, 𝐷𝑥)𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω)
the inclusion 𝑎𝑘(𝑥)𝐷

𝑘
𝑥𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω) holds for all multi-indexes 𝑘 ∈ 𝒦.
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The work consists of five sections. The first section contains the statement of the main
results, the right regularizer for the studied class of differential expressions is constructed in the
second section, and sections 3-5 provide proofs of the main theorems of the paper.

Keywords: separation, partial differential operator, non-power degeneration, right-hand
regularizing operator, inverse operator.
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1. Введение

Понятие разделимости дифференциального оператора впервые было введено в фундамен-
тальной работе [1], в которой исследовалась разделимость оператора Штурма-Лиувилля в
пространстве 𝐿2. Идеи и результаты этой работы позже обобщались многими авторами (см.
[2-6] и имеющуюся в них библиографию). Первый результат по раделимости дифференци-
альных операторов с частными производными получен в работе [7]. Большая часть работ по
разделимости операторов с частными производными посвящена операторам второго поряд-
ка (см., например, [4, 8-12] и библиографию в них) или операторам порядка больше второго
специального вида (см., например, [13, 14] и библиографию в них). Случай вырождающих-
ся операторов с частными производными высшего порядка общего вида рассмотрен лишь в
работах [7, 15-18]. В этих работах сначала задается область Ω, в которой рассматривается
дифференциальный оператор, и затем в этой области определяются функции, которые харак-
теризуют вырождения коэффициентов дифференциального оператора. В отличие от этого, в
настоящей работе область Ω и функции, которые характеризуют вырождения коэффициентов
дифференциального оператора, задаются в паре друг с другом, и предполагается выполнение
”условия погружения”, введенное П. И. Лизоркиным в работе [19]. При этом дифференциру-
емость функций, с помощью которых определяется вырождение исследуемого оператора, не
требуется. Примеры областей и весовых функций, удовлетворяющих условию погружения,
рассмотрены в работе [19].

Работа состоит из пяти разделов. В первом разделе приведена формулировка основных
результатов, во втором разделе строится правый регуляризатор для исследуемого класса диф-
ференциальных выражений, а в разделах 3-5 приведены доказательства основных теорем ра-
боты.

2. Формулировка основных результатов

Пусть Ω – произвольное открытое множество в 𝑛-мерном евклидовом пространстве 𝑅𝑛
и пусть Π(0) – единичный куб с центром в начале системы координат. Для любой точки
𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) ∈ 𝑅𝑛 и любого вектора

−→
𝑡 = (𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛) с положительными компонентами

определим параллелепипед Π−→
𝑡
(𝜉) равенством

Π−→
𝑡
(𝜉) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : ((𝑥1 − 𝜉1) /𝑡1, (𝑥2 − 𝜉2) /𝑡2, . . . , (𝑥𝑛 − 𝜉𝑛) /𝑡𝑛) ∈ Π(0)} .

Пусть 𝑔𝑗(𝑥) (𝑗 = 1, 𝑛) – определенные в Ω положительные функции.
Положим Π𝜀,−→𝑔 (𝜉) = Π𝜉−→𝑔 (𝜉)(𝜉), где 𝜀 > 0 и −→𝑔 (𝜉) = (𝑔1(𝜉), 𝑔2(𝜉), . . . , 𝑔𝑛(𝜉)).

Предполагается, что множество Ω и функции 𝑔𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, 𝑛, связаны следующим условием:
(A). Существует постоянная 𝜀0 > 0 такая, что для всех 𝜉 ∈ Ω и всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0) параллеле-

пипед Π𝜀,−→𝑔 (𝜉) содержится в Ω.
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Условие (А) является аналогом условия погружения, введенного в работе П.И. Лизорки-
на [19]. В этой работе также рассмотрены примеры областей Ω и положительных функций
𝑔𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, удовлетворяющих условию погружения.

Пусть 𝑟 – некоторое натуральное число. Рассмотрим дифференциальное выражение

𝐿(𝑥,𝐷𝑥) =
∑︁

|𝑘|≤2𝑟

𝑎𝑘(𝑥)𝐷
𝑘
𝑥 (𝑥 ∈ Ω), (2)

где 𝑘 = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛) – мультииндекс, |𝑘| = 𝑘1 + 𝑘2 + . . .+ 𝑘𝑛 – длина мультииндекса,

𝐷𝑘
𝑥 =

(︂
1

𝑖

𝜕

𝜕𝑥1

)︂𝑘1 (︂1

𝑖

𝜕

𝜕𝑥2

)︂𝑘2
. . .

(︂
1

𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑛

)︂𝑘𝑛
и 𝑖 – мнимая единица. Множество всех мультииндексов 𝑘, для которых 𝑎𝑘(𝑥) ̸≡ 0, обозначим
через K . Пусть 𝑂K – множество функций 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿1, 𝑙𝑜𝑐(Ω), имеющих обобщенные производ-
ные в смысле С.Л. Соболева 𝐷𝑘

𝑥𝑢(𝑥) для всех 𝑘 ∈ K .
Определение 1. Дифференциальное выражение (1) называется 𝐿𝑝-разделимым, если для

всех функций 𝑢(𝑥) ∈ 𝑂K таких, что 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω), 𝐿(𝑥, 𝐷𝑥)𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω) имеет место включе-
ние 𝑎𝑘(𝑥)𝐷𝑘

𝑥𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω) для всех мультииндексов 𝑘 ∈ K .
Символом 𝐵(𝜏,−→𝑔 ,Ω), где 𝜏 – положительное число, обозначим класс символов

𝐿(𝑥, 𝑠) =
∑︁

|𝑘|≤2𝑟

𝑎𝑘(𝑥)𝑠
𝑘 (𝑥 ∈ Ω, 𝑠 ∈ 𝑅𝑛)

с измеримыми коэффициентами, удовлетворяющими следующим условиям:

(I) inf
𝑥∈Ω,𝑠∈𝑅𝑛

|𝐿(𝑥, 𝑠)| = 𝛿 ̸= 0

(II) |𝑎𝑘(𝑥)𝑠𝑘
′ | ≤ 𝜏𝑔

−𝑘′′1
1 (𝑥)𝑔

−𝑘′′2
2 (𝑥) . . . 𝑔

−𝑘′′𝑛
𝑛 (𝑥)|𝐿(𝑥, 𝑠)|

для всех 𝑥 ∈ Ω, 𝑠 ∈ 𝑅𝑛, 𝑘 = 𝑘′ + 𝑘′′, 𝑘′′ ̸= 0, |𝑘| ≤ 2𝑟;

(III)
∑︀

|𝑘|≤2𝑟

⃒⃒
(𝑎𝑘(𝑥)− 𝑎𝑘(𝑦)) 𝑠

𝑘
⃒⃒
≤ 𝜏 |𝐿(𝑥, 𝑠)|

для всех 𝑠 ∈ 𝑅𝑛 и всех 𝑥, 𝑦 ∈ Ω таких, что |𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 | < 𝜀2𝑔𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, 2 . . . , 𝑛, 𝜀 ∈ (0, 𝜀0).

Теорема 1. Пусть существует число 𝜆 > 0 такое, что

𝜆−1 ≤ 𝑔𝑗(𝑥)

𝑔𝑗(𝑦)
≤ 𝜆, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (3)

для всех 𝑦 ∈ Ω и всех 𝑥 ∈ Π𝜀,−→𝑔 (𝑦), и пусть при некотором κ > 0 выполняется неравенство∑︁
|𝑘|≤2𝑟

|𝑎𝑘(𝑥)𝑠𝑘| ≤ κ|𝐿(𝑥, 𝑠)| (4)

для всех 𝑥 ∈ Ω, 𝑠 ∈ 𝑅𝑛.
Тогда найдется число 𝜏0 = 𝜏0(𝑛, 𝑟, 𝑝,κ) > 0, 1 < 𝑝 < +∞, такое, что если 𝜏 ∈ (0, 𝜏0) и

𝐿(𝑥, 𝑠) ∈ 𝐵(𝜏,−→𝑔 ,Ω), то замыкание 𝐿(𝑝) оператора 𝐿 = 𝐿(·, 𝐷), 𝐷(𝐿) = 𝐶∞
0 (Ω), в простран-

стве 𝐿𝑝(Ω) существует и имеет непрерывный обратный.
Далее будем писать 𝐿(𝑥, 𝑠) ∈ B(𝜏,−→𝑔 ,Ω), если 𝐿(𝑥, 𝑠) ∈ 𝐵(𝜏,−→𝑔 ,Ω),

𝐷𝑙
𝑥𝑎𝑘(𝑥) ∈ 𝐿∞, 𝑙𝑜𝑐(Ω) (|𝑙| ≤ |𝑘| ≤ 2𝑟), (5)

и выполняется одно из следующих условий:
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(IVа) 𝐿(𝑥, 𝐷𝑥) – симметрическое дифференциальное выражение;

(IVб)
∑︀

𝑙+𝑘′+𝑘′′=𝑘,
𝑘′′ ̸=0, |𝑘|≤2𝑟

⃒⃒⃒(︀
𝐷𝑙
𝑥𝑎𝑘(𝑥)

)︀
𝑔
𝑘′′1
1 (𝑥)𝑔

𝑘′′2
2 (𝑥) . . . 𝑔

𝑘′′𝑛
𝑛 (𝑥)𝑠𝑘

′
⃒⃒⃒
≤ 𝜏 |𝐿(𝑥, 𝑠)|

для всех 𝑥 ∈ Ω, 𝑠 ∈ 𝑅𝑛.

Далее вводим некоторые вспомогательные функциональные пространства, связанные с

дифференциальным выражением (1). Обозначим через
0
𝑊 𝑝, 𝐿 (Ω) пополнение класса 𝐶∞

0 (Ω)
по норме

‖𝑢; 𝑊𝑝;𝐿(Ω)‖ =

⎧⎨⎩
∫︁
Ω
|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥+

∑︁
|𝑘|≤2𝑟

∫︁
Ω

⃒⃒⃒
𝑎𝑘(𝑥)𝐷

𝑘
𝑥𝑢(𝑥)

⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/𝑝

. (6)

Обозначим через 𝑊 ′
𝑝;𝐿(Ω), 1 < 𝑝 < +∞, пространство функций 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω) ∩ 𝑂K с

конечной нормой (5).
Как обычно, символом ⟨𝑓, 𝜙⟩, где 𝑓 ∈ 𝐷′(Ω), обозначим значение обобщенной функции

𝑓 на функции 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). Обобщенная функция 𝑓 отождествляется с некоторой функцией

𝑔(𝑥) ∈ 𝐿1, 𝑙𝑜𝑐(Ω), если ⟨𝑓, 𝜙⟩ =
∫︀
Ω 𝑔(𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥 для всех 𝜙 ∈ 𝐶∞

0 (Ω).
При выполнении условия гладкости (4) для произвольной функции 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿1, 𝑙𝑜𝑐(Ω) можно

определить обобщенную функцию 𝑎𝑘(𝑥)𝐷
𝑘
𝑥𝑢(𝑥) (|𝑘| ≤ 2𝑟) по формуле⟨

𝑎𝑘𝐷
𝑘𝑢, 𝜙

⟩
= (−1)|𝑘|

∫︁
Ω
𝑢(𝑥)𝐷𝑘

𝑥 (𝑎𝑘(𝑥)𝜙(𝑥)) 𝑑𝑥 (7)

для всех 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (Ω).

Вводим пространство 𝑊𝑝, 𝐿(Ω) функций 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω), для которых обобщенные функции
𝑎𝑘(𝑥)𝐷

𝑘
𝑥𝑢(𝑥) принадлежат пространству 𝐿𝑝(Ω) для всех |𝑘| ≤ 2𝑟 и конечна норма (5).

Для 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω) через 𝐿(𝑥, 𝐷𝑥)𝑢(𝑥) обозначим сумму всех обобщенных функций
𝑎𝑘(𝑥)𝐷

𝑘
𝑥𝑢(𝑥), |𝑘| ≤ 2𝑟, определенных равенством (6) и вводим пространство 𝒲𝑝, 𝐿(Ω) функ-

ций 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω), для которых обобщенная функция 𝐿(𝑥, 𝐷𝑥)𝑢(𝑥) принадлежит пространству
𝐿𝑝(Ω) и конечна следующая норма

‖𝑢; 𝒲𝑝;𝐿(Ω)‖ =

{︂∫︁
Ω
|𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥+

∫︁
Ω
|𝐿(𝑥, 𝐷𝑥)𝑢(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

}︂1/𝑝

. (8)

Через
0
𝒲𝑝;𝐿 (Ω) обозначим пополнение класса 𝐶∞

0 (Ω) по норме (7).
Заметим, что 𝑊𝑝, 𝐿(Ω), 𝒲𝑝, 𝐿(Ω) являются полными пространствами.
Таким образом для дифференциального выражения (1) мы определили весовые простран-

ства
0
𝑊 𝑝, 𝐿 (Ω), 𝑊 ′

𝑝, 𝐿(Ω), 𝑊𝑝, 𝐿(Ω), 𝒲𝑝, 𝐿(Ω). При этом первые два пространства определены
без всякого предположения о гладкости коэффициентов 𝑎𝑘(𝑥), |𝑘| ≤ 2𝑟, а два последних
пространства определены, когда выполняется условие гладкости (4).

Теорема 2. Пусть 1 < 𝑝 < +∞, выполнены все условия теоремы 1 и пусть 𝜏0 – такое же

число как в этой теореме. Тогда если 𝜏 ∈ (0, 𝜏0) и 𝐿(𝑥, 𝑠) ∈ 𝐵(𝜏,−→𝑔 ,Ω), то 𝐷
(︀
𝐿(𝑝)

)︀
=

0
𝑊 𝑝, 𝐿 (Ω)

и для всех функций 𝑢 ∈ 𝐷
(︀
𝐿(𝑝)

)︀
выполняются неравенства

‖𝑢; 𝑊𝑝, 𝐿(Ω)‖ ≤𝑀 ‖𝐿(·; 𝐷)𝑢; 𝐿𝑝(Ω)‖ ≤𝑀 ‖𝑢; 𝑊𝑝, 𝐿(Ω)‖ , (9)

где число 𝑀 > 0 зависит только от 𝑟, 𝑛, 𝑝, 𝛿, κ.
Если же при этом выполняется условие гладкости (4), то

0
𝑊 𝑝, 𝐿 (Ω) =𝑊𝑝, 𝐿(Ω) =

0
𝒲𝑝, 𝐿 (Ω). (10)
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Теорема 3. Пусть 1 < 𝑝 < +∞ и пусть выполняется условие (3). Тогда найдется число
𝑡0 = 𝑡0(𝑟, 𝑛, 𝑝, κ) > 0 такое, что если 𝐿(𝑥, 𝑠) ∈ B(𝜏,−→𝑔 ,Ω), 0 < 𝜏 < 𝑡0, то дифференциальное
выражение 𝐿(𝑥, 𝐷𝑥) 𝐿𝑝-разделимо. При этом

0
𝑊 𝑝, 𝐿 (Ω) =𝑊𝑝, 𝐿(Ω) = 𝒲𝑝, 𝐿(Ω) (11)

и нормы в этих пространствах эквивалентны.

3. Построение правого регуляризатора

Применяя технику, использованную при доказательстве леммы 1 работы [20], доказывается
следующая лемма.

Лемма 1. Пусть область Ω и положительные функции 𝑔𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, удовлетво-
ряют условиям, сформулированным в разделе 1.

Тогда существуют неотрицательные функции 𝜓1, 𝜓2, . . . из класса 𝐶
∞
0 (Ω) такие, что:

1)
+∞∑︀
𝑚=1

𝜓2
𝑚(𝑥) ≡ 1 (𝑥 ∈ Ω);

2) покрытие {supp 𝜓𝑚}+∞
𝑚=1 области Ω имеет конечную кратность Λ(𝑛, 𝜆), где 𝜆 — кон-

станта из условия (2);

3) для любого мультииндекса 𝑘 существует конечное число 𝑀𝑘 > 0 такое, что⃒⃒⃒
𝐷𝑘
𝑥𝜓𝑚(𝑥)

⃒⃒⃒
≤𝑀𝑘𝑔

−𝑘1
1 (𝑥)𝑔−𝑘22 (𝑥) . . . 𝑔−𝑘𝑛𝑛 (𝑥) (𝑥 ∈ Ω);

4) для всех 𝑥, 𝑦 ∈ supp 𝜓𝑚, 𝑚 = 1, 2, 3, . . ., выполняется неравенство |𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 | < 𝜀2𝑔𝑗(𝑥),
𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

В каждом множестве supp 𝜓𝑚, 𝑚 = 1, 2, 3, . . ., фиксируем точки {𝑥(𝑚,𝑘), |𝑘| ≤ 2𝑟} и поло-
жим

𝐿𝑚(𝑠) =
∑︁

|𝑘|≤2𝑟

𝑎𝑘(𝑥
(𝑚,𝑘))𝑠𝑘 (𝑠 ∈ 𝑅𝑛). (12)

В пространстве 𝐿𝑝(Ω) (1 < 𝑝 < +∞) вводим операторы

𝐹 =
+∞∑︁
𝑚=1

𝜓𝑚Φ𝑚𝜓𝑚, 𝐹
′ =

+∞∑︁
𝑚=1

𝜓𝑚Φ
′
𝑚𝜓𝑚, 𝐷(𝐹 ) = 𝐷(𝐹 ′) = 𝐶∞

0 (Ω), (13)

где Φ𝑚, Φ′
𝑚 (𝑚 = 1, 2, 3, . . .) – псевдодифференциальные операторы в 𝑅𝑛 с символами

Φ𝑚(𝑠) = 𝐿−1
𝑚 (𝑠), Φ′

𝑚(𝑠) = Φ𝑚(𝑠), соответственно. Символами 𝐹(𝑝), 𝐹
′
(𝑞) обозначим замыкания

операторов 𝐹 , 𝐹 ′ с областями определения 𝐷(𝐹 ) = 𝐷(𝐹 ′) = 𝐶∞
0 (Ω) в пространствах 𝐿𝑝(Ω),

𝐿𝑞(Ω), соответственно.
Если коэффициенты 𝑎𝑘(𝑥), |𝑘| ≤ 2𝑟, дифференциального оператора 𝐿 = 𝐿(𝑥,𝐷𝑥),

(𝐷(𝐿) = 𝐶∞
0 (Ω)) дифференцируемы достаточное число раз, то формально сопряженный диф-

ференциальный оператор 𝐿′(𝑥,𝐷𝑥) задается равенством

𝐿′(𝑥,𝐷𝑥)𝑢 =
∑︁

|𝑘|≤2𝑟

𝐷𝑘
𝑥(𝑎𝑘(𝑥)𝑢(𝑥)). (14)



О разделимости одного класса дифференциальных операторов. . . 91

Однако в теореме 1 дифференцируемость коэффициентов 𝑎𝑘(𝑥), |𝑘| ≤ 2𝑟, не предполагается.
Поэтому в рассматриваемом случае равенство (13) теряет смысл, и трудно исследовать опе-
ратор (𝐿(𝑞))

*, сопряженный относительно оператора 𝐿(𝑞). В связи с этим обстоятельством мы
вводим другое дифференциальное выражение с гладкими коэффициентами, которое связано
с выражением 𝐿(𝑥,𝐷𝑥) и имеет некоторые близкие свойства.

Положим
𝐺(𝑥,𝐷𝑥) =

∑︁
|𝑘|≤2𝑟

̃︀𝑎𝑘(𝑥)𝐷𝑘
𝑥 (𝑥 ∈ Ω), (15)

где

̃︀𝑎𝑘(𝑥) = ∞∑︁
𝑚=1

𝑎𝑘(𝑥
(𝑚,𝑘))𝜓2

𝑚(𝑥), |𝑘| ≤ 2𝑟. (16)

Обозначим через 𝐺′(𝑥,𝐷𝑥) дифференциальное выражение, сопряженное к 𝐺(𝑥,𝐷𝑥).
Далее отметим некоторые соотношения между символами 𝐿(𝑥, 𝑠), 𝐿𝑚(𝑠). В силу условия

(III) имеем ⃒⃒⃒
(𝑎𝑘(𝑥)− 𝑎𝑘(𝑥

(𝑘,𝑚)))𝑠𝑘
⃒⃒⃒
≤ 𝜏 |𝐿(𝑥, 𝑠)|. (17)

Далее, в силу этого неравенства получаем

|𝐿(𝑥, 𝑠)− 𝐿𝑚(𝑠)| ≤
∑︁

|𝑘|≤2𝑟

|(𝑎𝑘(𝑥)− 𝑎𝑘(𝑥
(𝑘,𝑚)))𝑠𝑘| ≤ 𝜏(2𝑟)𝑛|𝐿(𝑥, 𝑠)|.

Отсюда при выполнении условия 0 < 2𝜏 < (1/2𝑟)𝑛 следует, что

|𝐿(𝑥, 𝑠)− 𝐿𝑚(𝑠)| ≤
1

2
|𝐿(𝑥, 𝑠)| (𝑥 ∈ supp 𝜓𝑚).

Следовательно,
|𝐿(𝑥, 𝑠)| ≤ 2|𝐿𝑚(𝑠)| ≤ 3|𝐿(𝑥, 𝑠)| (18)

для всех 𝑠 ∈ 𝑅𝑛 и всех 𝑥 ∈ supp 𝜓𝑚, 𝑚 = 1, 2, 3, . . ..
Согласно лемме 1 семейство функций {𝜓2

𝑚(𝑥)}∞𝑚=1 образует разбиение единицы области Ω
конечной кратности Λ(𝑛, 𝜆). Поэтому используя равенство (15) имеем

𝑎𝑘(𝑥)− ̃︀𝑎𝑘(𝑥) = ∞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑘(𝑥)𝜓
2
𝑗 (𝑥)− ̃︀𝑎𝑘(𝑥) = ∞∑︁

𝑗=1

(𝑎𝑘(𝑥)− 𝑎𝑘(𝑥
(𝑘,𝑗)))𝜓2

𝑗 (𝑥).

Далее в силу условия (III) имеем⃒⃒⃒
(𝑎𝑘(𝑥)− ̃︀𝑎𝑘(𝑥))𝑠𝑘 ⃒⃒⃒ ≤ 𝜏 |𝐿(𝑥, 𝑠)|. (19)

Лемма 2. В условиях теоремы 1 существует положительное число 𝑡1 такое, что если
𝜏 ∈ (0, 𝑡1), то существуют операторы Γ1, Γ2 ∈ L𝑝[Ω] с ‖ · ‖𝑝-нормами, не превосходящими
1/2, такие, что на функциях 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω) выполняются равенства

𝐺𝐹𝑢 = (𝐸 + Γ1)𝑢, 𝐺
′𝐹 ′𝑢 = (𝐸 + Γ2)𝑢. (20)

Доказательство. Здесь в этой лемме и далее символом L𝑝[Ω] обозначено пространство
всех линейных операторов, действующих из 𝐶∞

0 (Ω) в 𝐿1(Ω) ∩ 𝐿∞(Ω), замыкания которых в
пространстве 𝐿𝑝(Ω) являются ограниченными операторами.
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Так как Φ𝑚 – псевдодифференциальный оператор в 𝑅𝑛 с символом 𝐿𝑚(𝑠) (см. (11)) и
𝐿𝑚 = 𝐿𝑚(𝑥;𝐷𝑥), 𝐷(𝐿𝑚) = 𝐶∞

0 (Ω), – дифференциальный оператор с постоянными коэффици-
ентами, то

∞∑︁
𝑚=1

𝜓𝑚𝐿𝑚Φ𝑚𝜓𝑚 =
∞∑︁
𝑚=1

𝜓2
𝑚 = 𝐸.

Используя это равенство имеем

𝐺𝐹𝑢 = (Γ1 + 𝐸)𝑢, 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), (21)

где

Γ1 = Γ* + Γ0, Γ* =

∞∑︁
𝑚=1

[𝐺,𝜓𝑚]Φ𝑚𝜓𝑚, Γ0 =

∞∑︁
𝑚=1

𝜓𝑚(𝐺− 𝐿𝑚)Φ𝑚𝜓𝑚. (22)

Здесь и далее символ [·, ·] обозначает коммутатор, т.е. [𝑇1, 𝑇2] = 𝑇1𝑇2 − 𝑇2𝑇1.
Далее заметим, что

Γ* =
∞∑︁
𝑚=1

⎛⎜⎝ ∑︁
|𝑘|≤2𝑟

̃︀𝑎𝑘(𝑥) ∑︁
𝑘′+𝑘*=𝑘,

𝑘′ ̸=0

𝜓(𝑘′)
𝑚 Φ(𝑘*)

𝑚 𝜓𝑚

⎞⎟⎠ ,

где 𝜓(𝑘′)
𝑚 = 𝐷𝑘′

𝑥 𝜙𝑚(𝑥) и Φ
(𝑘*)
𝑚 – псевдодифференциальный оператор в 𝑅𝑛 с символом 𝑠𝑘

*
𝐿−1
𝑚 (𝑠).

На основе этого равенства, применяя лемму 2.2 из [16], получаем

‖Γ*‖𝑝 ≤𝑀1

∑︁
|𝑘|≤2𝑟

∑︁
𝑘′+𝑘*=𝑘,

𝑘′ ̸=0

P(𝑘′,𝑘*)
𝑘 , (23)

где

P(𝑘′,𝑘*)
𝑘 = sup

𝑚=1,2,3,...

⃦⃦⃦
𝜓(𝑘′)
𝑚 ̃︀𝑎𝑘Φ(𝑘*)

𝑚 𝜓𝑚

⃦⃦⃦
𝑝
.

Применяя лемму 2.3 из [16] оценим норму псевдодифференциального оператора Φ(𝑘*)
𝑚 . Име-

ем ⃦⃦⃦
Φ(𝑘*)
𝑚

⃦⃦⃦
𝑝
≤𝑀2 sup

𝑠∈𝑅𝑛

⃒⃒⃒
𝑠𝑘

*
𝐿−1
𝑚 (𝑠)

⃒⃒⃒
.

Учитывая это и применяя п.3 леммы 1, получим

P(𝑘′,𝑘*)
𝑘 ≤𝑀 sup

⃒⃒⃒
𝑔
−𝑘′1
1 (𝑥)𝑔

−𝑘′2
2 (𝑥) . . . 𝑔−𝑘

′
𝑛

𝑛 (𝑥)̃︀𝑎𝑘(𝑥) · 𝑠𝑘*𝐿−1
𝑚 (𝑠)

⃒⃒⃒
, (24)

где верхняя грань берется по 𝑥 ∈ supp 𝜓𝑚, 𝑠 ∈ 𝑅𝑛, 𝑚 = 1, 2, 3, . . ..
Из равенства (15) в силу условия (II) имеем⃒⃒⃒̃︀𝑎𝑘(𝑥)𝑠𝑘* ⃒⃒⃒ ≤ 𝜏

∞∑︁
𝑗=1

𝑔
−𝑘′1
1 (𝑥(𝑘,𝑗))𝑔

−𝑘′2
2 (𝑥(𝑘,𝑗)) . . . 𝑔−𝑘

′
𝑛

𝑛 (𝑥(𝑘,𝑗)) · |𝐿(𝑥(𝑘,𝑗), 𝑠)|𝜓2
𝑗 (𝑥).

Отсюда в силу условий (2) и (III) следует, что

|̃︀𝑎𝑘(𝑥)𝑠𝑘*| ≤ 𝜏𝜆|𝑘
′|(1 + 𝜏)|𝐿(𝑥, 𝑠)|𝑔−𝑘

′
1

1 (𝑥)𝑔
−𝑘′2
2 (𝑥) . . . 𝑔−𝑘

′
𝑛

𝑛 (𝑥)

для всех 𝑥 ∈ Ω, 𝑠 ∈ 𝑅𝑛, 𝑘 = 𝑘′ + 𝑘*, 𝑘′ ̸= 0.
Если 𝑥 ∈ supp 𝜓𝑚, то в силу (17) из последнего неравенства следует, что⃒⃒⃒̃︀𝑎𝑘(𝑥)𝑠𝑘* ⃒⃒⃒ ≤ 𝜏𝑀0 𝑔

−𝑘′1
1 (𝑥)𝑔

−𝑘′2
2 (𝑥) . . . 𝑔−𝑘

′
𝑛

𝑛 (𝑥)|𝐿𝑚(𝑠)|.
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Используя это неравенство из (23) имеем P(𝑘′,𝑘*)
𝑘 ≤ 𝜏 ·𝑀2 для всех 𝑘 = 𝑘′+𝑘*, |𝑘| ≤ 2𝑟, 𝑘′ ̸= 0.

Следовательно (см. (22)) существует число 𝑀3 > 0 такое, что

‖Γ*‖𝑝 ≤ 𝜏𝑀3. (25)

Теперь оценим норму оператора Γ0. Из равенства (21) в силу леммы 2.2 из [16] имеем

‖Γ0‖𝑝 ≤ Λ(𝑛, 𝜈) · sup
𝑚=1,2,...

‖𝜓𝑚(𝐺− 𝐿𝑚)Φ𝑚𝜓𝑚‖𝑝 . (26)

Применяя лемму 2.3 из [16], получим

‖𝜓𝑚(𝐺− 𝐿𝑚)Φ𝑚𝜓𝑚‖𝑝 ≤ sup
⃒⃒⃒
(̃︀𝑎𝑘(𝑥)− 𝑎𝑘(𝑥

(𝑘,𝑚))𝑠𝑘𝐿−1
𝑚 (𝑠)

⃒⃒⃒
,

где верхняя грань берется по 𝑠 ∈ 𝑅𝑛 и 𝑥 ∈ supp 𝜓𝑚. Отсюда в силу неравенств (16)-(18)
следует, что

‖𝜓𝑚(𝐺− 𝐿𝑚)Φ𝑚𝜓𝑚‖𝑝 ≤ 𝜏 ·𝑀4 (27)

для всех 𝑚 = 1, 2, . . . ; 𝑀4 – некоторое конечное положительное число.
Таким образом (см. (25), (26)) существует положительное число𝑀5 такое, что ‖Γ0‖𝑝≤𝜏𝑀5.

Теперь, учитывая равенство Γ1 = Γ*+Γ0 из (24), получим ‖Γ1‖𝑝 ≤ 𝜏(𝑀3+𝑀5). Следовательно,
существует число 𝑡′ > 0, такое, что при 𝜏 ∈ (0, 𝑡′) норма оператора Γ1 не превосходит 1/2.

Утверждение леммы 2 относительно оператора 𝐺𝐹 доказано. Оставшаяся часть утвержде-
ния этой леммы относительно оператора 𝐺′𝐹 ′ доказывается аналогично.

Лемма 3. Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда найдется положительное
число 𝑡2 такое, что если 𝜏 ∈ (0, 𝑡2) и 𝐿(𝑥, 𝑠) ∈ 𝐵(𝜏,−→𝑔 ,Ω), то оператор 𝐺 = 𝐺(·, 𝐷),
𝐷(𝐺) = 𝐶∞

0 (Ω) (𝐺′ = 𝐺′(·, 𝐷) , 𝐷(𝐺′) = 𝐶∞
0 (Ω)) в пространстве 𝐿𝑝(Ω), 1 < 𝑝 < ∞, (𝐿𝑞(Ω) ,

𝑞 = 𝑝/(𝑝− 1)) имеет замыкание 𝐺(𝑝)

(︁
𝐺′

(𝑞)

)︁
со следующими свойствами

𝐺(𝑝)𝐹(𝑝) = 𝐸 + Γ1,(𝑝), 𝑅(𝐺(𝑝)) = 𝐿𝑝(Ω) (28)(︁
𝐺′

(𝑞)𝐹
′
(𝑞) = 𝐸 + Γ2,(𝑞), 𝑅

(︁
𝐺′

(𝑞)

)︁
= 𝐿𝑞(Ω)

)︁
.

Здесь Γ1,(𝑝)

(︀
Γ2,(𝑞)

)︀
– замыкание в 𝐿𝑝(Ω) (𝐿𝑞(Ω)) оператора Γ1, 𝐷(Γ1) = 𝐶∞

0 (Ω), (Γ2, 𝐷 (Γ2) =
𝐶∞
0 (Ω)), из леммы 2.
Доказательство. Так как Γ1 ∈ L𝑝[Ω] и ‖Γ1‖𝑝 ≤ 1/2, то ‖Γ1𝑢;𝐿𝑝(Ω)‖ ≤ 0, 5‖𝑢;𝐿𝑝(Ω)‖

для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω). Отсюда в силу плотности класса 𝐶∞

0 (Ω) в 𝐿𝑝(Ω) следует, что оператор
Γ1, 𝐷(Γ1) = 𝐶∞

0 (Ω), допускает в 𝐿𝑝(Ω) замыкание Γ1,(𝑝), норма которого не превосходит 1/2.
Поэтому 𝐷(Γ1,(𝑝)) = 𝐿𝑝(Ω).

Обозначим через −→
𝑝
сходимость по норме пространства 𝐿𝑝(Ω).

Пусть 𝑣 – произвольный элемент из 𝐿𝑝(Ω). Существует последовательность функций
{𝑣𝑗}∞𝑗=1 ⊂ 𝐶∞

0 (Ω) такая, что 𝑣𝑗 −→
𝑝
𝑣 при 𝑗 −→ ∞. В силу определения оператора Γ1,(𝑝) имеем

(𝐸+Γ1)𝑣𝑗 −→
𝑝

(𝐸+Γ1,(𝑝))𝑣 при 𝑗 −→ ∞. Из (19) следует, что (𝐸+Γ1)𝑣𝑗 = 𝐺𝐹𝑣𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, . . ..

Поэтому
𝐺𝐹𝑣𝑗 −→

𝑝
(𝐸 + Γ1,(𝑝))𝑣, 𝑗 −→ ∞. (29)

Согласно лемме 2.3 из [16] псевдодифференциальный оператор Φ𝑚 с символом 𝐿−1
𝑚 (𝑠) имеет

непрерывное продолжение в 𝐿𝑝(𝑅𝑛) и

‖Φ𝑚‖𝑝 ≤𝑀 sup
𝑠∈𝑅𝑛

|𝐿−1
𝑚 (𝑠)|. (30)
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Поэтому оператор (см. (12)) 𝐹, 𝐷(𝐹 ) = 𝐶∞
0 (Ω), допускает замыкание в пространстве 𝐿𝑝(Ω).

Это замыкание обозначим через 𝐹(𝑝). Следовательно

𝐹𝑣𝑗 −→
𝑝
𝐹(𝑝)𝑣, 𝑗 −→ ∞. (31)

Пусть 𝑅(𝐹(𝑝)) – область значений оператора 𝐹(𝑝), и пусть 𝑢(𝑥) – произвольный элемент из
𝑅(𝐹(𝑝)). Существует функция 𝑣(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω) такая, что 𝑢 = 𝐹(𝑝)𝑣. Пусть {𝑣𝑗}∞𝑗=1 – последова-
тельность функций из 𝐶∞

0 (Ω), такая, что 𝑣𝑗 −→
𝑝
𝑣, 𝑗 −→ ∞. Тогда из (30) следует, что 𝑢𝑗 −→

𝑝
𝑢,

𝑗 −→ ∞, где 𝑢𝑗 = 𝐹𝑣𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3 . . ..
Так как 𝑢𝑗 ∈ 𝐶∞

0 (Ω) для всех 𝑗 = 1, 2, 3 . . . и 𝐺(𝑝) – замыкание оператора 𝐺 = 𝐺(·, 𝐷),
𝐷(𝐺) = 𝐶∞

0 (Ω), то 𝐺𝑢𝑗 −→
𝑝
𝐺(𝑝)𝑢, 𝑗 −→ ∞. Отсюда в силу равенств 𝑢𝑗 = 𝐹𝑣𝑗 , 𝑢 = 𝐹(𝑝)𝑣 имеем

𝐺𝐹𝑣𝑗 −→
𝑝
𝐺(𝑝)𝐹(𝑝)𝑣, 𝑗 −→ ∞. Далее применяя (28) имеем

𝐺(𝑝)𝐹(𝑝)𝑣 = (𝐸 + Γ1,(𝑝))𝑣 (32)

для всех 𝑣 ∈ 𝐿𝑝(Ω) ∩ 𝐷(𝐹(𝑝)). Так как 𝐹(𝑝) – непрерывное продолжение оператора 𝐹 ,
𝐷(𝐹 ) = 𝐶∞

0 (Ω), во всем пространстве, то равенство (31) имеет место для всех 𝑣 ∈ 𝐿𝑝(Ω).
Первое равенство в (27) доказано.

Так как 𝐷(Γ1,(𝑝)) = 𝐿𝑝(Ω) и ‖Γ1,(𝑝)‖𝑝 ≤ 1/2, то согласно известной теореме из теории
операторов (см., например, [21, стр. 230]), (𝐸 + Γ1,(𝑝)) – непрерывно обратимый оператор и
‖(𝐸 + Γ1,(𝑝))

−1‖𝑝 < 1/
(︀
1− ‖Γ1,(𝑝)‖𝑝

)︀
. Следовательно

𝑅
(︀
𝐸 + Γ1,(𝑝)

)︀
= 𝐷

(︁(︀
𝐸 + Γ1,(𝑝)

)︀−1
)︁
= 𝐿𝑝(Ω).

Отсюда и из первого равенства (27) следует, что 𝐺(𝑝)𝐹(𝑝) – обратимый оператор и(︀
𝐺(𝑝)𝐹(𝑝)

)︀−1
=
(︀
𝐸 + Γ1,(𝑝)

)︀−1
. (33)

Поэтому 𝑅
(︀
𝐺(𝑝)𝐹(𝑝)

)︀
= 𝐷

(︁(︀
𝐺(𝑝)𝐹(𝑝)

)︀−1
)︁

= 𝐿𝑝(Ω). Так как 𝑅
(︀
𝐺(𝑝)𝐹(𝑝)

)︀
⊆ 𝑅

(︀
𝐺(𝑝)

)︀
и

𝑅
(︀
𝐺(𝑝)

)︀
⊆ 𝐿𝑝(Ω), то отсюда следует, что 𝑅

(︀
𝐺(𝑝)

)︀
= 𝐿𝑝(Ω). Второе равенство в (27) дока-

зано.
Вторая часть утверждения леммы 3 относительно оператора 𝐺′ = 𝐺′(·, 𝐷), 𝐷(𝐺′) = 𝐶∞

0 (Ω)
доказывается аналогично.

Лемма 4. Пусть выполнены все условия теоремы 1 и пусть 𝑡2 – постоянная из леммы
3. Тогда, если 𝜏 ∈ (0, 𝑡2), 𝐿(𝑥, 𝑠) ∈ 𝐵(𝜏,−→𝑔 ,Ω), 1 < 𝑝 <∞ и 𝑞 = 𝑝/(𝑝− 1), то

𝐺(𝑝) = (𝐺′
(𝑞))

*, 𝐺′
(𝑞) = 𝐺*

(𝑝). (34)

Более того операторы 𝐺(𝑝) и 𝐺′
(𝑞) имеют непрерывные обратные, и для них выполняются

равенства

𝐺−1
(𝑝) = 𝐹(𝑝)(𝐸 + S1), (𝐺′

(𝑞))
−1 = 𝐹 ′

(𝑞)(𝐸 + S2), (35)

где операторы S1, S2 соответственно принадлежат пространствам L𝑝[Ω], L𝑞[Ω] и их нор-
ма меньше единицы.

Доказательство. Обычным интегрированием по частям доказывается равенство
(𝐺𝑢, 𝑣) = (𝑢,𝐺′𝑣) для всех 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). Следовательно (𝐺(𝑝)𝑢, 𝑣) = (𝑢,𝐺′
(𝑞)𝑣) (𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (Ω)).
C другой стороны, согласно определению сопряженного оператора,(︀

𝐺(𝑝)𝑢, 𝑣
)︀
=
(︀
𝑢, (𝐺(𝑝))

*𝑣
)︀
для всех 𝑢 ∈ 𝐷

(︀
𝐺(𝑝)

)︀
, 𝑣 ∈ 𝐷

(︁
𝐺*

(𝑝)

)︁
. Таким образом 𝐺*

(𝑝)𝑣 = 𝐺′
(𝑞)𝑣

(𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (Ω)).
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Согласно известной теореме в теории операторов (см., например, [21, стр.231]), если 𝐴 –
непрерывный линейный оператор в некотором банаховом пространстве, то имеет место равен-
ство (ker𝐴)⊥ = 𝑅(𝐴*), где знак ⊥ означает ортогональное дополнение. Поэтому из равенства

(см. лемму 3) 𝑅
(︁
𝐺′

(𝑞)

)︁
= 𝐿𝑞(Ω), следует, что

ker
(︁
𝐺′

(𝑞)

)︁*
= 0. (36)

Так как (см. (27)) 𝑅
(︀
𝐺(𝑝)

)︀
= 𝐿𝑝(Ω), то, применяя пункт (в) леммы 2.6 работы [16], из (35)

получим 𝐺(𝑝) =
(︁
𝐺′

(𝑞)

)︁*
. Первое равенство в (33) доказано. Аналогичным рассуждением до-

казывается и второе равенство в (33).

Из равенств (33) и (35) следует, что ker𝐺(𝑝) = ker
(︁
𝐺′

(𝑞)

)︁*
= 0. Следовательно, 𝐺(𝑝) –

обратимый оператор. Поэтому из равенства (32) имеем

𝐹−1
(𝑝)𝐺

−1
(𝑝) =

(︀
𝐸 + Γ1,(𝑝)

)︀−1
. (37)

Вводим оператор S1 =
(︀
𝐸 + Γ1,(𝑝)

)︀−1 − 𝐸. Используя (36) имеем

𝐹(𝑝) (𝐸 + S1) = 𝐹(𝑝)

(︀
𝐸 + Γ1,(𝑝)

)︀−1
= 𝐹(𝑝)𝐹

−1
(𝑝)𝐺

−1
(𝑝) = 𝐺−1

(𝑝).

Первое равенство в (34) доказано.
Применяя теорему 5 из [21, стр. 230], получаем

(︀
𝐸 + Γ1,(𝑝)

)︀−1
=

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗
(︀
Γ1,(𝑝)

)︀𝑗
.

Отсюда следует, что ‖S1‖𝑝 ≤ 1/
(︁
1−

⃦⃦
Γ1,(𝑝)

⃦⃦
𝑝

)︁
< 1.

Второе равенство в (34) и неравенство ‖S2‖𝑞 < 1 доказываются аналогично.
Лемма 4 доказана.
Лемма 5. Пусть 1 < 𝑝 < ∞, выполнены все условия теоремы 1 и пусть 𝑡2 – постоян-

ная из леммы 3. Тогда если 𝜏 ∈ (0, 𝑡2) и 𝐿(𝑥, 𝑠) ∈ 𝐵(𝜏,−→𝑔 ,Ω), то имеют место следующие
равенства

𝑅
(︀
𝐹(𝑝)

)︀
= 𝐷

(︀
𝐺(𝑝)

)︀
, ker𝐹(𝑝) = 0. (38)

Доказательство. Пусть 𝑢(𝑥) – произвольный элемент из 𝑅
(︀
𝐹(𝑝)

)︀
. Тогда существует функ-

ция 𝑣(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω) такая, что 𝑢(𝑥) =
(︀
𝐹(𝑝)𝑣

)︀
(𝑥), 𝑥 ∈ Ω. Согласно нашим обозначениям 𝐹(𝑝) –

замыкание оператора 𝐹 , определенного равенством (12), в пространстве 𝐿𝑝(Ω). Поэтому су-
ществует последовательность {𝑣𝑗}∞𝑗=1 ⊂ 𝐶∞

0 (Ω) такая, что 𝑣𝑗 −→
𝑝
𝑣, 𝐹𝑣𝑗 −→

𝑝
𝐹(𝑝)𝑣, 𝑗 −→ ∞.

Положим 𝑢𝑗 = 𝐹𝑣𝑗 . Тогда 𝑢𝑗 −→
𝑝
𝑢, 𝑗 −→ ∞.

Так как 𝑢𝑗 ∈ 𝐶∞
0 (Ω), то согласно лемме 2 𝐺𝐹𝑣𝑗 = (𝐸 + Γ1) 𝑣𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, . . ..

В силу ограниченности оператора 𝐸 + Γ1 имеем (𝐸 + Γ1) 𝑣𝑗 −→
𝑝

(︀
𝐸 + Γ1,(𝑝)

)︀
𝑣, 𝑗 −→ ∞.

Поэтому 𝐺𝐹𝑣𝑗 −→
𝑝

(︀
𝐸 + Γ1,(𝑝)

)︀
𝑣 = 𝐺(𝑝)𝐹(𝑝)𝑣, 𝑗 −→ ∞. Следовательно 𝑢𝑗 −→

𝑝
𝑢 и 𝐺𝑢𝑗 −→

𝑝
𝐺𝑢 при

𝑗 −→ ∞, то есть 𝑢 ∈ 𝐷
(︀
𝐺(𝑝)

)︀
.

Таким образом,
𝑅
(︀
𝐹(𝑝)

)︀
⊂ 𝐷

(︀
𝐺(𝑝)

)︀
. (39)

Пусть 𝑤 ∈ 𝐷
(︀
𝐺(𝑝)

)︀
. Положим 𝑣 = 𝐺(𝑝)𝑤. Так как согласно лемме 4 существует обратный

оператор 𝐺−1
(𝑝), то 𝑤 = 𝐺−1

(𝑝)𝑣. Отсюда и из равенства (34) следует, что 𝑤 = 𝐹(𝑝) (𝐸 + S1) 𝑣.



96 М. Г. Гадоев, С. А. Исхоков, Ф. С. Исхоков

Следовательно, 𝑤 ∈ 𝑅
(︀
𝐹(𝑝)

)︀
и доказано включение 𝐷

(︀
𝐺(𝑝)

)︀
⊂ 𝑅

(︀
𝐹(𝑝)

)︀
. Отсюда и из (38)

следует первое равенство в (37).
Пусть 𝐹(𝑝)𝑣 = 0. Тогда из (см. (27)) 𝐺(𝑝)𝐹(𝑝)𝑣 = (𝐸 + Γ1) 𝑣 следует, что (𝐸 + Γ1) 𝑣 = 0.

Из обратимости оператора (𝐸 + Γ1) следует, что ker (𝐸 + Γ1) = 0. Поэтому 𝑣 = 0. Второе
равенство в (37) доказано, что завершает доказательство леммы 5.

4. Доказательство теоремы 1

Сначала докажем одну вспомогательную лемму.
Лемма 6. В условиях теоремы 1 существует, число 𝑡3 > 0 такое, что если 𝜏 ∈ (0, 𝑡3)

и 𝐿(𝑥, 𝑠) ∈ 𝐵(𝜏,−→𝑔 ,Ω), то существует оператор Γ ∈ L𝑝[Ω] с ‖ · ‖𝑝-нормой, не превосходящей
1/2, такой, что

𝐿𝐹𝑢 = (𝐸 + Γ)𝑢 (𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω)) . (40)

Доказательство. Аналогично равенствам (20), (21), доказывается равенство (39), где

Γ = Γ′ + Γ′′, Γ′ =

+∞∑︁
𝑚=1

[𝐿, 𝜓𝑚]Φ𝑚𝜓𝑚, Γ′′ =

+∞∑︁
𝑚=1

𝜓𝑚 (𝐿− 𝐿𝑚) Φ𝑚𝜓𝑚.

Далее поступая также, как в доказательстве леммы 2, доказывается, что ‖Γ‖𝑝 ≤ 𝜏M0, где
M0 – некоторая положительная постоянная. Следовательно, при 𝑡3 = 1/2𝜏M0 и 𝜏 ∈ (0, 𝑡3)
норма оператора Γ не превосходит 1/2. Лемма 6 доказана.

Теперь переходим к непосредственному доказательству теоремы 1. Сначала покажем,
что оператор (см. (1)) 𝐿 = 𝐿(·, 𝐷), 𝐷(𝐿) = 𝐶∞

0 (Ω), допускает замыкание в пространстве
𝐿𝑝(Ω), 1 < 𝑝 < ∞. Для этого нам достаточно показать, что если 𝐿𝑢𝑗 −→

𝑝
𝑣, 𝑢𝑗 −→

𝑝
0 при

𝑗 −→ +∞, где 𝑣 ∈ 𝐿𝑝(Ω) и 𝑢𝑗 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) для 𝑗 = 1, 2, . . ., то 𝑣 = 0.

Так как 𝐶∞
0 (Ω) ⊂ 𝐷(𝐺(𝑝)) и согласно лемме 5 (см. (37)) 𝐷(𝐺(𝑝)) = 𝑅(𝐹(𝑝)), то 𝑢𝑗 ∈ 𝑅(𝐹(𝑝))

для 𝑗 = 1, 2, . . .. Следовательно, существуют функции 𝑣𝑗 ∈ 𝐿𝑝(Ω), 𝑗 = 1, 2, . . ., такие, что
𝑢𝑗 = 𝐹(𝑝)𝑣𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . .. Поэтому

𝐿𝐹(𝑝)𝑣𝑗 −→
𝑝
𝑣 и 𝐹(𝑝)𝑣𝑗 −→

𝑝
0 при 𝑗 −→ +∞.

Далее применяя лемму 6 (см. (39)) имеем

𝐿𝐹(𝑝)𝑣𝑗 =
(︀
𝐸 + Γ(𝑝)

)︀
𝑣𝑗 −→

𝑝
𝑣, 𝐹(𝑝)𝑣𝑗 −→

𝑝
0 при 𝑗 −→ +∞.

Отсюда в силу обратимости оператора
(︀
𝐸 + Γ(𝑝)

)︀
следует, что

𝑣𝑗 −→
𝑝

(︀
𝐸 + Γ(𝑝)

)︀−1
𝑣, 𝐹(𝑝)𝑣𝑗 −→

𝑝
0 при 𝑗 −→ +∞. (41)

Так как 𝐹(𝑝) – замкнутый непрерывный оператор, то из 𝑣𝑗 −→
𝑝
𝑤, 𝐹(𝑝)𝑣𝑗 −→

𝑝
0 при 𝑗 −→ +∞

следует, что 𝐹(𝑝)𝑤 = 0. Поэтому из (40) получаем 𝐹(𝑝)

(︀
𝐸 + Γ(𝑝)

)︀−1
𝑣 = 0. Отсюда в силу

равенства (37) имеем
(︀
𝐸 + Γ(𝑝)

)︀−1
𝑣 = 0, то есть 𝑣 = 0, что и требовалось доказать.

Таким образом, доказано, что оператор 𝐿 = 𝐿(·, 𝐷), 𝐷(𝐿) = 𝐶∞
0 (Ω), имеет в пространстве

𝐿𝑝(Ω), 1 < 𝑝 <∞, замыкание. Это замыкание обозначим через 𝐿(𝑝).
Далее докажем равенство

ker𝐿(𝑝) = 0. (42)
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Пусть 𝐿(𝑝)𝑣 = 0. Существует последовательность {𝑢𝑗}∞𝑗=1 ⊂ 𝐶∞
0 (Ω) такая, что

𝑢𝑗 −→
𝑝
𝑣, 𝐿𝑢𝑗 −→

𝑝
0 при 𝑗 −→ +∞. (43)

Так как (см. (37)) 𝐶∞
0 (Ω) ⊂ 𝐷(𝐺(𝑝)) = 𝑅(𝐹(𝑝)), то функции 𝑢𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . ., можно представить

в виде 𝑢𝑗 = 𝐹(𝑝)𝑣𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . .. Подставляя это в (42) имеем

𝐹(𝑝)𝑣𝑗 −→
𝑝
𝑣, 𝐿𝐹(𝑝)𝑣𝑗 −→

𝑝
0 при 𝑗 −→ +∞.

Отсюда в силу леммы 6 получим
(︀
𝐸 + Γ(𝑝)

)︀
𝑣𝑗 −→

𝑝
0 при 𝑗 −→ +∞. Поскольку

(︀
𝐸 + Γ(𝑝)

)︀
– об-

ратимый оператор, то 𝑣𝑗 −→
𝑝

0 при 𝑗 −→ +∞. Таким образом, 𝐹(𝑝)𝑣𝑗 −→
𝑝
𝑣, 𝑣𝑗 −→

𝑝
0 при 𝑗 −→ +∞.

Отсюда в силу замкнутости оператора 𝐹(𝑝) находим 𝐹(𝑝)𝑣 = 0. Следовательно (см. лемму 5),
𝑣 = 0. Равенство (41) доказано.

Далее, в силу равенства (39), поступая так же, как в доказательстве леммы 3, дока-
зывается, что 𝐿(𝑝)𝐹(𝑝) = 𝐸 + Γ(𝑝). Так как 𝑅

(︀
𝐸 + Γ(𝑝)

)︀
= 𝐿𝑝(Ω), то отсюда следует, что

𝑅
(︀
𝐿(𝑝)𝐹(𝑝)

)︀
= 𝐿𝑝(Ω). Далее учитывая 𝑅

(︀
𝐿(𝑝)𝐹(𝑝)

)︀
⊆ 𝑅

(︀
𝐿(𝑝)

)︀
⊆ 𝐿𝑝(Ω) получим

𝑅
(︀
𝐿(𝑝)

)︀
= 𝐿𝑝(Ω). (44)

Отсюда и из (41) следует существование обратного оператора 𝐿−1
(𝑝).

Так как
⃦⃦
Γ(𝑝)

⃦⃦
≤ 1/2, то

(︀
𝐸 + Γ(𝑝)

)︀
– обратимый оператор и

⃦⃦⃦(︀
𝐸 + Γ(𝑝)

)︀−1
⃦⃦⃦
≤ 1. Положим

𝒥 =
(︀
𝐸 + Γ(𝑝)

)︀−1 − 𝐸. Используя равенство 𝐿(𝑝)𝐹(𝑝) = 𝐸 + Γ(𝑝) имеем

𝐿−1
(𝑝) = 𝐹(𝑝)(𝐸 + 𝒥 ), (45)

где 𝒥 ∈ L𝑝[Ω] и ‖𝒥 ‖𝑝 < 1. Теорема 1 доказана.

5. Доказательство теоремы 2

Сначала докажем неравенство⃦⃦⃦
𝑎𝑘𝐷

𝑘𝐹
⃦⃦⃦
𝑝
≤ 𝐶1 < +∞, |𝑘| ≤ 2𝑟, (46)

где оператор 𝐹 определен равенством (12).
Представим оператор 𝑎𝑘𝐷𝑘𝐹 в виде

𝑎𝑘𝐷
𝑘𝐹 = 𝐹

(𝑘)
* + 𝐹

(𝑘)
** , (47)

где

𝐹
(𝑘)
* =

+∞∑︁
𝑚=1

𝜓𝑚𝑎𝑘Φ
(𝑘)
𝑚 𝜓𝑚, 𝐹

(𝑘)
** =

+∞∑︁
𝑚=1

[︁
𝑎𝑘𝐷

𝑘, 𝜓𝑚

]︁
Φ𝑚𝜓𝑚, (48)

Φ
(𝑘)
𝑚 – псевдодифференциальный оператор в 𝑅𝑛 с символом 𝑠𝑘𝐿−1

𝑚 (𝑠).

Далее оценим норму оператора 𝐹 (𝑘)
* . Для этого представим оператор 𝐹 (𝑘)

* в виде

𝐹
(𝑘)
* =

+∞∑︁
𝑚=1

𝜓𝑚

(︁
𝑎𝑘(𝑥)− 𝑎𝑘

(︁
𝑥(𝑚, 𝑘)

)︁)︁
Φ(𝑘)
𝑚 𝜓𝑚 +

+∞∑︁
𝑚=1

𝜓𝑚𝑎𝑘

(︁
𝑥(𝑚, 𝑘)

)︁
Φ(𝑘)
𝑚 𝜓𝑚.
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Применяя лемму 2.2 из [16], получаем⃦⃦⃦
𝐹

(𝑘)
*

⃦⃦⃦
𝑝
≤𝑀1 (C1, 𝑘 + C2, 𝑘) , (49)

где

C1, 𝑘 = sup
𝑚=1, 2, ...

⃦⃦⃦
𝜓𝑚

(︁
𝑎𝑘(𝑥)− 𝑎𝑘

(︁
𝑥(𝑚, 𝑘)

)︁)︁
Φ(𝑘)
𝑚 𝜓𝑚

⃦⃦⃦
𝑝
, C2, 𝑘 = sup

𝑚=1, 2, ...

⃦⃦⃦
𝜓𝑚𝑎𝑘

(︁
𝑥(𝑚, 𝑘)

)︁
Φ(𝑘)
𝑚 𝜓𝑚

⃦⃦⃦
𝑝
.

Поступая также, как при оценке нормы оператора Γ0 в доказательстве леммы 3, получаем⃦⃦⃦
𝜓𝑚

(︁
𝑎𝑘(𝑥)− 𝑎𝑘

(︁
𝑥(𝑚, 𝑘)

)︁)︁
Φ(𝑘)
𝑚 𝜓𝑚

⃦⃦⃦
𝑝
≤𝑀11 sup

⃒⃒⃒(︁
𝑎𝑘(𝑥)− 𝑎𝑘

(︁
𝑥(𝑚, 𝑘)

)︁)︁
𝑠𝑘𝐿−1

𝑚 (𝑠)
⃒⃒⃒
≤

≤𝑀12 sup
⃒⃒⃒(︁
𝑎𝑘(𝑥)− 𝑎𝑘

(︁
𝑥(𝑚, 𝑘)

)︁)︁
𝑠𝑘𝐿−1(𝑥, 𝑠)

⃒⃒⃒
≤ 𝜏 𝑀13,

где верхняя грань берется по 𝑥 ∈ supp 𝜓𝑚, 𝑠 ∈ 𝑅𝑛. Таким образом, C1, 𝑘 ≤𝑀13𝜏, |𝑘| ≤ 2𝑟, где
𝑀13 – некоторая положительная постоянная.

Из (17) и условия (3) следует, что⃒⃒⃒
𝑎𝑘

(︁
𝑥(𝑚, 𝑘)

)︁
𝑠𝑘𝐿−1

𝑚 (𝑠)
⃒⃒⃒
≤𝑀14

для всех 𝑠 ∈ 𝑅𝑛, 𝑚 = 1, 2, 3, . . .. Отсюда в силу леммы 2.3 из [16] имеем

C2, 𝑘 ≤𝑀15 sup
𝑚=1,2,3,...

sup
𝑠∈𝑅𝑛

⃒⃒⃒
𝑎𝑘

(︁
𝑥(𝑚, 𝑘)

)︁
𝑠𝑘𝐿−1

𝑚 (𝑠)
⃒⃒⃒
≤𝑀15𝑀14.

Далее учитывая (48) имеем

‖𝐹 (𝑘)
* ‖𝑝 ≤𝑀16 < +∞, (50)

где 𝑀16 – положительная постоянная, зависящая от 𝑟, 𝑛, 𝑝, κ, 𝛿, 𝜆.
Представим оператор 𝐹 (𝑘)

** в виде

𝐹
(𝑘)
** =

+∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑘′+𝑘′′=𝑘,

𝑘′ ̸=0

𝐶(𝑘′, 𝑘′′)𝑎𝑘(𝑥)𝜓
(𝑘′)
𝑚 Φ(𝑘′′)

𝑚 𝜓𝑚,

где 𝐶(𝑘′, 𝑘′′) – постоянные числа, 𝜓(𝑘′)
𝑚 (𝑥) = 𝐷𝑘′

𝑥 𝜓𝑚(𝑥) и Φ
(𝑘′′)
𝑚 – псевдодифференциальный

оператор в 𝑅𝑛 с символом 𝑠𝑘
′′
𝐿−1
𝑚 (𝑠).

Применяя лемму 2.2 из [16], получим⃦⃦⃦
𝐹

(𝑘)
**

⃦⃦⃦
𝑝
≤ Λ1/𝑝(𝑛, 𝜆)

∑︁
𝑘′+𝑘′′=𝑘,

𝑘′ ̸=0

C(𝑘)
(𝑘′, 𝑘′′),

где

C(𝑘)
(𝑘′, 𝑘′′) = sup

1, 2, ...

⃦⃦⃦
𝑎𝑘(𝑥)𝜓

(𝑘′)
𝑚 Φ(𝑘′′)

𝑚 𝜓𝑚

⃦⃦⃦
𝑝
.

Из утверждения п. 3 леммы 1, неравенства (17) и условия (II) следует, что

sup
𝑥∈supp𝜓𝑚

sup
𝑠∈𝑅𝑛

⃒⃒⃒
𝜓(𝑘′)
𝑚 (𝑥)𝑎𝑘(𝑥)𝑠

𝑘′′𝐿−1
𝑚 (𝑠)

⃒⃒⃒
≤

≤𝑀21 sup
𝑥∈supp𝜓𝑚

sup
𝑠∈𝑅𝑛

⃒⃒⃒
𝑎𝑘(𝑥)𝑔

𝑘′1
1 (𝑥)𝑔

𝑘′2
2 (𝑥) . . . 𝑔𝑘

′
𝑛
𝑛 (𝑥)𝑠𝑘

′′
𝐿−1
𝑚 (𝑠)

⃒⃒⃒
≤

≤𝑀22 sup
𝑥∈supp𝜓𝑚

sup
𝑠∈𝑅𝑛

⃒⃒⃒
𝑎𝑘(𝑥)𝑔

𝑘′1
1 (𝑥)𝑔

𝑘′2
2 (𝑥) . . . 𝑔𝑘

′
𝑛
𝑛 (𝑥)𝑠𝑘

′′
𝐿−1(𝑥, 𝑠)

⃒⃒⃒
≤ 𝜏𝑀22 < +∞.



О разделимости одного класса дифференциальных операторов. . . 99

Далее учитывая неравенство ⃦⃦⃦
Φ(𝑘′′)
𝑚

⃦⃦⃦
𝑝
≤𝑀23 sup

𝑠∈𝑅𝑛

⃒⃒⃒
𝑠𝑘

′′
𝐿−1
𝑚 (𝑠)

⃒⃒⃒
,

имеем⃦⃦⃦
𝑎𝑘(𝑥)𝜓

(𝑘′)
𝑚 Φ(𝑘′′)

𝑚 𝜓𝑚

⃦⃦⃦
𝑝
≤𝑀23 sup

𝑥∈supp𝜓𝑚

sup
𝑠∈𝑅𝑛

⃒⃒⃒
𝜓(𝑘′)
𝑚 (𝑥)𝑎𝑘(𝑥)𝑠

𝑘′′𝐿−1
𝑚 (𝑠)

⃒⃒⃒
≤ 𝜏𝑀22𝑀23 < +∞.

Таким образом ⃦⃦⃦
𝐹

(𝑘)
**

⃦⃦⃦
𝑝
≤𝑀24 < +∞, (51)

где 𝑀24 – некоторая положительная постоянная, зависящая только от 𝑟, 𝑛, 𝑝, κ, 𝛿, 𝜆.
В силу равенства (46) из (49) и (50) следует неравенство (45).
Далее докажем неравенство⃦⃦⃦

𝑎𝑘𝐷
𝑘𝑢; 𝐿𝑝(Ω)

⃦⃦⃦
≤ 𝐶2 ‖𝐿𝑢; 𝐿𝑝(Ω)‖ (1 < 𝑝 < +∞) (52)

для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω); 𝐶2 – некоторая положительная постоянная, не зависящая от 𝑢(𝑥).

Пусть 𝑢(𝑥) – произвольная функция из 𝐶∞
0 (Ω). Так как (см. лемму 5) 𝐶∞

0 (Ω) ⊂ 𝐷
(︀
𝐺(𝑝)

)︀
=

= 𝑅
(︀
𝐹(𝑝)

)︀
, то существует функция 𝑣 ∈ 𝐿𝑝(Ω) такая, что 𝑢 = 𝐹(𝑝)𝑣. Учитывая это, в силу

равенства 𝐿(𝑝)𝐹(𝑝) = 𝐸 + Γ(𝑝) имеем 𝑣 =
(︀
𝐸 + Γ(𝑝)

)︀−1
𝐿𝑢. Далее применяя неравенство (45)

имеем⃦⃦⃦
𝑎𝑘𝐷

𝑘𝑢; 𝐿𝑝(Ω)
⃦⃦⃦
=
⃦⃦⃦
𝑎𝑘𝐷

𝑘𝐹(𝑝)𝑣; 𝐿𝑝(Ω)
⃦⃦⃦
≤ 𝐶1 ‖𝑣; 𝐿𝑝(Ω)‖ =

= 𝐶1

⃦⃦⃦(︀
𝐸 + Γ(𝑝)

)︀−1
𝐿𝑢; 𝐿𝑝(Ω)

⃦⃦⃦
≤ 𝐶2 ‖𝐿𝑢; 𝐿𝑝(Ω)‖ .

Неравенство (51) доказано.
Из (12) следует, что (см. (I), (29))⃦⃦

𝐹(𝑝)

⃦⃦
𝑝
≤ Λ1/𝑝(𝑛, 𝜆) sup

𝑚=1, 2, ...
‖Φ𝑚‖𝑝 ≤𝑀 sup

𝑠∈𝑅𝑛

⃒⃒
𝐿−1
𝑚 (𝑠)

⃒⃒
≤𝑀*,

где постоянная 𝑀* > 0 зависит только от 𝑟, 𝑛, 𝑝, κ, 𝛿. Отсюда и из (44) следует ограничен-
ность оператора 𝐿−1

(𝑝). Поэтому существует положительная постоянная 𝐶0 такая, что

‖𝑢; 𝐿𝑝(Ω)‖ ≤ 𝐶0 ‖𝐿𝑢; 𝐿𝑝(Ω)‖ (𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω)) . (53)

Теперь применяя неравенства (51), (52) находим (см. (5))

‖𝑢; 𝑊𝑝;𝐿(Ω)‖ ≤ ‖𝑢; 𝐿𝑝(Ω)‖+
∑︁

|𝑘|≤2𝑟

⃦⃦⃦
𝑎𝑘𝐷

𝑘𝑢; 𝐿𝑝(Ω)
⃦⃦⃦
≤𝑀3 ‖𝐿𝑢; 𝐿𝑝(Ω)‖ .

Таким образом левое неравенство в (8) для всех 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (Ω) доказано. Правое неравенство в (8)

очевидно. Так как по определению
0
𝑊 𝑝;𝐿 (Ω) – пополнение класса 𝐶∞

0 (Ω) по норме (5) и 𝐿(𝑝)

– замыкание в 𝐿𝑝(Ω) оператора 𝐿 = 𝐿(·, 𝐷), 𝐷(𝐿) = 𝐶∞
0 (Ω), то из доказанного неравенства

по непрерывности следует, что 𝐷
(︀
𝐿(𝑝)

)︀
=

0
𝑊 𝑝, 𝐿 (Ω), и неравенство (8) имеет место для всех

𝑢 ∈ 𝐷
(︀
𝐿(𝑝)

)︀
.

Первая часть утверждения теоремы 2 доказана.
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Далее докажем, что всякая функция 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω), удовлетворяющая условию

∑︁
|𝑘|≤2𝑟

(︃ ∞∑︁
𝑚=1

∫︁
Ω

⃒⃒⃒
𝑎𝑘

(︁
𝑥(𝑚, 𝑘)

)︁
𝜓2
𝑚(𝑥)𝐷

𝑘
𝑥𝑢(𝑥)

⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥

)︃
< +∞, (54)

принадлежит области определения оператора 𝐿(𝑝).
Пусть 𝐺(𝑥, 𝐷𝑥) – вспомогательное дифференциальное выражение, определенное равен-

ствами (14), (15) и 𝐺(𝑝) – замыкание оператора 𝐺(𝑥, 𝐷𝑥), 𝐷(𝐺) = 𝐶∞
0 (Ω) в 𝐿𝑝(Ω).

Так как коэффициенты ̃︀𝑎𝑘(𝑥) выражения 𝐺(𝑥, 𝐷𝑥) достаточно гладкие, то можно опреде-
лить выражение 𝐺′(𝑥, 𝐷𝑥) сопряженное к 𝐺(𝑥, 𝐷𝑥). Через 𝐺′

(𝑞) обозначим замыкание опера-
тора 𝐺′(𝑥, 𝐷𝑥), 𝐷(𝐺′) = 𝐶∞

0 (Ω) в пространстве 𝐿𝑞(Ω), 𝑞 = 𝑝/(𝑝− 1).
Из (14), (15) имеем

‖𝐺𝑢; 𝐿𝑝(Ω)‖ ≤
∑︁

|𝑘|≤2𝑟

∞∑︁
𝑚=1

(︂∫︁
Ω

⃒⃒⃒
𝑎𝑘

(︁
𝑥(𝑚, 𝑘)

)︁
𝜓2
𝑚(𝑥)𝐷

𝑘
𝑥𝑢(𝑥)

⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥

)︂1/𝑝

.

Отсюда в силу условия (53) получим 𝐺𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω). Теперь в силу пункта (г) леммы 2.6 работы

[16] из 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω) и 𝐺𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω) следует, что 𝑢 ∈ 𝐷
(︁(︁
𝐺′

(𝑞)

)︁*)︁
и в силу (33) 𝑢 ∈ 𝐷

(︀
𝐺(𝑝)

)︀
. Так

как (см. (37)) 𝐷
(︀
𝐺(𝑝)

)︀
= 𝑅

(︀
𝐹(𝑝)

)︀
, то 𝑢 ∈ 𝑅

(︀
𝐹(𝑝)

)︀
. Отсюда в силу равенства

𝐷
(︀
𝐿(𝑝)

)︀
= 𝑅

(︀
𝐹(𝑝)

)︀
(55)

следует, что 𝑢 ∈ 𝐷
(︀
𝐿(𝑝)

)︀
.

Докажем равенство (54). Пусть 𝑣(𝑥) – произвольный элемент из 𝑅
(︀
𝐹(𝑝)

)︀
. Тогда существует

функция 𝑤(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω) такая, что 𝑣(𝑥) =
(︀
𝐹(𝑝)𝑤

)︀
(𝑥), 𝑥 ∈ Ω. Существует последовательность

функций 𝑤1(𝑥), 𝑤2(𝑥), . . . из 𝐶∞
0 (Ω) такая, что 𝑤𝑗 −→

𝑝
𝑤 и 𝐹𝑤𝑗 −→

𝑝
𝐹(𝑝)𝑤, при 𝑗 −→ +∞. Обо-

значим 𝑣𝑗 = 𝐹𝑤𝑗 . Тогда имеем 𝑤𝑗 −→
𝑝
𝑤 и 𝑣𝑗 −→

𝑝
𝑣 при 𝑗 −→ +∞. Так как {𝑤𝑗}∞𝑗=1 ⊂ 𝐶∞

0 (Ω), то

применяя лемму 6 имеем 𝐿𝐹𝑤𝑗 = (𝐸 + Γ)𝑤𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . .. В силу ограниченности оператора
(𝐸 + Γ) из 𝑤𝑗 −→

𝑝
𝑤, 𝑗 −→ +∞, следует, что (𝐸 + Γ)𝑤𝑗 −→

𝑝
(𝐸 + Γ)𝑤 при 𝑗 −→ +∞. Отсюда

ввиду равенства 𝐿(𝑝)𝐹(𝑝) = 𝐸 + Γ(𝑝) следует, что 𝐿𝐹𝑤𝑗 −→
𝑝
𝐿(𝑝)𝐹(𝑝)𝑤 при 𝑗 −→ +∞. Подстав-

ляя сюда 𝑣𝑗 = 𝐹𝑤𝑗 , 𝑣 = 𝐹(𝑝)𝑤 находим 𝑣𝑗 −→
𝑝
𝑣 и 𝐿𝑣𝑗 −→

𝑝
𝐿(𝑝)𝑣 при 𝑗 −→ +∞. Следовательно,

𝑣 ∈ 𝐷
(︀
𝐿(𝑝)

)︀
.

Таким образом, включение 𝑅
(︀
𝐹(𝑝)

)︀
⊂ 𝐷

(︀
𝐿(𝑝)

)︀
доказано. Обратное включение следует из

равенства 𝐿−1
(𝑝) = 𝐹(𝑝)(𝐸 + 𝒥 ), где 𝒥 ∈ L𝑝[Ω] и ‖𝒥 ‖𝑝 < 1. Равенство (54) доказано.

Далее докажем, что
𝑊 ′
𝑝, 𝐿(Ω) ⊂ 𝐷

(︀
𝐿(𝑝)

)︀
. (56)

Пусть 𝑢 ∈ 𝑊 ′
𝑝;𝐿(Ω). Тогда 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(Ω) ∩ 𝑂K и конечна норма (5). Выберем точки

𝑥(𝑚, 𝑘) ∈ supp𝜓𝑚, |𝑘| ≤ 2𝑟, 𝑚 = 1, 2, . . ., которые имеются в определении вспомогательно-
го дифференциального выражения 𝐺(𝑥, 𝐷𝑥) (см. (14), (15)), таким образом, чтобы для почти
всех 𝑥 ∈ supp𝜓𝑚 выполнялось неравенство

⃒⃒
𝑎𝑘(𝑥)𝐷

𝑘
𝑥𝑢(𝑥)

⃒⃒
≤ |𝑎𝑘(𝑥)| . Тогда учитывая конеч-

ность покрытия {supp𝜓𝑚}∞𝑚=1 области Ω (см. пункт 2) леммы 1) имеем

∑︁
|𝑘|≤2𝑟

(︃ ∞∑︁
𝑚=1

∫︁
Ω

⃒⃒⃒
𝑎𝑘

(︁
𝑥(𝑚, 𝑘)

)︁
𝜓2
𝑚(𝑥)𝐷

𝑘
𝑥𝑢(𝑥)

⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥

)︃
≤

≤ 2𝑝Λ(𝑛, 𝜆)
∑︁

|𝑘|≤2𝑟

∫︁
Ω

⃒⃒⃒
𝑎𝑘 (𝑥)𝐷

𝑘
𝑥𝑢(𝑥)

⃒⃒⃒𝑝
𝑑𝑥 ≤ 2𝑝Λ(𝑛, 𝜆) ‖𝑢; 𝑊𝑝;𝐿(Ω)‖ < +∞.
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Следовательно, условие (53) выполняется и 𝑢 ∈ 𝐷
(︀
𝐿(𝑝)

)︀
. Вложение (55) доказано.

Пусть выполнено условие гладкости (4). Тогда для любой функции 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿1, 𝑙𝑜𝑐(Ω) по
формуле (6) можно определить обобщенную функцию 𝑎𝑘 (𝑥)𝐷

𝑘
𝑥𝑢(𝑥). Следовательно, можно

определить и пространства𝑊𝑝, 𝐿(Ω), 𝒲𝑝, 𝐿(Ω). Заметим, что норма в пространствах
0
𝑊 𝑝, 𝐿 (Ω),

𝑊 ′
𝑝, 𝐿(Ω), 𝑊𝑝, 𝐿(Ω) определяется одним и тем же равенством (5). Поэтому с помощью рас-

суждений аналогичных доказательству вложения (55) можно показать, что для любой функ-
ции 𝑢 ∈ 𝑊𝑝, 𝐿(Ω) выполняется условие (53), и следовательно 𝑢 ∈ 𝐷

(︀
𝐿(𝑝)

)︀
, то есть имеет

место вложение 𝑊𝑝, 𝐿(Ω) ⊂ 𝐷
(︀
𝐿(𝑝)

)︀
. Так как

0
𝑊 𝑝, 𝐿 (Ω) ⊂ 𝑊𝑝, 𝐿(Ω) и 𝐷

(︀
𝐿(𝑝)

)︀
=

0
𝑊 𝑝, 𝐿 (Ω), то

0
𝑊 𝑝, 𝐿 (Ω) =𝑊𝑝, 𝐿(Ω). Равенство

0
𝒲𝑝, 𝐿 (Ω) = 𝐷

(︀
𝐿(𝑝)

)︀
непосредственно следует из определения

оператора 𝐿(𝑝) и пространства
0
𝒲𝑝, 𝐿 (Ω). Равенство (9) доказано.

6. Доказательство теоремы 3

Непосредственными вычислениями доказывается следующая лемма.
Лемма 7. Пусть символ

𝐴(𝑥, 𝑠) =
∑︁

|𝑘|≤2𝑟

𝑎𝑘(𝑥)𝑠
𝑘 (𝑥 ∈ Ω, 𝑠 ∈ 𝑅𝑛)

принадлежит классу 𝐵(𝜏1,
−→𝑔 ,Ω), 𝜏1 ∈ (0, 1), и пусть коэффициенты 𝑏𝑘(𝑥) символа

𝐴0(𝑥, 𝑠) =
∑︁

|𝑘|≤2𝑟

𝑏𝑘(𝑥)𝑠
𝑘 (𝑥 ∈ Ω, 𝑠 ∈ 𝑅𝑛)

удовлетворяют условию∑︁
𝑘′+𝑘′′=𝑘,
|𝑘|≤2𝑟

⃒⃒⃒
𝑏𝑘(𝑥)𝑠

𝑘′𝑔
𝑘′′1
1 (𝑥)𝑔

𝑘′′2
2 (𝑥) . . . 𝑔𝑘

′′
𝑛
𝑛 (𝑥)

⃒⃒⃒
≤ 𝜏2|𝐴(𝑥, 𝑠)|, 𝜏2 ∈ (0, 1/2),

для всех 𝑥 ∈ Ω, 𝑠 ∈ 𝑅𝑛.
Тогда символ 𝐴1(𝑥, 𝑠) = 𝐴(𝑥, 𝑠) + 𝐴0(𝑥, 𝑠) принадлежит классу 𝐵(𝜏3,

−→𝑔 ,Ω), где 𝜏3 ≥
≥ 𝜏1 + 6𝜏2.

Обозначим через 𝐿′(𝑥, 𝑠) символ дифференциального выражения 𝐿′(𝑥, 𝐷𝑥), сопряженного
к дифференциальному выражению 𝐿(𝑥, 𝐷𝑥).

Лемма 8. Существует число 𝜇 ∈ (0, 1/4), зависящее только от 𝑟 и 𝑛, такое, что если

𝐿(𝑥, 𝑠) ∈ B(𝜏,−→𝑔 ,Ω), 𝜏 ∈ (0, 𝜇), то 𝐿′(𝑥, 𝑠) ∈ 𝐵

(︂
8𝜏

𝜇
,−→𝑔 ,Ω

)︂
. Если при этом выполняется

неравенство ∑︁
|𝑘|≤2𝑟

⃒⃒⃒
𝑎𝑘(𝑥)𝑠

𝑘
⃒⃒⃒
≤ κ |𝐿(𝑥, 𝑠)| (𝑥 ∈ Ω, 𝑠 ∈ 𝑅𝑛) ,

то ∑︁
|𝑘|≤2𝑟

⃒⃒⃒
𝑎′𝑘(𝑥)𝑠

𝑘
⃒⃒⃒
≤ κ′ |𝐿′(𝑥, 𝑠)| (𝑥 ∈ Ω, 𝑠 ∈ 𝑅𝑛) ,

где κ′ = 4κ + 3 и 𝑎′𝑘(𝑥) – коэффициенты символа 𝐿′(𝑥, 𝑠).
Доказательство основано на применении леммы 7.
Далее докажем, что в условиях теоремы 3 имеет место равенство

ker
(︁
𝐿′
(𝑞)

)︁*
= 0. (57)
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Сначала рассмотрим случай, когда выполняется условие (IVа). В этом случае 𝐿(𝑥, 𝐷𝑥) –
симметричное дифференциальное выражение, то есть 𝐿′(𝑥, 𝐷𝑥) = 𝐿(𝑥, 𝐷𝑥). Поэтому к опе-
ратору 𝐿′ = 𝐿′(𝑥, 𝐷𝑥), 𝐷(𝐿′) = 𝐶∞

0 (Ω), можно применить теорему 1. Тогда (см. (41), (43))

ker
(︁
𝐿′
(𝑞)

)︁
= 0, 𝑅

(︁
𝐿′
(𝑞)

)︁
= 𝐿𝑞(Ω). Так как 𝑅

(︁
𝐿′
(𝑞)

)︁
⊕ ker

(︁
𝐿′
(𝑞)

)︁*
= 𝐿𝑞(Ω), то отсюда следует

(56).
Теперь рассмотрим случай, когда выполняется условие (IVб). В этом случае подбираем

число 𝑡0 = 𝑡0(𝑟, 𝑛, 𝑝, 𝐾) > 0 следующим образом

𝑡0 =
𝜇

8
min {𝑡3(𝑟, 𝑛, 𝑝, κ), 𝜏0(𝑟, 𝑛, 𝑝, κ)} ,

где число 𝜇 > 0 – такое же как в лемме 8, 𝑡3 = 𝑡3(𝑟, 𝑛, 𝑝, κ) – положительное число, опре-
деленное в лемме 6, 𝜏0(𝑟, 𝑛, 𝑝, κ) – положительное число, определенное в теореме 1. Тогда
𝐿(𝑥, 𝑠) ∈ 𝐵(𝜏,−→𝑔 ,Ω) при 𝜏 ∈ (0, 𝑡0) и в силу леммы 8 имеем 𝐿′(𝑥, 𝑠) ∈ 𝐵(𝜏,−→𝑔 ,Ω). Следова-
тельно к оператору 𝐿′ = 𝐿′(𝑥, 𝐷𝑥), 𝐷(𝐿′) = 𝐶∞

0 (Ω), заданному в пространстве 𝐿𝑞(Ω), можно

применить теорему 1. Поэтому (см. (43)) 𝑅
(︁
𝐿′
(𝑞)

)︁
= 𝐿𝑞(Ω) и следовательно ker

(︁
𝐿′
(𝑞)

)︁*
= 0.

Равенство (56) доказано в случае выполнения условия (IVб).
Так как 𝜏 < 𝑡3(𝑟, 𝑛, 𝑝, κ), то к оператору 𝐿 = 𝐿(𝑥, 𝐷𝑥), 𝐷(𝐿) = 𝐶∞

0 (Ω), заданному
в пространстве 𝐿𝑝(Ω), можно применить теорему 1. Поэтому (см. (43)) 𝑅

(︀
𝐿(𝑝)

)︀
= 𝐿𝑝(Ω).

Отсюда и из (56) в силу пункта (в) леммы 2.6 из [16] следует равенство
(︁
𝐿′
(𝑞)

)︁*
= 𝐿(𝑝). Теперь

из утверждения пункта (г) леммы 2.6 из [16] следует, что 𝑢(𝑥) ∈ 𝐷
(︁(︁
𝐿′
(𝑞)

)︁*)︁
= 𝐷

(︀
𝐿(𝑝)

)︀
тогда

и только тогда, когда 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω) и обобщенная функция

(𝐿(𝑥, 𝐷𝑥)𝑢) (𝑥) =
∑︁

|𝑘|≤2𝑟

𝑎𝑘(𝑥)𝐷
𝑘
𝑥𝑢(𝑥)

принадлежит пространству 𝐿𝑝(Ω). Следовательно,

𝐷
(︀
𝐿(𝑝)

)︀
= 𝒲𝑝, 𝐿(Ω). (58)

Далее, применяя теорему 2, имеем

𝐷
(︀
𝐿(𝑝)

)︀
=𝑊𝑝, 𝐿(Ω) =

0
𝑊 𝑝, 𝐿 (Ω). (59)

Следовательно
𝐷
(︀
𝐿(𝑝)

)︀
=𝑊𝑝, 𝐿(Ω) = 𝒲𝑝, 𝐿(Ω). (60)

Равенство (10) теоремы 3 следует из (57), (58).
Далее покажем, что из (59) следует разделимость дифференциального выражения

𝐿(𝑥, 𝐷𝑥) (см. определение 1). Пусть функция 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω) такая, что 𝐿(𝑥, 𝐷𝑥)𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω).
Тогда из определения функционального пространства (см. (7)) 𝒲𝑝, 𝐿(Ω) следует, что 𝑢(𝑥) ∈
∈ 𝒲𝑝, 𝐿(Ω). Так как 𝑊𝑝, 𝐿(Ω) = 𝒲𝑝, 𝐿(Ω), то 𝑢(𝑥) ∈ 𝑊𝑝, 𝐿(Ω), то есть ‖𝑢; 𝑊𝑝;𝐿(Ω)‖ < +∞. От-
сюда в силу равенства (5) следует, что 𝑎𝑘(𝑥)𝐷𝑘

𝑥𝑢(𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω) для всех мультииндексов 𝑘 ∈ K .
Разделимость дифференциального выражения 𝐿(𝑥, 𝐷𝑥) доказана, что и завершает доказа-
тельство теоремы 3.

7. Заключение

В работе найдены некоторые достаточные условия разделимости эллиптических опера-
торов высшего порядка в произвольной (ограниченной или неограниченной) области, коэф-
фициенты которых имеют нестепенное вырождение на границе области. Попутно установле-
ны соответствующие весовые интегральные неравенства, которые могут найти приложения в
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теории нормированных пространств дифференцируемых функций многих вещественных пере-
менных. Доказанные в работе теоремы об обратимости вспомогательных дифференциальных
операторов позволяют в дальнейшем исследовать разрешимость некоторых граничных задач
для эллиптических уравнений с вырождением.
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Аннотация

В статье рассматриваются линейные обыкновенные дифференциальное уравнения вто-
рого порядка с переменными коэффициентами (исходные уравнения). Наряду с каждым
исходным уравнением рассматривается точно такое же уравнение только с постоянны-
ми коэффициентами (сопутствующее уравнение). Показано, что общее решение исходного
уравнения представляется в интегральной форме через общее решение сопутствующего
уравнения и фундаментальное решение исходного уравнения. Фундаментальное решение
находится методом возмущений в виде бесконечного ряда. Исследована сходимость ряда.
В качестве конкретного примера применения разработанной методики рассматривается
уравнение Чебышева.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения второго порядка, уравнения с перемен-
ными коэффициентами, методы осреднения, интегральные формулы.
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1. Введение

Многие процессы в неоднородных средах описываются обыкновенными дифференциаль-
ными уравнениями с переменными коэффициентами. В зависимости от коэффициентов они
могут иметь аналитические решения. Решениями некоторых таких уравнений являются спе-
циальные функции. В частности, классические ортогональные многочлены являются реше-
ниями однородных линейных обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка
с переменными коэффициентами [1, стр. 49]. В большинстве случаев, для нахождения ре-
шений уравнений с переменными коэффициентами, приходится прибегать либо к численным
методам, либо к различным приближенным способам. В случае периодических коэффициен-
тов хорошие результаты дает метод малого геометрического параметра Бахвалова-Победри

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства образования и науки Российской Феде-
рации (проект 14.577.21.0271, уникальный идентификатор проекта RFMEFI57717X0271). ФГБОУ ВПО "ТГПУ
им. Л.Н.Толстого - получатель субсидии Министерства образования и науки.
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[2, 3]. Очень часто прикладные задачи механики и физики сводятся к решению нелинейных
уравнений. Одним из способов решения нелинейных задач является метод последователь-
ных приближений, заключающийся в том, что на каждом шаге приходится решать линейные
уравнения с переменными коэффициентами [4, 5, 6]. В предлагаемой работе рассматривает-
ся метод решения линейных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами,
основанный на интегральном представлении искомого решения через решение уравнения того
же типа, но с постоянными коэффициентами. В интегральном представлении существенную
роль играет фундаментальное решение исходного уравнения с переменными коэффициентами,
которое находится аналитически методом возмущений [5, 7].

2. Исходное и сопутствующее уравнения. Интегральная форму-
ла.

Рассмотрим исходное обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка с пе-
ременными коэффициентами [8]

𝑓2(𝑥)𝑢
′′ + 𝑓1(𝑥)𝑢

′ + 𝑓0(𝑥)𝑢+ 𝑓(𝑥) = 0 , 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) (1)

Если функция 𝑓2(𝑥), при любом 𝑥, не обращается в нуль, то уравнение (1) можно свести
к самосопряженной форме [9, стр. 241], которое также будем называть исходным уравнением[︀

𝐶(𝑥)𝑢′
]︀′
+ 𝑞(𝑥)𝑢+𝑋(𝑥) = 0 , (2)

𝐶 = exp

∫︁
𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
𝑑𝑥 , 𝑞 =

𝑓0
𝑓2

exp

∫︁
𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
𝑑𝑥 , 𝑋 =

𝑓0
𝑓2

exp

∫︁
𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
𝑑𝑥.

Будем считать, что коэффициент 𝐶(𝑥) > 0, причем 𝐶𝑚𝑖𝑛 6 𝐶(𝑥) 6 𝐶𝑚𝑎𝑥, а коэффициент
𝑞(𝑥) ограничен и может быть как положителен, так и отрицателен в зависимости от перемен-
ной 𝑥, то есть 𝑞𝑚𝑖𝑛 6 |𝑞(𝑥)| 6 𝑞𝑚𝑎𝑥

Пусть 𝐺(𝑥, 𝜉) — фундаментальное решение уравнения (2), то есть 𝐺(𝑥, 𝜉) удовлетворяет
следующему уравнению

𝑑

𝑑𝑥

[︂
𝐶(𝑥)

𝑑𝐺(𝑥, 𝜉)

𝑑𝑥

]︂
+ 𝑞(𝑥)𝐺(𝑥, 𝜉) + 𝛿(𝑥− 𝜉) = 0 , 𝑥, 𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏) , (3)

где 𝛿(𝑥−𝜉)— обобщенная дельта-функция Дирака [10, стр. 194], [11]. Уравнение (3) понимается
в обобщенном смысле, то есть в смысле интегрального тождества С.Л. Соболева. Уравнение
(2) при разрывных коэффициентах 𝐶(𝑥), 𝑞(𝑥) также является обобщенным [2, стр. 30-35].

Пусть 𝑣(𝑥) — решение так называемого сопутствующего уравнения с постоянными коэф-
фициентами 𝐶𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. и 𝑞𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

𝐶𝑜𝑣
′′(𝑥) + 𝑞𝑜𝑣(𝑥) +𝑋(𝑥) = 0 , 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) (4)

Во всех трех уравнениях область определения одна и та же — [𝑎, 𝑏]. В исходном и сопут-
ствующем уравнении одинаковые свободные члены.

2.1. Интегральная формула представления решения исходного уравнения
через решение сопутствующего уравнения.

Воспользуемся результатами работы [12] и представим решение 𝑢(𝑥) исходного уравнения
(2) с переменными коэффициентами через решение сопутствующего уравнения (4) и фунда-
ментальное решение (3) следующим образом:

𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) +

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝐺(𝑥, 𝜉)

𝑑𝜉
𝐶(𝜉) 𝑣′(𝜉)𝑑𝜉 −

𝑏∫︁
𝑎

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑞(𝜉)𝑣(𝜉)𝑑𝜉 , (5)
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где 𝐶(𝜉) = 𝐶𝑜 − 𝐶(𝜉), 𝑞(𝜉) = 𝑞𝑜 − 𝑞(𝜉).
Подстановкой выражения (5) в исходное уравнение (2) убеждаемся, что оно удовлетворя-

ется. В самом деле, пусть

ℒ(∙) ≡
[︀
𝐶(𝑥)(∙)′

]︀′
+ 𝑞(𝑥)(∙) , ℒ𝑜(∙) ≡ 𝐶𝑜(∙)′′ + 𝑞𝑜(∙)

— исходный и сопутствующий операторы. Тогда

ℒ(𝑢) +𝑋(𝑥) = ℒ(𝑣) +
𝑏∫︁
𝑎

𝑑ℒ(𝐺(𝑥, 𝜉))
𝑑𝜉

𝐶(𝜉) 𝑣′(𝜉)𝑑𝜉 −
𝑏∫︁
𝑎

ℒ(𝐺(𝑥, 𝜉))𝑞(𝜉)𝑣(𝜉)𝑑𝜉 +𝑋(𝑥) =

= ℒ(𝑣)−
𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝛿(𝑥− 𝜉)

𝑑𝜉
𝐶(𝜉) 𝑣′(𝜉)𝑑𝜉 +

𝑏∫︁
𝑎

𝛿(𝑥− 𝜉)𝑞(𝜉)𝑣(𝜉)𝑑𝜉 +𝑋(𝑥) =

= ℒ(𝑣) + 𝑑

𝑑𝑥

[︀
𝐶(𝜉) 𝑣′(𝑥)

]︀
+ 𝑞(𝜉)𝑣(𝑥) +𝑋(𝑥) = ℒ(𝑣) + ℒ𝑜(𝑣)− ℒ(𝑣) +𝑋(𝑥) =

= ℒ𝑜(𝑣) +𝑋(𝑥) = 0

2.2. Общее решение сопутствующего уравнения.

Общее решение сопутствующего уравнения (5) имеет вид:

𝑣(𝑥) = 𝐾1𝑒
𝑖𝜆𝑜𝑥 +𝐾2𝑒

−𝑖𝜆𝑜𝑥 + 𝜙(𝑥) ; 𝜆𝑜 =

√︂
𝑞𝑜
𝐶𝑜

, (6)

где 𝑖 — комплексная единица, 𝐾1 и 𝐾2 — произвольные комплексные константы, а 𝜙(𝑥) —
частное решение сопутствующего уравнения (5) с постоянными коэффициентами

𝜙(𝑥) =
𝑖

2𝜆𝑜𝐶𝑜

[︂
𝑒𝑖𝜆𝑜𝑥

∫︁
𝑋(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑜𝑥𝑑𝑥− 𝑒−𝑖𝜆𝑜𝑥

∫︁
𝑋(𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑜𝑥𝑑𝑥

]︂
(7)

В формулах (6) и (7) можно выделить действительное решение. В случае 𝑞𝑜 > 0

𝑣(𝑥) = 𝐾1 cos(𝜆𝑜𝑥) +𝐾2 sin(𝜆𝑜𝑥) + 𝜙(𝑥) ; 𝜆𝑜 =

√︂
𝑞𝑜
𝐶𝑜

, (8)

𝜙(𝑥) = − 1

2𝜆𝑜𝐶𝑜

[︂
sin(𝜆𝑜𝑥)

∫︁
𝑋(𝑥) cos(𝜆𝑜𝑥)𝑑𝑥− cos(𝜆𝑜𝑥)

∫︁
𝑋(𝑥) sin(𝜆𝑜𝑥)𝑑𝑥

]︂
(9)

Если же 𝑞𝑜 < 0, тогда

𝑣(𝑥) = 𝐾1𝑒
𝜆𝑜𝑥 +𝐾2𝑒

−𝜆𝑜𝑥 + 𝜙(𝑥) ; 𝜆𝑜 =

√︂
−𝑞𝑜
𝐶𝑜

, (10)

𝜙(𝑥) = − 1

2𝜆𝑜𝐶𝑜

[︂
𝑒𝜆𝑜𝑥

∫︁
𝑋(𝑥)𝑒−𝜆𝑜𝑥𝑑𝑥− 𝑒−𝜆𝑜𝑥

∫︁
𝑋(𝑥)𝑒𝜆𝑜𝑥𝑑𝑥

]︂
(11)

В формулах (7)-(11) 𝐾1 и 𝐾2 — произвольные действительные константы.
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2.3. Общее решение исходного уравнения

Подставив (6) в интегральную формулу (5), получим общее решение исходного урав-
нения (2)

𝑢(𝑥) = 𝐾1𝐴(𝑥) +𝐾2𝐵(𝑥) + Φ(𝑥) , (12)

где

𝐴(𝑥) = 𝑒𝑖𝜆𝑜𝑥 + 𝑖𝜆𝑜

𝑏∫︁
𝑎

𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉) 𝑒

𝑖𝜆𝑜𝜉𝑑𝜉 −
𝑏∫︁
𝑎

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑞(𝜉)𝑒𝑖𝜆𝑜𝜉𝑑𝜉 =

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
cos(𝜆𝑜𝑥)− 𝜆𝑜

𝑏∫︀
𝑎
𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉) sin(𝜆𝑜𝜉)𝑑𝜉 −

𝑏∫︀
𝑎
𝐺(𝑥, 𝜉)𝑞(𝜉) cos(𝜆𝑜𝜉)𝑑𝜉 , 𝑞𝑜 > 0

𝑒−𝜆𝑜𝑥 − 𝜆𝑜
𝑏∫︀
𝑎
𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉) 𝑒

−𝜆𝑜𝜉𝑑𝜉 −
𝑏∫︀
𝑎
𝐺(𝑥, 𝜉)𝑞(𝜉)𝑒−𝜆𝑜𝜉𝑑𝜉 , 𝑞𝑜 < 0

(13)

𝐵(𝑥) = 𝑒−𝑖𝜆𝑜𝑥 − 𝑖𝜆𝑜

𝑏∫︁
𝑎

𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉) 𝑒

−𝑖𝜆𝑜𝜉𝑑𝜉 −
𝑏∫︁
𝑎

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑞(𝜉)𝑒−𝑖𝜆𝑜𝜉𝑑𝜉 =

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
sin(𝜆𝑜𝑥)− 𝜆𝑜

𝑏∫︀
𝑎
𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉) cos(𝜆𝑜𝜉)𝑑𝜉 −

𝑏∫︀
𝑎
𝐺(𝑥, 𝜉)𝑞(𝜉) sin(𝜆𝑜𝜉)𝑑𝜉 , 𝑞𝑜 > 0

𝑒𝜆𝑜𝑥 + 𝜆𝑜
𝑏∫︀
𝑎
𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉) 𝑒

𝜆𝑜𝜉𝑑𝜉 −
𝑏∫︀
𝑎
𝐺(𝑥, 𝜉)𝑞(𝜉)𝑒𝜆𝑜𝜉𝑑𝜉 , 𝑞𝑜 < 0

(14)

Φ(𝑥) = 𝜙(𝑥) +

𝑏∫︁
𝑎

𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉)𝜙

′(𝜉)𝑑𝜉 −
𝑏∫︁
𝑎

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑞(𝜉)𝜙(𝜉)𝑑𝜉 (15)

2.4. Выбор коэффициентов сопутствующего уравнения

Постоянные коэффициенты 𝐶𝑜 и 𝑞𝑜 сопутствующего уравнения — это любые физически
допустимые константы. Целесообразно увязать их со свойствами исходной задачи, например,
положить их равными эффективным характеристикам [2, 3] так, что

𝐶𝑜 =
1⟨︀

1/𝐶
⟩︀ , 𝑞𝑜 =

⟨︀
𝑞
⟩︀
,

⟨︀
𝑓
⟩︀
≡ 1

𝑏− 𝑎

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (16)

В случае задачи Коши, среднее понимается как предельное значение при 𝑏 → ∞ [13, стр.
247-249].

3. Построение фундаментального решения исходного уравнения

Общее решение исходного уравнения находится по формулам (12), (13) если известно фун-
даментальное решение уравнения (3) с переменными коэффициентами. Однако задача отыс-
кания точного фундаментального решения, в общем случае зависимости коэффициентов от
координаты, вряд ли разрешима. Поэтому будем искать приближенное решение уравнения (3)
методом возмущений [5, 7]. Для этого перепишем уравнение (3) следующим образом:

𝑑

𝑑𝑥

[︂
𝐶(𝑥)

𝑑𝐺(𝑥, 𝜉)

𝑑𝑥

]︂
+ κ𝑞(𝑥)𝐺(𝑥, 𝜉) + 𝛿(𝑥− 𝜉) = 0 , (17)
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где κ — возмущающий параметр, который в окончательном результате положим равным 1.
Будем искать решение уравнения (17) в виде ряда по степеням параметра κ

𝐺(𝑥, 𝜉,κ) =
∞∑︁
𝑛=0

κ𝑛𝐺𝑛(𝑥, 𝜉) (18)

Подставим ряд (18) в уравнение (17), соберем коэффициенты при одинаковых степенях κ и
приравняем их к нулю. В результате получаем рекуррентную последовательность уравнений[︀

𝐶(𝑥)𝐺′
0(𝑥, 𝜉)

]︀′
+ 𝛿(𝑥− 𝜉) = 0 ,

[︀
𝐶(𝑥)𝐺′

𝑛(𝑥, 𝜉)
]︀′
+ 𝑞(𝑥)𝐺𝑛−1(𝑥, 𝜉) = 0 , 𝑛 > 0 (19)

Или

𝐺0(𝑥, 𝜉) = −
𝑥∫︁
𝑎

ℎ(𝑧 − 𝜉)

𝐶(𝑧)
𝑑𝑧 , 𝐺𝑛(𝑥, 𝜉) = −

𝑥∫︁
𝑎

𝑑𝑥1
𝐶(𝑥1)

𝑥1∫︁
𝑎

𝑞(𝑥2)𝐺𝑛−1(𝑥2, 𝜉)𝑑𝑥2 =

(20)

= (−1)𝑛+1

𝑥∫︁
𝑎

𝑑𝑥1
𝐶(𝑥1)

𝑥1∫︁
𝑎

𝑞(𝑥2)𝑑𝑥2 · · ·
𝑥2𝑛−2∫︁
𝑎

𝑑𝑥2𝑛−1

𝐶(𝑥2𝑛−1)

𝑥2𝑛−1∫︁
𝑎

𝑞(𝑥2𝑛)𝑑𝑥2𝑛

𝑥2𝑛∫︁
𝑎

ℎ(𝑧 − 𝜉)𝑑𝑧

𝐶(𝑧)
, 𝑛 > 0

Здесь ℎ(𝑥− 𝜉) — единичная обобщенная функция Хевисайда [11]. Константы интегрирова-
ния уравнений (19) полагаем равными нулю, поскольку нас устраивает любое фундаменталь-
ное решение исходного уравнения. Преобразуем выражение (20) для функции 𝐺0(𝑥, 𝜉)

𝐺0(𝑥, 𝜉) = −
𝑥∫︁
𝑎

ℎ(𝑧 − 𝜉)

𝐶(𝑧)
𝑑𝑧 = −

⎧⎪⎨⎪⎩
0 , 𝑥 < 𝜉
𝑥∫︀
𝜉

𝑑𝑧
𝐶(𝑧) , 𝑥 > 𝜉

= −ℎ(𝑥− 𝜉)

𝑥∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)
, (21)

Дифференцируя (21) по 𝜉, найдем обобщенную производную от 𝐺0(𝑥, 𝜉) по 𝜉, которая нам
понадобится в дальнейшем

𝜕𝐺0

𝜕𝜉
= − 𝜕

𝜕𝜉

[︃
ℎ(𝑥− 𝜉)

𝑥∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)

]︃
=
ℎ(𝑥− 𝜉)

𝐶(𝜉)
(22)

Используя формулы (21) и (22) перепишем выражения для коэффициентов 𝐺𝑛(𝑥, 𝜉) из (20)
и их производных по переменным 𝑥 и 𝜉 при 𝑛 > 1

𝐺𝑛(𝑥, 𝜉) = −(−1)𝑛ℎ(𝑥− 𝜉)

𝑥∫︁
𝜉

𝜓(𝑥1, 𝜉)𝑑𝑥1 · · ·
𝑥𝑛−1∫︁
𝜉

𝜓(𝑥𝑛, 𝜉)𝑑𝑥𝑛

𝑥𝑛∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)
; (23)

𝜕𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)

𝜕𝑥
= −(−1)𝑛

ℎ(𝑥− 𝜉)

𝐶(𝑥)

𝑥∫︁
𝜉

𝑞(𝑥1)𝑑𝑥1

𝑥1∫︁
𝜉

𝜓(𝑥2, 𝜉)𝑑𝑥2 · · ·
𝑥𝑛−1∫︁
𝜉

𝜓(𝑥𝑛, 𝜉)𝑑𝑥𝑛

𝑥𝑛∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)
;

𝜕𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)

𝜕𝜉
= (−1)𝑛

ℎ(𝑥− 𝜉)

𝐶(𝜉)

𝑥∫︁
𝜉

𝜓(𝑥1, 𝜉)𝑑𝑥1 · · ·
𝑥𝑛−1∫︁
𝜉

𝜓(𝑥𝑛, 𝜉)𝑑𝑥𝑛 , 𝑥0 ≡ 𝑥 .

Здесь для сокращения записи введено вспомогательное обозначение

𝜓(𝑥, 𝜉) =
1

𝐶(𝑥)

𝑥∫︁
𝜉

𝑞(𝑦)𝑑𝑦 , 𝜓′
𝜉(𝑥, 𝜉) = − 𝑞(𝜉)

𝐶(𝑥)
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Пользуясь этим обозначением, можно записать выражение (23) в виде рекуррентного со-
отношения

𝐺𝑛(𝑥, 𝜉) = −
𝑥∫︁
𝑎

𝜓(𝑦, 𝜉)𝐺𝑛−1(𝑦, 𝜉)𝑑𝑦 , (𝑛 > 0) ; 𝐺0(𝑥, 𝜉) = −ℎ(𝑥− 𝜉)

𝑥∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)
(24)

Подставив далее выражения (23) для 𝐺𝑛(𝑥, 𝜉) в ряд (18) и положив в нём κ = 1, полу-
чим фундаментальное решение исходного уравнения в виде бесконечного ряда. Причем, если
𝑞(𝑥) > 0, то это знакочередующийся ряд. Если же 𝑞(𝑥) < 0, то ряд будет знакопостоянным.
Итак:

𝐺(𝑥, 𝜉) = −ℎ(𝑥− 𝜉)

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
𝑥∫︁

𝜉

𝜓(𝑥1, 𝜉)𝑑𝑥1 · · ·
𝑥𝑛−1∫︁
𝜉

𝜓(𝑥𝑛, 𝜉)𝑑𝑥𝑛

𝑥𝑛∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)
, 𝑥0 = 𝑥 (25)

𝐺′
𝑥(𝑥, 𝜉) = −ℎ(𝑥− 𝜉)

𝐶(𝑥)

[︃
1 +

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
𝑥∫︁

𝜉

𝑞(𝑥1)𝑑𝑥1

𝑥1∫︁
𝜉

𝜓(𝑥2, 𝜉)𝑑𝑥2 · · ·
𝑥𝑛−1∫︁
𝜉

𝜓(𝑥𝑛, 𝜉)𝑑𝑥𝑛

𝑥𝑛∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)

]︃
;

𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉) =

ℎ(𝑥− 𝜉)

𝐶(𝜉)

[︃
1 +

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
𝑥∫︁

𝜉

𝜓(𝑥1, 𝜉)𝑑𝑥1 · · ·
𝑥𝑛−1∫︁
𝜉

𝜓(𝑥𝑛, 𝜉)𝑑𝑥𝑛

]︃

Пусть 𝐺(𝑛)(𝑥, 𝜉) — частичная сумма ряда (25), тогда

𝐺(𝑛+1)(𝑥, 𝜉) = 𝐺(𝑛)(𝑥, 𝜉)− ℎ(𝑥− 𝜉)(−1)𝑛
𝑥∫︁
𝜉

𝜓(𝑥1, 𝜉)𝑑𝑥1 · · ·
𝑥𝑛−1∫︁
𝜉

𝜓(𝑥𝑛, 𝜉)𝑑𝑥𝑛

𝑥𝑛∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)

Если 𝐶 = 𝐶𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡., а 𝑞 = 𝑞(𝑥) — переменная, тогда

𝑥∫︁
𝜉

𝜓(𝑥1, 𝜉)𝑑𝑥1 =
1

𝐶𝑜

𝑥∫︁
𝜉

𝑑𝑥1

𝑥1∫︁
𝜉

𝑞(𝑦)𝑑𝑦 =
1

𝐶𝑜

𝑥∫︁
𝜉

(𝑥− 𝑥1)𝑞(𝑥1)𝑑𝑥1 ,

cледовательно

𝐺(𝑥, 𝜉) = −ℎ(𝑥− 𝜉)

[︃
𝑥− 𝜉

𝐶0
−

−
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛

𝐶𝑛+1
0

𝑥∫︁
𝜉

(𝑥− 𝑥1)𝑞(𝑥1)𝑑𝑥1 · · ·
𝑥𝑛−1∫︁
𝜉

(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛)(𝑥𝑛 − 𝜉)𝑞(𝑥𝑛)𝑑𝑥𝑛 + · · ·

]︃

Если же 𝑞 = 𝑞𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡., а 𝐶 = 𝐶(𝑥) — переменная, тогда

𝜓(𝑥, 𝜉) = 𝑞𝑜
𝑥− 𝜉

𝐶(𝑥)
,

cледовательно

𝐺(𝑥, 𝜉) = −ℎ(𝑥− 𝜉)

[︃ 𝑥∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)
+

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛𝑞𝑛𝑜

𝑥∫︁
𝜉

𝑥1 − 𝜉

𝐶(𝑥1)
𝑑𝑥1 · · ·

𝑥𝑛∫︁
𝜉

𝑥𝑛 − 𝜉

𝐶(𝑥𝑛)
𝑑𝑥𝑛

𝑥𝑛∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)

]︃
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Пусть теперь 𝐶 = 𝐶𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. и 𝑞 = 𝑞𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡., тогда из формулы (23), а также с учетом
того, что

𝑥∫︁
𝜉

(𝑥− 𝑧)(𝑧 − 𝜉)𝑚𝑑𝑧 =
(𝑥− 𝜉)𝑚+2

(𝑚+ 1)(𝑚+ 2)
,

получаем

𝐺𝑛(𝑥, 𝜉) = (−1)𝑛+1 ℎ(𝑥− 𝜉)𝑞𝑛𝑜
(2𝑛+ 1)!𝐶𝑛+1

𝑜
(𝑥− 𝜉)2𝑛+1 , 𝑛 > 0 (26)

В этом случае ряд (25) суммируется и получается фундаментальное решение сопутствую-
щего уравнения (5), которое понимается в обобщенном смысле и его можно найти, например,
в книгах В. С. Владимирова [14, 15]

𝐺(𝑥, 𝜉) = −ℎ(𝑥− 𝜉)

𝐶𝑜

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑︀
𝑛=0

(−1)𝑛𝑠𝑜
(2𝑛+1)!

(︁
𝑥−𝜉
𝑠𝑜

)︁2𝑛+1
= 𝑠𝑜 sin 𝑥−𝜉

𝑠𝑜
, 𝑠𝑜 =

√︁
𝐶𝑜
𝑞𝑜
, 𝑞𝑜 > 0 ,

𝑥− 𝜉 , 𝑞𝑜 = 0 ,

∞∑︀
𝑛=0

𝑠𝑜
(2𝑛+1)!

(︁
𝑥−𝜉
𝑠𝑜

)︁2𝑛+1
= 𝑠𝑜 sh 𝑥−𝜉

𝑠𝑜
, 𝑠𝑜 =

√︁
𝐶𝑜
−𝑞𝑜 , 𝑞𝑜 < 0 .

В общем случае, когда коэффициенты 𝐶 и 𝑞 переменные, можно получить оценку абсолют-
ной величины n-го члена ряда (25). Для этого воспользуемся выражением (26), в соответствии
с которым при 𝑥 > 𝜉 получаем:

(𝑥− 𝜉)2𝑛+1|𝑞|𝑛min

(2𝑛+ 1)!𝐶𝑛+1
max

6 |𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)| 6
(𝑥− 𝜉)2𝑛+1|𝑞|𝑛max

(2𝑛+ 1)!𝐶𝑛+1
min

6
𝐿2𝑛+1|𝑞|𝑛max

(2𝑛+ 1)!𝐶𝑛+1
min

6

6
𝐿2𝑛+1|

⟨︀
𝑞
⟩︀
|𝑛
⟨︀
1/𝐶

⟩︀𝑛+1

(2𝑛+ 1)!

(27)

Мажорирующие ряды сходятся, в частности

∞∑︁
𝑛=0

(𝑥− 𝜉)2𝑛+1|𝑞|𝑛max

(2𝑛+ 1)!𝐶𝑛+1
min

=
𝑠*

𝐶min

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

(2𝑛+ 1)!

(︁𝑥− 𝜉

𝑠*

)︁2𝑛+1
=

𝑠*

𝐶min
sin

𝑥− 𝜉

𝑠*
, 𝑠* =

√︃
𝐶min

|𝑞|max

Следовательно, в соответствии с признаком Вейерштрасса, ряд (25) сходится равномерно
на всём промежутке 𝑎 6 𝑥 6 𝑏.

4. Примеры.

Рассмотрим некоторые известные уравнения [16, стр.254 № 1140]

𝑥2𝑢′′ + 𝑥𝑢′ + (𝑥2 −𝑚2)𝑢 = 0 ,
[︀
𝑥𝑢′
]︀′
+

(︂
𝑥− 𝑚2

𝑥

)︂
𝑢 = 0 , Ур. Бесселя

𝑥𝑢′′ + (1− 𝑥)𝑢′ +𝑚𝑢 = 0 ,
[︀
𝑥𝑒−𝑥𝑢′

]︀′
+𝑚𝑒−𝑥𝑢 = 0 , Ур. Лагерра

𝑢′′ − 2𝑥𝑢′ + 2𝑚𝑢 = 0 ,
[︀
𝑒−𝑥2

𝑢′
]︀′
+ 2𝑚𝑒−𝑥2

𝑢 = 0 , Ур. Эрмита

(1− 𝑥2)𝑢′′ − 𝑥𝑢′ +𝑚2𝑢 = 0 ,
[︀√︀

1− 𝑥2 𝑢′
]︀′
+

𝑚2

√
1− 𝑥2

𝑢 = 0 , Ур. Чебышева

(1− 𝑥2)𝑢′′ − 2𝑥𝑢′ +𝑚(𝑚+ 1)𝑢 = 0 ,
[︀
(1− 𝑥2)𝑢′

]︀′
+𝑚(𝑚+ 1)𝑢 = 0 , Ур. Лежандра

Более подробная информация о перечисленных и других подобных уравнениях содержит-
ся, например, в справочниках [17, глава 10], [18, глава 22], [19, глава 11].
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4.1. Уравнение Чебышева −1 < 𝑥 < 1

Общее решение уравнения Чебышева имеет вид [16, стр.164 № 736]:

𝑢(𝑥) = 𝐾1𝑇𝑚(𝑥) +𝐾2𝑈𝑚(𝑥) ,

где
𝑇𝑚(𝑥) = cos(𝑚 arccos𝑥) , 𝑈𝑚(𝑥) = sin(𝑚 arccos𝑥) (28)

полиномы Чебышева 1-го и 2-го рода. Функции 𝑇𝑚(𝑥) и 𝑈𝑚(𝑥) можно представить в виде
полиномов 𝑚-й степени от 𝑥, потому они и называются полиномами. Детальное исследование
полиномов Чебышева дано в книгах [1, 19].

Рассмотрим более подробно самосопряженную форму уравнения Чебышева. В этом
уравнении 𝐶(𝑥) =

√
1− 𝑥2, 𝑞(𝑥) = 𝑚2/

√
1− 𝑥2. По формулам (16) найдем коэффициенты 𝐶𝑜

и 𝑞𝑜 сопутствующего уравнения

𝐶𝑜 =
1⟨︀

1/𝐶
⟩︀ =

[︃
1

2

1∫︁
−1

𝑑𝑥√
1− 𝑥2

]︃−1

=

[︃ 1∫︁
0

𝑑𝑥√
1− 𝑥2

]︃−1

=
[︁
arcsin𝑥

⃒⃒1
0

]︁−1
=

2

𝜋
,

𝑞𝑜 =
⟨︀
𝑞
⟩︀
=
𝑚2

2

1∫︁
−1

𝑑𝑥√
1− 𝑥2

= 𝑚2

1∫︁
0

𝑑𝑥√
1− 𝑥2

= 𝑚2 arcsin𝑥
⃒⃒1
0
=
𝑚2𝜋

2

(29)

Далее по формулам (8) найдем общее действительное решение сопутствующего уравнения

𝑣(𝑥) = 𝐾1 cos𝜆𝑜𝑥+𝐾2 sin𝜆𝑜𝑥 , 𝜆𝑜 =

√︂
𝑞𝑜
𝐶𝑜

=
𝑚𝜋

2
, (30)

Здесь 𝐾1 и 𝐾2 — произвольные действительные константы. Вычислим далее функцию
𝜓(𝑥)

𝜓(𝑥, 𝜉) =
1

𝐶(𝑥)

𝑥∫︁
𝜉

𝑞(𝑦)𝑑𝑦 =
𝑚2

√
1− 𝑥2

𝑥∫︁
𝜉

𝑑𝑦√︀
1− 𝑦2

= 𝑚2 arcsin𝑥− arcsin 𝜉√
1− 𝑥2

(31)

Далее нам понадобится интеграл следующего вида:

𝑥∫︁
𝜉

(︀
arcsin 𝑦 − arcsin 𝜉

)︀𝑛√︀
1− 𝑦2

𝑑𝑦 =

𝑥∫︁
𝜉

(︀
arcsin 𝑦 − arcsin 𝜉

)︀𝑛
𝑑
(︀
arcsin 𝑦 − arcsin 𝜉

)︀
=

=
1

𝑛+ 1

(︀
arcsin 𝑦 − arcsin 𝜉

)︀𝑛+1
⃒⃒⃒𝑥
𝜉
=

1

𝑛+ 1

(︀
arcsin𝑥− arcsin 𝜉

)︀𝑛+1
=

=

{︃
1

𝑛+1 arccos
𝑛+1

(︀√
1− 𝑥2

√︀
1− 𝜉2 + 𝑥𝜉

)︀
, 𝑥 > 𝜉

− 1
𝑛+1 arccos

𝑛+1
(︀√

1− 𝑥2
√︀
1− 𝜉2 + 𝑥𝜉

)︀
, 𝑥 < 𝜉

, [20, стр.63, №5]

Пользуясь этими результатами и формулами (21), (23) получаем, вместо ряда (25) из квад-
ратур ряд из элементарных функций, который представляет собой разложение синуса в ряд
Тейлора

𝐺(𝑥, 𝜉) = −ℎ(𝑥− 𝜉)

𝑚

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
𝑚2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!

(︁
arcsin𝑥− arcsin 𝜉

)︁2𝑛+1
=

= −ℎ(𝑥− 𝜉)

𝑚
sin
[︀
𝑚 · (arcsin𝑥− arcsin 𝜉)

]︀ (32)
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Из (32) находим

𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉) =

ℎ(𝑥− 𝜉)√︀
1− 𝜉2

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
𝑚2𝑛

(2𝑛)!

(︁
arcsin𝑥− arcsin 𝜉

)︁2𝑛
=

=
ℎ(𝑥− 𝜉)√︀
1− 𝜉2

cos
[︁
𝑚 · (arcsin𝑥− arcsin 𝜉)

]︁ (33)

В формуле (33) удержана только главная часть, не содержащая дельта-функцию Дирака.
Далее найдем коэффициенты

𝐶(𝜉) = 𝐶𝑜 − 𝐶(𝜉) =
2

𝜋
−
√︀

1− 𝜉2 = −
√︀

1− 𝜉2
(︂
1− 2

𝜋
√︀
1− 𝜉2

)︂
,

𝑞(𝜉) = 𝑞𝑜 − 𝑞(𝜉) = 𝑚2

(︂
𝜋

2
− 1√︀

1− 𝜉2

)︂
=
𝑚2𝜋

2

(︂
1− 2

𝜋
√︀
1− 𝜉2

)︂
,

воспользуемся общими формулами (13), (14) и найдём функции 𝐴(𝑥) и 𝐵(𝑥)

𝐴(𝑥) ≡ 𝐴𝑚(𝑥) = cos
𝑚𝜋𝑥

2
− 𝑚𝜋

2

1∫︁
−1

𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉) sin

𝑚𝜋𝜉

2
𝑑𝜉 −

1∫︁
−1

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑞(𝜉) cos
𝑚𝜋𝜉

2
𝑑𝜉 =

= cos
𝑚𝜋𝑥

2
+
𝑚𝜋

2

𝑥∫︁
−1

{︃(︂
1− 2

𝜋
√︀
1− 𝜉2

)︂
·
[︂
sin

𝑚𝜋𝜉

2

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
𝑚2𝑛

(2𝑛)!
𝜙2𝑛(𝑥, 𝜉)+

+ cos
𝑚𝜋𝜉

2

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
𝑚2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
𝜙2𝑛+1(𝑥, 𝜉)

]︂}︃
𝑑𝜉 (34)

Здесь для краткости введено обозначение

𝜙(𝑥, 𝜉) = arcsin𝑥− arcsin 𝜉 , 𝜙(𝑥, 𝑥) = 0 , 𝜙(𝑥,−1) = arcsin𝑥+
𝜋

2

Бесконечные ряды в формуле (34) представляют собой разложения в ряды Тейлора триго-
нометрических функций cos𝜙(𝑥, 𝜉) и sin𝜙(𝑥, 𝜉), поэтому эти ряды можно свернуть и получить
точное решение уравнения Чебышева

𝐴𝑚(𝑥) = cos
𝑚𝜋𝑥

2
+

𝑥∫︁
−1

{︃(︂
𝑚𝜋

2
− 𝑚√︀

1− 𝜉2

)︂[︂
sin

𝑚𝜋𝜉

2
· cos

(︀
𝑚𝜙
)︀
+ cos

𝑚𝜋𝜉

2
×

× sin
(︀
𝑚𝜙
)︀]︂}︃

𝑑𝜉 = cos
𝑚𝜋𝑥

2
+

𝑥∫︁
−1

(︂
𝑚𝜋

2
− 𝑚√︀

1− 𝜉2

)︂
· sin

[︁𝑚𝜋𝜉
2

+𝑚𝜙(𝑥, 𝜉)
]︁
𝑑𝜉 =

= cos
𝑚𝜋𝑥

2
+

𝑥∫︁
−1

sin
[︁𝑚𝜋𝜉

2
+𝑚𝜙(𝑥, 𝜉)

]︁
𝑑𝜉

[︁𝑚𝜋𝜉
2

+𝑚𝜙(𝑥, 𝜉)
]︁
=

= cos
𝑚𝜋𝑥

2
+

𝑥∫︁
−1

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

[︁
(𝑚𝜋𝜉)/2 +𝑚𝜙(𝑥, 𝜉)

]︁2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
𝑑𝜉

[︁𝑚𝜋𝜉
2

+𝑚𝜙(𝑥, 𝜉)
]︁
=
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= cos
𝑚𝜋𝑥

2
+

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
[︀
(𝑚𝜋𝜉)/2 +𝑚𝜙(𝑥, 𝜉)

]︀2𝑛+2

(2𝑛+ 2)!

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥

−1

=

= cos
𝑚𝜋𝑥

2
+

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

(2𝑛+ 2)!

(︂
𝑚𝜋𝑥

2

)︂2𝑛+2

−
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
(︀
𝑚 arcsin𝑥

)︀2𝑛+2

(2𝑛+ 2)!
=

= cos
𝑚𝜋𝑥

2
−

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

(2𝑛)!

(︂
𝑚𝜋𝑥

2

)︂2𝑛

+
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
(︀
𝑚 arcsin𝑥

)︀2𝑛
(2𝑛)!

= (35)

= cos
𝑚𝜋𝑥

2
− cos

𝑚𝜋𝑥

2
+ cos

(︀
𝑚 arcsin𝑥

)︀
= cos

(︀
𝑚 arcsin𝑥

)︀
(36)

Проделав похожие преобразования в формуле (14), найдем

𝐵(𝑥) ≡ 𝐵𝑚(𝑥) = sin
𝑚𝜋𝑥

2
+
𝑚𝜋

2

𝑥∫︁
−1

{︃(︂
1− 2

𝜋
√︀
1− 𝜉2

)︂
·
[︂
cos

𝑚𝜋𝜉

2

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
𝑚2𝑛

(2𝑛)!
𝜙2𝑛(𝑥, 𝜉)+

+ sin
𝑚𝜋𝜉

2

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
𝑚2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
𝜙2𝑛+1(𝑥, 𝜉)

]︂}︃
𝑑𝜉 =

= sin
𝑚𝜋𝑥

2
+

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

(2𝑛+ 1)!

[︂(︀
𝑚 arcsin𝑥

)︀2𝑛+1 −
(︂
𝑚𝜋𝑥

2

)︂2𝑛+1]︂
= sin

(︀
𝑚 arcsin𝑥

)︀
(37)

Функции 𝐴𝑚(𝑥) и 𝐵𝑚(𝑥) являются точными независимыми решениями уравнения Чебы-
шева. Они представляют собой линейные комбинации функций Чебышева 𝑇𝑚(𝑥) и 𝑈𝑚(𝑥) (28).
Для доказательства этого факта нужно всего лишь воспользоваться тождеством

arcsin𝑥+ arccos𝑥 =
𝜋

2

В результате чего

𝐴𝑚(𝑥) = cos
𝑚𝜋

2
𝑇𝑚(𝑥) + sin

𝑚𝜋

2
𝑈𝑚(𝑥) , 𝐵𝑚(𝑥) = sin

𝑚𝜋

2
𝑇𝑚(𝑥)− cos

𝑚𝜋

2
𝑈𝑚(𝑥)

Отсюда получаются формулы, приведенные в книге [21, стр. 59].

𝐴2𝑚 = (−1)𝑚 𝑇2𝑚 , 𝐴2𝑚+1 = (−1)𝑚 𝑈2𝑚+1 ,

𝐵2𝑚 = (−1)𝑚+1 𝑈2𝑚 , 𝐵2𝑚+1 = (−1)𝑚 𝑇2𝑚+1

4.1.1. Приближенные формулы для решения уравнения Чебышева

Рассмотрим частичные суммы ряда (35) и затем сравним их с точным решением (36)

𝐴𝑚(𝐼)(𝑥) = cos
𝑚𝜋𝑥

2
+

𝐼∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
(︀
𝑚 arcsin𝑥

)︀2𝑛 − (︀𝑚𝜋𝑥2 )︀2𝑛
(2𝑛)!

,

𝐴𝑚(𝐼) = 𝐴𝑚(𝐼−1) + (−1)𝐼
(︀
𝑚 arcsin𝑥

)︀2𝐼 − (︀𝑚𝜋𝑥2 )︀2𝐼
(2𝐼)!

, 𝐴(0)
𝑚 (𝑥) = cos

𝑚𝜋𝑥

2

(38)

𝐵𝑚(𝐼)(𝑥) = sin
𝑚𝜋𝑥

2
+

𝐼∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
(︀
𝑚 arcsin𝑥

)︀2𝑛+1 −
(︀
𝑚𝜋𝑥
2

)︀2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
,

𝐵𝑚(𝐼) = 𝐵𝑚(𝐼−1) + (−1)𝐼
(︀
𝑚 arcsin𝑥

)︀2𝐼+1 −
(︀
𝑚𝜋𝑥
2

)︀2𝐼+1

(2𝐼 + 1)!
, 𝐵(0)

𝑚 (𝑥) = sin
𝑚𝜋𝑥

2

(39)
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На представленных ниже рисунках изображены графики независимых точных

𝐴𝑚(𝑥) = cos
(︀
𝑚 arcsin𝑥

)︀
, 𝐵𝑚(𝑥) = sin

(︀
𝑚 arcsin𝑥

)︀
и приближенных 𝐴𝑚(𝐼)(𝑥), 𝐵𝑚(𝐼)(𝑥) решений уравнения Чебышева в виде частичных сумм
(37), (39), полученных из общего интегрального представления (5). Число (𝐼) в круглых скоб-
ках обозначает число членов в частичных суммах.

Сплошной линией обозначены точные решения при m=2,3,4,5. Штриховые линии обозна-
чают точные решения 𝐴𝑚(𝑂)(𝑥) и 𝐵𝑚(𝑂)(𝑥)) сопутствующего уравнения (32) с постоянными
коэффициентами, которые находятся по общим формулам (16). Кривые обозначенные пря-
моугольными точками соответствуют приближенным решениям 𝐴𝑚(𝐼)(𝑥) и 𝐵𝑚(𝐼)(𝑥) в виде
частичных сумм, найденным по формулам (37), (39).
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Графики точных и приближенных решений уравнения Чебышева
при различных значениях параметра m

Как видно из рисунков лишь функция 𝐴5(9)(𝑥) визуально отличается от точного решения
вблизи граничных точек 𝑥1 = ±1. Функция 𝐴5(10)(𝑥), которая является суммой из десяти
членов ряда (37), будет практически неотличима от точного решения.

Можно получить явные значения числа членов частичных сумм (37), (39), которые нужны
для получения заранее заданного малого максимального отклонения 𝜀 приближенного реше-
ния от точного. Для этого воспользуемся оценкой (27) остаточного члена ряда для фундамен-
тального решения в общем случае кусочно гладких коэффициентов исходного уравнения. В
случае уравнения Чебышева, с учетом формул (29), эта оценка принимает вид:

(𝑏− 𝑎)2𝐼+1
⃒⃒⟨︀
𝑞
⟩︀⃒⃒𝐼⟨︀

1/𝐶
⟩︀𝐼+1

(2𝐼 + 1)!
=

22𝐼+2𝑚2𝐼

(2𝐼 + 1)!
6 𝜀 (40)

m
eps 1 2 3 4 5 10 20 50 100

0.5 1 3 5 8 10 24 50 131 267
0.1 2 4 6 11 11 24 51 132 267
0.01 3 5 8 13 13 26 52 133 268
0.001 3 6 9 14 14 27 53 134 270
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Таблица значений числа (I) членов частичных сумм, при которых⃒⃒
𝐴𝑚(𝑥)−𝐴𝑚(𝐼)(𝑥)

⃒⃒
6 𝜀 и

⃒⃒
𝐵𝑚(𝑥)−𝐵𝑚(𝐼)(𝑥)

⃒⃒
6 𝜀 для m=2,3,4,5,10,20,50,100

5. Заключение

Разработана методика приближенного решения исходного линейного обыкновенного диф-
ференциального уравнения второго порядка с переменными коэффициентами. Эта методика
основана на интегральной формуле представления решения уравнения с переменными ко-
эффициентами через решение сопутствующего уравнения с постоянными коэффициентами.
Предполагается, что у исходного и сопутствующего уравнений одинаковые области определе-
ния и одинаковые входные данные.

В интегральном представлении существенную роль играет фундаментальное решение ис-
ходного уравнения, которое находится методом возмущений в виде бесконечного ряда. Иссле-
дована сходимость этого ряда. Члены ряда, в общем случае, представляют собой многократ-
ные интегралы возрастающего порядка.

В результате общее решение исходного уравнения представлено через общее решение со-
путствующего уравнения и фундаментальное решение. Ограничивая число членов фунда-
ментального ряда получаем приближенное аналитическое решение исходного уравнения. По-
лучена оценка точности приближенного решения в зависимости от выбора сопутствующих
коэффициентов и от числа удержанных членов фундаментального ряда.

Предложенная методика проверена на примере уравнения Чебышева, имеющего общее
точное решение.
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Аннотация

В работе рассматривается структура данных - множество состояний процессов Linux,
которая используется в задаче восстановления дерева процессов в Unix-подобных опера-
ционных системах. Целью исследования является анализ зависимостей в такой структуре,
введение естественного порядка по зависимостям, предложение и обоснование возможно-
сти его введения как верхней полной полурешётки. Следующие из технических свойств
прикладной задачи иерархии атрибутов позводяют ввести дополнительные ограничения
на минимальные верхние границы в полурешётке. Ограничения формально описываются в
виде подходящих операторов предзамыкания и замыкания. Из ограничений следует необ-
ходимое условие корректности дерева процессов. На основании свойств точек, возвращае-
мых введёнными операторами и схемы выполнения системного вызова, приводится доста-
точное условие корректности: для каждого атрибута, возникающего в контексте процесса,
должно существовать решёточно упорядоченное относительно наследуемого порядка мно-
жество, содержащее промежуточные состояния процессов, через которые и разрешаются
зависимости. Введённые условия формируют критерий корректности дерева процессов,
что может быть полезно в таких задачах как генерация тестов для систем сохранения и
восстановления состояний Unix-подобных ОС, поиск аномалий, повышение портабельно-
сти и надёжности программных комплексов. Приводятся также схемы зависимостей меж-
ду атрибутами, которые вводят частные ограничения на реконструирующее множество.
Рассматриваются открытые вопросы и предлагаются дальнейшие шаги.
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Abstract

The paper discusses a set of states of Linux processes as data structure, which is used in the
task of process-tree reconstruction in Unix-like operating systems. The purpose of the study
is to analyze dependencies in such structure, to introduce the natural order of dependencies,
to propose the class of such reconstruction structure as upper complete semilattice. Following
from the technical properties of the applied problem attributes’ hierarchy allow to introduce
additional restrictions on the minimum upper bounds in such semilattice.

Constraints are formally described as suitable pre-closure and closure operators. The
constraints implies the necessary condition for the correctness of the process tree. Based on
the properties of points returned by the proposed operators and system call execution scheme,
a sufficient condition for correctness is given. The introduced conditions form the criterion for
process-tree correctness, which can be useful in such tasks as generating tests for checkpoint-
restore in Unix-like operating systems, anomalies detection, increasing portability and reliability
of software. Dependency schemes between attributes that impose particular constraints on the
reconstructing set are also shown. Opened questions are also highlighted and further steps are
suggested.
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1. Введение

Возможность сохранения и восстановления состояний процессов операционной системы
(ОС) является важнейшей составляющей ряда системных, виртуализационных и прикладных
программных технологий [1, 2, 3, 4, 5, 6], представляет основу многих технологий отложенной
отладки программ, симуляции исполнения, обновления компонентов системы без перезагруз-
ки, ускорения запуска программ, защиты от сбоев [2, 3]. В Unix-подобных ОС процессы объ-
единяются в ориентированное дерево – дерево процессов [1, 4, 5, 6, 7]. Воспроизведение дере-
ва процессов, соответствующего некоторому дереву, полученному при сохранении состояния,
является важнейшей частью процедуры восстановления, а техника восстановления последо-
вательностями системных вызовов следует из особенностей управления ресурсами системы из
пользовательских программ. Такая техника применяется в случае восстановления состояний
из пространства пользователя [2, 4, 5].

С целью построения гибкой процедуры реконструкции, разработаны различные матема-
тические модели, такие как анализ графа ресурсов системы [6], последовательная трансфор-
мация семантическими действиями входного дерева процессов как абстрактного синтаксиче-
ского дерева в атрибутной грамматике [5], а также неявный атрибутный анализ результата
LR - разбора строчной записи дерева, в которой иерархия кодируется правильными скобоч-
ными последовательностями [4]. В работах вышеперечисленных работах изучены свойства,
получены полиномиальные алгоритмы восстановления некоторых типов деревьев процессов.
Тем не менее, строгое исследование зависимостей между состояниями в деревьях, ровно как
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и разработка формальных методов проверки деревьев на корректность, являются открыты-
ми вопросами. В работе представляются некоторые результаты исследования зависимостей
между состояниями процессов, на основании изучения свойств графа восстановления - про-
межуточного представления, введённого в [5] (Рис. 1).

Рис. 1: Исходное и промежуточные представления (слева направо): дерево процессов 𝑇 ,
некоторый его граф восстановления 𝐺(𝑇 ) и дополненный зависимостями (мульти)граф
𝐺(𝑇 ) ∪ 𝐷𝐸𝑃 (𝑇 ). Числа при вершинах – атрибуты-идентификаторы процесса 𝑃 , группы 𝐺
и сессии 𝑆 соответственно. Корневой процесс всегда имеет идентификаторы “1,1,1”.

2. Промежуточные представления и их анализ

Рассматриваются два орграфа - дерево процессов

𝑇 = (𝑉,𝐸) (1)

и граф восстановления - промежуточное представление, на базе анализа которого произво-
дится восстановление дерева в работе [4]:

𝐺(𝑇 ) = (𝑉 +, 𝐸+) (2)

где 𝑉 + = 𝑉 ∪ 𝑉 𝑖𝑛𝑡 - конечные вершины, дополненные промежуточными 𝑉 𝑖𝑛𝑡, соответствуют
состояниям процессов в ходе выполнения системных вызовов, описываемых 𝐸+ как перехода-
ми между состояниями и иерархическими зависимостями [4, 5]. Вершины маркированы сло-
варями атрибутов: ∀𝑣 ∈ 𝑉 +∃𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟 : 𝑣.𝑘𝑒𝑦 = 𝑣𝑎𝑙(𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟[𝑘𝑒𝑦])|′𝑁𝑜𝑛𝑒′, ∀𝑘𝑒𝑦 ∈ 𝐾, где 𝐾 - список
ключей как имён атрибутов процесса: системных идентификаторов, файловых дескрипторов,
сигналов, отображений памяти и др, 𝑣𝑎𝑙(𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟[𝑘𝑒𝑦]) : 𝐾 → 𝑣𝑎𝑙_𝑤𝑖𝑡ℎ_𝑡𝑦𝑝𝑒(𝑘𝑒𝑦) - отображе-
ние ключей на типизированные значения атрибутов. Определяется также множество вершин
с равным значением атрибута 𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1:𝐷(𝑎𝑡𝑡𝑟1, 𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1) = {𝑣 ∈ 𝑉 +|𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟1 = 𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1}

Definition 1. Определим зависимость между вершинами 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 + как бинарное отно-
шение (𝑢, 𝑣) с семантикой "для реализации u требуется сначала реализовать v". Следова-
тельно, зависимости определяют частичный порядок на 𝑉 +. Будем говорить, что зависи-
мость происходит по атрибуту 𝑎𝑡𝑡𝑟, если v либо создаёт атрибут 𝑎𝑡𝑡𝑟, либо в его контексте
происходит системный вызов, выставляющий данный атрибут в v.

Используя данное определение, рассморим ещё одно промежуточное представление:

Definition 2. Графом зависимостей 𝐷𝐸𝑃 (𝑇 ) называется мультиорграф:

𝐷𝐸𝑃 (𝑇 ) = (𝑉 +, 𝐸𝑑𝑒𝑝) (3)

где 𝐸𝑑𝑒𝑝 - множество зависимостей между вершинами.
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Definition 3. Будем говорить, что атрибут 𝑎𝑡𝑡𝑟2 доминирует над 𝑎𝑡𝑡𝑟1, если

∀𝑢 ∈ 𝑉 + : ∀𝑣 ∈ 𝐷(𝑎𝑡𝑡𝑟1, 𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1) → 𝑣𝑎𝑙(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟2) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Definition 4. Доминирующий над 𝑎𝑡𝑡𝑟1 атрибут 𝑎𝑡𝑡𝑟2 назовём минимально доминиру-
ющим,тогда и только тогда, когда ∀𝑢 ∈ 𝑉 +∃{𝑣} ∈ 𝑉 + : 𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟2 = 𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟2,∀𝑉 ′ = {𝑣} ∪ 𝑣′, и
∀𝑣′ ∈ 𝑉 + ∖ {𝑣} → 𝑣′.𝑎𝑡𝑡𝑟2 ̸= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Такое определение задаёт минимальное по мощности множество, в которое включается и
множество состояний с различными значениями атрибута 𝑎𝑡𝑡𝑟1, но с идентичными 𝑎𝑡𝑡𝑟2, и его
замыкание.

Definition 5. Глубиной изоляции атрибута 𝑎𝑡𝑡𝑟1 называется число доминирующих над

𝑎𝑡𝑡𝑟1 атрибутов: 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(𝑎𝑡𝑡𝑟1) =
∑︀|𝐾|

𝑖=2 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑖 : ∀𝑢 ∈ 𝑉 + : ∀𝑣 ∈ 𝐷(𝑎𝑡𝑡𝑟1, 𝑣𝑎𝑙(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1)) →
𝑣𝑎𝑙(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑖) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

∀𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘𝑒𝑦 ∈ 𝐾 → 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘𝑒𝑦) <∞, в противном случае, для реализации состояния с таким
атрибутом пришлось бы выполнить бесконечное число системных вызовов, так как каждый
новый атрибут создаётся через отдельный вызов.

Definition 6. Максимальным по мощности доминирующим атрибутом называется
𝑎𝑡𝑡𝑟𝑥 : ∀𝑣 ∈ 𝑉 + → 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑥) = 0.

Для деревьев процессов такой 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑥 соответствует корневому PID-пространству имён [7],
ввиду того, что построение дерева процессов начинается с корневого процесса 𝑣𝑖𝑛𝑖𝑡, который
находится в корневом PID-пространстве, и первые вызовы, создающие вложенные простран-
ства, происходят именно в нём.
Свойства объектов, введённых в определениях 5 и 6, следуют из технических особенностей
прикладной задачи, поэтому принимаются без доказательства.
Структурные свойства 𝑉 +, связанные с частичной упорядоченностью, ранее формально не ис-
следовались. Покажем, что введение 𝑉 + как верхней полурешётки [8] соответствует семантике
восстановления дерева процессов.

Утверждение 1. 𝑉 + с отношением зависимости образует конечную верхнюю полуре-
шетку.

Доказательство. Выберем произвольные состояния 𝑥, 𝑦, 𝑧,∈ 𝑉 + : 𝑥 ̸= 𝑦. Рассмотрим бинар-
ную операцию минимальной верхней границы ⊔ на 𝑉 + : 𝑥⊔𝑥 = 𝑥;𝑥⊔𝑦 = 𝑦 ⇐⇒ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸𝑑𝑒𝑝. ⊔
по определению идемпотентна. Докажем, что ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 +∃𝑧 ∈ 𝑉 + : (𝑥, 𝑧) ∈ 𝐸𝑑𝑒𝑝, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝐸𝑑𝑒𝑝,
доказывая параллельно коммутативность и ассоциативность ⊔. Рассмотрим ситуации:

1. (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸𝑑𝑒𝑝 - тогда, очевидно, 𝑐 = 𝑦. Случай (𝑦, 𝑥) симметричен.

2. Покажем, что {(𝑥, 𝑦), (𝑦, 𝑥)} ⊂ 𝐸𝑑𝑒𝑝 ⇐⇒ 𝑥 = 𝑦.

� Допустим, что ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 + : {(𝑥, 𝑦), (𝑦, 𝑥)} ⊂ 𝐸𝑑𝑒𝑝, и 𝑥 ̸= 𝑦. о определению за-
висимости, для реализации 𝑥 нужно реализовать сначала 𝑦, но для этого нужно
реализовать состояние, идентичное 𝑥. То есть на данном шаге нужно выполнить
минимум 2 системных вызова, и требуется cнова воспроизвести 𝑥.

� Пусть выполнено 𝑘 − 1 итераций воспроизведения 𝑥,𝑦, тогда нужно снова воспро-
извести 𝑥, и выполнено 2(𝑘 − 1) системных вызовов.

� После шага 𝑘 требуется снова воспроизвести 𝑥, следовательно, число системных
вызовов не ограничено снизу, что противоречит самой схеме восстановления.
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В результате заключаем, что циклические зависимости запрещены, и допустимы лишь
формально в случае 𝑥 = 𝑦, откуда следует коммутативность: 𝑦 = 𝑥 ⊔ 𝑦 = 𝑦 ⊔ 𝑥 = 𝑥.

3. Пусть (𝑥, 𝑦, 𝑎𝑡𝑡𝑟1), (𝑦, 𝑥, 𝑎𝑡𝑡𝑟1) /∈ 𝐸𝑑𝑒𝑝.

� Рассмотрим минимальный доминирующий атрибут: 𝑎𝑡𝑡𝑟2. Если 𝑦.𝑎𝑡𝑡𝑟2 = 𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟2,
и ∃𝑥′(𝑎𝑡𝑡𝑟2) ∈ 𝐷(𝑎𝑡𝑡𝑟2, 𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟2) - создатель ресурса, описываемого атрибутом 𝑎𝑡𝑡𝑟2,
доказательство завершено. Иначе, 𝑦.𝑎𝑡𝑡𝑟2 ̸= 𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟2, и процедура повторяется.

� Пусть выполнено 𝑘− 1 = 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(𝑎𝑡𝑡𝑟1) шагов процедуры выше, и 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘 суть атрибут
корневого PID-пространства имён.

� корневое PID-пространство имён, по Определению 6, и, после 𝑘 < ∞-шагов,
𝑧 = 𝑣𝑖𝑛𝑖𝑡.

Следовательно, (𝑉 +,⊔) - конечная верхняя полурешетка, с задаваемым зависимостями есте-
ственным частичным порядком и максимальным элементом 𝑣𝑖𝑛𝑖𝑡.Что и требовалось дока-
зать. 2

3. Критерий корректности дерева процессов и другие результаты

Полурешеточная упорядоченность 𝑉 + - крайне важный результат. В частности, для про-
верки корректности дерева процессов. Понятие корректности дерева процессов введено в
работах [1, 4, 5] прагматично: дерево процессов 𝑇 = (𝑉,𝐸) является корректным, если
∃𝐺 = (𝑉 +, 𝐸+) – граф реконструкции, такой, что 𝐸+ содержат метки-системные вызовы, и по-
сле топологической сортировки 𝐺 последовательное выполнение таких меток восстанавливает
𝑉 из начального состояния 𝑣𝑖𝑛𝑖𝑡. Такое определение соответствует выразительному смыслу
реконструкции: те деревья, которые заведомо невозможно восстановить, полагаются некор-
ректными. Кроме того, все деревья, полученные из настоящих рабочих снимков [9] состояний
операционных систем, полагаются корректными, так как получены именно последовательно-
стями системных вызовов. Предыдущие работы [4, 5] рассматривали реальные, следовательно,
корректные деревья процессов. C другой стороны, валидация произвольных деревьев на кор-
ректность может оказаться полезной, к примеру, в задачах генерации синтетических тестов
[10] для систем сохранения и восстановления состояний ОС. Структурные свойства 𝑉 + могут
представлять интерес для построения критериев такой валидации деревьев. Для обоснования
данного факта, введём и докажем ряд вспомогательных утверждений.

Лемма 1. Пусть 𝐶𝐿(𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟1) : 𝑉 + → 𝑉 + - оператор, ∀𝑣 ∈ 𝑉 + определяющий
𝑓 ∈ 𝑉 + с минимальным доминирующим атрибутом для некоторого 𝑎𝑡𝑡𝑟1, такой, что
𝑣 ⊔ 𝐶𝐿(𝑣) = 𝐶𝐿(𝑣). Тогда 𝐶𝐿 монотонный и экстенсивный.

Доказательство. Из свойств ресурсов ядра ОС, 𝐶𝐿 обладает:

1. Экстенсивностью: 𝑣 ≤ 𝐶𝐿(𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟1). Это свойство очевидно из факта, что атрибут не
может появиться в дереве, пока соответствующий ресурс не создан.

2. Монотонностью: ∀𝑣, 𝑢 ∈ 𝑉 + : 𝑣 ≤ 𝑢 → 𝐶𝐿(𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟1) ≤ 𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1). Предположим, что
минимальный доминирующий атрибут 𝑎𝑡𝑡𝑟1 это 𝑎𝑡𝑡𝑟2 , и 𝑣 ≤ 𝑢 . Пусть 𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟2 ̸= 𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟2.
Тогда ресурс, описываемый 𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟2 должен быть создан ранее, чем ресурс того же типа
для 𝑣, либо они не сравнимы. Иначе они равны.

2

Definition 7. Будем обозначать оператор предзамыкания[11] 𝐶𝐿, если идемпотент-
ность не обязана выполняться, как 𝑃𝐶𝐿.
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Лемма 2. Пусть 𝐶𝐿 возвращает состояние, в котором минимальный доминирующий
атрибут был создан. Тогда 𝐶𝐿 - оператор замыкания [12], со строго одной неподвижной
точкой для каждого 𝑓 = 𝐶𝐿(𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟1),∀𝑣 ∈ 𝑉 +,∀𝑎𝑡𝑡𝑟1 ∈ 𝑎𝑡𝑡𝑟 в случае, если 𝑉 + соответствует
порождению корректного дерева процессов.

Доказательство. Рассмотрим 𝐶𝐿(𝐶𝐿(𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟1).𝑎𝑡𝑡𝑟1).
𝐶𝐿(𝐶𝐿(𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟1).𝑎𝑡𝑡𝑟1) = 𝐶𝐿(𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟1) ⇔ 𝐶𝐿(𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟1)- создатель. Следовательно, 𝐶𝐿 идемпо-
тентный.

Случай, если 𝐶𝐿 для вершины 𝑣 с заданным атрибутом 𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟1 будет иметь более одной
неподвижной точки, будет означать создание более одного ресурса с одним и тем же иденти-
фикатором в одной области действия данного идентификатора, что означает конфликт иден-
тификаторов. 2

Приведём некоторые результаты, следующие из полурешеточной упорядоченности 𝑉 + и
приведённых выше лемм:

Теорема 1. Если 𝑇 - корректное дерево процессов, то множество его вершин 𝑉 до-
полнимо до верхне полурешёточно упорядоченного по зависимостям 𝑉 + :

(︀
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 +

∃𝑘 : ∀𝑛 > 𝑘, 𝑛 ≤ |𝐾| : 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘, 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑛 ∈ 𝐾, 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(𝑎𝑡𝑡𝑟𝑛) < |𝐾|−𝑘
)︀

&
(︀
𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑛 = 𝑦.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑛

)︀
⇒
(︀
𝑥⊔ 𝑦 =

𝑃𝐶𝐿(𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘)|𝑃𝐶𝐿(𝑦.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘)|𝐶𝐿(𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘)
)︀

&
(︀
𝐶𝐿(𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘) = 𝐶𝐿(𝑦.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘)

)︀
, где 𝐶𝐿,𝑃𝐶𝐿 - вве-

дённые выше операторы замыкания и предзамыкания на 𝑉 +, и единственной неподвижной
точкой 𝐶𝐿 является создатель минимально доминирующего атрибута для 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘.

Доказательство. (От противного).
Пусть либо 𝑉 + не верхняя полурешётка, либо ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 +

∀𝑘∃𝑛 > 𝑘 :
(︀
𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘, 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑛 ∈ 𝐾, 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(𝑎𝑡𝑡𝑟𝑛) < |𝐾| − 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘)

)︀
&
(︀
𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑛 = 𝑦.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑛

)︀
,

для которых 𝑥 ⊓ 𝑦 не равен ни 𝑃𝐶𝐿(𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘), ни 𝑃𝐶𝐿(𝑦.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘), ни 𝐶𝐿(𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘), либо(︀
𝐶𝐿(𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘) ̸= 𝐶𝐿(𝑦.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘)

)︀
.

Пусть 𝑥⊓𝑦 не удовлетворяет состояниям, которые можно получить введением 𝑃𝐶𝐿(𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘)
и 𝑃𝐶𝐿(𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘), то есть минимально доминирующие атрибуты не совпадают по значениям.
Рассмотрим минимально доминирующий атрибут 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘+1 для 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘; так как глубина изоляции
𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘+1) < |𝐾|−𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘) как доминирующего, следовательно, 𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘+1 = 𝑦.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘+1.
Противоречие. 𝑥⊓𝑦 = 𝐶𝐿(𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘) соответствует случаю, когда 𝑥, 𝑦 являются прямыми потом-
ками создателя атрибута 𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘+1, и для него рассуждения аналогичны. Кроме того, получе-
ние 𝐶𝐿 соответствует конечному числу применений 𝑃𝐶𝐿, при котором в силу монотонности
достигается создатель атрибута 𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘+1 и 𝑦.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘+1.

Пусть теперь 𝐶𝐿(𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘) ̸= 𝐶𝐿(𝑦.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘). Но 𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘+1 = 𝑦.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘+1, значит, 𝐶𝐿 обязан вер-
нуть единственную неподвижную точку - создателя 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘+1. В противном случае имеет место
конфликт по идентификаторам.

Пусть теперь 𝑉 + - не полурешётка. Покажем, что полурешёточная упорядоченность 𝑉 +

восходит к процедуре его построения из 𝑉 , если это вообще возможно. Возможны случаи:

1. Пусть ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 + : 𝑥 ⊔ 𝑦 не определяется однозначно, то есть существует несколько
верхних границ, из любых из которых можно удовлетворить зависимости по 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘. В
следствие выполнимости правой части коньюнкции из условия теоремы, все такие гра-
ницы лежат в замыкании, задаваемом 𝐶𝐿(𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘). Следовательно, 𝑉 + следует урезать
выбором любой из данных границ в качестве наименьшей, что производится удалени-
ем лишних зависимостей. Удаление всех избыточных зависимостей из

(︀
𝑉 +, 𝐸𝑑𝑒𝑝

)︀
даст

транзитивный остов [13]
(︀
𝑉 +, 𝐸𝑒𝑥𝑐𝑙(𝑑𝑒𝑝)

)︀
как граф искомой полурешётки [14].
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2. Пусть для некоторых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 + таких, что в условиях правой части коньюнкции не
существует наименьшей верхней границы, и её не получить из процедуры выше. Но тогда
∀𝑘∃𝑛 > 𝑘 :

(︀
𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘, 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑛 ∈ 𝐾, 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(𝑎𝑡𝑡𝑟𝑛) < |𝐾| − 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘)

)︀
&

(︀
𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑛 = 𝑦.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑛

)︀
,

для которых 𝑥 ⊓ 𝑦 не равен ни 𝑃𝐶𝐿(𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘), ни 𝑃𝐶𝐿(𝑦.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘), ни 𝐶𝐿(𝑥.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘), что, как
доказано ранее, противоречит предположению о корректности дерева процессов.

2

Доказанная теорема представляет необходимое условие корректности дерева процессов.
Какие промежуточные состояния дают операторы 𝑃𝐶𝐿? Ответ на этот вопрос формули-

рует достаточное условие корректности дерева процессов. В частности, из него следует способ
проверки произвольного дерева на корректность.

Рис. 2: Элементарный шаг восстановления состояния 𝑢 : 𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1 = 𝑤.𝑎𝑡𝑡𝑟1.

Рассмотрим некоторое состояние процесса, получаемое системным вызовом, производя-
щимся успешно при выполнении следующих условий:

Предложение 1. Для реконструкции состояния 𝑢 : 𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1 = 𝑤.𝑎𝑡𝑡𝑟1 с атрибу-
том 𝑎𝑡𝑡𝑟1, созданным в состоянии 𝑤𝑛𝑒𝑤 и "хранимым"в состоянии 𝑤, из предшеству-
ющего состояния 𝑣 : 𝑢.𝑝𝑖𝑑 = 𝑣.𝑝𝑖𝑑|(𝑢.𝑝𝑖𝑑 ̸= 𝑣.𝑝𝑖𝑑 & 𝑠𝑦𝑠𝑐𝑎𝑙𝑙 =′ 𝑓𝑜𝑟𝑘′) системным
вызовом, выполненным в контексте процесса с состоянием 𝑐, достаточно выполнения:
𝑐.𝑎𝑡𝑡𝑟2 = 𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟2 = 𝑤𝑛𝑒𝑤.𝑎𝑡𝑡𝑟2 = 𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟2, и оператор 𝐶𝐿(𝑤.𝑎𝑡𝑡𝑟1) = 𝐶𝐿(𝑐.𝑎𝑡𝑡𝑟1) = 𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1)
возвращает состояние с минимальным доминирующим атрибутом 𝑎𝑡𝑡𝑟2 атрибута 𝑎𝑡𝑡𝑟1.

Проверка данного утверждения технически производится покрытием введённой конструк-
цией всех рассматриваемых случаев установки атрибута процессу, что является следствием из
свойств иерархии процессов Linux [15] и особенностей использования интерфейса системных
вызовов [4, 16]. Классификация атрибутных зависимостей и некоторые частные случаи таких
восстанавливающих конструкций рассматриваются в Разделе 4.

Лемма 3. 𝑢, 𝑣, 𝑤,𝑤𝑛𝑒𝑤, 𝑐, 𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1) формируют полную решетку с частичным поряд-
ком, наследованным из 𝑉 +.

Доказательство. 𝑐.𝑎𝑡𝑡𝑟2 = 𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟2 = 𝑤𝑛𝑒𝑤.𝑎𝑡𝑡𝑟2 = 𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟2, и 𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1) единица решетки. 𝑣
наименьший элемент, и нет зависимостей от 𝑣, но он зависит от 𝑐, 𝑤𝑛𝑒𝑤,𝑢,𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1), атрибуты
𝑎𝑡𝑡𝑟2 которых равны между собой. То есть 𝑣 - meet-элемент для любого подмножества из
подмножеств 𝑐, 𝑢, 𝑤𝑛𝑒𝑤, 𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1) и 𝑐, 𝑢, 𝑤,𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1), а для 𝑤,𝑤𝑛𝑒𝑤 - 𝑤 является meet-
элементом. следовательно, 𝑢, 𝑣, 𝑤,𝑤𝑛𝑒𝑤, 𝑐, 𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1) - полная решетка с нулем 𝑣 и единицей
𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1). 2
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Опишем данную решётку системой неравенств:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑤 ≤ 𝑤𝑛𝑒𝑤 ≤ 𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1),

𝑣 ≤ 𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1),

𝑐 ≤ 𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1),

𝑢 ≤ 𝑣,

𝑢 ≤ 𝑤,

𝑢 ≤ 𝑐.

Definition 8. Назовём 𝑣, 𝑐, 𝑤,𝑤𝑛𝑒𝑤 генерирующим множеством 𝐺𝑒𝑛(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1).

Существование генерирующего множества 𝐺𝑒𝑛(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟1)∀𝑢 ∈ 𝑉 + ∖ 𝑣𝑖𝑛𝑖𝑡,∀𝑎𝑡𝑡𝑟1 ∈ 𝐾, подхо-
дящих для реконструкции - достаточное условие восстановления дерева процессов.
Сформулируем критерий корректности.

Теорема 2. Дерево процессов 𝑇 корректно ⇐⇒ (∀𝑢 ∈ 𝑉 + ∖ 𝑣𝑖𝑛𝑖𝑡, 𝑉 + такое, что выпол-
нены условия теоремы о необходимости, и ∀𝑎𝑡𝑡𝑟𝑖 ∈ 𝐾 ⇒ ∃𝐺𝑒𝑛(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑖) : 𝐺𝑒𝑛(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑖) ⊆ 𝑉 +).

Доказательство. Необходимость следует из Теоремы 1. Обоснуем достаточность. Для этого
проведём некоторую процедуру реконструкции по предвосстановленным состояниям из 𝑉 +,
которая восстанавливает отношение зависимости на нём. Итак, ∀𝑢 ∈ 𝑉 + восстановление раз-
бивается на 3 (возможно, совпадающие в частных случаях) цепочки, состояния в которых
можно получить через 𝑃𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟) такой, что образ не меньше исходного состояния, причём
все такие состояния лежат в замыкании, задаваемом 𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟):

1. Восстанавливается создатель или "хранитель"нужного 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘. Создатель будет получен
из хранителя в любом случае через конечное число применений 𝑃𝐶𝐿 в силу монотон-
ности. В виду восстановления в замыкании, сохраняется иерархия атрибутов: получая
∀𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘 ∈ 𝐾, что 𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘), является создателем минимально доминирующего атри-
бута, повторяя данную процедуру, за конечное число шагов достигается максимально
доминирующий - корневое пространсово имён.

2. Восстанавливается порядок следования состояний процессов: через отношение 𝑃𝐶𝐿 на-
ходится в замыкании состояние-предшественник. При этом большая часть атрибутов
наследуется. В конечном счёте, многократное применение 𝑃𝐶𝐿 приводит к 𝐶𝐿 за ис-
ключением, когда 𝑎𝑡𝑡𝑟𝑘 - это PID-пространство имён. Тогда естественным образом та-
кие применения должны приводить к состоянию, в котором процесс был порождён, то
есть его PID не совпадает с PID предшественника, и данное состояния является верхне
неразложимым элементом по зависимостям: практически все атрибуты наследуются от
предшественника, кроме PID, а ненаследуемые выставляются локально, без внешних
зависимостей, то есть ∃!𝑑𝑒𝑝(𝑃𝐶𝐿(𝑃𝐶𝐿(...(𝑢))), 𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡(𝑢)) - зависимость первого состоя-
ния процесса от его родителя. Таким образом, строится вся цепочка состояний целевого
процесса.

3. Для каждой последовательной пары 𝑢, 𝑣 состояний из пункта выше находится процесс,
который будучи в состоянии 𝑐, выполняет системный вызов, порождающий 𝑢 из 𝑣.

Восстановления выше выполняются ∀𝑢 ∈ 𝑉 + ∖ 𝑣𝑖𝑛𝑖𝑡, ∀𝑎𝑡𝑡𝑟 ∈ 𝐾 : 𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟 ̸= 𝑣.𝑎𝑡𝑡𝑟, остальные
атрибуты наследуются. Для всех найденных состояний 𝑤,𝑤𝑛𝑒𝑤, 𝑐, 𝑣 ∈ 𝑉 + и процедура поиска
также завершается успешно найденными промежуточными состояниями. Наконец, из 2-й и
3-й цепочек следует, что ∀𝑢 ∈ 𝑉 + ∖ 𝑣𝑖𝑛𝑖𝑡 ∃𝑣 и системный вызов, восстанавливающий отноше-
ние (𝑢, 𝑣) в правильном порядке следования атрибутов, и такая конструкция ациклична, как
подмножество решеточно упорядоченного 𝑉 + относительно наследуемого порядка. Следова-
тельно, она сортируема топологически, и требование корректности выполнено. 2
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4. Типы атрибутных зависимостей на практике

В соответствии с введёнными в Разделах 1 и 2 определениями и свойствами процессов и
системных вызовов ОС Linux [15], выделим условно 4 типа атрибутных зависимостей (Рис. 3):

1. Жестко наследуемые (Hardly Inherited, HI) - в 𝐺 существует цепь от создателя атрибута
к наследующему ребёнку по 𝐸+. Создатель не может изменить значение атрибута после
создания соответствующего ресурса. Пример: сессии, PID-пространства имён.

2. Устанавливаемые в подобласти (Subset Inherited, SI) – "хранитель"значения, выставляе-
мого атрибуту, предшествующее состояние процесса и состояние, из контекста которого
выполняется системный вызов, лежат в замыкании, определяемом оператором 𝐶𝐿. Дан-
ный случай представляет наиболее общее описание генерирующего множества как анти-
цепи 𝑤, 𝑐, 𝑣, возможны также частные случаи: выставление процессу атрибута носителем
𝑐 = 𝑤, выставление атрибута самому себе: 𝑐 = 𝑣 и др.

3. Мягко наследуемые (Mildly Inherited, MI): Создатель и наследник могут изменить значе-
ние атрибута сколь угодно раз, произведя соответствующий системный вызов. Усиление
SI.

4. Свободно устанавливаемые в рамках текущего пространства имён. Согласно такой фор-
мулировке, это как наследуемые UID, GUID (Free Inherited, FI) , так и ненаследуемые
(Free Non-inheritable, FN) — маски сигналов и др. На практике, большинство выставле-
ний таких атрибутов происходит с частными условиями

𝑢 ≤ 𝑣 = 𝑐 ≤ 𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟), 𝑤 = 𝑤𝑛𝑒𝑤 ≤ 𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟),

а 𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟) является создателем пространства имён. Имеет место доупорядочивание
генерирующего множества: 𝑐 = 𝑣 ≤ 𝑤 ≤ 𝑤𝑛𝑒𝑤 ≤ 𝐶𝐿(𝑢.𝑎𝑡𝑡𝑟)

Рис. 3: Типы атрибутных зависимостей: a)строго наследуемые; б)выставляемые в подобласти;
в)нестрого наследуемые; г)свободные.

Приведённая классификация атрибутных зависимостей и частные случаи во многом упро-
щают поиск подходящих генерирующих множеств за счёт частных случаев.



130 Н. Н. Ефанов

5. Заключение

В работе были исследованы свойства множества состояний процессов Linux, восстанавли-
вающего дерево процессов, показано построение такого множества как полурешёточно упо-
рядоченного по зависимостям. На основании свойств атрибутов процессов и полурешёточной
упорядоченности был получен критерий корректности дерева процессов, то есть соответствия
реальной конфигурации ОС и восстановимости. Тем не менее, представляет интерес постро-
ение формального алгоритма проверки по схеме из достаточного условия, исследования его
временной и пространственной сложности. Получение и исследование частного случая кри-
терия для деревьев процессов c набором атрибутов, урезанном до групп, сессий и процессов
в едином пространстве имён, из работ [4, 5], будут исследованы и приведены в дальнейших
работах автора. Одновременно с этим, представляет интерес получения частных случаев кри-
терия для эвристических процедур из существующих систем сохранения и восстановления
состояния, таких как CRIU [2], BLCR [17], DMTCP [18], а также других приложений, к при-
меру, восстановления fork-join-последовательностей для многопоточного программирования
[19] и для различных представлений задачи восстановления дерева процессов, например, в
матричной форме [20]. На основании такого исследования будет проверена гипотеза о повы-
шении эффективности вышеперечисленных методов за счёт уменьшения мощности множеств
для поиска нужных состояний, так как состояния с нужными значениями атрибутов предпо-
ложительно будут также замыкаться в соответствующих областях.
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Аннотация

Для любого иррационального 𝛼 можно рассмотреть разбиения отрезка [0; 1] точками
вида {𝑖𝛼} с 0 ≤ 𝑖 < 𝑛. Данные разбиения обладают целым рядом интересных свойств,
наиболее известными из которых являются теоремы о трех длинах и о трех прыжках.
В частности, эти разбиения содержат отрезки либо двух, либо трех различных длин. В
случае двух длин соответствующие разбиения известны как обобщенные разбиения Фи-
боначчи. Они тесно связаны с комбинаторикой слов, одномерными квазипериодическими
разбиениями, множествами ограниченного остатка, отображениями первого возвращения
для иррациональных поворотов окружности и т.д.

Перенос общих теорем о трех длинах и о трех прыжках на двумерный случай, то есть
на точки вида ({𝑖𝛼1}, {𝑖𝛼2}) является известной открытой проблемой. В настоящей ра-
боте рассматривается некоторый частный случай этой задачи связанный с двумерными
обобщениями разбиений Фибоначчи. Эти разбиения получаются при помощи итераций
геометрической версии знаменитой подстановки Рози. Они возникают в комбинаторике
слов при изучении обобщений последовательностей Штурма, а также в теории чисел при
изучении сдвигов тора. Рассматриваемые разбиения состоят из ромбов трех различных
типов. Доказано, что во всех разбиениях существует ровно 9 типов наборов ромбов, сосед-
них с заданным ромбом. Также дан способ позволяющий по ромбу разбиения однозначно
установить его соседей. Полученные результаты можно рассматривать как первый шаг к
многомерному обобщению теорем о трех длинах и трех прыжках.

Ключевые слова: теорема о трех длинах, теорема о трех прыжках, подстановка Рози,
обобщенное перекладывающееся разбиение тора, множество ограниченного остатка.
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Abstract

For any irrational 𝛼 we can consider tilings of the segment [0; 1] by the points {𝑖𝛼} with
0 ≤ 𝑖 < 𝑛. These tilings have some interesting properties, including well-known three lengths
and three gaps theorems. In particular, these tilings contain segments of either two, or three
different lengths. In the case of two lengths, the corresponding tilings are known as generalized
Fibonacci tilings. They are closely connected with the combinatorics of words, one-dimensional
quasiperiodic tilings, bounded remainder sets, first return maps for irrational circle rotations,
etc.

Transferring the general three lengths and three gaps theorems to two-dimensional case, i.e.
to the points ({𝑖𝛼1}, {𝑖𝛼2}) is a well-known open problem. In the present work we consider
a special case of this problem. associated with two-dimensional generalizations of Fibonacci
tilings. These tilings are obtained using iterations of the geometric version of the famous
Rauzy substitution. They arise in the words combinatorics in the study of generalizations of
Sturmian sequences, as well as in number theory in the study of toric shifts. Considered tilings
consist of rhombuses of three different types. It is proved that there are exactly 9 types of
sets of rhombuses adjacent to a given rhombus. Also we obtain a method that allows explicitly
determine all neighbours of the given rhombus. The results can be considered as a first step to
a multidimensional generalization of the three lengths and three gaps theorems.

Keywords: three length theorem, three gaps theorem, Rauzy substitution, generalized
exchanged toric tilings, bounded remainder sets.
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1. Введение

Пусть 𝛼 – иррациональное число и 𝑇𝑛 – разбиение отрезка [0; 1] точками вида {𝑖𝛼} с
0 ≤ 𝑖 < 𝑛. Разбиение 𝑇𝑛 обладает двумя тесно связанными между собой фундаментальными
свойствами, описывающими комбинаторику и геометрию последовательности {𝑖𝛼}.

1) Разбиение 𝑇𝑛 содержит отрезки либо двух, либо трех различных длин. Если таких длин
три, то одна из них является суммой двух других.
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2) Пусть {𝑖1𝛼} и {𝑖2𝛼} – концы некоторого отрезка разбиения 𝑇𝑛. Тогда величина 𝑖2 − 𝑖1
принимает на разбиении 𝑇𝑛 либо два, либо три значения. Если таких значений три, то одно
из них является суммой двух других.

Упомянутые значения могут быть явно вычислены в терминах разложения 𝛼 в цепную
дробь.

Данные утверждения известны как теорема о трех длинах и теорема о трех прыжках
(гипотеза Штейнгауза). В настоящее время имеется несколько десятков работ, посвященных
двум данным теоремам. В частности, многочисленные их доказательства можно найти в [7],
[11], [15],[16], [17],[18], [19], [26] и т.д. Различные попытки обобщения связаны с переносом
описанных результатов на случай других последовательностей от одной переменной [20], мно-

гомерных последовательностей вида
𝑑∑︀

𝑘=1

𝑖𝑘𝛼𝑘 [3], [6], [13], [9] римановых многообразий [2], ква-

зипериодический разбиений [10], упорядоченных абелевых групп [8] и т.д.
Тем не менее, остается нерешенным крайне интересный вопрос о правильном обобщении

данной теоремы на случай последовательностей вида ({𝑖𝛼1}, . . . , {𝑖𝛼𝑑}) распределенных на
многомерном торе. Отдельные (далекие от окончательных) результаты в этом направлении
можно найти в [5], [4], [21]. Трудность здесь связана с тем, что нет естественного понятия
соседства точек на торе. Кроме того, не имеется универсального хорошего способа построе-
ния разбиения, связанного с конечным множеством точек (стандартные подходы, связанные
с разбиениями Дирихле-Вороного и Делоне здесь не вполне удовлетворительны).

В. Г. Журавлев [23] для 𝛼 = 𝜏 =
√
5−1
2 рассмотрел частный случай разбиений 𝑇𝑛, в кото-

ром интервалы разбиения имеют всего две различные длины. Данные разбиения были названы
им разбиениями Фибоначчи. Их изучение оказалось связанным с числами Фибоначчи, отоб-
ражениями первого возвращения для иррационального поворота окружности, множествами
ограниченного остатка для последовательности дробных долей линейной функции и т.д.

Разбиения Фибоначчи обладают следующим фундаментальным свойством: действие сдви-
га 𝑆 : 𝑥→ 𝑥− 𝜏 (mod 1) на них сводится к перекладыванию двух отрезков разбиения. Следо-
вательно, за вычетом одного длинного и одного короткого отрезка, образ отрезка разбиения
Фибоначчи под действием сдвига 𝑆 вновь представляет собой отрезок этого разбиения. При
этом в [23] был получен метод, позволяющий по номеру отрезка разбиения найти номера
его соседей. Этот результат можно рассматривать как дальнейшее уточнение теоремы о трех
прыжках.

Теория разбиений Фибоначчи была перенесена на случай произвольного иррационального
𝛼 А. В. Шутовым (см., например, [26]).

Вопрос о переносе данной теории на многомерный случай до конца не решен. Тем не
менее, в случае алгебраических чисел Пизо и связанных с ними сдвигов тора имеется как ми-
нимум два естественных кандидата на роль многомерных обобщений разбиений Фибоначчи.
Эти кандидаты основаны на теории фракталов Рози [14], [12], [24] и на теории геометриче-
ских подстановок Арно-Ито [1], [12]. В [25] было рассмотрено простейшее семейство разбиений
двумерного тора, возникающее в теории Арно-Ито, и связанное со знаменитой подстановкой
Рози. Было показано, что данные разбиения, рассматриваемые вместе со сдвигом тора на
вектор (𝜉−1, 𝜉−2) (где 𝜉 – действительный корень уравнения 𝜉3 − 𝜉2 − 𝜉 − 1 = 0), обладают
свойствами, аналогичными разбиениям Фибоначчи. В частности, данные разбиения состоят
из ромбов трех различных типов, а действие сдвига тора на них сводится к перекладыванию
трех ромбов разбиения. В связи с этим возникает вопрос о построении обобщения теоремы о
трех прыжках на случай этого разбиения. Данный аналог требует описания 4 соседних ромбов
для каждого ромба, входящего в разбиение. В настоящей работе приведено полное решение
этой задачи. Показано, что в зависимости от типа исходного ромба существует пять, три или
один тип четверки его соседей, а также указан способ явного определения этой четверки.
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2. Вспомогательные результаты

Пусть 𝐿 — двумерная решетка, 𝑣 — иррациональный относительно решетки 𝐿 вектор, т.е.
вектор, координаты которого в некотором базисе решетки 𝐿 линейно независимы над Z вместе
с единицей (очевидно, что данное определение не зависит от выбора базиса). Отображение
сдвига

𝑆 : 𝑥→ 𝑥+ 𝑣 (mod 𝐿)

переводит двумерный тор T2 = R2/𝐿 в себя.
Множество 𝑇 будем называть фундаментальной областью решетки 𝐿, если:
1) для любой точки 𝑥 ∈ R2 существует точка 𝑥′ ∈ 𝑇 такая, что 𝑥 ≡ 𝑥′ (mod 𝐿);
2) любые две точки 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑇 не сравнимы по модулю решетки: 𝑥 /≡ 𝑥′ (mod 𝐿).
Очевидно, что существует единственное взаимно-однозначное отображение 𝜄: T2 → 𝑇 меж-

ду фундаментальной областью 𝑇 и тором T2 = R2/𝐿.
Рассмотрим теперь разбиение

T2 = T0 ⊔ T1 ⊔ T2 (1)

двумерного тора на непересекающиеся множества и порожденное им разбиение

𝑇 = 𝑇0 ⊔ 𝑇1 ⊔ 𝑇2, где 𝑇𝑖 = 𝜄(T𝑖).

Разбиение (1) будем называть перекладывающимся, если существуют векторы 𝑣0, 𝑣1, 𝑣2

такие, что отображение 𝑆* : 𝑥 → 𝑥 + 𝑣𝑗 , если 𝑥 → 𝑇𝑗 , переводит множество 𝑇 в себя и его
действие на множестве 𝑇 совпадает с действием, индуцированным сдвигом 𝑆, т.е. диаграмма

T2 𝑆−−−−→ T2⎮⎮⌄𝜄 ⎮⎮⌄𝜄
𝑇

𝑆*
−−−−→ 𝑇

(2)

коммутативна. Пример такого разбиения изображен на рис. 1.

Рис. 1. Пример перекладывающегося разбиения.

Рассмотрим разбиение двумерного тора T2

T2 =

♯𝑅−1∐︁
𝑖=0

R𝑖 ⊔
♯𝐺−1∐︁
𝑖=0

G𝑖 ⊔
♯𝐵−1∐︁
𝑖=0

B𝑖 (3)

на непересекающиеся множества трех типов. Здесь ♯𝑅, ♯𝐺 и ♯𝐵 — количества множеств типов
𝑅, 𝐺 и 𝐵 соответственно.

Разбиение (3) порождает разбиение развертки

𝑇 =

♯𝑅−1∐︁
𝑖=0

𝑅𝑖 ⊔
♯𝐺−1∐︁
𝑖=0

𝐺𝑖 ⊔
♯𝐵−1∐︁
𝑖=0

𝐵𝑖,

в котором 𝑅𝑖 = 𝜄(R𝑖), 𝐺𝑖 = 𝜄(G𝑖), 𝐵𝑖 = 𝜄(B𝑖).
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Пусть теперь отображение 𝑆* таково, что диаграмма (2) коммутативна. Разбиение (3)
будем называть обобщенным перекладывающимся разбиением тора относительно сдвига 𝑆,
если выполняются следующие три условия:

1) 𝑆*(𝑅𝑖) = 𝑅𝑖+1, 𝑆*(𝐺𝑖) = 𝐺𝑖+1, 𝑆*(𝐵𝑖) = 𝐵𝑖+1 для всех допустимых значений 𝑖;
2) справедливо равенство

𝑅0 ⊔𝐺0 ⊔𝐵0 = 𝑆* (𝑅♯𝑅−1) ⊔ 𝑆* (𝐺♯𝐺−1) ⊔ 𝑆* (𝐵♯𝐵−1)

и существуют векторы

𝑤𝑅 =
(︀
𝑤1
𝑅, 𝑤

2
𝑅

)︀
, 𝑤𝐺 =

(︀
𝑤1
𝐺, 𝑤

2
𝐺

)︀
, 𝑤𝐵 =

(︀
𝑤1
𝐵, 𝑤

2
𝐵

)︀
,

такие, что

𝑆* (𝑅♯𝑅−1)− 𝑤𝑅 = 𝑅0, 𝑆* (𝐺♯𝐺−1)− 𝑤𝐺 = 𝐺0, 𝑆* (𝐵♯𝐵−1)− 𝑤𝐵 = 𝐵0;

3) определитель ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ♯𝑅 ♯𝐺 ♯𝐵
𝑤1
𝑅 𝑤1

𝐺 𝑤1
𝐵

𝑤2
𝑅 𝑤2

𝐺 𝑤2
𝐵

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ̸= 0. (4)

Перейдем к изложению теоретических сведений о подстановках Рози, необходимых для до-
казательства основного результата о видах и номерах квадратов, являющихся первым окруже-
нием базисных квадратов обобщенного перекладывающегося разбиения тора, в соответствии с
книгой [12]. Подробные доказательства приведенных ниже утверждений можно найти в работе
[1].

Рассмотрим множество Λ, состоящего из квадратов

(𝑥, 𝑖*) = {𝑥+ 𝜆𝑒𝑗 + 𝜇𝑒𝑘 : 0 6 𝜆, 𝜇 < 1} ,

где 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑥 ∈ Z3, 𝑒1 = (1, 0, 0)𝑡, 𝑒2 = (0, 1, 0)𝑡, 𝑒3 = (0, 0, 1)𝑡, называемых базисными. Точку
𝑥 базисного квадрата (𝑥, 𝑖*) называют отмеченной.

Матрицу

𝑀 =

⎛⎝ 1 1 1
1 0 0
0 1 0

⎞⎠ ,

назовем матрицей подстановки Рози, 𝑖-й вектор-столбец матрицы 𝑀−𝑁 обозначим 𝑓
(𝑁)
𝑖 .

Определим подстановку Рози Θ следующим образом:

(0, 1*) → (0, 3*) ⊔
(︁
𝑓
(1)
2 , 1*

)︁
⊔
(︁
𝑓
(1)
3 , 2*

)︁
Θ : (0, 2*) → (0, 1*) Θ (𝑥, 𝑖*) =𝑀−1𝑥+ (0, 𝑖*)

(0, 3*) → (0, 2*)

Θ

(︃∐︁
𝜆∈Λ

𝜆

)︃
=
∐︁
𝜆∈Λ

Θ(𝜆).

На рисунке 2 изображено действие подстановки Θ на базисных квадратах (0, 𝑖*).
Положим

𝐷
(𝑖)
𝑁 = Θ𝑁 (0, 𝑖*) , 𝐷𝑁 =

3∐︁
𝑖=1

𝐷
(𝑖)
𝑁 .

Несколько первых множеств 𝐷𝑁 изображены на рисунке 3.
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Рис. 1: Действие подстановки Θ на базисных квадратах.

Рис. 2: Множества 𝐷𝑁 для малых 𝑁 .
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Лемма 1. Для любого 𝑁 > 0 справедливо включение

𝐷𝑁−1 ⊂ 𝐷𝑁 .

Уравнение 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 = 1 имеет единственный действительный корень. Обозначим этот
корень через 𝜁.

Пусть 𝜋 – это проекция вдоль вектора
(︀
1, 𝜁, 𝜁2

)︀𝑡
из R3 на плоскость 𝑃 , задаваемую урав-

нением 𝑥1 +
(︀
𝜁 + 𝜁2

)︀
𝑥2 + 𝜁𝑥3 = 0.

Лемма 2. Ограничение отображения 𝜋 на множество 𝐷𝑁 является взаимно-однознач-
ным отображением при любом 𝑁 .

Положим 𝐷∞ =
∞⋃︀
𝑁=0

𝐷𝑁 , тогда согласно лемме 1 множество 𝐷∞ является объединением

базисных квадратов.
Обозначим через Γ∞ множество отмеченных точек всех базисных квадратов из 𝐷∞.

Лемма 3. Множество Γ∞ и плоскость 𝑃 инвариантны относительно действия отоб-
ражения 𝑀−1. Диаграмма

Γ∞
𝑀−1

−−−−→ Γ∞⎮⎮⌄𝜋 ⎮⎮⌄𝜋
𝑃

𝑀−1

−−−−→ 𝑃

(5)

коммутативна.

Определим множества 𝑇𝑁 = 𝜋(𝐷𝑁 ) и 𝑇
(𝑖)
𝑁 = 𝜋

(︀
𝐷𝑖
𝑁

)︀
опираясь на справедливость леммы 2.

На множестве 𝑇𝑁 введем отображение 𝑆*
𝑁 определяемое следующим образом:

𝑆*
𝑁 (𝑥) = 𝑥+ 𝜋

(︁
𝑓
(𝑁)
𝑖

)︁
, если 𝑥 ∈ 𝑇

(𝑖)
𝑁 .

Лемма 4. Отображение 𝑆*
𝑁 (𝑥) является взаимно-однозначным отображением множе-

ства 𝑇𝑁 в себя.

Введем в расмотрение решетки:

𝐿0 = {𝑘1(𝑒1 − 𝑒2) + 𝑘2(𝑒1 − 𝑒3) : 𝑘1, 𝑘2 ∈ Z} , 𝐿𝑁 =𝑀−𝑁 (𝐿0).

Теорема 1. Множество 𝑇𝑁 представляет собой фундаментальную область решетки
𝜋 (𝐿𝑁 ). Кроме того, существует сдвиг

𝑆𝑁 : 𝑥→ 𝑥+ 𝑣𝑁 (mod 𝜋 (𝐿𝑁 ))

тора T2 = R2/𝜋 (𝐿𝑁 ), действие которого на R2/𝜋 (𝐿𝑁 ) изоморфно действию 𝑆*
𝑁 на 𝑇𝑁 . При

этом в качестве вектора 𝑣𝑁 можно взять любой из векторов 𝜋
(︁
𝑓
(𝑁)
𝑖

)︁
. Если 𝜄𝑁 означает

естественную проекцию R2/𝜋 (𝐿𝑁 ) → 𝑇𝑁 , то диаграмма

R2/𝜋 (𝐿𝑁 )
𝑆𝑁−−−−→ R2/𝜋 (𝐿𝑁 )⎮⎮⌄𝜄𝑁 ⎮⎮⌄𝜄𝑁

𝑇𝑁
𝑆*
𝑁−−−−→ 𝑇𝑁

коммутативна. Более того, все сдвиги 𝑆*
𝑁 изоморфны сдвигу

𝑥→ 𝑥+ (𝜁, 𝜁2) (mod Z2)

тора R2/Z2.
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Пусть множества 𝑅𝑁𝑖 , 𝐺
𝑁
𝑖 , 𝐵

𝑁
𝑖 определены индуктивно следующим образом: если 𝑁 = 0,

то 𝑅0
0 = 𝜋(0, 1*), 𝐺0

0 = 𝜋(0, 2*), 𝐵0
0 = 𝜋(0, 3*).

Предположим, что множества 𝑅𝑁𝑖 , 𝐺
𝑁
𝑖 , 𝐵

𝑁
𝑖 определены при 𝑁 = 𝑘. Обозначим через ♯𝑅𝑘,

♯𝐺𝑘, ♯𝐵𝑘 количество множеств 𝑅𝑘𝑖 , 𝐺
𝑘
𝑖 , 𝐵

𝑘
𝑖 соответственно. Положим 𝑅𝑘𝑗 = 𝜋(𝑥, 1*) и

Θ(𝑥, 1*) =
(︀
𝑀−1𝑥, 3*

)︀
⊔
(︁
𝑀−1𝑥+ 𝑓

(1)
2 , 1*

)︁
⊔
(︁
𝑀−1𝑥+ 𝑓

(1)
3 , 2*

)︁
.

В таком случае при 𝑁 = 𝑘 + 1 будем полагать

𝑅𝑘+1
♯𝐺𝑘+𝑗

= 𝜋
(︁
𝑀−1𝑥+ 𝑓

(1)
2 , 1*

)︁
,

𝐺𝑘+1
♯𝐵𝑘+𝑗

= 𝜋
(︁
𝑀−1𝑥+ 𝑓

(1)
3 , 2*

)︁
,

𝐵𝑘+1
𝑗 = 𝜋

(︀
𝑀−1𝑥, 3*

)︀
,

что можно рассматривать как

𝑅𝑘𝑗 → 𝑅𝑘+1
♯𝐺𝑘+𝑗

⊔𝐺𝑘+1
♯𝐵𝑘+𝑗

⊔𝐵𝑘+1
𝑗 .

Теперь для 𝐺𝑘𝑗 = 𝜋 (𝑥, 2*) и Θ(𝑥, 2*) =
(︀
𝑀−1𝑥, 1*

)︀
определим

𝑅𝑘+1
𝑗 = 𝜋

(︀
𝑀−1𝑥, 1*

)︀
,

что равносильно
𝐺𝑘𝑗 → 𝑅𝑘+1

𝑗 .

Таким же образом для 𝐵𝑘
𝑗 = 𝜋 (𝑥, 3*) и Θ(𝑥, 3*) =

(︀
𝑀−1𝑥, 2*

)︀
положим

𝐺𝑘+1
𝑗 = 𝜋

(︀
𝑀−1𝑥, 2*

)︀
,

иначе
𝐵𝑘
𝑗 → 𝐺𝑘+1

𝑗 .

Из вышесказанного следует, что под действием отображения 𝜋 каждый базисный квадрат
(𝑥, 1*) ∈ 𝐷𝑁 переходит в одно из множеств 𝑅𝑁𝑗 , где 0 6 𝑗 < ♯𝑅𝑁 ; (𝑥, 2*) ∈ 𝐷𝑁 – в 𝐺𝑁𝑗 , где
0 6 𝑗 < ♯𝐺𝑁 ; и (𝑥, 3*) ∈ 𝐷𝑁 – в 𝐵𝑁

𝑗 , где 0 6 𝑗 < ♯𝐵𝑁 .
Пусть

R𝑁𝑗 = 𝜄−1
𝑁

(︀
𝑅𝑁𝑗
)︀
, G𝑁

𝑗 = 𝜄−1
𝑁

(︀
𝐺𝑁𝑗
)︀
, B𝑁𝑗 = 𝜄−1

𝑁

(︀
𝐵𝑁
𝑗

)︀
.

Приведенные ниже утверждения доказаны в статье [25].

Теорема 2. Разбиение

T2 =

♯𝑅𝑁−1∐︁
𝑖=0

R𝑁𝑖 ⊔
♯𝐺𝑁−1∐︁
𝑖=0

G𝑁
𝑖 ⊔

♯𝐵𝑁−1∐︁
𝑖=0

B𝑁𝑖

является обобщенным перекладывающимся разбиением тора T2 = R2/𝜋 (𝐿𝑁 ).

Рассмотрим последовательность натуральных чисел {𝑡𝑖}, называемую последовательно-
стью трибоначчи, заданную рекуррентным соотношением

𝑡𝑖+3 = 𝑡𝑖+2 + 𝑡𝑖+1 + 𝑡𝑖,

и начальными условиями 𝑡0 = 𝑡1 = 1, 𝑡2 = 2.
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Лемма 5. При всех 𝑁 > 1 справедливы равенства

♯𝑅𝑁 = 𝑡𝑁+1, ♯𝐺𝑁 = 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1, ♯𝐵𝑁 = 𝑡𝑁 .

Лемма 6. При всех 𝑁 > 4 справедливо равенство

𝑀𝑁 =

⎛⎝ 𝑡𝑁 𝑡𝑁−1 + 𝑡𝑁−2 𝑡𝑁−1

𝑡𝑁−1 𝑡𝑁−2 + 𝑡𝑁−3 𝑡𝑁−2

𝑡𝑁−2 𝑡𝑁−3 + 𝑡𝑁−4 𝑡𝑁−3

⎞⎠ ,

при малых 𝑁 матрица 𝑀𝑁 принимает следующий вид

𝑀1 =

⎛⎝ 1 1 1
1 0 0
0 1 0

⎞⎠ , 𝑀2 =

⎛⎝ 2 2 1
1 1 1
1 0 0

⎞⎠ , 𝑀3 =

⎛⎝ 4 3 2
2 2 1
1 1 1

⎞⎠ .

Сформулируем и докажем несколько лемм.

Лемма 7. Решением сравнения

𝜋
(︀
𝑀𝑁𝑣1

)︀
≡ 𝐶1𝜋(1, 0, 0) (mod 𝜋(𝐿0)), (6)

где 𝑣1 = (0, 1, 0)𝑡, является 𝐶1 = 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1.

Доказательство. При всех 𝑁 > 4 разрешимость сравнения (6) равносильна разрешимо-
сти матричного уравнения⎛⎝ 𝑡𝑁 𝑡𝑁−1 + 𝑡𝑁−2 𝑡𝑁−1

𝑡𝑁−1 𝑡𝑁−2 + 𝑡𝑁−3 𝑡𝑁−2

𝑡𝑁−2 𝑡𝑁−3 + 𝑡𝑁−4 𝑡𝑁−3

⎞⎠ ·

⎛⎝ 0
1
0

⎞⎠ = 𝐶1 ·

⎛⎝ 1
0
0

⎞⎠+ 𝑘1 ·

⎛⎝ 1
−1
0

⎞⎠+ 𝑘2 ·

⎛⎝ 1
0
−1

⎞⎠
или системы линейных уравнений⎧⎨⎩

𝑡𝑁−1 + 𝑡𝑁−2 = 𝐶1 + 𝑘1 + 𝑘2,
𝑡𝑁−2 + 𝑡𝑁−3 = −𝑘1,
𝑡𝑁−3 + 𝑡𝑁−4 = −𝑘2

в целых числах 𝑘1, 𝑘2.
Сложив все три уравнения, получим, что 𝐶1 = 𝑡𝑁−1 + 𝑡𝑁−2 + 𝑡𝑁−2 + 𝑡𝑁−3 + 𝑡𝑁−3 + 𝑡𝑁−4

или 𝐶1 = 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1.
Таким образом, решением последней системы являются целые числа⎧⎨⎩

𝐶1 = 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1,
𝑘1 = −𝑡𝑁−2 − 𝑡𝑁−3,
𝑘2 = −𝑡𝑁−3 − 𝑡𝑁−4.

В случае 𝑁 = 3 разрешимость исходного сравнения (6) эквивалентна разрешимости мат-
ричного уравнения⎛⎝ 4 3 2

2 2 1
1 1 1

⎞⎠ ·

⎛⎝ 0
1
0

⎞⎠ = 𝐶1 ·

⎛⎝ 1
0
0

⎞⎠+ 𝑘1 ·

⎛⎝ 1
−1
0

⎞⎠+ 𝑘2 ·

⎛⎝ 1
0
−1

⎞⎠
или системы уравнений ⎧⎨⎩

3 = 𝐶1 + 𝑘1 + 𝑘2,
2 = −𝑘1,
1 = −𝑘2
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в целых числах 𝑘1 и 𝑘2.
Данная система справедлива при 𝐶1 = 6, 𝑘1 = −2 и 𝑘2 = −1.
Перепишем число 𝐶1 как 4 + 2 или 𝑡3 + 𝑡2.
Если 𝑁 = 2, то разрешимость сравнения (6) равносильна разрешимости матричного урав-

нения ⎛⎝ 2 2 1
1 1 1
1 0 0

⎞⎠ ·

⎛⎝ 0
1
0

⎞⎠ = 𝐶1 ·

⎛⎝ 1
0
0

⎞⎠+ 𝑘1 ·

⎛⎝ 1
−1
0

⎞⎠+ 𝑘2 ·

⎛⎝ 1
0
−1

⎞⎠
или системы линейных уравнений ⎧⎨⎩

2 = 𝐶1 + 𝑘1 + 𝑘2,
1 = −𝑘1,
0 = −𝑘2

в целых числах 𝑘1 и 𝑘2.
Решением последней системы являются 𝐶1 = 3, 𝑘1 = −1 и 𝑘2 = 0. Представим 𝐶1 как 2+1

или 𝑡2 + 𝑡1.
При 𝑁 = 1 разрешимость сравнения (6), записанного в условии леммы, эквивалентно

разрешимости матричного уравнения⎛⎝ 1 1 1
1 0 0
0 1 0

⎞⎠ ·

⎛⎝ 0
1
0

⎞⎠ = 𝐶1 ·

⎛⎝ 1
0
0

⎞⎠+ 𝑘1 ·

⎛⎝ 1
−1
0

⎞⎠+ 𝑘2 ·

⎛⎝ 1
0
−1

⎞⎠ .

или системы уравнений ⎧⎨⎩
1 = 𝐶1 + 𝑘1 + 𝑘2,
0 = −𝑘1,
1 = −𝑘2

в целых числах 𝑘1 и 𝑘2.
Решив последнюю систему, находим 𝐶1 = 2, 𝑘1 = 0, 𝑘2 = −1. Перепишем 𝐶1 = 2 иначе

какм 1 + 1 или 𝑡1 + 𝑡0. Таким образом лемма 7 полностью доказана.
Доказательство лемм 8-19 проводится аналогично доказательству леммы 7.
Здесь и далее будем полагать, что 𝑡−1 = 0.

Лемма 8. Решением сравнения

𝜋
(︀
𝑀𝑁𝑣2

)︀
≡ 𝐶2𝜋(1, 0, 0) (mod 𝜋(𝐿0)),

где 𝑣2 = (−1, 1, 0)𝑡, является 𝐶2 = −𝑡𝑁−2.

Лемма 9. Решением сравнения

𝜋
(︀
𝑀𝑁𝑣3

)︀
≡ 𝐶3𝜋(1, 0, 0) (mod 𝜋(𝐿0)),

где 𝑣3 = (0, 0,−1)𝑡, является 𝐶3 = −𝑡𝑁 .

Лемма 10. Решением сравнения

𝜋
(︀
𝑀𝑁𝑣4

)︀
≡ 𝐶4𝜋(1, 0, 0) (mod 𝜋(𝐿0)),

где 𝑣4 = (0, 0, 0)𝑡, является 𝐶4 = 0.
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Лемма 11. Решением сравнения

𝜋
(︀
𝑀𝑁𝑣5

)︀
≡ 𝐶5𝜋(1, 0, 0) (mod 𝜋(𝐿0)),

где 𝑣5 = (0,−1, 0)𝑡, является 𝐶5 = −𝑡𝑁 − 𝑡𝑁−1.

Лемма 12. Решением сравнения

𝜋
(︀
𝑀𝑁𝑣6

)︀
≡ 𝐶6𝜋(1, 0, 0) (mod 𝜋(𝐿0)),

где 𝑣6 = (0, 0, 1)𝑡, является 𝐶6 = 𝑡𝑁 .

Лемма 13. Решением сравнения

𝜋
(︀
𝑀𝑁𝑣7

)︀
≡ 𝐶7𝜋(1, 0, 0) (mod 𝜋(𝐿0)),

где 𝑣7 = (−1, 0, 1)𝑡, является 𝐶7 = −𝑡𝑁−1 − 𝑡𝑁−2.

Лемма 14. Решением сравнения

𝜋
(︀
𝑀𝑁𝑣8

)︀
≡ 𝐶8𝜋(1, 0, 0) (mod 𝜋(𝐿0)),

где 𝑣8 = (−1, 0, 0)𝑡, является 𝐶8 = −𝑡𝑁+1.

Лемма 15. Решением сравнения

𝜋
(︀
𝑀𝑁𝑣9

)︀
≡ 𝐶9𝜋(1, 0, 0) (mod 𝜋(𝐿0)),

где 𝑣9 = (1, 0, 0)𝑡, является 𝐶9 = 𝑡𝑁+1.

Лемма 16. Решением сравнения

𝜋
(︀
𝑀𝑁𝑣10

)︀
≡ 𝐶10𝜋(1, 0, 0) (mod 𝜋(𝐿0)),

где 𝑣10 = (1,−1, 0)𝑡, является 𝐶10 = 𝑡𝑁−2.

Лемма 17. Решением сравнения

𝜋
(︀
𝑀𝑁𝑣11

)︀
≡ 𝐶11𝜋(1, 0, 0) (mod 𝜋(𝐿0)),

где 𝑣11 = (0,−1, 1)𝑡, является 𝐶11 = −𝑡𝑁−1.

Лемма 18. Решением сравнения

𝜋
(︀
𝑀𝑁𝑣12

)︀
≡ 𝐶12𝜋(1, 0, 0) (mod 𝜋(𝐿0)),

где 𝑣12 = (0, 1,−1)𝑡, является 𝐶12 = 𝑡𝑁−1.

Лемма 19. Решением сравнения

𝜋
(︀
𝑀𝑁𝑣13

)︀
≡ 𝐶13𝜋(1, 0, 0) (mod 𝜋(𝐿0)),

где 𝑣13 = (1, 0,−1)𝑡, является 𝐶13 = 𝑡𝑁−1 + 𝑡𝑁−2.
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3. Основной результат

Теорема 3. Соседями базисных ромбов обобщенного перекладывающегося разбиения тора
являются:

1. для базисного ромба R𝑁𝑖 :

(a) R𝑁𝑖+𝑡𝑁+𝑡𝑁−1
, B𝑁𝑖 , G𝑁

𝑖 , R𝑁𝑖+𝑡𝑁 при 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁−2;

(b) G𝑁
𝑖−𝑡𝑁−2

, B𝑁𝑖 , G𝑁
𝑖 , R𝑁𝑖+𝑡𝑁 при 𝑡𝑁−2 6 𝑖 < 𝑡𝑁−2 + 𝑡𝑁−1;

(c) G𝑁
𝑖−𝑡𝑁−2

, B𝑁𝑖 , G𝑁
𝑖 , B𝑁𝑖−𝑡𝑁−1−𝑡𝑁−2

при 𝑡𝑁−2 + 𝑡𝑁−1 6 𝑖 < 𝑡𝑁 ;

(d) G𝑁
𝑖−𝑡𝑁−2

, R𝑁𝑖−𝑡𝑁 , G
𝑁
𝑖 , B𝑁𝑖−𝑡𝑁−1−𝑡𝑁−2

при 𝑡𝑁 6 𝑖 < 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1;

(e) G𝑁
𝑖−𝑡𝑁−2

, R𝑁𝑖−𝑡𝑁 , R
𝑁
𝑖−𝑡𝑁−𝑡𝑁−1

, B𝑁𝑖−𝑡𝑁−1−𝑡𝑁−2
при 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1 6 𝑖 < 𝑡𝑁+1;

2. для базисного ромба G𝑁
𝑖 :

(a) R𝑁𝑖 , B𝑁𝑖 , R𝑁𝑖+𝑡𝑁−2
, G𝑁

𝑖+𝑡𝑁
при 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁−1;

(b) R𝑁𝑖 , B𝑁𝑖 , R𝑁𝑖+𝑡𝑁−2
, B𝑁𝑖−𝑡𝑁−1

при 𝑡𝑁−1 6 𝑖 < 𝑡𝑁 ;

(c) R𝑁𝑖 , G𝑁
𝑖−𝑡𝑁 , R

𝑁
𝑖+𝑡𝑁−2

, B𝑁𝑖−𝑡𝑁−1
при 𝑡𝑁 6 𝑖 < 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1;

3. для базисного ромба B𝑁𝑖 : R𝑁𝑖 , G𝑁
𝑖 , G𝑁

𝑖+𝑡𝑁−1
, R𝑁𝑖+𝑡𝑁−1+𝑡𝑁−2

при 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁 .

Доказательство. Разбиение тора T2 = R2/𝜋 (𝐿𝑁 ), состоящее из ромбов трех видов R𝑁𝑖 ,
G𝑁
𝑖 , B𝑁𝑖 , согласно теореме 2, является перекладывающимся. Это означает, что существуют

вектора 𝑣0, 𝑣1, 𝑣2, переводящие тор T2 в себя. Очевидно, что при сдвиге на вектор 𝑣𝑗 отме-
ченная точка одного из ромбов переходит в отмеченную точку какого-то другого ромба этого
же разбиения тора T2.

После выполнения нескольких сдвигов на вектор 𝑣𝑗 на торе T2 отмеченная точка базисного
ромба перейдет в отмеченную точку ромба соседнего с ним.

В силу теоремы 2 существует сдвиг

𝑆𝑁 : 𝑥→ 𝑥+ 𝑣𝑁 (mod 𝜋 (𝐿𝑁 ))

тора T2 = R2/𝜋 (𝐿𝑁 ), действие которого можно рассматривать как отображение 𝑆*
𝑁 на 𝑇𝑁 .

При этом в качестве вектора 𝑣𝑁 можно взять, например, вектор 𝜋
(︁
𝑓
(𝑁)
1

)︁
.

Таким образом, если на торе T2 вектор 𝜋 (𝑣𝑗) переводит отмеченную точку ромба с номером
𝑖 в отмеченную точку соседнего с ним ромбом с номером 𝑠, то найдется целое число 𝐶𝑗 , такое
что 𝑠 = 𝑖+ 𝐶𝑗 , при котором справедливо сравнение

𝜋 (𝑣𝑗) ≡ 𝐶𝑗𝜋
(︁
𝑓
(𝑁)
1

)︁
(mod 𝜋 (𝐿𝑁 )).

Подействуем матрицей 𝑀𝑁 на последнее сравнение

𝑀𝑁𝜋 (𝑣𝑗) ≡ 𝐶𝑗𝑀
𝑁𝜋
(︁
𝑓
(𝑁)
1

)︁
(mod 𝑀𝑁𝜋 (𝐿𝑁 )). (7)

В силу коммутативности диаграммы (5) справедливы равенства: 𝑀𝑁𝜋 (𝑣𝑗) = 𝜋
(︀
𝑀𝑁𝑣𝑗

)︀
,

𝑀𝑁𝜋
(︁
𝑓
(𝑁)
1

)︁
= 𝜋

(︁
𝑀𝑁𝑓

(𝑁)
1

)︁
, 𝑀𝑁𝜋 (𝐿𝑁 ) = 𝜋

(︀
𝑀𝑁𝐿𝑁

)︀
.

Согласно определению 𝐿𝑁 = 𝑀−𝑁𝐿0, поэтому 𝑀𝑁𝐿𝑁 = 𝑀𝑁𝑀−𝑁𝐿0 = 𝐿0. Кроме того,
зная, что 𝑓 (𝑁)

1 — первый столбец матрицы 𝑀−𝑁 , приходим к равенству

𝑀𝑁𝑓
(𝑁)
1 = 𝑓

(0)
1 = (1, 0, 0)𝑡.
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Значит сравнение (7) равносильно сравнению

𝜋
(︀
𝑀𝑁𝑣𝑗

)︀
≡ 𝐶𝑗𝜋 (1, 0, 0) (mod 𝜋(𝐿0)). (8)

Решив это сравнение для заданного 𝑣𝑗 , найдем константу 𝐶𝑗 . Зная целое число 𝐶𝑗 , опреде-
ляем возможные значения номера ромба 𝑖, для которого ромб с номером 𝑖+𝐶𝑗 будет соседним,
из неравенства 0 6 𝑖+𝐶𝑗 < 𝐾, где 𝐾 равно либо ♯𝑅𝑁 , либо ♯𝐺𝑁 , либо ♯𝐵𝑁 , в зависимости от
типа ромба, являющегося соседним для данного базисного ромба.

Вначале определим типы и номера соседей ромба R𝑁𝑖 .
Из геометрических соображений видно, что соседом справа ромба R𝑁𝑖 может быть либо

ромб R𝑁𝑠 , либо ромб G𝑁
𝑠 , но не ромб B𝑁𝑠 . Жирные вектора 𝑣1 и 𝑣2 на рисунке 4, переводят

отмеченную точку базисного ромба R𝑁𝑖 в отмеченную точку ромба R𝑁𝑠 или G𝑁
𝑠 . Координаты

этих векторов 𝑣1 = (0, 1, 0)𝑡 и 𝑣2 = (−1, 1, 0)𝑡.

Рис. 4. Возможные соседи справа ромба R𝑁𝑖 .

Воспользуемся леммами 7, 8 для решения сравнения (8), и получим 𝐶1 = 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1,
𝐶2 = −𝑡𝑁−2.

Ромбов вида R𝑁𝑠 всего может быть ♯𝑅𝑁 , поэтому номер ромба R𝑁𝑖+𝐶1
должен удовлетворять

неравенству 0 6 𝑖 + 𝐶1 < ♯𝑅𝑁 , или 0 6 𝑖 + 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1 < 𝑡𝑁+1, или 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁−2, т.к. номер
ромба R𝑁𝑠 может быть только неотрицательным и 𝑡𝑁+1 − 𝑡𝑁 − 𝑡𝑁−1 = 𝑡𝑁−2.

В свою очередь ромбов видаG𝑁
𝑠 ровно ♯𝐺𝑁 . Значит номер ромба G𝑁

𝑖+𝐶2
должен быть таким,

что справедливо неравенство 0 6 𝑖+ 𝐶2 < ♯𝐺𝑁 , следовательно, 0 6 𝑖− 𝑡𝑁−2 < 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1 или
𝑡𝑁−2 6 𝑖 < 𝑡𝑁+1, т.к. 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1 + 𝑡𝑁−2 = 𝑡𝑁+1.

Исходя из геометрических представлений, можно утверждать, что соседом снизу базисного
ромба R𝑁𝑖 может быть либо ромб R𝑁𝑠 , либо B𝑁𝑠 , но не ромб G𝑁

𝑠 (см. рис. 5). Выделенные
жирным вектора 𝑣3 = (0, 0,−1)𝑡 и 𝑣4 = (0, 0, 0)𝑡 переводят отмеченные точки ромба R𝑁𝑖 в R𝑁𝑠
и ромба R𝑁𝑖 в B𝑁𝑠 , соответственно.

Рис. 5. Возможные соседи снизу ромба R𝑁𝑖 .

Решением сравнения (8) для векторов 𝑣3 и 𝑣4 согласно леммам 9, 10 являются 𝐶3 = −𝑡𝑁 и
𝐶4 = 0.

Количество ромбов вида R𝑁𝑠 равно ♯𝑅𝑁 . Значит номер ромба R𝑁𝑖+𝐶3
должен быть таким,

что 0 6 𝑖 + 𝐶3 < ♯𝑅𝑁 , или 0 6 𝑖 − 𝑡𝑁 < 𝑡𝑁+1, или 𝑡𝑁 6 𝑖 < 𝑡𝑁+1, т.к. номер ромба вида R𝑁𝑠
должен быть меньше, чем 𝑡𝑁+1.

Ромбов вида B𝑁𝑠 может быть только ♯𝐵𝑁 . Это означает, что номер ромба B𝑁𝑖+𝐶4
удовлетво-

ряет неравенству 0 6 𝑖+ 𝐶4 < ♯𝐵𝑁 , или иначе 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁 .
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Вновь применяя геометрические соображения, приходим к выводу, что соседом слева ба-
зисного ромба R𝑁𝑖 может быть ромб R𝑁𝑠 или ромб G𝑁

𝑠 , но не ромб B𝑁𝑠 (см. рис. 6). Отмечен-
ные точки базисного ромба и соседнего с ним ромба образуют выделенные жирным вектора
𝑣5 = (0,−1, 0)𝑡 и 𝑣4 = (0, 0, 0)𝑡 для ромбов R𝑁𝑠 и G𝑁

𝑠 , соответственно.

Рис. 6. Возможные соседи слева ромба R𝑁𝑖 .

Согласно леммам 11 и 10 сравнение (8), в случае векторов 𝑣5 и 𝑣4, выполняется при
𝐶5 = −𝑡𝑁 − 𝑡𝑁−1 и 𝐶4 = 0.

Зная, что число ромбов вида R𝑁𝑠 равно ♯𝑅𝑁 , приходим к выводу: номер ромба R𝑁𝑖+𝐶5
удовле-

творяет неравенству 0 6 𝑖+𝐶5 < ♯𝑅𝑁 , или 0 6 𝑖− 𝑡𝑁 − 𝑡𝑁−1 < 𝑡𝑁+1, или 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1 6 𝑖 < 𝑡𝑁+1,
т.к. номера ромбов R𝑁𝑠 всегда меньше 𝑡𝑁+1.

Соответственно, ромбов вида G𝑁
𝑠 всего ♯𝐺𝑁 , следовательно, у ромба G𝑁

𝑖+𝐶4
номер будет

таким, что верно соотношение 0 6 𝑖+ 𝐶4 < ♯𝐺𝑁 , или иначе 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1.
И, наконец, пользуясь геометрическими представлениями, определяем, что соседом сверху

базисного ромба R𝑁𝑖 может быть либо R𝑁𝑠 , либо B𝑁𝑠 , но не ромб G𝑁
𝑠 (см. рис. 7). Отмеченные

точки этих ромбов R𝑁𝑠 и B𝑁𝑠 отличаются от отмеченной точки базисного ромба на выделенные
жирным вектора 𝑣6 = (0, 0, 1)𝑡 и 𝑣7 = (−1, 0, 1)𝑡, соответственно.

Рис. 7. Возможные соседи сверху ромба R𝑁𝑖 .

В случае векторов 𝑣6 и 𝑣7 сравнение (8), согласно леммам 12 и 13, имеет решение 𝐶6 = 𝑡𝑁
и 𝐶7 = −𝑡𝑁−1 − 𝑡𝑁−2.

Так как ромбов вида R𝑁𝑠 имеется ♯𝑅𝑁 , то номер ромба R𝑖+𝐶6 должен быть таким, что
0 6 𝑖 + 𝐶6 < ♯𝑅𝑁 , или 0 6 𝑖 + 𝑡𝑁 < 𝑡𝑁+1, или 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁+1 − 𝑡𝑁 , или 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁−1 + 𝑡𝑁−2, в
силу того, что номер ромба — это неотрицательное число и 𝑡𝑁+1 − 𝑡𝑁 = 𝑡𝑁−1 + 𝑡𝑁−2.

Из того, что ромбов вида B𝑁𝑠 всего ♯𝐵𝑁 , делаем вывод о том, что для номера ромба
B𝑖+𝐶7 справедливо неравенство 0 6 𝑖 + 𝐶7 < ♯𝐵𝑁 , или 0 6 𝑖 − 𝑡𝑁−1 − 𝑡𝑁−2 < 𝑡𝑁 , или
𝑡𝑁−1 + 𝑡𝑁−2 6 𝑖 < 𝑡𝑁+1, так как 𝑡𝑁+1 = 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1 + 𝑡𝑁−2.

Собирая полученные результаты вместе, получаем, что базисный ромб R𝑁𝑖 будет иметь
следующих соседей:

1. R𝑁𝑖+𝐶1
, B𝑁𝑖+𝐶4

, G𝑁
𝑖+𝐶4

, R𝑁𝑖+𝐶6
при 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁−2;

2. G𝑁
𝑖+𝐶2

, B𝑁𝑖+𝐶4
, G𝑁

𝑖+𝐶4
, R𝑁𝑖+𝐶6

при 𝑡𝑁−2 6 𝑖 < 𝑡𝑁−2 + 𝑡𝑁−1;

3. G𝑁
𝑖+𝐶2

, B𝑁𝑖+𝐶4
, G𝑁

𝑖+𝐶4
, B𝑁𝑖+𝐶7

при 𝑡𝑁−2 + 𝑡𝑁−1 6 𝑖 < 𝑡𝑁 ;

4. G𝑁
𝑖+𝐶2

, R𝑁𝑖+𝐶3
, G𝑁

𝑖+𝐶4
, B𝑁𝑖+𝐶7

при 𝑡𝑁 6 𝑖 < 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1;
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5. G𝑁
𝑖+𝐶2

, R𝑁𝑖+𝐶3
, R𝑁𝑖+𝐶5

, B𝑁𝑖+𝐶7
при 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1 6 𝑖 < 𝑡𝑁+1.

Перейдем к определению типов и номеров соседей базисного ромба G𝑁
𝑖 .

Принимая во внимание геометрические соображения, получаем, что соседом справа этого
ромба будет либо ромб G𝑁

𝑠 , либо R𝑁𝑠 , но не ромб B𝑁𝑠 (см. рис. 8). Переход от отмеченной
точки ромба G𝑁

𝑖 к отмеченной точке ромба G𝑁
𝑠 или ромба R𝑁𝑠 осуществляется с помощью

выделенных жирным векторов 𝑣8 = (−1, 0, 0)𝑡 и 𝑣4 = (0, 0, 0)𝑡, соответственно.

Рис. 8. Возможные соседи справа ромба G𝑁
𝑖 .

Решением сравнения (8) для векторов 𝑣8, 𝑣4 в силу лемм 14 и 10 будут числа 𝐶8 = −𝑡𝑁+1

и 𝐶4 = 0.
Ромбов вида G𝑁

𝑠 при заданном 𝑁 имеется ♯𝐺𝑁 , поэтому ромб G𝑁
𝑖+𝐶8

должен быть таким,
что его номер удовлетворяет соотношению 0 6 𝑖 + 𝐶8 < ♯𝐺𝑁 , или 0 6 𝑖 − 𝑡𝑁+1 < 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1,
или 𝑡𝑁+1 6 𝑖 < 𝑡𝑁+2, что противоречит условию 𝑖 < 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1.

Известно, что ромбов R𝑁𝑠 всего ♯𝑅𝑁 . Значит ромб R𝑖+𝐶4 будет соседом ромба G𝑁
𝑖 , если

0 6 𝑖+ 𝐶4 < ♯𝑅𝑁 , или иначе 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁+1.
Пользуясь геометрическими представлениями, замечаем, что соседом снизу базисного ром-

ба G𝑁
𝑖 может быть G𝑁

𝑠 или B𝑁𝑠 , но не R𝑁𝑠 (см. рис. 9). Вектора, переводящие отмеченную
точку базисного ромба в отмеченную точку соседнего, – это выделенные жирным вектора
𝑣3 = (0, 0,−1)𝑡 и 𝑣4 = (0, 0, 0)𝑡 для ромбов G𝑁

𝑖+𝐶3
и R𝑁𝑖+𝐶4

.

Рис. 9. Возможные соседи снизу ромба G𝑁
𝑖 .

Как было отмечено ранее, сравнение (8) в случае векторов 𝑣3 и 𝑣4, согласно леммам 9 и
10, справедливы при 𝐶3 = −𝑡𝑁 и 𝐶4 = 0.

Зная, что ромбов вида G𝑁
𝑠 имеется ровно ♯𝐺𝑁 , приходим к выводу о справедливости для

ромба G𝑁
𝑖+𝐶3

неравенства 0 6 𝑖+𝐶3 < ♯𝐺𝑁 , или 0 6 𝑖− 𝑡𝑁 < 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1, или 𝑡𝑁 6 𝑖 < 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1,
т.к. номер ромба вида G𝑁

𝑠 не может быть больше или равен 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1.
Кроме того, ромбов вида B𝑁𝑠 может быть ♯𝐵𝑁 . Таким образом, номер ромба B𝑁𝑖+𝐶4

должен
быть таким, что 0 6 𝑖+ 𝐶4 < ♯𝐵𝑁 , или иначе 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁 .

Исходя из геометрических соображений, можно сказать, что соседом слева базисного ромба
G𝑁
𝑖 будут ромбы G𝑁

𝑠 или R𝑁𝑠 , но не ромб B𝑁𝑠 (см. рис. 10). Вектора, соединяющие отмеченные
точки базисного ромба и его соседей, – это изображенные жирным вектора 𝑣9 = (1, 0, 0)𝑡 и
𝑣10 = (1,−1, 0)𝑡, соответственно.
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Рис. 10. Возможные соседи слева ромба G𝑁
𝑖 .

В силу лемм 15 и 16 сравнение (8) для векторов 𝑣9 и 𝑣10 верно, если 𝐶9 = 𝑡𝑁+1 и 𝐶10 = 𝑡𝑁−2.
Так как количество ромбов вида G𝑁

𝑠 равно ♯𝐺𝑁 , то номер ромба G𝑁
𝑖+𝐶9

должен быть таким,
что верно неравенство 0 6 𝑖+𝐶9 < ♯𝐺𝑁 , или 0 6 𝑖+ 𝑡𝑁+1 < 𝑡𝑁+ 𝑡𝑁−1, или −𝑡𝑁+1 6 𝑖 < −𝑡𝑁−2,
что не имеет смысла, в силу того, что номер ромба может быть только неотрицательным.

При данном 𝑁 имеется всего ♯𝑅𝑁 ромбов вида R𝑁𝑠 . Значит ромб R𝑁𝑖+𝐶10
имеет номер,

удовлетворяющий условию 0 6 𝑖+𝐶10 < ♯𝑅𝑁 , или 0 6 𝑖+𝑡𝑁−2 < 𝑡𝑁+1, или 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁+1−𝑡𝑁−2,
или 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1, так как номер ромба всегда неотрицателен, а 𝑡𝑁+1 − 𝑡𝑁−2 = 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1.

Вновь воспользуемся геометрическими представлениями и получим, что сверху соседом
базисного ромба G𝑁

𝑖 может быть ромб G𝑁
𝑠 или ромб B𝑁𝑠 , но не ромб R𝑁𝑠 (см. рис. 11). Век-

тора, связывающие отмеченные точки базисного ромба и отмеченные точки соседей, – это
выделенные жирным вектора 𝑣6 = (0, 0, 1)𝑡 и 𝑣11 = (0,−1, 1)𝑡, соответственно.

Рис. 11. Возможные соседи сверху ромба G𝑁
𝑖 .

Леммы 12 и 17 позволяют найти решение сравнения (8) для векторов 𝑣6 и 𝑣11. Согласно
указанным леммам 𝐶6 = 𝑡𝑁 и 𝐶11 = −𝑡𝑁−1 удовлетворяют сравнению (8).

Зная, что ромбов вида G𝑁
𝑠 в разбиении с номером 𝑁 содержится ♯𝐺𝑁 , приходим к выводу

о справедливости для ромба G𝑁
𝑖+𝐶6

неравенства 0 6 𝑖+𝐶6 < ♯𝐺𝑁 , или 0 6 𝑖+ 𝑡𝑁 < 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1,
или 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁−1, т.к. номер ромба неотрицателен.

В свою очередь, ромбов вида B𝑁𝑠 всего ♯𝐵𝑁 . Поэтому номер ромба B𝑁𝑖+𝐶11
должен удовле-

творять неравенству 0 6 𝑖+𝐶11 < ♯𝐵𝑁 , или 0 6 𝑖− 𝑡𝑁−1 < 𝑡𝑁 , или 𝑡𝑁−1 6 𝑖 < 𝑡𝑁 в силу того,
что номер ромба B𝑁𝑠 не может быть больше или равен 𝑡𝑁 .

Итак, соседями базисного ромба G𝑁
𝑖 , в зависимости от номера 𝑖 будут:

1. R𝑁𝑖+𝐶4
, B𝑁𝑖+𝐶4

, R𝑁𝑖+𝐶10
, G𝑁

𝑖+𝐶6
при 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁−1;

2. R𝑁𝑖+𝐶4
, B𝑁𝑖+𝐶4

, R𝑁𝑖+𝐶10
, B𝑁𝑖+𝐶11

при 𝑡𝑁−1 6 𝑖 < 𝑡𝑁 ;

3. R𝑁𝑖+𝐶4
, G𝑁

𝑖+𝐶3
, R𝑁𝑖+𝐶10

, B𝑁𝑖+𝐶11
при 𝑡𝑁 6 𝑖 < 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1.

Рассмотрим базисный ромб B𝑁𝑖 .
Принимая во внимание геометрические соображения, замечаем, что соседом ромба этого

справа и сверху может быть либо ромб B𝑁𝑠 , либо ромб R𝑁𝑠 , но не ромб G𝑁
𝑠 (см. рис. 12).

Вектора, соединяющие отмеченные точки базисного ромба и его соседей, – это изображенные
жирными вектора 𝑣8 = (−1, 0, 0)𝑡 и 𝑣4 = (0, 0, 0)𝑡, соответственно.
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Рис. 12. Возможные соседи справа и сверху ромба B𝑁𝑖 .

Как было отмечено ранее, решениями сравнения (8) для векторов 𝑣8 и 𝑣4, согласно леммам
14 и 10, являются 𝐶8 = −𝑡𝑁+1 и 𝐶4 = 0.

Так как в разбиении с номером 𝑁 существует ♯𝐵𝑁 ромбов вида B𝑁𝑠 , то ромб B𝑁𝑖+𝐶8
будет

таким, что 0 6 𝑖+ 𝐶8 < ♯𝐵𝑁 , или 0 6 𝑖− 𝑡𝑁+1 < 𝑡𝑁 , 𝑡𝑁+1 6 𝑖 < 𝑡𝑁+1 + 𝑡𝑁 , что противоречит
тому, что ромбов вида B𝑁𝑖 всего ♯𝐵𝑁 = 𝑡𝑁 .

Известно, что имеется ♯𝑅𝑁 ромбов вида R𝑁𝑠 . Поэтому номер ромба R𝑁𝑖+𝐶4
должен удовле-

творять неравенству 0 6 𝑖+ 𝐶4 < ♯𝑅𝑁 , а, следовательно, 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁+1.
У базисного ромба B𝑁𝑖 , исходя из геометрических представлений, соседом справа и снизу

будет либо ромб B𝑁𝑠 , либо G𝑁
𝑠 , но не ромб R𝑁𝑠 (см. рис. 13). Вектора, переводящие отмеченные

точки базисного ромба в отмеченные точки соседних, – это выделенные жирным вектора
𝑣1 = (0, 1, 0)𝑡 и 𝑣12 = (0, 1,−1)𝑡, соответственно.

Рис. 13. Возможные соседи справа и снизу ромба B𝑁𝑖 .

В случае векторов 𝑣1 и 𝑣12 сравнение (8), в силу лемм 7 и 18, имеет решение 𝐶1 = 𝑡𝑁+𝑡𝑁−1

и 𝐶12 = 𝑡𝑁−1.
Ромбов вида B𝑁𝑠 существует ровно ♯𝐵𝑁 . Значит ромб B𝑁𝑖+𝐶1

должен быть таким, что спра-
ведливо соотношение 0 6 𝑖+𝐶1 < ♯𝐵𝑁 , или 0 6 𝑖+𝑡𝑁+𝑡𝑁−1 < 𝑡𝑁 , или −𝑡𝑁−𝑡𝑁−1 6 𝑖 < −𝑡𝑁−1.
Данное неравенство не имеет смысла, т.к. номер ромба всегда неотрицателен. Поэтому ромб
B𝑁𝑠 не может иметь соседом справа и снизу ромб вида B𝑁𝑖 .

В свою очередь ромбов вида G𝑁
𝑠 имеется только ♯𝐺𝑁 . Это означает, что номер ромба G𝑁

𝑖+𝐶12

удовлетворяет неравенству 0 6 𝑖+ 𝐶12 < ♯𝐺𝑁 , иначе 0 6 𝑖+ 𝑡𝑁−1 < 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1 или 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁 ,
т.к. номер ромба не может быть отрицательным.

Воспользуемся геометрическими соображениями и приходим к выводу, что слева и снизу
базисный ромб B𝑁𝑖 может иметь соседом ромб B𝑁𝑠 или R𝑁𝑠 , но не ромб G𝑁

𝑠 (см. рис. 14).
Отмеченные точки базисного ромба и указанных соседей соединяются изображенные жирным
векторами 𝑣9 = (1, 0, 0)𝑡 и 𝑣13 = (1, 0,−1)𝑡, соответственно.
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Рис. 14. Возможные соседи слева и снизу ромба B𝑁𝑖 .

Если в сравнении (8) в качестве вектора 𝑣𝑗 взять вектор 𝑣9 или 𝑣13, то согласно леммам 15
и 19, указанное сравнение имеет решение 𝐶9 = 𝑡𝑁+1 и 𝐶13 = 𝑡𝑁−1 + 𝑡𝑁−2.

Количество ромбов B𝑁𝑠 будет равно ♯𝐵𝑁 , значит ромб B𝑖+𝐶9 должен быть таким, что
верно неравенство 0 6 𝑖 + 𝐶9 < ♯𝐵𝑁 , а, следовательно, 0 6 𝑖 + 𝑡𝑁+1 < 𝑡𝑁 или
−𝑡𝑁−1 6 𝑖 < −𝑡𝑁−1 − 𝑡𝑁−2. Это неравенство не может выполняться, т.к. номер ромба больше
или равен нулю.

В свою очередь имеется ♯𝑅𝑁 ромбов вида R𝑁𝑠 , следовательно, ромб R𝑁𝑖+𝐶13
таков, что верно

неравенство 0 6 𝑖 + 𝐶13 < ♯𝐺𝑁 , или 0 6 𝑖 + 𝑡𝑁−1 + 𝑡𝑁−2 < 𝑡𝑁+1, или 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁 , т.к. номер
ромба всегда неотрицателен и 𝑡𝑁+1 − 𝑡𝑁−1 − 𝑡𝑁−2 = 𝑡𝑁 .

В очередной раз применяя геометрические представления, можно сказать, что слева и
сверху базисный ромб B𝑁𝑖 может иметь соседом либо ромб B𝑁𝑠 , либо ромб G𝑁

𝑠 , но не ромб R𝑁𝑠
(см. рис. 15). Выделенные жирным вектора, соединяющие отмеченные точки базисного ромба
и соседних с ним ромбов, имеют координаты 𝑣5 = (0,−1, 0)𝑡 и 𝑣4 = (0, 0, 0)𝑡, соответственно.

Рис. 15. Возможные соседи слева и сверху ромба B𝑁𝑖 .

Согласно ранее изложенному, для векторов 𝑣5 и 𝑣4 сравнение (8), в силу лемм 11 и 10,
верно при 𝐶5 = −𝑡𝑁 − 𝑡𝑁−1 и 𝐶4 = 0.

Число ромбов вида B𝑁𝑠 равно ♯𝐵𝑁 . В таком случае номер ромба B𝑁𝑖+𝐶5
должен удовле-

творять соотношению 0 6 𝑖 + 𝐶5 < ♯𝐵𝑁 , а, следовательно, 0 6 𝑖 − 𝑡𝑁 − 𝑡𝑁−1 < 𝑡𝑁 , или
𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1 6 𝑖 < 2𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1. Данное неравенство не может выполняться для номера ромба B𝑁𝑖 ,
т.к. номер ромба B𝑁𝑖 меньше, чем 𝑡𝑁 .

Зная, что существует ♯𝐺𝑁 ромбов вида G𝑁
𝑠 , делаем вывод о том, что ромб G𝑁

𝑖+𝐶4
таков,

что 0 6 𝑖+ 𝐶4 < ♯𝐺𝑁 , или 0 6 𝑖 < 𝑡𝑁 + 𝑡𝑁−1.
Итак, соседями базисного ромба B𝑁𝑖 вне зависимости от номера 𝑖 будут: R𝑁𝑖+𝐶4

, G𝑁
𝑖+𝐶4

,
G𝑁
𝑖+𝐶12

, R𝑁𝑖+𝐶13
.

Таким образом, все возможные случаи взаимного соседства ромбов в разбиении тора
T2 = R/𝜋 (𝐿𝑁 ) разобраны и теорема 3 полностью доказана.

4. Заключение

В работе получено описание локальной структуры (множества соседей) семейства разби-
ений двумерного тора, полученного на основе геометрического варианта подстановки Рози.
Данный результат можно рассматривать как первый шаг, связанный с обобщением известных
теорем о трех длинах и трех прыжках на случай иррационального сдвига многомерного тора.
Дальнейшие обобщения проведенного исследования могут проводиться в следующих направ-
лениях.

1) Обобщение на случай произвольных геометрических подстановок, возникающих в тео-
рии Арно-Ито.

2) Перенос результата на случай разбиений тора на фракталы Рози.
3) Поиск других разбиений тора, которые могут рассматриватья как аналоги разбиений

Фибоначчи (один возможный кандидат предложен в [22]).
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4) Поиск разбиений тора, являющихся аналогом общих разбиений 𝑇𝑛.
5) Переход от описания соседних ромбов разбиения к описанию 𝑛-корон ромбов (𝑛-короной

фигуры разбиения называется множетсво фигур, находящихся от нее на расстоянии не более
𝑛 в естественной метрике разбиения).
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20. Vâjâitu, M. & Zaharescu, A. 2002, “Distinct Gaps between Fractional Parts of Sequences“,
Proceedings of the American Mathematical Society, vol. 130, no. 12, pp. 3447-3452.

21. Vijay, S. 2008, “Eleven Euclidean distances are enough“, J. Number Theory, vol. 128, pp.
1655–1661.

22. Zhuravlev, V.G. 2015, “Dividing Toric Tilings and Bounded Remainder Sets“, Analiticheskaya
teoriya chisel i teoriya funkcij, 30. Zapiski nauchnyh seminarov POMI, vol. 440, pp. 99-122.

23. Zhuravlev, V.G. 2007, “One-dimensional Fibonacci tilings“, Izv. RAN. Ser. matem., vol. 71, no.
2, pp. 89–122.

24. Zhuravlev, V.G. 2011, “Exchanged toric developments and bounded remainder sets“, Ana-
liticheskaya teoriya chisel i teoriya funkcij, 26. Zapiski nauchnyh seminarov POMI, vol. 392,
pp. 95–145.

25. Kuznetsova D.V. & Shutov A.V. 2015, “Exchanged toric tilings, Rauzy substitution, and
bounded remainder sets“, Matematicheskiye zametki, vol. 98, no. 6, pp. 878-897.

26. Krasilshchikov, V.V. & Shutov, A.V. 2011, “One-dimensional quasi-periodic tilings and their
applications“, VF RUK, Vladimir.

Получено 4.06.2019 г.
Принято в печать 20.12.2019 г.



О линейной независимости функций, продифференцированных по параметру 155

ЧЕБЫШЕВСКИЙ СБОРНИК

Том 20. Выпуск 4.

УДК 511.361 DOI 10.22405/2226-8383-2019-20-4-155-167

О линейной независимости значений некоторых
гипергеометрических функций над мнимым квадратичным

полем

П. Л. Иванков

Иванков Павел Леонидович — доктор физико-математических наук, Московский государ-
ственный технический университет имени Н. Э. Баумана (г. Москва).
e-mail: ivankovpl@mail.ru

Аннотация

Основная трудность, с которой приходится иметь дело при исследовании арифметиче-
ской природы значений обобщенных гипергеометрических функций с иррациональными
параметрами, состоит в том, что общий наименьший знаменатель нескольких первых ко-
эффициентов соответствующих степенных рядов растет слишком быстро с увеличением
числа этих коэффициентов. Последнее обстоятельство делает невозможным использова-
ние известного в теории трансцендентных чисел метода Зигеля для проведения упомяну-
того исследования. Применение названного метода предполагает использование принципа
Дирихле для построения функциональной линейной приближающей формы. Это построе-
ние является первым этапом длинного и сложного рассуждения, приводящего в конечном
итоге к получению требуемого арифметического результата. Попытка применить принцип
Дирихле в случае функций с иррациональными параметрами наталкивается на непреодо-
лимые трудности из-за упомянутого выше слишком быстрого роста общего наименьшего
знаменателя коэффициентов соответствующих рядов Тейлора. Вследствие этого в случае
функций с иррациональными параметрами обычно применяют эффективное построение
линейной приближающей формы (или совокупности таких форм при использовании сов-
местных приближений). Коэффициенты построенной формы являются многочленами с
алгебраическими коэффициентами. Для общего наименьшего знаменателя этих коэффи-
циентов требуется затем получить приемлемую оценку сверху его абсолютной величины.
Известные оценки такого рода нуждаются в некоторых случаях в уточнении. Это уточне-
ние осуществляется с применением теории делимости в квадратичных полях; дополнитель-
но используются сведения о распределении простых чисел в арифметической прогрессии.

В настоящей работе рассматривается один из вариантов эффективного построения сов-
местных приближений для гипергеометрической функции общего вида и ее производных.
Общий наименьший знаменатель коэффициентов многочленов, входящих в эти прибли-
жения, оценивается затем с помощью уточненного варианта соответствующей леммы. Все
это позволяет получить новый результат об арифметической природе значений указанной
функции в малой по абсолютной величине ненулевой точке мнимого квадратичного поля.

Ключевые слова: гипергеометрическая функция, эффективная конструкция, линейная
независимость, мнимое квадратичное поле.
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Abstract

The main difficulty one has to deal with while investigating arithmetic nature of the values
of the generalized hypergeometric functions with irrational parameters consists in the fact that
the least common denominator of several first coefficients of the corresponding power series
increases too fast with the growth of their number. The last circumstance makes it impossible
to apply known in the theory of transcendental numbers Siegel’s method for carrying out the
above mentioned investigation. The application of this method implies usage of pigeon-hole
principle for the construction of a functional linear approximating form. This construction
is the first step in a long and complicated reasoning that leads ultimately to the required
arithmetic result. The attempts to apply pigeon-hole principle in case of functions with irrational
parameters encounters insurmountable obstacles because of the aforementioned fast growth of
the least common denominator of the coefficients of the corresponding Taylor series. Owing to
this difficulty one usually applies effective construction of the linear approximating form (or a
system of such forms in case of simultaneous approximations) for the functions with irrational
parameters. The effectively constructed form contains polynomials with algebraic coefficients
and it is necessary for further reasoning to obtain a satisfactory upper estimate of the modulus
of the least common denominator of these coefficients. The known estimates of this type should
be in some cases improved. This improvement is carried out by means of the theory of divisibility
in quadratic fields. Some facts concerning the distribution of the prime numbers in arithmetic
progression are also made use of.

In the present paper we consider one of the versions of effective construction of the
simultaneous approximations for the hypergeometric function of the general type and its
derivatives. The least common denominator of the coefficients of the polynomials included
in these approximations is estimated subsequently by means of the improved variant of the
corresponding lemma. All this makes it possible to obtain a new result concerning the arithmetic
values of the aforesaid function at a nonzero point of small modulus from some imaginary
quadratic field.
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Аннотация

Для исследования арифметической природы значений гипергеометрических функций
и их производных (включая производные по параметру) часто используют метод Зиге-
ля. Такое исследование, как правило, начинается с построения функциональной линейной
приближающей формы. Если параметры гипергеометрической функции рациональны, то
для построения этой формы можно применить принцип Дирихле. При этом важно, чтобы
построенная форма не равнялась нулю тождественно, поэтому следует предварительно до-
казать линейную независимость над полем рациональных дробей рассматриваемых функ-
ций. Фактически приходится доказывать даже алгебраическую независимость, т.к. обычно
приближающая форма строится для совокупности произведений степеней этих функций.

Применяя эффективный метод, функциональную линейную приближающую форму за-
дают явными формулами, из которых во многих случаях непосредственно видно, что эта
форма отлична от тождественного нуля. Однако в дальнейших рассуждениях часто все
же приходится использовать линейную независимость рассматриваемых функций. Важ-
ным обстоятельством является и то, что эффективные конструкции приближающих форм
для произведений степеней гипергеометрических функций, как правило, неизвестны, и по-
этому здесь приобретают некоторый интерес результаты именно о линейной независимости
гипергеометрических функций над полем рациональных дробей.

В данной статье с помощью метода, специально разработанного для этой цели, устанав-
ливается линейная независимость некоторых гипергеометрических функций и их произ-
водных (в том числе и по параметру) над полем рациональных дробей. В дальнейшем этот
результат можно использовать для изучения арифметической природы значений указан-
ных функций. При этом предполагается использование именно эффективного метода, т.к.
он позволит уточнить количественные результаты в случае рациональных параметров и
установить линейную независимость значений соответствующих функций в случае, когда
среди параметров имеются иррациональные числа.

Ключевые слова: гипергеометрические функции, линейная независимость, дифференци-
рование по параметру.

Abstract

For the investigation of the arithmetic nature of the values of hypergeometric functions
and their derivatives (including derivatives with respect to parameter) one often uses Siegel’s
method. Such investigation begins as a rule with the construction of functional linear
approximating form. If parameters of the hypergeometric function are rational it is possible to
use pigeonhole principle for the construction of this form. It is of importance for this form not to
be equal to zero identically and consequently one should prove beforehand linear independence
over the field of rational fractions of the functions under consideration. Actually one has to prove
even the algebraic independence for the approximating form is constructed for the totality of
the products of the powers of these functions.

In case of application of the effective method the functional linear approximating form is
defined by explicit formulae from which in many situations it is obvious immediately that this
form is not equal to zero identically. But in further reasonings one has often to make use of
linear independence of the functions under consideration. Of importance is also the fact that
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effective constructions of approximating forms for the products of the powers of hypergeometric
functions are as a rule not known and as a consequence the results precisely concerning the
linear independence of hypergeometric functions over the field of rational fractions acquire
some interest here.

In this paper, by means of the method especially developed for this purpose, a linear
independence of some hypergeometric functions and their derivatives (including derivatives with
respect to parameter) over the field of rational fractions has been established. Subsequently this
result can be employed for the investigation of the arithmetic properties of the values of such
functions. For that purpose the effective method is supposed to be applied for by means of this
method the quantitative results in case of rational parameters can be made more accurate and
linear independence of the values of the functions with irrational parameters can be established.

Keywords: hypergeometric functions, linear independence, differentiation with respect to
parameter.

Введение

При изучении арифметической природы значений обобщенных гипергеометрических фун-
кций (а также и их производных, в том числе и по параметру) обычно используют метод
Зигеля или метод, основанный на эффективном построении линейной приближающей формы
(в дальнейшем – эффективный метод). В обоих случаях обычно требуется предварительно
установить линейную (или алгебраическую) независимость соответствующих функций.

В случае применения метода Зигеля обычно предполагают, что параметры исследуемых
функций рациональны, а значения вычисляются в ненулевой алгебраической точке. При этом
обычно изучают вопрос об алгебраической независимости таких значений. Соответственно
важным предварительным результатом здесь является доказательство алгебраической незави-
симости рассматриваемых функций над полем рациональных дробей. Примеры исследований
такого рода см. в [1, глава 7]; в замечаниях к указанной главе на с. 248-249 приведен краткий
список работ по этой тематике. Отметим здесь работы [2]–[15]. Доказательство линейной неза-
висимости над полем рациональных дробей гипергеометрических функций общего вида (при
отсутствии дифференцирований по параметрам) имеется в работах [16] и [17]. Используя дока-
занные в этих работах теоремы, можно установить условия линейной независимости функций
(1). Примеры доказательства линейной независимости продифференцированных по парамет-
ру гипергеометрических функций имеются в работах [18] и [19]; результаты, полученные в
последней из этих работ, использовались затем в [20] и [21].

1. Результат

Рассмотрим при 𝑘 = 1, . . . , 𝑡, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚+ 2 гипергеометрические функции

𝐹𝑘𝑗(𝑧) =

∞∑︁
𝜈=0

𝑧𝜈𝜒𝑘𝑗(𝜈)

𝜈∏︁
𝑥=1

𝑎(𝑥)

𝑏(𝑥)
· 1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
. (1)

В этом равенстве 𝑎(𝑥) = (𝑥 + 𝛼1) . . . (𝑥 + 𝛼𝑟), 𝑏(𝑥) = (𝑥 + 𝛽1) . . . (𝑥 + 𝛽𝑚), 0 6 𝑟 6 𝑚 + 1;
𝛼1, . . . , 𝛼𝑟, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑚, 𝐴, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑡 — некоторые комплексные числа, причем

𝑎(𝑥)𝑏(𝑥)(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘) ̸= 0 (2)

при 𝑥 = 1, 2, . . . ;

𝜒𝑘𝑗(𝜈) =

𝑗−1∏︁
𝑢=1

(𝜈 + 𝛽𝑢), 𝑘 = 1, . . . , 𝑡, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚+ 1, 𝜒𝑘,𝑚+2(𝜈) = 𝜒𝑘,𝑚+1(𝜈)(𝜈 + 𝜆𝑘).
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Рассмотрим также производные функций (1) по параметру 𝜆𝑘, т.е. функции

𝐹𝑘𝑙𝑘𝑗(𝑧) =

∞∑︁
𝜈=0

𝑧𝜈𝜒𝑘𝑗(𝜈)

𝜈∏︁
𝑥=1

𝑎(𝑥)

𝑏(𝑥)
· 𝜕

𝑙𝑘

𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘

𝜈∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
, (3)

𝑘 = 1, . . . , 𝑡, 𝑙𝑘 = 0, 1, . . . , 𝜏𝑘−1, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚+2 ; 𝜏1, . . . , 𝜏𝑡 – произвольные натуральные числа.

Теорема 1. Пусть выполнено условие (2), и пусть

𝛼𝑖 − 𝛽𝑗 , 𝛼𝑖 − 𝜆𝑘, 𝛼𝑖 + 𝜆𝑘 −𝐴, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘 = 1, . . . , 𝑡,

не являются целыми числами; предположим также, что целыми числами не являются

𝜆𝑘 − 𝜆𝑘′ , 𝜆𝑘 + 𝜆𝑘′ −𝐴, 𝑘 ̸= 𝑘′, 2𝜆𝑘 −𝐴, 𝑘, 𝑘′ = 1, . . . , 𝑡.

Тогда функции (3) линейно независимы вместе с функцией, тождественно равной единице,
над полем C(𝑧).

2. Вычисление абстрактных определителей

Рассмотрим определитель

Δ1 =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑡,

𝑘=1,...,𝑡

, (4)

где 𝑁1 > −1 — произвольное целое число, 𝜆𝑘 и 𝐴 — комплексные числа, для которых име-
ют смысл входящие в состав определителя дроби; строки определителя Δ1 расположены в
порядке возрастания 𝜈, столбцы — в порядке возрастания 𝑘.

Лемма 1. Имеет место равенство

Δ1 = (−1)𝑡(𝑡−1)/2
𝑡∏︁

𝑘=1

𝑁1+𝑡∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)

∏︁
𝑘1>𝑘2

(𝜆𝑘1 − 𝜆𝑘2)(𝜆𝑘1 + 𝜆𝑘2 −𝐴), (5)

где последнее произведение распространено на все значения 𝑘1, 𝑘2 ∈ {1, . . . , 𝑡}, удовлетворяю-
щие условию 𝑘1 > 𝑘2.

Доказательство. Умножим 𝑘-й столбец определителя Δ при 𝑘 = 1, . . . , 𝑡 на

𝑁1+𝑡∏︁
𝑥=1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘).

В результате получим определитель

Δ2 = Δ2(𝑡) =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑁1+𝑡∏︁
𝑥=𝜈+1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑡,

𝑘=1,...,𝑡

.

Поэтому для доказательства (5) достаточно установить справедливость равенства

Δ2(𝑡) = (−1)𝑡(𝑡−1)/2
∏︁
𝑘1>𝑘2

(𝜆𝑘1 − 𝜆𝑘2)(𝜆𝑘1 + 𝜆𝑘2 −𝐴) . (6)
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Это последнее равенство можно доказать, рассуждая по индукции. При 𝑡 = 1 доказывать
нечего. Пусть при некотором 𝑡 равенство (6) справедливо; рассмотрим определитель Δ2(𝑡+1).
Такой определитель является многочленом степени 2𝑡 от переменной 𝜆𝑡+1, причем корни этого
многочлена суть 𝜆𝑘, 𝐴− 𝜆𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑡, а старший коэффициент равен (−1)𝑡Δ2(𝑡). Отсюда и
из предположения индукции следует равенство, получающееся из (6) после замены 𝑡 на 𝑡+1.
Таким образом, справедливость равенства (6) установлена индукцией по 𝑡, и лемма доказана.

Рассмотрим определитель

Δ3 =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘𝑙𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘𝑙𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑇
𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1,

,

где 𝑇 = 𝜏1+ · · ·+ 𝜏𝑡; строки определителя расположены в порядке возрастания 𝜈, а положение
столбца определяется парой индексов (𝑘, 𝑙𝑘), причем эти пары упорядочены лексикографиче-
ски; по поводу такой упорядоченности см., например, [22, с. 261-262]. Из леммы 1 вытекает
равенство

Δ3 = (−1)𝑇 (𝑇−1)/2
𝑡∏︁

𝑘=1

𝜏𝑘−1∏︁
𝑙𝑘=0

𝑁1+𝑇∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘𝑙𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘𝑙𝑘)
×

×
𝑡∏︁

𝑘=1

𝜏𝑘−1∏︁
𝑙𝑘=1

𝑙𝑘−1∏︁
𝑙′𝑘=0

(𝜆𝑘𝑙𝑘 − 𝜆𝑘𝑙′𝑘)
∏︁
𝑘>𝑘′

(𝜆𝑘𝑙𝑘 − 𝜆𝑘′𝑙𝑘′ )
∏︁

(𝑘𝑙𝑘)≻(𝑘′𝑙𝑘′ )

(𝜆𝑘𝑙𝑘 + 𝜆𝑘′𝑙𝑘′ −𝐴), (7)

где два последних произведения распространены на все допустимые пары индексов, удовлетво-
ряющие указанным соотношениям; символ ≻ означает лексикографическую упорядоченность.

Пусть 𝐷𝑘𝑙𝑘 — оператор вычисления частной производной 𝜕 𝑙𝑘/𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘𝑙𝑘 с последующей заменой
𝜆𝑘𝑙𝑘 на 𝜆𝑘. Применим к определителю Δ3 произведение таких операторов вида

𝑡∏︁
𝑘=1

𝜏𝑘−1∏︁
𝑙𝑘=0

𝐷𝑘𝑙𝑘 . (8)

В результате получим определитель

Δ4 =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜕 𝑙𝑘𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘

𝜈∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑇,
𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1

,

столбцы и строки которого расположены, как указано выше.

Лемма 2. Имеет место равенство

Δ4 = (−1)𝑇 (𝑇−1)/2
𝑡∏︁

𝑘=1

𝑁1+𝑇∏︁
𝑥=1

1

((𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘))𝜏𝑘−1
×

×
𝑡∏︁

𝑘=1

1!2! . . . (𝜏𝑘 − 1)!
∏︁
𝑘>𝑘′

(𝜆𝑘 − 𝜆𝑘′)
∏︁
𝑘,𝑘′

(𝜆𝑘 + 𝜆𝑘′ −𝐴), (9)

где произведения
∏︀
𝑘>𝑘′(𝜆𝑘 − 𝜆𝑘′)

∏︀
𝑘,𝑘′(𝜆𝑘 + 𝜆𝑘′ − 𝐴) получаются из последних двух произве-

дений, входящих в (7), заменой в каждой скобке 𝜆𝑘𝑙𝑘 и 𝜆𝑘′𝑙𝑘′ соответственно на 𝜆𝑘 и 𝜆𝑘′ .
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Доказательство. Лемму можно доказать по индукции. Но можно также воспользоваться
<готовым> рассуждением, с помощью которого в аналогичной ситуации доказывается лемма
15.7, [23, с. 125]. Приводим упомянутое рассуждение дословно (изменив лишь обозначения).
Будем действовать оператором (8) на правую часть (7). Тогда перед дифференцированием
по 𝜆𝑘𝑙𝑘 преобразованная правая часть (7) будет содержать множитель (𝜆𝑘𝑙𝑘 − 𝜆𝑘)

𝑙𝑘 , поэтому
после дифференцирования и подстановки 𝜆𝑘𝑙𝑘 = 𝜆𝑘 отличным от нуля будет лишь слагаемое,
содержащее 𝑙𝑘-ю производную этой скобки. Лемма доказана.

Рассмотрим определитель

Δ5 =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜕 𝑙𝑘𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘

𝜈∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘 − 𝜎)(𝑥+𝐴−𝑁2 − 𝜆𝑘 + 𝜎)

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑇 (𝑁2+1),
𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1, 𝜎=0,1,...,𝑁2

,

где 𝑁2 = (𝑛+ 1)(𝑚+ 2)− 1.

Лемма 3. Определитель Δ5 отличен от нуля при выполнении условий теоремы.

Доказательство. Легко видеть, что определитель Δ5 является частным случаем определи-
теля Δ4, и требуемое утверждение непосредственно вытекает из (9). Лемма доказана.

Преобразуем определитель Δ5. Сначала напишем очевидное равенство

𝜈∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘 − 𝜎)(𝑥+𝐴−𝑁2 − 𝜆𝑘 + 𝜎)
= 𝑉𝑘𝜎(𝜈)

𝜈∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
,

где

𝑉𝑘𝜎(𝜈) =
𝜎−1∏︁
𝑥=0

𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥

𝜆𝑘 − 𝑥

𝑁2−𝜎−1∏︁
𝑥=0

𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥

𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥
. (10)

Из этого равенства следует, что

Δ5 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑙𝑘∑︁
𝜇𝑘=0

(︂
𝑙𝑘
𝜇𝑘

)︂
𝜕 𝑙𝑘−𝜇𝑘 𝑉𝑘𝜎(𝜈)

𝜕𝜆𝑙𝑘−𝜇𝑘𝑘

×

× 𝜕 𝜇𝑘

𝜕𝜆𝜇𝑘𝑘

𝜈∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑇 (𝑁2+1),
𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1,𝜎=0,1,...,𝑁2

.

При фиксированном 𝑘 обозначим

Δ6 = |𝑉𝑘𝜎(𝑧𝜈)|𝜈,𝜎=0,1,...,𝑁2

— определитель, строки которого расположены в порядке возрастания 𝜈, а столбцы — в по-
рядке возрастания 𝜎; 𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑁2 – произвольные числа.

Лемма 4. Справедливо равенство

Δ6 =

𝑁2∏︁
𝜎=0

(︁ 𝜎−1∏︁
𝑥=0

1

𝜆𝑘 − 𝑥

𝑁2−𝜎−1∏︁
𝑥=0

1

𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥

)︁
×

×
𝑁2∏︁
𝜇1=1

𝑁2−𝜇1∏︁
𝜇2=0

(𝐴− 2𝜆𝑘 −𝑁2 + 2𝜇2 + 𝜇1)
∏︁

𝜇1>𝜇2

(𝑧𝜇1 − 𝑧𝜇2) . (11)
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Доказательство. Очевидно,

Δ6 =

𝑁2∏︁
𝜎=0

(︁ 𝜎−1∏︁
𝑥=0

1

𝜆𝑘 − 𝑥

𝑁2−𝜎−1∏︁
𝑥=0

1

𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥

)︁
Δ7 , (12)

где

Δ7 =
⃒⃒⃒
𝑉𝑘𝜎(𝑧𝜈)

⃒⃒⃒
𝜈,𝜎=0,1,...,𝑁2

,

𝑉𝑘𝜎(𝜈) =

𝜎−1∏︁
𝑥=0

(𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥)

𝑁2−𝜎−1∏︁
𝑥=0

(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥)

Преобразуем определитель Δ7 следующим образом. При 𝜎 = 0, 1, . . . , 𝑁2−1 из столбца с номе-
ром 𝜎 вычтем столбец с номером 𝜎+1. После этого за знак определителя вынесем множитель∏︀𝑁2−1
𝜇=0 (𝐴 − 2𝜆𝑘 − 𝑁2 + 2𝜇 + 1) . Повторим эту процедуру для 𝜎 = 0, 1, . . . , 𝑁2 − 2 и т.д. На

последнем шаге из первого столбца вычтем второй и вынесем за знак определителя скобку
(𝐴− 2𝜆𝑘). В результате получим равенство

Δ7 =

𝑁2∏︁
𝜇1=1

𝑁2−𝜇1∏︁
𝜇2=0

(𝐴− 2𝜆𝑘 −𝑁2 + 2𝜇2 + 𝜇1)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜎−1∏︁
𝑥=0

(𝑧𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜈,𝜎=0,1,...,𝑁2

.

Нетрудно проверить, что последний определитель равен определителю Вандермонда от пере-
менных 𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑁2 (см., например, задачу 334, [24, с. 35]). Отсюда и из (12) следует (11).
Лемма доказана.

Продолжим теперь преобразование определителя Δ5. Зафиксируем 𝑘; из леммы 4 следу-
ет, что многочлены 𝑉𝑘𝜎(𝜈), 𝜎 = 0, 1, . . . , 𝑁2 образуют базис в пространстве многочленов от
𝜈, степени которых не превосходят 𝑁2. Пользуясь этим, вычтем из каждого столбца, отвеча-
ющего данному 𝑘, при 𝑙𝑘 > 1 определителя Δ5 такую линейную комбинацию столбцов, для
которых 𝑙𝑘 = 0, что во всех указанных выше столбцах не будет слагаемых, содержащих не
продифференцированную по параметру 𝜆𝑘 дробь

∏︀𝜈
𝑥=1 1/((𝑥+𝜆𝑘)(𝑥+𝐴−𝜆𝑘)). Аналогичным

приемом можно из столбцов, для которых 𝜏𝑘 > 2, удалить все слагаемые, содержащие первую
производную упомянутой дроби и т. д. В результате получим равенство

Δ5 =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑉𝑘𝜎(𝜈) 𝜕 𝑙𝑘𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘

𝜈∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑇 (𝑁2+1),
𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1,𝜎=0,1,...,𝑁2

.

Из леммы 3 следует, что Δ5 ̸= 0 при выполнении условий теоремы.
Определитель Δ5 можно еще упростить. Для этого зафиксируем 𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑡, и 𝑙𝑘,

0 6 𝑙𝑘 6 𝜏𝑘 − 1, и с выделенной таким образом системой столбцов данного определителя
проделаем преобразования, использованные при вычислении определителя Δ7. В результате
за знак определителя будет вынесен ненулевой множитель, а сам определитель (после того,
как описанная процедура будет проделана при всех допустимых значениях 𝑘 и 𝑙𝑘) приобретет
вид

Δ8 =

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜎−1∏︁
𝑥=0

(𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥)
𝜕 𝑙𝑘

𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘

𝜈∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑇 (𝑁2+1),
𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1,𝜎=0,1,...,𝑁2

.

Последний определитель легко приводится к виду

Δ9 =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜈𝜎 𝜕 𝑙𝑘𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘

𝜈∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜈=𝑁1+1,...,𝑁1+𝑇 (𝑁2+1),
𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1,𝜎=0,1,...,𝑁2

.

Из всего сказанного следует, что последний определитель отличен от нуля.
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3. Вычисление конкретных определителей

Пусть 1 6 𝑘 6 𝑡, и пусть

𝑊𝑘𝑗𝑠(𝜈) = 𝜒𝑘𝑗(𝜈)

𝑠−1∏︁
𝑥=0

𝑏(𝜈 − 𝑥)(𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥)(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥)

𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝑎(𝜈 − 𝑛+ 𝑥),

𝑗 = 1, . . . ,𝑚+ 2, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑛. (13)

Лемма 5. При выполнении условий теоремы многочлены (13) линейно независимы.

Доказательство. В лемме 1, [25, с. 193] доказано равенство⃒⃒⃒⃒
⃒𝜒𝑗(𝑧𝜈)

𝑠−1∏︁
𝑠=0

𝑏(𝑧𝜈 − 𝑥)
𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝑎(𝑧𝜈 − 𝑛+ 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜈=1,...,(𝑛+1)𝑚
𝑠=0,1,...,𝑛, 𝑗=1,...,𝑚

=

=
𝑟∏︁
𝑖=1

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑛−1∏︁
𝑠=0

(𝛼𝑖 − 𝛽𝑗 − 𝑠)𝑛−𝑠
∏︁
𝜈1>𝜈2

(𝑧𝜈1 − 𝑧𝜈2). (14)

Применяя это равенство к определителю

Δ10 = |𝑊𝑘𝑗𝑠(𝑧𝜈)| 𝜈=0,1,...,𝑁2
𝑗=1,...,𝑚+2, 𝑠=0,1,...,𝑛

,

получим, что этот определитель отличен от нуля (при выполнении условий теоремы), если
числа 𝑧𝜈 , 𝜈 = 0, 1, . . . , 𝑁2 попарно различны. Отсюда следует утверждение леммы.

Пусть 𝑁1 + 1 > 𝑛. Рассмотрим определитель

Δ11 =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜒𝑘𝑗(𝜈 − 𝑠)

𝜈−𝑠∏︁
𝑥=1

𝑎(𝑥)

𝑏(𝑥)
· 𝜕

𝑙𝑘

𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘

𝜈−𝑠∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜈=𝑁1+1,...,𝑁+𝑇 (𝑚+2)(𝑛+1)

𝑘=1,...,𝑡, 𝑗=1,...,𝑚+2,
𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1, 𝑠=0,1,...,𝑛

.

Преобразуем этот определитель c помощью таких равенств

𝜒𝑘𝑗(𝜈 − 𝑠)

𝜈−𝑠∏︁
𝑥=1

𝑎(𝑥)

𝑏(𝑥)
= 𝜒𝑘𝑗(𝜈 − 𝑠)

𝑠−1∏︁
𝑥=0

𝑏(𝜈 − 𝑥)

𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝑎(𝜈 − 𝑛+ 𝑥)

∏︀𝜈−𝑛
𝑥=1 𝑎(𝑥)∏︀𝜈
𝑥=1 𝑏(𝑥)

;

и

𝜕𝑙𝑘

𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘

𝜈−𝑠∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
=

𝜕𝑙𝑘

𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘

(︁ 𝑠−1∏︁
𝑥=0

(𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥)(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥)×

×
𝜈∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)

)︁
=

𝑙𝑘∑︁
𝜇=0

(︂
𝑙𝑘
𝜇

)︂
𝜕 𝜇

𝜕𝜆𝜇𝑘

𝜈∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)
×

× 𝜕𝑙𝑘−𝜇

𝜕𝜆𝑙𝑘−𝜇𝑘

𝑠−1∏︁
𝑥=0

(𝜈 + 𝜆𝑘)(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘).

Если теперь воспользоваться тем, что многочлены (13) линейно независимы, то, рассуждая
как при преобразовании определителя Δ5, получим, что определитель Δ11 с точностью до
отличного от нуля множителя равен определителю

Δ12 =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜒𝑘𝑗(𝜈 − 𝑠)

𝑠−1∏︁
𝑥=0

𝑏(𝜈 − 𝑥)(𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥)(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥)
𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝑎(𝜈 − 𝑛+ 𝑥) ×

× 𝜕𝑙𝑘

𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘

𝜈∏︁
𝑥=1

1

(𝜈 + 𝜆𝑘)(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜈=𝑁1+1,...,𝑁+𝑇 (𝑚+2)(𝑛+1),

𝑘=1,...,𝑡, 𝑗=1,...,𝑚+2,
𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1, 𝑠=0,1,...,𝑛

.
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Лемма 6. При выполнении условий теоремы определитель Δ11 отличен от нуля.

Доказательство. Достаточно убедиться, что отличен от нуля определитель 𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎12. За-
фиксируем 𝑘 и 𝑙𝑘 в пределах допустимых значений этих индексов, применим к выделенной
таким образом системе столбцов рассуждения из [25], доказывающие равенство (14), и вы-
несем за знак определителя соответствующий множитель. Проделаем это при 𝑘 = 1, . . . , 𝑡 и
𝑙𝑘 = 0, 1, . . . , 𝜏𝑘 − 1. В результате получим, что с точностью до отличного от нуля множителя
определитель Δ11 равен определителю

Δ12 =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜒𝑘𝑗(𝜈 − 𝑠)

𝑠−1∏︁
𝑥=0

𝑏(𝜈 − 𝑥)(𝜈 + 𝜆𝑘 − 𝑥)(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘 − 𝑥) ×

× 𝜕𝑙𝑘

𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘

𝜈∏︁
𝑥=1

1

(𝜈 + 𝜆𝑘)(𝜈 +𝐴− 𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜈=𝑁1+1,...,𝑁+𝑇 (𝑚+2)(𝑛+1),

𝑘=1,...,𝑡, 𝑗=1,...,𝑚+2,
𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1, 𝑠=0,1,...,𝑛

.

Легко видеть, что последний определитель равен отличному от нуля определителюΔ9. Отсюда
с учетом сказанного следует утверждение леммы. Лемма доказана.

4. Доказательство теоремы

Пусть равенство

𝑃0(𝑧) +

𝑡∑︁
𝑘=1

𝜏𝑘−1∑︁
𝑙𝑘=0

𝑚+2∑︁
𝑗=1

𝑃𝑘𝑙𝑘𝑗(𝑧)𝐹𝑘𝑙𝑘𝑗(𝑧) = 0

выполняется тождественно по 𝑧 при некоторых многочленах 𝑃0(𝑧), 𝑃𝑘𝑙𝑘𝑗(𝑧) с комплексными
коэффициентами, причем не все многочлены 𝑃𝑘𝜏𝑘𝑗(𝑧) равны нулю. Тогда при всех достаточно
больших значениях 𝑁1 равен нулю определитель

Δ =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜒𝑘𝑗(𝜈 − 𝑠)

𝜈−𝑠∏︁
𝑥=1

𝑎(𝑥)

𝑏(𝑥)
· 𝜕

𝑙𝑘

𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘

𝜈−𝑠∏︁
𝑥=1

1

(𝑥+ 𝜆𝑘)(𝑥+𝐴− 𝜆𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜈=𝑁1,𝑁1+1...,𝑁1+𝑁2

𝑘=1,...,𝑡, 𝑙𝑘=0,1,...,𝜏𝑘−1,
𝑗=1,...,𝑚+2, 𝑠=0,1,...,𝑛

. (15)

Номер строки определителя Δ задается значением 𝜈; столбцы определяются значениями ин-
дексов 𝑘, 𝑙𝑘, 𝑗, 𝑠, которые упорядочиваются лексикографически. Поэтому для доказательства
теоремы достаточно установить, что при выполнении ее условий определитель Δ отличен от
нуля при всех достаточно больших значениях 𝑁1. Это следует из леммы 6. Теорема доказана.

Заключение

Доказанную теорему можно использовать для получения различных сведений об арифме-
тических свойствах значений функций (3) в ненулевой алгебраической точке. Если парамет-
ры этих функций рациональны, то соответствующий результат (о линейной независимости
значений функций (3)) можно получить методом Зигеля; применение эффективного метода
позволит уточнить соответствующую количественную оценку, а также при некоторых допол-
нительных ограничениях даст возможность рассмотреть случай иррациональных параметров.
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Abstract

Работа посвящена установлению коэрцитивных оценок и доказательств теорем разде-
лимости нелинейных дифференциальных операторов второго порядка. На основе полу-
ченных коэрцитивных оценок исследуется коэрцитивная разрешимость нелинейных диф-
ференциальных уравнений второго порядка в пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛). Проблемой разде-
лимости дифференциальных операторов впервые занимались математики В.Н.Эверитт и
М.Гирц. Они подробно изучали разделимость оператора Штурма-Лиувилля и его степе-
ней. Дальнейшее развитие этой теории принадлежит К.Х.Бойматову, М.Отелбаеву и их
ученикам. Основная часть опубликованных работ по этой теории относится к линейным
операторам. Существуют лишь отдельные работы, в которых рассматриваются нелиней-
ные дифференциальные операторы, представляющие собой слабые нелинейные возмуще-
ния линейных операторов. Случай, когда исследуемый оператор строго нелинейный, т.е.
его нельзя представить в виде слабого возмущения линейного оператора, рассмотрен лишь
в некоторых отдельных работах. Полученные здесь результаты также относятся к этому
малоизученному случаю. В работе исследованы коэрцитивные свойства нелинейного диф-
ференциального оператора второго порядка

𝐿[𝑢] = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥),

в весовом гильбертовом пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) и на основе коэрцитивных оценок доказана

его разделимость в этом пространстве. Рассматриваемый оператор не является слабым воз-
мущением линейного оператора, т.е. является строго нелинейным. На основе полученных
коэрцитивных оценок и разделимости исследуется разрешимость нелинейного дифферен-
циального уравнения в пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛).

Ключевые слова: Дифференциальный оператор, коэрцитивные оценки, нелинейность,
разделимость, разрешимость, гильбертово пространство, весовое пространство.
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Abstract

The work focuses on obtaining coercive estimates and separability theorems of second-
order nonlinear differential operators. Based on the obtained coercive estimates, the coercive
solvability of the second-order nonlinear differential equations in the space 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛) is
investigated. For the first time the problem of the differential operators separability was dealt
with by the English mathematicians V.N.Everitt and M.Girz. They studied in details the
separability of the Sturm-Liouville operator and its degrees. Further development of this theory
belongs to K.H.Boimatov, M.Otelbayev and their students. The main part of the published
works on this theory applies to linear operators. There are only individual works that consider
nonlinear differential operators, which are a weak nonlinear perturbations of linear operators.
The case where the operator under study is strictly nonlinear, that is, it cannot be represented
as a weak perturbation of the linear operator, is considered only in some individual separate
works. The results obtained in this work also refer to this insufficiently studied case. The paper
examined the coercive properties of a second-order nonlinear differential operator in the Hilbert
space 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)

𝐿[𝑢] = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥),

and on the basis of coercive estimates, its separability in this space has been proved. The
operator under study is not a weak perturbation of the linear operator, i.e. is strictly nonlinear.
Based on obtained coercive estimates and separability, solvability of nonlinear differential
equation in the space 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛) is investigated.

Keywords: Differential operator, coercive estimates, nonlinearity, separability, solvability,
Hilbert space,weight space.
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1. Введение

В настоящей работе исследуется разделимость нелинейного дифференциального опера-
тора второго порядка вида

𝐿[𝑢] = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢,

где 𝑎𝑖𝑗(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑅𝑛), 𝑏𝑗(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑅𝑛).
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Установлены соответствующие неравенства коэрцитивности для оператора 𝐿[𝑢], и полу-
чены новые достаточные условия разделимости этого оператора в весовом пространстве. На
основе полученных результатов по разделимости и коэрцитивных оценок изучается разреши-
мость дифференциального уравнения в пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛).
Основы теории разделимости дифференциальных операторов заложены в серии работ

В.Н.Эверитта и М.Гирца, опубликованных в начале семидесятых годов прошлого столетия.
В статьях [1]–[4] был получен ряд важных результатов относительно проблемы разделимости
оператора Штурма-Лиувилля и его степеней. Существенный вклад в дальнейшее развитие
этой теории внесли К.Х.Бойматов, М.Отелбаев и их ученики (см.[5]–[13] и имеющуюся там
библиографию). Условия разрешимости нелинейных уравнений Шредингера и Дирака рас-
смотрены в [6]. Разделимость нелинейного оператора Шрёдингера изучена в работе [12]. Коэр-
цитивная разрешимость дифференциального уравнения нечетного порядка рассматривалась
в [13], а в статье [11] исследовалась коэрцитивная разрешимость эллиптических операторов
в банаховых пространствах. В публикациях [?]-[16] и [21] изучаются разделимость и разре-
шимость бигармонического и трижды гармонического операторов, операторов Шредингера и
Лапласа-Бельтрами. Разделимость и коэрцитивные свойства строго нелинейных операторов
рассматривались в работах [5], [18]-[20],[22].

Разделимость дифференциальных выражений с частными производными впервые иссле-
довалась в статье К.Х.Бойматова [5]. Разделимость линейного дифференциального оператора
второго порядка

𝐿[𝑢] = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉 (𝑥)𝑢(𝑥),

ранее изучалась в работах [7], [11] и [17] . Данная работа обобщает результаты работ [7], [11]
и [17] на нелинейный случай.

Следует отметить, что разделимость нелинейных дифференциальных операторов, в основ-
ном, исследовалась в случае, когда оператор является слабым возмущением линейного опера-
тора. В отличие от этого, рассматриваемые ниже нелинейные дифференциальные операторы
могут не являются слабым возмущением линейного оператора, т.е. строго нелинейны.

2. Формулировка основного результата

Введем пространство 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) с конечной нормой

‖𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)‖ =

{︂∫︁
𝑅𝑛

𝜌(𝑥)|𝑢(𝑥)|2𝑑𝑥
}︂ 1

2

,

где 𝜌(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑅𝑛) - положительная функция.
Пространство 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛) является гильбертовым пространством, и в нём скалярное произ-
ведение определяется с помощью равенства

(𝑢, 𝑣;𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)) =

∫︁
𝑅𝑛

𝜌(𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥.

В пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) рассматриваем дифференциальное уравнение

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑢(𝑥) ∈𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛), (1)

где 𝑎𝑖𝑗(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑅𝑛), 𝑏𝑗(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑅𝑛), а 𝑉 (𝑥, 𝑧) -положительная функция.
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Definition 9. Уравнение (1) (и соответствующий ему дифференциальный оператор) на-
зываются разделимыми в 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛), если

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)

для всех 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) ∩𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛) таких, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛).

В дальнейшем предположим, что 𝑉 (𝑥, 𝑧) ∈ 𝐶1(𝑅𝑛 × C). Для формулировки основного
результата введем функции

𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂) = 𝑉
1
2 (𝑥, 𝑧), 𝜉 = 𝑅𝑒𝑧, 𝜂 = 𝐼𝑚𝑧,

𝑄(𝑥, 𝜉, 𝜂) = 𝑉 (𝑥, 𝑧), 𝜉 = 𝑅𝑒𝑧, 𝜂 = 𝐼𝑚𝑧.

Пусть для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜔 = (𝜉+𝑖𝜂) ∈ C, Ω = (𝜇+𝑖𝜈) ∈ C функция 𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂) удовлетворяет
условиям ⃦⃦⃦⃦

𝑎
− 1

2
𝑖𝑗 (𝑥)

𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝐹−1

⃦⃦⃦⃦2
≤ 𝜎1, (2)⃦⃦⃦⃦

𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜌

−1 𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝐹−1

⃦⃦⃦⃦2
≤ 𝜎2, (3)⃦⃦⃦⃦

𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

− 1
2
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
𝐹− 3

2

⃦⃦⃦⃦2
6 𝜎3, (4)⃦⃦⃦⃦

1

𝑛
𝑎
− 1

2
𝑖𝑗 (𝑥)𝑏𝑗(𝑥)𝐹

−1

⃦⃦⃦⃦2
6 𝜎4, (5)⃦⃦⃦⃦

𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

− 1
2 (
𝜕𝐹

𝜕𝜉
𝜇+ 𝜈

𝜕𝐹

𝜕𝜂
)𝜔;C

⃦⃦⃦⃦
≤ 𝛿1

⃒⃒⃒
𝐹

1
2Ω;C

⃒⃒⃒
. (6)

Также предполагается, что для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜔 = (𝜉+ 𝑖𝜂) ∈ C, Ω = (𝜇+ 𝑖𝜈) ∈ C выполнены
неравенства ⃦⃦⃦⃦

𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

−1 𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖
𝐹−2

⃦⃦⃦⃦2
6 𝜎5, (7)⃦⃦⃦⃦

𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

−1(
𝜕𝑄

𝜕𝜉
𝜇+ 𝜈

𝜕𝑄

𝜕𝜂
)𝜔;C

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝛿2 ‖𝐹Ω;C| . (8)

Сформулируем основной результат работы.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (2) –(8) и пусть числа 𝜎𝑗 , (𝑗 = 1, 5), 𝛿1, 𝛿2 такие,
что

𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎4 <
4

3𝑛2
,

2

𝑛2(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3 + 𝜎4)
< 1− 𝛿1,

2

𝑛2(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎4 + 𝜎5)
< 1− 𝛿2 (9)

Тогда уравнение (1) разделяется в 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛), и для всех функций 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛) ∩𝑊 2
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛)
таких, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛) справедливы включения

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛),

𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
∈ 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛; 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.
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При этом имеет место коэрцитивное неравенство⃦⃦⃦⃦
⃦⃦− 𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+ ‖𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)‖+

+
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2 (𝑥, 𝑢)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
≤𝑀‖𝑓(𝑥);𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)‖, (10)

где положительное число М не зависит от 𝑢(𝑥), 𝑓(𝑥).

3. Вспомогательные леммы

Лемма 1. Пусть в уравнении (1) функция 𝑓(𝑥) принадлежит пространству 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛),

и функция 𝑢(𝑥) принадлежит классу 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) ∩𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛). Тогда функции

𝑉
1
2𝑢(𝑥), 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2 (𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
∈ 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛) (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛)

принадлежат пространству 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛).

Доказательство. Пусть 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛) - фиксированная неотрицательная функция,

обращающаяся в единицу при |𝑥| < 1. Для любого положительного числа 𝜀 принимаем
𝜙𝜀(𝑥) = 𝜙(𝜀𝑥).

Рассмотрим скалярное произведение

⟨𝑓, 𝜌𝜙𝜀𝑢⟩ = ⟨−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀𝑢⟩+ ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝜌𝜙𝜀𝑢⟩,

после интегрирования по частям, имея в виду, что

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌𝜙𝜀𝑢) =

𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝜌𝜙𝜀𝑢+ 𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝜙𝜀𝑢+ 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌

𝜕𝜙𝜀
𝜕𝑥𝑖

𝑢+ 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌𝜙𝜀
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
,

получим

⟨𝑓, 𝜌𝜙𝜀𝑢⟩ =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌𝜙𝜀
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩+ 𝐽𝜀1(𝑢) + 𝐽𝜀2(𝑢) + 𝐽𝜀3(𝑢) + 𝐽𝜀4(𝑢) + ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝜌𝜙𝜀𝑢⟩, (11)

где

𝐽𝜀1(𝑢) =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌
𝜕𝜙𝜀
𝜕𝑥𝑖

𝑢⟩,

𝐽𝜀2(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜙𝜀
𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩,

𝐽𝜀3(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

,
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝜌𝜙𝜀𝑢⟩,

𝐽𝜀4(𝑢) =
𝑛∑︁
𝑗=1

⟨𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀𝑢⟩.
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Преобразуем функционал 𝐽𝜀1(𝑢) к виду

𝑅𝑒𝐽𝜀1(𝑢) =− 1

2
(

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑢, 𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑥𝑖

𝜌
𝜕𝜙𝜀
𝜕𝑥𝑗

𝑢⟩ −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑢, 𝜕𝜌
𝜕𝑥𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝜙𝜀
𝜕𝑥𝑗

𝑢⟩− (12)

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑢, 𝜌 𝜕2𝜙𝜀
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢⟩).

Так как функция 𝜙𝜀 - вещественнозначная и⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜙𝜀
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
≤𝑀1𝜀,

⃒⃒⃒⃒
𝜕2𝜙𝜀
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
≤𝑀0𝜀

2, ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑛,

где
𝑀1 = 𝑠𝑢𝑝|∇𝜙𝜀(𝑥)|, 𝑀0 = 𝑠𝑢𝑝|Δ𝜙𝜀(𝑥)|,

тогда
lim
𝜀→0

𝑅𝑒𝐽𝜀1(𝑢) = 0.

Далее поочередно оценивая абсолютные значения функционалов 𝐽𝜀𝑚(𝑢), 𝑚 = 2, 3, 4, приме-
няя неравенство Коши-Буняковского, учитывая, что для любого 𝛼 > 0 и для любых 𝑦1 и 𝑦2
справедливо неравенство

𝑦1𝑦2 ≤
𝛼

2
|𝑦1|2 +

1

2𝛼
|𝑦2|2,

имея в виду неравенства (2), (3) и (5), из равенства (11) получим следующие оценки:

|𝐽𝜀2(𝑢)| ≤
𝛼1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
√
𝜙𝜀𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦2
+
𝑛2𝜎2
2𝛼1

⃦⃦⃦√
𝜙𝜀𝑉

1
2 (𝑥, 𝑢)𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦2
, (13)

|𝐽𝜀3(𝑢)| ≤
𝛼1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
√
𝜙𝜀𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦2
+
𝑛2𝜎1
2𝛼1

⃦⃦⃦√
𝜙𝜀𝑉

1
2 (𝑥, 𝑢)𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦2
, (14)

|𝐽𝜀4(𝑢)| ≤
𝛼1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
√
𝜙𝜀𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦2
+
𝑛2𝜎4
2𝛼1

⃦⃦⃦√
𝜙𝜀𝑉

1
2 (𝑥, 𝑢)𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)
⃦⃦⃦2
. (15)

Имея ввиду эти оценки, из равенства (11), переходя к пределу при 𝜀→ 0, учитывая нера-
венство Коши-Буняковского, находим

Re ⟨𝑓, 𝑢⟩ ≥ (1− 3𝛼1

2
)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦2
+ (1− 𝑛2(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎4)

2𝛼1
)⟨𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝑢⟩,

что и доказывает лемму.

Лемма 2. Пусть выполнены условия (2)–(6) и пусть функция 𝑢(𝑥) из класса

𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) ∩𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛)

является решением уравнения (1) с правой частью 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛). Тогда функции

𝐹
3
2 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥), 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

1
2 (𝑥, 𝑢(𝑥))

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝑗 = 1, ..., 𝑛,
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принадлежат пространству 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛).

Доказательство. Пусть функция 𝜙𝜀(𝑥) такая же, как в доказательстве леммы 1. Оче-
видно, что

⟨𝑓, 𝜌𝜙𝜀𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩ = ⟨−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩+

+⟨
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩+ ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝜌𝜙𝜀𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩.

Отсюда, интегрируя по частям, учитывая равенство

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝜌𝜙𝜀𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢) =

𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝜙𝜀𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢+ 𝜌

𝜕𝜙𝜀
𝜕𝑥𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢+ 𝜌𝜙𝜀
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢+

+𝜌𝜙𝜀𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝐹 (𝑥, 𝑢)

𝜕𝑥𝑖
𝑢+ 𝜌𝜙𝜀𝑎𝑖𝑗(𝑥)(Re

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹 (𝑥, 𝑢)

𝜕𝜉
+ Im

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹 (𝑥, 𝑢)

𝜕𝜂
)𝑢+ 𝜌𝜙𝜀𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝐹

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
,

после несложных преобразований получим

⟨𝑓, 𝜌𝜙𝜀(𝑥)𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢⟩ =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀𝐹 (𝑥, 𝑢)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩+𝐺

(𝜀)
1 (𝑢) +𝐺

(𝜀)
2 (𝑢)+ (16)

+𝐺
(𝜀)
3 (𝑢) +𝐺

(𝜀)
4 (𝑢) +𝐺

(𝜀)
5 (𝑢) +𝐺

(𝜀)
6 (𝑢) + ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝜌𝜙𝜀(𝑥)𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢⟩,

где

𝐺
(𝜀)
1 (𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌
𝜕𝜙𝜀
𝜕𝑥𝑖

𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢⟩,

𝐺
(𝜀)
2 (𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀(Re

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹 (𝑥, 𝑢)

𝜕𝜉
+ Im

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝐹 (𝑥, 𝑢)

𝜕𝜂
)𝑢⟩,

𝐺
(𝜀)
3 (𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩,

𝐺
(𝜀)
4 (𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝜙𝜀𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢⟩,

𝐺
(𝜀)
5 (𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝜌𝜙𝜀
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢⟩,

𝐺
(𝜀)
6 (𝑢) =

𝑛∑︁
𝑗=1

⟨𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀𝐹 (𝑥, 𝑢)𝑢⟩.

Здесь и далее значения 𝐹 (𝑥, 𝑢),
𝜕𝐹 (𝑥, 𝑢)

𝜕𝑥𝑖
,
𝜕𝐹 (𝑥, 𝑢)

𝜕𝜉
,
𝜕𝐹 (𝑥, 𝑢)

𝜕𝜂
взяты в точке

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, Re𝑢(𝑥), Im𝑢(𝑥)).

Поочередно оценивая абсолютные значения функционалов, находим, что в силу леммы 1
функционал 𝐺𝜀1(𝑢) → 0 при 𝜀→ 0 :

lim
𝜀→0

𝑅𝑒𝐺𝜀1(𝑢) = 0. (17)
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Относительно функционалов 𝐺𝜀𝑚(𝑢), 𝑚 = 2, 6 учитывая, что для любого 𝛼 > 0 и для любых
𝑦1 и 𝑦2 справедливо неравенство

𝑦1𝑦2 ≤
𝛼

2
|𝑦1|2 +

1

2𝛼
|𝑦2|2,

получаем следующие оценки:

|𝐺𝜀2(𝑢)| = |
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀

𝜕𝐹

𝜕𝜉
Re

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑢+

𝜕𝐹

𝜕𝜂
Im

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩| ≤ 𝛿1

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
,

|𝐺𝜀3(𝑢)| = |
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀

𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩| ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

{︃
𝛽

2

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+

1

2𝛽

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

− 1
2
𝜕𝐹

𝜕𝑥𝑖
𝑢

⃦⃦⃦⃦2}︃
≤

≤ 𝛽

2

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+
𝑛2𝜎3
2𝛽

‖𝜙
1
2
𝜀 𝐹

3
2𝑢‖2,

|𝐺𝜀4(𝑢)| = |
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀

𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝐹𝑢⟩| ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

{︃
𝛽

2

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+

1

2𝛽

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜌

−1 𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝑉 − 1

2𝑢

⃦⃦⃦⃦2}︃
≤

≤ 𝛽

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+
𝑛2𝜎2
2𝛽

‖𝜙
1
2
𝜀 𝐹

3
2𝑢‖2,

|𝐺𝜀5(𝑢)| = |
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝜙𝜀𝐹

1
2𝑢⟩| ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

{︃
𝛽

2

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+

1

2𝛽
‖𝜙

1
2
𝜀 𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)𝐹
1
2
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝐹− 3

2𝐹
3
2𝑢‖2

}︃
≤

≤ 𝛽

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+
𝑛2𝜎1
2𝛽

‖𝜙
1
2
𝜀 𝐹

3
2𝑢‖2,

|𝐺𝜀6(𝑢)| = |⟨
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀𝐹 (𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩| = |

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
1

𝑛
𝑏𝑗(𝑥)𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)𝐹−1𝐹
3
2𝑢⟩|

≤ 𝛽

2

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+
𝑛2𝜎4
2𝛽

‖𝜙
1
2
𝜀 𝐹

3
2𝑢‖2.

Здесь 𝛽– произвольное положительное число; 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4 и 𝛿1 - константы из условий
(2) – (6). На основе полученных оценок из равенства (16) имеем

|⟨𝑓, 𝜌𝜙𝜀𝐹𝑢)⟩| ≥
(︂
1− 𝑛2(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3 + 𝜎4)

2𝛽

)︂
· ⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝐹𝑢⟩ − |𝐺𝜀1(𝑢)|+

+ (1− 2𝛽 − 𝛿1) ·
𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
.
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Далее применяем неравенство Коши-Буняковского и затем, переходя к пределу при 𝜀 → 0,
получим неравенство

‖𝑓 ;𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)‖‖𝐹𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)‖ ≥ |(𝑓, 𝐹𝑢)| ≥
(︂
1− 𝑛2(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3 + 𝜎4)

2𝛽

)︂
· (𝑉 𝑢, 𝐹𝑢)+

+ (1− 2𝛽 − 𝛿1) ·
𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦2
.

(18)

Теперь подбираем положительное числа 𝛽 так, чтобы выполнялись условия

𝑛2(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3 + 𝜎4)

2𝛽
< 1, 2𝛽 + 𝛿1 < 1.

Так как по лемме 1 𝐹𝑢 ∈ 𝐿2,𝜌, то из неравенства (18) следует, что функции

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
1
2 (𝑥)𝐹

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, (𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛), 𝐹

3
2𝑢

принадлежат пространству 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛).

Лемма доказана.

4. Доказательство теоремы 1

Переходим к непосредственному доказательству теоремы 1. Поступая так же, как и
выше, из равенства

⟨𝑓, 𝜙𝜀𝑄(𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩ = ⟨−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀𝑄(𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩+

+
𝑛∑︁
𝑗=1

⟨𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀𝑄(𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩+ ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥), 𝜙𝜀𝑄(𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩

после несложных преобразований получим

⟨𝑓, 𝜌𝜙𝜀(𝑥)𝑄(𝑥, 𝑢)𝑢⟩ =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀𝑄(𝑥, 𝑢)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩+𝐵

(𝜀)
1 (𝑢) +𝐵

(𝜀)
2 (𝑢)+ (19)

+𝐵
(𝜀)
3 (𝑢) +𝐵

(𝜀)
4 (𝑢) +𝐵

(𝜀)
5 (𝑢) +𝐵

(𝜀)
6 (𝑢) + ⟨𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢, 𝜌𝜙𝜀(𝑥)𝑄(𝑥, 𝑢)𝑢⟩,

где

𝐵
(𝜀)
1 (𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌
𝜕𝜙𝜀
𝜕𝑥𝑖

𝑄(𝑥, 𝑢)𝑢⟩,

𝐵
(𝜀)
2 (𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀(Re

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄(𝑥, 𝑢)

𝜕𝜉
+ Im

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑄(𝑥, 𝑢)

𝜕𝜂
)𝑢⟩,

𝐵
(𝜀)
3 (𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀

𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩,
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𝐵
(𝜀)
4 (𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝜙𝜀𝑄(𝑥, 𝑢)𝑢⟩,

𝐵
(𝜀)
5 (𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝜌𝜙𝜀
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑄(𝑥, 𝑢)𝑢⟩,

𝐵
(𝜀)
6 (𝑢) =

𝑛∑︁
𝑗=1

⟨𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀𝑄(𝑥, 𝑢)𝑢⟩.

Здесь и далее значения 𝐹 (𝑥, 𝑢),
𝜕𝐹 (𝑥, 𝑢)

𝜕𝑥𝑖
,
𝜕𝐹 (𝑥, 𝑢)

𝜕𝜉
,
𝜕𝐹 (𝑥, 𝑢)

𝜕𝜂
взяты в точке

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, Re𝑢(𝑥), Im𝑢(𝑥)).

Поочередно оценивая абсолютные значения функционалов 𝐵𝜀
𝑗 (𝑢), 𝑗 = 1, 6, находим, что

функционал 𝐵𝜀
1(𝑢) → 0 при 𝜀→ 0.

Относительно функционалов 𝐵𝜀
𝑚(𝑢), 𝑚 = 2, 6 получаем следующие оценки:

|𝐵𝜀
2(𝑢)| = |

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀

𝜕𝑄

𝜕𝜉
Re

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑢+

𝜕𝑄

𝜕𝜂
Im

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩| ≤ 𝛿2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
,

|𝐵𝜀
3(𝑢)| = |

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀

𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖
𝑢⟩| ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

{︃
𝛽

2

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+

1

2𝛽1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

− 1
2
𝜕𝑄

𝜕𝑥𝑖
𝑢

⃦⃦⃦⃦2}︃
≤

≤ 𝛽

2

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+
𝑛2𝜎5
2𝛽1

‖𝜙
1
2
𝜀 𝑉 𝑢‖2,

|𝐵𝜀
4(𝑢)| = |

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜙𝜀

𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝑄𝑢⟩| ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

{︃
𝛽1
2

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+

1

2𝛽

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜌

−1 𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝑉 − 1

2𝑢

⃦⃦⃦⃦2}︃
≤

≤ 𝛽

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+
𝑛2𝜎2
2𝛽1

‖𝜙
1
2
𝜀 𝑉 𝑢‖2,

|𝐵𝜀
5(𝑢)| = |

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝜙𝜀𝑉

1
2𝑢⟩| ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

{︃
𝛽1
2

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+

1

2𝛽
‖𝜙

1
2
𝜀 𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)𝑉
1
2
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑉 −1𝑉 𝑢‖2

}︃
≤

≤ 𝛽1
2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+
𝑛2𝜎1
2𝛽

‖𝜙
1
2
𝜀 𝑉 𝑢‖2,

|𝐵𝜀
6(𝑢)| = |⟨

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜙𝜀𝑄(𝑥, 𝜉, 𝜂)𝑢⟩| = |

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝜙
1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
,
1

𝑛
𝑏𝑗(𝑥)𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)𝑉 − 1
2𝑉 𝑢⟩|
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≤ 𝛽1
2

𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
+
𝑛𝜎4
2𝛽1

‖𝜙
1
2
𝜀 𝑉 𝑢‖2.

Здесь 𝛽1– произвольное положительное число; 𝜎1, 𝜎2, 𝜎4, 𝜎5 и 𝛿2 – константы из условий
(2), (3), (5), (7) и (8).

На основе полученных оценок из равенства (19) имеем

|⟨𝑓, 𝜙𝜀𝑉 𝑢)⟩| ≥
(︂
1− 𝑛2(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎4 + 𝜎5)

2𝛽1

)︂
· ⟨𝑉 𝑢, 𝜙𝜀𝑉 𝑢⟩ − |𝐵𝜀

1(𝑢)|+

+ · (1− 2𝛽1 − 𝛿2) ·
𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝜙

1
2
𝜀 𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
.

Применяя неравенство Коши-Буняковского и затем переходя к пределу при 𝜀→ 0, получим
неравенство

‖𝑓 ;𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)‖‖𝑉 𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)‖ ≥ |(𝑓, 𝑉 𝑢)| ≥
(︂
1− 𝑛2(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎4 + 𝜎5)

2𝛽1

)︂
· (𝑉 𝑢, 𝑉 𝑢)+

+ (1− 2𝛽1 − 𝛿2) ·
𝑛∑︁
𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃦⃦⃦⃦2
.

(20)

Далее подбираем положительное число 𝛽1 так,чтобы выполнялись условия

𝑛2(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎4 + 𝜎5)

2𝛽1
< 1, 2𝛽1 + 𝛿2 < 1.

Теперь из полученных неравенств после несложных преобразований имеем коэрцитивное
неравенство (10). Из него следует разделимость нелинейного оператора (1) в пространстве
𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛).
Теорема 1 доказана.

5. Разрешимость

С помощью теоремы 1 докажем следующий результаты о коэрцитивной разрешимости
уравнения 1.

Теорема 2. Пусть дифференциальный оператор

𝐿[𝑢] = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉 𝑢

разделяется в пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛), и пусть положительная функция 𝜑(𝑥), принадлежа-

щая в 𝐶1(𝑅𝑛), удовлетворяет неравенствам⃦⃦⃦⃦
𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

− 1
2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖

⃦⃦⃦⃦2
≤ 𝜃1, (21)

где 0 < 𝜃1 + 𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎4 <
1
𝑛2 . Тогда уравнение (1) для всех 𝑓 ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛) имеет единственное
решение в пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛).
Доказательство. Сначала докажем, что дифференциальное уравнение

𝐿[𝑢] = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉 𝑢 = 0 (22)
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имеет нулевое решение 𝑢(𝑥) = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝑅𝑛. Пусть 𝜓(𝑥) - произвольная положительная
функция из 𝐶2(𝑅𝑛). Рассмотрим скалярное произведение

⟨𝑉 𝑢,𝜌𝜑𝜓𝑢⟩ = ⟨
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
−

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜑𝜓𝑢⟩ =

= −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

,
𝜕

𝜕𝑥𝑖
[𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌𝜑𝜓𝑢]⟩ −

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜑𝜓𝑢⟩ =

= −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

,
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝜌𝜑𝜓𝑢⟩ −

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝜓𝑢⟩ −

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝑢)⟩−

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢)⟩ −

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌𝜑𝜓
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩−

−
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜑𝜓𝑢⟩. (23)

Теперь выделяем реальную часть скалярного произведения

𝑅𝑒⟨𝑉 𝑢,𝜌𝜑𝜓𝑢⟩ = −𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

,
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝜌𝜑𝜓𝑢⟩ −𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝜓𝑢⟩−

−𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝑢)⟩ −𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢)⟩−

−𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌𝜑𝜓
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⟩ −𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜑𝜓𝑢⟩. (24)

Имея в виду, что

2𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝑢)⟩ =

=
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
⃦
[︂
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑+

𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑+ 𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
𝜑

]︂ 1
2

𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

,

(25)

и применяя неравенства Коши-Буняковского, получим

𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜌
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢)⟩ =

= 𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝜌
1
2𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌

1
2𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

− 1
2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
)𝑉

1
2𝑢⟩ ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

− 1
2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
)𝑉

1
2𝑢‖, (26)
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𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

,
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝜌𝜑𝜓𝑢⟩ =

= 𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝜌
1
2𝜑

1
2𝜓

1
2𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌

1
2𝜑

1
2𝜓

1
2 (𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑉 − 1

2 )𝑉
1
2𝑢⟩ ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 [𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝑉 − 1

2 ]𝑉
1
2𝑢‖, (27)

𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝜓𝑢)⟩ =

= 𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝜌
1
2𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌

1
2𝜑

1
2𝜓

1
2 [𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜌

−1 𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝑉 − 1

2 ]𝑉
1
2𝑢⟩ ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 [𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜌

−1 𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝑉 − 1

2 ]𝑉
1
2𝑢‖, (28)

𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑗=1

⟨𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜑𝜓𝑢)⟩ =

= 𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝜌
1
2𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌

1
2𝜑

1
2𝜓

1
2 [
1

𝑛
𝑏𝑗(𝑥)𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)𝑉 − 1
2 ]𝑉

1
2𝑢⟩ ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 [
1

𝑛
𝑏𝑗(𝑥)𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)𝑉 − 1
2 ]𝑉

1
2𝑢‖. (29)

Учитывая, что для любого 𝛼 > 0 и для любых 𝑦1 и 𝑦2 справедливо неравенство

𝑦1𝑦2 ≤
𝛼

2
|𝑦1|2 +

1

2𝛼
|𝑦2|2,

имеем

−𝑅𝑒

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝜌
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝜓𝑢]⟩ ≤

6
𝛼2

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

‖𝜑
1
2𝜓

1
2𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖2 + 𝑛2𝜃1

2𝛼2
‖𝜑

1
2𝜓

1
2𝑉

1
2𝑢‖2, (30)

−𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
𝜓𝑢)⟩ ≤

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

‖𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 [𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

− 1
2𝜑−1 𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
)]𝑉

1
2𝑢‖ ≤

≤ 𝑛𝛼2

2

𝑛∑︁
𝑗=1

‖𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖2 + 𝑛2𝜎1

2𝛼2
‖𝜑

1
2𝜓

1
2𝑉

1
2𝑢‖2, (31)
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−𝑅𝑒
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝜑𝜓𝑢)⟩ =

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 [𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜌

−1 𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝑄− 1

2 ]𝑉
1
2𝑢‖

6
𝛼2

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

‖𝜑
1
2𝜓

1
2𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖2 + 𝑛2𝜎2

2𝛼2
‖𝜑

1
2𝜓

1
2𝑉

1
2𝑢‖2, (32)

−𝑅𝑒
𝑛∑︁
𝑗=1

⟨𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
, 𝜌𝜑𝜓𝑢)⟩ =

≤
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖‖𝜑

1
2𝜓

1
2 [
1

𝑛
𝑏𝑗(𝑥)𝑎

− 1
2

𝑖𝑗 (𝑥)𝑄− 1
2 ]𝑄

1
2𝑢‖

6
𝛼2

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

‖𝜑
1
2𝜓

1
2𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
‖2 + 𝑛2𝜎4

2𝛼2
‖𝜑

1
2𝜓

1
2𝑄

1
2𝑢‖2. (33)

Применяя далее для равенства (24) неравенства (30)-(33), получим

(1− 𝑛2(𝜃1 + 𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎4)

2𝛼2
)‖𝜑

1
2𝜓

1
2𝑉

1
2𝑢‖2 ≤

≤ 1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
⃦
[︂
𝜕𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑+

𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝜑+ 𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖
𝜑

]︂ 1
2

𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

+

+ 2𝛼2 ·
𝑛∑︁
𝑗=1

‖𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛‖2 −
𝑛∑︁
𝑗=1

‖𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝜑

1
2𝜓

1
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛‖2. (34)

Пусть 𝜓(𝑥) ≡ 1 для любых 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 и 𝛼2 =
1
2 , тогда имеем

0 < (1− (𝑛2(𝜃1 + 𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎4)‖𝜑
1
2𝑉

1
2𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛‖2 ≤ 0. (35)

Следовательно, получим

0 < (1− 𝑛2(𝜃1 + 𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎4)

∫︁
𝑅𝑛

|𝜌
1
2𝜑

1
2𝑉

1
2𝑢|2𝑑𝑥 ≤ 0. (36)

Последнее неравенство имеет место только при 𝑢(𝑥) ≡ 0. Это доказывает, что 𝑢(𝑥) = 0 явля-
ется единственным решением уравнения (22).

Пусть далее 𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) ∩𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛) и является решением уравнения

𝐿[𝑢] = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉 𝑢 = 𝑓(𝑥) (37)

с правой частью 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛).

Теперь выберем последовательность функций 𝑓1, 𝑓2, . . . 𝑓𝑛 ∈ 𝐶∞
0 (𝑅𝑛), сходящихся к 𝑓 в

𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛). Положим 𝜗𝑝 = 𝐴−1𝑓𝑝, где 𝐴-означает замыкание оператора

𝐴 = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉,
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𝐷(𝐴 = 𝐶∞
0 (𝑅𝑛)) в 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛). Функция 𝜗𝑝 ∈ 𝐶1(𝑅𝑛) и является решением уравнения

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝜗𝑝
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

+
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝜗𝑝
𝜕𝑥𝑗

+ 𝑉 𝜗𝑝 = 𝑓𝑝.

Используя коэрцитивное неравенство (10), находим, что⃦⃦⃦⃦
⃦⃦− 𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2(𝜗𝑝 − 𝜗𝑘)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕(𝜗𝑝 − 𝜗𝑘)

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+ ‖𝑉 (𝜗𝑝 − 𝜗𝑘);𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)‖+

+
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

⃦⃦⃦⃦
𝑎

1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕(𝜗𝑝 − 𝜗𝑘)

𝜕𝑥𝑗
;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)

⃦⃦⃦⃦
≤𝑀‖𝑓𝑝 − 𝑓𝑘;𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)‖. (38)

Переходя к пределу 𝑝, 𝑘 → ∞, заключаем, что последовательности

𝜗1, 𝜗2, . . . , 𝑉 𝜗1, 𝑉 𝜗2, . . . , 𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝜗1
𝜕𝑥𝑗

, 𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝜗2
𝜕𝑥𝑗

, . . . ,

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2(𝜗1)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝜗1)

𝜕𝑥𝑗
,−

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2(𝜗2)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝜗2)

𝜕𝑥𝑗
,

будучи фундаментальными, сходятся в 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛) соответственно к некоторым элементам

𝜗, 𝜗(1), 𝜗(2), 𝜗(3) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛). Легко проверить, что 𝜗 ∈𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛), 𝜗(1) = 𝑉 𝜗,

𝜗(2) = 𝑎
1
2
𝑖𝑗(𝑥)𝑉

1
2
𝜕𝜗

𝜕𝑥𝑗
, 𝜗(3) = −

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕2𝜗

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)
𝜕𝜗

𝜕𝑥𝑗
.

Переходя в неравенстве (38) к пределу при 𝑝, 𝑘 → ∞, получим 𝜗𝑝 = 𝜗𝑘 = 𝜗. Следовательно,
для 𝑓 ∈ 𝑅𝑛 таких, что 𝑢 ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛) ∩𝑊 2
2,𝑙𝑜𝑐(𝑅

𝑛) , 𝐴𝑢 = 𝑓 .
Пусть 𝑢1 тоже является решением уравнения 𝐴𝑢 = 𝑓 . Тогда имеем

𝐴(𝑢− 𝑢1) = 0.

Так как уравнение 𝐴𝑢 = 0 имеет единственное решение 𝑢 = 0, отсюда следует, что 𝑢 = 𝑢1, т.е.
теорема полностью доказана.

6. Заключение

В работе установлены коэрцитивные оценки для нелинейного оператора вида (1). Найдены
достаточные условия разделимости оператора в гильбертовом пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛). Изучена
коэрцитивная разрешимость нелинейного дифференциального уравнения второго порядка в
весовом пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛).
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1. Введение

В данной работе продолжаются исследования, начатые в [1], [2].
Предполагается заданным начальный капитал 𝐾 (0) = 𝐾0. Требуется вложить в производ-

ство часть имеющегося капитала 𝐾0 в период времени 0 6 𝑡 6 𝑇 , в течение которого плани-
руется экономическая деятельность, уменьшив капитал до заданного значения 𝐾1 = 𝐾1 (𝑇 )
таким образом, чтобы полная полезность экономической деятельности, выражаемая интегра-
лом

𝑃 =

∫︁ 𝑇

0
𝑈
(︁
𝑓 (𝐾(𝑡))− �̇�(𝑡)

)︁
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡 (1)

была максимальной.
В данном исследовании мы рассмотрим случай, когда функция полезности 𝑈 на обла-

сти значений, которые она может принимать в изучаемом процессе, «достаточно хорошо»
аппроксимируется линейной функцией. Такая ситуация имеет место для степенных функций
𝑈 (𝑥) = 𝑥𝑑, когда показатель степени 𝑑 лежит на интервале (0, 1), а отрезок изменения пере-
менной 𝑥 имеет «не очень большое» отношение правого конца к левому (например, 𝑎 6 𝑥 6 2𝑎
или 𝑎 6 𝑥 6 3𝑎 и т.п.). Вопрос оценки погрешности приближения степенной функции линей-
ной мы обсудим в §3. Сейчас лишь отметим, что относительная погрешность приближения
функции 𝑈 (𝑥) = 𝑥𝑑 на отрезке вида 𝑎 6 𝑥 6 𝜆𝑎, 𝜆 > 1, линейной функцией не превышает

(𝜆− 1)2

64
(2)

независимо от значения 𝑑 ∈ (0, 1). В частности, относительная погрешность приближения
𝑥𝑑 линейной функцией на отрезке 𝑎 6 𝑥 6 2𝑎 оказывается заведомо меньше 1.6%, какой
бы показатель степени 𝑑 ∈ (0, 1) мы ни взяли. Такой уровень погрешности обычно не выше
даваемой самой моделью при использовании ее для описания реального процесса.

Отметим, что функция полезности чаще используется вида 𝑈(𝑥) = 𝑥1−𝜃−1
1−𝜃 , 𝜃 > 0, 𝜃 ̸= 1 и

при 𝜃 = 1 вида 𝑈(𝑥) = ln𝑥 см. [4], [11], [12], [13], также применяется 𝑈(𝑥) = (𝑐/𝑥𝛾)1−𝜎

1−𝜎 , 𝛾 ∈ [0; 1),

𝜎 > 1 см. [14], [15] или 𝑈(𝑥) = 𝑥1−𝜃

1−𝜃 , 𝜃 > 0, 𝜃 ̸= 1 см. [16]. Ограничимся в дальнейшем случаем
𝑈 (𝑥) = 𝑥𝑑.

2. Необходимый уровень начального капитала

Предположим, что с достаточно высокой точностью имеет место приближенное равенство

𝑈 (𝑥) ≈ 𝐴𝑥+𝐵, (3)

где 𝐴, 𝐵 – некоторые постоянные. Тогда полная полезность (1) приближенно равна

𝑃 ≈
∫︁ 𝑇

0

(︁
𝐴
(︁
𝑓 (𝐾(𝑡))− �̇�(𝑡)

)︁
+𝐵

)︁
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡. (4)
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Заметим, что в силу возрастания функции 𝑈 постоянная 𝐴 в приближенном равенстве (3)
положительна. Поэтому приближенное равенство (4) показывает, что требуется максимизиро-
вать интеграл

𝑃1 =

∫︁ 𝑇

0

(︁
𝑓 (𝐾(𝑡))− �̇�(𝑡)

)︁
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡 (5)

на классе непрерывных невозрастающих функций 𝐾(𝑡) на отрезке 0 6 𝑡 6 𝑇 , имеющих на
интервале 0 < 𝑡 < 𝑇 кусочно непрерывную производную и удовлетворяющих граничным
условиям

𝐾(0) = 𝐾0, 𝐾1(𝑇 ) = 𝐾1. (6)

Преобразуем интеграл (5), проинтегрировав по частям входящее в него выражение∫︁ 𝑇

0
�̇� (𝑡) 𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝐾 (𝑡) = 𝐾 (𝑡) 𝑒−𝜌𝑡

⃒⃒𝑇
0
−
∫︁ 𝑇

0
𝐾 (𝑡) 𝑑𝑒−𝜌𝑡 =

𝐾 (𝑇 ) 𝑒−𝜌𝑇 −𝐾 (0) + 𝜌

∫︁ 𝑇

0
𝐾 (𝑡) 𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡. (7)

Из (5), (7), (6) находим

𝑃1 = 𝐾0 −𝐾1𝑒
−𝜌𝑇 +

∫︁ 𝑇

0
[𝑓(𝐾 (𝑡))− 𝜌𝐾(𝑡)]𝑒−𝜌𝑡 𝑑𝑡.

В результате мы пришли к задаче максимизации интеграла

𝑃2 =

∫︁ 𝑇

0
[𝑓(𝐾 (𝑡))− 𝜌𝐾(𝑡)]𝑒−𝜌𝑡 𝑑𝑡

на описанном выше классе функций 𝐾 (𝑡).
Положим

𝑓𝜌 (𝐾) = 𝑓 (𝐾)− 𝜌𝐾.

Согласно введенным обозначениям

𝑃2 =

∫︁ 𝑇

0
𝑓𝜌 (𝐾(𝑡)) 𝑒−𝜌𝑡 𝑑𝑡. (8)

Ясно, что чем 𝑓𝜌 (𝐾(𝑡)) больше, тем больше интеграл (8). В рассматриваемой задаче функ-
ция 𝐾(𝑡) является убывающей. Эти соображения подсказывают необходимость исследования
монотонности функции 𝑓𝜌 (𝐾). В рассматриваемых экономических моделях функцию 𝑓 , выра-
жающую зависимость производства продукта от капитала, обычно берут дифференцируемой,
возрастающей и вогнутой см. [3]–[6]. Потребуем также, чтобы выполнялось предельное соот-
ношение

lim
𝐾→+∞

𝑓 ′ (𝐾) = 0.

(Это верно, если, например, 𝑓 (𝐾) = 𝑐 · 𝐾𝑝, 0 < 𝑝 < 1, или 𝑓 (𝐾) = 𝑐 · ln(1 +𝐾) , 𝑐 > 0
см. [4], [13].) Из сказанного видно, что, когда положительное число 𝜌 «невелико» (меньше
𝑓 ′пр(0)), имеет место следующая картина. Уравнение 𝑓 ′ (𝐾) = 𝜌 имеет единственный корень
(обозначим его κ𝜌), функция 𝑓𝜌 возрастает на интервале (0, κ𝜌), в точке κ𝜌 достигает своего
максимума и убывает на луче (κ𝜌,+∞). (Заметим, что производная 𝑓 ′ является непрерывной
в силу ее монотонности и теоремы Дарбу, согласно которой производная всюду дифференци-
руемой функции принимает все промежуточные значения; это показывает, что корень урав-
нения 𝑓 ′ (𝐾) = 𝜌 действительно существует, а единственен он также ввиду монотонности 𝑓 ′.)
Следующий рисунок демонстрирует типичное поведение функции 𝑓𝜌.
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Рис. 1

Возможны два случая: либо 𝐾0 6 κ𝜌, либо 𝐾0 > κ𝜌.
Рассмотрим первый из этих случаев, когда имеющийся в начальный момент времени в

нашем распоряжении капитал относительно невелик – не превосходит «критического» зна-
чения κ𝜌. Возрастание функции 𝑓𝜌 на полуинтервале 0 < 𝐾 6 κ𝜌 показывает, что, как бы
мы ни выбирали убывающую функцию 𝐾(𝑡), функция 𝑓𝜌 (𝐾(𝑡)) также окажется убывающей
и интеграл 𝑃2 будет меньше, чем если бы мы держали 𝐾(𝑡) на постоянном уровне. Други-
ми словами, как бы мы ни вкладывали капитал в дело в данной ситуации, эффект не будет
больше, чем если не расходовать ресурс 𝐾0 вообще. Этот (на первый взгляд) парадоксальный
вывод имеет простое объяснение. Для рассматриваемого вида экономических систем, опреде-
ляемых (в математическом плане) функцией 𝑓 и числом 𝜌, имеется минимальное критическое
значение первоначального капитала, не обладая которым предпочтительнее устраниться от
вложений в такую экономическую систему. Относительно небольшой (не превосходящий κ𝜌)
первоначальный капитал не позволит эффективно развить данный бизнес, и с таким уровнем
начального экономического ресурса в данном деле разумнее вообще не участвовать.

Рассмотрим второй случай: 𝐾0 > κ𝜌. В этом случае вкладывать капитал в данное де-
ло имеет смысл, но не рекомендуется его «спускать» ниже критического уровня κ𝜌: то есть
разумно сохранить неравенство κ𝜌 < 𝐾1. Уменьшение 𝐾(𝑡) ниже κ𝜌 уже не даст в данной
системе экономического эффекта. Поэтому, если 𝐾0 не слишком значительно превосходит κ𝜌
(например, 𝐾0 =

3
2κ𝜌 или 𝐾0 = 2κ𝜌), то можно порекомендовать использовать более сложную

экономическую схему, где часть капитала дается в рост под проценты, а часть вкладывается
в производство. Анализ таких схем см. в [3]–[6].

3. Оценка наилучшего приближения степенной функции линей-
ной на отрезке с заданным отношением концов

Сначала сделаем общие замечания. Пусть 𝑈 – действительнозначная вогнутая либо вы-
пуклая функция на отрезке [𝑎, 𝑏]. Через ℒ𝑈 обозначим линейную функцию, совпадающую с
𝑈 на концах отрезка:

ℒ𝑈 (𝑥) = 𝑈 (𝑎) +
𝑈 (𝑏)− 𝑈 (𝑎)

𝑏− 𝑎
(𝑥− 𝑎) ≡ 𝑈 (𝑏) +

𝑈 (𝑏)− 𝑈 (𝑎)

𝑏− 𝑎
(𝑏− 𝑥). (9)

Введем разность
△ (𝑥) = 𝑈 (𝑥)− ℒ𝑈 (𝑥) . (10)

Если функция 𝑈 вогнута, то △ (𝑥) > 0 на (𝑎, 𝑏), а если выпукла, то △ (𝑥) < 0 на (𝑎, 𝑏).
Поскольку функция△ (𝑥) обращается в нуль на концах отрезка [𝑎, 𝑏] и знакопостоянна внутри
отрезка, то наибольшее значение (в случае вогнутости 𝑈) и наименьшее значение (в случае
выпуклости 𝑈) она принимает в некоторой точке интервала (𝑎, 𝑏). Обозначим эту точку 𝜉.
Предполагая функцию 𝑈 дифференцируемой на интервале (𝑎, 𝑏), получаем необходимое усло-
вие экстремума

△′ (𝜉) = 0. (11)
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Из (9), (10) видно, что равенство (11) равносильно следующему:

𝑈 ′ (𝜉) =
𝑈 (𝑏)− 𝑈 (𝑎)

𝑏− 𝑎
. (12)

Тем самым, точка, в которой модуль разности (10) достигает максимума, является точкой,
существование которой (для произвольной функции 𝑈 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] ∩ 𝐷(𝑎, 𝑏)) утверждается в
теореме Лагранжа о конечных приращениях. В случае строгой вогнутости (или выпуклости)
функции 𝑈 , то есть отсутствия у ее графика линейных участков, такая точка 𝜉 единственна
ввиду строгой монотонности производной 𝑈 ′. Поведение функций 𝑈 и ℒ𝑈 изображено на
следующем рисунке.

O

x

y y x= ( )U

ba

y x= ( )L
U

»

Рис. 2

Обозначим

△ =

{︃
max𝑎6𝑥6𝑏△ (𝑥) = △(𝜉), если функция 𝑈 вогнута,

min𝑎6𝑥6𝑏△ (𝑥) = △(𝜉), если функция 𝑈 выпукла,
(13)

и положим ̃︁ℒ𝑈 (𝑥) = ℒ𝑈 (𝑥) +
△
2
. (14)

Поскольку разность ̃︀△ (𝑥) = 𝑈 (𝑥)− ̃︁ℒ𝑈 (𝑥) (15)

отличается от △ (𝑥) на константу, то она также имеет на интервале (𝑎, 𝑏) единственный экс-
тремум, причем в той же самой точке 𝜉. Следовательно,

max
𝑥∈[𝑎,𝑏]

⃒⃒⃒ ̃︀△ (𝑥)
⃒⃒⃒
= max

(︁⃒⃒⃒ ̃︀△ (𝑎)
⃒⃒⃒
,
⃒⃒⃒ ̃︀△ (𝜉)

⃒⃒⃒
,
⃒⃒⃒ ̃︀△ (𝑏)

⃒⃒⃒)︁
.

Но, как видно из соотношений (13)–(15), все три числа ̃︀△ (𝑎), ̃︀△ (𝜉), ̃︀△ (𝑏) по абсолютной
величине совпадают и их модуль равен |△|/2. Заметим, наконец, что поскольку разность (15)
трижды принимает одинаковые по модулю значения и при переходе от одного к другому
меняет знак, то по теореме Чебышева об альтернансе (см. [8], [10]) ̃︁ℒ𝑈 приближает функцию
𝑈 на отрезке [𝑎, 𝑏] лучше других линейных функций. Общая теория приближений функций
многочленами изложена в [8], [9].

Итак, среди всех линейных функций выпуклую или вогнутую функцию 𝑈 на отрезке [𝑎, 𝑏]
в равномерной метрике лучше всего приближает ̃︁ℒ𝑈 и абсолютная погрешность приближения
равна

max
𝑎6𝑥6𝑏

⃒⃒⃒
𝑈 (𝑥)− ̃︁ℒ𝑈 (𝑥)

⃒⃒⃒
=

△
2
. (16)

Оценим сверху величину |△| при дополнительном предположении

𝑈 ∈ 𝐶1(𝑎, 𝑏),
⃒⃒
𝑈 ′ (𝛼)− 𝑈 ′(𝛽)

⃒⃒
6𝑀 |𝛼− 𝛽| ∀𝛼, 𝛽 ∈ (𝑎, 𝑏), (17)
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где 𝑀 > 0 – некоторая постоянная. В этом случае говорят, что производная 𝑈 ′ удовлетворяет
условию Липшица первого порядка с постоянной 𝑀 . Как известно, данное условие выпол-
няется при наличии на (𝑎, 𝑏) второй производной 𝑈 ′′ всюду, кроме, может быть, счетного
множества точек, и оценки

sup
𝑥∈(𝑎,𝑏)

⃒⃒⃒
𝑈

′′
(𝑥)
⃒⃒⃒
=𝑀 < +∞. (18)

Соответствующий материал изложен, например, в [8].
Поскольку △ (𝑎) = △ (𝑏) = 0, то

△ (𝜉) =

∫︁ 𝜉

𝑎
△′ (𝑡) 𝑑𝑡 = −

∫︁ 𝑏

𝜉
△′ (𝑡) 𝑑𝑡. (19)

В силу (17) и (11) имеем ⃒⃒
△′ (𝑡)

⃒⃒
=
⃒⃒
△′ (𝑡)−△′ (𝜉)

⃒⃒
6𝑀 |𝑡− 𝜉| .

Отсюда и из (19) находим

|△ (𝜉)| 6 min

(︂∫︁ 𝜉

𝑎
𝑀 |𝑡− 𝜉| 𝑑𝑡,

∫︁ 𝑏

𝜉
𝑀 |𝑡− 𝜉| 𝑑𝑡

)︂
=𝑀 ·min

(︃
(𝜉 − 𝑎)2

2
,
(𝑏− 𝜉)2

2

)︃
6𝑀

(𝑏− 𝑎)2

8
.

Эта оценка вместе с (16) приводит к неравенству

max
𝑎6𝑥6𝑏

⃒⃒⃒
𝑈 (𝑥)− ̃︁ℒ𝑈 (𝑥)

⃒⃒⃒
6𝑀

(𝑏− 𝑎)2

16
. (20)

Посмотрим, что дает оценка (20) для приближения линейной функцией степени 𝑈 (𝑥) = 𝑥𝑑 на
отрезке [𝑎, 𝑏] в случае, когда показатель степени 𝑑 лежит на интервале (0, 1). В этом случае
функция 𝑈 является вогнутой,

𝑈
′′
(𝑥) = 𝑑 (𝑑− 1)𝑥𝑑−2 < 0,

sup
𝑎6𝑥6𝑏

⃒⃒⃒
𝑈

′′
(𝑥)
⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒
𝑈

′′
(𝑎)
⃒⃒⃒
= 𝑑(1− 𝑑)𝑎𝑑−2.

Следовательно, относительная погрешность приближения функции 𝑈 (𝑥) = 𝑥𝑑 линейной
функцией ̃︁ℒ𝑈 (𝑥) на отрезке [𝑎, 𝑏], равная по определению

max
𝑎6𝑥6𝑏

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑈 (𝑥)− ̃︁ℒ𝑈 (𝑥)

𝑈 (𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

заведомо не превосходит

max𝑎6𝑥6𝑏

⃒⃒⃒
𝑈

′′
(𝑥)
⃒⃒⃒

min𝑎6𝑥6𝑏 𝑈 (𝑥)
· (𝑏− 𝑎)2

16
6
𝑑(1− 𝑑)𝑎𝑑−2

𝑎𝑑
· (𝑏− 𝑎)2

16
=
𝑑(1− 𝑑)

16
·
(︂
𝑏− 𝑎

𝑎

)︂2

.

Отсюда, учитывая, что max06𝑑61 𝑑 (1− 𝑑) = 1
4 , 𝑏 = 𝜆𝑎, выводим оценку сверху (2) относи-

тельной погрешности приближения степенной функции 𝑥𝑑 линейной независимо от значения
𝑑 ∈ (0, 1).
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4. Заключение

На основании проведенного исследования можно сделать следующий вывод. В задаче Рам-
сея – Касса – Купманса, где рассматривается математическая модель, определяемая функцией
полезности 𝑈 , функцией 𝑓 , выражающей зависимость производства продукта от капитала и
ставкой временного предпочтения 𝜌 имеется некоторый уровень начального экономического
ресурса, которым заведомо необходимо обладать, приступая к экономической деятельности.

В предположении, что функция 𝑈 на области значений, принимаемых в исследуемом про-
цессе вложения капитала "достаточно хорошо"приближается линейной функцией, а функция
𝑓 имеет монотонно стремящуюся на бесконечности к нулю производную, желательно, чтобы
начальный экономический ресурс 𝐾0 превосходил (предпочтельно в несколько раз) величину
𝐾 = κ𝜌, являющуюся корнем уравнения 𝑓 ′(𝐾) = 𝜌.
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1. Введение

Рассмотрим задачу Рамсея – Касса – Купманса [3] –[16], на бесконечном промежутке времени,
состоящую в нахождении оптимального режима вложения в производство экономического
ресурса 𝐾(𝑡) (капитала), зависящего от времени 𝑡 и имеющего заданное начальное значение
𝐾0. Требуется максимизировать интеграл∫︁ +∞

0
𝑈
(︁
𝑓 (𝐾 (𝑡))− �̇�(𝑡)

)︁
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡, (1)

выражающий в изучаемых нами моделях полную полезность экономической деятельности.
Максимум интеграла (1) ищется на классе невозрастающих функций 𝐾(𝑡), непрерывных на
луче [0; +∞), дважды дифференцируемых на (0;+∞) (под �̇�(𝑡) понимается производная
функции 𝐾 по времени) и имеющих заданные начальное и предельное значения

𝐾 (0) = 𝐾0, lim
𝑡→+∞

𝐾 (𝑡) = 0. (2)

В (1) под функцией 𝑓 = 𝑓(𝐾) понимается зависимость производства продукции от капи-
тала 𝐾. Типичной функцией 𝑓 , используемой в экономических моделях, где ставится данная
экстремальная задача, является функция Кобба – Дугласа – вогнутая на положительной по-
луоси степенная функция

𝑓 (𝐾) = 𝑎𝐾𝛼, 𝑎 > 0, 𝛼 ∈ (0; 1) . (3)

В моделях, имеющих практическую ценность, рассматриваются показатели 𝛼 > 1
2 . Если про-

изводство продукта в зависимости от капитала 𝐾 меньше по порядку
√
𝐾, то такие модели

считаются заведомо неэффективными [10]. Число 𝜌 называется ставкой временного предпочте-
ния. Обычно 𝜌 – небольшая положительная постоянная, её значения в большинстве моделей
выбираются из отрезка [0.01; 0.025]. Функция 𝑈 есть функция полезности. Как правило, в
работах по этой тематике рассматривают функции

𝑈 (𝐶) = 𝑈𝜃 (𝐶) =
𝐶1−𝜃 − 1

1− 𝜃
, 𝐶 > 0, 𝜃 > 0, (4)

где 𝜃 – некоторый положительный параметр, значение которого выбирается в соответствии с
определенными характеристиками данной экономической системы [1], [2], [6]. Изучают модели
со значениями 𝜃 как большими, так и меньшими 1 см. [2]. В «исключительном» случае 𝜃 = 1
имеем

𝑈1 (𝐶) = lim
𝜃→1

𝑈𝜃 (𝐶) = lim
𝜃→1

𝐶1−𝜃 − 1

1− 𝜃
= lim

𝛾→0

𝐶𝛾 − 1

𝛾
= ln𝐶. (5)
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Именно этот случай, когда функция полезности является логарифмической, мы и исследуем
в нашей работе; ранее он рассматривался в работах [2], [16].

Исследования задачи (1), (2) на конечном временном отрезке [0;𝑇 ] в случае функции по-
лезности, заданной для 𝜃 > 0, 𝜃 ̸= 1 рассматривался в работах авторов [11] –[13].

Нахождение оптимальной зависимости экономического ресурса 𝐾 (𝑡) от времени, то есть
«наилучшего» режима вложения капитала, доставляющего максимум интеграла (1), пред-
ставляет собой весьма сложную математическую задачу. Тем не менее, она укладывается в
общую теорию поиска экстремалей интеграла∫︁ 𝑇

0
𝐹
(︁
𝑡,𝐾 (𝑡) , �̇�(𝑡)

)︁
𝑑𝑡 (6)

при наличии граничных условий

𝐾 (0) = 𝐾0, 𝐾 (𝑇 ) = 𝐾1. (7)

Известно, что экстремали интеграла (6), удовлетворяющие граничным условиям (7), являются
решениями уравнения Эйлера

𝜕𝐹

𝜕𝐾
=

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝐹

𝜕�̇�

)︂
, (8)

но решить такое уравнение в квадратурах удаётся только для немногих весьма функций трёх
переменных 𝐹 . Для имеющей место в задаче Рамсея – Касса – Купманса зависимости

𝐹
(︁
𝑡,𝐾, �̇�

)︁
= 𝑈

(︁
𝑓 (𝐾)− �̇�

)︁
𝑒−𝜌𝑡 (9)

мы выписали уравнение Эйлера (8) в [13]. В случае (5) уравнение Эйлера (8) для зависимости
(9) принимает вид

𝐿 (𝐾 (𝑡)) = 0, (10)

где
𝐿 (𝐾) = �̈� − 2�̇�𝑓 ′ (𝐾) + 𝜌�̇� − 𝜌𝑓 (𝐾) + 𝑓(𝐾)𝑓 ′ (𝐾) . (11)

Как видно из (11), 𝐿 является весьма непросто устроенным нелинейным оператором, действу-
ющим в пространстве 𝐶[0; +∞)∩𝐷2(0;+∞), и уравнение (10) решения в квадратурах, вообще
говоря, не допускает.

Возникает еще одна проблема. Если нас интересуют экстремали интеграла (1) на классе
невозрастающих функций, то для учёта ограничения на монотонность𝐾 (�̇�(𝑡) 6 0) уравнение
Эйлера должно быть заменено менее явными уравнениями, получающимися на основе прин-
ципа максимума Понтрягина [15]. Это дополнительно осложняет поиск оптимального режима
вложения капитала 𝐾 (𝑡). Даже в самом лучшем случае, если нам «повезло» и оказалось, что
решение уравнения Эйлера не возрастает и его хотя бы приближённо удалось найти, оно может
оказаться функцией довольно сложной природы. В то же время, в практической деятельности
достаточно найти режим вложения экономического ресурса пусть не оптимальный, но близ-
кий к оптимальному, который был бы максимально простой функцией времени. Наиболее
простыми убывающими функциями, удовлетворяющими условиям (6), являются экспоненты

𝐾 (𝑡) = 𝐾0𝑒
−𝜆𝑡, 𝑡 > 0, 𝜆 > 0. (12)

В этой работе мы исследуем, какой из показателей 𝜆 > 0 даёт максимальное значение интегра-
ла полной полезности (1), когда в качестве 𝐾 (𝑡) берутся только функции (12), а 𝑈 (𝐶) ≡ ln𝐶 .
Другими словами, ищется максимум на полуоси 0 6 𝜆 < +∞ функции действительной пере-
менной

𝑃 (𝜆) =

∫︁ +∞

0
ln
[︁
𝑓
(︁
𝐾0𝑒

−𝜆𝑡
)︁
+ 𝜆𝐾0𝑒

−𝜆𝑡
]︁
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡, (13)
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поскольку для функции (12) имеем �̇� (𝑡) = −𝜆𝐾0𝑒
−𝜆𝑡. Поставленная задача является коррект-

ной, поскольку интеграл (13) сходится при любом 𝜆 > 0 ввиду наличия быстро стремящегося
к нулю множителя 𝑒−𝜌𝑡. Более того, интеграл (13) сходится равномерно по 𝜆 на любом отрез-
ке 0 6 𝜆 6 𝜆0; а так как подынтегральная функция непрерывна на декартовом произведении
(0 6 𝜆 < +∞)× (0 6 𝑡 < +∞) то 𝑃 является непрерывной функцией на полуоси 0 6 𝜆 < +∞.
Следовательно, 𝑃 (𝜆) имеет максимум на любом отрезке 0 6 𝜆 6 𝜆0, а нашей задачей является
доказательство существования максимума этой функции на всей полуоси и его локализация.

2. Основные результаты

Наше исследование ведётся в естественном предположении, что начальный экономический
ресурс является достаточно большим, а именно, величина

𝜀 = 𝑎𝐾−𝛽
0 𝜌−1, (14)

где 𝛽 = 1 − 𝛼 (напомним, что 𝛼 ∈ (0; 1), и, следовательно, 𝛽 > 0) невелика; по крайней мере
она должна быть заведомо меньше 1. Нами доказаны две следующие теоремы.

Теорема 1. Оптимальный в рассматриваемой задаче показатель 𝜆 существует и ле-
жит в интегрвале ((1− 𝜀) 𝜌; 𝜌/𝛼).

Теорема 2. В случае 1
2 6 𝛼 < 1 при дополнительном предположении 𝜀 6 1

3 оптимальный
показатель 𝜆 единственен и лежит в интервале ((1− 𝜀) 𝜌; 𝜌).

Доказательство. [Доказательство теоремы 1.] Подынтегральная функция в (13) диффе-
ренцируема по переменной 𝜆 при любых неотрицательных 𝜆 и 𝑡 и эта частная производная
равна

𝜕

𝜕𝜆

(︁
𝑒−𝜌𝑡ln

(︁
𝑓
(︁
𝐾0𝑒

−𝜆𝑡
)︁
+ 𝜆𝐾0𝑒

−𝜆𝑡
)︁ )︁

= 𝑒−𝜌𝑡
𝜕
𝜕𝜆

(︀
𝑓
(︀
𝐾0𝑒

−𝜆𝑡)︀+ 𝜆𝐾0𝑒
−𝜆𝑡)︀

𝑓 (𝐾0𝑒−𝜆𝑡) + 𝜆𝐾0𝑒−𝜆𝑡
=

= 𝑒−𝜌𝑡
−𝐾0𝑡𝑒

−𝜆𝑡𝑓 ′
(︀
𝐾0𝑒

−𝜆𝑡)︀+𝐾0𝑒
−𝜆𝑡 − 𝜆𝑡𝐾0𝑒

−𝜆𝑡

𝑓 (𝐾0𝑒−𝜆𝑡) + 𝜆𝐾0𝑒−𝜆𝑡
=

1− 𝜆𝑡− 𝑡𝑓 ′
(︀
𝐾0𝑒

−𝜆𝑡)︀
𝜆+ (𝑒𝜆𝑡/𝐾0) 𝑓 (𝐾0𝑒−𝜆𝑡)

𝑒−𝜌𝑡.

Воспользовавшись выражением (2) для функции 𝑓 и обозначением (3), получим следующую
формулу для частной производной:

𝜕

𝜕𝜆

(︁
𝑒−𝜌𝑡 ln

(︁
𝑓
(︁
𝐾0𝑒

−𝜆𝑡
)︁
+ 𝜆𝐾0𝑒

−𝜆𝑡
)︁)︁

=
1− 𝜆𝑡− 𝑡𝑓 ′

(︀
𝐾0𝑒

−𝜆𝑡)︀
𝜆+ (𝑒𝜆𝑡/𝐾0) 𝑓 (𝐾0𝑒−𝜆𝑡)

𝑒−𝜌𝑡 =

=
1− 𝜆𝑡− 𝑎𝛼𝐾−𝛽

0 𝑡𝑒𝜆𝛽𝑡

𝜆+ 𝑎𝐾−𝛽
0 𝑒𝜆𝛽𝑡

𝑒−𝜌𝑡 =
1− 𝜆𝑡− 𝛼𝜀𝜌𝑡𝑒𝜆𝛽𝑡

𝜆+ 𝜀𝜌𝑒𝜆𝛽𝑡
𝑒−𝜌𝑡. (15)

Нетрудно убедиться в справедливости оценки⃒⃒⃒⃒
1− 𝜆𝑡− 𝛼𝜀𝜌𝑡𝑒𝜆𝛽𝑡

𝜆+ 𝜀𝜌𝑒𝜆𝛽𝑡

⃒⃒⃒⃒
6 𝛼𝑡+ 𝑡+

1

𝜀𝜌
∀𝜆 > 0 ∀ 𝑡 > 0.

Поэтому частная производная (4) на декартовом произведении (0 6 𝜆 < +∞)× (0 6 𝑡 < +∞)

по абсолютной величине мажорируется функцией
(︁
2𝑡+ (𝜀𝜌)−1

)︁
𝑒−𝜌𝑡, интеграл от которой по

лучу [0,+∞) сходится. Это влечет за собой не только сходимость интеграла от частной про-
изводной (4) по лучу [0,+∞), но и равномерную сходимость данного интеграла по параметру
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𝜆 ∈ [0,+∞). Согласно теореме о дифференцировании несобственного интеграла по параметру
[14], приходим к равенству

𝑃 ′ (𝜆) =

∫︁ +∞

0

1− 𝜆𝑡− 𝛼𝜀𝜌𝑡𝑒𝜆𝛽𝑡

𝜆+ 𝜀𝜌𝑒𝜆𝛽𝑡
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡. (16)

Для оценок производной 𝑃 ′ (𝜆) нам потребуется записать интеграл из (5) в несколько ином
виде, воспользовавшись тождествами

𝜆𝑡+ 𝛼𝜀𝜌𝑡𝑒𝜆𝛽𝑡

𝜆+ 𝜀𝜌𝑒𝜆𝛽𝑡
=
𝜆𝑡+ 𝜀𝜌𝑡𝑒𝜆𝛽𝑡

𝜆+ 𝜀𝜌𝑒𝜆𝛽𝑡
− 𝛽𝜀𝜌𝑡𝑒𝜆𝛽𝑡

𝜆+ 𝜀𝜌𝑒𝜆𝛽𝑡
= 𝑡− 𝛽𝜀𝜌𝑡𝑒𝜆𝛽𝑡

𝜆+ 𝜀𝜌𝑒𝜆𝛽𝑡
(17)

и обозначением
𝑣 (𝜆, 𝑡) = 𝜀𝜌𝑒𝜆𝛽𝑡. (18)

Из (16) – (18) находим

𝑃 ′ (𝜆) =

∫︁ +∞

0

1 + 𝛽𝜀𝜌𝑡𝑒𝜆𝛽𝑡

𝜆+ 𝜀𝜌𝑒𝜆𝛽𝑡
−
∫︁ +∞

0
𝑡𝑒−𝜌𝑡 𝑑𝑡 =

∫︁ +∞

0

1 + 𝛽𝑡𝑣 (𝜆, 𝑡)

𝜆+ 𝑣 (𝜆, 𝑡)
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡− 1

𝜌2
. (19)

Выведем двусторонние оценки отношения

𝑅 (𝜆, 𝑡) =
1 + 𝛽𝑡𝑣 (𝜆, 𝑡)

𝜆+ 𝑣 (𝜆, 𝑡)
. (20)

Справедливость оценки сверху

𝑅 (𝜆, 𝑡) <
1

𝜆
+ 𝛽𝑡, ∀𝜆 > 0 ∀ 𝑡 > 0, (21)

элементарно проверяется. Оценка же снизу

𝑅 (𝜆, 𝑡) > 𝑅 (𝜆, 0) =
1

𝜆+ 𝑣 (𝜆, 0)
=

1

𝜆+ 𝜀𝜌
, ∀𝜆 > 0 ∀ 𝑡 > 0, (22)

есть следствие возрастания 𝑅 (𝜆, 𝑡) по переменной 𝑡 при любом 𝜆 > 0. Действительно, имеем
(для краткости записи опускаем аргументы функций и обозначаем 𝑣𝑡 =

𝜕𝑣
𝜕𝑡 , 𝑅𝑡 =

𝜕𝑅
𝜕𝑡 )

𝑅𝑡 =
(𝛽𝑣 + 𝛽𝑡𝑣𝑡) (𝜆+ 𝑣)− 𝑣𝑡 (1 + 𝛽𝑡𝑣)

(𝜆+ 𝑣)2
=
𝛽𝑣 (𝜆+ 𝑣) + 𝛽𝜆𝑡𝑣𝑡 − 𝑣𝑡

(𝜆+ 𝑣)2
.

А так как из (18) следует тождество 𝑣𝑡 = 𝜆𝛽𝑣, то приходим к представлению

𝑅𝑡 =
𝛽𝑣2 + (𝛽𝜆)2𝑡𝑣

(𝜆+ 𝑣)2
. (23)

Из (23) немедленно следует положительность 𝑅𝑡 =
𝜕𝑅(𝜆,𝑡)
𝜕𝑡 , при всех 𝜆 > 0 и 𝑡 > 0, а значит и

возрастание функции 𝑅 (𝜆, 𝑡) по переменной 𝑡 при любом 𝜆 > 0.
Таким образом, согласно обозначениям (18) и (20) представление (19) производной 𝑃 ′ (𝜆)

можно переписать следующим образом:

𝑃 ′(𝜆) =

∫︁ +∞

0
𝑅(𝜆, 𝑡)𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡− 1

𝜌2
. (24)
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Полученная формула вместе с оценками (21) и (22) функции 𝑅 (𝜆, 𝑡) даёт неравенства

𝑃 ′(𝜆) <

∫︁ +∞

0

(︂
1

𝜆
+ 𝛽𝑡

)︂
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡− 1

𝜌2
=

1

𝜆𝜌
+
𝛽

𝜌2
− 1

𝜌2
=

1

𝜆𝜌
− 𝛼

𝜌2
,

𝑃 ′(𝜆) >

∫︁ +∞

0

𝑒−𝜌𝑡

𝜆+ 𝜀𝜌
𝑑𝑡− 1

𝜌2
=

1

𝜌(𝜆+ 𝜀𝜌)
− 1

𝜌2
.

Отсюда видно, что 𝑃 ′ (𝜆) > 0, как только 𝜆 + 𝜀𝜌 6 𝜌, то есть 𝜆 6 𝜌(1 − 𝜀), а при 𝜆 > 𝜌/𝛼,
напротив, 𝑃 ′ (𝜆) < 0.

На основании доказанного можно сделать вывод, что функция 𝑃 возрастает на отрез-
ке [0; (1− 𝜀)𝜌] и убывает на луче [𝜌/𝛼 ; +∞). Поэтому максимум функции 𝑃 на отрезке
[(1− 𝜀) 𝜌; 𝜌/𝛼] (он существует в силу её непрерывности) одновременно является максимумом
этой функции на луче [0; +∞). Более того, из неравенств

𝑃 ′ ((1− 𝜀) 𝜌) > 0, 𝑃 ′
(︁ 𝜌
𝛼

)︁
< 0 (25)

следует, что максимум 𝑃 на отрезке [(1− 𝜀) 𝜌; 𝜌/𝛼] достигается в некоторой внутренней точке
этого отрезка. Теорема доказана. 2

Доказательство. [Доказательство теоремы 2.] Из (24), (18), (20), учитывая, что 𝑣𝜆 = 𝛽𝑡𝑣,
находим

𝑃
′′
(𝜆) =

∫︁ +∞

0

𝜕𝑅 (𝜆, 𝑡)

𝜕𝜆
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡 =

∫︁ +∞

0

𝛽𝑡𝑣𝜆(𝜆+ 𝑣)− (1 + 𝑣𝜆) (1 + 𝛽𝑡𝑣)

(𝜆+ 𝑣)2
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡 =

=

∫︁ +∞

0

(︁
𝜆(𝛽𝑡)2 − 2𝛽𝑡

)︁
𝑣 (𝜆, 𝑡)− 1

(𝜆+ 𝑣 (𝜆, 𝑡))2
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡. (26)

(Обоснование корректности дифференцирования по параметру 𝜆 под знаком интеграла про-
водится стандартным образом: примерно так же, как и в доказательстве теоремы 1.)

Докажем отрицательность 𝑃 ′′ (𝜆) при (1− 𝜀) 𝜌 6 𝜆 6 𝜌/𝛼 . Это повлечёт за собой убывание
𝑃 ′ (𝜆) на отрезке [(1− 𝜀) 𝜌; 𝜌/𝛼], что в связи с (25) даст существование и единственность нуля
𝑃 ′ (𝜆) на интервале ((1− 𝜀) 𝜌; 𝜌/𝛼), а значит единственность точки максимума функции 𝑃 .
После этого мы установим справедливость неравенства

𝑃 ′ (𝜌) < 0, (27)

что ввиду убывания 𝑃 ′ и (25) докажет наличие нуля производной, а значит и точки максимума
функции 𝑃 на интервале ((1− 𝜀) 𝜌; 𝜌).

Займемся оценкой 𝑃 ′′ (𝜆) сверху. Разобьём интеграл в (26) на два и в связи с неравенством

𝜆(𝛽𝑡)2 − 2𝛽𝑡 > 0 ⇐⇒ 𝜆𝛽𝑡 > 2 при 𝑡 > 0,

получим оценку
𝑃 ′′ (𝜆) < ℐ1(𝜆)− ℐ2(𝜆), (28)

где

ℐ1 (𝜆) =
∫︁ +∞

𝑇𝜆

(︁
𝜆(𝛽𝑡)2 − 2𝛽𝑡

)︁
𝑣 (𝜆, 𝑡)

(𝜆+ 𝑣 (𝜆, 𝑡))2
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡, 𝑇𝜆 =

2

𝛽𝜆
,

ℐ2 (𝜆) =
∫︁ +∞

0

𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡

(𝜆+ 𝑣 (𝜆, 𝑡))2
.
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Интеграл ℐ1 (𝜆) требуется оценить сверху, а ℐ2 (𝜆) – снизу. Ввиду неравенства

𝑣

(𝜆+ 𝑣)2
6

1

4𝜆

(равенство достигается, когда 𝑣 = 𝜆), справедливого при всех положительных значениях 𝜆 и
𝑣, и положительности множителя 𝜆(𝛽𝑡)2 − 2𝛽𝑡 на луче (𝑇𝜆; +∞), мы можем оценить сверху
интеграл ℐ1 (𝜆) через интеграл, который явно вычисляется:

ℐ1 (𝜆) 6
̃︀ℐ1(𝜆)
4𝜆

,

где ̃︀ℐ1 (𝜆) = ∫︁ +∞

𝑇𝜆

(︁
𝜆(𝛽𝑡)2 − 2𝛽𝑡

)︁
𝑒
−𝜌𝑡

𝑑𝑡.

Оценка снизу интеграла ℐ2 (𝜆) осуществляется посредством оценки сверху знаменателя дроби
в подынтегральном выражении функцией, которая приводит к вычисляемому явно интегралу.
Ниже используется ограничение

(1− 𝜀) 𝜌 6 𝜆 6
𝜌

𝛼
,

следствием которого и условий теоремы 𝜀 6 1
3 , 𝛼 > 1

2 являются неравенства

𝜀

1− 𝜀
6

1

2
,

𝛽

𝛼
=

1− 𝛼

𝛼
6 1.

Имеем

1

(𝜆+ 𝑣 (𝜆, 𝑡))2
=

1

𝜆2
· 1(︀

1 + 𝜀𝜌
𝜆 𝑒

𝜆𝛽𝑡
)︀2 >

1

𝜆2
· 1(︁

1 + 𝜀
1−𝜀𝑒

( 𝜌
𝛼)𝛽𝑡

)︁2 >
1

𝜆2
(︀
1 + 1

2𝑒
𝜌𝑡
)︀2 .

Тем самым получаем следующую оценку снизу интеграла ℐ2 (𝜆):

ℐ2 (𝜆) >
1

𝜆2

∫︁ +∞

0

𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡

(1 + 0.5𝑒𝜌𝑡)2
=

1

𝜆2

∫︁ +∞

0

𝑒−3𝜌𝑡𝑑𝑡

(𝑒−𝜌𝑡 + 0.5)2
=

=
1

𝜆2𝜌

∫︁ 1

0

𝑥2𝑑𝑥

(𝑥+ 0.5)2
=

4
3 − ln 3

𝜆2𝜌
>

0.23

𝜆2𝜌
. (29)

С помощью несложно проверяемых равенств∫︁ +∞

𝑇
𝑡𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡 =

1 + 𝜌𝑇

𝜌2
exp (−𝜌𝑇 ) ,

∫︁ +∞

𝑇
𝑡2𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡 =

(𝜌𝑇 )2 + 2𝜌𝑇 + 2

𝜌3
exp (−𝜌𝑇 ) ,

вычислим интеграл ̃︀ℐ1 (𝜆):
̃︀ℐ1 (𝜆) = (︃𝜆𝛽2 (𝜌𝑇𝜆)2 + 2𝜌𝑇𝜆 + 2

𝜌3
− 2𝛽

𝜌𝑇𝜆 + 1

𝜌2

)︃
exp (−𝜌𝑇𝜆) =

=

(︂
4𝜆𝛽2

𝜌𝜆2𝛽2
+

4𝜆𝛽2

𝛽𝜆𝜌2
+

2𝜆𝛽2

𝜌3
− 2𝛽

𝜌2
− 4𝛽

𝜌𝛽𝜆

)︂
exp

(︂
− 2𝜌

𝛽𝜆

)︂
=

(︂
2𝛽

𝜌2
+

2𝜆𝛽2

𝜌3

)︂
exp

(︂
− 2𝜌

𝛽𝜆

)︂
.

Следовательно, верна оценка

ℐ1 (𝜆) 6
𝛽

2𝜆𝜌2

(︂
1 +

𝜆𝛽

𝜌

)︂
exp

(︂
− 2𝜌

𝜆𝛽

)︂
. (30)
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Из (28) – (30) видно, что для доказательства отрицательности 𝑃 ′′ (𝜆) достаточно устано-
вить справедливость неравенства

𝛽

2𝜆𝜌2

(︂
1 +

𝜆𝛽

𝜌

)︂
exp

(︂
− 2𝜌

𝜆𝛽

)︂
<

0.23

𝜆2𝜌
⇐⇒ 𝜆𝛽

𝜌

(︂
1 +

𝜆𝛽

𝜌

)︂
< 0.46 exp

(︂
2𝜌

𝜆𝛽

)︂
.

Обозначим 𝑢 = 𝜆𝛽
𝜌 . Поскольку 𝜆 6 𝜌

𝛼 , то 𝑢 6 𝛽
𝛼 = 1−𝛼

𝛼 = 1
𝛼−1. А так как по условию теоремы

1
2 6 𝛼 < 1, то 𝑢 6 1. Таким образом, достаточно доказать неравенство

𝑢 (1 + 𝑢) < 0.46 exp

(︂
2

𝑢

)︂
, 0 < 𝑢 6 1.

Это неравенство верно, поскольку его левая часть не превосходит 2, а правая часть не меньше
0.46𝑒2 > 3. Отрицательность 𝑃 ′′ (𝜆) на отрезке [(1− 𝜀) 𝜌; 𝜌/𝛼] доказана.

Докажем неравенство (27). Согласно (16) имеем

𝑃 ′ (𝜌) =
1

𝜌

∫︁ +∞

0

1− 𝜌𝑡− 𝛼𝜀𝜌𝑡𝑒𝜌𝛽𝑡

1 + 𝜀𝑒𝜌𝛽𝑡
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡. (31)

Поскольку верны равенства∫︁ +∞

0
(1− 𝜌𝑡) 𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡 = 0,

1

1 + 𝜀𝑒𝜌𝛽𝑡
= 1− 𝜀𝑒𝜌𝛽𝑡

1 + 𝜀𝑒𝜌𝛽𝑡
,

то интеграл (31) преобразуется следующим образом:

𝜌𝑃 ′ (𝜌) =

∫︁ +∞

0

(1− 𝜌𝑡)(−𝜀𝑒𝜌𝛽𝑡)− 𝛼𝜀𝜌𝑡𝑒𝜌𝛽𝑡

1 + 𝜀𝑒𝜌𝛽𝑡
𝑒−𝜌𝑡𝑑𝑡.

Отсюда находим
𝜌𝑃 ′ (𝜌)

𝜀
=

∫︁ +∞

0
(𝜌𝛽𝑡− 1)𝑒−𝜌𝛽𝑡𝑤 (𝑡) 𝑑𝑡 , (32)

где

𝑤 (𝑡) =
𝑒(2𝛽−1)𝜌𝑡

1 + 𝜀𝑒𝜌𝛽𝑡
.

Ввиду условия 𝛼 > 1/2 верно неравенство 2𝛽 − 1 6 0, поэтому функция 𝑤 убывает на луче
[0; +∞) и, кроме этого, является положительной. Следовательно, каковы бы ни были число
𝑡0 > 0 и функции

𝜙1 : (0; 𝑡0) → (0;+∞) , 𝜙2 : (𝑡0; +∞) → (0;+∞)

интегрируемые на (0; 𝑡0) и (𝑡0; +∞) соответственно, для интегралов верны оценки∫︁ 𝑡0

0
𝜙1(𝑡)𝑤(𝑡)𝑑𝑡 > 𝑤(𝑡0)

∫︁ 𝑡0

0
𝜙1(𝑡)𝑑𝑡,

∫︁ +∞

𝑡0

𝜙2(𝑡)𝑤(𝑡)𝑑𝑡 < 𝑤(𝑡0)

∫︁ +∞

𝑡0

𝜙2(𝑡)𝑑𝑡 .

Положив

𝑡0 =
1

𝛽𝜌
, 𝜙1(𝑡) = (1− 𝛽𝜌𝑡)𝑒−𝛽𝜌𝑡, 𝜙2 (𝑡) = (𝛽𝜌𝑡− 1)𝑒−𝛽𝜌𝑡,

получим неравенства∫︁ 𝑡0

0
(1− 𝛽𝜌𝑡) 𝑒−𝛽𝜌𝑡𝑤(𝑡)𝑑𝑡 > 𝑤(𝑡0)𝐼1,

∫︁ +∞

𝑡0

(𝛽𝜌𝑡− 1) 𝑒−𝛽𝜌𝑡𝑤 (𝑡) 𝑑𝑡 < 𝑤(𝑡0)𝐼2, (33)
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где

𝐼1 =

∫︁ 𝑡0

0
(1− 𝛽𝜌𝑡) 𝑒−𝛽𝜌𝑡𝑑𝑡, 𝐼2 =

∫︁ +∞

𝑡0

(𝛽𝜌𝑡− 1)𝑒−𝛽𝜌𝑡𝑑𝑡. (34)

Из (33) и (34) находим∫︁ +∞

0
(𝛽𝜌𝑡− 1)𝑒−𝛽𝜌𝑡𝑤 (𝑡) 𝑑𝑡 < 𝑤 (𝑡0) (𝐼1 − 𝐼2) = 𝑤(𝑡0)

∫︁ +∞

0
(𝛽𝜌𝑡− 1)𝑒−𝛽𝜌𝑡𝑑𝑡 = 0.

Отсюда и из (32) следует неравенство (27). Теорема 2 полностью доказана. 2

3. Заключение

Основным итогом нашей работы является следующий вывод.
Если мы решаем задачу Рамсея – Касса – Купманса нахождения оптимального режима

вложения капитала на бесконечном промежутке времени и берём логарифмическую функцию
полезности, а функция Кобба – Дугласа (3) является степенной с показателем 𝛼 > 1

2 (данное
неравенство выполняется во всех реально рассматриваемых моделях), то среди экспоненци-
альных зависимостей капитала от времени вида𝐾 (𝑡) = 𝐾0𝑒

−𝜆𝑡 оптимальная имеет показатель
𝜆 чуть меньший 𝜌 (ставки временного предпочтения). Например, взяв 𝐾 (𝑡) = 𝐾0𝑒

−𝜌𝑡 мы по-
лучим хороший (хотя и не самый лучший) результат, но полную полезность можно повысить,
рассматривая функции 𝐾 (𝑡) = 𝐾0𝑒

(𝛿−𝜌)𝑡 и постепенно увеличивая параметр 𝛿 до какого-то
небольшого значения (увеличение начинается с нуля).

Более детальное уточнение вида близкой к оптимальной функции 𝐾 (𝑡) и рассмотрение
аналогичной задачи, когда в качестве функций полезности берутся функции 𝑈𝜃 – см. выше (4)
– мы планируем осуществить в последующих работах. Пока же сделаем еще одно наблюдение.
Близость функции 𝐾 (𝑡) = 𝐾0𝑒

−𝜆𝑡 к оптимальной в случае 𝛼 = 1
2 (то есть 𝑓 (𝐾) = 𝑎

√
𝐾)

косвенно подтверждается тем, что нелинейный оператор 𝐿, определенный в (11), взятый на
этой функции, принимает на ней весьма малое (в сравнении с самой функцией) значение,
пока экономический ресурс 𝐾 (𝑡) не станет слишком малым. Действительно, подставив в (11)
𝐾 (𝑡) = 𝐾0𝑒

−𝜌𝑡, получим 𝐿
(︀
𝐾0𝑒

−𝜌𝑡)︀ ≡ 𝑎2/2, что является весьма малой величиной в сравнении
с 𝐾0𝑒

−𝜌𝑡 при небольших значениях 𝑡.
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Abstract

За последние десятилетия значительное развитие получила теория функционально-
дифференциалных включений, прежде всего, функционально-дифференциальное включе-
ние запаздывающего типа. Ученые разных стран ведут исследования в области тео-
рии начально-краевых задач для различных классов дифференциальных, интегро-диф-
ференциальных и функционально-дифференциальных включений в частных производ-
ных с целым и дробным порядками производных. Настоящая работа посвящена дроб-
ным функционально-диференциальным и интегродифференциальным включениям типа
Хейла занимающие промежуточное место между функционально-дифференциальными
включениями с запаздыванием и включениями нейтрального типа. Установлены доста-
точные условия существования слабых решений включений типа Хейла с дробным по-
рядком производной. Методы дробного интегро-дифференциального исчисления и теории
непод-вижных точек многозначных отображений лежат в основе настоящего исследова-
ния. Известно, что динамика экономических, социальных и экологических макросистем
представляет собой многозначный динамический процесс и дифференциальные и интегро-
дифференциальные включения дробного порядка являются естественными моделями ди-
намики макросистем. Такие включения используются также для описания некоторых фи-
зических и механических систем с гистерезисом. В конце работы приводится пример ил-
люстрирующий абстрактные результаты.

Ключевые слова: функционально-дифференциальное включение, дробная производная
Капуто, многозначное отображение, неподвижная точка.
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Abstract

Over the past decades, the theory of functional differential inclusions, primarily, the delayed
functional differential inclusion, has received significant development. Scientists from different
countries conduct research in the theory of initial-boundary value problems for various classes of
differential, integro-differential and functional differential inclusions in partial derivatives with
integer and fractional orders of derivatives.

The present work is devoted to fractional functional-differential and integro-differential
inclusions of Hale type, which occupy an intermediate place between functional-differential
inclusions with delay and inclusions of a neutral type. Sufficient conditions for the existence of
weak solutions of inclusions of Hale type with fractional order of the derivative are established.
The methods of fractional integro-differential calculus and the theory of fixed points of
multivalued mappings are the basis of this study. It is known that the dynamics of economic,
social, and ecological macrosystems is a multi-valued dynamic process, and fractional differential
and integro-differential inclusions are natural models of macrosystem dynamics. Such inclusions
are also used to describe some physical and mechanical systems with hysteresis. At the end of
the paper, an example illustrates abstract results.
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1. Введение

Исследование функционально-дифференциальных включений восходит к работам А.А.
Толстоногова [1], R.P. Agarval и др. [2], M.I. Kamenskii, V.V. Obukhovskii, P. Zecca [3], в которых
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найдены условия существования решений для различных классов начальных и граничных за-
дач для включений запаздывающего типа целого и дробного порядков производных. Прежде
всего, изучение дифференциальных и интегро-дифференциальных включений мотивировано
развитием теории управления динамических систем, описываемые начальными задачами вида

𝑥′(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡− ℎ), 𝑢(𝑡)), ℎ > 0, 𝑥(0) = 𝑥0, (1.1)

где 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 является функцией-параметром и которая "управляет"системой (1.1). Если вве-
сти многозначное отображение

𝐹 (𝑡, 𝑥, [𝑥(𝑡− ℎ))
𝑑𝑒𝑓
= {𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡− ℎ), 𝑢(𝑡))}𝑢∈𝑈 ,

где U - множество допустимых управлений, то решения дифференциального уравнения (1.1)
будут решениями дифференциального включения с запаздыванием

�̇�(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡− ℎ)), 𝑥(0) = 𝑥0,

в котором управление присутствует в неявном виде.
Отметим, что еще в 60-70 годах прошлого столетия в работах [4-6] рассматривались неко-

торые частные классы дифференциальных включений, а именно, включения вида

𝑥′(𝑡) ∈ −𝐴(𝑥(𝑡)), 𝑥(0) = 𝑥0,

где A представляет собой максимально монотонное (линейное или нелинейное) отображение
действующее в гильбертовом пространстве. В общем случае банахова пространства в качестве
отображения берутся аккретивные операторы. Более узким классом таких включений явля-
ются так называемые "градиентные"включения, которые являются обобщениями уравне-ний
градиентного типа

𝑥′(𝑡) = −∇𝑉 (𝑥(𝑡)), 𝑥(0) = 𝑥0, (1.2)

где 𝑉 -дифференцируемый потенциал.
Как известно, в большинстве случаев, потенциальная функция не является дифференци-

руемой. Однако, когда функция 𝑉 полунепрерывная снизу и выпуклая в (1.2), то градиент
потенциала ∇ 𝑉 (𝑥) можно заменить субдифференциалом 𝜕𝑉 (𝑥) (или "обощенным потенци-
алом"). Субдифференциал 𝜕𝑉 (𝑥) удовлетворяет градиентному включению вида

𝑥′(𝑡) ∈ −𝜕 𝑉 (𝑥(𝑡)), 𝑥(0) = 𝑥0,

которое обладает следующим важным свойством:
Если состояние �̄� минимизирует потенциал 𝑉 , то траектории градиентного включения

сходятся к этому минимуму.
Еще одним источником возникновения дифференциальных включений являются диффе-

ренциальные уравнения с разрывными правыми частями в смысле А. Филиппова [7]. При этом
вложение правой части 𝑓(𝑡, 𝑥) в многозначное отображение 𝐹 (𝑡, 𝑥) позволяет легко доказать
свойства регулярности траекторий исходного дифференциального уравнения.

За последние два десятилетия значительное развитие получила теория функционально-
дифференциальных включений, прежде всего, функционально-дифференциальные включе-
ния запаздывающего типа. Вышли в свет монографии [1,3,8,9], которые полностью или ча-
стично посвящены указанной проблематике. Большой отряд ученых разных стран ведет ис-
следования различных задач для дробных дифференциальных, интегро-дифференциальных
и функционально-дифференциальных уравнений в банаховом пространстве и их приложений
(см.напр.[10-13]).
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Настоящая работа посвящена дробным функционально-дифференциальным и интегро-
дифференциальным включениям типа Хейла, занимающие промежуточное место между
функционально-дифференциальными включениями с запаздыванием и включениями ней-
трального типа. Соответствующим уравнениям в конечномерном случае посвящена моногра-
фия американского математика Дж. Хейла [14]. Обобщение и развитие результатов из [14]
на случай банаховых пространств дано в работах автора [15-18]. Некоторые классы дробных
интегро-дифференциальных уравнений в абстрактных пространствах были предметом изуче-
ния в статьях [19-21].

Переходим к формулировке основных результатов.
Пусть ℎ ≥ 0 - заданное вещественное число, 𝑅 = (−∞,∞), E - сепарабельное банаховое

пространство с нормой ‖.‖, 𝐶([𝑎, 𝑏], 𝐸)-банаховое пространство непрерывных функций отоб-
ражающих интервал [𝑎, 𝑏] в E с топологией равномерной сходимости. Если [𝑎, 𝑏] = [−ℎ, 0], то
положим 𝐶 = 𝐶([−ℎ, 0], 𝐸) вводя норму элемента 𝜙 в 𝐶 формулой

‖𝜙‖𝐶 = max
−ℎ≤𝜃≤𝜃

‖𝜙(𝜃)‖.

Если 𝛿 ∈ 𝑅, 𝑑 ≥ 0 и 𝑥 ∈ 𝐶([𝛿 − ℎ, 𝛿 + 𝑑], 𝐸), то для любого 𝑡 ∈ [𝛿, 𝛿 + 𝑑] определим 𝑥𝑡 ∈ 𝐶 с
помощью равенства

𝑥Θ = 𝑥(𝑡+Θ),−ℎ ≤ Θ ≤ 0.

Рассмотрим начальную задачу для дробного дифференциального включения типа Хейла

𝑐𝐷𝛼
𝑡 [𝑥(𝑡)− 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡)] ∈ 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑥0 = 𝜙 ∈ 𝐶, 𝑥(0) = 𝑥 ∈ 𝐸, (1.3)

где 𝑐𝐷𝑡 - дробная производная Капуто порядка 𝛼, 0 < 𝛼 < 1, 𝐹 : [0, 𝑇 ]×𝐶 → 2𝐶 - замкнутое
выпуклое многозначное отображение, 𝑔 : [0, 𝑇 ] × 𝐶 → 𝐸 - заданная функция, A - генератор
компактной и равномерно ограниченной полугруппы операторов {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 на E.

Условия существования слабых решений задачи (1.3) указаны в разделе 3. В разделе 4 ис-
следуется вопрос существования слабых решений для интегро-дифференциальных включений
типа Хейла

𝑐𝐷𝛼
𝑡 [𝑥(𝑡)− 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡)] ∈ 𝐴𝑥(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝑎(𝑡, 𝑠)𝐹 (𝑠, 𝑥𝑠𝑑𝑠, 𝑡 ∈ 𝐽,

𝑥0 = 𝜙, 𝑥(0) = 𝑥, (1.4)

где 𝐴,𝐹, 𝑔, 𝜙 такие же как в задаче (1.3) и

𝑎 : 𝐷 → 𝑅+, 𝐷 = {(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐽 × 𝐽 : 𝑡 ≤ 𝑆}.

2. Предварительные сведения

В этом разделе приводятся необходимые в дальнейшем обозначения, определения и пред-
варительные результаты из многозначного выпуклого анализа и дробного интегродифферен-
циального исчисления.

Пусть 𝐽 = [0, 𝑇 ] и пусть 𝐶(𝐽,𝐸) - банахово пространство непрерывных функций из 𝐽 в 𝐸
с нормой

‖𝑥‖𝐶(𝐽) = 𝑠𝑢𝑝{‖𝑥(𝑡)‖𝑡 ∈ 𝐽}.
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Через 𝐵(𝐸) обозначим банахово пространство всех линейных ограниченных операторов
действующих из E в E.

Измеримая функция 𝑥 : 𝐽 → 𝐸 интегрируема в смысле Бохнера, если и только если, ‖𝑥‖
интегрируема в смысле Лебега (см. напр. [22]).

Пусть 𝐿1(𝐽,𝐸) - банахово пространство непрерывных функций 𝑥 : 𝐽 → 𝐸 интегрируемые
в смысле Бохнера с нормой

‖𝑥‖𝐿1 =

𝑡∫︁
0

‖𝑥(𝑡)‖𝑑𝑡 для всех 𝑥 ∈ 𝐿1(𝜕,𝐸).

Пусть (𝑋, ‖ · ‖) банахово пространство.
Многозначное отображение 𝐺 : 𝑋 → 2𝑋 является выпуклым (замкнутым), если 𝐺(·) вы-

пукло (замкнуто) для всех 𝑥 ∈ 𝑋. Отображение 𝐺 ограничено на ограниченных множествах,
если 𝐺(𝐷) =

⋃︀
𝑥∈𝐷

𝐺(𝑥) ограничено в 𝑋 для любого ограниченного множества 𝐷 из 𝑋, т.е.

sup
𝑥∈𝐷

{sup{‖𝑦‖ : 𝑦 ∈ 𝐺(𝑥)}} <∞.

Отображение 𝐺 называется полунепрерывным сверху на 𝑋, если для каждого 𝑥0 ∈ 𝑋 мно-
жество 𝐺(𝑥0) непустое замкнутое подмножество 𝑋 и если для каждого открытого множества
𝑉 из 𝑋 содержащее 𝐺(𝑥0) существует открытая окрестность 𝐴 точки 𝑥0 такая, что 𝐺(𝐴) ⊂ 𝑉 .

Отображение 𝐺 называется вполне непрерывным, если 𝐺(𝐷) является относительно ком-
пактным для каждого ограниченного подмножества 𝐷 ⊆ 𝑋. Если многозначное отображение
𝐺 вполне непрерывно с непустыми компактными значениями, то 𝐺 полунепрерывно сверху,
если и только если 𝐺 имеет замкнутый график, т.е. для 𝑥𝑛 → 𝑥*, 𝑦𝑛 → 𝑦* при 𝑦𝑛 ∈ 𝐺𝑥𝑛 будем
иметь 𝑦* ∈ 𝐺𝑥*.

Отображение 𝐺 имеет неподвижную точку если существует 𝑥 ∈ 𝑋 такой, что 𝑥 ∈ 𝐺𝑥.
Далее, через 𝐵𝐶𝐶(𝑋) обозначим множество всех непустых ограниченных замкнутых и

выпуклых подмножеств 𝑋. Многозначное отображение 𝐺 : 𝐽 → 𝐵𝐶𝐶(𝑋) называется изме-
римым, если для каждого 𝑥 ∈ 𝑋 расстояние между 𝑥 и 𝐺(𝑥) является измеримой функцией
на 𝐽 . Полунепрерывное сверху отображение 𝐺 : 𝑋 → 2𝑋 называется уплотняющим, если для
любого ограниченного подмножества 𝐷 ⊆ 𝑋 с 𝛼(𝐷) ̸= 0 имеем

𝛼(𝐺(𝐷)) < 𝛼(𝐷),

где через 𝛼 обозначена мера некомпактности Куратовского. Свойства меры некомпактности
Куратовского подробнейшим образом изложены в книге [23].

Отметим, что вполне непрерывные многозначные отображения являются простым приме-
ром уплотняющего отображения.

Следующее утверждение представляет собой нужную нам теорему о неподвижной точке.
Лемма 2.1.([24]). Пусть 𝑋 банахово пространство и 𝑁 : 𝑋 → 𝐵𝐶𝐶(𝑋) уплотняющее

отображение. Если множество

Ω = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝜆𝑥 ∈ 𝑁𝑥 для некоторого 𝜆 ≥ 1}

ограничено, то 𝑁 имеет неподвижную точку.

Далее приводим некоторые основные определения и утверждения из дробного интегро-
дифференциального исчисления необходимые при изложении основных результатов.

Определение 2.2. Пусть 𝛼 > 0 и 𝑓 : 𝑅+ → 𝑋 принадлежит 𝐿1(𝑅+, 𝑋). Тогда интеграл
Римана - Лиувилля определяется в виде
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𝐼𝛼𝑡 𝑓(𝑡) =
1

Γ(𝛼)

𝑡∫︁
0

𝑓(𝑠)

(𝑡− 𝑠)1−𝛼
𝑑𝑠,

где Γ(.) - гамма-функция Эйлера.

Определение 2.3.([25]). Производная Капуто порядка 𝛼 от функции 𝑓 : 𝑅+ → 𝑋 задается
следующей формулой

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) =

1

Γ(𝑛− 𝛼)

𝑡∫︁
0

𝑓𝑛(𝑠)

(𝑡− 𝑠)𝛼+1−𝑛𝑑𝑠 = 𝐼𝑛−𝛼𝑡 𝑓𝑛(𝑡),

𝑡 > 0, 𝑛− 1 < 𝛼 < 𝑛.

Если 0 < 𝛼 ≤ 1, то

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) =

1

Γ(1− 𝛼)

𝑡∫︁
0

𝑓 ′(𝑠)𝑑𝑠

(𝑡− 𝑠)𝛼
.

Очевидно, что производная Капуто от постоянной функции равна нулю.
Установим еще одно предварительное утверждение которое понадобится нам при доказа-

тельстве основных теорем.
Пусть 𝑆𝐹,𝑥 множество функций определенное с помощью равенства

𝑆𝐹,𝑥 = {𝑣 ∈ 𝐿1(𝐽,𝑋) : 𝑣(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡) п.в. для 𝑡 ∈ 𝐽}.

Лемма 2.4. Пусть 𝑋 банахово пространство. Пусть 𝐹 : [0, 𝑇 ]× 𝐶 → 𝐵𝐶𝐶(𝑋) является
𝐿1 - многозначным отображением Каратеодори из 𝐶(𝐽,𝑋) в 𝐿1(𝐽,𝑋). Тогда многозначный
оператор

Ψ0𝑆𝐹 : 𝐶(𝐽,𝑋) → 𝐵𝐶𝐶(𝐶(𝐽,𝑋)),

𝑥→ (Ψ0𝑆𝐹 )(𝑥)Ψ(𝑆𝐹,𝑥)

является замкнутым графиком оператора в 𝐶(𝐽,𝑋)× 𝐶(𝐽,𝑋).

Отметим, что лемма 2.4 является бесконечномерным аналогом известной теоремы Losota,
Opial [26].

3. Функционально-дифференциальное включение типа Хейла

В этом разделе приводим теорему существования слабых решений функционально-
дифференциального включения (1.3).

Сначала дадим определение слабого решения.
Определение 3.1. Функция 𝑥 : [−ℎ, 𝑇 ] → 𝐸 называется слабым решением задачи (1.3),

если существует 𝑓(·) ∈ 𝐿1(𝐽,𝐸) такая, что 𝑓(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡) для п. в. 𝑡 ∈ 𝐽 и 𝑥 удовлетворяет
соотношению

𝑥(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]

𝑞(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(𝑜, 𝜙)] +
𝑡∫︀
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠,
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где

𝑄(𝑡) =

∞∫︁
0

𝜉𝛼(𝜎)𝑇 (𝑡
𝛼𝜎), 𝑅(𝑡) = 𝛼

∞∫︁
0

𝜎𝑡𝛼−1𝜉𝛼(𝜎)𝑇 (𝑡
𝛼𝜎)𝑑𝜎

и для 𝜎 ∈ (0,∞)

𝜉𝛼(𝜎) =
1

𝛼
𝜎−1− 1

𝛼𝑤𝜎(𝜎
−1/𝛼) ≥ 0,

𝑤𝜎(𝜎) =
1

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1𝜎−𝛼𝑛−1Γ(𝑛𝛼+ 1)

𝑛!
𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜋𝛼).

Здесь 𝜉𝛼 - функция плотности вероятности определенной на (0,∞), так что

𝜉𝛼 ≥ 0, 𝜎 ∈ (0,∞) и

∞∫︁
0

𝜉𝛼(𝜎)𝑑𝜎 = 1.

Нетрудно проверить, что

∞∫︁
0

𝛼𝜉𝛼(𝜎)𝑑𝜎 =
1

Γ(1 + 𝛼)
.

Замечание 3.2. Семейство {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 является равномерно ограниченной полугруппой, т.е.
существует постоянная 𝑀 > 0, такая что ‖𝑇 (𝑡)‖ ≤𝑀 для всех 𝑡 ∈ 𝐽 .

Замечание 3.3. Легко установить, что

‖𝑅(𝑡)‖ ≤ 𝑐𝜙,𝑀 𝑡
𝛼−1, 𝑡 > 0 (3.2)

где 𝑐𝜙,𝑀 = 𝜙.𝑀
Γ(1+𝛼) .

Пусть выполняются следующие предположения:
(H1) 𝐹 : 𝑌 × 𝐶 → 𝐵𝐶𝐶(𝐸), отображение (𝑡, 𝑢) → 𝐹 (𝑡, 𝑢) измеримое относительно 𝑡 для

каждого 𝑢 ∈ 𝐶 полунепрерывная сверху функция относительно 𝑢 для каждого 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] и для
каждого фиксированного 𝑢 ∈ 𝐶 множество

𝑆𝑓,𝑛 = {𝑓 ∈ 𝐿1(𝐽,𝐸) : 𝑓(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑢) для п.в. 𝑡 ∈ 𝐽}

непустое.
(H2) Функция 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) липшиц-непрерывная, т.е. существует постоянная 𝑞 < 1 такая,

‖𝑔(𝑡1, 𝑥𝑡) − 𝑔(𝑡2, 𝑥𝑡2)‖ ≤ 𝑞‖𝑥𝑡1 − 𝑥𝑡2‖. Функция 𝑔 : [0, 𝑇 ] × 𝐶 → 𝐸 вполне непрерывная и для
любого ограниченного множества 𝐾 в 𝐶([−ℎ, 𝑇 ], 𝐸) множество функций {𝑡→ 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) : 𝑥 ∈ 𝐾}
равностепенно непрерывное в 𝐶([0, 𝑇 ], 𝐸).

(H3) Существуют постоянные 𝑐1 и 𝑐2 такие, что

‖𝑔(𝑡, 𝑣)‖ ≤ 𝑐1‖𝑣‖𝐶 + 𝑐2, 𝑡 ∈ 𝐽, 𝑣 ∈ 𝐶.

(H4) ‖𝐹 (𝑡, 𝑢)‖ = sup{‖𝑣‖ : 𝑣 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑢)} ≤ 𝑝(𝑡)Ψ(‖𝑢‖𝐶) для почти всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] и 𝑣 ∈ 𝐶,
где 𝑝 ∈ 𝐿1([0, 𝑇 ], 𝑅+) и Ψ : 𝑅+ → (0,∞), является непрерывной возрастающей функцией
удовлетворяющей оценке

𝑡∫︁
0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠 <

∞∫︁
𝑐

𝑑𝑠

𝑠+Ψ(𝑠)
,
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где

𝑐 =𝑀‖𝜙‖𝑐 +𝑀𝑇 [‖𝑥‖+ 𝐶1‖𝜙‖𝐶 + 2𝐶2]

𝑚(𝑡) = max{𝑀𝐶1,𝑀𝑇𝑝(𝑡)} и sup{‖𝑇 (𝑡)‖, 𝑡 ∈ [0, 𝑡]}.
Замечание 3.4. Если 𝑑𝑖𝑚𝐸 <∞, то для каждого 𝑢 ∈ 𝐶, 𝑆𝐹,𝑢 ̸= ⊘ [26].
𝑆𝐹,𝑢 непустое тогда и только, когда функция определенной как

𝑌 (𝑡) = inf{‖𝑣‖ : 𝑣 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑢)}
принадлежит 𝐿1([0, 𝑇 ], 𝑅) [27].

Будем ставить в соответствие задачи (1.3) следующее функционально - интегральное урав-
нение

𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] +

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠, (3.3)

где

𝑓 ∈ 𝑆𝐹,𝑥 = {𝑓 ∈ 𝐿1(𝐽,𝐸) : 𝑓(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡) для п.в. 𝑡 ∈ 𝐽}.
Определение 3.5. Функция 𝑥 : (−ℎ, 𝑇 ) → 𝐸, 𝑇 > 0 называется слабым решением задачи

(1.3), если 𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] и существует 𝑣 ∈ 𝐿1(𝐽,𝐸) такая, что 𝑣(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡) п.в. на
[0, 𝑇 ] и удовлетворяет уравнение (3.3).

Теперь можно сформулировать и доказать основной результат этого раздела.
Теорема 3.6. Пусть выполняются условия (H1)-(H4). Тогда задача (1.2) имеет слабое

решение на [−ℎ, 𝑇 ].
Доказательство. Переходим от задачи (1.3) к задаче о неподвижной точке. Рассмотрим

многозначный оператор
𝑁 : 𝐶([−ℎ, 𝑡], 𝐸) → 𝑃 (𝐶)(𝑃 (𝐶) - непустое подмножество в пространстве C) определенный

равенством 𝑁(ℎ) = ℎ в виде

ℎ(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]

𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(𝑜, 𝜙)] +
𝑡∫︀
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠, 𝐹, 𝑥.

Ясно, что неподвижные точки оператора 𝑁 являются слабыми решениями задачи (1.3).
Докажем, что оператор 𝑁 является вполне непрерывным, ограниченным, замкнутым и

выпуклым множеством значений, и кроме того, 𝑁 будет полунепрерывным сверху. Доказа-
тельство состоит из нескольких шагов.

Шаг 1. Установим, что 𝑁𝑥 выпуклое для каждого 𝑥 ∈ 𝐶. В самом деле, если ℎ1 и ℎ2
принадлежат 𝑁𝑥, то существуют 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝑆𝐹,𝑥 такие, что для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 и 𝑖 = 1, 2 получим

ℎ𝑖(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] +

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓𝑖(𝑠)𝑑𝑠.

Пусть 0 ≤ 𝜆 ≤ 1. Тогда для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 имеем

(𝜆ℎ1 + (1− 𝜆)ℎ2)(𝑡) = 𝑞(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] +

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)[𝜆1𝑓1(𝑠) + (1− 𝜆)𝑓2(𝑠)]𝑑𝑠.
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Известно, что из выпуклости 𝐹 следует выпуклость 𝑆𝐹,𝑥. Тогда 𝜆ℎ1 + (1− 𝜆)ℎ2 ∈ 𝑁𝑥.
Шаг 2. Здесь докажем, что 𝑁 отображает ограниченные множества в ограниченные мно-

жества в 𝐶. Для этого достаточно показать, что существует положительная постоянная 𝑐
такая, что для каждого ℎ ∈ 𝑁𝑥, 𝑥 ∈ 𝐵𝑟 = {𝑥 ∈ 𝐶 : ‖𝑥‖ ≤ 𝑟} если только ‖ℎ‖𝑐 ≤ 𝑐. Пусть
ℎ ∈ 𝑁𝑥. Тогда существует 𝑓 ∈ 𝑆𝐹,𝑥 такая что для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 имеем

‘

ℎ(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] +

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠.

Из условий (H3) и (H4) получим для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 ,

‖ℎ(𝑡)‖ ≤ 𝑐1‖𝑥𝑡‖𝐶 + 𝑐2 + ‖𝑄(𝑡)‖‖𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)‖𝐶 + ‖
𝑡∫︁
𝑜

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠‖ ≤

≤𝑀‖𝜙‖𝑐 +𝑀𝑡[‖𝜙‖+ 𝑐1‖𝜙‖𝐶 + 2𝑐2] +𝑀𝑡 sup
𝑥∈[0,𝑐]

Ψ(𝑥)(

𝑡∫︁
0

𝑃 (𝑠)𝑑𝑠).

Тогда для каждого ℎ ∈ 𝑁(𝐵0) имеем

‖ℎ‖𝐶([−ℎ,𝑇 ]),𝐸 ≤ 𝑁‖𝜙‖𝐶 +𝑀𝑇 [‖𝑥0‖+ 𝑐‖𝜙‖𝐶 + 2𝑐2]+

+𝑀𝑡 sup
𝑥∈[0,𝑟]

Ψ(𝑥)(

𝑇∫︁
0

𝑃 (𝑠)𝑑𝑠) = 𝐶3.

Шаг 3. На этом шаге покажем, что 𝑁 отображает ограниченные множества в равностепен-
но непрерывные множества. Пусть 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝐽, 0 < 𝑡1 < 𝑡2 и пусть 𝐵𝑟 = {𝑥 ∈ 𝐶 : ‖𝑥‖𝐶(𝐽.𝐸) ≤ 𝑟}
ограниченные множества в 𝐶(𝐽.𝐸). Для каждого 𝑥 ∈ 𝐵𝑟 и ℎ ∈ 𝑁𝑥 найдется 𝑓 ∈ 𝑆𝐹,𝑥 такой,
что для 𝑡 ∈ 𝐽

ℎ(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(𝑜)− 𝑔(0, 𝜙)] +

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠.

Таким образом,

‖ℎ(𝑡1)− ℎ(𝑡2)‖ ≤ ‖𝑔(𝑡1, 𝑥𝑡1)− 𝑔(𝑡2, 𝑥𝑡2)‖+

+‖𝑄(𝑡1)−𝑄(𝑡2)‖‖𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)‖+

𝑡2∫︁
0

‖𝑅(𝑡2 − 𝑠)−𝑅(𝑡1 − 𝑠)‖𝑑𝑡+ ‖
𝑡2∫︁
𝑡1

𝑅(𝑡1 − 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠‖ ≤

≤ 𝑞‖𝑥𝑡1 − 𝑥𝑡2‖𝐶 + ‖𝑄(𝑡1)−𝑄(𝑡2)‖[‖𝜙(0)‖+ 𝑐1‖𝜙‖𝐶 + 𝑐2]+

+

𝑡2∫︁
0

‖𝑅(𝑡2 − 𝑠)−𝑅(𝑡1 − 𝑠)‖‖𝑓(𝑠)‖𝑑𝑠+
𝑡2∫︁
𝑡1

‖𝑅(𝑡1 − 𝑠)‖‖𝑓(𝑠)‖𝑑𝑠.
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При 𝑡1 → 𝑡2 правая часть неравенства стремится к нулю. Равностепенная непрерывность
для случаев 𝑡1 < 𝑡2 ≤ 0 и 𝑡1 ≤ 0 ≤ 𝑡2 очевидна.

Как следствие шагов 1 и 2, (Н2) и (Н1) вместе с теоремой Арцела-Асколи получим, что
𝑁 : 𝐶 → 2𝐶 является компактным многозначным оператором, и следовательно, является
уплотняющим отображением.

Шаг 4. 𝑁 имеет замкнутый график. Пусть 𝑦𝑛 → 𝑦*, ℎ𝑛 ∈ 𝑁𝑦𝑛 и ℎ𝑛 → ℎ*. Мы должны
доказать, что существует 𝑓𝑛 ∈ 𝑆(𝐹, 𝑥𝑛) такая, что для 𝑡 ∈ 𝐽

ℎ𝑛(𝑡) = 𝑔(𝑡, (𝑥𝑡)𝑛) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] +

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓𝑛(𝑠)𝑑𝑠.

Докажем, что существует 𝑓* ∈ 𝑆𝐹,𝑥 такая, что для 𝑡 ∈ 𝐽

ℎ*(𝑡) = 𝑔(𝑡, (𝑥𝑡)*) +𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] +

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓*(𝑠)𝑑𝑠.

Более конкретно, при 𝑛→ ∞ имеем

‖(ℎ𝑛 −𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)])− (ℎ* −𝑄(𝑡))[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)]‖ → 0

Рассмотрим теперь линейный непрерывный оператор Γ : 𝐿1(𝐽,𝐸) → 𝐶(𝐽,𝐸) определенный
равенством

𝑓 → Γ(𝑓)(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

Из леммы 2 следует, что Γ ∘ 𝑆𝐹 является замкнутым графиком оператора. Более того

ℎ𝑛(𝑡)−𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] + 𝑔(𝑡, (𝑥𝑡)𝑛) ∈ Γ(𝑆𝐹,𝑥).

Поскольку 𝑦𝑛 → 𝑦*, то из леммы 2 следует, что

ℎ*(𝑡)−𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)]− 𝑔(𝑡, (𝑥𝑡)𝑛) =

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝑓*(𝑠)𝑑𝑠,

для некоторого 𝑓* ∈ 𝑆𝐹,𝑥. Следовательно, 𝑁 является вполне непрерывное многозначное отоб-
ражение полунепрерывное сверху с замкнутыми выпуклыми значениями.

Чтобы доказать, что 𝑁 имеет неподвижную точку, нам понадобится еще один шаг.
Шаг 5. Множество

Ω = {𝑥 ∈ 𝐶 : 𝜆𝑥 ∈ 𝑁𝑥 для некоторого 𝜆 > 1}

ограниченное. Пусть 𝑥 ∈ Ω. Тогда 𝜆𝑥 ∈ 𝑁𝑥 для некоторого 𝜆 ≥ 1. Таким образом существует
𝑓 ∈ 𝑆𝐹,𝑥 такая, что

𝑥(𝑡) = 𝜆−1[𝑄(𝑡)[𝜙(0)− 𝑔(0, 𝜙)] + 𝜆−1𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) + 𝜆−1

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ 𝐽 ].

Отсюда и из (Н3)-(Н4) следует, что для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 получаем
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‖𝑥(𝑡)‖ ≤𝑀𝑇 [‖𝜙(0)‖+ 𝑐1‖𝜙‖𝐶 + 2𝑐2] +𝑀𝑇

𝑡∫︁
0

𝑝(𝑠)Ψ(‖𝑥𝑠‖)𝑑𝑠.

Рассмотрим функцию

𝜇(𝑡) = sup{‖𝑥(𝑠)‖ : −ℎ ≤ 𝑠 ≤ 𝑡}, 𝑡 ∈ 𝐽

Пусть 𝑡* ∈ [−ℎ, 𝑡] такое, что 𝑀(𝑡) = ‖𝑥(𝑡*)‖. Если 𝑡* ∈ 𝐽 то из предыдущего неравенства
следует

𝜇(𝑡) ≤𝑀𝑇 [‖𝜙(0)‖+ 𝑐1‖𝜙‖𝐶 + 2𝑐2] +𝑀𝑇

𝑡*∫︁
0

𝑝(𝑠)Ψ(‖𝑥𝑠‖)𝑑𝑠 ≤

≤𝑀𝑇 [‖𝜙(0)‖+ 𝑐1‖𝜙‖𝐶 + 2𝑐2] +𝑀𝑇

𝑡*∫︁
0

𝑝(𝑠)Ψ(‖𝑀(𝑠)‖)𝑑𝑠.

Если 𝑡* ∈ [−ℎ, 0], то 𝜇(𝑡) ≤ ‖𝜙‖ и предыдущее неравенство выполнено очевидным образом.
Тогда имеем

𝑐 = 𝑣(0) =𝑀𝑇 [‖𝜙(0)‖+ 𝑐1‖𝜙‖𝐶 + 2𝑐2]

𝜇(𝑡) ≤ 𝑉 (𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽

𝑣′(𝑡) =𝑀𝑐1𝜇(𝑡) +𝑀𝑇𝑝(𝑡)Ψ(𝜇𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽.

Учитывая невозрастающий характер функции Ψ получим

𝑣′(𝑡) ≤𝑀𝑐1𝑣(𝑡) +𝑀𝑇𝑝(𝑡)Ψ(𝑣(𝑡)) ≤ 𝑚(𝑡)[𝑣(𝑡) + Ψ(𝑣(𝑡))], 𝑡 ∈ 𝐽.

Отсюда следует, что для каждого 𝑡 ∈ 𝐽

𝑣(𝑡)∫︁
𝑣(0)

𝑑𝑠

𝑆 +Ψ(𝑠)
≤

𝑇∫︁
0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠 <

∞∫︁
𝑣(0)

𝑑𝑠

𝑆 +Ψ(𝑠)
.

Из этого неравенства следует, что существует постоянная 𝐿 такая, что 𝑣(𝑡) ≤ 𝐿, 𝑡 ∈ 𝐽 и
следовательно, 𝜇(𝑡) ≤ 𝐿, 𝑡 ∈ 𝐽 . Поскольку, для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 , ‖𝑥𝑡‖ < 𝜇(𝑡), то имеем

‖𝑥‖𝐶([−ℎ,𝑇 ],𝐸) = sup{‖𝑥(𝑡)‖ : −ℎ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} ≤ 𝐿,

где 𝐿, зависит только от 𝑇 и функций 𝑝 и 𝜙. Это означает, что Ω ограничено.
Пусть 𝑋 := 𝐶. Как следствие леммы 2.1 сделаем вывод о том, что 𝑁 имеет неподвижную

точку, которая, которая является слабым решением (1.3).
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4. Интегро-дифференциальные включения типа Хейла

В этом разделе рассмотрим разрешимость задачи (1.4). Пусть выполняются следующие
дополнительные предположения:

(H5) Для каждого 𝑡 ∈ 𝑂, 𝑎(𝑡, 𝑠) измерима на [0, 𝑡] и

𝑎(𝑡) = 𝑒𝑠𝑠𝑠𝑢𝑝{|𝑎(𝑡, 𝑠)|, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡}

ограничено на 𝐽 .
(Н6) Отображение 𝑡→ 𝑎𝑡 непрерывное из 𝐽 в 𝐿∞(𝐽,𝑅), где 𝑎𝑡(𝑠) = 𝑎(𝑡, 𝑠).
(H7) ‖𝐹 (𝑡, 𝑢)‖ = sup{|𝑣| : 𝑣 ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑢)} ≤ 𝑝(𝑡)Ψ(‖𝑢‖) для п.в. 𝑡 ∈ 𝐽 и 𝑢 ∈ 𝐽 и 𝑢 ∈ 𝐶, где

𝑝 ∈ 𝐿1(𝐽,𝑅+) и Ψ : 𝑅+ → (0,∞) непрерывная и возрастающая функция с оценкой

𝑇∫︁
0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠 <

∞∫︁
𝑐

𝑑𝑠

𝑠+Ψ(𝑠)
,

где 𝑐 =𝑀‖𝜙‖𝐶 +𝑀𝑇{‖𝑥‖+ 𝑐1‖𝜙‖𝐶 + 2𝑐2},

𝑚(𝑡) = max{𝑀𝑐1,𝑀𝑇 2 sup
𝑡∈𝐽

𝑎(𝑡)𝑝(𝑡)} и𝑀 = sup{‖𝑄(𝑡)‖}, 𝑡 ∈ 𝐽.

Определим слабое решение задачи (1.4) с помошью функционально-интегрального урав-
нения

𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0) + 𝑔(0, 𝜙)]+

+

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)

𝑠∫︁
0

𝑎(𝑠, 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠, 𝑡 ∈ 𝐽, (4.1)

где

𝑓 ∈ 𝑆𝐹,𝑥 = {𝑓 ∈ 𝐿1(𝐽,𝐸) : 𝑓(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡) для п.в. 𝑡 ∈ 𝐽}.

Определение 4.1. Функция 𝑥 : (−ℎ, 𝑇 ) → 𝐸, 𝑇 > 0 называется слабым решением задачи
(1.4), если 𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] и существует 𝑣 ∈ 𝐿1(𝐽,𝐸) такая, что 𝑣(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡) п.в.
на 𝐽 и удовлетворяет функционально-интегральному уравнению (4.1).

Теорема 4.2. Пусть выполняются предположения (H1)-(H4) и (H5)-(H7). Тогда система
(1.4) имеет по крайней мере одно слабое решение на [−ℎ, 𝑇 ].

Доказательство. Пусть 𝐶([−ℎ, 𝑇 ], 𝐸) банаховое пространство непрерывных функций из
[−ℎ, 𝑇 ] в 𝐸 оснащенное нормой

‖𝑥‖𝐶([−ℎ,𝑇 ],𝐸) = sup{‖𝑥(𝑡)‖ : 𝑡 ∈ [−ℎ, 𝑇 ]}.

Преобразуем задачу (1.4) в задачу о неподвижной точке. Рассмотрим многозначное отоб-
ражение 𝑁1 : 𝐶([−ℎ, 𝑇 ], 𝐸) → 2𝐶([−ℎ,𝑇 ],𝐸) определенное через 𝑁1𝑥 и множества функций ℎ ∈ 𝐶
таких, что

ℎ(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜙(𝑡), если 𝑡 ∈ [−ℎ, 0]

𝑞(𝑡, 𝑥𝑡) +𝑄(𝑡)[𝜙(0) + 𝑔(𝑜, 𝜙)] +
𝑡∫︀
0

𝑅(𝑡− 𝑠)
𝑠∫︀
0

𝑎(𝑠, 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠, 𝑡 ∈ 𝐽,

где
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𝑓 ∈ 𝑆𝐹,𝑥 = {𝑓 ∈ 𝐿(𝐽,𝐸), 𝑓(𝑡) ∈ 𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡) для п.в. 𝑡 ∈ 𝐽}.

Заметим, что неподвижные точки 𝑁1 являются слабыми решениями (1.4).
Подобно тому как в теореме (3.1) мы можем показать, что 𝑁1 является вполне непрерыв-

ным отображением имеющим ограниченную замкнутую выпуклую область значений и, кроме
того, оно полунепрерывное сверху. Следовательно отображение 𝑁1 является уплотняющим.

Мы повторим только шаг 5, т.е. покажем, что множество

𝑁1 = {𝑥 ∈ 𝐶 : 𝜆𝑥 ∈ 𝑁1𝑥 для некоторых 𝜆 > 1}

является ограниченным.
Пусть 𝑥 ∈ 𝑁1. Тогда 𝜆𝑥 ∈ 𝑁1𝑥 для некоторого 𝜆 > 1. Таким образом, существует 𝑓 ∈ 𝑆𝑓,𝑥

такая, что

𝑥(𝑡) = 𝜆−1𝑔(𝑡, 𝑥𝑡) + 𝜆1𝑄(𝑡)[𝜙(0) + 𝑔(0, 𝜙)]+

+𝜆−1

𝑡∫︁
0

𝑅(𝑡− 𝑠)

𝑠∫︁
0

𝑎(𝑠, 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠, 𝑡 ∈ 𝐽.

Тогда из (Н3)-(Н4) вытекает, что для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 имеем

‖𝑥(𝑡)‖ ≤𝑀‖𝜙‖+𝑀𝑇 [‖𝑥(0)‖+ 𝐶1‖𝜙‖𝐶 + 2𝐶2]+

+𝑀𝑇 2 sup
𝑡∈𝐽

𝑎(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝑝(𝑠)Ψ(‖𝑥𝑠‖)𝑑𝑠.

Рассмотрим функцию

𝜇(𝑡) = sup{‖𝑥(𝑠)‖ : −ℎ ≤ 𝑆 ≤ 𝑇}, 𝑡 ∈ 𝐽.

Пусть 𝑡* ∈ [−ℎ, 𝑡] такая точка, что 𝜇(𝑡) = ‖𝑥(𝑡*)‖. Если 𝑡* ∈ 𝐽 , то из предыдущего нера-
венства имеем для 𝑡 ∈ 𝐽 ,

𝜇(𝑡) ≤𝑀‖𝜙‖+𝑀𝑇 [‖𝑥‖+ 𝐶1‖𝜙‖𝐶 + 2𝐶2]+

+𝑀𝑇 2 sup
𝑡∈𝐽

𝑎(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝑃 (𝑠)Ψ(‖𝑥𝑠‖)𝑑𝑠 ≤

≤𝑀‖𝜙‖+𝑀𝑇 [‖𝑥‖+ 𝐶1‖𝜙‖𝐶 + 2𝐶2]+

+𝑀𝐶1

𝑡∫︁
0

𝜇(𝑠)𝑑𝑠+𝑀𝑇 2 sup
𝑡∈𝐽

𝑎(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝑃 (𝑠)Ψ(‖𝑥𝑠‖)𝑑𝑠.

Если 𝑡 ∈ [−ℎ, 0], то 𝜇(𝑡) ≤ ‖𝜙‖ и предыдущее неравенство выполняется.
Обозначим правую часть предыдущего неравенства через 𝑣(𝑡). Тогда имеем

𝐶 = 𝑣(0) =𝑀‖𝜙‖+𝑀𝑇 [‖𝑥‖+ 𝐶1‖𝜙‖𝐶 + 2𝐶2],
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𝜇(𝑡) ≤ 𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽,

𝑣′(𝑡) =𝑀1𝐶1𝜇(𝑡) +𝑀𝑇 2 sup
𝑡∈𝐽

𝑎(𝑡)𝑝(𝑡)Ψ(𝜇(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐽.

Пользуясь тем, что 𝜙 является неубывающей функцией для 𝑡 > 𝐽 получим

𝑣′(𝑡) ≤𝑀1𝐶1𝑣(𝑡) +𝑀𝑇 2 sup
𝑡∈𝐽

𝑎(𝑡)𝜇(𝑡)Ψ(𝑣(𝑡)) ≤

≤ 𝑚(𝑡)[𝑣(𝑡) + Ψ(𝑣(𝑡))].

Отсюда для каждого 𝑡 ∈ 𝐽 имеем

𝑣(𝑡)∫︁
𝑣(0)

𝑑𝑠

𝑠+Ψ(𝑠)
≤

𝑇∫︁
0

𝑚(𝑠)𝑑𝑠 <

∞∫︁
𝑣(0)

𝑑𝑠

𝑠+Ψ(𝑠)
.

Из этого неравенства следует, что существует постоянная 𝐿 такая, что 𝑣(𝑡) ≤ 𝐿, 𝑡 ∈ 𝐽 и
следовательно, 𝜇(𝑡) ≤ 𝐿, 𝑡 ∈ 𝐽 . Поскольку для каждого 𝑡 ∈ 𝐽, ‖𝑥𝑡‖ ≤ 𝜇(𝑡) то имеем

‖𝑥‖𝐶([−ℎ,𝑇 ],𝐸) = sup{‖𝑥(𝑡)‖,−ℎ < 𝑡 ≤ 𝑇} < 𝐿,

где 𝐿 зависит только от 𝑇 и от функций 𝑝 иΨ. Это означает, что𝑁1 ограниченное отображение.
Пусть 𝑋 = 𝐶. Тогда из леммы 2.4 следует, что 𝑁1 имеет слабое решение.

5. Пример

Для иллюстрации полученных выше абстрактных результатов рассмотрим дробное функ-
циональное интегродифференциальное включение в частных производных вида

𝜕𝛼[𝑣(𝑡, 𝜁)− 𝑞𝑣(𝑡− ℎ, 𝜁)]

𝜕𝑡𝛼
∈ 𝜕2𝑣(𝑡, 𝜁)

𝜕𝜁2
+

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)

𝑆∫︁
−∞

𝜂(𝑠, 𝜏 − 𝑠, 𝜁)𝐺(𝜏, 𝑣(𝑡− ℎ), 𝜁)𝑑𝜏𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝜁 ∈ [0, 𝜋] (5.1)

𝑣(𝑡, 0) = 𝑣(𝑡, 𝜋) = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝑣(𝜃, 𝜁) = 𝑣0(𝜃, 𝜁), 𝜃 ∈ (∞, 0], 𝜁 = [0, 𝜋],

где 0 < 𝛼 < 1, 𝐺 : [0, 𝑇 ] × 𝐸 × [0, 𝜋] → 𝑃 (𝑅) - многозначное отображение с компактным и
выпуклым множеством значений.

Пусть 𝐸 = 𝐿2[0, 𝜋]. Определим оператор 𝐴 в виде

𝐷(𝐴) = {𝑢 ∈ 𝐸 : 𝑢′′ ∈ 𝐸, 𝑢(0) = 𝑢(𝜋) = 0},

𝐴𝑢 = 𝑢′′.
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Хорошо известно, что А является инфинитеземальным производящим оператором (гене-
ратором) аналитической полугруппы {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 на Е. В качестве фазового пространства берем
𝐶𝛾((−∞, 0], 𝐸) в виде

𝐶𝛾 = {𝜙 ∈ 𝐶((−∞, 0]𝐸) : lim
𝜃→−∞

𝑒𝛾𝜃𝜙(𝜃) существует в 𝐸}

с нормой

‖𝜙‖𝐶𝛾 = sup{𝑒𝛾𝜃‖𝜙(𝜃)‖ : 𝜃 ≤ 0}.

Для 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝜁 ∈ [0, 𝜋] и 𝜙 ∈ 𝐶𝛾 положим

𝑥(𝑡)(𝜁) = 𝑣(𝑡, 𝜁)

𝜙(𝜃)(𝜁) = 𝑣0(𝜃, 𝜁), 𝜃 ∈ [−∞, 0],

𝑎(𝑡, 𝑠) = 𝑡− 𝑠

𝐹 (𝑡, 𝑥𝑡)(𝜁) =

0∫︁
−∞

𝜂(𝑡, 𝜃, 𝜁)𝐺(𝑡, 𝜙(0, 𝜁))𝑑𝜃.

Тогда задача (5.1) может быть представлена в виде (4.1). Приложение теоремы 4.2 дает сле-
дующий результат.

Теорема 5.1. Пусть 0 < 𝛼 < 1, 𝑞 < 1, 𝜙 ∈ 𝐶𝛾 . Тогда система (5.1) допускает слабое
решение на (−∞, 𝑇 ].

6. Заключение

Найдены достаточные условия существования слабых решений дробных дифференциаль-
ных и интегро-дифференциальных включений типа Хейла в банаховом пространстве. Приво-
дится пример иллюстрирующий абстрактные результаты статьи.
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Abstract

В настоящее время одним из широко применяемых подходов при нахождении оце-
нок показателя иррациональности является использование симметризованных интегралов.
Они рассматривались и ранее (см., например, [1]), но наиболее динамичное развитие это
направление приобрело в работах В. Х. Салихова и его учеников (см., например, [2]–[5]).

Отправной точкой стала статья В. Х. Салихова [6], в которой была усилена оценка меры
иррациональности числа ln 3: 𝜇(ln 3) ≤ 5.125. В 2014 г. К. Ву и Л. Ванг в [7] улучшили
результат В. Х. Салихова, получив оценку 𝜇(ln 3) ≤ 5.1163051. В их работе применялись
симметризованные многочлены первой степени. С помощью интегральной конструкции,
основанной на симетризованных многочленах первой и второй степени, И. В. Бондарева,
М. Ю. Лучин и В. Х. Салихов в [8], уточнили предыдущий результат К. Ву и Л. Ванга:
𝜇(ln 3) ≤ 5.116201.

Впервые квадратичные симметризованные многочлены были использованы в работе
И. В. Бондаревой, М. Ю. Лучина и В. Х. Салихова [9]. Используя подобные многочлены,
но рассматривая комплексный интеграл (модифицированный интеграл Е.Б.Томашевской)
В. Х. Салихов и Е. С. Золотухина в [10] незначительно усилили оценку меры иррациональ-
ности числа ln 5

3 : 𝜇(ln
5
3 ) ≤ 5.119417 . . .. Предыдущие результаты принадлежали Е. Б. То-

машевской [11], Е. С. Золотухиной [12], К. Ваананену, А. Хеймонену и Т. Матала-ахо [13].

Цель данной работы – получить новые оценки совместных приближений чисел 1, ln 2,
ln 3, ln 5 и чисел 1, ln 2, ln 3, ln 5, ln 7, основываясь на интегральной конструкции, содер-
жащей многочлены первой и второй степени.

Ключевые слова: мера иррациональности, совместные приближения, симметризован-
ные многочлены.
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Abstract

At present the use of symmetrized integrals is one of the approaches to obtain estimates
of irrationality measures. They were considered in the past (see [1]), but the most dynamic
development of this direction acquired in the articles of V. H. Salikhov and his students (see
[2]–[5]).

The beginning was V. H. Salikhov‘s article [6], in which the estimate of irrationality measure
of the number ln 3 was improved: 𝜇(ln 3) ≤ 5.125. In 2014 Q. Wu and L. Wang improved on this
result and received the estimate 𝜇(ln 3) ≤ 5.1163051. In their work symmetrized polynomials
of the first degree were used. With help of the integral construction based on symmetrized
polynomials of first and second degree I. V. Bondareva, M. Y. Luchin and V. H. Salikhov in [8]
improved the result of Q. Wu and L. Wang: 𝜇(ln 3) ≤ 5.116201.

For the first time quadratic symmetrized polynomials were used in [9]. Using similar
polynomials in the complex integral (modified Tomashevskay integral) V. H. Salikhov
and E. S. Zolotukhina improved the estimate of the irrationality measure of the number
ln 5

3 : 𝜇(ln
5
3 ) ≤ 5.119417 . . .. Previous estimates were found by E. B. Tomashevskay [11],

E. S. Zolotukhina [12], К. Väänänen, А. Heimonen, Т. Matala-aho [13].
The aim of this article is to obtain a new estimate of join approximations by the numbers

1, ln 2, ln 3, ln 5 and 1, ln 2, ln 3, ln 5, ln 7 using polynomial of first and second degree in the
integral construction.

Keywords: irrationality measure, join approximations, symmetrized integrals.
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1. Введение

В 2002 г. в работе [15] были получены следующие оценки:

|𝑝+ 𝑞1 ln 2 + 𝑞2 ln 3 + 𝑞3 ln 5| > 𝐻−𝛾1 , (1)
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где 𝑝, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∈ Z, 𝐻 = max (|𝑞1|, |𝑞2|, |𝑞3|), 𝐻 ≥ 𝐻0, 𝛾1 = 15.27049,

|𝑝+ 𝑞1 ln 2 + 𝑞2 ln 3 + 𝑞3 ln 5 + 𝑞4 ln 7| > 𝐻−𝛾2 , (2)

где 𝑝, 𝑞1, . . . , 𝑞4 ∈ Z, 𝐻 = max (|𝑞1|, . . . , |𝑞4|), 𝐻 ≥ 𝐻0, 𝛾2 = 256.865.
В настоящей работе мы улучшим оценки (1) и (2).

Теорема 1. Оценка (1) справедлива при значении показателя 𝛾1 = 14.5640221.

Теорема 2. Оценка (2) справедлива для 𝛾2 = 135.898431.

Отметим, что для доказательства оценки (1) в работе [15] был использован интеграл вида

𝑏∫︁
𝑎

(𝑥− 15)𝛼1𝑛(𝑥− 16)𝛼2𝑛(𝑥− 18)𝛼3𝑛(𝑥− 20)𝛼4𝑛
(︀
87𝑥2 − 3024𝑥+ 25920

)︀𝛼5𝑛

𝑥𝑛+1
𝑑𝑥. (3)

В нашей работе вместо интеграла (3) применяется интеграл вида

𝑏∫︁
𝑎

(𝑥− 36)𝛽1𝑛(𝑥− 40)𝛽2𝑛(𝑥− 45)𝛽3𝑛(𝑥− 48)𝛽4𝑛 (𝑃1(𝑥))
𝛽5𝑛 (𝑃2(𝑥))

𝛽6𝑛 (𝑃3(𝑥))
𝛽7𝑛

𝑥𝑛+1
𝑑𝑥, (4)

где 𝑃1(𝑥) = 2𝑥 − 75, 𝑃2(𝑥) = 𝑥2 − 84𝑥 + 1740, 𝑃3(𝑥) = 3𝑥2 − 242𝑥 + 4860, 𝛽1 = 0, 430511,
𝛽2 = 0.580022, 𝛽3 = 0.379311, 𝛽4 = 0.33961, 𝛽5 = 0.020431, 𝛽6 = 0.020157, 𝛽7 = 0.000079; 𝑛 ∈ N,
𝑛→ ∞, 𝑛 кратно 106, пределы интегрирования 𝑎, 𝑏 см. ниже.

Наконец, для получения оценки (2) в работе [15] применялся интеграл вида

𝑤∫︁
35

(𝑥− 35)𝛼1𝑛(𝑥− 36)𝛼2𝑛(𝑥− 40)𝛼3𝑛(𝑥− 42)𝛼4𝑛(𝑥− 45)𝛼5𝑛

𝑥𝑛+1
𝑑𝑥. (5)

В настоящей работе для доказательства теоремы 2 вместо интеграла (5) применяется ин-
теграл вида

𝑤∫︁
56

(𝑥− 56)𝛽1𝑛(𝑥− 60)𝛽2𝑛(𝑥− 63)𝛽3𝑛(𝑥− 70)𝛽4𝑛(𝑥− 72)𝛽5𝑛(2𝑥− 135)𝛽6𝑛

𝑥𝑛+1
𝑑𝑥. (6)

где 𝛽1 = 0, 244553, 𝛽2 = 0.648682, 𝛽3 = 0.432262, 𝛽4 = 0.323185, 𝛽5 = 0.215264, 𝛽6 = 0.028133;
𝑛 ∈ N, 𝑛→ ∞, 𝑛 кратно 106, 𝑤 ∈ {60, 63, 70, 72}.

2. Доказательство теорем 1 и 2

Доказательство теорем 1 и 2 аналогично выводу оценок (1) и (2) работы [15]. Мы для пол-
ноты изложения приведем доказательство теоремы 1 и краткую схему доказательства теоремы
2.

Начнем доказательство теоремы 1 со следующей леммы, доказанной К. Ву в работе [15]
(лемма 1).

Лемма 1. Пусть 𝑚 ∈ N, 𝛾1, . . . , 𝛾𝑚 ∈ R; для всех 𝑛 ∈ N существуют целые числа

𝑟𝑛, 𝑝
(1)
𝑛 , . . . , 𝑝

(𝑚)
𝑛 такие, что 𝜀

(𝑖)
𝑛 = 𝑟𝑛𝛾𝑖 − 𝑝

(𝑖)
𝑛 ̸= 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln |𝑟𝑛| ≤ 𝛿, lim

𝑛→∞

1

𝑛
ln
⃒⃒⃒
𝜀(𝑖)𝑛

⃒⃒⃒
= −𝜏 (𝑖), (7)

где 𝛿, 𝜏 (1), . . . , 𝜏 (𝑚) – положительные числа.
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Пусть также 𝜏 = min
(︀
𝜏 (1), . . . , 𝜏 (𝑚)

)︀
, 𝜏 (𝑖) ̸= 𝜏 (𝑗) для всех 𝑖 ̸= 𝑗. Тогда числа 1, 𝛾1, . . . , 𝛾𝑚

линейно независимы над Q и для любого 𝜀 > 0 существует 𝐻0(𝜀) ∈ N такое, что

|𝑝+ 𝑞1𝛾1 + . . .+ 𝑞𝑚𝛾𝑚| ≥ 𝐻− 𝛿
𝜏
−𝜀 (8)

для любых целых чисел 𝑝, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑚 и 𝐻 = max1≤𝑖≤𝑚 |𝑞𝑖|, 𝐻 ≥ 𝐻0(𝜀).
Лемма 1 обобщает лемму 2.1 работы [14], в которой был рассмотрен случай 𝑚 = 2.
Определим для несократимой дроби 𝑎

𝑏 , где 𝑎 ∈ Z, 𝑎 ̸= 0, 𝑏 ∈ N, показатель 𝜈𝑝 = 𝜈𝑝
(︀
𝑎
𝑏

)︀
∈ Z

простого числа 𝑝 так, что 𝑎
𝑏 = 𝑝𝜈𝑝 𝑎1𝑏1 , где 𝑎1 ∈ Z, 𝑏1 ∈ N, (𝑎1, 𝑝) = (𝑏1, 𝑝) = 1.

Пусть, наконец, для аналитической в точке 𝑥 = 0 функции 𝑓(𝑥) 𝐷0(𝑓(𝑥)) = 𝑓(0),

𝐷𝑁 (𝑓(𝑥)) =
𝑓 (𝑁)(0)
𝑁 ! , 𝑁 ∈ N.

Определим для многочлена 𝑃 = 𝐴𝑥 − 𝐵, 𝐴 ∈ N, 𝐵 ∈ N, 𝜈3(𝑃 ) = min(2, 𝜈3(𝐵)),
𝜈5(𝑃 ) = min(1, 𝜈5(𝐵)), а для многочлена 𝑃 * = 𝐴2𝑥

2 + 𝐴1𝑥 + 𝐴0, где 𝐴0, 𝐴1, 𝐴0 ∈ Z,
𝐴2 ̸= 0, (𝐴2, 𝐴1, 𝐴0) = 1, 𝜈2(𝑃 *) = min(8, 𝜈2(𝐴0), 𝜈2(𝐴1)+4), 𝜈3(𝑃 *) = min(4, 𝜈3(𝐴0), 𝜈3(𝐴1)+2),
𝜈5(𝑃

*) = min(2, 𝜈5(𝐴0), 𝜈5(𝐴1) + 1).

Лемма 2. Справедливы следующие оценки для 𝑚 ∈ Z+ :

𝜈3 (𝐷𝑁 ((𝑃 (𝑥))
𝑚) ≥ 𝑚𝜈3(𝑃 )− 2𝑁 ; (9)

𝜈5 (𝐷𝑁 ((𝑃 (𝑥))
𝑚) ≥ 𝑚𝜈5(𝑃 )−𝑁 ; (10)

𝜈2 (𝐷𝑁 ((𝑃
*(𝑥))𝑚) ≥ 𝑚𝜈2(𝑃

*)− 4𝑁 ; (11)

𝜈3 (𝐷𝑁 ((𝑃
*(𝑥))𝑚) ≥ 𝑚𝜈3(𝑃

*)− 2𝑁 ; (12)

𝜈3 (𝐷𝑁 ((𝑃
*(𝑥))𝑚) ≥ 𝑚𝜈5(𝑃

*)−𝑁. (13)

Доказательство. Имеем

(𝑃 (𝑥))𝑚 = (𝐴𝑥−𝐵)𝑚 =
∑︁

𝑚1,𝑚2∈Z+,𝑚1+𝑚2=𝑚

(︂
𝑚
𝑚1

)︂
(𝐴𝑥)𝑚1(−𝐵)𝑚2 =

=
∑︁

𝑚1,𝑚2∈Z+,𝑚1+𝑚2=𝑚

(︂
𝑚
𝑚1

)︂
(−1)𝑚2𝐴𝑚1𝐵𝑚2𝑥𝑚1 ,

𝐷𝑁 ((𝑃 (𝑥))𝑚) =

(︂
𝑚
𝑁

)︂
(−1)𝑚−𝑁1𝐴𝑁𝐵𝑚−𝑁1 ,

𝜈3 (𝐷𝑁 (𝑃 (𝑥))𝑚) ≥ 𝑁𝜈3(𝐴) + (𝑚−𝑁)𝜈3(𝐵) ≥ 𝑚𝜈3(𝐵)−𝑁𝜈3(𝐵) ≥ 𝑚𝜈3(𝑃 )− 2𝑁,

и неравенство (9) доказано.
Далее 𝜈5 (𝐷𝑁 (𝑃 (𝑥))𝑚) ≥ 𝑁𝜈5(𝐴) + (𝑚 − 𝑁)𝜈5(𝐵) ≥ 𝑚𝜈5(𝐵) − 𝑁𝜈5(𝐵) ≥ 𝑚𝜈5(𝑃 ) − 𝑁 , и

неравенство (10) доказано.
Пусть далее 𝑚 = (𝑚0,𝑚1,𝑚2) ∈ (Z+)

3, |𝑚| = 𝑚0 +𝑚1 +𝑚2,

𝛾(𝑚) =
|𝑚|!

𝑚0!𝑚1!𝑚2!
, 𝛾(𝑚) ∈ N.

Тогда для 𝑃 *(𝑥) = 𝐴2𝑥
2 +𝐴1𝑥+𝐴0 имеем

(𝑃 *(𝑥))𝑚 =
∑︁

|𝑚|=𝑚

𝛾(𝑚)𝐴𝑚2
2 𝐴𝑚1

1 𝐴𝑚0
0 𝑥𝑚1+2𝑚2 ,

𝐷𝑁 ((𝑃 *(𝑥)))𝑚 =
∑︁

|𝑚|=𝑚, 𝑚1+2𝑚2=𝑁

𝛾 (𝑚)𝐴𝑚2
2 𝐴𝑚1

1 𝐴𝑚0
0 ,

𝜈2(𝐷𝑁 (𝑃 *(𝑥))𝑚) ≥ 𝑚2𝜈2(𝐴2) +𝑚1𝜈2(𝐴1) +𝑚0𝜈2(𝐴0) ≥
≥ 𝑚2 (𝜈2 (𝑃

*)− 8) +𝑚1 (𝜈2 (𝑃
*)− 4) +𝑚0𝜈2 (𝑃

*) = 𝑚𝜈2 (𝑃
*)− 4(2𝑚2 +𝑚1) = 𝑚𝜈2 (𝑃

*)− 4𝑁,
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и неравенство (11) доказано.
Аналогично,

𝜈3(𝐷𝑁 (𝑃 *(𝑥))𝑚) ≥ 𝑚2𝜈3(𝐴2) +𝑚1𝜈3(𝐴1) +𝑚0𝜈3(𝐴0) ≥
≥ 𝑚2 (𝜈3 (𝑃

*)− 4) +𝑚1 (𝜈3 (𝑃
*)− 2) +𝑚0𝜈3 (𝑃

*) = 𝑚𝜈3 (𝑃
*)− 2(2𝑚2 +𝑚1) = 𝑚𝜈3 (𝑃

*)− 2𝑁,

и неравенство (12) доказано.
Наконец,

𝜈5(𝐷𝑁 (𝑃 *(𝑥))𝑚) ≥ 𝑚2𝜈5(𝐴2) +𝑚1𝜈5(𝐴1) +𝑚0𝜈5(𝐴0) ≥
𝑚2 (𝜈5 (𝑃

*)− 2) +𝑚1 (𝜈5 (𝑃
*)− 1) +𝑚0𝜈5 (𝑃

*) = 𝑚𝜈5 (𝑃
*)− (2𝑚2 +𝑚1) = 𝑚𝜈5 (𝑃

*)−𝑁,

и неравенство (13) доказано.
Это завершает доказательство леммы 2.
Отметим, что для параметров 𝛽1, 𝛽2, . . . 𝛽7 интеграла (4) справедливы следующие соотно-

шения:
𝛽1 + 𝛽2 + 𝛽3 + 𝛽4 + 𝛽5 + 2𝛽6 + 2𝛽7 = 1.790357; (14)

2𝛽1 + 3𝛽2 + 4𝛽4 + 2𝛽6 + 2𝛽7 = 4; (15)

2𝛽1 + 2𝛽3 + 𝛽4 + 𝛽5 + 𝛽6 + 2𝛽7 = 2; (16)

𝛽2 + 𝛽3 + 𝛽5 + 𝛽6 + 𝛽7 = 1. (17)

Обозначим 𝑃𝑛(𝑥) – многочлен, стоящий в числителе подынтегральной функции интеграла

(4). Разложим 𝑃𝑛(𝑥)
𝑥𝑛+1 в сумму простейших дробей:

𝑃𝑛(𝑥)

𝑥𝑛+1
= 𝑃𝑑𝑛−1(𝑥) +

𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗
𝑥𝑗
, (18)

где все 𝑎𝑗 ∈ Q, 𝑑 = 0.790357, deg𝑃𝑑𝑛−1(𝑥) = 𝑑𝑛− 1 (см. (14),

𝑃𝑑𝑛−1(𝑥) =

𝑑𝑛−1∑︁
𝜈=0

𝑏𝜈𝑥
𝜈 , (19)

все 𝑏𝜈 ∈ Z.

Лемма 3. Справедливы следующие соотношения для 𝑗 = 1, . . . , 𝑛+ 1

𝑎𝑗 = 24𝑗−432𝑗−25𝑗−1𝐴𝑗 , 𝐴𝑗 ∈ Z.

Доказательство. Пусть 𝑚 = (𝑚1, . . . ,𝑚7) ∈ (Z+)
7, 𝑚 = 𝑚1 + . . .+𝑚7.

Имеем стандартным образом

𝑎𝑗 =
∑︁

𝑚∈(Z+)7, 𝑚=𝑛+1−𝑗

𝐷𝑚1

(︁
(𝑥− 36)𝛽1𝑛

)︁
𝐷𝑚2

(︁
(𝑥− 40)𝛽2𝑛

)︁
𝐷𝑚3

(︁
(𝑥− 45)𝛽3𝑛

)︁
𝐷𝑚4

(︁
(𝑥− 48)𝛽4𝑛

)︁
×𝐷𝑚5

(︁
(2𝑥− 75)𝛽5𝑛

)︁
𝐷𝑚6

(︁
(𝑃2(𝑥))

𝛽6𝑛
)︁
𝐷𝑚7

(︁
(𝑃3(𝑥))

𝛽7𝑛
)︁
, (20)

где 𝑚𝑖 ≤ 𝛽𝑖𝑛, 𝑖 = 1, . . . , 5, 𝑚6 ≤ 2𝛽6𝑛, 𝑚7 ≤ 2𝛽7𝑛.
Из определений показателей 𝜈𝑝(𝑃 ) и 𝜈𝑝(𝑃

*) следует 𝜈3(2𝑥 − 75) = 1, 𝜈5(2𝑥 − 75) = 1,
𝜈2(𝑃2(𝑥)) = 2, 𝜈3(𝑃2(𝑥)) = 1, 𝜈5(𝑃2(𝑥)) = 1, 𝜈2(𝑃3(𝑥)) = 2, 𝜈3(𝑃3(𝑥)) = 2, 𝜈5(𝑃5(𝑥)) = 1.
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По лемме 2 из равенства (20) получим

𝜈2(𝑎𝑗) ≥ 2𝛽1𝑛− 4𝑚1 + 3𝛽2𝑛− 4𝑚2 + 4𝛽4𝑛− 4𝑚4 + 2𝛽6𝑛− 4𝑚6 + 2𝛽7𝑛− 4𝑚7 = (2𝛽1 + 3𝛽2

+ 4𝛽4 + 2𝛽6 + 2𝛽7)𝑛− 4(𝑚1 +𝑚2 +𝑚4 +𝑚6 +𝑚7) ≥ 4𝑛− 4(𝑛+ 1− 𝑗)

= 4(𝑗 − 1), (21)

и мы воспользовались равенством (15). Аналогично

𝜈3(𝑎𝑗) ≥ 2𝛽1𝑛− 2𝑚1 + 2𝛽3𝑛− 2𝑚3 + 𝛽4𝑛− 2𝑚4 + 𝛽5𝑛−𝑚5 + 𝛽6𝑛− 2𝑚6 + 2𝛽7𝑛− 2𝑚7

= (2𝛽1 + 2𝛽3 + 𝛽4 + 𝛽5 + 𝛽6 + 2𝛽7)𝑛− 2(𝑚1 +𝑚3 +𝑚4 +𝑚5 +𝑚6 +𝑚7)

≥ 2𝑛− 2(𝑛+ 1− 𝑗) = 2(𝑗 − 1), (22)

и мы воспользовались равенством (16). Наконец, с помощью равенства (17),

𝜈5(𝑎𝑗) ≥ 𝛽2𝑛−𝑚2 + 𝛽3𝑛−𝑚3 + 𝛽5𝑛−𝑚5 + 𝛽6𝑛−𝑚6 + 𝛽7𝑛−𝑚7

= (𝛽2 + 𝛽3 + 𝛽5 + 𝛽6 + 𝛽7)𝑛− (𝑚2 +𝑚3 +𝑚5 +𝑚6 +𝑚7)

≥ 𝑛− (𝑛+ 1− 𝑗) = 𝑗 − 1, (23)

Полученные выше неравенства (21)–(23) равносильны утверждению леммы.
Теперь можно закончить доказательство теоремы 1.
Обозначим (𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3) = (36, 40, 45, 48); 𝑞𝑛 = НОК(1, 2, . . . , 𝑛);

𝜀(𝑖)𝑛 = 𝑞𝑛

𝑐𝑖∫︁
𝑐𝑖−1

𝑃𝑛(𝑥)

𝑥𝑛+1
𝑑𝑥, 𝑖 = 1, 2, 3; (24)

𝛾1 = ln
𝑐1
𝑐0

= ln
10

9
, 𝛾2 = ln

𝑐2
𝑐1

= ln
9

8
, 𝛾3 = ln

𝑐3
𝑐2

= ln
16

15
. (25)

Покажем, что
𝜀(𝑖)𝑛 = 𝑟𝑛𝛾𝑖 − 𝑝(𝑖)𝑛 , 𝑖 = 1, 2, 3,

где 𝑟𝑛, 𝑝
(1)
𝑛 , 𝑝

(2)
𝑛 , 𝑝

(3)
𝑛 ∈ Z.

Вычислим последовательно интегралы (24). Имеем из (18)

𝜀(1)𝑛 = 𝑞𝑛

40∫︁
36

𝑃𝑑𝑛−1(𝑥)𝑑𝑥+ 𝑎1𝑞𝑛 ln𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
40

36

+ 𝑞𝑛

𝑛+1∑︁
𝑗=2

𝑎𝑗
𝑗 − 1

1

𝑥𝑗−1

⃒⃒⃒⃒
⃒
40

36

.

Очевидно, 𝑞𝑛
40∫︀
36

𝑃𝑑𝑛−1(𝑥)𝑑𝑥 ∈ Z; по лемме 3 𝑎1 ∈ Z, 𝑞𝑛 1
𝑗−1 ∈ N, 𝑗 = 2, . . . , 𝑛 + 1, 𝑎𝑗

40𝑗−1 ∈ Z,

𝑎𝑗
36𝑗−1 ∈ Z, поэтому 𝜀(1)𝑛 = 𝑟𝑛𝛾1 − 𝑝

(1)
𝑛 , где 𝑟𝑛 = 𝑎1𝑞𝑛 ∈ Z, 𝑝(1)𝑛 ∈ Z.

Аналогично

𝜀(2)𝑛 = 𝑞𝑛

45∫︁
40

𝑃𝑑𝑛−1(𝑥)𝑑𝑥+ 𝑟𝑛 ln𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
45

40

− 𝑞𝑛

𝑛+1∑︁
𝑗=2

𝑎𝑗
𝑗 − 1

1

𝑥𝑗−1

⃒⃒⃒⃒
⃒
45

40

,
𝑎𝑗

45𝑗−1
∈ Z;

𝜀(2)𝑛 = 𝑟𝑛𝛾2 − 𝑝(2)𝑛 , 𝑝(2)𝑛 ∈ Z;

𝜀(3)𝑛 = 𝑟𝑛𝛾2 − 𝑝(3)𝑛 , 𝑝(3)𝑛 ∈ Z ввиду
𝑎𝑗

48𝑗−1
∈ Z.
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Найдем асимптотику 𝑟𝑛 и max𝑖∈{1,2,3}

⃒⃒⃒
𝜀
(𝑖)
𝑛

⃒⃒⃒
стандартным образом. Пусть (см. (4))

𝑓(𝑥) =
(𝑥− 36)𝛽1(𝑥− 40)𝛽2(𝑥− 45)𝛽3(𝑥− 48)𝛽4 (𝑃1(𝑥))

𝛽5 (𝑃2(𝑥))
𝛽6 (𝑃3(𝑥))

𝛽7

𝑥
.

Тогда

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln |𝑟𝑛| = lim

𝑛→∞

1

𝑛
ln 𝑞𝑛 + ln |𝑓(−52.415787)| = 1 + 4.183111 = 5.183111;

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln
⃒⃒⃒
𝜀(1)𝑛

⃒⃒⃒
= lim

𝑛→∞

1

𝑛
ln 𝑞𝑛 + ln |𝑓(37.740884)| = 1− 1.356279 = −0.356279;

аналогично

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln
⃒⃒⃒
𝜀(2)𝑛

⃒⃒⃒
= 1 + ln |𝑓(42.861134)| = 1− 1.362953 = −0.362953;

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln
⃒⃒⃒
𝜀(3)𝑛

⃒⃒⃒
= 1 + ln |𝑓(46.661613)| = 1− 1.3562281 = −0.3562281.

В обозначениях леммы 1 (см. (7)) получим 𝛿 = 5.183111, 𝜏 (1) = 0.356279, 𝜏 (2) = 0.362953,
𝜏 (3) = 0.356281, 𝜏 = min

(︀
𝜏 (1), 𝜏 (2), 𝜏 (3)

)︀
= 𝜏 (1), все 𝜏 (1), 𝜏 (2), 𝜏 (3) различны. По лемме 1 из (25)

следует

|𝑝+ 𝑞1 ln
10

9
+ 𝑞2 ln

9

8
+ 𝑞3 ln

16

15
| > 𝐻− 𝛿

𝜏
−𝜀. (26)

Но

𝑞1 ln
10

9
+ 𝑞2 ln

9

8
+ 𝑞3 ln

16

15
=(𝑞1 − 3𝑞2 + 4𝑞3) ln 2 + (−2𝑞1 + 2𝑞2 − 𝑞3) ln 3 + (𝑞1 − 𝑞3) ln 5;

𝑞′1 ln 2 + 𝑞′2 ln 3 + 𝑞′3 ln 5=(2𝑞′1 + 3𝑞′2 + 5𝑞′3) ln
10

9
+(3𝑞′1 + 5𝑞′2 + 7𝑞′3) ln

9

8
+(2𝑞′1 + 3𝑞′2 + 4𝑞′3) ln

16

15
.

Но тогда из (26) следует утверждение теоремы 1.
Доказательство теоремы 2 совершенно аналогично, поэтому ограничимся краткой схемой.

Для параметров 𝛽1, . . . , 𝛽6 интеграла (6) справедливы соотношения

𝛽1 + 𝛽2 + . . .+ 𝛽6 = 1.892079; (27)

3𝛽1 + 2𝛽2 + 𝛽4 + 3𝛽5 = 3;

𝛽2 + 2𝛽3 + 2𝛽5 + 2𝛽6 = 2; (28)

𝛽2 + 𝛽4 + 𝛽6 = 1;

𝛽1 + 𝛽3 + 𝛽4 = 1.

Аналогичное (18) соотношение для подынтегральной функции интеграла (6) выполняется
при 𝑑 = 0.892079 (см. (27)).

Наконец вместо леммы 3 из равенств (28) получим соотношение вида

𝑎𝑗 = 23𝑗−332𝑗−25𝑗−17𝑗−1𝐴𝑗 , 𝐴𝑗 ∈ Z, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛+ 1. (29)

Обозначим (𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4) = (56, 60, 63, 70, 72). Рассмотрим вместо интегралов (24) следу-
ющие интегралы

𝜀(𝑖)𝑛 = 𝑞𝑛

𝑐𝑖∫︁
𝑐𝑖−1

𝑃𝑛(𝑥)

𝑥𝑛+1
𝑑𝑥, 𝑖 = 1, 2, 3, 4.
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Пусть 𝛾1 = ln 𝑐1
𝑐0

= ln 15
14 , 𝛾2 = ln 𝑐2

𝑐1
= ln 21

20 , 𝛾3 = ln 𝑐3
𝑐2

= ln 70
63 = ln 10

9 , 𝛾4 = ln 𝑐4
𝑐3

=

= ln 72
70 = ln 36

35 .
Как в доказательстве теоремы 1 c помощью соотношений (29) получим, что

𝜀(𝑖)𝑛 = 𝑟𝑛𝛾𝑖 − 𝑝(𝑖)𝑛 , 𝑖 = 1, 2, 3, 4,

где 𝑟𝑛, 𝑝
(1)
𝑛 , . . . , 𝑝

(4)
𝑛 ∈ Z.

Пусть (см. (6))

𝑓(𝑥) =
(𝑥− 56)𝛽1(𝑥− 60)𝛽2(𝑥− 63)𝛽3(𝑥− 70)𝛽4(𝑥− 72)𝛽5(2𝑥− 135)𝛽6

𝑥
.

Тогда

𝛿 = lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln |𝑟𝑛| = 1 + ln |𝑓(−70.793856)| = 6.027489;

𝜏 = −(1 + ln |𝑓(71.386304)|) = 0.044353,

и с помощью леммы 1 получаем оценку теоремы 2.

3. Заключение

В работе усилены оценки совместных приближений чисел 1, ln 2, ln 3, ln 5 и 1, ln 2, ln 3, ln 5,
ln 7.
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Abstract

В работе рассматриваются вопросы, связанные с группой единиц кватернионного по-
рядка 𝑂𝑓 , соответствующего неопределенной анизотропной тернарной квадратичной фор-
ме 𝑓 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥21 − 𝑏 𝑥22 − 𝑐 𝑥23, где 𝑏, 𝑐 > 0 — целые числа, причем число 𝑐 не

является нормой из квадратичного расширения Q
(︁√

𝑏
)︁
.

Относительно указанной группы единиц нами доказано,что она содержит бесконеч-
ную некоммутативную 2-порожденную подгруппу, описываемую с помощью группы еди-
ниц Пелля. Первые исследования, относящие к группе единиц алгебры с делением были
проведены в 1937 г. М. Эйхлером, установившим их конечную порожденность. Определен-
ный интерес в связи с нашей работой представляют результаты, полученные Basilla J. M.
и Bada H. в 2005 г. для уравнений вида 𝑥2 − 𝑑 𝑦2 = ±𝑚, которые могут быть применены в
дальнейшем исследовании группы единиц.

Другой полученный нами результат относится к вопросу о числе попарно неассоции-
рованных обобщенных кватернионов заданной нормы 𝑚 из 𝑂𝑓 . Этот вопрос тесно связан
с единицами порядка 𝑂𝑓 и с группами единиц Пелля.

Следует отметить, что в алгебрах матриц при изучении их арифметики получены про-
стые точные формулы для числа примитивных неассоциированных справа (слева) целых
матриц заданного определителя, которые имеют применения в так называемом дискрет-
ном эргодическом методе Ю. В. Линника при решении вопросов представимости целых
чисел неопределенными изотропными тернарными квадратичными формами. Ряд резуль-
татов, относящихся к этому вопросу были получены первым из авторов.

Что же касается вопроса о числе неассоциированных обобщенных кватернионов задан-
ной нормы 𝑚 порядка 𝑂𝑓 , то насколько нам известно результатов описанных видов до
сих пор не встречалось и видимо это связано с тем, что рассматриваемый нами порядок
кватернионов, наверное, имеет довольно сложное строение.

В настоящей работе вместо точных формул удалось получить только верхнюю и ниж-
нюю оценки для числа попарно неассоциированных кватернионов нормы 𝑚 из порядка
𝑂𝑓 .

Ключевые слова: Тернарная квадратичная форма, алгебра обобщенных кватернионов,
порядок кватернионов, норма кватерниона, группа кватернионных единиц, уравнение Пел-
ля, бинарная квадратичная форма, ассоциированность кватернионов.
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Abstract

The paper considers issues related to the group of units on the quaternion order 𝑂𝑓

corresponding to the indefinite anisotropic ternary quadratic form

𝑓 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥21 − 𝑏 𝑥22 − 𝑐 𝑥23,

where 𝑏, 𝑐 > 0 are integers, an the number 𝑐 is not the norm from quadratic field Q
(︁√

𝑏
)︁
.

With respect to the indicated group if units, we have proved that it contains an indefinite
noncommutative 2–generated subgroup described by means of the group of Pell units. The first
studies relating to the group of units of division algebra were carried out in 1937 M. Eichler,
who established their final generation.

Of particular interest in connection with our work are the results obtained by Basilla J. M.
and Bada H. in 2005 for equations of the form 𝑥2 − 𝑑 𝑦2 = ±𝑚, with can be applied in the
further study of the group of units of the quaternion order under consideration.

Another result to the question of the number of pairwise unassociated generalized qua-
ternions of a given norm m from order 𝑂𝑓 . This question is closely related to units of order 𝑂𝑓

and to groups of Pell units.

It should be noted that, in the study of their arithmetic matrix algebras obtained simple
exact formulas for the number of primitive unassociated right (left) whole matrices of a given
determinant that have applications in the so-called discrete ergodic method of Yu. V. Linnik for
solving the representability of integers by indefinite isotropic ternary quadratic forms. A series
of results related to this issue were obtained by the first on the authors.

As for the question of the number of unassociated generalized quaternions of a given norm
and order 𝑂𝑓 , as far as we know, the results of the presented species have not yet been met,
and apparently this is due to the fact that the quaternion order under consideration, probably,
it has a rather complicated structure. In the present paper, instead of exact formulas, it was
possible to obtain upper and lower bounds for the number of pairwise unassociated quaternions
of norm in from order 𝑂𝑓 .

Keywords: ternary quadratic forms, algebra of generalized quaternions, quaternion order,
quaternion norm, group of quaternion units, Pell equation, binary quadratic form, quaternion
association.
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Мы будем рассматривать группу единиц кватернионного порядка неопределённой тернар-
ной квадратичной формы

𝑓 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥21 − 𝑏 𝑥22 − 𝑐 𝑥23 (1)

над полем Q рациональных чисел, где 𝑏, 𝑐—целые числа; 𝑏 > 0, 𝑐 > 0, при этом число 𝑐 не

является нормой из квадратичного поля Q
(︁√

𝑏
)︁
; последнее требование означает, что форма 𝑓

не представляет нуль нетривиального, т. е. она является анизотропной.
С тернарной квадратичной формой 𝑓 мы сопоставляем алгебру 𝑈𝑓 обобщённых кватерни-

онов с базисной формой 𝑓 над полем Q, при этом, кватернионные базисные единицы 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3
задаются следующей таблицей умножения

1) 𝑖21 = −𝑏 𝑐, 𝑖22 = 𝑐, 𝑖23 = 𝑏;

2) 𝑖1 𝑖2 = −𝑐 𝑖3, 𝑖2 𝑖1 = 𝑐 𝑖3;

3) 𝑖1 𝑖3 = 𝑏 𝑖2, 𝑖3 𝑖1 = −𝑏 𝑖2;
4) 𝑖2 𝑖3 = 𝑖1, 𝑖3 𝑖2 = −𝑖1.

(2)

Сразу же может возникнуть вопрос: почему таблица умножения (2) базисных кватернион-
ных единиц 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 задаётся именно в таком виде. Для ответа на такой вопрос мы рассмотрим
общее правило составления таблицы умножения базисных кватернионных единиц 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 со-
ответствующее произвольной тернарной квадратичной форме. Эта таблица получена из более
общего правила составления таблицы умножения, принадлежащего А. В.Малышеву (см. [2],
гл. IV) в случае тернарных квадратичных форм, только мы рассматриваем такую таблицу в
случае неопределённой тернарной квадратичной формы

𝑓 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =
3∑︁

𝑖, 𝑗=1

𝛼𝑖 𝑗 𝑥𝑖 𝑥𝑗 . (3)

При этом рассматриваем ещё алгебраически взаимную форму 𝑓 для формы 𝑓 , т. е.

𝑓 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

3∑︁
𝑖, 𝑗=1

𝛼𝑖 𝑗 𝑥𝑖 𝑥𝑗 , (4)

где 𝛼𝑖 𝑗 есть алгебраическое дополнение к элементу 𝛼𝑖 𝑗 .
Тогда имеют место следующие соотношения:

1) 𝑖21 = 𝛼1 1, 𝑖22 = −𝛼2 2, 𝑖23 = −𝛼3 3;

2) 𝑖1 𝑖2 = −𝛼1 2 + 𝛼3 1 𝑖1 + 𝛼3 2 𝑖2 + 𝛼3 3 𝑖3;

3) 𝑖2 𝑖3 = −𝛼2 3 + 𝛼1 1 𝑖1 + 𝛼1 2 𝑖2 + 𝛼1 3 𝑖3;

4) 𝑖3 𝑖1 = −𝛼3 1 + 𝛼2 1 𝑖1 + 𝛼2 2 𝑖2 + 𝛼2 3 𝑖3.

(5)

Теперь из (5) получаем соотношения (2).
Элементы алгебры 𝑈𝑓 обобщённых кватернионов записываются в виде

𝑋 = 𝑥0 + 𝑥1 𝑖1 + 𝑥2 𝑖2 + 𝑥3 𝑖3,
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где 𝑥𝑘 ∈ Q.
Кватернион 𝑋 = 𝑥0 − 𝑥1 𝑖1 − 𝑥2 𝑖2 − 𝑥3 𝑖3 называется сопряжённым кватерниону 𝑋.

Элемент N(𝑋) = 𝑋𝑋 = 𝑋𝑋 = 𝑥20 + 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) называется нормой кватерниона
𝑋 = 𝑥0 + 𝑥1 𝑖1 + 𝑥2 𝑖2 + 𝑥3 𝑖3, где 𝑓 —форма, взаимная форме 𝑓 при этом N(𝑋) ∈ Q.

Скалярной частью Sc(𝑋) кватерниона 𝑋 = 𝑥0 + 𝑥1 𝑖1 + 𝑥2 𝑖2 + 𝑥3 𝑖3 называется число 𝑥0
и значит, 2 Sc(𝑋) = 𝑋 + 𝑋, при этом кватернион Ve(𝑋) = 𝑥1 𝑖1 + 𝑥2 𝑖2 + 𝑥3 𝑖3 называется
векторной частью кватерниона 𝑋.

В связи с приложениями кватернионной алгебры 𝑈𝑓 к вопросам представления целых
чисел тернарными квадратичными формами используется следующее представление

𝑋 = Sc(𝑋) + Ve(𝑋).

Норма кватерниона обладает свойством мультипликативности N(𝑋 𝑌 ) = N(𝑋) · N(𝑌 ) для
любых 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑈𝑓 .

Из определения нормы следует, что если 𝑋 = 𝑥0 + 𝑥1 𝑖1 + 𝑥2 𝑖2 + 𝑥3 𝑖3, то

N(𝑋) = 𝑥20 + 𝑏 𝑐 𝑥21 − 𝑐 𝑥22 − 𝑏 𝑥23

в алгебре 𝑈𝑓 для 𝑓 = 𝑥21 − 𝑏 𝑥22 − 𝑐 𝑥23.
Здесь мы ограничимся только необходимыми понятиями из алгебры обобщённых кватер-

нионов (более полные сведения можно найти в [2, 3, 4]).
В алгебре неопределённых анизотропных кватернионов 𝑈𝑓 выделяем множество 𝑂𝑓 эле-

ментов, называемых целыми кватернионами, а именно

𝑂𝑓 = {𝑥0 + 𝑥1 𝑖1 + 𝑥2 𝑖2 + 𝑥3 𝑖3 | 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ∈ Z} .

Ясно, что множество 𝑂𝑓 обладает свойствами:

1) 𝑂𝑓 является кольцом (некоммутативным);

2) 1, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 ∈ 𝑂𝑓 ;

3) любой кватернион 𝑋 ∈ 𝑂𝑓 удовлетворяет уравнению 𝑋2 − (2 Sc𝑋)𝑋 + N(𝑋) = 0 с
целыми коэффициентами.

Множество 𝑂𝑓 , удовлетворяющее условиям 1)–3) называется порядком целых обобщён-
ных кватернионов. Ненулевой кватернион E ∈ 𝑂𝑓 называется кватернионной единицей, если
E −1 ∈ 𝑂𝑓 . Ясно, что базисные единицы 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 ∈ 𝑂𝑓 не являются единицами порядка 𝑂𝑓 .
Кватернион 𝑋 ∈ 𝑂𝑓 является единицей тогда и только тогда, когда N(𝑋) = ±1. Группе еди-
ниц алгебр с делением впервые были исследованы М. Эйхлером [5], установившим их конеч-
ную порождённость. Относительно группы единиц 𝑂*

𝑓 порядка 𝑂𝑓 нами получен следующий
результат.

Теорема 1. Группа единиц 𝑂*
𝑓 кватернионного порядка 𝑂𝑓 , соответствующего неопре-

делённой анизотропной тернарной квадратичной форме 𝑓 = 𝑥2 − 𝑏 𝑦2 − 𝑐 𝑧2 является бес-
конечной некоммутативной группой, содержащей бесконечную 2-порождённую подгруппу,
изоморфную прямому произведению 2𝑥 циклических подгрупп.

Доказательство. Пусть 𝐸 = 𝑥0 + 𝑥1 𝑖1 + 𝑥2 𝑖2 + 𝑥3 𝑖3 ∈ 𝑂*
𝑓 . Тогда

𝑥20 + 𝑏 𝑐 𝑥21 − 𝑐 𝑥22 − 𝑏 𝑥23 = 1. (6)

Перепишем уравнение (6) в следующем виде

𝑥20 − 𝑐 𝑥22 − 𝑏
(︀
𝑥23 − 𝑐 𝑥21

)︀
= 1. (7)
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Если в уравнении (7) положим 𝑥1 = 0 и 𝑥3 = 0, то получим уравнение Пелля 𝑥20− 𝑐 𝑥22 = 1.
Его решения дают бесконечную циклическую подгруппу, изоморфную группе единиц веще-
ственного квадратичного поля Q(

√
𝑐). Полученную подгруппу группы 𝑂*

𝑓 обозначим через 𝐸𝑐.
Её единицы имеют вид E = 𝑥0 + 𝑥2 𝑖2 тогда 𝑥20 − 𝑐 𝑥22 = 1,

𝐸𝑐 = ⟨𝑥0 + 𝑥2 𝑖2 | 𝑥0 +
√
𝑐 𝑥2 — основная единица квадратичного поля Q

(︀√
𝑐
)︀
⟩.

Перепишем уравнение (6) ещё в следующем виде

𝑥20 − 𝑏 𝑥23 − 𝑐
(︀
𝑥22 − 𝑏 𝑥21

)︀
= 1.

Положив в этом уравнении 𝑥2 = 0 и 𝑥1 = 0 опять получим уравнение Пелля 𝑥20 − 𝑏 𝑥23 = 1.
Его решения тоже образуют бесконечную циклическую подгруппу в группе 𝑂*

𝑓 . Обозначим её

через 𝐸𝑏, т. е. 𝐸𝑏 = ⟨𝑥0 + 𝑥3 𝑖3 | 𝑥0 +
√
𝑏 𝑥3 — основная единица квадратичного поля Q

(︁√
𝑏
)︁
⟩.

Если теперь E𝑏 ∈ 𝐸𝑏 и E𝑐 ∈ 𝐸𝑐, то N(E𝑏 · E𝑐) = 1, т. е. E𝑏 · E𝑐 также есть единицы порядка
𝑂𝑓 , при этом вообще говоря E𝑏 · E𝑐 ̸= E𝑐 · E𝑏. Поэтому получаем 2-порождённую бесконечную
некоммутативную подгруппу в группе единиц 𝑂*

𝑓 .
Некоммутативность полученной группы следует из того, что в произведении

(𝑥0 + 𝑥2 𝑖2) (𝑥0 + 𝑥3 𝑖3)

имеем, что 𝑖2 𝑖3 ̸= 𝑖3 𝑖2.
Обозначим, полученную 2-порождённую подгруппу через 𝐻𝑏, 𝑐. Тогда

𝐻𝑏, 𝑐
∼= 𝐻𝑏 ×𝐻𝑐; 𝐻𝑏, 𝑐 < 𝑂*

𝑓 ; 𝐻𝑏, 𝑐
∼= 𝐸𝑏 × 𝐸𝑐 и 𝐸𝑏 ∩ 𝐸𝑐 = {1} .

2

Перейдём теперь ко второй части нашей работы. С единицами тесно связан вопрос об ас-
социированности элементов в кватернионном порядке 𝑂𝑓 . Два кватерниона 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑂𝑓 называ-
ются ассоциированными справа, если 𝛼 = 𝛽 E , где E —некоторая единица из 𝑂*

𝑓 (аналогично
определяется ассоциированность слева).

Обозначим через 𝜎 (𝑂𝑓 , 𝑚) число попарно неассоциированных справа (слева) кватернио-
нов нормы 𝑚 из порядка 𝑂𝑓 .

Ввиду того, что условия анизотропности и неопределённости базисной тернарной квад-
ратичной формы 𝑓 вносят некоторую сложность, мы можем получить только оценки для
𝜎 (𝑂𝑓 , 𝑚). Доказательство верхней оценки для этой величины в точности проводится как в
случае ассоциированности в алгебраических полях (см. [7]). При этом для нижней оценки
𝜎 (𝑂𝑓 , 𝑚) используется понятие главного представления числа 𝑚 неопределённой бинарной
квадратичной формой (см. [8, 9]). В нашем случае это понятие используется по отношению к
квадратичной форме 𝑥2 − 𝑑 𝑦2 при 𝑑 > 0.

Представление (𝑥, 𝑦) целого числа 𝑚 формой 𝑥2 − 𝑑 𝑦2 называется главным, если оно
удовлетворяет двум условиям:

1) 1 6
𝑥+

√
𝑑 𝑦

𝑥−
√
𝑑 𝑦

< E 2,

2) 𝑥−
√
𝑑 𝑦 > 0,

где E — основная единица вещественного квадратичного поля Q
(︁√

𝑑
)︁
, при этом 𝑥2−𝑑 𝑦2 = 𝑚.

Оказывается, что число главных представлений натурального числа 𝑚 формой 𝑥2 − 𝑑 𝑦2

будет конечным, в то время, как число всех представлений числа 𝑚 такой формой будет
бесконечно.

Теперь сформулируем и докажем следующий основной результат о числе попарно неассо-
циированных кватернионов нормы 𝑚 из порядка 𝑂𝑓 .
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Теорема 2. Для величины 𝜎 (𝑂𝑓 , 𝑚) справедливы оценки

max {R𝑏(𝑚), R𝑐(𝑚)} < 𝜎 (𝑂𝑓 , 𝑚) < 𝑚4,

где R𝑏(𝑚), R𝑐(𝑚)— количества главных представлений числа 𝑚 соответственно формами
𝑥2 − 𝑏 𝑦2 и 𝑥2 − 𝑐 𝑦2; 𝑓 = 𝑥21 − 𝑏 𝑥22 − 𝑐 𝑥23.

Доказательство. В случае верхней оценки для 𝜎 (𝑂𝑓 , 𝑚) воспользуемся рассуждениями [7],
относящимся к целым алгебраическим числам заданной нормы. Для этого в кватернионном
порядке 𝑂𝑓 с базисом 1, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 рассматриваем сравнение по числовому модулю 𝑚, т. е.
сравнение вида 𝛼 ≡ 𝛽 (mod 𝑚), означающее, что 𝛼 − 𝛽 делится в порядке 𝑂𝑓 на число 𝑚;
𝛼, 𝛽 ∈ 𝑂𝑓 , иначе говоря, 𝛼− 𝛽 = 𝑚𝛾 при некотором 𝛾 ∈ 𝑂𝑓 .

Так как всякий кватернион 𝛼 ∈ 𝑂𝑓 сравним по модулю 𝑚 только с одним из кватернионов

𝑥0 + 𝑥1 𝑖1 + 𝑥2 𝑖2 + 𝑥3 𝑖3,

где 0 6 𝑥𝑗 < 𝑚 (0 6 𝑗 6 3), то все кватернионы из 𝑂𝑓 разбиваются на 𝑚4 классов сравнимых
между собой кватернионов по модулю 𝑚.

Далее, следуя рассуждениям [7] получаем, что если два кватерниона 𝛼 и 𝛽 нормы 𝑚 из
𝑂𝑓 принадлежат одному и тому же классу вычетов по модулю 𝑚, то имеем равенства

𝛼− 𝛽 = 𝑚𝛾 = 𝛾 𝑚,

при некотором 𝛾 ∈ 𝑂𝑓 .
Например, пусть 𝛼 − 𝛽 = 𝛾 𝑚. Тогда 𝛼𝛽−1 = 1 + 𝛾 𝑚𝛽−1 = 1 + 𝛾 𝛽 ∈ 𝑂𝑓 , где 𝛽 —ква-

тернион, сопряжённый с 𝛽. Теперь получаем 𝛼 =
(︀
1 + 𝛾 𝛽

)︀
𝛽, т. е. 𝑚 = N

(︀
1 + 𝛾 𝛽

)︀
𝑚, откуда

N
(︀
1 + 𝛾 𝛽

)︀
= 1 и, значит, 𝜀 = 1 + 𝛾 𝛽 есть единица порядка 𝑂𝑓 . Но тогда 𝛼 = 𝜀 𝛽, где 𝜀—

единица 𝑂𝑓 , откуда следует, что 𝛼 и 𝛽 ассоциированы слева. Аналогично показывается, что
𝛼 и 𝛽 ассоциированы и справа, следовательно, кватернионы нормы 𝑚 из одного и того же
класса вычетов по модулю 𝑚 ассоциированы между собой.

Отсюда сразу следует, что 𝜎 (𝑂𝑓 , 𝑚) < 𝑚4, тем самым верхняя оценка доказана.
Перейдём теперь к нижней оценке для 𝜎 (𝑂𝑓 , 𝑚). Чтобы получить интересующую нас

нижнюю оценку, мы будем рассматривать не весь порядок 𝑂𝑓 , а его подпорядок, состоящий
из кватернионов вида 𝑥0 + 𝑥2 𝑖2 с целыми коэффициентами 𝑥0, 𝑥2.

Обозначим такой подпорядок через 𝑂(𝑐)
𝑓 =

{︀
𝑥0 + 𝑥2 𝑖2 | 𝑥0, 𝑥2 ∈ Z, 𝑖22 = 𝑐

}︀
.

Покажем, что никакие два различных кватерниона из 𝑂(𝑐)
𝑓 не могут быть ассоциирован-

ными с помощью единицы E ∈ 𝑂𝑓 такой, что E ̸∈ 𝑂
(𝑐)
𝑓 .

Допустим, что кватернионы 𝑥0 + 𝑥2 𝑖2 и 𝑦0 + 𝑦2 𝑖2 ассоциированы в 𝑂𝑓 , т. е.

(𝑥0 + 𝑥2 𝑖2)E = 𝑦0 + 𝑦2 𝑖2,

где N(E ) = 1 и E = 𝑞0 + 𝑞1 𝑖1 + 𝑞2 𝑖2 + 𝑞3 𝑖3 ∈ 𝑂𝑓 . Покажем, что тогда 𝑞1 = 0 и 𝑞3 = 0.
Действительно, имеем (𝑥0 + 𝑥2 𝑖2)(𝑞0 + 𝑞1 𝑖1 + 𝑞2 𝑖2 + 𝑞3 𝑖3) = 𝑦0 + 𝑦2 𝑖2.
Тогда в силу однозначности разложения любого кватерниона из 𝑂𝑓 по базисным единицам

1, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 из этого равенства получаем систему{︃
𝑦0 𝑞1 + 𝑦2 𝑞3 = 0,

𝑐 𝑦2 𝑞1 + 𝑦0 𝑞3 = 0,

откуда 𝑞1 = 0 и 𝑞3 = 0.
Следовательно, E = 𝑞0 + 𝑞2 𝑖2 ∈ 𝑂

(𝑐)
𝑓 .
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Ввиду этого мы можем ограничиться рассмотрением неассоциированности кватернионов
только в порядке 𝑂(𝑐)

𝑓 (аналогично и в случае с порядком 𝑂
(𝑏)
𝑓 ).

Как и в доказательстве теоремы 1 имеем

𝑥20 − 𝑐 𝑥22 − 𝑏
(︀
𝑥23 − 𝑐 𝑥21

)︀
= 𝑚.

Положив в нём 𝑥1 = 0, 𝑥3 = 0, получаем

𝑥20 − 𝑐 𝑥22 = 𝑚. (8)

Аналогично получаем
𝑥20 − 𝑏 𝑥23 − 𝑐

(︀
𝑥22 − 𝑏 𝑥21

)︀
= 𝑚

и как в предыдущем случае рассматриваем уравнение

𝑥20 − 𝑏 𝑥23 = 𝑚. (9)

Сначала мы будем рассматривать нижнюю оценку для числа попарно неассоциированных
кватернионов вида 𝑥0 + 𝑥2 𝑖2 нормы 𝑚 = 𝑥20 − 𝑐 𝑥22 (такое число совпадает с числом классов
ассоциированных кватернионов указанного вида).

Равенство (8), точнее любое его решение (𝑥0, 𝑥2) мы рассматриваем как представление
числа 𝑚 бинарной квадратичной формой 𝑥2 − 𝑐 𝑦2.

Если такая бинарная квадратичная форма имеет хоть одно представление числа 𝑚, то
она имеет бесконечно много представлений числа 𝑚, получаемых с помощью автоморфизмов
формы 𝑥2 − 𝑐 𝑦2, имеющих вид {︃

𝛼 = 𝑡− 𝑢, 𝛽 = −𝑐 𝑢,
𝛾 = 𝑢, 𝛿 = 𝑡.

(10)

Эти автоморфизмы определяются решениями уравнения Пелля

𝑡2 − 𝑐 𝑢2 = 1. (11)

Все решения этого уравнения, как известно, определяются формулой

𝑡+ 𝑢
√
𝑐 = ±

(︀
𝑡0 + 𝑢0

√
𝑐
)︀𝑛
, (12)

где 𝑡0 + 𝑢0
√
𝑐 есть основная единица вещественного квадратичного поля Q(

√
𝑐); 𝑛—целое

число.
Автоморфизмы (10) формы 𝑥2 − 𝑐 𝑦2 действуют посредством равенств{︃

𝑥−
√
𝑐 𝑦 = (𝑡− 𝑢

√
𝑐) (𝑥′ −

√
𝑐 𝑦′),

𝑥+
√
𝑐 𝑦 = (𝑡+ 𝑢

√
𝑐) (𝑥′ +

√
𝑐 𝑦′).

(13)

Если теперь (𝑥, 𝑦) и (𝑋, 𝑌 )—два представления одного и того же числа 𝑚, то из (13)
имеем

𝑥+
√
𝑐 𝑦

𝑥−
√
𝑐 𝑦

=
𝑡+ 𝑢

√
𝑐

𝑡− 𝑢
√
𝑐
· 𝑋 +

√
𝑐 𝑌

𝑋 −
√
𝑐 𝑌

. (14)

Положив E = 𝑡0 + 𝑢0
√
𝑐 > 1 получим

𝑡+ 𝑢
√
𝑐 = ±E 𝑘, 𝑡− 𝑢

√
𝑐 = ±E −𝑘, (15)

для некоторого целого числа 𝑘.
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Существует только одно значение 𝑘 для данных 𝑋, 𝑌 , при котором

1 6
𝑥+

√
𝑐 𝑦

𝑥−
√
𝑐 𝑦

< E 2 (16)

и
𝑥−

√
𝑐 𝑦 > 0. (17)

Представление числа 𝑚 формой 𝑥2 − 𝑐 𝑦2, удовлетворяющее условиям (16) и (18) как раз
является главным.

Равенство (14) в силу (15) можно переписать в следующем виде

𝑥+
√
𝑐 𝑦

𝑥−
√
𝑐 𝑦

= E 2 𝑘 · 𝑋 +
√
𝑐 𝑌

𝑋 −
√
𝑐 𝑌

. (18)

Кватерниону вида 𝑥0+𝑥2 𝑖2, где 𝑖22 = 𝑐 нормы 𝑚 = 𝑥20−𝑐 𝑥22 мы будем сопоставлять главное
представление (𝑥0, 𝑥2) числа 𝑚 бинарной квадратичной формой 𝑥2 − 𝑐 𝑦2.

Множество кватернионов⟨︀
𝑥0 + 𝑥2 𝑖2 | 𝑥0 +

√
𝑐 𝑥2 — основная единица квадратичного поля Q

(︀√
𝑐
)︀⟩︀

образует бесконечную циклическую группу, при этом 𝑖2 ↔
√
𝑐. Более того, оно образует даже

поле изоморфное вещественному квадратичному полю Q(
√
𝑐).

Перепишем (16) с учётом (18) в следующем виде

1 6 E 2 𝑘 · 𝑋 +
√
𝑐 𝑌

𝑋 −
√
𝑐 𝑌

< E 2. (19)

Считая теперь (𝑋0, 𝑋2) главным представлением числа 𝑚 формой 𝑥2 − 𝑐 𝑦2 и логарифми-
руя обе части неравенства (19), будем иметь

0 6 2 𝑘 lnE + ln
𝑋0 +

√
𝑐 𝑌2

𝑋0 −
√
𝑐 𝑌2

< 2 lnE . (20)

Так как (𝑋0, 𝑋2) по условию есть главное представление числа 𝑚 формой 𝑥2 − 𝑐 𝑦2, то
получаем

0 < 𝑋0 +
√
𝑐𝑋2 <

√
𝑚. (21)

Из (20) имеем
0 6 2 𝑘 lnE + ln𝑚− 2 ln

(︀
𝑋0 −

√
𝑐 𝑌0

)︀
< 2 lnE .

Тогда в силу (21) получаем

0 6 2 𝑘 lnE + ln𝑚− 2 ln
√
𝑚 < 2 lnE ,

т. е.
0 6 2 𝑘 lnE < 2 lnE , где E > 1,

откуда 0 6 𝑘 < 1, т. е. 𝑘 = 0.
Тогда в силу (18) главные представления числа 𝑚 формой 𝑥2 − 𝑐 𝑦2 попарно неассоцииро-

ванны. Следовательно 𝜎
(︁
𝑂

(𝑐)
𝑓 , 𝑚

)︁
> 𝑅𝑐(𝑚) и значит, 𝜎 (𝑂𝑓 , 𝑚) > 𝑅𝑐(𝑚).

Аналогично получаем также, что 𝜎 (𝑂𝑓 , 𝑚) > 𝑅𝑏(𝑚).
Из этих двух неравенств следует, что

𝜎 (𝑂𝑓 , 𝑚) > max {𝑅𝑏(𝑚), 𝑅𝑐(𝑚)}.

Теорема 2 доказана. 2
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Заключение

Уравнению Пелля более общего вида, также используемому нами, посвящены статьи [10,
11]. Возможно, что имеются и другие единицы в 𝑂*

𝑓 , кроме полученных нами, например, если
разрешима система диофантовых уравнений{︃

𝑥20 − 𝑐 𝑥22 = 𝑏 𝑛+ 1,

𝑥23 − 𝑐 𝑥21 = 𝑛

или разрешима аналогичная ей система{︃
𝑥20 − 𝑏 𝑥22 = 𝑐 𝑛+ 1,

𝑥23 − 𝑏 𝑥21 = 𝑛,

где 𝑛—целое число.
Случай 𝑛 = 0 соответствует полученному нами результату о единицах группы 𝑂*

𝑓 и для
реализации такого подхода могут быль использованы алгоритмы из [10], а также результаты
из [11].

Представляет также интерес для дальнейшего исследования группы единиц порядка 𝑂𝑓
подход, предложенный Касселсом (см. [12], глава 13) при построении автоморфизмов тернар-
ной квадратичной формы 𝑓0(𝑥) = 𝑎 𝑥2 − 𝑏 𝑦2 − 𝑐 𝑧2 через автоморфизмы бинарной формы
𝑎 𝑥2 − 𝑏 𝑦2, где 𝑎, 𝑏, 𝑐—целые положительные числа.

Наконец, относительно той части нашей работы, связанной с вопросом о числе попарно
неассоциированных кватернионов заданной нормы отметим, что ряд точных результатов по-
лучен первым из авторов в случае кольца целых матриц (см. [13]–[16]), причём в [14] даётся
уже новый вывод формулы для указанной величины.

Пользуясь основным результатом теории бинарных квадратичных форм о числе глав-
ных представлений числа 𝑚 полной системой неэквивалентных форм заданного определителя
(см. [9], гл. IV, § 8) и нижнюю оценку в теореме 2 при нечётном 𝑚 можно представить в виде
𝜎 (𝑂𝑓 , 𝑚) > 2𝜈(𝑚), где 𝜈(𝑚)—количество простых делителей числа 𝑚.
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Abstract

The work is dedicated to the conclusion of non-trivial estimates of short cubic exponential
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𝑥−𝑦<𝑛6𝑥

𝜇(𝑛)𝑒(𝛼𝑛3),

over minor arcs m(L 32(𝐵+18)) for 𝑦 > 𝑥
4
5 L 8𝐵+944 and 𝜏 = 𝑦5𝑥−2L −32(𝐵+18).
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1. Введение

Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел рациональными числа-
ми, каждое число 𝛼 из промежутка [−æ, 1− æ], æ𝜏 = 1 представимо в виде

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 6 𝑞 6 𝜏, |𝜆| 6 1

𝑞𝜏
.

Через M(𝑃 ) обозначим те числа 𝛼, для которых 𝑞 6 𝑃 , через m(𝑃 ) обозначим оставшиеся 𝛼.
M(𝑃 ) и m(𝑃 ) соответственно называются большими и малыми дугами.

Тригонометрическую сумму с функцией Мёбиуса вида

𝑆𝑘(𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥

𝜇(𝑛)𝑒(𝛼𝑛𝑘),

при 𝑘 = 1 впервые рассматривал Г. Дэвенпорт. В 1937 году [1], воспользовавшись методом
оценок тригонометрических сумм с простыми числами И. М. Виноградова, он доказал, что
для всякого фиксированного 𝐵 > 0 имеет место оценка

|𝑆1(𝛼, 𝑥)| ≪ 𝑥L −𝐵,

где постоянная под знаком ≪ зависит только от 𝐵. Такую же оценку при 𝑘 > 2, 𝑘 – фикси-
рованное целое число, получил Хуа Ло-кен [2]. Эти безусловные результаты Г. Дэвенпорта и
Хуа Ло-кена до сих пор остаются самыми точными.

Наилучший условный результат в случае 𝑘 = 1 принадлежит Бейкеру и Харману [3]. Они
в предположении справедливости расширенной гипотезы Римана (РГР) доказали, что

|𝑆1(𝛼, 𝑥)| ≪ 𝑥
3
4
+𝜀,

где постоянная под знаком ≪ зависит только от 𝜀. Эту оценку для 𝑘 > 2, 𝑘 – фиксированное
целое число, обобщили Т. Жан и Дж. Лю [4].

Т. Жан [5], рассматривая короткую тригонометрическую сумму с функцией Мёбиуса вида

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥
𝜇(𝑛)𝑒(𝛼𝑛𝑘),



Тригонометрические суммы с функцией Мёбиуса . . . 249

при 𝑘 = 1 и 𝑦 > 𝑥
2
3
+𝜀 получил нетривиальную оценку

|𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L −𝐵. (1)

Затем он получил эту оценку уже при 𝑦 > 𝑥
5
8
+𝜀 [6]. Первую безусловную нетривиальную

оценку вида (1) при 𝑘 = 2 и 𝑦 > 𝑥
11
16

+𝜀 получили Т. Жан и Дж. Лю [7].
В предположении справедливости расширенной гипотезы Римана Г. С. Лу и Х. Х. Лао [8]

доказали оценку вида (1) при 𝑘 = 2 и 𝑦 > 𝑥
2
3
+𝜀.

Кумчев А.В. [9] получил нетривиальную оценку суммы 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах m(𝑃 )
при 𝑦 > 𝑥𝜃+𝜀, 𝜃 = 1 − 1

2𝑘+3 и 𝜏 = 𝑥1+2𝜃𝑃−1. Отсюда, в частности, для 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) следует
нетривиальная оценка при

𝑦 > 𝑥
8
9
+𝜀, 𝜏 = 𝑥

25
9 𝑃−1.

Все безусловные нетривиальные оценки коротких тригонометрических сумм 𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦),
как и коротких кубических тригонометрических сумм с простыми числами вида

𝑓𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛≤𝑥
Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛𝑘),

в малых дугах получены методом оценок сумм с простыми числами И.М. Виноградова, основу
которого, наряду с «решетом Виноградова», составляют оценки коротких двойных тригоно-
метрических сумм вида

𝐽𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) =
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀

𝑎(𝑚)
∑︁

𝑁<𝑛62𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛6𝑥

𝑏(𝑛)𝑒(𝛼(𝑚𝑛)𝑘),

где 𝑎(𝑚) и 𝑏(𝑛) – произвольные комплекснозначные функции, 𝑀 , 𝑁 – натуральные, 𝑥 > 𝑥0,
𝑦 – вещественные числа.

Основным результатом этой работы является теорема 1 о нетривиальной оценке суммы
𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах m(L 32(𝐵+18)), 𝐵 > 11 при

𝑦 > 𝑥
4
5 L 8𝐵+944, 𝜏 =

𝑦5

𝑥2
L −32(𝐵+18),

и её доказательство проводится методом оценок сумм с простыми числами И.М. Виноградова
по схеме работы [10], в котором была получена нетривиальная оценка для короткой кубиче-
ской тригонометрической суммы с простыми числами 𝑓3(𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах, в сочетании
с методами работ [11, 12, 13, 14, 15, 16]. Основными утверждениями, позволившими получить
новую оценку 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦), являются нетривиальные оценки двойных сумм 𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) на
малых дугах, соответственно имеющих “длинную” сплошную сумму (лемма 5) и имеющих
близкие по порядку суммы, составляющие двойную сумму (лемма 6).

2. Известные леммы

Лемма 1. Пусть 𝐻 и 𝑦 - произвольные целые числа, 𝐻 > 1. Тогда справедливо соотно-
шение

𝑦+𝐻∑︁
𝑥=𝑦+1

𝑒(𝛼𝑥) ≤ min

(︂
𝐻,

1

2‖𝛼‖

)︂
, ‖𝛼‖ = min ({𝛼}, 1− {𝛼}) .

Доказательство см. [17].
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Лемма 2. При вещественном числе 𝛼, подчинённом условиям

𝛼 =
𝑎

𝑞
+

𝜃

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 6 𝑞 6 𝑁, |𝜃| 6 1,

а) для суммы

𝑉𝑔 =

𝑔+𝑞′∑︁
𝑧=𝑔

min

(︂
𝑈,

1

‖𝛼𝑧‖

)︂
, 𝑞′ < 𝑞, 𝑈 > 0,

имеем неравенство
𝑉𝑔 ≪ 𝑈 + 𝑞 ln 𝑞,

б) а для суммы

𝑉 =
∑︁

0<𝑧60,5𝑞

1

‖𝛼𝑧‖

имеем неравенство
𝑉 ≪ 𝑞 ln 𝑞.

Доказательство см. [17], стр. 61.

Лемма 3. . При 𝑥 > 2 имеем∑︁
𝑛6𝑥

𝜏𝑘𝑟 (𝑛) ≪ 𝑥 (ln𝑥)𝑟
𝑘−1 , 𝑘 = 1, 2.

Доказательство см. [18].

Лемма 4. Пусть 𝑓(𝑛) — произвольная комплекснозначная функция, 𝑢1 6 𝑥, 𝑟 > 1,

𝐶𝑘𝑟 =
𝑟!

𝑘!(𝑟 − 𝑘)!
, 𝜆(𝑛) =

∑︁
𝑑|𝑛, 𝑑6𝑢1

𝜇(𝑛).

Тогда имеет место тождество∑︁
𝑛6𝑥

𝜇(𝑛)𝑓(𝑛) = (−1)𝑟
∑︁
𝑛1>𝑢1

𝜆(𝑛1) · · ·
∑︁
𝑛𝑟>𝑢1

𝜆(𝑛𝑟)
∑︁

𝑛1···𝑛𝑟𝑚6𝑥

𝜇(𝑚)𝑓(𝑛1 · · ·𝑛𝑟𝑚)+

+

𝑟∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝐶𝑘𝑟
∑︁

𝑚16𝑢1

𝜇(𝑚1) · · ·
∑︁

𝑚𝑘6𝑢1

𝜇(𝑚𝑘)
∑︁
𝑛1

· · ·
∑︁
𝑛𝑘−1

𝑚1···𝑚𝑘𝑛1···𝑛𝑘−16𝑥

𝑓(𝑚1 · · ·𝑚𝑘𝑛1 · · ·𝑛𝑘−1).

Лемма 4 доказывается аналогично лемме 6 работы [16].
Обозначения: 𝑥, 𝑦 – достаточно большие положительные вещественные числа; 𝑞 нату-

ральное число, L = ln𝑥𝑞; 𝑀𝑗 и 𝑁𝑗 – целые числа; 𝜇(𝑛) — функция Мёбиуса; 𝜏𝑘(𝑛) — число
представлений числа 𝑛 в виде произведений 𝑘 сомножителей;

3. Короткая кубическая двойная тригонометрическая сумма с
“длинным” сплошным суммированием

Лемма 5. Пусть в сумме 𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) выполняются условия |𝑎𝑚| 6 𝜏4(𝑚), 𝑏𝑛 = 1,√
𝑥 < 𝑦 < 𝑥L −1. Тогда при

L 8𝐴+4102 < 𝑞 < 𝑦3L −8𝐴−4104, 𝑥𝑦−
1
4 L 2𝐴+1026 < 𝑁 6 𝑥L −2𝐴−8,
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где 𝐴 — абсолютная постоянная, справедлива оценка

|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁)| ≪ 𝑦

L 𝐴
.

Доказательство. Для удобства условия 𝑥𝑦−
1
4 L 2𝐴+1026 < 𝑁 6 𝑥L −2𝐴−8 в теореме, с уче-

том неравенства 𝑀𝑁 ≍ 𝑥, заменим на L 2𝐴+8 ≪𝑀 ≪ 𝑦
1
4 L −2𝐴−1026, а сумму 𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁)

обозначим через 𝑊 . Возводя 𝑊 в квадрат, найдем

|𝑊 |2 =
∑︁

𝑀<𝑚≤2𝑀

𝑎𝑚
∑︁

𝑀<𝜇≤2𝑀

𝑎𝜇
∑︁

𝑈<𝑢62𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑢6𝑥

∑︁
𝑈<𝑢162𝑁
𝑥−𝑦<𝜇𝑢16𝑥

𝑒(𝛼((𝜇𝑢1)
3 − (𝑚𝑢)3)).

Разбивая сумму на три части, для которых соответственно выполняются условия 𝑚𝑢 < 𝜇𝑢1,
𝑚𝑢 = 𝜇𝑢1 и 𝑚𝑢 > 𝜇𝑢1, и имея в виду, что

∑︁
𝑀<𝑚,𝜇62𝑀

𝑎𝑚𝑎𝜇
∑︁

𝑈<𝑢,𝑢162𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑢=𝜇𝑢16𝑥

1 =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑟6𝑥

⎛⎜⎜⎝ ∑︁
𝑚|𝑟,𝑀<𝑚62𝑀
𝑈<𝑟/𝑚62𝑁

𝑎𝑚

⎞⎟⎟⎠
2

≪
∑︁

𝑥−𝑦<𝑟6𝑥

⎛⎝∑︁
𝑚∖𝑟

𝜏4(𝑚)

⎞⎠2

≪ 𝑦L 24,

получим

|𝑊 |2 =𝑊1 +𝑊2 +𝑂
(︀
𝑦L 24

)︀
, (2)

𝑊1 =
∑︁

𝑀<𝑚≤2𝑀

𝑎𝑚
∑︁

𝑀<𝜇≤2𝑀

𝑎𝜇
∑︁

𝑈<𝑢≤2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑢6𝑥

∑︁
𝑈<𝑢1≤2𝑁
𝑚𝑛<𝜇𝑢16𝑥

𝑒(𝛼((𝜇𝑢1)
3 − (𝑚𝑢)3)),

𝑊2 =
∑︁

𝑀<𝑚≤2𝑀

𝑎𝑚
∑︁

𝑀<𝜇≤2𝑀

𝑎𝜇
∑︁

𝑈<𝑢≤2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑢6𝑥

∑︁
𝑈<𝑢1≤2𝑁

𝑥−𝑦<𝜇𝑢1<𝑚𝑢

𝑒(𝛼((𝜇𝑢1)
3 − (𝑚𝑢)3)).

Имея в виду, что |𝑊1| = |𝑊2|, оценим только 𝑊1. В сумме по 𝑢1, делая замену переменной,
вместо 𝑢1 вводим переменную 𝑟 = 𝜇𝑢1 −𝑚𝑢, для которой выполняются условия

𝑚𝑢+ 𝑟 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝜇), 𝑈𝜇 < 𝑚𝑢+ 𝑟 6 2𝑁𝜇, 0 < 𝑟 6 𝑥−𝑚𝑢.

Тогда

(𝜇𝑢1)
3 − (𝑚𝑢)3 = (𝜇𝑢1 −𝑚𝑢)((𝑚𝑢)2 +𝑚𝑢𝜇𝑢1 + (𝜇𝑢1)

2) =

= 𝑟

(︃
(𝑚𝑢)2 +𝑚𝑢𝜇 · 𝑚𝑢+ 𝑟

𝜇
+

(︂
𝜇 · 𝑚𝑢+ 𝑟

𝜇

)︂2
)︃

= 𝑟(3(𝑚𝑢)2 + 3𝑚𝑢𝑟 + 𝑟2),

и сумма 𝑊1 принимает вид

𝑊1 =
∑︁

𝑀<𝑚≤2𝑀

𝑎𝑚
∑︁

𝑀<𝜇≤2𝑀

𝑎𝜇
∑︁

𝑈<𝑢≤2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑢6𝑥

∑︁
𝑈𝜇<𝑚𝑢+𝑟62𝑁𝜇

0<𝑟6𝑥−𝑚𝑢
𝑚𝑢+𝑟≡0(𝑚𝑜𝑑𝜇)

𝑒(𝛼𝑟(3(𝑚𝑢)2 + 3𝑚𝑢𝑟 + 𝑟2)) =

=
∑︁

𝑀<𝑚≤2𝑀

𝑎𝑚
∑︁

𝑀<𝜇≤2𝑀

𝑎𝜇
∑︁

0<𝑟<𝑦

∑︁
𝐹<𝑢≤𝐺

𝑚𝑢≡−𝑟(𝑚𝑜𝑑𝜇)

𝑒(𝛼𝑟(3(𝑚𝑢)2 + 3𝑚𝑢𝑟 + 𝑟2)),

где

𝐹 = max

(︂
𝑈,
𝑈𝜇− 𝑟

𝑚
,
𝑥− 𝑦

𝑚

)︂
, 𝐺 = min

(︂
2𝑁,

2𝑁𝜇− 𝑟

𝑚
,
𝑥

𝑚

)︂
.
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Разбивая сумму 𝑊1 на слагаемые, с условием (𝑚,𝜇) = 𝑑, 𝑑 6 2𝑀 , имеем

𝑊1 =
∑︁
𝑑62𝑀

∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀

𝑎𝑚
∑︁

𝑀<𝜇≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=𝑑

𝑎𝜇
∑︁

0<𝑟<𝑦

∑︁
𝐹<𝑢≤𝐺

𝑚𝑢≡−𝑟(𝑚𝑜𝑑𝜇)

𝑒(𝛼𝑟(3(𝑚𝑢)2 + 3𝑚𝑢𝑟 + 𝑟2)).

Условие (𝑚,𝜇) = 𝑑 в сумме 𝑊 равносильно условиям 𝑚 = �̂�𝑑, 𝜇 = �̂�𝑑, (�̂�, �̂�) = 1. Следо-
вательно, сравнение 𝑚𝑢 ≡ −𝑟(𝑚𝑜𝑑𝜇) разрешимо только в случае, если 𝑟 имеет вид 𝑟 = 𝑟𝑑.
Поэтому, заменив его на сравнение �̂�𝑢 ≡ −𝑟(𝑚𝑜𝑑 �̂�), а переменные суммирования 𝑚, 𝜇, 𝑟
соответственно на �̂�𝑑, �̂�𝑑, 𝑟 = 𝑟𝑑, найдем

𝑊1 =
∑︁
𝑑62𝑀

∑︁
𝑀<�̂�𝑑≤2𝑀

𝑎�̂�𝑑
∑︁

𝑀<�̂�𝑑≤2𝑀
(�̂�,�̂�)=1

𝑎�̂�𝑑
∑︁

0<𝑟𝑑<𝑦

∑︁
𝐹�̂��̂�<𝑢≤𝐺�̂��̂�
�̂�𝑢≡−𝑟(𝑚𝑜𝑑�̂�)

𝑒(𝛼𝑟𝑑3(3(�̂�𝑢)2 + 3�̂�𝑢𝑟 + 𝑟2)),

𝐹�̂��̂� = max

(︂
𝑈,
𝑈�̂�− 𝑟

�̂�
,
𝑥− 𝑦

�̂�𝑑

)︂
, 𝐺�̂��̂� = min

(︂
2𝑁,

2𝑁�̂�− 𝑟

�̂�
,
𝑥

�̂�𝑑

)︂
.

Сравнение �̂�𝑢 ≡ −𝑟(𝑚𝑜𝑑 �̂�) равносильно сравнению 𝑢 ≡ −𝑟�̂�−1
�̂� (𝑚𝑜𝑑 �̂�), где �̂�−1

�̂� определяется

из сравнения �̂��̂�−1
�̂� ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 �̂�). Поэтому, представляя 𝑢 в виде 𝑢 = −𝑟�̂�−1

�̂� + �̂��̂�, получим

𝑊1 =
∑︁
𝑑62𝑀

∑︁
𝑀<�̂�𝑑≤2𝑀

𝑎�̂�𝑑
∑︁

𝑀<�̂�𝑑≤2𝑀
(�̂�,�̂�)=1

𝑎�̂�𝑑
∑︁

0<𝑟𝑑<𝑦

∑︁
F�̂��̂�<�̂�≤G�̂��̂�

𝑒(𝛼𝑟𝑑3(𝑟2 + 𝑔(�̂�, �̂�, �̂�))),

F�̂��̂� =
𝐹�̂��̂�
�̂�

+
𝑟�̂�−1

�̂�

�̂�
, G�̂��̂� =

𝐺�̂��̂�
�̂�

+
𝑟�̂�−1

�̂�

�̂�
,

3(�̂�𝑢)2 + 3�̂�𝑢𝑟 + 𝑟2 = 3(�̂�(�̂��̂�− 𝑟�̂�−1
�̂� ))2 + 3�̂�(�̂��̂�− 𝑟�̂�−1

�̂� )𝑟 + 𝑟2 =

= 3(�̂��̂��̂�− 𝑟�̂��̂�−1
�̂� )2 + 3(�̂��̂��̂�− 𝑟�̂��̂�−1

�̂� )𝑟 + 𝑟2 = 𝑔(�̂�, �̂�, �̂�) + 𝑟2.

В сумме 𝑊1, ради удобства, обозначая переменные суммирования �̂�, �̂�, 𝑟 и �̂� через 𝑚, 𝜇,
𝑟 и 𝑢, получим

𝑊1 =
∑︁
𝑑62𝑀

∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦

𝑒(𝛼𝑑3𝑟3)𝑊 (𝑟, 𝑑),

𝑊 (𝑟, 𝑑) =
∑︁

𝑀<𝑚𝑑≤2𝑀

𝑎𝑚𝑑
∑︁

𝑀<𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1

𝑎𝜇𝑑
∑︁

F𝑚𝜇<𝑢≤G𝑚𝜇

𝑒(3𝛼𝑟𝑑3𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇)),

F𝑚𝜇 =
𝐹𝑚𝜇 + 𝑟𝑚−1

𝜇

𝜇
, 𝐹𝑚𝜇 = max

(︂
𝑈,
𝑈𝜇− 𝑟

𝑚
,
𝑥− 𝑦

𝑚𝑑

)︂
,

G𝑚𝜇 =
𝐺𝑚𝜇 + 𝑟𝑚−1

𝜇

𝜇
, 𝐺𝑚𝜇 = min

(︂
2𝑁,

2𝑁𝜇− 𝑟

𝑚
,
𝑥

𝑚𝑑

)︂
,

𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇) = (𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1
𝜇 )2 + (𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1

𝜇 )𝑟.

(3)

Разобьем в 𝑊1 отрезок суммирования по 𝑑 на не более чем L интервалов вида 𝐷 < 𝑑 6 2𝐷,
𝐷 6𝑀 . Получим не более L сумм 𝑊 (𝐷) вида

𝑊 (𝐷) 6
∑︁

𝐷<𝑑62𝐷

∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦

|𝑊 (𝑟, 𝑑)|. (4)

Имея в виду, что 𝐷 6𝑀 и 𝑀 ≫ L 2𝐴+8, рассмотрим два случая: 𝐷 > L 2𝐴+8 и 𝐷 6 L 2𝐴+8.
2. Оценка 𝑊 (𝐷), 𝐷 > L 2𝐴+8. В сумме 𝑊 (𝑟, 𝑑) оценим сверху длину интервала сумми-

рования по 𝑢, воспользовавшись условием 𝑀 6 𝑦
1
4 . Тогда имеем

G𝑚𝜇 − F𝑚𝜇 + 1 =
𝐺𝑚𝜇 − 𝐹𝑚𝜇

𝜇
+ 1 6

𝑦

𝑚𝜇𝑑
+ 1 <

𝑦𝑑

𝑀2
+ 1 6

2𝑦𝑑

𝑀2
.
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Подставляя эту оценку в правую часть (4), воспользовавшись соотношением |𝑎𝑚| 6 𝜏5(𝑚),
затем леммой 3, последовательно получим

𝑊 (𝐷) ≪
∑︁

𝐷<𝑑62𝐷

∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦

∑︁
𝑀<𝑚𝑑≤2𝑀

𝜏4(𝑚𝑑)
∑︁

𝑀<𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1

𝜏4(𝜇𝑑)(G𝑚𝜇 − F𝑚𝜇 + 1) ≪

≪
∑︁

𝐷<𝑑62𝐷

𝜏24 (𝑑)
𝑦

𝑑

∑︁
𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀

(𝑚,𝜇)=1

𝜏4(𝑚𝜇)
𝑦𝑑

𝑀2
≪ 𝑦2

𝑀2

∑︁
𝐷<𝑑62𝐷

𝜏24 (𝑑)

⎛⎝ ∑︁
𝑀𝑑−1<𝑚62𝑀𝑑−1

𝜏4(𝑛)

⎞⎠2

≪

≪ 𝑦2L 6

𝐷2

∑︁
𝐷<𝑑62𝐷

𝜏24 (𝑑) ≪
𝑦2L 6

𝐷(ln𝐷)−15
<

𝑦2L 6

L 2𝐴+8((2𝐴+ 8) lnL )−15
≪ 𝑦2

L 2𝐴+1
.

3. Далее всюду будем считать, что 𝐷 < 𝑑 6 2𝐷 и 𝐷 6 L 2𝐴+8. Возводя неравенство (4) в
квадрат и применяя неравенство Коши, получим

𝑊 2(𝐷) 6 𝑦
∑︁

𝐷<𝑑62𝐷

∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦

|𝑊 (𝑟, 𝑑)|2, (5)

|𝑊 (𝑟, 𝑑)|2 =
∑︁

𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1

𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑
∑︁

𝑀<𝑛𝑑,𝜈𝑑≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1

𝑎𝑛𝑑𝑎𝜈𝑑
∑︁

F𝑚𝜇<𝑢≤G𝑚𝜇

∑︁
F𝑛𝜈<𝑢1≤G𝑛𝜈

𝑒(3𝛼𝑟𝑑3(𝑔(𝑢1, 𝑛, 𝜈)− 𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇))),

F𝑛𝜈 =
𝐹𝑛𝜈
𝜈

+
𝑟𝑛−1

𝜈

𝜈
, 𝐹𝑛𝜈 = max

(︂
𝑈,
𝑈𝜈 − 𝑟

𝑛
,
𝑥− 𝑦

𝑛𝑑

)︂
,

G𝑛𝜈 =
𝐺𝑛𝜈 + 𝑟𝑛−1

𝜈

𝜈
, 𝐺𝑛𝜈 = min

(︂
2𝑁,

2𝑁𝜈 − 𝑟

𝑛
,
𝑥

𝑛𝑑

)︂
.

(6)

Воспользовавшись явным видом 𝑔(𝑢1, 𝑛, 𝜈)− 𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇) в |𝑊 (𝑟, 𝑑)|2, то есть соотношением

𝑔(𝑢1, 𝑛, 𝜈)− 𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇) =

= (𝑛𝜈𝑢1 − 𝑟𝑛𝑛−1
𝜈 )2 + (𝑛𝜈𝑢1 − 𝑟𝑛𝑛−1

𝜈 )𝑟 − (𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1
𝜇 )2 − (𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1

𝜇 )𝑟 =

= (𝑛𝜈𝑢1 − 𝑟𝑛𝑛−1
𝜈 −𝑚𝜇𝑢+ 𝑟𝑚𝑚−1

𝜇 )(𝑛𝜈𝑢1 +𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1
𝜇 − 𝑟𝑛𝑛−1

𝜈 + 𝑟),

(7)

разбивая сумму |𝑊 (𝑟, 𝑑)|2 на три суммы 𝑊𝑟𝑑, 𝑊 ′
𝑟𝑑 и 𝑊

′′
𝑟𝑑, найдем

|𝑊 (𝑟, 𝑑)|2 =𝑊𝑟𝑑 +𝑊 ′
𝑟𝑑 +𝑊 ′′

𝑟𝑑, (8)

𝑊𝑟𝑑 =
∑︁

𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1

𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑
∑︁

𝑀<𝑛𝑑,𝜈𝑑≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1

𝑎𝑛𝑑𝑎𝜈𝑑
∑︁

F𝑚𝜇<𝑢≤G𝑚𝜇

∑︁
F𝑛𝜈<𝑢1≤G𝑛𝜈

𝑛𝜈𝑢1−𝑟𝑛𝑛−1
𝜈 >𝑚𝜇𝑢−𝑟𝑚𝑚−1

𝜇

𝑒(3𝛼𝑟𝑑3(𝑔(𝑢1, 𝑛, 𝜈)− 𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇))),

𝑊 ′
𝑟𝑑 =

∑︁
𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀

(𝑚,𝜇)=1

𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑
∑︁

𝑀<𝑛𝑑,𝜈𝑑≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1

𝑎𝑛𝑑𝑎𝜈𝑑
∑︁

F𝑚𝜇<𝑢≤G𝑚𝜇

∑︁
F𝑛𝜈<𝑢1≤G𝑛𝜈

𝑛𝜈𝑢1−𝑟𝑛𝑛−1
𝜈 <𝑚𝜇𝑢−𝑟𝑚𝑚−1

𝜇

𝑒(3𝛼𝑟𝑑3(𝑔(𝑢1, 𝑛, 𝜈)− 𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇))),

𝑊 ′′
𝑟𝑑 =

∑︁
𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀

(𝑚,𝜇)=1

𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑
∑︁

𝑀<𝑛𝑑,𝜈𝑑≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1

𝑎𝑛𝑑𝑎𝜈𝑑
∑︁

F𝑚𝜇<𝑢≤G𝑚𝜇

∑︁
F𝑛𝜈<𝑢1≤G𝑛𝜈

𝑛𝜈𝑢1−𝑟𝑛𝑛−1
𝜈 =𝑚𝜇𝑢−𝑟𝑚𝑚−1

𝜇

1.

4. Оценка 𝑊 ′′
𝑟𝑑. Пользуясь определениями параметров 𝐹𝑚𝜇, 𝐺𝑚𝜇, 𝐹𝑛𝜈 и 𝐺𝑛𝜈 , то есть со-

отношениями (3) и (6), легко показать, что условия F𝑚𝜇 < 𝑢 ≤ G𝑚𝜇 и F𝑛𝜈 < 𝑢1 ≤ G𝑛𝜈
соответственно равносильны условиям

max

(︂
𝑈𝑚,𝑈𝜇− 𝑟,

𝑥− 𝑦

𝑑

)︂
< 𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1

𝜇 6 min
(︁
2𝑁𝑚, 2𝑁𝜇− 𝑟,

𝑥

𝑑

)︁
,

max

(︂
𝑈𝑛,𝑈𝜈 − 𝑟,

𝑥− 𝑦

𝑑

)︂
< 𝑛𝜈𝑢1 − 𝑟𝑛𝑛−1

𝜈 6 min
(︁
2𝑁𝑛, 2𝑁𝜈 − 𝑟,

𝑥

𝑑

)︁
.
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Поэтому, вводя обозначение ℎ = 𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1
𝜇 = 𝑛𝜈𝑢1 − 𝑟𝑛𝑛−1

𝜈 , найдем

𝑊 ′′
𝑟𝑑 =

∑︁
𝑥−𝑦<ℎ𝑑6𝑥

𝜔2(ℎ), 𝜔(ℎ) =
∑︁

ℎ=𝑚𝜇𝑢−𝑟𝑚𝑚−1
𝜇

𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀, (𝑚,𝜇)=1
F𝑚𝜇<𝑢6G𝑚𝜇

𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑.

Из условий ℎ = 𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1
𝜇 и 𝑚𝑚−1

𝜇 = 1 + 𝜇𝑡, 𝑡 — целое, следует, что

ℎ+ 𝑟 = 𝑚𝜇𝑢− 𝑟(𝑚𝑚−1
𝜇 − 1) = 𝜇(𝑚𝑢− 𝑟𝑡),

то есть 𝜇 является делителем числа ℎ+ 𝑟, следовательно,

𝜔(ℎ) 6
∑︁
𝑚∖ℎ

𝑀<𝑚𝑑≤2𝑀

|𝑎𝑚𝑑|
∑︁
𝜇∖ℎ+𝑟

𝑀<𝜇𝑑≤2𝑀 (𝑚,𝜇)=1

F𝑚𝜇<
ℎ

𝑚𝜇
+

𝑟𝑚−1
𝜇
𝜇

6G𝑚𝜇

|𝑎𝜇𝑑| ≪
∑︁
𝑚∖ℎ

𝜏4(𝑚𝑑)
∑︁
𝜇∖ℎ+𝑟

𝜏4(𝜇𝑑) 6 𝜏24 (𝑑)𝜏5(ℎ)𝜏5(ℎ+ 𝑟).

Отсюда, воспользовавшись леммой 3, найдем

|𝑊 ′′
𝑟𝑑| ≪ 𝜏44 (𝑑)

∑︁
𝑥−𝑦<ℎ𝑑6𝑥

𝜏25 (ℎ)𝜏
2
5 (ℎ+ 𝑟) ≪ 𝑦L 54−1 𝜏

4
4 (𝑑)

𝑑
.

Отсюда с учетом (8) и (5), имея в виду, что |𝑊𝑟𝑑| = |𝑊 ′
𝑟𝑑|, получим

𝑊 2(𝐷) ≪ 𝑦
∑︁

𝐷<𝑑62𝐷

∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦

|𝑊𝑟𝑑|+ 𝑦3L 54−1. (9)

5. Преобразуем 𝑊𝑟𝑑 так, чтобы сумма по 𝑢 стала линейной. Для этого, делая замену
переменных, вместо 𝑢1 вводим 𝜎 = 𝑛𝜈𝑢1 −𝑚𝜇𝑢, с областью изменения вида

Ω =

{︂
𝜎 : 𝑚𝜇𝑢+ 𝜎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈), F𝑛𝜈 <

𝑚𝜇𝑢+ 𝜎

𝑛𝜈
6 G𝑛𝜈 , 𝜎 > 𝑟𝑛𝑛−1

𝜈 − 𝑟𝑚𝑚−1
𝜇

}︂
.

При этом, воспользовавшись соотношением (7), представим разность 𝑔(𝑢1, 𝑛, 𝜈)− 𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇)
как функцию 𝜎, то есть

𝑔(𝑢1, 𝑛, 𝜈)−𝑔(𝑢,𝑚, 𝜇) = (𝑛𝜈𝑢1 −𝑚𝜇𝑢+ 𝑟𝑚𝑚−1
𝜇 − 𝑟𝑛𝑛−1

𝜈 )(𝑛𝜈𝑢1 +𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1
𝜇 − 𝑟𝑛𝑛−1

𝜈 + 𝑟) =

= (𝜎 + 𝑟𝑚𝑚−1
𝜇 − 𝑟𝑛𝑛−1

𝜈 )(𝜎 + 2𝑚𝜇𝑢− 𝑟𝑚𝑚−1
𝜇 − 𝑟𝑛𝑛−1

𝜈 + 𝑟) = 𝑔1(𝑢, 𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈),

и сумма 𝑊𝑟𝑑 принимает вид

𝑊𝑟𝑑 =
∑︁

𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1

𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑
∑︁

𝑀<𝑛𝑑,𝜈𝑑≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1

𝑎𝑛𝑑𝑎𝜈𝑑
∑︁

F𝑚𝜇<𝑢≤G𝑚𝜇

∑︁
𝜎∈Ω

𝑒
(︀
3𝛼𝑟𝑑3𝑔1(𝑢, 𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈)

)︀
.

Воспользовавшись определениями области Ω и параметров F𝑚𝜇, G𝑛𝜈 , найдём возможно допу-
стимую верхнюю границу изменения переменной суммирования 𝜎. Имеем

𝜎 6 𝑛𝜈G𝑛𝜈 −𝑚𝜇𝑢 6 𝑛𝜈G𝑛𝜈 −𝑚𝜇F𝑚𝜇 = 𝑛𝜈
𝐺𝑛𝜈 + 𝑟𝑛−1

𝜈

𝜈
−𝑚𝜇

𝐹𝑚𝜇 + 𝑟𝑚−1
𝜇

𝜇
=

= 𝑛𝐺𝑛𝜈 −𝑚𝐹𝑚𝜇 + 𝑟𝑛𝑛−1
𝜈 − 𝑟𝑚𝑚−1

𝜇 = 𝑛min

(︂
2𝑁,

2𝑁𝜈 − 𝑟

𝑛
,
𝑥

𝑛𝑑

)︂
−

−𝑚max

(︂
𝑈,
𝑈𝜇− 𝑟

𝑚
,
𝑥− 𝑦

𝑚𝑑

)︂
+ 𝑟𝑛𝑛−1

𝜈 − 𝑟𝑚𝑚−1
𝜇 6

𝑦

𝑑
− 𝑟𝑚𝑚−1

𝜇 + 𝑟𝑛𝑛−1
𝜈 .
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С учётом найденной границы в 𝑊𝑟𝑑, сделав сумму по 𝑢 внутренней, найдём

𝑊𝑟𝑑 =
∑︁

𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1

𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑
∑︁

𝑀<𝑛𝑑,𝜈𝑑≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1

𝑎𝑛𝑑𝑎𝜈𝑑
∑︁
𝜎∈Ω1

∑︁
𝑢∈U

𝑒
(︀
3𝛼𝑟𝑑3𝑔1(𝑢, 𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈)

)︀
,

Ω1 =
{︁
𝜎 : 0 < 𝜎 + 𝑟𝑚𝑚−1

𝜇 − 𝑟𝑛𝑛−1
𝜈 6

𝑦

𝑑

}︁
,

U =

{︂
𝑢 : 𝑚𝜇𝑢+ 𝜎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈),

F𝑛𝜈𝑛𝜈 − 𝜎

𝑚𝜇
< 𝑢 6

G𝑛𝜈𝑛𝜈 − 𝜎

𝑚𝜇
, F𝑚𝜇 < 𝑢 ≤ G𝑚𝜇

}︂
,

то есть в 𝑊𝑟𝑑 внутренняя сумма стала линейной, переменная суммирования 𝑢 пробе-
гает те значения из своего сплошного интервала изменения, которые являются решением
линейного сравнения.

6. Разбивая сумму 𝑊𝑟𝑑 на слагаемые с условием (𝑚𝜇, 𝑛𝜈) = 𝛿, 𝛿 6 4𝑀2𝑑−2, имеем

𝑊𝑟𝑑 =
∑︁

𝛿64𝑀2𝑑−2

∑︁
𝑀<𝑚𝑑,𝜇𝑑≤2𝑀

(𝑚,𝜇)=1

𝑎𝑚𝑑𝑎𝜇𝑑
∑︁

𝑀<𝑛𝑑,𝜈𝑑≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1, (𝑚𝜇,𝑛𝜈)=𝛿

𝑎𝑛𝑑𝑎𝜈𝑑
∑︁
𝜎∈Ω1

∑︁
𝑢∈U

𝑒
(︀
3𝛼𝑟𝑑3𝑔1(𝑢, 𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈)

)︀
.

Условия (𝑚𝜇, 𝑛𝜈) = 𝛿 с учётом условий (𝑚,𝜇) = 1 и (𝑛, 𝜈) = 1 в сумме 𝑊𝑟𝑑 равносильны
условиям

𝑚𝜇 = �̂��̂�𝛿, (�̂�, �̂�) = 1, 𝑛𝜈 = �̂�𝜈𝛿, (�̂�, 𝜈) = 1, (�̂��̂�, �̂��̂�) = 1,

𝑚 = �̂�𝜂, 𝜂∖𝛿, 𝜇 = �̂�𝛿/𝜂, (𝜂, 𝛿/𝜂) = 1, 𝑛 = �̂�𝜆, 𝜆∖𝛿, 𝜈 = 𝜈𝛿/𝜆, (𝜆, 𝛿/𝜆) = 1.

Следовательно, в области U сравнение

𝑚𝜇𝑢+ 𝜎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈)

разрешимо только в случае, если 𝜎 имеет вид 𝜎 = �̂�𝛿. Поэтому, заменяя переменные сум-
мирования 𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈, 𝜎 соответственно на �̂�𝜂, �̂�𝛿/𝜂, �̂�𝜆, 𝜈𝛿/𝜆, �̂�𝛿, перепишем предыдущее
сравнение в виде

�̂��̂�𝑢 ≡ −�̂�(𝑚𝑜𝑑 �̂�𝜈),

при этом параметры F𝑚𝜇, 𝐹𝑚𝜇, G𝑚𝜇, 𝐺𝑚𝜇, F𝑛𝜈 , 𝐹𝑛𝜈 , G𝑛𝜈 , 𝐺𝑛𝜈 и функция 𝑔1(𝑢, 𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈)
соответственно превращаются в параметры F�̂�𝜂, �̂�𝛿/𝜂, 𝐹�̂�𝜂, �̂�𝛿/𝜂, G�̂�𝜂, �̂�𝛿/𝜂, 𝐺�̂�𝜂, �̂�𝛿/𝜂, F�̂�𝜆, 𝜈𝛿/𝜆,
𝐹�̂�𝜆, 𝜈𝛿/𝜆, G�̂�𝜆, 𝜈𝛿/𝜆, 𝐺�̂�𝜆, 𝜈𝛿/𝜆, и функцию 𝑔1(𝑢) = 𝑔1(𝑢, �̂�𝛿, �̂�𝜂, �̂�𝛿/𝜂, �̂�𝜆, 𝜈𝛿/𝜆), которые имеют
вид

F�̂�𝜂, �̂�𝛿/𝜂 =
𝐹�̂�𝜂, �̂�𝛿/𝜂

�̂�𝛿/𝜂
+
𝑟(�̂�𝜂)−1

�̂�𝛿/𝜂

�̂�𝛿/𝜂
, 𝐹�̂�𝜂, �̂�𝛿/𝜂 = max

(︂
𝑈,
𝑈�̂�𝛿/𝜂 − 𝑟

�̂�𝜂
,
𝑥− 𝑦

�̂�𝜂𝑑

)︂
,

G�̂�𝜂, �̂�𝛿/𝜂 =
𝐺�̂�𝜂, �̂�𝛿/𝜂

�̂�𝛿/𝜂
+
𝑟(�̂�𝜂)−1

�̂�𝛿/𝜂

�̂�𝛿/𝜂
, 𝐺�̂�𝜂, �̂�𝛿/𝜂 = min

(︂
2𝑁,

2𝑁�̂�𝛿/𝜂 − 𝑟

�̂�𝜂
,
𝑥

�̂�𝜂𝑑

)︂
,

F�̂�𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 =
𝐹�̂�𝜆, 𝜈𝛿/𝜆

𝜈𝛿/𝜆
+
𝑟(�̂�𝜆)−1

𝜈𝛿/𝜆

𝜈𝛿/𝜆
, 𝐹�̂�𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 = max

(︂
𝑈,
𝑈𝜈𝛿/𝜆− 𝑟

�̂�𝜆
,
𝑥− 𝑦

�̂�𝜆𝑑

)︂
,

G�̂�𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 =
𝐺�̂�𝜆, 𝜈𝛿/𝜆

𝜈𝛿/𝜆
+
𝑟(�̂�𝜆)−1

𝜈𝛿/𝜆

𝜈𝛿/𝜆
, 𝐺�̂�𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 = min

(︂
2𝑁,

2𝑁𝜈𝛿/𝜆− 𝑟

�̂�𝜆
,
𝑥− 𝑦

�̂�𝜆𝑑

)︂
,

𝑔1(𝑢, �̂�𝛿, �̂�𝜂, �̂�𝛿/𝜂, �̂�𝜆, 𝜈𝛿/𝜆) =
(︁
�̂�𝛿 + 𝑟�̂�𝜂 (�̂�𝜂)−1

�̂�𝛿/𝜂 − 𝑟�̂�𝜆 (�̂�𝜆)−1
𝜈𝛿/𝜆

)︁
×

×
(︁
�̂�𝛿 + 2�̂��̂�𝛿𝑢− 𝑟�̂�𝜂 (�̂�𝜂)−1

�̂�𝛿/𝜂 − 𝑟�̂�𝜆 (�̂�𝜆)−1
𝜈𝛿/𝜆 + 𝑟

)︁
,
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и сумма 𝑊𝑟𝑑 представится в виде

𝑊𝑟𝑑 =
∑︁

𝛿64𝑀2𝑑−2

∑︁
𝜂|𝛿

(𝜂,𝛿/𝜂)=1

∑︁
𝜆|𝛿

(𝜆,𝛿/𝜆)=1

𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆), (10)

𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆) =
∑︁

𝑀<𝑑�̂�𝜂,𝑑�̂�𝛿/𝜂≤2𝑀
(�̂�,�̂�)=1

𝑎𝑑�̂�𝜂𝑎𝑑�̂�𝛿/𝜂
∑︁

𝑀<𝑑�̂�𝜆,𝑑𝜈𝛿/𝜆≤2𝑀
(�̂�,𝜈)=1, (�̂��̂�,�̂�𝜈)=1

𝑎𝑑�̂�𝜆𝑎𝑑𝜈𝛿/𝜆
∑︁
�̂�

∑︁
𝑢

𝑒
(︀
3𝛼𝑟𝑑3𝑔1(𝑢)

)︀
,

где суммирование ведётся по тем �̂� и 𝑢, для которых соответственно выполняются условия

� 0 < �̂�𝛿 + 𝑟�̂�𝜂(�̂�𝜂)−1
�̂�𝛿/𝜂 − 𝑟�̂�𝜆(�̂�𝜆)−1

𝜈𝛿/𝜆 6
𝑦

𝑑
;

� �̂��̂�𝑢+ �̂� ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 �̂�𝜈),
F�̂�𝜆, 𝜈𝛿/𝜆�̂�𝜈

�̂��̂�
< 𝑢+

�̂�

�̂��̂�
6

G�̂�𝜆, 𝜈𝛿/𝜆�̂�𝜈

�̂��̂�
, F�̂�𝜂, �̂�𝛿/𝜂 < 𝑢 ≤ G�̂�𝜂, �̂�𝛿/𝜂.

Подставляя правую часть (10) в соотношение (9), получим

𝑊 2(𝐷) ≪ 𝑦
∑︁

𝐷<𝑑62𝐷

∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦

∑︁
𝛿64𝑀2𝑑−2

∑︁
𝜂|𝛿

(𝜂,𝛿/𝜂)=1

∑︁
𝜆|𝛿

(𝜆,𝛿/𝜆)=1

|𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆)|+ 𝑦3L 54−1. (11)

Разбивая отрезок суммирования по 𝛿 не более чем на L интервалов вида 𝐵 < 𝛿 6 2𝐵,
𝐵 6 2𝑀2𝑑−2, получим не более L сумм 𝑊 2

𝐵(𝐷) вида

𝑊𝐵(𝐷) ≪ 𝑦
∑︁

𝐷<𝑑62𝐷

∑︁
0<𝑟𝑑<𝑦

∑︁
𝐵<𝛿62𝐵

∑︁
𝜂|𝛿

(𝜂,𝛿/𝜂)=1

∑︁
𝜆|𝛿

(𝜆,𝛿/𝜆)=1

|𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆)|. (12)

В сумме 𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆), ради удобства обозначая переменные суммирования �̂�, �̂�, �̂�, 𝜈 и �̂� соот-
ветственно через 𝑚, 𝑛, 𝜇, 𝜈 и 𝜎, также выражение 𝑚𝜂(𝑚𝜂)−1

𝜇𝛿/𝜂 − 𝑛𝜆(𝑛𝜆)−1
𝜈𝛿/𝜆 через 𝜅, получим

𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆) =
∑︁

𝑀<𝑑𝑚𝜂,𝑑𝜇𝛿/𝜂≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1

𝑎𝑑𝑚𝜂𝑎𝑑𝜇𝛿/𝜂
∑︁

𝑀<𝑑𝑛𝜆,𝑑𝜈𝛿/𝜆≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1, (𝑚𝜇,𝑛𝜈)=1

𝑎𝑑𝑛𝜆𝑎𝑑𝜈𝛿/𝜆
∑︁
𝜎

∑︁
𝑢

𝑒
(︀
3𝛼𝑟𝑑3𝑔1(𝑢)

)︀
,

𝑔1(𝑢, . . .) = 𝑔1(𝑢, 𝜎𝛿,𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂, 𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆) =

= (𝜎𝛿 + 𝑟𝜅)
(︁
𝜎𝛿 + 2𝑚𝜇𝛿𝑢− 𝑟𝑚𝜂(𝑚𝜂)−1

𝜇𝛿/𝜂 − 𝑟𝑛𝜆(𝑛𝜆)−1
𝜈𝛿/𝜆 + 𝑟

)︁
,

где суммирование ведётся по тем 𝜎 и 𝑢, для которых соответственно выполняются условия

0 < 𝜎𝛿 + 𝑟𝜅 6
𝑦

𝑑
, 𝑚𝜇𝑢+ 𝜎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈), (13)

F𝑛𝜆,𝜈𝛿/𝜆𝑛𝜈

𝑚𝜇
< 𝑢+

𝜎

𝑚𝜇
6

G𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆𝑛𝜈

𝑚𝜇
, F𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 < 𝑢 6 G𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂,

где

F𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 =
𝐹𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂

𝜇𝛿/𝜂
+
𝑟(𝑚𝜂)−1

𝜇𝛿/𝜂

𝜇𝛿/𝜂
, 𝐹𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 = max

(︂
𝑈,
𝑈𝜇𝛿/𝜂 − 𝑟

𝑚𝜂
,
𝑥− 𝑦

𝑚𝜂𝑑

)︂
,

G𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 =
𝐺𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂

𝜇𝛿/𝜂
+
𝑟(𝑚𝜂)−1

𝜇𝛿/𝜂

𝜇𝛿/𝜂
, 𝐺𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 = min

(︂
2𝑁,

2𝑁𝜇𝛿/𝜂 − 𝑟

𝑚𝜂
,
𝑥

𝑚𝜂𝑑

)︂
,

F𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 =
𝐹𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆

𝜈𝛿/𝜆
+
𝑟(𝑛𝜆)−1

𝜈𝛿/𝜆

𝜈𝛿/𝜆
, 𝐹𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 = max

(︂
𝑈,
𝑈𝜈𝛿/𝜆− 𝑟

𝑛𝜆
,
𝑥− 𝑦

𝑛𝜆𝑑

)︂
,

G𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 =
𝐺𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆

𝜈𝛿/𝜆
+
𝑟(𝑛𝜆)−1

𝜈𝛿/𝜆

𝜈𝛿/𝜆
, 𝐺𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 = min

(︂
2𝑁,

2𝑁𝜈𝛿/𝜆− 𝑟

𝑛𝜆
,
𝑥− 𝑦

𝑛𝜆𝑑

)︂
.

(14)
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Сравнение 𝑚𝜇𝑢+ 𝜎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈) равносильно сравнению

𝑢 ≡ −𝜎𝑚−1
𝑛𝜈 𝜇

−1
𝑛𝜈 (𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈),

где числа 𝑚−1
𝑛𝜈 и 𝜇−1

𝑛𝜈 соответственно определяются из сравнений

𝑚𝑚−1
𝑛𝜈 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈), 𝜇𝜇−1

𝑛𝜈 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑛𝜈).

Поэтому, представляя 𝑢 в виде 𝑢 = 𝑛𝜈�̂�− 𝜎𝑚−1
𝑛𝜈 𝜇

−1
𝑛𝜈 , получим

𝑊𝑟𝑑(𝛿,𝜂, 𝜆) =
∑︁

𝑀<𝑑𝑚𝜂,𝑑𝜇𝛿/𝜂≤2𝑀
(𝑚,𝜇)=1

𝑎𝑑𝑚𝜂𝑎𝑑𝜇𝛿/𝜂
∑︁

𝑀<𝑑𝑛𝜆,𝑑𝜈𝛿/𝜆≤2𝑀
(𝑛,𝜈)=1, (𝑚𝜇,𝑛𝜈)=1

𝑎𝑑𝑛𝜆𝑎𝑑𝜈𝛿/𝜆
∑︁
𝜎

∑︁
�̂�

𝑒
(︀
3𝛼𝑟𝑑3𝑔2(�̂�, 𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈, 𝛿, 𝜂, 𝜆)

)︀
,

𝑔2(�̂�,𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈, 𝛿, 𝜂, 𝜆) = 𝑔1(𝑛𝜈�̂�− 𝜎𝑚−1
𝑛𝜈 𝜇

−1
𝑛𝜈 , 𝜎𝛿,𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂, 𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆) =

= (𝜎𝛿 + 𝑟𝜅)
(︁
𝜎𝛿 + 2𝑚𝜇𝛿

(︀
𝑛𝜈�̂�− 𝜎𝑚−1

𝑛𝜈 𝜇
−1
𝑛𝜈

)︀
− 𝑟𝑚𝜂(𝑚𝜂)−1

𝜇𝛿/𝜂 − 𝑟𝑛𝜆(𝑛𝜆)−1
𝜈𝛿/𝜆 + 𝑟

)︁
=

= 2𝑚𝜇𝑛𝜈𝛿�̂� (𝜎𝛿 + 𝑟𝜅) + 𝑔3,

где 𝑔3 часть 𝑔2(�̂�, 𝜎,𝑚, 𝜇, 𝑛, 𝜈, 𝛿, 𝜂, 𝜆), не зависящая от �̂� и имеющая вид

𝑔3 = (𝜎𝛿 + 𝑟𝜅)
(︁
𝜎𝛿 − 2𝜎𝛿𝑚𝑚−1

𝑛𝜈 𝜇𝜇
−1
𝑛𝜈 − 𝑟𝑚𝜂(𝑚𝜂)−1

𝜇𝛿/𝜂 − 𝑟𝑛𝜆(𝑛𝜆)−1
𝜈𝛿/𝜆 + 𝑟

)︁
,

при этом область суммирования по �̂� определяется неравенствами, которые получаются из
(13) и имеют вид

F𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆

𝑚𝜇
− 𝜎

𝑚𝜇𝑛𝜈
+
𝜎𝑚−1

𝑛𝜈 𝜇
−1
𝑛𝜈

𝑛𝜈
<�̂� 6

G𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆

𝑚𝜇
− 𝜎

𝑚𝜇𝑛𝜈
+
𝜎𝑚−1

𝑛𝜈 𝜇
−1
𝑛𝜈

𝑛𝜈
,

F𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 + 𝜎𝑚−1
𝑛𝜈 𝜇

−1
𝑛𝜈

𝑛𝜈
<�̂� 6

G𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 + 𝜎𝑚−1
𝑛𝜈 𝜇

−1
𝑛𝜈

𝑛𝜈
.

(15)

Переходя к оценкам, воспользовавшись условием 𝑎𝑚 6 𝜏4(𝑚) и известным неравенством
𝜏4(𝑘𝑙) 6 𝜏4(𝑘)𝜏4(𝑙), получим

𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆) 6
∑︁

𝑀<𝑑𝑚𝜂, 𝑑𝜇𝛿/𝜂62𝑀
(𝑚,𝜇)=1

𝜏4(𝑑𝑚𝜂)𝜏4(𝑑𝜇𝛿/𝜂)
∑︁

𝑀<𝑑𝑛𝜆,𝑑𝜈𝛿/𝜆62𝑀
(𝑛,𝜈)=1, (𝑚𝜇,𝑛𝜈)=1

𝜏4(𝑑𝑛𝜆)𝜏4(𝑑𝜈𝛿/𝜆)
∑︁
𝜎6𝑦/𝑑

𝜎≡𝜅𝑟(𝑚𝑜𝑑 𝛿)

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
�̂�

𝑒
(︀
6𝛼𝑟𝑑3𝑚𝜇𝑛𝜈𝛿𝜎�̂�

)︀⃒⃒⃒⃒⃒ 6
6 𝜏24 (𝛿)𝜏

4
4 (𝑑)

∑︁
𝑀<𝑑𝑚𝜂, 𝑑𝜇𝛿/𝜂62𝑀

(𝑚,𝜇)=1

𝜏4(𝑚𝜇)
∑︁

𝑀<𝑑𝑛𝜆,𝑑𝜈𝛿/𝜆62𝑀
(𝑛,𝜈)=1, (𝑚𝜇,𝑛𝜈)=1

𝜏4(𝑛𝜈)
∑︁
𝜎6𝑦/𝑑

𝜎≡𝜅𝑟(𝑚𝑜𝑑 𝛿)

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
�̂�

𝑒
(︀
6𝛼𝑟𝑑3𝑚𝜇𝑛𝜈𝛿𝜎�̂�

)︀⃒⃒⃒⃒⃒ =
= 𝜏24 (𝛿)𝜏

4
4 (𝑑)

∑︁
𝑀4<𝑑4𝛿2𝑡616𝑀4

𝜏4(𝑡)𝜉(𝑡)
∑︁
𝜎6𝑦/𝑑

𝜎≡𝜅𝑟(𝑚𝑜𝑑 𝛿)

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
�̂�

𝑒
(︀
6𝛼𝑟𝑑3𝑡𝛿𝜎�̂�

)︀⃒⃒⃒⃒⃒ ,
𝜉(𝑡) =

∑︁
𝑡=𝑚𝜇𝑛𝜈, (𝑚,𝜇)=(𝑛,𝜈)=(𝑚𝜇,𝑛𝜈)=1
𝑀<𝑑𝑚𝜂,𝑑𝜇𝛿/𝜂,𝑑𝑛𝜆,𝑑𝜈𝛿/𝜆62𝑀

1 6 𝜏4(𝑡).

Оценим сверху величину U – длину интервала суммирования по �̂� в 𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆). Воспользо-
вавшись определениями параметров F𝑚𝜇, G𝑚𝜇, F𝑛𝜈 и G𝑛𝜈 из (14), затем неравенствами (15),
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имеем

U 6
G𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 − F𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆

𝑚𝜇
=

1

𝑚𝜇

(︃
𝐺𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆

𝜈𝛿/𝜆
+
𝑟(𝑛𝜆)−1

𝜈𝛿/𝜆

𝜈𝛿/𝜆
−
𝐹𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆

𝜈𝛿/𝜆
−
𝑟(𝑛𝜆)−1

𝜈𝛿/𝜆

𝜈𝛿/𝜆

)︃
=

=
𝐺𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆 − 𝐹𝑛𝜆, 𝜈𝛿/𝜆

𝑚𝜇 · 𝜈𝛿/𝜆
=

1

𝑚𝜇𝜈𝛿/𝜆

(︂
min

(︂
2𝑁,

2𝑁𝜈𝛿/𝜆− 𝑟

𝑛𝜆
,
𝑥

𝑛𝜆𝑑

)︂
−

−max

(︂
𝑈,
𝑈𝜈𝛿/𝜆− 𝑟

𝑛𝜆
,
𝑥− 𝑦

𝑛𝜆𝑑

)︂)︂
6

1

𝑚𝜇𝜈𝛿/𝜆
· 𝑦

𝑛𝜆𝑑
6
𝑦𝛿𝑑3

𝑀4
,

U 6
G𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 − F𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂

𝑛𝜈
=
𝐺𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂 − 𝐹𝑚𝜂, 𝜇𝛿/𝜂

𝑛𝜈 · 𝜇 𝛿/𝜂
6

1

𝜇𝑛𝜈 𝛿/𝜂
· 𝑦

𝑚𝜂𝑑
6
𝑦𝛿𝑑3

𝑀4
.

Отсюда, а также из условия 𝑀 6 𝑦
1
4 следует, что количество слагаемых в сумме по �̂� в

𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆) не превосходит величину

U + 1 6
𝑦𝛿𝑑3

𝑀4
+ 1 ≪ 𝑦𝛿𝑑3

𝑀4
≪ 𝑦𝐵𝐷3

𝑀4
.

С учётом последнего неравенства, суммируя по �̂�, найдем

𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆) ≪ 𝜏24 (𝛿)𝜏
4
4 (𝑑)

∑︁
𝑀4

64𝐵2𝐷4<𝑡6
16𝑀4

𝐵2𝐷4

𝜏24 (𝑡)
∑︁
𝜎6𝑦/𝑑

𝜎≡𝜅(𝑚𝑜𝑑 𝛿)

min

(︂
𝑦𝐵𝐷3

𝑀4
,

1

‖6𝛼𝑟𝑑3𝑡𝛿𝜎‖

)︂
. (16)

Рассмотрим отдельно два случая: 𝐵 > L 4𝐴+19 и 𝐵 6 L 4𝐴+19.
7. Оценка 𝑊𝐵(𝐷) при 𝐵 > L 4𝐴+19. Пользуясь соотношениями 𝛿 6 4𝑀2𝑑−2 и 𝑀 6 𝑦

1
4 ,

оценим сверху число слагаемых в сумме по 𝜎:

𝑦

𝛿𝑑
+ 1 =

𝑦 + 𝛿𝑑

𝛿𝑑
6
𝑦 + 4𝑀2𝑑−1

𝛿𝑑
≪ 𝑦

𝛿𝑑
≪ 𝑦

𝐵𝐷
.

Воспользовавшись этим неравенством, тривиально оценивая в (16) сумму по 𝜎 числом слага-
емых и применяя к сумме по 𝑡 лемму 3, найдем

𝑊𝑟𝑑(𝛿, 𝜂, 𝜆) ≪ 𝜏24 (𝛿)𝜏
4
4 (𝑑)

∑︁
𝑀4

64𝐵2𝐷4<𝑡6
16𝑀4

𝐵2𝐷4

𝜏24 (𝑡) ·
𝑦𝐵𝐷3

𝑀4
· 𝑦

𝐵𝐷
≪ 𝑦2

𝐵2𝐷2
L 15 𝜏44 (𝑑) 𝜏

2
4 (𝛿).

Подставляя найденную оценку в (12), применяя лемму 3, а затем воспользовавшись условием
𝐵 > L 4𝐴+19, получим

𝑊𝐵(𝐷) ≪ 𝑦3

𝐵2𝐷2
L 15

∑︁
𝐷<𝑑62𝐷

𝜏44 (𝑑)
∑︁

0<𝑟𝑑<𝑦

∑︁
𝐵<𝛿62𝐵

𝜏24 (𝛿)
∑︁
𝜂|𝛿

(𝜂,𝛿/𝜂)=1

∑︁
𝜆|𝛿

(𝜆,𝛿/𝜆)=1

1 ≪

≪ 𝑦4(ln𝐷)255

𝐵2𝐷2
L 15

∑︁
𝐵<𝛿62𝐵

𝜏24 (𝛿)𝜏
2(𝛿) ≪ 𝑦4

𝐵2
L 15

∑︁
𝐵<𝛿62𝐵

𝜏43 (𝛿)

𝛿2
≪

≪ 𝑦4L 15 (ln𝐵)80

𝐵
=

𝑦4

L 4𝐴+3

L 4𝐴+18

𝐵(ln𝐵)−80
≪ 𝑦4

L 4𝐴+3
.

8. Оценка 𝑊𝐵(𝐷) при 𝐵 6 L 4𝐴+19. Поставляя оценку (16) в (12), получим

𝑊𝐵(𝐷) ≪ 𝑦
∑︁

𝐷<𝑑62𝐷

𝜏44 (𝑑)
∑︁

0<𝑟𝑑<𝑦

∑︁
𝐵<𝛿62𝐵

𝜏44 (𝛿)
∑︁

𝑀4

64𝐵2𝐷4<𝑡6
16𝑀4

𝐵2𝐷4

𝜏24 (𝑡)
∑︁
𝜎6 𝑦

𝑑

min

(︂
𝑦𝐵𝐷3

𝑀4
,

1

‖6𝛼𝑟𝑑3𝑡𝛿𝜎‖

)︂
=

= 𝑦
∑︁

3𝑀4

32𝐵𝐷
<ℎ6 384𝑦2𝑀4

𝐵𝐷3

æ(ℎ)min

(︂
𝑦𝐵𝐷3

𝑀4
,

1

‖𝛼ℎ‖

)︂
, æ(ℎ) =

∑︁′′

ℎ=6𝑟𝑑3𝑡𝛿𝜎

𝜏44 (𝑑)𝜏
4
4 (𝛿)𝜏

2
4 (𝑡),
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где символ ′′ — означает, что

𝐷 < 𝑑 6 2𝐷, 𝐵 < 𝛿 6 2𝐵, 𝑟 6
𝑦

𝑑
,

𝑀4

64𝐵2𝐷4
< 𝑡 6

16𝑀4

𝐵2𝐷4
, 𝜎 6

𝑦

𝑑
.

Далее, пользуясь условиями 𝐷 < L 2𝐴+8, 𝐵 < L 4𝐴+19, ℎ/𝑡𝑟𝜎 = 𝑑3𝛿 ≍ 𝐷3𝐵 и соотношением
𝜏(𝑟) ≪ 𝑟𝜀, находим

æ(ℎ) =
∑︁′′

𝑡|ℎ

𝜏24 (𝑡)
∑︁

ℎ
𝑡
=6𝑑3𝛿𝑟𝜎

𝜏44 (𝑑)𝜏
4
4 (𝛿) =

∑︁′′

𝑡|ℎ

𝜏24 (𝑡)
∑︁
𝑟|ℎ

𝑡

∑︁
ℎ
𝑡𝑟
=6𝑑3𝛿𝜎

𝜏44 (𝑑)𝜏
4
4 (𝛿) =

=
∑︁′′

𝑡|ℎ

𝜏24 (𝑡)
∑︁
𝑟|ℎ

𝑡

∑︁
𝜎| ℎ

𝑡𝑟

∑︁
ℎ

𝑡𝑟𝜎
=6𝑑3𝛿

𝜏44 (𝑑)𝜏
4
4 (𝛿) ≪

∑︁
𝑡|ℎ

𝜏24 (𝑡)
∑︁
𝑟|ℎ

𝑡

∑︁
𝜎| ℎ

𝑡𝑟

L
1
2 =

= L
1
2

∑︁
𝑡|ℎ

𝜏24 (𝑡)𝜏3

(︂
ℎ

𝑡

)︂
6 L

1
2 𝜏34 (ℎ).

Поэтому

𝑊𝐵(𝐷) ≪ 𝑦L
1
2

∑︁
ℎ6 𝑦2𝑀4

𝐵𝐷3

𝜏34 (ℎ)min

(︂
𝑦𝐵𝐷3

𝑀4
,

1

‖𝛼ℎ‖

)︂
.

Применяя неравенство Коши, затем лемму 3, получим

𝑊 2
𝐵(𝐷) ≪ 𝑦2L · 𝑦

2𝑀4

𝐵𝐷3
L 4095 · 𝑦𝐵𝐷

3

𝑀4

∑︁
ℎ6 𝑦2𝑀4

𝐵𝐷3

min

(︂
𝑦𝐵𝐷3

𝑀4
,

1

‖𝛼ℎ‖

)︂
≪

≪ 𝑦5L 4096
∑︁

ℎ6 𝑦2𝑀4

𝐵𝐷3

min

(︂
𝑦𝐵𝐷3

𝑀4
,

1

‖𝛼ℎ‖

)︂
.

Рассмотрим отдельно случаи
𝑦2𝑀4

𝐵𝐷3
> 0.5𝑞 и

𝑦2𝑀4

𝐵𝐷3
6 0.5𝑞.

При
𝑦2𝑀4

𝐵𝐷3
> 0.5𝑞, разбивая интервал изменения ℎ на ≪ 𝑦2𝑀4

𝑞𝐵𝐷3
интервалов вида

𝑔 6 ℎ 6 𝑔+𝑞′, 𝑞′ < 𝑞, применяя утверждение а) леммы 2, а затем воспользовавшись условиями
𝐵𝐷3 > 1, 𝑞 > L 8𝐴+4102 и 𝑀 ≪ 𝑦

1
4 L −2𝐴−1026, найдем

𝑊 2
𝐵(𝐷) ≪ 𝑦5L 4096 · 𝑦

2𝑀4

𝑞𝐵𝐷3

𝑔+𝑞′∑︁
ℎ=𝑔

min

(︂
𝑦𝐵𝐷3

𝑀4
,

1

‖𝛼ℎ‖

)︂
≪ 𝑦7𝑀4

𝑞𝐵𝐷3

(︂
𝑦𝐵𝐷3

𝑀4
+ 𝑞 ln 𝑞

)︂
L 4096 =

=
𝑦8

L 8𝐴+6

(︂
L 8𝐴+4102

𝑞
+

𝑀4 ln 𝑞

𝑦L −8𝐴−4102𝐵𝐷3

)︂
≪ 𝑦8

L 8𝐴+6
.

При
𝑦2𝑀4

𝐵𝐷3
6 0.5𝑞, воспользовавшись утверждением б) леммы 2, а затем условием 𝑞 6

6 𝑦3L −8𝐴−4104, получим

𝑊 2
𝐵(𝐷) ≪ 𝑦5L 4096

∑︁
ℎ60.5𝑞

1

‖𝛼ℎ‖
≪ 𝑦5𝑞L 4097 =

𝑦8

L 8𝐴+6
· 𝑞

𝑦3L −8𝐴−4103
≪ 𝑦8

L 8𝐴+6
.

Подставляя полученные оценки для 𝑊𝐵(𝐷) в (11) при 𝐷 6 L 2𝐴+8, найдем

𝑊 2(𝐷) ≪ 𝑦4

L 4𝐴+2
+ 𝑦3L 54−1 ≪ 𝑦4

L 4𝐴+2
.
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Отсюда, а также из оценки 𝑊 (𝐷) при 𝐷 > L 2𝐴+8, найденной в пункте 2, получим

𝑊1 ≪
𝑦2

L 2𝐴
.

Из оценки𝑊1 и равенства |𝑊1| = |𝑊2|, с учетом соотношения (2) следует утверждение леммы.

4. Короткая кубическая двойная тригонометрическая сумма с
“близкими” по порядку суммами

Лемма 6. Пусть 𝑥𝑦−1 6 𝑁 6 𝑦, 𝑀 6 𝑁 , 𝑦 < 𝑥L −1, |𝑎𝑚| 6 𝜏5−𝑘(𝑚), |𝑏𝑛| 6 𝜏𝑘(𝑛),
𝑘 = 1, 2, 3, тогда при

L 32(𝐴+13) 6 𝑞 6
𝑦5

𝑥2
L −32(𝐴+13),

𝑥

𝑦
L 32(𝐴+13) 6 𝑁 6 𝑦L −8(𝐴+13), (17)

где 𝐴 — абсолютная постоянная, справедлива оценка

|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁)| ≪ 𝑦L −𝐴.

Доказательство. Далее для удобства сумму 𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) обозначим через 𝐽3, при
этом, не ограничивая общности, будем считать, что 𝑀𝑁 ≍ 𝑥 и 𝑈 = 𝑁 >

√
𝑥. Возводя сумму

𝐽3 в квадрат, применяя неравенство Коши и лемму 3, получим

|𝐽3|2 ≪𝑀L (5−𝑘)2−1
∑︁

𝑀<𝑚≤2𝑀

∑︁
𝑁<𝑛1,𝑛2≤2𝑁

𝑥−𝑦<𝑚𝑛1,𝑚𝑛2≤𝑥

𝑏(𝑛1)𝑏(𝑛2)𝑒(𝛼𝑚
3(𝑛32 − 𝑛31)).

Разбивая двойную сумму по 𝑛1 и 𝑛2 на три части, для которых соответственно выполняются
условия 𝑛1 < 𝑛2, 𝑛1 = 𝑛2, 𝑛1 > 𝑛2, и воспользовавшись соотношением∑︁

𝑀<𝑚≤2𝑀

∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛≤𝑥

|𝑏𝑛|2 ≪
∑︁

𝑥−𝑦<𝑡≤𝑥

∑︁
𝑚𝑛=𝑡

𝑀<𝑚≤2𝑀
𝑁<𝑛62𝑁

𝜏2𝑘 (𝑛) 6
∑︁

𝑥−𝑦<𝑡≤𝑥
𝜏2𝑘+1(𝑡) ≪ 𝑦L 𝑘(𝑘+2),

а также имея в виду, что модули сумм соответственно с условиями 𝑛1 < 𝑛2 и 𝑛1 > 𝑛2 равны,
получим

|𝐽3|2 ≪𝑀L (5−𝑘)2−1
∑︁

𝑁<𝑛1≤2𝑁

𝜏𝑘(𝑛1)
∑︁

0<𝑛2−𝑛1≤2𝑁−𝑛1

𝜏𝑘(𝑛2)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ∑︁

𝑀<𝑚62𝑀
𝑥−𝑦<𝑚𝑛1,𝑚𝑛26𝑥

𝑒(𝛼𝑚3(𝑛32 − 𝑛31))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒+ 𝑦𝑀L 2𝑘2−8𝑘+24.

Положим 𝑟 = 𝑛2 − 𝑛1 и 𝑛1 = 𝑛, тогда правая ча сть последнего неравенства принимает вид

|𝐽3|2 ≪𝑀(L (5−𝑘)2−1𝐽31 + 𝑦L 2𝑘2−8𝑘+24) ≪ 𝑥

𝑁

(︁
L (5−𝑘)2−1𝐽31 + 𝑦L 2𝑘2−8𝑘+24

)︁
, (18)

𝐽31 =
∑︁

𝑁<𝑛≤2𝑁

𝜏𝑘(𝑛)
∑︁

0<𝑟≤2𝑁−𝑛
𝜏𝑘(𝑛+ 𝑟)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀

𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚≤ 𝑥

𝑛+𝑟

𝑒(𝛼𝑟𝑚3(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .
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Из условия 𝑥−𝑦
𝑛 < 𝑚 ≤ 𝑥

𝑛+𝑟 находим

𝑟 ≤ 𝑥

𝑚
− 𝑛 <

𝑥

𝑚
− 𝑥− 𝑦

𝑚
=

𝑦

𝑚
<

𝑦

𝑀
.

Возводя 𝐽31 в квадрат, дважды применяя неравенство Коши и воспользовавшись леммой 3,
имеем

|𝐽31|2 ≪
𝑦𝑁L 2𝑘2−2

𝑀

∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁

∑︁
0<𝑟≤2𝑁−𝑛

𝑟< 𝑦
𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀

𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚≤ 𝑥

𝑛+𝑟

𝑒(𝛼𝑟𝑚3(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2

=

=
𝑦𝑁L 2𝑘2−2

𝑀

∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟

∑︁
𝑀<𝑚1,𝑚2≤2𝑀

𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚1,𝑚2≤ 𝑥

𝑛+𝑟

𝑒(𝛼𝑟(𝑚3
2 −𝑚3

1)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2).

Разбивая двойную сумму по 𝑚1 и 𝑚2 на три части, для которых соответственно выполняются
условия 𝑚1 < 𝑚2, 𝑚1 = 𝑚2, 𝑚1 > 𝑚2, и воспользовавшись соотношением∑︁

𝑟< 𝑦
𝑀

∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟

∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀

𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚≤ 𝑥

𝑛+𝑟

1 =
∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀, 𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟

𝑥−𝑦<𝑚𝑛6𝑥−𝑚𝑟

1 6
∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑥−𝑦<𝑡6𝑥

𝜏(𝑡) ≪ 𝑦2L

𝑀
,

а также имея в виду, что модули сумм соответственно с условиями 𝑚1 < 𝑚2 и 𝑚1 > 𝑚2 равны,
получим

|𝐽31|2 ≪
𝑦𝑁

𝑀

(︂
|𝐽32|+

𝑦2L

𝑀

)︂
L 2𝑘2−2 ≪

(︂
𝑦𝑁2

𝑥
|𝐽32|+

𝑦3𝑁3L

𝑥2

)︂
L 2𝑘2−2, (19)

𝐽32 =
∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟

∑︁
𝑀<𝑚1<𝑚2≤2𝑀

𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚1<𝑚2≤ 𝑥

𝑛+𝑟

𝑒(𝛼𝑟(𝑚3
2 −𝑚3

1)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)).

Положим 𝑘 = 𝑚2 −𝑚1 и 𝑚1 = 𝑚, тогда 𝐽32 принимает вид

𝐽32 =
∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟

∑︁
𝑀<𝑚<𝑚+𝑘62𝑀

𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚<𝑚+𝑘≤ 𝑥

𝑛+𝑟

𝑒(𝛼𝑘𝑟(3𝑚𝑘 + 3𝑚2 + 𝑘2)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)).

Из условия 𝑥−𝑦
𝑛 < 𝑚 < 𝑚+ 𝑘 ≤ 𝑥

𝑛+𝑟 находим

𝑘 6
𝑥

𝑛+ 𝑟
−𝑚 <

𝑥

𝑛+ 𝑟
− 𝑥− 𝑦

𝑛
<
𝑥

𝑛
− 𝑥− 𝑦

𝑛
=
𝑦

𝑛
<

𝑦

𝑁
.

Поэтому

𝐽32 =
∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑘< 𝑦

𝑁

∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟

∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀−𝑘

𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚≤ 𝑥

𝑛+𝑟
−𝑘

𝑒(𝛼𝑘𝑟(3𝑚𝑘 + 3𝑚2 + 𝑘2)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)).

Возводя 𝐽32 в квадрат, трижды применяя неравенство Коши, имеем

|𝐽32|2 6
𝑦2

𝑀

∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑘< 𝑦

𝑁

∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟

∑︁
𝑀<𝑚1,𝑚2≤2𝑀−𝑘

𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚1,𝑚2≤ 𝑥

𝑛+𝑟
−𝑘

𝑒(3𝛼𝑘𝑟(𝑚2 −𝑚1)(𝑘 +𝑚2 +𝑚1)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)).
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Разбивая двойную сумму по 𝑚1 и 𝑚2 на три части, для которых соответственно выполняются
условия 𝑚1 < 𝑚2, 𝑚1 = 𝑚2, 𝑚1 > 𝑚2, и воспользовавшись соотношением∑︁

𝑟< 𝑦
𝑀

∑︁
𝑘< 𝑦

𝑁

∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟

∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀−𝑘

𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚≤ 𝑥

𝑛+𝑟
−𝑘

1 6
∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑘< 𝑦

𝑁

∑︁
𝑥−𝑦<𝑡6𝑥

𝜏(𝑡) ≪ 𝑦3L

𝑀𝑁
≪ 𝑦3L

𝑥
,

а также имея в виду, что модули сумм соответственно с условиями 𝑚1 < 𝑚2 и 𝑚1 > 𝑚2 равны,
получим

|𝐽32|2 ≪
𝑦2

𝑀

(︂
|𝐽33|+

𝑦3L

𝑥

)︂
≪
(︂
𝑦2𝑁

𝑥
|𝐽33|+

𝑦5𝑁L

𝑥2

)︂
, (20)

𝐽33 =
∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑘< 𝑦

𝑁

∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟

∑︁
𝑀<𝑚1<𝑚2≤2𝑀−𝑘

𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚1<𝑚26 𝑥

𝑛+𝑟
−𝑘

𝑒(3𝛼𝑘𝑟(𝑚2 −𝑚1)(𝑘 +𝑚2 +𝑚1)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)).

Положим ℎ = 𝑚2 −𝑚1 и 𝑚1 = 𝑚, тогда 𝐽33 принимает вид

𝐽33 =
∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑘< 𝑦

𝑁

∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁−𝑟

∑︁
𝑀<𝑚<𝑚+ℎ≤2𝑀−𝑘

𝑥−𝑦
𝑛
<𝑚<𝑚+ℎ≤ 𝑥

𝑛+𝑟
−𝑘

𝑒(3𝛼𝑘ℎ𝑟(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)).

Из условия 𝑥−𝑦
𝑛 < 𝑚 < 𝑚+ ℎ ≤ 𝑥

𝑛+𝑟 − 𝑘 находим

ℎ 6
𝑥

𝑛+ 𝑟
−𝑚− 𝑘 <

𝑥

𝑛+ 𝑟
− 𝑥− 𝑦

𝑛
− 𝑘 <

𝑥

𝑛
− 𝑥− 𝑦

𝑛
− 1 =

𝑦

𝑛
− 1 <

𝑦

𝑁
.

Поэтому

𝐽33 =
∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑘< 𝑦

𝑁

∑︁
ℎ< 𝑦

𝑁

∑︁
𝑀<𝑚62𝑀−𝑘−ℎ

∑︁
𝑁<𝑛62𝑁−𝑟

𝑥−𝑦
𝑚

<𝑛≤ 𝑥
𝑚+𝑘+ℎ

−𝑟

𝑒(3𝛼𝑘ℎ𝑟(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)(3𝑛𝑟 + 3𝑛2 + 𝑟2)).

Возводя |𝐽33| в квадрат, четырежды применяя неравенство Коши, имеем

|𝐽33|2 6
𝑦3

𝑁2

∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑘< 𝑦

𝑁

∑︁
ℎ< 𝑦

𝑁

∑︁
𝑀<𝑚62𝑀−𝑘−ℎ

∑︁
𝑁<𝑛1,𝑛262𝑁−𝑟

𝑥−𝑦
𝑚

<𝑛1,𝑛2≤ 𝑥
𝑚+𝑘+ℎ

−𝑟

𝑒(9𝛼𝑘ℎ𝑟(𝑛2 − 𝑛1)(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)(𝑟 + 𝑛2 + 𝑛1)).

Разбивая двойную сумму по 𝑛1 и 𝑛2 на три части, для которых соответственно выполняются
условия 𝑛1 < 𝑛2, 𝑛1 = 𝑛2, 𝑛1 > 𝑛2, и воспользовавшись соотношением∑︁

𝑟< 𝑦
𝑀

∑︁
𝑘< 𝑦

𝑁

∑︁
ℎ< 𝑦

𝑁

∑︁
𝑀<𝑚62𝑀−𝑘−ℎ

∑︁
𝑁<𝑛62𝑁−𝑟

𝑥−𝑦
𝑚

<𝑛≤ 𝑥
𝑚+𝑘+ℎ

−𝑟

1 6
∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑘< 𝑦

𝑁

∑︁
ℎ< 𝑦

𝑁

∑︁
𝑥−𝑦<𝑡6𝑥

𝜏(𝑡) ≪ 𝑦4L

𝑀𝑁2
≪ 𝑦4L

𝑥𝑁
.

а также имея в виду, что модули сумм соответственно с условиями 𝑛1 < 𝑛2 и 𝑛1 > 𝑛2 равны,
получим

|𝐽33|2 ≪
𝑦3

𝑁2

(︂
|𝐽34|+

𝑦4L

𝑥𝑁

)︂
≪
(︂
𝑦3

𝑁2
|𝐽34|+

𝑦7L

𝑥𝑁3

)︂
, (21)

𝐽34 =
∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑘< 𝑦

𝑁

∑︁
ℎ< 𝑦

𝑁

∑︁
𝑀<𝑚62𝑀−𝑘−ℎ

∑︁
𝑁<𝑛1<𝑛262𝑁−𝑟

𝑥−𝑦
𝑚

<𝑛1<𝑛2≤ 𝑥
𝑚+𝑘+ℎ

−𝑟

𝑒(9𝛼𝑘ℎ𝑟(𝑛2 − 𝑛1)(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)(𝑟 + 𝑛2 + 𝑛1)).
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Положим 𝑙 = 𝑛2 − 𝑛1 и 𝑛1 = 𝑛, тогда 𝐽34 принимает вид

𝐽34 =
∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑘< 𝑦

𝑁

∑︁
ℎ< 𝑦

𝑁

∑︁
𝑀<𝑚62𝑀−𝑘−ℎ

∑︁
𝑁<𝑛<𝑛+𝑙62𝑁−𝑟

𝑥−𝑦
𝑚

<𝑛<𝑛+𝑙≤ 𝑥
𝑚+𝑘+ℎ

−𝑟

𝑒(9𝛼𝑘𝑙ℎ𝑟(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)(2𝑛+ 𝑟 + 𝑙)).

Из условия 𝑥−𝑦
𝑚 < 𝑛 < 𝑛+ 𝑙 ≤ 𝑥

𝑚+𝑘+ℎ − 𝑟 находим

𝑙 6
𝑥

𝑚+ 𝑘 + ℎ
− 𝑛− 𝑟 <

𝑥

𝑚+ 𝑘 + ℎ
− 𝑥− 𝑦

𝑚
− 𝑟 <

𝑥

𝑚
− 𝑥− 𝑦

𝑚
− 1 =

𝑦

𝑚
− 1 <

𝑦

𝑀
.

Следовательно,

𝐽34 =
∑︁
𝑙< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑘< 𝑦

𝑁

∑︁
ℎ< 𝑦

𝑁

∑︁
𝑀<𝑚62𝑀−𝑘−ℎ

∑︁
𝑁<𝑛62𝑁−𝑟−𝑙

𝑥−𝑦
𝑚

<𝑛6 𝑥
𝑚+𝑘+ℎ

−𝑟−𝑙

𝑒(9𝛼𝑘𝑙ℎ𝑟(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)(2𝑛+ 𝑟 + 𝑙)).

Переходя к оценкам, найдём

|𝐽34| 6
∑︁
𝑙< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑘< 𝑦

𝑁

∑︁
ℎ< 𝑦

𝑁

∑︁
𝑀<𝑚62𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

∑︁
𝑁<𝑛62𝑁−𝑟−𝑙

𝑥−𝑦
𝑚

<𝑛6 𝑥
𝑚+𝑘+ℎ

−𝑟−𝑙

𝑒(18𝛼𝑘𝑙ℎ𝑟(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Оценим сверху длину интервала суммирования по 𝑛. Имеем

𝑥

𝑚+ 𝑘 + ℎ
− 𝑟 − 𝑙 − 𝑥− 𝑦

𝑚
6

𝑦

𝑀
.

С учётом последнего неравенства, суммируя по 𝑛, найдём

|𝐽34| 6
∑︁
𝑙,𝑟< 𝑦

𝑀

∑︁
𝑘,ℎ< 𝑦

𝑁

∑︁
𝑀<𝑚62𝑀

min

(︂
𝑦

𝑀
,

1

‖18𝛼𝑘𝑙ℎ𝑟(2𝑚+ 𝑘 + ℎ)‖

)︂
≪

∑︁
𝑡6 𝑦4

𝑀𝑁2

𝜏5(𝑡)min

(︂
𝑦

𝑀
,

1

‖𝛼𝑡‖

)︂
.

Применяя неравенство Коши, затем лемму 3 и соотношения 𝑀𝑁 ≍ 𝑥, получим

|𝐽34|2 ≪
∑︁
𝑡6 𝑦4

𝑥𝑁

𝜏25 (𝑡)
∑︁
𝑡6 𝑦4

𝑥𝑁

min

(︂
𝑦𝑁

𝑥
,

1

‖𝛼𝑡‖

)︂2

≪ 𝑦5L 24

𝑥2

∑︁
𝑡≪ 𝑦4

𝑥𝑁

min

(︂
𝑦𝑁

𝑥
,

1

‖𝛼𝑡‖

)︂
. (22)

Теперь, представляя соотношения (18), (19), (20) и (21) в виде

|𝐽3|32 ≪

(︃
𝑥16L 16(5−𝑘)2−16

𝑁16
|𝐽31|16 +

𝑥16𝑦16L 32(𝑘2−4𝑘+12)

𝑁16

)︃
,

|𝐽31|16 ≪
(︂
𝑦8𝑁16

𝑥8
|𝐽32|8 +

𝑦24𝑁24L 8

𝑥16

)︂
L 16𝑘2−16,

|𝐽32|8 ≪
(︂
𝑦8𝑁4

𝑥4
|𝐽33|4 +

𝑦20𝑁4L 4

𝑥8

)︂
,

|𝐽33|4 ≪
(︂
𝑦6

𝑁4
|𝐽34|2 +

𝑦14L 2

𝑥2𝑁6

)︂
,
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и последовательно воспользовавшись ими, представим |𝐽3|32 через |𝐽34|2. Имеем

|𝐽3|32 ≪

(︃(︀
𝑦8𝑥8|𝐽32|8 + 𝑦24𝑁8L 8

)︀
L 16(2𝑘2−10𝑘+23) +

𝑥16𝑦16L 32(𝑘2−4𝑘+12)

𝑁16

)︃
≪

≪ 𝑦16
(︂(︀
𝑥4𝑁4|𝐽33|4 + 𝑦12𝑁4L 4 + 𝑦8𝑁8L 8

)︀
+
𝑥16

𝑁16

)︂
L 32(𝑘2−4𝑘+12) ≪

≪ 𝑦32
(︂(︂

𝑥4

𝑦10
|𝐽34|2 +

𝑥2L 2

𝑦2𝑁2
+
𝑁4L 4

𝑦4
+
𝑁8L 8

𝑦8

)︂
+

𝑥16

𝑦16𝑁16

)︂
L 32(𝑘2−4𝑘+12).

Из условия 𝑥𝑦−1 6 𝑁 6 𝑦 следует, что

|𝐽3|32 ≪ 𝑦32
(︂
𝑥4

𝑦10
|𝐽34|2 +

𝑥2L 2

𝑦2𝑁2
+
𝑁4L 4

𝑦4

)︂
L 32(𝑘2−4𝑘+12). (23)

Для оценки суммы |𝐽34|2 в этом неравенстве воспользуемся формулой (22) и рассмотрим слу-
чаи 𝑦4/(𝑥𝑁) > 0, 5𝑞 и 𝑦4/(𝑥𝑁) 6 0, 5𝑞.

Для оценки суммы |𝐽34|2, которую мы представили в виде (22), рассмотрим случаи
𝑦4/(𝑥𝑁) > 𝑞/2 и 𝑦4/(𝑥𝑁) 6 𝑞/2.

Оценка |𝐽34| при 𝑦4/(𝑥𝑁) > 0, 5𝑞. Разбивая интервал изменения 𝑡 на ≪ 𝑦4/(𝑞𝑥𝑁) интер-
валов вида 𝑔 6 ℎ 6 𝑔 + 𝑞′, 𝑞′ < 𝑞, применяя утверждение а) леммы 2, найдем

|𝐽34|2 ≪
𝑦5L 24

𝑥2
· 𝑦4

𝑞𝑥𝑁

𝑔+𝑞′∑︁
𝑡=𝑔

min

(︂
𝑦𝑁

𝑥
,

1

‖𝛼𝑡‖

)︂
≪ 𝑦9L 24

𝑞𝑥3𝑁

(︂
𝑦𝑁

𝑥
+ 𝑞 ln 𝑞

)︂
≪
(︂
𝑦10

𝑞𝑥4
+
𝑦9L

𝑥3𝑁

)︂
L 24.

Подставляя эту оценку в (23), затем воспользовавшись условиями (17), получим

|𝐽3|32 ≪ 𝑦32
(︂
𝑥4

𝑦10

(︂
𝑦10

𝑞𝑥4
+
𝑦9L

𝑥3𝑁

)︂
L 24 +

𝑥2L 2

𝑦2𝑁2
+
𝑁4L 4

𝑦4

)︂
L 32(𝑘2−4𝑘+12) ≪

≪ 𝑦32
(︂
1

𝑞
+

𝑥

𝑦𝑁
+
𝑁4

𝑦4

)︂
L 32(𝑘2−4𝑘+13) ≪ 𝑦32

L 32𝐴
L 32𝑘(𝑘−4) ≪ 𝑦32

L 32𝐴
. (24)

Оценка |𝐽34| при 𝑦4/(𝑥𝑁) 6 0, 5𝑞. Применяя утверждение б) леммы 2, имеем

|𝐽34|2 ≪
𝑦5L 24

𝑥2

∑︁
𝑡60,5𝑞

1

‖𝛼𝑡‖
≪ 𝑦5L 24

𝑥2
𝑞 ln 𝑞 ≪ 𝑦5𝑞L 25

𝑥2
.

Подставляя найденную оценку в (23), затем воспользовавшись условиями (17), получим

|𝐽3|32 ≪ 𝑦32
(︂
𝑥4

𝑦10
· 𝑦

5𝑞L 25

𝑥2
+
𝑥2L 2

𝑦2𝑁2
+
𝑁4L 4

𝑦4

)︂
L 32(𝑘2−4𝑘+12) ≪

≪ 𝑦32
(︂
𝑥2𝑞

𝑦5
+

𝑥

𝑦𝑁
+
𝑁4

𝑦4

)︂
L 32(𝑘2−4𝑘+13) ≪ 𝑦32

L 32𝐴
L 32𝑘(𝑘−4) ≪ 𝑦32

L 32𝐴
.

Из этой оценки и из (24) следует утверждение леммы.

5. Короткая кубическая тригонометрическая сумма с функцией
Мёбиуса

Теорема 1. Пусть 𝐵 > 11 — абсолютная постоянная 𝑥 > 𝑥0 > 0 и

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛6𝑥
𝜇(𝑛)𝑒(𝛼𝑛3), 𝛼 =

𝑎

𝑞
+

𝜃

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1.
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Тогда при 𝑦 > 𝑥
4
5 L 8𝐵+944 и L 32(𝐵+18) 6 𝑞 6 𝑦5𝑥−2L −32(𝐵+18) справедлива оценка

𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) ≪
𝑦

L 𝐵
.

Доказательство теоремы. Для простоты сумму 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦) обозначим через S. Имеем

S =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛6𝑥
𝜇(𝑛)𝑒(𝛼𝑛3), 𝛼 =

𝑎

𝑞
+

𝜃

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, |𝜃| 6 1.

В лемме 4 возьмём 𝑟 = 3, 𝑢1 = 𝑥
1
3 и 𝑓(𝑛) = 𝑒(𝛼𝑛3). Имеем

S = 3S1 − 3S2 + S3, S1 =
∑︁

𝑚16𝑢1
𝑥−𝑦<𝑚16𝑥

𝜇(𝑚1)𝑒(𝛼𝑚
3
1) = 0,

S2 =
∑︁
𝑚16𝑢

𝜇(𝑚1)
∑︁
𝑚26𝑢

𝜇(𝑚2)
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚1𝑚2𝑛16𝑥

𝑒(𝛼(𝑚1𝑚2𝑛1)
3),

S3 =
∑︁
𝑚16𝑢

𝜇(𝑚1)
∑︁
𝑚26𝑢

𝜇(𝑚2)
∑︁
𝑚36𝑢

𝜇(𝑚3)
∑︁
𝑛1

∑︁
𝑥−𝑦<𝑚1𝑚2𝑚3𝑛1𝑛26𝑥

𝑒(𝛼(𝑚1𝑚2𝑚3𝑛1𝑛2)
3).

Разобьём в S𝑘, 𝑘 = 2, 3 области изменения каждого 𝑚1, · · · ,𝑚𝑘, 𝑛1, · · · , 𝑛𝑘−1 на не более L
интервалов вида 𝑀𝑗 < 𝑚𝑗 6 2𝑀𝑗 , 𝑁𝑗 < 𝑛𝑗 6 2𝑁𝑗 . Получим не более ≪ L 2𝑘−1 сумм вида

S𝑘(M,N) =
∑︁

𝑀1<𝑚162𝑀1

𝜇(𝑚1) . . .
∑︁

𝑀𝑘<𝑚𝑘62𝑀𝑘

𝜇(𝑚𝑘)
∑︁

𝑁1<𝑛162𝑁1

. . .
∑︁

𝑁𝑘−1<𝑛𝑘−16𝑁𝑘−1
𝑥−𝑦<𝑚1...𝑚𝑘𝑛1...𝑛𝑘−16𝑥

𝑒(𝛼(𝑚1 . . .𝑚𝑘𝑛1 . . . 𝑛𝑘−1)
3).

Переходя к оценкам, имеем

S ≪ L 3max |S2(M,N)|+ L 5max |S3(M,N)|, (25)

Суммы S𝑘(M,N), 𝑘 = 2, 3 оцениваются почти одинаково. Остановимся на оценке суммы
S3(M,N) и, не ограничивая общности, будем считать, что выполняются условия

𝑦 = 𝑥
4
5 L 8𝐵+944, 𝑥

1
3 > 𝑀1 >𝑀2 >𝑀3, 𝑁1 > 𝑁2, 2−5𝑥 6𝑀1𝑀2𝑀3𝑁1𝑁2 < 𝑥. (26)

Рассмотрим следующие возможные случаи значений параметра 𝑁1:

1. 𝑁1 > 𝑥L −2𝐵−18;

2. 𝑥𝑦−
1
4 L 2𝐵+1036 < 𝑁1 6 𝑥L −2𝐵−18;

3. 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18) < 𝑁1 6 𝑥𝑦−
1
4 L 2𝐵+1036;

4. 𝑁1 6 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18), 𝑁1𝑁2 > 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18);

5. 𝑁1𝑁2 6 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18).

Для рассмотрения случаев 1, 2 и 3 сумму S3(M,N) несколько преобразуем. Для этого,
вводя обозначение

𝑎𝑚 =
∑︁

𝑀1<𝑚162𝑀1

𝜇(𝑚1)
∑︁

𝑀2<𝑚262𝑀2

𝜇(𝑚2)
∑︁

𝑀3<𝑚362𝑀3

𝜇(𝑚3)
∑︁

𝑁2<𝑛262𝑁2
𝑚1𝑚2𝑚3𝑛2=𝑚

1, |𝑎𝑚| 6 𝜏4(𝑚),
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разбивая интервал суммирования 𝑀1𝑀2𝑀3𝑁2 < 𝑚 6 24𝑀1𝑀2𝑀3𝑁2 на интервалы вида
𝑀 < 𝑚 6 2𝑀 , получим не более четырёх сумм вида

𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁1) =
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀

𝑎𝑚
∑︁

𝑁1<𝑛62𝑁1
𝑥−𝑦<𝑚𝑛6𝑥

𝑒(𝛼(𝑚𝑛)3).

Случай 1. 𝑁1 > 𝑥L −2𝐵−18. В этом случае сумма по 𝑛1 очень длинная, и мы её оценим
как короткую кубическую сумму Г. Вейля, представляя в виде

𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁1) =
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀

𝑎𝑚
∑︁

𝑥1−𝑦1<𝑛6𝑥1

𝑒(𝛼(𝑚𝑛)3),

𝑥1 = min
(︁ 𝑥
𝑚
, 2𝑁1

)︁
, 𝑦1 = min

(︁ 𝑥
𝑚
, 2𝑁1

)︁
−max

(︁ 𝑥
𝑚

− 𝑦

𝑚
,𝑁1

)︁
6

𝑦

𝑚
,

𝑀 < 𝑚 6 min
(︁
2𝑀,

𝑥

𝑛

)︁
6

𝑥

𝑁1
6 L 2𝐵+18. (27)

Дважды применяя неравенство Коши и лемму 3, воспользовавшись методом Г.Вейля, затем
суммируя по ℎ, последовательно получим

|𝐽3(𝛼;𝑥,𝑦,𝑀,𝑁1)|4 ≪𝑀3(ln𝑀)30
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑥1−𝑦1<𝑛6𝑥1

𝑒(𝛼(𝑚𝑛)3)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
4

6

. 6𝑀3(ln𝑀)30
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀

⎛⎝16𝑦1
∑︁

0<𝑘6𝑦1

∑︁
0<𝑙≤𝑦1−𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
0<ℎ6𝑦1−𝑘−𝑙

𝑒(6𝛼𝑚𝑘𝑙ℎ)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+ 24𝑦31 + 2(𝑦1 + 1)2

⎞⎠≪

6𝑀3(ln𝑀)30
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀

⎛⎝ 𝑦

𝑀

∑︁
0<𝑘6 𝑦

𝑀

∑︁
0<𝑙≤ 𝑦

𝑀

min

(︂
𝑦

𝑀
,

1

‖6𝛼𝑚𝑘𝑙‖

)︂
+

𝑦3

𝑀3

⎞⎠ 6

6

⎛⎝𝑦𝑀2
∑︁

𝑀<𝑛612𝑦2𝑀−1

𝜏3(𝑛)min

(︂
𝑦

𝑀
,

1

‖𝛼𝑛‖

)︂
+ 𝑦3𝑀

⎞⎠ (ln𝑀)30.

Применяя неравенство Коши, затем лемму 3 и имея в виду, что (ln𝑀)60 ≪ L , найдём

|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁)|8 ≪

⎛⎝𝑦2𝑀4
∑︁

𝑛6𝑦2𝑀−1

𝜏23 (𝑛)
∑︁

𝑛6𝑦2𝑀−1

min

(︂
𝑦

𝑀
,

1

‖𝛼𝑛‖

)︂2

+ 𝑦6𝑀2

⎞⎠ (ln𝑀)60 ≪

≪ 𝑦5𝑀2L 9
∑︁

𝑛6𝑦2𝑀−1

min

(︂
𝑦

𝑀
,

1

‖𝛼𝑛‖

)︂
+ 𝑦6𝑀2L .

Для оценки последней суммы по 𝑛, рассмотрим отдельно случаи:

i. L 32(𝐵+18) < 0.5𝑞 6 𝑦2𝑀−1;

ii. 𝑦2𝑀−1 < 0.5𝑞 6 𝑦5𝑥−2L −32(𝐵+18).

i. Разбивая интервал изменения 𝑛 на ≪ 𝑦2(𝑀𝑞)−1 интервалов вида 𝑔 6 ℎ 6 𝑔 + 𝑞′, 𝑞′ < 𝑞,
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применяя утверждение а) леммы 2, затем воспользовавшись условием 𝑀 6 L 2𝐵+18, найдём

|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁1)|8 ≪ 𝑦5𝑀2L 9 · 𝑦
2

𝑞𝑀

𝑔+𝑞′∑︁
𝑡=𝑔

min

(︂
𝑦

𝑀
,

1

‖𝛼𝑛‖

)︂
+ 𝑦6𝑀2L ≪

≪ 𝑦7𝑀L 9

𝑞

(︁ 𝑦
𝑀

+ 𝑞 ln 𝑞
)︁
+ 𝑦6𝑀2L ≪ 𝑦8L 9

𝑞
+ 𝑦7L 2𝐵+28 + 𝑦6L 4𝐵+37 =

=
𝑦8

L 8𝐵+41

(︂
L 8𝐵+50

𝑞
+

L 10𝐵+69

𝑦
+

L 12𝐵+78

𝑦2

)︂
≪ 𝑦8

L 8𝐵+41
.

ii. Применяя утверждение б) леммы 2, затем воспользовавшись условием 𝑀 6 L 2𝐵+18,
найдём

|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁1)|8 ≪ 𝑦5𝑀2L 9
∑︁
𝑛60,5𝑞

1

‖𝛼𝑛‖
+ 𝑦6𝑀2L ≪ 𝑦5𝑞𝑀2L 10 + 𝑦6𝑀2L ≪

≪ 𝑦10

𝑥2L 20𝐵+530
+ 𝑦6L 4𝐵+37 =

𝑦8

L 8𝐵+41

(︂
𝑦2

𝑥2L 12𝐵+489
+

L 12𝐵+78

𝑦2

)︂
≪ 𝑦8

L 8𝐵+41
.

Случай 2. 𝑥𝑦−
1
4 L 2𝐵+1036 < 𝑁1 6 𝑥L −2𝐵−18. В этом случае 𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) являет-

ся короткой двойной кубической тригонометрической суммой c ”длинной” сплошной суммой.
Поэтому применяем лемму 5 для оценки 𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁), полагая 𝐴 = 𝐵 + 5, и при 𝐵 > 149
из выполнения условия этой леммы

L 8𝐵+4142 < 𝑞 < 𝑦3L −8𝐵−4144

следует условия доказываемой теоремы, то есть неравенство

L 32(𝐵+18) 6 𝑞 6 𝑦5𝑥−2L −32(𝐵+18).

Таким образом, все условия леммы 5 выполняются, поэтому

|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁1)| ≪
𝑦

L 𝐵+5
.

Случай 3. 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18) < 𝑁1 6 𝑥𝑦−
1
4 L 2𝐵+1036. Применяя для оценки суммы

|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁1) лемму 6, полагая 𝐴 = 𝐵 + 5, также воспользовавшись эквивалентностью
следующих двух неравенств

𝑦 > 𝑥
4
5 L 8𝐵+944, 𝑥𝑦−

1
4 L 2𝐵+1036 6 𝑦L −8(𝐵+18),

имеем
|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁1)| ≪

𝑦

L 𝐵+5
.

Случай 4. 𝑁1 6 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18), 𝑁1𝑁2 > 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18). Сумму S3(M,N) преобразуем,
вводя обозначения

𝑎𝑚 =
∑︁

𝑀1<𝑚162𝑀1

𝜇(𝑚1)
∑︁

𝑀2<𝑚262𝑀2

𝜇(𝑚2)
∑︁

𝑀3<𝑚362𝑀3
𝑚1𝑚2𝑚3=𝑚

𝜇(𝑚3), |𝑎𝑚| 6 𝜏3(ℎ),

𝑏𝑛 =
∑︁

𝑁1<𝑛162𝑁1

∑︁
𝑁2<𝑛262𝑁2
𝑛1𝑛2=𝑛

1, |𝑏𝑛| 6 𝜏(𝑛);
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разбивая интервалы суммирования 𝑀1𝑀2𝑀3 < 𝑚 6 8𝑀1𝑀2𝑀3 и 𝑁1𝑁2 < 𝑛 6 4𝑁1𝑁2 соот-
ветственно на интервалы вида 𝑀 < 𝑚 6 2𝑀 и 𝑁 < 𝑛 6 2𝑁 , получим не более шести сумм
вида

𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) =
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀

𝑎𝑚
∑︁

𝑁<𝑛62𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛6𝑥

𝑏𝑛𝑒(𝛼(𝑚𝑛)
3).

Из соотношения (26) и условия рассматриваемого случая найдём

𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18) < 𝑁1𝑁2 6 𝑁,

𝑁 6 4𝑁1𝑁2 6 4𝑁2
1 64

(︁
𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18)

)︁2
= 𝑦L −8(𝐵+18) · 4𝑥

2

𝑦3
L 72(𝐵+18) 6 𝑦L −8(𝐵+18).

Отсюда и из условия рассматриваемого случая следует, что при 𝐴 = 𝐵+5 все условия леммы
6 выполняются. Поэтому, согласно утверждению этой леммы, имеем

|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁)| ≪ 𝑦L −𝐵−5.

Случай 5. 𝑁1𝑁2 6 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18). В сумме S3(M,N), вводя обозначение

𝑎𝑚 =
∑︁

𝑀2<𝑚262𝑀2

𝜇(𝑚2)
∑︁

𝑀3<𝑚362𝑀3

𝜇(𝑚3)
∑︁

𝑁1<𝑛162𝑁1

∑︁
𝑁2<𝑛262𝑁2
𝑚2𝑚3𝑛1𝑛2=𝑚

1, |𝑎𝑚| 6 𝜏4(𝑚),

разбивая интервал суммирования 𝑀2𝑀3𝑁1𝑁2 < 𝑚 6 16𝑀2𝑀3𝑁1𝑁2 на интервалы вида
𝑀 < 𝑚 6 2𝑀 , а также обозначая 𝑀1 через 𝑁 , получим на не более четырёх сумм вида

𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁) =
∑︁

𝑀<𝑚62𝑀

𝑎𝑚
∑︁

𝑁<𝑛62𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛6𝑥

𝜇(𝑛)𝑒(𝛼(𝑚𝑛)3).

Из соотношения (26) и условия рассматриваемого случая найдём

𝑁 =𝑀1 > (𝑀1𝑀2𝑀3)
1
3 =

(︂
𝑀1𝑀2𝑀3𝑁1𝑁2

𝑁1𝑁2

)︂ 1
3

>

(︂
2−5𝑥

𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18)

)︂ 1
3

=

= 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18)

(︃
2−

5
4 𝑦

𝑥
3
4 L 32(𝐵+18)

)︃ 4
3

> 𝑥𝑦−1L 32(𝐵+18).

Отсюда с учётом соотношения 𝑁 = 𝑀1 < 𝑥
1
3 6 𝑦L −8(𝐵+18) и из условия рассматриваемого

случая следует, что при 𝐴 = 𝐵 + 5 все условия леммы 6 выполняются, поэтому согласно
утверждению этой леммы, имеем

|𝐽3(𝛼;𝑥, 𝑦,𝑀,𝑁)| ≪ 𝑦L −𝐵−5.

Тогда из всех оценок, полученных в предыдущих случаях, и неравенства (25) найдём

|S3(M,N)| ≪ 𝑦L −𝐵−5, |S| = |𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L −𝐵.

6. Заключение

Работа посвящена оценке коротких кубических двойных тригонометрических сумм и их
приложению к нахождению нетривиальной оценки коротких кубических тригонометрических
сумм с функцией Мёбиуса.
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Abstract

Дэвенпорт и Хейльбронн ввели функцию 𝑓(𝑠) и показали, что 𝑓(𝑠) удовлетворяет функ-
циональному уравнению римановского типа, однако для 𝑓(𝑠) гипотеза Римана не выпол-
няется, и более того, число нулей 𝑓(𝑠) в области 𝑅𝑒 𝑠 > 1, 0 < 𝐼𝑚𝑠 ≤ 𝑇 превосходит
𝑐𝑇 , 𝑐 > 0 — абсолютная постоянная. С.М. Воронин доказал, что тем не менее, крити-
ческая прямая 𝑅𝑒𝑠 = 1

2 является исключительным множеством для нулей 𝑓(𝑠), то есть
для 𝑁0(𝑇 ) — числа нулей 𝑓(𝑠) на отрезке 𝑅𝑒𝑠 = 1/2, 0 < 𝐼𝑚𝑠 6 𝑇 имеет место оцен-

ка 𝑁0(𝑇 ) > 𝑐𝑇 exp
(︁
0, 05

√
ln ln ln ln𝑇

)︁
, где 𝑐 > 0 — абсолютная постоянная, 𝑇 > 𝑇0 > 0.

А.А.Карацуба исследуя количество нулей функции 𝑓(𝑠) в коротких промежутках крити-
ческой прямой доказал: если 𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксированные положительные
числа, не превосходящие 0.001; 𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 и 𝐻 = 𝑇

27
82+𝜀1 , то выполняется соотноше-

ние
𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝐻(ln𝑇 )

1
2−𝜀.

В работе доказано, что для количества нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна 𝑓(𝑠) в
коротких промежутках вида [𝑇, 𝑇 +𝐻] критической прямой последнее соотношение спра-

ведливо при 𝐻 > 𝑇
131
416+𝜀1 . Этот результат в частности является приложением новых рав-

номерных по параметрам оценок специальных тригонометрических сумм𝑊𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2
в терминах экспоненциальных пар, в котором задача о нетривиальности оценки этих сумм
относительно параметра 𝐻 сведена к проблеме отыскания экспоненциальных пар.

Ключевые слова: функция Дэвенпорта-Хейльбронна, экспоненциальная пара, гипотеза
Римана, успокаивающие множители Сельберга.
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Abstract

Davenport and Heilbronn introduced the function 𝑓(𝑠) and showed that 𝑓(𝑠) satisfies the
Riemannian type functional equation, however, the Riemann hypothesis fails for 𝑓(𝑠), and
moreover, the number of zeros of 𝑓(𝑠) in the region 𝑅𝑒 𝑠 > 1, 0 < 𝐼𝑚𝑠 𝑙𝑒𝑇 exceeds 𝑐𝑇 ,
where 𝑐 > 0 is an absolute constant. S.M. Voronin proved that, nevertheless, the critical
line 𝑅𝑒 𝑠 = 1

2 is an exceptional set for the zeros of 𝑓(𝑠), i.e. for 𝑁0(𝑇 ), where 𝑁0(𝑇 ) is the
number of zeros of 𝑓(𝑠) on the interval 𝑅𝑒 𝑠 = 1

2 , 0 < 𝐼𝑚𝑠 6 𝑇 , we have the estimate

𝑁0(𝑇 ) > 𝑐𝑇 exp
(︁
0.05

√
ln ln ln ln𝑇

)︁
, where 𝑐 > 0 is an absolute constant, 𝑇 > 𝑇0 > 0. While

studying the number of zeros of the function 𝑓(𝑠) in short intervals of the critical line, A.A.
Karatsuba, proved: if 𝜀 and 𝜀1 are arbitrarily small fixed positive numbers not exceeding 0.001;
𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 and 𝐻 = 𝑇

27
82+𝜀1 , then we have

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝐻(ln𝑇 )
1
2−𝜀.

This paper demonstrates that for the number of zeros of the Davenport-Heilbronn function
𝑓(𝑠) in short intervals of the form [𝑇, 𝑇 +𝐻] of the critical line the last relationship holds for

𝐻 > 𝑇
131
416+𝜀1 . In particular, this result is an application of a new, in terms of exponential pairs,

estimates of special exponential sums 𝑊𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2 which are uniform across parameters,
where the problem of the non-triviality of estimates for these sums with respect to the parameter
𝐻 is reduced to the problem of finding the exponential pairs..

Keywords: Davenport-Heilbronn function, exponential pair, Riemann hypothesis, Selberg
soothing factors.
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1. Введение

Пусть 𝜒(𝑛) комплексный характер по модулю 5 такой, что 𝜒(2) = 𝑖,

æ =

√︀
10− 2

√
5− 2√

5− 1
, 0 < æ < 1.
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Функцией Дэвенпорта-Хейльбронна называется функция, которая определяется равенством

𝑓(𝑠) =
1− 𝑖æ

2
𝐿(𝑠, 𝜒) +

1 + 𝑖æ

2
𝐿(𝑠, �̄�),

где 𝐿(𝑠, 𝜒) — функция Дирихле. Функцию 𝑓(𝑠) ввели и исследовали Дэвенпорт и Хейльбронн
[1] , (см. также [2] с. 283 – 287). Они показали, что 𝑓(𝑠) удовлетворяет функциональному
уравнению римановского типа(︁𝜋

5

)︁− 𝑠
2
Γ

(︂
𝑠+ 1

2

)︂
𝑓(𝑠) =

(︁𝜋
5

)︁− 1−𝑠
2

Γ

(︂
(1− 𝑠) + 1

2

)︂
𝑓(1− 𝑠), (1)

однако для 𝑓(𝑠) гипотеза Римана, (все комплексные нули 𝑓(𝑠) лежат на прямой 𝑅𝑒 𝑠 = 0.5),
не выполняется и, более того, число нулей 𝑓(𝑠) в области 𝑅𝑒 𝑠 > 1, 0 < 𝐼𝑚𝑠 ≤ 𝑇 превосходит
𝑐𝑇 , 𝑐 > 0 — абсолютная постоянная.

В 1984 г. С. М. Воронин [3] доказал, что при 1/2 < 𝜎1 < 𝜎2 < 1 справедливо неравенство
𝑁(𝜎2, 𝑇 ) − 𝑁(𝜎1, 𝑇 ) > 𝑐2𝑇 , где 𝑐2 = 𝑐2(𝜎1, 𝜎2) > 0. В 1980 г. С. М. Воронин [4] доказал, что,
тем не менее, критическая прямая то есть 𝑅𝑒𝑠 = 1

2 является исключительным множеством
для нулей 𝑓(𝑠), то есть для 𝑁0(𝑇 ) — числа нулей 𝑓(𝑠) на отрезке 𝑅𝑒𝑠 = 1/2, 0 < 𝐼𝑚𝑠 6 𝑇
имеет место оценка

𝑁0(𝑇 ) > 𝑐𝑇 exp

(︂
1

20

√
ln ln ln ln𝑇

)︂
,

где 𝑐 > 0 — абсолютная постоянная, 𝑇 > 𝑇0 > 0.
Количество нулей функции Дэвенпорта-Хейльбронна 𝑓(𝑠) в коротких промежутках кри-

тической прямой впервые исследовал А. А. Карацуба. Он в 1989 году доказал [5, 6], что если
𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксированные положительные числа, не превосходящие 0.001, и
𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 и 𝐻 = 𝑇

27
82

+𝜀1 , то выполняется соотношение

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝐻(ln𝑇 )
1
2
−𝜀. (2)

В 1993 г. А. А. Карацуба [7, 8] получил более точную оценку: множитель (ln𝑇 )
1
2
−𝜀 в неравен-

стве (2) он заменил на (ln𝑇 )
1
2 exp(−𝑐3

√
ln ln𝑇 ), следствием чего явилось неравенство

𝑁0(𝑇 ) > 𝑇 (ln𝑇 )
1
2 exp(−𝑐3

√
ln ln𝑇 ).

В 2017 г. С. А. Гриценко [9] усилил последнюю оценку и получил неравенство

𝑁0(𝑇 ) > 𝑇 (ln𝑇 )
1
2
+ 1

16
−𝜀, 𝜀 > 0.

Затем он [10] получил новые верхние и нижние оценки дробных моментов успокоенных рядов
Дирихле, из которых следует

𝑁0(𝑇 ) > 𝑇 (ln𝑇 )
1
2
+ 1

12
−𝜀, 𝜀 > 0.

Основным результатом настоящей работы является доказательство неравенства (2) для
промежутков, имеющих более короткую длину.

Теорема 1. Пусть 𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксированные положительные числа,
не превосходящие 0, 001, 𝑐4, 𝑐5, 𝑐𝑔 - абсолютные положительные постоянные, превосходящие
1,

𝑐7 =
𝜀

1
2
+ 𝜀

4
+ 𝜀2

8−4𝜀

1

3𝑒𝑐5 · 5
4
𝜀
+3 2

2
𝜀
+2+ 𝜀

2
+ 𝜀2

4−2𝜀 𝑐
𝜀
2
+ 𝜀2

4−2𝜀

4 𝑐
4
𝜀
+2+𝜀+ 𝜀2

2−𝜀
𝑔

.
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Тогда при 𝐻 = 𝑇
131
416

+𝜀1, 𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 выполняется соотношение

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝑐7𝐻(ln𝑇 )
1
2
− 𝜀

4
− 𝜀2

2−𝜀 ln ln𝑇.

Не ограничивая общности, можно считать, что 𝑇0 = 𝑇0(𝜀, 𝜀1) - такое, что выполняется
соотношение

𝑐7(ln𝑇0)
3𝜀
4
− 𝜀2

2−𝜀 ln ln𝑇0 =
(ln𝑇0)

3𝜀
4
− 𝜀2

2−𝜀 ln ln𝑇0 · 𝜀
1
2
+ 𝜀

4
+ 𝜀2

8−4𝜀

1

3𝑒𝑐5 · 5
4
𝜀
+3 2

2
𝜀
+2+ 𝜀

2
+ 𝜀2

4−2𝜀 𝑐
𝜀
2
+ 𝜀2

4−2𝜀

4 𝑐
4
𝜀
+2+𝜀+ 𝜀2

2−𝜀
𝑔

> 1.

Поэтому из теоремы 1 следует

Следствие 1. Пусть 𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксированные положительные числа,
не превосходящие 0, 001. Тогда при 𝐻 = 𝑇

131
416

+𝜀1, 𝑇 ≥ 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0 выполняется соотношение

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝐻(ln𝑇 )
1
2
−𝜀.

Теорема 1 доказывается методом работы [5] в соединение с идеями и методами работ
[11, 12, 13, 14, 15, 16]. Основным утверждением, позволившим доказать неравенства (2) для
промежутков, имеющих более короткую длину является лемма 4 о новых равномерных по
параметрам оценок специальных тригонометрических сумм 𝑊𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2 в терминах экс-
поненциальных пар, в котором задача о нетривиальности оценки этих сумм относительно
параметра 𝐻 сведена к проблеме отыскания экспоненциальных пар.

Обозначения. Всюду ниже будем считать, что 𝜀 и 𝜀1 – произвольно малые фиксиро-
ванные положительные числа, не превосходящие 0, 001; 𝑇 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 + 𝐻, 𝑇 > 𝑇0(𝜀, 𝜀1) > 0;
𝐻 = 𝑇

131
416

+𝜀1 ; 𝑃 =
√︀

5𝑇 (2𝜋)−1; L = ln𝑃 ; 𝑋 = 𝑇 0,01𝜀1 ; 𝑐1, 𝑐2, . . . — абсолютные положитель-
ные постоянные;

𝑟(𝑛) =
1− 𝑖æ

2
𝜒(𝑛) +

1 + 𝑖æ

2
�̄�(𝑛).

2. Вспомогательные утверждения

Пусть вещественные числа 𝛼(𝜈) при 𝑅𝑒 𝑠 > 1 находятся из соотношения

∞∑︁
𝜈=1

𝛼(𝜈)

𝜈𝑠
=

∏︁
𝑝≡±1(𝑚𝑜𝑑 5)

(︂
1− 1

𝑝𝑠

)︂ 1
2

=
∏︁

𝑝≡±1(𝑚𝑜𝑑 5)

(︃
1−

∞∑︁
𝑘=1

(2𝑘 − 1)!!

2𝑘𝑘!(2𝑘 − 1) 𝑝𝑘𝑠

)︃
=
∏︁
𝑝

∞∑︁
𝑘=0

𝛼(𝑝𝑘)

𝑝𝑘𝑠
,

𝛼(𝑝𝑘) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, если 𝑘 = 0;

− (2𝑘 − 1)!!

2𝑘𝑘!(2𝑘 − 1)
, если 𝑘 > 1 и 𝑝 ≡ ±1(𝑚𝑜𝑑 5).

0, если 𝑘 > 1 и 𝑝 ̸≡ ±1(𝑚𝑜𝑑 5),

где (2𝑘 − 1)!! = 1 · 3 · . . . · (2𝑘 − 1). Из определения чисел 𝛼(𝜈) следует мультипликативность
функции 𝛼(𝜈) и |𝛼(𝜈)| < 1 при любом 𝜈 > 1. Отсюда и из соотношения 𝜒(𝑝𝑘) = (±1)𝑘,
𝑝 ≡ ±1(𝑚𝑜𝑑 5) следует, что 𝛽(𝜈)𝜒(𝜈) = 𝛽(𝜈)𝜒(𝜈) ≡ ℎ(𝜈) и |ℎ(𝜈)| 6 1. Пусть далее

𝜙(𝑠) =
∑︁
𝜈<𝑋

𝛽(𝜈)𝜒(𝜈)

𝜈𝑠
=
∑︁
𝜈<𝑋

ℎ(𝜈)

𝜈𝑠
,

𝛽(𝜈) =

⎧⎨⎩ 𝛼(𝜈)

(︂
1− ln 𝜈

ln𝑋

)︂
, 1 ≤ 𝜈 < 𝑋,

0, 𝜈 ≥ 𝑋,
(3)
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Определение 1. Функции 𝐹 (𝑡) и 𝜃(𝑡) задаются равенствами

𝐹 (𝑡) =
(︁𝜋
5

)︁− 𝑖𝑡
2 Γ

(︀
3
4 + 𝑖𝑡

2

)︀⃒⃒
Γ
(︀
3
4 + 𝑖𝑡

2

)︀⃒⃒𝑓 (︂1

2
+ 𝑖𝑡

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝜙

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒2
= 𝑒𝑖𝜃(𝑡)𝑓

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝜙

(︂
1

2
+ 𝑖𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒2
.

Лемма 1. Пусть 𝑇 такое, что 𝑇 − 𝜋

4
= 4𝜋𝑘, 𝑘 — целое число. Тогда при 𝑇 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 +𝐻

справедлива следующая формула:

𝐹 (𝑡) = 2
∑︁
𝜆≤𝑃

𝐴(𝜆)√
𝜆

cos 𝑡 ln
𝑃

𝜆
+𝑂(𝑇−0,01),

где 𝜆 — положительные рациональные числа, знаменатель которых не превосходит 𝑋,

𝐴(𝜆) =
∑︁

𝑛𝜈1
𝜈2

=𝜆

ℎ(𝜈1)ℎ(𝜈2)𝑟(𝑛)

𝜈2
. (4)

Доказательство см. [6], стр. 226.

Определение 2. Суммами А. Сельберга вида 𝑊 (𝜃) и вида 𝑆(𝑌 ) называются соответ-
ственно суммы

𝑊 (𝜃) =
∑︁

𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

(︂
(𝜈1𝜈4, 𝜈2𝜈3)

𝜈1𝜈3

)︂1−𝜃 𝛽(𝜈1)𝛽(𝜈2)𝛽(𝜈3)𝛽(𝜈4)

𝜈2𝜈4
, 𝑆(𝑌 ) =

∑︁
𝜆≤𝑌

𝐴2(𝜆)

𝜆2𝜃
,

где 𝛽(𝜈) и 𝐴(𝜆) — функции, определённые соответственно формулами (3) и (4), а 𝜆 — поло-
жительное рациональное число, знаменатель которого не превосходит 𝑋.

Лемма 2. Пусть 𝑇 0,1 6 𝑌 ≤ 𝑇 , 1
4 ≤ 𝜃 ≤ 1

2 , тогда справедлива следующая асимптотиче-
ская формула:

𝑆(𝑌 ) =
2(1 + æ2)

5(1− 2𝜃)
𝑌 1−2𝜃𝑊 (0) +

(︂
𝑐1

1− 2𝜃
+ 𝑐2

)︂
𝑊 (1− 2𝜃) +𝑂

(︁
𝑌 −2𝜃𝑋2 ln2𝑋

)︁
,

𝑐1 = −71−2𝜃 + 131−2𝜃 + æ2(91−2𝜃 + 111−2𝜃)

5 · 21−2𝜃
, 𝑐2 = 1 +

1

42𝜃
+

æ2

22𝜃
+

æ2

32𝜃
+

+ 10𝜃

∫︁ ∞

0,5

(︂
1

(5𝑢+ 1)2𝜃+1
+

1

(5𝑢+ 4)2𝜃+1
+

æ2

(5𝑢+ 2)2𝜃+1
+

æ2

(5𝑢+ 3)2𝜃+1

)︂
𝜌(𝑢)𝑑𝑢.

Доказательство см. [6], стр. 227.

Лемма 3. При 0 ≤ 𝜃 ≤ 1
2 для 𝑊 (𝜃) справедлива оценка

𝑊 (𝜃) =
∑︁

𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

(︂
(𝜈1𝜈4, 𝜈2𝜈3)

𝜈1𝜈3

)︂1−𝜃 𝛽(𝜈1)𝛽(𝜈2)𝛽(𝜈3)𝛽(𝜈4)

𝜈2𝜈4
= 𝑂

(︂
𝑋2𝜃

√
ln𝑋

)︂
.

Доказательство см. [6], стр. 229.

Определение 3. Если 𝐵 ≥ 1, 0 < ℎ ≤ 𝐵, 𝐹 (𝑢) ∈ 𝐶∞(𝐵, 2𝐵), 𝐴 ≥ 1,

𝐴𝐵1−𝑟 ≪ |𝐹 (𝑟)(𝑢) |≪ 𝐴𝐵1−𝑟, 𝑟 = 1, 2, 3, . . . ,

где постоянные под знаком ≪ зависят только от 𝑟, и имеет место оценка∑︁
𝐵≤𝑛≤𝐵+ℎ

𝑒(𝐹 (𝑛)) ≪ 𝐴𝑘𝐵𝑙, 0 ≤ 𝑘 ≤ 0, 5 0, 5 ≤ 𝑙 ≤ 1,

то пара (𝑘, 𝑙) называется экспоненциальной парой.
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3. Оценка тригонометрических сумм 𝑊𝑗(𝑇 )

При 𝑗 = 0, 1, 2 определим три вида сумм 𝑊𝑗(𝑇 ). Для этого кроме уже введённых парамет-
ров в конце первого параграфе введём дополнительные параметры, от которых могут зависеть
эти суммы: 𝑘 = [lnL ]; 𝜂 = 𝑐1𝑘L

− 1
2 . Пользуясь определением чисел 𝐴(𝜆) в (4) и обозначениями

функций

𝐵(𝜙) =

(︂
𝜙𝑖𝜂 − 1

ln𝜙

)︂𝑘
, 𝐵(𝜓) =

(︂
𝜓−𝑖𝜂 − 1

ln𝜓

)︂𝑘
,

суммы 𝑊𝑗 =𝑊𝑗(𝑇 ) определим равенствами

𝑊0 =
∑︁

𝜆1<𝜆2<𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
,

𝑊1 =
∑︁

𝜆1<𝜆2<𝑃 1−𝜀2

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
𝐵

(︂
𝑃

𝜆1

)︂
𝐵

(︂
𝑃

𝜆2

)︂
exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
,

𝑊2 =
∑︁

𝑃 1−𝜀2<𝜆1<𝜆2<𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
.

А.А. Карацуба [5] при 𝐻 > 𝑇
27
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+𝜀1 для этих сумм получил оценки вида

𝑊𝑗(𝑇 ) ≪ 𝑇−𝜀1 , 𝑗 = 0, 2; 𝑊1(𝑇 ) ≪
(︁
𝜀−2𝑘
2 (ln𝑇 )−2𝑘 + 𝜀−𝑘2 𝜂𝑘(ln𝑇 )−𝑘

)︁
𝑇−𝜀1 .

В лемме 4 в сочетании методов работ [11, 12, 13, 14, 15, 16] и метода экспоненциальных пар
для тригонометрических сумм𝑊𝑗(𝑇 ) подобные оценки получены для параметра 𝐻 с меньшим
порядком роста.

Лемма 4. Пусть 𝜀1 и 𝜀2 - произвольные малые фиксированные положительные числа,
не превосходящие 0, 001, 𝑘 — натуральное число, 0 < 𝜂 < 1, (𝜅, 𝜆) — произвольная экспонен-
циальная пара,

𝜃(𝜅, 𝜆) =
𝜅+ 𝜆

2𝜅+ 2
, æ(𝜅, 𝜆) =

52 + 𝜅− 𝜆

50𝜅+ 50
, 𝜎(𝜅) =

lnL

(𝜅+ 1) ln𝑇
.

Тогда при 𝐻 = 𝑇 𝜃(𝜅,𝜆)+æ(𝜅,𝜆)𝜀1+𝜎(𝜅) справедливы оценки

𝑊𝑗(𝑇 ) ≪ 𝑇−𝜀1 , 𝑗 = 0, 𝑗 = 2; 𝑊1(𝑇 ) ≪
(︂

2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂ 𝑘

𝜀2
+ 𝜂𝑘L

)︂
𝑇−0,5(𝜆−𝜅)𝜀2 · 𝑇−𝜀1 .

Показатель 𝜃(𝜅;𝜆) = 𝜅+𝜆
2(𝜅+1) также появляется в проблеме Гаусса о числе целых точек в

круге 𝑥2 + 𝑦2 6 𝑅 в форме

𝐾(𝑅) = #
{︀
(𝑥, 𝑦) : 𝑥2 + 𝑦2 6 𝑅, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍

}︀
= 𝜋𝑅+𝑂

(︁
𝑅𝜃(𝜅;𝜆)+𝜀

)︁
,

и в оценке остаточного члена в проблеме делителей Дирихле о числе целых точек в гиперболе
𝑥𝑦 6 𝑁 , 𝑥 > 0, 𝑦 > 0. Наилучшая оценка сверху для 𝜃(𝜅;𝜆) принадлежит М. Хаксли [17]. Он
доказал, что

𝜃0 = min
𝜅,𝜆∈𝒫

𝜃(𝜅, 𝜆) = min
𝜅,𝜆∈𝒫

𝜅+ 𝜆

2𝜅+ 2
6

131

416
=

1

3
− 23

3 · 416
≈ 0.31490,

где 𝒫 — множество всех экспоненциальных пар. Отсюда из леммы 4 получаем следующее.
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Следствие 2. Пусть 𝜀1 и 𝜀2 - произвольные малые фиксированные положительные чис-
ла, не превосходящие 0, 001, 𝑘 — натуральное число, 0 < 𝜂 < 1. Тогда при 𝐻 = 𝑇

131
416

+𝜀1

справедливы оценки:

𝑊𝑗(𝑇 ) ≪ 𝑇−𝜀1 , 𝑗 = 0, 𝑗 = 2; 𝑊1(𝑇 ) ≪
(︂

2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂ 𝑘

𝜀2
+ 𝜂𝑘L

)︂
𝑇−𝜀1 .

Доказательство леммы 4 для удобства разобьём на этапы.
1. Оценка части суммы 𝑊𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2 с условием 𝜆2 > 𝜆1(1 + L𝐻−1). Если в

суммах 𝑊𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2 выполняется условие 𝜆2 > 𝜆1(1 + L𝐻−1), то воспользовавшись
известным неравенством ln(1 + 𝑥) > 0, 5𝑥, 0 < 𝑥 6 0, 5, имеем

exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
< exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
ln

(︂
1 +

L

𝐻

)︂)︂2
)︃
< exp

(︂
−L 2

16

)︂
.

Обозначая соответствующие части сумм 𝑊𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2, для которых выполняется условие
𝜆2 − 𝜆1 > L𝐻−1, через 𝑊 ′

𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2, и воспользовавшись при 𝑗 = 1 соотношением

⃒⃒⃒⃒
𝐵

(︂
𝑃

𝜆

)︂⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒(︀
𝑃
𝜆

)︀𝑖𝜂 − 1
⃒⃒⃒𝑘

(︀
ln
(︀
𝑃
𝜆

)︀)︀𝑘 =

⃒⃒
2 sin

(︀𝜂
2 ln

𝑃
𝜆

)︀⃒⃒𝑘
(ln𝑃 − ln𝜆)𝑘

6
2𝑘

(ln𝑃 − ln𝑃 1−𝜀2)𝑘
=

(︂
2

𝜀2L

)︂𝑘
, (5)

имеем

|𝑊 ′
𝑗(𝑇 )| < exp

(︂
−L 2

16

)︂(︃∑︁
𝜆<𝑃

|𝐴(𝜆)|√
𝜆

)︃2

; 𝑗 = 0, 2;

|𝑊 ′
1(𝑇 )| <

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘

exp

(︂
−L 2

16

)︂⎛⎝ ∑︁
𝜆<𝑃 1−𝜀2

|𝐴(𝜆)|√
𝜆

⎞⎠2

.

Далее из определения суммы 𝐴(𝜆) и соотношений |𝑟(𝑚)| 6 1 и |ℎ(𝜈)| 6 1 имеем

∑︁
𝜆<𝑃

|𝐴(𝜆)|√
𝜆

6
∑︁
𝜆<𝑃

1√
𝜆

∑︁
𝑛𝜈1
𝜈2

=𝜆

𝜈1,𝜈2<𝑋

|ℎ(𝜈1)||ℎ(𝜈2)||𝑟(𝑛)|
𝜈2

=
∑︁

𝜈1,𝜈2<𝑋

1
√
𝜈1𝜈2

∑︁
𝑛<

𝑃𝜈2
𝜈1

1√
𝑛
≪ 𝑃

1
2𝑋 ln𝑋.

Следовательно,

𝑊 ′
𝑗(𝑇 ) ≪ exp

(︂
−L 2

16

)︂
𝑃𝑋2 ln2𝑋, 𝑗 = 0, 2;

𝑊 ′
1(𝑇 ) ≪

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘

exp

(︂
−L 2

16

)︂
𝑃 1−𝜀2𝑋2 ln2𝑋.

Осталось рассмотреть слагаемые с условием 𝜆1 < 𝜆2 6 𝜆1(1+L𝐻−1). Промежутки 0 < 𝜆1 < 𝑃
в 𝑊0(𝑇 ), 0 < 𝜆1 < 𝑃 1−𝜀2 в 𝑊1(𝑇 ), и 𝑃 1−𝜀2 < 𝜆1 < 𝑃 в 𝑊2(𝑇 ), разобьём целыми числа-
ми Λ = Λ(𝑗) на ≪ L промежутков вида Λ < 𝜆1 6 Λ1 ≤ 2Λ. Следовательно для чисел Λ
выполняется соотношение

2Λ = 2Λ(𝑗) < 𝐸𝑗𝑃, где 𝐸𝑗 =

{︂
𝑃−𝜀2 , если 𝑗 = 1;
1, если 𝑗 = 0 или 𝑗 = 2.

(6)
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Обозначая через 𝑊𝑗(Λ), 𝑗 = 0, 1, 2 максимальную из получившихся таким образом сумм,
приходим к неравенствам

𝑊𝑗(𝑇 ) ≪ L |𝑊𝑗(Λ)|+ exp

(︂
−L 2

16

)︂
𝑃𝑋2 ln2𝑋, 𝑗 = 0, 2;

𝑊1(𝑇 ) ≪ L |𝑊1(Λ)|+
(︂

2

𝜀2L

)︂2𝑘

exp

(︂
−L 2

16

)︂
𝑃 1−𝜀2𝑋2 ln2𝑋.

(7)

2. Оценка 𝑊𝑗(Λ) с условием Λ 6 𝐻𝑋−2L −1. Если Λ 6 𝐻𝑋−2L −1, то в силу того, что
рациональные числа 𝜆1 и 𝜆2 имеют вид

𝜆1 < 𝜆2, 𝜆1 =
𝑛1𝜈1
𝜈2

, 𝜆2 =
𝑛2𝜈3
𝜈4

, 𝜈𝑖 < 𝑋, 𝑖 = 1, 2, 3, 4.

находим

𝜆2
𝜆1

= 1 +
𝜆2 − 𝜆1
𝜆1

> 1 +
𝜆2 − 𝜆1

2Λ
> 1 +

1

2Λ
· 𝑛2𝜈3𝜈2 − 𝑛1𝜈1𝜈4

𝜈2𝜈4
> 1 +

1

2𝜈2𝜈4Λ
> 1 +

L

2𝐻
,

поэтому

exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
< exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
ln

(︂
1 +

L

2𝐻

)︂)︂2
)︃
< exp

(︂
−L 2

64

)︂
.

Оценивая суммы 𝑊𝑗(Λ), 𝑗 = 0, 1, 2 при Λ 6 𝐻𝑋−2L −1, аналогично суммам 𝑊 ′
𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2,

находим, что

𝑊𝑗(Λ) ≪ exp

(︂
−L 2

64

)︂
𝑃𝑋2 ln2𝑋, 𝑗 = 0, 2;

𝑊1(Λ) ≪
(︂

2

𝜀2L

)︂2𝑘

exp

(︂
−L 2

64

)︂
𝑃 1−𝜀2𝑋2 ln2𝑋.

(8)

3. Выражение 𝑊𝑗(Λ) с условием Λ > 𝐻𝑋−2L −1 через 𝐶(𝑢, ℎ) и 𝐹𝑗(ℎ, 𝜈). Не ограни-
чивая общности можно считать, что Λ > 𝐻𝑋−2L −1, 𝐵0

(︀
𝑃
𝜆

)︀
= 𝐵2

(︀
𝑃
𝜆

)︀
= 1 и 𝐵1

(︀
𝑃
𝜆

)︀
= 𝐵

(︀
𝑃
𝜆

)︀
.

Тогда

𝑊𝑗(Λ) =
∑︁

Λ<𝜆16Λ1

∑︁
𝜆1<𝜆26𝜆1(1+L𝐻−1)

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
𝐵𝑗

(︂
𝑃

𝜆1

)︂
𝐵𝑗

(︂
𝑃

𝜆2

)︂
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 𝛿

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
,

где 𝛿 = 0 и 𝐻𝑋−2L −1 < Λ < Λ1 ≤ 2Λ < 𝑃 1−𝜀2 при 𝑗 = 1, а 𝛿 = 1 и 𝐻𝑋−2L −1 <
< Λ < Λ1 ≤ 2Λ < 𝑃 при 𝑗 = 0, 2.

Воспользовавшись определением 𝐴(𝜆), и обозначением
𝜈1𝜈4
𝜈2𝜈3

=
𝑎

𝑏
, (𝑎, 𝑏) = 1, представим

сумму 𝑊 (Λ) в виде

𝑊𝑗(Λ) =
∑︁

𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

ℎ(𝜈1)ℎ(𝜈2)ℎ(𝜈3)ℎ(𝜈4)√
𝜈1𝜈2𝜈3𝜈4

𝑊𝑗(Λ, 𝜈); 𝑗 = 0, 1.2; 𝜈 = (𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, 𝜈4); (9)

𝑊𝑗(Λ, 𝜈) =
∑︁

Λ𝜈2
𝜈1

<𝑛16
Λ1𝜈2
𝜈1

∑︁
𝑛1𝑎
𝑏
<𝑛26

𝑛1𝑎
𝑏

(1+L𝐻−1)

𝑟(𝑛1)𝑟(𝑛2)Φ𝑗(𝑛1, 𝑛2, 𝜈)

(︂
𝑛1𝑎

𝑛2𝑏

)︂𝑖𝑇
,
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Φ𝑗(𝑛1, 𝑛2, 𝜈) =

exp

(︂
−
(︁
𝐻+𝛿
2 ln 𝑛1𝑎

𝑛2𝑏

)︁2)︂
√
𝑛1𝑛2

𝐵𝑗

(︂
𝑃𝜈2
𝑛1𝜈1

)︂
𝐵𝑗

(︂
𝑃𝜈4
𝑛2𝜈3

)︂
.

Записав 𝑛1 и 𝑛2 в виде членов арифметических прогрессий соответственно с разностями 5𝑎,
и 5𝑏, то есть

𝑛1 = 5𝑏𝑚+ 𝑏1, 0 6 𝑏1 < 5𝑏,
Λ𝜈2
𝜈1

− 𝑏1

5𝑏
< 𝑚 6

Λ1𝜈2
𝜈1

− 𝑏1

5𝑏
,

𝑛2 = 5𝑎𝑚1 + 𝑎1, 0 6 𝑎1 < 5𝑎, 𝑚+
𝑏1
5𝑏

− 𝑎1
5𝑎

< 𝑚1 6 𝑚+
𝑏1
5𝑏

− 𝑎1
5𝑎

+

(︂
𝑚+

𝑏1
5𝑏

)︂
L

𝐻
,

вводя обозначение

𝑁 =
Λ𝜈2
𝜈1

− 𝑏1

5𝑏
, 𝑁1 =

Λ1𝜈2
𝜈1

− 𝑏1

5𝑏
, 𝛼 =

𝑏1
5𝑏

− 𝑎1
5𝑎
, 𝜔(𝑚) =

(︂
𝑚+

𝑏1
5𝑏

)︂
L

𝐻
,

делая суммирование по 𝑏1 и 𝑎1 внешним, а также имея в виду, что 𝑟(5𝑏𝑚 + 𝑏1) = 𝑟(𝑏1) и
𝑟(5𝑎𝑚1 + 𝑎1) = 𝑟(𝑎1), приходим к следующему соотношению:

𝑊𝑗(Λ, 𝜈) =
∑︁

06𝑏1<5𝑏

𝑟(𝑏1)
∑︁

06𝑎1<5𝑎

𝑟(𝑎1)𝑊𝑗(Λ, 𝜈,𝑚,𝑚1), (10)

𝑊𝑗(Λ, 𝜈,𝑚,𝑚1) =
∑︁

𝑁<𝑚6𝑁1

∑︁
𝑚+𝛼<𝑚16𝑚+𝛼+𝜔(𝑚)

Φ𝑗(5𝑏𝑚+ 𝑏1, 5𝑎𝑚1 + 𝑎1, 𝜈)

(︃
𝑚+ 𝑏1

5𝑏

𝑚1 +
𝑎1
5𝑎

)︃𝑖𝑇
.

Переменная суммирования 𝑚1 принимает все значения целых чисел из полуинтервала
𝑚+ 𝛼 < 𝑚1 6 𝑚+ 𝛼+ 𝜔(𝑚), поэтому заменяя 𝑚1 на 𝑚+ ℎ, то есть полагая 𝑚1 = 𝑚+ ℎ, где
ℎ принимает значения из полуинтервала 𝛼 < ℎ 6 𝛼+ 𝜔(𝑚), представим сумму 𝑊4 в виде

𝑊𝑗(Λ, 𝜈,𝑚,𝑚1) =
∑︁

𝑁<𝑚6𝑁1

∑︁
𝛼<ℎ6𝛼+𝜔(𝑚)

Φ𝑗(5𝑏𝑚+ 𝑏1, 5𝑎(𝑚+ ℎ) + 𝑎1, 𝜈)

(︃
𝑚+ 𝑏1

5𝑏

(𝑚+ ℎ) + 𝑎1
5𝑎

)︃𝑖𝑇
,

Заметим, что ℎ > 0 , и это следует из соотношения

−1 < −1 +
1

5𝑎
6 𝛼 =

𝑏1
5𝑏

− 𝑎1
5𝑎

6 1− 1

5𝑏
< 1.

Меняя порядки суммирования по ℎ и 𝑚, имея в виду, что условия ℎ 6 𝛼 + 𝜔(𝑚) и

𝑚 > (ℎ−𝛼)𝐻L − 𝑏1
5𝑏 равносильны, и вводя обозначения 𝑁2 = max

(︂
𝑁,

𝐻

L
(ℎ− 𝛼)− 𝑏1

5𝑏

)︂
, найдем

𝑊𝑗(Λ, 𝜈,𝑚,𝑚1) =
∑︁

𝛼<ℎ6𝛼+𝜔(𝑁1)

∑︁
𝑁2<𝑚6𝑁1

Φ𝑗(5𝑏𝑚+ 𝑏1, 5𝑎(𝑚+ ℎ) + 𝑎1, 𝜈)

(︃
𝑚+ 𝑏1

5𝑏

𝑚+ ℎ+ 𝑎1
5𝑎

)︃𝑖𝑇
,

К сумме по 𝑚 применяя преобразования Абеля, получаем

𝑊𝑗(Λ, 𝜈,𝑚,𝑚1) =
∑︁

𝛼<ℎ6𝛼+𝜔(𝑁1)

(︂
−
∫︁ 𝑁1

𝑁2

𝐶(𝑢, ℎ)𝑓 ′𝑗(𝑢, ℎ)𝑑𝑢+ 𝐶(𝑁1, ℎ)𝑓𝑗(𝑁1, ℎ)

)︂
,

𝑓𝑗(𝑢, ℎ) = Φ𝑗(5𝑏𝑢+ 𝑏1, 5𝑎(𝑢+ ℎ) + 𝑎1, 𝜈), 𝐶(𝑢, ℎ) =
∑︁

𝑁2<𝑚6𝑢

(︃
𝑚+ 𝑏1

5𝑏

𝑚+ ℎ+ 𝑎1
5𝑎

)︃𝑖𝑇
.
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Подставляя правую часть полученной формулы в (10), а затем в (9), и переходя к оценкам,
найдём

𝑊𝑗(Λ) 6
∑︁

𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

1
√
𝜈1𝜈2𝜈3𝜈4

∑︁
06𝑏1<5𝑏

∑︁
06𝑎1<5𝑎

∑︁
𝛼<ℎ6𝛼+𝜔(𝑁1)

𝐹𝑗(ℎ, 𝜈) max
𝑁2<𝑢6𝑁1

|𝐶(𝑢, ℎ)|, (11)

𝐹𝑗(ℎ, 𝜈) =

∫︁ 𝑁1

𝑁2

|𝑓 ′𝑗(𝑢, ℎ)|𝑑𝑢+ |𝑓𝑗(𝑁1, ℎ)|.

Далее оценим 𝐹𝑗(ℎ, 𝜈), 𝑗 = 0, 1, 2, а затем |𝐶(𝑢, ℎ)|. Заметим, что 𝐹0(ℎ, 𝜈) и 𝐹2(ℎ, 𝜈) тожде-
ственно равны так как 𝑓2(𝑢, ℎ) = 𝑓0(𝑢, ℎ), поэтому достаточно оценить 𝐹0(ℎ, 𝜈) и 𝐹1(ℎ, 𝜈).

4. Оценка 𝐹0(ℎ, 𝜈). Имея в виду, что 𝑓0(𝑢, ℎ) = Φ0(5𝑏𝑢+ 𝑏1, 5𝑎(𝑢+ ℎ) + 𝑎1, 𝜈), находим

𝑓 ′0(𝑢, ℎ) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
exp

(︃
−
(︂
𝐻+𝛿
2 ln

𝑢+
𝑏1
5𝑏

𝑢+ℎ+
𝑎1
5𝑎

)︂2
)︃

5
√
𝑎𝑏

√︂(︁
𝑢+ 𝑏1

5𝑏

)︁ (︀
𝑢+ ℎ+ 𝑎1

5𝑎

)︀
⎞⎟⎟⎟⎟⎠

′

=

exp

(︃
−
(︂
𝐻+𝛿
2 ln

𝑢+
𝑏1
5𝑏

𝑢+ℎ+
𝑎1
5𝑎

)︂2
)︃

5
√
𝑎𝑏

×

×
2(𝐻 + 𝛿) ln

(︂
1 +

ℎ− 𝑏1
5𝑏

+
𝑎1
5𝑎

𝑢+
𝑏1
5𝑏

)︂(︁
ℎ− 𝑏1

5𝑏 +
𝑎1
5𝑎

)︁
− 2𝑢− ℎ− 𝑏1

5𝑏 −
𝑎1
5𝑎

2
(︁
𝑢+ 𝑏1

5𝑏

)︁ 3
2 (︀
𝑢+ ℎ+ 𝑎1

5𝑎

)︀ 3
2

.

Знак 𝑓 ′0(𝑢, ℎ) совпадает со знаком числителя последней дроби, для определения ко-
торой, пользуясь последовательно границами изменения переменных 𝑁2 < 𝑚 6 𝑁1 и
𝛼 < ℎ 6 𝛼+ 𝜔(𝑁1), то есть соотношениями

𝑁2 =max

(︂
𝑁,

𝐻

L
(ℎ− 𝛼)− 𝑏1

5𝑏

)︂
= max

(︃
Λ𝜈2
𝜈1

− 𝑏1

5𝑏
,
𝐻

L

(︂
ℎ− 𝑏1

5𝑏
+
𝑎1
5𝑎

)︂
− 𝑏1

5𝑏

)︃
,

𝛼 =
𝑏1
5𝑏

− 𝑎1
5𝑎
, 𝜔(𝑁1) =

(︂
𝑁1 +

𝑏1
5𝑏

)︂
L

𝐻
=

Λ1𝜈2
𝜈1

· L

5𝑏𝐻
,

имеем

2(𝐻 + 𝛿) ln

(︃
1 +

ℎ− 𝑏1
5𝑏 +

𝑎1
5𝑎

𝑢+ 𝑏1
5𝑏

)︃(︂
ℎ− 𝑏1

5𝑏
+
𝑎1
5𝑎

)︂
− 2𝑢− ℎ− 𝑏1

5𝑏
− 𝑎1

5𝑎
<

< 2(𝐻 + 𝛿) ln

(︃
1 +

Λ1𝜈2
𝜈1

· L
5𝑏𝐻

Λ𝜈2
5𝜈1𝑏

)︃
Λ1𝜈2
𝜈1

· L

5𝑏𝐻
− 2Λ𝜈2

5𝜈1𝑏
=

=
2Λ𝜈2
5𝜈1𝑏

(︂(︂
1 +

𝛿

𝐻

)︂
ln

(︂
1 +

L

𝐻

)︂
L − 1

)︂
<

(︂
2L 2

𝐻
− 1

)︂
2Λ𝜈2
5𝜈1𝑏

< 0.

Следовательно, 𝑓 ′0(𝑢, ℎ) < 0, поэтому с учётом условия 𝑓0(𝑢, ℎ) > 0 найдём

𝐹0(ℎ, 𝜈) = −
∫︁ 𝑁1

𝑁2

𝑓 ′0(𝑢, ℎ)𝑑𝑢+ 𝑓0(𝑁1, ℎ) 6 𝑓0(𝑁2, ℎ).

Для оценки сверху 𝑓0(𝑢, ℎ), возвращаясь к переменным 𝑛1 и 𝑛2, затем к 𝜆1 и 𝜆2, далее поль-
зуясь соотношением Λ < 𝜆1 < 𝜆2, имеем

𝐹0(ℎ, 𝜈) = 𝑓0(𝑢,𝑁2) =

√︂
𝜈1𝜈3
𝜈2𝜈4

·
exp

(︂
−
(︁
𝐻+𝛿
2 ln 𝜆1

𝜆2

)︁2)︂
√
𝜆1𝜆2

6
1

Λ

√︂
𝜈1𝜈3
𝜈2𝜈4

. (12)
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5. Оценка 𝐹1(ℎ, 𝜈). Для оценки 𝐹1(ℎ, 𝜈) нам нужны оценки 𝑓1(𝑢, ℎ) и 𝑓 ′1(𝑢, ℎ)—её произ-
водная по 𝑢. Воспользовавшись обозначениями

𝜙 = 𝜙(𝑢) =
𝑃𝜈2

(5𝑏𝑢+ 𝑏1)𝜈1
, 𝜓 = 𝜓(𝑢) =

𝑃𝜈4
(5𝑎(𝑢+ ℎ) + 𝑎1)𝜈3

,

и соотношением 𝑓1(𝑢, ℎ) = Φ1(5𝑏𝑢+ 𝑏1, 5𝑎(𝑢+ ℎ) + 𝑎1, 𝜈), получим

𝑓1(𝑢, ℎ) = 𝑓0(𝑢, ℎ)
(︁
𝐵(𝜙(𝑢))𝐵(𝜓(𝑢))

)︁
,

𝑓 ′1(𝑢, ℎ) = 𝑓0(𝑢, ℎ)
(︁
𝐵(𝜙(𝑢))𝐵(𝜓(𝑢))

)︁′
𝑢
+ 𝑓 ′0(𝑢, ℎ)𝐵(𝜙(𝑢))𝐵(𝜓(𝑢)),

(︁
𝐵(𝜙(𝑢))𝐵(𝜓(𝑢))

)︁′
𝑢
= 𝑘𝐵(𝜙)𝐵(𝜓)

⎛⎝1− 𝑖𝜂𝜙𝑖𝜂(𝐵(𝜙))−
1
𝑘(︁

𝑢+ 𝑏1
5𝑏

)︁
ln𝜙

+
1 + 𝑖𝜂𝜓−𝑖𝜂(𝐵(𝜓))−

1
𝑘(︀

𝑢+ ℎ+ 𝑎1
5𝑎

)︀
ln𝜓

⎞⎠ .

Пользуясь оценкой (5), найдем

⃒⃒⃒⃒(︁
𝐵(𝜙(𝑢))𝐵(𝜓(𝑢))

)︁′
𝑢

⃒⃒⃒⃒
6

2𝑘

𝑢 ln
(︀
𝑃
𝜆

)︀ (︃⃒⃒⃒⃒𝐵(︂𝑃
𝜆

)︂⃒⃒⃒⃒2
+ 𝜂

⃒⃒⃒⃒
𝐵

(︂
𝑃

𝜆

)︂⃒⃒⃒⃒ 2𝑘−1
𝑘

)︃
6

6
2𝑘

𝑢 𝜀2L

(︃(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘

+ 𝜂

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘−1
)︃

=

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂ 2

𝜀2L
+ 𝜂

)︂
𝑘

𝑢
.

Подставляя найденные формулы для 𝑓1(𝑢, ℎ) и 𝑓 ′1(𝑢, ℎ) в соотношение (11), переходя к оценкам
и воспользовавшись оценкой (5) и последней оценкой, затем соотношениями 𝑓 ′0(𝑢, ℎ) < 0 и
𝑓0(𝑢, ℎ) > 0, а в конце соотношением (12), последовательно находим

𝐹1(ℎ,𝜈) 6
∫︁ 𝑁1

𝑁2

⃒⃒⃒⃒
𝑓0(𝑢, ℎ)

(︁
𝐵(𝜙(𝑢))𝐵(𝜓(𝑢))

)︁′
𝑢

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑢+

∫︁ 𝑁1

𝑁2

⃒⃒
𝑓 ′0(𝑢, ℎ)

⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐵(𝜙(𝑢))𝐵(𝜓(𝑢))

⃒⃒⃒
𝑑𝑢+

+ |𝑓0(𝑁1, ℎ)|
⃒⃒⃒
𝐵(𝜙(𝑁1))𝐵(𝜓(𝑁1))

⃒⃒⃒
6

6

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂(︂ 2𝑘

𝜀2L
+ 𝑘𝜂

)︂∫︁ 𝑁1

𝑁2

𝑓0(𝑢, ℎ)

𝑢
𝑑𝑢−

∫︁ 𝑁1

𝑁2

𝑓 ′0(𝑢, ℎ)𝑑𝑢+ 𝑓0(𝑁1, ℎ)

)︂
6

6

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂2𝑘

𝜀2
+ 𝑘𝜂L + 1

)︂
𝑓0(𝑁2, ℎ) ≪

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂ 𝑘

𝜀2
+ 𝜂𝑘L

)︂
1

Λ

√︂
𝜈1𝜈3
𝜈2𝜈4

.

Объединяя эту оценку с оценкой (12), имеем

𝐹𝑗(ℎ,𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, 𝜈4) ≪
𝐷𝑗

Λ

√︂
𝜈1𝜈3
𝜈2𝜈4

,

𝐷𝑗 =

⎧⎨⎩
(︂

2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂ 𝑘

𝜀2
+ 𝜂𝑘L

)︂
, если 𝑗 = 1;

1, если 𝑗 = 0 или 𝑗 = 2.

Подставляя эту оценку в формулу (11), получим

𝑊𝑗(Λ) ≪
𝐷𝑗

Λ

∑︁
𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

1

𝜈2𝜈4

∑︁
06𝑏1<5𝑏

∑︁
06𝑎1<5𝑎

∑︁
𝛼<ℎ6𝛼+𝜔(𝑁1)

max
𝑁2<𝑢6𝑁1

|𝐶(𝑢, ℎ)|, (13)
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6. Оценка |𝐶(𝑢, ℎ)|. Для оценки суммы

𝐶(𝑢, ℎ) =
∑︁

𝑁2<𝑚6𝑢

𝑒

(︃
𝑇

2𝜋
ln
𝑚+ ℎ+ 𝑎1

5𝑎

𝑚+ 𝑏1
5𝑏

)︃
,

𝑁2 = max

(︂
Λ𝜈2
5𝑏𝜈1

− 𝑏1
5𝑏
,
𝐻

L
(ℎ− 𝛼)− 𝑏1

5𝑏

)︂
, 𝑢 6

Λ1𝜈2
5𝑏𝜈1

− 𝑏1
5𝑏
,

воспользуемся методом экспоненциальных пар. Положим,

𝑓(𝑦) =
𝑇

2𝜋
ln
𝑦 + ℎ+ 𝑎1

5𝑎

𝑦 + 𝑏1
5𝑏

, 𝐴 =
𝑇 |ℎ− 𝛼|
𝑁2

2

≪ 𝑇 |ℎ− 𝛼|𝑏2𝜈21
Λ2𝜈22

,

𝐵 = 𝑢−𝑁2 6 𝑁1 −𝑁2 =
Λ1𝜈2
5𝑏𝜈1

− 𝑏1
5𝑏

−max

(︂
Λ𝜈2
5𝑏𝜈1

− 𝑏1
5𝑏
,
𝐻

L
(ℎ− 𝛼)− 𝑏1

5𝑏

)︂
≪ Λ𝜈2

𝑏𝜈1
.

Для нахождения производной порядка 𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . функции 𝑓(𝑢), представляя её производ-
ную первого порядка в виде

𝑓 ′(𝑦) = −𝑇 (ℎ− 𝛼)

2𝜋
· 𝑓1(𝑦)𝑓2(𝑦), 𝑓1(𝑦) =

1

𝑦 + ℎ+ 𝑎1
5𝑎

, 𝑓2(𝑦) =
1

𝑦 + 𝑏1
5𝑏

, 𝛼 =
𝑏1
5𝑏

− 𝑎1
5𝑎
,

и имея в виду, что

𝑓
(𝑠−1−𝑗)
1 (𝑦) =

(−1)𝑠−1−𝑗(𝑠− 1− 𝑗)!

(𝑦 + ℎ+ 𝑎1
5𝑎)

𝑠−𝑗 , 𝑓
(𝑗)
2 (𝑦) =

(−1)𝑗𝑗!

(𝑦 + 𝑏1
5𝑏)

𝑗+1
,

воспользуемся формулой Лейбница для 𝑠− 1 — ой производной произведения двух функций:

𝑓 (𝑠)(𝑦) = −𝑇 (ℎ− 𝛼)

2𝜋
(𝑓1(𝑦)𝑓2(𝑦))

(𝑠−1) = −𝑇 (ℎ− 𝛼)

2𝜋

𝑠−1∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗𝑠−1𝑓
(𝑠−1−𝑗)
1 (𝑦)𝑓

(𝑗)
2 (𝑦) =

=
(−1)𝑠 𝑠!𝑇 (ℎ− 𝛼)

2𝜋

𝑠−1∑︁
𝑗=0

1

(𝑦 + ℎ+ 𝑎1
5𝑎)

𝑠−𝑗(𝑦 + 𝑏1
5𝑏)

𝑗+1
.

Поэтому
𝐴𝐵1−𝑠 ≪ 𝑓 (𝑠)(𝑦) ≪ 𝐴𝐵1−𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . .

Следовательно, для экспоненциальной пары (𝜅, 𝜆) имеем

|𝐶(𝑢, ℎ| ≪
(︂
𝑇 (ℎ− 𝛼)𝑏2𝜈21

Λ2𝜈22

)︂𝜅(︂
Λ𝜈2
𝑏𝜈1

)︂𝜆
=
𝑇 𝜅𝑏2𝜅−𝜆𝜈2𝜅−𝜆1

Λ2𝜅−𝜆𝜈2𝜅−𝜆2

(ℎ− 𝛼)𝜅.

7. Оценка 𝑊𝑗(𝑇 ), 𝑗 = 0, 1, 2. Подставляя оценку для |𝐶(𝑢, ℎ| в (13), имеем

𝑊𝑗(Λ) ≪
𝐷𝑗𝑇

𝜅

Λ1+2𝜅−𝜆

∑︁
𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

𝜈2𝜅−𝜆1 𝑏2𝜅−𝜆

𝜈1+2𝜅−𝜆
2 𝜈4

∑︁
06𝑏1<5𝑏

∑︁
06𝑎1<5𝑎

∑︁
𝛼<ℎ6𝛼+𝜔(𝑁1)

(ℎ− 𝛼)𝜅 ≪

≪ 𝐷𝑗𝑇
𝜅

Λ1+2𝜅−𝜆

∑︁
𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

𝜈2𝜅−𝜆1 𝑎𝑏1+2𝜅−𝜆

𝜈1+2𝜅−𝜆
2 𝜈4

(𝜔(𝑁1))
𝜅+1.

Отсюда имея в виду, что

𝜔(𝑁1) =

(︂
𝑁1 +

𝑏1
5𝑏

)︂
L

𝐻
=

Λ1𝜈2L

5𝐻𝑏𝜈1
, 𝑎 =

𝜈1𝜈4
(𝜈1𝜈4, 𝜈2𝜈3)

, 𝑏 =
𝜈2𝜈3

(𝜈1𝜈4, 𝜈2𝜈3)
,
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получим

𝑊𝑗(Λ) ≪
𝐷𝑗𝑇

𝜅Λ𝜆−𝜅

𝐻𝜅+1

∑︁
𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈4<𝑋

(𝜈1𝜈3)
𝜅−𝜆

(𝜈1𝜈4, 𝜈2𝜈3)1+𝜅−𝜆
≪ 𝐷𝑗

𝑇 𝜅Λ𝜆−𝜅𝑋4+2𝜅−2𝜆

𝐻𝜅+1
.

Отсюда пользуясь условиями 𝜆 − 𝜅 > 0 и 2Λ = 2Λ(𝑗) < 𝐸𝑗𝑃 , где 𝐸𝑗 определяется формулой
(6), а также 𝑋 = 𝑇 0,01𝜀1 , найдём

𝑊𝑗(Λ) ≪ 𝐷𝑗𝐸
𝜆−𝜅
𝑗 · 𝑇−𝜀1L −1

(︃
𝑇 𝜃(𝜅,𝜆)+æ(𝜅,𝜆)𝜀1+𝜎(𝜅)

𝐻

)︃𝜅+1

,

где

𝜃(𝜅, 𝜆) =
𝜅+ 𝜆

2𝜅+ 2
, æ(𝜅, 𝜆) =

52 + 𝜅− 𝜆

50𝜅+ 50
, 𝜎(𝜅) =

lnL

(𝜅+ 1) ln𝑇
.

Следовательно, при 𝐻 > 𝑇 𝜃(𝜅,𝜆)+æ(𝜅,𝜆)𝜀1+𝜎(𝜅) получим оценку

𝑊𝑗(Λ) ≪ 𝐷𝑗𝐸
𝜆−𝜅
𝑗 · 𝑇−𝜀1L −1.

Пользуясь определениями параметров 𝐷𝑗 и 𝐸𝑗 , эту оценку напишем в виде

𝑊𝑗(Λ) ≪ 𝑇−𝜀1L −1, 𝑗 = 0, 𝑗 = 2;

𝑊1(Λ) ≪
(︂

2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂ 𝑘

𝜀2
+ 𝜂𝑘L

)︂
𝑇−0,5(𝜆−𝜅)𝜀2 · 𝑇−𝜀1L −1.

Подставляя эту оценку и оценку (8) в (7), получим утверждение леммы.

4. Доказательство теоремы 1.

Кроме уже введённых параметров в конце первого параграфе введём дополнительные па-

раметры: 𝑎 — произвольное фиксированное число с условием 0 < 𝑎 < 1; 𝑇− 𝜋

4
= 4𝜋𝑟, 𝑟 — целое

число; 𝜂 = 𝑐1L
− 1

2 ; 𝑘 = [𝑐 lnL ]; 𝑐 и 𝑐1 > 1 — постоянные, значения которых определим позднее;
всюду ниже краткости функцию 𝐹 (𝑡+ 𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑘) обозначим через 𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘).

1. Сведение к оценкам интегралов 𝐼2(𝑇, 𝑇 + 𝐻), 𝐼1(𝑇, 𝑇 + 𝐻) и 𝐽(𝑇,𝐻). Из опре-
деления 1 функции 𝐹 (𝑡) и функционального уравнения (1) для функции 𝑓(𝑠) следует, что
𝐹 (𝑡) при вещественных 𝑡 принимает вещественные значения, а вещественные нули 𝐹 (𝑡) нечёт-
ного порядка являются нулями нечётного порядка 𝑓(𝑠), лежащими на критической прямой.
Обозначим буквой 𝐸 подмножество интервала (𝑇, 𝑇 +𝐻), состоящее из чисел 𝑡 таких, что∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘 >

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

⃒⃒⃒⃒
. (14)

Возводя обе части неравенства в степень 𝑎 и пользуясь определением 𝐸, получаем∫︁
𝐸
𝑑𝑡

(︂∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

)︂𝑎
>

>
∫︁
𝐸
𝑑𝑡

(︂(︂∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

)︂𝑎
−
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

⃒⃒⃒⃒𝑎
.

)︂
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При замене области интегрирования 𝐸 на интервал (𝑇, 𝑇 +𝐻) значение интеграла в правой
части последнего неравенства не меняется, так как при 𝑡 ∈ (𝑇, 𝑇 + 𝐻) ∖ 𝐸 неравенство (14)
превращается в равенство. Поэтому воспользовавшись обозначениями

𝐼(𝐸) =

∫︁
𝐸

(︂∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

)︂𝑎
𝑑𝑡,

𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻) =

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

⃒⃒⃒⃒𝑎
𝑑𝑡;

𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻) =

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

(︂∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

)︂𝑎
𝑑𝑡,

представим последнее неравенство в виде

𝐼(𝐸) ≥ 𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻)− 𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻). (15)

Пользуясь неравенством Гёльдера вида(︂∫︁
𝐸
𝑔(𝑡)𝑑𝑡

)︂ 2
𝑎

6 (𝜇(𝐸))
2
𝑎
−1
∫︁
𝐸
𝑔

2
𝑎 (𝑡)𝑑𝑡,

получаем

(𝐼(𝐸))
2
𝑎 6 (𝜇(𝐸))

2
𝑎
−1
∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

(︂∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

)︂2

𝑑𝑡.

Функция 𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘) непрерывна на отрезке [0, 𝜂] по каждому из аргументов 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘, поэто-
му согласно первой теореме о среднем значение интеграла, найдутся точки 𝑢*1, . . . , 𝑢

*
𝑘, для

которых выполняется равенство∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘 = 𝜂𝑘 |𝐹 (𝑡+ 𝑢*1 + . . .+ 𝑢*𝑘)| .

Отсюда с учётом следующего соотношения

0 6 𝑢*1 + . . .+ 𝑢*𝑘 6 𝜂𝑘 =
𝑐1[𝑐 lnL ]√

L
6 1,

имеем

𝐼(𝐸) 6

(︃
(𝜇(𝐸))

2
𝑎
−1 𝜂2𝑘

∫︁ 𝑇+𝐻+𝑢*1+...+𝑢
*
𝑘

𝑇+𝑢*1+...+𝑢
*
𝑘

|𝐹 (𝑡)|2𝑑𝑡

)︃𝑎
2

6 (𝜇(𝐸))
2−𝑎
2

(︁
𝜂2𝑘𝐽(𝑇,𝐻)

)︁𝑎
2
,

𝐽(𝑇,𝐻) =

∫︁ 𝑇+𝐻+1

𝑇
|𝐹 (𝑡)|2 𝑑𝑡.

Отсюда и из (15), найдём

(𝜇(𝐸))
2−𝑎
2 >

𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻)− 𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻)

(𝜂2𝑘𝐽(𝑇,𝐻))
𝑎
2

. (16)

Таким образом, для оценки снизу функции 𝜇(𝐸) достаточно оценить интеграл 𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻)
снизу, а интегралы 𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻) и 𝐽(𝑇,𝐻) сверху.

2. Оценка снизу интеграла 𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻). Применяя 𝑘 – раз неравенство Гёльдера вида(︂∫︁ 𝜂

0
𝑓(𝑢)𝑑𝑢

)︂ 1
𝑎

6 𝜂
1
𝑎
−1

∫︁ 𝜂

0
𝑓

1
𝑎 (𝑢)𝑑𝑢,
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затем возводя обе части получившегося неравенства в степени 𝑎, найдём(︂∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

)︂𝑎
> 𝜂𝑘(𝑎−1)

∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹 (𝑡, 𝑢, 𝑘)|𝑎 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

Отсюда и из определения интеграла 𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻), получим

𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻) > 𝜂𝑘(𝑎−1)

∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0

∫︁ 𝑇+𝐻+𝑢1+...+𝑢𝑘

𝑇+𝑢1+...+𝑢𝑘

|𝐹 (𝑡)|𝑎 𝑑𝑡𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘 >

> 𝜂𝑘(𝑎−1)

∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇+𝑘𝜂
|𝐹 (𝑡)|𝑎 𝑑𝑡𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘 = 𝜂𝑘𝑎

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇+𝑘𝜂
|𝐹 (𝑡)|𝑎 𝑑𝑡.

Далее пользуясь определением 𝐹 (𝑡), это неравенство представим в виде

𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻) > 𝜂𝑘𝑎
∫︁ 𝐻−𝑘𝜂

0

⃒⃒⃒⃒
𝑓

(︂
1

2
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂
𝜙2

(︂
1

2
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂⃒⃒⃒⃒𝑎
𝑑𝑡. (17)

Для оценки снизу интеграла в правой части (17) воспользуемся теоремой Гэбриэла о выпук-
лости среднего значения по двум переменным ([6], стр. 366). В этой лемме, полагая 𝛼 = 1

2 ,
𝜆 = 1

𝑎 , 𝛽 = 2, 𝜇 = 1
2−𝑎 , 𝜎 = 2− 3𝑎

4 , 𝑇1 = 𝐻 − 𝑘𝜂, 𝑝 = 𝑎
2 , 𝑞 = 2−𝑎

2 , и имея в виду, что

𝐽

(︂
2− 3𝑎

4
, 1

)︂
=

∫︁ 𝐻−𝑘𝜂

0

⃒⃒⃒⃒
𝑓

(︂
2− 3𝑎

4
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂
𝜙2

(︂
2− 3𝑎

4
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑡,

𝐽

(︂
1

2
,
1

𝑎

)︂
=

(︂∫︁ 𝐻−𝑘𝜂

0

⃒⃒⃒⃒
𝑓

(︂
1

2
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂
𝜙2

(︂
1

2
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂⃒⃒⃒⃒𝑎
𝑑𝑡

)︂ 1
𝑎

,

𝐽

(︂
2,

1

2− 𝑎

)︂
=

(︂∫︁ 𝐻−𝑘𝜂

0

⃒⃒
𝑓 (2 + 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂))𝜙2 (2 + 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂))

⃒⃒2−𝑎
𝑑𝑡

)︂ 1
2−𝑎

,

с учетом соотношения 𝑝𝜆+ 𝑞𝜇 = 1, найдем

𝐽

(︂
2− 3𝑎

4
, 1

)︂
6 𝑐𝑔𝐽

𝑎
2

(︂
1

2
,
1

𝑎

)︂
𝐽

2−𝑎
2

(︂
2,

1

2− 𝑎

)︂
,

где 𝑐𝑔 — абсолютная постоянная. Из соотношения (17), определения 𝐽
(︀
1
2 ,

1
𝑎

)︀
и последнего

неравенства, получим

𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻) > 𝜂𝑘𝑎𝐽𝑎
(︂
1

2
,
1

𝑎

)︂
> 𝑐−2

𝑔 𝜂𝑘𝑎𝐽2

(︂
2− 3𝑎

4
, 1

)︂
𝐽−(2−𝑎)

(︂
2,

1

2− 𝑎

)︂
. (18)

Таким образом, для оценки снизу интеграла 𝐼2(𝑇, 𝑇 + 𝐻) достаточно оценить интеграл

𝐽
(︀
2− 3𝑎

4 , 1
)︀
снизу, а интеграл 𝐽

(︁
2, 1

2−𝑎

)︁
сверху.

Для оценки снизу интеграла 𝐽
(︀
2− 3𝑎

4 , 1
)︀
, пользуясь определениями функций 𝑓(𝑠) и 𝜙(𝑠)

при 𝑠 = 2− 3𝑎
4 + 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂), имея в виду, что 2− 3𝑎

4 > 1 , найдём

𝑓(𝑠)𝜙2(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑟(𝑛)

𝑛𝑠

∑︁
𝜈1<𝑋

ℎ(𝜈1)

𝜈𝑠1

∑︁
𝜈2<𝑋

ℎ(𝜈2)

𝜈𝑠2
=

∞∑︁
𝑚=1

𝑟1(𝑚)

𝑚𝑠
, 𝑟1(𝑚) =

∑︁
𝑚=𝑛𝜈1𝜈2
𝜈1,𝜈2<𝑋

𝑟(𝑛)ℎ(𝜈1)ℎ(𝜈2).

Воспользовавшись соотношениями |𝑟(𝑚)| 6 1 и |ℎ(𝜈)| 6 1, имеем

|𝑟1(𝑚)| 6
∑︁

𝑚=𝑛𝜈1𝜈2
𝜈1,𝜈2<𝑋

|𝑟(𝑚)||𝛼(𝜈1)||𝛼(𝜈2)| 6
∑︁

𝑚=𝑛𝜈1𝜈2
𝜈1,𝜈2<𝑋

1 6 𝜏3(𝑛).
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Следовательно,⃒⃒⃒⃒
𝑓

(︂
2− 3𝑎

4
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂
𝜙2

(︂
2− 3𝑎

4
+ 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)

)︂⃒⃒⃒⃒
6

∞∑︁
𝑚=1

𝜏3(𝑚)

𝑚2− 3𝑎
4

≪ 1.

Отсюда, из определения 𝐽
(︀
2− 3𝑎

4 , 1
)︀
и в виду, что 𝑘𝜂 < 1, имеем

𝐽

(︂
2− 3𝑎

4
, 1

)︂
=

∫︁ 𝐻−𝑘𝜂

0

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑚=1

𝑟1(𝑚)

𝑚2− 3𝑎
4

𝑚−𝑖(𝑡+𝑇+𝑘𝜂)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡 >

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑚=1

𝑟1(𝑚)

𝑚2− 3𝑎
4

∫︁ 𝐻−𝑘𝜂

0
𝑚−𝑖(𝑡+𝑇+𝑘𝜂)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ >

> 𝐻 − 𝑘𝜂 −

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑚=2

𝑟1(𝑚)
(︀
𝑚−𝑖𝑘𝜂 −𝑚−𝑖𝐻)︀

𝑚2− 3𝑎
4
+𝑖𝑇 ln𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 𝐻 +𝑂(1). (19)

Для оценки сверху интеграла 𝐽
(︁
2, 1

2−𝑎

)︁
, поступая аналогично как при оценке 𝐽

(︀
2− 3𝑎

4 , 1
)︀

при 𝑅𝑒 𝑠 > 1, имеем

|𝑓(2 + 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)𝜙2(2 + 𝑖(𝑡+ 𝑇 + 𝑘𝜂)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑚=1

𝑟1(𝑚)

𝑚2+𝑖(𝑡+𝑇+𝑘𝜂)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

∞∑︁
𝑚=1

𝜏3(𝑛)

𝑚2
= 𝜁3(2) =

𝜋6

216
.

Следовательно,

𝐽

(︂
2,

1

2− 𝑎

)︂
6

(︃∫︁ 𝐻

0

(︂
𝜋6

216

)︂2−𝑎
𝑑𝑡

)︃ 1
2−𝑎

=
𝜋6

216
𝐻

1
2−𝑎 .

Подставляя эту оценку и оценку (19) в (18), получим

𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻) >

(︂
216

𝜋6

)︂2−𝑎
𝑐−2
𝑔

(︀
1 +𝑂(𝐻−1)

)︀
𝐻𝜂𝑘𝑎 >

(︂
200

103

)︂2−𝑎
𝑐−2
𝑔 𝐻𝜂𝑘𝑎 =

1

52−𝑎𝑐2𝑔
𝐻𝜂𝑘𝑎. (20)

3. Оценка сверху интеграла 𝐽(𝑇,𝐻). Имея в виду, что 𝑇 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 +𝐻 и 𝑇 − 𝜋

4
= 4𝜋𝑟,

𝑟 — целое число, то согласно приближенному функциональному уравнению для функции 𝐹 (𝑡)
(лемма 1), имеем

𝐽(𝑇,𝐻) =

∫︁ 𝑇+𝐻+1

𝑇
|𝐹 (𝑡)|2 𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇+𝐻+1

𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒2∑︁
𝜆≤𝑃

𝐴(𝜆)√
𝜆

cos 𝑡 ln
𝑃

𝜆
+𝑂(𝑇−0,01)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑡.

Дважды воспользовавшись неравенством |𝑎 + 𝑏|2 6 2|𝑎|2 + 2|𝑏|2 и имея в виду что 𝐴(𝜆) —
вещественнозначная функция, найдём

𝐽(𝑇,𝐻) ≪
∫︁ 𝐻+1

0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝜆6𝑃

𝐴(𝜆)√
𝜆
𝜆𝑖(𝑇+𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑡+𝐻𝑇−0,02.

Для оценки последнего интеграла применяя известный приём, получим

𝐽(𝑇,𝐻) ≪𝐻
∑︁

𝜆1,𝜆26𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃

+𝐻𝑇−0,02.
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Представляя последнюю двойную сумму в виде суммы двух слагаемых, одно из которых по-
лучается при 𝜆1 = 𝜆2, приходим к оценке

𝐽(𝑇,𝐻) ≪ 𝐻 (|Σ0(𝑇 )|+ |𝑊0(𝑇 )|) +𝐻𝑇−0,02, Σ0(𝑇 ) =
∑︁
𝜆≤𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆
, (21)

𝑊0(𝑇 ) =
∑︁

𝜆1<𝜆2<𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
.

Оценим Σ0(𝑇 ). Полагая 𝜃 = 1
2 − 1

2L и ввиду 𝑋−1 6 𝜆 6 𝑃 , имеем

Σ0(𝑇 ) =
∑︁
𝜆6𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆2𝜃
exp

(︂
− ln𝜆

L

)︂
6
∑︁
𝜆6𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆2𝜃
exp

(︂
ln𝑋

L

)︂
6 𝑒

∑︁
𝜆6𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆2𝜃
.

Применяя к последней сумме лемму 2 при 𝑌 = 𝑃 и 𝜃 = 1
2 − 1

2L , получим

Σ0(𝑇 ) 6
2𝑒(1 + æ2)L

5
𝑊 (0) + (𝑐1L + 𝑐2)𝑊

(︀
(L )−1

)︀
+𝑂

(︀
𝑃−1𝑋2 ln2𝑋

)︀
.

Далее пользуясь леммой 3, оценивая суммы 𝑊 (0) и 𝑊
(︀
(L )−1

)︀
, а также учитывая, что

𝑃 =
√︁

5𝑇
2𝜋 и 𝑋 = 𝑇 0,01𝜀1 , последовательно имеем

𝑊 (0) ≪ 1√
ln𝑋

, 𝑊
(︀
(L )−1

)︀
≪ 𝑋2(L )−1

√
ln𝑋

=
1√
ln𝑋

exp

(︃
2 ln𝑇 0,01𝜀1

ln
√︀

5𝑇/(2𝜋)

)︃
≪ 1√

ln𝑋
,

Σ0(𝑇 ) ≪𝑊 (0)L +𝑊
(︀
(L )−1

)︀
L +

𝑋2 ln2𝑋

𝑃
≪ L√

ln𝑋
+
𝑋2 ln2𝑋

𝑃
≪ L√

ln𝑋
. (22)

Оценим 𝑊0(𝑇 ). Согласно следствие 2 леммы 4 при 𝐻 = 𝑇
131
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+𝜀1 , имеем

𝑊0(𝑇 ) =
∑︁

𝜆1<𝜆2<𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃

= 𝑂
(︀
𝑇−𝜀1)︀ .

Подставляя эту оценку и оценку для Σ0(𝑇 ) в (21), затем и воспользовавшись соотношением

ln𝑋 = 0, 01𝜀1 ln𝑇 = 0, 01𝜀1 ln
2𝜋𝑃 2

5
= 0, 01𝜀1(2L + ln 2𝜋 − ln 5) > 0, 02𝜀1L ,

имеем

𝐽(𝑇,𝐻) ≪ 𝐻

(︃ √
L√

0, 02𝜀1
+ 𝑇−𝜀1

)︃
+𝐻𝑇−0,02 ≪ 𝐻

√
L

√
𝜀1

.

Постоянная под знаком ≪ в этой оценке является абсолютной. Обозначая эту постоянную
символом 𝑐4 и не ограничивая общности считая, что 𝑐4 > 1 имеем

𝐽(𝑇,𝐻) 6
𝑐4√
𝜀1
𝐻
√

L . (23)

4. Оценка сверху интеграла 𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻). Применяя неравенство Гёльдера будем иметь

(𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻))
2
𝑎 ≤ 𝐻

2
𝑎
−1

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
𝐹 (𝑡+ 𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑘)𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑡.
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Пусть 0 < 𝜀2 < 0, 01, точное значение которого определим позднее. Применяя к подинтеграль-
ной функции 𝐹 (𝑡) лемму 4, находим

𝐹 (𝑡) = 𝐹1(𝑡) + 𝐹2(𝑡) +𝑂
(︀
𝑇−0,01

)︀
, 𝑇 − 𝜋

4
= 4𝜋𝑟, 𝑟 — целое число,

𝐹1(𝑡) = 2
∑︁

𝜆6𝑃 1−𝜀2

𝐴(𝜆)√
𝜆

cos 𝑡 ln
𝑃

𝜆
, 𝐹2(𝑡) = 2

∑︁
𝑃 1−𝜀2<𝜆6𝑃

𝐴(𝜆)√
𝜆

cos 𝑡 ln
𝑃

𝜆
,

Следовательно будем иметь

(𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻))
2
𝑎 ≪ 𝐻

2
𝑎
−1(𝐼11(𝑇, 𝑇 +𝐻) + 𝐼12(𝑇, 𝑇 +𝐻) +𝐻𝜂2𝑘𝑇−0,02), (24)

𝐼11(𝑇, 𝑇 +𝐻) =

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
𝐹1(𝑡+ 𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑘)𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑡,

𝐼12(𝑇, 𝑇 +𝐻) =

∫︁ 𝑇+𝐻

𝑇

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
𝐹2(𝑡+ 𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑘)𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑡.

Сначала оценим 𝐼11(𝑇, 𝑇 +𝐻). Проинтегрировав 𝐹1(𝑡+ 𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑘) по 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑘, найдем

𝐼11(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪
∫︁ 𝐻

0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝜆6𝑃 1−𝜀2

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂𝑖(𝑇+𝑡)
𝐵

(︂
𝑃

𝜆

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒
2

𝑑𝑡.

Для оценки последнего интеграла применяя известный приём, получим

𝐼11(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪ 𝐻
∑︁

𝜆1,𝜆26𝑃 1−𝜀2

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆2
𝜆1

)︂𝑖𝑇
𝐵(𝜆1)𝐵(𝜆2) exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
.

Представляя последнюю двойную сумму в виде суммы двух слагаемых, одно из которых по-
лучается при 𝜆1 = 𝜆2, приходим к оценке

𝐼11(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪ 𝐻 (|Σ1(𝑇 )|+ |𝑊1(𝑇 )|) , Σ1(𝑇 ) =
∑︁

𝜆6𝑃 1−𝜀2

𝐴2(𝜆)

𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝐵

(︂
𝑃

𝜆

)︂⃒⃒⃒⃒2
, (25)

𝑊1(𝑇 ) =
∑︁

𝜆1<𝜆2<𝑃 1−𝜀2

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
𝐵

(︂
𝑃

𝜆1

)︂
𝐵

(︂
𝑃

𝜆2

)︂
exp

(︃
−
(︂
𝐻

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
.

Воспользовавшись соотношением ln 𝑃
𝜆 > 𝜀2L сведем оценку Σ1(𝑇 ) к оценке Σ0(𝑇 ), которого

уже рассматривали при оценке 𝐽(𝑁,𝐻) и получили оценку вида (22):

Σ1(𝑇 ) =
∑︁

𝜆6𝑃 1−𝜀2

𝐴2(𝜆)
(︀
2 sin

(︀𝜂
2 ln

𝑃
𝜆

)︀)︀2𝑘
𝜆
(︀
ln
(︀
𝑃
𝜆

)︀)︀2𝑘 6

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘 ∑︁
𝜆6𝑃 1−𝜀2

𝐴2(𝜆)

𝜆
<

<

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘∑︁
𝜆6𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆
=

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘

Σ0 ≪
L√
ln𝑋

(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘

.

Оценим 𝑊1(𝑇 ). Согласно следствия 2 леммы 4 при 𝑘 = [𝑐 lnL ] и 𝐻 = 𝑇
131
416

+𝜀1 , имеем

𝑊1(𝑇 ) ≪
(︂

2

𝜀2L

)︂2𝑘 (︂ 𝑘

𝜀2
+ 𝜂𝑘L

)︂
𝑇−𝜀1 .
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Подставляя найденные оценки для Σ1(𝑇 ) и 𝑊1(𝑇 ) в (25), затем воспользовавшись последо-
вательно соотношением 𝜀2 = 𝜀3L −1/2 (𝜀3 > 0, более точно оно будет определено позднее),
неравенствами

𝑇 =
2𝜋𝑃 2

5
> 𝑃 2, ln𝑋 = 0, 01𝜀1 ln

2𝜋𝑃 2

5
= 0, 01𝜀1(2L + ln 2𝜋 − ln 5) > 0, 02𝜀1L ,

и значениями параметров 𝑘 = [𝑐 lnL ] и 𝜂 = 𝑐1L
− 1

2 , имеем

𝐼11(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪ 𝐻

(︂
L√
ln𝑋

+
𝑘

𝜀2
𝑇−𝜀1 + 𝑘𝜂L 𝑇−𝜀1

)︂(︂
2

𝜀2L

)︂2𝑘

6

= 𝐻𝜂2𝑘

(︃ √
L√

0, 02𝜀1
+
𝑐(𝜀−1

3 + 𝑐1)
√

L lnL

𝑃 2𝜀1

)︃(︂
2

𝜀3𝑐1

)︂2𝑘

6
10
√

L
√
𝜀1

(︂
2

𝜀3𝑐1

)︂2𝑘

𝐻𝜂2𝑘. (26)

Теперь оценим интеграл 𝐼12(𝑇, 𝑇 + 𝐻). Функция 𝐹2(𝑡 + 𝑢1 + . . . + 𝑢𝑘) непрерывна на от-
резке [0, 𝜂] по каждому из аргументов 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘, поэтому согласно первой теореме о среднем
значении интеграла, найдутся точки 𝑢*1, . . . , 𝑢

*
𝑘, для которых выполняется равенство∫︁ 𝜂

0
. . .

∫︁ 𝜂

0
|𝐹2(𝑡+ 𝑢1 + . . .+ 𝑢𝑘)| 𝑑𝑢1 . . . 𝑑𝑢𝑘 = 𝜂𝑘 |𝐹2(𝑡+ 𝑢*1 + . . .+ 𝑢*𝑘)| .

Следовательно,

𝐼12(𝑇, 𝑇 +𝐻) = 𝜂2𝑘
∫︁ 𝑇+𝐻+𝑢*1+...+𝑢

*
𝑘

𝑇+𝑢*1+...+𝑢
*
𝑘

|𝐹2(𝑡)|2 𝑑𝑡 6
∫︁ 𝑇+𝐻+1

𝑇
|𝐹2(𝑡)|2 𝑑𝑡 =

= 𝜂2𝑘
∫︁ 𝐻+1

0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑃 1−𝜀2<𝜆6𝑃

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂𝑖(𝑇+𝑡)
+

∑︁
𝑃 1−𝜀2<𝜆6𝑃

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂−𝑖(𝑇+𝑡)
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑡.

Воспользовавшись неравенством |𝑎 + 𝑏|2 6 2|𝑎|2 + 2|𝑏|2 и имея в виду что 𝐴(𝜆) — веществен-
нозначная функция, найдём

𝐼12(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪ 𝜂2𝑘
∫︁ 𝐻+1

0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑃 1−𝜀2<𝜆6𝑃

𝐴(𝜆)√
𝜆

(︂
𝑃

𝜆

)︂𝑖(𝑇+𝑡) ⃒⃒⃒⃒⃒⃒
2

𝑑𝑡.

Для оценки последнего интеграла применяя известный приём, получим

𝐼12(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪𝐻𝜂2𝑘
∑︁

𝑃 1−𝜀2<𝜆1,𝜆26𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
.

Представляя последнюю двойную сумму в виде суммы двух слагаемых, одно из которых по-
лучается при 𝜆1 = 𝜆2, приходим к оценке

𝐼12(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪ 𝐻𝜂2𝑘 (|Σ2(𝑇 )|+ |𝑊2(𝑇 )|) , Σ2(𝑇 ) =
∑︁

𝑃 1−𝜀2<𝜆≤𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆
, (27)

𝑊2(𝑇 ) =
∑︁

𝑃 1−𝜀2<𝜆1<𝜆2<𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃
.
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Оценим Σ2(𝑇 ). Полагая 𝜃 = 1
2 − 1

2L , имеем

Σ2(𝑇 ) =
∑︁

𝑃 1−𝜀2<𝜆6𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆2𝜃
exp

(︂
− ln𝜆

L

)︂
6 𝑒

⎛⎝∑︁
𝜆6𝑃

𝐴2(𝜆)

𝜆2𝜃
−

∑︁
𝜆6𝑃 1−𝜀2

𝐴2(𝜆)

𝜆2𝜃

⎞⎠ .

Применяя к последней сумме лемму 2, а затем, имея в виду, что 1 − 𝑒−𝜀2 ≪ 𝜀2 и пользуясь
леммой 3 для оценки суммы 𝑊 (0), последовательно получим

Σ2(𝑇 ) 6
2𝑒2(1 + æ2)(1− 𝑒−𝜀2)L

5
𝑊 (0) +𝑂

(︀
𝑃−1+𝜀2𝑋2 ln2𝑋

)︀
≪

≪ 𝜀2𝑊 (0)L + 𝑃−1+𝜀2𝑋2 ln2𝑋 ≪ 𝜀2
L√
ln𝑋

+ 𝑃−1+𝜀2𝑋2 ln2𝑋 ≪ 𝜀2L√
ln𝑋

.

Оценим 𝑊2(𝑇 ). Согласно следствию 2 леммы 4 при 𝐻 = 𝑇
131
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+𝜀1 , имеем

𝑊2(𝑇 ) =
∑︁

𝑃 1−𝜀2<𝜆1<𝜆2<𝑃

𝐴(𝜆1)𝐴(𝜆2)√
𝜆1𝜆2

(︂
𝜆1
𝜆2

)︂𝑖𝑇
exp

(︃
−
(︂
𝐻 + 1

2
ln
𝜆1
𝜆2

)︂2
)︃

= 𝑂
(︀
𝑇−𝜀1)︀ .

Подставляя найденные оценки для Σ2(𝑇 ) и 𝑊2(𝑇 ) в (27), а затем воспользовавшись соотно-
шением 𝜀2 = 𝜀3L −1/2, получим

𝐼12(𝑇, 𝑇 +𝐻) ≪ 𝐻𝜂2𝑘
(︂
𝜀2L√
ln𝑋

+ 𝑇−𝜀1
)︂

≪ 𝐻𝜂2𝑘
(︂

𝜀3√
L

L√
0, 02𝜀1L

+ 𝑇−𝜀1
)︂

6
10𝜀3√
𝜀1
𝐻𝜂2𝑘.

Далее подставляя эту оценку и оценку (26) в формулу (24), найдём

(𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻))
2
𝑎 ≪ 𝐻

2
𝑎 𝜂2𝑘

(︃
10
√

L
√
𝜀1

(︂
2

𝜀3𝑐1

)︂2𝑘

+
10𝜀3√
𝜀1

+ 𝑇−0,02

)︃
.

При 𝑐1 = 2𝑒𝜀−1
3 и 𝑘 = [𝑐 lnL ], воспользовавшись последовательно соотношением 𝑐 > 1

4+
2+ln 𝜀−1

3
2 lnL

( параметр 𝑐 более точно будет определен позднее), найдем(︂
2

𝜀3𝑐1

)︂2𝑘

= 𝑒−2[𝑐 lnL ]−2 6 𝑒−2𝑐 lnL = L −2𝑐 6 L − 1
2
+

ln 𝜀−1
3

ln L =
𝜀3√
L

Следовательно,

𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻) 6

(︂
30𝜀3𝑐5√

𝜀1

)︂𝑎
2

𝐻𝜂𝑘𝑎, (28)

где постоянная 𝑐5 является абсолютной.
5. Оценка снизу 𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ). Подставляя в (16) из формул (20)), (28) и (23) соот-

ветственно оценку снизу для интеграла 𝐼2(𝑇, 𝑇 +𝐻) и оценки сверху интегралов 𝐼1(𝑇, 𝑇 +𝐻)
и 𝐽(𝑇,𝐻), найдём

(𝜇(𝐸))
2−𝑎
2 >

5−(2−𝑎)𝑐−2
𝑔 𝐻𝜂𝑘𝑎 −

(︂
30𝜀3𝑐5√

𝜀1

)︂𝑎
2

𝐻𝜂𝑘𝑎(︂
𝜂2𝑘

𝑐4√
𝜀1
𝐻
√

L

)︂𝑎
2

=
5−(2−𝑎)𝑐−2

𝑔 𝜀
𝑎
4
1 − (30𝜀3𝑐5)

𝑎
2

𝑐
𝑎
2
4

𝐻
2−𝑎
2 L −𝑎

4 .
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В этой формуле, выбирая в качестве 𝜀3 наибольшее положительное число с условием

(30𝜀3𝑐5)
𝑎
2 6 0, 5 · 5−(2−𝑎)𝑐−2

𝑔 𝜀
𝑎
4
1 то есть 𝜀3 =

5−
2(2−𝑎)

𝑎 𝑐
− 4

𝑎
𝑔 2−

2
𝑎

30𝑐5

√
𝜀1.

получим

(𝜇(𝐸))
2−𝑎
2 > 𝑐6𝐻

2−𝑎
2 L −𝑎

4 , 𝑐6 =
5−(2−𝑎)𝑐−2

𝑔 𝜀
𝑎
4
1

2𝑐
𝑎
2
4

.

Так как 𝑘𝜂 = 𝑐1[𝑐 lnL ]L − 1
2 , то для количества нулей функции 𝐹 (𝑡) на промежутке (𝑇, 𝑇 +𝐻)

справедлива

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) >
𝜇(𝐸)

𝑘𝜂
>
𝑐

2
2−𝑎

6 𝐻L − 𝑎
4−2𝑎

𝑐1[𝑐 lnL ]L − 1
2

>
𝑐

2
2−𝑎

6

𝑐1𝑐
𝐻L

1
2
− 𝑎

4−2𝑎 lnL .

В последней формуле, полагая 𝑎 = 𝜀, параметр 𝑐 выберем так, чтобы выполнялось условие

𝑐 >
1

4
+

2 + ln 𝜀−1
3

2 lnL
=

1

4
+
𝜀2 ln 3000𝑒2𝑐5𝜀

−0,5
1 + 𝜀 ln(81 · 10−10) + ln(108𝑐4𝑔)

2𝜀2 lnL
.

Не ограничивая общности будем считать, что при 𝑇 > 𝑇0 > 0 выполняется неравенство

𝜀2 ln 3000𝑒2𝑐5𝜀
−0,5
1 + 𝜀 ln(81 · 10−10) + ln(108𝑐4𝑔)

𝜀2
<

1

6
lnL .

Поэтому выбирая 𝑐 = 1
4 + 1

12 = 1
3 , имеем

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 3𝑐
2

2−𝜀

6 𝑐−1
1 𝐻L

1
2
− 𝜀

4−2𝜀 lnL .

Воспользовавшись неравенствами

L
1
2
− 𝜀

4−2𝜀 >
7

10
(ln𝑇 )

1
2
− 𝜀

4−2𝜀 , lnL >
20

21
ln ln𝑇,

имеем

𝑁0(𝑇 +𝐻)−𝑁0(𝑇 ) > 𝑐7𝐻(ln𝑇 )
1
2
− 𝜀

4
− 𝜀2

2−𝜀 ln ln𝑇, 𝑐7 = 2𝑐
2

2−𝜀

6 𝑐−1
1 .

В заключение для наглядности коэффициент 𝑐7 представим в виде

𝑐7 =
𝜀

1
2
+ 𝜀

4
+ 𝜀2

8−4𝜀

1

3𝑒𝑐5 · 5
4
𝜀
+3 2

2
𝜀
+2+ 𝜀

2
+ 𝜀2

4−2𝜀 𝑐
𝜀
2
+ 𝜀2

4−2𝜀

4 𝑐
4
𝜀
+2+𝜀+ 𝜀2

2−𝜀
𝑔

.
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Abstract

В данной работе уточнена оценка меры иррациональности числа ln 5
3 .

К настоящему времени установлено достаточно много оценок мер иррациональности
значений аналитических функций, в частности, логарифмов рациональных чисел.

Диофантовы приближения логарифмов рациональных чисел рассматривались в ра-
ботах К. Ваананена, А. Хеймонена и Т. Матала-Ахо [1], Д. Рина [2], Е. А. Рухадзе [3],
М. Хата [4]-[6] и др. В трудах этих авторов использовались интегральные конструкции,
дающие малые линейные формы от рассматриваемых чисел, имеющие "хорошие"оценки
знаменателей коэффициентов. Асимптотика интегралов и коэффициентов линейных форм
вычислялась с помощью теоремы Лапласа, метода перевала. Обзор некоторых конструк-
ций из теории диофантовых приближений логарифмов рациональных чисел был представ-
лен в статье В. В. Зудилина [7]. Отметим, что в 2009 г. Р. Марковеккио в [8] с помощью
двукратного комплексного интеграла получил лучшую на данный момент оценку меры
иррациональности числа ln 2.

В последнее время широко применяются симметрии функций, участвующих в инте-
гральных конструкциях.

Использование симметризованных интегралов позволило Е. С. Золотухиной в [9] и
Е. Б. Томашевской в [10] получить новые оценки показателей иррациональности некоторых
логарифмов рациональных чисел. Впервые подобный интеграл был рассмотрен В. Х. Са-
лиховым при получении оценки меры иррациональности числа ln 3 в [11], а затем числа 𝜋
в [12].

В 2014 г. в [13] К. Ву и Л. Ванг получили оценку меры иррациональности числа ln 3,
улучшающую результат В. Х. Салихова. В их работе впервые были применены общие
симметризованные многочлены первой степени вида 𝐴𝑡−𝐵, где 𝑡 = (𝑥− 𝑑)2.

В 2017 г. В. Х. Салихов, М.Ю. Лучин и И. В. Бондарева в [14] улучшили результат К. Ву
(см. [15]) о мере иррациональности ln 7. Здесь впервые были рассмотрены квадратичные
симметризованные многочлены.

В настоящей работе также используются квадратичные симметризованные многочле-
ны, но будет рассмотрен комплексный интеграл.

Ключевые слова: показатель иррациональности, симметризованные интегралы, симмет-
ризованные многочлены.
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Abstract

In this paper the estimation of irrationality measure of ln 5
3 is refined.

To date, a lot of estimates of irrationality measures for the values of analytic functions have
been established, in particular, logarithms of rational numbers.

Diophantine approximations of logarithms of rational numbers were considered in the papers
of K. Vaananen, A. Heimonen, T. Matala-aho [1], G. Rhin [2], Е. А. Rukhadze [3], М. Hata
[4]-[6] and other. Тhese authors used integral constructions that give small linear forms from
the numbers and have good estimates of the denominators of the coefficients. Аsymptotics of
integrals and the coefficients of the linear forms computed by using theorem of Laplace and
the method of the pass. An overview of some constructions from the theory of Diophantine
approximations of logarithms of rational numbers was presented in the article by V. V. Zudilin.
Note that in 2009 R. Marcovecchio with the help of the double complex integral has received
the best estimate of the irrationality measure of ln 2.

Recently, the symmetries of functions involved in integral constructions are often used. The
use of symmetrized integrals allowed E. Zolotukhina in [9] and E. Tomashevskay in [10] to
obtain new estimates of irrationality measures of some logarithms of rational numbers. For the
first time such an integral was considered by V. H. Salikhov in obtaining an estimate of the
irrationality measure of ln 3 in [11] and 𝜋 in [12].

In 2014, Q. Wu and L. Wang in [13] received an estimate of the irrationality measure of ln 3,
which improved V. H. Salikhov’s result. For the first time in their work, general symmetrized
polynomials of the first degree of the form 𝐴𝑡−𝐵, 𝑡 = (𝑥− 𝑑)2, were applied.

In 2017, V. H. Salikhov, I. Bondareva and M. Luchin in [14] improved Q. Wu’s result on
the irrationality measure of ln 7 (see [15]). Here was first considered the quadratic symmetrized
polinomials.

In this paper, quadratic symmetrized polynomials are also used, but a complex integral will
be considered.
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1. Введение

Напомним, что показатель иррациональности или мера иррациональности 𝜇(𝛾) веществен-
ного числа 𝛾 определяется как нижняя граница чисел 𝜇 таких, что для любого 𝜀 > 0 суще-

ствует 𝑞0(𝜀) > 0, такое, что неравенство
⃒⃒⃒
𝛾 − 𝑝

𝑞

⃒⃒⃒
≥ 𝑞−𝜇−𝜀 выполняется для всех целых чисел 𝑝,

𝑞 при 𝑞 ≥ 𝑞0(𝜀).
В 1993 г. К. Ваананен, А. Хеймонен и Т. Матала-Ахо в [1], используя аппроксимации

Паде для гипергеометрической функции Гаусса, доказали общую теорему об оценках мер
иррациональности логарифмов рациональных чисел. В частности, была приведена оценка
𝜇
(︀
ln 5

3

)︀
≤ 9.7571 . . . .

Позднее Е. С. Золотухина в [9] получила результат 𝜇
(︀
ln 5

3

)︀
≤ 5.6514 . . ., который затем

был улучшен Е. Б. Томашевской и составил 𝜇
(︀
ln 5

3

)︀
≤ 5.5120 . . ..

В настоящей работе эта оценка будет уточнена. Улучшение связано с использованием мо-
дифицированного комплексного интеграла Е. Б. Томашевской.

Теорема 1. Справедлива оценка

𝜇

(︂
ln

5

3

)︂
≤ 5.5119417 . . . .

2. Основные конструкции

Пусть везде далее 𝑑 = 31, 𝑡 = (𝑥− 31)2, 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ N,

𝑃 (𝑡) = 𝐴𝑡2 −𝐵𝑡+ 𝐶 = 𝐴4𝑥
4 +𝐴3𝑥

3 +𝐴2𝑥
2 +𝐴1𝑥+𝐴0, (1)

где 𝐴4 = 𝐴,𝐴3 = −4𝑑𝐴,𝐴2 = 6𝑑2𝐴−𝐵,𝐴1 = −2𝑑
(︀
2𝑑2𝐴−𝐵

)︀
, 𝐴0 = 𝐴𝑑4 −𝐵𝑑2 + 𝐶.

Рассмотрим для несократимой дроби 𝑎/𝑏, где 𝑎 ∈ Z, 𝑎 ̸= 0, 𝑏 ∈ N, показатель
𝜈𝑝 = 𝜈𝑝(𝑎/𝑏) ∈ Z простого числа 𝑝 так, что 𝑎/𝑏 = 𝑝𝜈𝑝𝑎1/𝑏1, где 𝑎1 ∈ Z, 𝑏1 ∈ N,
(𝑎1, 𝑝) = (𝑏1, 𝑝) = 1.

Пусть 𝐾 = Z
[︀√

15𝑖
]︀
. Также для 𝑎 ∈ 𝐾 определим

𝜈*(𝑎) = max
{︁
𝜈|𝑎 =

(︁√
15𝑖
)︁𝜈
𝑎1, 𝑎1 ∈ 𝐾

}︁
.

Пусть для аналитической в точке 𝑥 = 0 функции 𝑓(𝑥)

𝐷0(𝑓(𝑥)) = 𝑓(0), 𝐷𝑁 (𝑓(𝑥)) =
𝑓 (𝑁)(0)

𝑁 !
, 𝑁 ∈ N.

Определим для многочлена 𝑃 из (1)

𝜈31(𝑃 ) = min (4, 𝜈31 (𝐴0) , 𝜈31 (𝐴1) + 1, 𝜈31 (𝐴2) + 2) ,

𝜈2(𝑃 ) = min (6, 𝜈2 (𝐴0) , 𝜈2 (𝐴1) + 2, 𝜈2 (𝐴2) + 4) , (2)

𝜈*(𝑃 ) = min (2, 𝜈* (𝐴0) , 𝜈
* (𝐴1) + 1) .
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Лемма 1. Пусть 𝑚 ∈ N, 𝑁 ∈ Z+, 𝑁 ≤ 4𝑚. Тогда выполняются следующие оценки

𝜈31 (𝐷𝑁 (𝑃𝑚)) ≥ 𝑚𝜈31(𝑃 )−𝑁,

𝜈2 (𝐷𝑁 (𝑃𝑚)) ≥ 𝑚𝜈2(𝑃 )− 2𝑁,

𝜈* (𝐷𝑁 (𝑃𝑚)) ≥ 𝑚𝜈*(𝑃 )−𝑁.

Доказательство. Пусть далее 𝑚 = (𝑚0,𝑚1, ...,𝑚4) ∈ (Z+)
5, |𝑚| = 𝑚0 +𝑚1 + ...+𝑚4,

𝛾 (𝑚) =
|𝑚|!

𝑚0!𝑚1! · · ·𝑚4!
.

Тогда из (1) имеем

𝑃𝑚 =
∑︁

|𝑚|=𝑚

𝛾 (𝑚)

4∏︁
𝑖=0

(︀
𝐴𝑖𝑥

𝑖
)︀𝑚𝑖 ,

𝐷𝑁 (𝑃𝑚) =
∑︁

|𝑚|=𝑚,∑︀4
𝑖=1 𝑖𝑚𝑖=𝑁

𝛾 (𝑚)

4∏︁
𝑖=0

𝐴𝑚𝑖
𝑖 .

Рассмотрим ряд случаев:
1) 𝜈31 (𝐷𝑁 (𝑃𝑚)) ≥

∑︀4
𝑖=1𝑚𝑖𝜈31 (𝐴𝑖) ≥ 𝑚𝜈31(𝑃 ) −

∑︀4
𝑖=1 𝑖𝑚𝑖 = 𝑚𝜈31(𝑃 ) − 𝑁 , так как

𝜈31 (𝐴𝑖) + 𝑖 ≥ 𝜈31(𝑃 ), 𝑖 = 0, 1, ..., 4; для 𝑖 ∈ {0; 1; 2} это следует из определения 𝜈31(𝑃 ) в
(2), при 𝑖 = 3 𝜈31 (𝐴3) + 3 ≥ 4 ≥ 𝜈31(𝑃 ), при 𝑖 = 4 𝜈31 (𝐴4) + 4 ≥ 4 ≥ 𝜈31(𝑃 );

2) 𝜈2 (𝐷𝑁 (𝑃𝑚)) ≥
∑︀4

𝑖=1𝑚𝑖𝜈2 (𝐴𝑖) ≥ 𝑚𝜈2(𝑃 ) − 2
∑︀4

𝑖=1 𝑖𝑚𝑖 = 𝑚𝜈2(𝑃 ) − 2𝑁 , так как
𝜈2 (𝐴𝑖) + 2𝑖 ≥ 𝜈2(𝑃 ), 𝑖 = 0, 1, ..., 4; для 𝑖 ∈ {0; 1; 2} это следует из определения 𝜈2(𝑃 ) в (2),
при 𝑖 = 3 𝜈2 (𝐴3) + 6 ≥ 6 ≥ 𝜈2(𝑃 ), при 𝑖 = 4 𝜈2 (𝐴4) + 8 > 𝜈2(𝑃 );

3) 𝜈* (𝐷𝑁 (𝑃𝑚)) ≥
∑︀4

𝑖=1𝑚𝑖𝜈
* (𝐴𝑖) ≥ 𝑚𝜈*(𝑃 ) −

∑︀4
𝑖=1 𝑖𝑚𝑖 = 𝑚𝜈*(𝑃 ) − 𝑁 , так как

𝜈* (𝐴𝑖) + 𝑖 ≥ 𝜈*(𝑃 ), 𝑖 = 0, 1, ..., 4; для 𝑖 ∈ {0; 1} это следует из определения 𝜈*(𝑃 ) в (2),
при 𝑖 ∈ {2; 3; 4} 𝜈* (𝐴𝑖) + 𝑖 ≥ 2 ≥ 𝜈*(𝑃 ), так как 𝐴𝑖 ∈ Z, 𝜈* (𝐴𝑖) ≥ 0.

Таким образом, лемма доказана.
Рассмотрим многочлены

𝑃1 = 𝑥4 − 124𝑥3 + 5764𝑥2 − 119040𝑥+ 922560 = 𝑡2 − 2𝑡+ 961,

𝑃2 = 3𝑥4 − 372𝑥3 + 17294𝑥2 − 357244𝑥+ 2767680 = 3𝑡2 − 4𝑡+ 961.

Положим П𝑘 = 31𝜈31(𝑃𝑘)2𝜈2(𝑃𝑘)
(︀√

15𝑖
)︀𝜈*(𝑃𝑘). Тогда из (2) для 𝑃1 и 𝑃2 имеем

П1 = 31226
(︁√

15𝑖
)︁2
, (3)

П2 = 31224
(︁√

15𝑖
)︁1
. (4)

Пусть 𝛼1 = 0.9998784, 𝛼2 = 0.4998784, 𝛼3 = 0.0001824, 𝛼4 = 0.0000304.
Рассмотрим рациональную функцию

𝑅(𝑥) =
(𝑥− 31)𝛼1𝑛 (𝑃1(𝑥))

𝛼2𝑛 (𝑃2(𝑥))
𝛼3𝑛 15𝛼4𝑛

𝑥𝑛+1(62− 𝑥)𝑛+1
, (5)

где 𝑛 ∈ N, 𝑛 кратно 107.
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Определим интеграл

𝜔 = 124

35+𝑖
√
15∫︁

31

𝑅(𝑥)𝑑𝑥, (6)

Подынтегральная функция (5) обладает свойством симметрии 𝑅(𝑥) = 𝑅(62 − 𝑥), ввиду
которого справедливо следующее разложение 𝑅(𝑥) в сумму простейших дробей

𝑅(𝑥) = 𝑄𝛼𝑛−2(𝑥) +

𝑛+1∑︁
𝑗=1

(︂
𝑎𝑗
𝑥𝑗

+
𝑎𝑗

(62− 𝑥)𝑗

)︂
, (7)

где 𝛼 = 𝛼1 + 4𝛼2 + 4𝛼3 − 2 = 1.0001216, 𝑄𝛼𝑛−2(𝑥) =
∑︀𝛼𝑛−2

𝑘=0 𝑏𝑘𝑥
𝑘, 𝑏𝑘 ∈ Z, 𝑎𝑗 ∈ Q (𝑗 = 1, 𝑛+ 1).

3. Вспомогательные утверждения

Рассмотрим коэффициенты 𝑎𝑗 разложения (7).

Лемма 2. Для всех 𝑗 = 1, ..., 𝑛+ 1 имеет место представление

62𝑎𝑗 = 31𝑗−122𝑗−2
(︁√

15𝑖
)︁𝑗−1

𝐴𝑗 , 𝐴𝑗 ∈ 𝐾. (8)

Доказательство. Пусть 𝑚 = (𝑚1,𝑚2,𝑚3,𝑚4), 𝑚𝑖 ∈ Z+, |𝑚| = 𝑚1 +𝑚2 +𝑚3 +𝑚4. Тогда из
(5) и (7) получим

𝑎𝑗 = 𝐷𝑛+1−𝑗
(︀
𝑅𝑛(𝑥)𝑥

𝑛+1
)︀
=

∑︁
|𝑚|=𝑛+1−𝑗

𝐷𝑚1 ((𝑥− 31)𝛼1𝑛)𝐷𝑚2 (𝑃1(𝑥)
𝛼2𝑛)

× 𝐷𝑚3 (𝑃2(𝑥)
𝛼3𝑛)𝐷𝑚4

(︀
(62− 𝑥)−𝑛−1

)︀
15𝛼4𝑛.

Имеем

𝐷𝑚1 ((𝑥− 31)𝛼1𝑛) =
𝛼1𝑛 · · · (𝛼1𝑛−𝑚1 + 1)

𝑚1!
31𝛼1𝑛−𝑚1 ;

𝐷𝑚4

(︀
(62− 𝑥)−𝑛−1

)︀
=

(𝑛+ 1) · · · (𝑛+𝑚4)

𝑚4!
31−𝑛−1−𝑚42−𝑛−1−𝑚4 .

Оценим снизу показатели 𝜈 (𝑎𝑗). Применим лемму 1 и равенства (3) и (4). Имеем

𝜈31 (𝑎𝑗) ≥ 𝛼1𝑛−𝑚1 + 2𝛼2𝑛−𝑚2 + 2𝛼3𝑛−𝑚3 − 𝑛− 1−𝑚4 =

= 𝑛− (𝑚1 +𝑚2 +𝑚3 +𝑚4)− 1 = 𝑛− (𝑛+ 1− 𝑗)− 1 = 𝑗 − 2,

𝜈2 (𝑎𝑗) ≥ 6𝛼2𝑛− 2𝑚2 + 4𝛼3𝑛− 2𝑚3 − 𝑛− 1−𝑚4 =

= 2𝑛− (2𝑚2 + 2𝑚3 +𝑚4)− 1 ≥ 2𝑛− 2(𝑛+ 1− 𝑗)− 1 = 2𝑗 − 3,

𝜈*(𝑎𝑗) ≥ 2𝛼2𝑛−𝑚2 + 𝛼3𝑛−𝑚3 + 2𝛼4𝑛 = 𝑛− (𝑚2 +𝑚3)

≥ 𝑛− (𝑛+ 1− 𝑗) = 𝑗 − 1.

Таким образом, выполняется (8). Лемма доказана.
Обозначим 𝑑𝑛 = НОК(1, 2, ..., 𝑛).

Лемма 3. Справедливо представление вида

Ω ≡ 𝑑𝛼𝑛𝜔 = 𝐵

(︂
1

2
ln

5

3
+ 𝑖 arctan

1√
15

)︂
+𝐵0,

где 𝐵 = 124𝑑𝛼𝑛𝑎1, 𝐵0 ∈ 𝐾.
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Доказательство. Вычислим инетеграл (6) и применим лемму 2:

𝑑𝛼𝑛𝜔 = 𝑑𝛼𝑛124

(︃
𝑎1 ln

𝑥

62− 𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
35+𝑖

√
15

31

+
𝑛+1∑︁
𝑗=2

𝑎𝑗
𝑗 − 1

(︃
1(︀

27− 𝑖
√
15
)︀𝑗−1

− 1(︀
35 + 𝑖

√
15
)︀𝑗−1

)︃

+

35+𝑖
√
15∫︁

31

𝑄𝛼𝑛−2𝑑𝑥

)︃
= 𝑑𝛼𝑛124

(︃
𝑎1 ln

35 + 𝑖
√
15

27− 𝑖
√
15

+

+
𝑛+1∑︁
𝑗=2

𝑎𝑗
𝑗 − 1

(︃
1(︀(︀

4 + 𝑖
√
15
)︀ (︀

3− 𝑖
√
15
)︀)︀𝑗−1

− 1(︀(︀
4 + 𝑖

√
15
)︀ (︀

5− 𝑖
√
15
)︀)︀𝑗−1

)︃

+

35+𝑖
√
15∫︁

31

𝑄𝛼𝑛−2𝑑𝑥

)︃
= 𝑑𝛼𝑛2

(︃
𝐴1 ln

5− 𝑖
√
15

3− 𝑖
√
15

+

+
𝑛+1∑︁
𝑗=2

𝐴𝑗
𝑗 − 1

(︂
31

4 + 𝑖
√
15

)︂𝑗−1
⎛⎝(︃ 4

√
15𝑖(︀

3− 𝑖
√
15
)︀)︃𝑗−1

−

(︃
4
√
15𝑖(︀

5− 𝑖
√
15
)︀)︃𝑗−1

⎞⎠
= 𝑑𝛼𝑛2

(︃
𝐴1

(︃
1

2
ln

5

3
+ 𝑖 arctan

1√
15

)︃

+
𝑛+1∑︁
𝑗=2

𝐴𝑗
(︀
4− 𝑖

√
15
)︀𝑗−1

𝑗 − 1

(︃(︃
−5 + 𝑖

√
15

2

)︃𝑗−1

−

(︃
−3 + 𝑖

√
15

2

)︃𝑗−1)︃

+ 62

35+𝑖
√
15∫︁

31

𝑄𝛼𝑛−2𝑑𝑥

)︃
.

Очевидно, что 𝑑𝛼𝑛
35+𝑖

√
15∫︀

31

𝑄𝛼𝑛−2𝑑𝑥 ∈ 𝐾.

Также легко по индукции показать, что 2
(︁
−5+𝑖

√
15

2

)︁𝑘
∈ 𝐾, 2

(︁
−3+𝑖

√
15

2

)︁𝑘
∈ 𝐾, где 𝑘 ∈ N.

И лемма доказана.
Ключевое значение в дальнейших рассуждениях играет лемма доказанная в статье М. Хата

[[6], замечание 2.1].

Лемма 4. Пусть 𝛾 – вещественное иррациональное число, 𝜀𝑛 = 𝑞𝑛𝛾 − 𝑝𝑛, где 𝑝𝑛, 𝑞𝑛 ∈ Z
для всех 𝑛 ∈ N;

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln |𝑞𝑛| = 𝜎, lim sup

𝑛→∞

1

𝑛
ln |𝜀𝑛| ≤ −𝜏, 𝜏 > 0.

Тогда справедлива оценка 𝜇(𝛾) ≤ 1 + 𝜎
𝜏 .

4. Доказательство теоремы 1

Доказательство теоремы 1 сводится к применению леммы 4 для линейной формы

𝜀𝑛 = ReΩ = 𝑞𝑛 ln
5

3
− 𝑝𝑛,

где 𝑞𝑛 = 62𝑑𝛼𝑛𝑎1 ∈ Z, 𝑝𝑛 = −Re𝐵0 ∈ Z (см. леммы 2 и 3).
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Асимптотику линейной формы 𝜀𝑛, асимптотику |𝑞𝑛| вычислим с помощью метода перевала.
Учитывая стандартность данной процедуры (см., например, работы [6], [11], [15]), ограничимся
лишь некоторыми комментариями.

Рассмотрим функцию

̃︀𝑓(𝑥) = (𝑥− 31)𝛼1 (𝑃1(𝑥))
𝛼2 (𝑃2(𝑥))

𝛼3 15𝛼4

𝑥(62− 𝑥)
.

С помощью замены 𝑡 = (𝑥− 31)2 функция ̃︀𝑓(𝑥) может быть приведена к виду
𝑓(𝑡) =

𝑡
𝛼1
2

(︀
𝑡2 − 2𝑡+ 961

)︀𝛼2
(︀
3𝑡2 − 4𝑡+ 961

)︀𝛼3 15𝛼4

961− 𝑡
.

Найдем корни уравнения 𝑑
𝑑𝑡 ln 𝑓(𝑡) = 0:

𝑡1,2 = 0.5517696 . . .± 𝑖17.7275714 . . . , 𝑡3,4 = 0.5595199 . . .± 𝑖18.0536875 . . . , 𝑡5 = 2881.8773105.

Имеем

−𝜏 = 1.0001216 + 𝑙𝑛|𝑓(𝑡3,4)| = −1.1944653 . . . ;

𝜎 = 1.0001216 + 𝑙𝑛|𝑓(𝑡5)| = 5.3893579 . . . ,

и мы использовали очевидное неравенство |𝜀𝑛| ≤ |Ω|.
Из леммы 4 следует

𝜇

(︂
ln

5

3

)︂
≤ 1 +

𝜎

𝜏
= 5.5119417 . . . ,

и теорема 1 доказана.

5. Заключение

Улучшение оценки меры иррациональности числа ln 5
3 по сравнению с результатом Е. Б. То-

машевской стало возможным за счет введения нового квадратичного симметризованного мно-
гочлена. Дальнейшее усовершенствование конструкции интеграла может привести к лучшему
результату.

Замечание. Применяя лемму 4 для линейной формы 𝜀𝑛 = 𝑖√
15
ImΩ = 𝑞𝑛

1√
15

arctan 1√
15

− 𝑝𝑛,
где 𝑞𝑛 ∈ Z, 𝑝𝑛 ∈ Z, получим оценку

𝜇

(︂
1√
15

arctan
1√
15

)︂
≤ 5.5119417 . . . .
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Abstract

В данной работе продолжено исследование интегральной конструкции, впервые рас-
смотренной В. Х. Салиховым и В. А. Андросенко в 2015 г. в работе [1]. Эта конструкция
является модификацией интеграла, введенного Р. Марковеккио в 2009 г. в [2] для нахож-
дения новой оценки меры иррациональности числа ln 2.

С помощью нее В. А. Андросенко в [1] была усилена оценка меры иррациональности
числа 𝜋√

3
. Отметим, что прежние результаты принадлежали Л. В. Данилову [3], К. Алади

и М. Л. Робинсон [4], Г. В. Чудновскому [5], А. К. Дубицкасу [6], М. Хата [7], [8], Дж. Рину
[9].

Другое направление исследования этой интегральной конструкции – получение оценок
приближения некоторых констант числами из квадратичных полей. В 2016 г. М. Ю. Лучин
и В. Х. Салихов в [10] улучшили оценку приближения числа ln 2 числами из поля Q(

√
2).

Прежние оценки были найдены в работах Ф. Аморозо и К. Виолы [11] и Е. С. Золотухиной
[12].

Цель работы – получить новую оценку приближения логарифма "золотого сечения"
числами из поля Q(

√
5). Предыдущая оценка принадлежит В. Х. Салихову и Е. С. Золо-

тухиной [13].

Ключевые слова: показатель иррациональности, квадратичные иррациональности, сим-
метризованные интегралы.

Библиография: 19 названий.

Для цитирования:

В. Х. Салихов, Е. С. Золотухина. Приближение ln
√
5−1
2 числами из поля Q

(︀√
5
)︀
// Чебы-

шевcкий сборник, 2019, т. 20, вып. 4, с. 304–321.

CHEBYSHEVSKII SBORNIK

Vol. 20. No. 4.

UDC 511.36 DOI 10.22405/2226-8383-2019-20-4-304-321

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 18-01-00296 А



ПРИБЛИЖЕНИЕ ln
√
5−1
2 . . . 305

Approximation of ln
√
5−1
2 by numbers

of the field Q
(︀√

5
)︀
2

V. H. Salikhov, E. S. Zolotukhina (Bryansk)

Salikhov Vladislav Khasanovich — doctor of physical and mathematical Sciences, Docent,
Professor of department “Higher mathemathics”, Bryansk State technical university.
e-mail: svdh@rambler.ru
Zolotukhina Ekaterina Sergeevna — candidate of Physico-mathematical Sciences, docent of
department “Higher mathemathics”, Bryansk State technical university.
e-mail: eszolotukhina@mail.ru

Abstract

The article continues the study of the integral construction, which was first considered by
V. H. Salikhov and V. A. Androsenko in 2015 [1]. This construction is a modification of the
integral that was introduced by R.Marcovecchio in 2009 to find the irrationality measure of ln 2.

With the help it V. A. Androsenko improved the estimate of irrationality measure of 𝜋√
3

in [1]. The previous results belonged to the L.V.Danilov [3], K. Aladi and M Robinson [4],
G. V. Chudnovsky [5], А. К. Dubickas[6], M. Hata [7], [8], G. Rhin [9].

Another direction of the study of this integral construction is to obtain estimates of the
approximation of some constants by numbers from quadratic fields. In 2016 M.Y.Luchin and
V. H. Salikhov improved the estimate of the approximation of ln 2 by the numbers of the field
Q(

√
2). Previous estimates were found by F. Amoroso F. and C. Viola [11] and E. S. Zolotukhina

[12].
The aim of this article is to obtain a new estimate of the approximation of logarithm

of "Golden section"by the number of the field Q(
√
2). Previous estimates were found by

V. H. Salikhov and E. S. Zolotukhina [13].

Keywords: Irrationality measure, quadratic irrationalities, symmetrized integrals.

Bibliography: 19 titles.
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1. Введение

В работе будет получена следующая оценка.

Теорема 1. Пусть 𝜇 > 9.627339 . . ., числа 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4 ∈ Z, (𝑝3, 𝑝4) ̸= (0, 0),
𝑃 = max1≤𝑖≤4 |𝑝𝑖|, 𝑃 > 𝑃0(𝜇). Тогда справедливо неравенство⃒⃒⃒⃒

⃒ln
√
5− 1

2
− 𝑝1

√
5 + 𝑝2

𝑝3
√
5 + 𝑝4

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 𝑃−𝜇.

Предыдущий результат 𝜇 > 10.0204 . . . был найден В. Х. Салиховым и Е. С. Золотухиной
в [13].

При 𝑝1 = 0, 𝑝3 = 0 теорема 1 дает оценку для показателя иррациональности логарифма
"золотого сечения":

𝜇

(︃
ln

√
5− 1

2

)︃
≤ 9.627339 . . . .

2The work was carried out with the financial support of the RFBR, grant № 18-01-00296 А
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Наиболее близкий результат 𝜇
(︁√

5 ln
√
5+1
2

)︁
≤ 3.71331 . . . найден М. Г. Башмаковой в [14].

Предыдущие аналогичные оценки принадлежат А. К. Дубицкасу [15], М. Хата [16], К. Ваана-
нену, А. Хеймонену и Т. Матала-ахо [17], E. С. Золотухиной [18].

Ключевое значение при доказательстве теоремы 1 играет следующая лемма, доказанная
в работе М. Ю. Лучина и В. Х. Салихова [10], где была получена новая оценка приближения
числа ln 2 числами из поля Q(

√
2).

Лемма 1. Пусть 𝑛, 𝑑 ∈ N, 𝜃 ∈ R,
√
𝑑 ̸∈ N,

𝐿𝑛 =
(︁
Λ1(𝑛)

√
𝑑+ Λ2(𝑛)

)︁
𝜃 + Λ3(𝑛)

√
𝑑+ Λ4(𝑛),

где все Λ𝑖 ∈ Z; Λ(𝑛) = max1≤𝑖≤4 |Λ𝑖(𝑛)|. Пусть

lim
𝑛→∞

(︂
1

𝑛
ln
⃒⃒⃒
Λ1(𝑛)

√
𝑑+ Λ2(𝑛)

⃒⃒⃒)︂
= 𝛾1, lim sup

𝑛→∞

1

𝑛
ln |Λ(𝑛)| ≤ 𝛾2;

для некоторой константы 𝛾3 > 𝛾2 и любых 𝜀1, 𝜀2 > 0 существует такое 𝑁 = 𝑁(𝜀1, 𝜀2), что
для любого 𝑛 ≥ 𝑁 и хотя бы одного из значений 𝑚 ∈ {𝑛, 𝑛+ 1} выполняются неравенства

𝑒−(𝛾3+𝜀1)𝑚 ≤ |𝐿𝑚| ≤ 𝑒−(𝛾3−𝜀2)𝑚.

Пусть далее 𝛾1 + 𝛾2 > 0, 𝜇 > 2(𝛾1 + 𝛾3)/(𝛾3 − 𝛾2); 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4 ∈ Z, (𝑝3, 𝑝4) ̸= (0, 0),
𝑃 = max1≤𝑖≤4 |𝑝𝑖|, 𝑃 > 𝑃0(𝜇). Тогда⃒⃒⃒⃒

⃒𝜃 − 𝑝1
√
𝑑+ 𝑝2

𝑝3
√
𝑑+ 𝑝4

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 𝑃−𝜇.

Дальнейшие рассуждения в целом подобны доказательству результата работы [10], поэто-
му рассмотрим подробно лишь некоторые моменты.

2. Интегральная конструкция. Арифметическая часть

Будем работать с интегралом, впервые рассмотренным в работе [1], и отличающимся от ин-
теграла, введенного Р. Марковеккио в работе [2] лишь множителем

√︀
𝑠/(𝑠− 1) в знаменателе

подынтегральной функции.
Пусть ℎ, 𝑗, 𝑘, 𝑙, 𝑚, 𝑞 ∈ Z+, ℎ+ 𝑗+ 𝑞 = 𝑘+ 𝑙+𝑚, ℎ+ 𝑗− 𝑘 ≥ 0, 𝑘+ 𝑙− 𝑗 ≥ 0, 𝑘+𝑚−ℎ ≥ 0;

𝑥 ∈ C, Re𝑥 > 0, 𝑥 ̸= 1. Рассмотрим интеграл

𝐽 =
1

2𝜋𝑖

−∞∫︁
0

𝑑𝑠

𝑖∞∫︁
−𝑖∞

𝑠ℎ𝑡𝑗𝑑𝑡√︀
𝑠/(𝑠− 1)(1− 𝑠)𝑘+𝑙−𝑗+1(𝑠− 𝑡)ℎ+𝑗−𝑘+1(𝑡− 𝑥)𝑘+𝑚−ℎ+1

. (1)

Результат теоремы 1 получается при

𝑥 =

√
5 + 2

4
, (2)

ℎ = 7𝑛, 𝑗 = 38𝑛, 𝑘 = 25𝑛, 𝑙 = 32𝑛, 𝑚 = 38𝑛, 𝑞 = 50𝑛, 𝑛 ∈ N, 𝑛→ ∞. (3)

Приведем краткую схему некоторых преобразований этого интеграла (см. [1, с.484, 485]).
Подынтегральную функцию интеграла (1) обозначим через 𝐺(𝑠, 𝑡). Тогда
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𝐽 = −
−∞∫︁
0

res𝑡=𝑥𝐺(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠. (4)

res𝑡=𝑥𝐺(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠 ≡ 𝑅(𝑧)𝑑𝑧, 𝑠 =
𝑧2

𝑧2 − 1
, (5)

где

𝑅(𝑧) = 2(−1)𝑗−𝑘
𝑘+𝑚−ℎ∑︁

𝑙1=max(0,𝑞−𝑙)

(−1)𝑙1
(︂

𝑗
𝑘 +𝑚− ℎ− 𝑙1

)︂
𝑥𝑙−𝑞+𝑙1

(𝑥− 1)ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1

×
(︂
ℎ+ 𝑗 − 𝑘 + 𝑙1

𝑙1

)︂
𝑅𝑙1(𝑧), (6)

𝑅𝑙1(𝑧) =
𝑧2ℎ(1− 𝑧2)𝑙+𝑙1

(𝑥/(𝑥− 1)− 𝑧2)ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1
=

𝑧2ℎ(1− 𝑧2)𝑙+𝑙1

((
√
5 + 2)2 − 𝑧2)ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1

. (7)

Выбирая для 𝑠 ∈ [0,−∞) значение 𝑧 ∈ [0, 1), получаем из (4) и (5)

𝐽 = −
1∫︁

0

𝑅(𝑧)𝑑𝑧. (8)

Обозначим

𝑤(𝑙1) =

(︂
ℎ+ 𝑗 − 𝑘 + 𝑙1

𝑙1

)︂ 1∫︁
0

𝑅𝑙1(𝑧)𝑑𝑧, (9)

𝐾 – кольцо чисел вида 𝑎 + 𝑏
√
5, где 𝑎, 𝑏 ∈ Z; для натуральных чисел 𝑀 ∈ N будем писать

𝑞𝑀 = НОК(1, 2, . . . ,𝑀), 𝑞0 = 1.

Лемма 2. Пусть 𝑀0 = max(2𝑘 + 2𝑙 − 2𝑗, ℎ + 𝑗 − 𝑘, 𝑘 + 𝑚 − ℎ), 𝑚 ≥ 𝑞. Тогда для всех
𝑙1 ≤ 𝑘 +𝑚− ℎ справедливо представление

2𝑞𝑀0𝑤(𝑙1) = 2−2(𝑚−𝑞)−2

(︃
𝑎(𝑙1) ln

√
5− 1

2
+ 𝑏(𝑙1)

)︃
, (10)

где все 𝑎(𝑙1), 𝑏(𝑙1) ∈ 𝐾.

Доказательство. Обозначим для 𝑁 ∈ Z+

𝐷𝑁 (𝑓(𝑧)) =
1

𝑁 !
𝑓 (𝑁)(2 +

√
5)

Для подынтегральной функции (7) интеграла в (9) ввиду ее четности имеем следующее
разложение в сумму простейших дробей:

𝑅𝑙1(𝑧) =
(−1)𝑞−𝑚−1𝑧2ℎ(𝑧2 − 1)𝑙+𝑙1

(𝑧2 − (2 +
√
5)2)ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1

= 𝑃 (𝑧) +

ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1∑︁
𝜈=1

(︂
(−1)𝜈𝑘𝜈

(𝑧 − 2−
√
5)𝜈

+
𝑘𝜈

(𝑧 + 2 +
√
5)𝜈

)︂
, (11)
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где 𝑃 (𝑧) ∈ K[𝑧], deg𝑃 (𝑧) = 2𝑘 + 2𝑙 − 2𝑗 − 2, а кроме того,

(−1)𝜈𝑘𝜈 = 𝐷ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1−𝜈(𝑅𝑙1(𝑧)(𝑧 − 2−
√
5)ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1).

По формуле Лейбница имеем из (11)

2𝑘𝜈 = (−1)𝑞−𝑚+𝜈−1𝐷ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1−𝜈

(︂
𝑧2ℎ(𝑧 − 1)𝑙+𝑙1(𝑧 + 1)𝑙+𝑙1

(𝑧 + 2 +
√
5)ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1

)︂
= (−1)𝑞−𝑚+𝜈−1

×
∑︁
𝑚∈𝑀𝜈

𝐷𝑚1

(︁
𝑧2ℎ
)︁
𝐷𝑚2

(︁
(𝑧 − 1)𝑙+𝑙1

)︁
𝐷𝑚3 ((𝑧 + 1))𝑙+𝑙1 𝐷𝑚4

(︁
(𝑧 + 2 +

√
5
)︁−(ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1)

),

где

𝑀𝜈 =

{︂
𝑚 = (𝑚1,𝑚2,𝑚3,𝑚4) ∈

(︀
Z+
)︀4 ⃒⃒⃒𝑚1 +𝑚2 +𝑚3 +𝑚4 = ℎ+ 𝑗 − 𝑘 + 𝑙1 + 1− 𝜈,

𝑚1 ≤ 2ℎ; 𝑚2,𝑚3 ≤ 𝑙 + 𝑙1

}︂
.

Поэтому

2𝑘𝜈=2(−1)𝑞−𝑚+𝜈−1
∑︁
𝑚∈𝑀𝜈

(︂
2ℎ
𝑚1

)︂(︂
𝑙 + 𝑙1
𝑚2

)︂(︂
𝑙 + 𝑙1
𝑚3

)︂(︂
ℎ+ 𝑗 − 𝑘 + 𝑙1 +𝑚4

𝑚4

)︂
(−1)𝑚4(

√
5 + 2)2ℎ−𝑚1

×(
√
5 + 1)𝑙+𝑙1−𝑚2(3 +

√
5)𝑙+𝑙1−𝑚3(2(

√
5 + 2))−(ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1+𝑚4).

Рассмотрим 𝜀1 =
√
5+1
2 – корень уравнения 𝑡2− 𝑡− 1 = 0. По индукции легко показать, что

𝜀𝑚1 = 𝐴𝑚𝜀1 +𝐵𝑚, 𝐴𝑚, 𝐵𝑚 ∈ Z. Значит, 2𝜀𝑚1 ∈ K (𝑚 ≥ 2, 𝑚 ∈ N). Тогда

2𝑘𝜈=2(−1)𝑞−𝑚+𝜈−1
∑︁
𝑚∈𝑀𝜈

(︂
2ℎ
𝑚1

)︂(︂
𝑙 + 𝑙1
𝑚2

)︂(︂
𝑙 + 𝑙1
𝑚3

)︂(︂
ℎ+ 𝑗 − 𝑘 + 𝑙1 +𝑚4

𝑚4

)︂
(−1)𝑚4(

√
5 + 2)2ℎ−𝑚1

×(2𝜀1)
𝑙+𝑙1−𝑚2(2(𝜀1 + 1))𝑙+𝑙1−𝑚3(2(

√
5 + 2))−(ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1+𝑚4)

=
∑︁
𝑚∈𝑀𝜈

𝑘𝜈(𝑚)22𝑙+𝑙1−ℎ−𝑗+𝑘−1−𝑚2−𝑚3−𝑚4 , где все 𝑘𝜈(𝑚)∈K.

Так как 2𝑙+𝑙1−ℎ−𝑗+𝑘−1−𝑚2−𝑚3−𝑚4≥2𝑙+𝑙1−ℎ−𝑗+𝑘−1−(ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1−𝜈)=2(𝑞−𝑚)−2+𝜈,
то

2𝑘𝜈 = 2−2(𝑚−𝑞)+𝜈−2𝑘′𝜈 , где 𝑘
′
𝜈 ∈ K, 𝜈 = 1, . . . , ℎ+ 𝑗 − 𝑘 + 𝑙1 + 1. (12)

Имеем из (11)

1∫︁
0

𝑅𝑙1(𝑧)𝑑𝑧 =

1∫︁
0

𝑃 (𝑧)𝑑𝑧 +

ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1∑︁
𝜈=2

− 𝑘𝜈
𝜈 − 1

(︂
1

(3 +
√
5)𝜈−1

− 1

(1 +
√
5)𝜈−1

)︂

+𝑘1 ln

√
5 + 2 + 𝑧√
5 + 2− 𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒
1

0

. (13)

Пусть 𝜀2 =
√
5−1
2 , тогда 2𝜀𝑚2 ∈ K (𝑚 ≥ 2, 𝑚 ∈ N). Очевидно,

1

(3 +
√
5)𝜈−1

= 2−𝜈+1(1− 𝜀2),
1

(1 +
√
5)𝜈−1

= 2−𝜈+1𝜀𝜈−1
2 ,

ln

√
5 + 2 + 𝑧√
5 + 2− 𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒
1

0

= ln

√
5 + 1

2
.
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Из определения 𝑀0 следует, что 𝑞𝑀0

1∫︀
0

𝑃 (𝑧)𝑑𝑧 ≡ 𝐴1 ∈ K, а также несложно проверить, что

𝑞𝑀0

(︂
ℎ+ 𝑗 − 𝑘 + 𝑙1

𝑙1

)︂
1

𝜈 − 1
≡ 𝐴𝜈 ∈ N

для всех 𝜈 = 2, . . . , ℎ+ 𝑗 − 𝑘 + 𝑙1 + 1. Но тогда из (12) и (13) следует

2𝑞𝑀0𝑤(𝑙1) = 2𝑞𝑀0

(︂
ℎ+ 𝑗 − 𝑘 + 𝑙1

𝑙1

)︂ 1∫︁
0

𝑅𝑙1(𝑧)𝑑𝑧 = 2

(︂
ℎ+ 𝑗 − 𝑘 + 𝑙1

𝑙1

)︂
𝐴1

+ 2−2(𝑚−𝑞)−2
ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1∑︁

𝜈=2

(︀
𝐴𝜈𝑘

′
𝜈2
(︀
𝜀𝜈−1
2 − (1− 𝜀2)

𝜈−1
)︀)︀

+ 2−2(𝑚−𝑞)−1𝑘′1 ln

√
5 + 1

2
,

откуда ввиду 𝑚 ≥ 𝑞 следует (10).
Следствие 1. Для интеграла (1) при 𝑚 ≥ 𝑞 справедливо следующее представление

2−2𝑞+1𝑞𝑀0𝐽 = 𝑎 ln

√
5− 1

2
+ 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ K. (14)

Доказательство. Имеем

𝑥𝑙−𝑞+𝑙1

(𝑥− 1)ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1
=
(︁√

5 + 2
)︁𝑙−𝑞+𝑙1 (︁√

5 + 2
)︁ℎ+𝑗−𝑘+𝑙1+1

22(ℎ+𝑗−𝑘−𝑙+𝑞+1) = 22(𝑚+1)𝐶(𝑙1),

где 𝐶(𝑙1) ∈ K. Применяя лемму 2, из (6) и (8) получаем

2−2𝑞+1𝑞𝑀0𝐽 = −2(−1)𝑗−𝑘
𝑘+𝑚−ℎ∑︁

𝑙1=max(0,𝑞−𝑙)

(−1)𝑙1
(︂

𝑗
𝑘 +𝑚− ℎ− 𝑙1

)︂
22(𝑚+1)−2𝑞𝐶(𝑙1)2

−2(𝑚−𝑞)−2

×

(︃
𝑎(𝑙1) ln

√
5− 1

2
+ 𝑏(𝑙1)

)︃
= 𝑎 ln

√
5− 1

2
+ 𝑏,

где 𝑎 𝑏 ∈ K, и следствие 1 доказано.
Наряду с набором параметров (3) нам будет полезна и более общая ситуация, когда

(ℎ, 𝑗, 𝑘, 𝑙,𝑚, 𝑞) = 𝑛(ℎ′, 𝑗′, 𝑘′, 𝑙′,𝑚′, 𝑞′), (15)

где ℎ′, 𝑗′, 𝑘′, 𝑙′, 𝑚′, 𝑞′ ∈ Z+. Интеграл (1) для параметров, имеющих вид (15), и для 𝑥,
имеющего вид (2), будет удобно обозначать в виде

𝐽 ≡ 𝐽𝑛 ≡ 𝐽𝑛(ℎ
′, 𝑗′, 𝑘′, 𝑙′,𝑚′, 𝑞′). (16)

Обозначим для набора параметров (15)

𝑀𝑛 = max{2(𝑘 + 𝑙 − 𝑗), 2ℎ, 2𝑘, ℎ+ 𝑗 − 𝑘, 𝑘 +𝑚− ℎ, 𝑙,𝑚, 𝑗, 𝑞}. (17)

Пусть 𝑝 – простое число, 𝑝 >
√
𝑀𝑛, 𝑤 = {𝑛/𝑝} – дробная доля числа 𝑛/𝑝. Рассмотрим нера-

венства
[2𝑘′𝑤] + [(𝑙′ + 𝑘′ − 𝑗′)𝑤] + [𝑚′𝑤] + [𝑙′𝑤]− [𝑘′𝑤]− [2(𝑙′ + 𝑘′ − 𝑗′)𝑤]

−[(ℎ′ + 𝑗′ − 𝑘′)𝑤]− [(𝑘′ +𝑚′ − ℎ′)𝑤] > 0,

[2ℎ′𝑤] + [(𝑙′ + 𝑘′ − 𝑗′)𝑤] + [𝑗′𝑤] + [𝑞′𝑤]− [ℎ′𝑤]− [2(𝑙′ + 𝑘′ − 𝑗′)𝑤]
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−[(ℎ′ + 𝑗′ − 𝑘′)𝑤]− [(𝑘′ +𝑚′ − ℎ′)𝑤] > 0, (18)

[𝑗′𝑤] + [𝑚′𝑤]− [(ℎ′ + 𝑗′ − 𝑘′)𝑤]− [(𝑘′ +𝑚′ − ℎ′)𝑤] > 0,

[2𝑘′𝑤] + [(𝑙′ + 𝑘′ − 𝑗′)𝑤] + [𝑞′𝑤]− [𝑘′𝑤]− [2(𝑙′ + 𝑘′ − 𝑗′)𝑤]− [(𝑘′ +𝑚′ − ℎ′)𝑤] > 0,

[2ℎ′𝑤] + [(𝑙′ + 𝑘′ − 𝑗′)𝑤] + [𝑙′𝑤]− [ℎ′𝑤]− [2(𝑙′ + 𝑘′ − 𝑗′)𝑤]− [(ℎ′ + 𝑗′ − 𝑘′)𝑤] > 0.

Обозначим через Δ𝑛 произведение всех простых чисел 𝑝 >
√
𝑀𝑛 таких, что 𝑤 = {𝑛/𝑝} удо-

влетворяет хотя бы одному из неравенств (18). Следующая лемма уточняет результат, полу-
ченный в следствии 1.

Лемма 3. При 𝑚 ≥ 𝑞 для интеграла (16) справедливо представление

𝑞𝑀𝑛

Δ𝑛
2−2𝑞+1𝐽𝑛 = 𝐴𝑛 ln

√
5− 1

2
+𝐵𝑛, (19)

где 𝐴𝑛, 𝐵𝑛 ∈ K, 𝑛 ∈ N.

Доказательство. Представление (19) следует из (14) с помощью стандартной процедуры
уточнения знаменателя. Впервые для интеграла (1) неравенства (18) были получены в работе
[1, с. 491, неравенства (11)]. Неравенства (18) несколько отличаются от рассмотренных с той
же целью Р. Марковеккио в работе [2, равенства (31)].

В следующей лемме мы приведем окончательную версию линейной формы вида (19), с
помощью которой и будет доказана теорема 1.

Лемма 4. Справедливо представление (см. (16))

𝐿𝑛 ≡
(︁√

5− 2
)︁140𝑛

2−100𝑛+1 𝑞56𝑛
Δ𝑛

𝐽𝑛(7, 38, 25, 32, 38, 50)

≡
(︁
Λ1(𝑛)

√
5 + Λ2(𝑛)

)︁
ln

√
5− 1

2
+
(︁
Λ3(𝑛)

√
5 + Λ4(𝑛)

)︁
, (20)

где все Λ𝑖(𝑛) ∈ Z, Δ𝑛 определено неравенствами (18) для набора параметров (3).

Доказательство. В работе [1, равенство (9)] доказано, что (см. (16))

𝐽𝑛(ℎ
′, 𝑗′, 𝑘′, 𝑙′,𝑚′, 𝑞′) = 𝑥𝑙−𝑞𝐽𝑛(𝑘

′,𝑚′, ℎ′, 𝑞′, 𝑗′, 𝑙′),

т.е.

𝐽𝑛(7, 38, 25, 32, 38, 50) =

(︀√
5 + 2

)︀−18𝑛

4−18𝑛
𝐽𝑛(25, 38, 7, 50, 38, 32).

Имеем для набора параметров (3) из (17)

𝑀𝑛 = 𝑛max{38, 14, 50, 20, 56, 32, 38, 38, 50} = 56𝑛.

Но тогда

𝐿𝑛 =
(︁√

5− 2
)︁158𝑛

2−64𝑛+1 𝑞56𝑛
Δ𝑛

𝐽𝑛(25, 38, 7, 50, 38, 32).

По лемме 3

2−64𝑛+1 𝑞56𝑛
Δ𝑛

𝐽𝑛(25, 38, 7, 50, 38, 32) = 𝐴𝑛 ln

√
5− 1

2
+𝐵𝑛,

где 𝐴𝑛, 𝐵𝑛 ∈ K, откуда следует (20), и лемма доказана.
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3. Асимптотики

Для доказательства теоремы 1 мы применим лемму 1 к линейной форме (20). В этом
разделе мы вычислим константы 𝛾1 и 𝛾3, а в следующем – константу 𝛾2. Для вычисления
обеих констант 𝛾1 и 𝛾3 применим метод перевала. Имеем (см. (16) и (20))

𝐽𝑛 ≡ 𝐽𝑛(7, 38, 25, 32, 38, 50) ≡
1

2𝜋𝑖

−∞∫︁
0

𝑑𝑠

𝑖∞∫︁
−𝑖∞

𝐺(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡,

где

𝐺(𝑠, 𝑡) = 𝜙(𝑠, 𝑡)(𝑓(𝑠, 𝑡))𝑛,

𝑓(𝑠, 𝑡) =
𝑠7𝑡38

(1− 𝑠)19(𝑠− 𝑡)20(𝑡− 𝑥)56
, (21)

𝜙(𝑠, 𝑡) =
1√︀

𝑠/(𝑠− 1)(1− 𝑠)(𝑠− 𝑡)(𝑡− 𝑥)
.

Точками перевала являются решения системы 𝑓 ′𝑠(𝑠, 𝑡) = 0, 𝑓 ′𝑡(𝑠, 𝑡) = 0, отличные от нулей
функции 𝑓(𝑠, 𝑡). Для выписанной выше функции 𝑓(𝑠, 𝑡) имеем три точки перевала:

(𝑠1, 𝑡1) = (1.011603 . . . , 1.023871 . . .), (22)

(𝑠2, 𝑡2) = (−0.016548 . . .+ 𝑖0.337977 . . . ,−0.679454 . . .+ 𝑖0.293303 . . .), (23)

(𝑠3, 𝑡3) = (𝑠2, 𝑡2) комплексно-сопряжена точке (𝑠2, 𝑡2). Обозначим 𝜉 = (𝑠, 𝑡) ∈ C2.

Лемма 5. Пусть 𝜉0 – невырожденная точка перевала функции 𝑆(𝜉), 𝛾 – двумерное
гладкое комплексное многообразие с краем, 𝜉0 – внутренняя точка 𝛾, функции 𝜙(𝜉) и 𝑆(𝜉)
голоморфны в точке 𝜉0, пусть также max𝜉∈𝛾 Re𝑆(𝜉) достигается в точке 𝜉0,

𝐹 (𝜆) =

∫︁
𝛾

𝜙(𝜉) exp(𝜆𝑆(𝜉))𝑑𝜉,

𝑆′′
𝜉𝜉(𝜉0) =

(︂
𝑆′′
𝑠𝑠(𝜉

0) 𝑆′′
𝑠𝑡(𝜉

0)
𝑆′′
𝑠𝑡(𝜉

0) 𝑆′′
𝑡𝑡(𝜉

0)

)︂
– матрица Гессе, det𝑆′′

𝜉𝜉(𝜉
0) ̸= 0. Тогда при 𝜆→ +∞

𝐹 (𝜆) =
2𝜋

𝜆
exp(𝜆𝑆(𝜉0))(det𝑆′′

𝜉𝜉(𝜉
0))−1/2

(︀
𝜙(𝜉0) +𝑂(𝜆−1)

)︀
. (24)

Доказательство. Это утверждение доказано в монографии М. В. Федорюка [19, с. 259,
предложение 1.1].

Лемма 6. Для линейной формы (20) имеет место равенство

𝛾1 ≡ lim
𝑛→∞

(︂
1

𝑛
ln
⃒⃒⃒
Λ1(𝑛)

√
5 + Λ2(𝑛)

⃒⃒⃒)︂
= 140 ln(

√
5− 2)− 100 ln 2 + 56−Δ+ ln |𝑓(𝑠1, 𝑡1)|, (25)

𝛾1 = 112.169784 . . . , где Δ = lim
𝑛→∞

1

𝑛
lnΔ𝑛 = 33.573984 . . . .
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Доказательство. Рассмотрим функцию

𝑔(𝛿, 𝜏) ≡ 𝑓

(︂
1

𝛿
,
1

𝜏

)︂
= − 𝑥−56𝛿32𝜏38

(1− 𝛿)19(𝛿 − 𝜏)20(𝜏 − 1/𝑥)56
.

Пусть 𝐿1 – окружность |𝜏−1/𝑥| = 1/𝑡1−1/𝑥, 𝐿2 – окружность |𝛿−1/𝑥| = 1/𝑠1−1/𝑥. Заметим,
что из (2) и (22) следует, что 1/𝑥 < 1/𝑡1 < 1/𝑠1 < 1. Очевидно, max(𝛿,𝜏)∈(𝐿2×𝐿1) ln |𝑔(𝛿, 𝜏)|
достигается только в точке (1/𝑠1, 1/𝜏1). Обозначим 𝐿*

1 – образ окружности 𝐿1 при отображении
𝑡 = 1/𝜏 , 𝐿*

2 – образ окружности 𝐿2 при отображении 𝑠 = 1/𝛿. Но тогда из определения функции
𝑔(𝛿, 𝜏) следует, чтоmax(𝑠,𝑡)∈(𝐿*

2×𝐿*
1)
ln |𝑓(𝑠, 𝑡)| достигается только в точке (𝑠1, 𝑡1). Для интеграла

𝐽𝑛 из (21) имеем

𝐽𝑛 = 𝐴𝑛 ln

√
5− 1

2
+𝐵𝑛, (26)

где 𝐴𝑛, 𝐵𝑛 ∈ Q ·
√
5⊕Q (см. следствие 1).

Покажем, что

𝐴𝑛 =
1

(2𝜋𝑖)2

∫︁
𝐿*
2

𝑑𝑠

∫︁
𝐿*
1

𝐺(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡, (27)

где окружности 𝐿*
1 и 𝐿

*
2 проходятся в положительном направлении.

В доказательстве леммы 2 для интеграла в (9) имеем из (11) и (13)

1∫︁
0

𝑅𝑙1(𝑧)𝑑𝑧 = 𝐴(𝑙1) ln

√
5− 1

2
+𝐵(𝑙1),

где 𝐴(𝑙1), 𝐵(𝑙1) ∈ Q ·
√
5 ⊕ Q, 𝐴(𝑙1) = 𝑘1 = −res𝑧=𝑧0𝑅𝑙1(𝑧), 𝑧0 =

√
5 + 2, а тогда из (6), (8) и

(26) следует, что 𝐴𝑛 = res𝑧=𝑧0𝑅(𝑧). Применяя (5), получаем

𝐴𝑛 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑙

𝑅(𝑧)𝑑𝑧 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿*
2

res𝑡=𝑥𝐺(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠 =
1

(2𝜋𝑖)2

∫︁
𝐿*
2

𝑑𝑠

∫︁
𝐿*
1

𝐺(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡,

где 𝑙 – контур, обходящий точку 𝑧0 в положительном направлении и переходящий при отоб-
ражении 𝑠 = 𝑧2/(𝑧2 − 1) в окружность 𝐿*

2. Итак, формула (27) доказана.
Пусть 𝛾1 – малая дуга окружности 𝐿*

1 с центром в точке 𝑡1, 𝛾2 – малая дуга окружно-
сти 𝐿*

2 с центром в точке 𝑠1, 𝛾 = 𝛾2 × 𝛾1, Γ = (𝐿*
2 × 𝐿*

1)∖𝛾; 𝜉0 = (𝑠1, 𝑡1), max𝜉∈Γ |𝑓(𝜉)| =
= 𝐹 < |𝑓(𝜉0)|. На множестве 𝛾 можно определить некоторую голоморфную в точке 𝜉0 ветвь
ln 𝑓(𝜉) = ln |𝑓(𝜉)|+ 𝑖ℎ(𝜉).

Из (21) и (22) следует, что 𝑓(𝜉0) = −|𝑓(𝜉0)|, поэтому можно выбрать ℎ(𝜉0) = 𝜋. Далее
функция 𝜙(𝜉) голоморфна в точке 𝜉0 ввиду Re𝑠 > 1, 𝑠 ∈ 𝛾2. Очевидно, что 𝜙(𝜉0) ̸= 0. Имеем
из (27)

𝐴𝑛 =
1

(2𝜋𝑖)2

⎛⎝∫︁
𝛾

𝜙(𝜉)exp(𝑛(ln |𝑓(𝜉)|+ 𝑖ℎ(𝜉)))𝑑𝜉 +

∫︁
Γ

𝜙(𝜉)(𝑓(𝜉))𝑛𝑑𝜉

⎞⎠ . (28)

Применим к первому интегралу в (28) лемму 5 при 𝜆 = 𝑛, 𝑆(𝜉) = ln 𝑓(𝜉). Все условия леммы
5 выполнены, так как оставшееся условие невырожденности точки перевала 𝜉0 легко прове-
ряется: det𝑆′′

𝜉𝜉(𝜉
0) = 1010 · 3.116663 . . . ̸= 0. Тогда из (24) получим∫︁

𝛾

𝜙(𝜉)exp(𝑛(ln |𝑓(𝜉)|+ 𝑖ℎ(𝜉)))𝑑𝜉 =
2𝜋

𝑛
(−1)𝑛exp(𝑛 ln |𝑓(𝜉0)|)(det𝑆′′

𝜉𝜉(𝜉
0))−1/2

(︂
𝜙(𝜉0)+𝑂

(︂
1

𝑛

)︂)︂
.
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Второй интеграл в (28) оценим тривиально⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Γ

(𝜙(𝜉)(𝑓(𝜉))𝑛𝑑𝜉)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 𝐶𝐹𝑛

для некоторой положительной константы 𝐶. Но тогда lim
𝑛→∞

1
𝑛 ln |𝐴𝑛| = ln |𝑓(𝑠1, 𝑡1)|.

Для завершения доказательства леммы осталось вычислить предел lim
𝑛→∞

1
𝑛 ln

(︁
𝑞56𝑛
Δ𝑛

)︁
.

Отметим, что lim
𝑛→∞

1
𝑛 ln(𝑞56𝑛) = 56, а

Δ = lim
𝑛→∞

1

𝑛
lnΔ𝑛 = 33.573984 . . . (29)

был вычислен в работе [10, см. с. 118–119].
Таким образом, лемма доказана.

Лемма 7. Пусть для линейной формы (20)

𝛾3 = 140 ln(2 +
√
5) + 100 ln 2− 56 + Δ− ln |𝑓(𝑠2, 𝑡2)| = 299.316009 . . . , (30)

где функция 𝑓(𝑠, 𝑡) определена в (21), точка (𝑠2, 𝑡2) имеет вид (23), Δ = lim
𝑛→∞

1
𝑛 lnΔ𝑛 вычислен

в (29).
Пусть далее 𝜀1, 𝜀2 > 0. Тогда существует такое 𝑁 ∈ N, 𝑁 = 𝑁(𝜀1, 𝜀2), что при всех

𝑛 ≥ 𝑁 хотя бы для одного из значений 𝑚 ∈ {𝑛, 𝑛+ 1} выполняются неравенства

𝑒−(𝛾3+𝜀1)𝑚 < |𝐿𝑚| < 𝑒−(𝛾3−𝜀2)𝑚.

Доказательство леммы 7 аналогично доказательству леммы 7 работы [10].

4. Вычисление константы 𝛾2. Завершение доказательства теоре-
мы 1

Для интеграла (1) рассмотрим функцию

𝑔(𝑥, 𝛼) =
1

2𝜋𝑖

𝑎(𝛼)∫︁
0

𝑑𝑠

∫︁
𝑙𝑡

𝑠𝑘𝑡ℎ−𝑘𝑑𝑡√︀
𝑠/(𝑠− 1)(1− 𝑠)𝑘+𝑙−𝑗+1(𝑠− 𝑡)(𝑡− 𝑥)

, (31)

где 𝑎(𝛼) = 𝛼/(𝛼−1), 𝛼 ∈ (0, 1), 𝑙𝑡 – окружность, в комплексной плоскости 𝑡 диаметром которой
является отрезок вещественной оси [𝑥/2, 2𝑥]; интегрирование по 𝑙𝑡 проходит в отрицательном
направлении.

Пусть далее

𝐷𝑁 (𝑓(𝑥, 𝛼)) =
1

𝑁 !

𝜕𝑁𝑓(𝑥, 𝛼)

𝜕𝑥𝑁
, 𝐷𝑁 (𝑓(𝑥)) =

1

𝑁 !
𝑓 (𝑁)(𝑥), 𝑁 ∈ Z+.

Приведем леммы 8–13, доказанные в работе [10] и необходимые для дальнейших рассуж-
дений.

Лемма 8. Для интеграла (1) и функции (31) выполняется соотношение

𝐽 = lim
𝛼→1−0

𝑇 (𝑔(𝑥, 𝛼)),

где оператор 𝑇 = 𝐷𝑘+𝑚−ℎ𝑥
𝑗𝐷ℎ+𝑗−𝑘.
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Лемма 9. Для функции (31) выполняется соотношение

𝑔(𝑥, 𝛼) =
2(−1)𝑘+𝑙−𝑗𝑥ℎ−𝑘

𝑥− 1

√
𝛼∫︁

0

𝑧2𝑘(𝑧2 − 1)𝑙−𝑗𝑑𝑧

𝑧2 − 𝑥/(𝑥− 1)
.

Лемма 10. Пусть 𝑙 ≤ 𝑗. Тогда для интеграла (1) имеет место соотношение

𝐽 = 2(−1)𝑘+𝑙−𝑗𝑇

(︃
𝑘+𝑙−𝑗−1∑︁
𝜈=0

1

2𝑘 + 2𝑙 − 2𝑗 − 2𝜈 − 1

𝑥𝑚−𝑞+𝜈

(𝑥− 1)𝜈+1

− 𝑥ℎ−1/2

(𝑥− 1)𝑘+𝑙−𝑗+1/2
ln
(︀√
𝑥+

√
𝑥− 1

)︀)︃
. (32)

Лемма 11. Пусть 𝑀 ∈ N, 𝑎, 𝑏 ∈ R. Тогда

𝐷𝑀

(︂
𝑥𝑎

(𝑥− 1)𝑏

)︂
= (−1)𝑀

𝑀∑︁
𝑟=0

(︂
𝑎
𝑟

)︂(︂
𝑏− 𝑎+𝑀 − 1

𝑀 − 𝑟

)︂
𝑥𝑎−𝑟

(𝑥− 1)𝑏+𝑀
. (33)

Лемма 12. Для любого 𝑁 ∈ N и произвольных аналитических функций 𝑢 = 𝑢(𝑥), 𝑣 = 𝑣(𝑥)
имеет место равенство

𝐷𝑁 (𝑢𝑣) = 𝑣𝐷𝑁 (𝑢) +
𝑁−1∑︁
𝜆=0

𝜆!(𝑁 − 1− 𝜆)!

𝑁 !
𝐷𝑁−1−𝜆

(︀
𝐷𝜆(𝑢)𝑣

′)︀ .
Введем при 𝑥 ∈ R функцию

𝑥* =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 ln𝑥, если 𝑥 > 0,

0, если 𝑥 = 0,

𝑥 ln(−𝑥), если 𝑥 < 0.

Лемма 13. Пусть 𝑁 ∈ N, 𝑛 → +∞, 𝑏 = 𝑏0𝑛 + 𝑂(1), 𝑏0, 𝑟0 ∈ R, 𝑟 ∈ Z+,

(︂
𝑏
𝑟

)︂
̸= 0. Тогда

верно равенство

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln

⃒⃒⃒⃒(︂
𝑏
𝑟

)︂⃒⃒⃒⃒
= 𝑏*0 − 𝑟*0 − (𝑏0 − 𝑟0)

*.

Полученные результаты применим к линейной форме (20). Вычислим сначала интеграл
𝐽𝑛 из (21) по формуле (32):

𝐽𝑛 = 2(−1)𝑛𝑇

(︃
19𝑛−1∑︁
𝜈=0

1

38𝑛− 2𝜈 − 1

𝑥−12𝑛+𝜈

(𝑥− 1)𝜈+1

− 𝑥7𝑛−1/2

(𝑥− 1)19𝑛+1/2
ln
(︀√
𝑥+

√
𝑥− 1

)︀)︃
, (34)

где оператор 𝑇 = 𝐷56𝑛𝑥
38𝑛𝐷20𝑛.

Обозначим 𝐴 = (
√
5 + 2)−140𝑛2−100𝑛,∑︁
1,𝜈 = 𝐴𝑇

(︂
1

𝑥12𝑛−𝜈
(𝑥− 1)𝜈+1

)︂
, 𝜈 = 0, 1, . . . , 12𝑛− 1, (35)
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∑︁
2,𝜈 = 𝐴𝑇

(︂
𝑥𝜈

(𝑥− 1)12𝑛+𝜈+1

)︂
, 𝜈 = 0, 1, . . . , 7𝑛− 1, (36)

∑︁
3 = 𝐴𝑇

(︃
𝑥7𝑛−1/2

(𝑥− 1)19𝑛+1/2
ln
(︀√
𝑥+

√
𝑥− 1

)︀)︃
. (37)

Тогда из (20), (34)–(37) получим

𝐿𝑛 =
𝑞56𝑛
Δ𝑛

2(−1)𝑛 *

(︃
12𝑛−1∑︁
𝜈=0

1

38𝑛− 2𝜈 − 1

∑︁
1,𝜈 +

∑︁
7𝑛−1
𝜈=0

1

14𝑛− 2𝜈 − 1

∑︁
2,𝜈 −

∑︁
3

)︃
. (38)

Будем комбинировать вычисление операторов 𝐷𝑀 по формуле Лейбница и по формуле
(33). В последнем случае оператор 𝐷𝑀 обозначим 𝐷′

𝑀 .
Начнем с вычисления

∑︀
1,𝜈 . Имеем, как и в [10],

𝐷20𝑛

(︂
1

𝑥12𝑛−𝜈(𝑥− 1)𝜈+1

)︂
=

20𝑛∑︁
𝑟1=0

(︂
12𝑛− 𝜈 + 𝑟1 − 1

𝑟1

)︂(︂
20𝑛− 𝑟1 + 𝜈
20𝑛− 𝑟1

)︂
1

𝑥12𝑛−𝜈+𝑟1(𝑥− 1)𝜈+20𝑛−𝑟1+1
.

По лемме 11

𝐷′
56𝑛

(︂
𝑥38𝑛

1

𝑥12𝑛−𝜈+𝑟1(𝑥− 1)𝜈+20𝑛−𝑟1+1

)︂
= 𝐷′

56𝑛

(︂
𝑥26𝑛+𝜈−𝑟1

(𝑥− 1)20𝑛+𝜈−𝑟1+1

)︂
=

56𝑛∑︁
𝑟2=0

(︂
26𝑛+ 𝜈 − 𝑟1

𝑟2

)︂(︂
50𝑛

56𝑛− 𝑟2

)︂
𝑥26𝑛+𝜈−𝑟1−𝑟2

(𝑥− 1)76𝑛+𝜈−𝑟1+1
.

Ненулевые слагаемые в последней сумме получаются лишь при 𝑟2 ∈ [6𝑛, 26𝑛+𝜈−𝑟1]. Далее
из (2) имеем

𝑥26𝑛+𝜈−𝑟1−𝑟2

(𝑥− 1)76𝑛+𝜈−𝑟1+1
=

(︃√
5 + 2

4

)︃26𝑛+𝜈−𝑟1−𝑟2

((
√
5 + 2)4)76𝑛+𝜈−𝑟1+1

= (
√
5 + 2)102𝑛+2𝜈−2𝑟1−𝑟2+1450𝑛+𝑟2+1

= 𝐴−1(
√
5− 2)38𝑛−2𝜈+2𝑟1+𝑟2−14𝑟2+1.

Поэтому из (35) имеем для 𝜈 = 0, 1, . . . , 12𝑛− 1

∑︁
1,𝜈 =

20𝑛∑︁
𝑟1=0

26𝑛+𝜈−𝑟1∑︁
𝑟2=6𝑛

(︂
12𝑛− 𝜈 + 𝑟1 − 1

𝑟1

)︂(︂
20𝑛− 𝑟1 + 𝜈
20𝑛− 𝑟1

)︂(︂
26𝑛+ 𝜈 − 𝑟1

𝑟2

)︂(︂
50𝑛

56𝑛− 𝑟2

)︂
× (

√
5− 2)38𝑛−2𝜈+2𝑟1−𝑟2+14𝑟2+1. (39)

Теперь вычислим
∑︀

2,𝜈 , 𝜈 = 0, 1, . . . , 7𝑛− 1. Заменим

𝐷20𝑛 =
Λ!(20𝑛− Λ)!

(20𝑛)!
𝐷′

20𝑛−𝜆𝐷Λ,

где Λ = Λ0𝑛+𝑂(1), Λ ∈ Z+, выберем позднее с целью оптимизации оценки 𝛾2.
Имеем, как и в [10],

𝐷Λ

(︂
𝑥𝜈

(𝑥− 1)12𝑛+𝜈+1

)︂
=

min(Λ,𝜈)∑︁
𝑟1=0

(−1)Λ−𝑟1
(︂
𝜈
𝑟1

)︂(︂
12𝑛+ 𝜈 + Λ− 𝑟1

Λ− 𝑟1

)︂
𝑥𝜈−𝑟1

(𝑥− 1)12𝑛+𝜈+Λ−𝑟1+1
,
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𝐷′
20𝑛−Λ

(︂
𝑥𝜈−𝑟1

(𝑥− 1)12𝑛+𝜈+Λ−𝑟1+1

)︂
= (−1)Λ

𝜈−𝑟1∑︁
𝑟2=0

(︂
𝜈 − 𝑟1
𝑟2

)︂(︂
32𝑛

20𝑛− Λ− 𝑟2

)︂
𝑥𝜈−𝑟1−𝑟2

(𝑥− 1)32𝑛+𝜈−𝑟1+1
,

𝐷′
56𝑛

(︂
𝑥38𝑛+𝜈−𝑟1−𝑟2

(𝑥− 1)32𝑛+𝜈−𝑟1+1

)︂
=

38𝑛+𝜈−𝑟1−𝑟2∑︁
𝜌=0

(︂
38𝑛+ 𝜈 − 𝑟1 − 𝑟2

𝜌

)︂(︂
50𝑛+ 𝑟2
56𝑛− 𝜌

)︂
𝑥38𝑛+𝜈−𝑟1−𝑟2−𝜌

(𝑥− 1)88𝑛+𝜈−𝑟1+1
.

Как при вычислении
∑︀

1,𝜈 , имеем

𝑥38𝑛+𝜈−𝑟1−𝑟2−𝜌

(𝑥− 1)88𝑛+𝜈−𝑟1+1
= 𝐴−1(

√
5− 2)14𝑛−2𝜈+2𝑟1+𝑟2+𝜌−14𝑟2+𝜌+1.

Поэтому из (36) получим

∑︁
2,𝜈 =

Λ!(20𝑛− Λ)!

(20𝑛)!

min(Λ,𝜈)∑︁
𝑟1=0

𝜈−𝑟1∑︁
𝑟2=0

38𝑛+𝜈−𝑟1−𝑟2∑︁
𝜌=max(0,6𝑛−𝑟2)

(−1)𝑟1
(︂
𝜈
𝑟1

)︂(︂
12𝑛+ 𝜈 + Λ− 𝑟1

Λ− 𝑟1

)︂

×
(︂
𝜈 − 𝑟1
𝑟2

)︂(︂
32𝑛

20𝑛− Λ− 𝑟2

)︂(︂
38𝑛+ 𝜈 − 𝑟1 − 𝑟2

𝜌

)︂(︂
50𝑛+ 𝑟2
56𝑛− 𝜌

)︂
× (

√
5− 2)14𝑛−2𝜈+2𝑟1+𝑟2+𝜌−14𝑟2+𝜌+1. (40)

Теперь вычислим значение
∑︀

3 с помощью леммы 11. Положим, как и в [10],

𝑢 =
𝑥7𝑛−1/2

(𝑥− 1)19𝑛+1/2
, 𝑣 = ln(

√
𝑥+

√
𝑥− 1), 𝑣′ =

1

2
√
𝑥
√
𝑥− 1

.

Тогда

𝐷20𝑛(𝑢𝑣) = 𝑣𝐷20𝑛(𝑢) +
1

2

20𝑛−1∑︁
𝜆=0

𝜆!(20𝑛− 1− 𝜆)!

(20𝑛)!
𝐷20𝑛−1−𝜆

(︂
𝐷𝜆(𝑢)

1
√
𝑥
√
𝑥− 1

)︂
.

Аналогично

𝑇 (𝑢𝑣) = 𝑣𝑇 (𝑢)

+
1

2

56𝑛−1∑︁
𝜆1=0

𝜆1!(56𝑛− 1− 𝜆1)!

(56𝑛)!
𝐷56𝑛−1−𝜆1

(︂
𝐷𝜆1(𝑥

38𝑛𝐷20𝑛(𝑢))
1

√
𝑥
√
𝑥− 1

)︂

+
1

2

20𝑛−1∑︁
𝜆=0

𝜆!(20𝑛− 1− 𝜆)!

(20𝑛)!
𝐷56𝑛

(︂
𝑥38𝑛𝐷20𝑛−1−𝜆

(︂
𝐷𝜆(𝑢)

1
√
𝑥
√
𝑥− 1

)︂)︂
.

∑︁
3 = 𝐴𝑇 (𝑢𝑣) ≡ 𝐴𝑇 (𝑢)𝑣 +

1

2

56𝑛−1∑︁
𝜆1=0

𝑆3(𝜆1) +
1

2

20𝑛−1∑︁
𝜆=0

𝑆*
3(𝜆). (41)

Первое слагаемое суммы (41) вычисляется аналогично
∑︀

2,𝜈 , где 𝜈 = 7𝑛− 1/2. Полуцелое
значение 𝜈 позволяет расширить пределы изменения 𝑟1, 𝑟2, 𝜌. Вместо (40) получим

∑︁
3 = 𝐴𝑇 (𝑢𝑣) ≡ 𝐴𝑇 (𝑢)𝑣 +

1

2

56𝑛−1∑︁
𝜆1=0

𝑆3(𝜆1) +
1

2

20𝑛−1∑︁
𝜆=0

𝑆*
3(𝜆).
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𝐴𝑣𝑇 (𝑢) =
Λ!(20𝑛− Λ)!

(20𝑛)!

Λ∑︁
𝑟1=0

20𝑛−Λ∑︁
𝑟2=0

∑︁
𝜌=max(0,6𝑛−𝑟2)56𝑛

(−1)𝑟1+1

(︂
7𝑛− 1/2

𝑟1

)︂

+

(︂
19𝑛+ Λ− 𝑟1 − 1/2

Λ− 𝑟1

)︂(︂
7𝑛− 𝑟1 − 1/2

𝑟2

)︂(︂
32𝑛

20𝑛− Λ− 𝑟2

)︂(︂
45𝑛− 𝑟1 − 𝑟2 − 1/2

𝜌

)︂
×

(︂
50𝑛+ 𝑟2
56𝑛− 𝜌

)︂
(
√
5− 2)2𝑟1+𝑟2+𝜌4𝑟2+𝜌+1 1

2
ln

√
5− 1

2
. (42)

Вычислим теперь слагаемые 𝑆3(𝜆1) суммы в (41). Как и выше, пусть

𝐷20𝑛 =
Λ!(20𝑛− Λ)!

(20𝑛)!
𝐷′

20𝑛−Λ𝐷Λ.

Последовательно получаем

𝐷Λ(𝑢) =
Λ∑︁

𝑟1=0

(︂
7𝑛− 1/2

𝑟1

)︂(︂
19𝑛+ Λ− 𝑟1 − 1/2

Λ− 𝑟1

)︂
(−1)Λ−𝑟1

𝑥7𝑛−𝑟1−1/2

(𝑥− 1)19𝑛+Λ−𝑟1+1/2
,

𝐷′
20𝑛−Λ

(︃
𝑥7𝑛−𝑟1−1/2

(𝑥− 1)19𝑛+Λ−𝑟1+1/2

)︃
= (−1)Λ

20𝑛−Λ∑︁
𝑟2=0

(︂
7𝑛− 𝑟1 − 1/2

𝑟2

)︂(︂
32𝑛

20𝑛− Λ− 𝑟2

)︂

× 𝑥7𝑛−𝑟1−𝑟2−1/2

(𝑥− 1)39𝑛−𝑟1+1/2
,

𝐷′
𝜆1

(︃
𝑥45𝑛−𝑟1−𝑟2−1/2

(𝑥− 1)39𝑛−𝑟1+1/2

)︃
= (−1)𝜆1

𝜆1∑︁
𝜌1=0

(︂
45𝑛− 𝑟1 − 𝑟2 − 1/2

𝜌1

)︂(︂
−6𝑛+ 𝑟2 + 𝜆1

𝜆1 − 𝜌1

)︂

× 𝑥45𝑛−𝑟1−𝑟2−𝜌1−1/2

(𝑥− 1)39𝑛+𝜆1−𝑟1+1/2
,

𝐷′
56𝑛−𝜆1−1

(︂
𝑥45𝑛−𝑟1−𝑟2−𝜌1−1

(𝑥− 1)39𝑛+𝜆1−𝑟1+1

)︂
= (−1)𝜆1+1

56𝑛−𝜆1−1∑︁
𝜌2=0

(︂
45𝑛− 𝑟1 − 𝑟2 − 𝜌1 − 1/2

𝜌2

)︂

×
(︂

50𝑛+ 𝑟2 + 𝜌1
56𝑛− 𝜆1 − 𝜌2 − 1

)︂
𝑥45𝑛−𝑟1−𝑟2−𝜌1−𝜌2−1

(𝑥− 1)95𝑛−𝑟1
,

𝑥45𝑛−𝑟1−𝑟2−𝜌1−𝜌2−1

(𝑥− 1)95𝑛−𝑟1
= 𝐴−1(

√
5− 2)2𝑟1+𝑟2+𝜌1+𝜌2+14𝑟2+𝜌1+𝜌2+1.

Поэтому

𝑆3(𝜆1) =
Λ!(20𝑛− Λ)!

(20𝑛)!

𝜆1!(56𝑛− 1− 𝜆1)!

(56𝑛)!

Λ∑︁
𝑟1=0

20𝑛−Λ∑︁
𝑟2=0

𝜆1∑︁
𝜌1=0

56𝑛−𝜆1−1∑︁
𝜌2=0

(−1)𝑟1+1

×
(︂
7𝑛− 1/2

𝑟1

)︂(︂
19𝑛+ Λ− 𝑟1 − 1/2

Λ− 𝑟1

)︂(︂
7𝑛− 𝑟1 − 1/2

𝑟2

)︂(︂
32𝑛

20𝑛− Λ− 𝑟2

)︂
×

(︂
45𝑛− 𝑟1 − 𝑟2 − 1/2

𝜌1

)︂(︂
−6𝑛+ 𝑟2 + 𝜆1

𝜆1 − 𝜌1

)︂(︂
45𝑛− 𝑟1 − 𝑟2 − 𝜌1 − 1/2

𝜌2

)︂
×

(︂
50𝑛+ 𝑟2 + 𝜌1

56𝑛− 𝜆1 − 𝜌2 − 1

)︂
(
√
5− 2)2𝑟1+𝑟2+𝜌1+𝜌2+14𝑟2+𝜌1+𝜌2+1 (43)

Осталось вычислить 𝑆*
3(𝜆). Пусть

𝐷𝜆 =
(𝜆− Λ)!Λ!

𝜆!
𝐷′
𝜆−Λ𝐷Λ.
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Имеем, как и в [10],

𝐷Λ

(︃
𝑥7𝑛−1/2

(𝑥− 1)19𝑛+1/2

)︃
=

Λ∑︁
𝑟1=0

(−1)Λ−𝑟1
(︂
7𝑛− 1/2

𝑟1

)︂(︂
19𝑛+ Λ− 𝑟1 − 1/2

Λ− 𝑟1

)︂
𝑥7𝑛−𝑟1−1/2

(𝑥− 1)19𝑛+Λ−𝑟1+1/2
,

𝐷′
𝜆−Λ

(︃
𝑥7𝑛−𝑟1−1/2

(𝑥− 1)19𝑛+Λ−𝑟1+1/2

)︃
=
𝜆−Λ∑︁
𝑟2=0

(−1)𝜆−Λ

(︂
7𝑛− 𝑟1 − 1/2

𝑟2

)︂(︂
12𝑛+ 𝜆
𝜆− Λ− 𝑟2

)︂
𝑥7𝑛−𝑟1−𝑟2−1/2

(𝑥− 1)19𝑛+𝜆−𝑟1+1/2
,

𝐷′
20𝑛−1−𝜆

(︂
𝑥7𝑛−𝑟1−𝑟2−1

(𝑥− 1)19𝑛+𝜆−𝑟1+1

)︂
= (−1)𝜆+1

20𝑛−1−𝜆∑︁
𝑟3=0

(︂
7𝑛− 𝑟1 − 𝑟2 − 1

𝑟3

)︂(︂
32𝑛+ 𝑟2

20𝑛− 1− 𝜆− 𝑟3

)︂

×𝑥
7𝑛−𝑟1−𝑟2−𝑟3−1

(𝑥− 1)39𝑛−𝑟1
,

𝐷′
56𝑛

(︂
𝑥45𝑛−𝑟1−𝑟2−𝑟3−1

(𝑥− 1)39𝑛−𝑟1

)︂
=

45𝑛−𝑟1−𝑟2−𝑟3−1∑︁
𝜌=max(0,6𝑛−𝑟2−𝑟3)

(︂
45𝑛− 𝑟1 − 𝑟2 − 𝑟3 − 1

𝜌

)︂(︂
50𝑛+ 𝑟2 + 𝑟3

56𝑛− 𝜌

)︂

×𝑥
45𝑛−𝑟1−𝑟2−𝑟3−𝜌−1

(𝑥− 1)95𝑛−𝑟1
,

𝑥45𝑛−𝑟1−𝑟2−𝑟3−𝜌−1

(𝑥− 1)95𝑛−𝑟1
= 𝐴−1(

√
5− 2)2𝑟1+𝑟2+𝑟3+𝜌+14𝑟2+𝑟3+𝜌+1.

Таким образом, во втором случае имеем

𝑆3(𝜆) =
𝜆!(20𝑛− 1− 𝜆)!

(20𝑛)!

(𝜆− Λ)!Λ!

𝜆!

Λ∑︁
𝑟1=0

𝜆−Λ∑︁
𝑟2=0

20𝑛−1−𝜆∑︁
𝑟3=0

45𝑛−𝑟1−𝑟2−𝑟3−1∑︁
𝜌=max(0,6𝑛−𝑟2−𝑟3)

(−1)𝑟1+1

×
(︂
7𝑛− 1/2

𝑟1

)︂(︂
19𝑛+ Λ− 𝑟1 − 1/2

Λ− 𝑟1

)︂(︂
7𝑛− 𝑟1 − 1/2

𝑟2

)︂(︂
12𝑛+ 𝜆
𝜆− Λ− 𝑟2

)︂
×

(︂
7𝑛− 𝑟1 − 𝑟2 − 1

𝑟3

)︂(︂
32𝑛+ 𝑟2

20𝑛− 1− 𝜆− 𝑟3

)︂(︂
45𝑛− 𝑟1 − 𝑟2 − 𝑟3 − 1

𝜌

)︂
×

(︂
50𝑛+ 𝑟2 + 𝑟3

56𝑛− 𝜌

)︂
(
√
5− 2)2𝑟1+𝑟2+𝑟3+𝜌+14𝑟2+𝑟3+𝜌+1. (44)

Слагаемые в (38), вычисленные по формулам (39), (40), (43), (44), имеют вид (
√
5− 2)𝑁𝑅

или (
√
5− 2)𝑁

√
5𝑅, а в формуле (42) – вид (

√
5− 2)𝑁𝑅 ln

√
5−1
2 или (

√
5− 2)𝑁𝑅

√
5 ln

√
5−1
2 , где

𝑅 ∈ Q, 𝑁 ∈ Z+. Заметим, что для 𝑁 ∈ N (
√
5 + 2)𝑁 = 𝐴𝑁 +𝐵𝑁

√
5, (

√
5− 2)𝑁 = 𝐴𝑁 −𝐵𝑁

√
5,

где 𝐴𝑁 , 𝐵𝑁 ∈ N. Соответственно,
√
5(
√
5− 2)𝑁 = −5𝐵𝑁 +𝐴𝑁

√
5.

Очевидно, что lim
𝑁→∞

1
𝑁 ln𝐴𝑛 = lim

𝑁→∞
1
𝑁 ln𝐵𝑛 =

√
5 + 2.

Общее количество слагаемых в 𝐿𝑛 оценивается как 𝑂(𝑛5). Таким образом, имеем для 𝛾2
оценку lim sup

𝑛→∞
1
𝑛 ln Λ ≤ 56 − Δ + lim

𝑛→∞
1
𝑛 ln |𝑆|, где 𝑆 – максимальное по модулю слагаемое

из всех вышеуказанных сумм после замены
√
5 − 2 на

√
5 + 2. Асимптотика биномиальных

коэффициентов вычисляется с помощью леммы 13.
Вычисления на компьютере показывают, что соответствующее максимальное слагаемое до-

стигается в сумме (43) при следующих значениях параметров: Λ = Λ′𝑛+𝑂(1), 𝑟1 = 𝑟′1𝑛+𝑂(1),
𝑟2 = 𝑟′2𝑛+𝑂(1), 𝜌1 = 𝜌′1𝑛+𝑂(1), 𝜌2 = 𝜌′2 +𝑂(1), 𝜆1 = 𝜆′1 +𝑂(1) где

(Λ′; 𝑟′1; 𝑟
′
2; 𝜌

′
1; 𝜌

′
2;𝜆

′
1) = (0; 0; 4.849092 . . . ; 0.575453 . . . ; 35.744108 . . . ; 0.575453 . . .).
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Следовательно, из (42) по лемме 13 получаем

lim sup
𝑛→∞

1

𝑛
ln Λ ≤ 56−Δ+ 𝜆′*1 + (56− 𝜆1)

′* − 56* + (7− 𝑟1)
′* − 𝑟′*2 − (7− 𝑟1 − 𝑟2)

′* + 32*

−(20− 𝑟2)
′* − (12 + 𝑟2)

′* + (45− 𝑟2)
′* − 𝜌′*1 − (45− 𝑟2 − 𝜌1)

′* + (45− 𝑟2 − 𝜌1)
′* − 𝜌′*2

−(45− 𝑟2 − 𝜌1 − 𝜌2)
′* + (50 + 𝑟2 + 𝜌1)

′* − (56− 𝜆1 − 𝜌2)
′* − (𝑟2 + 𝜌1 + 𝜆1 + 𝜌2 − 6)′*

+(2𝑟1 + 𝑟2 + 𝜌1 + 𝜌2) ln(
√
5 + 2) + (𝑟2 + 𝜌1 + 𝜌2) ln 4 = 213.833247 . . . ≡ 𝛾2. (45)

Таким образом, по лемме 1 из (25), (30) и (45) имеем

𝜇 >
2(𝛾1 + 𝛾3)

𝛾3 − 𝛾2
= 9.627339 . . . .

И теорема 1 доказана.

5. Заключение

“Золотое сечение” хорошо известно в теории диофантовых приближений, как число “плохо
приближаемое” рациональными дробями. Выясняется, что и логарифм “золотого сечения”
достаточно плохо приближается рациональными числами.
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Abstract

Проблема периодичности функциональных непрерывных дробей элементов гиперэл-
липтического поля тесно связана с проблемой поиска и построения фундаментальных
𝑆-единиц гиперэллиптического поля и проблемой кручения в якобиане соответствующей
гиперэллиптической кривой. Для эллиптических кривых над полем рациональных чисел
проблема кручения была решена Б. Мазуром в 1978 году. Для гиперэллиптических кривых
рода 2 и выше над полем рациональных чисел приведенные три проблемы остаются от-
крытыми. Теория функциональных непрерывных дробей стала мощным арифметическим
инструментом для исследования этих проблем. Кроме этого, возникающие в теория функ-
циональных непрерывных дробей задачи имеют собственный интерес. Иногда эти задачи
имеют аналоги в числовом случае, но особенно интересны задачи, которые значительно
отличаются от числового случая. Одной из таких задач является задача об оценке сверху
длин периодов функциональных непрерывных дробей элементов гиперэллиптического по-
ля над полем рациональных чисел. В данной статье мы находим оценки сверху на длины
периодов для ключевых элементов гиперэллиптического поля над полем рациональных
чисел. В случае, когда гиперэллиптическое поле задается многочленом нечетной степени,
длина периода рассматриваемых элементов либо бесконечна, либо не превосходит удво-
енной степени фундаментальной 𝑆-единицы. Более интересный и сложный случай, когда
гиперэллиптическое поле задается многочленом четной степени. В 2019 году В.П. Плато-
новым и Г.В. Федоровым для гиперэллиптических полей 𝐿 = Q(𝑥)(

√
𝑓), deg 𝑓 = 2𝑔 + 2,

найден точный промежуток значений 𝑠 ∈ Z таких, что непрерывные дроби элементов ви-
да

√
𝑓/ℎ𝑠 ∈ 𝐿 ∖ Q(𝑥) периодические. Используя этот результат в данной статье найдены

точные оценки сверху на длины периодов функциональных непрерывных дробей элемен-
тов гиперэллиптического поля над полем рациональных чисел, зависящие только от рода
гиперэллиптического поля и порядка группы кручения якобиана соответствующей гипер-
эллиптической кривой.

Ключевые слова: непрерывные дроби, длина периода, фундаментальные единицы, 𝑆-
единицы, кручение в якобианах, гиперэллиптические поля, дивизоры, группа классов ди-
визоров.
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Abstract

The problem of the periodicity of functional continued fractions of elements of a hyperelliptic
field is closely related to the problem of finding and constructing fundamental 𝑆-units of a
hyperelliptic field and the torsion problem in the Jacobian of the corresponding hyperelliptic
curve. For elliptic curves over a field of rational numbers, the torsion problem was solved by B.
Mazur in 1978. For hyperelliptic curves of genus 2 and higher over the field of rational numbers,
the above three problems remain open. The theory of functional continued fractions has become
a powerful arithmetic tool for studying these problems. In addition, tasks arising in the theory
of functional continued fractions have their own interest. Sometimes these tasks have analogues
in the numerical case, but tasks that are significantly different from the numerical case are
especially interesting. One such problem is the problem of estimating from above the lengths
of periods of functional continued fractions of elements of a hyperelliptic field over a field of
rational numbers. In this article, we find upper bounds on the period lengths for key elements
of a hyperelliptic field over a field of rational numbers. In the case when the hyperelliptic field is
defined by an odd degree polynomial, the period length of the elements under consideration is
either infinite or does not exceed twice the degree of the fundamental 𝑆-unit. A more interesting
and complicated case is when a hyperelliptic field is defined by a polynomial of even degree. In
2019, V.P. Platonov and G.V. Fedorov for hyperelliptic fields 𝐿 = Q(𝑥)(

√
𝑓), deg 𝑓 = 2𝑔 + 2,

found the exact interval values 𝑠 ∈ Z such that continued fractions of elements of the form√
𝑓/ℎ𝑠 ∈ 𝐿 ∖Q(𝑥) are periodic. Using this result in this article, we find exact upper bounds on

the period lengths of functional continued fractions of elements of a hyperelliptic field over a
field of rational numbers, depending only on the genus of the hyperelliptic field and the order
of the torsion group of the Jacobian of the corresponding hyperelliptic curve.

Keywords: continued fractions, period length, fundamental units, 𝑆-units, torsion in the
Jacobians, hyperelliptic fields, divisors, divisor class group.
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1. Введение

Пусть 𝐹 (𝑋) ∈ 𝐾[𝑋] — свободный от квадратов многочлен над полем 𝐾 характери-
стики отличной от 2. В классическом случае рассматривается гиперэллиптическое поле

2The work was supported by RSF (grant №19-71-00029).
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ℒ = 𝐾(𝑋)(
√
𝐹 ), где у многочлена 𝐹 степени 2𝑔 + 2, 𝑔 > 1, старший коэффициент явля-

ется полным квадратом в мультипликативной группе 𝐾* поля 𝐾. Вопрос о периодичности
непрерывной дроби

√
𝐹 , построенной в поле 𝐾((𝑋−1)), связан с многими математическими

проблемами. Одной из первых таких проблем стала проблема интегрируемости в элеметарных
функциях псевдоэллиптических интегралов, рассмотренная в работах Абеля [1] и Чебышева
[2]. Современные результаты о периодичности непрерывной дроби

√
𝐹 и эквивалентных усло-

виях изложены в [3], [4]. В частности, из этих результатов следует, что в поле ℒ элемент
√
𝐹 и

его разложение в непрерывную дробь играет ключевую роль в вопросах связанных с поиском
фундаментальных единиц и рациональных точек кручения в якобиане гиперэллиптической
кривой, заданной уравнением 𝑌 2 = 𝐹 (𝑋).

В отличие от числовых непрерывных дробей, в функциональном случае непрерывная дробь
может быть квазипериодической — периодической с точностью до константы из 𝐾*. Для
непрерывной дроби элемента

√
𝐹 справедливо утверждение: если длина квазипериода конеч-

на, то длина периода либо равна длине квазипериода, либо равна удвоенной длине квазипе-
риода.

В эллиптическом случае deg𝐹 = 4 над полем констант 𝐾 = Q в [5]-[6] был поставлен
вопрос о возможной длине периода непрерывной дроби

√
𝐹 . Согласно теореме Мазура [7]

для эллиптических кривых, если класс дивизора (∞− − ∞+) имеет конечный порядок 𝑚 в
группе классов дивизоров Δ∘(𝐿), то 2 6 𝑚 6 10 или 𝑚 = 12. Используя этот результат
и параметризацию Куберта [8], в [9], [10], [11] показано, что длина периода 𝑛 непрерывной
дроби

√
𝐹 принимает одно из значений {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 14, 18, 22}, причем для каж-

дого 𝑛 из этого множества существует бесконечная серия соответствующих примеров неизо-
морфных эллиптических кривых. Для квадратичного поля констант 𝐾 и deg𝐹 = 4 в [12]
доказано, что длина периода 𝑛 непрерывной дроби

√
𝐹 может принимать одно из значений

𝑛 ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 22, 26, 30, 34}.
Для гиперэллиптических полей общего вида ℒ = 𝐾(𝑋)(

√
𝐹 ), deg𝐹 = 2𝑔+2, 𝑔 > 1, в статье

[13] дана оценка сверху на длину квазипериода 𝑁 непрерывной дроби элемента специального
вида 𝛽 = (𝐵 +

√
𝐹 )/𝐴 ∈ ℒ, где 𝐴,𝐵 ∈ 𝐾[𝑋], 𝐴 | 𝐹 −𝐵2, согласно которой 𝑁 6 𝑚− 𝑝+ 1, где

𝑚 — порядок класса дивизора (∞− − ∞+) в группе классов дивизоров Δ∘(𝐿), 𝑝 — порядок
полюса элемента 𝛽 в ∞+.

Пусть теперь 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] — свободный от квадратов многочлен произвольной степени. Пусть
ℎ ∈ 𝐾[𝑥] и нормирование 𝑣ℎ поля𝐾(𝑥) имеет два продолжения 𝑣−ℎ и 𝑣+ℎ на гиперэллиптическое
поле 𝐿 = 𝐾(𝑥)(

√
𝑓). В статье [14] показано, что в случае deg ℎ = 1 теория функциональных

непрерывных дробей, связанных с нормированиями 𝑣−ℎ и 𝑣+ℎ , находит эффективное примене-
ние в поле 𝐿. Поэтому далее мы считаем, что deg ℎ = 1, многочлен 𝑓 задан в кольце 𝐾[ℎ]
и 𝐿 = 𝐾(ℎ)(

√
𝑓). В этом случае элемент 𝛼 ∈ 𝐿 разлагается в поле формальных степенных

рядов 𝐾((ℎ)) в степенной ряд вида 𝛼 =
∞∑︀
𝑗=𝑠

𝑢𝑗ℎ
𝑗 , где 𝑢𝑗 ∈ 𝐾. Если 𝛼 ∈ 𝐿 ∖𝐾(ℎ), то 𝛼 можно

представить в виде формального степенного ряда в 𝐾((ℎ)) двумя способами, которые соответ-
ствуют нормированиям 𝑣−ℎ и 𝑣+ℎ . Чтобы каждый элемент поля 𝐿 имел однозначное разложение
в 𝐾((ℎ)), мы без ограничения общности фиксируем одно из вложений поля 𝐿 в 𝐾((ℎ)), со-
ответствующее нормированию 𝑣−ℎ . Для 𝛼 ∈ 𝐿 ∖𝐾(𝑥) обозначим 𝛼 — сопряженный элемент к
𝛼.

Из теоремы 2 статьи [15] следует оценка снизу на длины квазипериодов непрерывных
дробей некоторых специальных элементов гиперэллиптического поля. В статье [16] получе-
ны оценки сверху и снизу на длину квазипериода непрерывных дробей элементов

√
𝑓/ℎ𝑔 и√

𝑓/ℎ𝑔+1 в случае, когда deg 𝑓 = 2𝑔 + 1. В статье [17] получены оценки, уточняющие резуль-
таты статьи [16], зависимости от четности степени фундаментальной 𝑆-единицы 𝑚, а также
приведены примеры непрерывных дробей, на которых указанные оценки становятся точными.
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В частности, длина квазипериода 𝑁 6 𝑚− 2𝑔+1 для нечетной степени фундаментальной
𝑆-единицы 𝑚, и оценка 𝑁 6 𝑚− 2𝑔 для четной степени фундаментальной 𝑆-единицы 𝑚.

В статьях [16]-[25] отмечалось, что элементы вида
√
𝑓/ℎ𝑠 для различных 𝑠 ∈ Z играют осо-

бую роль для поиска фундаментальных 𝑆ℎ-единиц и изучения их свойств в гиперэллиптиче-
ском поле 𝐿 = 𝐾(ℎ)(

√
𝑓). В статье [24] показано, что из квазипериодичности непрерывной дро-

би элемента
√
𝑓/ℎ𝑠 следует квазипериодичность непрерывной дроби

√
𝑓/ℎ𝑘−𝑠, где 𝑘 = deg 𝑓 .

В теореме 2 [18] при данном некотором 𝑠 ∈ Z найдены достаточные условия одновременной
квазипериодичности непрерывных дробей элементов 𝛼, 𝛼 · ℎ𝑠 ∈ 𝐿 ∖𝐾(𝑥). Для гиперэллипти-
ческих полей 𝐿 = 𝐾(𝑥)(

√
𝑓), построенных с помощью свободных от квадратов многочленов

𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] нечетной степени 2𝑔 + 1 достаточные условия также являются необходимыми. В
случае deg 𝑓 = 2𝑔 + 2 найденные достаточные условия не являются необходимыми, что под-
тверждается примерами 1-3 в статье [18]. Одним из наглядных эффектов случая, когда для
элементов 𝛼 и 𝛼 · ℎ𝑠 достаточные условия не являются необходимыми, является значительное
отличие длин квазипериодов и периодов непрерывных дробей элементов 𝛼 и 𝛼 ·ℎ𝑠. Так, в при-
мере 4 статьи [18] найден свободный от квадратов многочлен 𝑓 степени 6, для которого длина
периода непрерывной дроби элемента 𝛼 =

√
𝑓/ℎ3 равна 2, а длина периода непрерывной дроби

элемента 𝛼 · ℎ3 =
√
𝑓 равна 18 при том, что поле 𝐿 = 𝐾(𝑥)(

√
𝑓) обладает фундаментальной

𝑆ℎ-единицей степени 4, где 𝑆ℎ = {𝑣−ℎ , 𝑣
+
ℎ }.

В статье [26] дано уточнение теоремы 2 статьи [18]. А именно, в теореме 2 [26] для гипе-
рэллиптических полей 𝐿 = Q(𝑥)(

√
𝑓), deg 𝑓 = 2𝑔 + 2, найден точный промежуток значений

𝑠 ∈ Z таких, что непрерывные дроби элементов вида
√
𝑓/ℎ𝑠 ∈ 𝐿 ∖Q(𝑥) периодические.

В данной статье, опираясь на результаты статьи [26], мы даем оценки сверху на возмож-
ные длины периодов непрерывных дробей ключевых элементов поля 𝐿 над полем рациональ-
ных чисел. В теореме 5 доказано, что, если длина периода непрерывной дроби элемента вида√
𝑓/ℎ𝑠 конечна, то она не превосходит 12𝑚 − 4𝑔, где 𝑚 есть степень фундаментальной 𝑆ℎ-

единицы поля 𝐿. При более сильных условиях найдены более точные оценки на возможную
длину периода. Приведены новые примеры элементов рассматриваемого вида с периодами,
достигающими некоторые из приведенных оценок.

Мы высказываем предположение, что длины периодов непрерывных дробей элементов ги-
перэллиптического поля над полем алгебраических чисел 𝐾 ограничены сверху постоянной,
зависящей только от рода гиперэллиптического поля, порядка группы кручения якобиана со-
ответствующей гиперэллиптической кривой и степени расширения [𝐾 : Q].

Символом tc (𝑅) обозначим свободный член многочлена 𝑅.

2. О периодичности ключевых элементов

В 2018 году в статье [17] доказано, что для делителя 𝑑 многочлена 𝑓 квазипериодиче-
ская непрерывная дробь элемента вида

√
𝑓/(𝑑ℎ𝑠), 𝑠 ∈ Z, является периодической. Приведем

альтернативное доказательство этого факта, которое нам будет полезно в дальнейших рас-
суждениях.

Из теоремы 1 [18] известно, что наличие хотя бы одного квазипериодического элемента в
поле 𝐿 = 𝐾(ℎ)(

√
𝑓) влечет ряд эквивалентных условий, среди которых мы выделяем разре-

шимость норменного уравнения вида

𝜇21 − 𝜇22𝑓 = 𝑏ℎ𝑚, max
(︀
2 deg𝜇1, 2 deg𝜇2 + deg 𝑓

)︀
= 𝑚. (1)

По предложению 2 [18] норменное уравнение (1) можно свести к уравнению вида

𝑓2𝜇
2
4 − 𝑓1𝜇

2
3 = ℎ𝑚1 , 𝑚1 = deg(𝑓2𝜇

2
4) > deg(𝑓1𝜇

2
3), deg 𝑓2 > 0, 𝑓 = 𝑏20𝑓1𝑓2. (2)
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Как и в доказательстве теоремы 1 [18] запишем, как будет выглядеть уравнение (2) в поле
ℒ = 𝐾(𝑋)(

√
𝐹 ), где 𝑋 = ℎ−1, 𝐹 (𝑋) = 𝑓 · ℎ−2𝑔−2. Для этого обозначим

Ω4 = 𝜇4 · ℎ− deg𝜇4 , 𝐹2 = 𝑓2 · ℎ− deg 𝑓2 , 𝐹1 = 𝐹/𝐹2, Ω3 = 𝜇3 · ℎ𝑔+1−deg 𝑓2−deg 𝜇4 ,

тогда 𝐹1, 𝐹2,Ω3,Ω4 ∈ 𝐾[𝑋] и

𝐹2Ω
2
4 − 𝐹1Ω

2
3 = 1, 𝐹1 · 𝐹2 = 𝐹, 𝑣𝑋 (𝐹2) = 𝑣𝑋 (Ω4) = 0. (3)

В статье [27] определено отношение ≈ для элементов 𝛼, 𝛽 ∈ ℒ ∖ 𝐾(𝑋), а именно 𝛼 ≈ 𝛽,
если найдутся 𝑇,𝑅,𝑈, 𝑉 ∈ 𝐾[𝑋] такие, что

𝛼 =
𝑇 +𝑅𝛽

𝑈 + 𝑉 𝛽
, 𝑇𝑉 −𝑅𝑈 ∈ 𝐾*.

В теореме 1 [27] доказано, что 𝛼 ≈ 𝛽 для 𝛼, 𝛽 ∈ ℒ∖𝐾(𝑋) тогда и только тогда, когда 𝛽𝑚 = 𝑐𝛼𝑛
для некоторых 𝑚,𝑛 ∈ Z, 𝑐 ∈ 𝐾*. Отсюда следует, что непрерывные дроби элементов 𝛼 ≈ 𝛽
одновременно квазипериодические (периодические) или не квазипериодические (не периоди-
ческие).

Лемма 1. Пусть многочлены 𝐹1, 𝐹2,Ω3,Ω4 ∈ 𝐾[𝑋] удовлетворяют (3). Тогда для любого
𝑠 ∈ Z такого, что −𝑣𝑋 (Ω3) 6 𝑠 6 𝑣𝑋 (𝐹1Ω3), имеем

√
𝐹

𝐹2 ·𝑋𝑠
≈

√
𝐹

𝑋𝑠
≈ 𝑋𝑠 ·

√
𝐹

𝐹1
.

Доказательство. Сперва рассмотрим 𝑇 = 𝑋−𝑠𝐹1Ω3, 𝑅 = Ω4, 𝑈 = 𝐹2Ω4, 𝑉 = 𝑋𝑠Ω3, тогда
из (3) имеем

𝑇𝑉 −𝑅𝑈 = −(𝐹2Ω
2
4 − 𝐹1Ω

2
3) ∈ 𝐾*, 𝑇,𝑅, 𝑈, 𝑉 ∈ 𝐾[𝑋],

√
𝐹

𝑋𝑠
≈ 𝑇 +𝑅

√
𝐹/𝑋𝑠

𝑈 + 𝑉
√
𝐹/𝑋𝑠

=

√
𝐹

𝐹2 ·𝑋𝑠
.

Теперь положим 𝑇 = 𝐹2Ω4, 𝑅 = 𝑋𝑠Ω3, 𝑈 = 𝑋−𝑠𝐹1Ω3, 𝑉 = Ω4, тогда из (3) получаем

𝑇𝑉 −𝑅𝑈 = 𝐹2Ω
2
4 − 𝐹1Ω

2
3 ∈ 𝐾*, 𝑇,𝑅, 𝑈, 𝑉 ∈ 𝐾[𝑋],

√
𝐹

𝑋𝑠
≈ 𝑇 +𝑅

√
𝐹/𝑋𝑠

𝑈 + 𝑉
√
𝐹/𝑋𝑠

=
𝑋𝑠 ·

√
𝐹

𝐹1
.

Лемма 1 доказана. 2

Теорема 1. Пусть для некоторого 𝑠0 ∈ Z непрерывная дробь элемента 𝛼 =
√
𝑓/ℎ𝑠0

квазипериодическая.

Тогда непрерывные дроби элементов
√
𝑓/ℎ𝑠0, ℎdeg 𝑓2−𝑠0

√
𝑓/𝑓2 и ℎ

𝑠0−deg 𝑓2
√
𝑓/𝑓1 периодиче-

ские, где многочлены 𝑓1, 𝑓2 определены из (2) cогласно предложению 2 [18].

Доказательство. Поскольку непрерывная дробь 𝛼 =
√
𝑓/ℎ𝑠0 квазипериодическая, то в

силу теоремы 1 [18] и предложения 2 [18] справедливо уравнение (2), а, следовательно, и (3),
причем за счет условий (2) имеем deg𝑋 𝐹2 > 0. По предложению 3 [18] для 𝑟 = max(2𝑠0,deg 𝑓)
получаем неравенство 𝑣𝑋 (Ω3) + 𝑔 + 1 > 𝑟 − 𝑠0.

Непрерывные дроби элементов
√
𝑓/ℎ𝑠0 и

√
𝐹/𝑋𝑔+1−𝑠0 , построенные соответственно в по-

лях 𝐾((ℎ)) и 𝐾((𝑋−1)), совпадают. В лемме 1 можно взять 𝑠 = 𝑔 + 1 − 𝑠0, поскольку
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|𝑔 + 1− 𝑠0| = 𝑟 − 𝑠0 − (𝑔 + 1) + 𝑣𝑋 (𝐹1) 6 𝑣𝑋 (𝐹1Ω3). Следовательно, непрерывные дроби√
𝐹/𝑋𝑠,

√
𝐹/(𝐹2𝑋

𝑠) и 𝑋𝑠
√
𝐹/𝐹1 квазипериодические. В силу deg𝑋 𝐹2 > 0 имеем

max
(︁
−𝑣∞

(︁√
𝐹/𝑋𝑠

)︁
, −𝑣∞

(︁√
𝐹/(𝐹2𝑋

𝑠)
)︁
, −𝑣∞

(︁
𝑋𝑠

√
𝐹/𝐹1

)︁)︁
> 0,

значит, по теореме 3 [27] и лемме 1 получаем периодичность непрерывных дробей
√
𝐹/𝑋𝑠,√

𝐹/(𝐹2𝑋
𝑠) и 𝑋𝑠

√
𝐹/𝐹1. Отсюда следует периодичность непрерывных дробей√︀

𝑓/ℎ𝑠0 , ℎdeg 𝑓2−𝑠0
√︀
𝑓/𝑓2 и

√︀
𝑓/(𝑓1ℎ

deg 𝑓2−𝑠0).

Теорема 1 доказана. 2

В частности, в случае 𝑠0 по теореме 1 получаем, что квазипериодичность непрерывной дро-
би элемента

√
𝑓 влечет ее периодичность. Данный факт для многочленов 𝑓 нечетной степени

впервые был доказан в 2017 году в статье [22].

3. Оценки на длину периода

Пусть элемент 𝛽 ∈ ℒ = 𝐾(𝑋)(
√
𝐹 ) является корнем уравнения

Λ2𝛽
2 + 2Λ1𝛽 + Λ0 = 0, (4)

где Λ0,Λ1,Λ2 ∈ 𝐾[𝑋] взаимно простые многочлены. Обозначим 𝐷 = Λ2
1 −Λ0Λ2. Тогда по тео-

реме 2 [27] квазипериодичность непрерывной дроби 𝛽 = [𝑎0; 𝑎1, . . .] в 𝐾((1/𝑋)) эквивалентна
наличию решения Ω1,Ω2 ∈ 𝐾[𝑋], Ω2 ̸= 0, уравнения

Ω2
1 −𝐷Ω2

2 = 𝑎 ∈ 𝐾*. (5)

Теорема 2. Пусть существует решение Ω1,Ω2 ∈ 𝐾[𝑋], Ω2 ̸= 0, уравнения (5). Тогда
длина квазипериода непрерывной дроби элемента 𝛽 не превосходит

degΩ2 +max

(︂
deg Λ1,

1

2
(deg Λ0 + degΛ2)

)︂
.

Доказательство. Обозначим длину квазипериода непрерывной дроби элемента 𝛽 через 𝑁 .
Так как Ω2

1 = 𝐷Ω2
2+𝑎 — полный квадрат в 𝐾[𝑋], то уравнение 𝑅2+2Ω2Λ1𝑅+Λ0Λ2Ω

2
2−𝑎 = 0

имеет решение 𝑅 ∈ 𝐾[𝑋]:
𝑅 = −Ω2Λ1 +Ω1.

Определим
𝑇 = Ω2Λ2, 𝑈 = 𝑅+ 2Ω2Λ1, 𝑆 = −Ω2Λ0,

тогда 𝑅𝑈 −𝑆𝑇 = 𝑎 и 𝑇 ̸= 0. С введенными обозначениями уравнение (4) равносильно соотно-
шению

𝛽 =
𝑅𝛽 + 𝑆

𝑇𝛽 + 𝑈
. (6)

Подставим тождество

𝛽 =
𝑃𝑛−1𝛽𝑛 + 𝑃𝑛−2

𝑄𝑛−1𝛽𝑛 +𝑄𝑛−2

в соотношение (6), тогда

𝛽 =
𝐴𝛽𝑛 +𝐵

𝐶𝛽𝑛 +𝐷
,

𝐴 = 𝑅𝑃𝑛−1 − Ω2Λ0𝑄𝑛−1, 𝐵 = 𝑅𝑃𝑛−2 − Ω2Λ0𝑄𝑛−2,

𝐶 = 𝑅𝑄𝑛−1 +Ω2Λ2𝑃𝑛−1, 𝐷 = 𝑅𝑄𝑛−2 +Ω2Λ2𝑃𝑛−1,
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причем 𝐴𝐷 − 𝐵𝐶 ∈ 𝐾*. С некоторого номера справедливо 𝑣−∞ (𝛽𝑛) > 1, поэтому по лемме 1
[27] найдется номер 𝑡 > 𝑛 такой, что для некоторого 𝑏 ∈ 𝐾*

𝛽𝑡+1 = 𝑏𝛽𝑛,
𝐴

𝐶
=
𝑃𝑡
𝑄𝑡
,

𝐵

𝐷
=
𝑃𝑡−1

𝑄𝑡−1
. (7)

Тогда для длины квазипериода верна оценка 𝑁 6 𝑡+ 1− 𝑛 и справедливы неравенства

deg𝐴 > deg𝑃𝑡 =
𝑡∑︁

𝑗=0

deg 𝑎𝑗 > deg𝑃𝑛−1 + 𝑡+ 1− 𝑛 > deg𝑃𝑛−1 +𝑁. (8)

Следовательно,

𝑁 6 deg𝐴− deg𝑃𝑛−1 6 max
(︀
deg𝑅, degΩ2 + degΛ0 − deg 𝑎0

)︀
6

6 max

(︂
degΩ2 + degΛ1, degΩ1, degΩ2 +

1

2
(deg Λ0 + degΛ2)

)︂
6

6 degΩ2 +max

(︂
deg Λ1,

1

2
(deg Λ0 + degΛ2)

)︂
.

Теорема 2 доказана. 2

Теорема 3. Пусть элемент 𝛽 =
√
𝐹/𝑋𝑠 ∈ ℒ для некоторого 𝑠 ∈ Z имеет квазипериоди-

ческое разложение в непрерывную дробь. Тогда для некоторого 𝐹1 | 𝐹 , deg𝐹1 < deg𝐹 , длина
квазипериода не превосходит degΩ1 − 𝛿, где

𝛿 = max
(︀
0,deg𝐹1 − 𝑔 − 𝑠− 2

)︀
+max

(︀
0, 𝑔 − 𝑠

)︀
+max

(︀
0, 𝑔 + 𝑠− deg𝐹1

)︀
.

В частности, если многочлен 𝐹 неприводим и 𝑠 > −𝑔, то длина квазипериода не превосходит
degΩ1 − 2𝑔.

Доказательство. По теореме 1 для некоторого представления 𝐹 = 𝐹1 · 𝐹2, 𝐹1, 𝐹2 ∈ 𝐾[𝑋],
deg𝐹2 > 0, непрерывные дроби элементов

√
𝐹

𝐹2 ·𝑋𝑠
,

√
𝐹

𝑋𝑠
,

𝑋𝑠 ·
√
𝐹

𝐹1

периодичны, причем по лемме 1 их периоды совпадают с точностью до сдвига и домножения на
некоторую постоянную. Следовательно, в каждом из трех квазипериодов найдутся неполные
частные каждой положительной степени из следующих значений

−𝑣−∞

(︃ √
𝐹

𝐹2 ·𝑋𝑠

)︃
, −𝑣−∞

(︃√
𝐹

𝑋𝑠

)︃
, −𝑣−∞

(︃
𝑋𝑠 ·

√
𝐹

𝐹1

)︃
.

Значит, в оценке степеней неполных частных (8) степени некоторых трех неполных частных
можно оценить более точно значениями

max
(︀
1, 𝑔 + 1− 𝑠− deg𝐹2

)︀
, max

(︀
1, 𝑔 + 1− 𝑠

)︀
, max

(︀
1, 𝑔 + 1 + 𝑠− deg𝐹1

)︀
.

Обозначим

𝛿 = max
(︀
0, 𝑔 − 𝑠− deg𝐹2

)︀
+max

(︀
0, 𝑔 − 𝑠

)︀
+max

(︀
0, 𝑔 + 𝑠− deg𝐹1

)︀
,

тогда

deg𝐴 > deg𝑃𝑡 =

𝑡∑︁
𝑗=0

deg 𝑎𝑗 > deg𝑃𝑛−1 +𝑁 + 𝛿. (9)
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Далее, рассуждая как при доказательстве теоремы 2, для элемента 𝛽 =
√
𝐹/𝑋𝑠 получаем

𝑁 + 𝛿 6 deg𝐴− deg𝑃𝑛−1 6 max
(︀
deg𝑅, degΩ2 + degΛ0 − deg 𝑎0

)︀
6

6 max

(︂
degΩ1, degΩ2 +

1

2
(deg Λ0 + degΛ2)

)︂
= degΩ1.

Теорема 3 доказана. 2

В следующей теореме рассматривается базовое поле констант 𝐾 = Q. Это ограничение
существенно для использования теоремы 2 [26].

Теорема 4. Пусть 𝑠 ∈ Z и гиперэллиптическое поле ℒ = Q(𝑋)(
√
𝐹 ) содержит фунда-

ментальную 𝑆∞-единицу степени 𝑚, где 𝑆∞ = {𝑣−∞, 𝑣+∞}. Если длина квазипериода непрерыв-
ной дроби

√
𝐹/𝑋𝑠 конечна, то она не превосходит 6𝑚− 2𝑔, а длина периода не превосходит

12𝑚− 4𝑔.

Доказательство. По теореме 2 [27] квазипериодичность непрерывной дроби элемента√
𝐹/𝑋𝑠 эквивалентна наличию решения Ω1,Ω2 ∈ 𝐾[𝑋], Ω2 ̸= 0, уравнения (5), где 𝐷 = 𝐹𝑋2𝑠,

𝐾 = Q. Пусть непрерывной дробь элемента
√
𝐹/𝑋𝑠 квазипериодическая, тогда найдутся

Ω1,Ω2 ∈ 𝐾[𝑋] минимальной степени такие, что Ω2 ̸= 0 и справедливо (5). Наличие квази-
периодических элементов в поле ℒ влечет периодичность элемента

√
𝐹 , поэтому существуют

𝜇1, 𝜇2 ∈ 𝐾[𝑋] такие, что 𝜇21 − 𝐹𝜇22 ∈ 𝐾* и 𝜇1 + 𝜇2
√
𝐹 есть фундаментальная 𝑆∞-единица

степени 𝑚. Обозначим
𝜇
(𝑛)
1 + 𝜇

(𝑛)
2

√
𝐹 = (𝜇1 + 𝜇2

√
𝐹 )𝑛.

Тогда для квазипериодичности непрерывной дробь элемента
√
𝐹/𝑋𝑠 необходимо и достаточно,

чтобы для некоторого 𝑛 ∈ N было выполнено 𝑋𝑠 | 𝜇(𝑛)2 , или, равносильно, 𝑋𝑠Ω2 = 𝑐𝜇
(𝑛)
2 для

некоторой постоянной 𝑐 ∈ 𝐾*. Из теоремы 2 [26] следует, что, если 𝑋𝑠 - 𝜇2, то справедливо
одно из соотношений 𝑋𝑠 | 𝜇(2)1 или 𝑋𝑠 | 𝜇(3)1 или 𝑋𝑠 | 𝜇(3)2 , причем, если 𝑋𝑠 | 𝜇(2)1 , то 𝑋𝑠 | 𝜇(4)2 ,

а если 𝑋𝑠 | 𝜇(3)1 , то 𝑋𝑠 | 𝜇(6)2 . Итак, 𝑋𝑠Ω2 = 𝑐𝜇
(𝑛)
2 для некоторого 𝑛 6 6, следовательно,

degΩ1 6 6𝑚. По теореме 3 заключаем, что длина квазипериода непрерывной дроби
√
𝐹/𝑋𝑠

не превосходит 6𝑚− 2𝑔.
Теорема 4 доказана. 2

В статье [26] приведен пример эллиптического поля ℒ = Q(𝑋)(
√
𝐹 ), deg𝐹 = 4, в кото-

ром есть фундаментальная 𝑆∞-единица степени 4, квазипериод непрерывной дроби элемента√
𝐹/𝑋 совпадает с периодом и равен 20, квазипериод непрерывной дроби элемента

√
𝐹/𝑋2

равен 19, а период — 38. Таким образом, для многочленов 𝐹 четной степени длины периодов
непрерывных дробей вида

√
𝐹/𝑋𝑠 могут значительно превышать степень фундаментальной

𝑆∞-единицы.
В следующей теореме найдены оценки длин периодов непрерывных дробей элементов поля

𝐿, связанных с конечными линейными нормированиями.

Теорема 5. Пусть 𝑓 ∈ Q[𝑥] — свободный от квадратов многочлен, и ℎ ∈ Q[𝑥] — ли-
нейный многочлен. Пусть 𝑢ℎ = ℎ−𝑚(𝜇1 + 𝜇2

√
𝑓) — фундаментальная 𝑆ℎ-единица в поле

𝐿 = Q(𝑥)(
√
𝑓).

Для deg 𝑓 = 2𝑔 + 1 непрерывная дробь
√
𝑓/ℎ𝑠0 квазипериодическая тогда и только тогда,

когда 𝑠0 ∈ Z удовлетворяет неравенству |𝑠0 − 𝑔 − 1/2| 6 deg𝜇1 − deg𝜇2 − 𝑔, причем в случае
квазипериодичности непрерывная дробь

√
𝑓/ℎ𝑠0 является периодической, длина квазипериода

не превосходит 𝑚− 2𝑔, длина периода не превосходит 2𝑚− 4𝑔.
Для deg 𝑓 = 2𝑔 + 2 положим

𝑢𝑛ℎ = ℎ−𝑛𝑚(𝜇
(𝑛)
1 + 𝜇

(𝑛)
2

√︀
𝑓), 𝑟𝑛 =

⃒⃒⃒
deg𝜇

(𝑛)
1 − deg𝜇

(𝑛)
2 − 𝑔 − 1

⃒⃒⃒
.
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1. Если 𝑟1 ̸= 0, то элементы вида
√
𝑓/ℎ𝑠0 имеют квазипериодическое разложение в непре-

рывную дробь тогда и только тогда, когда 𝑔 + 1− 𝑟1 6 𝑠0 6 𝑔 + 1+ 𝑟1, причем в случае
квазипериодичности непрерывная дробь

√
𝑓/ℎ𝑠0 является периодической, длина квази-

периода не превосходит 𝑚− 2𝑔, длина периода не превосходит 2𝑚− 4𝑔.

2. Если 𝑟1 = 0, 𝑟2 ̸= 0, то элементы вида
√
𝑓/ℎ𝑠0 имеют квазипериодическое разложение

в непрерывную дробь тогда и только тогда, когда 𝑔+ 1− 𝑟2 6 𝑠0 6 𝑔+ 1+ 𝑟2, причем в
случае квазипериодичности непрерывная дробь

√
𝑓/ℎ𝑠0 является периодической, длина

квазипериода не превосходит 4𝑚− 2𝑔, длина периода не превосходит 8𝑚− 4𝑔.

3. Если 𝑟1 = 𝑟2 = 0, то элементы вида
√
𝑓/ℎ𝑠0 имеют квазипериодическое разложение в

непрерывную дробь тогда и только тогда, когда 𝑔 + 1 − 𝑟3 6 𝑠0 6 𝑔 + 1 + 𝑟3, причем в
случае квазипериодичности непрерывная дробь

√
𝑓/ℎ𝑠0 является периодической, длина

квазипериода не превосходит 6𝑚− 2𝑔. длина периода не превосходит 12𝑚− 4𝑔.

Доказательство. Следует из предложения 4 [18], теоремы 2 [26] и теорем 3, 4. 2

4. Заключение

Отметим, что теорема 5 уточняет оценку длины квазипериода в статье [13] для элементов
вида

√
𝐹 −𝑀 , deg𝑀 6 𝑔+1, deg(𝐹 −𝑀2) 6 𝑔+1, 𝑔 > 2, для непрерывных дробей в 𝐾((1/𝑋))

или для элементов вида (
√
𝑓−𝑉 )/ℎ𝑔+1, где ℎ𝑔+1 | 𝑓−𝑉 2, deg 𝑉 6 𝑔+1, 𝑔 > 2, для непрерывных

дробей в 𝐾((ℎ)).
Приведем несколько примеров, показывающих эффективность и неулучшаемость найден-

ных в теоремах 3 и 5 оценок.

Пример 1. Рассмортим 𝐹 = 𝑋4 + 20𝑋3 + 124𝑋2 + 144𝑋 − 432. Непрерывная дробь
элемента

√
𝐹 в Q((1/𝑋)) имеет вид

√
𝐹 =

[︂
𝑋2 + 10𝑋 + 12; −𝑋

48
− 1

12
, 4𝑋 + 16,

−𝑋
2

96
− 5𝑋

48
− 1

8
, 4𝑋 + 16, −𝑋

48
− 1

12
, 2𝑋2 + 20𝑋 + 24

]︃
.

Длина квазипериода равна 3, коэффициент квазипериода равен −1/96, длина периода рав-
на 6. В поле ℒ существует фундаментальная единица степени 4, порядок класса дивизора
(∞− −∞+) в группе классов дивизоров Δ∘(𝐿) равен 4. Заметим, что tc (𝑝3) ̸= 0, tc (𝑞3) ̸= 0,
поэтому в обозначениях теоремы 2 [26] имеем 𝑟1 = 0, но tc (𝑝3)

2+3 tc (𝐹 ) tc (𝑞3)
2 = 0, поэто-

му tc
(︁
𝜇
(3)
1

)︁
= 0, следовательно, непрерывная дробь элемента

√
𝐹/𝑋 периодическая

√
𝐹/𝑋 =

[︃
𝑋 + 10;

𝑋

12
+

1

3
,
𝑋2

4
+𝑋 − 3, −𝑋

6
− 5

3
, −𝑋

2
− 1,

𝑋

2
+ 4,

𝑋

6
− 1

3
, −𝑋

2
− 5, −𝑋

12
− 1

12
, 4𝑋 + 28,

𝑋3

384
+

5𝑋2

192
+
𝑋

32
− 1

8
, 4𝑋 + 28, −𝑋

12
− 1

12
, −𝑋

2
− 5,

𝑋

6
− 1

3
,

𝑋

2
+ 4, −𝑋

2
− 1, −𝑋

6
− 5

3
,
𝑋2

4
+𝑋 − 3,

𝑋

12
+

1

3
, 2𝑋 + 20

]︃
.

Длина периода совпадает с длиной квазипериода и равна 20 < 6𝑚 − 2𝑔, как в теореме 3 для
неприводимого многочлена 𝐹 .



Об ограниченности длин периодов непрерывных дробей . . . 331

Пример 2. Рассмортим 𝐹 = 𝑋4 + 36𝑋3 + 420𝑋2 + 1472𝑋 − 256. Непрерывная дробь
элемента

√
𝐹 в Q((1/𝑋)) имеет вид

√
𝐹 =

[︂
𝑋2 + 18𝑋 + 48; − 𝑋

128
− 1

16
, 4𝑋 + 32,

−𝑋2

256
− 9𝑋

128
− 3

16
, 4𝑋 + 32, − 𝑋

128
− 1

16
, 2𝑋2 + 36𝑋 + 96

]︃
.

Длина квазипериода равна 3, коэффициент квазипериода равен −1/256, длина периода рав-
на 6. В поле ℒ существует фундаментальная единица степени 4, порядок класса дивизора
(∞− −∞+) в группе классов дивизоров Δ∘(𝐿) равен 4. Заметим, что tc (𝑝3) ̸= 0, tc (𝑞3) ̸= 0,
поэтому в обозначениях теоремы 2 [26] имеем 𝑟1 = 0, но tc (𝑝3)

2+tc (𝐹 ) tc (𝑞3)
2 = 0, поэтому

tc
(︁
𝜇
(2)
1

)︁
= 0, следовательно, непрерывная дробь элемента

√
𝐹/𝑋 периодическая

√
𝐹/𝑋 =

[︂
𝑋 + 18;

𝑋

48
+

1

18
, −27𝑋

8
− 153

4
,
2𝑋

81
+

4

81
,
81𝑋

64
+

729

32
,

4𝑋

81
+

16

81
, −81𝑋

64
− 243

16
, −𝑋3

648
− 𝑋2

36
− 2𝑋

27
+

16

81
, −81𝑋

64
− 243

16
,

4𝑋

81
+

16

81
,
81𝑋

64
+

729

32
,
2𝑋

81
+

4

81
, −27𝑋

8
− 153

4
,
𝑋

48
+

1

18
, 2𝑋 + 36

]︂
.

Длина периода совпадает с длиной квазипериода и равна 14 = 4𝑚 − 2𝑔, как в теореме 3 для
неприводимого многочлена 𝐹 .

Пример 3. Рассмортим 𝐹 = (𝑋 + 6)
(︀
𝑋3 − 2𝑋2 + 32𝑋 − 32

)︀
. Непрерывная дробь элемен-

та
√
𝐹 в Q((1/𝑋)) имеет вид

√
𝐹 =

[︂
𝑋2 + 2𝑋 + 8;

𝑋

64
+

1

16
, 4𝑋 − 16,

𝑋

64
+

1

16
, 2𝑋2 + 4𝑋 + 16

]︂
.

Длина периода совпадает с длиной квазипериода и равна 4. В поле ℒ существует фундамен-
тальная единица степени 5, порядок класса дивизора (∞− −∞+) в группе классов дивизоров
Δ∘(𝐿) равен 5. Заметим, что tc (𝑝3) ̸= 0, tc (𝑞3) ̸= 0, поэтому в обозначениях теоремы 2

[26] имеем 𝑟1 = 0, но 3 tc (𝑝3)
2 + tc (𝐹 ) tc (𝑞3)

2 = 0, поэтому tc
(︁
𝜇
(3)
2

)︁
= 0, следовательно,

непрерывная дробь элемента
√
𝐹/𝑋 периодическая

√
𝐹/𝑋 =

[︂
𝑋 + 2;

𝑋

8
− 1,

𝑋

12
+

8

9
, −27𝑋

8
− 45

4
, −2𝑋

81
+

4

81
,

−81𝑋

32
− 81

16
,
4𝑋

81
+

16

81
, −81𝑋2

256
+

81𝑋

64
− 81

8
,
4𝑋

81
+

16

81
,

−81𝑋

32
− 81

16
, −2𝑋

81
+

4

81
, −27𝑋

8
− 45

4
,
𝑋

12
+

8

9
,
𝑋

8
− 1, 2𝑋 + 4

]︂
.

Длина периода совпадает с длиной квазипериода и равна 14, как в теореме 3.

Пример 4. Рассмортим 𝐹 = (𝑋 + 6)
(︀
𝑋3 + 30𝑋2 + 224𝑋 − 32

)︀
. Непрерывная дробь эле-

мента
√
𝐹 в Q((1/𝑋)) имеет вид

√
𝐹 =

[︂
𝑋2 + 18𝑋 + 40; −𝑋

64
− 1

16
,

4𝑋 + 48, −𝑋
64

− 1

16
, 2𝑋2 + 36𝑋 + 80

]︂
.



332 Г. В. Федоров

Длина периода совпадает с длиной квазипериода и равна 4. В поле ℒ существует фундамен-
тальная единица степени 5, порядок класса дивизора (∞− −∞+) в группе классов дивизоров
Δ∘(𝐿) равен 5. Заметим, что tc (𝑝4) ̸= 0, tc (𝑞4) ̸= 0, поэтому в обозначениях теоремы 2

[26] имеем 𝑟1 = 0, но 3 tc (𝑝4)
2 + tc (𝐹 ) tc (𝑞4)

2 = 0, поэтому tc
(︁
𝜇
(3)
2

)︁
= 0, следовательно,

непрерывная дробь элемента
√
𝐹/𝑋 периодическая

√
𝐹/𝑋 =

[︂
𝑋 + 18;

𝑋

40
+

1

25
, −125𝑋

12
− 850

9
,

27𝑋

10000
+

9

400
,

−10000𝑋

81
− 10000

81
, − 81𝑋

320000
− 729

160000
, −40000𝑋

81
− 160000

81
,

− 81𝑋2

2560000
− 243𝑋

640000
+

81

80000
, −40000𝑋

81
− 160000

81
, − 81𝑋

320000
− 729

160000
,

−10000𝑋

81
− 10000

81
,

27𝑋

10000
+

9

400
, −125𝑋

12
− 850

9
,
𝑋

40
+

1

25
, 2𝑋 + 36

]︂
.

Длина периода совпадает с длиной квазипериода и равна 14, как в теореме 3. Этот пример
показывает, что при сравнительно небольших коэффициентах многочлена 𝐹 коэффициенты
неполных частных периодической непрерывной дроби могут быть достаточно велики.
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Abstract

Статья состоит из двух частей. В первой части излагается обзор результатов о наи-
лучшего приближения периодических дифференцируемый функций тригонометрическими
полиномами в гильбертовом пространстве 𝐿2 := 𝐿2[0, 2𝜋]. Приведены точные неравенства
между величиною наилучшем приближении функции и усредненными с заданным весом
значениями модулей непрерывности 𝑚-го порядка 𝑟-той производной функции, а также
их аналоги для некоторых модификаций модуля непрерывности 𝑚-го порядка.

Во второй части статьи приведены некоторые новые точные неравенства типа Джек-
сона-Стечкина для характеристики гладкости, введенной К. В. Руновским [2] и более по-
дробно изученной С. Б. Вакарчуком и В. И. Забутной [14]. Получен точный результат об
одновременном приближении функции и ее последовательных производных для некоторых
классов функций, задаваемых указанной характеристикой гладкости.
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Abstract

The paper is consists from two parts. In first part summarizes the review of findings
on best approximation of periodic functions by trigonometric polynomials in Hilbert space
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1. Введение

При решении ряда экстремальных задач теории аппроксимации функций в последнее вре-
мя, наряду с классическим определением характеристики гладкости модуля непрерывности,
часто используют различные её модификации (см., например, [1, 2, 3, 4, 5, 6] и приведенную
там литературу). Введение таких модификаций модуля непрерывности позволяет сформули-
ровать естественные аналоги задач теории аппроксимации и получить результаты, раскрыва-
ющие их содержательную сущность. Так, например, для определения эффективных характе-
ристик гладкости и выявления структурных свойств функций в работах К. В. Руновского [2],
Н. П. Пустовойтова [7], В. А. Абилова [8] и других рассматривались различные способы осред-
нения нормы конечных разностей 𝑚-го порядка и получены конструктивные характеристики
исследуемых классов функций в терминах введённых обобщённых модулей непрерывности.

В случае аппроксимации 2𝜋-периодических функций тригонометрическими полиномами,
например в ряде работ [8, 9, 10, 11, 12], вместо оператора сдвига 𝑇ℎ(𝑓) := 𝑓(𝑥 + ℎ), 𝑥, ℎ ∈ R
была использована функция Стеклова 𝑆ℎ(𝑓), простейшие свойства которой приведены в мо-
нографии [13, с.98-101].

В этой статье мы продолжим указанную тематику. Статья организована следующим об-
разом. В разделе 1 приведём необходимые определения, постановки задач и краткий обзор
результатов в виде точных неравенств между наилучшими приближениями и интегралами,
содержащими модули непрерывности 𝑚-го порядка с заданным весом в пространстве 𝐿2.

Указывается на их обобщений для некоторых модификаций модулей непрерывности выс-
ших порядков.

В разделе 2 приводятся новые точные неравенства, связывающие величины наилучших
приближений самой функции и её последовательных производных с интегралами, содержа-
щими усреднённые с весом характеристики гладкости функции 𝑓 ∈ 𝐿2 введённой, К. В. Ру-
новским [2] и более подробно изученной С. Б. Вакарчуком и В. И. Забутной [14].
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2. Определения, постановки задач, смежные результаты

Пусть N — множество натуральных чисел; Z+ := N∪{0};R+ — множество положительных
чисел вещественной оси; R–множество вещественных чисел. Обозначим через 𝐿2 := 𝐿2[0, 2𝜋]
пространство измеримых по Лебегу 2𝜋-периодических вещественных функций, у которых нор-
ма

‖𝑓‖ := ‖𝑓‖𝐿2 =

{︂
1

𝜋

∫︁ 2𝜋

0
𝑓2(𝑥)𝑑𝑥

}︂1/2

<∞.

Пусть 𝒫2𝑛−1 — подпространство, состоящее из всевозможных тригонометрических полиномов

𝑇𝑛−1(𝑥) = 𝛼0 +

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(𝛼𝑘 cos 𝑘𝑥+ 𝛽𝑘 sin 𝑘𝑥).

Хорошо известно, что для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿2, имеющей разложение в ряд
Фурье

𝑓(𝑥) ∼ 𝑎0(𝑓)

2
+

∞∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘(𝑓) cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘(𝑓) sin 𝑘𝑥),

величина её наилучшего приближения в метрике 𝐿2 подпространством 𝒫2𝑛−1 равна

𝐸𝑛−1(𝑓) := inf {‖𝑓 − 𝑇𝑛−1‖ : 𝑇𝑛−1 ∈ 𝒫2𝑛−1} =

= ‖𝑓 − 𝑆𝑛−1(𝑓)‖ =

{︃ ∞∑︁
𝑘=𝑛

𝜌2𝑘(𝑓)

}︃1/2

, (1)

где 𝑆𝑛−1(𝑓, 𝑥) — частная сумма порядка 𝑛−1 ряда Фурье функции 𝑓(𝑥), 𝜌2𝑘(𝑓) = 𝑎2𝑘(𝑓)+𝑏
2
𝑘(𝑓),

𝑎𝑘(𝑓), 𝑏𝑘(𝑓) — косинус- и синус — коэффициенты Фурье.
Модуль непрерывности и некоторые его модификации. Модуль непрерывности 𝑚-

го порядка функции 𝑓 ∈ 𝐿2 как обычно определим равенством

𝜔𝑚(𝑓, 𝑡) = sup {‖Δ𝑚
ℎ 𝑓(𝑥)‖ : |ℎ| ≤ 𝑡} , (2)

где

Δ𝑚
ℎ 𝑓(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑚−𝑘
(︂
𝑚

𝑘

)︂
𝑓(𝑥+ 𝑘ℎ)

— разность 𝑚-го порядка функции 𝑓 в точке 𝑥 с шагом ℎ.

Под 𝐿(𝑟)
2 (𝑟 ∈ N, 𝐿(0)

2 = 𝐿2) понимаем множество функций 𝑓 ∈ 𝐿2, у которых производные
(𝑟 − 1)-го порядка абсолютно непрерывны, а производные 𝑟-го порядка 𝑓 (𝑟) ∈ 𝐿2.

Для оценки наилучших приближений 2𝜋-периодических функций из 𝐿2, наряду с (1), ис-
пользуют усреднённую характеристику гладкости следующего вида (см., например, [1, 2])

Ω𝑚(𝑓, 𝑡) :=

{︂
1

𝑡𝑚

∫︁ 𝑡

0
· · ·
∫︁ 𝑡

0
‖Δ𝑚

ℎ
𝑓(·)‖2𝐿2

𝑑ℎ1 · · · 𝑑ℎ𝑚
}︂1/2

, (3)

где 𝑡 > 0, ℎ := (ℎ1, ℎ2, · · · , ℎ𝑚), Δ𝑚
ℎ

:= Δ1
ℎ1

∘Δ1
ℎ2

∘ · · · ∘Δ1
ℎ𝑚
.

Усреднённая характеристики гладкости вида (3) использовалась при изучении некоторых
конструктивных свойств функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(0 < 𝑝 < 1) К. В. Руновским [2] и Э. А. Стороженко,
В. Г. Кротовым, П. Освальдом [15].

Выше отметили, что в работах [8, 9, 10, 11, 12] при аппроксимации функции 𝑓 ∈ 𝐿2 вместо
обычного оператора сдвига 𝑇ℎ𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥+ℎ), 𝑥, ℎ ∈ R была использована функция (оператор)
Стеклова 𝑆ℎ(𝑓). Опишем более подробно эту схему.
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Для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿2 вводим в рассмотрение функцию Стеклова

𝑆ℎ(𝑓 ;𝑥) =
1

2ℎ

∫︁ ℎ

−ℎ
𝑓(𝑥+ 𝑡)𝑑𝑡

и рекуррентно полагаем 𝑆ℎ,𝑘(𝑓) := 𝑆ℎ(𝑆ℎ,𝑘−1(𝑓)), 𝑘 ∈ N, 𝑆ℎ,0(𝑓) ≡ 𝑓 . Определим конечные
разности первого и высших порядков, как и в классическом случае, равенствами

Δ̃1
ℎ(𝑓, 𝑥) := 𝑆ℎ(𝑓, 𝑥)− 𝑓(𝑥) = (𝑆ℎ − I)(𝑓, 𝑥),

Δ̃𝑚
ℎ (𝑓, 𝑥) := Δ1

ℎ(Δ
𝑚−1
ℎ (𝑓, ·), 𝑥) = (𝑆ℎ − I)𝑚(𝑓, 𝑥) =

=
𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑚−𝑘
(︂
𝑚

𝑘

)︂
𝑆ℎ,𝑘(𝑓, 𝑥), 𝑘 = 2, 3, · · · ,

где I — единичный оператор в 𝐿2. Равенством

Ω̃𝑚(𝑓, 𝑡) := sup{‖Δ̃𝑚
ℎ (𝑓, ·)‖ : 0 < ℎ ≤ 𝑡} (4)

определим обобщённый модуль непрерывности 𝑚-го порядка функции 𝑓 ∈ 𝐿2.
Об оптимизации неравенств типа Джексона-Стечкина. Среди экстремальных за-

дач теории аппроксимации функций одной из наиболее важных является задача вычисления
точных констант в неравенствах типа Джексона—Стечкина

𝐸𝑛−1(𝑓) ≤ 𝒳𝑛−𝑟𝑈𝑚(𝑓 (𝑟), 𝜏/𝑛); 𝑟 ∈ Z+, 𝜏 > 0, (5)

где 𝑈𝑚 — некоторая характеристика гладкости функции 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 (𝐿

(0)
2 = 𝐿2), например, 𝜔𝑚,Ω𝑚

или Ω̃𝑚; 𝒳 — некоторая константа. При решении задач теории аппроксимации в 𝐿2, связанных
с нахождением точных констант в неравенствах типа (5), рассматривались различные экстре-
мальные характеристики, приводящие к уточнению оценок сверху постоянных 𝒳 . Условимся
под весовой функцией на отрезке [0, ℎ] понимать неотрицательную суммируемую функцию 𝑞,
неэквивалентную нулю на этом же отрезке. При вычислении верхних граней по всем функци-
ям 𝑓 ∈ 𝐿

(𝑟)
2 (𝑟 ∈ N, 𝐿(0)

2 = 𝐿2) в соотношениях общего характера имеется ввиду, что 𝑓 ̸= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Для компактного изложения полученных ранее результатов введём следующее обозначение

𝒳𝑛,𝑟,𝑝(𝑈𝑚; 𝑞, ℎ) = sup

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐸𝑛−1(𝑓)(︂∫︁ ℎ

0
𝑈𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
: 𝑓 ∈ 𝐿

(𝑟)
2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ , (6)

где 𝑛, 𝑟,𝑚 ∈ N, 𝑝 ∈ (0,∞), 𝑞(𝑡) — весовая на [0, ℎ](0 < ℎ ≤ 𝜋/𝑛) функция.
Величину вида (6) при 𝑈𝑚 ≡ 𝜔𝑚 в разное время изучали:
1) Черных [16]: а) 𝒳𝑛,𝑟,2(𝜔1; 𝑞, 𝜋/𝑛), где 𝑞(𝑡) = sin𝑛𝑡;
б) 𝒳𝑛,0,2(𝜔𝑚; 𝑞, 2𝜋/𝑛), где 𝑞(𝑡) = sin(𝑛𝑡/2) + (sin𝑛𝑡)/2;
2) Тайков [17]: 𝒳𝑛,𝑟,2(𝜔1; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) ≡ 1, 0 < 𝑡 ≤ ℎ, 0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛;
3) Тайков [18]: 𝒳𝑛,𝑟,1(𝜔1; 𝑞, 𝜋/𝑛), где 𝑞(𝑡) ≡ 1;
4) Тайков [19]: 𝒳𝑛,𝑟,2(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) = 1, 0 < 𝑡 ≤ ℎ, 0 < ℎ ≤ 𝜋/𝑛;
5) Лигун [20]: 𝒳𝑛,𝑟,2(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) ≥ 0, 0 < 𝑡 ≤ 𝜋/𝑛;
6) Айнуллоев [21]: 𝒳𝑛,𝑟,2(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) = sin𝛾 𝛽𝑡, 0 ≤ 𝑡 ≤ ℎ,
0 ≤ 𝛾 ≤ 2𝑟 − 1, 𝑟 ∈ N, 𝛽 > 0, 0 < 𝛽ℎ ≤ 𝜋;

7) Шалаев [22]: 𝒳𝑛,𝑟,2/𝑚(𝜔𝑚; 𝑞, 𝜋/𝑛), где 𝑞(𝑡) = sin𝑛𝑡, 0 < 𝑡 ≤ 𝜋/𝑛;
8) Юссеф [23]: 𝒳𝑛,𝑟,2(𝜔1; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) = sin(𝜋𝑡/ℎ), 0 < 𝑡 ≤ ℎ ≤ 𝜋/𝑛;
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9) Вакарчук [24]: 𝒳𝑛,𝑟,2/𝑚(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) ≡ 1, 0 ≤ 𝑡 ≤ ℎ, 0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛;
10) Шабозов, Юсупов [25]: 𝒳𝑛,𝑟,𝑝(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) ≥ 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ ℎ,

0 < ℎ ≤ 𝜋/𝑛, 1/𝑟 ≤ 𝑝 ≤ 2, 𝑚, 𝑟 ∈ N, 𝑟 ≥ 2.
11) Shabozov, Yusupov, Temurbekova [29]: 𝒳𝑛,𝑟,𝑝(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ), где 𝑞(𝑡) ≥ 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ ℎ,

0 < ℎ ≤ 𝜋/𝑛, 1/𝑟 ≤ 𝑝 ≤ 2, 𝑚, 𝑟 ∈ R+, 𝑟 ≥ 2.
Исследуя вопросы наилучшего приближения периодических функций тригонометрически-

ми полиномами в 𝐿2, Черных отметил [16], что для характеристики величины 𝐸𝑛−1(𝑓), по-
видимому, более естественным является не джексоновский функционал 𝜔1(𝑓, 𝜋/𝑛), а его усред-
нённое значение, т.е. функционал

ℱ𝑛(𝑓) :=

(︃
𝑛

2

∫︁ 𝜋/𝑛

0
𝜔2
1(𝑓, 𝑡) sin𝑛𝑡𝑑𝑡

)︃1/2

.

Эти соображения привели А.А.Лигуна [20] к рассмотрению следующую экстремальную
характеристику

𝒦𝑛,𝑟(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ) := sup

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐸2
𝑛−1(𝑓)∫︁ ℎ

0
𝜔2
𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

: 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ,

где 𝑚,𝑛 ∈ N; 𝑟 ∈ Z+; 0 < ℎ ≤ 𝜋/𝑛; 𝑞(𝑡) ≥ 0 — суммируемая на [0, ℎ] функция. Он доказал, что{︁
𝐵𝑟,𝑚
𝑛,ℎ (𝑞)

}︁−1
≤ 𝒦𝑛,𝑟(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ) ≤

{︂
inf

𝑛≤𝑘<∞
𝐵𝑟,𝑚
𝑘,ℎ (𝑞)

}︂−1

.

Здесь

𝐵𝑟,𝑚
𝑘,ℎ (𝑞) := 2𝑚𝑘2𝑟

∫︁ ℎ

0
(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑞(𝑡)𝑑𝑡; 𝑘 ≥ 𝑛, 𝑘, 𝑛 ∈ N.

С целью обобщения результата А. А. Лигуна [20], М. Ш. Шабозов и Г. А. Юсупов [25] ввели
в рассмотрениt экстремальную характеристику вида (6), в которой 𝑈𝑚 — есть обычный модуль
непрерывности 𝑚-го порядка 𝜔𝑚 в 𝐿2, и для 0 < 𝑝 ≤ 2 доказали следующие неравенства{︁

𝐴𝑟,𝑚𝑛,ℎ,𝑝(𝑞)
}︁−1

≤ 𝒳𝑛,𝑟,𝑝(𝜔𝑚; 𝑞, ℎ) ≤
{︂

inf
𝑛≤𝑘<∞

𝐴𝑟,𝑚𝑘,ℎ,𝑝(𝑞)

}︂−1

, (7)

где

𝐴𝑟,𝑚𝑘,ℎ,𝑝(𝑞) := 2𝑚/2
(︂
𝑘𝑟𝑝
∫︁ ℎ

0
(1− cos 𝑘𝑡)𝑚𝑝/2𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝

, 𝑘 ≥ 𝑛.

Отметим, что при конкретном выборе чисел 𝑛,𝑚, 𝑟, 𝑝 и весовой функции 𝑞(𝑡) из неравенства
(7) вытекают все цитированные выше результаты, приведенные в пунктах 1)-11).

Следует также отметить, что для характеристики гладкости Ω𝑚 и Ω̃𝑚 неравенства типа
(7) соответственно доказаны в работах [26] и [27]. В [27] результаты [25] обобщены для дробной
производной в смысле Вейля [28], а в [29] для модуля непрерывности дробного порядка.

В связи с неравенством (7) возникает естественный вопрос: выяснить условия, при выпол-
нении которых в (7) имеет место соотношения

inf
𝑛≤𝑘<∞

𝐴𝑟,𝑚𝑘,ℎ,𝑝(𝑞) = 𝐴𝑟,𝑚𝑛,ℎ,𝑝(𝑞). (8)

Для некоторых конкретных весовых функций доказательство (8) при 𝑝 = 2 имеется в [20].
В общем случае в работе М.Ш.Шабозова и Г. А. Юсупова [25] доказано, что если весовая
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функция 𝑞 ∈ 𝐶(1)[0, ℎ] при всех 1/𝑟 < 𝑝 ≤ 2, 𝑟 > 1 и 0 < 𝑡 ≤ ℎ удовлетворяет дифференциаль-
ному неравенству

(𝑟𝑝− 1)𝑞(𝑡)− 𝑡𝑞′(𝑡) ≥ 0, (9)

то имеет место соотношение (8). Условие (9) является ограничительным, в том смысле, что
множество весовых функций 𝑞, для которых выполняется неравенство (8), весьма узко. В [27]
нами в случае 𝑈𝑚 = Ω̃𝑚 найдено точное значение величины (7), во-первых, для всех значений
0 < 𝑝 ≤ ∞, и, во-вторых, без дополнительного предположения, что 𝑞 ∈ 𝐶(1)[0, ℎ] и удовле-
творяет условию (9). При этом характеристика гладкости Ω̃𝑚 задаётся дробной производной
Вейля [28]. Сформулируем основной результат работы [27].

Теорема [27]. Пусть 𝑚,𝑛 ∈ N, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 𝛼 ∈ R+, 0 < ℎ ≤ 3𝜋/(4𝑛), 𝑞 — весовая на
отрезке [0, ℎ] функция. Тогда справедливо равенство

𝒳𝑛,𝛼,𝑝(Ω̃𝑚; 𝑞, ℎ) =
{︂
𝑛𝛼𝑝

∫︁ ℎ

0
(1− sinc𝑛𝑡)𝑚𝑝𝑞(𝑡)𝑑𝑡

}︂−1/𝑝

, (10)

где

sinc𝑢 :=

{︂
sin𝑢

𝑢
, если 𝑢 ̸= 0; 1, если 𝑢 = 0

}︂
.

Из этой теоремы вытекают очевидные следствия.
Следствие 1. В условиях теоремы при 𝑝 = 1/𝑚, 𝑚 ∈ N, 𝛼 > 𝑚 и 𝑞(𝑡) ≡ 1 имеет место

равенство

𝒳𝑛,𝛼,1/𝑚(Ω̃𝑚; 1, ℎ) = 𝑛−𝛼
{︂

𝑛

𝑛ℎ− Si(nh)

}︂𝑚
, (11)

где Si(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
sinc𝑢 𝑑𝑢 – интегральный синус. В частности, при ℎ = 𝜋/(2𝑛) и 𝛼 > 𝑚 из (11)

имеем

𝒳𝑛,𝛼,1/𝑚
(︁
Ω̃𝑚; 1,

𝜋

2𝑛

)︁
= 𝑛−𝛼+𝑚

{︂
2

𝜋 − 2Si(𝜋/2)

}︂𝑚
.

Следствие 2. В условиях теоремы при 𝑝 = 1/𝑚, 𝑚 ∈ N и 𝑞(𝑡) ≡ 𝑡 имеет место равенство

𝒳𝑛,𝛼,1/𝑚
(︁
Ω̃𝑚; 𝑡, ℎ

)︁
= 𝑛−𝛼

{︀
2(𝑛ℎ/2)2 − sin2(𝑛ℎ/2)

}︀−𝑚
(12)

и, в частности, при ℎ = 𝜋/(2𝑛) из (12) следует

𝒳𝑛,𝛼,1/𝑚
(︁
Ω̃𝑚; 𝑡,

𝜋

2𝑛

)︁
= 𝑛−𝛼

{︂
8

𝜋2 − 4

}︂𝑚
.

3. О некоторых новых результатах

В этом пункте излагаем некоторые новые точные неравенства между наилучшими при-
ближениями функции 𝑓 ∈ 𝐿2 и усреднённой характеристикой гладкости

Λ𝑚(𝑓, 𝑡) :=

{︂
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0
‖Δ𝑚

ℎ (𝑓)‖2𝑑ℎ
}︂1/2

, 𝑡 > 0, (13)

ранее рассмотренной в работах К. В. Руновского [2], С. Б. Вакарчука и В. И. Забутная [14].
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Полагаем

𝒥𝑘,𝑚(𝑢) :=
{︂
1

𝑢

∫︁ 𝑢

0
(1− cos 𝑘𝜏)𝑚𝑑𝜏

}︂1/2

, (14)

где 𝑘,𝑚 ∈ N, 𝑢 > 0. Очевидно, что 𝑙𝑖𝑚
𝑢→0+

𝒥𝑘,𝑚(𝑢) = 0, и при всех 𝑢 > 0 имеет место равенство

𝒥𝑘,𝑚(𝑢) = 𝒥1,𝑚(𝑘𝑢). (15)

Пусть 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 , 𝑟 ∈ N. Тогда легко проверить, что для любого 𝑠 ∈ Z+, (0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑟) имеет

место соотношение

𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠)) =

{︃ ∞∑︁
𝑘=𝑛

𝑘2𝑠𝜌2𝑘(𝑓)

}︃1/2

, (16)

и поскольку

‖Δ𝑚
ℎ (𝑓

(𝑟))‖2 = 2𝑚
∞∑︁
𝑘=1

𝑘2𝑟𝜌2𝑘(𝑓)(1− cos 𝑘ℎ)𝑚, (17)

то, учитывая равенства (1), (14) и (15) для любого 𝑡 ∈ R+ исходя из (13), с учётом равенства
(17), запишем

Λ𝑚(𝑓
(𝑟), 𝑡) =

{︃
2𝑚

𝑡

∫︁ 𝑡

0

∞∑︁
𝑘=1

𝑘2𝑟𝜌2𝑘(𝑓)(1− cos 𝑘ℎ)𝑚𝑑ℎ

}︃1/2

=

=

{︃
2𝑚

∞∑︁
𝑘=1

𝑘2𝑟𝜌2𝑘(𝑓)𝒥 2
1,𝑚(𝑘𝑡)

}︃1/2

. (18)

Теорема 1. Пусть 𝑚,𝑛, 𝑟 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠 и 0 < 𝑡 ≤ 2𝜋. Тогда имеет место равенство

sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠))

Λ𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡/𝑛)
=

1

2𝑚/2𝒥1,𝑚(𝑡)
. (19)

Доказательство. В [14] доказано, что при любых 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑟 ∈ Z+ и 0 < 𝑡 ≤ 2𝜋 справед-
ливо равенство

sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)

Λ𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡/𝑛)
=

1

2𝑚/2𝒥1,𝑚(𝑡)
. (20)

В левой части равенства (19) полагаем 𝑓 (𝑠) ≡ 𝑔. Тогда получаем 𝑓 (𝑟) ≡ 𝑔(𝑟−𝑠), а это озна-

чает, что если 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 , то 𝑔 ∈ 𝐿

(𝑟−𝑠)
2 , а потому учитывая равенство (20) запишем

sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠))

Λ𝑚(𝑓 (𝑟), 𝑡/𝑛)
= sup

𝑔∈𝐿(𝑟−𝑠)
2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑔)

Λ𝑚(𝑔(𝑟−𝑠), 𝑡/𝑛)
=

1

2𝑚/2𝒥1,𝑚(𝑡)
,

откуда и следует равенство (19). Теорема 1 доказана.
Следствие 3. В условиях теоремы 1 при 𝑡 = 𝜋 имеет место равенство

sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠))

Λ𝑚(𝑓 (𝑟), 𝜋/𝑛)
=

1

2𝑚/2𝒥1,𝑚(𝜋)
=

1

2𝑚/2
·
{︂

𝑚!

(2𝑚− 1)!!

}︂1/2

.

Исходя из формулы (13), введём в рассмотрение следующую экстремальную аппроксимаци-
онную характеристику

𝑀𝑛,𝑟,𝑠,𝑝(Λ𝑚; 𝑞, ℎ) = sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠))(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
, (21)
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где 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛. Отметим, что для параметра 𝑝,
удовлетворяющего условию 0 < 𝑝 ≤ ∞, функционал ‖Λ𝑚‖𝑝 в знаменателе дроби в правой
части (21) определён соотношением

‖Λ𝑚‖𝑝 :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡, если 0 < 𝑝 <∞,

ess sup
0<𝑡≤ℎ

Λ𝑚(𝑓
(𝑟), 𝑡), если 𝑝 = ∞.

При этом указанный функционал лишь при 1 ≤ 𝑝 < ∞ является нормой. Имеет место
следующая общая

Теорема 2. Пусть 𝑚,𝑛, 𝑟 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛, 𝑞 — весовая на
отрезке [0, ℎ] функция. Тогда справедливо равенство

𝑀𝑛,𝑟,𝑠,𝑝(Λ𝑚; 𝑞, ℎ) = 2−𝑚/2
(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

. (22)

Доказательство. Сначала докажем равенство (22) для случая, когда 𝑠 = 0. В этом случае

в [14] доказано, что для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 имеет место неравенство

Λ𝑚(𝑓
(𝑟), 𝑡) ≥ 2𝑚/2𝑛𝑟𝒥1,𝑚(𝑛𝑡)𝐸𝑛−1(𝑓). (23)

Возведя обе части неравенства (23) в степень 𝑝(0 < 𝑝 ≤ ∞), умножим на вес 𝑞 и интегрируем
по отрезку [0, ℎ](0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛). В итоге получим неравенство(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝

≥ 2𝑚/2𝑛𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)

(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝

,

откуда и следует, что для произвольной 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2

𝑛𝑟𝐸𝑛−1(𝑓)(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
≤ 1

2𝑚/2
(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
. (24)

Из (24) для величины (21) получаем оценку сверху

𝑀𝑛,𝑟,0,𝑝(Λ𝑚; 𝑞, ℎ) ≤ 2−𝑚/2
(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

. (25)

С целью получения аналогичной оценки снизу рассмотрим функцию 𝑓0(𝑥) = cos𝑛𝑥 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 .

Для этой функции
𝐸𝑛−1(𝑓0) = 1, Λ𝑚(𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡) = 2𝑚/2𝑛𝑟𝒥1,𝑚(𝑛𝑡). (26)

Пользуясь равенствами (26), запишем оценку снизу величины (21):

𝑀𝑛,𝑟,0,𝑝(Λ𝑚; 𝑞, ℎ) ≥
𝑛𝑟𝐸𝑛−1(𝑓0)(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟)
0 , 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/2
= 2−𝑚/2

(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

. (27)

Сопоставляя оценку сверху (24) с оценкой снизу (27) получаем

𝑀𝑛,𝑟,0,𝑝(Λ𝑚; 𝑞, ℎ) = 2−𝑚/2
(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

, (28)



344 М. Ш. Шабозов

и этим равенство (22) доказано при 𝑠 = 0. В общем случае при любых 𝑟 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠 ≥ 0,
учитывая (28), запишем

𝑀𝑛,𝑟,𝑠,𝑝(Λ𝑚; 𝑞, ℎ) = sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠))(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/2
=

= sup
𝑔∈𝐿(𝑟−𝑠)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑔)(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑔

(𝑟−𝑠), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/2
= 2−𝑚/2

(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

,

чем и завершаем доказательство теоремы 2. Из теоремы 2 вытекает
Следствие 4. Пусть 𝑚 = 1, 𝑟 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 0 < ℎ ≤ 3𝜋/(4𝑛), 𝑞 —

весовая функция на отрезке [0, ℎ] функция. Тогда при любом 𝑛 ∈ N имеет место равенство

sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠))(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝1(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
=

1

√
2

(︂∫︁ ℎ

0
(1− sinc 𝑡)𝑝/2𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
. (29)

Отметим, что равенство (29) при 𝑠 = 0 и 0 < 𝑝 ≤ 2 недавно получено в [14]. Из (22), в
частности при 𝑝 = 2 и 𝑞(𝑡) = 1, имеем:

sup
𝑓∈𝐿(𝑟)

2

𝑛𝑟−𝑠𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠))(︂∫︁ ℎ

0
Λ2
1(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑑𝑡

)︂1/2
=

{︂
𝑛

2(𝑛ℎ− Si(𝑛ℎ))

}︂1/2

.

Для заданных ℎ ∈ R+,𝑚, 𝑟 ∈ N, 0 < 𝑝 ≤ ∞ и 𝑞 — весовой функции на [0, ℎ], обозначим

через 𝑊 (𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ) :=𝑊

(𝑟)
𝑝 (Λ𝑚; 𝑞, ℎ) класс функции 𝑓 ∈ 𝐿

(𝑟)
2 , для которых∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 1.

Требуется для любого 𝑠 ∈ Z+, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑟 найти величину

ℰ(𝑠)
𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ)) := sup{𝐸𝑛−1(𝑓

(𝑠)) : 𝑓 ∈𝑊 (𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ)}. (30)

Имеет место следующее утверждение
Теорема 3. Пусть 𝑚,𝑛, 𝑟 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛. Тогда имеет место

равенство

ℰ(𝑠)
𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ)) = 2−𝑚/2𝑛−(𝑟−𝑠)

(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

. (31)

Доказательство. В самом деле, из неравенства (24) для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟)
2 при

любых 𝑟 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛 вытекает неравенство

𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠)) ≤ 1

𝑛𝑟−𝑠
·

(︂∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑓

(𝑟), 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝

2𝑚/2
(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
. (32)
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Из (32) для произвольной функции 𝑓 ∈𝑊
(𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ) имеем:

𝐸𝑛−1(𝑓
(𝑠)) ≤ 2−𝑚/2𝑛−(𝑟−𝑠)(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
,

откуда для величины (30) получаем оценку сверху

ℰ(𝑠)
𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ)) ≤

2−𝑚/2𝑛−(𝑟−𝑠)(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
. (33)

С целью получения аналогичной оценки снизу величины (30) введём в рассмотрение функ-
цию

𝑔0(𝑥) =
2−𝑚/2

𝑛𝑟

(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

sin𝑛𝑥.

Для этой функции при всех 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑟 имеем:

𝑔
(𝑠)
0 (𝑥) =

2−𝑚/2

𝑛𝑟−𝑠

(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂−1/𝑝

sin
(︁
𝑛𝑥+

𝑠𝜋

2

)︁
,

откуда в силу равенств (16) и (18) получаем:

𝐸𝑛−1(𝑔
(𝑠)
0 ) =

2−𝑚/2𝑛−(𝑟−𝑠)(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
, (34)

Λ𝑚(𝑔
(𝑟)
0 , 𝑡) =

𝒥1,𝑚(𝑛𝑡)(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
,

∫︁ ℎ

0
Λ𝑝𝑚(𝑔

(𝑟)
0 , 𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 1. (35)

Равенство (35) означает, что функция 𝑔0 ∈ 𝑊
(𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ), а потому пользуясь равенством (28),

запишем оценку снизу указанной величины

ℰ(𝑠)
𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑝,𝑚(𝑞, ℎ)) ≥ 𝐸𝑛−1(𝑔

(𝑠)
0 ) =

2−𝑚/2𝑛−(𝑟−𝑠)(︂∫︁ ℎ

0
𝒥 𝑝
1,𝑚(𝑛𝑡)𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
. (36)

Требуемое равенство (31) вытекает из сравнения оценки сверху (33) с оценкой снизу (36), чем
и завершаем доказательство теоремы 3.

Следствие 5. Пусть 𝑚 = 1, 𝑟 ∈ N, 𝑠 ∈ Z+, 𝑟 ≥ 𝑠, 0 < 𝑝 ≤ ∞, 0 < ℎ ≤ 2𝜋/𝑛, 𝑞 — весовая на
[0, ℎ] функция. Тогда при любом 𝑛 ∈ N справедливо равенство

ℰ(𝑠)
𝑛−1(𝑊

(𝑟)
𝑝,1 (𝑞, ℎ)) =

𝑛−(𝑟−𝑠)

√
2

(︂∫︁ ℎ

0
(1− sinc 𝑡)𝑝/2𝑞(𝑡)𝑑𝑡

)︂1/𝑝
.

Отсюда, в частности, при 𝑝 = 2, 𝑞 ≡ 1 получаем

ℰ(𝑠)
𝑛−1(𝑊

(𝑟)
2,1 (1, ℎ)) =

{︂
𝑛

2(𝑛ℎ− Si(𝑛ℎ))

}︂1/2

𝑛−(𝑟−𝑠).
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4. Заключение

В первой части статьи приводится краткий обзор результатов о наилучшем приближении
периодических дифференцируемых функций тригонометрическими полиномами в простран-
стве 𝐿2[0, 2𝜋]. Во второй части излагаются новые точные результаты между наилучшим при-
ближением и интегралами, содержащими специальные характеристики гладкости функций.
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О периодической части группы Шункова, насыщенной
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Abstract

Понятие насыщенности, введенное в конце прошлого века, оказалось плодотворным при
изучении бесконечных групп. Было получено описание различных классов бесконечных
групп с различными вариантами насыщающих множеств. В частности, было установлено,
что периодические группы с насыщающим множеством, состоящим из конечных простых
неабелевых групп лиева типа, ранги которых ограничены в совокупности, есть в точно-
сти локально конечные группы лиева типа над подходящим локально конечным полем.
Естественным шагом в дальнейших исследованиях был отказ от условия периодичности
на исследуемую группу и отказ от структуры насыщающего множества, как множества,
состоящего из конечных простых неабелевых групп лиева типа, ранги которых ограничены
в совокупности. В настоящей работе рассматриваются смешанные группы (т.е. группы ко-
торые содержат как элементы конечного порядка, так и элементы бесконечного порядка)
Шункова.

Хорошо известно, что группа Шункова не обязана обладать периодической частью
(т.е. множество элементов конечного порядка в группе Шункова не обязательно является
группой). В качестве насыщающего множества рассматривается множество полных линей-
ных групп степени 2 над конечными полями четной характеристики. Отсутствие аналогов
известных результатов В. Д. Мазурова о периодических группах с абелевыми централи-
заторами инволюций долгое время не позволяло установить структуру группы Шункова
с упомянутым выше насыщающим множеством. В данной работе эту трудность удалось
преодолеть. Доказывается, что группа Шункова, насыщенная полными линейными груп-
пами степени 2 над конечными полями характеристики 2, локально конечна и изоморфна
полной линейной группе степени 2 над подходящим локально конечным полем характери-
стики 2.

Ключевые слова: Группа Шункова; группы, насыщенные заданным множеством групп.

Библиография: 15 названий.

Для цитирования:
А. А. Шлепкин О периодической части группы Шункова, насыщенной линейными группами
степени 2 над конечными полями четной характеристики // Чебышевcкий сборник, 2019, т. 20,
вып. 4, с. 350–358.

CHEBYSHEVSKII SBORNIK

Vol. 20. No. 4.

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 19-71-10017).



О периодической части группы Шункова . . . 351

UDC 512.54 DOI 10.22405/2226-8383-2019-20-4-350-358
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Abstract

The definition of saturation condition was formulated at the end of the last century.
Saturation condition has become useful in study of infinite groups. A description of various
classes of infinite groups with various variants of saturating sets was obtained. In particular,
it was found that periodic groups with a saturating set consisting of finite simple non-Abelian
groups of Lie type, under the condition that ranks of groups in saturation set are bounded in
the aggregate, are precisely locally finite groups of Lie type over a suitable locally finite field.
A natural step in further research was the rejection of the periodicity condition for the group
under study, and the rejection of the structure of the saturating set as a set consisting of finite
simple non-Abelian groups of Lie type with ranks bounded in the aggregate. In this paper,
we consider mixed Shunkov groups (i.e., groups that contain both elements of finite order and
elements of infinite order).

It is well known that the Shunkov group does not have to have a periodic part (i.e., the set of
elements of finite order in the Shunkov group is not necessarily a group). As a saturating set, we
consider the set of full linear groups of degree 2 over finite fields of even characteristic. The lack
of analogues of known results V. D. Mazurova on periodic groups with Abelian centralizers of
involutions for a long time did not allow us to establish the structures of the Shunkov group with
the saturation set mentioned above. In this paper, this difficulty was overcome. It is proved that
a Shunkov group saturated with full linear groups of degree 2 is locally finite and isomorphic
to a full linear group of degree 2 over a suitable locally finite field of characteristic 2.

Keywords: Shunkov group, groups saturated with given set of groups.
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1. Introduction

Let X be a set of groups. A group 𝐺 is saturated with groups from the set X if any finite
subgroup of 𝐺 contained in a subgroup of the group 𝐺, is isomorphic to a group from X. The set
X will be called saturation set for 𝐺 [9]. Let 𝐺 be a group. If all elements of finite order from 𝐺
are contained in a periodic subgroup of 𝐺, then it is called the periodic part of 𝐺 and denoted by
𝑇 (𝐺) [3, p. 90]. Recall that a group 𝐺 is called the Shunkov group if for any finite subgroup 𝐻
of 𝐺 in the factor group 𝑁𝐺(𝐻)/𝐻 any two conjugate elements of a prime order generate a finite
group [5]. Note that the Shunkov group is not required to have a periodic part [6].

Groups with saturation conditions studied in following works: [8, 14, 15, 12, 1, 2]. In paticular in
[4] it is proved that the Shunkov periodic group 𝐺 saturated with the groups 𝐺𝐿2(𝑝

𝑛) (neither the
characteristic of the field 𝑝 nor the natural 𝑛 are fixed) is locally finite and isomorphic to 𝐺𝐿2(𝑃 ),
where 𝑃 is a suitable locally finite field. For a long time, this result could not be transferred to
the entire class of Shunkov groups (without failure of periodicity) due to the lack of a description
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of Shunkov groups with Abelian centralizers of involutions. In this study, for the case 𝑝 = 2, this
difficulty is circumvented. The following result is proved.

Theorem. Let the Shunkov group 𝐺 be saturated with groups from the set

M = {𝐺𝐿2(2
𝑛) | 𝑛 = 1, 2, . . .}.

Then 𝐺 has a periodic part 𝑇 (𝐺) that is isomorphic to 𝐺𝐿2(𝑄) for a suitable locally finite field 𝑄
of characteristic 2

2. Definitions, known facts, auxiliary statements

Definition 1. Let 𝐺 be a group, 𝐾 be a subgroup of 𝐺, X be a set of groups. By X𝐺(𝐾) we
denote the set of all subgroups of 𝐺 containing 𝐾 and isomorphic to groups from X. If 1 is the
identity subgroup of 𝐺, then X𝐺(1) will denote the set of all subgroups of 𝐺, isomorphic to groups
from X. If it is clear from the context which group we are talking about, then instead of X𝐺(𝐾) we
will write X(𝐾), and instead of X𝐺(1) we will write X(1). [9]

Proposition 1. A finite invariant set of elements of finite order in any group generates a
finite normal subgroup [3].

Proposition 2. Shunkov periodic group 𝐺, saturated with groups from the set Im consisting
of all groups {𝐺𝐿2(𝑝

𝑛)} (here 𝑝 and 𝑛 are not fixed), is isomorphic to 𝐺𝐿2(𝑄) for suitable locally
finite field [4].

Proposition 3. A Shunkov group with an infinite number of elements of finite order has an
infinite locally finite subgroup [10, Lemma 1].

Proposition 4. Let 𝐺 be a Shunkov group, 𝑎 be an element of prime order from 𝐺, 𝑥 be an
involution from 𝐺. Then ⟨𝑥, 𝑎⟩ is the finite group [7, proposition 4].

Proposition 5. Let 𝐺 be a Shunkov group and 𝐻 be a finite normal subgroup of 𝐺. Then the
factor group 𝐺 = 𝐺/𝐻 is a Shunkov group [7, proposition 5].

Proposition 6. If in a Shunkov group 𝐺 some Sylow 2 -subgroup is finite, then all Sylow 2
-subgroups of 𝐺 are finite and conjugate [7, Proposition 9].

Proposition 7. The Shunkov group 𝐺, in which all finite subgroups are Abelian, has an Abelian
periodic part of 𝑇 (𝐺) [7, proposition 7].

Proposition 8. Let 𝐺 be a Shunkov group saturated with wreathed groups. Then 𝐺 has the
periodic part 𝑇 (𝐺) = (𝐴×𝐵)h ⟨𝑣⟩, where 𝐴𝑣 = 𝐵, 𝐴 is a locally cyclic group and |𝑣| = 2 [11].

Proposition 9. Let 𝐺 = 𝐿2(𝑞), where 𝑞 = 2𝑛 > 2, 𝑃 is a Sylow 2 -subgroup of the group
𝐺. Then :

1. 𝑃 is an elementary Abelian group, and any two different Sylow 2 -subgroups of group 𝐺
intersect trivially.

2. 𝐶𝐺(𝑎) = 𝑃 for any involution 𝑎 ∈ 𝑃 .

3. 𝑁𝐺(𝑃 ) = 𝑃 h𝐻 is the maximum subgroup of 𝐺, which is a Frobenius group with kernel 𝑃
and a cyclic complement 𝐻 of order 𝑞 − 1, acting transitively on the set 𝑃 ∖ {1}.

4. 𝑁𝐺(𝐻) is a dihedral group of order 2(𝑞 − 1).

5. If 𝐾 is a subgroup of 𝐺 and 𝐾 has a nontrivial normal subgroup of odd order, then 𝑁𝐺(𝐾) is
a dihedral group of order 2(𝑞 − 1) or 2(𝑞 + 1) [13].
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Proposition 10. Let 𝐿 = 𝐺𝐿2(2
𝑛). Then :

1. 𝐿 = 𝐿2(2
𝑛)× 𝑍, where 𝑍 = ⟨( 𝛼 0

0 𝛼 )⟩ is the center of the group 𝐿, 𝛼 ∈ 𝐺𝐹 (𝑞).
2. 𝑅 = {( 1 𝛼0 1 ) , 𝛼 ∈ 𝐺𝐹 (2𝑛)} is a Sylow 2 -subgroup of the group 𝐿, 𝑁𝐿(𝑅) = 𝑅 h 𝐷, where

𝐷 = ⟨
(︀
𝛼 0
0 𝛽

)︀
⟩ - a subgroup of diagonal matrices of the group 𝐿, 𝛽 ∈ 𝐺𝐹 (2𝑛), 𝐷 = 𝑍×𝑇 , 𝑇 = ⟨( 𝛼 0

0 1 )⟩,
and |𝑍| = |𝑇 | = 2𝑛 − 1.

3. 𝑃𝐺𝐿2(𝑝
𝑛) = 𝐿/𝑍 = 𝐿2(2

𝑛) [13].

3. Proof

Suppose the theorem is false. Further, 𝐺 is a counterexample to the statement of the theorem.

Lemma 1. 𝐺 is not a periodic group.

Proof. Assume the opposite. Then 𝑇 (𝐺) = 𝐺 and by the proposition 2 𝐺 is isomorphic to
𝐿2(𝑄) for a suitable locally finite field 𝑄 of characteristic 2. Hence the lemma is proved.

Lemma 2. 𝐺 contains infinitely many elements of finite order..

Proof. Assume the opposite. Then by the proposition 1, the group 𝐺 has a finite periodic part
𝑇 (𝐺), which is isomorphic, according to the saturation condition, to the group 𝐿2(2

𝑚) for a suitable
𝑚. This contradicts the fact that 𝐺 is a counterexample. Hence the lemma is proved.

Lemma 3. All involutions from the group 𝐺 are conjugate.

Proof. Let 𝑥, 𝑦 be two different involutions from 𝐺. By the proposition 4 ⟨𝑥, 𝑦⟩ is a finite group.
By saturation condition ⟨𝑥, 𝑦⟩ < 𝑀 < 𝐺 and 𝑀 ∈ M(1). In this case, 𝑀 ≃ 𝐺𝐿2(2

𝑙) for a suitable
positive integer 𝑙. According to the propositions 10, 9 𝑥 = 𝑦𝑔 for some 𝑔 ∈𝑀 . Hence the lemma is
proved.

Lemma 4. Let 𝑆 be a Sylow 2 -subgroup of 𝐺. Then 𝑆 is an infinite elementary Abelian 2
-group.

Proof. By Lemma 2 and Proposition 3 the group 𝐺 contains an infinite locally finite subgroup
𝐿. Therefore, for any positive integer 𝑛 in the group 𝐿 there exists a finite subgroup 𝐾𝑛 such that
|𝐾𝑛| > 𝑛. By saturation condition 𝐾𝑛 < 𝑀𝑛 < 𝐺 and 𝑀𝑛 ∈ M(1). In this case 𝑀𝑛 ≃ 𝐺𝐿2(2

𝑙) for
a suitable positive integer 𝑙. By the proposition 10 we have |𝑀𝑛| = (22𝑙−1)2𝑙(2𝑙+1). Thus 𝑛 < 23𝑙,
(𝑙𝑛2𝑛)/3 < 𝑙, 𝑙 can be arbitrarily large due to the arbitrariness of 𝑛 and in the group 𝐺 there is a
finite 2-group of arbitrarily large order. Hence, using the proposition 6, 𝑆 is an infinite group.

Now let 𝑠 be an arbitrary element of 𝑆. By saturation condition 𝑠 ∈𝑀𝑛 < 𝐺 and 𝑀𝑛 ∈ M(1).
In this case 𝑀𝑛 ≃ 𝐺𝐿2(2

𝑙) for a suitable positive integer 𝑙. By the proposition 10 |𝑠| = 2. Thus, 𝑆
is an infinite Abelian group of period 2. Hence the lemma is proved.

Let’s fix the group 𝑆 of the statement of the lemma 4.

Lemma 5. Let 𝑅 be a Sylow 2-subgroup of 𝐺 other than 𝑆. Then 𝑆 ∩𝑅 = 1.

Proof. Assume the opposite and let 1 ̸= 𝑧 ∈ 𝑆∩𝑅. By the lemma, 4 𝑧 is an involution. Let’s take
the involution 𝑥 ∈ 𝑆∖𝑅 and the involution 𝑦 ∈ 𝑅∖𝑆. By the proposition 4 ⟨𝑥, 𝑦⟩ is a finite group from
𝐶𝐺(𝑧) (Lemma 4). Therefore, ⟨𝑧, 𝑥, 𝑦⟩ is a finite group. By saturation condition ⟨𝑧, 𝑥, 𝑦⟩ < 𝑀 < 𝐺
and 𝑀 ∈ M(1). In this case 𝑀 ≃ 𝐺𝐿2(2

𝑙) for a suitable positive integer 𝑙. According to the
propositions 10, 9 we have 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥. Since the choice of involutions 𝑥, 𝑦 is arbitrary, we conclude
that the groups 𝑆,𝑅 are elementwise permutable. Therefore, 𝑆𝑅 is an elementary Abelian 2-group.
By the lemma 4 𝑆 = 𝑆𝑅 = 𝑅. Which is a contradiction with the condition of the lemma. Hence
the lemma is proved.
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Lemma 6. Let 𝑅 be a Sylow 2 -subgroup of 𝐺 other than 𝑆. Then 𝑆 = 𝑅𝑔 for some 𝑔 ∈ 𝐺.

Proof. Let us take the involution 𝑥 ∈ 𝑆 and the involution 𝑦 ∈ 𝑅. By the lemma 3 𝑥 = 𝑦𝑔 and
𝑥 ∈ 𝑆 ∩𝑅𝑔 for some 𝑔 ∈ 𝐺. By the lemma 5 𝑆 = 𝑅𝑔. Hence the lemma is proved.

Lemma 7. 𝑁𝐺(𝑆) has a countable periodic part 𝑇 = 𝑇 (𝑁𝐺(𝑆)).

Proof. 1. Let 1 ̸= 𝐾 be a finite subgroup of 𝑆. By saturation condition 𝐾 < 𝑀 < 𝐺 and
𝑀 ∈ M(1). In this case 𝑀 ≃ 𝐺𝐿2(2

𝑙) for a suitable positive integer 𝑙. Let 𝑆𝑀 be a Sylow 2-
subgroup of 𝑀 containing 𝐾. By the lemma 4 𝑆𝑀 < 𝑆, 𝑁𝑀 (𝑆𝑀 ) < 𝑁𝐺(𝑆). According to the
propositions 10 (clause 1.), 9 (clause 3.) 𝑁𝑀 (𝑆𝑀 ) contains a finite subgroup 𝑅𝑆𝑀

= 𝑉𝑆𝑀
× 𝑍𝑀 of

order (2𝑙 − 1)2 such that 𝑁𝑀 (𝑆𝑀 ) = 𝑆𝑀 h 𝑅𝑀 , 𝑆𝑀 h 𝑉𝑆𝑀
is a Frobenius group with kernel 𝑆𝑀

and cyclic complement 𝑉𝑆𝑀
of order 2𝑙 − 1 acting transitively on the set 𝑆𝑀 ∖ 1, 𝑍𝑀 = 𝑍(𝑀) is a

cyclic group of order 2𝑙−1. Thus, 𝑁𝐺(𝑆) contains finite subgroups of an arbitrarily large odd order
due to the fact that 𝑙 can be arbitrarily large.

Let us consider the factor group 𝑁 = 𝑁𝐺(𝑆)/𝑆. Since 𝜋(𝑆) ∩ 𝜋(𝑁) = ∅, then 𝑁 is a Shunkov
group (by the proposition 5). Let us show that all finite subgroups of 𝑁 are Abelian. Let 𝐾 be a
finite subgroup of 𝑁 and𝐾 be some finite inverse image of 𝑁𝐺(𝑆) such that 𝑆∩𝐾 ̸=1. By saturation
condition 𝐾 < 𝑀 < 𝐺 and 𝑀 ∈ M(1). In this case 𝑀 ≃ 𝐺𝐿2(2

𝑙) for a suitable positive integer 𝑙.
Let 𝑆𝑀 be a Sylow 2-subgroup of 𝑀 containing 𝐾. By the lemma 4 𝑆𝑀 < 𝑆,𝑁𝑀 (𝑆𝑀 ) < 𝑁𝐺(𝑆).
According to the propositions 10 (clause 1.), 9 (clause 3.) 𝑁𝑀 (𝑆𝑀 ) contains a finite subgroup
𝑅𝑆𝑀

= 𝑉𝑆𝑀
× 𝑍𝑀 of order (2𝑙 − 1)2 such that 𝑁𝑀 (𝑆𝑀 ) = 𝑆𝑀 h 𝑅𝑀 , 𝑆𝑀 h 𝑉𝑆𝑀

is a Frobenius
group with kernel 𝑆𝑀 and cyclic complement 𝑉𝑆𝑀

of order 2𝑙 − 1 acting transitively on the set
𝑆𝑀 ∖ 1, 𝑍𝑀 = 𝑍(𝑀) is a cyclic group of order 2𝑙 − 1. Hence,

𝐾 = 𝐾𝑆/𝑆 < 𝑆𝑁𝑀 (𝑆𝑀 )/𝑆 = 𝑆𝑅𝑀/𝑆 = 𝑆(𝑉𝑆𝑀
× 𝑍𝑀 )/𝑆 =

= 𝑆𝑉𝑆𝑀
/𝑆 × 𝑆𝑍𝑀/𝑆 = 𝑉𝑆𝑀

× 𝑍𝑀

is an Abelian group, as required. It is clear that in this case 𝑁 is saturated with finite Abelian
groups and, by the proposition 7 𝑁 , has the periodic part 𝑇 (𝑁) which is an Abelian group.

Let us show that for any 𝑝 ∈ 𝜋(𝑇 ((𝑁)), 𝑝 − rank𝑇 (𝑁) equal to 2. Let’s assume the opposite,
for some 𝑝-subgroup of 𝑝 ∈ 𝜋(𝑇 (𝑁)), 𝐾 = ⟨𝑎⟩ × ⟨𝑏⟩ × ⟨𝑐⟩ is an elementary Abelian 𝑝-subgroup of
𝑇 (𝑁). Denote by 𝐾 some finite inverse image of 𝐾 in the group 𝑇 (𝑁𝐺(𝑆) such that 𝑆 ∩𝐾 ̸= 1. By
saturation condition 𝐾 < 𝑀 < 𝐺 and 𝑀 ∈ M(1). In this case 𝑀 ≃ 𝐺𝐿2(2

𝑙) for a suitable positive
integer 𝑙. Let 𝑆𝑀 be a Sylow 2-subgroup of 𝑀 such that 𝑁𝑀 (𝑆𝑀 ) contains 𝐾. By the lemma 4
we have 𝑆𝑀 < 𝑆,𝑁𝑀 (𝑆𝑀 ) < 𝑁𝐺(𝑆). Therefore, 𝑁𝑀 (𝑆𝑀 ) contains elementary Abelian 𝑝-subgroup
⟨𝑎⟩ × ⟨𝑏⟩ × ⟨𝑐⟩ of order 𝑝3, which is impossible due to the propositions 10 (clause 1.), 9 (clause 3.)

Since an Abelian locally finite group is a direct product of its cyclic subgroups, 𝑇 (𝑁)
is a countable group. Let’s take two different involutions 𝑥, 𝑦 in 𝑆. By saturation condition
⟨𝑥, 𝑦⟩ < 𝑀 ∈ M(1). Let 𝑆𝑀 be a Sylow 2-subgroup of 𝑀 such that 𝑁𝑀 (𝑆𝑀 ) contains ⟨𝑥, 𝑦⟩.
Clearly, 𝑆𝑀 < 𝑆. By 10 (clause 1.), 9 (clause 3.) there is an element 𝑎 in 𝑁𝑀 (𝑆𝑀 ) such that
𝑥𝑠𝑎 = 𝑦 for any 𝑠 ∈ 𝑆. Hence, taking into account the countability of 𝑇 (𝑁), follows the countability
of the groups 𝑆, 𝑇 . Hence the lemma is proved.

Lemma 8. In 𝐺 there exists an infinite sequence of subgroups

𝐺1, 𝐺2, · · · , 𝐺𝑛, · · · ,

with the following properties.
a. 𝐺𝑛 ≃ 𝐺𝐿2(2

𝑙𝑛) and 𝑙𝑛 divides 𝑙𝑛+1

b. 𝑇 ∩𝐺𝑛 = 𝑁𝐺𝑛(𝑆𝑛) = 𝑆𝑛 h (𝑍𝑛 × 𝑉𝑛), where 𝑆𝑛 is a Sylow 2-subgroup of 𝐺𝑛, 𝑍𝑛 = 𝑍(𝐺𝑛),
c. 𝑁𝐺𝑛(𝑆𝑁 ) < 𝑁𝐺𝑛+1(𝑆𝑛+1).
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d.

𝑇 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝑁𝐺𝑛(𝑆𝑛) =
∞⋃︁
𝑛=1

(𝑆𝑛 h (𝑍𝑛 × 𝑉𝑛)) = 𝑆 h (𝑍 × 𝑉 ),

where

𝑍 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝑍𝑛

is a locally cyclic subgroup of 𝑇 generated by all elements of odd orders centralising at least one
involution from 𝑆.

𝑉 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝑉𝑛

is a locally cyclic subgroup of 𝑇 which is isomorphic to the group 𝑍 and acts transitively on 𝑆.

Proof. By the lemma, 7 𝑇 is a countable group. We number the elements of the group 𝑇 with
elements of the natural series: 𝑇 = {𝑡1 · · · 𝑡𝑛 · · · } and let’s assume that 1 ̸= 𝑡1 ∈ 𝑆. By saturation
condition ⟨𝑡1⟩ < 𝑀 < 𝐺 and 𝑀 ∈ M(1). Let 𝑆𝑀 be a Sylow 2-subgroup of 𝑀 containing ⟨𝑡1⟩. By
the lemma 4 we have 𝑆𝑀 < 𝑆,𝑁𝑀 (𝑆𝑀 ) < 𝑇 . Let 𝑀 = 𝐺1. It is clear that 𝐺1 ≃ 𝐺𝐿2(2

𝑙1) and
𝐺1 ∩ 𝑇 = 𝑁𝐺1(𝑆1) = 𝑆1 h (𝑍1 × 𝑉1), where 𝑆𝑀 = 𝑆 is a Sylow 2-subgroup of 𝐺1, 𝑍1 = 𝑍(𝐺1),
𝑉1 is a cyclic subgroup of 𝑁𝐺1(𝑆1) acting regularly and transitively on 𝑆1. (Propositions 10 (clause
1.), 9 (clause 3.)

Suppose that for 𝑛 > 1 a subgroup 𝐺𝑛 satisfying the conclusion of the lemma is constructed. Let
𝑡𝑚 be an element from 𝑇 ∖𝑁𝐺𝑛(𝑆𝑛) with the smallest possible index value of 𝑚. By the saturation
condition, the finite group ⟨𝑡𝑚, 𝑁𝐺𝑛(𝑆𝑛)⟩ < 𝑀 < 𝐺 and𝑀 ∈ M(1). Let 𝑆𝑀 be a Sylow 2-subgroup
of𝑀 containing ⟨𝑡𝑚, 𝑆𝑛⟩. By the lemma 4 we have 𝑆𝑀 < 𝑆,𝑁𝑀 (𝑆𝑀 ) < 𝑇 . Let𝑀 = 𝐺𝑛+1. It is clear
that 𝐺𝑛+1 ≃ 𝐺𝐿2(2

𝑙𝑛+1) and 𝐺𝑛+1∩𝑇 = 𝑁𝐺𝑛+1(𝑆𝑛+1) = 𝑆𝑛+1h (𝑍𝑛+1×𝑉𝑛+1), where 𝑆𝑀 = 𝑆𝑛+1

is a Sylow 2-subgroup of 𝐺𝑛+1, 𝑍𝑛+1 = 𝑍(𝐺𝑛+1), 𝑉𝑛+1 is a cyclic subgroup of 𝑁𝐺𝑛+1(𝑆𝑚+1) acting
regularly and transitively on 𝑆𝑛+1. (Propositions 10 (clause 1.), 9 (clause 3.) By construction, the
points a,b,c,d hold. The lemma is proved.

In the notation of the lemma 8, the following statement holds.

Lemma 9. 𝑁𝐺(𝑍𝑛 × 𝑉𝑛) has a periodic part of 𝑇 (𝑁𝐺(𝑍𝑛 × 𝑉𝑛)) and

𝑇 (𝑁𝐺(𝑍𝑛 × 𝑉𝑛)) = 𝑇 (𝑁𝐺(𝑍 × 𝑉 )) = (𝑍 × 𝑉 )h ⟨𝑤𝑛⟩,

where 𝑤𝑛 involution from 𝐺𝑛, such that for any 𝑧 ∈ 𝑍, 𝑧𝑤𝑛 = 𝑧 and for any 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑣𝑤𝑛 = 𝑣−1.

Proof. Let’s show that the group 𝑁𝐺(𝑍𝑛 × 𝑉𝑛) is saturated with finite wreathed groups.
Let 𝐾 be a finite subgroup of 𝑁𝐺(𝑍𝑛 × 𝑉𝑛). By the saturation condition, the finite group
⟨(𝑍𝑛 × 𝑉𝑛),𝐾⟩ < 𝑀 ∈ M(⟨(𝑍𝑛 × 𝑉𝑛),𝐾⟩). According to the propositions 10 (point 1.), 9 (point
3.) 𝑁𝑀 (𝑍𝑛 × 𝑉𝑛) = (𝑍𝑀 × 𝑉𝑀 ) h ⟨𝑤⟩, where 𝑍𝑀 = 𝑍(𝑀), 𝑍𝑛 < 𝑍𝑀 , 𝑉𝑛 < 𝑉𝑀 and for any
𝑥 ∈ 𝑉𝑀 , 𝑥

𝑤 = 𝑥−1. Let 𝑍𝑀 = ⟨𝑥⟩, 𝑉𝑀 = ⟨𝑦⟩. Then 𝑁𝑀 (𝑍𝑛 × 𝑉𝑛) = (⟨𝑥𝑦⟩ × ⟨𝑥−1𝑦⟩) h ⟨𝑤⟩ is an
wreathed group. Due to randomness of choice of𝐾 as a finite subgroup of𝑁𝐺(𝑍𝑛×𝑉𝑛) the saturation
of the latter with finite wreathed groups is proved. By the lemma 8 we have (𝑍×𝑉 ) < 𝑁𝐺(𝑍𝑛×𝑉𝑛),
therefore, by the proposition 8 𝑇 (𝑁𝐺(𝑍𝑛 × 𝑉𝑛)) = (𝑍 × 𝑉 )h ⟨𝑤𝑛⟩. The lemma is proved.

Lemma 10. In 𝐺 there exists an infinite sequence of subgroups

𝑀1,𝑀2, · · · ,𝑀𝑛, · · ·

with the following properties.
a. 𝑀𝑛 ≃ 𝐺𝑛.
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b. 𝑀𝑛 ∩𝐺𝑛 = (𝑍𝑛 × 𝑉𝑛).
c. 𝑁𝑀𝑛(𝑍𝑛 × 𝑉𝑛) = (𝑍𝑛 × 𝑉𝑛)h ⟨𝑤⟩) < 𝑁𝑀𝑛+1(𝑍𝑛+1 × 𝑉𝑛+1) = (𝑍𝑛+1 × 𝑉𝑛+1 h ⟨𝑤⟩), where 𝑤

is an involution from 𝑇 (𝑁𝐺(𝑍𝑛 × 𝑉𝑛)).

Proof. Let’s fix some involution 𝑤𝑛0 ∈ 𝑇 (𝑁𝐺(𝑍𝑛0 ×𝑉𝑛0)) = 𝑇 (𝑁𝐺(𝑍×𝑉 )) = (𝑍×𝑉 )h ⟨𝑤𝑛0⟩.
Let 𝑤 = 𝑤𝑛0 , 𝑅 = (𝑍×𝑉 )h ⟨𝑤⟩. By the lemma 9, all involutions in 𝑅 are conjugate. Therefore, for
any 𝑛 in 𝑅 there is an element 𝑥𝑛 such that 𝑤𝑥𝑛𝑛 = 𝑤𝑛. Let 𝑀𝑛 = 𝐺𝑥𝑛𝑛 . By construction sequence

𝑀1,𝑀2, · · · ,𝑀𝑛, · · · ,

has the properties a.,b.,c. Hence the lemma is proved.

Lemma 11. Subgroup sequence

𝑀1,𝑀2, · · · ,𝑀𝑛, · · · ,

forms a chain
𝑀1 < 𝑀2 < · · · < 𝑀𝑛 < · · · .

Proof. Denote by 𝑆𝑛 a Sylow 2-subgroup of 𝑀𝑛 which contains the involution 𝑤. Since the
involution 𝑤 lies in each of the groups𝑀𝑛 (by the lemma 10) and the order of the group𝑀𝑛 divides
the order of the group 𝑀𝑛+1, then 𝑆𝑛 < 𝑆𝑛+1. Hence, the group 𝑀𝑛+1 contains two different Sylow
2-subgroups as subgroups 𝑆𝑛 and 𝑆𝑣𝑛(1 ̸= 𝑣 ∈ 𝑉𝑛) of𝑀𝑛, and group𝑁𝑀𝑛(𝑍𝑛×𝑉𝑛) = (𝑍𝑛×𝑉𝑛)h⟨𝑤⟩).
By the propositions 10 (clause 1.), 9 (clause 3.) 𝑀𝑛 = ⟨𝑆𝑛, 𝑆𝑣𝑛, 𝑁𝑀𝑛(𝑍𝑛× 𝑉𝑛). Hence, 𝑀𝑛 < 𝑀𝑛+1.
The lemma is proved.

Let us complete the proof of the theorem. By the proposition 2 and by the lemma 11

𝐿 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝑀𝑛 ≃ 𝐺𝐿2(𝑄)

for a suitable locally finite field 𝑄 of characteristic 2. By the lemma 1 𝐿 < 𝐺. Let us show
that 𝐿 = 𝑇 (𝐺). Suppose that 𝑀 contains all involutions from 𝐺. In this case, 𝐺 contains the
characteristic subgroup 𝐿1 ≃ 𝐿2(𝑄), and all elements of finite order from 𝐶𝐺(𝐿1) generate the
subgroup 𝑍 and 𝐿 = 𝐿1 ×𝑍. Any element 𝑔 of finite order from 𝐺 is represented as 𝑔 = 𝑥𝑧, where
𝑥 ∈ 𝐿1, and 𝑧 ∈ 𝑍. Thus 𝐿 = 𝑇 (𝐺) ̸= 𝐺 (by the lemma 1).

Suppose that there is an involution 𝑣 ∈ 𝐺 ∖ 𝐿. Take the involution 𝑘 ∈ 𝑆 < 𝐿. By the
saturation condition, finite group ⟨𝑣, 𝑘⟩ < 𝑅 ∈ M(⟨𝑣, 𝑘⟩). Denote by 𝑆𝑅 a Sylow 2-subgroup of
𝑅, such that 𝑘 ∈ 𝑅. By the lemmas 5, 7 𝑁𝑅(𝑆𝐾) < 𝑇. Therefore, for some positive integer 𝑛,
𝑁𝑅(𝑆𝑅) < 𝑁𝑀𝑛(𝑆𝑛). But then 𝑣 ∈ 𝑅 < 𝑀𝑛 < 𝑀. A contradiction with the choice of the involution
𝑣. Thus, all involutions from 𝐺 lie in 𝑀, and in this case the statement of the theorem holds. The
theorem is proved.

СПИСОК ЦИТИРОВАННОЙ ЛИТЕРАТУРЫ

1. Вэй C., Го B., Лыткина Д.В., Мазуров В.Д. Характеризация локально конечных простых
групп типа 3D4 над полями нечетных характеристик в классе периодических групп //
Сиб. матем. журн. 2018. Т. 59, № 5. С. 1013–1019.

2. Джу C., Лыткина Д.В., Мазуров В.Д. Характеризация локально конечных простых групп
типа G2 над полями нечетных характеристик в классе периодических групп // Матем.
заметки 2019. T. 105, № 4. C. 519–525.

3. Каргаполов М.И., Мерзляков Ю.И. Основы теории групп // М. Наука. 1982. 288 с.



О периодической части группы Шункова . . . 357

4. Шлепкин А.А. О группах Шункова, насыщенных полными линейными группами // Сиб.
матем. журн. 2016. № 1, Т. 57. С. 222–235.

5. Сенашов, В.И., Шунков В.П. Группы с условиями конечности // Новосибирск, изд. СО
РАН. 2001.

6. Череп А.А. О множестве элементов конечного порядка в бипримитивно конечной группе
// Алгебра и логика. 1987. Т. 26, № 4. С. 518–521.

7. Шлепкин А.А. ГруппыШункова, насыщенные линейными и унитарными группами степе-
ни 3 над полями нечетных порядков // Сиб. электрон. матем. изв. 2016. Т. 13. С. 341–351.

8. Шлёпкин А.А. Периодические группы, насыщенные конечными простыми группами лиева
типа ранга 1 // Алгебра и логика. 2018. Т. 57, № 4. C. 118—125.

9. Шлепкин А.K. О некоторых периодических группах, насыщенных конечными простыми
группами // Матем. тр. 1998. Т. 1 № 1.С. 129-138.

10. Шлепкин А.К. О сопряженно бипримитивно конечных группах с условием примарной
минимальности // Алгебра и логика. 1983. 22. С. 226–231.

11. Шлепкин А.А. О периодической части группы Шункова, насыщенной сплетенными груп-
пами // Тр. ИММ УрО РАН. 2018. Т. 24. № 3. C. 281–285.

12. Шлепкин А.А. Об одном достаточном условии существования периодической части в груп-
пе Шункова // Известия Иркутского государственного университета. Серия Математика.
2017. № 22. C. 90–105.

13. Carter R .W. Simple groups of Lie type. New York: Wiley and Sons. 1972.

14. Lytkina D.V., Shlepkin А.А. Periodic groups saturated with the linear groups of degree 2 and
the unitary groups of degree 3 over finite fields of odd characteristic // Siberian Adv. Math.,
2018. T. 28, № 3. C. 175–186.

15. Shlepkin А.А. On a sufficient condition when an infinite group is not simple // Journal of SFU,
mathematics and physics 2018. T 11, № 1. C. 103–107.

REFERENCES

1. Wei C., Go B., Lytkina D.V., Mazurov V.D. 2018, “A characterization of locally finite simple
groups of type 3D4 over fields of odd characteristics in the class of periodic groups“ Siberian
Math. J., vol. 59, no. 5, pp. 1013–1019.

2. Joo C., Lytkina D.,̇V., Mazurov V.D. 2019, “A characterization of locally finite simple groups of
type G2 over fields of odd characteristics in the class of periodic groups“ //Mat. notes vol. 105,
no. 4, pp. 519–525.

3. Kargapolov, M. I., & Merzlyakov, Yu. I. 1982, Fundamentals of Group Theory, Sciene, Moscow
288 p.

4. Shlepkin A.A. 2016, “On Shunkov groups saturated with linear groups“ Sib. matem. zhurn.,
vol. 57, no. 3, pp. 222–235.

5. Senashov, V.I. & Shunkov V.P 2001, Groups with limb conditions, SB RAS, Novosibirsk.



358 А. А. Шлепкин

6. Cherep, A.A. 1987, “On the set of elements of finite order in a biprimitively finite group“ Algebra
i logika, vol. 26, no. 4, pp. 518–521.

7. Shlepkin, A.A. 2016, “Shunkov groups saturated with linear and unitary groups of degree 3
over fields of odd orders“ Sib. elektron. matem. izv., Vol. 13., pp. 341–351.

8. Shlepkin, A. A. 2018, “Периодические группы, насыщенные конечными простыми группами
лиева типа ранга 1“ Algebra i logika, vol. 57, no 4, pp. 118—125.

9. Shlepkin, A. K. 1993, “On Certain Torsion Groups Saturated with Finite Simple Groups“
Siberian Adv. Math., Vol. 9., no. 2, pp. 100-108.

10. Shlepkin, A. K. 1983, “On conjugate biprimitively finite groups with the condition of primary
minimality“ Algebra i logika, Vol. 22. pp. 226–231.

11. Shlepkin, A. A. 2018, “On the periodic part of the Shunkov group saturated with wreathed
groups“ Tr. IMM UrO RAN., Vol. 24, no 3, pp. 281-285.

12. Shlepkin А.А. 2017, “On a Sufficient Condition for the Existence of a Periodic Part in the
Shunkov Group“ Izvestiya Irkutskogo gosudarstvennogo universiteta. Seriya Matematika, no. 22,
pp. 90–105.

13. Carter R .W. 1972, Simple groups of Lie type, Wiley and Sons, New York.

14. Lytkina D.V., Shlepkin А.А. 2018, “Periodic groups saturated with the linear groups of degree
2 and the unitary groups of degree 3 over finite fields of odd characteristic“ Siberian Adv. Math.,
vol. 28, no 3. pp. 175–186.

15. Shlepkin А.А. 2018, “On a sufficient condition when an infinite group is not simple“ Journal
of SFU, mathematics and physics vol. 11, no. 1, pp. 103–107.

Получено 18.10.2019 г.
Принято в печать 20.12.2019 г.



Математическое моделирование разрушения элементов строительных конструкций . . . 359

ЧЕБЫШЕВСКИЙ СБОРНИК

Том 20. Выпуск 4.

УДК 519.85:69.059 DOI 10.22405/2226-8383-2019-20-4-359-373

Математическое моделирование разрушения элементов
строительных конструкций под действием динамической

нагрузки

Г. М. Журавлев, В. Г. Теличко, Н. С. Куриен, А. Е. Гвоздев, Д. В. Малий

Журавлев Геннадий Модестович — доктор технических наук, профессор, Тульский го-
сударственный университет, г. Тула.
e-mail: technology@tsput.ru
Теличко Виктор Григорьевич — кандидат технических наук, доцент кафедры строитель-
ства, строительных материалов и конструкций, Тульский государственный университет, г. Ту-
ла
e-mail: katranv@yandex.ru
Куриен Никита Сергеевич — аспирант, Тульский государственный университет, г. Тула
e-mail: kyrien@mail.ru
Гвоздев Александр Евгеньевич — доктор технических наук, профессор, главный науч-
ный сотрудник кафедры технологии и сервиса, Тульский государственный педагогический
университет им. Л. Н. Толстого, г. Тула.
e-mail: gwozdew.alexandr2013@yandex.ru
Малий Дмитрий Владимирович— старший преподаватель кафедры технологии и сервиса,
Тульский государственный педагогический университет им. Л. Н. Толстого, г. Тула.
e-mail: maliydmitriy@yandex.ru

Abstract

Развитие современных промышленных производств выдвигает ответственную и слож-
ную задачу охраны населения, обслуживающего персонала и окружающей среды от ава-
рий. Первостепенное значение приобретает анализ возможных отклонений от нормальных
эксплуатационных режимов на данных производствах и тщательное изучение возможного
развития различных аварийных ситуаций, приводящих к динамическим воздействиям на
сооружения и нахождение условий разрушения элементов конструкций. В статье предло-
жена математическая методика нахождения условий разрушения элементов строительных
конструкций динамическим нагружением. Для решения динамических задач, использует-
ся вариационный подход, основанный на построении функционала расчета мощности упру-
гой деформации с учетом мощности сил инерции, в контексте с применением современ-
ных программных комплексов, базирующихся на методе конечных элементов. В качестве
примера рассмотрена задача компьютерного моделирования воздействия динамической
нагрузки, расположенной над центром железобетонной плиты, позволяющая определять
напряженно-деформированное состояние простейших элементов строительных конструк-
ций плит. Все расчеты производились в среде ANSYSLS-DYNA. Получены результаты в
форме графиков скоростей деформаций и полей напряжений. Проведено сравнение полу-
ченных результатов с аналитическим решением аналогичной задачи, приведенной в работе
Г.Т. Володина.

Ключевые слова: динамическое нагружение, функционал мощности упругой деформа-
ции, мощность сил инерции, метод конечных элементов, напряженно-деформированное
состояние, железобетон.
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Abstract

The development of modern industry puts forward a responsible and complex task of
protecting the population, service personnel and the environment from accidents. The analysis
of possible deviations from normal operating conditions in these industries and a thorough
study of the possible development of various emergency situations that lead to dynamic
effects on structures and finding conditions for the destruction of structural elements is of
paramount importance. The article proposes a mathematical method for finding the conditions
of destruction of structural elements by dynamic loading. To solve dynamic problems, a
variational approach is used, based on the construction of a functional for calculating the power
of elastic deformation taking into account the power of inertia forces, in the context of using
modern software systems based on the finite element method. As an example, the problem of
computer modeling of the dynamic load located above the center of the reinforced concrete slab,
which allows to determine the stress-strain state of the simplest elements of building structures
of plates, is considered. All calculations were performed in ANSYSLS-DYNA environment. The
results are obtained in the form of graphs of strain rates and stress fields. The obtained results
are compared with the analytical solution of a similar problem presented in the work of G.T.
Volodin.

Keywords: dynamic loading, functional capacity of elastic deformation, power of the forces
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1. Введение

Развитие ряда современных отраслей промышленности выдвигает ответственную и слож-
ную задачу охраны населения, обслуживающего персонала и окружающей среды от аварий.
Первостепенное значение приобретает анализ возможных отклонений от нормальных эксплу-
атационных режимов на данных производствах и тщательное изучение возможного развития
различных аварийных ситуаций, приводящих к динамическим воздействиям на сооружения.

При проектировании зданий и сооружений взрывоопасных производств требуется учиты-
вать нагрузку от динамического воздействия согласно СП 20.13330.2011. Однако развернутых
разъяснений по определению нагрузок от динамических воздействий в этом нормативном до-
кументе нет. В пособиях и различного рода рекомендациях по расчету динамических воздей-
ствий представлены упрощенные методики не способные в полной мере описать происходящий
процесс и его последствия [1,2].

Обзор известных научных работ указывает на то, что исследования в этой области, явля-
ются малочисленными и недостаточно изученными, их неудобно применять при решении прак-
тических задач, отсутствуют реализации данных работ в среде современных систем конечно-
элементного моделирования, что ставит серьезные барьеры на пути решения прикладных за-
дач. Разработкам в этой области посвящены работы В.Н. Аптукова, A.B. Герасимова, Т.М.
Саламахина, Г.Т. Володина, H.H. Белова, Н.Т. Югова, Д.Г. Копаницы, М.А. Лебедева, В.А.
Рыжанского, А.Г. Иванова, А.К. Перцева, Ю.И. Кадашевича, У. Бейкера, H.S. Turkmen, W.
Riedel ,K. Thoma, S. Hiermaier и др.

Среди указанных работ лучшим образом согласуются с экспериментальными данными те
из них, в основе которых лежит энергетический метод расчета [3-14]. Однако в них не рассмат-
ривается детально механизм разрушения - фиксируется лишь разрушение в опасном сечении,
срединной линии, срединного слоя и т.д. Это не позволяет отслеживать возникновение и рас-
пространение зон разрушения по всему объему деформируемой конструкции, в зависимости
от расположения динамической нагрузки в окружающем пространстве.

В связи с этим нахождение условий разрушения элементов строительных конструкций ди-
намическим нагружением, с использованием усовершенствованной методики расчета динами-
ческих задач, основанного на использовании функционала расчет мощности упругой дефор-
мации с учетом мощности сил инерции, в контексте с применением современных программных
комплексов основанных на методе конечных элементов (КЭ) представляет собой актуальную
задачу, особенно в прикладном плане.

2. Материалы и методика исследования

Анализ процессов разрушения элементов строительных конструкций динамическим на-
гружением, с точки зрения практической реализации показывает, что процесс теоретически,
можно представитьв виде суммы двух взаимосвязанных задач: внешней, когда рассматривает-
ся задача формирования динамической нагрузки, учитывающей энергетические и геометриче-
ские характеристики взрывчатого вещества, и внутренней, когда исследуется деформирование
и разрушение элементов конструкции динамической нагрузкой. Наибольший интерес пред-
ставляет исследования упругого формоизменения, происходящего в элементах конструкции, с
целью построения решения, которое с учетом критерия прочности позволяет прогнозировать,
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возникающее напряженно-деформированное состояние элементов конструкции, а также дина-
мику ее изменения во времени, что дает возможность прослеживать образование и развитие
участков разрушения.

Для нахождения условий разрушения элементов строительных конструкций предлагается
использование усовершенствованной методики расчета динамических задач, основанного на
использовании энергетического метода, в контексте с применением современных программ-
ных комплексов основанных на методе конечных элементов. Сущность методики рассмотрим
на примере действия нагрузки, создаваемой динамическим воздействием на бетонную плиту.
Нагрузка должна быть достаточной для того, чтобы пришедшая в движение плита разруша-
лась при достижении максимального прогиба в первом цикле. Напряженно-деформированное
состояние плиты учитываем при помощи классических гипотез Кирхгофа-Лява, вследствие
чего, деформированное состояние плиты в целом определяется деформированным состоянием
ее среднего слоя. Граничные условия, заданные по контуру неизменны на протяжении все-
го процесса деформирования, и соответствуют способу ее закрепления (опирание плиты по
контуру шарнирное).

Заданная динамическая нагрузка действует на центр плиты и находится в ближайшей
области действия, поэтому давлением окружающей среды можно пренебречь. Распределение
удельного импульса, создаваемого динамической нагрузкой, по поверхности плиты определя-
ется функцией [4, 7, 15]

𝐼 = 𝐼𝑖𝐻 𝑖𝑇 (1)

где 𝑖𝐻 – нормальная составляющая, 𝑖𝑇 – тангенциальная составляющая удельной динамиче-
ской нагрузки.

Тангенциальной составляющей удельного импульса можно пренебречь, в предположении,
что поверхность плиты является в достаточной степени гладкой. Поэтому, расчет удельного
импульса динамической нагрузки будем проводить только с учетом нормальной составляю-
щей.

Для материала плиты принимаются гипотезы о его сплошности, однородности и изотроп-
ности. В любой момент времени при деформировании, вплоть до разрушения, материал плиты
считаем упругим и подчиняющимся закону Гука, то есть рассматриваем хрупкое разрушение.
При этом под разрушением плиты понимаем утрату ее несущей способности вследствие появ-
ления в ней трещин, сколов или разделения на фрагменты. Изменение прочностных характе-
ристик материала плиты при высокоскоростном деформировании при нормальной температу-
ре не учитываем. Тепловыми потерями, распространения деформационных волн в материале
пластины и затухающей составляющей в векторе перемещений точек среднего слоя плиты
пренебрегаем.

Моделирование физических процессов динамического воздействия, находящегося в ближ-
ней области действия к плите рассмотрим в некоторый определенный момент времени. Ис-
пользуем энергетический метод Т.М. Саламахина, согласно которому кинетическая энергия,
полученная преградой от импульсной нагрузки, полностью расходуется на работу деформи-
рования вплоть до разрушения [4].

Э = П (2)

Т.М. Саламахин показал [4], что нормальная составляющая удельного импульса динами-
ческой нагрузки, действующая на элемент преграды, может быть вычислена, с учетом отра-
жения продуктов нагружения и деформирования поверхности бетонной плиты, по формуле:

𝑖 =

∫︁ 𝜏

0
𝑃 (𝑡)𝑑𝑡 (3)
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Рис. 1: Расчётная схема

где P(t) -– давление продуктов динамического воздействия на плиту, t – время, отсчитываемое
от момента столкновения первой частицы потока продуктов динамического воздействия с
плитой в точке с координатами (x, y) показана на рис. 1.

В расчете используем прямоугольную декартову систему координат, оси Ох и Oy поместим
в плоскость плиты, ближней к расположению заряда, ось Оz направим вертикально вниз,
начало координат поместим в центре плиты.

Кинетическая энергия dЭ, полученная элементом плиты, согласно импульсному характеру
действующей нагрузки, вычисляется по формуле [4]:

𝑑Э =
𝑖2

2𝑚
=

𝐴2
0𝐶

2𝑧4*
2𝜌ℎ[𝑧2* + (𝑥− 𝑥*)2 + (𝑦 − 𝑦*)2]4

(4)

где 𝜌 — плотность материала плиты, — обобщенная характеристика заряда (литой тротил =
400 м/с), С — масса заряда.

Кинетическая энергия, полученная плитой, за время действия динамического воздействия
нагрузки определяется по формуле, полученной Г.Т. Володиным [6-8]:

Э =
𝐴2

0𝐶
2𝑧4*

2𝜌ℎ

∫︁ 𝑎

−𝑎

∫︁ 𝑏

−𝑏

𝑑𝑥𝑑𝑦

[𝑧2* + (𝑥− 𝑥*)2 + (𝑦 − 𝑦*)2]
4 (5)

Выражение для нахождения работы упругого деформирования, имеет вид

П = 𝐸
ℎ𝑎𝑏

2(1− 𝜇2)

∫︁
𝑡
𝑑𝑡(𝑃 (𝑢, 𝑣, 𝑤)) (6)

где E – модуль Юнга, – коэффициент Пуассона, h – толщина плиты, а и b половина ширины
и длины плиты, P(u,v,w) - функционал расчет мощности упругой деформации для динамиче-
ского нагружения, определяется по формуле, приведенной в работах В. Новацкого [16, 17]:

𝑃 (𝑢, 𝑣, 𝑤) =

∫︁
𝑉
𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗𝑑𝑉 −

∫︁
𝑉
𝜌𝛿𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑉, (7)
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Рис. 2: Предельная поверхность для бетона

где
∫︀
𝑉 𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗𝑑𝑉 – мощность упругой деформации,

∫︀
𝑉 𝜌𝛿𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑉 – мощность сил инерции.

Критерий прочности примем в виде [15]:

𝜎𝑥 = − 𝐸𝑧
1−𝜇2

(︁
𝜕2𝜔
𝜕𝑥2

+ 𝜇𝜕
2𝜔
𝜕𝑦2

)︁
;

𝜎𝑦 = − 𝐸𝑧
1−𝜇2

(︁
𝜕2𝜔
𝜕𝑦2

+ 𝜇𝜕
2𝜔
𝜕𝑥2

)︁
;

(8)

где 𝜎max
𝑅𝑏𝐾𝜈𝑏

≤ 1 – критерий прочности;

𝐾𝜈,𝑏 = 1, 58− 0, 35 log10 𝑡+ 0, 07 (log10 𝑡)
2 (см. рис. 2). (9)

На основе изложенного выше подхода Г.Т. Володина и Т.М. Саламахина [4, 6-8] была
решена задача деформировании плиты под действием сферического заряда (рис. 3). Исходные
данные принимались следующие: размеры плиты: 𝑎 = 2 м; 𝑏 = 2 м; толщина ℎ = 0, 15 м; бетон
тяжелый В25; координаты расположения заряда – 𝑧* = 0, 8м; 𝑥* = 1м; 𝑦* = 1м; начальная
скорость распространения продуктов взрыва – 𝐴0 = 400 м/с; плотность – 𝜌 = 1620 кг/м3;
модуль Юнга E = 38000 МПа; предел прочности – 𝜎𝑚𝑎𝑥 = 26, 3 МПа.

Получено следующее решение – максимальный прогиб w=3,2 мм;масса заряда, приводя-
щего к разрушению C=1,4 кг.

Далее авторами проведена верификация проведенного расчета в среде ANSYS с помощью
метода конечных элементов (рис. 4).

Одним из перспективных методов изучения механизма разрушения динамическим нагру-
жением является применение математического моделирования, в основе которого положен
метод конечных элементов (МКЭ). В настоящее время МКЭ – один из наиболее разработан-
ных методов, позволяющих моделировать явления и процессы с максимальным их прибли-
жением к реальности. Теоретические основы МКЭ хорошо освещены вработах зарубежных
исследователей, среди которых стоит отметить труды К.-Ю. Бате, Е. Вилсона, Р. Галлагера,
О. Зенкевича, Л. Сегерлинда и др. [18-22].

Применение средств численного моделирования позволяет исследовать процессы и явле-
ния, изучение которых на практике, в силу тех или иных причин, не представляется возмож-
ным или экономически нецелесообразно, а также минимизировать затраты, уточнять теорию,
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Рис. 3: Модель пример

проверять выводы и получать более полное наглядное представление о сути происходящих
явлений.

Несмотря на всю развитость математического аппарата и компьютерных технологий, на
сегодняшний день существует не так много верифицированных программных продуктов, поз-
воляющих с высокой степенью достоверности моделировать процессы, происходящие при ди-
намическом нагружении.

Лидером в области разработки программных решений является компания ANSYS с про-
граммными продуктами LS-DYNA и AUTODYN. В настоящей работе для моделирования про-
цесса динамического разрушения плиты использовалось лицензионное программное обеспече-
ние системы инженерного анализа ANSYS – LS-DYNA.

Разработка модели разрушения плиты в ANSYSLS-DYNA велась по ряду причин:
компания ANSYS является одним из мировых лидеров в области компьютерного моделиро-

вания, в основе которого положен метод конечных элементов, а её пользовательские продукты
являются хорошо верифицированными в различных отраслях производства (в том числе та-
кими признанными на международном уровне учреждениями как РААСН) и находят свое
применение на многих передовых предприятиях промышленности и научных учреждениях;

LS-DYNA является относительно простым в освоении, а его пользовательский интерфейс
дает возможность в сжатые сроки редактировать элементы модели и получать наглядные
результаты;

среди аналогов модулю LS-DYNA практически нет равных по расчетным возможностям,
которые наиболее полно, при всех прочих равных условиях, отражают физику исследуемо-
го явления, что многократно подтверждено накопленным мировым опытом в использовании
данного продукта [23, 24].

Вычисление функционалов проводим с использованием программного модуля LS-DYNA,
представляющего многоцелевой конечно-элементный комплекс, предназначенный для анализа
высоко нелинейных и быстротекущих процессов в задачах механики твердого и жидкого тела.
LS-DYNA представляет возможность эффективного численного моделирования высоко нели-
нейных термомеханических процессов. Численное моделирование актуально для материала,
имеющего разную гетерофазную структуру.

В работе осуществлен расчет бетонной плиты из изотропного материала имеющего
E=38000 МПа – модуль Юнга, 𝜈 = 0, 2 - коэффициент Пуассона. Расчет проводится с це-
лью сравнения полученных численных результатов с результатами, полученными в работах
Г.Т. Володина [6-8] на предмет проверки адекватности работы программы.
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Рис. 4: КЭ модель решаемой задачи

Прочность плиты описывается моделью RHT – моделью прочности (Riedel-Hiermaier-
Thoma), разработанной специально для высокоскоростного деформирования железобетона.
Данная модель является модульной, и описывает поведение упругопластического тела с упроч-
нением. В связи с громоздкостью математических выкладок, в настоящей работе не представ-
ляется возможным привести полное описание модели. Данная модель полно описано в работах
авторов [25, 26].

На рис. 5-7 показана схема деформированной плиты и график перемещения характерных
точек (мм) во времени (с).

В результате компьютерного моделирования установлено:
1 – максимальный прогиб пластины в соответствии с подходом Т.М. Саламахина / Г.Т.

Володина w=3,21 мм.
2 – Максимальный прогиб, полученный с помощью конечно-элементного моделирования в

программном комплексе LS-DYNAw=2,94 мм.
Проведено сравнение величины прогиба, полученного и в работе по методике расчета Г.Т.

Володина, расхождение составило 0,27 мм или менее 10%, что подтверждает адекватность
работы программы и подтверждает правильность выбора математического обеспечения для
автоматизации расчетов.

Таким образом можно сделать вывод, что нахождение условий разрушения элементов стро-
ительных конструкций динамическим нагружением выполнено, с использованием усовершен-
ствованной методики расчета динамических задач, основанного на использовании функциона-
ла мощности упругой деформации с учетом мощности сил инерции, в контексте с применением
современных программных комплексов, основанных на методе конечных элементов, что поз-
воляет проводить расчеты и математическое моделирование влияния различных факторов
при разработке новых конструкций, работающих в условиях динамического нагружения.
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Рис. 5: Общий вид схемы

Рис. 6: Вид сверху и характерные точки для плиты

Рис. 7: График перемещений в зависимости от времени для центра плиты
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Рис. 8: Конструктивная схема с армированием

В качестве примера далее в развитии предлагаемого подхода, осуществлен расчет желе-
зобетонной плиты (рис. 8), состоящей из металлического арматурного каркаса (арматуры)
имеющего E=260000 МПа – модуль Юнга, 𝜈 = 0, 3 – коэффициент Пуассона, и бетона, имею-
щего Е=38000МПа – модуль Юнга, 𝜈 = 0, 2 – коэффициент Пуассона.

На рис. 9-10 показана деформированная схема плиты, в том числе отдельно для арматуры.

На рис. 11 показаны графики перемещения характерных точек (мм) во времени (с).

3. Заключение

Основные научные и практические результаты заключаются в следующем.
Найдены условия разрушения элементов строительных конструкций динамическим на-

гружением, с использованием усовершенствованной методики расчета динамических задач.
Методика основана на расчете функционала мощности упругой деформации с учетом сил
инерции и критерия прочности, что позволяет прогнозировать возникающее напряженно-
деформированное состояние элементов конструкции, динамику ее изменения во времени и
дает возможность анализировать образование и развитие очагов разрушения.

Применением современных программных комплексов (поставленных совместно с ANSYS
программное обеспечения LS–DYNA), основанных на методе конечных элементов обеспечива-
ет надежные и достоверные результаты, повышает уровень автоматизации проводимых рас-
четов, улучшает эффективности работы инженеров-строителей при проектировании сооруже-
ний. Установлено, что программный комплекс LS-DYNA в сочетании с моделью бетона RHT в
отличие от существующих теоретических моделей, позволяет легко и эффективно учитывать
различные дополнительные факторы, такие как армирование и физическую нелинейность
материалов, а также сложную конфигурацию сооружений и расположение внешней динами-
ческой нагрузки.
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Рис. 9: Деформированная схема плиты с учетом арматуры в плане

Рис. 10: Схема деформированной арматуры в плите

Рис. 11: График перемещений в зависимости от времени для центра армированной плиты
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1. Основные понятия о лазере, история его возникновения и раз-
вития

Лазер как устройство появился в результате слияния двух достижений науки и техники –
квантовой физики и радиотехники. Квантовая физика напрямую связана с теорией о свете,
природа возникновения которого занимала умы выдающихся мыслителей с древних времен.

Свет – это величайшая ценность, которой одарила нас природа, это необходимое условие
существования растений, животных и человека. Световые лучи отражаются и преломляют-
ся, они могут усиливать и ослаблять друг друга, огибать препятствия, нагревать предметы,
порождать электрический ток, обладать химическим воздействием. Все эти удивительные
явления света изучались с древних времен [1]. Знаковые этапы изучения природы света пред-
ставлены на схеме рисунка 1.

Рис. 1: Исторические этапы исследования природы света.

Изучение радиотехники неразрывно связано с исследованиями электрических явлений,
активное развитие которых началось в XIX в. В частности, исследовался разряд лейденской
банки (конденсатора, заряженного до высокого напряжения) [2]. Основные этапы развития
электрических явлений и продолжение развития теории о свете, способствующие будущему
возникновению лазера, приведены на схеме рисунка 2.

Итак, в начале XX века появилась теория света, согласно которой свет проявляет себя как
волна или как частица в зависимости от условий наблюдений. Данная теория и послужила в
1954 г. созданию совершенно нового генератора радиоволн - мазера [2].

Конечно же одним из выдающихся научно-технических достижений ХХ века несомнен-
но является разработка лазера. Его создание в 1960 г. дало начало бурному развитию всей
лазерной техники [3]. Лазер (оптический квантовый генератор) – устройство, генерирующее
когерентные электро-магнитные волны за счет вынужденного испускания или вынужденно-
го рассеяния света активной средой, находящейся в оптическом резонаторе. Лазер является
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Рис. 2: Исторические этапы изучения электрических явлений и развития теории о свете.

устройством, преобразующим различные виды энергии (электрическую, световую, химиче-
скую, тепловую и т.п.) в энергию когерентного электро-магнитного излучения оптического
диапазона [4]. Действие лазера основано на вынужденном испускании фотонов под действи-
ем внешнего электромагнитного поля [5, 6]. Лазер является источником монохроматического
когерентного света с высокой направленностью светового луча. Само слово “лазер” составле-
но из первых букв английского словосочетания Light Amplification by Stimulated Emission of
Radiation, означающего «усиление света в результате вынужденного излучения» [3, 7].

В состоянии теплового равновесия большая часть электронов находится на нижних уров-
нях, но путем какого-либо возбуждения можно осуществить инверсию состояния – увеличить
число электронов на верхних уровнях. Из этого состояния под действием излучения с энер-
гией, равной разности энергии верхнего и нижнего уровня, электроны перейдут на нижние
уровни, а их энергия преобразуется в излучение с длиной волны и фазой возбуждающего элек-
трона, усиливая его. Таким образом возникнет вынужденное излучение [8, 9]. Иначе говоря,
основной физический процесс, определяющий действие лазера, — это вынужденное испуска-
ние излучения, происходящее при взаимодействии фотона с возбужденным атомом при точном
совпадении энергии фотона с энергией возбуждения атома (или молекулы) [7]. В результате
данного взаимодействия возбужденная частица переходит в невозбужденное состояние, а из-
быток энергии излучается в виде нового фотона с точно такой же энергией, как у первичного
фотона.

Процессы перехода частицы в возбужденное состояние и обратно были постулированы
А. Эйнштейном в 1916 г. Возможность усиления света в среде с инверсной населенностью за
счет вынужденного испускания впервые указал в 1939 г. советский физик В. А. Фабрикант,
предложивший создавать инверсную населенность в электрическом разряде в газе. В 1955
г. группа советских ученых Н. Г. Басова и А. М. Прохорова одновременно и независимо от
американского ученого Ч. Таунсона предложили принцип создания первого в мире генера-
тора квантов электромагнитного излучения на среде с инверсной населенностью, в котором
вынужденное испускание в результате использования обратной связи приводило к генерации
чрезвычайно монохроматического излучения. Позже, в 1964 г., данная группа ученых полу-
чила Нобелевскую премию за создание лазера.

В 1960 г. Американский физик Т. Мейман запустил первый квантовый генератор оптиче-



378 И. В. Минаев, А. Н. Сергеев, А.Н. Кубанова, Н. М. Добровольский, А. Е. Гвоздев и др.

Рис. 3: Исторические этапы возникновения и развития лазера.

ского диапазона – лазер, в котором обратная связь осуществлялась с помощью оптического
резонатора, а инверсная населенность возбуждалась в кристаллах рубина (кристалл окси-
да алюминия с добавкой хрома 0,05%), облучаемых излучением ксеноновой лампы-вспышки.
Исторические этапы возникновения и развития лазера представлены на рисунке 3.

Таким образом, многовековое изучение теории света и спектроскопии, развитие радио-
физики и квантовой физики, а также радиотехники привело к созданию совершенно нового
источника света – лазера. Его разработка означала появление генератора электромагнитных
волн светового диапазона с высокой временной и пространственной когерентностью и поро-
гом действия, по причине которых устранялось принципиальное различие между источниками
света и генераторами радиоволн

2. Разновидности лазеров

Лазер состоит из трех основных компонентов [5, 10]:
- активная среда (активный элемент), в которой создают инверсию населенностей (появ-

ляется люминесценция и сверхлюминесценция). Она может быть твердой, жидкой и газооб-
разной;

- устройство для создания инверсии в активной среде (система накачки);
- устройство для обеспечения положительной обратной связи (оптический резонатор или

резонатор Фабри-Перо), состоящий из двух плоских зеркал, расположенных параллельно.
Разновидности лазеров напрямую зависят от характера основных составляющих, в связи

с чем выделяют следующие:
- по способу создания в среде инверсной населенности (по способу накачки):
- оптическая накачка;
- возбуждение электронным ударом;
- химическая накачка;
- в зависимости от рабочей среды:
- газы (аргон, гелий-неоновая смесь, углекислый газ);
- жидкости (растворы люминесцирующих веществ, например, родамин 6Ж);
- твердотельные (рубин, иттриево-алюминиевый гранат);
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Рис. 4: Средняя длина и мощность наиболее распространенных лазеров [5].

Рис. 5: Шкала электромагнитных волн [11].

- стекла (неодимовое стекло);
- кристаллы (рубин с примесями хрома, кобальта, никеля, урана и др. редкоземельных

элементов);
- полуповодники (полупроводниковые и полосковые лазеры);
- по режиму работы:
- импульсный;
- непрерывный;
- по длине волны излучения:
- рентгеновские;
- ультрафиолетовые;
- видимого диапазона;
- ближнего инфракрасного излучения;
- дальнего инфракрасного излучения;
- конструкцией резонатора.
Существующие лазеры охватывают широкий диапазон длин волн – от ультрафиолетового

до субмиллиметрового (инфракрасного). Зависимость мощности излучения лазера от длины
его волны представлена на рис. 4.

Помимо ультрафиолетового и инфракрасного излучений за счет различных эффектов (ге-
нерация гармоник, параметрическое преобразование волн, вынужденные рассеяния) удалось
значительно расширить диапазон волн лазерного излучения. На рисунке 5 представлена шка-
ла электромагнитных волн (излучений) при изменении длины волны.

Расширенный перечень типов лазеров с описанием их основных характеристик приведен
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в таблице 1.
Таблица 1
Типа лазеров и их характеристики [5, 12]. Благодаря своим уникальным типам, характери-

Рис. 6: Типа лазеров и их характеристики [5, 12].

стикам и свойствам лазеры нашли многочисленные применения в науке, технике и медицине.

3. Особенности и области применения лазеров

В качестве достоинств лазерного излучения отмечают следующие [2, 8]:
- высокая монохроматичность,
- высокий уровень выходной мощности,
- высокая когерентность,
- малая расходимость,
- высокая интенсивность лазерного излучения,
- короткая длительность импульса излучения,
- уникальные спектральные характеристики.
Эти достоинства позволяют использовать лазер в качестве тончайшего инструмента для

исследования особенностей строения атомов и молекул и для выяснения биологической струк-
туры живых клеток [1].

Лазерная технология обработки материалов и изделий основана, в основном, на примене-
нии твердотельных и газовых лазеров, работающих в импульсном, импульсно-периодическом
и непрерывном режимах. Основные операции лазерной обработки связаны с тепловым дей-
ствием лазерного излучения, основными преимуществами которого являются [4]:

- высокая локальность нагрева,
- кратковременность воздействия,
- малая зона термического влияния,
- возможность ведения технологических процессов в любых прозрачных средах и внутри

герметически закрытых объемов.
Применение лазеров многообразно и может быть использовано в двух различных направ-

лениях:
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1. Нерезонансное взаимодействие мощных световых потоков с веществом в непрерывном
и импульсном режимах (лазерная технология, лазерный синтез и др.);

2. Селективное воздействие на атомы, ионы, молекулы, вызывающие процессы фотодис-
социации, фотоионизации, фотохимической реакции (3D-печать в аддитивном производстве
[13, 14]).

Лазеры нашли широкое применение в различных технологических областях промышлен-
ности для обработки таких материалов как: металл, бетон, стекло, ткань, кожа, полимеры.
Такие технологические процессы как сварка, резка и плавление металлов при 3D-печати осу-
ществляются главным образом газовыми лазерами, обладающими высокой средней мощно-
стью. В частности, для резки применяются мощные лазеры на основе углекислого газа. В
последнее время волоконные (твердотельне) лазеры применяют как для решения технологи-
ческих задач по резке материалов, так и для сверления и сварки изделий в автомобильной и
авиационной отраслях. Данный тип лазеров не требует водяного охлаждения, а их средняя
мощность достигает 1 кВт [2, 5, 15].

В металлургии лазеры позволяют получить сверхчистые металлы, выплавляемые в вакуу-
ме или в контролируемой газовой среде. При помощи изменения режимов в процессе лазерной
обработки возможно проводить локальные и зональные термообработки, тем самым изменяя
характеристики как поверхности, так и структуры изделия [16-21, 22-28]. Сверхстабильные
лазеры являются основой оптических стандартов частоты (лазерных сейсмографов и др. точ-
ных физических приборов). Лазерный отжиг применяют для кристаллизации как аморфных,
так и поликристаллических пленок кремния, осажденного на аморфные подложки [8].

Луч лазера создает на поверхности материала температуру в несколько тысяч градусов,
что может привести к мгновенному испарению данного материала в месте падения луча. Это
открывает возможность обработки, например, шлифовку поверхностей таких сверхтвердых
материалов как алмаз, корунд, специальные жаропрочные сплавы, так и осуществлять сварку
тугоплавких материалов, таких как вольфрам и молибден. Современные лазерные установ-
ки способны проводить сложнопрофильную резку поверхностей путем программирования на
системах числового программного управления [29, 30].

В сфере лазерной спектрометрии и нелинейной спектрометрии применяются лазеры на
красителях (лазеры с перестраиваемой частотой) за счет возможности повышения разрешаю-
щей способности и чувствительности метода вплоть до наблюдения спектров отдельных ато-
мов.

Лазеры нашли широкое распространение в медицине в качестве бескровного скальпеля в
офтальмологии, при лечении кожных заболеваний. При помощи лазерных технологий удалось
разработать методику, позволяющую определять ядра клеток и различать здоровые клетки
от злокачественных, т.е. проводить биопсию в процессе операции. В области ангиологии фем-
тосекундные лазеры применяют для изготовления имплантируемых пластмассовых трубок,
искусственно замещающих кровеносные сосуды в теле человека. В отрасли генной инжене-
рии с применением лазерных технологий проводятся исследования в области микрохирургии
биологической клетки [2].

С появлением лазеров начались исследования по повышению стабильности их частоты.
На основе лазеров были созданы источники электромагнитных волн оптического диапазона с
высокой стабильностью частоты. Это способствовало применению лазеров в военной отрасли
для навигации, точного определения расстояния до объекта и скорости объекта. Уже сейчас
лазерные технологии решают задачи по запуску космических и/или крылатых ракет и управ-
ление их полетом. Данное применение лазера (как правило, используются фемтосекундные
лазеры) так же используется для создания компактных и сверхточных оптических часов. В
военной сфере так же широко распространены химические лазеры, особенностью которых яв-
ляется автономность от источников электроэнергии для создания активной среды. Данный
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тип лазеров работает в непрерывном режиме и способен выдавать мощность 2,2 МВт, за счет
чего используется при создании лазерного оружия.

В космической сфере применение лазеров позволяет определить размеры звезд и их угло-
вой размер с точностью до 0,007ґґ, что превосходит возможности лучших оптических теле-
скопов.

В области экологии лазерные локаторы применяются для контроля распределения загряз-
нений в атмосфере на различных высотах, определяют скорости воздушных течений, состав
и температуру атмосферы.

Лазерные технологии применяют для изготовления тонких пленок из газообразного сырья
путем химического осаждения с применением световой энергии.

Во многих лабораториях мира проводятся работы по лазерному термоядерному синтезу,
для проведения которого необходима лазерная энергия мощностью более 10 кДж и с импуль-
сом в несколько наносекунд. Научные лаборатории, занимающиеся физикой низких темпера-
тур, стремятся приблизиться к абсолютному нулю при экспериментах. Благодаря использо-
ванию лазерных ловушек для охлаждения атомов в 1955 г. удалось снизить температуру до
2-3 мкК. Научно установлено, что энергия лазерного излучения всего в 1-10 Дж, сосредото-
ченная в фемтосекундном импульсе, дает пиковую мощность близкую в петаватту (1 ПВт =
1015 Вт). При фокусировании данного лазерного пучка возможно получить интенсивность до
1021 Вт/см2 [2].

В повседневной жизни каждый человек так же встречается с лазерами. Особенно широко
распространены полупроводниковые (диодные) лазеры, которые используются в принтерах,
музыкальных проигрывателях, компьютерах, фонарях, детских игрушках. Данные лазеры
перекрывают широкий диапазон волн – от 630 до 1600 нм -, и имеют весьма компактные
размеры (300*300*100 мкм) при достаточно высоком КПД (50%) [2].

Применение и развитие лазеров позволило ответить на множество вопросов в области аст-
рономии [5, 15]:

- уточнение астрономической постоянной и систем космической навигации,
- расширение знаний об атмосферах и строении поверхности планет,
- измерение скоростей вращения планет.
Основные разновидности сфер применения в зависимости от типа лазера представлены в

таблице 2.
Таблица 2
Лазерные технологические процессы [4, 31, 32].
Вид обработки Особенности лазера Сфера применения
Сверление отверс- Импульсные лазеры — Обработка твердых,
тий сложного про- на неодимовом стек- хрупких, тугоплавких
филя с точностью
обработки 1 мкм.

ле, иттрий-алюмини-
евом гранате (ИАГ)

материалов; — изготов-
ление стальных и ал-

или CO2. Параметры мазных фильер.
лазера: — энергия от
десятых долей до де-
сятков Дж; — длите-
льность импульса 0,1-
1 мс; — плотность по-
тока энергии до 10
МВт/см2.
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Резка с шириной Газовые лазеры — Изготовление инте-
реза 5-30 мкм и (СО2-лазер) на моле- гральных схем;
скрабирование. кулярном азоте либо — Резка листовых ма-

твердотельные лазе- териалов.
ры на ИАГ с ниоди-
мом. Параметры ла-
зера: — средняя мощ-
ность 10-50 Вт; — ча-
стота следования им-
пульсов 1 кГц.

Сварка с толщи- Импульсные лазеры с Сварка лазером позво-
ной сварного шва
0,01-1 мм.

интенсивностью 0,1-1
МВт/см2.

ляет соединять метал-
лы и сплавы, не свари-
ваемые обычным спо-
собом (W с Cr или со
сталью).

Благодаря возникновению и развитию лазеров в мире появились такие новые научные на-
правления как нелинейная оптика и волоконная оптика. Развитие лазерной науки интенсивно
продолжается. Так, успешно осваиваются новые диапазоны длин волн от миллиметровых волн
до мягкого рентгена. Пиковые мощности современных лазеров достигают петаватта (1 ПВт =
1015 Вт), а работа лазеров в импульсном режиме позволяет получить длительность порядка
фемтосекунды (1 фс = 10−15 с) [14].

Рассмотрение даже столь небольшого числа применений лазера демонстрирует его уни-
кальные свойства. Наряду с транзистором и быстродействующим компьютером лазер зани-
мает важное место в развитии информатики с возможностью передавать информацию со
сверхвысокой скоростью передачи, соответствующей частоте 1014- 1015 Гц.

Различные области практического применения и развития лазеров приведены в таблице 3
и в работах [14-36].

Таблица 3

Технология применения лазеров различных характеристик

Особенности Лазеры невысокой и сре- Лазеры большой средней
лазера дней мощности (газовые мощности более 1 кВт.

лазеры импульсно-перио-
дического действия, лазе-
ры на кристаллах иттрий-
алюминиевого граната с
примесью неодима).

Виды обра- Сверление тонких отвер- Резка и сварка толстых
ботки стий диаметром 1-10 мкм

и глубиной до 10-100 мкм.
металлических (как пра-
вило стальных) листов;
Резка мрамора, гранита,
раскрой тканей, кожи;
Поверхностная закалка,
наплавление и легирова-
ние крупногабаритных де-
талей; Очистка зданий от
поверхностных загрязне-
ний.
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Сферы при- Часовая промышлен- Применение как источ-
менения ность; изготовление филь- ника энергии для полу-

ер для прокатки; Резка и чения электрического то-
сварка в области микро-
электроники и электро-

ка, механической энергии,
энергии химических про-

вакуумной промышленно-
сти; Маркировка мини-

цессов; Машиностроение;
Автомобилестроение;

атюрных изделий, поли- Промышленность строи-
графическое дело; тельных материалов;
Медицина. Аддитивные технологии.

За годы развития лазерной аппаратуры (с 1960 г.) достигнут большой прогресс как в
области увеличения мощности излучения лазера, так и в сокращении длительности излучения,
близкому к периоду световой волны, составляющему 1-2 фемтосекунды.
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1. Биографическая справка

А.Я.Хинчин родился 19.07.1894 г. в с.Кондрово Медынского уезда Калужской области в
семье главного инженера Кондровской бумажной фабрики.

Учился в реальном училище в Москве (учителя-математики М.Ф.Берг, К.Н.Рашевский).
В 1911 г. поступил на физико-математический факультет Московского университета (на-

учные руководители: Д.Ф.Егоров, Н.Н.Лузин). 6.11.1914 г. сделал доклад об асимптотической
производной на студенческом математическом кружке. 25.11.1915 г. учёный совет физико-
математического факультета присудил золотую медаль за сочинение "Бесконечные ряды
функций, их сходимость, почленное интегрирование и дифференцирование".

В 1916 г. закончил университет и оставлен в нём для подготовки к профессорскому званию.
1918 г. — преподаватель математики в Московском женском политехническом институте.

1919 г. — политехнический институт в Иваново-Вознесенске, декан физико-математического
факультета пединститута.

С 1922 г. работает работает научным сотрудником Научно-исследовательского института
математики и механики МГУ, (1932-1934) — директор. С 1927 г. — профессор МГУ, заведует
кафедрой теории вероятностей, затем кафедрой математического анализа. Депутат Моссове-
та.

1938–1940 гг. — руководитель физико-математической секции Учебно-методического совета
Наркомпроса РСФСР и кабинетом математики в НИИ школ Наркомпроса РСФСР.

1939 г. — член-корреспондент АН СССР.
1941 г. — лауреат Сталинской премии.
1943 г. — действительный член АПН РСФСР, избран членом Президиума.
А.Я.Хинчин — кавалер ордена Ленина и двух орденов Трудового Красного знамени.
18.11.1959 г. А.Я.Хинчин скончался.

2. К вопросу о представлении числа в виде суммы двух простых
чисел (1922)

Дан элементарный вывод следующей асимптотики.
Пусть 𝑇 (𝑛) обозначает число решений неравенства 𝑝1 + 𝑝2 ≤ 𝑛 в простых числах 𝑝1, 𝑝2.

Тогда при 𝑛→ ∞ справедлива асимптотика

𝑇 (𝑁) =
𝑛2

4 ln2 𝑛
(1 + 𝑜(1)).
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3. О двоичных дробях (1923)

Известны следующие соотношения

lim
𝑛→∞

ln 𝜏(𝑛) ln ln𝑛

ln𝑛
= ln 2, lim

𝑛→∞

𝜔(𝑛) ln ln𝑛

ln𝑛
= 1,

lim
𝑛→∞

𝜎(𝑛)

𝑛 ln ln𝑛
= 𝑒𝛾 , lim

𝑛→∞

𝜙(𝑛) ln ln𝑛

𝑛
= 𝑒−𝛾 ,

где 𝜏(𝑛) — число делителей числа 𝑛, 𝜔(𝑛) — число различных простых делителей числа
𝑛, 𝜎(𝑛) — сумма всех делителей числа 𝑛 и 𝜙(𝑛) — функция Эйлера.

В курсе математического анализа доказывается, что верхний предел последовательности
равен верхнему предельному числу, а нижний предел — нижнему предельному числу, т.е.

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑛) = inf
𝑛≥1

sup
𝑚≥𝑛

𝑓(𝑚) = 𝐿, lim
𝑛→∞

𝑓(𝑛) = sup
𝑛≥1

inf
𝑚≥𝑛

𝑓(𝑚) = 𝑙.

Таким образом, для того чтобы доказать, что число 𝐿 является верхним пределом после-
довательности 𝑓(𝑛) достаточно показать, что выполняются следующие два условия:
1) для любого натурального 𝑛 имеем sup

𝑚≥𝑛
𝑓(𝑚) ≥ 𝐿, т.е. найдется бесконечная последователь-

ность натуральных чисел 𝑚𝑘, 𝑘 ≥ 1, такая, что 𝑓(𝑚𝑘) ≥ 𝐿,
2) для любого 𝜀 > 0 найдется номер 𝑛0 такой, что sup

𝑚≥𝑛0

𝑓(𝑚) < 𝐿+ 𝜀, т.е. для всех номеров 𝑚,

не меньших 𝑛0, значения функции 𝑓(𝑚) меньше 𝐿+ 𝜀.
Далее рассмотрим следующую лемму Бореля – Кантелли, относящуюся к событиям, кото-

рые случаются “почти наверное”, и на которой основаны многие теоремы метрической теории
чисел.

Лемма 1.2. Пусть 𝐴1, 𝐴2, . . . — последовательность событий на вероятностном простран-

стве (Ω,ℬ, 𝑃 ), и пусть

𝐵 = lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 =
∞
∩
𝑘=1

∞
∪
𝑛=𝑘

𝐴𝑛.

Тогда, если

1) ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑃 (𝐴𝑛) сходится, то 𝑃 (𝐵) = 0;

2) события 𝐴𝑛 независимы и ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑃 (𝐴𝑛) расходится, то 𝑃 (𝐵) = 1.

В качестве арифметического следствия отсюда получаются знаменитые теорема Э.Бореля
о “нормальных числах” и закон А.Я.Хинчина повторного логарифма.

Пусть 𝑥 — иррациональное число, 0 < 𝑥 < 1. Разложим 𝑥 в двоичную дробь. Рассмотрим
первые 𝑛 цифр в его разложении. Символом 𝜇𝑛(𝑥) обозначим разность между количеством
нулей в его записи и числом 𝑛/2. Э.Борель установил, что для всех иррациональных 𝑥, за
исключением множества меры нуль, при 𝑛→ ∞ имеем соотношение

𝜇𝑛(𝑥) = 𝑜(𝑛).

В 1914 г. Ф.Хаусдорф уточнил это предельное соотношение. Он доказал, что при 𝛼 > 1/2

𝜇𝑛(𝑥) = 𝑜(𝑛𝛼).

В том же году Г.Харди и Дж.Литтлвуд получили, что

lim
𝑛→∞

|𝜇𝑛(𝑥)|√
𝑛 ln𝑛

≤
√
2

2
.
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С другой стороны, они доказали, что 𝜇𝑛(𝑥) = Ω(
√
𝑛).

Теорема. (А.Я.Хинчин). Пусть 𝑥 — иррациональное число, которое представлено в виде

двоичной дроби. Пусть в первых 𝑛 цифрах его двоичного разложения нуль встречается 𝑚(𝑛)
раз, и пусть 𝜇(𝑛) = 𝑚(𝑛)− 𝑛/2. Тогда для всех 𝑥, за исключением множества меры нуль, при

𝑛→ ∞ имеем

lim
𝑛→∞

|𝜇𝑛(𝑥)|√
𝑛 ln ln𝑛

=

√
2

2
.

4. Одна теорема о непрерывных дробях и её арифметические
приложения (1923)

Пусть 𝑥 — иррациональное число, 0 < 𝑥 < 1. И пусть 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛(𝑥) обозначает 𝑛-й элемент
разложения числа 𝑥 в правильную непрерывную дробь вида

𝑥 = 𝑎1 +
1

𝑎2 +
1

𝑎3 +
1

𝑎4 + . . .

.

Положим
𝐴𝑛 = 𝐴𝑛(𝑥) =

𝑎1 + · · ·+ 𝑎𝑛
𝑛

,𝐺(𝑛) = 𝑛
√
𝑎1 . . . 𝑎𝑛.

Теорема 3.1. Для любого 𝜀 > 0 и каждого иррационального 𝑥, за исключением, быть мо-
жет, множества лебеговой меры нуль, при 𝑛→ ∞ выполняются асимптотические неравенства

𝐴𝑛(𝑥) ≪ 𝑛𝜀, lim
𝑛→∞

𝐺(𝑛) ≤ 𝑒𝑒
√
2 ln 2

.

В качестве приложения А.Я.Хинчин доказывает, что оценка В.Серпинского (1910) для
любого иррационального числа при 𝑛→ ∞ сумм вида

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜌(𝑘𝑥) = 𝑜(𝑛), 𝜌(𝑡) =
1

2
− {𝑡},

неулучшаема.
Теорема 3.2. Пусть 𝜔(𝑛) > 0 — произвольная функция натурального аргумента 𝑛 и при

𝑛 → ∞ имеем 𝜔(𝑛) → 0. Тогда найдётся иррациональное число 𝑥 такое, что при 𝑛 → ∞ не

выполняется соотношение
𝑛∑︁
𝑘=1

𝜌(𝑘𝑥) = 𝑂(𝑛𝜔(𝑛)).

Теорема 3.3. Для любого 𝜀 > 0 и для любого иррационального 𝑥, за исключением, быть

может, множества лебеговой меры нуль, при 𝑛 → ∞ выполняется асимптотическое неравен-

ство
𝑛∑︁
𝑘=1

𝜌(𝑘𝑥) = 𝑂(ln1+𝜀 𝑛).

Теорема 3.4. Для любого 𝜀 > 0 и для любого иррационального 𝑥, за исключением, быть

может, множества лебеговой меры нуль, при 𝑛 → ∞ выполняется асимптотическое неравен-

ство
𝑛∑︁
𝑘=1

𝜌(𝑘𝑥) = Ω(ln𝑛).
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5. К аддитивной теории чисел (1932)

Пусть заданы последовательности 𝐴 и 𝐵 неотрицательных целых чисел

𝐴 = {𝑎0 = 0 < 𝑎1 < 𝑎2 < . . . }, 𝐵 = {𝑏0 = 0 < 𝑏1 < 𝑏2 < . . . },

и пусть 𝐴(𝑛), 𝑛 ≥ 0, обозначает число элементов последовательности 𝐴, не превосходящих 𝑛.
Назовём, следуя Л.Г.Шнирельману, плотностью последовательности 𝐴 величину

𝐷(𝐴) = inf
𝑛>0

𝐴(𝑛)− 1

𝑛
.

Определим, далее, сумму 𝐶 = {𝑐0 = 0 < 𝑐1 < 𝑐2 < . . . } двух последовательностей 𝐴 и 𝐵
соотношением вида

𝐶 = 𝐴+𝐵 = {𝑐 = 𝑎+ 𝑏|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}.

Пример. Пусть 𝐴 = 𝐵 = {0, 1, 2, 6, 7, 8, 12, . . . }. Тогда

𝐶 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, . . . },

𝐴(5)− 1 = 2, 𝐷(𝐴) =
2

5
, 𝐶(11)− 1 = 9, 𝐷(𝐶) =

9

11
, 𝐷(𝐴) +𝐷(𝐵) =

4

5
<

9

11
= 𝐷(𝐶).

Теорема 4.1. Пусть 𝐷(𝐴1) = · · · = 𝐷(𝐴𝑘). Тогда

𝐷(
𝑘∑︁
𝑟=1

𝐴𝑟) ≥ min {1,
𝑘∑︁
𝑟=1

𝐷(𝐴𝑟)}.

В 1942 г. Г.Б.Манн распространил это утверждение на последовательности с разными плот-
ностями.

6. Об одном классе линейных диофантовых приближений (1926)

В этом исследовании А.Я.Хинчин отталкивается от известной теоремы Л.Кронекера.
Пусть действительные числа 𝜃1, 𝜃2, . . . , 𝜃𝑚 линейно независимы над кольцом целых чисел.

Тогда точки

({𝑛𝜃1}, {𝑛𝜃2}, . . . , {𝑛𝜃𝑛})

образуют в единичном 𝑚-мерном кубе всюду плотное множество.

Обозначим символом ‖𝜃‖ = min ({𝜃}, 1− {𝜃}) расстояние до ближайшего целого чис-
ла. Имеем, что ‖𝜃1 + 𝜃2‖ ≤ ‖𝜃1‖ + ‖𝜃2‖ и для любого целого 𝑛 справедливо неравенство
‖𝑛‖ ≤ |𝑛| · ‖𝜃‖.

Теорема 5.1. (А.Я.Хинчин: принцип переноса). Пусть 𝜃1, 𝜃2, . . . , 𝜃𝑛 — любые иррациональ-

ные числа, и пусть 𝜔1 ≥ 0, 𝜔2 ≥ 0 являются соответственно точными верхними гранями чисел

𝜔, 𝜔′ таких, что неравенства

‖𝑢1𝜃1 + · · ·+ 𝑢𝑛𝜃𝑛‖ ≤ ( max
1≤𝑗≤𝑛

|𝑢𝑗 |)−𝑛−𝜔,

max
1≤𝑗≤𝑛

‖𝑥𝜃𝑗‖ ≤ 𝑥−(1+𝜔′)/𝑛

имеют бесконечно много решений в целых числах 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛, 𝑥. Тогда

𝜔1 ≥ 𝜔2 ≥
𝜔1

𝑛2 + (𝑛− 1)𝜔1
.
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7. Теорема переноса для сингулярных систем линейных уравне-
ний (1948)

Пусть задана система 𝑛 линейных форм вида

𝐿𝑗(x) =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜃𝑗𝑖𝑥𝑖 (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛),

и пусть задана транспонированная система 𝑚 линейных форм вида

𝑀𝑖(𝑢) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜃𝑗𝑖𝑢𝑗 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚).

Система из 𝑛 линейных форм 𝐿𝑗(x) называется сингулярной, если для любого 𝜀 > 0 най-
дётся 𝑋0 = 𝑋0(𝜀) такое, что для всех 𝑋 > 𝑋0 система неравенств

‖𝐿(x)‖ < 𝜀𝑋−𝑚/𝑛, |𝑥𝑖| ≤ 𝑋,

имеет целое решение x ̸= 0. В противном случае система называется регулярной.
Заметим, что множество коэффициентов 𝜃𝑗𝑖 образует в 𝑚𝑛-мерном пространстве множе-

ство лебеговой меры нуль (по лемме Бореля – Кантелли).
Теорема 6.1. Для того, чтоб система 𝐿𝑗(x) была сингулярна, необходимо и достаточно,

чтобы была сингулярна транспонированная система 𝑀𝑖(u).

8. Количественная концепция аппроксимационной теории Кро-
некера (1948)

Основной результат аппроксимационной теории Кронекера — критерий того, чтобы систе-
ма неравенств

|
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜃𝑖𝑗𝑥𝑖 − 𝑦𝑗 − 𝛼𝑗 | <
1

𝑡
(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛),

где 𝜃𝑖𝑗 и 𝛼𝑗 — вещественные числа, имела при любом 𝑡 > 0 решения в целых числах 𝑥𝑖, 𝑦𝑗 .
А.Я.Хинчин решает следующую задачу: найти критерий того, чтобы система неравенств

|
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜃𝑖𝑗𝑥𝑖 − 𝑦𝑗 − 𝛼𝑗 | <
𝑐1
𝑡

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛),

где 𝜃𝑖𝑗 и 𝛼𝑗 — вещественные числа, имела при любом 𝑡 > 0 решения в целых числах 𝑥𝑖, 𝑦𝑗 при
условии, что

|𝑥𝑖| < 𝑐2𝜙(𝑡) (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚),

причём 𝑐1 и 𝑐2 — некоторые положительные постоянные, а 𝜙(𝑡)— любая положительная непре-
рывная неубывающая функция от 𝑡.
Получено 15.10.2019 г.
Принято в печать 20.12.2019 г.



396 В.Н.Кузнецов

ЧЕБЫШЕВСКИЙ СБОРНИК

Том 20. Выпуск 4.

УДК 511.3 DOI 10.22405/2226-8383-2019-20-4-396-399

Николай Григорьевич Чудаков

В.Н.Кузнецов (Саратов)

В.Н.Кузнецов, – профессор кафедры прикладной математики и системного анализа, СГТУ.
e-mail: kuznetsovvalnik@gmail.com

Abstract

Работа посвящена сто пятнадцатой годовщине со дня рождения Николая Григорьевича
Чудакова.

Ключевые слова: Николай Григорьевич Чудаков.

Библиография: 15 наименований.

Для цитирования:
В. Н. Кузнецов. Николай Григорьевич Чудаков // Чебышевский сборник. 2019. Т. 20, вып. 4.
С. 396-399

CHEBYSHEVSKII SBORNIK

Vol. 20. No. 4.

UDC 511.3 DOI 10.22405/2226-8383-2019-20-4-396-399

Nikolai Grigor’evich Chudakov

V. N. Kuznetsov (Saratov)

Kuznetsov Valentin Nikolaevich — doctor of technical sciences, professor, professor of the
department of applied mathematics and systems analysis, Saratov State Technical University.
e-mail: KuznetsovVN@info.sgu.ru

Abstract

The work is dedicated to the one hundred and fifteenth anniversary of the birth of Nikolai
Grigoryevich Chudakov.

Keywords: Nikolai Grigor’evich Chudakov.

Bibliography: 15 titles.

For citation:
V. N. Kuznetsov, 2019, "Nikolai Grigor’evich Chudakov" , Chebyshevskii sbornik, vol. 20, no. 4,
pp. 396-399

Николай Григорьевич Чудаков (1904-1986)
В декабре 2019 года исполнилось сто пятнадцать лет со дня рождения крупного специа-

листа в области теории чисел, основателя и научного руководителя школы по теории чисел
Саратовского государственного университета профессора Николая Григорьевича Чудакова.



Николай Григорьевич Чудаков 397

Н. Г. Чудаков родился 14 декабря 1904 года в селе Лысовка Ново-Бурасовского райо-
на Саратовской области. Рано пробудившийся интерес к математике привел его на физико-
математический факультет Саратовского университета. Вскоре он перешел в Московский уни-
верситете, который окончил в 1927 году. С 1927 по 1930 год Н.Г. Чудаков был аспирантом
МГУ. Его научным руководителем являлся член-корреспондент АН СССР В. В. Степанов.
В 1930 году после окончания аспирантуры Н.Г. Чудаков приехал в Саратов и возглавил в
Саратовском университете кафедру высшей математики.

В 1936 году Н. Г. Чудаков успешно защитил диссертацию в Математическом институте АН
СССР им. В. А. Стеклова и сразу же получил ученую степень доктора физико-математических
наук. В период с 1936 по 1940 год он жил и работал в Москве, а осенью 1940 года вернулся
в Саратовский университет на должность заведующего кафедрой алгебры и теории чисел,
которая незадолго до этого была организована в университете. Н.Г. Чудаков возглавлял эту
кафедру до 1962 года. За период с 1962 по 1972 год он работал в Ленинградском отделении
МИАН, а с 1972 по 1983 год он снова возглавляет кафедру алгебры и теории чисел. С 1983
года по состоянию здоровья Н. Г. Чудаков вынужден был перейти на должность профессора-
консультанта.

С именем Николая Григорьевича Чудакова связан целый ряд крупных открытий в теории
чисел, широко известных отечественным и зарубежным математикам. В 30-е годы, ознамено-
вавшиеся созданием знаменитого метода И. М. Виноградова, Н.Г. Чудаков мастерски приме-
нил этот метод к решению ряда трудных задач и важных проблем теории чисел. С их помощью
Николай Григорьевич дал оценку для границы нулей дзета-функции в критической полосе.
Этот результат позволил ему улучшить остаточный член в асимптотической формуле для
числа простых, не превосходящих числа x, и уточнить оценку сверху разности двух соседних
простых. В 40-е годы аналогичные результаты Н. Г. Чудаков получил и для арифметических
прогрессий. Другое значительное открытие, сделанное им в 30-х годах, относится к аддитив-
ной теории чисел. Он внес весомый вклад в решение бинарной проблемы Гольдбаха, а именно
доказал, что почти все четные числа представимы в виде суммы двух простых. К 40-м годам
относится работа Н.Г. Чудакова, содержащая новое доказательство теоремы Зигеля о числе
бинарных квадратичных форм. Широкую известность приобрела монография Н. Г. Чудакова
«Введение в теорию L-функций Дирихле», написанная им в середине 40-х годов. В 50-е годы
особое внимание Н. Г. Чудакова привлекает теория характеров. В цикле работ он изучает
проблему обобщенных характеров и связанные с ними L-функции. Николаем Григорьевичем
был внесен существенный вклад в решение этой проблемы.

В начале 60-х годов Н. Г. Чудаков совместно с Ю. В. Линником и М. Б. Барбаном получил
результат о распределении простых чисел в коротких прогрессиях, близкий к гипотетиче-
скому. Среди научных трудов Николая Григорьевича того времени видное место занимают



398 В.Н.Кузнецов

обзорные статьи по аналитической теории чисел.
В начале 70-х годов Николай Григорьевич совместно с Н. И. Фельдманом получил эф-

фективную оценку сверху для десятого одноклассного дискриминанта мнимых квадратичных
полей методом, отличным от метода Старка-Бейкера. В 1972 году он снова возглавил кафедру
алгебры и теории чисел Саратовского университета. В последующие годы Н.Г. Чудаков вновь
возвращается к проблеме обобщенных характеров, расширенной гипотезе Римана, оценкам
тригонометрических сумм и т.д. Поставленные им в этот период вопросы оказались весьма
глубокими и предопределили исследования многих ученых вплоть до настоящего времени.

Николай Григорьевич всегда реагировал на новейшие достижения в областях, примыка-
ющих к аналитической теории чисел. По его инициативе еще в 50-е годы на кафедре ал-
гебры и теории чисел Саратовского университета разрабатываются вопросы полиадического
и p-адического анализа, алгебраической геометрии и их применения к решению теоретико-
числовых задач.

Н. Г. Чудаков, Г. Н. Свешников и др. (1960-е гг.)
За долгие годы заведывания кафедрой в Саратовском университете Н. Г. Чудаков при-

общил к исследовательской работе в области теории чисел не одно поколение математиков.
Среди учеников Николая Григорьевича следует отметить К. А. Родосского, Б. М. Бредихина,
В. М. Архангельскую, Н. И. Климова, Г. И. Перельмутера, Д. Н. Ленского, В. Е. Воскресен-
ского, В. В. Глазкова, Г. И. Гусева, В. Н. Кузнецова и др.
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