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Ââåäåíèå

�1. Îáîçíà÷åíèÿ è èñõîäíûå îïðåäåëåíèÿ

A \B � ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B.
An � äåêàðòîâà ñòåïåíü ìíîæåñòâà A.
δji � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Z � êîëüöî öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Z+ � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.
Z− � ìíîæåñòâî íåïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.
Q � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
R � ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
C � ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
A � ïîëå âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë íàä Q.
I � ìíèìîå êâàäðàòè÷íîå ïîëå íàä Q.
ZA � êîëüöî âñåõ öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.
K � àëãåáðàè÷åñêîå ïîëå êîíå÷íîé ñòåïåíè íàä Q.
ZK � êîëüöî öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ïîëÿ K.
[K :Q] � ñòåïåíü àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëÿ K íàä Q.
degα � ñòåïåíü àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α íàä Q.
ℜe α,ℑm α � äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ÷èñëà α.
denα � çíàìåíàòåëü àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α.
|α| � ðàçìåð ÷èñëà α ∈ A (ìàêñèìóì ìîäóëåé ÷èñåë, àëãåáðàè÷åñêè

ñîïðÿæ¼ííûõ ñ α).
K[j ] � ïîëå, ñîïðÿæ¼ííîå ñ K (ñì. ñòð. 71).
α[j ] � ÷èñëî, ñîïðÿæ¼ííîå ñ α ∈ K â ïîëå K.
Normα � íîðìà ÷èñëà α ∈ K (ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë, ñîïðÿæ¼ííûõ

ñ α â ïîëå K).
[x] � íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî

x.
W[z1, . . . , zn] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn íàä

ïîëåì (êîëüöîì) W.
W(z1, . . . , zn)� ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ z1, . . . , zn

íàä ïîëåì W.
C[z±1] � êîëüöî C[z, z−1].
degzi P � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P ∈W[z1, . . . , zn] ïî zi.
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degz̄ P � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P ∈W[z1, . . . , zn] ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-
ìåííûõ z1, . . . , zn.

H(P ) � âûñîòà ìíîãî÷ëåíà P ∈ C[z1, . . . , zn] (ìàêñèìóì ìîäóëåé âñåõ
åãî êîýôôèöèåíòîâ).

|P | � ðàçìåð ìíîãî÷ëåíà P ∈ A[z1, . . . , zn] (ìàêñèìóì ðàçìåðîâ âñåõ
åãî êîýôôèöèåíòîâ).

(P,Q) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ P è Q.
P [j ] � ìíîãî÷ëåí, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ñîïðÿæåíû ñ êîýôôèöèåí-

òàìè ìíîãî÷ëåíà P ∈ K[z1, . . . , zn] (ñì. ñòð. 71).
f[j ](z) � ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ñîïðÿ-

æåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà f(z) (ñì. ñòð. 71).
deg trV{u1, . . . , un}� ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ

u1, . . . , un íàä ïîëåì V.
deg tr◦V{u1, . . . , un} � ñòåïåíü îäíîðîäíîé òðàíñöåíäåíòíîñòè ìíîæå-

ñòâà ýëåìåíòîâ u1, . . . , un íàä ïîëåì V.
ΦK(ξ1, . . . , ξn; s;H)� ìåðà àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë ξ1, . . . ,

ξn îòíîñèòåëüíî ïîëÿ K (ñì. ñòð. 16).
Φ◦K(ξ1, . . . , ξn; s;H) � ìåðà îäíîðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè

÷èñåë ξ1, . . . , ξn îòíîñèòåëüíî ïîëÿ K.
F ⟨v1, . . . , vn⟩ � äèôôåðåíöèàëüíîå ïîëå, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì

ê ïîëþ F äèôôåðåíöèàëüíûõ ïåðåìåííûõ v1, . . . , vn.
∥αi,k∥i,k � ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè αi,k.
|αi,k|i,k � îïðåäåëèòåëü ñ ýëåìåíòàìè αi,k.
M(m,W) � ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà m ×m ñ ýëåìåíòàìè èç

êîëüöà W.
GL(m,W)� ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà (ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ ìàò-

ðèö ðàçìåðà m×m ñ ýëåìåíòàìè èç êîëüöà W).
SL(m,W) � ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà (ïîäãðóïïà GL(m,W) èç

ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1).
Sp(m,C) � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà (ïîäãðóïïà GL(m,C), ãäå m �

÷¼òíîå ÷èñëî, èç ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìàòðèö).
diag(a1, . . . , am) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè a1, . . . , am.
AT � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ñ ìàòðèöåé A.
(A) � ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

1-ãî ïîðÿäêà ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A.
dimL � ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L.
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ord f(z) � ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z = 0.
f (̂z) � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè f(z).
F ◦G � êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ F è G.
L(ν⃗; λ⃗; z) � äèôôåðåíöèàëüíûé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð (ñì.

ñòð. 10 è 29).
µ⃗ ∼ η⃗ � ýêâèâàëåíòíîñòü âåêòîðîâ µ⃗, η⃗ ∈ Cn ïî mod Z (ñì. ñòð. 29).

Êîìïëåêñíîå (â ÷àñòíîñòè, äåéñòâèòåëüíîå) ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

p(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0, p(x) ̸≡ 0,

ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, è òðàíñöåíäåíòíûì â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí p(x)
íåïðèâîäèì â ïîëå Q(x), à åãî êîýôôèöèåíòû � âçàèìíî ïðîñòûå öå-
ëûå ÷èñëà. Â ýòîì ñëó÷àå ñòåïåíü è âûñîòó ìíîãî÷ëåíà p(x) íàçûâàþò,
ñîîòâåòñòâåííî, ñòåïåíüþ è âûñîòîé ÷èñëà α, à êîðíè ìíîãî÷ëåíà p(x)
� ÷èñëàìè, àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûìè ñ α. Åñëè p(x) ∈ Z[x] è
an = 1, òî ÷èñëî α íàçûâàþò öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì. Çíàìåíàòåëü àë-
ãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α � ýòî òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî q, ÷òî qα ∈ ZA.

Ïóñòü K = Q( θ), θ ∈ A, deg θ = [K :Q] = h, θ1, . . . , θh � ÷èñëà,
ñîïðÿæ¼ííûå ñ θ. Åñëè α ∈ K, òî α = P ( θ), P ∈ Q[x], degP 6 h− 1.
×èñëà α[j ] = P ( θj), j = 1, . . . , h, íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè, ñîïðÿæ¼ííû-
ìè ñ α â ïîëå K. Îíè ñîâïàäàþò ñ ÷èñëàìè, ñîïðÿæ¼ííûìè ñ α, áûòü
ìîæåò, ïîâòîð¼ííûìè íåñêîëüêî ðàç (ñì. [36:12, ãë. 1, �4]). Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî α[ 1 ] = α. ×èñëà α[ 2 ], . . . , α[h ] ìîãóò íå ïðèíàäëåæàòü ïîëþ
K.

Ïóñòü V� ïîëå, àW� ïîëå èëè êîëüöî, ñîäåðæàùåå V. Ýëåìåíòû
u1, . . . , un èç W íàçûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìûìè íàä V, åñëè
ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí

P = P (z1, . . . , zn) ∈ V[z1, . . . , zn], P ̸≡ 0,

òàêîé, ÷òî P (u1, . . . , un) = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýëåìåíòû u1, . . . , un
íàçûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè íàä V.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ îäíîðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé
çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâW íàä V ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé,
÷òî ìíîãî÷ëåí P , âõîäÿùèé â îïðåäåëåíèå, ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì.
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Íàèáîëüøåå ÷èñëî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä V ñðåäè ìíî-
æåñòâà ýëåìåíòîâ u1, . . . , un èç W íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ òðàíñöåíäåíò-
íîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíü îäíîðîäíîé
òðàíñöåíäåíòíîñòè ìíîæåñòâà u1, . . . , un.

Åñëè V = Q, W = C, òî ãîâîðÿò êîðî÷å îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçà-
âèñèìîñòè èëè çàâèñèìîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà, àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå íàä Q,
ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè íàä A.

Ïîíÿòèå àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè îáîáùàåò ïîíÿòèå òðàíñ-
öåíäåíòíîñòè ÷èñëà. Åñëè íåêîòîðûå ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñè-
ìû, òî êàæäîå èç íèõ òðàíñöåíäåíòíî.

Âî ââåäåíèè è â êàæäîé ãëàâå ëåììû è ôîðìóëû èìåþò ñâîþ
íóìåðàöèþ. Ïðè ññûëêàõ íà ëåììû è ôîðìóëû èç äðóãîé ãëàâû ïå-
ðåä èõ íîìåðàìè óêàçûâàåòñÿ íîìåð ãëàâû, â êîòîðîé îíè ñîäåðæàòñÿ.
Íàïðèìåð, (1.6) îáîçíà÷àåò ôîðìóëó (6) èç ãëàâû 1. Ïðè ññûëêàõ íà
ôîðìóëû ââåäåíèÿ ïåðåä íîìåðîì ôîðìóëû ñòàâèòñÿ 0.

Ïðè ññûëêàõ íà ëèòåðàòóðó óêàçûâàþòñÿ íîìåð ôàìèëèè àâòîðà
è íîìåð åãî ðàáîòû ñîãëàñíî íóìåðàöèè â ñïèñêå ëèòåðàòóðû. Ýòè
íîìåðà ðàçäåëÿþòñÿ äâîåòî÷èåì è çàêëþ÷àþòñÿ â êâàäðàòíûå ñêîáêè.

�2. Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü å¼ ðàçðàáîòàííîñòè

Ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë âïåðâûå áûëî äîêàçàíî
Æ. Ëèóâèëëåì [55:1] â 1844 ã. Îí âûÿñíèë, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñ-
ëà íå ìîãóò "ñëèøêîì õîðîøî" ïðèáëèæàòüñÿ ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿ-
ìè. Ýòî ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü ïåðâûå ïðèìåðû òðàíñöåíäåíòíûõ ÷è-
ñåë, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó òàê íàçûâàåìûõ Ëèóâèëëåâûõ ÷èñåë. Íî
ðåçóëüòàò Ëèóâèëëÿ íå äàâàë âîçìîæíîñòè óñòàíàâëèâàòü òðàíñöåí-
äåíòíîñòü ìíîãèõ ÷èñåë, èìåþùèõ çíà÷åíèå â ìàòåìàòèêå, íàïðèìåð,
e, π, eπ è äðóãèõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà ïîòðåáîâàëîñü ñîçäàíèå
ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà òðàíñöåíäåíòíîñòè çíà÷åíèé ðàçëè÷íûõ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïåðâûé àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä â òåîðèè òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë
áûë îïóáëèêîâàí â 1873 ã. Ø. Ýðìèòîì [49:1]. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà,
îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè ñâîéñòâ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ez, åìó
óäàëîñü óñòàíîâèòü òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà e.
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Â 1882 ã. Ô. Ëèíäåìàí [54:1], ðàçâèâàÿ ìåòîä Ýðìèòà, äîêàçàë
òðàíñöåíäåíòíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè ez â íåíóëåâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
òî÷êàõ è, êàê ñëåäñòâèå, òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà π è çíà÷åíèé ôóíê-
öèè ln z ïðè z ∈ A \ {0; 1}. Èç äîêàçàííîé Ëèíäåìàíîì òðàíñöåíäåíò-
íîñòè ÷èñëà π âûòåêàëî îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû êâàäðàòóðû
êðóãà.

Â ñâîåé ðàáîòå Ëèíäåìàí òàêæå äîêàçàë òåîðåìó î ëèíåéíîé íåçà-
âèñèìîñòè íàä ïîëåì A ÷èñåë eα1, . . . , eαm, ãäå α1, . . . , αm � ðàçëè÷íûå
àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, ÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ îá àëãåáðàè÷å-
ñêîé íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë eα1, . . . , eαn ïðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä Q
àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñëàõ α1, . . . , αn.

Â 1929 ã. è 1934 ã. À.Î. Ãåëüôîíä [11:1�3] îïóáëèêîâàë àíàëèòè-
÷åñêèå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà òðàíñöåíäåíòíîñòè ÷èñåë, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ åìó óäàëîñü ðåøèòü ñåäüìóþ ïðîáëåìó Ãèëüáåðòà î òðàíñ-
öåíäåíòíîñòè ÷èñåë âèäà αβ, ãäå α, β ∈ A, α ̸∈ {0; 1}, β ̸∈ Q. Èç åãî
ðåçóëüòàòîâ ñëåäîâàëî, íàïðèìåð, ÷òî ÷èñëî eπ = i−2i òðàíñöåíäåíòíî.
Òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà 2

√
2 äîêàçàë â 1930 ã. Ð.Î. Êóçüìèí [20:1].

Â 1934 ã., íåñêîëüêî ïîçæå Ãåëüôîíäà, Ò. Øíåéäåð [60:1] ïîëó-
÷èë ðåøåíèå ñåäüìîé ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà äðóãèì ìåòîäîì. Â 1934 �
41 ãã. Ò. Øíåéäåð [60:2�5] äîêàçàë òðàíñöåíäåíòíîñòü ìíîãèõ ÷èñåë,
ñâÿçàííûõ ñ ýëëèïòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, ìîäóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè è
àáåëåâûìè èíòåãðàëàìè.

Â 1929 � 30 ãã. Ê. Ìàëåð [56:1�3] îïóáëèêîâàë ìåòîä, ïîçâîëÿ-
þùèé óñòàíàâëèâàòü òðàíñöåíäåíòíîñòü è àëãåáðàè÷åñêóþ íåçàâèñè-
ìîñòü çíà÷åíèé â òî÷êàõ α ∈ A \ {0} àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì âèäà

f(zp) =
A1(z, f(z))

A2(z, f(z))
, Aj(z, y) ∈ ZK[z, y], p ∈ N, p > 2,

åñëè êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ïî ñòåïåíÿì z ïðèíàä-
ëåæàò ïîëþ K.

Â 1929 ã. Ê. Çèãåëü [61:1] ñîçäàë íîâûé àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä.
Ýòèì ìåòîäîì îí èññëåäîâàë àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà çíà÷åíèé ôóíê-
öèé

Kλ(z) = 1 +
∞∑
n=1

(−1)n

n!(λ+ 1) . . . (λ+ n)

(z
2

)2n
, λ ̸= −1,−2, . . . ,
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óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

y′′ +
2λ+ 1

z
y′ + y = 0 (1)

è òîëüêî ìíîæèòåëåì (z/2)λ(Γ(λ + 1))−1 îòëè÷àþùèõñÿ îò ôóíêöèé
Áåññåëÿ Jλ(z) ñ èíäåêñîì λ.

Ê. Çèãåëü äîêàçàë, ÷òî åñëè α ∈ A \ {0}, −λ ∈ Q \ N, òî ÷èñëà
Kλ(α), K ′λ(α) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû. Â òîé æå ðàáîòå îí íàø¼ë
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìî-
ñòè 2nm ÷èñåë Kλi

(αk), K ′λi
(αk), i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m.

Ìåòîä Çèãåëÿ ìîæíî ïðèìåíèòü ê èññëåäîâàíèþ àðèôìåòè÷åñêîé
ïðèðîäû çíà÷åíèé îäíîãî êëàññà öåëûõ ôóíêöèé, íàçâàííûõ èì Å-
ôóíêöèÿìè, ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíûì äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z).

Ìåòîäû Ãåëüôîíäà, Ìàëåðà è Çèãåëÿ, ïîëó÷èâøèå äàëüíåéøåå
îáîáùåíèå è ðàçâèòèå, äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ îñíîâíûìè ìåòîäàìè òåî-
ðèè òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë.

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ñâÿçàíà ñ ìåòîäîì Çèãåëÿ. Èñòîðèÿ è ñî-
âðåìåííîå ñîñòîÿíèå ìåòîäîâ Ãåëüôîíäà è Ìàëåðà ïîäðîáíî èçëîæåíû
â ìîíîãðàôèÿõ [11:4; 33:2; 39:1; 57:1], ñì. òàêæå [36:12, ñòð. 15 � 17].

Îïðåäåëåíèå 1. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

f(z) =
∞∑
n=0

cn
zn

n!
, cn ∈ K, (2)

íàçûâàåòñÿ Å-ôóíêöèåé, åñëè ïðè ëþáîì ε > 0:
1◦. |cn| = O(nεn), n→∞.
2◦. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {dn} îáùèõ çíàìåíàòåëåé

÷èñåë c1, . . . , cn, òàêàÿ, ÷òî dn = O(nεn), n→∞.
Ìíîæåñòâî Å-ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì êîëüöîì, çà-

ìêíóòûì îòíîñèòåëüíî èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî z, à òàêæå
çàìåíû àðãóìåíòà z íà αz, ãäå α ∈ A. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñÿêàÿ
Å-ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò ìíîãî÷ëåíà, äîëæíà áûòü öåëîé ôóíêöèåé
1-ãî ïîðÿäêà.

Ïðîñòåéøèìè Å-ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû èç A[z], ez,
sin z, cos z, sh z, ch z, ôóíêöèÿ Áåññåëÿ J0(z). Áîëåå ñëîæíûå ïðè-
ìåðû Å-ôóíêöèé ïîëó÷àþòñÿ èç (îáîáù¼ííûõ) ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ
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ôóíêöèé

lφq(z) = lφq(ν⃗; λ⃗; z) = l+1Fq

(
1, ν1, . . . , νl
λ1, . . . , λq

∣∣∣∣ z) =
∞∑
n=0

(ν1)n . . . (νl)n
(λ1)n . . . (λq)n

zn,

ãäå 0 6 l 6 q, (ν)0 = 1, (ν)n = ν(ν+1) . . . (ν+n−1), ν⃗ = (ν1, . . . , νl) ∈
Cl, λ⃗ ∈ (C \ Z−)q.

Ôóíêöèÿ lφq(ν⃗; λ⃗; z) óäîâëåòâîðÿåò (îáîáù¼ííîìó) ãèïåðãåîìåò-
ðè÷åñêîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

L(ν⃗; λ⃗; z) y = (λ1 − 1) . . . (λq − 1), (3)

ãäå

L(ν⃗; λ⃗; z) =

(
q∏

j=1

(δ + λj − 1)− z
l∏

k=1

(δ + νk)

)
, δ = z

d

dz
.

Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè èçâåñòíû óæå íåñêîëüêî ñòîëåòèé
(ñì. [62:1; 22:1; 19:1; 4:1; 3:1]). Íàèáîëåå ïîäðîáíî èçó÷àëèñü ñâîéñòâà
ôóíêöèé

lFq

(
ν1, . . . , νl
λ1, . . . , λq

∣∣∣∣ z) =
∞∑
n=0

(ν1)n . . . (νl)n
n!(λ1)n . . . (λq)n

zn,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèÿì.

Â ñòàòüå [61:1] Ê. Çèãåëü äîêàçàë, ÷òî ôóíêöèè lφq(ν⃗; λ⃗;αz
q−l)

ïðè l < q, ν1, . . . , λq ∈ Q, α ∈ A ÿâëÿþòñÿ Å-ôóíêöèÿìè.
Âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ lφq(ν⃗; λ⃗; z

q−l) ñ ïðî-
èçâîëüíûìè êîìïëåêñíûìè ïàðàìåòðàìè áóäåò Å-ôóíêöèåé, èññëåäî-
âàëñÿ â ðàáîòàõ Â.Ã. Ñïðèíäæóêà [30:1] è À.È. Ãàëî÷êèíà [10:2]. Âû-
ÿñíèëîñü, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ, âñå ïàðàìåòðû
νi, λj äîëæíû áûòü ðàöèîíàëüíûìè.

Ê. Çèãåëü [61:1, �2; 61:2, ñòð. 58] ñôîðìóëèðîâàë ãèïîòåçó, ÷òî
âñÿêàÿ Å-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíî-
ìó óðàâíåíèþ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z), ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìíî-
ãî÷ëåíà ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè îò z è êîíå÷íîãî ÷èñëà
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ Å-ôóíêöèé, à òàêæå ôóíêöèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç
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íèõ çàìåíîé z íà αz ïðè α ∈ A. Äî ïîÿâëåíèÿ ñòàòåé àâòîðà â íàïðàâ-
ëåíèè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íå áûëî ïîëó÷åíî íèêàêèõ ðåçóëüòàòîâ
(ñì. ñòð. 189 êíèãè [36:12]).

Â 1949 ã. Ê. Çèãåëü [61:2] èçëîæèë ñâîé ìåòîä â âèäå îáùåé òåî-
ðåìû îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé

f1(z), . . . , fm(z), (4)

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

y′k =
m∑
i=1

Qk,i yi, Qk,i ∈ C(z), k = 1, . . . ,m, m > 2 (5)

â òî÷êå α ∈ A \ {0}, íåîñîáîé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû.
Â îáùåé òåîðåìå Çèãåëÿ òðåáîâàëîñü âûïîëíåíèå íåêîòîðîãî àíà-

ëèòè÷åñêîãî óñëîâèÿ íîðìàëüíîñòè ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ôóíêöèé. Ââèäó ñëîæíîñòè ïðîâåðêè ýòîãî óñëîâèÿ íîâûõ
ðåçóëüòàòîâ î êîíêðåòíûõ Å-ôóíêöèÿõ, îòëè÷íûõ îò ðàññìîòðåííûõ â
[61:1], ðàáîòà [61:2] íå ñîäåðæàëà. Äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì âûøå 2-ãî ïîðÿäêà, óñëîâèå íîðìàëüíîñòè óäàëîñü ïðîâåðèòü
ëèøü â 1988 ã. [43:1].

Ìåòîä Çèãåëÿ ìîæåò áûòü ïðèìåí¼í òàêæå ê èññëåäîâàíèþ íåêî-
òîðûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ çíà÷åíèé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ
êîíå÷íûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè, ò. í. G-ôóíêöèÿì. Îïðåäåëåíèå G-
ôóíêöèé îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ Å-ôóíêöèé òîëüêî îòñóòñòâèåì
ìíîæèòåëÿ n! â çíàìåíàòåëÿõ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Òåéëîðà (ïåðâîíà-
÷àëüíûå ñâåäåíèÿ î G-ôóíêöèÿõ ñì. â [36:12, ñòð. 430�435]).

Íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû 50-õ ãîäîâ ìåòîä Çèãåëÿ ïîëó÷èë äàëüíåéøåå
ðàçâèòèå è îáîáùåíèå â ðàáîòàõ À.Á. Øèäëîâñêîãî.

Â 1954 ã. À.Á. Øèäëîâñêèé [36:1,4] îïóáëèêîâàë òåîðåìó, àíàëî-
ãè÷íóþ îáùåé òåîðåìå Çèãåëÿ, â êîòîðîé óñëîâèå íîðìàëüíîñòè áû-
ëî çàìåíåíî íà ìåíåå ñòåñíèòåëüíîå óñëîâèå íåïðèâîäèìîñòè ïðîèç-
âåäåíèé ñòåïåíåé ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé. Ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðå-
ìû áûëà äîêàçàíà òðàíñöåíäåíòíîñòü è àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü
çíà÷åíèé íåêîòîðûõ Å-ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíûì äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì 2-ãî, 3-ãî è 4-ãî ïîðÿäêîâ, â ò. ÷. íåîäíîðîä-
íûì.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ñîâîêóïíîñòü àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé (4), ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé (5), íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé ñèñòåìîé ôóíêöèåé,
åñëè íè îäíà èç ýòèõ ôóíêöèé íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ è íåíó-
ëåâûå êîìïîíåíòû ëþáîãî ðåøåíèÿ y1, . . . , ym ñèñòåìû (5) ëèíåéíî
íåçàâèñèìû íàä C(z).

Èç îïðåäåëåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè, ñîñòàâëÿþùèå íåïðèâî-
äèìóþ ñèñòåìó ôóíêöèé, ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä C(z).

Â 1955 ã. À.Á. Øèäëîâñêèé [36:2,5] óñòàíîâèë ñëåäóþùèé êðèòå-
ðèé àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé â àëãåáðàè÷å-
ñêèõ òî÷êàõ.

Òåîðåìà I.Ïóñòü Å-ôóíêöèè (4) ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå ñèñòåìû
(5) ëèáî ñèñòåìû

y′k = Qk,0 +
m∑
i=1

Qk,i yi, Qk,i ∈ C(z), k = 1, . . . ,m, m > 1, (6)

à T (z) � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé ôóíêöèé Qk,i. Òî-
ãäà îäíîðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü (ñîîòâåòñòâåííî àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü) ÷èñåë

f1(α), . . . , fm(α) (7)

ïðè α ∈ A, αT (α) ̸= 0 ðàâíîñèëüíà îäíîðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé íåçà-
âèñèìîñòè (ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè) ôóíê-
öèé (4) íàä C(z).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè Å-ôóíêöèè ñâÿçàíû êàêèì-ëèáî äèôôåðåíöè-
àëüíûì èëè àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì íàä C(z), òî êîýôôèöèåíòû
ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âûáðàòü èç A(z) (ñì. [36:12, ãë. 3, � 2, ëåììû
2 è 3] ëèáî ëåììó 2.1).

Â 1955 ã. À.Á. Øèäëîâñêèì [36:3,7] áûëà òàêæå äîêàçàíà åù¼ áî-
ëåå îáùàÿ

Òåîðåìà II. Ïóñòü Å-ôóíêöèè (4), m > 2 (m > 1), ñîñòàâëÿþò
ðåøåíèå ñèñòåìû (5) (ñèñòåìû (6)), ñòåïåíü îäíîðîäíîé òðàíñöåí-
äåíòíîñòè (ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè) ôóíêöèé
(4) íàä C(z) ðàâíà l, 0 6 l 6 m, à α ∈ A, αT (α) ̸= 0. Òîãäà ñòå-
ïåíü îäíîðîäíîé òðàíñöåíäåíòíîñòè (ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè)
ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë (7) òàêæå ðàâíà l.
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Â ñëó÷àå α = 0 ÷èñëà (7) ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè (ýòî ñëåäóåò
èç îïðåäåëåíèÿ Å-ôóíêöèé), à â ñëó÷àå, êîãäà α ñîâïàäàåò ñ îñîáîé
òî÷êîé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ò. å.
êîãäà T (α) = 0), íèêàêèõ îáùèõ óòâåðæäåíèé äîêàçàíî íå áûëî.

Ïðè l < m òåîðåìà II íåýôôåêòèâíà (íå ïîçâîëÿåò óêàçûâàòü ïðè-
ìåðû àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ÷èñåë). À.Á. Øèäëîâñêèé ([36:9, �4],
[36:12, ãë. 4]) íåîäíîêðàòíî ïûòàëñÿ å¼ ýôôåêòèâèçèðîâàòü. Èì áûëî
äîêàçàíî, ÷òî åñëè ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû II α /∈ Λ, ãäå Λ � íåêîòîðîå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî èç îäíîðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè
(àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè) íàä C(z) ëþáûõ l ôóíêöèé

f1(z), . . . , fl(z) (8)

ñëåäóåò îäíîðîäíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü (àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçà-
âèñèìîñòü) ÷èñåë

f1(α), . . . , fl(α) (9)

(ñì. �� 5, 6 ãë. 4 êíèãè [36:12]). Íî ïðèìåíÿåìûé ìåòîä ïîçâîëÿë äàâàòü
ýôôåêòèâíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà Λ ëèøü â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ
ñëó÷àÿõ. Ðåçóëüòàòû òàêîãî òèïà èìåþòñÿ òàêæå â ðàáîòå Â.Ã. ×èð-
ñêîãî [35:1].

À.Á. Øèäëîâñêèé ðàññìîòðåë ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

φλ(z) = 1 +
∞∑
n=1

zn

(λ+ 1) . . . (λ+ n)
, λ ̸= −1,−2, . . . ,

óäîâëåòâîðÿþùèå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

y′ =

(
1− λ

z

)
y +

λ

z
.

Îíè ìîãóò ïîíèìàòüñÿ êàê "íåîäíîðîäíûé àíàëîã" ôóíêöèè ez. Î çíà-
÷åíèÿõ ýòèõ ôóíêöèé À.Á. Øèäëîâñêèì [36:6] áûëà äîêàçàíà

Òåîðåìà III. Ïóñòü λ0 ∈ Z+, λ1, . . . , λm ∈ A \ Z, m > 0, λi −
λj ̸∈ Z, i ̸= j; ÷èñëà β1, . . . , βn ∈ A è ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q,
α1, . . . , αn ∈ A \ {0}, αi ̸= αj, i ̸= j. Òîãäà (m+ 1)n ÷èñåë

φλ0
(βi), φλj

(αi), j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû.
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Ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâ

φλ(z) =
zl

(λ+ 1) . . . (λ+ l)
φλ+l(z) + 1 +

l−1∑
n=1

zn

(λ+ 1) . . . (λ+ n)
, (10)

ãäå l ∈ N, è φ0(z) = ez óñëîâèÿ òåîðåìû III ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è
äîñòàòî÷íûìè.

Îáùèå òåîðåìû Ê. Çèãåëÿ è À.Á. Øèäëîâñêîãî ïîñëóæèëè ìîù-
íûì ñòèìóëîì äëÿ ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà àëãåáðàè÷åñêîé
íåçàâèñèìîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàä C(z). Â
ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî, 2-ãî, 3-ãî ïîðÿäêîâ è îò-
äåëüíûõ òèïîâ óðàâíåíèé áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òàêèå ìåòîäû áûëè
ñîçäàíû â óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõ Ê. Çèãåëÿ è À.Á. Øèäëîâñêîãî,
à òàêæå È.È. Áåëîãðèâîâà [5:1�4] è Â.À. Îëåéíèêîâà [27:1,2]. Êðîìå
òîãî, èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé ìíîãèõ àâòîðîâ, ðåçóëüòàòû
êîòîðûõ îòíîñèëèñü ê êîíêðåòíûì ñîâîêóïíîñòÿì Å-ôóíêöèé � À.À.
Øìåë¼â [37:1], Ê. Âààíàíåí [63:1,2], Ê. Ìàëåð [56:5], Â.Õ. Ñàëèõîâ [28:1]
è äðóãèå � ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ è èñòîðèþ âîïðîñà ñì. â êíèãå
[36:12]. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ, à
òàêæå ñîâîêóïíîñòåé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàèáîëåå
ñèëüíûå è îáùèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷èëè Å. Êîë÷èí [52:1,2], Þ.Â. Íåñòå-
ðåíêî [26:1], Ä. Áåðòðàí [40:1], Â.Õ. Ñàëèõîâ [28:3�6], Ô. Áåéêåðñ, Â.
Áðàóíâåëë è Ã. Õåêìàí [43:1], Í. Êàö [51:1]. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå íåêî-
òîðûõ èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ Â.À. Êóëàãèíà [21:1,2]
è Ì.À. ×åðåïí¼âà [34:1,2].

Ïîèñê íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé àëãåáðàè÷åñêîé íåçà-
âèñèìîñòè ðàçëè÷íûõ ñîâîêóïíîñòåé ôóíêöèé òåñíî ñâÿçàí ñ íàõîæ-
äåíèåì âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîæäåñòâ ìåæäó ýòèìè ôóíêöèÿìè, ÷òî
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òàêæå äëÿ òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé è ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà â øèðîêîì ñìûñëå ñëîâà.

Ê íîâûì ÿðêèì ðåçóëüòàòàì, îòíîñÿùèìñÿ ê ìåòîäó Çèãåëÿ, ïðè-
íàäëåæèò äîêàçàííàÿ Ô. Áåéêåðñîì [42:2] òåîðåìà î ëèíåéíîé íåçàâè-
ñèìîñòè çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé, îáîáùàþùàÿ íà ïðîèçâîëüíûå Å-ôóíê-
öèè ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó Ëèíäåìàíà. Òàêæå îòìåòèì ñòàòüþ È.
Àíäðý [38:1] î ñâîéñòâàõ ôóíêöèé, èìåþùèõ àëãåáðàè÷åñêèå êîýôôè-
öèåíòû ðàçëîæåíèé Òåéëîðà.

Íåîáõîäèìî óêàçàòü, ÷òî â òåîðåìàõ Ô. Áåéêåðñà èç ñòàòüè [42:2],
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îïóáëèêîâàííîé â 2006 ã., à òàêæå â ÷àñòè ðåçóëüòàòîâ èç [38:1] äëÿ
Å-ôóíêöèé èñïîëüçîâàíî íå îïðåäåëåíèå 1, à áîëåå óçêîå

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ Å-ôóíêöèåé â óçêîì
ñìûñëå, åñëè â îïðåäåëåíèè 1 äëÿ âåëè÷èí |cn|, dn ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|cn| 6 cn, dn 6 cn

ïðè íåêîòîðîì c > 1.
Âñå èçâåñòíûå Å-ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ëèíåéíûì äèôôå-

ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z), ÿâëÿþòñÿ Å-
ôóíêöèÿìè â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3. Çàìåòèì, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè
âûøåñôîðìóëèðîâàííîé ãèïîòåçû Çèãåëÿ ñëåäîâàëà áû ýêâèâàëåíò-
íîñòü îïðåäåëåíèé Å-ôóíêöèè.

Â ñòàòüå [42:2] Ô. Áåéêåðñà äîêàçàíà òàêæå òåîðåìà "îá óñòðàíå-
íèè íåíóëåâûõ îñîáåííîñòåé":

Òåîðåìà IV [42:2, òåîðåìà 1.5]. Ïóñòü Å-ôóíêöèè (4) â ñìûñ-
ëå îïðåäåëåíèÿ 3 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (5) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
A(z) è ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä A(z). Òîãäà ñóùåñòâóþò Å-ôóíêöèè
g1(z), . . . , gm(z), ñîñòàâëÿþùèå ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà (5) ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç A[z, 1/z], è ìàòðèöà M ðàçìåðà m ×m ñ ýëåìåíòàìè
èç A[z], òàêèå, ÷òî

(f1(z), . . . , fm(z))
T =M · (g1(z), . . . , gm(z))T . (11)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëèñü ðàáîòû (ñì.
[38:2] è G. Lepetit,G-op�erateurs au sens large et application �a un th�eor�eme
d'Andr�e sur les E-fonctions au sens large, 23 pages, arxiv:math. NT/
1902.07049 v3 7 Jun 2019), â êîòîðûõ òåîðåìû Ô. Áåéêåðñà èç ñòà-
òüè [42:2] (â òîì ÷èñëå òåîðåìà IV) ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé Å-ôóíêöèé
â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.

Ìåòîäû Çèãåëÿ, Ãåëüôîíäà è Ìàëåðà ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü íå òîëü-
êî ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìî-
ñòè çíà÷åíèé ôóíêöèé, íî è èõ êîëè÷åñòâåííûå àíàëîãè â âèäå îöåíîê
ñíèçó ìåð òðàíñöåíäåíòíîñòè è àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè òàêèõ
÷èñåë.

Ìåðîé àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë ξ1, . . . , ξm íàçûâàþò
ôóíêöèþ

Φ(ξ1, . . . , ξm; s;H) = min |P (ξ1, . . . , ξm)|,
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P = P (x1, . . . , xm) ∈ Z[x1, . . . , xm], P ̸≡ 0, degx̄ P 6 s,H(P ) 6 H,

ãäå s ∈ N, à ìèíèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì ìíîãî÷ëåíàì, óäîâëåòâîðÿþùèì
óêàçàííûì óñëîâèÿì.

Ïðè m = 1 ôóíêöèÿ Φ(ξ; s;H) íàçûâàåòñÿ ìåðîé òðàíñöåíäåíò-
íîñòè ÷èñëà ξ.

Åñëè â îïðåäåëåíèè ìåðû àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ïîòðåáî-
âàòü, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí P áûë îäíîðîäíûì ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xm,
òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ Φ◦(ξ1, . . . , ξm; s;H) íàçûâàåòñÿ ìåðîé îä-
íîðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë ξ1, . . . , ξm.

Èíîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ìåðà àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìî-
ñòè âèäà

Φ(ξ1,1, . . . , ξ1,m1
; . . . ; ξt,1, . . . , ξt,mt

; s1 . . . , st;H)

ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë, ñîñòîÿùåé èç t ïîäñîâîêóïíîñòåé, ïðè÷¼ì ñòåïåíè
ìíîãî÷ëåíà P ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïîäñîâîêóïíîñòÿì ïåðåìåííûõ íå
ïðåâîñõîäÿò s1, . . . , st.

Â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåðû àëãåáðàè÷åñêîé íåçà-
âèñèìîñòè îòíîñèòåëüíî ïîëÿ K, îïðåäåëÿåìûå êàê è âûøå ñ òîé ëèøü
ðàçíèöåé, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ P ïðè-
íàäëåæàò ZK, à èõ ðàçìåðû íå ïðåâîñõîäÿò H. Ìåðû îòíîñèòåëüíî
ïîëÿ K îáîçíà÷àþòñÿ ΦK è Φ◦K.

Âïåðâûå îöåíêà ñíèçó ìåðû òðàíñöåíäåíòíîñòè áûëà ïîëó÷åíà
â 1899 ã. Ý. Áîðåëåì [45:1] äëÿ ÷èñëà e. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ýðìèòà-
Ëèíäåìàíà îí äîêàçàë, ÷òî ïðè îãðàíè÷åííîì s è ðàñòóùåì H

Φ(e; s;H) > H−σ ln lnH , σ = σ(s) > 0.

Â 1932 ã. Ê. Ìàëåð [56:4] ïîëó÷èë áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò:

Φ(e; s;H) > H−s−
cs2 ln(s+1)

ln lnH , H > H0(s),

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Â ñòàòüå [61:1] Ê. Çèãåëü ïîëó÷èë îöåíêó

Φ(J0(α), J
′
0(α); s;H) > CH−123h

3s2,

ãäå J0(z) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ, α ∈ A \ {0}, h = [Q(α) :Q], C > 0 �
ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò H.
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Ïîñòîÿííàÿ, âõîäÿùàÿ â îöåíêó ìåðû àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñè-
ìîñòè, íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé, åñëè å¼ ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìî-
ùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ è äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ îïåðà-
öèé ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà ôóíêöèé, òî÷åê
è äðóãèå èçâåñòíûå âåëè÷èíû. Îöåíêà ìåðû, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî ýô-
ôåêòèâíûå ïîñòîÿííûå, íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé. Åñëè âñå âõîäÿùèå
â îöåíêó ìåðû ïîñòîÿííûå íå çàâèñÿò îò ñòåïåíè ìåðû, òî òàêàÿ îöåíêà
íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé ïî ñòåïåíè ìåðû. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
ïîñòîÿííûå, ýôôåêòèâíûå ïî êàêîé-ëèáî äðóãîé âåëè÷èíå.

Ïðè ïîëó÷åíèè ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ìíîãî÷ëåíîâ îò çíà÷åíèé
Å-ôóíêöèé âìåñòî îïðåäåëåíèÿ 1 îáû÷íî èñïîëüçóþò îïðåäåëåíèå 3.

Å-ôóíêöèè, ó êîòîðûõ cn ∈ K, íàçûâàþò KÅ-ôóíêöèÿìè.
Â ðàáîòàõ [36:5,6] À.Á. Øèäëîâñêèé óêàçàë, ÷òî ïðèìåíÿÿ ïîëó-

÷åííûå â íèõ ðåçóëüòàòû è ðàññóæäàÿ êàê â ñòàòüå Çèãåëÿ [61:1], ìîæ-
íî ïîëó÷àòü îáùèå îöåíêè ìåð àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷å-
íèé Å-ôóíêöèé.

Â 1968 ã. À.È. Ãàëî÷êèí [10:1] îïóáëèêîâàë òåîðåìó, èç êîòîðîé,
êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ñëåäóåò

Òåîðåìà V. Ïóñòü KÅ-ôóíêöèè (4) ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå ñè-
ñòåìû (6) è àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C(z), α ∈ A, αT (α) ̸= 0,
h = [K(α) :Q]. Òîãäà

Φ(f1(α), . . . , fm(α); s;H) > CH−ρs
m

, (12)

ãäå ρ = 2m+1mmhm+1/m!, C > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò H.
Âïåðâûå îöåíêà òèïà (12) áûëà ïîëó÷åíà â 1962 ã. Ñ. Ëåíãîì [53:1].
Â 1977 ã. Þ.Â. Íåñòåðåíêî [26:2] îïóáëèêîâàë îöåíêó, àíàëîãè÷-

íóþ (12), â êîòîðîé ρ = 4mhm(mh2 + h+ 1), C = (exp exp(σs2m ln(s+
1)))−1 � ïîñòîÿííàÿ, ýôôåêòèâíàÿ ïî s.

Â 1967 ã. À.Á. Øèäëîâñêèé [36:8] â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåí-
òû ñòåïåííûõ ðÿäîâ ðàññìàòðèâàåìûõ Å-ôóíêöèé è òî÷êè, â êîòîðûõ
áåðóòñÿ èõ çíà÷åíèÿ, ïðèíàäëåæàò Q èëè I (ìíèìîìó êâàäðàòè÷íî-
ìó ïîëþ íàä Q), ïîëó÷èë îöåíêè ìåð àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ñ
òî÷íûìè ãëàâíûìè ÷ëåíàìè â ïîêàçàòåëÿõ.

Â 1980 ã. À.Á. Øèäëîâñêèì [36:11] (ñì. òàêæå �� 3, 4 ãë. 12 êíèãè
[36:12]) áûë óñòàíîâëåí ðÿä îöåíîê ìåð àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè
îòíîñèòåëüíî ïîëÿ K çíà÷åíèé ïîäñîâîêóïíîñòè KÅ-ôóíêöèé â ñëó-
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÷àå, êîãäà îñíîâíàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé àëãåáðà-
è÷åñêè çàâèñèìà íàä C(z). Ñ ó÷¼òîì ðàáîòû À.È. Ãàëî÷êèíà [10:3] ýòè
îöåíêè ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû êàê

Òåîðåìà VI. Ïóñòü KÅ-ôóíêöèè (4), m > 2, ñîñòàâëÿþò ðåøå-
íèå ñèñòåìû (6), deg trC(z){f1(z), . . . , fm(z)} = l, α ∈ A, αT (α) ̸= 0,
P ∈ ZK[x1, . . . , xm], degP 6 s, H(P ) 6 H, h = [K(α) :Q]. Òîãäà
ëèáî P (f1(α), . . . , fm(α)) = 0, ëèáî

|P (f1(α), . . . , fm(α))| > CH−ρh
l+1sl,

ãäå ρ, C � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò H. Åñëè
l = m − 1, òî ρ = k(2m)m/m!, ãäå k � ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî
óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ôóíêöèè (4).

Îòìåòèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè íàä C(z) ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñîâîêóïíîñòè Å-ôóíêöèé íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýô-
ôåêòèâíûõ îöåíîê ìåð àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ýòèõ
ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé �
òàêèõ êàê óñëîâèå íîðìàëüíîñòè Ê. Çèãåëÿ, óñëîâèå íåïðèâîäèìîñòè
À.Á. Øèäëîâñêîãî èëè óñëîâèåÞ.Â. Íåñòåðåíêî èç ñòàòüè [26:3] (óñëî-
âèå íåïðèâîäèìîñòè âëå÷¼ò çà ñîáîé âûïîëíåíèå óñëîâèÿ èç [26:3]).
Âîïðîñû ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ îöåíîê îòðàæåíû â ðàáîòàõ À.Á.
Øèäëîâñêîãî [36:10,12], Þ.Â. Íåñòåðåíêî [26:2,3], Â.Õ. Ñàëèõîâà [28:2],
Íãóåí Òüåí Òàÿ [25:1], Þ.Í. Ìàêàðîâà [23:1,2], Ä. Áåðòðàíà è Ô. Áåé-
êåðñà [41:1], Â. Áðàóíâåëëà [46:1], Ô. Áåéêåðñà, Â. Áðàóíâåëëà è Ã.
Õåêìàíà [43:1], Ï. Õåíäðèêñà [50:1] è äðóãèõ.

�3. Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Öåëè è çàäà÷è ðàáîòû. Ãëàâíûìè öåëÿìè äèññåðòàöèè ÿâëÿ-
þòñÿ:

1. Äàëüíåéøàÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäà Çèãåëÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ âîçìîæ-
íîñòè åãî ïðèìåíåíèÿ ê èññëåäîâàíèþ çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé â îñîáûõ
òî÷êàõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

2. Ïîëó÷åíèå ýôôåêòèâíîãî àíàëîãà òåîðåìû II À.Á. Øèäëîâñêî-
ãî.

3. Èññëåäîâàíèå ãèïîòåçû Çèãåëÿ î ïðåäñòàâèìîñòè Å-ôóíêöèé
ìíîãî÷ëåíàìè îò ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.
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4. Äàëüíåéøàÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà àëãåáðàè÷å-
ñêîé íåçàâèñèìîñòè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íàä C(z). Ïðèìå-
íåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê èññëåäîâàíèþ àðèôìåòè÷åñêîé ïðè-
ðîäû çíà÷åíèé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

5. Ïîëó÷åíèå íîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîæäåñòâ, ñâÿçûâàþùèõ ãè-
ïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

6. Ïîëó÷åíèå íîâûõ îöåíîê ìíîãî÷ëåíîâ îò çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè ðàçâèâàþòñÿ è ñîâåð-
øåíñòâóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû, áåðóùèå íà÷àëî â ðàáîòàõ Ê. Çè-
ãåëÿ è À.Á. Øèäëîâñêîãî, â êîòîðûå âíîñèòñÿ ðÿä íîâûõ èäåé. Äîêàçà-
òåëüñòâî íåêîòîðûõ òåîðåì èñïîëüçóåò ìåòîäû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû, ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ëàïëàñà, à òàêæå îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äðóãèìè
ìàòåìàòèêàìè â ýòîé îáëàñòè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿ-
þòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åííûìè àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Èõ îïèñàíèå
ïðèâåäåíî â �4 Ââåäåíèÿ è â Çàêëþ÷åíèè.

Íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû î ñâîéñòâàõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò Å-ôóíêöèè, áûëè ïîëó-
÷åíû íåçàâèñèìî è ïðèìåðíî â îäíî è òî æå âðåìÿ È. Àíäðý [38:1] è
Ô. Áåéêåðñîì [42:2]. Ïðè ýòîì Àíäðý è Áåéêåðñ èñïîëüçîâàëè çíà÷è-
òåëüíî áîëåå ñëîæíûå ìåòîäû.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
1. Îáîáùåíèå è óòî÷íåíèå îáùèõ òåîðåì À.Á. Øèäëîâñêîãî îá

àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé.
2. Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Çèãåëÿ äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà, ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà è íåêîòîðûõ âèäîâ ëèíåéíûõ
íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà.

3. Ðåøåíèå âîïðîñà îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè íàä C(z)
ìíîæåñòâà âñåõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ Å-ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì íå âûøå 2-ãî ïîðÿäêà, à
òàêæå î âîçìîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñâÿçÿõ ìåæäó íèìè.

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì îáùåãî õàðàêòåðà ñ íåîáõîäèìûìè è äî-
ñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè íàä C(z) ðå-
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øåíèé ïðîèçâîëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ.

5. Ïîëó÷åíèå íîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîæäåñòâ, ñâÿçûâàþùèõ ãè-
ïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

6. Ïîëó÷åíèå íîâûõ îöåíîê ìíîãî÷ëåíîâ îò çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ
íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû â òåîðèè òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë, òåîðèè äèîôàíòîâûõ
ïðèáëèæåíèé, òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, äèôôåðåíöèàëüíîé àë-
ãåáðå, àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëü-
òàòû äèññåðòàöèè ìíîãîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâà-
òåëüñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè ÷èñåë ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÌÃÓ, íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÌÝÈ, íà Âñåñîþçíûõ êîíôåðåíöèÿõ "Òåî-
ðèÿ òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë è å¼ ïðèëîæåíèÿ" â Ìîñêâå â 1983 ã., "Òåî-
ðèÿ ÷èñåë è å¼ ïðèëîæåíèÿ" â Òáèëèñè â 1985 ã., íà êîíôåðåíöèÿõ ïî
òåîðèè ÷èñåë â Ìèíñêå â 1989 ã., â Òàøêåíòå â 1990 ã., â Òóëå â 1993,
1996 è 2001 ãã., â Âîðîíåæå â 1995 ã., â Ñàðàòîâå â 2004 ã., íà ìåæäóíà-
ðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ "Òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà" â Ìîñêâå â 2000 ã.,
"Diophantine and analytic problems in number theory" â Ìîñêâå â 2007 ã.,
"Àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë è äèñêðåòíàÿ ãåîìåòðèÿ: ñîâðåìåííûå ïðîáëå-
ìû, ïðèëîæåíèÿ è ïðîáëåìû èñòîðèè" â Òóëå â 2019 ã., "Transcendence
and diophantine problems" â Ìîñêâå â 2019 ã.

�4. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ñîäåðæèò òåîðåìû îá àëãåáðàè÷åñêîé
íåçàâèñèìîñòè ïðîèçâîëüíûõ Å-ôóíêöèé. Òåîðåìà 1 îáîáùàåò òåîðåìó
II À.Á. Øèäëîâñêîãî íà ñëó÷àé, êîãäà çíà÷åíèÿ Å-ôóíêöèé áåðóòñÿ â
îñîáûõ òî÷êàõ ñèñòåìû, à òåîðåìà 2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýôôåêòèâíûé
àíàëîã òåîðåìû II. Ôîðìóëèðîâêè òåîðåì èìåþò äâîéíîé õàðàêòåð �
äëÿ îäíîðîäíîãî è îáùåãî ñëó÷àåâ.

Òåîðåìà 1 [64:8,9]. Ïóñòü Å-ôóíêöèè (4), m > 2 (m > 1), ñî-
ñòàâëÿþò ðåøåíèå ñèñòåìû (5) (ñèñòåìû (6)), ñòåïåíü îäíîðîäíîé
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òðàíñöåíäåíòíîñòè (ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè) ôóíêöèé (4) íàä
C(z) ðàâíà l, 0 6 l 6 m, à α ∈ A \ {0}. Òîãäà ñòåïåíü îäíîðîä-
íîé òðàíñöåíäåíòíîñòè (ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè) ñîâîêóïíî-
ñòè ÷èñåë

f1(α), . . . , fm(α), f
′
1(α), . . . , f

′
m(α), . . . , f

(k)
1 (α), . . . , f (k)m (α), . . . (13)

òàêæå ðàâíà l.
Çàìå÷àíèå. Çíàÿ êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (5) (ñèñòåìû (6)), ìîæ-

íî óêàçàòü òàêîå k0 ∈ Z+, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 îñòàíåòñÿ ñïðà-
âåäëèâûì, åñëè ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ âî ìíîæåñòâå (13) îãðàíè÷èòü
÷èñëîì k0.

Êàê ïîêàçàëè äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ, îáëàñòüþ ïðèëîæåíèé
òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ íå íàõîæäåíèå íîâûõ ïðèìåðîâ òðàíñöåíäåíòíûõ
÷èñåë, à ïîëó÷åíèå ðàçëè÷íûõ òåîðåòèêî-ôóíêöèîíàëüíûõ óòâåðæäå-
íèé î Å-ôóíêöèÿõ è î äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, êîòîðûì îíè
óäîâëåòâîðÿþò (ñì. îá ýòîì ãë. 2 è 3).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 áëèçêî ê êëàññè÷åñêîìó âàðèàíòó ìå-
òîäà Çèãåëÿ-Øèäëîâñêîãî, íå îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû è ìåòîäû ñòà-
òåé [42:2] è [38:1], ïîëó÷åíî ðàíüøå òåîðåìû IV Ô. Áåéêåðñà è, êðîìå
òîãî, ñïðàâåäëèâî äëÿ Å-ôóíêöèé â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå, ÷åì â òåî-
ðåìå IV. Â ãëàâå 1 òàêæå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ Å-ôóíêöèé â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 3 òåîðåìà 1 ñëåäóåò èç òåîðåìû IV.

Âîïðîñ îá ýôôåêòèâèçàöèè òåîðåìû II ñâîäèòñÿ ê ýôôåêòèâíîìó
îïèñàíèþ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé Λ èç àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ÷èñåë, îïðåäåë¼ííîãî ïîñëå ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû II.

Â 1998 ã. àâòîðîì áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ [64:7], ãäå â îáùåì
ñëó÷àå ýôôåêòèâíî îöåíèâàëîñü ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Λ è èõ
àëãåáðàè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.

Âûáåðåì èç ìíîæåñòâà (4) êàêèå-ëèáî l îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè
íåçàâèñèìûõ íàä C(z) ôóíêöèé

fi1(z), . . . , fil(z). (14)

Òîãäà ëþáàÿ ôóíêöèÿ f(z) ̸≡ 0 èç (4), íå âîøåäøàÿ â íàáîð (14),
ñâÿçàíà ñ ôóíêöèÿìè ðàññìàòðèâàåìîãî íàáîðà óðàâíåíèåì

P = P (z, fi1(z), . . . , fil(z), f(z)) = 0, (15)
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ãäå P � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí îò l + 2 ïåðåìåííûõ, îäíîðîäíûé
ïî fi1(z), . . . , fil(z), f(z), ñîäåðæàùèé f(z) è õîòÿ áû îäíó èç ôóíêöèé
(14). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíà P ïðèíàäëåæàò Z. Îáîçíà÷èì

s = maxdegf̄ P, t = maxdegz P, h = maxH(P ),

ãäå ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì ìíîãî÷ëåíàì P , ñîîòâåòñòâóþùèì âñå-
âîçìîæíûì íàáîðàì îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä C(z)
ôóíêöèé (14) è âñåâîçìîæíûì ôóíêöèÿì f(z) ̸≡ 0 èç (4).

Òåîðåìà 2 [64:7]. Ìíîæåñòâî èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé Λ ñî-
ñòîèò èç íå áîëåå ÷åì 2mst (â íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå � 2m+1st) ÷èñåë,
ïðè÷¼ì èõ ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò 2st, à ðàçìåð è çíàìåíàòåëü íå
ïðåâîñõîäÿò (h(t+ 1)2s+l−2)2s (ñîîòâåòñòâåííî (h(t+ 1)2s+l−1)2s).

Âîïðîñ î òî÷íîì íàõîæäåíèè ìíîæåñòâà Λ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
òðóäíûì. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëàñü ðàáîòà (S. Fischler, T. Rivoal.
E�ective algebraic independence of values of E-functions, 20 pages, arxiv:
math. NT/ 1906.05589 v1 13 Jun 2019 ), ãäå ïðåäëîæåí âû÷èñëèòåëüíûé
àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ Λ.

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòî-
ðûì óäîâëåòâîðÿþò Å-ôóíêöèè.

Ïóñòü Å-ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Qmy
(m)+Qm−1y

(m−1)+· · ·+Q0y = Q, Qm, . . . , Q0, Q ∈ C[z], m > 1,
(16)

ñ êîýôôèöèåíòàìè, âçàèìíî ïðîñòûìè â ñîâîêóïíîñòè. Èç òåîðåìû 1
ìîæíî âûâîäèòü ðàçëè÷íûå óòâåðæäåíèÿ î ñâîéñòâàõ óðàâíåíèÿ (16).

Íàïîìíèì, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà ξ îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ (16), íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé
îñîáîé òî÷êîé, åñëè ïîðÿäîê ïîëþñà ôóíêöèè Qk/Qm â òî÷êå ξ íå
ïðåâîñõîäèò m− k, k = 0, . . . ,m− 1.

Ïîêàçàòåëÿìè îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ (16), â òî÷êå z = ξ íàçûâàþòñÿ êîðíè ò. í.
îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ F (r) = 0. Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷-
êè, óìíîæàÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (16) íà íóæíóþ ñòåïåíü
(z− ξ), ìîæíî ïðåäñòàâèòü åãî êîýôôèöèåíòû â âèäå Q∗k = (z− ξ)khk,
hk ∈ A[z − ξ], k = 0, 1, . . . ,m, hm(ξ) ̸= 0, à îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå
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� â âèäå

F (r) = r(r − 1) . . . (r −m+ 1)hm(ξ) + · · ·+ rh1(ξ) + h0(ξ) = 0 (17)

(ñì., íàïðèìåð, [16:1, ï. 18.1]). Òàêèì îáðàçîì, ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷-
êå ñîîòâåòñòâóåò ðîâíîm ïîêàçàòåëåé (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèõ). Åñëè
ôóíêöèÿ

y = (z − ξ)r
∞∑
ν=0

aν(z − ξ)ν, a0 ̸= 0, r ∈ C,

åñòü ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
òî r � êîðåíü åãî îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ â òî÷êå ξ (ñì. òàì æå).

Òåîðåìà 3 (ñì. [64:10], [64:11, ëåììû 4, 5, 7]). Ïóñòü Å-ôóíêöèÿ
f(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (16), ãäå m �
íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ. Òîãäà âñÿêàÿ îñîáàÿ òî÷êà ξ ̸= 0 óðàâ-
íåíèÿ (16) åñòü îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè Qm−1/Qm è ðåãóëÿðíàÿ îñî-
áàÿ òî÷êà ñ ïîêàçàòåëÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè öåëû-
ìè íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè, ñîîòâåòñòâóþùåãî (16) îäíîðîäíî-
ãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå, ïðè Q ̸≡ 0, ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
ïîðÿäêà m+ 1, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ f(z).

Åñëè òî÷êà z = ξ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, òî îòñþäà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò, ÷òî åãî
ðåøåíèÿ â ýòîé òî÷êå òàêæå èìåþò îñîáåííîñòè. Êàê îêàçûâàåòñÿ, â
íàøåì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ èìåííî ýòà âîçìîæíîñòü, ò. å. âñÿêàÿ îñîáàÿ
òî÷êà ξ ̸= 0 ÿâëÿåòñÿ ò. í. êàæóùåéñÿ îñîáåííîñòüþ.

Òåîðåìà 4 (ñì. [64:10], [64:11, ëåììà 6]). Ïóñòü Å-ôóíêöèÿ f(z)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (16), ãäå m � íàè-
ìåíüøåå èç âîçìîæíûõ. Òîãäà âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16), à òàê-
æå ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ è, ïðè Q ̸≡ 0, ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà m+1, êî-
òîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ f(z), ãîëîìîðôíî â îáëàñòè C\{0}.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü Å-ôóíêöèè (4), m > 2, ñîñòàâëÿþò ðå-
øåíèå ñèñòåìû (5) è ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä C(z). Òîãäà âñÿêîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (5) ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè
C \ {0}.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü Å-ôóíêöèè (4), m > 2, ñîñòàâëÿþò ðå-
øåíèå ñèñòåìû (5) è îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C(z).
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Òîãäà ñóùåñòâóþò Å-ôóíêöèè g1(z), . . . , gm(z), ñîñòàâëÿþùèå ðåøå-
íèå ñèñòåìû âèäà (5) áåç íåíóëåâûõ îñîáûõ òî÷åê, è íåâûðîæäåííàÿ
ìàòðèöà S ∈M(m,A[z]), òàêèå, ÷òî (f1(z), . . . , fm(z))

T = S · (g1(z),
. . . , gm(z))

T .
Îäíîðîäíûå ñëó÷àè òåîðåì 3 è 4, êîãäà Q ≡ 0, ñëåäóþò òàêæå èç

ðåçóëüòàòîâ È. Àíäðý [38:1] (êðîìå óòâåðæäåíèÿ, ÷òî âñÿêàÿ íåíóëåâàÿ
îñîáàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ (5) åñòü ïîëþñ ôóíêöèè Qm−1/Qm), ïîëó÷åí-
íûõ áîëåå ñëîæíûìè ìåòîäàìè. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â ñòàòüå
Ô. Áåéêåðñà [42:2], ãäå, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ íåçàâè-
ñèìîñòü çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé, èç ðåçóëüòàòîâ È. Àíäðý èñïîëüçóåòñÿ
òîëüêî îäíîðîäíûé ñëó÷àé òåîðåìû 4 ([42:2, òåîðåìà 2.1]), ïðè÷¼ì îíà
õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê "beautiful theorem".

Óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 2 ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåìîé IV Ô. Áåéêåð-
ñà äîêàçûâàåòñÿ ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè îäíîðîäíîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé íåçàâèñèìîñòè, íî äëÿ Å-ôóíêöèé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 è áåç
èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñòàòåé [38:1], [42:2].

Òåîðåìà 5 (ñì. [64:13, ëåììû 6, 7]). Ïóñòü Å-ôóíêöèÿ f(z) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (16), ãäå m � íàè-
ìåíüøåå èç âîçìîæíûõ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

degQm = max
06i<m

degQi.

Åñëè Q ̸≡ 0, òî àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëèíåéíîãî îä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà m + 1, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíê-
öèÿ f(z).

Çàìåòèì, ÷òî áåç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè ÷èñëà m óòâåðæäåíèå
òåîðåìû 5 ñòàíîâèòñÿ íåâåðíûì. Íàïðèìåð, Å-ôóíêöèÿ φλ(z) óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ zy′′ + (z2 − z + λ+ 1)y′ + (−z2 + λz − 1)y = λz.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5 èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå óòâåð-
æäåíèÿ î G-ôóíêöèÿõ èç ñòàòüè È. Àíäðý [38:1].

Â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì ãëàâû 3 ó÷àñòâóþò ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè φλ(z) è ôóíêöèè Êóììåðà (îíè æå êîíôëþåíòíûå, èëè
âûðîæäåííûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè)

Aµ,ν(z) = 1φ2(ν; 1, µ; z) = 1F1

(
ν

µ

∣∣∣∣ z) =
∞∑
n=0

(ν)n
n!(µ)n

zn, µ /∈ Z−,
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óäîâëåòâîðÿþùèå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

y′′ +
(
−1 + µ

z

)
y′ − ν

z
y = 0. (18)

Òåîðåìà 6 [64:8,9]. Ôóíêöèÿ f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿ-
åòñÿ Å-ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ 1-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z), êîãäà

f(z) = P φλ(αz) + P1,

ãäå P, P1 ∈ A[z], α ∈ A, λ ∈ Q.
Òåîðåìà 7 [64:10,11]. Ôóíêöèÿ f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâ-

ëÿåòñÿ Å-ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z),
êîãäà

f(z) = (P Aµ,ν(αz) + P1A
′
µ,ν(αz))e

α1z, (19)

ãäå P, P1 ∈ A[z], α, α1 ∈ A, µ, ν ∈ Q.
Çàìå÷àíèÿ. 1. Åñëè Å-ôóíêöèè f1(z), f2(z) ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå

ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïî-
ðÿäêà, òî êàæäàÿ èç íèõ òàêæå èìååò âèä (19).

2. Òàê êàê A′µ,ν(αz) = (ν/µ)Aµ+1,ν+1(αz), òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìî-
ãî â òåîðåìå ñëó÷àÿ ãèïîòåçà Çèãåëÿ ñïðàâåäëèâà.

3. ÏîñêîëüêóAλ+1,1(αz) = φλ(αz), à φ′λ(αz) = (1−λ/(αz))φλ(αz)+
λ/(αz), òî ïðè µ = λ+1, ν = 1, P = P2+(1−αz/λ)P3, P1 = (αz/λ)P3,
ãäå P2, P3 ∈ A[z], ðàâåíñòâî (19) ïðèíèìàåò âèä

f(z) = (P2 φλ(αz) + P3)e
α1z, (20)

ãäå P2, P3 ∈ A[z], λ ∈ Q. Â ýòîì âèäå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ôóíê-
öèè P (z) ∈ A[z], φλ(z), ez, sin z = (eiz−e−iz)/2i, cos z, sh z, ch z, âñÿ-
êàÿ "íåïîëíàÿ" ãàììà-ôóíêöèÿ Fp(z) =

∫ z

0 t
p−1e−t dt = zpe−zφp(z)/p,

ÿâëÿþùàÿñÿ öåëîé, ò. å. ïðè p ∈ N (ñì. [36:12, ñòð. 195, 197]). Â âèäå
(19) ïðåäñòàâëÿþòñÿ òàêæå ôóíêöèè Êóììåðà Aµ,ν(z), ôóíêöèè Çèãå-
ëÿ Kλ(z) è âñå öåëûå ôóíêöèè Áåññåëÿ Jp(z) (ïðè p ∈ Z+), òàê êàê

Kλ(z) = e∓izA2λ+1,λ+1/2(±2iz), (21)

Jλ(z) =
1

Γ(λ+ 1)

(z
2

)λ
Kλ(z),
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ãäå Γ(z) � ãàììà-ôóíêöèÿ (ñì. [19:1, ï. 7.1], [36:12, ñòð. 212]). Êðîìå
òîãî, â âèäå (19) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû âñå öåëûå ôóíêöèè Óèòòå-
êåðà (ñì. [19:1, ñòð. 272]).

Òåîðåìà 8 [64:11]. Ôóíêöèÿ f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿ-
åòñÿ Å-ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z) è
àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìîé (îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìîé) ñ f ′(z)
íàä C(z), êîãäà f(z) = (P φλ(αz) + P1)e

σαz (ñîîòâåòñòâåííî f(z) =
P eαz), ãäå P, P1 ∈ A[z], α ∈ A, λ, σ ∈ Q, ïðè÷¼ì åñëè σ ̸= 0, òî
λ ∈ Z+.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ïðè σ ̸= 0, λ ∈ Z+ ôóíêöèÿ f(z) åñòü ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ïîêàçàòåëüíûõ ôóíêöèé ñ êîýôôèöèåíòàìè èç A[z±1]. Íà-
ïðèìåð, Å-ôóíêöèÿ (sin z)/z, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ y′′+(2/z)y′+y = 0, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (eiz−e−iz)/2iz =
eizφ1(−2iz) = K1/2(z).

2. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 8 ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ àëãåáðàè÷åñêè
çàâèñèìûõ íàä C(z) Å-ôóíêöèé f1(z), f2(z), ñîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå
ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïî-
ðÿäêà.

Òåîðåìà 8 äîïîëíÿåò ðåçóëüòàòû ñòàòåé [36:13,14].
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 7 è 8 èñïîëüçóþòñÿ òåîðåìû 1, 3 è

4, à òàêæå ðåçóëüòàò È. Àíäðý î òîì, ÷òî â òî÷êå z = 0 îñîáåííîñòü
óðàâíåíèÿ (16), ãäå Q ≡ 0, ìîæåò áûòü òîëüêî ðåãóëÿðíîé.

Òåîðåìà 9 [64:13]. Ôóíêöèÿ f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿ-
åòñÿ Å-ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z), êîãäà

f(z) = P0φλ(αz) + P1φλ1
(α1z) + P, (22)

ëèáî
f(z) = P0f1(z) + P1f

′
1(z) + P, (23)

ãäå P0, P1, P ∈ A[z], λ, λ1 ∈ Q, α, α1 ∈ A, f1(z) � Å-ôóíêöèÿ, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

y′′ +
(
a+

a1
z

)
y′ +

(
b+

b1
z
+
b2
z2

)
y = c+

c1
z
, (24)

a, a1, b, b1, b2, c, c1 ∈ A.
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Òåîðåìà 10 [64:13]. Ôóíêöèÿ f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿ-
åòñÿ Å-ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ 2-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z) è àëãåáðàè÷åñêè
çàâèñèìîé ñ f ′(z) íàä C(z), êîãäà

f(z) = P0φk(αz) + P1φk(σαz) + P, (25)

ëèáî
f(z) = P0φ

2
λ(αz) + P1φλ(αz) + P, (26)

ãäå P0, P1, P ∈ A[z], k ∈ Z+, λ, σ ∈ Q, α ∈ A.
Ñëåäñòâèå. Åñëè àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìûå íàä C(z) Å-ôóíêöèè

f1(z), f2(z) ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z), òî îáå îíè
èìåþò âèä (25) ëèáî (26).

Òåîðåìà 11 [64:13]. Åñëè Å-ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ

Q2y
′′ +Q1y

′ +Q0y = Q, Q2, Q1, Q0, Q ∈ C[z] (27)

è ëèíåéíî íåçàâèñèìà ñ f ′(z) è 1 íàä C(z), òî ÷èñëà f(α), f ′(α) è 1
ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä A ïðè ëþáîì α ∈ A, αQ2(α) ̸= 0.

Òåîðåìà 11 îáîáùàåòñÿ (ñì. [64:12]) íà ñëó÷àé äâóõ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ ñ ÷èñëîì 1 Å-ôóíêöèé, ñîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ, âûñêàçàííîãî À.Á.Øèäëîâñêèì (ñì. [36:15,
ãèïîòåçà A]) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ôóíêöèé è äîêàçàííîãî
Ô. Áåéêåðñîì [42:2] (â ñëó÷àå Å-ôóíêöèé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3). Èç
òåîðåìû 11 ñëåäóåò

Òåîðåìà 12 [64:13]. Åñëè Å-ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ (27) è íå óäîâëåòâîðÿåò íèêàêîìó ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ 1-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z), òî ÷èñëà
f(α) è f ′(α) òðàíñöåíäåíòíû ïðè ëþáîì α ∈ A, αQ2(α) ̸= 0.

Ðàíåå òåîðåìà 12 â âèäå ãèïîòåçû òàêæå âûñêàçûâàëàñü À.Á.Øèä-
ëîâñêèì [36:12, ãë. 6, �1]. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå Q2(α) ̸= 0 â òåîðåìå 12
íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Íàïðèìåð, Å-ôóíêöèÿ f(z) = e2z + zez + 1
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì y′ = 2y − (z − 1)ez − 2 è (z − 1)y′′ − (3z −
2)y′ + 2zy = 2z. ×èñëà f(1) è f ′(1) òðàíñöåíäåíòíû, õîòÿ Q2(1) = 0.

Òåîðåìû 6, 7 è 9 äîêàçûâàþò ãèïîòåçó Çèãåëÿ â ñëó÷àå ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà è ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà, à ñëó÷àé íåîäíîðîäíûõ
óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà ñâîäÿò ê óðàâíåíèÿì âèäà (24). Àâòîð ñ÷èòà-
åò ãèïîòåçó Çèãåëÿ â îáùåì ñëó÷àå (â òîì ÷èñëå äëÿ óðàâíåíèé (24))
íåâåðíîé, ÷òî îáîñíîâûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Ðàññìîò-
ðèì Å-ôóíêöèþ

V (z) = eαz
∫ z

0

e−αtφλ(t)dt = z +

(
1

λ+ 1
+ α

)
z2

2
+ . . . ,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

y′′ + (−α− 1 + λ/z)y′ + (α− λα/z)y = λ/z.

Ïî âñåé âåðîÿòíîñòè, ôóíêöèÿ V (z) (êàê è áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
àíàëîãè÷íûõ èíòåãðàëîâ) íå âûðàæàåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ñòðîãîå îáîñíîâàíèå äàííîãî óòâåðæäåíèÿ
òðåáóåò îïèñàíèÿ âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñâÿçåé â ìíîæåñòâå âñåõ ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿ-
òåëüíûé èíòåðåñ è ÿâëÿåòñÿ î÷åíü òðóäíîé. Å¼ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè
çàíèìàëèñü ìíîãèå ìàòåìàòèêè, íà÷èíàÿ ñ Ýéëåðà è Ãàóññà. Ðåçóëüòà-
òû ãëàâ 4 è 5 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñóùåñòâåííîå ïðîäâèæåíèå â
ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è, õîòÿ íà ïîëíîå ðåøåíèå â áëèæàéøåì áóäóùåì
âðÿä ëè ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê ìåð àëãåáðàè÷åñêîé
íåçàâèñèìîñòè Å-ôóíêöèè ðàññìàòðèâàþò â áîëåå óçêîì ñìûñëå � êî-
ãäà âåëè÷èíû |cn| è dn íå ïðåâîñõîäÿò cn (ñì. îïðåäåëåíèå 3). Íåòðóä-
íî äîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî |cn| 6 cn ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé Å-
ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (16). Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ãèïî-
òåçà Çèãåëÿ íå äîêàçàíà (è, âîçìîæíî, íå âåðíà), âîçíèêàåò íåîáõîäè-
ìîñòü ðàññìîòðåòü áîëåå ñëàáûé å¼ âàðèàíò, èç êîòîðîãî ïî-ïðåæíåìó
ñëåäîâàëà áû ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé 1 è 3. À èìåííî, ê äîïó-
ñòèìûì îïåðàöèÿì íàä ðàññìàòðèâàåìûìè Å-ôóíêöèÿìè ìîæíî äîáà-
âèòü óìíîæåíèå n-ãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ Å-ôóíêöèè íà (a)n/(b)n, ãäå
a, b ∈ Q \ Z−. Ýòà îïåðàöèÿ, î÷åâèäíî, íå âûâîäèò çà ïðåäåëû ìíîæå-
ñòâà Å-ôóíêöèé. Îíà ïîçâîëÿåò âêëþ÷èòü â ÷èñëî äîïóñòèìûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé èíòåãðèðîâàíèå, äèôôåðåíöèðîâàíèå è çàìåíó Å-ôóíêöèè
(2) íà

z−λ
∫
zλ−1f(z) dz =

∞∑
n=0

cn
n!(n+ λ)

zn, λ ∈ Q \ Z−
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(ñì. [36:12, ãë. 5, �2]). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ñòàòüå [61:1] Ê. Çèãåëü
âêëþ÷àë èíòåãðèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå â ÷èñëî äîïóñòèìûõ
îïåðàöèé äëÿ ñâîåé ãèïîòåçû.

Òåîðåìà 13 [64:14]. Âñÿêàÿ Å-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâ-
íåíèþ (27), ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ôóíêöèé Êóììåðà ñ ðàöèîíàëü-
íûìè ïàðàìåòðàìè è àëãåáðàè÷åñêèõ êîíñòàíò ïðè ïîìîùè îïåðà-
öèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, çàìåíû àðãóìåíòà z íà αz ïðè α ∈ A, à
òàêæå óìíîæåíèÿ n-ãî ÷ëåíà ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì
z ïîëó÷àþùèõñÿ ôóíêöèé íà (a)n/(b)n, ãäå a, b ∈ Q \ Z−.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîé Å-ôóíêöèè (2), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâ-
íåíèþ (27), ñïðàâåäëèâû îöåíêè |cn| 6 cn, dn 6 cn, ãäå dn � îáùèé
çíàìåíàòåëü êîýôôèöèåíòîâ c1, . . . , cn, c > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿí-
íàÿ.

Ãëàâà 4 ñîäåðæèò îáùèå òåîðåìû îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìî-
ñòè ðåøåíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ,
à òàêæå îá àëãåáðàè÷åñêèõ òîæäåñòâàõ ìåæäó ýòèìè ðåøåíèÿìè. Óñëî-
âèÿ áîëüøèíñòâà òåîðåì îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ÿâëÿþòñÿ
íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè.

Ðàíåå óæå áûëè ðàññìîòðåíû ôóíêöèè

lFq−1(ν⃗; λ⃗; z) = lFq−1

(
ν1, . . . , νl
λ2, . . . , λq

∣∣∣∣ z) =
∞∑
n=0

(ν1)n . . . (νl)n
n!(λ2)n . . . (λq)n

zn,

ãäå 0 6 l 6 q, ν1, . . . , νl ∈ C, λ2, . . . , λq ∈ C\Z−. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â
âåêòîð λ⃗ ∈ Cq, îòíîñÿùèéñÿ ê ôóíêöèè lFq−1(ν⃗; λ⃗; z), âõîäèò êîìïîíåí-
òà, ðàâíàÿ 1, êîòîðàÿ àâòîìàòè÷åñêè ïåðåñòàâëÿåòñÿ íà ïåðâîå ìåñòî.
Ôóíêöèÿ lFq−1(ν⃗; λ⃗; z) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêîìó óðàâíåíèþ

L(ν⃗; λ⃗; z) y = 0, (28)

ãäå L(ν⃗; λ⃗; z) � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, îïðåäåë¼ííûé íà ñòð.
10.

Ïðè γ, β ∈ C, µ⃗ = (µ1, . . . , µn) ∈ Cn ïîëîæèì γµ⃗ + β = (γµ1 +
β, . . . , γµn + β). Äëÿ âåêòîðîâ µ⃗ = (µ1, . . . , µn), η⃗ = (η1, . . . , ηn) áóäåì
ïèñàòü µ⃗ ∼ η⃗, åñëè ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà π ÷èñåë 1, . . . , n òàêàÿ,
÷òî µi − ηπ(i) ∈ Z, i = 1, . . . , n. Çàïèñü (ν⃗; λ⃗) ∼ γ(µ⃗; η⃗) + β îçíà÷àåò,

÷òî ν⃗ ∼ γµ⃗+ β, λ⃗ ∼ γη⃗ + β.
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Åñëè λi−λk /∈ Z, i ̸= k, òî (ñì., íàïðèìåð, [22:1, ï. 5.7.1]) ôóíêöèè

z1−λk
lFq−1(ν⃗ + 1− λk; λ⃗+ 1− λk; z), k = 1, . . . , q (29)

îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (28). Ýòî âåð-
íî òàêæå ïðè λ1 ̸= 1 (ñì. ñëåäñòâèå 2 ëåììû 4.1).

ßâíûé âèä óðàâíåíèÿ L(ν⃗; λ⃗;αzp) y = 0, ïîëó÷àåìîãî èç (28)
èëè (3) ïîäñòàíîâêîé z → αzp, ãäå α ∈ C, p ∈ N, ïðèâåä¼í â ëåììå
4.1 è ôîðìóëå (4.1). Ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
L(ν⃗; λ⃗;αzp) y = 0 ïðè λi−λk /∈ Z, i ̸= k îáðàçóþò, íàïðèìåð, ôóíêöèè

z(1−λk)p
lFq−1(ν⃗ + 1− λk; λ⃗+ 1− λk;αzp), k = 1, . . . , q (30)

(ñì. ñëåäñòâèå 4 ëåììû 4.1).
Îïðåäåëåíèå 4. Óðàâíåíèå (16) íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì (ëè-

íåéíî ïðèâîäèìûì) (ëèíåéíî îäíîðîäíî ïðèâîäèìûì), åñëè îíî èìå-
åò ðåøåíèå y ̸≡ 0 òàêîå, ÷òî y, y′, . . . , y(m−1) àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû
(ëèíåéíî çàâèñèìû ñ 1) (ëèíåéíî çàâèñèìû) íàä C(z), è íåïðèâîäè-
ìûì (ëèíåéíî íåïðèâîäèìûì) (ëèíåéíî îäíîðîäíî íåïðèâîäèìûì) â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ýòè ïîíÿòèÿ äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè óðàâíåíèé
L(ν⃗; λ⃗; zq−l) y = 0, êðîìå ñëó÷àÿ q− l = 6, l 6 3, ïîëó÷åíû Â.Õ. Ñàëè-
õîâûì [28:4]. Êðèòåðèé ëèíåéíîé îäíîðîäíîé íåïðèâîäèìîñòè íàéäåí
â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé Â.Õ. Ñàëèõîâà [28:3] è Â.Â. Êàçàêîâà [15:1]
(ñì. òàêæå [36:12, ãë. 10]).

Â ñòàòüå [43:1] Ô. Áåéêåðñà, Â. Áðàóíâåëëà è Ã. Õåêìàíà, à ôàêòè-
÷åñêè åù¼ ðàíåå â ñòàòüå [52:2] Å. Êîë÷èíà áûëè ââåäåíû âàæíûå äëÿ
óñòàíîâëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé
ïîíÿòèÿ êîãðàäèåíòíîñòè è êîíòðãðàäèåíòíîñòè ñèñòåì äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 5. Åñëè Φ1, Φ2 � ïðîèçâîëüíûå ôóíäàìåíòàëüíûå
ìàòðèöû äâóõ ñèñòåì âèäà (5) è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ðàâåíñòâ

Φ1 = gBΦ2C, Φ1(Φ2C)
T = gB, (31)

ãäå C ∈ GL(m,C), B ∈ GL(m,C(z)), g = g(z) � ôóíêöèÿ ñ óñëîâè-
åì g′/g ∈ C(z), òî èñõîäíûå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ êîãðàäèåíòíûìè
(ñîîòâåòñòâåííî êîíòðãðàäèåíòíûìè).
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ýòè ïîíÿòèÿ äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîä-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z).

Ïðîñòåéøèå àëãåáðàè÷åñêèå òîæäåñòâà, ñâÿçûâàþùèå ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, îáíàðóæèëè åù¼ Ýéëåð è Ãàóññ. Â ÷àñòíîñòè,
Ãàóññ (ñì., íàïðèìåð, [22:1, ï. 6.2.2]) äëÿ ñâîåé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè 2F1(ν, µ;λ; z) íàø¼ë ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ýòó
ôóíêöèþ ñ ò. í. ñìåæíûìè ôóíêöèÿìè. Åñëè φ� ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ, òî ôóíêöèè φ(νk±) = φ(ν1, . . . , νk ± 1, . . . , νl;λ1, . . . , λq; z) è
àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåìûå φ(λk±) íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè ñ φ. Ôóíê-
öèè, ó êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò èñõîäíûõ íà
ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà, íàçûâàþòñÿ àññîöèèðîâàííûìè ñ φ. Ìîæ-
íî çàìåòèòü, ÷òî ñìåæíûå ôóíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå âûðàæàþòñÿ
â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé (â îáùåì ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ) ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè èç C(z) îò ôóíêöèé φ, φ′, . . . , φ(q−1) (÷àñòíûå ñëó÷àè
ñì., íàïðèìåð, â [3:1, ��2.5, 3.7], [22:1, ïï. 5.2.2, 7.3.2], [36:12, ãë. 10,
ôîðìóëà (47)], [8:1, ôîðìóëà (12)]). Êîýôôèöèåíò ïðè φ(νk±) (èëè
φ(λk±)) äëÿ íåêîòîðûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé
ìîæåò òîæäåñòâåííî ïî z ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ëèíåéíî ïðèâîäèìû. Íåîá-
õîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ïðèâîäèìîñòè ïðè
νi ̸∈ Z− ÿâëÿåòñÿ íàéäåííîå Â.Õ. Ñàëèõîâûì [28:3, òåîðåìà 8] óñëîâèå
νi − λj ∈ Z, 1 6 i 6 l, 1 6 j 6 q èëè ñóùåñòâîâàíèå äåëèòåëÿ d > 1

÷èñåë l è q òàêîãî, ÷òî (ν⃗; λ⃗) + 1/d ∼ (ν⃗; λ⃗).
Ñîîòíîøåíèÿ ñìåæíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå φ⃗1 = Ωφ⃗+ c⃗, ãäå

f⃗ = (f, f ′, . . . , f (q−1))T , Ω ∈ M(q,C(z)), c⃗ ∈ (C(z))q, φ = lφq(ν⃗; λ⃗; z),
φ1 � ôóíêöèÿ φ(νk±) èëè φ(λk±). Åñëè

φ⃗(ν±) = Ων±φ⃗+ c⃗ν±, φ⃗(λ±) = Ωλ±φ⃗+ c⃗λ±,

òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ων− = Ω−1ν+(ν−), c⃗ν− = −Ων−c⃗ν+(ν−), Ωλ+ =
Ω−1λ−(λ+), c⃗λ+ = −Ωλ+c⃗λ−(λ+). Çäåñü ν (à òàêæå λ) � ïàðàìåòð,
ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé èç {ν1, . . . , νl} (ñîîòâåòñòâåííî {λ1, . . . , λq}).
Ñèìâîë Ων+(ν−) îçíà÷àåò ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç Ων+ ïîäñòàíîâêîé
ν → ν−1 âî âñåõ å¼ ýëåìåíòàõ, ãäå ν � âûáðàííûé ïàðàìåòð. Ñèìâîëû
Ωλ−(λ+), c⃗ν+(ν−), c⃗λ−(λ+) îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ðåøàåòñÿ âîïðîñ î êîãðàäèåíòíîñòè óðàâíå-
íèé, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ðàçëè÷àþòñÿ íà öåëûå ÷èñëà, à å¼ äîêàçàòåëü-
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ñòâî ñîäåðæèò àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîîòíîøåíèé ñìåæíîñòè.
Òåîðåìà 14 [64:23; 21, ëåììà 12]. Ïóñòü ν⃗i ∈ Cl, λ⃗i ∈ (C \

Z−)q, q > max(2, l), α ∈ C, p ∈ N, φi = lφq(ν⃗i; λ⃗i;αz
p), óðàâíåíèå

L(ν⃗i; λ⃗i;αz
p)y = 0 ëèíåéíî îäíîðîäíî íåïðèâîäèìî, Φi � ïðîèçâîëü-

íàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ýòîãî óðàâíåíèÿ, i = 1, 2, (ν⃗1; λ⃗1) ∼
(ν⃗2; λ⃗2). Òîãäà ñóùåñòâóþò ìàòðèöû Ω ∈ GL(q,C[z±1, (1− αzp)ε]),
C ∈ GL(q,C) è âåêòîð c⃗ ∈ (C[z±1, (1− αzp)ε])q, ε = −δlq, òàêèå, ÷òî

φ⃗1 = Ωφ⃗2 + c⃗, Φ1 = ΩΦ2C. (32)

Ïðèìåðû. 1. Èñïîëüçóÿ ââåä¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ, äëÿ ôóíêöèé
Êóììåðà Aλ,ν(z) èìååì

Ων+ =
1

ν

(
ν z
ν ν − λ+ 1 + z

)
, Ωλ− =

1

λ− 1

(
λ− 1 z
ν z

)
.

Åñëè âòîðîå èç ðàâåíñòâ (32) èìååò âèä Φ(ν±) = Ων±ΦCν± èëè Φ(λ±) =
Ωλ±ΦCλ±, à ìàòðèöû Φ îòâå÷àþò ôóíêöèÿì (29), òî

Cν+ = diag(1, ν/(ν−λ+1)), Cλ− = diag(1, (λ−1)(2−λ)/(ν−λ+1)).

2. Äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè Ãàóññà

2φ2(ν, µ; 1, λ; z) = 2F1

( ν, µ
λ

∣∣∣ z) =
∞∑
n=0

(ν)n(µ)n
n!(λ)n

zn

àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

Ων+ =
1

ν(1− z)

(
ν(1− z) z(1− z)
νµ ν − λ+ 1 + µz

)
,

Ωλ− =
1

(λ− 1)(1− z)

(
(λ− 1)(1− z) z(1− z)

νµ (ν + µ− λ+ 1)z

)
,

Cν+ = diag

(
1,

ν

ν − λ+ 1

)
, Cλ− = diag

(
1,

(λ− 1)(2− λ)
(ν − λ+ 1)(µ− λ+ 1)

)
.

3. Äëÿ ôóíêöèè

Kλ,µ(z) = 0φ2(λ+ 1, µ+ 1;−z2/4) =
∞∑
n=0

(−1)n

(λ+ 1)n(µ+ 1)n

(z
2

)2n
,
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ââåä¼ííîé À.Á. Øèäëîâñêèì (ñì. [36:12, ãë. 6, �5]), èìååì

Ωλ− =
1

2λz

(
2λz z2

−z2 − 4λµ −2µz

)
, c⃗λ− =

2µ

z

(
0
1

)
,

à åñëè ìàòðèöû Φ îòâå÷àþò ôóíêöèÿì (30), òî

Cλ− = diag(−4λ(µ− λ+ 1), λ/(λ− µ)).

Òåîðåìà 15 [64:16,18,25]. Ïóñòü ν⃗ ∈ Cl, λ⃗ ∈ Cq, q > max(2, l),
α ∈ C, p ∈ N, Φ1,Φ2 � ïðîèçâîëüíûå ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ L(ν⃗; λ⃗;αzp) è L(1−ν⃗; 2−λ⃗; (−1)q−lαzp).
Òîãäà:

1◦. Ñóùåñòâóåò ìàòðèöà C ∈ GL(q,C) òàêàÿ, ÷òî

Φ1(Φ2C)
T = B, (33)

ãäå B = ∥bi,j∥i,j ∈ GL(q,C[z±1, (1− αzp)ε]), ε = −δlq, ïðè÷¼ì

bk,q−k+1 = (−1)kc0z1−q(1− αzp)ε, c0 ∈ C, k = 1, . . . , q,

à âûøå ýòèõ ýëåìåíòîâ ñòîÿò íóëè.
2◦. Åñëè λi − λk /∈ N, i, k = 1, . . . , q, à Φ1,Φ2 îòâå÷àþò, ñîîò-

âåòñòâåííî, ìíîæåñòâàì ôóíêöèé (30) è

fk = z(λk−1)p
lFq−1(λk − ν⃗;λk + 1− λ⃗; (−1)q−lαzp), k = 1, . . . , q, (34)

òî â ðàâåíñòâå (33) C = diag(c1, . . . , cq),

ck = (−1)k
∏

16i<j6q; i,j ̸=k

(λi − λj); c0 = pq−1
∏

16i<j6q

(λi − λj),

ïóñòîå ïðîèçâåäåíèå ñêîáîê ðàâíî 1.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü q > max(2, l), λi − λk /∈ N, i, k = 1, . . . , q,

÷èñëà ck îïðåäåëåíû â òåîðåìå 15. Òîãäà

q∑
k=1

ck lFq−1(ν⃗+1−λk; λ⃗+1−λk; z) lFq−1(λk−ν⃗;λk+1−λ⃗; (−1)q−lz) = 0.

(35)
Ñëåäñòâèå 2. Ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

1F1(ν;λ; z) 1F1(1−ν; 2−λ;−z)−1F1(ν−λ+1; 2−λ; z) 1F1(λ−ν;λ;−z) = 0;
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2F1(ν, µ;λ; z) 2F1(1− ν, 1− µ; 2− λ; z)−
−2F1(ν − λ+ 1, µ− λ+ 1; 2− λ; z) 2F1(λ− ν, λ− µ;λ; z) = 0;

(λ− µ) 0F2(λ, µ; z) 0F2(2− λ, 2− µ;−z)+
+(µ− 1) 0F2(µ− λ+ 1, 2− λ; z) 0F2(λ− µ+ 1, λ;−z)+

+(1− λ) 0F2(λ− µ+ 1, 2− µ; z) 0F2(µ− λ+ 1, µ;−z) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå äâà òîæäåñòâà â ñëåäñòâèè 2 ìîæíî âûâåñòè,
ñîîòâåòñòâåííî, èç òîæäåñòâ Êóììåðà è Ýéëåðà (ñì. [4:1, �6.3, ôîðìóëà
(7), �2.1, ôîðìóëà (22)]). ×àñòíûé ñëó÷àé òîæäåñòâà (35) ïðè q = l = 3
äîêàçàë Äàðëèíã (ñì. [4:1, �4.3, ôîðìóëà (10)]). Ãàóññ ïîëó÷èë òîæäå-
ñòâî

2F1(ν, µ;λ; z) 2F1(−ν,−µ;−λ; z)−

−νµ(λ− ν)(λ− µ)z
2

λ2(λ2 − 1)
2F1(ν+1, µ+1;λ+2; z)2F1(1−ν, 1−µ; 2−λ; z) = 1

(ñì. [26:4, ôîðìóëà (6)]). Îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà íà ïðîèçâîëüíûå
ôóíêöèè lFq(z) ïîëó÷åíîÞ.Â. Íåñòåðåíêî [26:4, �4]. Òîæäåñòâà âòîðîé
ñòåïåíè ìåæäó ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè è èõ ïðîèçâîäíûìè
èçó÷àëèñü òàêæå Â.Õ. Ñàëèõîâûì (áèáëèîãðàôèþ ñì. â [8:1]).

Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 15 è å¼ ïåðâîíà÷àëüíûé âàðèàíò ïðè α =
p = 1 áûëè îïóáëèêîâàíû àâòîðîì â 2008 � 2010 ãã. Â 2015 ã. Ô. Áåé-
êåðñ è Ô. Æóý [44:1], à â 2016 ã. Ð. Ôåíã, À. Êóçíåöîâ è Ô. ßíã [48:1]
îïóáëèêîâàëè ðåçóëüòàòû, ÷àñòü èç êîòîðûõ âûòåêàåò èç ôîðìóë (33)
è (35).

Òåîðåìà 15 äà¼ò íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû êîíòðãðàäèåíòíîñòè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èç ñòàòåé [43:1], [52:2], ãäå ââåäåíî ýòî ïî-
íÿòèå, íå áûëî ÿñíî, ñóùåñòâóåò ëè êîíòðãðàäèåíòíîñòü âîîáùå è íà-
ñêîëüêî îíà õàðàêòåðíà äëÿ ñëó÷àÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ô. Áåéêåðñ, Â. Áðàóíâåëë è Ã. Õåêìàí [43:1] ïðè åñòåñòâåííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ, òåì íå ìåíåå, íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿ-
ìè, óñòàíîâèëè àëãåáðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü ðåøåíèé ñîâîêóïíîñòè
óðàâíåíèé âèäà (28). Ì.À. ×åðåïí¼â [34:2] ðàñïðîñòðàíèë ðåçóëüòàòû
ñòàòüè [43:1] íà ñëó÷àé íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Ñëåäóåò îòìåòèòü,
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÷òî â ñòàòüÿõ [43:1], [34:2] è â ñòàòüå àâòîðà [64:21] âûïàë èç ðàññìîò-
ðåíèÿ ñëó÷àé àëãåáðàè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ýëåìåíòàìè ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ìàòðèö óðàâíåíèé (1) è (18), à òàêæå íåêîòîðûõ èõ îáîá-
ùåíèé. Èìåííî, åñëè 2λ ∈ C \ Z, α ∈ C, p ∈ N, à Φ1,Φ2,Φ3 �
ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû, îòâå÷àþùèå íàáîðàì ôóíêöèé
{Kλ(αz

p), z−2pλK−λ(αz
p)}, {A2λ+1,λ+1/2(2iαz

p), z−2pλA1−2λ,1/2−λ(2iαz
p)},

{A1−2λ,1/2−λ(−2iαzp),−z2pλA2λ+1,λ+1/2(−2iαzp)}
ñîîòâåòñòâåííî, òî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà (ñì. [64:24, òåîðåìà 1])

Φ1 = e−iαz
p

(
1 0

−ipαzp−1 1

)
Φ2, (36)

Φ1Φ
T
3 = 2pλz−1e−iαz

p

(
0 −1
1 −ipαzp−1 + 2pλz−1

)
, (37)

äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ áóäåò äàíî â ãëàâå 4. Òîæäåñòâà (36), (37)
ìîæíî îáîáùèòü (ñì. [64:25, òåîðåìà 2]) íà ïðîèçâîëüíûå ôóíäàìåí-
òàëüíûå ìàòðèöû óðàâíåíèé L(ν⃗k; λ⃗k;αkz

pk) y = 0, ãäå αk ∈ C,
pk ∈ N, ν⃗k = (νk,1, . . . , νk,lk) ∈ Clk , λ⃗k = (λk,1, . . . , λk,qk) ∈ (C \ Z−)qk ,
k = 1, 2, ñ óñëîâèåì

q1 = q2 = 2, l1 = 1, l2 = 0, p2 = 2p1, α
2
1 = 16α2,

(38)
λ⃗1 − λ1,j ∼ ±2(λ⃗2 − λ2,1), 1 6 j 6 2, 2ν1,1 − λ1,1 − λ1,2 ∈ Z.

Èç òîæäåñòâà (37), çàìåíÿÿ α íà −α, ââèäó ÷¼òíîñòè ôóíêöèè Kλ(z)
ïîëó÷àåì, ÷òî åñëèΦ3 �ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà, îòâå÷àþùàÿ ôóíê-
öèÿì {A1−2λ,1/2−λ(2iαz

p),−z2pλA2λ+1,λ+1/2(2iαz
p)}, òî

Φ1Φ
T
3 = 2pλz−1eiαz

p

(
0 −1
1 ipαzp−1 + 2pλz−1

)
.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òîæäåñòâî (36) îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ìàòðèö Φ1 è Φ2, îòâå÷àþùèõ íàáîðàì ôóíêöèé {Kλ(αz

p),
K−λ(αz

p)} è {A2λ+1,λ+1/2(2iαz
p), A1−2λ,1/2−λ(2iαz

p)}.
Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ñòàòüè [43:1] ïðîòèâîðå÷èò óæå òîæäåñòâó

(21). Îøèáêà â [43:1], ïîçæå ïîâòîð¼ííàÿ â [34:2] è [64:21], âûçâà-
íà òåì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.5 èç [43:1] íå ðàññìîòðåíà
âîçìîæíîñòü êîãðàäèåíòíîñòè è êîíòðãðàäèåíòíîñòè ãèïåðãåîìåòðè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îäèíàêîâûìè q, íî ðàçíûìè l.
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Òåîðåìà 16 [64:20,21]. Ïóñòü ν⃗k = (νk,1, . . . , νk,lk) ∈ Qlk, λ⃗k =
(λk,1, . . . , λk,qk) ∈ (Q \ Z−)qk, λk,1 = 1, qk > max(1, lk), Fk(z) =

lkFqk−1(ν⃗k; λ⃗k; z), αk ∈ A \ {0}, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ L(ν⃗k; λ⃗k;
zqk−lk) y = 0 íåïðèâîäèìû, k = 1, . . . , n, n > 1, à ÷èñëà γ1, . . . , γm ∈ A
ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q. Ïóñòü óñëîâèå (38), èç êîòîðîãî èñêëþ÷å-
íî p1 = 2p2, íå âûïîëíåíî íè äëÿ êàêîé ïàðû èíäåêñîâ 1 6 k < t 6 n,
è åñëè (ν⃗k; λ⃗k) ∼ (−1)r((ν⃗t; λ⃗t) − λt,j), ãäå 1 6 j 6 qt, r ∈ {0, 1}, òî
αk ̸= (−1)(qk−lk)rαt. Òîãäà q1 + · · ·+ qn +m ÷èñåë

F1(α1), F
′
1(α1), . . . , F

(q1−1)
1 (α1), . . . , Fn(αn), . . . , F

(qn−1)
n (αn), e

γ1, . . . , eγm

(39)
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû.

Ñ ó÷¼òîì óïîìÿíóòûõ ðåçóëüòàòîâ Â.Õ. Ñàëèõîâà òåîðåìà 16 óñè-
ëèâàåò àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó ñòàòüè [43:1]. Çàìåòèì, ÷òî íåïðèâîäè-
ìîñòü ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî
å¼ ãðóïïà Ãàëóà ñîäåðæèò SL(q,C) èëè Sp(q,C) (ñì. [43:1, ñòð. 280
è òåîðåìà 2.2]). Êîíêðåòíûé âèä ãðóïïû Ãàëóà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ íàéäåí Í. Êàöåì [51:1]. Êàê îêàçàëîñü, â ïðåîáëàäàþùåì
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îíà ñîäåðæèò SL(q,C). Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò
îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå ìíîæåñòâî ñëó÷àåâ, äëÿ êîòîðûõ, ñðåäè ïðî-
÷èõ óñëîâèé, q− l ÷¼òíî, à ν⃗ ∼ ν− ν⃗, λ⃗ ∼ λ− λ⃗ ïðè íåêîòîðûõ ν, λ ∈ R
(ñì. [42:1, ñòð. 59, 60]). Òàê êàê ðàçìåðíîñòü ãðóïïû SL(q,C) ðàâ-
íà q2 − 1, òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ëþáîé
ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ íàä C(z,W ),
ãäåW � âðîíñêèàí, òàêæå ðàâíà q2−1 (ñì. [17:1, ëåììà 6.2], èëè [52:1,
�20]). Ýòî, î÷åâèäíî, îáåñïå÷èâàåò íåïðèâîäèìîñòü óðàâíåíèÿ è äåëàåò
åñòåñòâåííûìè óñëîâèÿ ÷åòûð¼õ ñëåäóþùèõ òåîðåì.

Äèôôåðåíöèàëüíîå ïîëå, ïîëó÷àåìîå ïðèñîåäèíåíèåì ê ïîëþ F
äèôôåðåíöèàëüíûõ ïåðåìåííûõ v1, . . . , vn, îáîçíà÷èì F ⟨v1, . . . , vn⟩.

Òåîðåìà 17 [64:20,21]. Ïóñòü ν⃗k ∈ Clk, λ⃗k ∈ (C \ Z−)qk, qk >

max(1, lk), αk ∈ C \ {0}, ∥v(i)k,s∥i=0,...,qk−1; s=1,...,qk � ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ìàòðèöà îïåðàòîðà L(ν⃗k; λ⃗k;αkz
pk), pk ∈ N, Wk = |v(i)k,s|i,s,

deg trC(z,Wk)C ⟨z, vk,1, . . . , vk,qk⟩ = q2k − 1, (40)

k = 1, . . . , n, n > 1. Ïóñòü ÷èñëà γ1, . . . , γm, à òàêæå β1, . . . , βp,
ïðèíàäëåæàò C è ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q, β1 ∈ Q. Òîãäà äëÿ
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àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè q21 + · · ·+ q2n − n+m+ p ôóíêöèé{
v
(i)
k,s

∣∣∣
k=1,...,n; i=0,...,qk−1; s=1,...,qk; (i,s)̸=(qk−1,qk)

}
, eγ1z, . . . , eγmz, zβ1, . . . , zβp

íàä C íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óñëîâèå (38) íå âûïîëíÿëîñü
íè äëÿ êàêîé ïàðû èíäåêñîâ 1 6 k < t 6 n è åñëè pk = pt, (ν⃗k; λ⃗k) −
λk,1 ∼ (−1)r((ν⃗t; λ⃗t) − λt,j), ãäå 1 6 j 6 qt, r ∈ {0; 1}, òî αk ̸=
(−1)(qk−lk)rαt.

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 17 îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì,
åñëè ôóíêöèè eγ1z, . . . , eγmz çàìåíèòü íà eP1, . . . , ePm, ãäå P1, . . . , Pm �
ìíîãî÷ëåíû èç C[z], ëèíåéíî íåçàâèñèìûå íàä Q.

Óñëîâèå (40), ðàññìîòðåííîå â ñëó÷àå qk = 2 Ê. Çèãåëåì [61:1],
à â îáùåì ñëó÷àå � Å. Êîë÷èíûì [52:2, ñòð. 1157, 1158], ðàâíîñèëü-
íî òîìó, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà îïåðàòîðà L(ν⃗; λ⃗; z) ñîäåðæèò SL(q,C). Èç
ñêàçàííîãî ïåðåä òåîðåìîé 17 ñëåäóåò, ÷òî îíî âûïîëíåíî äëÿ "ïî-
÷òè âñåõ" ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé çà èñêëþ÷åíèåì òåõ, íàáî-
ðû ïàðàìåòðîâ êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû òî÷êàìè íåêîòîðûõ
îïðåäåë¼ííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé.

Ñîãëàñíî [43:1] (ñì. òàêæå ëåììû 4.13 è 4.14), óñëîâèå (40) äîñòà-
òî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ îïåðàòîðà L(ν⃗k; λ⃗k; z).

Òåîðåìà 18 [64:20,21]. Ïóñòü ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 17 ν⃗k ∈
Qlk, λ⃗k ∈ Qqk, λk,1 = 1, αk, γi ∈ A, Fk(z) = lkFqk−1(ν⃗k; λ⃗k; z). Òîãäà
äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë (39) íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî âûïîëíåíèå ÷åòûð¼õ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1◦. Åñëè (ν⃗k; λ⃗k) ∼ (ν⃗t; λ⃗t), ãäå 1 6 k < t 6 n, òî αk ̸= αt.
2◦. Åñëè (ν⃗k; λ⃗k) ∼ λt,j − (ν⃗t; λ⃗t), ãäå 1 6 k < t 6 n, 1 6 j 6 qt,

òî αk ̸= (−1)(qk−lk)αt.
3◦. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ {1, . . . , n} è âñåõ j = 1, . . . , qt èìååì

(ν⃗t; λ⃗t)−λt,j ∼ (ν⃗k(j); λ⃗k(j)), ãäå k(j1) ̸= k(j2) ïðè j1 ̸= j2, òî αt ̸= αk(j)

õîòÿ áû ïðè îäíîì j.
4◦. Óñëîâèå (38), èç êîòîðîãî èñêëþ÷åíî p1 = 2p2, íå âûïîëíåíî

íè äëÿ êàêîé ïàðû èíäåêñîâ 1 6 k < t 6 n.
Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé lφq(z)

è lFq−1(z) äîñòàòî÷íî, ñ ó÷¼òîì òåîðåì 16 � 18, äîêàçûâàòü àëãåáðàè÷å-
ñêóþ íåçàâèñèìîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé (3) íàä ïîëåì, ïîðîæä¼ííûì
ðåøåíèÿìè îäíîðîäíûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
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Ïóñòü ν⃗ ∈ Cl, λ⃗ ∈ (C \ Z−)q, q > l, α ∈ C \ {0}, f(z) =

lφq(ν⃗; λ⃗;αz
q−l), ∥v(i)s ∥i=0,...,q−1; s=1,...,q � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îïå-

ðàòîðà L(ν⃗; λ⃗;αzq−l), W = |v(i)s |i,s, L = C ⟨z, v1, . . . , vq⟩,
deg trC(z,W )C ⟨z, v1, . . . , vq⟩ = q2 − 1. (41)

Òåîðåìà 19 [64:22]. Äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèé

f(z), f ′(z), . . . , f (q−1)(z)

íàä L íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîð λ⃗ ñîäåðæàë êîìïî-
íåíòó èç N.

Òåîðåìà 19 äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü ν⃗k ∈ Clk , λ⃗k ∈ (C \ Z−)qk , qk > lk, αk ∈ C \ {0}, fk(z) =
lkφqk(ν⃗k; λ⃗k;αkz

qk−lk), ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà L(ν⃗k; λ⃗k;
αkz

qk−lk) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (40), k = 1, . . . , n. Ïîëå, ïîðîæä¼í-
íîå íàä C(z) êîìïîíåíòàìè ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòðèö âñåõ îïåðàòîðîâ
L(ν⃗; λ⃗;αzq−l), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (41), îáîçíà÷èì L1.

Òåîðåìà 20 [64:20,22]. Äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ôóíê-
öèé

f1(z), f
′
1(z), . . . , f

(q1−1)
1 (z), . . . , fn(z), f

′
n(z), . . . , f

(qn−1)
n (z)

íàä L1 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îäèí èç âåêòîðîâ λ⃗k ñîäåð-
æàë êîìïîíåíòó èç N èëè æå (ν⃗k; λ⃗k) ∼ (ν⃗t; λ⃗t), αk = αt ïðè êàêèõ-
ëèáî 1 6 k < t 6 n.

Çàìåòèì, ÷òî â ïîëå L1 âõîäÿò êîìïîíåíòû ðåøåíèé óðàâíåíèé
L(ν⃗; λ⃗;αzp)y = 0, ãäå p ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (41), äàæå
åñëè îíè (â ñëó÷àå λ1 = 1) íå ïîëó÷àþòñÿ èç íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
(3), ïðèìåðîì ÷åãî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå (1).

Àíàëîãè òåîðåìû 19 èìåþòñÿ â ðàáîòàõ [34:1], [28:6]. Ïðîèçâîëü-
íûå ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû
ðàññìàòðèâàëèñü Þ.Â. Íåñòåðåíêî [26:1] è Ä. Áåðòðàíîì [40:1]. Â òåî-
ðåìàõ óêàçàííûõ ñòàòåé ðå÷ü èä¼ò îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè íå
íàä L èëè L1, à íàä ïîëåì, ïîðîæä¼ííûì êîýôôèöèåíòàìè óðàâíåíèé.
Èõ óñëîâèÿ íå âñåãäà íåîáõîäèìû � íàïðèìåð, â ñòàòüå [26:1] òðåáó-
åòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü êîìïîíåíò ðåøåíèé âñåõ îäíîðîä-
íûõ ñèñòåì, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññìàòðèâàåìûì. Ïîýòîìó òåîðåìà 20
ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîëó÷àòü áîëåå ñèëüíûå óòâåðæäåíèÿ.
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Òåîðåìà 21 [64:20,22]. Ïóñòü αk, βi ∈ A \ {0}, λ⃗k ∈ (Q \ Z−)qk,
qk > 3 è íå÷¼òíî, λ⃗k + 1/d ̸∼ λ⃗k íè äëÿ êàêîãî äåëèòåëÿ d > 1 ÷èñëà
qk, φλ⃗k

(z) = 0φqk(λ⃗k; z), λi ∈ Q \ Z, φλi
(z) = 0φ1(λi; z), k = 1, . . . , n,

i = 1, . . . ,κ, ÷èñëà γ1, . . . , γm ∈ A ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q, n+m+
κ > 1. Òîãäà äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè q1 + · · ·+ qn +κ+m
÷èñåë

φλ⃗1
(α1), φ

′
λ⃗1
(α1), . . . , φ

(q1−1)
λ⃗1

(α1), . . . , φλ⃗n
(αn), φ

′
λ⃗n
(αn), . . . , φ

(qn−1)
λ⃗n

(αn),

φλ1
(β1), . . . , φλκ(βκ), e

γ1, . . . , eγm

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ÷åòûð¼õ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1◦. Åñëè λi − λk ∈ Z, 1 6 i < k 6 κ, òî βi ̸= βk.
2◦. Åñëè λ⃗k ∼ λ⃗t, 1 6 k < t 6 n, òî αk ̸= αt.
3◦. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ 1 6 k < t 6 n, i, u ∈ {1, . . . , qk} èìååì

λt,i ∈ N, λ⃗k ∼ λt,u − λ⃗t, òî αk ̸= −αt.
4◦. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ {1, . . . , n} è âñåõ j = 1, . . . , qt èìååì

λ⃗t − λt,j ∼ λ⃗k(j), ãäå k(j1) ̸= k(j2) ïðè j1 ̸= j2, òî αt ̸= αk(j) õîòÿ áû
ïðè îäíîì j.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü q � íå÷¼òíîå ÷èñëî, λ⃗ ∈ (Q \ Z−)q, ÷èñëà
α1, . . . , αn ∈ A \ {0} è ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òîãäà äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé
íåçàâèñèìîñòè nq ÷èñåë

φλ⃗(α1), φ
′
λ⃗
(α1), . . . , φ

(q−1)
λ⃗

(α1), . . . , φλ⃗(αn), φ
′
λ⃗
(αn), . . . , φ

(q−1)
λ⃗

(αn)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû λ⃗ ̸∼ (0, 1/q, . . . , (q − 1)/q) è åñëè
λ⃗ ∼ λi − λ⃗ ïðè íåêîòîðîì i ∈ {1, . . . , q}, òî αk ̸= −αt ïðè âñåõ
1 6 k < t 6 n.

Óñëîâèå 1◦, íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçà-
âèñèìîñòè ÷èñåë φλ1

(β1), . . . , φλκ(βκ), ïîëó÷åíî À.Á. Øèäëîâñêèì (ñì.
òåîðåìó III). Óñëîâèÿ 2◦ è 4◦ ãàðàíòèðóþò îòñóòñòâèå àëãåáðàè÷åñêèõ
ñâÿçåé â ñëó÷àå êîãðàäèåíòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé, à óñëî-
âèå 3◦ � â ñëó÷àå êîíòðãðàäèåíòíîñòè (ñì. [43:1] èëè êîíåö �2 ãëàâû
4).

Òåîðåìà 21 îáîáùàåò è óñèëèâàåò ðåçóëüòàò Â.Õ. Ñàëèõîâà [28:5,
òåîðåìà 2]. Óñëîâèå òåîðåìû λ⃗k + 1/d ̸∼ λ⃗k, ðàâíîñèëüíîå ëèíåéíîé
íåïðèâîäèìîñòè, íå ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì îãðàíè÷åíèåì, òàê êàê ïðè åãî
íàðóøåíèè ôóíêöèÿ φλ⃗k

(z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè ðåøåíèé íåïðèâîäèìûõ óðàâíåíèé (ñì. [28:5, �5]), ê êîòîðûì
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òåîðåìà 21 óæå ïðèìåíèìà. Â ñëó÷àå l > 0 äëÿ ôóíêöèé lφq(z) ñ ïîìî-
ùüþ òåîðåì 16 � 20 àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ óñèëåíèå ðåçóëüòàòîâ Ì.À.
×åðåïí¼âà [34:2].

Â ãëàâå 5 âûÿñíÿåòñÿ ñòðóêòóðà àëãåáðàè÷åñêèõ ñâÿçåé âî ìíî-
æåñòâå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ Å-ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíûì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì íå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà. Ê ýòîìó
ìíîæåñòâó ôóíêöèé, ïîìèìî Kλ(z), Aµ,ν(z), Kλ,µ(z), φλ(z) è ez, îòíî-
ñÿòñÿ ôóíêöèè

Aθ,η,ζ(z) = 1φ2(ζ + 1; θ + 1, η + 1; z) =
∞∑
n=0

(ζ + 1)n
(θ + 1)n(η + 1)n

zn,

ãäå −θ,−η,−ζ /∈ N.
Ïðîñòåéøèìè àëãåáðàè÷åñêèìè òîæäåñòâàìè, ñâÿçûâàþùèìè ýòè

ôóíêöèè, ÿâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ñìåæíîñòè, àëãîðèòì äëÿ íàõîæäå-
íèÿ êîòîðûõ èçëîæåí ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 14. Â ïðèìåðàõ,
ïðèâåä¼ííûõ ïîñëå ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 14, âûïèñàíû ñîîòíîøå-
íèÿ ñìåæíîñòè äëÿ ôóíêöèé Aµ,ν(z) è Kλ,µ(z). Äëÿ ôóíêöèé Aθ,η,ζ(z)
àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

Ωζ+ =
1

(ζ + 1)z

(
(ζ + 1)z z2

(ζ + 1)z − θη z2 + (ζ − θ − η + 1)z

)
;

Ωθ− =
1

θz

(
θz z2

(ζ + 1)z − θη z2 − ηz

)
;

c⃗ζ+ =
θη

(ζ + 1)z

(
0
1

)
; c⃗θ− =

η

z

(
0
1

)
.

Ñîîòíîøåíèÿ ñìåæíîñòè äëÿ Kλ(z) è Aµ,ν(z) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó-
÷àÿìè ñîîòíîøåíèé äëÿ Kλ,µ(z) è Aθ,η,ζ(z) ñîîòâåòñòâåííî. Íàêîíåö,
äëÿ ôóíêöèè φ = φλ(z) ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

λφλ− = zφ+ λ; zφλ+ = (λ+ 1)φ− λ− 1.

Êàê ñëåäóåò èç ñòàòüè Çèãåëÿ [61:1], äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâè-
ñèìîñòè 2nm ÷èñåëKλi

(αk),K ′λi
(αk), ãäå −λi ∈ Q\N, αk ∈ A\{0}, i =

1, . . . , n, k = 1, . . . ,m, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé
α2
k ̸= α2

l , λi + 1/2 ̸∈ Z, λi ± λj ̸∈ Z. Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò òàêîãî
òèïà ïðèâåä¼í â [36:12, ãë. 9, òåîðåìà 9].
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Â 1954 ã. À.Á. Øèäëîâñêèé (ñì. [36:12, ãë. 6, �5]) èññëåäîâàë ôóíê-
öèè Kλ,µ(z) è äîêàçàë àëãåáðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü íàä C(z) äâóõ
ôóíêöèé Kλ,µ(αz), K ′λ,µ(αz), ãäå −λ,−µ ∈ Q \ N, α ∈ A \ {0},
ïðè óñëîâèè λ − µ + 1/2 /∈ Z. Ýòî óñëîâèå ÿâëÿëîñü òîëüêî äî-
ñòàòî÷íûì. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (λ, µ) ̸∼ (0, 1/2) áû-
ëî ïîëó÷åíî â 1970 ã. È.È. Áåëîãðèâîâûì è Â.À. Îëåéíèêîâûì (ñì.
òàì æå). Â 1969 ã. À.À. Øìåë¼â (ñì. [36:12, �6 ãë. 9]) äîêàçàë àëãåá-
ðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü 2nm ôóíêöèé Kλi,µi

(αkz), K ′λi,µi
(αkz), ãäå

−λi,−µi ∈ Q \ N, αk ∈ A \ {0}, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m, ïðè
óñëîâèÿõ

α2
k ̸= α2

l , λi − µi + 1/2 /∈ Z, (λi − µi)± (λj − µj) /∈ Z.

Çàâåðøåíèåì ýòèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 22 [64:17]. Ïóñòü −λi,−µi ∈ C \ N, αi ∈ C \ {0}, i =

1, . . . , n, n > 1, è åñëè λj ∈ Z èëè µj ∈ Z, 1 6 j 6 n, òî ñ÷èòàåì,
÷òî µj ∈ Z. Òîãäà äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè 2n ôóíêöèé
Kλi,µi

(αiz), K ′λi,µi
(αiz) íàä C(z) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíå-

íèå ñëåäóþùèõ òð¼õ óñëîâèé:
1◦. (λi, µi) ̸∼ (0, 1/2), i = 1, . . . , n.
2◦. Åñëè α2

i = α2
j , i ̸= j, òî (λi, µi) ̸∼ (λj, µj).

3◦. Åñëè µi, µj ∈ Z, α2
i = α2

j , i ̸= j, òî λi + λj ̸∈ Z.
Íàëè÷èå òðóäíîñòåé ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ λ − µ + 1/2 ∈ Z

ìîæíî îáúÿñíèòü ñóùåñòâîâàíèåì òîæäåñòâà

Kλ,λ+1/2(z) =
2λ+ 1

2iz
(φ2λ(iz)− φ2λ(−iz)), (42)

âûòåêàþùåãî, íàïðèìåð, èç [22:1, ï. 5.2.1, ôîðìóëà (19)] (åñëè ïîëî-
æèòü â ýòîé ôîðìóëå n = 2, k = 1, ω = −1, Fr = 1/(2λ+1)n, z → iz),
è, ïî-âèäèìîìó, íå èçâåñòíîãî âûøåóïîìÿíóòûì àâòîðàì.

Ïîêàæåì, ÷òî íàðóøåíèå ëþáîãî óñëîâèÿ â òåîðåìå 22 äåéñòâè-
òåëüíî ïîðîæäàåò àëãåáðàè÷åñêèå òîæäåñòâà ìåæäó ðàññìàòðèâàåìû-
ìè ôóíêöèÿìè.

Åñëè (λ, µ) ∼ (0, 1/2), òî çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè K0,−1/2(z) =
K−1/2(z) = cos z è K ′0,−1/2(z) = − sin z àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû.

Åñëè (λi, µi) ∼ (λj, µj), òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ ñìåæíîñòè.
Åñëè µi, µj ∈ Z, λi + λj ∈ Z, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèè

K0,λ(z) = Kλ(z), K0,−λ(z) = K−λ(z), ñâÿçàííûå àëãåáðàè÷åñêèì óðàâ-
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íåíèåì

Kλ(z)K
′
−λ(z)−K ′λ(z)K−λ(z)− 2λKλ(z)K−λ(z)/z + 2λ/z = 0

(ñì. [36:12, ãë. 9, ðàâåíñòâî (73)]).
Â 1962 ã. Â.À. Îëåéíèêîâ (ñì. [36:12, �4 ãë. 6]) äîêàçàë, ÷òî äâå

ôóíêöèè Aµ,ν(αz), A′µ,ν(αz), ãäå µ, ν ∈ C \ Z−, α ∈ C \ {0}, àëãåáðàè-
÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ν ̸∈ N, ν−µ ̸∈
Z+. Â 1971 ã. È.È. Áåëîãðèâîâ (ñì. [36:12, �6 ãë. 9]) äîêàçàë àëãåá-
ðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü 2nm ôóíêöèé Aµi,νi(αkz), A′µi,νi

(αkz), ãäå
µi, νi ∈ Q \ Z−, αk ∈ A \ {0}, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m, ïðè óñëîâèÿõ

νi ̸∈ N, νi − µi /∈ Z, ((2νi − µi)− (2νj − µj)± (µi ± µj))/2 /∈ Z,

è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë α1, . . . , αm íàä Q.
Îêîí÷àòåëüíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 23 [64:15]. Ïóñòü µi, νi ∈ C \ Z−, αi ∈ C \ {0}, i =

1, . . . , n, n > 1. Òîãäà äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè 2n ôóíêöèé
Aµi,νi(αiz), A

′
µi,νi

(αiz) íàä C(z) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå
ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ óñëîâèé:

1◦. νi /∈ N, νi − µi /∈ Z+, i = 1, . . . , n.
2◦. Åñëè αi = αj, i ̸= j, òî (νi;µi) ̸∼ (νj;µj).
3◦. Åñëè αi = −αj, i ̸= j, òî (νi;µi) ̸∼ −(νj;µj), (νi;µi) ̸∼ µj −

(νj; 0).
4◦. Åñëè J1 � ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ i, òàêèõ, ÷òî αi =

αj, (νi;µi) ∼ (νj; 0) − µj, µj /∈ N, 1 6 i < j 6 n, à J2 � òàêèõ,
÷òî µi− νi ∈ N, òî ÷èñëà αi, i ∈ J1∪ J2, ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q.

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû 23 âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ïðè-
÷èí.

Ïðè s ∈ Z+, k ∈ N èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà

Aµ,µ+s(αz) = P eαz + P1, Aν+k,ν(αz) = P eαzφν(−αz) + P1e
αz, (43)

Aµ,k(αz) = P φµ(αz) + P1, φk(αz) = P eαz + P1, φ0(αz) = eαz,

ãäå P, P1 ∈ C[z±1] (ñì. [36:12, �4 ãë. 6 è �2 ãë. 5]).
Îòñþäà ïðè ν ∈ N è ïðè ν − µ ∈ Z+ ïîëó÷àåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

çàâèñèìîñòü ôóíêöèé Aµ,ν(αz) è A′µ,ν(αz) íàä C(z).
Åñëè αi = αj, (νi;µi) ∼ (νj;µj), òî àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ

ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé ñìåæíîñòè.
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Åñëè αi = αj, (νi;µi) ∼ (νj; 0) − µj, µj /∈ Z, òî çàìåòèì, ÷òî
ôóíêöèè Aµ,ν(z) è z1−µA2−µ,ν−µ+1(z) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè
ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (18) ñ âðîíñêèàíîì

W (Aµ,ν(z), z
1−µA2−µ,ν−µ+1(z)) = (1− µ)z−µez.

Îòñþäà, âíîâü âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè ñìåæíîñòè, ïîëó÷à-
åì àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ôóíêöèÿ-
ìè.

Åñëè αi = −αj, (νi;µi) ∼ µj − (νj; 0), òî àëãåáðàè÷åñêèå ñâÿçè
ïîÿâëÿþòñÿ â ñèëó ñîîòíîøåíèé Êóììåðà Aµ,ν(z) = ezAµ,µ−ν(−z) (ñì.
[4:1, �6.3, ôîðìóëà (7)]).

Åñëè αi = −αj, (νi;µi) ∼ −(νj;µj), òî ïðè µj ∈ Z ïîëó÷àåì
ïðåäûäóùèé ñëó÷àé, à ïðè µj ̸∈ Z, êàê ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé äâóõ
ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ, àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ âîçíèêàþò èç-çà
òîãî, ÷òî W (Aµ,ν(z), z

1−µezA2−µ,1−ν(−z)) = (1− µ)z−µez.
Â 1966 ã. À.Á. Øèäëîâñêèé ðàññìîòðåë ôóíêöèè Aθ,η,ζ(z) è äîêà-

çàë àëãåáðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü äâóõ ôóíêöèéAθ,η,ζ(αz),A′θ,η,ζ(αz),
ãäå −θ,−η,−ζ ∈ Q \ N, α ∈ A \ {0}, ïðè óñëîâèè ζ − θ, ζ − η /∈ Z+

(ñì. [36:12, �5 ãë. 6]). Â 1969 ã. Þ.Â. Íåñòåðåíêî [26:1] äîêàçàë àëãåá-
ðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü 2nm ôóíêöèé Aθi,ηi,ζi(αkz), A′θi,ηi,ζi(αkz), ãäå
−θi,−ηi,−ζi ∈ Q \ N, αk ∈ A \ {0}, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m, ïðè
óñëîâèÿõ

α2
k ̸= α2

l , ζi − θi, ζi − ηi /∈ Z,

((2ζi − θi − ηi)− (2ζj − θj − ηj)± ((θi ± θj)− (ηi ± ηj)))/2 /∈ Z.

Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿëèñü òîëüêî äîñòàòî÷íûìè, òàê êàê áûëè ïîëó÷åíû
ìåòîäîì, òðåáóþùèì àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ðåøåíèé ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.

Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 24 [64:19]. Ïóñòü −θi,−ηi,−ζi ∈ C\N, αi ∈ C\{0}, i =

1, . . . , n, n > 1, è åñëè ζj − θj ∈ Z èëè ζj − ηj ∈ Z, 1 6 j 6 n, òî
ñ÷èòàåì, ÷òî ζj − ηj ∈ Z. Ïóñòü J � ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñîâ i,
òàêèõ, ÷òî ηi − ζi ∈ N. Òîãäà äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè 2n
ôóíêöèé Aθi,ηi,ζi(αiz), A

′
θi,ηi,ζi

(αiz) íàä C(z) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ óñëîâèé:

1◦. ζi − θi, ζi − ηi /∈ Z+, i = 1, . . . , n.
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2◦. Åñëè αi = αj, i ̸= j, òî (ζi; θi, ηi) ̸∼ (ζj; θj, ηj).
3◦. Åñëè θi ∈ Z èëè ηi ∈ Z, 1 6 i 6 n, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

1◦, 3◦, 4◦ òåîðåìû 23, ãäå µ çàìåíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà η+1 èëè
θ + 1, à ν íà ζ + 1.

4◦. Åñëè αi = αj, i, j ∈ J, i ̸= j, òî θi − θj /∈ Z, à åñëè αi =
−αj, i, j ∈ J, òî ηi − θi − θj /∈ Z.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ íåîáõîäèìîñòè óñëîâèé òåîðåìû 24 çàìåòèì,
÷òî, êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé ñìåæíîñòè, ïðè s ∈ Z+

Aθ,η,η+s(αz) = P φθ(αz) + P1, P, P1 ∈ C[z±1].

Ïîýòîìó ïðè ζ − η ∈ Z+ èìååò ìåñòî àëãåáðàè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü
ôóíêöèé Aθ,η,ζ(z) è A′θ,η,ζ(z).

Åñëè θ ∈ Z èëè η ∈ Z, òî ôóíêöèè Aθ,η,ζ(z), A
′
θ,η,ζ(z) àëãåáðàè÷å-

ñêè ýêâèâàëåíòíû íàä C(z) ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Êóììåðà è å¼
ïðîèçâîäíîé.

Íåîáõîäèìîñòü ïåðâîãî óñëîâèÿ â 4◦ òåîðåìû 24 ñëåäóåò èç òîæ-
äåñòâà

ηφθ(z) = zA′θ,η,η−1(z) + ηAθ,η,η−1(z). (44)

Íåîáõîäèìîñòü âòîðîãî óñëîâèÿ â 4◦ ñëåäóåò èç òîæäåñòâ (44) è

(θ1 + θ2)φθ1(z)φθ2(−z) = θ2Aθ1,θ1+θ2,θ1+θ2−1(z) + θ1Aθ2,θ1+θ2,θ1+θ2−1(−z),
(45)

à ïðè θi = 0 òàêæå èç òîæäåñòâ (44) è

θA0,θ,θ−1(−z) = (z(A0,θ,θ−1(−z))′ + θA0,θ,θ−1(−z))φθ(z). (46)

Òîæäåñòâà (44) � (46) áóäóò äîêàçàíû â �1 ãëàâû 5 ñ èñïîëüçîâàíèåì
òîæäåñòâà (ñì. [36:12, ãë. 5, ôîðìóëû (45), (46)])

A0,θ,θ−1(−z) = e−zφθ(z). (47)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ìàêñèìàëüíûì îáîáùåíèåì òåî-
ðåì 22 � 24 è òåîðåìû 9 èç [36:12, ãë. 9], ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü àëãåáðàè-
÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü èëè çàâèñèìîñòü ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèÿì íå âûøå 2-ãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 25. Ïóñòü ÷èñëà µi ∈ C \ Z−, νi ∈ C \ Z, αi ∈ C \
{0}, νi − µi /∈ Z, i = 1, . . . , n1 + n2, n1, n2 > 0, µi /∈ N, i = 1, . . . , n1,
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µi = mi ∈ N, i = n1+1, . . . , n1+n2; åñëè α
2
i = α2

j , 1 6 i < j 6 n1+n2,
òî (νi;µi)αi/αj ̸∼ (νj;µj), (νi;µi)αi/αj ̸∼ (νj; 0)− µj;

÷èñëà −λj ∈ C \ N, βj ∈ C \ {0}, λj + 1/2 /∈ Z, j = 1, . . . , n3 +
n4, n3, n4 > 0, λj /∈ Z+, j = 1, . . . , n3, λj = qj ∈ Z+, j = n3 +
1, . . . , n3 + n4; åñëè β2

i = β2
j , 1 6 i < j 6 n3 + n4, òî λi ± λj /∈ Z;

åñëè 4β2
j = −α2

i , 1 6 j 6 n3 + n4, 1 6 i 6 n1 + n2, òî (νi;µi) ̸∼
±(λj + 1/2; 2λj);

÷èñëà δl, ρl ∈ C \ Z, ξl ∈ C \ {0}, δl − ρl + 1/2 /∈ Z, l =
1, . . . , n5, n5 > 0; åñëè ξ2l = ξ2k, 1 6 l < k 6 n5, òî (δl, ρl) ̸∼ (δk, ρk);

÷èñëà θs, ηs ∈ C\Z, −ζs ∈ C\N, ωs ∈ C\{0}, s = 1, . . . , n6, n6 >
0, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1◦, 2◦, 4◦ òåîðåìû 24, ãäå α çàìåíÿåòñÿ
íà ω ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè;

÷èñëà σr ∈ C \Z, εr ∈ C \ {0}, r = 1, . . . , n7, n7 > 0; åñëè εr = εt,
1 6 r < t 6 n7, òî σr − σt /∈ Z; åñëè εr = ωs, 1 6 r 6 n7, 1 6 s 6 n6,
ηs − ζs ∈ N èëè θs − ζs ∈ N, òî, ñîîòâåòñòâåííî, σr − θs /∈ Z èëè
σr − ηs /∈ Z;

÷èñëà γt ∈ C \ {0}, t = 1, . . . , n8, n8 > 0, ëèíåéíî íåçàâèñèìû
íàä Q.

Òîãäà 3n1 + 2n2 + 3n3 + 2n4 + 2n5 + 2n6 + n7 + n8 ôóíêöèé

Aµi,νi(αiz), A
′
µi,νi

(αiz), A−µi,νi−µi
(αiz), Amk,νk(αkz), A

′
mk,νk

(αkz),

Kλj
(βjz), K

′
λj
(βjz), K−λj

(βj), Kqp(βpz), K
′
qp
(βpz), (48)

Kδl,ρl(ξlz), K
′
δl,ρl

(ξlz), Aθs,ηs,ζs(ωsz), A
′
θs,ηs,ζs

(ωsz), φσr
(εrz), e

γtz,

ãäå i = 1, . . . , n1, k = n1 + 1, . . . , n1 + n2, j = 1, . . . , n3, p = n3 +
1, . . . , n3 + n4, l = 1, . . . , n5, s = 1, . . . , n6, r = 1, . . . , n7, t =
1, . . . , n8, àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C(z), ïðè÷¼ì â ìíîæåñòâå
(48) ïàðàìåòðû ôóíêöèé A−µi,νi−µi

(αiz), K−λj
(βjz) ìîæíî èçìåíÿòü

íà öåëûå âåëè÷èíû.
Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåìû 25 ñëåäóåò èç òîæäåñòâ (21), (42)

è çàìå÷àíèé, ïðèâåä¼ííûõ ïîñëå ôîðìóëèðîâîê êàæäîé èç òåîðåì 22
� 24.

Çíà÷èòåëüíî ìåíåå ïîëíûå âàðèàíòû òåîðåìû 25 äîêàçûâàþòñÿ â
ðàáîòàõ [64:1,2].

Â ãëàâå 6 óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè ìåð àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñè-
ìîñòè çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé. Ïîëó÷åííûå îöåíêè ýôôåêòèâíû ïî ñòå-
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ïåíè ìåðû, à ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ïîëíîñòüþ ýô-
ôåêòèâíû.

Òåîðåìà 26 (ñì. [64:4,5]). Ïóñòü KÅ-ôóíêöèè (4) â ñìûñëå îïðå-
äåëåíèÿ 3 ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå ñèñòåìû (5) (ñèñòåìû (6)) è îäíîðîä-
íî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû (àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû) íàä C(z),
α ∈ A, αT (α) ̸= 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Φ◦K(f1(α), . . . , fm(α); s;H) > CH−ρs
m−1

,

ãäå ρ = mmhm/(m − 1)!, C = (exp exp(σs2m−2 ln(s + 1)))−1, h =
[K(α) :Q], à â îáùåì ñëó÷àå � íåðàâåíñòâî

ΦK(f1(α), . . . , fm(α); s;H) > C1H
−ρ1sm,

ãäå C1 è ρ1 ïîëó÷àþòñÿ èç C è ρ çàìåíîé ÷èñëà m íà m + 1, σ �
ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ôóíêöèé (4) è m.

Òåîðåìà 26′ (ñì. [64:4,5]). Åñëè ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 26 êàæ-
äîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5) (ñèñòåìû (6)) ñ íåíóëåâûìè êîìïîíåíòà-
ìè ñîñòîèò èç îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ (àëãåáðàè÷å-
ñêè íåçàâèñèìûõ) íàä C(z) ôóíêöèé, òî â óòâåðæäåíèè òåîðåìû
26 σ = (γm)m.

Òåîðåìà 26 äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ñîâîêóïíîñòåé ñèñòåì
(5) è (6).

Òåîðåìà 27 (ñì. [64:4,5]). Ïóñòü r, p ∈ Z+, r + p > 1, è êàæäàÿ
èç r ñîâîêóïíîñòåé KÅ-ôóíêöèé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3

φl,1(z), . . . , φl,ml
(z), ml > 2, l = 1, . . . , r, (49)

ñîñòàâëÿåò ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîä-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

y′l,k =

ml∑
t=1

Ql,k,t yl,t, Ql,k,t ∈ C(z), k = 1, . . . ,ml, l = 1, . . . , r,

(50)
à êàæäàÿ èç p ñîâîêóïíîñòåé KÅ-ôóíêöèé

ψj,1(z), . . . , ψj,µj
(z), µj > 1, j = 1, . . . , p, (51)

� ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
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óðàâíåíèé

u′j,i = qj,i,0+

µj∑
s=1

qj,i,s uj,s, qj,i,s ∈ C(z), i = 1, . . . , µj, j = 1, . . . , p,

(52)
è m = m1 + · · · +mr + µ1 + · · · + µp ôóíêöèé (49) è (51) íå ñâÿçàíû
àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì íàä C(z), îäíîðîäíûì ïî êàæäîé èç r ñî-
âîêóïíîñòåé ôóíêöèé (49). Ïóñòü, äàëåå, α ïðèíàäëåæèò A \ {0} è
íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ñèñòåì (50) è (52), à

P = P (x1,1, . . . , x1,m1
; . . . ;xr,1, . . . , xr,mr

; y1,1, . . . , y1,µ1
; . . . ; yp,1, . . . , yp,µp

) −

ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ZK, P ̸≡ 0, |P | 6 H, îäíîðîäíûé ïî
êàæäîé èç r ñîâîêóïíîñòåé ïåðåìåííûõ xl,1, . . . , xl,ml

, l = 1, . . . , r,
ñòåïåíåé ñîîòâåòñòâåííî s1, . . . , sr è ν1, . . . , νp ïî ïåðåìåííûì xl,1,
. . . , xl,ml

, l = 1, . . . , r è yj,1, . . . , yj,µj
, j = 1, . . . , p. Òîãäà

|P (φ1,1(α), . . . , φr,mr
(α);ψ1,1(α), . . . , ψp,µp

(α))| > CH−ρ,

ãäå

ρ = m0(r + p)m−rhm−r+1

(
r∏

l=1

(mlsl)
ml−1

(ml − 1)!

)
p∏

j=1

((µj + 1)νj)
µj

µj!
,

m0 = max(maxml,max(µj + 1)), h = [K(α) :Q], C = (exp exp θ)−1,

θ = σ(r + p)2m

(
r∏

l=1

s2ml−2
l

)(
p∏

j=1

ν
2µj

j

)
ln

(
r∑

l=1

sl +

p∑
j=1

νj + 1

)
.

Òåîðåìà 27′ (ñì. [64:4,5]). Åñëè ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 27 ïðî-
èçâîëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåì (50) è (52) ñ íåíóëåâûìè êîìïîíåíòà-
ìè ñîñòîÿò èç ôóíêöèé, íå ñâÿçàííûõ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì
íàä C(z), îäíîðîäíûì ïî ñîâîêóïíîñòè ðåøåíèé ñèñòåì (50), òî â
óòâåðæäåíèè òåîðåìû 27 σ = (γm)m.

Òåîðåìà 27′ óòî÷íÿåò, îáîáùàåò è äåëàåò ýôôåêòèâíîé òåîðåìó
À.È. Ãàëî÷êèíà èç [10:1].

Ïóñòü KÅ-ôóíêöèè (4) îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû (ñî-
îòâåòñòâåííî àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû) íàä C(z). Ðàññìîòðèì ñîâî-
êóïíîñòü îäíîðîäíûõ (ïðîèçâîëüíûõ) ìèíèìàëüíûõ óðàâíåíèé ýòèõ
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ôóíêöèé íàä C(z) (îïðåäåëåíèå ñì. â [36:12]). Êàê ëåãêî ïîêàçàòü,
ñîâîêóïíîñòü ìèíèìàëüíûõ óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ ò. í. áàçèñîì Ãð¼á-
íåðà (ñì., íàïðèìåð, [32:1, �8.14]) èäåàëà, ñîñòîÿùåãî èç âñåõ ìíîãî-
÷ëåíîâ, ñâÿçûâàþùèõ ôóíêöèè (4). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ áàçèñà Ãð¼áíåðà
èìåþòñÿ ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû (ñì., íàïðèìåð, [14:1], [32:1, �8.15]).
Ìèíèìàëüíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Pi(f1(z), . . . , fm(z)) = 0, i = 1, . . . , τ, (53)

ãäå Pi � ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ZK[z] îò m
ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷èì

λ0 = max
16i6τ

degz Pi, τ0 = max
16i6τ

|Pi|, Ω0 = max
16i6τ

degf̄ Pi.

Â ñòàòüå [47:1] äîêàçàíî, ÷òî

lnΩ0 < 2m−1 ln(Ω2/2 + Ω) + ln 2,

ãäå Ω � ìàêñèìóì ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ êàêîé-ëèáî ñèñòåìû ïîðîæ-
äàþùèõ èäåàëà âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñâÿçûâàþùèõ ôóíêöèè (4).

Òåîðåìà 28 (ñì. [64:5,6]). Ïóñòü KÅ-ôóíêöèè (4) â ñìûñëå îïðå-
äåëåíèÿ 3, m > 3 (ñîîòâåòñòâåííî m > 2) ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå ñè-
ñòåìû (5) (ñèñòåìû (6)), ñòåïåíü îäíîðîäíîé òðàíñöåíäåíòíîñòè
(ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè) ìíîæåñòâà ýòèõ ôóíêöèé íàä C(z)
ðàâíà l, 2 6 l 6 m−1 (1 6 l 6 m−1), à ôóíêöèè (8) îäíîðîäíî àëãåáðà-
è÷åñêè íåçàâèñèìû (àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû) íàä C(z). Ïóñòü ñî-
âîêóïíîñòü ñòàðøèõ ÷ëåíîâ îäíîðîäíûõ (ïðîèçâîëüíûõ) ìèíèìàëü-
íûõ óðàâíåíèé (53) èìååò âèä

Aj(z)f
κj,m
m (z) . . . f

κj,1

1 (z), Aj(z) ∈ K[z], j = 1, . . . , τ, (54)

κ0 = max(κ1,1, . . . ,κτ,m), α ∈ A, αT (α)A1(α) . . . Aτ(α) ̸= 0. Òîãäà,
åñëè ÷èñëà (9) îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû (àëãåáðàè÷åñêè
íåçàâèñèìû), òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Φ◦K(f1(α), . . . , fl(α); s;H) > CH−ρh
lsl−1

,

ãäå ρ = (2κ0)
m−1ml−1l/(l− 1)!, C = (exp exp(σs4l−4 ln(s+ 1)))−1, h =

[K(α) :Q], à â îáùåì ñëó÷àå � íåðàâåíñòâî

ΦK(f1(α), . . . , fl(α); s;H) > C1H
−ρ1hl+1sl, (55)
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ãäå C1 è ρ1 ïîëó÷àþòñÿ èç C è ρ çàìåíîé ÷èñëà l íà l + 1, à m íà
m+ 1. Åñëè l = m− 1, òî ρ = k(m− 1)2m−2(m− 2)2−m/(m− 1)!, ãäå
k � ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ôóíêöèè (4).

Òåîðåìà 28′ (ñì. [64:5,6]). Åñëè ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 28 äëÿ
ëþáîãî N ∈ N ñîâîêóïíîñòü ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé

fkmm (z) . . . fk11 (z), ki ∈ Z+,
m∑
i=1

ki = N,

∀j, 1 6 j 6 τ, ∃i, 1 6 i 6 m : ki < κj,i,
(56)

îáðàçóåò íåïðèâîäèìóþ ñèñòåìó ôóíêöèé, òî â îäíîðîäíîì ñëó÷àå
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 28 σ = γmm4lΩ2m

0 κ4m−4
0 ln(κ0 + 1)max(1, λ0,

ln τ0). Åñëè ê ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé (4) äîáàâèòü ôóíêöèþ f0(z) ≡ 1
è çàìåíèòü ÷èñëî m íà m + 1, òî òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è â íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå.

×èñëà α äëÿ îöåíêè (55) ìîæíî âûáèðàòü, íàïðèìåð, ïîëüçóÿñü
òåîðåìîé 2.

Âåëè÷èíà ρ â òåîðåìå 28 êàê ôóíêöèÿ îò l è m ïðè ïðîèçâîëüíîì
h âû÷èñëåíà âïåðâûå. Â ñëó÷àå l = m−1 ìåíåå àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîå
çíà÷åíèå ρ áûëî íàéäåíî À.Á. Øèäëîâñêèì (ñì. òåîðåìó VI).

Â ñòàòüå [61:1] Ê. Çèãåëü, â ÷àñòíîñòè, âûñêàçàë áåç äîêàçàòåëü-
ñòâà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, îáîáùàþùåå òåîðåìó Ëèíäåìàíà:

Ïóñòü ξ, α1, . . . , αr ∈ A, ξ ̸= 0, αi ̸= αj, i ̸= j,

Pi(x1, x2) ∈ A[x1, x2], i = 1, . . . , r,
r∑

i=1

P 2
i (x1, x2) ̸≡ 0.

Òîãäà ÷èñëî

P1(J0(ξ), J
′
0(ξ))e

α1 + · · ·+ Pr(J0(ξ), J
′
0(ξ))e

αr ̸= 0. (57)

ÏîñêîëüêóK0(z) = J0(z), òî óòâåðæäåíèå Çèãåëÿ (57) âûòåêàåò èç
ñëåäóþùåé áîëåå îáùåé òåîðåìû, èëëþñòðèðóþùåé òàêæå ïîëó÷åííûå
â ãëàâå 6 îöåíêè ìåð àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè.

Òåîðåìà 29. Ïóñòü α1, . . . , αr ∈ A, αi ̸= αj, i ̸= j; −λj ∈
Q \ N, ξj ∈ C \ {0}, λj + 1/2 /∈ Z, j = 1, . . . , n; åñëè ξ2i = ξ2j , 1 6 i <
j 6 n, òî λi ± λj /∈ Z; n, r ∈ N, h = [K(α1, . . . , αr, ξ1, . . . , ξn) :Q].
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Òîãäà ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ ïîñòîÿííàÿ γ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò
÷èñåë αi, ξj, λj, h òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|P1(Kλ1
(ξ1), K

′
λ1
(ξ1), . . . , Kλn

(ξn), K
′
λn
(ξn))e

α1 + · · ·+

+Pr(Kλ1
(ξ1), K

′
λ1
(ξ1), . . . , Kλn

(ξn), K
′
λn
(ξn))e

αr | > CH−ρ,

ãäå

ρ =
m0(2r)

r−1((4n+ 2)s)2nh2n+r

(r − 1)!(2n)!
,

Pi = Pi(x1, . . . , x2n) ∈ ZK[x1, . . . , x2n], degx̄ Pi 6 s,

|Pi| 6 H, i = 1, . . . , r,
r∑

i=1

P 2
i ̸≡ 0, m0 = max(r, 2n+ 1),

C = (exp exp(γn+rs4n ln(s+ 1)))−1.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåì 26 � 28′ ìîæíî ïîëó÷àòü è äðóãèå îöåíêè ìåð
àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ñîâîêóïíîñòåé çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé, àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü êîòîðûõ äîêàçàíà â ãëàâàõ 4 è 5.
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Ãëàâà 1. Îáùèå òåîðåìû îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè
çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 óêëàäûâàåòñÿ â òðàäèöèîííóþ ñõåìó
ìåòîäà Çèãåëÿ. Ïðè ýòîì ðÿä ëåìì íåîáõîäèìî çàìåíÿòü íà èõ áîëåå
îáùèå àíàëîãè è äîáàâëÿòü íîâûå.

�1. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ÷àñòü ìåòîäà Çèãåëÿ îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé. Êàê
è â ��2�6 ãë. 3 êíèãè [36:12], ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè (0.4),
m > 2, ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé
òî÷êó z = 0, ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5) è ëèíåéíî íåçàâèñèìû
íàä C(z),

p = min
16i6m

ord fi(z), q = max(deg T, max
1 6 i 6 m
1 6 k 6 m

deg TQk,i). (1)

Äàëåå, ïðè n ∈ N ñòðîèòñÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà

R1 = P1,1y1 + · · ·+ P1,mym, R1 ̸≡ 0, (2)

P1,i ∈ C[z], degP1,i 6 n, i = 1, . . . ,m.

Èç ëèíåéíîé ôîðìû R1 ðåêóððåíòíûì ïóò¼ì ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ëèíåéíûõ ôîðì

Rk = TDRk−1, k = 2, 3, . . . , (3)

Rk = Pk,1y1 + · · ·+ Pk,mym, Pk,i ∈ C[z], i = 1, . . . ,m,

ãäå D � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, èìåþùèé âèä

D =
∂

∂z
+

m∑
k=1

(
m∑
i=1

Qk,iyi

)
∂

∂yk
.

Åñëè y1, . . . , ym � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5), òî, êàê ëåãêî
óáåäèòüñÿ,

DRk =
d

dz
Rk.

Ïóñòü

s ∈ Z+, s <
[n
2

]
, t =

m

2
(m− 1)q + p+ s. (4)
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Ëåììà 1 (ñì. [36:12, ãë. 3, ëåììû 8 è 9]). Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü
ôóíêöèé (0.4), m > 2, àíàëèòè÷åñêèõ â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåð-
æàùåé òî÷êó z = 0, ñîñòàâëÿåò ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5) è ëèíåé-
íî íåçàâèñèìà íàä C(z), à ëèíåéíàÿ ôîðìà (2) ïðè yi = fi(z), i =
1, . . . ,m óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ordR1(z) > m(n+ 1)− s− 1. (5)

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ n0, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ôóíêöèé
(0.4) è m, òàêàÿ, ÷òî ïðè n > n0 ëèíåéíûå ôîðìû

Rk = Pk,1y1 + · · ·+ Pk,mym, Pk,i ∈ C[z], k, i = 1, . . . ,m, (6)

ïîëó÷àþùèåñÿ èç ôîðìû R1 ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (3), ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû è îïðåäåëèòåëü

∆ = ∆(z) = |Pk,i|k,i=1,...,m (7)

ôîðì (6) èìååò âèä

∆(z) = zmn−s−p∆1(z), ∆1(z) ̸≡ 0, (8)

∆1(z) ∈ C[z], deg∆1(z) 6 t.

Â ãëàâå 1 íàñòîÿùåé ðàáîòû ñèìâîëîì R
(j)
k (z, ȳ) áóäåò îáîçíà-

÷àòüñÿ ïðîèçâîäíàÿ j-ãî ïîðÿäêà îò ëèíåéíîé ôîðìû Rk ïî z, ò. å.
ëèíåéíàÿ ôîðìà îò ïåðåìåííûõ y1, . . . , ym, y′1, . . . , y

′
m, . . . , y

(j)
1 , . . . , y

(j)
m

ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C[z]:

R
(j)
k (z, ȳ) = P

(j)
k,1y1+ · · ·+P

(j)
k,mym+

(
j

1

)
P

(j−1)
k,1 y′1+ · · ·+

(
j

1

)
P

(j−1)
k,m y′m+

+ · · ·+ Pk,1y
(j)
1 + · · ·+ Pk,my

(j)
m .

Êàê îêàçûâàåòñÿ, äëÿ òàêèõ ôîðì ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã ëåì-
ìû 10 ãë. 3 êíèãè [36:12].

Ëåììà 2. Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé (0.4), m > 2, àíàëè-
òè÷åñêèõ â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó z = 0, ñîñòàâ-
ëÿåò ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5) è ëèíåéíî íåçàâèñèìà íàä C(z), ÷èñëà
p, q, s, t çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (1) è (4), à ÷èñëî n0 îïðåäåëÿåòñÿ â
ëåììå 1. Äàëåå, ïóñòü ëèíåéíàÿ ôîðìà (2) òàêîâà, ÷òî n > n0, è
ïðè yi = fi(z), i = 1, . . . ,m âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5), à α ∈ C \ {0}.
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Òîãäà: 1) ñðåäè m(t+ 1) ëèíåéíûõ ôîðì

R1(α, ȳ), R
′
1(α, ȳ), . . . , R

(t)
1 (α, ȳ), . . . , Rm(α, ȳ), R

′
m(α, ȳ), . . . , R

(t)
m (α, ȳ)

îò ïåðåìåííûõ

y1, . . . , ym, y
′
1, . . . , y

′
m, . . . , y

(t)
1 , . . . , y

(t)
m , (9)

ãäå
R

(j)
k (α, ȳ) = P

(j)
k,1(α)y1 + · · ·+ P

(j)
k,m(α)ym + · · ·+ (10)

+Pk,1(α)y
(j)
1 + · · ·+ Pk,m(α)y

(j)
m , k = 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , t

ìîæíî âûáðàòü m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôîðì;
2) åñëè â ëèíåéíûå ôîðìû (10) âìåñòî ïåðåìåííûõ

y′1, . . . , y
′
m, . . . , y

(t)
1 , . . . , y

(t)
m , (11)

ïîäñòàâèòü ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûå ôîðìû îò ïåðåìåííûõ (9) è ïðè-
âåñòè ïîäîáíûå ÷ëåíû, òî ñðåäè âíîâü ïîëó÷åííûõ m(t+1) ëèíåéíûõ
ôîðì îò ïåðåìåííûõ (9) ìîæíî âûáðàòü m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ôîðì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó òîãî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ ëåì-
ìû 1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (8). Ïîñêîëüêó ÷èñëî α ̸= 0, òî, åñëè îíî
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà ∆(z), êðàòíîñòü τ ýòîãî êîðíÿ óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 6 τ 6 t. Ëèíåéíûå ôîðìû R1, . . . , Rm, îïðåäå-
ëèòåëü ∆(z) (7) è àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ∆k,i(z) ýëåìåíòîâ Pk,i

â ýòîì îïðåäåëèòåëå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

∆(z)yj =
m∑
k=1

∆k,j(z)Rk, j = 1, . . . ,m,

òîæäåñòâåííî ïî y1, . . . , ym è z. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ êàæäîå èç ýòèõ
ðàâåíñòâ τ ðàç (ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ëèíåéíûõ ôîðì òîæäåñòâåí-
íîñòü ïî ïåðåìåííûì (9) è z ñîõðàíÿåòñÿ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî êîëüöà), ïîëó÷èì

∆(τ)(z)yj +
τ−1∑
λ=0

(τ
λ

)
∆(λ)(z)y

(τ−λ)
j =

τ∑
λ=0

m∑
k=1

(τ
λ

)
∆

(τ−λ)
k,j (z)R

(λ)
k (z, ȳ),

(12)
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j = 1, . . . ,m.

Ïîñêîëüêó ∆(λ)(α) = 0, λ = 0, 1, . . . , τ − 1; ∆(τ)(α) = β ̸= 0, òî,
ïîëîæèâ â òîæäåñòâàõ (12) z = α è îáîçíà÷èâ

(
τ
λ

)
∆

(τ−λ)
k,j (α) = βk,j,λ,

ïîëó÷èì

βyj =
τ∑

λ=0

m∑
k=1

βk,j,λR
(λ)
k (α, ȳ) =

τ∑
λ=0

m∑
k=1

βk,j,λ(P
(λ)
k,1 (α)y1 + · · ·+

+P
(λ)
k,m(α)ym + · · ·+ Pk,1(α)y

(λ)
1 + · · ·+ Pk,m(α)y

(λ)
m ), j = 1, . . . ,m.

(13)
Òàê êàê y1, . . . , ym êàê ëèíåéíûå ôîðìû îò ïåðåìåííûõ (9) èìåþò ðàíã
m, òî è ðàíã ëèíåéíûõ ôîðì (10) íå ìåíüøå, ÷åì m. Ïîñêîëüêó ðà-
âåíñòâà (13) âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî ïî ïåðåìåííûì (11), òî îíè
ñîõðàíÿòñÿ, åñëè â íèõ âìåñòî ïåðåìåííûõ (11) ïîäñòàâèòü ëþáûå ëè-
íåéíûå ôîðìû îò ïåðåìåííûõ (9). Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ëèíåéíóþ ôîðìó R1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ëåìì 1 è 2 (â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèè (0.4) ÿâëÿþòñÿ KE-ôóíêöèÿìè, s = [εn],
ε ∈ R, 0 < ε < 1/2,

t =
m

2
(m− 1)q + [εn] + p), (14)

ñòðîèì òî÷íî òàêæå, êàê â �� 8 è 9 ãë. 3 êíèãè [36:12]. Ïðè ýòîì ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî â ñèñòåìå (0.5) êîýôôèöèåíòû Qk,i ∈ K(z), à ìíîãî÷ëåíû
T, TQk,i è êîýôôèöèåíòû P1,i ëèíåéíîé ôîðìû R1 ïðèíàäëåæàò ZK[z]
(ñì. òàì æå, �� 2 è 9).

Ëåììà 3 (ñì. [36:12, ãë. 3, ëåììà 14]). Ïóñòü ôóíêöèè (0.4),
m > 2, ÿâëÿþòñÿ KE-ôóíêöèÿìè, n ∈ N, ε ∈ R, 0 < ε < 1/2. Òîãäà
ñóùåñòâóåò m ìíîãî÷ëåíîâ

P1,k = P1,k(z) =
n∑
l=0

b1,k,lz
l, k = 1, . . . ,m,

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) âñå b1,k,l ∈ ZK, â ñîâîêóïíîñòè îòëè÷íû îò íóëÿ è

|b1,k,l| = O(n(1+ε)n), k = 1, . . . ,m, l = 0, 1, . . . , n,
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ïðè n→∞ ðàâíîìåðíî ïî k è l;
2) ëèíåéíàÿ ôîðìà

R1 = P1,1(z)f1(z) + · · ·+ P1,m(z)fm(z) =
∞∑
ν=τ

aν
zν

ν!
(15)

òàêîâà, ÷òî

ordR1 > τ, τ = m(n+ 1)− [εn]− 1;

3) êîýôôèöèåíòû ðÿäà (15) ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ

|aν| = νενO(nn), ν > τ,

ðàâíîìåðíî ïî ν.
Òåïåðü îöåíèì ìîäóëè çíà÷åíèé ÷èñëîâûõ ëèíåéíûõ ôîðì R(j)

k (α,
f̄(α)) è ðàçìåðû êîýôôèöèåíòîâ Pk,j,i(α) ýòèõ ôîðì â òî÷êå α ∈ A.

Ëåììà 4. Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü KE-ôóíêöèé (0.4), m > 2, ñî-
ñòàâëÿåò ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5) è ëèíåéíî íåçàâèñèìà íàä C(z),
α ∈ K, h = [K :Q]. Ïóñòü ëèíåéíàÿ ôîðìà R1 ñêîíñòðóèðîâàíà
ïî ëåììå 3 ïðè êàêîì-ëèáî çíà÷åíèè n, n > n0 ñ çàìåíîé ε íà
ε1 = ε/(3m2h) ïðè íåêîòîðîì ε, 0 < ε < 1, à ÷èñëî t1 ïîëó÷àåòñÿ èç t

çàìåíîé â ðàâåíñòâå (14) ε íà ε1. Òîãäà äëÿ ëèíåéíûõ ôîðì R
(j)
k (z, ȳ)

è èõ êîýôôèöèåíòîâ Pk,j,i(z) ñ ðîñòîì n âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

|R(j)
k (α, f̄(α))| = O(n−(m−1−ε/2)n), k = 1, . . . ,m; j = 0, 1, . . . , t1;

(16)
|Pk,j,i(α)| = O(n(1+ε/4)n), (17)

k = 1, . . . ,m; j = 0, 1, . . . , t1; i = 1, . . . ,m(t1 + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ëè-
íåéíûõ ôîðìR(j)

k (z, ȳ) ñîâïàäàþò ñ ïðîèçâîäíûìè ìíîãî÷ëåíîâ Pk,i(z),
óìíîæåííûìè íà áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû âèäà

(
j
r

)
6 2j 6 cn,

ãäå c > 0 è íå çàâèñèò îò n, ïîýòîìó îöåíêè (17) ìîæíî ïîëó÷èòü

èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê äëÿ âåëè÷èí
∣∣∣P (j)

k,i (α)
∣∣∣, k, i = 1, . . . ,m;

j = 0, 1, . . . , t1. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 15 ãë. 3 êíèãè [36:12],
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äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

φ(z) =
∞∑
ν=0

aνz
ν, ψ(z) =

∞∑
ν=0

bνz
ν,

óñëîâèìñÿ ïèñàòü φ(z) ≪ ψ(z), åñëè |aν| 6 bν, ν = 0, 1, 2, . . . . Áóäåì
èñïîëüçîâàòü òàêæå îáîçíà÷åíèå

φ∗(z) =
∞∑
ν=0

|aν|zν.

Î÷åâèäíî, ÷òî φ(z)≪ φ∗(z) è ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ φ(z)≪ ψ(z) ñëåäó-
þò ñîîòíîøåíèÿ φ′(z)≪ ψ′(z) è |φ(α)| 6 |ψ(|α|)|. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 15 ãë. 3 êíèãè [36:12] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

Pk+1,i(z)≪ ck1(1 + z)kq+n

(
k−1∏
ν=0

(νq + n+m)

)
O(n(1+ε1)n), (18)

i = 1, . . . ,m, k = 0, 1, . . . ,

Rk+1(z)≪ ck1(1 + z)kq
k−1∏
ν=0

(
νq +

d

dz

)
R∗1(z), k = 0, 1, . . . , (19)

R∗1 =
∞∑
ν=τ

νε1ν
zν

ν!
O(nn), τ = m(n+ 1)− [ε1n]− 1,

ãäå c1 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò n. Ïðè ýòîì
ñîîòíîøåíèå (19) îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè êîýôôèöèåíòû ìíî-
ãî÷ëåíîâ Pk+1,i(z) çàìåíèòü èõ ñîïðÿæ¼ííûìè â ïîëå K[j ] ñ ëþáûì
íîìåðîì.

Èç ñîîòíîøåíèé (18), (19) äëÿ k 6 m ïîëó÷àåì

Pk,i(z)≪ nm(1 + z)mq+nO(n(1+ε1)n), i = 1, . . . ,m,

Rk(z)≪ c2(1 + z)mq

(
1 +

d

dz

)k

R∗1(z).

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ j ðàç, 0 6 j 6 t1 = qm(m − 1)/2+
[ε1n] + p, ïîëó÷èì

P
(j)
k,i (z)≪ nm(mq + n)j(1 + z)mq+n−jO(n(1+ε1)n)≪
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≪ cn3n
ε1n(1 + z)mq+nO(n(1+ε1)n),

R
(j)
k (z, f̄(z))≪ cn4(mq)

j(1 + z)mq

(
1 +

d

dz

)k+j

R∗1(z)≪

≪ cn5(1 + z)mq

(
1 +

d

dz

)k+j ∞∑
ν=τ

νε1ν
zν

ν!
O(nn)≪

≪ cn5(1 + z)mq

k+j∑
ρ=0

∞∑
ν=τ

(
k + j

ρ

)
νε1ν

zν−ρ

(ν − ρ)!
O(nn)≪

≪ cn6(1 + z)mq
∞∑

ν=τ−k−j

(ν + k + j)ε1(ν+k+j)z
ν

ν!
O(nn).

Ïîäñòàâèâ â ýòè ñîîòíîøåíèÿ z = α è îöåíèâ ñóììó ðÿäà â ïðàâîé ÷à-
ñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïî ïîðÿäêó åãî ïåðâûì ÷ëåíîì, ïîëó÷èì∣∣∣P (j)

k,i (α)
∣∣∣ 6 cn7n

ε1nO(n(1+ε1)n) = c−nO(n(1+3ε1)n),

|R(j)
k (α, f̄(α))| 6 cn6τ

ε1τ
|α|τ−k−j

(τ − k − j)!
O(nn) 6

6 cn8n
ε1mn |α|mn

(mn− 2ε1n− q(m− 1)m/2− p− 1)!
O(nn) 6

6 cn9n
ε1mn(mn−2ε1n−c10)−(mn−2ε1n−c10)O(nn) 6 cn11O(n

n+ε1mn−mn+2ε1n) 6
6 O(n−(m−1−ε1(m+3))n).

Èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ñëåäóþò îöåíêè (16) è (17). Ëåììà 4 äîêà-
çàíà.

Ëåììà 5. Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü KE-ôóíêöèé (0.4), m > 2, ñî-
ñòàâëÿåò ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5) è èìååò ðàíã r > 1 íàä ïîëåì C(z),
à α ∈ K. Òîãäà ρ � ðàíã ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë (0.13) íàä ïîëåì K �
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 1 6 ρ 6 r.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ρ = 0, òî âñå ôóíêöèè (0.4) áûëè áû òîæäå-
ñòâåííî ðàâíû íóëþ. Äàëåå, ðàíã ρ íå ìîæåò ïðåâûøàòü ðàíãà ñîâî-
êóïíîñòè ôóíêöèé

f1(z), . . . , fm(z), f
′
1(z), . . . , f

′
m(z), . . . , f

(k)
1 (z), . . . , f (k)m (z), . . . (20)
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íàä ïîëåì C(z) � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñÿêèå ρ ôóíêöèé èç (20) áóäóò
ñâÿçàíû ëèíåéíûì óðàâíåíèåì íàä K(z), è ïîëàãàÿ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ
z = α, ïðèä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Íî ïîñêîëüêó ôóíêöèè (0.4) óäîâëå-
òâîðÿþò ñèñòåìå (0.5), òî âñå ôóíêöèè èç ñîâîêóïíîñòè (20) ëèíåéíî
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè (0.4), îòêóäà ρ 6 r. Ëåììà 5 äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì êàêèå-íèáóäü ρ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä K ÷èñåë èç
ìíîæåñòâà (0.13) è îáîçíà÷èì èõ g1(α), . . . , gρ(α). Ñîîòâåòñòâóþùèå
èì ôóíêöèè g1(z), . . . , gρ(z) áóäóò, î÷åâèäíî, ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä
C(z). Äîïîëíèì ìíîæåñòâî ýòèõ ôóíêöèé äî áàçèñà â ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ïîðîæäàåìîì íàä C(z) ôóíêöèÿìè (20). Ýëåìåíòû ýòîãî
áàçèñà

g1(z), . . . , gr(z) (21)

òàêæå áóäåì áðàòü èç ñîâîêóïíîñòè (20). Ïðîèçâîäíûå g′1(z), . . . , g
′
r(z)

ôóíêöèé (21) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (0.5) ìîæíî âûðàçèòü â âèäå ëè-
íåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé (0.4), à ïîñêîëüêó ôóíêöèè (0.4), â ñâîþ
î÷åðåäü, ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé (21) ñ
êîýôôèöèåíòàìè èç C(z), òî ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé (21) ñîñòàâëÿåò
ðåøåíèå ñèñòåìû

y′k =
r∑

i=1

qk,i yi, qk,i ∈ C(z), k = 1, . . . , r.

Î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 6. Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, W � ñîäåðæàùåå åãî

êîëüöî, à ìíîæåñòâà A è B òàêîâû, ÷òî A ⊂ B ⊂ W è êàæäûé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà B ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê êîíå÷íóþ ëèíåé-
íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A ñ êîýôôèöèåíòàìè èç V.
Òîãäà:
1) rangVB = rangVA;
2) deg tr0VB = deg tr0VA.

Èç ëåììû 6 è ñêàçàííîãî ïåðåä íåé ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ è óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû 1 äëÿ ôóíêöèé (0.4) âûïîëíÿþòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ôóíêöèé (21), çà èñêëþ÷åíèåì òðè-
âèàëüíûõ ñëó÷àåâ r = ρ = 0 è r = ρ = 1. Ïîýòîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 1 áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðå-
íèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèè (0.4) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä C(z), ÷èñëà

f1(α), . . . , fρ(α) (22)
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ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä K, à deg tr0K{f1(α), . . . , fρ(α)} = l′, ãäå l′ �
ñòåïåíü îäíîðîäíîé òðàíñöåíäåíòíîñòè ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë (0.13).

Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ N êàæäîå ÷èñ-
ëî èç ñîâîêóïíîñòè f (j)k (α), k = 1, . . . ,m; j = 0, 1, . . . , t åäèíñòâåííûì
îáðàçîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f
(j)
k (α) = ck,j,1f1(α) + · · ·+ ck,j,ρfρ(α), ck,j,i ∈ K, (23)

k = 1, . . . ,m; j = 0, 1, . . . , t.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íåîáõîäèìî îöåíèòü ðàçìåðû êîýôôèöèåíòîâ
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé (23), à òàêæå âåëè÷èíó èõ îáùèõ çíàìåíàòå-
ëåé, ò. å. ÷èñåë dt ∈ N, òàêèõ ÷òî dt ck,j,λ ∈ ZK, k = 1, . . . ,m; λ =
1, . . . , ρ; j = 0, 1, . . . , t.

Ëåììà 7. Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü KE-ôóíêöèé (0.4), m > 2, ñî-
ñòàâëÿåò ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5), α ∈ K \ {0}, h = [K :Q], ðàíã
ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë (0.13) íàä ïîëåì K ðàâåí ρ, à ÷èñëà (22) ëèíåéíî
íåçàâèñèìû íàä K. Òîãäà ïðè ëþáîì t ∈ N äëÿ ðàçìåðîâ êîýôôèöèåí-
òîâ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé (23) è íàèìåíüøåãî îáùåãî çíàìåíàòåëÿ
dt ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|ck,j,λ| = O(ctt(m+1)t), k = 1, . . . ,m; λ = 1, . . . , ρ; j = 0, 1, . . . , t;
(24)

dt = O(ctthm
2t), (25)

ãäå c > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò t.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðî-

âàííîì k, 1 6 k 6 m ÷èñëà f (j)k (α), j = 0, 1, . . . , t ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ÷èñåë f
(j)
k (α), j = 0, 1, . . . , j0, ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè èç K, òàê, ÷òî äëÿ ðàçìåðîâ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ òàêæå
âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (24), íàèìåíüøèé îáùèé çíàìåíàòåëü ýòèõ êîýô-
ôèöèåíòîâ íå ïðåâîñõîäèò O(ctthmt), à j0 íå çàâèñèò îò t. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ ëåììû
âñÿêàÿ ôóíêöèÿ fk(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

pm(z)y
(m) + pm−1(z)y

(m−1) + · · ·+ p0(z)y = 0, (26)

pi(z) ∈ ZK[z], i = 0, 1, . . . ,m.
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Ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè (ñì., íàïðèìåð, [59:1, ñòð. 142, 143], [1:1, ãë.
16]) èñïîëüçîâàëñÿ òîò ôàêò, ÷òî åñëè àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ óäî-
âëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, òî å¼ êîýô-
ôèöèåíòû ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîìó ðàçíîñò-
íîìó óðàâíåíèþ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ ðàçëîæèì ôóíê-
öèþ fk(z), à òàêæå ìíîãî÷ëåíû pi(z) â ñòåïåííûå ðÿäû ïî ñòåïåíÿì
z − α = ζ:

fk(z) =
∞∑
ν=0

aνζ
ν; pi(z) = pi,0 + pi,1ζ + · · ·+ pi,µζ

µ;

µ = maxdeg pi, pi,λ ∈ ZK, Ω1 = max
i,λ
|pi,λ|, Ω2 = min

pi,λ ̸=0
|pi,λ|.

Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ ðàçëîæåíèé â ðàâåíñòâî (26) ïîëó÷èì ëèíåé-
íûå óðàâíåíèÿ íàä ZK, ñâÿçûâàþùèå ÷èñëà aν = f

(ν)
k (α)/ν!. Ðàññìîò-

ðèì ýòè óðàâíåíèÿ áîëåå ïîäðîáíî. Ïðèðàâíÿåì â ðàâåíñòâå (26) êî-
ýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ ζν−m, çàïèñàâ, äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè,
â îòäåëüíûå ñòîëáöû êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ïðîèçâåäåíèé
pi(z)f

(i)
k (z):

pm,0ν . . . (ν−m+1)aν pm−1,0(ν− 1) . . . (ν−m+1)aν−1

pm,1(ν − 1) . . . (ν −m)aν−1 + pm−1,1(ν − 2) . . . (ν −m)aν−2 +

. . . . . .

pm,µ(ν−µ) . . . (ν−µ−m+1)aν−µ pm−1,µ(ν−µ−1) . . . (ν−µ−m+1)aν−µ−1

p0,0 aν−m

p0,1 aν−m−1

+ . . . + . . . = 0. (27)

p0,µ aν−m−µ

Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî aν = 0 äëÿ âñåõ ν < 0. Â ëåâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà (27) ïðèâåä¼ì ïîäîáíûå ÷ëåíû è îáîçíà÷èì qs = qs(ν) êî-
ýôôèöèåíòû ïðè âåëè÷èíàõ aν−s, s = 0, 1, . . . ,m + µ. Î÷åâèäíî, ÷òî
qs ∈ ZK[ν], degν qs 6 m. Äîêàæåì, ÷òî íàéä¼òñÿ qs(ν) ̸≡ 0. Âûáåðåì
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èíäåêñ i íàèáîëüøèì èç âîçìîæíûõ òàê, ÷òîáû pi(z) ̸≡ 0 è îáîçíà-
÷èì åãî i0. Ïóñòü pi0,λ0

� êîýôôèöèåíò ïðè íàèìåíüøåé ñòåïåíè ïðè
ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà pi0(z) ïî ñòåïåíÿì ζ = z − α, îòëè÷íûé îò
íóëÿ. Òîãäà pi0,λ0

νi0 áóäåò îäíî÷ëåíîì ñòàðøåé ñòåïåíè ïî ν â ìíîãî-
÷ëåíå qm−i0+λ0

(ν) è, ñëåäîâàòåëüíî, qm−i0+λ0
(ν) ̸≡ 0. Òàêèì îáðàçîì,

íå âñå ìíîãî÷ëåíû qs(ν) òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Âîçüì¼ì çíà÷åíèå
s íàèìåíüøèì èç âîçìîæíûõ òàê, ÷òîáû qs(ν) ̸≡ 0, è îáîçíà÷èì åãî
s0. Òîãäà s0 6 m, à qs0(ν) ̸= 0 ïðè âñåõ ν > ν0 = m + s0 + mΩ1/Ω2.
Óðàâíåíèå (27) çàïèøåòñÿ â âèäå

qs0(ν)aν−s0 + qs0+1(ν)aν−s0−1 + · · ·+ qm+µ(ν)aν−m−µ = 0. (28)

Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà qs0(ν) ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì ñòåïåíü ìíî-
ãî÷ëåíà qs0+i(ν), i > 1, íî íå áîëåå, ÷åì íà m. Ïîýòîìó∣∣∣∣qs0+i(ν)

qs0(ν)

∣∣∣∣ 6 c1ν
m. (29)

Èç óðàâíåíèÿ (28) ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âûðàçèòü âåëè÷èíû aν0−s0,
aν0−s0+1, . . . â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ÷èñåë aν0−s0−1, . . . , a0 (âîîá-
ùå ãîâîðÿ, ëèíåéíî çàâèñèìûõ íàä K):

aν = Aν,ν0−s0−1aν0−s0−1 + · · ·+ Aν,0a0, ν = ν0 − s0, . . . , t. (30)

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Aν,i, êàê ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (29), áóäóò ñïðà-
âåäëèâû îöåíêè

Aν,i 6 cν2(ν!)
m.

Êðîìå òîãî, èç óðàâíåíèÿ (28) ïîëó÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû Aν,i, i =
0, . . . , ν0 − s0 − 1; ν = ν0 − s0, . . . , t ñòàíóò öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè,
åñëè èõ óìíîæèòü íà öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî

ω(t) =
t∏

ν=ν0−s0

qs0(ν).

Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøèé îáùèé çíàìåíàòåëü d∗t êîýôôèöèåíòîâ
Aν,i ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé (30) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì Norm(ω(t)) è ïî-
ýòîìó

d∗t 6 Norm(ω(t)) 6 ct3t
hmt.

Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû è òî, ÷òî aν =
f
(ν)
k (α)/ν!, îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêè (24) è (25). Ëåììà 7 äîêàçàíà.
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Ëåììà 8. Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü KE-ôóíêöèé (0.4), m > 2, ñî-
ñòàâëÿåò ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5) è ëèíåéíî íåçàâèñèìà íàä C(z),
α ∈ K \ {0}, K = Q(θ), h = [K :Q]. Òîãäà ðàíã ρ íàä ïîëåì K ñîâî-
êóïíîñòè ÷èñåë (0.13) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ρ > m/h, à åñëè
θ /∈ R, òî íåðàâåíñòâó ρ > 2m/h. Â ÷àñòíîñòè, åñëè K � ìíèìîå
êâàäðàòè÷íîå ïîëå, òî ρ = m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 5, 1 6 ρ 6 m. Åñëè ρ = m, òî
âñ¼ äîêàçàíî. Ïóñòü 1 6 ρ < m, à ÷èñëà (22) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä
K.

Çàìåíèâ â ëåììå 3 ε íà ε1 = ε/(3m2h), ñêîíñòðóèðóåì ëèíåéíóþ
ôîðìó R1. Ðàññìîòðèì, êàê ýòî ñäåëàíî ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ëåììû
2, m(t1+1) ëèíåéíûõ ôîðì R(j)

k (z, ȳ), ãäå t1 = q(m−1)m/2+[ε1n]+p.
Ïîäñòàâèâ â ýòè ôîðìû âìåñòî z ÷èñëî α, ïîëó÷èì m(t1+1) ÷èñëîâûõ
ëèíåéíûõ ôîðì R(j)

k (α, f̄(α)) (10) îò ÷èñåë f1(α), . . . , fm(α), f ′1(α), . . . ,

f
(t1)
m (α), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû îöåíêè (16) è (17). Ïîäñòàâèì â ëè-
íåéíûå ÷èñëîâûå ôîðìû (10) âìåñòî ÷èñåë f ′1(α), . . . , f

(t1)
m (α) èõ âûðà-

æåíèÿ â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ÷èñåë (22) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
K:

f
(j)
k (α) = ck,j,1f1(α) + · · ·+ ck,j,ρfρ(α), k = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , t1.

(31)
Ñîãëàñíî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû 2, èç ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðà-
çîì m(t1+1) ÷èñëîâûõ ëèíåéíûõ ôîðì îò ÷èñåë (0.7) ìîæíî âûáðàòü
m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ. Îáîçíà÷èì ýòè ëèíåéíûå ôîðìû

L̂k = âk,1 f1(α) + · · ·+ âk,m fm(α), k = 1, . . . ,m.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìû L̂i ÷èñëåííî ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ôîðìàìè R(j)

k (α, f̄(α)), à ðàçìåðû êîýôôèöèåíòîâ âk,λ íå ïðåâîñõîäÿò
ïðîèçâåäåíèÿ ìàêñèìóìà ðàçìåðîâ êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíûõ ôîðì
R

(j)
k (α, ȳ) íà t1 è íà ìàêñèìóì âåëè÷èí (24), ãäå t = t1, ò. å.

|âk,λ| = O(n(1+ε/4)n)cn1n
ε1(m+1)n = O(cn1n

(1+ε/4+ε(m+1)/(3m2))n) =

= O(cn1n
(1+ε/2)n).

Íàèìåíüøèé îáùèé çíàìåíàòåëü êîýôôèöèåíòîâ âk,λ íå ïðåâîñõîäèò
ïðîèçâåäåíèÿ îáùåãî çíàìåíàòåëÿ dt1 ÷èñåë ck,j,i èç ðàâåíñòâà (31) íà

aσ0, ãäå a = denα, à σ0 � íàèáîëüøàÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíîâ P (j)
k,i (z), σ0 6
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n + q(m − 1) = O(n). Èç îöåíîê (25), ïîëîæèâ â íèõ t = t1, íàéä¼ì,
÷òî êîýôôèöèåíòû ëèíåéíûõ ôîðì L̂k ìîæíî ñäåëàòü öåëûìè àëãåá-
ðàè÷åñêèìè, åñëè óìíîæèòü ýòè ôîðìû íà ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå

O(cn2n
ε1m

2hn) = O(cn2n
εn/3)).

Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ëèíåéíûå ôîðìû

Lk =
m∑
λ=1

ak,λfλ(α), ak,λ ∈ ZK, k = 1, . . . ,m.

Òîãäà èç íàéäåííûõ îöåíîê è (16) ñëåäóþò îöåíêè

Lk = O(n−(m−1−ε)n), k = 1, . . . ,m,

|ak,λ| = O(n(1+ε)n), k, λ = 1, . . . ,m,

ïðè÷¼ì îíè ñîõðàíÿòñÿ, åñëè âñå êîýôôèöèåíòû ñòåïåííîãî ðÿäà Lk(z)
è ÷èñëî α çàìåíèòü íà ñîïðÿæ¼ííûå ÷èñëà èç ïîëÿ K[j], ñîïðÿæ¼ííîãî
ïîëþ K, j = 1, . . . , h.

Äàëåå äîñëîâíî ïîâòîðÿåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ ëåììû
17 ãë. 3 êíèãè [36:12]. Ëåììà 8 äîêàçàíà.

ÏóñòüW � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî, A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç
W. Äëÿ ëþáîãî N ∈ N îáîçíà÷èì L0

N(A) ñîâîêóïíîñòü ïðîèçâåäåíèé
ñòåïåíåé

uk11 . . . u
kn
n , n 6 N, k1 + · · ·+ kn = N,

ãäå ïðè êàæäîì âîçìîæíîì n ÷èñëà (k1, . . . , kn) ïðîáåãàþò âñåâîçìîæ-
íûå íàáîðû èç n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííîìó
ðàâåíñòâó, à (u1, . . . , un) ïðîáåãàþò âñåâîçìîæíûå íàáîðû èç n ýëå-
ìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó A.

Ëåììà 9. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 6

rangVL
0
N(B) = rangVL

0
N(A),

à åñëè ìíîæåñòâî A êîíå÷íî, deg tr0VA = l, l > 1, òî ñóùåñòâóþò
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå c1 è c2, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ìíîæå-
ñòâà A è ïîëÿ V, òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

c1N
l−1 6 rangVL

0
N(B) 6 c2N

l−1.

Ëåììà 9 ñëåäóåò èç ëåììû 6 íàñòîÿùåé ðàáîòû è ëåììû 6 ãë. 4 êíèãè
[36:12].
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�2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü îäíîðîäíûé ñëó÷àé, òàê êàê îáùèé
ñâîäèòñÿ ê îäíîðîäíîìó äîáàâëåíèåì ôóíêöèè f0(z) ≡ 1. Ïðè ýòîì,
êàê óæå óñòàíîâëåíî ðàíåå, áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî îãðàíè-
÷èòüñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ÷èñëà (22) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä K, ôóíêöèè
(0.4) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä C(z), à deg tr0K{f1(α), . . . , fρ(α)} = l′,
ãäå l′ � ñòåïåíü îäíîðîäíîé òðàíñöåíäåíòíîñòè ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë
(0.13). Äîêàæåì, ÷òî l′ 6 l. Ïðè l′ = 0 ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî.
Åñëè æå l′ > 1, òî âûáåðåì ñðåäè ÷èñåë (22) l′ îäíîðîäíî àëãåáðàè-
÷åñêè íåçàâèñèìûõ. Ïî ëåììå 19 ãë. 3 êíèãè [36:12] ñîîòâåòñòâóþùèå
èì ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà (0.4) îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû
íàä C(z). Ñëåäîâàòåëüíî, l′ 6 l.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî l 6 l′. Åñëè l = 0, òî íåðàâåíñòâî ñïðàâåä-
ëèâî. Äîïóñòèì, ÷òî l > 1. Âîçüì¼ì â ëåììàõ 6 è 9 â êà÷åñòâå V, A è
B, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëå C(z), ìíîæåñòâî ôóíêöèé (0.4) è ìíîæåñòâî
ôóíêöèé (20). Òîãäà ââèäó íàëè÷èÿ ñèñòåìû (0.5) óñëîâèÿ ýòèõ ëåìì
âûïîëíÿþòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî

r0N = rangC(z)L
0
N({f1(z), . . . , fm(z)}) =

= rangC(z)L
0
N({f1(z), . . . , fm(z), . . . , f

(k)
1 (z), . . . , f (k)m (z), . . . })

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

c1N
l−1 6 r0N 6 c2N

l−1, (32)

ãäå c1 è c2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò N . Òåïåðü
âîçüìåì â ëåììàõ 6 è 9 â êà÷åñòâå V, A, B è l, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëå K,
ìíîæåñòâî ÷èñåë (0.7), ìíîæåñòâî ÷èñåë (0.13) è l′. Ïîñêîëüêó âñÿêîå
÷èñëî èç (0.13) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ÷èñåë (0.7), òî óñëîâèÿ
ýòèõ ëåìì âûïîëíÿþòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ÷èñëà

ρ0N = rangKL
0
N({f1(α), . . . , fm(α)}) =

= rangKL
0
N({f1(α), . . . , fm(α), . . . , f

(k)
1 (α), . . . , f (k)m (α), . . . })

ñïðàâåäëèâû îöåíêè

c3N
l′−1 6 ρ0N 6 c4N

l′−1, (33)
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ãäå c3 è c4 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò N . Ñî-
ãëàñíî ëåììå 18 ãë. 3 êíèãè [36:12], ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé L0

N({f1(z),
. . . , fm(z)}) ñîñòàâëÿåò ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà (0.5). Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ
ëåììû 6, 9 è ëåììó 8, â êîòîðîé ïîëîæèì m = r0N , èìååì

ρ0N > r0N
h
. (34)

Èç íåðàâåíñòâ (32), (33) è (34) ñëåäóåò, ÷òî
c1
h
N l−1 6 ρ0N 6 c4N

l′−1

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N , îòêóäà l 6 l′. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè òåîðåìó 1 ïåðåôîðìóëèðîâàòü äëÿ

ñëó÷àÿ Å-ôóíêöèè f(z), óäîâëåòâîðÿþùåé ëèíåéíîìó äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ ïîðÿäêà m, òî ÷èñëî k0 èç çàìå÷àíèÿ ê òåîðå-
ìå 1 ÿâíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî
óðàâíåíèÿ. Êàê ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (30) â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 7,
k0 6 m − 1 + mΩ1/Ω2. Ýòà îöåíêà òî÷íà, íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèé
(z− 1)nez, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (z− 1)y′n = (z− 1+n)yn, ãäå
n ∈ Z+, α = m = Ω2 = 1, k0 = Ω1 = n.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ Å-ôóíêöèé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3 òåî-
ðåìà 1 òàêæå ñëåäóåò èç òåîðåìû IV. Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáÿòñÿ äâå ëåì-
ìû.

Ëåììà 10 [36:12, ãë. 4, ëåììà 1]. Ïóñòü àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè
(0.4), m > 2, èìåþò ðàíã r, 1 6 r 6 m − 1, íàä C(z), à α ∈ C.
Òîãäà, èçìåíèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè íóìåðàöèþ ôóíêöèé (0.4), èìååì

fj(z) =
r∑

i=1

Bj,i fi(z), Bj,i ∈ C(z), j = r + 1, . . . ,m,

ïðè÷¼ì òî÷êà z = α íå ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì íè äëÿ îäíîé èç ôóíêöèé
Bj,i.

Ëåììà 11. Åñëè ôóíêöèè (0.4) è F (z) � àíàëèòè÷åñêèå, ïðè÷¼ì

F (z) =
m∑
i=1

Ai fi(z), Ai ∈ A[z], (35)

òî äëÿ ëþáûõ α ∈ A, k ∈ Z+ çíà÷åíèå F (k)(α) åñòü êîíå÷íàÿ ëè-
íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç A ÷èñåë (0.13).



66

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðà-
âåíñòâà (35) â ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå z = α.

Ââèäó ëåììû 10 ôóíêöèè (0.4) â òåîðåìå 1 ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûìè íàä C(z). Èç ðàâåíñòâà (0.11) ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ
ôóíêöèé (0.4) â òî÷êå z = α ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè èç A ÷èñåë g1(α), . . . , gm(α). Äèôôåðåíöèðóÿ íóæíîå
÷èñëî ðàç ðàâåíñòâî (0.11) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèè g1(z), . . . , gm(z)
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå âèäà (0.5) áåç íåíóëåâûõ îñîáûõ òî÷åê, àíà-
ëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ÷èñëà f (k)i (α) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè
êîìáèíàöèÿìè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç A ÷èñåë g1(α), . . . , gm(α). Ñëåäî-
âàòåëüíî,

deg tr◦Q{f1(α), . . . , fm(α), . . . , f
(k)
1 (α), . . . , f (k)m (α), . . . } 6

6 deg tr◦Q{g1(α), . . . , gm(α)} = deg trC(z){g1(z), . . . , gm(z)} = l.

Òàê êàê ôóíêöèè (0.4) ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, òî â
(0.11) ìàòðèöà M íåâûðîæäåíà. Ñëåäîâàòåëüíî,

(g1(z), . . . , gm(z))
T =M−1 · (f1(z), . . . , fm(z))T . (36)

Îòñþäà

l = deg trC(z){g1(z), . . . , gm(z)} = deg trC(z){f1(z), . . . , fm(z)}.

Çàïèøåì (36) êàê

(g1(z), . . . , gm(z))
T =

1

|M |
M ∗ · (f1(z), . . . , fm(z))T , (37)

ãäå M ∗ ∈ A[z] � ìàòðèöà èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ê ýëåìåí-
òàì ìàòðèöû M . Åñëè α � íóëü êðàòíîñòè s îïðåäåëèòåëÿ |M |, òî
ââèäó (37) âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà M ∗ · (f1(z), . . . , fm(z))T äîëæíû
èìåòü ðàâíûå íóëþ â òî÷êå z = α ïðîèçâîäíûå âïëîòü äî ïîðÿäêà s.
Îñòàëüíûå ïðîèçâîäíûå ñîãëàñíî ëåììå 11 â òî÷êå z = α ÿâëÿþòñÿ
êîíå÷íûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç A ÷èñåë
(0.13). Ïîýòîìó

l 6 deg tr◦Q{f1(α), . . . , fm(α), . . . , f
(k)
1 (α), . . . , f (k)m (α), . . . },

÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.
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�3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü îäíîðîäíûé ñëó÷àé, òàê êàê íåîä-
íîðîäíûé ñâîäèòñÿ ê îäíîðîäíîìó äîáàâëåíèåì ôóíêöèè f0(z) ≡ 1.
Äîïóñòèì, ÷òî deg tr0{f1(α), . . . , fl(α)} = l′, 0 6 l′ < l. Âîçüìåì
ëþáûå l′ îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ÷èñëà èç (0.9) è ïðè-
ñîåäèíèì ê íèì l − l′ ÷èñåë èç ìíîæåñòâà (0.7) òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ
íàáîð l îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì ýòîò
íàáîð

fi1(α), . . . , fil(α). (38)

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ôóíêöèè (0.14) áóäóò îäíîðîäíî àëãåáðà-
è÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C(z). Ïóñòü f(z) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç
ìíîæåñòâà (0.8), íå âõîäÿùàÿ âî ìíîæåñòâî (0.14). Òîãäà f(z) äîëæ-
íà îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè çàâèñåòü îò ôóíêöèé (0.14). Ðàññìîòðèì
ñâÿçûâàþùåå èõ íåïðèâîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå (0.15), ãäå P
ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èç ôóíêöèé (0.14), íå ïðèíàäëåæàùóþ (0.8)
(áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî åñòü fi1(z)).

Åñëè â ýòîì óðàâíåíèè ïîëîæèòü z = α, òî ìû ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå, ñâÿçûâàþùåå f(α) è ÷èñëà (38). Ïðåäñòàâèì P êàê ìíîãî÷ëåí îò
ïåðåìåííîé fi1(z) ñ êîýôôèöèåíòàìè Qj ∈ Z[z, fi2(z), . . . , fil(z), f(z)],
îäíîðîäíûìè ïî fi2(z), . . . , fil(z), f(z):

P = Qs f
s
i1
(z) + · · ·+Q1 fi1(z) +Q0,

degf̄Qj 6 s− j, degzQj 6 t, H(Qj) 6 h, j = 0, 1, . . . , s.

Åñëè íå âñå Qj ïðè ïîäñòàíîâêå z = α îáðàùàþòñÿ â íóëü, òî fi1(α)
îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèò îò f(α), fi2(α), . . . , fil(α) è, ñëåäî-
âàòåëüíî, deg tr0{f(α), fi2(α), . . . , fil(α)} = deg tr0{fi1(α), fi2(α), . . . ,
fil(α)} = l. Íî òîãäà ÷èñëà f(α), fi2(α), . . . , fil(α) îäíîðîäíî àëãåáðà-
è÷åñêè íåçàâèñèìû è deg tr0{f1(α), . . . , fl(α)} > l′, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
äîïóùåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

Qj(α, fi2(α), . . . , fil(α), f(α)) = 0, j = 0, 1, . . . , s.

Ìíîãî÷ëåíû Qj(z, fi2(z), . . . , fil(z), f(z)) âçàèìíî ïðîñòû â ñîâî-
êóïíîñòè è ñðåäè íèõ ïî êðàéíåé ìåðå äâà íå ðàâíû òîæäåñòâåííî
íóëþ. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç íèõ íå çàâèñèò îò f(z), ïîëó÷àåì ïðîòè-
âîðå÷èå ñ îäíîðîäíîé àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòüþ ÷èñåë (38), òàê
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êàê êîýôôèöèåíòàìè ïðè ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ñòåïåíåé ïåðåìåí-
íûõ fi2(z), . . . , fil(z) â Qj áóäóò ìíîãî÷ëåíû èç Z[z] ñòåïåíè è âûñîòû,
íå ïðåâîñõîäÿùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, s è h, è îíè íå ìîãóò îáðàòèòüñÿ â
íóëü ïðè ïîäñòàíîâêå z = α.

Åñëè l = 1, òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû óæå çàâåðøåíî, òàê êàê
â ýòîì ñëó÷àå Qj = Ajf

kj(z), Aj ∈ Z[z], è ïðè íåêîòîðîì j kj = 0 â
ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ìíîãî÷ëåíîâ Qj.

Ïóñòü òåïåðü l > 2 è âñå (òîæäåñòâåííî íå ðàâíûå íóëþ) ìíî-
ãî÷ëåíû Qj çàâèñÿò îò f(z). Óâåëè÷èì äëÿ óäîáñòâà èíäåêñ j íà 1 è
áóäåì ðàññìàòðèâàòü Qj êàê ìíîãî÷ëåíû îò f(z) ñ êîýôôèöèåíòàìè
Aj,k ∈ Z[z, fi2(z), . . . , fil(z)]:

Qj = Aj,sf
s(z) + · · ·+ Aj,1f(z) + Aj,0,

degf̄Aj,k 6 degf̄Qj − k, degzAj,k 6 t, H(Aj,k) 6 h,

j = 1, . . . , r, r 6 s+ 1.

Ïîñòðîèì ñèñòåìó ðåçóëüòàíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ Qj. Ðåçóëüòàíòû D1, . . . ,
Dn ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû (ñì. [7:1, ÷. II, ñòð.
15]), ïðèíàäëåæàùèå Z[z, fi2(z), . . . , fil(z)]. Ïîñêîëüêó (D1, . . . , Dn) ≡
0(Q1, . . . , Qr) (ñì. [7:1, ÷. II, ñòð. 8]), òî ìíîãî÷ëåíû Qj ìîãóò èìåòü
îáùèé êîðåíü (α, fi2(α), . . . , fil(α), f(α)) ëèøü â ñëó÷àå, åñëè (α, fi2(α),
. . . , fil(α)) � îáùèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíîâ D1, . . . , Dn. Ââèäó òîãî, ÷òî
ìíîãî÷ëåíû Qj âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè, íå âñå ðåçóëüòàíòû
òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ êàê ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ z, fi2(z), . . . ,
fil(z) è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî D1 ̸≡ 0, . . . , Dn ̸≡ 0 n > 1. Ïðåäñòàâèì
D1, . . . , Dn êàê ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ fi2(z), . . . , fil(z) ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç Z[z]. Ïîñêîëüêó ÷èñëà fi2(α), . . . , fil(α) îäíîðîäíî àëãåá-
ðàè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî (α, fi2(α), . . . , fil(α)) ìîæåò áûòü êîðíåì ìíî-
ãî÷ëåíîâ D1, . . . , Dn ëèøü â ñëó÷àå, åñëè âñå èõ êîýôôèöèåíòû ïðè
ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ fi2(z), . . . , fil(z) èìå-
þò α ñâîèì êîðíåì.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü îöåíèòü ñâåðõó
ìèíèìàëüíûå âûñîòó è ñòåïåíü ïî z ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ. Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî degf(z)Q1 = max degf(z)Qi =
= s∗ 6 s. Òîãäà, ñîãëàñíî [7:1, � 77, çàìå÷àíèå 1], äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ñèñòåìû ðåçóëüòàíòîâ D1, . . . , Dn íàäî ðàññìîòðåòü äâà ìíîãî÷ëåíà îò
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f(z):
Q1 = A1,s∗f(z)

s∗ + · · ·+ A1,1f(z) + A1,0,

Gv = v2Q2 + · · ·+ vrQr = (v2A2,s∗ + · · ·+ vrAr,s∗)f(z)
s∗ + · · ·+

+(v2A2,1 + · · ·+ vrAr,1)f(z) + (v2A2,0 + · · ·+ vrAr,0),

Aj,k ∈ Z[z, fi2(z), . . . , fil(z)], j = 1, . . . , r, k = 0, 1, . . . , s∗

ñ íåîïðåäåë¼ííûìè v2, . . . , vr. Ðåçóëüòàíò R ìíîãî÷ëåíîâ Q1 è Gv åñòü
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ v2, . . . , vr.
Êîýôôèöèåíòû ïðè ýòèõ ïðîèçâåäåíèÿõ è åñòü ìíîãî÷ëåíûD1, . . . , Dn.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî degzDi 6 2s∗t 6 2st. Âûñîòó ìíîãî÷ëåíîâD1, . . . , Dn

îöåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ z1 = f1(z), . . . , zm =
fm(z). Åñëè A = ∥aij∥ � ìàòðèöà, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ðàâåí R, òî
aij, R ∈ Z[z, zi2, . . . , zil, v2, . . . , vr]. Ïóñòü Czkz

k2
i2
. . . zklil v

n2

2 . . . vnr
r � ïðî-

èçâîëüíûé îäíî÷ëåí ìíîãî÷ëåíà R, òàêîé, ÷òî |C| = H(R). Òîãäà

H(Di) 6 |C| =

=
1

(2π)l+r−1

∣∣∣ ∮
|z|=1

∮
|zi2 |=1

. . .

∮
|vr|=1

R(z, zi2, . . . , vr)

zk+1zk2+1
i2

. . . vnr+1
r

dzdzi2 . . . dvr

∣∣∣ 6
6 max
|z|=1,...,|vr|=1

|R(z, zi2, . . . , vr)|.

Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Àäàìàðà (ñì. [24:1, ñòð. 155]), îòñþäà ïîëó-
÷èì

H(Di) 6

√√√√ 2s∗∏
i=1

2s∗∑
j=1

max
|z|=1,...,|vr|=1

|aij|2.

Ìîäóëü ìíîãî÷ëåíà aij ïðè |z| = 1, |zi2| = 1, . . . , |vr| = 1 îöåíèì ÷èñ-
ëîì îäíî÷ëåíîâ â aij, óìíîæåííûì íà h. Ïóñòü ε = 1−δsκ, κ = degf̄Q1,
ε ∈ {0; 1}. Òîãäà, åñëè 1 6 i 6 s∗, òî ââèäó ñâîéñòâ áèíîìèàëüíûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ (ñì., íàïðèìåð, [18:1, ï. 21.5-1])

2s∗∑
j=1

max
|z|=1,...,|vr|=1

|aij|2 6
s−ε∑
k=0

h2(t+ 1)2
(
k + l − 2

l − 2

)2

<

< h2(t+ 1)2
( s−ε∑
k=0

(
k + l − 2

l − 2

))2
= h2(t+ 1)2

(
s− ε+ l − 1

l − 1

)2

<
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< h2(t+ 1)24s−ε+l−2.

Åñëè s∗ + 1 6 i 6 2s∗, òî, òàê êàê ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî degf̄Aj,k 6
s− j − k,

2s∗∑
j=1

max
|z|=1,...,|vr|=1

|aij|2 6 h2(t+ 1)2
s+ε−1∑
p=0

( p∑
ν=0

(
ν + l − 2

l − 2

))2
=

= h2(t+ 1)2
s+ε−1∑
p=0

(
p+ l − 1

l − 1

)2

< h2(t+ 1)2
(s+ε−1∑

p=0

(
p+ l − 1

l − 1

))2
=

= h2(t+ 1)2
(
s+ ε+ l − 1

l

)2

< h2(t+ 1)24s+ε+l−2.

Òàêèì îáðàçîì, H(Di) < (h(t+ 1)2s+l−2)2s.
Â ñèëó ïîëó÷åííûõ îöåíîê deg α 6 2st, à ðàçìåð è çíàìåíàòåëü

÷èñëà α íå ïðåâîñõîäÿò âåëè÷èíû H(Di) + 1 6 (h(t+ 1)2s+l−2)2s.
Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ α ìíîæåñòâà Λ îöåíèì, âîñïîëüçîâàâøèñü

òåì, ÷òî ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ óðàâíåíèé (0.15) íå ïðåâîñõîäèò
(

m
l+1

)
6

2m−1, êàæäîå óðàâíåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñèñòåìó ðåçóëüòàíòîâ
D1, . . . , Dn, à âñÿêîé òàêîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå ÷åì 2st ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé α. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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Ãëàâà 2. Ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì
óäîâëåòâîðÿþò Å-ôóíêöèè

�1. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíîå ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, [K :Q] = h.
Ïîëÿ, ñîïðÿæ¼ííûå ñ K, áóäåì îáîçíà÷àòü K[j ], j = 1, . . . , h, K[1] = K.
Åñëè α, L(z1, . . . , zm), P (z1, . . . , zm), f(z) åñòü, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî
èç K, ëèíåéíàÿ ôîðìà, ìíîãî÷ëåí è ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä ñ
êîýôôèöèåíòàìè èç K, òî ÷åðåç α[j ], L[j ](z1, . . . , zm), P[j ](z1, . . . , zm),
f[j ](z), ñîîòâåòñòâåííî, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî, ëèíåéíóþ ôîðìó, ìíî-
ãî÷ëåí è ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä, ñîïðÿæ¼ííûå ñ íèìè îòíîñèòåëü-
íî ïîëÿ K[j ] (ñì. [36:12, ãë. 11, �2]). Åñëè zm+1 = 1, òî ëèíåéíóþ ôîðìó
L(z1, . . . , zm+1) áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ôîðìîé îò ïå-
ðåìåííûõ z1, . . . , zm.

Ëåììà 1. Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ

fk(z) =
∞∑
n=0

ak,nz
n, ak,n ∈ K, k = 1, . . . ,m, m > 1,

ñâÿçàíà àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì

P (z, f1(z), . . . , fm(z)) = 0,

P = P (z, z1, . . . , zm) ∈ C[z, z1, . . . , zm], P ̸≡ 0.

Òîãäà: 1) ðÿäû f1(z), . . . , fm(z) ñâÿçàíû òàêæå àëãåáðàè÷åñêèì óðàâ-
íåíèåì

P ∗(z, f1(z), . . . , fm(z)) = 0,

P ∗ = P ∗(z, z1, . . . , zm) ∈ ZK[z, z1, . . . , zm], P
∗ ̸≡ 0,

ïðè÷¼ì åñëè íåêîòîðûé ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò â ìíîãî÷ëåíå P ∗ îò-
ëè÷åí îò íóëÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò â P òàêæå îò-
ëè÷åí îò íóëÿ;

2) äëÿ ëþáîãî òàêîãî ìíîãî÷ëåíà P ∗ è äëÿ ëþáîãî j, 1 6 j 6 h,

P ∗[j](z, (f1)[j](z), . . . , (fm)[j](z)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå íåíóëåâûå ÷èñëîâûå êî-
ýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P êàê íåîïðåäåë¼ííûå. Ðàññóæäàÿ àíàëî-
ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2 �2 ãë. 3 êíèãè [36:12], ïîëó÷èì, ÷òî
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ýòè íåîïðåäåë¼ííûå êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå èç êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K.
Ïîýòîìó èñêîìûå êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü âûáðàíû èç ZK, è ïåð-
âîå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåð-
æäåíèÿ ëåììû çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîâòîðåíèè ïðåæíèõ ðàññóæäåíèé
äëÿ ñîïðÿæ¼ííûõ ðÿäîâ (f1)[j](z), . . . , (fm)[j](z) ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè, ñîïðÿæ¼ííûìè ñ ïðåæíèìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå å¼ ðåøåíèå òàêæå áóäåò ñîïðÿæ¼ííûì ñ ïðåæ-
íèì. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ëåììà 2. Ïóñòü KÅ-ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(0.16) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C[z], âçàèìíî ïðîñòûìè â ñîâîêóïíîñòè,
è íå óäîâëåòâîðÿåò íèêàêîìó ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ ìåíüøåãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C[z] (èëè, ïðè Q ≡ 0,
� íèêàêîìó ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
ìåíüøåãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C[z]). Òîãäà:

1) êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (0.16) îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ñ òî÷-
íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ èç C è ìîãóò áûòü âûáðàíû èç K[z];

2) ïðè âûáîðå êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (0.16) èç K[z] âñÿêàÿ
ñîïðÿæ¼ííàÿ ôóíêöèÿ f[j](z), 1 6 j 6 h, óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ

(Qm)[j]y
(m) + (Qm−1)[j]y

(m−1) + · · ·+ (Q0)[j]y = (Q)[j]. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû ôóíêöèÿ f(z), î÷åâèäíî,
ëèíåéíî íåçàâèñèìà íàä C[z] ñ f ′(z), . . . , f (m−1)(z) è 1, à â îäíîðîä-
íîì ñëó÷àå � ñ f ′(z), . . . , f (m−1)(z). Ïîýòîìó ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè
Qk/Qm îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, à ìíîãî÷ëåíû Q,Q0, . . . , Qm � ñ
òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ èç C. Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïîëó÷à-
åì óòâåðæäåíèå ëåììû 2.

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2, à ξ ∈ K \ {0}.
Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëà r1, . . . , rm ∈ Z+, òàêèå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé (â îäíîðîäíîì ñëó÷àå � ëèíåéíîé) ôîðìû
L(z1, . . . , zm) ̸≡ 0 ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ZK ðàçìåðà H è ïðîèçâîëüíî-
ãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max
16j6h

|L[j](f
(r1)
[j] (ξ[j]), . . . , f

(rm)
[j] (ξ[j]))| > bHδ, (2)

ãäå δ = −m− ε (â îäíîðîäíîì ñëó÷àå δ = 1−m− ε), b > 0 � ïîñòî-
ÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò H.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷àëî ðàññóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâíûì
è áîëåå ôîðìàëüíûì âàðèàíòîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññóæäåíèé ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.7. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(z), à òàêæå ìíîãî-
÷ëåíû Qk â ñòåïåííûå ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ζ = z − ξ:

f(z) =
∞∑
ν=0

aνζ
ν; Qk = qk,0 + qk,1ζ + · · ·+ qk,µζ

µ;

Q = q0 + q1ζ + · · ·+ qωζ
ω, qj, qk,l ∈ K, µ = maxdegQk.

Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ ðàçëîæåíèé â óðàâíåíèå (0.16) è ïðèðàâ-
íèâàíèè â í¼ì êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñòåïåíÿõ ζν−m ïîëó÷àåòñÿ ëèíåé-
íîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ Òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ aν
ôóíêöèè f(z). ×òîáû íàéòè ÿâíûé âèä ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, çàìåòèì,
÷òî ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà qk,lζ l(d/dζ)k, 0 6 k 6
m, 0 6 l 6 µ, ê ÷ëåíó ðÿäà aν−sζν−s, s ∈ Z, äà¼ò îäíî÷ëåí ñòåïåíè
ν−s−k+l. Ââèäó î÷åâèäíûõ îöåíîê ν−s−m 6 ν−s−k+l 6 ν−s+µ,
äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíî÷ëåíà, ñîäåðæàùåãî ζν−m, íåîáõîäèìî óñëîâèå 0 6
s 6 m+µ. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ îäíî÷ëåí ñòåïåíè ν−m ìîæ-
íî ïîëó÷èòü èç ÷ëåíà ðÿäà aν−sζν−s, ïðèìåíÿÿ ëþáîé äèôôåðåíöèàëü-
íûé îïåðàòîð qm−j,s−jζs−j(d/dζ)m−j, ãäå ââèäó s − j > 0, m − j > 0
0 6 j 6 min(s,m). Êîýôôèöèåíò ó ïîëó÷åííîãî îäíî÷ëåíà áóäåò ðàâåí
aν−sqm−j,s−j(ν − s) . . . (ν − s−m+ j +1), åñëè j 6 m− 1, è aν−sq0,s−m,
åñëè j = m (â ýòîì ñëó÷àå s > m). Ñêëàäûâàÿ ýòè êîýôôèöèåíòû,
íàõîäèì èñêîìîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

m−1∑
s=0

aν−s

s∑
j=0

qm−j,s−j

m−1−j∏
i=0

(ν − s− i)+

+

m+µ∑
s=m

aν−s

(
m−1∑
j=0

qm−j,s−j

m−1−j∏
i=0

(ν − s− i) + q0,s−m

)
= qν−m. (3)

Åñëè ïîëîæèòü aν = 0 ïðè ν < 0, qk,l = 0 ïðè l < 0 è l > µ, qν = 0
ïðè ν < 0 è ν > ω, òî ðàâåíñòâî (3) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ν ∈ Z.
Ïóñòü s0 � íàèìåíüøåå èç s, òàêèõ, ÷òî

∑s
j=0 |qm−j,s−j| ̸= 0. Ïîñêîëüêó

Qm ̸≡ 0, òî 0 6 s0 6 min(m,µ). Çàïèøåì ðàâåíñòâî (3) â âèäå

ps0(ν−s0)aν−s0+ps0+1(ν−s0)aν−s0−1+ · · ·+pm+µ(ν−s0)aν−m−µ = qν−m,
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÷òî ðàâíîñèëüíî

ps0(r)ar + ps0+1(r)ar−1 + · · ·+ pm+µ(r)ar−m−µ+s0 = qr−m+s0, (4)

ãäå ps(x) ∈ K[x], deg ps(x) 6 m. Êàê ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (3),

ps0(x) =

min(s0,m−1)∑
j=0

qm−j,s0−j

m−1−j∏
i=0

(x− i) + q0,s0−m.

Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû Å-ôóíêöèÿ f(z) íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì
(â îäíîðîäíîì ñëó÷àå f(z) ̸≡ 0). Ïîýòîìó ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè
(ñîîòâåòñòâåííî, îäíîðîäíîé òðàíñöåíäåíòíîñòè) ìíîæåñòâà ôóíêöèé
f(z), f ′(z), . . . , f (m−1)(z) íå ìåíüøå 1. Äëÿ ëþáîãî r ∈ Z+ îáîçíà÷èì
Pr ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä A, ïîðîæä¼ííîå ÷èñëàìè a0, a1, . . . , ar
è 1 (ñîîòâåòñòâåííî, a0, a1, . . . , ar), è ïóñòü P−1 = A (ñîîòâåòñòâåííî,
P−1 = {0}). Åñëè m1 = maxdimPr, òî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 èëè
ñîîòíîøåíèÿ (4), 1 6 m1 < ∞. Îáîçíà÷èì r1,1 íàèìåíüøèé èç èíäåê-
ñîâ r ∈ Z+ ñî ñâîéñòâîì ar ̸∈ Pr−1, r1,2 � âòîðîé ïî âåëè÷èíå èíäåêñ ñ
òàêèì ñâîéñòâîì, è òàê äàëåå äî r1,m1

. Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî (4) ëþ-
áîå r = r1,t, 1 6 t 6 m1, ïîëó÷èì, ÷òî ps0(r1,t) = 0 � èíà÷å ÷èñëî ar1,t
ëèíåéíî çàâèñåëî áû îò ÷èñåë ar ñ r < r1,t è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëå-
æàëî áû Pr1,t−1. Âîîáùå, ïîñêîëüêó âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f[j](z), 1 6 j 6 h,
ÿâëÿåòñÿ Å-ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (1), òî êîýôôèöè-
åíòû aj,r å¼ ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì z− ξ[j] óäîâëåòâîðÿþò
ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

(ps0)[j](r)aj,r+(ps0+1)[j](r)aj,r−1+· · ·+(pm+µ)[j](r)aj,r−m−µ+s0 = (qr−m+s0)[j],

à ìíîãî÷ëåí (ps0)[j](r) èìååò íå ìåíåå mj > 1 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ öå-
ëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ êîðíåé rj,1, . . . , rj,mj

. Ïîëîæèì {x1, . . . , xm0
} =∪h

j=1{rj,1, . . . , rj,mj
}. Ïîñêîëüêó ðàöèîíàëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà íå

ìåíÿþòñÿ ïðè àëãåáðàè÷åñêîì ñîïðÿæåíèè è deg ps0(x) 6 m, òî âñå
÷èñëà x1 < x2 < · · · < xm0

ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà ps0(r), à
1 6 m0 6 m. Ïðè ýòîì íå èñêëþ÷àåòñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí ps0(r) ìîæåò
èìåòü è äðóãèå êîðíè èç Z+. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî j, 1 6 j 6 h,
ñðåäè ÷èñåë f (x1)

[j] (ξ[j]), . . . , f
(xm0

)

[j] (ξ[j]) èìåþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûå è
ïîòîìó îòëè÷íûå îò íóëÿ.

Åñëè ôóíêöèè
f (x1)(z), . . . , f (xm0

)(z) (5)
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ëèíåéíî çàâèñèìû ñ 1 (ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíî çàâèñèìû) íàä C(z),
òî ñîãëàñíî ëåììå 1 íàéäóòñÿ ìíîãî÷ëåíû A1(z), . . . , Am0

(z), A(z) ∈
ZK[z], âçàèìíî ïðîñòûå â ñîâîêóïíîñòè è íå âñå òîæäåñòâåííî ðàâíûå
íóëþ (â îäíîðîäíîì ñëó÷àå A(z) ≡ 0), òàêèå, ÷òî

(Am0
)[j](z)f

(xm0
)

[j] (z)+ · · ·+(A1)[j](z)f
(x1)
[j] (z)+A[j](z) ≡ 0, j = 1, . . . , h.

Ïóñòü l � íàèáîëüøèé èç èíäåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ Al(ξ) ̸= 0. Òàê êàê
(Al)[j](ξ[j]) ̸= 0 äëÿ ëþáîãî j, 1 6 j 6 h, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
÷èñëî aj,rl ëèíåéíî çàâèñèìî ñ aj,rl−1, . . . , aj,0 è 1 (ñîîòâåòñòâåííî, ñ
aj,rl−1, . . . , aj,0). Íî ïðè íåêîòîðîì j ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó rj,1, . . . ,
rj,mj

. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè (5) ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñ 1 (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ëèíåéíî íåçàâèñèìû) íàä C(z).

Ïóñòü êðîìå êîðíåé x1, . . . , xm0
, ìíîãî÷ëåí ps0(r) èìååò è äðóãèå

öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå êîðíè. Îáîçíà÷èì èõ d1, . . . , dn. Òîãäà m0 +
n 6 deg ps0(r) 6 m. Åñëè ôóíêöèè

f (d1)(z), . . . , f (dn)(z), f (xm0
)(z), . . . , f (x1)(z) (6)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñ 1 (ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíî íåçàâèñèìû) íàä
C(z), òî â îäíîðîäíîì ñëó÷àå äîïîëíèì ìíîæåñòâî ýòèõ ôóíêöèé äî
áàçèñà â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä C(z), ïîðîæä¼ííîì ôóíêöèÿìè

f(z), f ′(z), . . . , f (k)(z), . . . . (7)

Ýëåìåíòû ýòîãî áàçèñà òàêæå âûáåðåì èç ìíîæåñòâà (7) è îáîçíà÷èì
g1(z), . . . , gm(z). Íåîäíîðîäíûé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê îäíîðîäíîìó ââå-
äåíèåì ôóíêöèè g0(z) ≡ 1. Åñëè ôóíêöèè (6) ëèíåéíî çàâèñèìû ñ 1
(ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíî çàâèñèìû) íàä C(z), òî ðàññìîòðèì âñå ïîä-
ìíîæåñòâà ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé (6), ñîäåðæàùèå ìíîæåñòâî (5) è
ñâÿçàííûå òîëüêî îäíèì ëèíåéíûì óðàâíåíèåì âèäà

B1(z)f
(di1)(z) + · · ·+Bk(z)f

(dik )(z) +Bk+1(z)f
(xm0

)(z) + . . .

+Bk+m0
(z)f (x1)(z) +B(z) ≡ 0,

ãäå 1 6 k 6 n, di1 > di2 > · · · > dik , à B1(z), . . . , Bk+m0
(z), B(z) �

âçàèìíî ïðîñòûå â ñîâîêóïíîñòè ìíîãî÷ëåíû èç ZK[z], íå âñå òîæäå-
ñòâåííî ðàâíûå íóëþ (â îäíîðîäíîì ñëó÷àå B(z) ≡ 0). Ïóñòü l � íàè-
ìåíüøèé èç èíäåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ Bl(ξ) ̸= 0. Òîãäà (Bl)[j](ξ[j]) ̸= 0
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äëÿ ëþáîãî j, 1 6 j 6 h. Ñëåäîâàòåëüíî, l 6 k, à

f
(dil)

[j] (ξ[j]) = L[j](f
(dil+1

)

[j] (ξ[j]), . . . , f
(dik )

[j] (ξ[j]), f
(xm0

)

[j] (ξ[j]), . . . , f
(x1)
[j] (ξ[j])),

(8)
ãäå L(z1, . . . , zm0+k−l) � íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíàÿ (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ëèíåéíàÿ) ôîðìà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K. Åñëè d � ìàê-
ñèìóì (ïî âñåì ðàññìàòðèâàåìûì ïîäìíîæåñòâàì ñîâîêóïíîñòè (6))
âåëè÷èí dil, ñòîÿùèõ â ëåâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (8), òî ðàññìîòðèì
ôóíêöèè

f (dk1)(z), . . . , f (dkn−1
)(z), f (xm0

)(z), . . . , f (x1)(z), (9)

ïîëó÷àåìûå èç ìíîæåñòâà (6) èñêëþ÷åíèåì ôóíêöèè f (d)(z). Åñëè ôóíê-
öèè (9) ëèíåéíî çàâèñèìû ñ 1 (ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíî çàâèñèìû), òî,
ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ñ ôóíêöèÿìè (9) âìåñòî (6), ïî-
ëó÷èì ìíîæåñòâî èç m0 + n − 2 ôóíêöèé. Âíîâü ïîâòîðÿÿ, ïðè íåîá-
õîäèìîñòè, ýòè ðàññóæäåíèÿ, íåèçáåæíî ïðèä¼ì ê ìíîæåñòâó ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, âêëþ÷àþùåìó â ñåáÿ ôóíêöèè (5) è äîñòðîèì
åãî äî áàçèñà g1(z), . . . , gm(z) ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Äàëåå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.8, äëÿ ëþáîãî äîñòà-
òî÷íî áîëüøîãî n ∈ N è ε > 0 ïîñòðîèì m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ëèíåéíûõ ôîðì

Lk = bk,1g1(ξ) + · · ·+ bk,mgm(ξ), bk,λ ∈ ZK, k, λ = 1, . . . ,m,

ñ óñëîâèåì

max
16j6h

|(bk,1)[j](g1)[j](ξ[j]) + · · ·+ (bk,m)[j](gm)[j](ξ[j])| = O(n−(m−1−ε)n),

|bk,λ| = O(n(1+ε)n), k, λ = 1, . . . ,m.

Ñðåäè ýòèõ ëèíåéíûõ ôîðì ìîæíî âûáðàòü m − 1 ôîðì, ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ñ ôîðìîé L(g1(ξ), . . . , gm(ξ)). Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî äî-
êàçàííîìó âûøå, äëÿ ëþáîãî j, 1 6 j 6 h, ñðåäè ÷èñåë (g1)[j](ξ[j]), . . . ,
(gm)[j](ξ[j]) íàéäóòñÿ îòëè÷íûå îò íóëÿ. Äàëåå äîñëîâíî ïîâòîðÿåì ðàñ-
ñóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ãë. 11 êíèãè [36:12].

�2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3 è 4

Ëåììà 4. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 2 âñÿêàÿ îñîáàÿ òî÷êà ξ ̸= 0
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (0.16) åñòü ðåãóëÿðíàÿ îñîáàÿ òî÷êà
ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ξ ∈ K. Ïóñòü â áàçèñå g1(z),
. . . , gm(z), ïîñòðîåííîì â ëåììå 3, îäíà èç ôóíêöèé, ïîëîæèì, äëÿ
îïðåäåë¼ííîñòè, gm(z) = f (M)(z), íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó (6). Çà-
ïèøåì ðàâåíñòâî (4) ïðè r = M â âèäå L∗ = L∗(gm(ξ), f

(M−1)(ξ), . . . ,
f(ξ)) = 0, ãäå L∗(z1, . . . , zM+1) � ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíàÿ (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ëèíåéíàÿ) ôîðìà ñ êîýôôèöèåíòàìè èçK, ïðè÷¼ì å¼ êîýôôè-
öèåíò ïðè gm(ξ) åñòü ps0(M) ̸= 0, òàê êàêM ̸∈ {x1, . . . , xm0

, d1, . . . , dn}.
Ïîñêîëüêó òå èç ÷èñåë f (M−1)(ξ), . . . , f(ξ), êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ çíà-
÷åíèÿìè ôóíêöèé (6), ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
çíà÷åíèé ôóíêöèé (6), è ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ ïðè àëãåáðà-
è÷åñêîì ñîïðÿæåíèè, òî

L∗ = L∗∗(g1(ξ), . . . , gm(ξ)) = 0,

ãäå L∗∗(z1, . . . , zm) ̸≡ 0 � ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ëè-
íåéíàÿ) ôîðìà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K, ïðè÷¼ì

L∗∗[j]((g1)[j](ξ[j]), . . . , (gm)[j](ξ[j])) = 0, j = 1, . . . , h.

Íî, êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3, äëÿ L∗∗ äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ íåðàâåíñòâî (2). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóí-
êöèè (6) ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñ 1 (ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìû), à m0 + n = m = deg ps0(r). Ïîýòîìó qm,s0 ̸= 0, ordz=ξ Qm =
s0, à ìíîãî÷ëåí ps0(r) èìååò m ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ öåëûõ íåîòðè-
öàòåëüíûõ êîðíåé. Èç îïðåäåëåíèÿ s0 ïîëó÷àåì, ÷òî qk,l = 0 ïðè
l < k −m + s0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ordz=ξ Qk > k −m + s0. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî k, 0 6 k < m, ïîðÿäîê ïîëþñà ôóíêöèè Qk/Qm â òî÷êå ξ
ðàâåí ordz=ξ Qm − ordz=ξ Qk 6 s0 − (k − m + s0) = m − k. Ëåììà 4
äîêàçàíà.

Ðàññìàòðèâàÿ îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (0.17), ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 3 hm(ξ) = qm,s0, hm−1(ξ) = qm−1,s0−1, . . . , à
F (r) ≡ ps0(r). Â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4 óñòàíîâëåíî, ÷òî ìíî-
ãî÷ëåí ps0(r) èìååò ðîâíî m ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîðíåé èç Z+. Òåì
ñàìûì äîêàçàíà

Ëåììà 5. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 2 ïîêàçàòåëè îäíîðîäíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ (0.16), â
ëþáîé òî÷êå ξ ̸= 0 åñòü m ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëü-
íûõ ÷èñåë r1 < · · · < rm.
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Ëåììà 6.Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 2 âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (0.16),
à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðà-
âíåíèÿ, ãîëîìîðôíî â ëþáîé òî÷êå ξ ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r1 < · · · < rm � ïîêàçàòåëè îäíîðîäíî-
ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî (0.16), â òî÷êå
ξ. Äîêàæåì, ÷òî îíî èìååò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé, ñîñòî-
ÿùóþ èç ôóíêöèé âèäà

y =
∞∑
ν=r

aν(z − ξ)ν, ar ̸= 0, (10)

ãäå r ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {r1, . . . , rm}. Êîýôôèöèåíòû aν äëÿ i-ãî ðÿ-
äà, 1 6 i 6 m, âûáåðåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êà÷åñòâå ari, . . . , arm
âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûå âåëè÷èíû, à äëÿ ν ̸∈ {ri, . . . , rm}, ïîñêîëüêó
ps0(ν) ̸= 0, aν íàéä¼ì èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (4), ïîëîæèâ â
í¼ì qj = 0 ââèäó îäíîðîäíîñòè óðàâíåíèÿ. Äîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ
ëåììû ðàâåíñòâî (4), ãäå ñ÷èòàåì qj = 0, ñïðàâåäëèâî è äëÿ r = rk, i 6
k 6 m. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâó (4) óäîâëåòâîðÿþò Òåéëîðîâñêèå
êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè f(z). Ïðè r = rk îíî áóäåò èìåòü âèä L =
L(f (rk−1)(ξ)/(rk−1)!, . . . , f(ξ)) = 0, ãäå L(z1, . . . , zrk) � ëèíåéíàÿ íåîä-
íîðîäíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíàÿ) ôîðìà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K.
Òå ÷èñëà f (r)(ξ)/r!, ó êîòîðûõ r ̸∈ {rk−1, . . . , r1}, ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
(4) ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç f (rk−1)(ξ)/(rk−1)!, . . . , f (r1)(ξ)/(r1)!. Òà-
êèì îáðàçîì, L = L∗(f (rk−1)(ξ)/(rk−1)!, . . . , f (r1)(ξ)/(r1)!), ãäå L∗(z1, . . . ,
zk−1) � ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíàÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíàÿ) ôîðìà ñ
êîýôôèöèåíòàìè èç K, ïðè÷¼ì

L∗[j](f
(rk−1)
[j] (ξ[j])/(rk−1)!, . . . , f

(r1)
[j] (ξ[j])/(r1)!) = 0, j = 1, . . . , h.

Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3, L∗(z1, . . . , zk−1) ≡ 0. Äëÿ îäíîðîä-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî (0.16), ïîñòðî-
åííàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà áóäåò ñîâïàäàòü ñ îäíîðîäíîé ÷àñòüþ ëèíåéíîé
ôîðìû L∗(z1, . . . , zk−1) è òàêæå òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Íî òîãäà,
î÷åâèäíî, ïðè çàìåíå ÷èñåë f (r1)(ξ)/(r1)!, . . . , f (rm)(ξ)/(rm)! íà ïðîèç-
âîëüíûå âåëè÷èíû ar1, . . . , arm ðàâåíñòâà L = 0 è (4) îñòàíóòñÿ ñïðà-
âåäëèâûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿäû (10) ôîðìàëüíî óäîâëåòâîðÿþò îä-
íîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó (0.16)
è â ñèëó ñõîäèìîñòè òàêèõ ðÿäîâ â îêðåñòíîñòè ðåãóëÿðíîé îñîáîé
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òî÷êè (ñì. [1:1, ï. 16.2]) è èõ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ìû ïîëó÷àåì
èñêîìóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé. À òàê êàê îáùåå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (0.16) åñòü ñóììà Å-ôóíêöèè f(z) è îáùåãî ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî îíî òàêæå ãîëîìîðôíî
â òî÷êå ξ. Ëåììà 6 äîêàçàíà.

Ëåììà 7. Åñëè ïðè óñëîâèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ ëåìì 2 è 5 Qm(ξ) =
0, òî

Qk

Qm
=

ck
(z − ξ)m−k

+
ψk(z)

(z − ξ)m−k−1
, k = 0, 1, . . . ,m− 1,

ãäå ck ∈ Z, −cm−1 ∈ N, (−1)mc0 = r1 . . . rm ∈ Z+, ψk(z) ∈ A(z),
ψk(ξ) ̸=∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (0.17), ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ ëåììûQk/Qm = Q∗k/Q

∗
m = (z−ξ)−(m−k)hk/hm

è ck = hk(ξ)/hm(ξ), ê âèäó

F (r)

hm(ξ)
= r(r−1) . . . (r−m+1)+r(r−1) . . . (r−m+2)cm−1+· · ·+rc1+c0 = 0.

Ðàññìàòðèâàÿ â ýòîì óðàâíåíèè îäíî÷ëåíû, ñîäåðæàùèå rk, 0 6 k 6
m− 1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî êàæäîå ÷èñëî ck âûðàæàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà F (r)/hm(ξ) è ÷èñåë ck+1, . . . ,
cm−1 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òàê êàê ìíîãî÷ëåí F (r)/hm(ξ) èìå-
åò öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå êîðíè r1, . . . , rm, òî âñå åãî êîýôôèöèåíòû
è, ñëåäîâàòåëüíî, c0, . . . , cm−1 ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Êðîìå òîãî,
(−1)mc0 = r1 . . . rm > 0, à cm−1 = 1+ 2+ · · ·+ (m− 1)− (r1 + · · ·+ rm)
6 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî cm−1 = 0. Òîãäà r1 = 0, r2 = 1, . . . , rm =
m − 1. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíå-
íèþ (0.16). Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 6, ôóíäàìåíòàëüíóþ ñè-
ñòåìó ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ñîñòàâèòü èç ôóíêöèé yj =
(z − ξ)j−1ωj, j = 1, . . . ,m, ãäå ωj � ôóíêöèè, ãîëîìîðôíûå è íå ðàâ-
íûå íóëþ â òî÷êå z = ξ. Ïóñòü íàèáîëüøèé ïîðÿäîê ïîëþñîâ ôóíêöèé
Qm−1/Qm, . . . , Q0/Qm â òî÷êå z = ξ ðàâåí p, 0 6 p 6 m, à l � íàè-
áîëüøèé èç èíäåêñîâ, òàêèõ, ÷òî ôóíêöèÿ Ql/Qm èìååò â òî÷êå z = ξ
ïîëþñ ïîðÿäêà p. Òîãäà, ðàçäåëèâ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâó-
þùåå (0.16), íà Qm è ïîäñòàâèâ â íåãî ôóíêöèþ yl+1, ïîëó÷èì, ÷òî
ïîðÿäîê ïîëþñà (Ql/Qm)y

(l)
l+1 ðàâåí p, à ïîðÿäîê ïîëþñîâ ïðåäûäóùèõ
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è ïîñëåäóþùèõ ñëàãàåìûõ ìåíüøå p. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêà-
çûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå cm−1 = 0 òî÷êà z = ξ íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî (0.16), è, ñëåäîâàòåëüíî, ñà-
ìîãî óðàâíåíèÿ (0.16). Ëåììà 7 äîêàçàíà.

Ââèäó ëåìì 4�7 äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3 è 4 îñòà-
¼òñÿ âûÿñíèòü, êàê ñâÿçàíî óðàâíåíèå (0.16) â ñëó÷àå Q ̸≡ 0 ñ ëèíåé-
íûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì ïîðÿäêà m+ 1, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò
ôóíêöèÿ f(z).

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèå (0.16), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

Qmy
(m+1) + (Q′m +Qm−1)y

(m) + · · ·+ (Q′1 +Q0)y
′ +Q′0y = Q′.

Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî íà Q è âû÷èòàÿ èç íåãî ðàâåíñòâî (0.16), óìíî-
æåííîå íà Q′, ïîëó÷àåì

QmQy
(m+1) + (Q(Q′m +Qm−1)−QmQ

′)y(m) + · · ·+ (QQ′0 −Q0Q
′)y = 0,

(11)
÷òî ðàâíîñèëüíî

y(m+1)+

(
Qm−1

Qm
+
Q′m
Qm
− Q′

Q

)
y(m)+

(
Qm−2

Qm
+
Q′m−1
Qm

− Qm−1

Qm

Q′

Q

)
y(m−1)+

+ · · ·+
(
Q0

Qm
+
Q′1
Qm
− Q1

Qm

Q′

Q

)
y′ +

(
Q′0
Qm
− Q0

Qm

Q′

Q

)
y = 0. (12)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèåì íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò Å-ôóíêöèÿ f(z).
Ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (12) ìîæíî ñîñòàâèòü
èç ôóíêöèè f(z) è ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ñîîòâåòñòâó-
þùåãî (0.16) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 4.

Ðàññìàòðèâàÿ ïîðÿäêè ïîëþñîâ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (12) â
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå z = ξ, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî z = ξ îäíîâðåìåííî
ÿâëÿåòñÿ èëè íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ (12) è
ñîîòâåòñòâóþùåãî (0.16) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Äàëåå, èç ãîëîìîðô-
íîñòè îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12) â òî÷êå z = ξ ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé èçm+1 ôóíêöèé, èìåþùèõ
â òî÷êå z = ξ ðàçëè÷íûå íåîòðèöàòåëüíûå ïîðÿäêè íóëÿ. Ýòè ïîðÿäêè
ÿâëÿþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè óðàâíåíèÿ (12) â òî÷êå z = ξ. Íàêîíåö, äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà z = ξ óðàâíåíèÿ (12) áóäåò òàêæå
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îñîáîé òî÷êîé êîýôôèöèåíòà ïðè y(m), äîñòàòî÷íî ïîâòîðèòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 7. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Çàïèøåì ñèñòåìó (0.5) â âèäå y⃗ ′ = Ay⃗, ãäå A = ∥Qk,i∥k,i. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå Qk,i ∈ A(z). Ïóñòü Φ � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà
ñèñòåìû (0.5), ïåðâûé ñòîëáåö êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ f⃗ = (f1, . . . , fm)

T .
Èç ðàâåíñòâ (0.5) è óñëîâèé ñëåäñòâèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî
1 6 k 6 m ôóíêöèÿ fk è å¼ ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðîèçâîäíûå îäíîçíà÷-
íî ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé f1, . . . , fm
ñ êîýôôèöèåíòàìè èç A(z). Ïóñòü s � íàèìåíüøåå ÷èñëî èç N, òàêîå,
÷òî ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, âûðàæàþùèå fk, f ′k, . . . , f

(s)
k , ëèíåéíî çàâè-

ñèìû, s 6 m. Òîãäà ôóíêöèÿ fk óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó îäíîðîäíî-
ìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ s-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè
èç A(z). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòîìó æå äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
óäîâëåòâîðÿåò ëþáîé ýëåìåíò ϕk,i ìàòðèöû Φ, ñòîÿùèé â k-é ñòðîêå.
Íî òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 4 ôóíêöèè ϕk,i, è, ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ ìàò-
ðèöà Φ ãîëîìîðôíû â C \ {0}. Ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 2 è èñïîëüçîâàíèÿ â ãëàâå 3 ïîíà-
äîáÿòñÿ åù¼ òðè ëåììû.

Ëåììà 8. Ïóñòü ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 2 ôóíêöèè f(z), f ′(z), . . . ,
f (m−1)(z) àëãåáðàè÷åñêè (ñîîòâåòñòâåííî, îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè)
íåçàâèñèìû íàä C(z).Òîãäà â îäíîðîäíîì ñëó÷àå íàèìåíüøèé ïîêàçà-
òåëü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (0.16) â òî÷êå z = ξ ∈ A \ {0}
ñîâïàäàåò ñ ordz=ξ f(z), à â îáùåì ñëó÷àå íàèìåíüøèé ïîêàçàòåëü îä-
íîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî (0.16),
ðàâåí max ordz=ξ(f(z)−P ), ãäå ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì ìíîãî÷ëå-
íàì P ∈ A[z].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r1 < r2 < · · · < rm � ïîêàçàòåëè îäíîðîä-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî (0.16), â òî÷êå
ξ. Â ñëó÷àå Q ≡ 0 ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè f(z) â òî÷êå ξ ðàâåí îäíîìó
èç rk. Íî ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(z) ïîðÿäêîâ r1, . . . , rm
â òî÷êå ξ îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî f (r1)(ξ) ̸= 0 è
ordz=ξ f(z) = r1. Â ñëó÷àå Q ̸≡ 0 èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (4)
ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèÿ â òî÷êå ξ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f(z) äî ïîðÿä-
êà r1 − 1 âêëþ÷èòåëüíî åñòü àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, à çíà÷åíèå ïðîèç-
âîäíîé ïîðÿäêà r1 òðàíñöåíäåíòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü ôóíêöèè
f(z) è ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè
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ìîæåò èìåòü ïîðÿäîê íóëÿ, íå ïðåâîñõîäÿùèé r1. Ëåììà 8 äîêàçàíà.
Èç ëåììû 8 âûòåêàåò, ÷òî åñëè ïðè å¼ óñëîâèÿõ Q ≡ 0 è f(ξ) = 0,

òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (0.16) â òî÷êå z = ξ òàêæå ðàâíû íóëþ.
Ëåììà 9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 8, à P ∈ A[z] �

ìíîãî÷ëåí, âñå êîðíè êîòîðîãî ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè ÿâëÿþòñÿ íóëÿ-
ìè ôóíêöèè f(z). Òîãäà g(z) = f(z)/P åñòü Å-ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ g(z) � öåëàÿ, à ëåììó
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ P = z − ξ, ξ ∈ A \ {0}, Qm(ξ) = 0.
Ïóñòü ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé f(z) è g(z) â ðÿä Òåéëîðà èìåþò âèä

f(z) = a0 + a1z + · · ·+
an
n!
zn + . . . ; g(z) = b0 + b1z + · · ·+

bn
n!
zn + . . . .

Òîãäà èç ðàâåíñòâà
f(z) = (z − ξ)g(z) (13)

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N

a0 = −ξb0, a1 = b0 − ξb1, . . . , an/n! = bn−1/(n− 1)!− ξbn/n!.

Óìíîæàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ñîîòâåòñòâåííî, íà 1, ξ, . . . , ξn è ñêëàäûâàÿ,
ïîëó÷èì

bn
n!
ξn+1 = −(a0 + a1ξ + · · ·+

an
n!
ξn), n = 0, 1, . . . . (14)

Ïóñòü {dn}� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ, ÷òî dnak ∈
ZA, k = 0, 1, . . . , n, n = 1, 2, . . . , è dn = O(nεn) ïðè n → ∞. Òîãäà,
óìíîæàÿ ðàâåíñòâà (14) íà n!, ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü κn = dn (den(1/ξ))n+1 ñî ñâîéñòâàìè κn ∈ N, κnbk ∈ ZA, k =
0, 1, . . . , n, κn = O(nεn), n = 1, 2, . . . .

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî max16j6h |(bn)[j]| = O(nεn), ãäå h = [K : Q],
K � íàèìåíüøåå ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, ñîäåðæàùåå ξ è êîýôôè-
öèåíòû an/n! ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(z). Ñîãëàñíî âòîðîìó óòâåðæäå-
íèþ ëåììû 1, èç ðàâåíñòâà (13) ïîëó÷àåì

f[j](z) = (z − ξ[j])g[j](z), j = 1, . . . , h. (15)

Çàìåòèì, ÷òî f[j](z) ÿâëÿåòñÿ Å-ôóíêöèåé. Ñîãëàñíî ëåììå 2 îíà óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1). Òàê êàê f(ξ) = 0, òî ââèäó ëåììû 8 âñå
ïîêàçàòåëè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî (0.16), â òî÷êå
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z = ξ áîëüøå íóëÿ. Ïîêàçàòåëè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî (1), â òî÷êå z = ξ[j] ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè îïðåäåëÿþùåãî óðàâ-
íåíèÿ, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ñîïðÿæåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè óðàâ-
íåíèÿ (0.17). Ïîýòîìó, áóäó÷è öåëûìè ÷èñëàìè, îíè íå ìåíÿþòñÿ ïðè
àëãåáðàè÷åñêîì ñîïðÿæåíèè è òàêæå áîëüøå íóëÿ. Îòñþäà â îäíîðîä-
íîì ñëó÷àå ñîãëàñíî ëåììå 8 ïîëó÷àåì f[j](ξ[j]) = 0. Â îáùåì ñëó÷àå
èç ðàâåíñòâà (4) èìååì ps0(0)f(ξ) = qs0−m = 0, îòêóäà òàêæå ïîëó-
÷àåì f[j](ξ[j]) = (qs0−m/ps0(0))[j] = 0. Èç îïðåäåëåíèÿ Å-ôóíêöèé è
óñëîâèé äîêàçûâàåìîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî f[j](z), êàê è f(z), ÿâëÿåòñÿ
öåëîé ôóíêöèåé 1-ãî ïîðÿäêà. Òîãäà ââèäó ðàâåíñòâà (15) g[j](z) òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé 1-ãî ïîðÿäêà. Îòñþäà ñëåäóþò îöåíêè
|(bn)[j]| = O(nεn), j = 1, . . . , h. Ëåììà 9 äîêàçàíà.

Ëåììà 10. Åñëè ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 7 c0 ̸= 0, òî äëÿ íåêî-
òîðîãî P ∈ A[z] ôóíêöèÿ g(z) = (f(z) − P )/(z − ξ)r1 ÿâëÿåòñÿ Å-
ôóíêöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 9, ñ òîé ëèøü
ðàçíèöåé, ÷òî ââèäó îòñóòñòâèÿ óòâåðæäåíèÿ ordz=ξ(f(z)−P ) = r1 èñ-
ïîëüçîâàíèå ëåììû 8 è óñëîâèÿ àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ôóíê-
öèé f(z), f ′(z), . . . , f (m−1)(z) óæå íå òðåáóåòñÿ.

Ïåðåéä¼ì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 2.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 1 âûÿñíåíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî 1 6

k 6 m ôóíêöèÿ fk óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ s-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç A(z),
ïðè÷¼ì ôóíêöèè fk, f

′
k, . . . , f

(s−1)
k îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âè-

äå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé f1, . . . , fm ñ
êîýôôèöèåíòàìè èç A(z). Ïðèâîäÿ ýòè ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ê ñòó-
ïåí÷àòîìó âèäó, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 2 ôóíêöèè
fk, f

′
k, . . . , f

(s−1)
k îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû. Åñëè Φ � ôóí-

äàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (0.5), ïåðâûé ñòîëáåö êîòîðîé ñîâïà-
äàåò ñ f⃗ = (f1, . . . , fm)

T , òî, êàê áûëî âûÿñíåíî, ïîëó÷åííîìó äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ëþáîé ýëåìåíò ϕk,i ìàòðèöû
Φ, ñòîÿùèé â k-é ñòðîêå, à ñàìà ìàòðèöà Φ è, ñëåäîâàòåëüíî, å¼ îïðå-
äåëèòåëü |Φ| ãîëîìîðôíû â C \ {0}.

Ïóñòü ξ � îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (0.5). Åñëè l � íàèáîëüøèé ïî-
ðÿäîê ïîëþñîâ ýëåìåíòîâ Qk,i ìàòðèöû A = ∥Qk,i∥k,i â òî÷êå z = ξ,
òî ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî (z − ξ)ly⃗ ′ = (z − ξ)lAy⃗. Â ìàòðèöå (z −
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ξ)lA õîòÿ áû îäíà èç ñòðîê ïðè ïîäñòàíîâêå z = ξ îñòàíåòñÿ íåíó-
ëåâîé. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ÷è-
ñåë f1(ξ), . . . , fm(ξ), ðàâíàÿ íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéä¼òñÿ òàêàÿ ìàò-
ðèöà C ∈ GL(m,A), ÷òî g⃗ = Cf⃗ åñòü ñòîëáåö Å-ôóíêöèé, ïðè÷¼ì
g1(ξ) = 0. Ïîñêîëüêó Φ′ = AΦ, òî ââèäó ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé è
ëåììû 8 ïîëó÷èì, ÷òî Ψ = CΦ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, ïåðâûé ñòîëáåö
êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ g⃗, à ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè â òî÷êå z = ξ ðàâíû
íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, èç äîïóùåíèÿ, ÷òî ξ � îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû
(0.5), ñëåäóåò, ÷òî ordz=ξ |Φ| = ordz=ξ |Ψ| > 1. Ñóììà ïîðÿäêîâ íó-
ëÿ ôóíêöèè |Φ| âî âñåõ êîíå÷íûõ òî÷êàõ äîëæíà áûòü êîíå÷íîé, òàê
êàê îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ ëèøü â îñîáûõ
òî÷êàõ ñèñòåìû (0.5). Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Φ1 = B−1Ψ = B−1CΦ, ãäå
B = diag(z−ξ, 1, . . . , 1). Ñîãëàñíî ëåììàì 8 è 9 ìàòðèöà Φ1 ãîëîìîðô-
íà â C \ {0}, à å¼ ïåðâûé ñòîëáåö ñîñòîèò èç Å-ôóíêöèé. Íåñëîæíûå
âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî Φ1 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòå-
ìû y⃗ ′ = A1y⃗, ãäå A1 = B−1CAC−1B − B−1B′ ∈ M(m,A(z)). Êðî-
ìå òîãî, |Φ1| = |Φ|/(z − ξ). Ïîâòîðÿÿ, ïðè íåîáõîäèìîñòè, îïèñàííûå
äåéñòâèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó âèäà (0.5) ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé,
ïåðâûé ñòîëáåö êîòîðîé ñîñòîèò èç Å-ôóíêöèé, à îïðåäåëèòåëü íå îá-
ðàùàåòñÿ â 0 íè â îäíîé òî÷êå èç C \ {0}. Ýòà ñèñòåìà íå ìîæåò èìåòü
íåíóëåâûõ îñîáûõ òî÷åê. Ñëåäñòâèå 2 äîêàçàíî.

�3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5

Ëåììà 11 [38:1, �3]. Åñëè G-ôóíêöèÿ F (z) óäîâëåòâîðÿåò äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

Qmy
(m) +Qm−1y

(m−1) + · · ·+Q0y = 0, Qm, . . . , Q0 ∈ A[z], (16)

ãäå m � íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ, òî óðàâíåíèå (16) � ôóêñîâî,
ò. å. âñå åãî îñîáûå òî÷êè, âêëþ÷àÿ z = ∞, ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè
îñîáûìè òî÷êàìè.

Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà z = ∞ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷-
êîé, åñëè degQm − degQk > m− k (ñì. [16:1, ï. 18.3]).

Ëåììà 12.Ïóñòü äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû F1, F2 ∈ A[z, d/dz]
òàêîâû, ÷òî

F1 = Pn

(
d

dz

)n

+ · · ·+ P1
d

dz
+ P0, Pj ∈ A[z], j = 0, . . . , n,
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F2 = Qm

(
d

dz

)m

+ · · ·+Q1
d

dz
+Q0, Qi ∈ A[z], i = 0, . . . ,m,

F1F2 = Rn+m

(
d

dz

)n+m

+ · · ·+R1
d

dz
+R0, PnQm ̸≡ 0,

degRn+m = max06k6n+m degRk.
Òîãäà degQm = max06i6m degQi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ëåììà íåâåðíà, à θ � íàèáîëüøèé èíäåêñ,
äëÿ êîòîðîãî

degQθ = max
06i<m

degQi > degQm.

Îáîçíà÷èì σ íàèáîëüøèé èç èíäåêñîâ, òàêèõ, ÷òî

degPσ = max
06j6n

degPj, 0 6 σ 6 n.

Òîãäà Rn+m = PnQm, à
Rσ+θ = PσQθ+

+
n−σ∑
j=1

(
σ + j

j

)
Pσ+jQ

(j)
θ +

∑
−θ 6 i 6 m−θ

i ̸= 0

n−σ+i∑
j=0

(
σ − i+ j

j

)
Pσ−i+jQ

(j)
θ+i.

Ñëåäîâàòåëüíî, degRσ+θ = degPσQθ > degRn+m. Ââèäó ïîëó÷åííîãî
ïðîòèâîðå÷èÿ ëåììà 12 äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5 âûïîëíÿåòñÿ èëè íå âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé (0.16) è (11) îäíîâðåìåííî.

Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ F (z) =
∑∞

ν=0 aνz
ν, ãîëîìîðôíàÿ â òî÷-

êå z = 0, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (16) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {aν} óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó ðàçíîñòíîìó óðàâ-
íåíèþ

p0aν +p1aν−1+ · · ·+pnaν−n = 0, p0, . . . , pn ∈ A[ν], ν = 0, 1, . . . , (17)

ïðè÷¼ì max06i6n deg pi = m (ñì. [59:1, ñòð. 142, 143] ëèáî äîêàçàòåëü-
ñòâî ëåììû 3 èëè 1.7). Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû
3, ïîëîæèì â óðàâíåíèè (16)

Qk = qk,0 + qk,1z + · · ·+ qk,µz
µ, qk,i ∈ A, µ = max

06k6m
degQk.

Ïóñòü s0 è s1 � íàèìåíüøåå (ñîîòâåòñòâåííî, íàèáîëüøåå) èç ÷èñåë
s, òàêèõ, ÷òî

∑m
j=0 |qm−j,s−j| ̸= 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 6 s0 6
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min(m,µ) 6 s1 6 m + µ. Êàê óñòàíîâëåíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåì-
ìû 3, â óðàâíåíèè (17) n = s1 − s0,

p0 =

min(s0,m−1)∑
j=0

qm−j,s0−jν(ν − 1) . . . (ν −m+ j + 1) + q0,s0−m,

pn =

min(s1,m−1)∑
j=0

qm−j,s1−j(ν − n) . . . (ν − n−m+ j + 1) + q0,s1−m,

deg pi = max
j
{m− j | qm−j,s0+i−j ̸= 0}, i = 0, 1, . . . , n. (18)

Âñÿêîé G-ôóíêöèè F (z) =
∑∞

ν=0 aνz
ν ìîæíî âçàèìíî îäíîçíà÷-

íî ñîïîñòàâèòü Å-ôóíêöèþ f(z) =
∑∞

ν=0(aν/ν!)z
ν . Åñëè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {aν} óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (17), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{aν/ν!} óäîâëåòâîðÿåò, î÷åâèäíî, óðàâíåíèþ

ω0
aν
ν!

+ ω1
aν−1

(ν − 1)!
+ · · ·+ ωn

aν−n
(ν − n)!

= 0, (19)

ãäå ω0 = ν(ν−1) . . . (ν−n+1)p0, . . . , ωn = pn, degωi = deg pi+n− i 6
m+ n− i, i = 0, 1, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî, G-ôóíêöèÿ F (z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (16)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé Å-ôóíêöèÿ f(z) óäî-
âëåòâîðÿåò àíàëîãè÷íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, ïðè÷¼ì ïî-
ðÿäêè ýòèõ óðàâíåíèé îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà n.

Ñîãëàñíî ëåììå 11, òî÷êà z = ∞ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îñîáîé
òî÷êîé óðàâíåíèÿ (16). Ýòî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ degQk 6 degQm −
m+ k, k = 0, 1, . . . ,m− 1, îòêóäà s1 = degQm = µ, qm,s1 ̸= 0.

Êðîìå òîãî, åñëè òî÷êà z = 0 � íåîñîáàÿ, òî qm,0 ̸= 0, s0 = 0, à
åñëè îñîáàÿ, òî ââèäó å¼ ðåãóëÿðíîñòè èìååì s0 = ordQm, qm,s0 ̸= 0.

Ïîñêîëüêó qm,s0 ̸= 0, qm,s1 ̸= 0, òî degω0 = m + n, degωn =
m, à ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ (19) ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

Rm+ny
(m+n) + · · ·+R1y

′ +R0y = 0, Rm+n, . . . , R0 ∈ A[z]. (20)

Èç íåðàâåíñòâ degωi 6 m+n− i, ðàâåíñòâ degω0 = m+n, s0+n = s1
è (18) ñëåäóåò, ÷òî

Rm+n = qm,s0z
s1, degRi 6 s1, i = 0, 1, . . . ,m+ n.
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Óðàâíåíèå (20), êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò Å-ôóíêöèÿ f(z), ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå F3 y = 0, ãäå F3 ∈ A[z, d/dz]. Ïóñòü F2 ∈ A[z, d/dz] �
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà, àííóëèðóþùèé
ôóíêöèþ f(z). Òîãäà F3 = F1F2, ãäå F1 � äèôôåðåíöèàëüíûé îïå-
ðàòîð ñ êîýôôèöèåíòàìè èç A(z) (ñì. [1:1, ï. 5.4]). Ñîãëàñíî ëåììå
12 ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà, ÿâëÿþùåãîñÿ ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì â F2,
áîëüøå èëè ðàâíà ìàêñèìóìó ñòåïåíåé îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Èç
òåîðèè Âèìàíà � Âàëèðîíà ñëåäóåò (ñì., íàïðèìåð, [6:1, �75]), ÷òî ýòî
íåðàâåíñòâî íå ìîæåò áûòü ñòðîãèì, èíà÷å ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
íå áóäåò öåëîé ôóíêöèè 1-ãî ïîðÿäêà. Îòñþäà ââèäó çàìå÷àíèÿ ïîñëå
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 12 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5.

Òåîðåìó 5 äîïîëíÿåò èñïîëüçóåìàÿ â ãëàâå 3
Ëåììà 13 (ñì. [16:1, ï. 18.6], [1:1, ï. 15.5]). Ïóñòü â óðàâíå-

íèè (0.16) Q ≡ 0, degQm > max06i<m degQi, âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ îñî-
áàÿ òî÷êà ðåãóëÿðíà, à îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îäíîçíà÷íî. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ,
ñîñòîÿùàÿ èç ôóíêöèé âèäà Reλx, ãäå λ ∈ C, R ∈ C(z).

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûì óäî-
âëåòâîðÿþò Å-ôóíêöèè, ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû òàêæå â ãëàâå 3
(ëåììû 3.1, 3.5, 3.11, 3.13).
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Ãëàâà 3. Î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà Å-ôóíêöèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ

�1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6

Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ Å-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ öåëîé
òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèåé 1-ãî ïîðÿäêà ëèáî ìíîãî÷ëåíîì.

Ïóñòü Å-ôóíêöèÿ f(z) òðàíñöåíäåíòíà è óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíî-
ìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

Q1y
′ +Q0y = Q, Q1, Q0, Q ∈ C[z]. (1)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Q1, Q0, Q
ïðèíàäëåæàò ZK[z] è âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè. Èç îáùèõ ðå-
çóëüòàòîâ òåîðèè Âèìàíà�Âàëèðîíà ñëåäóåò (ñì. [36:12, ñòð. 208]), ÷òî
degQ1 = degQ0 (äàííûé ôàêò ìîæíî äîêàçàòü è íåïîñðåäñòâåííî ýëå-
ìåíòàðíûìè ìåòîäàìè òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ëè-
áî ïðîñòî ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 5). Êðîìå ýòîãî, óðàâíåíèå (1) äîëæíî
óäîâëåòâîðÿòü è äðóãèì îãðàíè÷åíèÿì, ÷àñòü èç êîòîðûõ óñòàíîâëåíà
â ãëàâå 2.

Ëåììà 1. Ïóñòü ïðîèçâîëüíàÿ Å-ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (1). Òîãäà åñëè ÷èñëî 0 ÿâëÿåòñÿ êîð-
íåì ìíîãî÷ëåíà Q1 êðàòíîñòè k, òî k = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû Q0(0) ̸= 0, èíà÷å ìíîãî-
÷ëåíû Q1, Q0, Q ìîæíî áûëî áû ñîêðàòèòü íà z. Äîïóñòèì, ÷òî k > 2.
Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(z) è ìíîãî÷ëåíû Q1, Q0, Q â ñòåïåííûå ðÿäû ïî
ñòåïåíÿì z:

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n; Q1(z) = q1,kz

k + · · ·+ q1,mz
m;

Q0(z) = q0,0 + q0,1z + · · ·+ q0,mz
m; Q(z) = q0 + q1z + · · ·+ qµz

µ;

m = degQ1 = degQ0, q0,0 ̸= 0.

Áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî an ∈ K, qi, qi,j ∈ ZK.
Ïîäñòàâèâ ýòè ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèå (1), ïðèðàâíÿåì â í¼ì êîýô-
ôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ zn. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.7, çàïè-
øåì, äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè, â îòäåëüíûå ñòîëáöû êîýôôèöèåíòû,
ïîëó÷àþùèåñÿ èç ïðîèçâåäåíèé Qi(z)f

(i)(z):
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0 q0,0an

0 q0,1an−1

. . . + . . . = qn. (2)

q1,m(n−m+ 1)an−m+1 q0,man−m

Èç óðàâíåíèÿ (2) ïîëó÷àåì

an = −(q0,0)−1((q1,2(n− 1) + q0,1)an−1 + · · ·+ (3)

+(q1,m(n−m+ 1) + q0,m−1)an−m+1 + q0,man−m − qn).
Åñëè ïîëîæèòü an = 0 ïðè n < 0, qn = 0 ïðè n > µ è ïðè n < 0,
òî ðàâåíñòâî (3) ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ öåëûõ n. Çíàìåíàòåëü àëãåá-
ðàè÷åñêîãî ÷èñëà (q0,0)

−1 îáîçíà÷èì q. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (3) ñëåäó-
åò, ÷òî íàèìåíüøèé îáùèé çíàìåíàòåëü ÷èñåë a0, a1, . . . , an (à òàêæå
àëãåáðàè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûõ ñ íèìè) íå ïðåâîñõîäèò qn. Îáîçíà÷èâ
(an)[1], . . . , (an)[h] ÷èñëà, ñîïðÿæ¼ííûå ñ ÷èñëîì an = (an)[1] ̸= 0 â ïîëå
K, îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî |(an)[1] . . . (an)[h]| > q−nh. Íî èç îïðåäåëåíèÿ
Å-ôóíêöèé ñëåäóåò

|(an)[1] . . . (an)[h]| = O

(
nεn

n!

)h

.

Ïîëó÷åííûå îöåíêè ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, ÷òî è çàâåðøàåò äîêà-
çàòåëüñòâî ëåììû 1.

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ëåììû 2.7.
Èõ íåïîñðåäñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåíî â [64:8,9].

Ëåììà 2. Ïóñòü ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 1 ÷èñëî ξ ̸= 0 ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ìíîãî÷ëåíà Q1 êðàòíîñòè k. Òîãäà k = 1.

Ëåììà 3. Ïóñòü ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 1 ÷èñëî ξ ̸= 0 ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ìíîãî÷ëåíà Q1. Òîãäà −Q0(ξ)/Q

′
1(ξ) ∈ N.

Ëåììà 4. Ïóñòü f,R1, R, P1, P2 � ïðîèçâîëüíûå àíàëèòè÷åñêèå
ôóíêöèè, ïðè÷¼ì P1 ̸≡ 0, à ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ

y′ = R1y +R.

Òîãäà ôóíêöèÿ g = P1f+P2 óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ

y′ =

(
R1 +

P ′1
P1

)
y −

(
R1 +

P ′1
P1

)
P2 + P1R + P ′2.
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Äåéñòâèòåëüíî,

g′ = P1f
′ + P ′1f + P ′2 = P1(R1f +R) + P ′1f + P ′2 =

= (P1R1 + P ′1)f + P1R + P ′2 = (P1R1 + P ′1)(g − P2)/P1 + P1R + P ′2 =

=

(
R1 +

P ′1
P1

)
g −

(
R1 +

P ′1
P1

)
P2 + P1R + P ′2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Èç ëåìì 1�3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ÷àñòíîãî Q0/Q1 êîýôôèöèåíòîâ

óðàâíåíèÿ (1) ðàçëîæåíèå â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé èìååò âèä−a0+
a/z−k1/(z−α1)−· · ·−km/(z−αm), ãäå ki = −Q0(αi)/Q

′
1(αi) ∈ N, i =

1, . . . ,m, à ñàìî óðàâíåíèå (1) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

y′ =

(
a0 −

a

z
+

k1
z − α1

+ · · ·+ km
z − αm

)
y +Q2,

ãäå a0, a ∈ ZK, ki ∈ N, αi ∈ A, i = 1, . . . ,m, Q2 ∈ K(z).
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(z) =
f(z)

(z − α1)k1 . . . (z − αm)km
− P

(z − α1)k1 . . . (z − αm)km
, (4)

ãäå P � ìíîãî÷ëåí èç C[z], ïîäîáðàííûé òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ g(z) áû-
ëà öåëîé (ðàâåíñòâî (4) ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, èç ïðåäñòàâëåíèÿ
ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f(z)/((z − α1)

k1 . . . (z − αm)
km) â âèäå ñóììû

ãëàâíûõ ÷àñòåé å¼ Ëîðàíîâñêèõ ðàçëîæåíèé âî âñåõ êîíå÷íûõ îñîáûõ
òî÷êàõ è öåëîé ôóíêöèè g(z)). Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèè g(z) ëåììó 4,
ïîëó÷èì, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′ =
(
a0 −

a

z

)
y +Q3, (5)

ãäå Q3 � íåêîòîðàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ âîçìîæíûå
îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè Q3, äåëàåì âûâîä, ÷òî Q3 = Q4 + q/z, Q4 ∈
C[z], q ∈ C. Ìíîãî÷ëåí P ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû Q4 ≡ 0. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 4, åñëè ê g(z) ïðèáàâèòü ìíîãî÷ëåí Q4/a0
(÷òî ðàâíîñèëüíî èçìåíåíèþ ìíîãî÷ëåíà P ), òî ýòà íîâàÿ ôóíêöèÿ áó-
äåò óäîâëåòâîðÿòü äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà (5) ñ íåîäíî-
ðîäíîé ÷àñòüþ Q5+q/z, Q5 ∈ C[z], q ∈ C, degQ5 < degQ4. Ïîâòîðÿÿ
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ýòó ïðîöåäóðó íå áîëåå degQ4 ðàç, ïîëó÷èì, ÷òî öåëàÿ ôóíêöèÿ g(z)
(4) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′ =
(
a0 −

a

z

)
y +

q

z
, a0, a ∈ ZK, q ∈ C, q = ag(0).

Íî òîãäà ïðè g(0) ̸= 0 ôóíêöèÿ g(z/a0)/g(0) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ

y′ =
(
1− a

z

)
y +

a

z
è, êðîìå òîãî, å¼ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà íà÷èíàåòñÿ ñ 1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, g(z/a0)/g(0) = φa(z), îòêóäà

f(z) = (z − α1)
k1 . . . (z − αm)

kmg(z) + P =

= (z − α1)
k1 . . . (z − αm)

kmg(0)φa(a0z) + P = P1φa(a0z) + P.

Åñëè æå g(0) = 0, òî q = 0, −a = k ∈ N, g(z/a0)/zk = cez è

f(z) = czk(z − α1)
k1 . . . (z − αm)

kmea0z + P = P2 φ0(a0z) + P.

Èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî g(0), c ∈ A, P, P1, P2 ∈ A[z].
Äàëåå, êîýôôèöèåíòû bn/n! ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè φa(a0z) ïî ñòåïåíÿì
z ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âûðàçèòü â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé êî-
ýôôèöèåíòîâ d0, d1/1!, . . . , dn/n! ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì z
ôóíêöèè f(z)− P . Ðàññìàòðèâàÿ êîýôôèöèåíòû ýòèõ ëèíåéíûõ êîì-
áèíàöèé, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè,
çíàìåíàòåëè êîòîðûõ ðàñòóò íå áûñòðåå, ÷åì cn1 , ãäå c1 > 0 � ïîñòîÿí-
íàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà P1. Ïîñêîëüêó
ðàçíîñòü f(z)−P ÿâëÿåòñÿ Å-ôóíêöèåé, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíü-
øèé îáùèé çíàìåíàòåëü àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë b0, b1, . . . , bn íå ïðåâîñ-
õîäèò O(nεn), ò. å. ÷òî φa(a0z) òàêæå åñòü Å-ôóíêöèÿ. Íî ïîñëåäíåå
âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå a ∈ Q (ñì. [10:2]). Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.

�2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 7 è 8

Åñëè f(z) ∈ A[z], òî óòâåðæäåíèÿ òåîðåì ñïðàâåäëèâû. Ïîýòî-
ìó âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(z) � òðàíñöåíäåíòíàÿ
ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

y′′ +R1y
′ +R0y = 0, R1, R0 ∈ A(z). (6)
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Íàëè÷èå ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (6) öåëîé ôóíêöèè 1-ãî ïîðÿäêà
íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ðîñò êîýôôèöèåíòîâ R1 è R0. Îíè ìîãóò
áûòü óñòàíîâëåíû ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 5 ëèáî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàííîãî â áîëåå ñèëüíîì âàðèàíòå Ø.È. Ñòðåëèöîì
[31:1] (ñì. òàêæå [9:1, ãë. 5, ï. 2]).

Ëåììà 5. Ïóñòü g(z) � ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ îäíîçíà÷íûé ìî-
äóëü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè, óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ (6), à å¼ ïîðÿäîê, îïðåäåëÿåìûé òàê æå, êàê è ïîðÿäîê öåëîé
ôóíêöèè, ðàâåí ρ. Ïóñòü Ëîðàíîâñêèìè ðàçëîæåíèÿìè êîýôôèöèåí-
òîâ óðàâíåíèÿ (6) ÿâëÿþòñÿ

R1 = zq1
∞∑
ν=0

aν
zν
, R0 = zq0

∞∑
ν=0

bν
zν
, q0, q1 ∈ Z, a0b0 ̸= 0,

ïðè÷¼ì íå èìååò ìåñòî ñëó÷àé q1 6 −1, q0 6 −2 (ò. å. ñëó÷àé ðåãó-
ëÿðíîé îñîáîé òî÷êè â áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà, î÷åâèäíî, âñÿêîå öåëîå
ðåøåíèå åñòü ìíîãî÷ëåí). Òîãäà:
1) åñëè q0 > 2q1, òî ρ = 1 + q0/2;
2) åñëè q0 < q1 + 1, òî: à) âîçìîæíî ðåøåíèå g(z) = zµψ(z), ãäå
µ ∈ C, ψ(z) ãîëîìîðôíà â áåñêîíå÷íîñòè; á) äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ðå-
øåíèé ρ = 1 + q1;
3) åñëè q1 − 1 < q0 < 2q1, òî: à) âîçìîæíî ðåøåíèå g(z) = zµ exp
(−λ0zq0−q1+1 + · · ·+ λ)ψ(z), ãäå µ ∈ C, ψ(z) ãîëîìîðôíà â áåñêîíå÷íî-
ñòè; á) äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ðåøåíèé ρ = 1 + q1.

Ïîñêîëüêó äëÿ Å-ôóíêöèè, îòëè÷íîé îò ìíîãî÷ëåíà, ρ = 1, òî
ñëó÷àé 3) âîçìîæåí ëèøü ïðè q0 = q1 > 0. Òîãäà f(z) = P (z)eαz,
ãäå P (z) ∈ A(z), α ∈ A, è óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ. Òî,
÷òî ñëó÷àé 3) äåéñòâèòåëüíî ìîæåò èìåòü ìåñòî, ïîêàçûâàåò ïðèìåð
óðàâíåíèÿ y′′ + zy′ + (z − 2 + 2/z)y = 0, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò Å-
ôóíêöèÿ ze−z. Ñëó÷àè 1) è 2) âîçìîæíû ëèøü ïðè q0q1 = 0, q0, q1 ∈
Z−. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ê ñëó÷àÿì 1) è 2): óðàâíåíèþ (z − 1)y′′ − (3z −
2)y′ + 2zy = 0 óäîâëåòâîðÿåò Å-ôóíêöèÿ e2z + zez.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 7 è 8 ìîæíî îãðàíè-
÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6) âèäà

y′′ +

(
a+

Q1

Q

)
y′ +

(
b+

Q0

Q

)
y = 0, (a, b) ̸= (0, 0), (7)

ãäå a, b ∈ A, Q0, Q1, Q ∈ A[z], max(degQ1, degQ0) < degQ.



93

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû äîêàçûâàþòñÿ, êàê è ëåììà 4, íåïîñðåä-
ñòâåííûì âû÷èñëåíèåì.

Ëåììà 6. Ïóñòü f,R0, R1, R, P, P1 � ïðîèçâîëüíûå àíàëèòè÷å-
ñêèå ôóíêöèè, ïðè÷¼ì P ̸≡ 0, à ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y′′ +R1y
′ +R0y = R.

Òîãäà ôóíêöèÿ g = Pf óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′′ +

(
R1 −

2P ′

P

)
y′ +

(
R0 −

P ′′

P
−
(
R1 −

2P ′

P

)
P ′

P

)
y = PR,

à ôóíêöèÿ g1 = f + P1 � óðàâíåíèþ

y′′ +R1y
′ +R0y = R + P ′′1 + P ′1R1 + P1R0.

Ñëåäñòâèå. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 6 ôóíêöèÿ g = eαzf , ãäå α ∈ C,
óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y′′ + (R1 − 2α)y′ + (R0 − αR1 + α2)y = eαzR.

Ëåììà 7. Ïóñòü f,Q0, Q1, Q2, Q � ïðîèçâîëüíûå àíàëèòè÷å-
ñêèå ôóíêöèè, ïðè÷¼ì Q0Q2 ̸≡ 0, à ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y′′ +
Q1

Q2
y′ +

Q0

Q2
y =

Q

Q2
.

Òîãäà ôóíêöèÿ g = f ′ óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y′′ +

(
Q1

Q2
+
Q′2
Q2
− Q′0
Q0

)
y′ +

(
Q0

Q2
+
Q′1
Q2
− Q′0
Q0

Q1

Q2

)
y =

Q′

Q2
− Q′0
Q0

Q

Q2
.

Ëåììà 8 (ñì. [36:12, ãë. 6, ëåììà 2]). Ïóñòü ôóíêöèÿ y0 ̸≡ 0
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (6) è àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìà ñ y′0 íàä C(z).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y∗ óðàâíåíèÿ (6), îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè
çàâèñèìîå ñ y′∗ íàä C(z).

Ëåììà 9. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 8 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå v∗ ̸≡ 0
óðàâíåíèÿ (7), ëèíåéíî çàâèñèìîå ñ v′∗ íàä C(z).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Å-ôóíêöèè f = f(z) è f ′ îäíîðîäíî àë-
ãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû íàä C(z), òî f ′/f ∈ C(z) è óòâåðæäåíèå ëåì-
ìû âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè f è f ′ îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû
íàä C(z), òî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g = exp(az/2)y∗, ãäå y∗ � ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (7), î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â ëåììå 8. Ôóíêöèè g è
exp(az/2)f ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 6 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-
íèþ y′′ + (Q1/Q)y

′ + (b∗ + Q2/Q)y = 0, ãäå b∗ ∈ A, Q1, Q2, Q ∈
A[z], max(degQ1, degQ2) < degQ. Åñëè b∗ = 0, òî, êàê ñëåäóåò èç
ëåììû 5, exp(az/2)f ∈ A[z] è âñ¼ äîêàçàíî. Ïóñòü b∗ ̸= 0. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ u = g′/g = y′∗/y∗ + a/2. Îíà, êàê ëåãêî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêîé è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ðèêêàòè

u′ + u2 +
Q1

Q
u+ b∗ +

Q2

Q
= 0, Q,Q1, Q2 ∈ A[z], (8)

ãäå b∗ ∈ A\{0}, max(degQ1, degQ2) < degQ. Äîêàæåì, ÷òî z =∞ íå
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ ôóíêöèè u. Îòñþäà è èç òåîðåìû 4 áóäåò
ñëåäîâàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íå èìååò òî÷åê âåòâëåíèÿ âîîáùå.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ u â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = ∞ â ñòåïåííîé
ðÿä ñ ðàöèîíàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè:

u =
∞∑
k=0

ckz
rk, c0 ̸= 0, r0 > r1 > r2 > . . . (9)

Ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèå (9) â óðàâíåíèå (8), óáåæäàåìñÿ, ÷òî r0 = 0, c20 =
−b∗. Åñëè íå âñå ïîêàçàòåëè rk â ðÿäó (9) öåëûå, òî ïóñòü rk1 � íàè-
áîëüøèé äðîáíûé ïîêàçàòåëü òàêîé, ÷òî ck1 ̸= 0. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ
ðàçëîæåíèå (9) â óðàâíåíèå (8) è ðàññìàòðèâàÿ êîýôôèöèåíò ïðè íàè-
áîëüøåé äðîáíîé ñòåïåíè z, ïîëó÷àåì c0ck1 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íàøèì äîïóùåíèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, u ∈ C(z) è ëåììà 9 äîêàçàíà.

Ïðåäñòàâèì Å-ôóíêöèþ f(z) â âèäå

f = v∗

∫
w dz, (10)

ãäå v∗ � ôóíêöèÿ, î êîòîðîé ãîâîðèòñÿ â ëåììå 9, v′∗/v∗ = P/S, P, S ∈
C[z]. Òîãäà ôóíêöèÿ w äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ w′+(a+Q1/Q+2P/S)w = 0 (ñì., íàïðèìåð, [1:1, ï. 5.22]).
Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (10), ïîëó÷àåì

f ′ =
P

S
f + v∗w, (11)
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî v∗wS åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ. Îíà óäîâëåòâîðÿåò îä-
íîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ 1-ãî ïîðÿäêà

y′ =

(
S ′

S
− a− Q1

Q
− P

S

)
y

è, ñëåäîâàòåëüíî, v∗wS = Reαz, ãäå R ∈ C[z], α ∈ A (ñì. [36:12, ñòð.
189, 201]). Òîãäà v∗w = eαzR/S è, ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå
(11), íàõîäèì, ÷òî Å-ôóíêöèÿ e−αzf óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′ =

(
P

S
− α

)
y +

R

S
.

Íî òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 6 e−αzf = P1 φλ(α1z) + P2, îòêóäà

f = (P1 φλ(α1z) + P2)e
αz, f ′ = (P3 φλ(α1z) + P4)e

αz/z,

ãäå P1, . . . , P4 ∈ A[z], α1 ∈ A. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F = P1 f
′ − P3 f/z = eαz(P1P4 − P2P3)/z.

Â ñëó÷àå F ≡ 0 èëè P1 ≡ 0 èìååì f ′/f ∈ C(z) è òåîðåìà 8 ñïðàâåäëèâà.
Åñëè æå F ̸≡ 0, P1 ̸≡ 0, òî èç óñëîâèé òåîðåìû 8 ïîëó÷àåì, ÷òî
ôóíêöèè f è F àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû íàä C(z), à îòñþäà ñëåäóåò
àëãåáðàè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ôóíêöèé eαz è φλ(α1z). Ñîãëàñíî ëåììå
6 ãë. 5 êíèãè [36:12] ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àÿõ αα1 = 0 è λ ∈ Z+.
Íî åñëè λ = k ∈ Z+, òî, êàê ñëåäóåò èç (0.10), φλ(z) = k!(ez −∑k−1

n=0 z
n/n!)/zk, îòêóäà

f = R1 e
α1z +R2e

α2z, f ′ = R3 e
α1z +R4e

α2z,

ãäå R1, . . . , R4 ∈ C(z), α1, α2 ∈ A. Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäå-
íèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèè eα1z è eα2z àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû íàä
C(z) è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà α1, α2 ëèíåéíî çàâèñèìû. Òåîðåìà 8 äî-
êàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7 ïîíàäîáÿòñÿ åù¼ òðè ëåììû.
Ëåììà 10 (ñì., íàïðèìåð, [1:1, ï. 15.92]). Ïóñòü â äèôôåðåíöè-

àëüíîì óðàâíåíèè (6)

R1 =
c1

(z − ξ)
+ ψ1(z), R0 =

c0
(z − ξ)2

+
ψ0(z)

(z − ξ)
,



96

ãäå ξ ∈ C, ψ1(z), ψ0(z) � ôóíêöèè, ãîëîìîðôíûå â òî÷êå z = ξ. Òîãäà
ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ïîêàçàòåëåé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6)
â òî÷êå ξ ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, 1− c1 è c0.

Ëåììà 11. Ïóñòü f åñòü Å-ôóíêöèÿ, à θ ∈ A[z, d/dz] � äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ìèíèìàëüíîãî ïîðÿäêà, àííóëèðóþùèé f . Òî-
ãäà åñëè z = 0 � îñîáàÿ òî÷êà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ θf = 0,
òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé.

Ëåììà 11 ñëåäóåò èç áîëåå ñèëüíûõ óòâåðæäåíèé, ïîëó÷åííûõ È.
Àíäðý (ñì. [38:1, ñòð. 724 è 746]), êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, âûâîäÿòñÿ
èç ðåçóëüòàòîâ, äîêàçàííûõ ðàíåå ×óäíîâñêèì, Êàöåì è ñàìèì Àíäðý
äëÿG-ôóíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî ýòèì æå ïóò¼ì ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè
ëåìì 1, 2.4 è 2.6 äëÿ îäíîðîäíîãî ñëó÷àÿ.

Ëåììà 12. Ïóñòü Å-ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ

y′′ +
(
a+

a1
z

)
y′ +

(
b+

b1
z

)
y = 0, a, a1, b, b1 ∈ A. (12)

Òîãäà f(z) ëèáî èìååò âèä (0.20), ëèáî f(z) = czle−αzAβ,γ((2α− a)z),
a1, β, γ ∈ Q, c ∈ A, l ∈ Z+, α2 − aα + b = 0, ïðè÷¼ì l = 0 ïðè
a1 ̸∈ Z−.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè b ̸= 0, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(z) = eαzf(z).
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 6, ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ

y′′ +
(
a− 2α+

a1
z

)
y′ +

b1 − αa1
z

y = 0,

àíàëîãè÷íîìó (12), íî óæå ñ b = 0. Åñëè a = 2α, òî, êàê ñëåäóåò èç ëåì-
ìû 5, g(z) åñòü ìíîãî÷ëåí è âñ¼ äîêàçàíî. Åñëè a ̸= 2α, òî ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ g1(z) = g(z/(2α− a)). Îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′′ +
(
−1 + a1

z

)
y′ − γ

z
y = 0, γ =

αa1 − b1
2α− a

. (13)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (13) èìååò äâà öåëûõ ðåøåíèÿ, ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûõ íàä C. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13) ÿâëÿåò-
ñÿ îäíîçíà÷íûì è ñîãëàñíî ëåììå 2.13 g1(z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
R1e

α1z + R2e
α2z = (R1e

(α1−α2)z + R2)e
α2z, ãäå R1, R2 ∈ C(z). Íî òî-

ãäà Å-ôóíêöèÿ g1(z)e−α2z = R1e
(α1−α2)z +R2 óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó

äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ 1-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
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C(z). Ñîãëàñíî òåîðåìå 6, g1(z)e−α2z = P φλ(αz)+P1, ãäå P, P1 ∈ A[z],
è ëåììà ñïðàâåäëèâà. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óðàâíåíèå (13) èìå-
åò, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ èç C, òîëüêî îäíî öåëîå ðåøåíèå. Òî-
ãäà ïðè a1 ̸∈ Z− ýòî ðåøåíèå åñòü ôóíêöèÿ Êóììåðà è, ñëåäîâà-
òåëüíî, g(z/(2α − a)) = cAa1,γ(z), c ∈ C. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî
f(z) = c e−αzAa1,γ((2α−a)z), c ∈ A è Aa1,γ((2α−a)z) åñòü Å-ôóíêöèÿ.
Íî òîãäà a1, γ ∈ Q èëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (0.20) (ñì. [10:2] è [36:12,
ñòð. 228]). Åñëè æå a1 ∈ Z−, òî ñîãëàñíî ëåììå 6 g(z/(2α − a)) =
c z1−a1A2−a1,γ−a1+1(z) è ëåììà 12 òàêæå ñïðàâåäëèâà.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 7.
Äîñòàòî÷íîñòü å¼ óñëîâèé ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ f(z), çàäàí-
íàÿ ðàâåíñòâîì (0.19), ëèíåéíî çàâèñèìà ñ f ′(z) è f ′′(z) íàä C(z).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè, êàê óæå áûëî óñòàíîâëåíî, ìîæíî
îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâî-
ðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (7) è àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìà ñ
f ′(z) íàä C(z). Îáîçíà÷èì ξ0 = 0, ξ1, . . . , ξm âñå êîíå÷íûå îñîáûå òî÷êè
óðàâíåíèÿ (7). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) èìååò â òî÷êå ξj, 0 6 j 6 m, íóëü
êðàòíîñòè nj > 0. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P = zn0(z−ξ1)n1 . . . (z−ξm)nm

è ôóíêöèþ g(z) = f(z)/P . Ñîãëàñíî ëåììàì 2.4, 2.9, 6 è 11 g(z) ÿâëÿ-
åòñÿ Å-ôóíêöèåé è óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âè-
äà (7), íå èìåþùåìó îñîáûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò ξ0, ξ1, . . . , ξm, ïðè÷¼ì
âñÿêàÿ îñîáàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Ïîñêîëüêó g(ξj) ̸= 0, j =
0, 1, . . . ,m, òî îäèí èç ïîêàçàòåëåé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â
êàæäîé òî÷êå ξj ðàâåí íóëþ. Îòñþäà ââèäó ëåììû 10 ïîëó÷àåì, ÷òî
ôóíêöèÿ Q0/Q ìîæåò èìåòü ïîëþñà íå áîëåå ÷åì 1-ãî ïîðÿäêà. Òîãäà
èç ëåììû 2.7 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ g(z) óäîâëåòâîðÿåò ëèáî óðàâíåíèþ
(12), ëèáî óðàâíåíèþ

y′′ +

(
a− a0

z
− k1
z − ξ1

− · · · − km
z − ξm

)
y′+

+

(
b+

b0
z
+

b1
z − ξ1

+ · · ·+ bm
z − ξm

)
y = 0, (14)

ãäå a, a0, b, b0, b1, . . . , bm ∈ A, kj ∈ N, ξj ∈ A, j = 1, . . . ,m.
Ïóñòü k = k1 + · · · + km. Èíäóêöèåé ïî k äîêàæåì, ÷òî âñå Å-

ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì âèäà (14) è, ñëåäîâàòåëüíî,
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g(z) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

(RAµ,ν(αz) +R1A
′
µ,ν(αz))e

α1z, (15)

ãäå R,R1 ∈ A(z), α, α1 ∈ A, µ, ν ∈ Q. Åñëè k = 0, òî óðàâíå-
íèå (14) ñîâïàäàåò ñ (12) è äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåò-
ñÿ ñîãëàñíî ëåììå 12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî
äëÿ âñåõ Å-ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðîèçâîëüíûì äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèÿì âèäà (14) ïðè ëþáûõ m ∈ Z+, k 6 n − 1, n > 1,
è äîêàæåì åãî äëÿ k = n. Åñëè bm ̸= 0, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g1(z) =
exp(−bmz/km)g(z). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 6, g1(z) óäîâëåòâî-
ðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y′′ +

(
a∗ − a0

z
− k1
z − ξ1

− · · · − km
z − ξm

)
y′+

+

(
b∗ +

b∗0
z
+

b∗1
z − ξ1

+ · · ·+
b∗m−1

z − ξm−1

)
y = 0,

ãäå a∗, b∗, b∗0, . . . , b
∗
m−1 ∈ A, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

y′′ +
Q2

z(z − ξ1) . . . (z − ξm)
y′ +

Q3

z(z − ξ1) . . . (z − ξm)
y = 0, (16)

ãäå Q2, Q3 ∈ A[z], max(degQ2, degQ3) 6 m + 1. Åñëè Q3 ≡ 0, òî
èç (16) ïîëó÷àåì, ÷òî g′1(z) è, ñëåäîâàòåëüíî, g1(z) èìåþò âèä Reαz,
ãäå R ∈ A[z], α ∈ A è äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî. Åñëè
Q3 ̸≡ 0, òî Q3 = zl0(z − ξ1)l1 . . . (z − ξm)lmQ4, lj > 0, lm > 1, Q4 ∈ A[z],
degQ4 = t 6 m+1−(l0+l1+· · ·+lm), Q4 = c(z−β1)t1 . . . (z−βs)ts, ti ∈
N, βi ̸= βj, βi ̸= ξj, c ∈ A \ {0}. Ñîãëàñíî ëåììå 7 ôóíêöèÿ g′1(z)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′′ +

(
a∗ +

1− a0 − l0
z

−
m∑
j=1

kj − 1 + lj
z − ξj

−
s∑

i=1

ti
z − βi

)
y′ +

(
a0l0
z2

+

+
m∑
j=1

kjlj
(z − ξj)2

+
Q5

z(z − ξ1) . . . (z − ξm)(z − β1) . . . (z − βs)

)
y = 0,

(17)
ãäå Q5 ∈ A[z]. Ïîêàçàòåëè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (17) â òî÷êå
ξj ̸= 0 ñîãëàñíî ëåììå 10 ðàâíû lj è kj ( â òî÷êå ξ0 � ñîîòâåòñòâåííî
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l0 è a0). Ââèäó ëåììû 2.8 ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè g′1(z) â òî÷êå ξj ̸= 0
ðàâåí l∗j = min(lj, kj), l

∗
m > 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g2(z) = g′1(z)/P1,

ãäå P1 = zl
∗
0(z − ξ1)

l∗1 . . . (z − ξm)
l∗m, l∗0 = ord g′1(z). Ñîãëàñíî ëåììàì

2.9, 6 è 10 g2(z) ÿâëÿåòñÿ Å-ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ, êîýôôèöèåíò êîòîðîãî ïðè y èìååò ïîëþñà íå
áîëåå ÷åì 1-ãî ïîðÿäêà, à êîýôôèöèåíò ïðè y′ ðàâåí

a∗ +
1− a0 − l0 + 2l∗0

z
−

m∑
j=1

kj − 1 + lj − 2l∗j
z − ξj

−
s∑

i=1

ti
z − βi

.

Âåëè÷èíà k ó ïîëó÷åííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà

n+t−m+(l1+· · ·+lm)−2(l∗1+· · ·+l∗m) 6 n+1−2(l∗1+· · ·+l∗m) 6 n−1.

Ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ôóíêöèÿ g2(z) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, g′1(z), èìååò âèä (15). Íî òîãäà èç óðàâíåíèÿ (16), êîòîðîìó
óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ g1(z), ïîëó÷àåì, ÷òî g1(z) è g(z) òàêæå èìåþò
âèä (15). Ïîñêîëüêó g(z) = f(z)/P , òî òåì ñàìûì äîêàçàíà ïðåäñòà-
âèìîñòü ôóíêöèè f(z) â âèäå (15) èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, â âèäå

f(z) =

(
P2Aµ,ν(αz) + P3A

′
µ,ν(αz)

P4

)
eα1z, (18)

ãäå P2, P3, P4 � ìíîãî÷ëåíû ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, âçà-
èìíî ïðîñòûå â ñîâîêóïíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí P4 èìååò
êîðåíü ξ ̸= 0. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (18) ñëåäóåò îäíîðîäíàÿ àëãåáðàè-
÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ÷èñåë Aµ,ν(αξ), A′µ,ν(αξ). Ñîãëàñíî òåîðåìå I À.Á.
Øèäëîâñêîãî, îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè Aµ,ν(z), A′µ,ν(z) äîëæíû
áûòü îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìûìè íàä C(z). Íî òîãäà ôóíê-
öèÿ Aµ,ν(z) óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ 1-ãî ïîðÿäêà è ïîýòîìó Aµ,ν(z) = P5 e

α2z, P5 ∈ A[z].
Èç ðàâåíñòâà (18) f(z) = R2 e

α3z, ãäå R2 ∈ A(z). Íî ïîñêîëüêó f(z)
åñòü Å-ôóíêöèÿ, òî R2 ∈ A[z] è óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ.
Îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà P4 = zn, n ∈ N. Òîãäà ðàâåíñòâî
(18) èìååò âèä

f(z) =
((p−n

zn
+ · · ·+ p0 + · · ·+ ptz

t
)
Aµ,ν(αz)+ (19)

+
(q−n
zn

+ · · ·+ q0 + · · ·+ qtz
t
)
A′µ,ν(αz)

)
eα1z,
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ãäå t ∈ Z+, pj, qj ∈ A, j = −n, . . . , t, (p−n, q−n) ̸= (0, 0). Òàê
êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (19) äîëæíà áûòü öåëîé ôóíêöèåé, òî
p−n + q−nν/µ = 0. Èç óðàâíåíèÿ (0.18) ïîëó÷àåì Aµ,ν(αz) = (µ/ν −
αz/ν)A′µ,ν(αz)+(αz/ν)A′′µ,ν(αz). Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ðàâåíñòâî
(19) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî A′µ,ν(αz) = (ν/µ)Aµ+1,ν+1(αz), ïîëó÷èì

f(z) =

((
p∗−n+1

zn−1
+ · · ·+ p∗0 + · · ·+ p∗t+1z

t+1

)
Aµ+1,ν+1(αz)+

+

(
q∗−n+1

zn−1
+ · · ·+ q∗0 + · · ·+ q∗t+1z

t+1

)
A′µ+1,ν+1(αz)

)
eα1z,

ãäå p∗j , q
∗
j ∈ A, j = −n+ 1, . . . , t+ 1. Ïîâòîðèâ ýòó ïðîöåäóðó íå áîëåå

÷åì n ðàç, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

f(z) = (P6Aµ+m,ν+m(αz) + P7A
′
µ+m,ν+m(αz))e

α1z,

ãäå P6, P7 ∈ A[z], α, α1 ∈ A, µ, ν ∈ Q, m ∈ N, m 6 n. Ñëåäîâàòåëü-
íî, f(z) èìååò âèä (0.19). Òåîðåìà 7 äîêàçàíà.

�3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 9, 10 è 11

Ëåììà 13. Åñëè ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 2.2 òî÷êà ξ = 0 åñòü îñî-
áàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ (0.16), òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷-
êîé ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå m = 1 äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñîâ-
ïàäàåò ñ ëåììîé 1. Â ñëó÷àå Q ≡ 0 ëåììà ñîâïàäàåò ñ ëåììîé 11,
äîêàçàííîé È. Àíäðý. Ïóñòü Q ̸≡ 0. Òîãäà, êàê óñòàíîâëåíî â �2 ãëà-
âû 2, îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íàèìåíüøåãî ïî-
ðÿäêà, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò Å-ôóíêöèÿ f(z), ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå
(2.12). Òî÷êà z = 0 ñîãëàñíî ëåììå 11 ÿâëÿåòñÿ åãî ðåãóëÿðíîé îñî-
áîé òî÷êîé. Íî ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ïîðÿäêè ïîëþñîâ
ôóíêöèé Qm−1/Qm, Qm−2/Qm, . . . , Q0/Qm â òî÷êå z = 0 íå ïðåâîñõî-
äÿò, ñîîòâåòñòâåííî, 1, 2, . . . ,m. Ëåììà 13 äîêàçàíà.

Ëåììà 14. Ïóñòü Å-ôóíêöèÿ f = f(z) óäîâëåòâîðÿåò äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y′ =
(
a0 +

a1
z

)
y + a2z

kφλ(αz) +R, (20)
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a0, a1, a2, α ∈ A, λ ∈ Q, k ∈ Z, R ∈ A(z).
Òîãäà f = znf1 + P , ãäå P ∈ A[z], n ∈ Z+, à f1 � Å-ôóíêöèÿ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà (0.24).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî (20), ïîëó÷èì

y′′ =
(
a0 +

a1
z

)
y′ − a1

z2
y + a2z

k

(
α+

k − λ
z

)
φλ(αz) +R′ + a2λz

k−1.

Âû÷èòàÿ èç ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâåíñòâî (20), óìíîæåííîå íà α + (k −
λ)/z, ïîëó÷èì

y′′ +
(
a3 +

a4
z

)
y′ +

(
a5 +

a6
z

+
a7
z2

)
y = P1 +

a8
z

+
a9
z2
,

ãäå a3, . . . , a9 ∈ A, à P1, êàê ëåãêî âèäåòü, ìîæíî âûáðàòü èç A[z].
Ïóñòü degP1 = n > 0. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P2 ∈ A[z], degP2 6 n−1,
òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ f1 = (f −P2)/z

n ÿâëÿåòñÿ öåëîé è, ñëåäîâàòåëüíî,
Å-ôóíêöèåé. Ñîãëàñíî ëåììå 6 ôóíêöèÿ f −P2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ

y′′ +
(
a3 +

a4
z

)
y′ +

(
a5 +

a6
z

+
a7
z2

)
y = P3 +

a10
z

+
a11
z2
, (21)

ãäå a10, a11 ∈ A, P3 ∈ A[z], degP3 6 n, à ôóíêöèÿ f1 � óðàâíåíèþ âè-
äà (21), ãäå ÷èñëà a3, . . . , a7, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíÿòñÿ, à ïðàâàÿ ÷àñòü
ïîäåëèòñÿ íà zn. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f1 � öåëàÿ, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòî-
ãî íîâîãî óðàâíåíèÿ äîëæíà èìåòü âèä a12 + a13/z + a14/z

2. Â ñëó÷àå
a7 = 0 èìååì òàêæå a14 = 0 è ëåììà ñïðàâåäëèâà. Åñëè a7 ̸= 0, òî,
ðàññìîòðåâ ôóíêöèþ f1−a14/a7, ïîëó÷èì, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ (0.24). Ëåììà 14 äîêàçàíà.

Ëåììà 15. Ïóñòü Å-ôóíêöèÿ

f = R0g +R1g
′ +R, R0, R1, R ∈ A(z), (22)

à g � Å-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

y′ =
(
a0 +

a1
z

)
y +

(
P +

a

z

)
φλ(αz) +R2, (23)

ãäå a0, a1, a, α ∈ A, λ ∈ Q, P ∈ A[z], R2 ∈ A(z). Òîãäà

f = R3φλ(αz) +R4φλ1
(α1z) +R5, λ1 ∈ Q, α1 ∈ A, (24)

ëèáî
f = R3f1 +R4f

′
1 +R5, R3, R4, R5 ∈ A(z), (25)
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ãäå f1 � Å-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ âèäà (0.24).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óðàâíåíèé (22) è (23) ïîëó÷àåì

f = R6g +R7φλ(αz) +R8, R6, R7, R8 ∈ A(z). (26)

Ôóíêöèÿ g+ czkφλ(αz), k ∈ Z+, c ∈ A, êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ
(23) è ëåììû 4, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′ =
(
a0 +

a1
z

)
y+

(
P + (α− a0)czk + (k − λ− a1)czk−1 +

a

z

)
φλ(αz)+

+R2 + λczk−1.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå α − a0 ̸= 0 è â ñëó÷àå α − a0 = 0,
k − λ − a1 ̸= 0, k = 1, 2, . . . , ìîæíî ïîäîáðàòü P1 =

∑
ckz

k ∈ A[z]
òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ f2 = g + P1 φλ(αz) óäîâëåòâîðÿëà óðàâíåíèþ âè-
äà (23), íî óæå ñ P ≡ 0. Â ñëó÷àå α − a0 = 0, k0 − λ − a1 = 0,
k0 ∈ N î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå P1 ìîæíî îáíóëèòü âñå
îäíî÷ëåíû â ìíîãî÷ëåíå P , êðîìå, áûòü ìîæåò, îäíîãî, ñîäåðæàùåãî
zk0−1, à òàêæå äðîáü a/z. Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ
f2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (20), ãäå k > −1. Åñëè â óðàâíåíèè (20)
äëÿ f2 a2 ̸= 0, òî èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f2, ðàâåíñòâ (26) è (20)
ïîëó÷èì f = R9f2 + R10f

′
2 + R11, ãäå R9, R10, R11 ∈ A(z). Ñîãëàñíî

ëåììå 14, äëÿ íåêîòîðûõ n ∈ Z+ è P2 ∈ A[z] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
f2 = znf1 + P2, ãäå f1 � Å-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ (0.24). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f èìååò âèä
(25), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Åñëè a2 = 0, òî ñîãëàñíî òåîðåìå
6 f2 = P3φλ1

(α1z) + P4, λ1 ∈ Q, α1 ∈ A, P3, P4 ∈ A[z]. Âûðàçèâ g
÷åðåç f2 è ïîäñòàâèâ ðåçóëüòàò â (26), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (24). Ëåììà
15 äîêàçàíà.

Ëåììà 16. Åñëè Å-ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (0.27),
òî îíà èìååò âèä ëèáî (24), ëèáî (25), ãäå f1(z) � Å-ôóíêöèÿ, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (0.24).

Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû 7, ñ íåêîòîðûì óñëîæíåíèåì ðàññóæäåíèé. Äåéñòâè-
òåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 5 äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì
óðàâíåíèÿ

y′′ +

(
a+

Q1

Q2

)
y′ +

(
b+

Q0

Q2

)
y =

Q

Q2
, (a, b) ̸= (0, 0), (27)
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ãäå a, b ∈ A, Q0, Q1, Q2, Q ∈ A[z], max(degQ1, degQ0) < degQ2.
Îáîçíà÷èì ξ0 = 0, ξ1, . . . , ξm âñå êîíå÷íûå îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ
(27). Ïóñòü åãî íàèìåíüøèé ïîêàçàòåëü â òî÷êå ξj, 1 6 j 6 m, ðàâåí
nj > 0, à λ, λ1 � åãî ïîêàçàòåëè â òî÷êå ξ0 = 0. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí
P = (z−ξ1)n1 . . . (z−ξm)nm. Ñîãëàñíî ëåììàì 2.4�2.6, 2.10, 6, 13 íàéä¼ò-
ñÿ ìíîãî÷ëåí P1 ∈ A[z] òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ g(z) = (f(z)−P1)/P ÿâëÿ-
åòñÿ Å-ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
âèäà (27), íå èìåþùåìó îñîáûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò ξ0, ξ1, . . . , ξm, ïðè-
÷¼ì âñÿêàÿ îñîáàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Èç âûáîðà ìíîãî÷ëåíà
P ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíüøèé ïîêàçàòåëü ïîëó÷åííîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ â êàæäîé òî÷êå ξj ̸= 0 ðàâåí íóëþ. Îòñþäà è ëåììû
10 ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ Q0/Q2 â òî÷êå ξj ̸= 0 ìîæåò èìåòü ïîëþñ
íå áîëåå ÷åì 1-ãî ïîðÿäêà. Òîãäà èç ëåììû 2.7 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ
g(z) óäîâëåòâîðÿåò ëèáî äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (0.24), ëèáî
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y′′ +

(
a+

1− λ− λ1
z

− k1
z − ξ1

− · · · − km
z − ξm

)
y′+

+

(
b+

b0
z
+
λλ1
z2

+
b1

z − ξ1
+ · · ·+ bm

z − ξm

)
y =

Q3

Q2
, (28)

ãäå a, λ, λ1, b, b0, b1, . . . , bm ∈ A, kj ∈ N, ξj ∈ A, j = 1, . . . ,m.
Ïóñòü k = k1 + · · · + km. Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû áó-

äåì ïðîâîäèòü èíäóêöèåé ïî k. Åñëè k = 0, òî óòâåðæäåíèå ëåììû
âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ Å-
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðîèçâîëüíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì âèäà (28) ïðè ëþáûõ m ∈ Z+, k 6 n − 1, n > 1, è äîêà-
æåì åãî äëÿ k = n. Åñëè (λλ1, bm) ̸= (0, 0), ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
g1(z) = eα1zz−λg(z), ãäå α1 = λ/ξm − bm/km. Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 6,
g1(z) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y′′ +

(
a− 2α1 +

1− λ1 + λ

z
− k1
z − ξ1

− · · · − km
z − ξm

)
y′+

+

(
b∗ +

b∗0
z
+

b∗1
z − ξ1

+ · · ·+
b∗m−1

z − ξm−1

)
y = eα1zz−λ

Q3

Q2
,

ãäå b∗, b∗0, . . . , b
∗
m−1 ∈ A, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

y′′ +
Q4

Q2
y′ +

Q5

Q2
y = eα1zz−λ

Q3

Q2
, (29)
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ãäå Q4, Q5 ∈ A[z], degQ4 6 m+ 1, Q2 = z(z − ξ1) . . . (z − ξm).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Q5 ≡ 0. Òîãäà ðåøåíèÿìè îäíîðîäíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèÿì (29) è (28),
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè y∗ ≡ 1 è v∗ = e−α1zzλ ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì èñêàòü
ôóíêöèþ g(z) â âèäå

g = v∗

∫
w dz. (30)

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (30), ïîëó÷àåì

g′ =

(
−α1 +

λ

z

)
g + v∗w, (31)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî zv∗w åñòü Å-ôóíêöèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (30)
â óðàâíåíèå (28), íàéä¼ì, ÷òî

w′ =

(
−a− 2v′∗

v∗
− 1− λ− λ1

z
+

k1
z − ξ1

+ · · ·+ km
z − ξm

)
w +

Q3

v∗Q2
.

Äàëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 4, ïîëó÷èì, ÷òî Å-ôóíêöèÿ zv∗w óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′ =

(
α1 − a+

λ1
z

+
k1

z − ξ1
+ · · ·+ km

z − ξm

)
y +

zQ3

Q2
.

Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6, îòñþäà èìååì zv∗w = P2φ−λ1
((α1−

a)z)+P3, P2, P3 ∈ A[z], λ1 ∈ Q. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è (31) ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ g(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (23), îòêóäà ââèäó ëåììû 15
ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

Åñëè æå â óðàâíåíèè (29) Q5 ̸≡ 0, òî Q5 = zl0(z − ξ1)
l1 . . . (z −

ξm)
lmQ6, lj > 0, lm > 1, Q6 ∈ A[z], degQ6 = µ 6 m+1− (l0+ l1+ · · ·+

lm), Q6 = c(z−β1)p1 . . . (z−βs)ps, pi ∈ N, βi ̸= βj, βi ̸= ξj, c ∈ A\{0}.
Ñîãëàñíî ëåììå 7 ôóíêöèÿ g′1(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′′ +

(
a− 2α1 +

1− a0 − l0
z

−
m∑
j=1

kj − 1 + lj
z − ξj

−
s∑

i=1

pi
z − βi

)
y′ +

+

(
a0l0
z2

+
m∑
j=1

kjlj
(z − ξj)2

+
Q7

Q9

)
y = eα1zz−λ−1

Q8

Q10
,

ãäå Q7, Q8, Q10 ∈ A[z], Q9 = (z − β1) . . . (z − βs)Q2, a0 = λ1 − λ− 1.
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Ôóíêöèÿ e−α1zzλ+1g′1(z) ÿâëÿåòñÿ Å-ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y′′ +

(
a − λ1 + λ+ l0

z
−

m∑
j=1

kj − 1 + lj
z − ξj

−
s∑

i=1

pi
z − βi

)
y′ +

+

(
a1λ1
z2

+
m∑
j=1

kjlj
(z − ξj)2

+
Q11

Q9

)
y =

Q8

Q10
, (32)

ãäå Q11 ∈ A[z], a1 = λ+ l0 + 1.
Ïîêàçàòåëè îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî óðàâíåíèþ (32), â òî÷êå ξj ̸= 0 ñîãëàñíî ëåììå 10 ðàâ-
íû lj è kj. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P4 = (z − ξ1)

l∗1 . . . (z − ξm)
l∗m, ãäå

l∗j = min(lj, kj), 1 6 j 6 m, l∗m > 1. Ñîãëàñíî ëåììàì 2.10, 6
è 10 ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí P5 ∈ A[z] òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ g2(z) =
(e−α1zzλ+1g′1(z)−P5)/P4 ÿâëÿåòñÿ Å-ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, êîýôôèöèåíò êîòîðîãî ïðè y â òî÷êàõ
ξj ̸= 0 èìååò ïîëþñà íå áîëåå ÷åì 1-ãî ïîðÿäêà, à êîýôôèöèåíò ïðè y′

ðàâåí

a − λ1 + λ+ l0
z

−
m∑
j=1

kj − 1 + lj − 2l∗j
z − ξj

−
s∑

i=1

pi
z − βi

.

Âåëè÷èíà k ó ïîëó÷åííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà

n+µ−m+(l1+· · ·+lm)−2(l∗1+· · ·+l∗m) 6 n+1−2(l∗1+· · ·+l∗m) 6 n−1.

Ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ôóíêöèÿ g2(z) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, e−α1zzλ+1g′1(z) èìååò âèä (24) èëè (25), à g

′
1(z) èìååò âèä

(R0φλ(αz) +R1φλ1
(α1z) +R)eα1zz−λ−1

ëèáî
(R0f1(z) +R1f

′
1(z) +R)eα1zz−λ−1,

ãäå R0, R1, R ∈ A(z), f1(z) � Å-ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (0.24). Íî òîãäà èç óðàâíåíèÿ (29), êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò
ôóíêöèÿ g1(z), ïîëó÷àåì, ÷òî g1(z) èìååò àíàëîãè÷íûé âèä. Ñëåäî-
âàòåëüíî, g(z) è f(z) èìåþò âèä (24) èëè (25). Ëåììà 16 äîêàçàíà.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 10.
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Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíè-
åì (ïîäðîáíåå îá ýòîì ñì. äàëåå, ëåììû 18 è 19).

Äëÿ äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ëåììå
16 ôóíêöèÿ f(z) èìååò âèä (25) èëè (24). Èç ðàâåíñòâà (25) ñëåäóåò
f ′(z) = p0f1(z)+p1f

′
1(z)+p2, ãäå p0, p1, p2 ∈ A(z). Åñëè R4p0−R3p1 ≡ 0,

òî R4f
′(z)−p1f(z) = (R4p0−R3p1)f1(z)+R4p2−R5p1 ∈ A(z) è, ñëåäî-

âàòåëüíî, f(z) óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ 1-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z). Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå
6 f(z) = Pφλ(αz) + P1, ãäå P, P1 ∈ A[z], α ∈ A, λ ∈ Q, è òåîðåìà
ñïðàâåäëèâà. Åñëè R4p0 − R3p1 ̸≡ 0, òî ôóíêöèè f1(z), f ′1(z) ëèíåéíî
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè f(z), f ′(z) è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè-
÷åñêè çàâèñèìûìè íàä C(z). Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ôóíêöèÿ f1(z) èìååò
âèä (0.25) èëè (0.26), èç ðàâåíñòâà (25) ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) òàê-
æå èìååò âèä (0.25) (ñîîòâåòñòâåííî (0.26), íî óæå ñ P0, P1, P ∈ A(z).
Åñëè f(z) èìååò âèä (24), òî ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé
óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (0.26) ëèáî ôóíêöèè φλ(αz)
è φλ1

(α1z) àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû íàä C(z). Íî òîãäà ââèäó [36:6]
è ôîðìóëû (0.10) ñíîâà ïîëó÷èì, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (0.25)
èëè (0.26) ñ P0, P1, P ∈ A(z). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, âî-ïåðâûõ, ÷òî åñëè f(z) óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ (0.24) è àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìà ñ f ′(z), òî ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî (0.25) èëè (0.26) ñ P0, P1, P ∈ A(z), è, âî-âòîðûõ, ÷òî èç ýòèõ
ðàâåíñòâ ñëåäóþò âêëþ÷åíèÿ P0, P1, P ∈ A[z].

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîïîëíÿåò óòâåðæäåíèå ëåììû 9.
Ëåììà 17. Åñëè Å-ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (0.24)

è àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèò ñ f ′(z) íàä C(z), òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
y∗ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ (0.24), ëè-
íåéíî çàâèñèìîå ñ y′∗ íàä C(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [36:12, ãë. 6, ëåììà 10] îäíîðîäíîå óðàâ-
íåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèþ (0.24), èìååò ðåøåíèå y∗ òàêîå, ÷òî
åãî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ y′∗/y∗ åñòü àëãåáðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
íàä C(z). Ôóíêöèÿ v∗ = exp(az/2)y∗ ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 6
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′′ +
a1
z
y′ +

(
b∗ +

b∗1
z
+
b∗2
z2

)
y = 0, a1, b

∗, b∗1, b
∗
2 ∈ A. (33)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u = v′∗/v∗ = y′∗/y∗ + a/2. Îíà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà-
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è÷åñêîé è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ðèêêàòè

u′ + u2 +
a1
z
u+ b∗ +

b∗1
z
+
b∗2
z2

= 0. (34)

Ïóñòü b∗ ̸= 0. Äîêàæåì, ÷òî z =∞ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ
ôóíêöèè u. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íå èìååò òî÷åê
âåòâëåíèÿ âîîáùå.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ u â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = ∞ â ñòåïåííîé
ðÿä ñ ðàöèîíàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè:

u =
∞∑
k=1

ckz
rk, c1 ̸= 0, r1 > r2 > r3 > . . . (35)

Ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèå (35) â óðàâíåíèå (34), óáåæäàåìñÿ, ÷òî r1 =
0, c21 = −b∗. Åñëè íå âñå ïîêàçàòåëè rk â ðÿäó (35) öåëûå, òî ïóñòü rk1 �
íàèáîëüøèé äðîáíûé ïîêàçàòåëü òàêîé, ÷òî ck1 ̸= 0. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ
ðàçëîæåíèå (35) â óðàâíåíèå (34) è ðàññìàòðèâàÿ êîýôôèöèåíò ïðè
íàèáîëüøåé äðîáíîé ñòåïåíè z, ïîëó÷àåì c1ck1 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íàøèì äîïóùåíèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, u ∈ C(z).

Ïóñòü òåïåðü â óðàâíåíèè (33) b∗ = 0. Îáîçíà÷èâ λ1 è λ2 ïî-
êàçàòåëè ýòîãî óðàâíåíèÿ â òî÷êå z = 0, ââèäó ëåììû 10 ïîëó÷èì
a1 = 1 − λ1 − λ2, b∗2 = λ1λ2. Ôóíêöèÿ v∗∗ = z−λ1v∗ ñîãëàñíî ëåììå 6
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′′ +
1− l
z

y′ +
α

z
y = 0, (36)

ãäå l = λ2 − λ1, α = b∗1.
Åñëè α = 0, òî óðàâíåíèþ (36) óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ y ≡ 1,

à îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó (0.24) � ôóíêöèÿ y∗ =
zλ1e−az/2, îòêóäà ñíîâà ïîëó÷àåì y′∗/y∗ ∈ C(z). Åñëè α ̸= 0, òî àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ u = v′∗∗/v∗∗ = −λ/z + a/2 + y′∗/y∗ óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ Ðèêêàòè

u′ + u2 +
1− l
z

u+
α

z
= 0. (37)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (35) â óðàâíåíèå (37), óáåæäàåìñÿ, ÷òî r1 =
−1/2, c1 = +

−
√
−α, r2 = −1, c2 = l/2−1/4. Äîêàæåì, ÷òî çíàìåíàòåëè

ðàöèîíàëüíûõ ïîêàçàòåëåé â ðÿäó (35) íå ìîãóò áûòü áîëüøå, ÷åì 2.



108

Åñëè ýòî íå òàê, òî ïóñòü rk1 � íàèáîëüøèé ïîêàçàòåëü ñî çíàìåíàòå-
ëåì, ñîäåðæàùèì ïðîñòîé ìíîæèòåëü p > 2 èëè ìíîæèòåëü 2n, n > 1,
à ck1 ̸= 0. Òîãäà, ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèå (35) â óðàâíåíèå (37), ïîëó÷èì,
÷òî íàèáîëüøèé ïîêàçàòåëü ñî çíàìåíàòåëåì, ñîäåðæàùèì àíàëîãè÷-
íûé ìíîæèòåëü, ðàâåí −1/2 + rk1, à êîýôôèöèåíò ïðè ñòåïåíè z ñ
òàêèì ïîêàçàòåëåì � 2c1ck1 ̸= 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâà-
åò, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé çíàìåíàòåëü ïîêàçàòåëåé r1, r2, r3, . . . ðàâåí
2.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ u â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0:

u =
∞∑
k=1

dkz
tk, d1 ̸= 0, t1 < t2 < t3 < . . . (38)

Ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèå (38) â óðàâíåíèå (37), óáåæäàåìñÿ, ÷òî −1 6
t1 6 0, ïðè÷¼ì åñëè t1 = −1, òî d1 = l. Ïîñêîëüêó ïîðÿäêè âåòâëåíèÿ â
òî÷êàõ z = 0 è z =∞, î÷åâèäíî, ñîâïàäàþò, òî íàèáîëüøèé îáùèé çíà-
ìåíàòåëü ïîêàçàòåëåé t1, t2, t3, . . . òàêæå ðàâåí 2. Îáîçíà÷èì tk1 íàè-
ìåíüøèé ïîêàçàòåëü âèäà m+1/2, ãäå m ∈ Z. Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå
(38) â óðàâíåíèå (37), â ñëó÷àå t1 ̸= −1 ïîëó÷èì (m+3/2− l)dk1 = 0, à
â ñëó÷àå t1 = −1 ñîîòâåòñòâåííî (m+3/2+l)dk1 = 0, îòêóäà l äîëæíî
ðàâíÿòüñÿ ïîëîâèíå íå÷¼òíîãî ÷èñëà. Ïîêàçàòåëè äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (36) â òî÷êå z = 0 åñòü ÷èñëà l è 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ îáðàçóþò ôóíêöèè
f1(z) è zlf2(z), ãäå f1(z), f2(z) � íåêîòîðûå öåëûå ôóíêöèè, îïðåäå-
ëÿåìûå îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ èç C, f1(0)f2(0) ̸= 0.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèþ (36) óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè

K−l(2
√
αz) =

∞∑
n=0

(−1)nαn

n!(1− l) . . . (n− l)
zn,

zlKl(2
√
αz) = zl

∞∑
n=0

(−1)nαn

n!(l + 1) . . . (l + n)
zn,

ãäå Kλ(z) � ôóíêöèÿ Çèãåëÿ (ñì. [36:12, ñòð. 18, 19]). Îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (0.24), èìååò ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé e−az/2zλ1f1(z), e−az/2zl+λ1f2(z). Ýòè
ôóíêöèè âìåñòå ñ èñõîäíîé ôóíêöèåé f(z) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ñèñòåìó ðåøåíèé îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 3-
ãî ïîðÿäêà (2.11), ãäå m = 2. Íî ñîãëàñíî äîêàçàííîìó È. Àíäðý (ñì.
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[38:1, ñëåäñòâèå 4.4]), ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé â íàøåì
ñëó÷àå äîëæíû îáðàçîâûâàòü ôóíêöèè f(z), zα1f3(z), z

α2f4(z), ãäå
α1, α2 ∈ Q, f3(z), f4(z) � Å-ôóíêöèè. Òîãäà e−az/2f1(z) è e−az/2f2(z)
äîëæíû áûòü Å-ôóíêöèÿìè, ÷òî ïðè α ̸= 0 íåâîçìîæíî. Ëåììà 17
äîêàçàíà.

Çàïèñàâ ôóíêöèþ u = y′∗/y∗ = P/S â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ
äðîáåé è ïîäñòàâèâ å¼ â óðàâíåíèå (34), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî S =
z(z − α1) . . . (z − αl), α1, . . . , αl ∈ C, y′∗/y∗ = P/S = b0 + b/z +∑l

j=1 1/(z − αj), b0, b ∈ A.
Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f â âèäå

f = y∗

∫
w dz. (39)

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (39), ïîëó÷àåì

f ′ =
P

S
f + y∗w, (40)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî y∗wS åñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ. Ïîäñòàâèâ ðàâåíñòâî
(39) â óðàâíåíèå (0.24), ïîëó÷èì, ÷òî w′ = (−2y′∗/y∗−a−a1/z)w+(c+
c1/z)/y∗, à ôóíêöèÿ y∗wS ñîãëàñíî ëåììå 4 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
y′ = (S ′/S − a− a1/z − P/S)y + (c+ c1/z)S, ðàâíîñèëüíîìó

y′ =

(
a∗ +

a∗1
z

)
y +

(
c+

c1
z

)
S, a∗, a∗1, c, c1 ∈ A.

Ñëåäîâàòåëüíî, y∗wS = b1φλ(αz) + P1, ãäå α, λ ∈ A, b1 ∈ C, P1 ∈ C[z]
(ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6). Îòñþäà è óðàâíåíèÿ (40) ïîëó÷èì,
÷òî Å-ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′ =
P

S
y +

b1
S
φλ(αz) +

P1

S
. (41)

Ñîãëàñíî ëåììå 2.1, b1 ∈ A, P, P1, S ∈ A[z]. Òîãäà ââèäó óðàâíåíèÿ
(40) y∗wS åñòü Å-ôóíêöèÿ, à λ ∈ Q.

Èç ðàâåíñòâà (41) è óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè f(z) è
φλ(αz) àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû íàä C(z). ÏóñòüG(x) = xr+ur−1x

r−1+
· · ·+u1x+u0 � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ôóíêöèè f(z) íàä ïîëåì P =
C(z, φλ(αz)). Ñîïðÿæ¼ííûå íàä P ñ f(z) ôóíêöèè f1 = f(z), f2, . . . , fr
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (41) (ñì. [36:12, ãë. 9, ñëåäñòâèå èç ëåììû
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2]). Ñëåäîâàòåëüíî, f2 = f + c2ψ, . . . , fr = f + crψ, ãäå ψ = eb0zzb−1S
� ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′ = (P/S)y, ci ̸= cj ̸= 0 ïðè i ̸= j.
Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé fj, j = 2, . . . , r â
òîæäåñòâî G(fj)−G(f) = 0, èìååì

rf r−1cjψ + · · ·+ (cjψ)
r + ((r − 1)f r−2cjψ + · · ·+ (cjψ)

r−1)ur−1 + · · ·+

+(2fcjψ + (cjψ)
2)u2 + cjψu1 = 0, j = 2, 3, . . . , r,

÷òî ðàâíîñèëüíî

(cjψ)
r−1 + (cjψ)

r−2vr−2 + · · ·+ cjψv1 + v0 = 0, j = 2, 3, . . . , r,

vk ∈ P[f ], k = 0, 1, . . . , r − 2, vr−2 = rf + ur−1.

Ïðè r = 2 îòñþäà èìååì c2ψ + 2f + u1 = 0. Åñëè r > 3, òî ïîëó÷åí-
íûå ðàâåíñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåîäíîðîä-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé ψr−1, ψr−2vr−2,
. . . , ψv1, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ êîòîðîé åñòü îïðåäå-
ëèòåëü Âàíäåðìîíäà V = V (c2, . . . , cr) ̸= 0, óìíîæåííûé íà c2 . . . cr ̸=
0. Ñîãëàñíî ïðàâèëó Êðàìåðà,

ψr−1D = −v0

∣∣∣∣∣∣
1 cr−22 . . . c2
... ... . . . ...
1 cr−2r . . . cr

∣∣∣∣∣∣ , ψr−2vr−2D = −v0

∣∣∣∣∣∣
cr−12 1 . . . c2
... ... . . . ...

cr−1r 1 . . . cr

∣∣∣∣∣∣ ,
ãäå D = c2 . . . crV . Óìíîæèâ ïåðâîå ðàâåíñòâî íà vr−2 è ðàçäåëèâ íà
âòîðîå, ïîëó÷èì ψ = c∗vr−2 = c∗(rf + ur−1), c∗ ∈ C. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè ëþáîì r ∈ N f(z) = c∗eb0zzb−1S + u∗, ãäå c∗ ∈ C, u∗ ∈ P. Ââè-
äó àëãåáðàè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèé f(z) è φλ(αz) ýòî âîçìîæíî
ëèøü â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ (ñì. [36:12, ãë. 5, ëåììà 6]):
1. λ ̸∈ Z+, c∗ = 0, f(z) ∈ P.
2. λ = k ∈ Z+, α = σb0, σ ∈ Q, f(z) ∈ C(z, eα∗z), α∗ ∈ A.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 1. Ïóñòü f(z) = A/B, ãäå

A = Akφ
k
λ(αz)+· · ·+A1φλ(αz)+A0, B = Bnφ

n
λ(αz)+· · ·+B1φλ(αz)+B0,

A0, . . . , Ak, B0, . . . , Bn ∈ C[z], k, n ∈ Z+. Äîêàæåì, ÷òî n = 0. Äèôôå-
ðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî Bf = A, ñ ó÷¼òîì (41) ïîëó÷èì(

B′ +
P

S
B

)
f = A′ − (b1φλ(αz) + P1)

B

S
. (42)
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Îòñþäà, ïîñêîëüêó ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíàB′+PB/S îòíîñèòåëüíî φλ(αz)
íå ïðåâîñõîäèò ñòåïåíè B, ñëåäóåò, ÷òî ýòè ìíîãî÷ëåíû îòëè÷àþòñÿ
äðóã îò äðóãà ìíîæèòåëåì èç C(z). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n > 1. Òîãäà

(B′n + n(α− λ/z)Bn + (P/S)Bn)/Bn =

= (B′n−1 + (n− 1)(α− λ/z)Bn−1 + (P/S)Bn−1 + (nλ/z)Bn)/Bn−1,

÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

B′n
Bn

+ α− λ

z
=
B′n−1
Bn−1

+
nλBn

zBn−1
. (43)

Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû Bn è Bn−1 èìåþò ÷èñëî 0 êîðíåì êðàòíîñòè, ñî-
îòâåòñòâåííî, l > 0 è l1 > 0. Òàê êàê â ðàçëîæåíèè íà ïðîñòåéøèå
äðîáè ëåâîé (à ñëåäîâàòåëüíî, è ïðàâîé) ÷àñòè ðàâåíñòâà (43) ìîãóò
ïðèñóòñòâîâàòü òîëüêî äðîáè ñ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè â çíàìåíàòåëå,
òî l1 6 l. Åñëè l1 < l, òî λ ∈ N, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ïî-
ýòîìó l1 = l. Åñëè ξ ̸= 0 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Bn, òî èç ðàâåíñòâà
(43) ñëåäóåò, ÷òî îí äîëæåí áûòü òàêæå êîðíåì ìíîãî÷ëåíà Bn−1 íå
ìåíüøåé êðàòíîñòè. Íî òîãäà degBn 6 degBn−1 è èç (43) ïîëó÷àåì,
÷òî α = 0, f(z) ∈ C[z]. Òàêèì îáðàçîì, äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
n = 0, B ∈ C[z].

Äîïóñòèì, ÷òî k > 3. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (42) ïîëó÷èì

(A′k+k(α−λ/z)Ak)/Ak = (A′k−1+(k−1)(α−λ/z)Ak−1+(kλ/z)Ak)/Ak−1,

÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

A′k
Ak

+ α− λ

z
=
A′k−1
Ak−1

+
kλAk

zAk−1
.

Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî (43), äåëàåì
âûâîä, ÷òî k 6 2,

f(z) =
P2

P5
φ2
λ(αz) +

P3

P5
φλ(αz) +

P4

P5
, (44)

ãäå P2, . . . , P5 � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû èç C[z]. Ñîãëàñíî ëåììå
2.1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P2, . . . , P5 ∈ A[z]. Ìíîãî÷ëåí P5 íå ìîæåò
èìåòü êîðíåì ÷èñëî ξ ∈ A \ {0}, òàê êàê îòñþäà ñëåäîâàëî áû, ÷òî
φλ(αξ) ∈ A. Ïîýòîìó P5 = zl, l ∈ Z+. Íî òîãäà, âûðàæàÿ φλ(αz) ÷åðåç
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φλ+l(αz) ïî ôîðìóëå (0.10), ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû â ÷èñëèòåëå
ïðåîáðàçîâàííîé ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (44) òàêæå äåëÿòñÿ íà zl.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî.

Ñëó÷àé 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ 1 ñ òîé ëèøü ðàçíè-
öåé, ÷òî ïðè λ = 0 ê ïðîòèâîðå÷èþ äîëæíû ïðèâîäèòüñÿ óòâåðæäåíèÿ,
÷òî ìíîãî÷ëåí B ñîäåðæèò õîòÿ áû äâà ÷ëåíà ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé îò-
íîñèòåëüíî eα∗z = φ0(α∗z), à ìíîãî÷ëåí A � áîëåå äâóõ òàêèõ ÷ëåíîâ
ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ ñòåïåíåé. Â ðåçóëüòàòå âìåñòî ðàâåíñòâà (44)
ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

f(z) =
P2

P5
φ0(α∗lz) +

P3

P5
φ0(α∗sz) +

P4

P5
, P2, . . . , P5 ∈ A[z], l, s ∈ Z,

è, ïîâòîðÿÿ îñòàâøèåñÿ ðàññóæäåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñëó÷àÿ 1, çà-
âåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 11.
Åñëè ôóíêöèè f(z) è f ′(z) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàäC(z), òî

óòâåðæäåíèå òåîðåìû 11 ñëåäóåò èç òåîðåìû I À.Á.Øèäëîâñêîãî. Åñëè
æå îíè àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû, òî ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 11 ôóíê-
öèÿ f(z) èìååò âèä (0.25), ãäå σαP0P1 ̸≡ 0, σ ̸= 1, ëèáî âèä (0.26), ãäå
αP0 ̸≡ 0. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî íàéòè äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò òàêàÿ ôóíêöèÿ è äîêàçàòü
ñëåäóþùèå äâå ëåììû.

Ëåììà 18. Ôóíêöèÿ f(z), èìåþùàÿ âèä (0.25), óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèÿì

y′ =

(
P ′0 +

(
α− k

z

)
P0

)
φk(αz) +

(
P ′1 +

(
σα− k

z

)
P1

)
φk(σαz)+

+
k

z
P0 +

k

z
P1 + P ′, (45)

y′ =

(
α− k

z
+
P ′0
P0

)
y + Tφk(σαz) +R,

y′′ =

(
(σ + 1)α− 2k

z
+
P ′0
P0

+
T ′

T

)
y′ +R1y +R2, (46)

ãäå

T = P ′1 +

(
(σ − 1)α− P ′0

P0

)
P1, R,R1, R2 ∈ A(z).
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Ëåììà 19. Ôóíêöèÿ f(z), èìåþùàÿ âèä (0.26), óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèÿì

y′ =

(
P ′0 + 2

(
α− λ

z

)
P0

)
φ2
λ(αz)+

+

(
P ′1 +

(
α− λ

z

)
P1 +

2λ

z
P0

)
φλ(αz) +

λ

z
P1 + P ′, (47)

y′ =

(
2

(
α− λ

z

)
+
P ′0
P0

)
y + Tφλ(αz) +R,

y′′ =

(
3

(
α− λ

z

)
+
P ′0
P0

+
T ′

T

)
y′ +R1y +R2, (48)

ãäå

T = P ′1 +

(
−α+

λ

z
− P ′0
P0

)
P1 +

2λ

z
P0, R,R1R2 ∈ A(z).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 11 ðàöèîíàëüíûå ôóíê-
öèè, ÿâëÿþùèåñÿ êîýôôèöèåíòàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (45)
� (48), îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Äîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà ξ ∈ A\{0},
äëÿ êîòîðîé ÷èñëà f(ξ), f ′(ξ) è 1 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè íàä
A, åñòü îñîáàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ (0.27). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ëèíåé-
íîé íåçàâèñèìîñòè íàä A çíà÷åíèé ôóíêöèé φk(αz), φk(σαz) (ñîîò-
âåòñòâåííî φλ(αz), φ2

λ(αz)) è 1 â òî÷êå ξ èç ðàâåíñòâ (0.25), (0.26),
(45), (47) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà f(ξ), f ′(ξ) è 1 ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð {P0(ξ), P1(ξ)} êîëëèíåàðåí, ñîîòâåòñòâåí-
íî, âåêòîðàì{

P ′0(ξ) +

(
α− k

ξ

)
P0(ξ), P ′1(ξ) +

(
σα− k

ξ

)
P1(ξ)

}
, (49){

P ′0(ξ) + 2

(
α− λ

ξ

)
P0(ξ), P ′1(ξ) +

(
α− λ

ξ

)
P1(ξ) +

2λ

ξ
P0(ξ)

}
.

(50)
Åñëè P0(ξ) = 0, P1(ξ) ̸= 0, òî îòñþäà P ′0(ξ) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ξ
åñòü íóëü ìíîãî÷ëåíà P0 êðàòíîñòè íå ìåíüøå ÷åì 2. Íî òîãäà ξ �
ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè T è êîýôôèöèåíòà ïðè y′ â óðàâíåíèè
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(46) (ñîîòâåòñòâåííî (48)). Ñëó÷àé P1(ξ) = 0, P0(ξ) ̸= 0 äëÿ ôóíê-
öèè f(z) âèäà (0.25) ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî, à äëÿ ôóíêöèè âèäà
(0.26) â ñèëó ïðîïîðöèîíàëüíîñòè âåêòîðîâ {P0(ξ), P1(ξ)} è (50) èìååì
P ′1(ξ) + (2λ/ξ)P0(ξ) = 0. Íî òîãäà ξ � íóëü ôóíêöèè T è ïîëþñ 1-ãî
ïîðÿäêà êîýôôèöèåíòà ïðè y′ â óðàâíåíèè (48). Åñëè P0(ξ)P1(ξ) ̸= 0,
òî â ñèëó ïðîïîðöèîíàëüíîñòè âåêòîðîâ {P0(ξ), P1(ξ)} è (49) (ñîîòâåò-
ñòâåííî (50)) èìååì, ñîîòâåòñòâåííî,

P ′1(ξ)

P1(ξ)
− P ′0(ξ)

P0(ξ)
+ (σ − 1)α = 0,

P ′1(ξ)

P1(ξ)
− P ′0(ξ)

P0(ξ)
+

2λ

ξ

P0(ξ)

P1(ξ)
− α +

λ

ξ
= 0.

Îòñþäà T (ξ) = 0 è òî÷êà ξ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì 1-ãî ïîðÿäêà êî-
ýôôèöèåíòà ïðè y′. Åñëè, íàêîíåö, P0(ξ) = P1(ξ) = 0, òî ξ � íåîñîáàÿ
òî÷êà ôóíêöèè T è âíîâü ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà êîýôôèöèåíòà ïðè y′.
Òåîðåìà 11 äîêàçàíà.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 9.
Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ

f(z), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (0.22) èëè (0.23) (ãäå Å-ôóíêöèÿ f1(z)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (0.24)), ÿâëÿåòñÿ Å-ôóíêöèåé, ëèíåéíî çà-
âèñèìîé ñ f ′(z), f ′′(z) è 1 íàä C(z).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ëåììå
16 âñÿêàÿ Å-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (0.27), èìååò âèä
(24) ëèáî

f(z) =
P0

P3
f1(z) +

P1

P3
f ′1(z) +

P2

P3
, (51)

ãäå P0, . . . , P3 � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû èç A[z], f1(z) � Å-
ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (0.24). Åñëè ôóíêöèè f1(z),
f ′1(z) è 1 ëèíåéíî çàâèñèìû íàä C(z), òî ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâî-
ðÿåò ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ 1-ãî ïîðÿäêà ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè èç C(z), è äîêàçûâàåìàÿ òåîðåìà ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè f1(z), f ′1(z) è 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä
C(z). Ìíîãî÷ëåí P3 íå ìîæåò èìåòü êîðíåì ÷èñëî ξ ∈ A \ {0}, òàê
êàê îòñþäà ñëåäîâàëà áû ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ÷èñåë f1(ξ), f

′
1(ξ) è

1 íàä A, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 11. Ïîýòîìó P3 = zl, l ∈ Z+.
Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P4 ∈ A[z], degP4 6 l, òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ
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g(z) = (f1(z)−P4)/z
l+1 ÿâëÿåòñÿ öåëîé è, ñëåäîâàòåëüíî, Å-ôóíêöèåé.

Òîãäà f1(z) = zl+1g(z) + P4 è, ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (51), ïî-
ëó÷èì f(z) = P5g(z) + P6g

′(z) + P7, ãäå P5, P6, P7 ∈ A[z]. Ïîâòîðÿÿ
êîíåö äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 14, çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ g(z) ëèáî
g(z)+ c, ãäå c ∈ A, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (0.24). Åñëè æå f(z) èìå-
åò âèä (24), òî ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî, ñ èñïîëüçîâàíèåì
â ñëó÷àå P3 = zl ðàâåíñòâà (0.10). Òåîðåìà 9 äîêàçàíà.

�4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 13

Ëåììà 20. Ïðîèçâîäíàÿ Å-ôóíêöèè, ïîëó÷àåìîé ñ ïîìîùüþ îïå-
ðàöèé, ïåðå÷èñëåííûõ â óñëîâèè òåîðåìû 13, èç àëãåáðàè÷åñêèõ êîí-
ñòàíò è ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ Å-ôóíêöèé lFq(z) ïðè íåêîòîðîì íà-
áîðå ïàð (l, q), ìîæåò áûòü âûðàæåíà òàêèì æå ñïîñîáîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàçîâ¼ì Å-ôóíêöèþ f(z) ôóíêöèåé k-é ñòóïå-
íè, åñëè îíà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ k îïåðàöèé, îïèñàííûõ â óñëîâèè
ëåììû 20, ãäå k � íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ. Åñëè k = 0, òî ëåììà
ñïðàâåäëèâà ââèäó ðàâåíñòâà

lF
′
q

(
ν1, . . . , νl
λ1, . . . , λq

∣∣∣∣ z) =
ν1 . . . νl
λ1 . . . λq

lFq

(
ν1 + 1, . . . , νl + 1

λ1 + 1, . . . , λq + 1

∣∣∣∣ z)
(ñì. [22:1, ï. 5.2.2]). Ïóñòü ëåììà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ ôóíêöèé ñ
âåëè÷èíîé ñòóïåíåé k 6 n − 1, n ∈ N, äîêàæåì å¼ äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ôóíêöèè f(z) ñòóïåíè n. Åñëè f(z) = f1(z) ± f2(z), f(z) =
f1(z)f2(z), f(z) = f1(αz), ãäå f1(z), f2(z) � ôóíêöèè ñòóïåíè n− 1, òî
øàã èíäóêöèè, î÷åâèäíî, ïðîõîäèò. Ïóñòü f(z) =

∑∞
n=0 an(a)n/(b)nz

n,
à f1(z) =

∑∞
n=0 anz

n � ôóíêöèÿ ñòóïåíè n − 1. Òàê êàê ôóíêöèÿ
f ′1(z) =

∑∞
n=1 nanz

n−1 ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ âûðà-
æàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé, îïèñàííûõ â óñëîâèè ëåììû 20, òî è

f ′(z) =
∞∑
n=1

nan
(a)n
(b)n

zn−1 =
a

b

∞∑
n=1

nan
(a+ 1)n−1
(b+ 1)n−1

zn−1,

î÷åâèäíî, âûðàæàåòñÿ òàêèì æå îáðàçîì. Ëåììà 20 äîêàçàíà.
Ââèäó òåîðåìû 9, ëåììû 20 è òîãî, ÷òî ïðè ν ∈ Z− Aµ,ν ∈ Q[z],

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 13 äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè â ñëó÷àå, êîãäà Å-
ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (0.24). Åñëè îáîçíà÷èòü λ, λ1
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ïîêàçàòåëè ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ â òî÷êå z = 0, òî óðàâíåíèå (0.24) ïðèìåò âèä

y′′ +

(
a+

1− λ− λ1
z

)
y′ +

(
b+

b1
z
+
λλ1
z2

)
y = c+

c1
z
. (52)

Ïóñòü λ ∈ N. Êàê óñòàíîâëåíî â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 14,
íàéä¼òñÿ Å-ôóíêöèÿ f∗(z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ âèäà (0.24) è
òàêàÿ, ÷òî f(z) = zλf∗(z)+P, P ∈ A[z]. Òàê êàê f∗(z) = z−λ(f(z)−P ),
òî ïîêàçàòåëè îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî óðàâíåíèþ, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò f∗(z), ñîãëàñíî ëåì-
ìàì 6 è 10, ðàâíû 0 è λ1 − λ. Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåéøåì ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ëèáî (λ, λ1) = (0, 0), ëèáî λ /∈ Z+.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(z) = z−λeαzf(z), ãäå α2 − aα + b = 0.
Ñîãëàñíî ëåììå 6 îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′′ +

(
a− 2α+

1 + λ− λ1
z

)
y′ +

b1 + aλ− α(1 + λ− λ1)
z

y =

= cz−λeαz + c1z
−λ−1eαz.

Òîãäà ôóíêöèÿ g1(z) = g(z/(2α − a)) = z−λf1(z), ãäå f1(z) = a1e
α1z

f(z/(2α− a)), α1 = α/(2α− a), a1 ∈ A, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

y′′ +

(
−1 + 1 + λ− λ1

z

)
y′ − a2

z
y = a3z

−λeα1z + a4z
−λ−1eα1z, (53)

zy′′ + (−z + 1 + λ− λ1)y′ − a2y = a3z
1−λeα1z + a4z

−λeα1z. (54)

Äîêàæåì, ÷òî λ, λ1, a2 ∈ Q. Ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî (52), îáðàçóþò ôóíêöèè zλf2(z)
è zλ1f3(z) ëèáî, åñëè λ − λ1 ∈ Z, zλf2(z) è zλ(f2(z) ln z + f3(z)), ãäå
f2(z), f3(z) � öåëûå ôóíêöèè (ñì., íàïðèìåð, [12:1, ãë. 4, �� 3, 4]). Âñÿ-
êîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (52), êàê è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíî-
ìó óðàâíåíèþ 3-ãî ïîðÿäêà (2.11) ïðè m = 2. Òîãäà ôóíêöèè f(z),
zλf2(z) è zλ1f3(z) (ëèáî zλ(f2(z) ln z+f3(z))) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ýòîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ. Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó È. Àíäðý ([38:1, ñëåäñòâèå 4.4 è çàìå÷àíèå
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íà ñòð. 746]) λ, λ1 ∈ Q, à f2(z) åñòü Å-ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, Å-
ôóíêöèÿ f2(z/(2α− a))eα1z óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó (53). Åñëè âçÿòü λ > λ1, òî ïî-
êàçàòåëÿìè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ áóäóò ÷èñëà 0 è λ1−λ 6 0. Ïîýòîìó
âñÿêîå åãî öåëîå ðåøåíèå äîëæíî áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî A1+λ−λ1,a2(z).
Íî òîãäà A1+λ−λ1,a2(z) åñòü Å-ôóíêöèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. [10:2]),
a2 ∈ Q.

Âûðàçèì f(z) ÷åðåç ôóíêöèè Êóììåðà ìåòîäîì âàðèàöèè ïî-
ñòîÿííûõ. Â ñëó÷àå λ − λ1 /∈ Z îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâó-
þùåå (53), èìååò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé {A1+λ−λ1,a2(z);
zλ1−λA1+λ1−λ,a2+λ1−λ(z)} è âðîíñêèàí (λ1−λ)zλ1−λ−1ez (ñì. [22:1, ï. 7.5]
èëè ëåììó 4.6). Îòñþäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

f(z/(2α− a)) =

= a5A1+λ−λ1,a2(z)z
λe−α1z

∫
z−λ(a3z + a4)e

(α1−1)zA1+λ1−λ,a2+λ1−λ(z) dz+

+a6A1+λ1−λ,a2+λ1−λ(z)z
λ1e−α1z

∫
z−λ1(a3z + a4)e

(α1−1)zA1+λ−λ1,a2(z) dz.

Íî â ñëó÷àå λ− λ1 ∈ Z ïîñëåäíåå ðàññóæäåíèå íåêîððåêòíî, òàê êàê,
íàïðèìåð, ïðè λ = λ1 íå ÿñíî, êàê âûðàçèòü ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ (53) (ñì. [22:1, ï. 7.5]).

Ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (54) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëà-
ñà, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè v(z) =

∑∞
n=0 anz

n ôóíêöèþ

v (̂z) =

∫ ∞
0

v(t)e−zt dt =
∞∑
n=0

n!an
zn+1

(ñì., íàïðèìåð, [13:1, ãë. 2]). Èç ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà (ñì.
òàì æå) ñëåäóåò, ÷òî

(zv)̂ = −(v )̂′; (v′)̂ = zvˆ− v(0); z

(∫ z

0

v(t) dt

)
ˆ
= v ;̂

(zv′)̂ = −z(v )̂′ − v ;̂ (zv′′)̂ = −z2(v )̂′ − 2zvˆ+ v(0). (55)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ôîðìàëüíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïå-
íåé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè κ ∈ C, Reκ > −1 èìååì (zκ )̂ =
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Γ(κ+1)z−κ−1 (ñì. [13:1, ãë. 2, �4]). Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà èìååò ñìûñë ïðè âñåõ κ ∈ C, −κ /∈ N, òî ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñòåïåííîãî ðÿäà g(z) = zκ

∑∞
n=0 anz

n

ðàâåíñòâîì

g (̂z) =

(
zκ

∞∑
n=0

anz
n

)
ˆ
=

∞∑
n=0

an(z
n+κ )̂ =

∞∑
n=0

anΓ(κ+n+1)z−κ−n−1 =

= Γ(κ + 1)z−κ−1
∞∑
n=0

(κ + 1) . . . (κ + n)an
zn

, (56)

ãäå κ ∈ C, −κ /∈ N. Åñëè κ /∈ Z−, òî âìåñòî ôîðìóë (55) ïîëó÷èì

(zg)̂ = −(g )̂′; (g′)̂ = zg ;̂ z

(∫ z

0

g(t) dt

)
ˆ
= g ;̂

(zg′)̂ = −z(g )̂′ − g ;̂ (zg′′)̂ = −z2(g )̂′ − 2zg .̂ (57)

Ïåðâûå äâà èç ðàâåíñòâ (57) äîêàçûâàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåð-
êîé, ïóò¼ì ïîäñòàíîâêè g(z) = zκ, κ /∈ Z−, îñòàëüíûå ÿâëÿþòñÿ èõ
ñëåäñòâèåì. Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ê ðà-
âåíñòâó (54), ãäå y = g1(z), ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâ (57) â ñëó÷àå (λ, λ1) ̸=
(0, 0) è ðàâåíñòâ (55) â ñëó÷àå (λ, λ1) = (0, 0) ïîëó÷èì

(−z2+ z)(y )̂′+(1−a2+(λ−λ1− 1)z)yˆ = a3(z
1−λeα1z )̂ +a4(z

−λeα1z )̂ ,

(y )̂′+

(
1− a2
z

+
λ− λ1 − a2

1− z

)
yˆ =

1

z − z2
(a3(z

1−λeα1z )̂ +a4(z
−λeα1z )̂ ).

Òîãäà ââèäó ëåììû 4

(z−λy )̂′

Γ(1− λ)
+

(
1− a2 + λ

z
+
λ− λ1 − a2

1− z

)
z−λyˆ

Γ(1− λ)
=

=
1

z − z2

(
1− λ
z

a3z
1−λ

Γ(2− λ)
(z1−λeα1z )̂ +

a4z
−λ

Γ(1− λ)
(z−λeα1z )̂

)
. (58)

Èç ðàâåíñòâ (56) è 1/zn+1 = (zn)̂ /n! ñëåäóåò, ÷òî ïðè α ∈ C, −α /∈ N

zα

Γ(α+ 1)

(
zα

∞∑
n=0

anz
n

)
ˆ
=

( ∞∑
n=0

(α + 1) . . . (α+ n)

n!
anz

n

)
ˆ
. (59)
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Ïîýòîìó

z1−λ(z1−λeα1z )̂

Γ(2− λ)
= (A1,2−λ(α1z))̂ ;

z−λ(z−λeα1z )̂

Γ(1− λ)
= (A1,1−λ(α1z))̂ ,

à ôóíêöèÿ Φ, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì Φˆ = z−λ(g1(z))̂ /Γ(1 − λ),
ÿâëÿåòñÿ Å-ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ñîãëàñíî (58) óðàâíåíèþ

(Φ )̂′ +

(
1− a2 + λ

z
+
λ− λ1 − a2

1− z

)
Φˆ=

=
1

z − z2
(a7
z
(A1,2−λ(α1z))̂ + a4(A1,1−λ(α1z))̂

)
. (60)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè λλ1 ̸= 0 Φ(0) = v(0) = 0, à ïðè λλ1 = 0 ñîãëàñíî
íàøèì äîïóùåíèÿì λ1 = 0. Óìíîæèâ (60) íà z−z2, ñ ïîìîùüþ ôîðìóë
(55) ïîëó÷èì

(zΦ′′)̂ + ((−z + 1− λ1)Φ′)̂ − (a2 − λ)Φˆ = a4(A1,1−λ(α1z))̂ +

+ a7

(∫
A1,2−λ(α1z) dz

)
ˆ
,

îòêóäà

Φ′′+

(
−1 + 1− λ1

z

)
Φ′−a2 − λ

z
Φ =

a4
z
A1,1−λ(α1z)+

a7
z

∫
A1,2−λ(α1z) dz.

(61)
Åñëè a2 − λ ∈ Z−, òî ôóíêöèÿ A1−λ1,a2−λ(z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ îä-
íîðîäíîìó óðàâíåíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó (61), ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì
ñòåïåíè k = λ − a2. Òîãäà ââèäó (59) íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí P ñòå-
ïåíè k ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî
ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

Q2y
′′ +Q1y

′ +Q0y = Qeα1z, Q2, Q1, Q0, Q ∈ A[z], (62)

êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ f1(z). Ñîãëàñíî ëåììå 7 ôóíêöèÿ
f
(k)
1 (z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèÿ, à ôóíêöèÿ P (k) ≡
c ∈ A óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùåìó (62) îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ.
Ïîñëåäíåå âîçìîæíî òîëüêî ïðè Q0 ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ëåììû
4 è òåîðåìû 6 e−α1zf

(k+1)
1 (z) = P1φλ2

(z) + P2, ãäå P1, P2 ∈ A[z], λ2 ∈
Q. Îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 13 â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå.
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Ïóñòü òåïåðü ν = a2−λ /∈ Z−. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþΨ, òàêóþ, ÷òî
zν−1(zν−1Ψ)̂ /Γ(ν) = Φ .̂ Ââèäó ðàâåíñòâà (59) ôóíêöèÿ Ψ ÿâëÿåòñÿ Å-
ôóíêöèåé è, êðîìå òîãî,

(A1,2−λ(z))̂ =
zν+1(zν+1Aν+2,2−λ(z))̂

Γ(ν + 2)
; (A1,1−λ(z))̂ =

zν(zνAν+1,1−λ(z))̂

Γ(ν + 1)
.

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (60) â âèäå(
zν−1

Γ(ν)
(zν−1Ψ)̂

)′
+

(
1− a2 + λ

z
+
λ− λ1 − a2

1− z

)
zν−1

Γ(ν)
(zν−1Ψ)̂ =

=
1

1− z

(
a7 z

ν−1

Γ(ν + 2)
(zν+1Aν+2,2−λ(α1z))̂ +

a4 z
ν−1

Γ(ν + 1)
(zνAν+1,1−λ(α1z))̂

)
,

îòêóäà ñîãëàñíî ëåììå 4

((zν−1Ψ)̂ )′ +
λ− λ1 − a2

1− z
(zν−1Ψ)̂ =

=
1

1− z
(
a8(z

ν+1Aν+2,2−λ(α1z))̂ + a9(z
νAν+1,1−λ(α1z))̂

)
,

(1− z)((za2−λ−1Ψ)̂ )′ + (λ− λ1 − a2)(za2−λ−1Ψ)̂ =

= a8(z
a2−λ+1Aa2−λ+2,2−λ(α1z))̂ + a9(z

a2−λAa2−λ+1,1−λ(α1z))̂ .

Èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ñ ó÷¼òîì ôîðìóë (57) ñëåäóåò

(za2−λ−1Ψ)′ +

(
−1 + 1− a2 + λ− λ1

z

)
za2−λ−1Ψ =

= za2−λ−1(a8zAa2−λ+2,2−λ(α1z) + a9Aa2−λ+1,1−λ(α1z)),

îòêóäà ñîãëàñíî ëåììå 4

(z−λ1e−zΨ)′ = z−λ1e−z(a8zAa2−λ+2,2−λ(α1z) + a9Aa2−λ+1,1−λ(α1z)),

Ψ = ezzλ1

∫
z−λ1e−z(a8zAa2−λ+2,2−λ(α1z) + a9Aa2−λ+1,1−λ(α1z)) dz.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f1(z) ïîëó÷àåòñÿ èç Ψ ïóò¼ì óìíîæåíèÿ n-ãî ÷ëå-
íà ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ íà (ν)n/(1− λ)n, òåîðåìà 13 äîêàçàíà.
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Ãëàâà 4. Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé

�1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 14 è 15

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ (ëèáî, ïðè l > q, ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé
ðÿä) zγlφq(ν⃗; λ⃗;αz

p), ãäå ν⃗ ∈ Cl, λ⃗ ∈ (C \ Z−)q, α, γ ∈ C, l, q ∈ Z+,
l + q ̸= 0, p ∈ Z, óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ(

q∏
i=1

(δ + p(λi − 1)− γ)− αpq−lzp
l∏

i=1

(δ + pνi − γ)

)
y = pqzγ

q∏
i=1

(λi−1),

ïóñòîå ïðîèçâåäåíèå ñêîáîê ðàâíî 1.
Ñëåäñòâèå 1. Ôóíêöèÿ (ëèáî ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä)

zγlφq(ν⃗; λ⃗; z), ãäå γ ∈ C, óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ

L(ν⃗ − γ; λ⃗− γ; z) y = (λ1 − 1) . . . (λq − 1)zγ.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè λi − λk /∈ Z, i ̸= k, q > max(1, l), òî ôóíê-
öèè (0.29) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
L(ν⃗; λ⃗; z) y = 0 áåç îãðàíè÷åíèÿ λ1 = 1.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè λi−λk /∈ Z, i ̸= k, q > max(1, l), òî ôóíêöèè
(0.29), óìíîæåííûå íà zγ, ãäå γ ∈ C, îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ
ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ L(ν⃗ − γ; λ⃗− γ; z)y = 0.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè λi − λk /∈ Z, i ̸= k, q > max(1, l), òî ôóíê-
öèè (0.30) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
L(ν⃗; λ⃗;αzp) y = 0.

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè νi−νk /∈ Z, i ̸= k, òî l ôîðìàëüíûõ ñòåïåí-
íûõ ðÿäîâ

z−νkqFl−1(νk + 1− λ⃗; νk + 1− ν⃗; (−1)q−l/z), k = 1, . . . , l

ëèíåéíî íåçàâèñèìû è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ L(ν⃗; λ⃗; z) y = 0 áåç
îãðàíè÷åíèÿ λ1 = 1 (êàê â [22:1, ï. 5.7.1, ôîðìóëà (8)]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî [36:12, ãë. 5, �1], ïîëó÷èì

(δ + pa− γ)zpn+γ = p(n+ a)zpn+γ, a ∈ C, n ∈ Z+,

q∏
i=1

(δ + p(λi − 1)− γ) y = pqzγ
q∏

i=1

(λi − 1)+
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+αpqzp
∞∑
n=0

(ν1)n+1 . . . (νl)n+1

(λ1)n . . . (λq)n
αnzpn+γ,

l∏
i=1

(δ + pνi − γ) y = pl
∞∑
n=0

(ν1)n+1 . . . (νl)n+1

(λ1)n . . . (λq)n
αnzpn+γ,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. Ñëåäñòâèå 2 ïîëó÷àåòñÿ èç òîãî,
÷òî ôóíêöèè

z1−λk
lφq(ν⃗ + 1− λk; λ⃗+ 1− λk; z), k = 1, . . . , q,

ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ L(ν⃗; λ⃗; z)y = 0, ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû íàä C è ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå (0.29), òàê êàê
k-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà λ⃗+1− λk ðàâíà 1. Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå
λi − λk /∈ Z ñóùåñòâåííî: ïðè λi = λk ñðåäè ôóíêöèé (0.29) íàéäóòñÿ
îäèíàêîâûå, à ïðè λi − λk ∈ Z \ {0} íå âñå èç íèõ îïðåäåëåíû.

Ëåììà 2. Ïóñòü δ = zd/dz, P (x) ∈ C[x], ζ, θ � ïðîèçâîëüíûå
àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îò z, θ ̸≡ 0. Òîãäà

P (δ + ζ) ◦ θ = θP

(
δ + ζ +

zθ′

θ

)
.

Ñëåäñòâèå 1.Ïóñòü f, b, θ � ïðîèçâîëüíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíê-
öèè, ïðè÷¼ì θ ̸≡ 0, à f óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ L(ν⃗; λ⃗;αzp)y = b,
ãäå ν⃗ ∈ Cl, λ⃗ ∈ Cq, α ∈ C, p ∈ N. Òîãäà ôóíêöèÿ θf óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

L

(
ν⃗ − zθ′

θp
; λ⃗− zθ′

θp
;αzp

)
y = bθ.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ν⃗ ∈ Cl, λ⃗ ∈ Cq, q > max(1, l), α ∈ C,
p ∈ N, f1, . . . , fq � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

L(ν⃗ + 1− λs; λ⃗+ 1− λs;αzp)y = 0, 1 6 s 6 q.

Òîãäà ôóíêöèè z(1−λs)pf1, . . . , z
(1−λs)pfq îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ

ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ L(ν⃗; λ⃗;αzp)y = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ

P (x) = a(x+ α1) . . . (x+ αn), (δ + ζ + α) ◦ θ = θ

(
δ + ζ + α +

zθ′

θ

)
.
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Ëåììà 3. Ïóñòü Φ,Φ1,Φ2,Φ3 � ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû,
îòâå÷àþùèå íàáîðàì ôóíêöèé {v1, . . . , vq}, {zβv1, . . . , zβvq}, {eγzv1,
. . . , eγzvq} è {eγz

p

v1, . . . , e
γzpvq} ñîîòâåòñòâåííî, β, γ ∈ C, p ∈ N.

Òîãäà
Φ1 = zβB1Φ, Φ2 = eγzB2Φ, Φ3 = eγz

p

B3Φ,

ãäå B1 ∈ SL(q,C[z−1]), B2 ∈ SL(q,C), B3 ∈ SL(q,C[z]), ïðè÷¼ì ìàò-
ðèöû B1, B2, B3 ÿâëÿþòñÿ íèæíåòðåóãîëüíûìè ñ åäèíèöàìè íà ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè è íå çàâèñÿò îò v1, . . . , vq.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ëåéáíèöà, âûðàçèì k-þ ñòðî-
êó ìàòðèöû Φ1 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ zβ íà ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïåð-
âûõ k ñòðîê ìàòðèöû Φ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C[z−1], ïðè÷¼ì êîýôôè-
öèåíò ïðè k-é ñòðîêå áóäåò ðàâåí 1. Ýòè êîýôôèöèåíòû â ñîâîêóïíîñòè
ñîñòàâÿò ìàòðèöó B1 ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿ-
þòñÿ ìàòðèöû B2 è B3.

Èç ëåììû 3 è ñëåäñòâèÿ 2 ëåììû 2 âûòåêàåò
Ëåììà 4. Ïóñòü ν⃗ ∈ Cl, λ⃗ ∈ Cq, q > max(2, l), α ∈ C, p ∈ N,

Φ1,Φ2 � ïðîèçâîëüíûå ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ L(ν⃗; λ⃗;αzp) è L(ν⃗+1−λs; λ⃗+1−λs;αzp), 1 6 s 6 q.
Òîãäà

Φ1 = z(1−λs)pBΦ2C,

ãäå C ∈ GL(q,C), B � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà èç SL(q,C[z−1])
ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ëåììà 5. Ïóñòü Φ = Φ(z), Ψ = Ψ(z) � ôóíäàìåíòàëüíûå
ìàòðèöû, îòâå÷àþùèå íàáîðàì ôóíêöèé {v1(z), . . . , vq(z)} è {v1(αzp),
. . . , vq(αz

p)} ñîîòâåòñòâåííî, α ∈ C, p ∈ N. Òîãäà

Ψ(z) = BΦ(αzp),

ãäå B ∈ M(q,C[z]) � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ îïðåäåëèòåëåì
|B| = (αpzp−1)q(q−1)/2, íå çàâèñÿùàÿ îò v1, . . . , vq.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3
è èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè è ïðîèçâîäíîé
ïðîèçâåäåíèÿ, âûðàçèì k-þ ñòðîêó ìàòðèöû Ψ â âèäå ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèè ïåðâûõ k ñòðîê ìàòðèöû Φ(αzp) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C[z],
ïðè÷¼ì êîýôôèöèåíò ïðè k-é ñòðîêå áóäåò ðàâåí (αpzp−1)k−1. Ýòè êî-
ýôôèöèåíòû â ñîâîêóïíîñòè ñîñòàâÿò ìàòðèöó B ñ òðåáóåìûìè ñâîé-
ñòâàìè.
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Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 1, óðàâíåíèå L(ν⃗; λ⃗;αzp)y = 0 ïðè q−l > 1,
q − l = 1, q − l = 0, ñîîòâåòñòâåííî, èìååò âèä

zqy(q) +
(
(λ1 + · · ·+ λq − q)p+ (q − 1)

q

2

)
zq−1y(q−1)+

+ · · ·+ pq((λ1 − 1) . . . (λq − 1)− αν1 . . . νlzp)y = 0,

zqy(q) +
(
(λ1 + · · ·+ λq − q)p+ (q − 1)

q

2
− αpzp

)
zq−1y(q−1)+

+ · · ·+ pq((λ1 − 1) . . . (λq − 1)− αν1 . . . νq−1zp)y = 0, (1)

(1− αzp)zqy(q) +
(
(λ1 + · · ·+ λq − q)p+ (q − 1)

q

2
−

−α
(
(ν1 + · · ·+ νq)p+ (q − 1)

q

2

)
zp
)
zq−1y(q−1)+

+ · · ·+ pq((λ1 − 1) . . . (λq − 1)− αν1 . . . νqzp)y = 0.

Ëåììà 6. Ïóñòü ν⃗ ∈ Cl, λ⃗ ∈ (C\Z−)q, l, q ∈ Z+, q > max(1, l),
α ∈ C, p ∈ N. Òîãäà:

1◦. Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî óðàâíåíèÿ L(ν⃗; λ⃗;αzp)y = 0 ðàâåí

W = cz−(λ1+···+λq−q)p−(q−1)q/2(1− αzp)(λ1+···+λq−ν1···−νq−q)εeαz
pε1, (2)

ãäå c ∈ C \ {0}, ε = δlq, ε1 = δl+1
q .

2◦. Åñëè λi − λk /∈ Z, i ̸= k, à W îòâå÷àåò ôóíêöèÿì (0.30), òî

c = pq(q−1)/2
∏

16i<j6q

(λi − λj).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè α = p = 1 ðàâåíñòâî (2) âûòåêàåò èç (1) è
ôîðìóëû Ëèóâèëëÿ. Îòñþäà, ñäåëàâ ïîäñòàíîâêó z → αzp, ñ ïîìîùüþ
ëåììû 5 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå 1◦ ëåììû 6 ïðè ïðîèçâîëüíûõ α è p.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2◦ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî λ1, . . . , λq /∈
Z, ðàññìîòðèì ÷ëåíû íàèìåíüøåé ñòåïåíè ðàçëîæåíèé ïî z ôóíêöèé
(0.30) è èõ ïðîèçâîäíûõ, ñîñòàâëÿþùèõ îïðåäåëèòåëü W :∣∣∣∣∣∣∣∣

zp−λ1p . . . zp−λqp

(zp−λ1p)′ . . . (zp−λqp)′

. . . . . . . . .

(zp−λ1p)(q−1) . . . (zp−λqp)(q−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = z−(λ1+···+λq−q)p−(q−1)q/2·
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·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 . . . 1

p− λ1p . . . p− λqp
. . . . . . . . .∏

06i6q−2
(p− λ1p− i) . . .

∏
06i6q−2

(p− λqp− i)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (3)

Â ïîëó÷åííîì ÷èñëîâîì îïðåäåëèòåëå ýëåìåíò, ñòîÿùèé â k-é ñòðîêå
è j-ì ñòîëáöå, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò −λjp ñ êîýôôèöèåíòàìè, íå
çàâèñÿùèìè îò j è ñòàðøèì ÷ëåíîì (−λjp)k−1. Ïîýòîìó, ïîñëåäîâà-
òåëüíî âû÷èòàÿ èç êàæäîé ñòðîêè íåêîòîðóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
ïðåäûäóùèõ, ìû ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà îò −λ1p, . . . ,
−λqp, ðàâíûé c. Åñëè æå êàêîå-ëèáî èç λ1, . . . , λq ïðèíàäëåæèò Z, òî
óòâåðæäåíèå 2◦ ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, òàê êàê
ôóíêöèè lFq(z) íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ (ñì. [4:1, ï. 2.1.6]).
Ëåììà 6 äîêàçàíà.

Ïåðåéä¼ì ê íåïîñðåäñòâåííîìó äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 14.
Äîêàçàòåëüñòâî íà÷í¼ì ñî ñëåäóþùåãî çàìå÷àíèÿ. Ïóñòü Ψ �

ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà íåêîòîðîé ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû
y⃗ ′ = Ay⃗, Ω = Ω(z) è C � ïðîèçâîëüíûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû
îäèíàêîâîãî ñ A = A(z) ðàçìåðà, C ′ = 0. Ýëåìåíòàðíûå âû÷èñëå-
íèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî Ψ1 = ΩΨC ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé
ñèñòåìû y⃗ ′ = A1y⃗, ãäå A1 = (Ω′ + ΩA)Ω−1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñ-
ëè Ψ1 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû y⃗ ′ = A1y⃗, òî, ïîëîæèâ
Ψ2 = Ω−1Ψ1, èìååì

Ψ′2 = (Ω−1Ψ1)
′ = −Ω−1Ω′Ω−1Ψ1 + Ω−1A1Ψ1 = AΩ−1Ψ1 = AΨ2,

îòêóäà Ψ2 = ΨC, à Ψ1 = ΩΨC. Åñëè ψ⃗, ψ⃗1 � ïðîèçâîëüíûå ðåøåíèÿ
ëèíåéíûõ ñèñòåì y⃗ ′ = Ay⃗ + c⃗ è y⃗ ′ = A1y⃗ + c⃗1 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì
ψ⃗1 = Ωψ⃗ + c⃗2, òî ñíîâà ïîëó÷àåì A1 = (Ω′ + ΩA)Ω−1. Ñëåäîâàòåëü-
íî, èç ðàâåíñòâà ψ⃗1 = Ωψ⃗ + c⃗2 äëÿ êàêèõ-ëèáî ðåøåíèé íàøèõ ñèñòåì
âûòåêàåò ðàâåíñòâî Ψ1 = ΩΨC äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ
ìàòðèö îäíîðîäíûõ ñèñòåì, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññìîòðåííûì. Åñëè
Ω ∈ M(q,C(z)), c⃗, c⃗1, c⃗2 ∈ (C(z))q, òî â ñëó÷àå ëèíåéíîé íåïðèâîäè-
ìîñòè (èëè ëèíåéíîé îäíîðîäíîé íåïðèâîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ
îäíîðîäíûõ ñèñòåì) ìàòðèöû Ω è A1 îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, ïðè÷¼ì
Ω ãàðàíòèðîâàííî íåâûðîæäåíà.

Ââèäó ëåììû 5 ðàâåíñòâà (0.32) äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü ëèøü â ñëó-
÷àå α = p = 1. Êðîìå òîãî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû äîñòàòî÷íî
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îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ν1,j = ν2,j = νj, λ1,t = λ2,t = λt äëÿ âñåõ
ïàðàìåòðîâ, êðîìå îäíîãî, ðàçëè÷àþùåãîñÿ íà 1. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî
ïàðàìåòð νk, 1 6 k 6 l.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî νk = ν2,k = ν1,k − 1. Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäå-
ñòâî

νkφ2(νk+) = (δ + νk)φ2 = νkφ2 + zφ′2

(ñì. [22:1, ï. 5.2.2] èëè äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1) j− 1 ðàç, j = 2, . . . , q,
ïîëó÷èì

νkφ⃗1 = Ω̄φ⃗2 + (0, . . . , 0, bz1−q(1− z)ε)T ,
ãäå b = (λ1 − 1) . . . (λq − 1), Ω̄ � òàêàÿ ìàòðèöà, ÷òî òî å¼ j-ÿ ñòðîêà
ïðè j ̸= q ñîäåðæèò òîëüêî äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà: aj,j = νk + j −
1, aj,j+1 = z, à ýëåìåíòû q-é ñòðîêè ïîëó÷àþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì
èç êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ L(ν⃗2; λ⃗2; z)y = b è ñîãëàñíî (1) ïðèíàä-
ëåæàò C[z±1, (1− z)ε]. Èç ëèíåéíîé íåïðèâîäèìîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ
óðàâíåíèé ñëåäóþò íåðàâåíñòâà νk ̸= 0 è |Ω̄| ̸≡ 0. Âñ¼ âûøåñêàçàí-
íîå îçíà÷àåò, ÷òî νkΦ1 = Ω̄Φ2C, à îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (2) è
âêëþ÷åíèå |Ω̄| ∈ C[z±1, (1 − z)ε], ïîëó÷àåì |Ω̄| = azn(1 − z)mε, a ∈
C \ {0}, n,m ∈ {0, 1,−1}, Ω̄ ∈ GL(q,C[z±1, (1− z)ε]).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå óâåëè÷åíèÿ (à ïîòîìó è óìåíüøå-
íèÿ) νk íà 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî.

Åñëè â íàáîðàõ ïàðàìåòðîâ (ν⃗1; λ⃗1), (ν⃗2; λ⃗2) íå ñîâïàäàåò çíà÷åíèå
λk, 1 6 k 6 q, ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî, ñ èñïîëüçîâàíèåì
òîæäåñòâà

(λk − 1)φ(λk−) = (λk − 1)φ+ zφ′.

Òåîðåìà 14 äîêàçàíà.
Íàïîìíèì, ÷òî ñîïðÿæ¼ííûì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

Ly ≡ amy
(m) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0 (4)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

Lv ≡ (−1)m(amv)(m) + · · · − (a1v)
′ + a0v = 0

(ñì., íàïðèìåð, [1:1; ï. 5.3], [29:1; ãë. 2, �5]). Òàêèì æå îáðàçîì îïðå-
äåëÿþòñÿ ñîïðÿæ¼ííûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû L è L.

Èç ôîðìóëû Ëèóâèëëÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè W è W0 � âðîíñêèàíû
îïåðàòîðîâ L è L ñîîòâåòñòâåííî, òî W0 = c a−mm W−1, c ∈ C \ {0}.
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Ëåììà 7. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 2

θP (δ + ζ) = θP

(
− δ − 1 + ζ − zθ′

θ

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

θ(δ + ζ + α) = − θ
(
δ − ζ − α+ 1 +

zθ′

θ

)
, L+Q = L+Q, αL = αL,

ãäå α ∈ C. Êðîìå òîãî, LQ = Q L (ñì. [1:1, ïï. 5.3, 17.4]). Îòñþäà,
ó÷èòûâàÿ ëåììó 2 è ïåðåñòàíîâî÷íîñòü îïåðàòîðîâ âèäà δ + ζ + αk,
èíäóêöèåé ïî n ïîëó÷àåì

θ(δ + ζ + α1) . . . (δ + ζ + αn) =

= (−1)nθ
(
δ − ζ + 1 +

zθ′

θ
− α1

)
. . .

(
δ − ζ + 1 +

zθ′

θ
− αn

)
,

÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ ëåììû.
Ëåììà 8. Ïóñòü ν⃗ − ζ ∈ Cl, λ⃗ − η ∈ Cq, α, γ ∈ C, l, q ∈ Z+,

l+q ̸= 0, p ∈ N, ζ, η � ïðîèçâîëüíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. Òîãäà

zγL(ν⃗; λ⃗;αzp) = (−1)qzγL
(
1− ν⃗ + 1 + γ

p
; 2− λ⃗+

1 + γ

p
; (−1)q−lαzp

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììàì 1 è 7

zγL(ν⃗; λ⃗;αzp) = zγ
∏
i

(δ + p(λi − 1))− αpq−lzp+γ
∏
i

(δ + pνi) =

= (−1)qzγ(
∏
i

(δ+p(1−λi)+1+γ)−(−1)q−lαpq−lzp
∏
i

(δ+p(1−νi)+1+γ)),

÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ ëåììû.
Ëåììà 9. Ïóñòü ν⃗ ∈ Cl, λ⃗ ∈ Cq, q > max(2, l), α ∈ C,

p ∈ N, Φ1,Φ2 � ïðîèçâîëüíûå ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ L(ν⃗; λ⃗;αzp) è L(1− ν⃗; 2− λ⃗; (−1)q−lαzp). Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà C ∈ GL(q,C) òàêàÿ, ÷òî Φ1(Φ2C)

T = B ∈
GL(q,C[z±1, (1− αzp)ε]), ε = −δlq.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 8, â êîòîðîé ïîëîæèì γ = −1,
ζ ≡ η ≡ 0, ñâîéñòâàì ðåøåíèé ñîïðÿæ¼ííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (ñì., íàïðèìåð, [29:1, ãë. 2, �5.2]) è ôîðìóëàì (1), äëÿ ëþáîé
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ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû Φ1 óðàâíåíèÿ L(ν⃗; λ⃗;αzp)y = 0 íàéä¼òñÿ
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà Φ2 óðàâíåíèÿ L(1− ν⃗; 2− λ⃗; (−1)q−lαzp)y =
0 òàêàÿ, ÷òî Φ1Φ

T
2 = B = ∥bi,j∥i,j ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, ó êîòîðîé

bk,q−k+1 = (−1)ka−10 , a0 = zq−1(1− αzp)−ε, k = 1, . . . , q,

à âûøå ýòèõ ýëåìåíòîâ ñòîÿò íóëè. Çäåñü a0 � ñòàðøèé êîýôôèöè-
åíò óðàâíåíèÿ z−1L(ν⃗; λ⃗;αzp)y = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè v⃗ è g⃗ �
ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå Φ1,Φ2, òî äëÿ
ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé èõ ïðîèçâîäíûõ èìååì (v⃗(s), g⃗(k)) = 0 ïðè
s + k < q − 1 è (v⃗(s), g⃗(k)) = (−1)ka−10 ïðè s + k = q − 1. Äèôôåðåí-
öèðóÿ ýòè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è çàìåíÿÿ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) ïðîèçâîäíûå v⃗(q), g⃗(q) íà ëèíåéíûå êîìáèíà-
öèè âåêòîðîâ v⃗(0), . . . , v⃗(q−1), g⃗(0), . . . , g⃗(q−1), ïîëó÷èì, ÷òî âñå ýëåìåíòû
ìàòðèöû B ïðèíàäëåæàò C[z±1, (1− αzp)ε]. Ëåììà 9 äîêàçàíà.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 15 ñëåäóåò èç ëåììû 9 è å¼ äîêàçà-
òåëüñòâà. Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ïàðàìåòðîâ λ1, . . . , λq íå ïðè-
íàäëåæèò Z. Ñîãëàñíî ëåììàì 1 è 8 ôóíêöèè (0.34) îáðàçóþò ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé îïåðàòîðà L(1 − ν⃗; 2 − λ⃗; (−1)q−lαzp).
Â êà÷åñòâå Φ1 è Φ2 âîçüì¼ì ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ìíîæåñòâàì ôóíêöèé (0.30) è (0.34). Òîãäà, êàê óæå áûëî
ñêàçàíî, íàéä¼òñÿ âåêòîð g⃗ = {g1, . . . , gq}, ãäå âñå gk ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-
íûìè êîìáèíàöèÿìè ôóíêöèé (0.34) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C, òàêîé,
÷òî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà ñ êîìïîíåíòàìè (0.30) è âåêòîðîâ
g⃗, g⃗′, . . . , g⃗(q−2) ðàâíû íóëþ. Ðàññìîòðåâ â ýòèõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíè-
ÿõ ñëàãàåìûå, íå ñîäåðæàùèå äðîáíûõ ñòåïåíåé z, ïðèõîäèì ê âûâîäó,
÷òî ìîæíî ïîëîæèòü gk = akfk, k = 1, . . . , q. ×èñëà ak íàéä¼ì ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
÷ëåíàìè íàèìåíüøåé ñòåïåíè ðàçëîæåíèé ïî z ñîîòâåòñòâóþùèõ êîì-
ïîíåíò âåêòîðà g⃗, ò. å. âåêòîð {a1z(λ1−1)p, . . . , aqz

(λq−1)p}. Èçâåñòíî (ñì.
[29:1, ãë. 2, �5.2], [16:1, ï. 17.7]), ÷òî â êà÷åñòâå g⃗ ìîæíî âçÿòü âåêòîð
(−1)q(a0W )−1{Aq,1, . . . , Aq,q}, ãäå Aq,k � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê
ýëåìåíòàì ïîñëåäíåé ñòðîêè âðîíñêèàíà W , îòâå÷àþùåãî ôóíêöèÿì
(0.30), a0 = zq−1(1 − αzp)−ε � ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî óðàâíåíèÿ (1), äåë¼ííîãî íà z. Çàìåíèì êàæäûé ýëåìåíò ôóí-
äàìåíòàëüíîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé (0.30), íà ìëàäøèé ÷ëåí åãî
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ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì z. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî λ1, . . . , λq /∈ Z, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè ðàçëîæåíèÿ ïî z ôóíêöèè Aq,k

(îáîçíà÷èì åãî A◦q,k) ðàâåí àëãåáðàè÷åñêîìó äîïîëíåíèþ ýëåìåíòà ñ
òàêèìè æå èíäåêñàìè îïðåäåëèòåëÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3). Ñëå-
äîâàòåëüíî,

A◦q,k = (−1)q+kz(λk−
∑

λs+q−1)p−(q−1)(q−2)/2 p(q−1)(q−2)/2
∏

16i<j6q; i,j ̸=k

(λi−λj).

Óìíîæèâ âåêòîð {A◦q,1, . . . , A◦q,q} íà ÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè ïî z
ïðîèçâåäåíèÿ (−1)qz1−q(1−αzp)εW−1, ââèäó ëåììû 6 ïîëó÷èì âåêòîð
{a1z(λ1−1)p, . . . , aqz

(λq−1)p}, ãäå ÷èñëà ak ñîâïàäàþò ñ äèàãîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè ìàòðèöû C â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 15, äåë¼ííûìè íà
÷èñëî c0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ óòâåðæäåíèå
2◦ òåîðåìû 15 äîêàçàíî. Åñëè æå íåêîòîðûå èç ïàðàìåòðîâ λ1, . . . , λq
ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé èëè ñ öåëûìè ÷èñëàìè, òî óòâåðæäåíèå 2◦ ïî-
ëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, òàê êàê ôóíêöèè lFq(z) è,
ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû Φ1(Φ2C)

T íåïðåðûâíî çàâè-
ñÿò îò ïàðàìåòðîâ (ñì. [4:1, ï. 2.1.6]).

�2. Î êîãðàäèåíòíîñòè è êîíòðãðàäèåíòíîñòè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì

Ëåììà 10. Ïóñòü F � äèôôåðåíöèàëüíîå ïîëå ñ ïîëåì êîí-
ñòàíò C. Ïóñòü Φk = ∥v(i)k,s∥i=0,...,qk−1; s=1,...,qk � ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ìàòðèöà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y(qk) + Pk,qk−1y
(qk−1) + · · ·+ Pk,0y = 0, qk > 2, Pk,s ∈ F, (5)

|Φk| ∈ F, k = 1, . . . , n. Ïóñòü ïîëå êîíñòàíò äèôôåðåíöèàëüíîãî
ïîëÿ L = F ⟨v1,1, . . . , vn,qn⟩ åñòü C, à deg trFL < q21 + · · · + q2n − n.
Òîãäà ëèáî deg trFF ⟨vk,1, . . . , vk,qk⟩ < q2k − 1 äëÿ íåêîòîðîãî k, ëèáî
äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ 1 6 j < k 6 n qj = qk = q è âûïîëíÿåòñÿ
õîòÿ áû îäíî èç ðàâåíñòâ

Φj = aBΦkC, Φj = aB(Φ−1k )TC, (6)

ãäå a ∈ L, aq ∈ F, B ∈ GL(q,F), C ∈ GL(q,C).
Äîêàçàòåëüñòâî. Å. Êîë÷èí [52:2] äîêàçàë óòâåðæäåíèå ëåììû 10

â ñëó÷àå, êîãäà q1 = · · · = qn = q, à ïîëÿ êîíñòàíò ïîëåé F è L ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûì ïîëåì B õàðàêòåðèñòèêè 0. Ñõåìà ðàññóæäåíèé
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áûëà ñëåäóþùåé. Ñíà÷àëà äîêàçûâàëàñü òåîðåìà î ïîäãðóïïàõ ïðÿìî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ G1×· · ·×Gn àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï Gk, îïðåäåë¼ííûõ
íàä ïîëåì K, ñ öåíòðàìè Zk, îäíèì èç óòâåðæäåíèé êîòîðîé ÿâëÿëîñü
ñóùåñòâîâàíèå K-èçîìîðôèçìà Gj/Zj −→ Gk/Zk, 1 6 j < k 6 n. Ïîä
K-èçîìîðôèçìîì ïîíèìàëñÿ èçîìîðôèçì, çàäàâàåìûé íà ìíîãîîáðà-
çèÿõGj, Gk ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿK.
Äàëåå â êà÷åñòâåGk, k = 1, . . . , n áðàëèñü ãðóïïû Ãàëóà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîâïàäàþùèõ, êàê áûëî ïîêàçàíî,
ñ SL(q,B). Öåíòðû Zk ýòèõ ãðóïï ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåí-
òîâ � åäèíè÷íûõ ìàòðèö, óìíîæåííûõ íà êîðíè ñòåïåíè q èç åäèíèöû.
Ñîîòíîøåíèÿ (6) âûâîäèëèñü èç òîãî, ÷òî âñå K-àâòîìîðôèçìû ãðóï-
ïû SL(q,K) èìåþò âèä x −→ BxB−1 ëèáî x −→ B(x−1)TB−1, ãäå
B ∈ GL(q,K). Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 10 äîñòàòî÷íî äî-
ïîëíèòü ðàññóæäåíèÿ Å. Êîë÷èíà äîêàçàòåëüñòâîì íåâîçìîæíîñòè ñó-
ùåñòâîâàíèÿ C-èçîìîðôèçìà Gj/Zj −→ Gk/Zk ïðè qj ̸= qk. Ïîñëåäíåå
âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ãðóïïû Gj è Gk êàê ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò ðàçíûå
ðàçìåðíîñòè, C-èçîìîðôèçì íåïðåðûâåí â îáû÷íîé åâêëèäîâîé òîïî-
ëîãèè, Zj è Zk êîíå÷íû, à èçâåñòíàÿ òåîðåìà Áðàóýðà (ñì., íàïðèìåð,
[2:1, ÷. 5, ãë. 3, �1]) óòâåðæäàåò î íåãîìåîìîðôíîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé. Ëåììà 10 äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî àâòîìîðôèçìàìè x −→ BxB−1 èñ÷åðïûâàþòñÿ òàê-
æå âñå àâòîìîðôèçìû ãðóïï Sp(2k,C) è SO(n,C), n > 3, n ̸= 8 [51:1,
ï. 1.8.1]. Äëÿ ýòèõ ãðóïï èìååò ìåñòî îáîáùåíèå óòâåðæäåíèÿ ëåì-
ìû 10 [51:1, ïðåäëîæåíèå 1.8.2]. Â íåÿâíîì âèäå àíàëîã ëåììû 10 äëÿ
ãðóïï Ãàëóà, ñîäåðæàùèõ SL(m), Sp(2k), èñïîëüçîâàëñÿ â ñòàòüå [43:1]
ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3.

Ïîëàãàÿ â ëåììå 10 F = C(z) è èçìåíÿÿ, ïðè íåîáõîäèìîñòè,
íóìåðàöèþ óðàâíåíèé, ðàâåíñòâà (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Φ1 = AΦ2C, Φ1 = A(Φ−12 )TC, (7)

ãäå A � ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íûìè.

Ïóñòü Ak � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ íîìåðîì k, k = 1, . . . , n. Òîãäà,
äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (7), ïîëó÷èìA1Φ1 = (A′+AA2)Φ2C,
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÷òî âìåñòå ñ A1Φ1 = A1AΦ2C äà¼ò

A′ = A1A− AA2. (8)

Åñëè ñïðàâåäëèâî âòîðîå èç ðàâåíñòâ (7), òî, ïîñêîëüêó Φ2 è (Φ−12 )T

ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ìàòðèöàìè ñîïðÿæ¼ííûõ ñèñòåì (äî-
êàçàòåëüñòâî âîñïðîèçâåäåíî â [43:1, �1]), ðàâåíñòâî (8) ïåðåõîäèò â
A′ = A1A+ A(A2)

T .
Ëåììà 11. Åñëè ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 10 F = C(z), Aj ∈

M(q, C[z±1]), j = 1, . . . , n, òî â ðàâåíñòâàõ (7) A = zrB, B ∈
GL(q,C[z±1]), r ∈ Q, rq ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 11 ýëåìåíòû ìàòðèöû A ñî-
ãëàñíî ëåììå 10 ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, à ââèäó (8) �
êîìïîíåíòàìè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ãîëîìîðôíû â îáëàñòè C\{0}. Ïîýòîìó
îíè òàêæå íå èìåþò îñîáåííîñòåé â C \ {0}, îòêóäà ïîëó÷àåì óòâåð-
æäåíèå ëåììû.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ëåìì 10 è 11 ê ïåðâûì äâóì óðàâíåíèÿì (1),
ãäå, ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäà Çèãåëÿ, íàèáîëåå èíòåðåñåí ñëó÷àé p =
q − l > 1, à â (2), ñëåäîâàòåëüíî, W = czσeαz, σ ∈ Q, ïîíàäîáèòñÿ
åù¼ íåñêîëüêî ëåìì.

Ëåììà 12. Ïóñòü v1(z), . . . , vq(z) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà
ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè èç C(x). Òîãäà ôóíêöèè zγeβz

p

v1(z), . . . , z
γeβz

p

vq(z) è
v1(βz

p), . . . , vq(βz
p), ãäå γ, β ∈ C, p ∈ N, òàêæå ñîñòàâëÿþò ôóíäà-

ìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé òîãî æå ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(x), ïðè÷¼ì
ïåðâîå óðàâíåíèå íå èìååò íîâûõ îñîáûõ òî÷åê â C \ {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ íåñëîæíûìè âû÷èñëåíèÿìè ñ èñïîëü-
çîâàíèåì óòâåðæäåíèé ëåìì 3 è 5 ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 13. Ïóñòü v1(z), . . . , vq(z) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòå-
ìà ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ
êîýôôèöèåíòàìè èç C(x), α ∈ C \ {0}, p ∈ N, wk = vk(αz

p),

k = 1, . . . , q, Φ = ∥v(i)s ∥i=0,...,q−1; s=1,...,q, Ψ = ∥w(i)
s ∥ � ôóíäàìåí-

òàëüíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
W = |Φ|, W ◦ = |Ψ|. Òîãäà ðàâåíñòâî

deg trC(z,W )C ⟨v1, . . . , vq⟩ = q2 − 1 (9)
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ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

deg trC(z,W ◦)C ⟨w1, . . . , wq⟩ = q2 − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê α íå âëèÿåò íà ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíî-
ñòè, òî ïîëîæèì α = 1. Ïóñòü G � ãðóïïà Ãàëóà èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Ðàâåíñòâî (9) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà òîãî æå óðàâíå-
íèÿ íàä C(z,W ) ñîâïàäàåò ñ SL(q,C) (ñì. [52:2, ñòð. 1157, 1158]). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåäíÿÿ ðàâíà G

∩
SL(q,C) [17:1, ëåììà 6.2], îò-

êóäà SL(q,C) ⊆ G. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî p ∈ N ãðóïïà Ãàëóà íîâîãî
óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé êîíå÷íîãî èíäåêñà â G
(äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæå-
íèÿ 2.4 èç [43:1]), òî ðàçìåðíîñòè ýòèõ ãðóïï ðàâíû. Ïîýòîìó ãðóïïà
Ãàëóà íîâîãî óðàâíåíèÿ êàê íàä C(z), òàê è íàä C(z,W ◦) ñîäåðæèò
ïîäãðóïïó SL(q,C) ðàçìåðíîñòè q2 − 1. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå
ëåììû 13.

Ëåììà 13 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëåäóþùåé áîëåå îáùåé ëåì-
ìû, äîêàçûâàåìîé áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèÿ ãðóïïû Ãàëóà.

Ëåììà 14. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 13

deg trC(z,W )C ⟨v1, . . . , vq⟩ = deg trC(z,W ◦)C ⟨w1, . . . , wq⟩ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 5 ýëåìåíòû ìàòðèöû Ψ ÿâëÿ-

þòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Φ(αzp) ñ êîýôôè-
öèåíòàìè èç C(x) è íàîáîðîò, à W ◦/W (αzp) = |B| ∈ C(z). Îòñþäà
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû 14.

Çàìåòèì, ÷òî àíàëîã ëåììû 14 äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòðèö ñè-
ñòåìû y⃗ ′ = Ay⃗, ãäå A ∈M(q,C(z)), äîêàçûâàåòñÿ åù¼ ïðîùå.

Åñëè ãðóïïà Ãàëóà óðàâíåíèÿ L(ν⃗; λ⃗; z) y = 0 ñîäåðæèò SL(q,C),
òî èç ðàññóæäåíèé äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 13 ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî (9), îòêóäà ââèäó ôîðìóëû Ëèóâèëëÿ

deg trC(z)C
⟨
v1W

−1/q, . . . , vqW
−1/q

⟩
= q2 − 1.

Òàêèì îáðàçîì, èç ëåìì 12, 11, 3, 13 ñëåäóåò, ÷òî ëåììó 10 ìîæíî
ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé |Φk| = ckz

σk exp(αkz
pk), F = C(z). Äëÿ

ýòîãî íóæíî óìíîæèòü ôóíêöèè vk,1, . . . , vk,qk íà (zσk exp(αkz
pk))−1/q,

à ðàâåíñòâà (6) ñîãëàñíî ëåììå 3 çàìåíèòü íà

Φj = zr exp(γkz
pk+γjz

pj)BΦkC, Φj = zr exp(γkz
pk+γjz

pj)B(Φ−1k )TC,
(10)
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ãäå r, γ ∈ C, B ∈ GL(q,C[z±1]), ïðè÷¼ì â ñëó÷àå, êîãäà Φk ñîîòâåò-
ñòâóþò óðàâíåíèÿì âèäà L(ν⃗; λ⃗;αzp) y = 0 è q−l > 1, ìîæíî ââèäó (2)
ïîëîæèòü γ = 0. Çàìåòèì, ÷òî â ñèòóàöèè p = 1, à òàêæå â ñèòóàöèè
p = q − l, íàèáîëåå âàæíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäà Çèãåëÿ, ðàâåíñòâà
(10) ïåðåõîäÿò â

Φj = zreγzBΦkC, Φj = zreγzB(Φ−1k )TC. (11)

Ðàâåíñòâà (10) (à â ñëó÷àå p = q − l ðàâåíñòâà (11)) ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ðàâåíñòâ (0.31) â îïðåäåëåíèè êîãðàäèåíòíîñòè è
êîíòðãðàäèåíòíîñòè óðàâíåíèé èëè ñèñòåì.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîãðàäèåíòíîñòü ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ îòíî-
øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàê æå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ

Ëåììà 15. Åñëè ñèñòåìû (A1) è (A2) êîíòðãðàäèåíòíû, òî
ñèñòåìû (A2) è (A3) êîíòðãðàäèåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(A1) è (A3) êîãðàäèåíòíû.

Òàêèì îáðàçîì, êîãðàäèåíòíîñòü èëè êîíòðãðàäèåíòíîñòü ñèñòåì
â ñîâîêóïíîñòè òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Íåñëîæ-
íûå âû÷èñëåíèÿ ê òîìó æå ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå m = 2 ñâîéñòâà
êîãðàäèåíòíîñòè è êîíòðãðàäèåíòíîñòè êàê óðàâíåíèé, òàê è ñèñòåì
ðàâíîñèëüíû.

Ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ ëåìì íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êî-
òîðûõ â îïðåäåëåíèÿõ êîãðàäèåíòíîñòè è êîíòðãðàäèåíòíîñòè óðàâíå-
íèé èëè ñèñòåì ðàâåíñòâà (0.31) ìîæíî çàìåíèòü íà (10) èëè (11).

Ëåììà 16. Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå äèôôåðåíöèàëüíîå ïîëå
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñîäåðæàùåå C(z), íî íå ñîäåðæàùåå èð-
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ïðè-
íàäëåæàò C(z). Òîãäà ëþáûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå íàä C(z) ôóíê-
öèè, ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò C(z), áó-
äóò ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íàä V.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

κ1f1 + · · ·+ κnfn = 0, (12)

κk ∈ V, κk ̸≡ 0, f ′k/fk = gk ∈ C(z), k = 1, . . . , n,

ïðè÷¼ì n > 2 � íàèìåíüøåå èç âîçìîæíûõ. Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåí-
ñòâî (12), ïîëó÷èì

(κ′1 + κ1g1)f1 + · · ·+ (κ′n + κngn)fn = 0. (13)
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Ââèäó ìèíèìàëüíîñòè ÷èñëà n ëèíåéíûå êîìáèíàöèè â ëåâûõ ÷àñòÿõ
ðàâåíñòâ (12) è (13) äîëæíû áûòü ïðîïîðöèîíàëüíû. Òàêèì îáðàçîì,

κ′1
κ1

+ g1 =
κ′k
κk

+ gk, k = 1, . . . , n.

Îòñþäà (κk/κ1)
′/(κk/κ1) ∈ C(z) è, òàê êàê κk/κ1 ∈ V, òî κk/κ1 ∈

C(z), k = 1, . . . , n. Ëåììà 16 äîêàçàíà.
Ëåììà 17. Ïóñòü Φk = ∥vk,i,s∥i,s=1,...,qk � ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ìàòðèöà ñèñòåìû

v⃗ ′k = Akv⃗k, Ak ∈M(qk,C(z)), qk > 2, (14)

|Φk| = Wk = |vk,i,s|i,s ∈ C(z), k = 1, . . . , n, à ôóíêöèè{
vk,i,s|k=1,...,n; i,s=1,...,qk; (i,s)̸=(qk,qk)

}
(15)

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C(z). Òîãäà ïîëå V, ïîðîæä¼ííîå íàä
C(z) ôóíêöèÿìè (15), íå ñîäåðæèò èððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, ëîãà-
ðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò C(z).

Ñëåäñòâèå. Ëþáûå ëèíåéíî (àëãåáðàè÷åñêè) íåçàâèñèìûå íàä
C(z) ôóíêöèè, ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò
C(z), ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 17 áóäóò ëèíåéíî (ñîîòâåòñòâåííî àëãåá-
ðàè÷åñêè) íåçàâèñèìûìè íàä V.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêöèè (15) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû
íàä C(z), òî âñå îïåðàöèè ñ íèìè óäîáíî ïðîâîäèòü ôîðìàëüíî, êàê ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè èì ïåðåìåííûìè{

xk,i,s|k=1,...,n; i,s=1,...,qk; (i,s)̸=(qk,qk)

}
. (16)

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà Φk ïðèíèìàåò âèä

Φk =

 xk,1,1 . . . xk,1,qk
. . . . . . . . .
xk,qk,1 . . . x̂k,qk,qk

 ,

ãäå x̂k,qk,qk � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ (16), îïðåäåëÿåìàÿ
óðàâíåíèåì |Φk| = bk ∈ C(z), ðàâíîñèëüíûì

Ak,qk,1xk,qk,1 + · · ·+ Ak,qk,qk−1xk,qk,qk−1 + Ak,qk,qkx̂k,qk,qk = bk,
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îòêóäà

x̂k,qk,qk =
bk − Ak,qk,1xk,qk,1 − · · · − Ak,qk,qk−1xk,qk,qk−1

Ak,qk,qk

, (17)

ãäå Ak,qk,1, . . . , Ak,qk,qk � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Φk, ÿâëÿþùèåñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ïåðåìåííûõ
(16). Çàìåòèì, ÷òî ïðè äðóãîì âûáîðå ôóíêöèé (15), âõîäÿùèõ â Wk,
ôóíêöèÿ bk ∈ C(z), âîîáùå ãîâîðÿ, óìíîæàåòñÿ íà íåêîòîðûé ìíîæè-
òåëü èç C.

Ïðîèçâîäíûå ïî z îò ïåðåìåííûõ (16) ìîæíî âû÷èñëÿòü ôîð-
ìàëüíî, èñõîäÿ èç ñèñòåì óðàâíåíèé (14) è ðàâåíñòâ (17).

Ïóñòü ôóíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y′ = ay, a ∈ C(z) (18)

è ïðèíàäëåæèò ïîëþ V, ò. å. ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

v = T =
P

Q
, (19)

ãäå T � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íàä C îò ôóíêöèé (15) è z, P è Q �
ìíîãî÷ëåíû îò òåõ æå ôóíêöèé, (P,Q) = 1.

Çàìåíèâ â ðàâåíñòâå (19) ôóíêöèè (15) íà ïåðåìåííûå (16) è ïðî-
äèôôåðåíöèðîâàâ åãî ïî z, ïîëó÷èì

v′ =
P1

Q1
,

ãäå P1, Q1 � ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ (16) è z, (P1, Q1) = 1. Ââèäó
ðàâåíñòâà (18)

P1

Q1
= a

P

Q

òîæäåñòâåííî ïî (16) è z. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè â ðàâåíñòâî (19)
âìåñòî v⃗k,1, . . . , v⃗k,qk, k = 1, . . . , n ïîäñòàâèòü ëþáûå äðóãèå ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì (Ak), òàêèå, ÷òî
Wk = bk, òî ôóíêöèÿ u = T áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (18) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, u = cv, c ∈ C. Ïóñòü T äåéñòâèòåëüíî çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ,
âõîäÿùèõ â ìàòðèöó Φ1, à q1 > 3. Ïîäñòàâèì â T âìåñòî ïåðåìåííûõ
x1,i,1 ôóíêöèè v1,i,1 + λv1,i,2, i = 1, . . . , q1, ãäå λ � íîâàÿ ïåðåìåííàÿ,
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à âìåñòî îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ (16) � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôóíêöèè
(15). Î÷åâèäíî, ÷òî ÿêîáèàí Wk ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ. Òîãäà

c(λ)v = T (v1,1,1 + λv1,1,2, . . . , v1,q1,1 + λv1,q1,2, v1,1,2, . . . , vn,qn−1,qn). (20)

Ââèäó àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé (15) ýòî ðàâåíñòâî ñî-
õðàíèòñÿ ïðè çàìåíå ôóíêöèé (15) íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå
(16). Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëå òàêîé çàìåíû ðàâåíñòâî (20) ïî λ è ïîëà-
ãàÿ çàòåì λ = 0, ïîëó÷èì

c ′(0)T =
∂T

∂x1,1,1
x1,1,2 +

∂T

∂x1,2,1
x1,2,2 + · · ·+

∂T

∂x1,q1,1
x1,q1,2. (21)

Îïðåäåëèì ñòåïåíü ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ïî êàêîé-ëèáî ñîâîêóïíî-
ñòè ïåðåìåííûõ êàê ðàçíîñòü ñòåïåíåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ïî
ýòîé ñîâîêóïíîñòè. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ñòå-
ïåíü ïðîèçâåäåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ðàâíà ñóììå ñòåïåíåé ñî-
ìíîæèòåëåé, ñòåïåíü ñóììû íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìóìà ñòåïåíåé ñëà-
ãàåìûõ, à ïðè âçÿòèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî êàêîé-ëèáî ïåðåìåí-
íîé èç âûáðàííîé ñîâîêóïíîñòè ñòåïåíü óìåíüøàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñòåïåíü ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (21) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ
x1,1,1, . . . , x1,q1,1 ñòðîãî ìåíüøå ñòåïåíè ëåâîé ÷àñòè, çà èñêëþ÷åíèåì
ñëó÷àÿ, êîãäà T íå çàâèñèò îò ýòèõ ïåðåìåííûõ, à c ′(0) = 0. Òî÷íî
òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå q1 > 3 T íå çàâèñèò
îò x1,1,s, . . . , x1,q1,s, 2 6 s 6 q1, à â ñëó÷àå q1 = 2 T íå çàâèñèò îò x1,1,2.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïðè q1 = 2 T íå çàâèñèò îò x1,1,1, x1,2,1. Ïîâòî-
ðèâ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ñîãëàñíî ôîðìóëå
Ëèóâèëëÿ v1,2,2 = (v1,2,1v1,1,2 + b1)/v1,1,1, âìåñòî (21) ïîëó÷èì

c ′(0)Tx1,1,1 =
∂T

∂x1,1,1
x1,1,1x1,1,2 +

∂T

∂x1,2,1
x1,2,1x1,1,2 +

∂T

∂x1,2,1
b1.

Ñðàâíèâàÿ ñòåïåíè ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ x1,1,1, x1,2,1 ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà, çàêëþ÷àåì, ÷òî T íå çàâèñèò
îò x1,1,1 è x1,2,1. Òàêèì îáðàçîì, T íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ (16), âõî-
äÿùèõ â Φ1, à ïîòîìó è îò âñåõ ïåðåìåííûõ (16). Ëåììà 17 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå èç ëåììû 17 ïîëó÷àåì ñ ïîìîùüþ ëåììû 16 è òîãî
ôàêòà, ÷òî ëþáîå ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ôóíêöèé, ëîãàðèôìè÷åñêèå
ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò C(z), ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñ òàêèì
æå ñâîéñòâîì.
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Ëåììà 18. Ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé

v⃗ ′ = Av⃗, A ∈M(q,C(z)), q > 2, (22)

íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé, ñîäåðæàùèõ íóëåâûå êîìïîíåí-
òû, à Φ = ∥vi,s∥i,s=1,...,q � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðè-
öà ýòîé ñèñòåìû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ {1, . . . , q} ìàòðèöà Ψ =

∥u(i)s ∥i=0,...,q−1;s=1,...,q, ãäå us = vt,s, ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàò-
ðèöåé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

v(q) + aq−1v
(q−1) + · · ·+ a0v = 0, q > 2, aj ∈ C(z),

ïðè÷¼ì Ψ = ΩΦ, Ω ∈ GL(q,C(z)).
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 18 W = |Φ|, W ◦ = |Ψ|.

Òîãäà

deg trC(z,W )C ⟨u1, . . . , uq⟩ = deg trC(z,W ◦)C ⟨v1,1, . . . , vq,q⟩ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç [36:12, ãë. 3, ëåììà 7] ñëåäóåò, ÷òî åñëè R1 �
ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà âèäà (1.2), ãäå m = q, à ðàíã ìíîæåñòâà ëèíåé-
íûõ ôîðì (1.3) ìåíüøå q, òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (22), ïðè ïîäñòàíîâêå êîòîðîãî âñå ëèíåéíûå ôîðìû
(1.3) îáðàùàþòñÿ â íóëü. Åñëè R1 = vt,s, ãäå t, s ∈ {1, . . . , q}, ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî vt,s ≡ 0. Íî òîãäà ââèäó óñëîâèé ëåììû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè

ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ s è t ôóíêöèè vt,s, . . . , v
(q−1)
t,s ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-

íî íåçàâèñèìûìè ëèíåéíûìè ôîðìàìè îò v1,s, . . . , vq,s. Êîýôôèöèåíòû
ýòèõ ëèíåéíûõ ôîðì íå çàâèñÿò îò s è ïîýòîìó ñîñòàâëÿþò ìàòðèöó
Ω ∈ GL(q,C(z)), ïðè÷¼ì Ψ = ΩΦ. Ëåììà 18 äîêàçàíà.

Ëåììà 19. Ïóñòü Φk = ∥vk,t,s∥t,s=1,...,q � ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ìàòðèöà ñèñòåìû (14), ïðè÷¼ì

Ak ∈M(q,C[z±1]), q > 2, deg trC(z,Wk)C ⟨vk,1,1, . . . , vk,1,q⟩ = q2 − 1,

Wk = |Φk| = ckz
σk exp(αkz

pk), pk ∈ N, ck, σk, αk ∈ C, k = 1, 2.

Òîãäà äëÿ êîãðàäèåíòíîñòè è êîíòðãðàäèåíòíîñòè ñèñòåì (A1), (A2)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé (10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè óñëîâèÿ (10) íå
âûïîëíÿþòñÿ, òî íå âûïîëíÿþòñÿ è óñëîâèÿ (0.31).
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà Φ◦k = W
−1/q
k Φk áóäåò ôóíäà-

ìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (Bk), ãäå

Bk = Ak+gkE, gk = −
W ′

k

qWk
= −TrAk

q
∈ C[z±1], |Φ◦k| = 1, k = 1, 2.

Ìàòðèöà Φ◦k óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 18, ïîýòîìó ìàòðèöà
Ψk = ∥(W−1/q

k vk,1,s)
(i)∥i=0,...,q−1; s=1,...,q ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàò-

ðèöåé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

v(q) + ak,q−1v
(q−1) + · · ·+ ak,0v = 0, ak,j ∈ C(z),

ïðè÷¼ì Ψk = ΩkΦ
◦
k, Ωk ∈ GL(q,C(z)), k = 1, 2. Åñëè óñëîâèÿ (10)

íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ìàòðèö Φk ïðè B ∈ GL(q,C[z±1]), òî ñîãëàñíî
ëåììå 11 îíè íå âûïîëíÿþòñÿ è äëÿ Φ◦k ïðè B ∈ GL(q,C(z)). Íî
òîãäà óñëîâèÿ (6) ëåììû 10, â êîòîðîé ïîëîæèì F = C(z), íå ìîãóò
âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ìàòðèö Ψk. Ïîýòîìó èç ëåììû 10 ïîëó÷àåì, ÷òî 2q2−
2 ôóíêöèé{

(W
−1/q
k vk,1,s)

(i)
∣∣∣
k=1,2; i=0,...,q−1; s=1,...,q; (i,s)̸=(q−1,q)

}
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C(z). Òîãäà ââèäó ñëåäñòâèÿ ëåììû 18
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C(z) 2q2 − 2 ôóíêöèé{

W
−1/q
k vk,t,s

∣∣∣
k=1,2; t,s=1,...,q; (t,s)̸=(q,q)

}
.

Òàê êàê (W 1/q
k )′/W

1/q
k ∈ C(z), òî îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ñëåäñòâèå èç ëåììû

17, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâà (0.31) íåâîçìîæíû. Ëåììà 19 äîêàçàíà.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè Ak ∈ C(z), òî (W 1/q

k )′/W
1/q
k = (1/q)(W ′

k/Wk) =
(1/q)TrAk ∈ C(z). Ïîýòîìó ëåììó 19 ìîæíî îáîáùàòü íà äðóãèå êëàñ-
ñû óðàâíåíèé è ñèñòåì, íàïðèìåð, íà óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâî-
ðÿþò G-ôóíêöèè.

Ëåììà 20. Ðàâåíñòâî P0 + P1 ln z + · · · + Pn ln
n z = Pzc, ãäå

P, P0, . . . , Pn � îäíîçíà÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå
0 < |z| < R, PnP ̸≡ 0, c ∈ C, âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå n = 0, c ∈
Z.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî n.
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Ëåììà 21. Äëÿ êîãðàäèåíòíîñòè ëèíåéíî îäíîðîäíî íåïðèâî-
äèìûõ óðàâíåíèé L(ν⃗1; λ⃗1;α1z)y = 0 è L(ν⃗2; λ⃗2;α2z)y = 0, ãäå ν⃗i ∈ Cli,
λ⃗i ∈ (C \ Z−)qi, qi > max(1, li), αi ∈ C \ {0}, i = 1, 2, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî óñëîâèå

q1 = q2 = q, l1 = l2 = l, α1 = α2,

(ν⃗2; λ⃗2)− λ2,1 ∼ (ν⃗1; λ⃗1)− λ1,s, 1 6 s 6 q,

à äëÿ êîíòðãðàäèåíòíîñòè � óñëîâèå

q1 = q2 = q, l1 = l2 = l, α1 = (−1)q−lα2,

(ν⃗2; λ⃗2)− λ2,1 ∼ λ1,s − (ν⃗1; λ⃗1), 1 6 s 6 q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî q1 = q2 ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèé êîãðàäèåíòíîñòè è êîíòðãðàäèåíòíîñòè. Ñîãëàñíî ëåì-
ìàì 15 è 4 áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì
λ1,1 = λ2,1 = 1.

Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé ëåììû 21 ñëåäóåò èç ëåìì 9, 4, 15 è òåî-
ðåìû 14.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó íåîáõîäèìîñòè óñëîâèé ëåììû. Åñëè
â óðàâíåíèè (0.28) ñðåäè λ1, . . . , λq èìååòñÿm > 1 ïàðàìåòðîâ, îòëè÷à-
þùèõñÿ îò λ ∈ C íà öåëîå ÷èñëî, òî ýòèì ïàðàìåòðàì ñîîòâåòñòâóþò
m ðåøåíèé

ys = z−λ
s−1∑
k=0

Pk,s ln
k z, s = 1, . . . ,m,

ãäå P0,s, . . . , Ps−1,s � îäíîçíà÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â C \ {0}
(ñì. [1:1, ãë. 16], [16:1, ï. 18.2]). Ñëåäîâàòåëüíî, Φi = Φ̃iDi, ãäå

Di = diag(1, z−λi,2, . . . , z−λi,q), i = 1, 2,

à ýëåìåíòû ìàòðèö Φ̃i, Φ̃−1i ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ln z ñ îäíîçíà÷-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè (ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî òàêîâûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Φ̃i, à å¼
îïðåäåëèòåëü ñîãëàñíî (2) è ëåììå 3 îäíîçíà÷åí).

Óñëîâèå êîãðàäèåíòíîñòè ñîãëàñíî ëåììå 19 â íàøåì ñëó÷àå èìååò
âèä Φ1 = zreγzBΦ2C, ÷òî ýêâèâàëåíòíî zrD2CD

−1
1 = Φ̃−12 B−1Φ̃1e

−γz,
ãäå r ∈ C, îòêóäà ââèäó ëåììû 20 ïðîèçâåäåíèå
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zr


1 0 . . . 0
0 z−λ2,2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . z−λ2,q


 c1,1 . . . c1,q

... . . . ...
cq,1 . . . cq,q




1 0 . . . 0
0 zλ1,2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . zλ1,q


ïðèíàäëåæèò M(q,C[z±1]). Òàê êàê |C| ̸= 0, òî ñóùåñòâóåò ïåðåñòà-
íîâêà π ÷èñåë 1, . . . , q, òàêàÿ, ÷òî c1,π(1) . . . cq,π(q) ̸= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ck,π(k) ̸= 0, r− λ2,k + λ1,π(k) ∈ Z, k = 1, . . . , q. Ïîëàãàÿ k = 1, ïîëó÷èì

r + λ1,π(1) ∈ Z, îòêóäà λ⃗2 ∼ λ⃗1 − λ1,s, ãäå 1 6 s 6 q.
Óñëîâèå êîíòðãðàäèåíòíîñòè Φ1 = zreγzB(Φ−12 )TC ýêâèâàëåíòíî

zrD−12 CD−11 = Φ̃T
2B
−1Φ̃1e

−γz,

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, àíàëîãè÷íî óñëîâèþ êîãðàäèåíòíîñòè, åñëè
â í¼ì çàìåíèòü λ⃗2 íà −λ⃗2. Ñëåäîâàòåëüíî, λ⃗2 ∼ λ1,s − λ⃗1, è ìîæíî
ñ÷èòàòü r = −λ1,s, ãäå 1 6 s 6 q.

Â ñëó÷àå, åñëè νi − νj ̸∈ Z, 1 6 i < j 6 l, â [43:1, ïðåäëîæåíèå
4.1] óêàçàí ïîëíûé íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôîðìàëüíûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (0.28) ïðè z = ∞, ñîñòîÿùèé èç l àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëî-
æåíèé

z−ντ qFl−1(ντ + 1− λ⃗; ντ + 1− ν⃗; (−1)q−l/z), τ = 1, . . . , l

(ñì. òàêæå ñëåäñòâèå 5 ëåììû 1) è q − l ðàçëîæåíèé

exp((l − q)ζτ t)tµ
∞∑
j=0

θj(ζ
τ t)−j, θj ∈ C, τ = 1, . . . , q − l,

ãäå tq−l = z, ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè q − l èç åäèíèöû,
µ =

∑
16j6l νj−

∑
16j6q λj− (l−q−1)/2. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû àñèìï-

òîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ Φi ≍ Φ̂iD̂iCi, ãäå i = 1, 2,

D̂i = diag(z−νi,1, . . . , z−νi,li , exp(αi,1ti)t
µi

i , . . . , exp(αi,q−liti)t
µi

i ),

tq−lii = z, αi,j = (li − q)ζji (αi)
1/(q−li), Ci ∈ GL(q,C),

Φ̂i � ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé â ïåðâûõ li ñòîëáöàõ ÿâëÿþòñÿ ôîð-
ìàëüíûìè ðÿäàìè ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì z, à â îñòàëüíûõ ñòîëá-
öàõ � ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ti. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëà αi,1, . . . ,
αi,q−li ∈ C \ {0} è ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
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Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî Φ1 = zreγzBΦ2C ðàçëîæåíèÿΦi ≍ Φ̂iD̂iCi,
ïîëó÷èì

zreγzD̂2SD̂
−1
1 = Φ̂−12 B−1Φ̂1, (23)

ãäå r = −λ1,s, S ∈ GL(q,C).
Ïóñòü 0 6 l2 6 l1 < q − 1. Òîãäà â (11) è (23) γ = 0, à ýëåìåíòû

ìàòðèöû zreγzD̂2SD̂
−1
1 , ñòîÿùèå â ïåðâûõ l1 ñòîëáöàõ è ïîñëåäíèõ q−l2

ñòðîêàõ, èìåþò âèä

sl2+k,jz
rzν1,j exp(α2,kt2)t

µ2

2 = sl2+k,j exp(α2,kt2)t
βk,j

2 , βk,j ∈ C.

Òàê êàê α2,k ̸= 0, òî si,j = 0 ïðè i = l2 + 1, . . . , q; j = 1, . . . , l1.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî si,j = 0 ïðè i = 1, . . . , l2; j = l1 +
1, . . . , q. Ïîñêîëüêó |S| ̸= 0, òî q − l2 + l1 6 q, l1 = l2, à ìàòðèöà S
áëî÷íî-äèàãîíàëüíà.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî 0 6 l2 < l1 = q − 1. Òîãäà â (11) è (23)
γ = α1/q ̸= 0. Êðîìå òîãî, α2,kt2 ̸= ±γz, k = 1, . . . , q − l2. Îòñþäà
ñëåäóåò ðàâåíñòâî íóëþ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû S, ñòîÿùèõ â ïåð-
âûõ q − 1 ñòîëáöàõ, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî
l1 = l2 = l, à ìàòðèöà S èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä. Àíàëîãè÷-
íûå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäèëèñü Ì.À. ×åðåïí¼âûì [34:2]. Äðóãîå äîêà-
çàòåëüñòâî ðàâåíñòâà l1 = l2 â ñëó÷àå l1, l2 < q − 1 ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïðè l1 ̸= l2 êîìïîíåíòû ïåðâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèö Φ1,Φ2 ÿâëÿþòñÿ
öåëûìè ôóíêöèÿìè ðàçíîãî ïîðÿäêà, à ñîãëàñíî (11) ýòî íåâîçìîæíî.

Ðàâåíñòâî (23) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó zreγzΦ̂2D̂2SD̂
−1
1 = B−1Φ̂1,

êîòîðîå çàïèøåì â âèäå

zreγz
(
A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

)(
T1,1 0
0 T2,2

)
=

(
B1,1 B1,2

B2,1 B2,2

)
,

ãäå
r = −λ1,s, T1,1 = ∥si,jz−ν2,i+ν1,j∥i,j=1,...,l,

T2,2 = ∥sl+k,l+j exp(α2,kt− α1,jt)t
µ2−µ1∥k,j=1,...,q−l,

A1,1, B1,1 � ìàòðèöû ðàçìåðà l × l ñ ýëåìåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ôîð-
ìàëüíûìè ðÿäàìè ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì z, A2,2, B2,2 � ìàòðèöû
ðàçìåðà (q − l) × (q − l) ñ ýëåìåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ôîðìàëüíûìè
ðÿäàìè ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì t. Îòñþäà γ = 0, zrA1,1T1,1 =
B1,1, zrT1,1 = A−11,1B1,1, zrA2,2T2,2 = B2,2. Òàê êàê |T1,1||T2,2| ̸= 0,
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òî ñóùåñòâóþò ïåðåñòàíîâêà π ÷èñåë 1, . . . , l è õîòÿ áû îäíà ïàðà
k, j ∈ {1, . . . , q − l} òàêèå, ÷òî s1,π(1) . . . sl,π(l) ̸= 0, sl+k,l+j ̸= 0, îò-
êóäà −ν2,i + ν1,π(i) − λ1,s ∈ Z, i = 1, . . . , l è α2,k − α1,j = 0. Ïîýòîìó
ν⃗2 ∼ ν⃗1 − λ1,s, α1 = α2.

Â ñëó÷àå êîíòðãðàäèåíòíîñòè, ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî Φ1 =
zreγzB(Φ−12 )TC, ãäå r = −λ1,s, àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ Φi ≍
Φ̂iD̂iCi, ïîëó÷èì

zreγzD̂−12 SD̂−11 = Φ̂T
2B
−1Φ̂1.

Ðàññóæäàÿ, êàê è â ñëó÷àå êîãðàäèåíòíîñòè, çàêëþ÷àåì, ÷òî ìàòðèöà
S áëî÷íî-äèàãîíàëüíà, l1 = l2, à ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

zreγz
(
T1,1 0
0 T2,2

)
=

(
A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

)
,

îòêóäà γ = 0, ν⃗2 ∼ λ1,s − ν⃗1, α1 = (−1)q−lα2.
Â ñëó÷àå, åñëè νi,j−νi,k ∈ Z äëÿ íåêîòîðûõ i ∈ {1, 2}, 1 6 j < k 6

li, äëÿ ïîëó÷åíèÿ óòâåðæäåíèé î ν⃗1 è ν⃗2 íàäî èñïîëüçîâàòü ëèíåéíî
íåçàâèñèìûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ èç ñòàòüè [28:3] (ôàêòè÷å-
ñêè äîñòàòî÷íî óòî÷íèòü âûêëàäêè â ñòàòüå [34:2]).

Ëåììà 21 äîêàçàíà.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðè çàìåíå z íà zq−l ôóíêöèÿ lφq(z) ïðåâðàùàåòñÿ

â Å-ôóíêöèþ. Èç [43:1, òåîðåìû 2.2 è 2.4] ñëåäóåò
Ëåììà 22. Ïóñòü y⃗ ′ = Ay⃗, y⃗ ′ = By⃗ � íåïðèâîäèìûå ñè-

ñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçìåðà
n×n, n > 2 ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z), p ∈ N, (Ap), (Bp) � ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûå èç ñèñòåì (A), (B) çàìå-
íîé z → zp. Òîãäà, åñëè ñèñòåìû (Ap), (Bp) êîãðàäèåíòíû èëè êîíòð-
ãðàäèåíòíû, òî ýòî æå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñèñòåì (A), (B).

Ïîñòàâèì âîïðîñ î òîì, ìîæåò ëè âîçíèêíóòü êîãðàäèåíòíîñòü
èëè êîíòðãðàäèåíòíîñòü, åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå z → αzp áðàòü çíà÷å-
íèÿ p, íå ñîâïàäàþùèå äëÿ ñèñòåì (A) è (B). Îòâåòîì ñëóæàò ïðè-
âåä¼ííûå âî ââåäåíèè òîæäåñòâà (0.36) è (0.37). Äëÿ èõ îáîñíîâàíèÿ
óìíîæèì îáå ÷àñòè òîæäåñòâà (0.21) íà ïðîèçâîëüíóþ àíàëèòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ g(z) è çàìåíèì â í¼ì λ íà −λ. Òîãäà òîæäåñòâî (0.21) ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ íà âåêòîð-ôóíêöèè è ïðèíèìàåò âèä

(Kλ(z), g(z)K−λ(z)) = e−iz(A2λ+1,λ+1/2(2iz), g(z)A1−2λ,1/2−λ(2iz)),
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îòêóäà ñîãëàñíî ëåììå 3, ïîëàãàÿ g(z) = z−2λ, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî
(0.36) ïðè α = p = 1. Òîæäåñòâî (0.37) ïðè α = p = 1 ñëåäóåò èç (0.36)
è äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2◦ òåîðåìû 15. Òàêèì îáðàçîì, èìååì

Φ1 = e−iz
(

1 0
−i 1

)
Φ2,

Φ1 (Φ3)
T = 2λz−1e−iz

(
0 −1
1 −i+ 2λz−1

)
.

Ñäåëàâ â ýòèõ òîæäåñòâàõ ïîäñòàíîâêó z → αzp, α ∈ C, p ∈ N, ñ ïî-
ìîùüþ ëåììû 5, ãäå, êàê ëåãêî âèäåòü, B = diag(1, αpzp−1), ïîëó÷èì
(0.36) è (0.37) ïðè ïðîèçâîëüíûõ α è p. Â êà÷åñòâå Φ1,Φ2,Φ3 ìîæ-
íî áðàòü ëþáûå ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû óðàâíåíèé (0.1), (0.18) è
óðàâíåíèÿ, ñîïðÿæ¼ííîãî ñ (0.18), åñëè óìíîæèòü Φ2 è Φ3 íà C ∈
GL(q,C). Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå òîæäåñòâ ìîæíî ïîëó÷èòü, èçìåíÿÿ
ïàðàìåòðû ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íà öåëûå ÷èñëà, ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå òåîðåìó 14 è ëåììó 4. Òîãäà îíè áóäóò âûðàæàòü, ñîîò-
âåòñòâåííî, êîãðàäèåíòíîñòü è êîíòðãðàäèåíòíîñòü äâóõ ãèïåðãåîìåò-
ðè÷åñêèõ óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (0.38).

Îáîáùåíèåì ëåììû 21 ÿâëÿåòñÿ
Ëåììà 23. Äëÿ êîãðàäèåíòíîñòè è êîíòðãðàäèåíòíîñòè ëè-

íåéíî îäíîðîäíî íåïðèâîäèìûõ óðàâíåíèé L(ν⃗i; λ⃗i;αiz
pi)y = 0, ãäå

pi ∈ N, i = 1, 2, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëî-
âèå (0.38) ëèáî p1 = p2 è âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå â
ëåììå 21.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p1 = p2, òî óòâåðæäåíèå ëåììû 23 ñëåäóåò
èç ëåìì 5, 21 è 22. Ïóñòü äàëåå p1 ̸= p2. Â ýòîì ñëó÷àå, ââèäó ñêàçàí-
íîãî ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ëåììû 23, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òîëüêî
íåîáõîäèìîñòü å¼ óñëîâèé.

Äîïóñòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå óðàâíåíèÿ êîãðàäèåíòíû èëè
êîíòðãðàäèåíòíû. Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 21, ïîëó÷àåì, ÷òî
q1 = q2 = q, p2λ⃗2 ∼ p1λ⃗1 − p1λ1,s ïðè êîãðàäèåíòíîñòè óðàâíåíèé è
p2λ⃗2 ∼ p1λ1,s−p1λ⃗1 ïðè êîíòðãðàäèåíòíîñòè, r = −p1λ1,s, ãäå 1 6 s 6
q.

Â ñëó÷àå 0 6 l2 6 l1 < q − 1 ïðè óñëîâèè êîãðàäèåíòíîñòè òàê
æå, êàê è â ëåììå 21, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî l1 = l2 = l, à ìàòðèöà S â
ðàâåíñòâå (23) áëî÷íî-äèàãîíàëüíà.
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Â ñëó÷àå 0 6 l2 < l1 = q − 1 ðàâåíñòâî (23) ïåðåõîäèò â

zr exp

(
α1

q
zp1
)
D̂2SD̂

−1
1 = Φ̂−12 B−1Φ̂1. (24)

Åñëè
α1

q
zp1 ̸= −α2,kt

p2
2 = (q− l2)(α2)

1/(q−l2)ζk2 z
p2/(q−l2), k = 1, . . . , q− l2, (25)

òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû S, ñòîÿùèå â ïåðâûõ q − 1 ñòîëáöàõ, ðàâíû
íóëþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ |S| ̸= 0. Îòñþäà ñíîâà ïîëó÷à-
åì, ÷òî l1 = l2 = l = q − 1, à ìàòðèöà S áëî÷íî-äèàãîíàëüíà. Òîãäà
ðàâåíñòâî (23) ïåðåõîäèò â

zr exp

(
α1

q
zp1 − α2

q
zp2
)
D̂2SD̂

−1
1 = Φ̂−12 B−1Φ̂1.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, ñòîÿùèå â â ïåðâûõ
q − 1 ñòîëáöàõ è q − 1 ñòðîêàõ, èìåþò âèä

si,jz
rzνi,j exp

(
α1

q
zp1 − α2

q
zp2
)
,

÷òî ïðè p1 ̸= p2 íåâîçìîæíî.
Ïðè óñëîâèè êîíòðãðàäèåíòíîñòè (ñ÷èòàÿ ñïðàâåäëèâûìè íåðà-

âåíñòâà (25) è p1 ̸= p2), òàêæå ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Ïóñòü òåïåðü 0 6 l2 < l1 = q − 1 è äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 k 6 q − l2

óñëîâèå (25) íåâåðíî (î÷åâèäíî, ÷òî òàêèõ çíà÷åíèé k íå áîëåå îäíîãî).
Â ýòîì ñëó÷àå, òàê êàê α1/q ̸= 0, ðàâíû íóëþ âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû S,
ñòîÿùèå â ïåðâûõ q−1 ñòîëáöàõ è âî âñåõ ñòðîêàõ, êðîìå, áûòü ìîæåò,
îäíîé. Òàê êàê |S| ̸= 0, òî îòñþäà q = 2, l1 = 1, l2 = 0, p2 = 2p1,
ν1,1 = ν, 2λ⃗2 ∼ λ⃗1 − λ1,s, α2

1 = 16α2, à ëåâàÿ ÷àñòü (24) èìååò âèä

z−λ1,sp1 exp
(α1

2
zp1
)( exp(−2α1/2

2 zp1)zµ2p1 0

0 exp(2α
1/2
2 zp1)zµ2p1

)
·

·
(
s1,1 s1,2
s2,1 s2,2

)(
zνp1 0
0 exp(−α1z

p1)z−µ1p1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà µ2 − µ1 − λ1,s = λ1,2 − λ2,2 − λ1,s − ν + 1/2 è
µ2+ν−λ1,s = ν−λ2,2−λ1,s+1/2 ÿâëÿþòñÿ öåëûìè, îòêóäà 2ν−λ1,2 ∈
Z.
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Ïðè óñëîâèè êîíòðãðàäèåíòíîñòè ïðèõîäèì ê àíàëîãè÷íîìó âû-
ðàæåíèþ

z−λ1,sp1 exp
(α1

2
zp1
)( exp(2α

1/2
2 zp1)z−µ2p1 0

0 exp(−2α1/2
2 zp1)z−µ2p1

)
·

·
(
s1,1 s1,2
s2,1 s2,2

)(
zνp1 0
0 exp(−α1z

p1)z−µ1p1

)
,

ïîëó÷àþùåìóñÿ çàìåíîé µ2 íà −µ2, è óñëîâèå (0.38) òàêæå âûïîëíÿ-
åòñÿ. Ëåììà 23 äîêàçàíà.

Ïåðåéä¼ì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 17. Îïðåäå-
ëèòåëè Âðîíñêîãî Wk = |v(i)k,s|i, s îïåðàòîðîâ L(ν⃗k; λ⃗k;αkz

pk) èìåþò âèä

(2), ãäå ε = 0. Ôóíêöèè wk,s = W
−1/qk
k vk,s, s = 1, . . . , qk ñîãëàñíî ëåì-

ìàì 12 è 3 ñîñòàâëÿþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
âèäà (5), ãäå F = C(z), ñ îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî |w(i)

k,s|i, s = 1. Óñëî-
âèÿ (0.40) ââèäó çàìå÷àíèÿ ïîñëå ëåììû 14 áóäóò âûïîëíåíû è äëÿ
ôóíêöèé wk,1, . . . , wk,qk , à óñëîâèÿ (6) â ñèëó ëåìì 3 è 19 ïåðåéäóò â
(10). Òîãäà ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 17 ñîãëàñíî ëåììàì 10 è 23 ôóíêöèè{

w
(i)
k,s

∣∣∣
k=1,...,n; i=0,...,qk−1; s=1,...,qk; (i,s)̸=(qk−1,qk)

}
(26)

ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè íàä C(z). Åñëè âî ìíîæåñòâå
{W−1/qk

k } èìåþòñÿ ôóíêöèè, àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå íàäC ñ ôóíê-
öèÿìè

eγ1z, . . . , eγmz, zβ1, . . . , zβp (27)

èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 17, òî ïðèñîåäèíèì èõ ê íàáîðó (27). Ôóíê-
öèè ïîëó÷åííîãî íàáîðà âìåñòå ñ ôóíêöèÿìè (26) ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ
èç ëåììû 17 àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C, îòêóäà ñëåäóåò óòâåð-
æäåíèå òåîðåìû 17.

Ñ ó÷¼òîì òåîðåìû I À.Á. Øèäëîâñêîãî èç òåîðåìû 17 ñëåäóåò
òåîðåìà 16.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 18. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà L âèäà (4) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî Ëàãðàíæà

uLv − vLu =
d

dz
ψ(v, u) =

d

dz

(
m∑
i=1

i−1∑
k=0

(−1)kv(i−1−k)(aiu)(k)
)
,
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ãäå u, v � ïðîèçâîëüíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè (ñì., íàïðèìåð, [29:1,
ãë. 2, �5], [16:1, ï. 17.6]). Îòñþäà ñëåäóåò

Ëåììà 24. Åñëè L ∈ C[z, d/dz] � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
ïîðÿäêà m, à u, v � àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî Lu = 0,
Lv = 0, òî ψ(u, v) = c(u, v) ∈ C.

Àíàëîã óòâåðæäåíèÿ ëåììû 24 äëÿ ïðîèçâîäíûõ âèäà δ = zd/dz
ïðè ìåíåå îáùèõ óñëîâèÿõ èìååòñÿ â [8:1, ôîðìóëà (27)].

Ëåììû 9 è 24 ïîêàçûâàþò, ÷òî óñëîâèå 2◦ òåîðåìû 18, èñêëþ-
÷àþùåå êîíòðãðàäèåíòíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé, ñóùåñòâåí-
íî. Êîãðàäèåíòíîñòü æå óðàâíåíèé, âîîáùå ãîâîðÿ, äîïóñòèìà, òàê
êàê åñëè (ν⃗k; λ⃗k) ∼ (ν⃗s; λ⃗s) − λs,j, j ∈ {2, . . . , qs}, αk = αs, íî
(ν⃗k; λ⃗k) ̸∼ (ν⃗s; λ⃗s), òî ôóíêöèè Fs(z), z

1−λs,jFk(z) ñ ó÷¼òîì âîçìîæíîñòè
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ íà öåëûå ÷èñëà ïðèíàäëåæàò ôóíäàìåíòàëüíîé
ñèñòåìå ðåøåíèé îäíîãî óðàâíåíèÿ (ñì. (0.29)) è àëãåáðàè÷åñêè íåçà-
âèñèìû. Íóæíî òîëüêî, ÷òîáû êîëè÷åñòâî òàêèõ ôóíêöèé íå ïðåâû-
øàëî qs − 1 � èíà÷å îíè ñîñòàâÿò ïîëíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó
ðåøåíèé è âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè áóäóò ñâÿçàíû ñîîòíîøå-
íèåì Ëèóâèëëÿ.

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ïîëó÷àåì, ÷òî òåîðåìà 18 ñëåäóåò èç ëåììû
23, ëåììû 24 è òåîðåìû I À.Á. Øèäëîâñêîãî.

�3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïóñòü Φ = ∥v(i)s ∥i=0,...,q−1; s=1,...,q �ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Lv ≡ v(q)+ aq−1v
(q−1)+ · · ·+ a1v

′+ a0v = 0, q > 2, aj ∈ C(z), (28)

W = |Φ|. Îáîçíà÷èì

V1 = (−1)q+1

∣∣∣∣∣∣
v2 . . . vq
. . . . . . . . .

v
(q−2)
2 . . . v

(q−2)
q

∣∣∣∣∣∣ , . . . , Vq = w =

∣∣∣∣∣∣
v1 . . . vq−1
. . . . . . . . .

v
(q−2)
1 . . . v

(q−2)
q−1

∣∣∣∣∣∣
àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäíåé ñòðîêè ìàòðèöû Φ.

Î÷åâèäíî, ÷òî V1, . . . , Vq−1 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè

ôóíêöèé vq, v′q . . . , v
(q−2)
q ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(v1, . . . , v(q−2)q−1 ). Äîêà-

æåì, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå.
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Ëåììà 25. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

wv(s)q = −V1v(s)1 − · · · − Vq−1v
(s)
q−1, s = 0, 1, . . . , q − 2.

Äåéñòâèòåëüíî,∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v1 . . . vq
. . . . . . . . .

v
(q−2)
1 . . . v

(q−2)
q

v
(s)
1 . . . v

(s)
q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = V1v
(s)
1 + · · ·+ wv(s)q =

{
0, åñëè 0 6 s 6 q − 2,
W, åñëè s = q − 1,

(29)
îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Îáîçíà÷èì V ◦k , k = 1, . . . , q − 1, q > 3, îïðåäåëèòåëè, ïîëó÷àþ-
ùèåñÿ èç Vk âû÷¼ðêèâàíèåì ïîñëåäíåé ñòðîêè è ïîñëåäíåãî ñòîëáöà, à
ïðè q = 2 ïîëîæèì V ◦1 = −1.

Ëåììà 26. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

V ′j =
w′

w
Vj +

V ◦j
w
W, j = 1, . . . , q − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî (Vj/w)′ =
V ◦j W/w

2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
c1v1 + c2v2 + . . . + cq−1vq−1 = −vq
. . . . . . . . . . . . . . .

c1v
(q−2)
1 + c2v

(q−2)
2 + . . . + cq−1v

(q−2)
q−1 = −v(q−2)q .

(30)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì Êðàìåðà (èëè ðàâåíñòâàìè (29) ïðè s 6
q − 2), èìååì cj = Vj/w. Ïîñëåäîâàòåëüíî äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâà
(30), ñ ó÷¼òîì (29) ïðè s = q − 1, ïîëó÷èì ñèñòåìó

c′1v1 + c′2v2 + . . . + c′q−1vq−1 = 0

. . . . . . . . . . . . . . .

c′1v
(q−3)
1 + c′2v

(q−3)
2 + . . . + c′q−1v

(q−3)
q−1 = 0

c′1v
(q−2)
1 + c′2v

(q−2)
2 + . . . + c′q−1v

(q−2)
q−1 = −W/w.

Ñîãëàñíî ïðàâèëó Êðàìåðà, c′j = V ◦j W/w
2. Ëåììà 26 äîêàçàíà.

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ïîçâîëÿþò âûðàæàòü äðóã ÷åðåç äðóãà ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (28) è ñîïðÿæ¼ííîãî ñ íèì (îïðåäåëåíèå ñîïðÿæ¼í-
íûõ óðàâíåíèé â îáùåì ñëó÷àå äàíî ïåðåä ëåììîé 7).
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Ëåììà 27 [29:1, ãë. 2, �5.2], [16:1, ï. 17.7]. Ôóíêöèè V1/W, . . . ,
Vq−1/W,w/W îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîïðÿæ¼ííîãî ñ óðàâíåíèåì (28).

Ïóñòü Φ∗ = ∥(Vs/W )(i)∥s=1,...,q; i=0,...,q−1 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàò-
ðèöà, îòâå÷àþùàÿ ôóíêöèÿì èç ëåììû 27. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî ïå-
ðåä ëåììîé 7, W ∗ = |Φ∗| = cW−1, c ∈ C. Îáîçíà÷èì V ∗k , k = 1, . . . , q,
àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäíåé ñòðîêè ìàòðèöû Φ∗.

Ëåììà 28. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

vk = (−1)q−1V ∗k /W ∗, k = 1, . . . , q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 27 è ñâîéñòâ ñîïðÿæ¼ííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ([29:1, ãë. 2, �5.2, ôîðìóëà (11)]) ñëåäóåò, ÷òî

v1V1/W + · · ·+ vqw/W = 0
. . . . . .

v1(V1/W )(q−2) + · · ·+ vq(w/W )(q−2) = 0

v1(V1/W )(q−1) + · · ·+ vq(w/W )(q−1) = (−1)q−1.

(31)

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (31) ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå èç ðàâåíñòâ (29) ïóò¼ì
äåëåíèÿ èõ íà W è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Âûðàæàÿ èç ñèñòåìû (31)
v1, . . . , vq ïî ïðàâèëó Êðàìåðà, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû 28.

Ëåììà 29. Ïóñòü v, S, T0, T1, . . . , Tq−1 � ïðîèçâîëüíûå àíàëèòè-
÷åñêèå ôóíêöèè, v óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (28), ôóíêöèè v, v′, . . . ,
v(q−1) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä C ⟨z, S, T0, T1. . . . , Tq−1⟩,

R = T∗ + T0v + T1v
′ + · · ·+ Tq−1v

(q−1), R′ = vS, T∗ ∈ C.

Òîãäà L Tq−1 = −S, ãäå L � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ñîïðÿæ¼í-
íûé ñ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé ëåììû ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

R′ = T ′0v+(T0+T
′
1)v
′+(T1+T

′
2)v
′′+· · ·+(Tq−2+T

′
q−1)v

(q−1)+Tq−1v
(q) = vS,

(T ′0−S)v+(T0+T
′
1)v
′+(T1+T

′
2)v
′′+· · ·+(Tq−2+T

′
q−1)v

(q−1)+Tq−1v
(q) = 0,

Tq−1a0 = T ′0 − S, Tq−1a1 = T0 + T ′1, Tq−1a2 = T1 + T ′2, . . . ,

Tq−1aq−2 = Tq−3 + T ′q−2, Tq−1aq−1 = Tq−2 + T ′q−1.
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Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíèå q ðàâåíñòâ, ñîîòâåòñòâåííî, 0, 1, . . . , q − 1
ðàç è ðàññìàòðèâàÿ èõ àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ çíà-
êàìè, èìååì

(−1)qT (q)
q−1 + (−1)q−1(aq−1Tq−1)(q−1) + · · · − (a1Tq−1)

′ + a0Tq−1 = −S.

Ëåììà 29 äîêàçàíà.
Ïóñòü â óðàâíåíèè (28) atzq ∈ C[z], t = 0, . . . , q − 1, W = |Φ| ∈

C[eγ1z, . . . , eγhz, zβ1, . . . , zβp], γ1, . . . , γh, β1, . . . , βp ∈ C, 1/β1 = b ∈ N.
Åñëè ôóíêöèè{

v(i)s

∣∣∣
i=0,...,q−1; s=1,...,q; (i,s)̸=(q−1,q)

}
, eγ1z, . . . , eγhz, zβ1, . . . , zβp (32)

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C, òî âñå îïåðàöèè ñ íèìè ìîæíî ïðî-
âîäèòü, çàìåíÿÿ èõ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå{

xi,s|i=0,...,q−1; s=1,...,q; (i,s) ̸=(q−1,q)

}
, x1, . . . , xh, z1, . . . , zp. (33)

Â ñèëó ñêàçàííîãî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî W ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì ìíî-
ãî÷ëåíîì Ŵ îò ïåðåìåííûõ

x1, . . . , xh, z1, . . . , zp, (34)

à Vk, V ◦k è w, ââåä¼ííûå ïåðåä ëåììàìè 25 è 26 � ñ ìíîãî÷ëåíàìè V̂k, V̂ ◦k
è ŵ îò ïåðåìåííûõ (33), êðîìå (34). Ïðè äðóãîì âûáîðå ðåøåíèé vs
âðîíñêèàí W , âîîáùå ãîâîðÿ, áóäåò ðàâåí cŴ , ãäå c ∈ C \ {0}, íî,
óìíîæèâ êàêîå-íèáóäü vs íà c−1 ëèáî âñå vs íà c−1/q, ïîëó÷èì, ÷òî
W = Ŵ . Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 17, çàìåòèì,
÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà Φ èìååò âèä

Φ =

 x0,1 . . . x0,q
. . . . . . . . .

xq−1,1 . . . x̂q−1,q

 ,

ãäå x̂q−1,q � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ (33), îïðåäåëÿåìàÿ
óðàâíåíèåì |Φ| = Ŵ , ðàâíîñèëüíûì

V̂1xq−1,1 + · · ·+ V̂q−1xq−1,q−1 + ŵx̂q−1,q = Ŵ ,

îòêóäà

x̂q−1,q =
Ŵ − V̂1xq−1,1 − · · · − V̂q−1xq−1,q−1

ŵ
. (35)



150

Îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî z ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, çà-
âèñÿùèõ îò (32), áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îïåðàòîð

D =
h∑

j=1

γjxj
∂

∂xj
+

p∑
j=1

βj
zj
zb1

∂

∂zj
+

∑
i,s

i ̸=q−1; (i,s)̸=(q−2,q)

xi+1,s
∂

∂xi,s
−

−
∑
s̸=q

(
q−1∑
j=0

ajxj,s

)
∂

∂xq−1,s
+ x̂q−1,q

∂

∂xq−2,q
. (36)

Åñëè P � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (33), à Q � ìíîãî÷ëåí îò ïåðå-
ìåííûõ {

xi,s|i=0,...,q−1; s=1,...,q−1

}
(37)

è (34), òî, î÷åâèäíî, zqb1 ŵDP è zqb1 DQ åñòü ìíîãî÷ëåíû îò òåõ æå ïåðå-
ìåííûõ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñîãëàñíî ñâîéñòâàì îïðåäåëèòåëåé ìíî-
ãî÷ëåí ŵ ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì (ñì. [7:1, � 23, çàäà÷à 3]).

Ëåììà 30. Ïóñòü ôóíêöèè (32) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä
C, à P ̸≡ 0 � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C îò q2 − 1 + h + p

ïåðåìåííûõ (33). Òîãäà:
1◦. Åñëè zqb1 DP åñòü ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (33), òî zqb1 DP

äåëèòñÿ íà P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P = σzb11 . . . z
bp
p x

k1
1 . . . x

kh
h , σ ∈ C \ {0}, bi, ki ∈ Z+. (38)

2◦. Ìíîãî÷ëåí zc11 . . . z
cp
p x

s1
1 . . . x

sh
h ŵDP , ãäå ci, si ∈ Z+, c1 > qb,

äåëèòñÿ íà P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P = σzb11 . . . z
bp
p x

k1
1 . . . x

kh
h ŵ

m, σ ∈ C \ {0}, bi, ki,m ∈ Z+. (39)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí P çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ

xi,q, i = 0, . . . , q − 2. (40)

Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 25, ïåðåìåííûå (40) âçàèìíî îäíîçíà÷íî è ëè-
íåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðåìåííûå V1, . . . , Vd, ãäå d = q− 1, îáîçíà-
÷àþùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîãî÷ëåíû V̂1, . . . , V̂d, îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî
V1, . . . , Vd àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C âìåñòå ñ ïåðåìåííûìè (33),
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êðîìå (40). Î÷åâèäíî, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííûì ìíî-
ãî÷ëåíîì îò V1, . . . , Vd ñ êîýôôèöèåíòàìè � ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöè-
ÿìè îò ïåðåìåííûõ (33), êðîìå (40), ïðè÷¼ì õîòÿ áû îäíà ïåðåìåííàÿ
V = Vj, 1 6 j 6 d äåéñòâèòåëüíî âõîäèò â P . Òàêèì îáðàçîì,

P = PsV
s + · · ·+ P1V + P0, Ps ̸≡ 0, s > 1,

ãäå Ps, . . . , P0 � ìíîãî÷ëåíû îò V1, . . . , Vd, êðîìå V , ñ êîýôôèöèåíòàìè
� ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè îò ïåðåìåííûõ (33), êðîìå (40).

Èç ôîðìóëû ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî
ïðè âçàèìíî îäíîçíà÷íîì è äèôôåðåíöèðóåìîì â îáå ñòîðîíû ïðåîá-
ðàçîâàíèè ïåðåìåííûõ (y1, . . . , yn) ←→ (u1, . . . , un) äèôôåðåíöèàëü-
íûé îïåðàòîð

Q = A1(y⃗)
∂

∂y1
+ · · ·+ An(y⃗)

∂

∂yn
ïåðåõîäèò â îïåðàòîð

Q1 = B1(u⃗)
∂

∂u1
+ · · ·+Bn(u⃗)

∂

∂un
,

ãäå Bi = Q(ui(y⃗)), i = 1, . . . , n. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ïåðåìåí-
íûå y1, . . . , yk, ãäå k < n, îòîáðàæàþòñÿ â ñåáÿ, à A1, . . . , Ak çàâèñÿò
òîëüêî îò y1, . . . , yk, òî Bi ≡ Ai, i = 1, . . . , k.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåííîé çàìåíå ïåðåìåííûõ îïåðàòîð D

ïåðåéä¼ò â

D1 = D0 +
d∑

j=1

(
Dŵ

ŵ
Vj +

V̂ ◦j
ŵ
Ŵ

)
∂

∂Vj
,

ãäå D0 � îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì (36), èç êîòîðîãî èñ-
êëþ÷åíû ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåí-
íûì (40). Äåéñòâèòåëüíî, êàê óæå óñòàíîâëåíî âûøå, ñëàãàåìûå èç
D, ñîäåðæàùèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì (37) è (34), íå
èçìåíÿòñÿ, à îñòàëüíûå ïåðåéäóò â ñóììó âèäà

q−1∑
j=1

(
DV̂j

) ∂

∂Vj
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî

DV̂j =
Dŵ

ŵ
V̂j +

V̂ ◦j
ŵ
Ŵ , j = 1, . . . , q − 1.



152

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîñëîâíî ïîâòîðèòü äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 26.
Òàêèì îáðàçîì,

D1P =

(
D1Ps +

sPsDŵ

ŵ

)
V s + . . . .

Ïî óñëîâèÿì â 1◦ è 2◦ D1P/P � ìíîãî÷ëåí îò V . Òàê êàê ñòåïåíè
ìíîãî÷ëåíîâ D1P è P ïî V ðàâíû,

D1P

P
=

D1Ps

Ps
+
sDŵ

ŵ
.

Ïîäñòàâèâ â ýòî ðàâåíñòâî âìåñòî ïåðåìåííûõ (33) ôóíêöèè (32), ïîëó-
÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ðåøèâ êîòîðîå, èìååì P = σPsŵ

s,
σ ∈ C \ {0}. Ñëåäîâàòåëüíî, P íå çàâèñèò îò V , à ïîòîìó è îò ïåðå-
ìåííûõ (40).

Äîêàæåì òåïåðü ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Òàê êàê ñòåïåíü
ìíîãî÷ëåíà zqb1 DP ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (37) è (34), êðîìå z1,
òàêàÿ æå, êàê ó P , à ñòåïåíü ïî z1 ìîæåò áûòü áîëüøå ÷åì ó P íà qb,
òî ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ zqb1 DP íà P áóäåò ìíîãî÷ëåíîì îò z1 ñòåïåíè íå
âûøå qb,

zqb1 DP = (a0 + a1z1 + · · ·+ aqb−bz
qb−b
1 + · · ·+ aqbz

qb
1 )P, a0, . . . , aqb ∈ C.

(41)
Äîïóñòèì, ÷òî P çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ (37). Ââèäó âîçìîæíî-

ñòè èçìåíåíèÿ íóìåðàöèè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P çàâèñèò îò x0,1, . . . ,
xq−1,1 è P∗ � ñîâîêóïíîñòü îäíîðîäíûõ ÷ëåíîâ ñòàðøåé ñòåïåíè ïî
ýòèì ïåðåìåííûì. Òàê êàê îïåðàòîð D ïåðåâîäèò ñîâîêóïíîñòü îäíî-
ðîäíûõ ÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ x0,1, . . . , xq−1,1 ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè â
ñîâîêóïíîñòü òàêèõ æå ÷ëåíîâ, òî P∗ òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
(41). Ïîëîæèì â (41) xi,1 = c1v

(i)
1 + · · · + cqv

(i)
q , ãäå c1v1 + · · · + cqvq �

íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (28). Ïåðåìåííûå xi,s ñ èíäåêñàìè s ̸= 1
çàìåíèì íà ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñ âûáðàííûì ðåøåíèÿ òîãî æå óðàâ-
íåíèÿ è èõ ïðîèçâîäíûå. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî ïåðåä ëåììîé 30, ýòî
ìîæíî ñäåëàòü, íå èçìåíèâ âðîíñêèàí W . Çàìåíÿÿ îñòàâøèåñÿ ïåðå-
ìåííûå (34) íà ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè (32) è ðåøèâ ïîëó÷åííîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (41), èìååì

P∗ = σ(c1, . . . , cq)z
aqb−beaqbz+···−a0/((q−1)z

q−1). (42)
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Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü (42) � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí îò c1, . . . , cq, òî
ïîñòîÿííàÿ σ(c1, . . . , cq) òàêæå áóäåò îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì îò ýòèõ
âåëè÷èí. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå ìåæäó c1, . . . , cq ìîæíî âûáðàòü òàê,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ σ(c1, . . . , cq) = 0 è P∗ = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò àëãåáðàè÷åñêîé
íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â P∗. Ñëåäîâàòåëüíî, P íå çàâèñèò
îò ïåðåìåííûõ (37) è èìååò âèä

P = T1z
l1,1
1 . . . zl1,pp x

ω1,1

1 . . . x
ω1,h

h + · · ·+ Tsz
ls,1
1 . . . zls,pp x

ωs,1

1 . . . x
ωs,h

h , (43)

ãäå li,j, ωi,j ∈ Z+, âåêòîðà (li,2, . . . , li,p, ωi,1, . . . , ωi,h) ïîïàðíî ðàçëè÷íû,
Ti ∈ C[z1], (Ti, z1) = 1, i = 1, . . . , s. Òîãäà

DP =

(
DT1
T1

+

p∑
j=1

l1,jβj
zb1

+
h∑

j=1

ω1,jγj

)
T1z

l1,1
1 . . . zl1,pp x

ω1,1

1 . . . x
ω1,h

h +

+ · · ·+

(
DTs
Ts

+

p∑
j=1

ls,jβj
zb1

+
h∑

j=1

ωs,jγj

)
Tsz

ls,1
1 . . . zls,pp x

ωs,1

1 . . . x
ωs,h

h .

Îòñþäà ïîëó÷àåì DP/P = DT1/T1 + (
∑
l1,jβj)/z

b
1 +

∑
ω1,jγj, P =

T1z
l1,1
1 . . . z

l1,p
p x

ω1,1

1 . . . x
ω1,h

h è ÷òî ìíîãî÷ëåí zb1DT1 äåëèòñÿ íà T1. Íî òî-
ãäà T1 ∈ C, à P èìååò âèä (38).

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïóñòü

P = Qzd11 . . . zdpp x
t1
1 . . . x

th
h ŵ

m, di, ti,m ∈ Z+,

ãäå Q � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (37) è (34), (Q, ŵx1 . . . xhz1 . . . zp) =
1. Òîãäà

zc11 . . . z
cp
p x

s1
1 . . . x

sh
h ŵDP

P
= zc11 . . . z

cp
p x

s1
1 . . . x

sh
h ŵ

DQ

Q
+

+ zc11 . . . z
cp
p x

s1
1 . . . x

sh
h ŵ

(
1

zb1

∑
j

djβj +
∑
j

tjγj +
m

ŵ
Dŵ

)
. (44)

Òàê êàê ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (44) îáÿçàíî áûòü ìíîãî÷ëå-
íîì, à Q íå äåëèòñÿ íà ŵ, x1, . . . , xh, z1, . . . , zp, òî ìíîãî÷ëåí zqb1 DQ
äîëæåí äåëèòüñÿ íà Q. Òîãäà ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû Q èìå-
åò âèä (38), à P � âèä (39). Ëåììà 30 äîêàçàíà.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî íåîáõîäèìî îáîáùèòü ëåììó 30 íà ñëó÷àé íåñêîëü-
êèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü Φk = ∥v(i)k,s∥i=0,...,qk−1; s=1,...,qk , k = 1, . . . ,m � ôóíäàìåíòàëü-
íûå ìàòðèöû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

v(qk) + ak,qk−1v
(qk−1) + · · ·+ ak,1v

′ + ak,0v = 0, qk > 2, ak,j ∈ C(z),

òàêèõ, ÷òî ak,tzqk ∈ C[z], t = 0, . . . , qk−1, |Φk| = Wk ∈ C[eγ1z, . . . , eγhz,
zβ1, . . . , zβp], γ1, . . . , γh, β1, . . . , βp ∈ C, 1/β1 = b ∈ N. Åñëè ôóíêöèè{

v
(i)
k,s

∣∣∣
k=1,...,m; i=0,...,qk−1; s=1,...,qk; (i,s) ̸=(qk−1,qk)

}
, eγ1z, . . . , eγhz, zβ1, . . . , zβp

(45)
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C, òî âñå îïåðàöèè ñ íèìè ìîæíî ïðî-
âîäèòü, çàìåíÿÿ èõ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå{

xk,i,s|k=1,...,m; i=0,...,qk−1; s=1,...,qk; (i,s)̸=(qk−1,qk)

}
, x1, . . . , xh, z1, . . . , zp.

(46)
Îáîçíà÷èì Vk,s, s = 1, . . . , qk, àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ
ïîñëåäíåé ñòðîêè ìàòðèöû Φk, wk = Vk,qk . Òîãäà âåëè÷èíû Vk,s è wk

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãî÷ëåíû V̂k,s è ŵk îò ïåðåìåííûõ xk,i,s,
àWk � êàê ìíîãî÷ëåí Ŵk îò ïåðåìåííûõ (34). Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàò-
ðèöà Φk ïðèíèìàåò âèä

Φk =

 xk,0,1 . . . xk,0,qk
. . . . . . . . .

xk,qk−1,1 . . . x̂k,qk−1,qk

 ,

ãäå x̂k,qk−1,qk � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ (46), îïðåäåëÿ-
åìàÿ àíàëîãè÷íî (35).

Îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî z ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, çà-
âèñÿùèõ îò (45), â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îïåðàòîð

D =
h∑

j=1

γjxj
∂

∂xj
+

p∑
j=1

βj
zj
zb1

∂

∂zj
+

∑
k,i,s

i ̸=qk−1; (i,s) ̸=(qk−2,qk)

xk,i+1,s
∂

∂xk,i,s
−

−
∑

k,s; s̸=qk

(
qk−1∑
j=0

ak,jxk,j,s

)
∂

∂xk,qk−1,s
+

m∑
k=1

x̂k,qk−1,qk
∂

∂xk,qk−2,qk
, (47)
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àíàëîãè÷íûé (36). Åñëè P � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (46), à Q �
ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ{

xk,i,s|k=1,...,m; i=0,...,qk−1; s=1,...,qk−1

}
(48)

è (34), òî, î÷åâèäíî, zqb1 (
∏

k ŵk)DP è zqb1 DQ, ãäå q = max qk, åñòü ìíî-
ãî÷ëåíû îò òåõ æå ïåðåìåííûõ. Ñíîâà îòìåòèì, ÷òî âñå ìíîãî÷ëåíû
ŵ1, . . . , ŵm ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè.

Ëåììà 31. Ïóñòü ôóíêöèè (45) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä
C, à P ̸≡ 0 � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C îò q21 + · · · + q2m −
m+ h+ p ïåðåìåííûõ (46). Òîãäà:

1◦. Åñëè zqb1 DP åñòü ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (46), òî zqb1 DP
äåëèòñÿ íà P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P = σzb11 . . . z
bp
p x

k1
1 . . . x

kh
h , σ ∈ C \ {0}, bi, ki ∈ Z+.

2◦. Ìíîãî÷ëåí zc11 . . . z
cp
p x

s1
1 . . . x

sh
h (
∏

i ŵi)DP , ãäå ci, si ∈ Z+, c1 >
qb, äåëèòñÿ íà P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P = σzb11 . . . z
bp
p x

k1
1 . . . x

kh
h

∏
i

ŵmi

i , σ ∈ C \ {0}, bi, ki,mi ∈ Z+. (49)

Äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì îáîáùåíèåì äîêàçàòåëüñòâà ëåì-
ìû 30. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí P çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ

xk,i,qk, k = 1, . . . ,m, i = 0, . . . , qk − 2. (50)

Ââèäó âîçìîæíîñòè èçìåíåíèÿ íóìåðàöèè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P çàâè-
ñèò îò ïåðåìåííûõ

x1,0,q1, x1,1,q1, . . . , x1,q1−2,q1. (51)

Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç ëåììû 25, îí ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííûì
ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðåìåííûõ V1, . . . , Vd, ãäå d = q1 − 1, îáîçíà÷àþùèõ,
ñîîòâåòñòâåííî, ìíîãî÷ëåíû V̂1,1, . . . , V̂1,d, ïðè÷¼ì õîòÿ áû îäíà ïåðå-
ìåííàÿ V = Vj, 1 6 j 6 d äåéñòâèòåëüíî âõîäèò â P . Î÷åâèäíî,
÷òî ïåðåìåííûå V1, . . . , Vd àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C âìåñòå ñ
ïåðåìåííûìè (46), êðîìå (51). Òàêèì îáðàçîì,

P = PsV
s + · · ·+ P1V + P0, Ps ̸≡ 0, s > 1,
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ãäå Ps, . . . , P0 � ìíîãî÷ëåíû îò V1, . . . , Vd, êðîìå V , ñ êîýôôèöèåí-
òàìè � ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè îò ïåðåìåííûõ (46), êðîìå (51).
Ñîãëàñíî ðàññóæäåíèþ, ïðîâåä¼ííîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 30,
îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî z â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ñîîòâåòñòâî-
âàòü îïåðàòîð

D1 = D0 +
d∑

j=1

(
Dŵ1

ŵ1
Vj +

V̂ ◦j
ŵ1
Ŵ

)
∂

∂Vj
,

ãäå D0 � îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì (47), èç êîòîðîãî èñ-
êëþ÷åíû ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåí-
íûì (51). Òîãäà

D1P =

(
D1Ps +

sPsDŵ1

ŵ1

)
V s + . . . .

Ïî óñëîâèÿì â 1◦ è 2◦ D1P/P � ìíîãî÷ëåí îò V . Òàê êàê ñòåïåíè
ìíîãî÷ëåíîâ D1P è P ïî V ðàâíû,

D1P

P
=
D1Ps

Ps
+
sDŵ1

ŵ1
.

Ïîäñòàâèâ â ýòî ðàâåíñòâî âìåñòî ïåðåìåííûõ (46) ôóíêöèè (45), ïîëó-
÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ðåøèâ êîòîðîå, èìååì P = σPsŵ

s
1,

σ ∈ C \ {0}. Ñëåäîâàòåëüíî, P íå çàâèñèò îò V , à ïîòîìó è îò ïåðå-
ìåííûõ (50).

Äîêàæåì òåïåðü ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Òàê êàê ñòåïåíü
ìíîãî÷ëåíà zqb1 DP ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (48) è (34), êðîìå z1,
òàêàÿ æå, êàê ó P , à ñòåïåíü ïî z1 ìîæåò áûòü áîëüøå ÷åì ó P íà qb,
òî ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ zqb1 DP íà P áóäåò ìíîãî÷ëåíîì îò z1 ñòåïåíè íå
âûøå qb,

zqb1 DP = (a0 + a1z1 + · · ·+ aqb−bz
qb−b
1 + · · ·+ aqbz

qb
1 )P, a0, . . . , aqb ∈ C.

(52)
Äîïóñòèì, ÷òî P çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ (48). Ââèäó âîçìîæíî-

ñòè èçìåíåíèÿ íóìåðàöèè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P çàâèñèò îò x1,0,1, . . . ,
x1,q1−1,1 è P∗ � ñîâîêóïíîñòü îäíîðîäíûõ ÷ëåíîâ ñòàðøåé ñòåïåíè ïî
ýòèì ïåðåìåííûì. Òàê êàê îïåðàòîð D ïåðåâîäèò ñîâîêóïíîñòü îäíî-
ðîäíûõ ÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ x1,0,1, . . . , x1,q1−1,1 ôèêñèðîâàííîé ñòå-
ïåíè â ñîâîêóïíîñòü òàêèõ æå ÷ëåíîâ, òî P∗ òàêæå óäîâëåòâîðÿåò
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óðàâíåíèþ (52). Ïîëîæèì â (52) x1,i,1 = c1v
(i)
1,1 + · · · + cq1v

(i)
1,q1

, ãäå
c1v1,1 + · · · + cq1v1,q1 � íåíóëåâîå ðåøåíèå ïåðâîãî èç çàäàííûõ óðàâ-
íåíèé. Ïåðåìåííûå x1,i,s ñ èíäåêñàìè s ̸= 1 çàìåíèì íà ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûå ñ ðàññìîòðåííûì ðåøåíèÿ òîãî æå óðàâíåíèÿ è èõ ïðîèçâîä-
íûå. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 30, ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òî
âðîíñêèàí W1 íå èçìåíèòñÿ. Çàìåíèâ îñòàëüíûå ïåðåìåííûå (46) íà
ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè (45) è ðåøèâ ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå (52), èìååì

P∗ = σ(c1, . . . , cq1)z
aqb−beaqbz+···−a0/((q−1)z

q−1). (53)

Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü (53) � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí îò c1, . . . , cq1,
òî ïîñòîÿííàÿ σ(c1, . . . , cq1) òàêæå áóäåò îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì îò
ýòèõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå ìåæäó c1, . . . , cq1 ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ σ(c1, . . . , cq1) = 0 è P∗ = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò àëãåá-
ðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â P∗. Ñëåäîâàòåëüíî, P
íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ (48) è èìååò âèä (43). Äàëåå, äîñëîâíî ïî-
âòîðèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 30, ïîëó-
÷èì, ÷òî P èìååò âèä (38), ÷òî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïóñòü

P = Qzd11 . . . zdpp x
t1
1 . . . x

th
h

∏
i

ŵmi

i , di, ti,mi ∈ Z+,

ãäåQ� ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (48) è (34), (Q, ŵ1 . . . ŵmx1 . . . xhz1 . . .
zp) = 1. Òîãäà

zc11 . . . z
cp
p x

s1
1 . . . x

sh
h (
∏

i ŵi)DP

P
= zc11 . . . z

cp
p x

s1
1 . . . x

sh
h (
∏
i

ŵi)
DQ

Q
+

+zc11 . . . z
cp
p x

s1
1 . . . x

sh
h (
∏
i

ŵi)

(
1

zb1

∑
j

djβj +
∑
j

tjγj +
∑
i

mi

ŵi
Dŵi

)
.

(54)

Òàê êàê ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (54) îáÿçàíî áûòü ìíîãî÷ëå-
íîì, à Q íå äåëèòñÿ íà ŵ1, . . . , ŵm, x1, . . . , xh, z1, . . . , zp, òî ìíîãî÷ëåí
zqb1 DQ äîëæåí äåëèòüñÿ íà Q. Òîãäà ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû
Q èìååò âèä (38), à P � âèä (49). Ëåììà 31 äîêàçàíà.
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Ëåììà 32 [58:1], [52:2]. Åñëè F � äèôôåðåíöèàëüíîå ïîëå ôóíê-
öèé, ìåðîìîðôíûõ â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåå ïîëå C, à ψ1,
. . . , ψm � ôóíêöèè, ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò F, òî ψ1, . . . ,
ψm àëãåáðàè÷åñêè çàâèñÿò íàä F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α1ψ1+
· · ·+ αmψm ∈ F ïðè íåêîòîðûõ α1, . . . , αm ∈ C, |α1|+ · · ·+ |αm| ≠ 0.

�4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 19, 20 è 21

Ïîñêîëüêó òåîðåìà 19 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 20,
îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåì 20 è 21. Íåïîñðåäñòâåííîå äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåìû 19 ïîäðîáíî ïðîâåäåíî â ñòàòüå àâòîðà [64:22].

Ëåììà 33. Ïóñòü ôóíêöèè (45) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä
C; δi,j ∈ C \ Z+, δi,l − δi,k /∈ Z, l ̸= k, i = 1, . . . ,κ, j = 1, . . . ,κ0;
ω1, . . . , ωκ ∈ C \ {0} è ðàçëè÷íû. Òîãäà ôóíêöèè (45) âìåñòå ñ κκ0

ôóíêöèÿìè ∫
zδi,jeωizdz, i = 1, . . . ,κ, j = 1, . . . ,κ0

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà íå âåðíà. Ïóñòü F �

ïîëå, ïîðîæä¼ííîå íàä C ôóíêöèÿìè (45). Èçìåíÿÿ ïðè íåîáõîäè-
ìîñòè ÷èñëà βk, γk, p, h, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî δi,j =

∑
k ci,j,kβk, ωi =∑

k ci,kγk, ci,j,k, ci,k ∈ Z, i = 1, . . . ,κ, j = 1, . . . ,κ0. Ñîãëàñíî ëåììå 32
ïðè íåêîòîðûõ α1,1, . . . , ακ,κ0

∈ C, |α1,1|+ · · ·+ |ακ,κ0
| ̸= 0∑

i,j

αi,j

∫
zδi,jeωizdz =

P

Q
, (55)

ãäå P,Q � ìíîãî÷ëåíû íàä C îò ôóíêöèé (45), (P,Q) = 1. Äèôôåðåí-
öèðóÿ ðàâåíñòâî (55), ïîëó÷èì∑

i,j

αi,jz
δi,jeωiz = (P/Q)′. (56)

Çàìåíÿÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ôóíêöèè (45) íà ïåðåìåííûå (46), èìååì∑
i,j

αi,jz
ci,j,1
1 . . . zci,j,pp x

ci,1
1 . . . x

ci,h
h =

QDP − PDQ
Q2

. (57)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí zc11 . . . z
cp
p x

s1
1 . . . x

sh
h (
∏

i ŵi)DQ ïðè íåêî-
òîðûõ ci, si ∈ Z+, c1 > qb, äåëèòñÿ íà Q. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 31 Q
èìååò âèä (49) è íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ (50).

Äîêàæåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí P òàêæå íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ (50).
Ââèäó âîçìîæíîñòè èçìåíåíèÿ íóìåðàöèè, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü, ÷òî P íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ (51). Äîïóñòèâ ïðîòèâíîå è
âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 25, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â âûðàæåíèå P/Q
âõîäèò îäíî÷ëåí ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè s > 1 ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-
ìåííûõ V1 = V1,1, . . . , Vd = V1,d, ãäå d = q1 − 1, âèäà

A1 = P1V
s1
1 . . . V sd

d , s1, . . . , sd ∈ Z+, s1 > 1, s1 + · · ·+ sd = s, P1 ̸≡ 0,

ãäå P1 � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (48), ŵ−11 , . . . , ŵ−1m ,

z±11 , . . . , z±1p , x±11 , . . . , x±1h (58)

è (50), êðîìå (51). Òàê êàê

D1A1 =

(
DP1 +

(
s1
Dŵ1

ŵ1
+ · · ·+ sd

Dŵ1

ŵ1

)
P1

)
V s1
1 . . . V sd

d + . . . ,

òî

DP1 + s
Dŵ1

ŵ1
P1 = 0, P1 = c1ŵ

−s
1 , c1 ∈ C \ {0}.

Àíàëîãè÷íî, åñëè â P/Q âõîäÿò îäíî÷ëåíû

A2 = P2V
s1−1
1 V s2+1

2 V s3
3 . . . V sd

d , . . . , Ad = PdV
s1−1
1 V s2

2 . . . V sd+1
d ,

òî
P2 = c2ŵ

−s
1 , . . . , Pd = cdŵ

−s
1 , c2, . . . , cd ∈ C.

Ðàññìîòðèì òàêæå îäíî÷ëåí

A0 = P0V
s1−1
1 V s2

2 . . . V sd
d .

Ïðèðàâíÿâ â (57) êîýôôèöèåíòû ïðè V s1−1
1 V s2

2 . . . V sd
d , ïîëó÷èì

DP0 + (s− 1)
Dŵ1

ŵ1
P0 +

(c1s1V̂
◦
1 + · · ·+ cd(sd + 1)V̂ ◦d )Ŵ1

ŵs+1
1

= ε, (59)

ãäå ε ðàâíî ëåâîé ÷àñòè (57), åñëè s = 1, è íóëþ, åñëè s > 2. Êàê
óæå âûÿñíåíî, çíàìåíàòåëü ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè P0 èìååò âèä (49).
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Ïîýòîìó P0 = R/ŵr
1, ãäå r ∈ Z, R � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (48),

(58), ŵ−12 , . . . , ŵ−1m è (50), êðîìå (51), (R, ŵ1) = 1. Òîãäà èç (59) ñëåäóåò

ŵ1DR+(s−r−1)RDŵ1 = −ŵr−s
1 (c1s1V̂

◦
1 +· · ·+cd(sd+1)V̂ ◦d )Ŵ1+εŵ

r+1
1 .
(60)

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (60) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò x1,0,1, x1,1,1,
. . . , x1,d,d, íå äåëÿùèìñÿ íà ŵ1, òî r = s. Âûäåëÿÿ â (60) ñëàãàåìûå,
íå ñîäåðæàùèå íè îäíó èç ïåðåìåííûõ x1,0,1, x1,1,1, . . . , x1,d,1, ïîëó÷èì
c1s1V̂

◦
1 Ŵ1 = 0, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê c1s1 ̸= 0.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî P/Q íå çàâèñèò îò ïåðå-

ìåííûõ (50). Ñëåäîâàòåëüíî, Q èìååò âèä (38), P/Q = T � ìíîãî÷ëåí
ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C îò ïåðåìåííûõ (48) è (58),

DT =
∑
j

α1,jz
δ1,jeω1z + · · ·+

∑
j

ακ,jz
δκ,jeωκz. (61)

Ïóñòü T = B+B1, ãäå B1 � ñîâîêóïíîñòü âñåõ îäíî÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíà
T , ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó èç ïåðåìåííûõ (48). Èç óðàâíåíèÿ (61)
ïîëó÷àåì, ÷òî DB1 = 0, B1 = 0, à P íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ (48).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî â âûðàæåíèè P/Q P ∈ C[z1, . . . , zp,
x1, . . . , xh], à Q = σzb11 . . . z

bp
p x

k1
1 . . . x

kh
h . Íî òîãäà, çàìåíÿÿ ïåðåìåííûå

(34) íà ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè (45), ââèäó (56) èìååì

T = T1e
ω1z+ · · ·+Tκeωκz, T ′ = (T ′1+ω1T1)e

ω1z+ · · ·+(T ′κ+ωκTκ)e
ωκz,

ãäå zβTi ∈ C[zβ1, . . . , zβp], ωi ̸= 0, i = 1, . . . ,κ, β =
∑

l blβl.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

∑
j |α1,j| ̸= 0. Èç ðàâåíñòâà (61) ñëåäóåò∑

j

α1,jz
δ1,j = T ′1 + ω1T1. (62)

Òàê êàê δ1,j ̸= 0, δ1,j ̸= δ1,k, j ̸= k, òî T1 /∈ C. Ïóñòü

T1 = a1z
α1 + · · ·+ asz

αs, a1, . . . , as ∈ C \ {0}, ℜe α1 6 · · · 6 ℜe αs,

ïðè÷¼ì åñëè ℜe αk = ℜe αk+1, òî ℑm αk < ℑm αk+1. Ïóñòü τ ∈ N �
íàèáîëüøåå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî ατ − α1 ∈ Z+. Åñëè α1 ̸= 0, òî ïðàâàÿ
÷àñòü (62) áóäåò ñîäåðæàòü ïî êðàéíåé ìåðå äâå ñòåïåíè z ñ ïîêàçàòå-
ëÿìè, ðàçëè÷àþùèìèñÿ íà öåëîå ÷èñëî: α1 − 1 è ατ . Òàê êàê â ëåâîé
÷àñòè (62) òàêèõ ïîêàçàòåëåé áûòü íå ìîæåò, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
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Åñëè α1 = 0, òî ïðàâàÿ ÷àñòü (62) áóäåò ñîäåðæàòü ñòåïåíü z ñ ïîêà-
çàòåëåì ατ ∈ Z+, ÷òî òàêæå íåâîçìîæíî. Ëåììà 33 äîêàçàíà.

Ëåììà 34. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 33, vk,s = ∆kyk,s,
s = 1, . . . , qk, k = 1, . . . ,m, ãäå yk,1, . . . , yk,qk � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé L(ν⃗k; λ⃗k;αkz
pk)y = 0, pk ∈ N, ∆−qkk ñîâïàäàþò

ñ âðîíñêèàíàìè ýòèõ óðàâíåíèé, ν⃗k ∈ Clk, λ⃗k ∈ (C \ Z−)qk, qk >
max(1, lk), αk ∈ C\{0}, à Vk,s � ôóíêöèè, îïðåäåë¼ííûå ïîñëå ëåììû
30. Ïóñòü σk,s,j,r ∈ C, (σk,s,j,r−σk,s,i,r)/pk /∈ Z, i ̸= j, (−1)rσk,s,j,r/pk+
λk,t /∈ Z, j = 1, . . . ,κ0, r = 0, 1, t = 1, . . . , qk. Òîãäà ôóíêöèè (45)
âìåñòå ñ (κ + q1 + · · ·+ qm)κ0 ôóíêöèÿìè∫

zδi,jeωizdz,

∫
zσk,s,j,0−qk∆kVk,sdz,

i = 1, . . . ,κ, k = 1, . . . ,m, s = 1, . . . , qk, j = 1, . . . ,κ0

è òåìè èç (q1 + · · ·+ qm)κ0 ôóíêöèé∫
zσk,s,j,1−1∆−1k vk,sdz, k = 1, . . . ,m, s = 1, . . . , qk, j = 1, . . . ,κ0,

äëÿ êîòîðûõ qk > 3, àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åíèå qk > 3 äëÿ ïîñëåäíèõ èç ðàññìîò-

ðåííûõ â ëåììå ôóíêöèé âûçâàíî òåì, ÷òî ïðè qk = 2 vk,1 = Vk,2 =
wk, vk,2 = −Vk,1. Èçìåíÿÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè â (45) ÷èñëà βk, γk, p, h,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

zδi,j , zσk,s,j,r , z±1, eωiz,∆k ∈ C[z±β1, . . . , z±βp, e±γ1z, . . . , e±γhz].

Ïîâòîðÿÿ íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 33, ïîëó÷èì âìåñòî ðàâåíñòâ
(55), (56) ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâà∑

i,j

αi,j

∫
zδi,jeωizdz +

∑
k,s,j

αk,s,j,0

∫
zσk,s,j,0−qk∆kVk,sdz+

+
∑
k,s,j

αk,s,j,1

∫
zσk,s,j,1−1∆−1k vk,sdz =

P

Q
, (63)

∑
i,j

αi,jz
δi,jeωiz +

∑
k,s,j

αk,s,j,0z
σk,s,j,0−qk∆kVk,s+

∑
k,s,j

αk,s,j,1z
σk,s,j,1−1∆−1k vk,s =

= (P/Q)′, (64)
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è òî, ÷òî Q êàê ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (46) èìååò âèä (49) è íå
çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ (50).

Åñëè
∑
|αk,s,j,1| ̸= 0, òî, èçìåíèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè íóìåðàöèþ,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α1,q1,1,1 ̸= 0. Äîêàæåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí P ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò ïåðåìåííûõ (51). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, âîñïîëü-
çîâàâøèñü ëåììîé 25, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â âûðàæåíèå P/Q âõîäèò îä-
íî÷ëåí ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè t > 2 ïî ïåðåìåííûì V1 = V1,1, . . . , Vd =
V1,d, d = q1 − 1, âèäà

A1 = P1V
t1
1 . . . V td

d , t1, . . . , td ∈ Z+, t1 > 1, t1 + · · ·+ td = t, P1 ̸≡ 0,

ãäå P1 � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (48), (58), ŵ−11 , . . . , ŵ−1m è (50),
êðîìå (51).

Äàëåå, äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ëåììû 33, ïîëó÷èì ðà-
âåíñòâà (59) è (60), ãäå ε ðàâíî íóëþ, åñëè t > 3, è ëåâîé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà (64), âûðàæåííîé ÷åðåç ïåðåìåííûå V1, . . . , Vd è (46), êðîìå
(51), åñëè t = 2. Îòñþäà, êàê è â ëåììå 33, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ,
îçíà÷àþùåìó, ÷òî

P/Q =
∑
s

BsVs +B,

ãäåB1, . . . , Bd, B � ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ (48), (58), ŵ−11 , . . . , ŵ−1m

è (50), êðîìå (51). Çàìåíèì â P/Q âñå ïåðåìåííûå ñîîòâåòñòâóþùèìè
ôóíêöèÿìè (45). Òîãäà (P/Q)′ èìååò âèä∑

(B′s +Bsw
′
1/w1)Vs +

∑
BsV

◦
1,s/w1 +B′,

îòêóäà, âûðàçèâ â ëåâîé ÷àñòè (64) v1,d+1 ïî ëåììå 25 è ïðèðàâíÿâ
êîýôôèöèåíòû ïðè V1,1, ïîëó÷èì∑

j

α1,1,j,0z
σ1,1,j,0−q1∆1w1 −

∑
j

α1,d+1,j,1z
σ1,d+1,j,1−1∆−11 v1,1 = (w1B1)

′.

(65)
Ðàâåíñòâî (65) àíàëîãè÷íî (64), íî èìååò ëåâóþ ÷àñòü, íå çàâèñÿùóþ
îò v(i)k,qk

, k = 1, . . . ,m, i = 0, . . . , qk − 2. Ïîýòîìó, ïîâòîðèâ ðàññóæ-
äåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 33 äî ðàâåíñòâà (61), ïîëó÷èì, ÷òî w1B1

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ôóíêöèé{
v
(i)
k,s

∣∣∣
k=1,...,m; i=0,...,qk−1; s=1,...,qk−1

}
, e±γ1z, . . . , e±γhz, z±β1, . . . , z±βp (66)
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Îáîçíà÷èì R ñóììó îäíî÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíà w1B1 âèäà

R = T0v1,1 + T1v
′
1,1 + · · ·+ Tdv

(d)
1,1 ,

ãäå ∆1z
1−q1Ti ∈ C[z±β1, . . . , z±βp], i = 0, 1, . . . , d. Ïîñêîëüêó ïðîèçâîä-

íûå äðóãèõ îäíî÷ëåíîâ èç w1B1 íå èìåþò âèä îäíî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ
â R, òî èç ðàâåíñòâà (65) ñ ó÷¼òîì q1 > 3 ñëåäóåò, ÷òî

R′ = −v1,1z−1∆−11

∑
j

α1,d+1,j,1z
σ1,d+1,j,1.

Òàê êàê ôóíêöèÿ v1,1 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ z−q1∆1L ◦∆−11 v = 0, òî
ââèäó ëåììû 29 è òîæäåñòâà LQ = Q L ôóíêöèÿ Td � ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ

z−q1∆1L ◦∆−11 Td = ∆−11 z−1L◦(z1−q1∆1)Td = z−1∆−11

∑
j

α1,d+1,j,1z
σ1,d+1,j,1,

ãäå L = L(ν⃗1; λ⃗1;α1z
p1). Îòñþäà è ëåììû 8 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ T ∗ =

z1−q1∆1Td óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

L(1− ν⃗1; 2− λ⃗1; (−1)q1−l1α1z
p1)T ∗ = (−1)q1

∑
j

α1,d+1,j,1z
σ1,d+1,j,1.

Ñäåëàâ â T ∗ çàìåíó zp1 → z è èçìåíèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè ÷èñëà
β1, . . . , βp, ïîëó÷èì ôóíêöèþ T ∗∗ ∈ C[z±β1, . . . , z±βp], óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ óðàâíåíèþ

L(1− ν⃗1; 2− λ⃗1; (−1)q1−l1α1z)T
∗∗ = (−1)q1

∑
j

α1,d+1,j,1z
σj ,

ãäå σj = σ1,d+1,j,1/p1. Òàê êàê σ1 − σj /∈ Z, j ̸= 1, òî â T ∗∗ äîëæíà
ñîäåðæàòüñÿ ñóììà âèäà

T ∗∗∗ = a0z
σ + a1z

σ+1 + · · ·+ asz
σ+s, a0as ̸= 0, s ∈ Z+, σ − σ1 ∈ Z,

ïðè÷¼ì L(1− ν⃗1; 2− λ⃗1; (−1)q1−l1α1z)T
∗∗∗ = (−1)q1α1,d+1,1,1z

σ1. Îòñþäà
ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 ëåììû 2 ôóíêöèÿ T = z−σ1T ∗∗∗ ∈ C[z±1] óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ

L(1− ν⃗1 + σ1; 2− λ⃗1 + σ1; (−1)q1−l1α1z)T = (−1)q1α1,d+1,1,1.

Íî òîãäà (ñì., íàïðèìåð, [34:1, ëåììà]) λ1,t − σ1 ∈ Z, 1 6 t 6 q1, ÷òî
íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

∑
|αk,s,j,1| = 0.
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Ïóñòü
∑
|αk,s,j,0| ̸= 0. Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ âïëîòü

äî ðàâåíñòâà (65) è ñ÷èòàÿ α1,1,1,0 ̸= 0, ïðåäñòàâèì w1B1 êàê

w1B1 = S0w1 + S1w
′
1 + · · ·+ Sdw

(d)
1 + S∗,

ãäå ∆−11 Si ∈ C[z±β1, . . . , z±βp], i = 0, 1, . . . , d, à S∗ � ìíîãî÷ëåí îò
ôóíêöèé (66), íå ñîäåðæàùèé îäíî÷ëåíîâ âèäà ñòîÿùèõ ïåðåä íèì.
Òîãäà èç ðàâåíñòâà (65) ñëåäóåò, ÷òî S∗ ∈ C. Ñîãëàñíî ëåììå 27

z−q1∆1L(ν⃗1; λ⃗1;α1zp1) ◦∆−11 w1 = 0,

à ôóíêöèè Sd è S∗ = ∆−11 Sd ââèäó ëåììû 29 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-
íèÿì

L(ν⃗1; λ⃗1;α1z
p1) ◦∆−11 Sd = L(ν⃗1; λ⃗1;α1z

p1)S∗ = −
∑
j

α1,1,j,0z
σ1,1,j,0.

Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, ïîëó÷èì σ1+λ1,l
∈ Z, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî,

∑
|αk,s,j,0| =

0, à ðàâåíñòâî (63) ñîâïàäàåò ñ (55). Ëåììà 34 äîêàçàíà.
Ïåðåéä¼ì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 20. Ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðà λ⃗1, . . . , λ⃗n íå ñîäåðæàò êîìïîíåíò èç N. Ïóñòü
pi = qi − li. Ôóíêöèÿ fi(z) = liφqi(ν⃗i; λ⃗i;αiz

pi) óäîâëåòâîðÿåò äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ Liy = ciz

−qi, ãäå Li ≡ z−qiL(ν⃗i; λ⃗i;αiz
pi),

êîýôôèöèåíò ïðè y(qi) ðàâåí 1, ci ∈ C \ {0}, âðîíñêèàí Wi îïåðàòîðà
Li ïðèíàäëåæèò C[zβi, eαiz] (ëåììà 1 è (2)). Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

gi(z) = ∆ifi(z) = ∆i liφqi(ν⃗i; λ⃗i;αiz
pi), ∆i = W

−1/qi
i , i = 1, . . . , n.

Èç ëåìì 1, 2, 3, 5 ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ gi óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ Giy = ciz

−qi∆i, ãäå ci ∈ C \ {0},

Gi ≡ z−qiL(ν⃗i −
z∆′i
pi∆i

; λ⃗i −
z∆′i
pi∆i

;αiz
pi),

ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà Ψi = ∥v(k)i,s ∥k=0,...,qi−1; s=1,...,qi îïåðàòîðà Gi

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (0.40) è |Ψi| ≡ 1. Ñîãëàñíî ëåììå 8

Gi ≡
(−1)qi
zqi

L(1− ν⃗i+
z∆′i
pi∆i

+
1− qi
pi

; 2− λ⃗i+
z∆′i
pi∆i

+
1− qi
pi

; (−1)piαiz
pi).
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Ââèäó ëåììû 15 ìíîæåñòâî óðàâíåíèé {Liy = 0} ðàçáèâàåòñÿ
íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âçÿòûõ ïî îäíîìó
ïðåäñòàâèòåëåé ýòèõ êëàññîâ. Óðàâíåíèÿ â S ïîïàðíî íåêîãðàäèåíòíû
è íåêîíòðãðàäèåíòíû, à äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ, íå âõîäÿùåãî â S,
íàéä¼òñÿ êîãðàäèåíòíîå èëè êîíòðãðàäèåíòíîå åìó óðàâíåíèå èç S.
Ñîãëàñíî ëåììå 23, åñëè óðàâíåíèÿ Lky = 0 è Ljy = 0 êîãðàäèåíòíû
(êîíòðãðàäèåíòíû) è íå âûïîëíåíî óñëîâèå (0.38), òî qk = qj = q,
lk = lj = l, (ν⃗k; λ⃗k) − λk,1 ∼ (−1)r((ν⃗j; λ⃗j) − λj,s), αk = (−1)prαj,
p = q − l, ãäå r = 0 (ñîîòâåòñòâåííî r = 1), s = s(j), 1 6 s 6
q. Ââèäó òåîðåìû 14 áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
(ν⃗j; λ⃗j) − (ν⃗k; λ⃗k) = λj,s − λk,1, åñëè r = 0, è ν⃗j + ν⃗k = λj,s + λk,1 + 1,
λ⃗j + λ⃗k = λj,s + λk,1 + 2, åñëè r = 1. Îòñþäà è ëåììû 6 ñëåäóåò,
÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ∆j/∆k = cz(λj,s−λk,1)p, à âî âòîðîì � ∆j∆k =
cz(λj,s+λk,1)p+q−1, c ∈ C\{0}. Íî òîãäà â ïåðâîì ñëó÷àå îïåðàòîðû Gj è
Gk ñîâïàäàþò, à âî âòîðîì ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæ¼ííûìè. Ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 14, ëåìì 1, 2, 3, 8, 9, 15 è 23 â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû êîãðàäèåíòíîñòü óðàâíåíèé Ljy = 0 è Lky = 0 çàìåíÿåòñÿ
èõ ñîâïàäåíèåì, à êîíòðãðàäèåíòíîñòü � ñîïðÿæ¼ííîñòüþ. Ïðè ýòîì
èç ñîâïàäåíèÿ ëåâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé äëÿ gi íå ñëåäóåò, ðàçóìååòñÿ,
ñîâïàäåíèå èõ ïðàâûõ ÷àñòåé.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ, ïîëó÷àåì

g
(k)
i = ci,1(z)v

(k)
i,1 + · · ·+ ci,qi(z)v

(k)
i,qi
, k = 0, . . . , qi − 1,

c′i,1(z)vi,1 + · · ·+ c′i,qi(z)vi,qi = 0

. . . . . . . . .

c′i,1(z)v
(qi−2)
i,1 + · · ·+ c′i,qi(z)v

(qi−2)
i,qi

= 0

c′i,1(z)v
(qi−1)
i,1 + · · ·+ c′i,qi(z)v

(qi−1)
i,qi

= ciz
−qi∆i.

Îòñþäà, òàê êàê |Ψi| ≡ 1,

ci,s(z) = ci

∫
z−qi∆iVi,sdz, s = 1, . . . , qi.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâà ôóíêöèé {g1, g′1, . . . , g
(qn−1)
n } è {c1,1(z),

. . . , cn,qn(z)} àëãåáðàè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû íàä ïîëÿìè C ⟨v1,1, . . . , vn,qn⟩
è L1 èç òåîðåìû 20, ïðè÷¼ì ââèäó ëåììû 27 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíî-
æåñòâà ôóíêöèé, ïîðîæäàþùèõ ýòè ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèÿì
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òîëüêî èç S. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå è ëåììå 28 â ñëó÷àå êîãðà-
äèåíòíîñòè óðàâíåíèé Ljy = 0 è Lky = 0 èìååì vj,s = vk,s, ∆j =
cz(λj,s−λk,1)p∆k, à â ñëó÷àå êîíòðãðàäèåíòíîñòè � Vj,s = (−1)qk−1vk,s,
∆j = cz(λj,s+λk,1)p+q−1∆−1k .

Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèè c1,1(z), . . . , cn,qn(z) àëãåáðàè÷åñêè çàâèñè-
ìû íàä L1. Ñîãëàñíî ëåììå 34, ãäå ïîëàãàåì m ðàâíûì ÷èñëó óðàâíå-
íèé â S, ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè (σk,s,j,r−σk,s,i,r)/pk ∈ Z, ðàâ-
íîñèëüíîì â íàøåì ñëó÷àå óñëîâèþ λj,s(j)−λi,s(i) ∈ Z, îòêóäà (ν⃗i; λ⃗i) ∼
(ν⃗j; λ⃗j), ëèáî ïðè óñëîâèè (−1)rσk,s,j,r/pk + λk,t ∈ Z, ðàâíîñèëüíîì
(−1)rλj,s(j) − λk,1 + λk,t ∈ Z, ÷òî ââèäó λk,t = (−1)rλj,t − (−1)rλj,s(j) +
λk,1 + 1− (−1)r äà¼ò λj,t ∈ Z. Åñëè qi = qj = 1, fi(z) = 0φ1(λi;αiz), òî
ïîëó÷èì óñëîâèå λi − λj ∈ Z, αi = αj, ëèáî λi ∈ Z.

Åñëè, íàêîíåö, äëÿ îïåðàòîðîâ Lj è Lk âûïîëíåíî óñëîâèå (0.38),
òî ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà 20 äîêàçàíà.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 21. Óñëîâèÿ λ⃗k + 1/d ̸∼ λ⃗k
íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ íåïðèâîäèìîñòè óðàâíåíèé Lky = 0,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèÿì 0φqk(λ⃗k; z) (ñì. [28:4]). Òîãäà ââèäó íå÷¼ò-
íîñòè qk ãðóïïà Ãàëóà êàæäîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé äîëæíà ñîäåðæàòü
SL(q,C) [43:1, òåîðåìà 2.2] è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (0.40) âûïîëíåíî.
Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 20, òåîðåìû 16 � 18 è òåîðåìó I À.Á. Øèäëîâñêîãî,
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû 21 íåîáõîäèìî ðàññìîò-
ðåòü åù¼ ñëó÷àé, êîãäà λ⃗ + 1/d ∼ λ⃗, ãäå d > 1 � äåëèòåëü ÷èñëà q,
íàèáîëüøèé èç âîçìîæíûõ. Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó â [28:5, �5] ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî q/d = τ > 1,

λ⃗ =

(
γi + j − d

d
, i = 1, . . . , τ, j = 0, 1, . . . , d− 1

)
, 0 6 ℜe γi < 1.

Ïóñòü γ⃗ = (γ1, . . . , γτ), ψ(z) = 0φτ(γ⃗; (z/τ)
τ), ϕ(z) = 0φq(λ⃗; (z/q)

q).
Òîãäà (ñì. òàì æå) óðàâíåíèå L(γ⃗; τ−τ(z/τ)τ)y = 0 íåïðèâîäèìî,

ϕ(z) =
1

d

d−1∑
k=0

ψ(ξkz),

ξ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè q èç 1. Èç äîêàçàííîãî â [28:5, �5] ñëå-
äóåò, ÷òî ìíîæåñòâà ôóíêöèé {0φ(i)

q (λ⃗;αjq
−qzq), i = 0, . . . , q − 1, j =
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1, . . . , n} è {0φ(i)
τ (γ⃗;α

1/d
j ξkττ−τzτ), i = 0, . . . , τ − 1, j = 1, . . . , n, k =

0, . . . , d− 1} àëãåáðàè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû íàä C(z). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
α
1/d
i ξsτ ̸= α

1/d
j ξkτ , à ïðè αi ̸= −αj òàêæå α

1/d
i ξsτ ̸= −α1/d

j ξkτ . Êðîìå

òîãî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè γ⃗ ∼ γk− γ⃗, òî λ⃗ ∼ λs− λ⃗. Îòñþäà,
ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 21, ïîëó÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.
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Ãëàâà 5. Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì 2-ãî ïîðÿäêà.

�1. Îá àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

Âî ââåäåíèè ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû 22 áûëè âûïèñàíû
âñå ñîîòíîøåíèÿ ñìåæíîñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåé ãëàâå
ôóíêöèé.

Âîñïðîèçâåä¼ì èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé òîëüêî òå, ÷òî íåïîñðåäñòâåí-
íî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âûâîäà äðóãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîæäåñòâ, à òàêæå
òå, ëåâûå ÷àñòè êîòîðûõ ïðè íåêîòîðûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ èñ÷åçàþò:

(ν − µ)A(ν−) = −zA′ + (z + ν − µ)A,
(ν − µ)A′(ν−) = (ν − 1)A′ + (1− ν)A,
(ν − µ)A(µ+) = µA′ − µA,

(ν − µ)zA′(µ+) = −µ2A′ + νµA,

(ζ + 1)Ā(ζ+) = zĀ′ + (ζ + 1)Ā,
(ζ − θ)(ζ − η)Ā(ζ−) = −ζzĀ′ + ζ(z + ζ − θ − η)Ā+ θη,

(ζ − θ)zĀ(θ+) = (θ + 1)zĀ′ − (θ + 1)(z − η)Ā− (θ + 1)η,

(1)

ãäå A = Aµ,ν(z), Ā = Aθ,η,ζ(z).
Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé òåîðåì 22 � 25 âûòåêàëà èç àëãåáðàè÷å-

ñêèõ òîæäåñòâ, ïðèâåä¼ííûõ âî ââåäåíèè ïîñëå ôîðìóëèðîâêè êàæäîé
òåîðåìû. Èç ýòèõ òîæäåñòâ íóæäàþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òîæäåñòâà
(0.44) � (0.46), èñïîëüçóåìûå äëÿ îáîñíîâàíèÿ íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ
4◦ òåîðåìû 24.

Òîæäåñòâî (0.44) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïÿòîãî òîæäåñòâà èç (1).
Çàìåíÿÿ â òîæäåñòâå (0.44) θ, η, z ñîîòâåòñòâåííî íà 0, θ,−z, ïî-

ëó÷àåì
θe−z = z(A0,θ,θ−1(−z))′ + θA0,θ,θ−1(−z),

÷òî âìåñòå ñ (0.47) äà¼ò (0.46).
Ðàâåíñòâî (0.45), î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî ïðè z = 0. Äàëåå, åñëè

óìíîæèòü îáå åãî ÷àñòè íà zθ1+θ2, ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü è ðàçäåëèòü
íà zθ1+θ2−1, òî ïîëó÷èòñÿ òîæäåñòâî

(θ1 + θ2)(θ1φθ2(−z) + θ2φθ1(z)) = (θ1 + θ2)(θ2Aθ1,θ1+θ2,θ1+θ2−1(z)+



169

+θ1Aθ2,θ1+θ2,θ1+θ2−1(−z))+z(θ2A′θ1,θ1+θ2,θ1+θ2−1(z)−θ1A
′
θ2,θ1+θ2,θ1+θ2−1(−z)),

ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî âûòåêàåò èç (0.44). ×èñëî θ1+θ2 êàê ïàðàìåòð
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè íå ìîæåò áûòü öåëûì îòðèöàòåëüíûì.
Ïîýòîìó, åñëè ïåðåíåñòè âñå ñëàãàåìûå èç (0.45) â îäíó ÷àñòü, ðàçëî-
æèòü â ðÿä Òåéëîðà è óìíîæèòü íà zθ1+θ2, òî íå âîçíèêíåò ÷ëåíîâ, íå
çàâèñÿùèõ îò z. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ òàêîãî ðÿäà òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ, òî ðÿä òàêæå òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, òîæäå-
ñòâî (0.45) äîêàçàíî.

�2. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ëåììà 1 (ñì. [36:12, ãë. 9, òåîðåìà 1], [5:3, ëåììà 2]). Ïóñòü
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

y′′ + aiy
′ + biy = 0, ai, bi ∈ C(z), i = 1, . . . , n, n > 1, (2)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
1◦. Ñóùåñòâóþò ôóíêöèè wi ∈ C(z), wi ̸≡ 0, i = 1, . . . , n, òà-

êèå, ÷òî
w′i + aiwi = 0, i = 1, . . . , n.

2◦. Ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå êàæäîãî èç óðàâíåíèé (2) àë-
ãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìî íàä C(z) ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé.

Ïóñòü, äàëåå, f1, . . . , fn � íàáîð íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2).

Òîãäà ëèáî 2n ôóíêöèé f1, f
′
1, . . . , fn, f

′
n àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñè-

ìû íàä C(z), ëèáî ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ vi, vj, i ̸= j,
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2), à òàêæå ôóíê-
öèè S = ωω1, T = ωω2, ãäå ω1, ω2, ω

2 ∈ C(z), òàêèå, ÷òî

vi = Svj + Tv′j, (3)

S ′′ + aiS
′ + (bi − bj)S − 2bjT

′ + (ajbj − aibj − b′j)T = 0,

T ′′ + (ai − 2aj)T
′ + (a2j − a′j − aiaj + bi − bj)T + 2S ′ + (ai − aj)S = 0.

(4)

Ëåììà 1 ñëåäóåò òàêæå èç ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [52:2].
Ëåììà 2. Åñëè ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 1 ai, bi ∈ C[z±1], i =

1, . . . , n, òî ω1, ω2 ∈ C[z±1], ω = zk, k ∈ {0, 1/2}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 2 ôóíêöèè S è T ÿâëÿ-
þòñÿ êîìïîíåíòàìè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (4), êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ãîëîìîðôíû â îáëàñòè C\{0}.
Ïîýòîìó ôóíêöèè ω1, ω2, ω, ω

2 òàêæå íå èìåþò îñîáåííîñòåé â C\{0},
îòêóäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè z(µi−1)/2e−αiz/2Aµi,νi(αiz). Îíè óäîâëåòâîðÿ-
þò äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

y′′ +
1

z
y′ −

(
α2
i

4
+
αiτi
z

+
κ2
i

z2

)
y = 0, (5)

ãäå τi = νi − µi/2, κi = (µi − 1)/2.
Ëåììà 3. Åñëè αi, τi,κi ∈ C, αi ̸= 0, τi ± κi + 1/2 /∈ Z, i =

1, . . . , n, òî ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå êàæäîãî èç óðàâíåíèé (5)
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìî íàä C(z) ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ vi ̸≡ 0, 1 6 i 6 n, óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (5) è àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìà ñ v′i íàä C(z).
Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 3.8 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y∗ óðàâíåíèÿ (5) òàêîå,
÷òî u = y′∗/y∗ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ôóíêöèåé. Òî÷êàìè âåòâëåíèÿ
ôóíêöèè u ìîãóò áûòü òîëüêî z = 0 è z = ∞. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ðèêêàòè

u′ +
1

z
u+ u2 =

α2
i

4
+
αiτi
z

+
κ2
i

z2
. (6)

Ïóñòü

u = c0z
r0 + c1z

r1 + · · ·+ ckz
rk + . . . , ck ∈ C, c0 ̸= 0, (7)

� ðàçëîæåíèå ëþáîé âåòâè u â îêðåñòíîñòè z =∞ ñ óáûâàþùèìè ðà-
öèîíàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè rk. Ïîäñòàâèâ ðàçëîæåíèå (7) â óðàâíåíèå
(6), ïîëó÷èì

∞∑
k=0

(rk + 1)ckz
rk−1 +

∞∑
k=0

∞∑
l=0

ckclz
rk+rl =

α2
i

4
+
αiτi
z

+
κ2
i

z2
. (8)

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè íàèáîëüøèõ ñòåïåíÿõ z, ïîëó÷àåì, ÷òî
r0 = 0, c0 = ±αi/2, r1 = −1, c1 = ±τi − 1/2. Äîêàæåì, ÷òî â ðàçëî-
æåíèè (7) âñå rk ∈ Z. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì
ïîêàçàòåëü rs /∈ Z, cs ̸= 0, ãäå èíäåêñ s � íàèìåíüøèé èç âîçìîæíûõ.
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Òîãäà, ñðàâíèâàÿ â (8) êîýôôèöèåíòû ïðè íàèáîëüøåé äðîáíîé ñòåïå-
íè z, ïîëó÷èì c0cs = 0, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ u
íå ðàçâåòâëÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè z = ∞. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî z = 0
òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ è u ∈ C(z).

Ââèäó òîãî, ÷òî â (7) r0 = 0, ðàçëîæåíèå ôóíêöèè u = y′∗/y∗ ∈
C(z) íà ïðîñòåéøèå äðîáè èìååò âèä

u = c0 +
a

z
+

s∑
k=0

nk
z − zk

, (9)

ãäå s ∈ Z+, zk ∈ C \ {0}, nk ∈ N, a � âû÷åò ôóíêöèè u â òî÷êå z = 0.
×òîáû íàéòè a, âûïèøåì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè u â îêðåñòíîñòè òî÷êè
z = 0:

u = γ0z
r0 + γ1z

r1 + · · ·+ γkz
rk + . . . , γk ∈ C, γ0 ̸= 0, (10)

ãäå ïîêàçàòåëè rk åñòü ïîñëåäîâàòåëüíî âîçðàñòàþùèå öåëûå ÷èñëà.
Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (10) â (6), âíîâü ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (8), ãäå
ck = γk è, ñðàâíèâàÿ â í¼ì êîýôôèöèåíòû ïðè íàèìåíüøèõ ñòåïåíÿõ
z, èìååì ëèáî r0 = −1, γ0 = ±κi, ëèáî r0 = 0, κi = 0, îòêóäà
a = ±κi. Ñîïîñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (7) è (9), ïîëó÷èì c1 = ±τi−1/2 =
±κi+n1+· · ·+ns. Íî òîãäà õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë τi±κi+1/2 ÿâëÿåòñÿ
öåëûì. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ëåììà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3 è åñëè α2
i = α2

j ,
1 6 i < j 6 n, òî ÷èñëî 2(τi−(αi/αj)τj) è ëþáîå èç ÷èñåë 2(κi±κj) íå
ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè. Òîãäà 2n ôóíêöèé

v1, v
′
1, . . . , vn, v

′
n, (11)

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C(z).
Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïóò¼ì èçìåíåíèÿ

ïàðàìåòðîâ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íà öåëûå ÷èñëà ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèé ñìåæíîñòè óñëîâèå 2(κi ± κj) ∈ Z ìîæíî ïðåâðàòèòü â
κi ± κj = 0, à óñëîâèå τi − (αi/αj)τj ∈ Z, α2

i = α2
j � â αiτi = αjτj.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé óñëîâèÿ ëåììû 4
ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè, òàê êàê â ñëó÷àå èõ íàðó-
øåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ (5) ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî, òî ñî-
ãëàñíî ëåììå 1 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî (3), ãäå áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü j = 1, i = 2. Òîãäà ñèñòåìà (4)
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çàïèøåòñÿ â âèäå

S ′′ +
1

z
S ′ +

(
α2
1 − α2

2

4
+
α1τ1 − α2τ2

z
+

κ2
1 − κ2

2

z2

)
S+

+

(
α2
1

2
+

2α1τ1
z

+
2κ2

1

z2

)
T ′ −

(
α1τ1
z2

+
2κ2

1

z3

)
T = 0, (12)

T ′′ − 1

z
T ′ +

(
α2
1 − α2

2

4
+
α1τ1 − α2τ2

z
+

κ2
1 − κ2

2 + 1

z2

)
T + 2S ′ = 0.

Ñîãëàñíî ëåììå 2 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

S = c0z
m1+c1z

m1+1+· · ·+cn1
zm1+n1, T = d0z

m2+· · ·+dn2
zm2+n2, (13)

ãäå c0cn1
d0dn2

̸= 0, m1 −m2 ∈ Z, 2m1 ∈ Z.
Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (13) â ñèñòåìó (12) è ñðàâíèâàÿ êîýôôè-

öèåíòû ïðè íàèáîëüøèõ ñòåïåíÿõ z, óáåæäàåìñÿ, ÷òî α2
1 = α2

2. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ýòó ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

S ′′ +
1

z
S ′ +

(
ατ

z
+

κ2
1 − κ2

2

z2

)
S +

(
α2

2
+

2ατ1
z

+
2κ2

1

z2

)
T ′−

−
(
ατ1
z2

+
2κ2

1

z3

)
T = 0, (14)

T ′′ − 1

z
T ′ +

(
ατ

z
+

κ2
1 − κ2

2 + 1

z2

)
T + 2S ′ = 0,

ãäå α = α1, τ = (τ1 − (α2/α1)τ2).
Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè íàèáîëüøèõ ñòåïåíÿõ z â ñèñòåìå

(14), óáåæäàåìñÿ, ÷òî åñëè τ ̸= 0, òî m1 + n1 = m2 + n2 è{
ατcn1

= −(m1 + n1)α
2dn2

/2,
ατdn2

= −2(m1 + n1)cn1
.

Ïåðåìíîæèâ äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì τ = ±(m1+ n1). Åñëè
æå τ = 0, òî óáåæäàåìñÿ, ÷òî m1 + n1 = 0 èëè m2 + n2 = 0, îòêóäà
m1 ∈ Z. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ 2τ è 2m1 åñòü öåëûå ÷èñëà
îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè.

Àíàëîãè÷íî, ñðàâíèâàÿ â (14) êîýôôèöèåíòû ïðè íàèìåíüøèõ
ñòåïåíÿõ z, óáåäèìñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë 2(κ1±κ2), åñòü öåëîå



173

÷èñëî òîé æå ÷¼òíîñòè, ÷òî è 2m1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè m1 6 m2 − 2,
òî ïîëó÷àåì, ÷òî m1 = 0, κ2

1 − κ2
2 = 0. Åñëè m1 > m2, òî{
2m2κ2

1d0 − 2κ2
1d0 = 0,

m2(m2 − 1)d0 −m2d0 + (κ2
1 − κ2

2 + 1)d0 = 0,

÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâàì κ2
1(m2 − 1) = 0, (m2 − 1)2 + κ2

1 − κ2
2 = 0,

îòêóäà m2 = 1, κ2
1 − κ2

2 = 0 ëèáî κ1 = 0, κ1 + κ2 = ±(m2 − 1). Åñëè,
íàêîíåö, m1 = m2 − 1 = m, òî ïîëó÷àåì ñèñòåìó{

m(m− 1)c0 +mc0 + (κ2
1 − κ2

2)c0 + 2(m+ 1)κ2
1d0 − 2κ2

1d0 = 0,
(m+ 1)md0 − (m+ 1)d0 + (κ2

1 − κ2
2 + 1)d0 + 2mc0 = 0,

ýêâèâàëåíòíóþ {
(m2 + κ2

1 − κ2
2)c0 = −2mκ2

1d0,

(m2 + κ2
1 − κ2

2)d0 = −2mc0.

Ïåðåìíîæèâ äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà, ïîëó÷èìm2+κ2
1−κ2

2 = ±2mκ1,
÷òî ðàâíîñèëüíî (m± κ1)

2 − κ2
2 = 0, èëè, â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè,

(m1 + κ1 + κ2)(m1 − κ1 − κ2)(m1 + κ1 − κ2)(m1 − κ1 + κ2) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ òð¼õ ñëó÷àÿõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë
2(κ1±κ2) åñòü öåëîå ÷èñëî òîé æå ÷¼òíîñòè, ÷òî è 2τ . Ëåììà 4 äîêà-
çàíà.

Ëåììà 5 (ñì. [36:12, ãë. 9, ëåììà 9]). Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå
äèôôåðåíöèàëüíîå ïîëå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñîäåðæàùåå ïîëå C,
à äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

y′′ + aiy
′ + biy = 0, ai, bi ∈ V, i = 1, . . . , n, n > 1, (15)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
1◦. Ñóùåñòâóþò ôóíêöèè wi ∈ V, wi ̸≡ 0, i = 1, . . . , n, òàêèå,

÷òî
w′i + aiwi = 0, i = 1, . . . , n.

2◦. Äëÿ ëþáûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé v1, . . . , vn ñîîòâåòñòâó-
þùèõ óðàâíåíèé (15) 2n ôóíêöèé v1, v

′
1, . . . , vn, v

′
n àëãåáðàè÷åñêè íåçà-

âèñèìû íàä V.
Ïóñòü, äàëåå, v̂1, . . . , v̂n � ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíå-

íèé (15) òàêèå, ÷òî v̂i ëèíåéíî íåçàâèñèìî íàä C ñ ðåøåíèåì vi, i =
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1, . . . , n. Òîãäà 3n ôóíêöèé vi, v
′
i, v̂i, i = 1, . . . , n, àëãåáðàè÷åñêè íåçà-

âèñèìû íàä V.
Ëåììà 6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4, ÷èñëà γ1, . . . , γh,

à òàêæå β1, . . . , βp, ïðèíàäëåæàò C è ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q,
1/β1 = b ∈ N. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé vi, v̂i,
i = 1, . . . , n ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé (5) 3n+ h+ p ôóíêöèé

v1, v
′
1, v̂1, . . . , vn, v

′
n, v̂n, e

γ1z, . . . , eγhz, zβ1, . . . , zβp (16)

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C.
Äîêàçàòåëüñòâî ñ ó÷¼òîì ëåìì 4 è 5 ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íî

äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèé 1◦ è 2◦ ëåììû 10 ãë. 9 êíèãè [36:12], ëèáî
ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå èç ëåììû 4.17.

Ïîä äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî z ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò (16), âñþ-
äó ïîíèìàåòñÿ íàõîæäåíèå ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî z ñ ïîñëåäóþùåé
çàìåíîé ïîÿâëÿþùèõñÿ ïðè ýòîì ôóíêöèé v′′i , v̂

′
i ÷åðåç ôóíêöèè (16) ñ

ïîìîùüþ óðàâíåíèé (5) è ôîðìóë Ëèóâèëëÿ

v̂′i = v̂iv
′
i/vi + χi/(zvi), χi ∈ C \ {0}, i = 1, . . . , n.

Âñå îïåðàöèè ñ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè ôóíêöèÿìè (16) óäîáíî
ïðîâîäèòü ôîðìàëüíî, êàê ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èì ïåðåìåííûìè{

xi,s|i=1,...,n; s=1,2,3

}
, x1, . . . , xh, z1, . . . , zp. (17)

Îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî z ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, çà-
âèñÿùèõ îò (16), áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îïåðàòîð

D =
h∑

j=1

γjxj
∂

∂xj
+

p∑
j=1

βj
zj
zb1

∂

∂zj
+

n∑
i=1

xi,2
∂

∂xi,1
+

+
n∑

i=1

(
− 1

zb1
xi,2 +

(
α2
i

4
+
αiτi
zb1

+
κ2
i

z2b1

)
xi,1

)
∂

∂xi,2
+

+
n∑

i=1

(
xi,2xi,3
xi,1

+
χi

zb1xi,1

)
∂

∂xi,3
.

Åñëè P � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (17), à Q � ìíîãî÷ëåí îò ïåðå-
ìåííûõ {

xi,s|i=1,...,n; s=1,2

}
, x1, . . . , xh, z1, . . . , zp, (18)
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òî, î÷åâèäíî, z2b1 (
∏

i xi,1)DP è z2b1 DQ åñòü ìíîãî÷ëåíû îò òåõ æå ïå-
ðåìåííûõ.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ëåììû 4.31, íî å¼
äîêàçàòåëüñòâî òåõíè÷åñêè ìåíåå ñëîæíî.

Ëåììà 7. Ïóñòü ôóíêöèè (16) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä
C, à P ̸≡ 0 � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C îò 3n + h + p

ïåðåìåííûõ (17). Òîãäà:
1◦. Åñëè z2b1 DP åñòü ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (17), òî z2b1 DP

äåëèòñÿ íà P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P = σzb11 . . . z
bp
p x

k1
1 . . . x

kh
h , σ ∈ C \ {0}, bi, ki ∈ Z+. (19)

2◦. Ìíîãî÷ëåí zc11 . . . z
cp
p x

s1
1 . . . x

sh
h (
∏

i xi,1)DP , ãäå ci, si ∈ Z+, c1 >
2b, äåëèòñÿ íà P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P = σzb11 . . . z
bp
p x

k1
1 . . . x

kh
h

∏
i

xmi

i,1 , σ ∈ C \ {0}, bi, ki,mi ∈ Z+. (20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí P çàâèñèò õîòÿ áû îò îäíîé
ïåðåìåííîé xi,3, 1 6 i 6 n, ò. å.

P = Psx
s
i,3 + · · ·+ P1xi,3 + P0, Ps ̸≡ 0, s > 1,

ãäå Ps, . . . , P0 � ìíîãî÷ëåíû, íå çàâèñÿùèå îò xi,3. Òîãäà

DP =

(
DPs +

sPsxi,2
xi,1

)
xsi,3 + . . .

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò xi,3 ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé íàä C îò âñåõ ïåðåìåííûõ (17), êðîìå xi,3. Òàê êàê ñòå-
ïåíè ìíîãî÷ëåíîâ DP è P ïî xi,3 ðàâíû, òî èõ ÷àñòíîå ñîâïàäàåò ñ
÷àñòíûì îò äåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè xsi,3. Ïîýòîìó

DP

P
=
DPs

Ps
+
sxi,2
xi,1

.

Ïîñòàâèâ â ýòî ðàâåíñòâî âìåñòî ïåðåìåííûõ (17) ôóíêöèè (16), ïîëó-
÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ðåøèâ êîòîðîå, èìååì P = σPsx

s
i,1,

σ ∈ C \ {0}. Ñëåäîâàòåëüíî, P íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ

x1,3, . . . , xn,3. (21)
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Äîêàæåì òåïåðü ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Òàê êàê ñòåïåíü
ìíîãî÷ëåíà z2b1 DP ïî ïåðåìåííûì (18), êðîìå z1, ðàâíà ñòåïåíè P ,
à ñòåïåíü ïî z1 = z1/b ìîæåò áûòü áîëüøå ñòåïåíè P íà 2b, òî ÷àñòíîå
îò äåëåíèÿ z2b1 DP íà P áóäåò ìíîãî÷ëåíîì îò z1 ñòåïåíè íå âûøå 2b,

z2b1 DP = (a0+ a1z1+ · · ·+ abz
b
1+ · · ·+ a2bz

2b
1 )P, a0, . . . , a2b ∈ C. (22)

Äîïóñòèì, ÷òî P çàâèñèò õîòÿ áû îò îäíîé ïàðû ïåðåìåííûõ
xi,1, xi,2, íàïðèìåð, x1,1, x1,2, à P0 � ñîâîêóïíîñòü îäíîðîäíûõ ÷ëå-
íîâ ñòàðøåé ñòåïåíè ïî ýòèì äâóì ïåðåìåííûì. Òàê êàê îïåðàòîð D
ïåðåâîäèò ñîâîêóïíîñòü îäíîðîäíûõ ÷ëåíîâ ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè
îò ïåðåìåííûõ xi,1, xi,2 â ñîâîêóïíîñòü òàêèõ æå ÷ëåíîâ, òî P0 òàêæå
óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (22). Ïîëîæèì â (22)
x1,s = c1v

(s−1)
1 + ĉ1v̂

(s−1)
1 , c1, ĉ1 ∈ C, s = 1, 2, ãäå c1v1 + ĉ1v̂1 � íåíó-

ëåâîå ðåøåíèå ïåðâîãî èç óðàâíåíèé (5). Ïåðåìåííóþ x1,3 çàìåíèì íà
ðåøåíèå òîãî æå óðàâíåíèÿ, ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ñ âûáðàííûì. Óìíî-
æàÿ, ïðè íåîáõîäèìîñòè, x1,s, s = 1, 2 íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó, ìîæíî
äîáèòüñÿ, ÷òî âðîíñêèàí χi/z íå èçìåíèòñÿ. Çàìåíèâ îñòàëüíûå ïåðå-
ìåííûå (18) ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè (16) è ðåøèâ ïîëó÷åííîå äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (22), èìååì

P0 = σ1(c1, ĉ1)z
abea2bz+···−a0/z. (23)

Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü (23) � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí îò c1, ĉ1, òî ïî-
ñòîÿííàÿ σ1(c1, ĉ1) òàêæå áóäåò îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì îò ýòèõ âå-
ëè÷èí, è ïîýòîìó îòíîøåíèå c1 : ĉ1 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî äëÿ íåêî-
òîðîãî ðåøåíèÿ íàøåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ σ1(c1, ĉ1) = 0
è P0 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé,
âõîäÿùèõ â P0. Ñëåäîâàòåëüíî, P íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ{

xi,s|i=1,...,n; s=1,2

}
(24)

è èìååò âèä (4.43). Äàëåå, äîñëîâíî ïîâòîðèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ-
ñóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4.30, ïîëó÷èì, ÷òî P èìååò âèä (19),
÷òî äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïóñòü

P = Qzd11 . . . zdpp x
t1
1 . . . x

th
h

∏
i

xmi

i,1 , di, ti,mi ∈ Z+,
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ãäå Q � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (18), (Q, x1,1 . . . xn,1x1 . . . xhz1 . . .
zp) = 1. Òîãäà

zc11 . . . z
cp
p x

s1
1 . . . x

sh
h (
∏

i xi,1)DP

P
= zc11 . . . z

cp
p x

s1
1 . . . x

sh
h (
∏
i

xi,1)
DQ

Q
+

+zc11 . . . z
cp
p x

s1
1 . . . x

sh
h (
∏
i

xi,1)

(
1

zb1

∑
j

djβj +
∑
j

tjγj +
∑
i

mixi,2
xi,1

)
.

(25)
Òàê êàê ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (25) îáÿçàíî áûòü ìíîãî÷ëå-
íîì, à Q íå äåëèòñÿ íà x1,1, . . . , xn,1, x1, . . . , xh, z1, . . . , zp, òî ìíîãî÷ëåí
zqb1 DQ äîëæåí äåëèòüñÿ íà Q. Òîãäà ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ ëåììû
Q èìååò âèä (19), à P � âèä (20). Ëåììà 7 äîêàçàíà.

�3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 23

Ëåììà 8. Ïóñòü ôóíêöèè (16) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä
C; δi,j ∈ C \ Z+, δi,l − δi,k /∈ Z, l ̸= k, i = 1, . . . ,κ, j = 1, . . . ,m;
ω1, . . . , ωκ ∈ C \ {0} è ðàçëè÷íû. Òîãäà ôóíêöèè (16) âìåñòå ñ mκ
ôóíêöèÿìè ∫

zδi,jeωizdz, i = 1, . . . ,κ, j = 1, . . . ,m

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà íå âåðíà. Èçìåíÿÿ ïðè

íåîáõîäèìîñòè ÷èñëà βk, γk, p, h, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî δi,j =
∑

k ci,j,kβk,
ωi =

∑
k ci,kγk, ci,j,k, ci,k ∈ Z, i = 1, . . . ,κ, j = 1, . . . ,m. Ñîãëàñíî

ëåììå 4.32 ïðè íåêîòîðûõ α1,1, . . . , ακ,m ∈ C, |α1,1|+ · · ·+ |ακ,m| ̸= 0∑
i,j

αi,j

∫
zδi,jeωizdz =

P

Q
, (26)

ãäå P,Q � ìíîãî÷ëåíû íàä C îò ôóíêöèé (16), (P,Q) = 1. Äèôôåðåí-
öèðóÿ ðàâåíñòâî (26), ïîëó÷èì∑

i,j

αi,jz
δi,jeωiz = (P/Q)′. (27)

Çàìåíÿÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ôóíêöèè (16) íà ïåðåìåííûå (17), èìååì∑
i,j

αi,jz
ci,j,1
1 . . . zci,j,pp x

ci,1
1 . . . x

ci,h
h =

QDP − PDQ
Q2

. (28)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí zc11 . . . z
cp
p x

s1
1 . . . x

sh
h (
∏

i xi,1)DQ ïðè íåêî-
òîðûõ ci, si ∈ Z+, c1 > 2b, äåëèòñÿ íà Q. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 7 Q
èìååò âèä (20) è íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ (21).

Äîêàæåì, ÷òî îò ïåðåìåííûõ (21) íå çàâèñèò è ìíîãî÷ëåí P . Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå, èçìåíèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè íóìåðàöèþ ïåðåìåí-
íûõ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

P/Q = Psx
s
1,3 + Ps−1x

s−1
1,3 + · · ·+ P0, Ps ̸≡ 0, s > 1,

ãäå Ps, . . . , P0 � ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ (24), x−11,1, . . . , x
−1
n,1,

z±11 , . . . , z±1p , x±11 , . . . , x±1h (29)

è (21), êðîìå x1,3. Òàê êàê

D

(
P

Q

)
=

(
DPs +

sx1,2
x1,1

Ps

)
xs1,3+

+

(
DPs−1 +

(s− 1)x1,2
x1,1

Ps−1 +
sχ1

zb1x1,1
Ps

)
xs−11,3 + . . . ,

òî
DPs +

sx1,2
x1,1

Ps = 0, Ps = cx−s1,1, c ∈ C \ {0}.

Ïðèðàâíÿâ â ðàâåíñòâå (28) êîýôôèöèåíòû ïðè xs−11,3 , ïîëó÷èì

DPs−1 +
(s− 1)x1,2

x1,1
Ps−1 +

sχ1

zb1x
s+1
1,1

= ε, (30)

ãäå ε ðàâíî ëåâîé ÷àñòè (28), åñëè s = 1, è íóëþ, åñëè s > 2. Êàê óæå
âûÿñíåíî, çíàìåíàòåëü ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè Ps−1 èìååò âèä (20).
Ïîýòîìó Ps−1 = V/xr1,1, ãäå r > 0,

V ∈ C[x1,1, x1,2, x±12,1, x2,2, x2,3, . . . , x
±1
n,1, xn,2, xn,3, z

±1
1 , . . . , z±1p , x±11 , . . . , x±1h ],

à äðîáü ñ÷èòàåì íåñîêðàòèìîé. Òîãäà èç (30) ñëåäóåò

x1,1DV + (s− r − 1)x1,2V = −
csχ1x

r−s
1,1

zb1
+ εxr+1

1,1 . (31)

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (31) åñòü ìíîãî÷ëåí îò x1,1, òî r > s > 1.
Íî òîãäà (V, x1,1) = 1 è ëåâàÿ ÷àñòü (31) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì, íå
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äåëÿùèìñÿ íà x1,1. Ñëåäîâàòåëüíî, r = s. Âûäåëÿÿ â (31) ñëàãàåìûå,
íå äåëÿùèåñÿ íà x1,1, ïîëó÷èì x1,2V = csχ1/z

b
1, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê

êàê csχ1 ̸= 0.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî P/Q íå çàâèñèò îò ïåðå-

ìåííûõ (21). Ïîâòîðÿÿ íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà ëåììû, çàêëþ÷àåì, ÷òî
Q èìååò âèä (19), P/Q = T � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C îò
ïåðåìåííûõ (24) è (29),

DT =
∑
j

α1,jz
δ1,jeω1z + · · ·+

∑
j

ακ,jz
δκ,jeωκz. (32)

Ïóñòü T = B+B1, ãäå B1 � ñîâîêóïíîñòü âñåõ îäíî÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíà
T , ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó èç ïåðåìåííûõ (24). Èç óðàâíåíèÿ (32)
ïîëó÷àåì, ÷òî DB1 = 0, B1 = 0, à P íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ (24).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî â âûðàæåíèè P/Q P ∈ C[z1, . . . , zp,
x1, . . . , xh], à Q = σzb11 . . . z

bp
p x

k1
1 . . . x

kh
h . Äàëåå, äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ êîíöà äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4.33, âíîâü
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ëåììà 8 äîêàçàíà.

Ïåðåéä¼ì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 23. Êàê áû-
ëî ïîêàçàíî ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ëåììû 3, Aµi,νi(αiz) = z−(µi−1)/2

eαiz/2vi, ãäå vi � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5). Ïîýòîìó ïàðà ôóíêöèé
Aµi,νi(αiz), A′µi,νi

(αiz), 1 6 i 6 n, àëãåáðàè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà íàä
C(zβ1, . . . , zβp) ôóíêöèÿì eαiz/2vi, eαiz/2v′i, ãäå β1, . . . , βp � áàçèñ ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà íàä Q, ñîäåðæàùåãî ÷èñëà 1, µ1, ν1, . . . , µn, νn.

Çàìåòèì, äàëåå, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ J1, J2 è óñëîâèé
òåîðåìû 23 ñëåäóåò, ÷òî êàæäîìó èíäåêñó i ∈ J1 ñîïîñòàâëÿåòñÿ èí-
äåêñ j, j > i, ìíîæåñòâî êîòîðûõ îáîçíà÷èì J∗1, ïðè÷¼ì, êàê íåòðóäíî
âèäåòü, ýòî ñîïîñòàâëåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî, à ìíîæåñòâà J1, J∗1 è J2
ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ñîîòâåòñòâóþùåå èíäåêñàì i, j ìíîæåñòâî
èç ÷åòûð¼õ ôóíêöèé Aµi,νi(αiz), A′µi,νi

(αiz), Aµj ,νj(αjz), A′µj ,νj
(αjz) àë-

ãåáðàè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî íàä C(zβ1, . . . , zβp) ôóíêöèÿì vi, v
′
i, v̂i, e

αiz.
Åñëè i /∈ J2, òî âûïîëíåíèå óñëîâèé τi ± κi + 1/2 /∈ Z ëåììû

3, ðàâíîñèëüíûõ νi /∈ Z, νi − µi /∈ Z, ñëåäóåò èç óñëîâèé òåîðåìû 23.
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé vi, v′i, i = 1, . . . , n, i /∈ J1∪J2,
âûïîëíåíû òàêæå óñëîâèÿ ëåììû 4. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å ïðè αi = αj

èìååì 2(τi − τj) = (2νi − µi)− (2νj − µj) ∈ Z. Åñëè öåëûì ÷èñëîì òîé
æå ÷¼òíîñòè, ÷òî è 2(τi − τj), ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 2(κi − κj) = µi − µj,
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òî, ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷àåì νi − νj ∈ Z, îòêóäà µi − µj ∈ Z, à åñëè
÷èñëî 2(κi+κj), òî ïîëó÷àåì νi− νj +µj ∈ Z, îòêóäà µi+µj ∈ Z, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì òåîðåìû è óñëîâèþ i /∈ J1. Â ñëó÷àå αi = −αj

ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.
Åñëè i ∈ J2, òî ïàðà ôóíêöèé Aµi,νi(αiz), A′µi,νi

(αiz) àëãåáðàè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíà íàä C(zβ1, . . . , zβp) ôóíêöèÿì eαiz, φνi(−αiz). Äëÿ
ôóíêöèé φνi(−αiz) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

φνi(−αiz) = νi(−αiz)
−νie−αiz

−αiz∫
tνi−1e−tdt = νiz

−νie−αiz

z∫
ξνi−1eαiξdξ,

(33)
ãäå ñèìâîë èíòåãðàëà îçíà÷àåò òó ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè tνi−1e−t, êî-
òîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå óìíîæåíèÿ âñåõ ÷ëåíîâ ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè
e−t íà tνi−1 è ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé èíòåãðèðîâà-
íèÿ, ðàâíîé íóëþ (ñì. [36:12, ãë. 5, �2]). Ïîýòîìó â ñëó÷àå i ∈ J2 ïà-
ðà ôóíêöèé Aµi,νi(αiz), A′µi,νi

(αiz) àëãåáðàè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà íàä
C(zβ1, . . . , zβp) ôóíêöèÿì eαiz,

∫
zνi−1eαizdz.

Ïóñòü γ1, . . . , γp � ëþáîé áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä Q,
ïîðîæä¼ííîãî ÷èñëàìè α1, . . . , αn. Ïîñêîëüêó ÷èñëà αi, i ∈ J1 ∪ J2,
ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ïðèíàäëå-
æàò ìíîæåñòâó {γ1, . . . , γp}. Èç ëåììû 8, âûïîëíåíèå óñëîâèé êîòîðîé
íåòðóäíî ïðîâåðèòü, âûòåêàåò àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü ôóíê-
öèé eγ1z, . . . , eγpz,

∫
zνi−1eαizdz, i ∈ J2, ñ ôóíêöèÿìè vi, v

′
i, v̂i, i =

1, . . . , n, i /∈ J2 ∪ J∗1, íàä C(zβ1, . . . , zβp) è, ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðàè-
÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü ôóíêöèé Aµi,νi(αiz), A′µi,νi

(αiz), i = 1, . . . , n
íàä C(zβ1, . . . , zβp). Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 23.

�4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 22

Ëåììà 9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 8; σk,j ∈ C, k =
1, . . . , n, j = 1, . . . ,m; (σk,i − σk,j)/2 /∈ Z, i ̸= j, (σk,i ± κk + 1)/2 /∈ Z,
à åñëè τk ̸= 0, 1 6 k 6 n, òî σk,i− σk,j /∈ Z, i ̸= j, σk,i±κk /∈ Z. Òîãäà
(2n+ κ)m ôóíêöèé∫

zδi,jeωizdz,

∫
zσk,jvkdz,

∫
zσk,j v̂kdz,

i = 1, . . . ,κ, j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n

âìåñòå ñ ôóíêöèÿìè (16) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èçìåíÿÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ÷èñëà βk, γk, p, h, ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî

zδi,j , zσk,j , eωiz ∈ C[z±β1, . . . , z±βp, e±γ1z, . . . , e±γhz].

Ïîâòîðÿÿ íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 8, ïîëó÷èì âìåñòî ðàâåíñòâ
(26) è (27) ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâà∑
i,j

αi,j

∫
zδi,jeωizdz +

∑
k,j

αk,j,1

∫
zσk,jvkdz +

∑
k,j

αk,j,2

∫
zσk,j v̂kdz =

P

Q
,

(34)∑
i,j

αi,jz
δi,jeωiz +

∑
k,j

αk,j,1z
σk,jvk +

∑
k,j

αk,j,2z
σk,j v̂k = (P/Q)′, (35)

è òî, ÷òî Q êàê ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (17) èìååò âèä (20) è íå
çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ (21).

Äîêàæåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí P ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò ïå-
ðåìåííûõ (21). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, èçìåíèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè íó-
ìåðàöèþ ïåðåìåííûõ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðàâóþ ÷àñòü (34) âõîäèò
îäíî÷ëåí ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ïî ïåðåìåííûì (21) âèäà

A1 = P1x
s1
1,3 . . . x

sn
n,3, s1, . . . , sn ∈ Z+, s1 > 1, s1+ · · ·+ sn > 2, P1 ̸≡ 0,

ãäå P1 � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (24), (29), x−11,1, . . . , x
−1
n,1. Òàê êàê

DA1 =

(
DP1 +

(
s1
x1,2
x1,1

+ · · ·+ sn
xn,2
xn,1

)
P1

)
xs11,3 . . . x

sn
n,3 + . . . ,

òî

DP1+

(
s1
x1,2
x1,1

+ · · ·+ sn
xn,2
xn,1

)
P1 = 0, P1 = c1x

−s1
1,1 . . . x

−sn
n,1 , c1 ∈ C\{0}.

Àíàëîãè÷íî, åñëè â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (34) âõîäÿò îäíî÷ëåíû

A2 = P2x
s1−1
1,3 xs2+1

2,3 xs33,3 . . . x
sn
n,3, . . . , An = Pnx

s1−1
1,3 xs22,3 . . . x

sn+1
n,3 ,

òî

P2 = c2x
−s1+1
1,1 x−s2−12,1 x−s33,1 . . . x

−sn
n,1 , . . . , Pn = cnx

−s1+1
1,1 x−s22,1 x

−s3
3,1 . . . x

−sn−1
n,1 ,

ãäå c2, . . . , cn ∈ C. Ðàññìîòðèì òàêæå îäíî÷ëåí

A0 = P0x
s1−1
1,3 xs22,3 . . . x

sn
n,3.
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Ïðèðàâíÿâ â (35) êîýôôèöèåíòû ïðè xs1−11,3 xs22,3 . . . x
sn
n,3, ïîëó÷èì

DP0 +

(
(s1 − 1)

x1,2
x1,1

+ s2
x2,2
x2,1

+ · · ·+ sn
xn,2
xn,1

)
P0+

+
1

zb1x
s1−1
1,1 xs22,1 . . . x

sn
n,1

(
b1
x21,1

+
b2
x22,1
· · ·+ bn

x2n,1

)
= ε, (36)

ãäå b1, . . . , bn ∈ C, b1 ̸= 0, ε ðàâíî ñóììå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ
èç
∑
αk,j,2z

σk,j , åñëè s1 + · · ·+ sn = 2, è íóëþ, åñëè s1 + · · · + sn > 3.
Êàê óæå âûÿñíåíî, çíàìåíàòåëü ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè P0 èìååò âèä
(20). Ïîýòîìó P0 = V/xr1,1, ãäå r > 0,

V ∈ C[x1,1, x1,2, x±12,1, x2,2, . . . , x
±1
n,1, xn,2, z

±1
1 , . . . , z±1p , x±11 , . . . , x±1h ],

à äðîáü ñ÷èòàåì íåñîêðàòèìîé. Òîãäà èç (36) ñëåäóåò

x1,1DV + x1,1

(
(s1 − r − 1)

x1,2
x1,1

+ s2
x2,2
x2,1

+ · · ·+ sn
xn,2
xn,1

)
V =

= −z−b1 xr−s1+2
1,1 x−s22,1 . . . x

−sn
n,1

(
b1
x21,1

+ · · ·+ bn
x2n,1

)
+ εxr+1

1,1 . (37)

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (37) åñòü ìíîãî÷ëåí îò x1,1, òî r > s1 >
1. Íî òîãäà (V, x1,1) = 1 è ëåâàÿ ÷àñòü (37) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì, íå
äåëÿùèìñÿ íà x1,1. Ñëåäîâàòåëüíî, r = s1. Âûäåëÿÿ â (37) ñëàãàåìûå,
íå äåëÿùèåñÿ íà x1,1, ïîëó÷èì

x1,2V = b1z
−b
1 x−s22,1 . . . x

−sn
n,1 .

Íî ýòî ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, òàê êàê â ïðàâóþ ÷àñòü íå âõîäèò ïåðå-
ìåííàÿ x1,2, à b1 ̸= 0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî

P/Q = B1x1,3 + · · ·+Bnxn,3 +B, (38)

ãäå B1, . . . , Bn, B � ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ (24), (29), x−11,1, . . . , x
−1
n,1.

Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (35) èìååò âèä(
DB1 +

x1,2
x1,1

B1

)
x1,3 + · · ·+
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+

(
DBn +

xn,2
xn,1

Bn

)
xn,3 +

χ1

zb1x1,1
B1 + · · ·+

χn

zb1xn,1
Bn +DB.

Ïóñòü â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (34)
∑
|αk,j,2| ̸= 0. Èçìåíèâ ïðè íåîá-

õîäèìîñòè íóìåðàöèþ ôóíêöèé vk, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
∑
|α1,j,2| ̸= 0,

DB1 +
x1,2
x1,1

B1 =
∑
j

α1,j,2z
σ1,j .

Ïîñêîëüêó çíàìåíàòåëü ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè B1 èìååò âèä (20), òî
B1 = V1/(x

m1
1,1 . . . x

mn
n,1), ãäå V1 � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (24) è (29),

à äðîáü ñ÷èòàåì íåñîêðàòèìîé. Òîãäà

x1,1 . . . xn,1DV1−x1,1 . . . xn,1
(
m1 − 1

x1,1
x1,2 +

m2

x2,1
x2,2 + · · ·+

mn

xn,1
xn,2

)
V1 =

= xm1+1
1,1 . . . xmn+1

n,1

∑
j

α1,j,2z
σ1,j ,

îòêóäà m1 = 1, m2 = · · · = mn = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

DV1 = x1,1
∑
j

α1,j,2z
σ1,j . (39)

Èç ðàâåíñòâà (39) ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè V1 çàïèñàòü â âèäå

V1 = Tx1,2 + T1x1,1 + T2,

ãäå T, T1 ∈ C[z±11 , . . . , z±1p ], à ìíîãî÷ëåí T2 íå ñîäåðæèò îäíî÷ëåíîâ
âèäà ñòîÿùèõ ïåðåä íèì, òî T2 ∈ C. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî
(39) âìåñòî ïåðåìåííûõ (17) ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè (16), èìååì

Tv′′1 + (T ′ + T1)v
′
1 + (T ′1 −

∑
j

α1,j,2z
σ1,j)v1 = 0.

Òàê êàê êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíå-
íèÿ (5) ââèäó ëåììû 5 è ñëåäñòâèÿ èç ëåììû 4.17 äîëæíû áûòü ïðî-
ïîðöèîíàëüíû, òî

T ′ + T1 =
1

z
T, T ′1 −

∑
j

α1,j,2z
σ1,j = −

(
α2
1

4
+
α1τ1
z

+
κ2
1

z2

)
T,

îòêóäà

T ′′ − 1

z
T ′ −

(
α2
1

4
+
α1τ1
z

+
κ2
1 − 1

z2

)
T = −

∑
j

α1,j,2z
σ1,j . (40)
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ℜe σ1,1 6 · · · 6
ℜe σ1,m, ïðè÷¼ì åñëè ℜe σk = ℜe σk+1, òî ℑm σk < ℑm σk+1. Èç
óðàâíåíèÿ (40) ñëåäóåò, ÷òî ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà T èìååò âèä
a0z

σ1,m, ãäå a0 = 4α1,m,2/α
2
1. Åñëè τ1 ̸= 0, òî îáîçíà÷èì s, s ∈ Z+, íàè-

áîëüøåå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî îäíî÷ëåí aszσ1,m−s òàêæå ïðèíàäëåæèò T .
Òîãäà, ïðèðàâíÿâ â (40) êîýôôèöèåíòû ïðè zσ1,m−s−2, ñ ó÷¼òîì óñëîâèé
ëåììû ïîëó÷èì

(σ1,m − κ1 − s− 1)(σ1,m + κ1 − s− 1) = 0,

÷òî íåâîçìîæíî. Åñëè τ1 = 0, òî, îïðåäåëèâ s êàê ÷¼òíîå ÷èñëî è
ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, òàêæå ïðèõîäèì ê ïðî-
òèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàâåíñòâå (34)

∑
|αk,j,2| = 0. Íî òîãäà,

âíîâü ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 8 âïëîòü äî óðàâ-
íåíèÿ (32), óáåæäàåìñÿ, ÷òî â ðàâåíñòâå (38) B1 = · · · = Bn = 0, à B
� ìíîãî÷ëåí íàä C[z±β1, . . . , z±βp, e±γ1z, . . . , e±γhz] îò ïåðåìåííûõ (24),
óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ

B′ =
∑
i,j

αi,jz
δi,jeωiz +

∑
k,j

αk,j,1z
σk,jvk.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

B = V1,1v
′
1 + V1,2v1 + · · ·+ Vn,1v

′
n + Vn,2vn + V0,

ãäå V0, V1, . . . , Vn ∈ C[z±β1, . . . , z±βp, e±γ1z, . . . , e±γhz].
Äîïóñòèì, ÷òî

∑
|αk,j,1| ̸= 0. Èçìåíèâ, ïðè íåîáõîäèìîñòè, íó-

ìåðàöèþ ôóíêöèé vk, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
∑
|α1,j,1| ̸= 0, à ìíîãî÷ëåí

V1 = V1,1v
′
1 + V1,2v1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

V ′1 = v1
∑
j

α1,j,1z
σ1,j .

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâó (39), ïðîòèâîðå÷àùåìó,
êàê óæå âûÿñíåíî, óñëîâèÿì ëåììû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ðàâåíñòâå
(34)

∑
|αk,j,1| = 0. Íî òîãäà ðàâåíñòâî (34) ñîâïàäàåò ñ (26), à ëåììà

9 ïåðåõîäèò â ëåììó 8. Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 9 äîêàçàíà.
Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 22. Ñîãëàñíî ëåììå 3.6 ôóíê-

öèè Fk = zλk+µkKλk,µk
(αkz), k = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåí-

öèàëüíûì óðàâíåíèÿì

y′′ + (1/z)y′ + (α2
k − (λk − µk)2/z2)y = 4λkµkz

λk+µk−2. (41)
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Ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñîâïàäàåò
ñ (5), ãäå τi = 0, κi = λk − µk, αi = 2

√
−1αk.

Åñëè vk, v̂k � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5), à
λkµk ̸= 0, òî, ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (41) ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ,
ïðåäñòàâèì ôóíêöèè Fk, F

′
k â âèäå

Fk = ck(z)vk + ĉk(z)v̂k, F ′k = ck(z)v
′
k + ĉk(z)v̂

′
k,

ãäå {
c′k(z)vk + ĉ′k(z)v̂k = 0,
c′k(z)v

′
k + ĉ′k(z)v̂

′
k = 4λkµkz

λk+µk−2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

ck(z) = ck

∫
zλk+µk−1v̂kdz, ĉk(z) = ĉk

∫
zλk+µk−1vkdz, ck, ĉk ∈ C.

Ïàðà ôóíêöèé Fk, F
′
k, 1 6 k 6 n, àëãåáðàè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà íàä

C ⟨vk, v̂k⟩ ôóíêöèÿì ck(z), ĉk(z).
Ââèäó ñîîòíîøåíèé ñìåæíîñòè áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæ-

íî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè λk ∈ N èëè µk ∈ N, òî, ñîîòâåòñòâåííî, λk = 0
èëè µk = 0. Èçìåíÿÿ, ïðè íåîáõîäèìîñòè, íóìåðàöèþ, ìîæíî äîáèòü-
ñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé Fk ñ óñëîâèåì λkµk = 0 ñîâïàäàåò ñ
ìíîæåñòâîì Fk, k = 1, . . . , n1. Òàêèå ôóíêöèè, î÷åâèäíî, óäîâëåòâî-
ðÿþò îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (5). Äëÿ ôóíêöèé
Fk, k > n1, ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé ñìåæíîñòè è ïåðåñòàíîâêè ïàðà-
ìåòðîâ λk, µk àíàëîãè÷íî äîáèâàåìñÿ, ÷òî åñëè (λk−µk)−(λl−µl) ∈ Z
èëè (λk − µk) + (λl − µl) ∈ Z, òî 0 6 λk − µk = λl − µl 6 1.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè λk−µk = 1/2, òî ìîæíî ïîëîæèòü
vk = z−1/2eiαkz, v̂k = z−1/2e−iαkz, ãäå i =

√
−1.

Ïóñòü α2
n1+1, . . . , α

2
m � ìàêñèìàëüíûé íàáîð ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ

÷èñåë ñðåäè α2
n1+1, . . . , α

2
n. Äëÿ êàæäîãî l, n1 < l 6 m, ðàññìîòðèì

âñå ôóíêöèè Kλk,µk
(αkz), ãäå α2

k = α2
l , è îáîçíà÷èì κl,j, j = 1, . . . , tl

âñå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà âèäà λk − µk, íå ðàâíûå 1/2, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå òàêèì ôóíêöèÿì. Ïîñëå ýòîãî, çàíóìåðîâàâ âåëè÷èíû κl,j

îäíèì èíäåêñîì, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî κj, j = 1, . . . , n2, ãäå n2 =
t1 + · · · + tm. Êàæäîìó κj, 1 6 j 6 n2, áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü mj

÷èñåë σj,i = λk + µk − 1, i = 1, . . . ,mj, ãäå λk − µk = κj, à ïàðàìåòðû
λk, µk ñîîòâåòñòâóþò òîìó æå ìíîæåñòâó ôóíêöèé, ÷òî è κj. Îïðåäå-
ëèì ÷èñëà κj, σj,i, j = n2 + 1, . . . , n3, n3 > n2 àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,
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ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî λk − µk = 1/2, σj,i = λk + µk − 3/2. Ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó ïàðàìè λk, µk è κj, σj,i âçàèìíî îäíîçíà÷íî, òàê êàê
åñëè ïàðå κj, σj,i ñîîòâåòñòâóþò äâå ïàðû λk, µk è λl, µl, òî λk = λl,
µk = µl, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì òåîðåìû. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî
ôóíêöèé Fk, k = 1, . . . , n, ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæå-
ñòâà Fk, k = 1, . . . , n1 è ìíîæåñòâà Fj,i, j = 1, . . . , n3, i = 1, . . . ,mj,
ãäå ôóíêöèÿ Fj,i ñîîòâåòñòâóåò ïàðå κj, σj,i.

Ïåðåíóìåðóåì ôóíêöèè vk è ÷èñëà αk, k = 1, . . . , n, ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Åñëè k = 1, . . . , n1, òî ïóñòü ôóíêöèÿ vk ñîîòâåòñòâóåò ôóíê-
öèè Fk, à åñëè k = n1+1, . . . , n1+n3, òî ôóíêöèè Fk−n1,i ïðè êàêîì-ëèáî
i, 1 6 i 6 mk−n1

, îñòàëüíûå ôóíêöèè vk íóìåðóþòñÿ ïðîèçâîëüíî.
Ïóñòü γ1, . . . , γh � ëþáîé áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä Q, ïî-
ðîæä¼ííîãî òåìè ÷èñëàìè

√
−1αk, k = 1, . . . , n, ÷òî λk − µk = 1/2.

Òîãäà ìíîæåñòâî ôóíêöèé Fj, F
′
j, j = 1, . . . , n àëãåáðàè÷åñêè ýêâèâà-

ëåíòíî íàä C(z, eγ1z, . . . , eγhz, vn1+1, v̂n1+1, . . . , vn1+n2
, v̂n1+n2

) ìíîæåñòâó

vk, v
′
k,

∫
zσj,ivjdz,

∫
zσj,iv̂jdz,

∫
zσl,se

√
−1αlzdz,

∫
zσl,se−

√
−1αlzdz,

(42)
ãäå k = 1, . . . , n1, j = n1 + 1, . . . , n1 + n2, i = 1, . . . ,mj, l = n1 + n2 +
1, . . . , n1 + n3, s = 1, . . . ,ml.

Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 22 äëÿ ôóíêöèé (42) âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ ëåìì 3, 4, 8 è 9. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèÿ ëåììû 3 â
íàøåì ñëó÷àå ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿì λj − µj ̸= 1/2, à óñëîâèÿ ëåììû
4 � óñëîâèÿì λi − µi ± (λj − µj) /∈ Z, ñîâïàäàþùèì ïðè íàøèõ äîïó-
ùåíèÿõ ñ λi − µi ̸= λj − µj. Óñëîâèÿ ëåììû 8 ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿì
λk + µk − 3/2 /∈ Z+, λk + µk − (λl + µl) /∈ Z. Ïîñêîëüêó λk − µk = 1/2,
λl − µl = 1/2, òî îíè ñîâïàäàþò ñ 2µk /∈ N, 2(µk − µl) /∈ Z. Íî åñëè
µk = a/2, a ∈ N, òî λk = (a+1)/2, îòêóäà (λk, µk) ∼ (0, 1/2), ÷òî íåâîç-
ìîæíî. Åñëè æå µk−µl = a/2, a ∈ Z, òî ëèáî µk−µl = λk−λl ∈ Z, ëèáî
µk−µl+1/2 = λk−µl = µk−λl+1 ∈ Z, îòêóäà (λk, µk) ∼ (λl, µl), ÷òî
òàêæå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì òåîðåìû 22. Óñëîâèÿ (σk,i− σk,j)/2 /∈ Z
ëåììû 9 çàïèñûâàþòñÿ â âèäå (λi + µi − (λk + µk))/2 /∈ Z. Òàê êàê
ïðè íàøèõ äîïóùåíèÿõ λi − µi = λk − µk, îíè ñëåäóþò èç (λi, µi) ̸∼
(λk, µk). Óñëîâèÿ (σk,i ± κk + 1)/2 /∈ Z ëåììû 9 çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
(λi + µi ± (λj − µj))/2 /∈ Z. Îíè ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿì λi, µi /∈ Z.

Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ ëåììû 9 âûïîëíÿþòñÿ, è ôóíêöèè
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(42) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä ïîëåì

C(z, eγ1z, . . . , eγhz, v̂1, . . . , v̂n1
, vn1+1, v

′
n1+1, v̂n1+1, . . . , vn1+n2

, v′n1+n2
, v̂n1+n2

).

Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 22.

�5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 24 è 25

Ëåììà 10. Ïóñòü ôóíêöèè (16) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä
C; λi ∈ C \Z, βi ∈ C \ {0}, i = 1, . . . , n; λi−λj /∈ Z ïðè βi = βj, i ̸= j.
Òîãäà n ôóíêöèé

φλi
(βiz), i = 1, . . . , n (43)

âìåñòå ñ ôóíêöèÿìè (16) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C.
Ëåììà 10 ñëåäóåò èç ëåììû 8 è èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé (33).
Íà îñíîâàíèè ëåììû 10 ñïèñîê ïåðåìåííûõ (17) ìîæíî ðàñøè-

ðèòü, äîáàâèâ ê íèì ïåðåìåííûå

u1, . . . , un, (44)

ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèÿì (43). Îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî z
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò (16) è (43), áóäåò ñîîòâåòñòâî-
âàòü îïåðàòîð

D1 = D +
n∑

i=1

((
βi −

λi
zb1

)
ui +

λi
zb1

)
∂

∂ui
,

ãäå D � îïåðàòîð, ââåä¼ííûé ïåðåä ëåììîé 7. Åñëè P � ìíîãî÷ëåí îò
ïåðåìåííûõ (17) è (44), òî, î÷åâèäíî, z2b1 (

∏
i xi,1)D1P åñòü ìíîãî÷ëåí

îò òåõ æå ïåðåìåííûõ.
Ëåììà 11. Ïóñòü ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 10 P ̸≡ 0 � ìíîãî÷ëåí

ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C îò 4n + h + p ïåðåìåííûõ (17) è (44). Òî-
ãäà ìíîãî÷ëåí zc11 . . . z

cp
p x

s1
1 . . . x

sh
h (
∏

i xi,1)DP , ãäå ci, si ∈ Z+, c1 > 2b,
äåëèòñÿ íà P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P èìååò âèä (20).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí P çàâèñèò õîòÿ áû îò îäíîé
ïåðåìåííîé ui, 1 6 i 6 n, ò. å.

P = Psu
s
i + · · ·+ P1ui + P0, Ps ̸≡ 0, s > 1,

ãäå Ps, . . . , P0 � ìíîãî÷ëåíû, íå çàâèñÿùèå îò ui. Òîãäà

D1P =

(
D1Ps + s

(
βi −

λi
z

)
Ps

)
usi + . . .
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ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ui ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé íàä C îò âñåõ ïåðåìåííûõ (17) è (44), êðîìå ui. Òàê êàê
ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ D1P è P ïî ui ðàâíû, òî èõ ÷àñòíîå íå çàâèñèò îò
ui è ñîâïàäàåò ñ ÷àñòíûì îò äåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè usi . Ïîýòîìó

D1P

P
=
D1Ps

Ps
+ s

(
βi −

λi
z

)
,

îòêóäà P = σPse
sβizz−sλi, σ ∈ C \ {0}. Ñëåäîâàòåëüíî, P íå çàâèñèò

îò ïåðåìåííûõ (44) è ñîãëàñíî ëåììå 7 èìååò âèä (20).
Ëåììà 12. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 6; βi, σi ∈ C \

{0}, λi ∈ C \ Z, νi,j, σi,j ∈ C, σi,j ± κi /∈ Z, νi,j − λi /∈ Z+,
i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m; λi − λk /∈ Z ïðè βi = βk, j ̸= k; σi,j −
σi,k, νi,j − νi,k /∈ Z ïðè j ̸= k; νi,j − λi − λk /∈ Z ïðè βi = −βk. Òîãäà
5mn ôóíêöèé∫

zσi,je±σizvidz,

∫
zσi,je±σizv̂idz,

∫
zνi,jφλi

(βiz)dz,

i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m

âìåñòå ñ ôóíêöèÿìè (16) è (43) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâòîðèâ íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 8, çàìå-

íÿÿ â í¼ì ëåììó 7 íà ëåììó 11, ïîëó÷èì âìåñòî ðàâåíñòâ (26) è (27)
ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâà∑

i,j

αi,j,1

∫
zσi,jeσizvidz + · · ·+

∑
i,j

αi,j,5

∫
zνi,jφλi

(βiz)dz =
P

Q
, (45)

∑
i,j

αi,j,1z
σi,jeσizvi + · · ·+

∑
i,j

αi,j,5z
νi,jφλi

(βiz) = (P/Q)′, (46)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Q êàê ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (17), (44) èìååò
âèä (20) è íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ (21) è (44).

Äîêàæåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí P ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò ïåðå-
ìåííûõ (44). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, èçìåíèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè íóìå-
ðàöèþ ïåðåìåííûõ ui, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðàâóþ ÷àñòü (45) âõîäèò
îäíî÷ëåí ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ïî ïåðåìåííûì (44) âèäà

A1 = P1u
s1
1 . . . u

sn
n , s1, . . . , sn ∈ Z+, s1 > 1, s1 + · · ·+ sn > 2, P1 ̸≡ 0,
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ãäå P1 � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (21), (24), (29), x−11,1, . . . , x
−1
n,1. Òàê

êàê

D1A1 =

(
D1P1 +

(
s1

(
β1 −

λ1
z

)
+ · · ·+

+ sn

(
βn −

λn
z

))
P1

)
us11 . . . u

sn
n + . . . ,

òî

D1P1 +

(
s1

(
β1 −

λ1
z

)
+ · · ·+ sn

(
βn −

λn
z

))
P1 = 0, P1 = c1e

−βzzλ,

c1 ∈ C \ {0}, β = s1β1 + · · ·+ snβn, λ = s1λ1 + · · ·+ snλn.

Àíàëîãè÷íî, åñëè â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (45) âõîäÿò îäíî÷ëåíû

A2 = P2u
s1−1
1 us2+1

2 us33 . . . u
sn
n , . . . , An = Pnu

s1−1
1 us22 . . . u

sn+1
n ,

òî

P2 = c2e
−(β−β1+β2)zzλ−λ1+λ2, . . . , Pn = cne

−(β−β1+βn)zzλ−λ1+λn,

ãäå c2, . . . , cn ∈ C. Ðàññìîòðèì òàêæå îäíî÷ëåí

A0 = P0u
s1−1
1 us22 . . . u

sn
n .

Ïðèðàâíÿâ â (46) êîýôôèöèåíòû ïðè us1−11 us22 . . . u
sn
n , ïîëó÷èì

D1P0 +

(
(s1 − 1)

(
β1 −

λ1
z

)
+ · · ·+ sn

(
βn −

λn
z

))
P0+

+e−(β−β1)zzλ−λ1−1(c1s1λ1e
−β1zzλ1 + c2(s2 + 1)λ2e

−β2zzλ2 + · · ·+

+cn(sn + 1)λne
−βnzzλn) = δ1

∑
j

α1,j,5z
ν1,j + · · ·+ δn

∑
j

αn,j,5z
νn,j , (47)

ãäå ÷èñëà δ1, . . . , δn ðàâíû íóëþ çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ s1+· · ·+sn = 2,
êîãäà δ1 = 1 ïðè s1 = 2, è δk = 1, 2 6 k 6 n, ïðè s1 = 1, sk = 1. Â
ñèëó ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (47) èìååò âèä

P0 = ce−(β−β1)zzλ−λ1 − c1s1λ1e−(β−β1)zzλ−λ1

∫
zλ1−1e−β1zdz−

−c2(s2 + 1)λ2e
−(β−β1)zzλ−λ1

∫
zλ2−1e−β2zdz−
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− · · · − cn(sn + 1)λne
−(β−β1)zzλ−λ1

∫
zλn−1e−βnzdz+

+δ1e
−β1zzλ1

∑
j

α1,j,5

∫
zν1,j−λ1eβ1zdz + · · ·+

+δne
−βnzzλn

∑
j

αn,j,5

∫
zνn,j−λneβnzdz, c ∈ C.

Òàê êàê c1s1 ̸= 0, òî â ñëó÷àå s1 + · · · + sn > 2 ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî
ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 8. Ïóñòü s1 + · · · + sn = 2. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî
k, 1 6 k 6 m, δk = 1, βk = −β1, νk,j−λk−λ1 ∈ Z, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèÿì ëåììû 12. Ñëåäîâàòåëüíî,

P/Q = B1u1 + · · ·+Bnun +B,

ãäå B1, . . . , Bn, B � ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ (21), (24), (29), x−11,1,
. . . , x−1n,1. Òîãäà ðàâåíñòâî (46) ïðèíèìàåò âèä∑

i,j

αi,j,1z
σi,jeσjzvj + · · ·+

∑
i,j

αi,j,5z
νi,jφλj

(βjz) =

=

(
B′1 +

(
β1 −

λ1
z

)
B1

)
u1 + · · ·+

(
B′n +

(
βn −

λn
z

)
Bn

)
un+

+
λ1
z
B1 + · · ·+

λn
z
Bn +B′.

Åñëè
∑
|αi,j,5| ̸= 0, òî, èçìåíèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè íóìåðàöèþ ôóíê-

öèé (43), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
∑
|α1,j,5| ̸= 0,

B′1 +

(
β1 −

λ1
z

)
B1 =

∑
j

α1,j,5z
ν1,j .

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå

B1 = ce−β1zzλ1 + e−β1zzλ1

∑
j

α1,j,5

∫
zν1,j−λ1eβ1zdz, c ∈ C,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 8. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàâåíñòâå (45)
∑
|αi,j,5| =

0. Äàëåå, ïîâòîðèâ ïî÷òè äîñëîâíî äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 9, ïîëó÷èì,
÷òî

∑
|αi,j,1| = · · · =

∑
|αi,j,4| = 0. Ëåììà 12 äîêàçàíà.
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Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 24. Ïóñòü 0 6 n1 6 n2 6 n.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî J � ýòî ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ îò 1 äî n2, θk /∈ Z, k 6 n1, θk ∈ Z+, n1 < k 6 n2, ïðè÷¼ì
åñëè k ∈ J, òî ηk − ζk = 1, à åñëè è θk − ζk ∈ N, òî θk = ηk. Cîãëàñíî
ôîðìóëå (21) ãë. 5 êíèãè [36:12]

Fk = Aθk,ηk,ηk−1(αkz) = ηkz
−ηk
∫ z

ξηk−1φθk(αkξ)dξ, k = 1, . . . , n2.

Åñëè k ∈ J, à θk ∈ Z+, òî ïàðà ôóíêöèé Fk, F
′
k àëãåáðàè÷åñêè ýêâèâà-

ëåíòíà íàä C(z) ôóíêöèÿì eαkz, φηk(−αkz) (ôîðìóëà (0.43)).
Äëÿ k > n2 ïîëîæèì Fk = z(θk+ηk)/2 e−αkz/2 Aθk,ηk,ζk(αkz). Ôóíêöèè

Fk, k > n2, óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

y′′ +
1

z
y′ −

(
α2
k

4
+
αk(2ζk − θk − ηk + 1)

2z
+

(θk − ηk)2

4z2

)
y =

= θkηkz
(θk+ηk)/2−2e−αkz/2. (48)

Ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñîâïà-
äàþò ñ (5), ãäå τi = (2ζk − θk − ηk + 1)/2, κi = (θk − ηk)/2.

Åñëè vk, v̂k � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5), à
θkηk ̸= 0, òî, ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (48) ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ,
ïðåäñòàâèì ôóíêöèè Fk, F

′
k â âèäå

Fk = ck(z)vk + ĉk(z)v̂k, F ′k = ck(z)v
′
k + ĉk(z)v̂

′
k,

ãäå {
c′k(z)vk + ĉ′k(z)v̂k = 0,

c′k(z)v
′
k + ĉ′k(z)v̂

′
k = θkηkz

(θk+ηk)/2−2e−αkz/2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

ck(z) = ck

∫
z(θk+ηk)/2−1e−αkz/2v̂kdz, ĉk(z) = ĉk

∫
z(θk+ηk)/2−1e−αkz/2vkdz,

ãäå ck, ĉk ∈ C. Ïàðà ôóíêöèé Fk, F
′
k, n2 < k 6 n, â ðàññìàòðèâàåìûõ

ñëó÷àÿõ àëãåáðàè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà íàä C ⟨vk, v̂k⟩ ôóíêöèÿì ck(z),
ĉk(z).

Ââèäó ñîîòíîøåíèé ñìåæíîñòè áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè θk ∈ N èëè ηk ∈ N, òî, ñîîòâåòñòâåííî, θk = 0 èëè
ηk = 0. Èçìåíÿÿ, ïðè íåîáõîäèìîñòè, íóìåðàöèþ, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òî
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ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé Fk ñ óñëîâèåì θkηk = 0 ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-
ñòâîì Fk, k = n2 + 1, . . . , n3, n2 6 n3 6 n. Òàêèå ôóíêöèè, î÷åâèäíî,
óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (5).

Äëÿ ôóíêöèé Fk, k > n3, ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé ñìåæíîñòè
è ïåðåñòàíîâêè ïàðàìåòðîâ θk, ηk àíàëîãè÷íî äîáèâàåìñÿ, ÷òî åñëè
(θk − ηk)− (θl − ηl) ∈ Z èëè (θk − ηk) + (θl − ηl) ∈ Z, òî 0 6 θk − ηk =
θl− ηl 6 1. Åñëè ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé îêàæåòñÿ, ÷òî
äëÿ íåêîòîðûõ k è l θk − ηk = θl − ηl, α2

k = α2
l , (2ζk − θk − ηk)/2 −

(αk/αl)(2ζl − θl − ηl)/2 = τ ∈ Z, òî ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé ñìåæíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî τ = 0.

Ïóñòü α2
n3+1, . . . , α

2
m � ìàêñèìàëüíûé íàáîð ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ

÷èñåë ñðåäè α2
n3+1, . . . , α

2
n. Äëÿ êàæäîãî l, n3 < l 6 m, ðàññìîòðèì

âñå ôóíêöèè Aθk,ηk,ζk(αkz), ãäå α2
k = α2

l , è âñå îòëè÷íûå äðóã îò äðóãà
ïàðû (αk(2ζk− θk− ηk+1)/2, (θk− ηk)/2) = (αl,jτl,j,κl,j), j = 1, . . . , tl,
ñîîòâåòñòâóþùèå òàêèì ôóíêöèÿì. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå ìíî-
æåñòâî ïàð (τl,j,κl,j). Çàíóìåðîâàâ ýòè ïàðû îäíèì èíäåêñîì, ïîëó÷èì
ìíîæåñòâî (τj,κj), j = 1, . . . , n4, ãäå n4 = tn3+1 + · · ·+ tm (íåêîòîðûå
èç ýòèõ ïàð ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ). Êàæäîé ïàðå (τj,κj), 1 6 j 6 n4,
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü mj ÷èñåë σj,i = (θk + ηk)/2 − 1, i = 1, . . . ,mj,
ãäå (θk − ηk)/2 = κj, à ïàðàìåòðû θk, ηk, ζk ñîîòâåòñòâóþò òîìó æå
ìíîæåñòâó ôóíêöèé, ÷òî è ïàðà τj,κj. Òðîéêå αjτj,κj, σj,i ìîãóò ñîîò-
âåòñòâîâàòü äâå òðîéêè θk, ηk, ζk è θl, ηl, ζl, åñëè αk = −αl, íî â ñëó÷àå
αk = αl îòñþäà áû ñëåäîâàëî θk = θl, ηk = ηl, ζk = ζl, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèÿì òåîðåìû.

Ïåðåíóìåðóåì ôóíêöèè vk è ÷èñëà αk, k = n3 + 1, . . . , n, ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Åñëè k = n3 + j, 1 6 j 6 n4, òî ïóñòü ôóíêöèÿ vk
ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé òðîéêîé τj,κj, σj,i ïðè êàêîì-
ëèáî i, 1 6 i 6 mj, îñòàëüíûå ôóíêöèè vk íóìåðóþòñÿ ïðîèçâîëüíî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä Q, ïî-
ðîæä¼ííîãî ÷èñëàìè αk, k = n1 + 1, . . . , n3 + n4. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
â ýòîò áàçèñ âõîäÿò ÷èñëà αk, k = n1 + 1, . . . , n2, òàê êàê ïî óñëîâèÿì
òåîðåìû îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q. Îñòàëüíûå ýëåìåíòû áàçèñà
îáîçíà÷èì γ1, . . . , γh. Îáîçíà÷èì β1, . . . , βp áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íàä Q, ïîðîæä¼ííîãî âñåìè ïàðàìåòðàìè θ, η, ζ ðàññìàòðèâàåìûõ
ôóíêöèé, 1/β1 ∈ N. Òîãäà ìíîæåñòâî ôóíêöèé Fj, F

′
j, j = 1, . . . , n àë-
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ãåáðàè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî íàä

C
⟨
eγ1z, . . . , eγpz, zβ1, . . . , zβp, vn3+1, v̂n3+1, . . . , vn3+n4

, v̂n3+n4

⟩
íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ìíîæåñòâà ôóíêöèé∫

zηl−1φθl(αlz)dz,

∫
zσj,ie±αjz/2vjdz,

∫
zσj,ie±αjz/2v̂jdz,

vk, v
′
k, φθl(αlz), φηs(−αsz), e

−αsz,
(49)

ãäå l = 1, . . . , n1, s = n1 + 1, . . . , n2, k = n2 + 1, . . . , n3, j = n3 +
1, . . . , n3 + n4, i = 1, . . . ,mj.

Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 24 äëÿ ôóíêöèé (49) âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ ëåìì 3, 4 è 12. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèÿ ëåììû 3 â
íàøåì ñëó÷àå ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿì ζk − θk, ζk − ηk /∈ Z. Óñëîâèÿ
ëåììû 4 ïðè íàøèõ äîïóùåíèÿõ ñîâïàäàþò ñ óñëîâèåì: åñëè α2

k = α2
j ,

θk − ηk = θj − ηj, òî (2ζk − θk − ηk)/2 − (αj/αk)(2ζj − θj − ηj)/2 ̸= 0.
Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ââèäó òîãî, ÷òî n3 < k, j 6 n3+n4. Óñëîâèÿ
σi,j±κi /∈ Z ëåììû 12 ñîâïàäàþò ñ (θi+ ηi± (θi− ηi))/2 /∈ Z. Îíè ðàâ-
íîñèëüíû óñëîâèÿì θi, ηi /∈ Z, ñïðàâåäëèâûì â ñèëó òîãî, ÷òî i > n3.
Óñëîâèÿ νi,j − λi /∈ Z+ ëåììû 12 ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿì ηl − θl /∈ N.
Îíè âûïîëíÿþòñÿ, òàê êàê åñëè ηl − θl ∈ Z, òî ïðè íàøèõ äîïóùå-
íèÿõ ηl = θl. Óñëîâèÿ λi − λk /∈ Z ëåììû 12 ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿì
θk − θl /∈ Z, åñëè αk = αl, θk, θl /∈ Z, óñëîâèÿì ηk − ηl /∈ Z, åñ-
ëè αk = αl, θk, θl ∈ Z, è óñëîâèÿì θk − ηl /∈ Z, åñëè αk = −αl,
θk /∈ Z, θl ∈ Z. Óñëîâèÿ σi,j − σi,k /∈ Z ëåììû 12 çàïèñûâàþòñÿ
â âèäå (θj + ηj − (θk + ηk))/2 /∈ Z. Òàê êàê ïðè íàøèõ äîïóùåíèÿõ
θj−ηj = θk−ηk, αj = αk, 2ζk−θk−ηk = 2ζj−θj−ηj, îíè ðàâíîñèëüíû
(ζi; θi, ηi) ̸∼ (ζj; θj, ηj). Ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ è îñòàëüíûå óñëîâèÿ ëåììû
12.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè (49) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä ïî-
ëåì C(z, eγ1z, . . . , eγhz, zβ1, . . . , zβp, v̂n2+1, . . . , v̂n3

, vn3+1, v
′
n3+1, v̂n3+1, . . . ,

vn3+n4
, v′n3+n4

, v̂n3+n4
). Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 24.

Ëåììà 13. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 9; βi, σi ∈ C \ {0},
λi ∈ C \Z, νi,j, di,j ∈ C, di,j ±κi /∈ Z, νi,j − λi /∈ Z+, i = 1, . . . , n, j =
1, . . . ,m; λi − λk /∈ Z ïðè βi = βk, i ̸= k; di,j − di,k, νi,j − νi,k /∈ Z ïðè
j ̸= k; νi,j − λi − λk /∈ Z ïðè βi = −βk.
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Òîãäà 8mn ôóíêöèé∫
zδi,jeωizdz,

∫
zσi,jvidz,

∫
zσi,j v̂idz,

∫
zdi,je±σizvidz,

∫
zdi,je±σizv̂idz,∫

zνi,jφλi
(βiz)dz, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m

âìåñòå ñ ôóíêöèÿìè (16) è (43) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 13 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 12.
Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 25. Ïðèìåíèì ê ôóíêöèÿì

Aµ,ν(αz), Kλ(βz), Kδ,ρ(ξz), Aθ,η,ζ(ωz) òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî ïðè-
ìåíÿëèñü ê íèì ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì 22 � 24. Ïî ñðàâíåíèþ ñ
êàæäûì èç ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé {vi, v′i} è ÷èñ-
ëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå (5) ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ. Åñëè ôóíêöèÿ vi ñî-
îòâåòñòâóåò êàêîé-ëèáî ôóíêöèè âèäà Aµ,ν(αz), à vk � ôóíêöèè âèäà
Kλ(βz), òî óñëîâèÿ ëåììû 4 â ýòîì ñëó÷àå íàðóøàþòñÿ ëèøü òîãäà, êî-
ãäà 4β2 = −α2, à ÷èñëî 2ν−µ è õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë µ±2λ−1� öåëûå
îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè. Íî îòñþäà ïîëó÷àåì (µ; ν) ∼ ±(2λ;λ+1/2), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì òåîðåìû. Åñëè ôóíêöèÿ vi, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
êàêîé-ëèáî ôóíêöèè âèäà Kδ,ρ(ξz) èëè Aθ,η,ζ(ωz), óäîâëåòâîðÿþùåé
íåîäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, áóäåò àëãåáðàè÷åñêè
çàâèñèìîé ñ ìíîæåñòâîì óæå ðàññìîòðåííûõ ôóíêöèé, òî ñ ïîìîùüþ
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ íà öåëûå ÷èñëà ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû vi ïðè-
íàäëåæàëà åìó. Äàëåå ïðèìåíÿåì ëåììó 13, âûïîëíåíèå óñëîâèé êîòî-
ðîé ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåä¼ííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì
22 � 24. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 25.
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Ãëàâà 6. Îöåíêè ìåð àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè
çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé.

�1. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïóñòü KÅ-ôóíêöèè (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3) (0.4) ñîñòàâëÿþò
ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5) ëèáî ñèñòåìû (0.6). Áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ýòèõ ñèñòåì ïðèíàäëåæàò K(z).
Çàôèêñèðóåì ìíîãî÷ëåí T = T (z) ∈ ZK[z] � íàèìåíüøåå îáùåå êðàò-
íîå çíàìåíàòåëåé ôóíêöèé Qk,i, ò. å. òàêîé, ÷òî âñå TQk,i ∈ ZK[z].
Íàèáîëüøóþ èç ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ T, TQk,i è íàèáîëüøèé èç ðàç-
ìåðîâ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíüþ è
ðàçìåðîì ñèñòåìû (0.5) (ñèñòåìû (0.6)) è îáîçíà÷àòü ÷åðåç q è t.

Îáîçíà÷èì b ìàêñèìàëüíûé èç ïîðÿäêîâ íóëÿ ôóíêöèé (0.4). Âñþ-
äó â äàëüíåéøåì óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü îòíîñèòåëüíî ýôôåêòèâíûõ ïîëî-
æèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè è áåç íèõ, ÷òî

1) ïîñòîÿííûå η çàâèñÿò îò ïîëÿ K è ÷èñëà c èç îïðåäåëåíèÿ 3.
2) ïîñòîÿííûå γ � îò ïîëÿ K, ÷èñåë c, α, b, q, t, h (ñòåïåíè ïîëÿ) è

max
1 6 i 6 m
fi(α) ̸= 0

| ln |fi(α)||.

Íåýôôåêòèâíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå σ çàâèñÿò îò ôóíê-
öèé (0.4) è ÷èñåë m,α, h.

Ïóñòü ñòåïåíü îäíîðîäíîé òðàíñöåíäåíòíîñòè íàä C(z) ñîâîêóï-
íîñòè ôóíêöèé (0.4) íå ìåíüøå äâóõ. Äëÿ êàæäîãî N ∈ N îáîçíà÷èì
÷åðåç LN ìíîæåñòâî ωN,m = (N +m− 1)!/N !(m− 1)! ïðîèçâåäåíèé

fk11 (z) . . . fkmm (z), ki ∈ Z+,
m∑
i=1

ki = N.

Îáîçíà÷èì LN ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C(z), íàòÿíóòîå íà ýëåìåí-
òû LN . Ïóñòü BN � ôèêñèðîâàííîå ïîäìíîæåñòâî LN , ÿâëÿþùååñÿ
áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà LN . Ïðîèçâîëüíî çàíóìåðóåì âñå ýëåìåíòû áà-
çèñà BN è îáîçíà÷èì èõ

F1, . . . , FM , M =MN = dimLN . (1)
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Ôóíêöèè èç LN , íå âîøåäøèå â âûáðàííûé áàçèñ, åäèíñòâåííûì îá-
ðàçîì ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

Fi =
M∑
i=1

Ri,kFk, Ri,k ∈ K(z), i =M + 1, . . . , ωN,m. (2)

Äëÿ êàæäîãî N ∈ N ôèêñèðóåì ìíîãî÷ëåí SN ∈ ZK[z] òàêîé, ÷òî
SNRi,k ∈ ZK[z].

Îñîáîé òî÷êîé áàçèñà BN íàçîâ¼ì ëþáîé èç íóëåé ìíîãî÷ëåíà SN .
Íàèáîëüøóþ èç ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ SN , SNRi,k â ïðåäñòàâëåíèÿõ (2)
è íàèáîëüøèé èç ðàçìåðîâ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ áóäåì íàçûâàòü ñòåïåíüþ
è ðàçìåðîì áàçèñà BN , îáîçíà÷èâ èõ ñîîòâåòñòâåííî λN è τN .

Åñëè ôóíêöèè (0.4) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (0.5), òî ôóíêöèè (1),
êàê ëåãêî âèäåòü, òàêæå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K(z). Ñòåïåíü è ðàçìåð
ýòîé ñèñòåìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî qN è tN . Îáîçíà÷èì Λ
ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íóëÿ è âñåõ îñîáûõ òî÷åê âñåõ òàêèõ ñèñòåì.
Ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

qN 6 q + λN , tN 6 NtqτN

((
N +m− 1

m− 1

)
−M + 1

)
. (3)

Ëåììà 1 (ñì. [36:12, ãë. 13, ëåììà 7]). Åñëè KÅ-ôóíêöèè (0.4),
m > 2, óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåíèþ 3, òî ïðè ëþáîì N ∈ N ïðîèç-
âåäåíèÿ ñòåïåíåé

fkmm (z) . . . fk11 (z), ki ∈ Z+,

m∑
i=1

ki = N

(
m∑
i=1

ki 6 N

)
,

òàêæå ÿâëÿþòñÿ KÅ-ôóíêöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè îïðåäåëåíèþ
3, ïðè ýòîì âåëè÷èíà c çàìåíÿåòñÿ íà max(Nc, cm(lnN+1)).

Ëåììà 2. Ïóñòü KÅ-ôóíêöèè (0.4), m > 2, óäîâëåòâîðÿþò
îïðåäåëåíèþ 3, n ∈ N, ω = ω(n) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ îò n, 2 6
ω(n) 6 n. Òîãäà äëÿ ôóíêöèé (1) ñóùåñòâóåò M ìíîãî÷ëåíîâ

Pk = Pk(z) =
n∑
l=0

bk,lz
l, bk,l ∈ ZK, k = 1, . . . ,M,

íå âñå èç êîòîðûõ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) |bk,l| < nn exp(η1M
2mnω ln(N + 1)), l = 0, 1, . . . , n; k = 1, . . . ,M ;



197

2) ëèíåéíàÿ ôîðìà

R = R(z) = P1(z)F1(z) + · · ·+ PM(z)FM(z) =
∞∑
ν=τ

aν
zν

ν!

òàêîâà, ÷òî

ordR > τ, τ =M(n+ 1)− [nω−1]− 1;

3) êîýôôèöèåíòû aν ôîðìû R óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

|aν| < nn(2Nc)ν exp(η2M
2mnω ln(N + 1)).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2
ðàáîòû [36:10] ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 1.

Ïóñòü

R1 = P1,1F1 + · · ·+ P1,MFM , P1,i ∈ ZK[z] (4)

� ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà îò ôóíêöèé (1). Òîãäà å¼ ïðîèçâîä-
íàÿ R′1 ïî z áóäåò ëèíåéíîé ôîðìîé îò F1, . . . , FM , F

′
1, . . . , F

′
M . Ïîäñòà-

âèâ â R′1 âìåñòî F
′
1, . . . , F

′
M ïðàâûå ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé èç ñèñòåìû, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè (1),
è óìíîæèâ ðåçóëüòàò íà ìíîãî÷ëåí TN , ÿâëÿþùèéñÿ íàèìåíüøèì îá-
ùèì êðàòíûì çíàìåíàòåëåé êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû, ïîëó÷èì,
÷òî TNR′1 � ëèíåéíàÿ ôîðìà îò ôóíêöèé (1) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç
ZK[z]. Ïîýòîìó, åñëè ïîëîæèòü Rk = TNR

′
k−1, k = 2, 3, . . . , ïîëó÷èì

ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíûõ ôîðì îò ôóíêöèé (1)

Rk = Pk,1F1 + · · ·+ Pk,MFM , Pk,i ∈ ZK[z] k = 1, 2, . . . .

Ëåììà 3. Ïóñòü KÅ-ôóíêöèè (0.4), m > 2, ñîñòàâëÿþùèå ðå-
øåíèå ñèñòåìû (0.5), óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåíèþ 3, à ëèíåéíàÿ ôîð-
ìà (4) îò ôóíêöèé (1) áàçèñà BN ïîñòðîåíà ïî ëåììå 2 ïðè n > n0,
ãäå n0 = σNmm+m, èëè, åñëè êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5) ñ íåíó-
ëåâûìè êîìïîíåíòàìè ñîñòîèò èç îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâè-
ñèìûõ íàä C(z) ôóíêöèé, n0 = m(γm)mNmm+m, èëè æå, åñëè ñîâîêóï-
íîñòü ôóíêöèé (1) îáðàçóåò íåïðèâîäèìóþ ñèñòåìó ôóíêöèé, n0 =
bN + qNM(M − 1)/2. Ïóñòü òàêæå α ∈ C \ Λ, à

s = [nω−1] + bN +
1

2
qNM(M − 1). (5)
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Òîãäà ìàòðèöà ∥Pk,i(α)∥k=1,...,M+s; i=1,...,M êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíûõ
ôîðì R1(α), . . . , RM+s(α) èìååò ðàíã M .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåìì 4 è
8 èç [36:10] ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 2 èç [25:1] è ðåçóëüòàòîâ ðàáîò
[26:2], [46:1], [26:3].

Ëåììà 4. Ïóñòü ñðåäè KÅ-ôóíêöèé (0.4), óäîâëåòâîðÿþùèõ
îïðåäåëåíèþ 3 è ñîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5), èìåþòñÿ ïî
êðàéíåé ìåðå äâå îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä C(z), ëè-
íåéíàÿ ôîðìà (4) îò ôóíêöèé (1) áàçèñà BN ïîñòðîåíà ïî ëåììå 2
ïðè íåêîòîðîì n ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ

lnn > max(qN , ln tN , 4M
2m ln(N + 1)), (6)

α ∈ K, à ÷èñëî s îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (5). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
k ∈ N, k 6M + s, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|Pk,l(α)| < nn exp(γ1Mn
√
m ln(N + 1) lnn), (7)

|Rk(α)| < n−(M−1)n exp(γ2Mn
√
m ln(N + 1) lnn), (8)

max
k,l

degPk,l(z) 6 γ3nqN , (9)

ïðè÷¼ì îíè îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ïðè çàìåíå âñåõ êîýôôèöèåí-
òîâ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ôóíêöèé (0.4), êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ Pk,l

è ÷èñëà α ñîïðÿæ¼ííûìè â ïîëå K[j ], 1 6 j 6 h, ãäå h = [K :Q].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè ñðåäè ôóíêöèé

(0.4) åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâå îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ
íàä C(z), òî MN = dimLN > N + 1. Èñïîëüçóÿ ëåììó 2 è ïîâòîðèâ
ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5 ðàáîòû [36:10], ïîëó÷èì, ÷òî ïðè
k 6M + s

|Pk,l(α)| < nn exp(k ln tN + (kqN + n) ln(1 + α)+

+γ4M
2mnω ln(N + 1) + γ5k lnn), (10)

|Rk(α)| < n−(M−1)n exp(k ln tN + kqN ln(1 + α)+

+γ6M
2mnω ln(N + 1) + γ7k lnn).

Ïîëîæèì
ω =
√
lnn(M

√
m ln(N + 1))−1. (11)
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Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (6) ω > 2. Äàëåå,

nω−1 =
Mn

√
m ln(N + 1)√
lnn

>
Mn√
lnn

> M ln3/2 n > qNM
2,

îòêóäà

k 6M + s =M + [nω−1] + bN +
1

2
qNM(M − 1) < γ8nω

−1. (12)

Èç íåðàâåíñòâ (10), (6), (12) èìååì

|Pk,l(α)| < nn exp(γ9nω
−1 lnn+ γ4M

2mnω ln(N + 1))

|Rk(α)| < n−(M−1)n exp(γ10nω
−1 lnn+ γ6M

2mnω ln(N + 1)). (13)

Èç íåðàâåíñòâ (11), (13) ñëåäóþò îöåíêè (7) è (8). Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà
Pk,l(z) íå ïðåâîñõîäèò n + (k − 1)qN , îòêóäà ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà
(12) óñòàíàâëèâàåòñÿ îöåíêà (9).

Ó÷èòûâàÿ îöåíêè (3), óñëîâèå (6) ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì

lnn > γ11max(λN , ln τN ,M
2m ln(N + 1)). (14)

�2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 26, 26′, 27, 27′

Ëåììà 5. Ïóñòü îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå íàä C(z)
KÅ-ôóíêöèè (0.4), m > 2, óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåíèþ 3 è ñîñòàâ-
ëÿþò ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5), P = P (z1, . . . , zm) ∈ ZK[z1, . . . , zm] �
îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè s ∈ N, |P | 6 H, α ∈ A, αT (α) ̸= 0,
h = [K(α) :Q], N > s, v =MN−s, w =M − v. Òîãäà åñëè

w

M
6 κ − 1

κh
, κ ∈ R, κ > 1, (15)

òî ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå γ è σ, äëÿ êîòîðûõ ïðè

ln lnH > γmax(σ lnN,M 2m lnNκ6/(κ − 1)2) (16)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|P (α)| = |P (f1(α), . . . , fm(α))| > H−κhM .

Â ñëó÷àå, åñëè êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5) ñ íåíóëåâûìè êîìïî-
íåíòàìè ñîñòîèò èç îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä C(z)
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ôóíêöèé, â íåðàâåíñòâå (16) σ = (γm)m, à â ñëó÷àå íåïðèâîäèìîñòè
ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé F1, . . . , FM σ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 5 BN = LN , λN = 0,
τN = 1, à ìíîæåñòâî Λ ñîñòîèò èç òî÷êè 0 è íóëåé ìíîãî÷ëåíà T (z).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G1(z), . . . , Gv(z) ôóíêöèè, âõîäÿùèå â BN−s. Ðàñ-
ñìîòðèì v ìíîãî÷ëåíîâ îò ÷èñåë f1(α), . . . , fm(α):

ψi(α) = Gi(α)P (f1(α), . . . , fm(α)) =

= ai,1F1(α) + · · ·+ ai,MFM(α), ai,j ∈ ZK.

Òàê êàê ÷èñëî ÷ëåíîâ â ìíîãî÷ëåíå P íå ïðåâîñõîäèò(
m+ s− 1

m− 1

)
=

(s+ 1) . . . (s+m− 1)

2 . . . (m− 1)
6 msm−1,

òî
|ai,j| 6 Hmsm−1 6 Heγ12m lnN . (17)

×èñëîâûå ëèíåéíûå ôîðìû ψ1(α), . . . , ψv(α) îò ÷èñåë F1(α), . . . , FM(α)
ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ZK ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Äåéñòâè-
òåëüíî, ðàñïîëîæèì ÷ëåíû ìíîãî÷ëåíà P â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïî-
ðÿäêå, è òîãäà, î÷åâèäíî, ñòàðøèå ÷ëåíû ïîëó÷åííûõ ëèíåéíûõ ôîðì
áóäóò ðàçëè÷íûìè. Ïî ëåììàì 3, 4 ïðè

lnn > γ11max(lnn0,M
2m lnN) (18)

ïîñòðîèì M ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷èñëîâûõ ôîðì. Èç íèõ âûáåðåì
w = M − v ôîðì Rik(α), k = v + 1, . . . ,M , ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñ
÷èñëîâûìè ôîðìàìè ψ1(α), . . . , ψv(α). Ïóñòü ∆ � îïðåäåëèòåëü ìàò-
ðèöû, ñîñòîÿùåé èç êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíûõ ôîðì ψ1(α), . . . , ψv(α),
Riv+1

(α), . . . , RiM (α).
Ïîñêîëüêó αT (α) ̸= 0, òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë F1(α), . . . , FM(α)

îòëè÷íî îò íóëÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

|F1(α)| = max
16i6M

|Fi(α)|, e−γ13N 6 |F1(α)| 6 eγ13N ,

γ13 = max
1 6 i 6 m
fi(α) ̸= 0

| ln |fi(α)||, max
16k6v

|Gk(α)| 6 eγ13N .

Ïóñòü ∆1, . . . ,∆M � àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî
ñòîëáöà â îïðåäåëèòåëå ∆. Òîãäà

∆F1(α) = ∆1ψ1(α) + · · ·+∆vψv(α) + ∆v+1Riv+1
(α) + · · ·+∆MRiM (α),
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|∆| 6 |F1(α)|−1
(
max
16k6v

|Gk(α)||P (α)| max
16k6v

|∆k|v+

+ max
v+16k6M

|∆k| max
v+16k6M

|Rik(α)|w
)
. (19)

Èç (9) ñëåäóåò, ÷òî eγ14qwn∆ ∈ ZK è

|Norm ( eγ14qwn∆)| > 1. (20)

Ïóñòü θ â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðàôàõ îáîçíà÷àåò âûðàæåíèå
M2n

√
m lnN lnn. Òîãäà èç îöåíîê (7), (17), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè óñëî-

âèÿõ ëåììû M > N è ÷òî ñîãëàñíî (18) mv lnN < lnn < θ, M ! <
MM = eM lnM < eθ, ïîëó÷èì

|∆k| 6 Hv−1nnweγ15θ, k = 1, . . . , v;

|∆k| 6 Hvnn(w−1)eγ15θ, k = v + 1, . . . ,M ; (21)

|∆| 6 Hvnnweγ15θ.

Èç íåðàâåíñòâ (8), (19)�(21) èìååì

|P (α)|eγ14hqwnHhv−1nnhweγ16θ + eγ14hqwnHhvnn(hw−M)eγ16θ > 1,

|P (α)|Hhv−1nnhweγ17θ +Hhvnn(hw−M)eγ17θ > 1. (22)

Èç óñëîâèÿ (15) ñëåäóþò îöåíêè

M − hw =
(κ − 1)M − κhw +M

κ
> M

κ
, (23)

κhM − hv − κh2w >Mh

(
κ − 1 +

κ − 1

κh
(1− κh)

)
=

κ − 1

κ
M. (24)

Âûáåðåì ìèíèìàëüíîå n, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü íåðàâåíñòâà

lnn > max(γ11, 4γ
2
17)max(lnn0,M

2mκ2 lnN), (25)

nn
(
1

2
e−γ17θ

)κ/M

> Hκh. (26)

Òîãäà ïðè H > H0(n0, N) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(n− 1)n−1
(
1

2
exp(−γ17M 2(n− 1)

√
m lnN ln(n− 1))

)κ/M

6 Hκh,
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èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì

nn
(
1

2
e−γ17θ

)κ/M

< Hκhn

(
1 +

1

n− 1

)n−1
< enHκh. (27)

Ëîãàðèôìèðóÿ, èìååì

n lnn− (κ/M) ln(1/2)− γ17θκ/M < 1 + lnn+ κh lnH.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (25)

2γ17θκ/M 6 2γ17Mnκ
√
m lnN lnn < n lnn,

ïîëó÷àåì

n lnn− (1/2)n lnn < 1 + lnn+ (κ/M) ln 2 + κh lnH,

n lnn < γ18κ lnH. (28)

Èç íåðàâåíñòâà (26) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî nn > Hκh, ëîãàðèôìèðóÿ
êîòîðîå è ó÷èòûâàÿ (28), (25), âûâîäèì

n lnn < γ18κ lnH < γ19n lnn, n < γ19 lnH,
(29)

lnn < γ19 ln lnH < γ20 lnn.

Ýòè æå íåðàâåíñòâà âåðíû, î÷åâèäíî, è äëÿ H0(n0, N), ïîýòîìó ìîæíî
ïîëîæèòü

ln lnH0(n0, N) = γ21max(lnn0,M
2mκ2 lnN).

Òîãäà èç (27), (29) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè

ln lnH > γ21max(lnn0,M
2mκ2 lnN) (30)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

n−n > H−κh(γ22 lnH)−1
(
1

2
e−γ17θ

)κ/M

. (31)

Ïðè óñëîâèÿõ (25), (26), ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (23), äëÿ âòîðîãî ñëà-
ãàåìîãî ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (22) ïîëó÷àåì îöåíêó

Hhvnn(hw−M)eγ17θ 6 Hhvn−nM/κeγ17θ <
1

2
Hhv−hM 6 1

2
.
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Òîãäà èç íåðàâåíñòâ (22), (31), (24), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè óñëîâèè (15)
κhw/M + 1 6 κ, èìååì

|P (α)| > 1

2
H1−hvn−nhwe−γ17θ >

1

2
H1−hv−κh2w(γ22 lnH)−hw·

·
(
1

2
e−γ17θ

)κhw/M

e−γ17θ > H1−κhM+M(κ−1)/κ(γ23 lnH)−hw·

·e−γ24θ(κhw/M+1) > H1−κhM+M(κ−1)/κ·

·H−γ25w ln lnH/ lnH exp

(
−γ26n lnn

M 2κ
√
m lnN√
lnn

)
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâàìè (29), îòñþäà âûâîäèì

|P (α)| > H−κhMH1−γ25w ln lnH/ lnH+M(κ−1)/κ−γ27M2κ2
√
m lnN/

√
ln lnH .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè

ln lnH > γ28max(lnn0,M
2m lnNκ6/(κ − 1)2) (32)

ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü áîëüøå 1 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (30). Ïîäñòà-
âèâ â íåðàâåíñòâî (32) îöåíêè äëÿ n0 èç ëåììû 3, ïîëó÷àåì óòâåðæäå-
íèå ëåììû 5.

Ëåììà 6. Ïóñòü φ(x) = c(x + 1) . . . (x + n), c ∈ R, n, s ∈ N.
Òîãäà ïðè N > (s− 1)(n− 1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

φ(N)− φ(N − s)
φ(N)

6 sn

N + n
.

Äåéñòâèòåëüíî,

φ(N)− φ(N − s)
φ(N)

= 1−
n∏

i=1

N − s+ i

N + i
= 1−

n∏
i=1

(
1− s

(N + n)− n+ i

)
6

6 1−
n∏

i=1

(
1− 1

(N + n)/s− n+ i

)
= 1−

n∏
i=1

(N + n)/s− n+ i− 1

(N + n)/s− n+ i
=

= 1− (N + n)/s− n
(N + n)/s

=
sn

N + n
.
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Çàìå÷àíèå. Â óòâåðæäåíèè ëåììû 6 òî÷íîå çíà÷åíèå çíàìåíà-
òåëÿ ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ðàâíî N + n+ (s− 1)(n− 1)(1 + γ)/2,
ãäå 0 < γ = γ(N,n, s) < sn/2N (ñì. Ãîðåëîâ Â.À., Çàâüÿëîâà Î.À. Îá
îäíîì âñïîìîãàòåëüíîì óòâåðæäåíèè ìåòîäà Çèãåëÿ // Íàó÷í. òðóäû
Èâàíîâñêîãî ãîñ. óí-òà. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. Âûï. 1. Èâàíîâî, 1997. � Ñ.
23 � 26). Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ýòîò ðåçóëüòàò íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ñëåäñòâèå. Åñëè M = c(N + 1) . . . (N + n), c ∈ R, òî äëÿ âû-
ïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (15) äîñòàòî÷íî âçÿòü N íàèìåíüøèì íàòóðàëüíûì
÷èñëîì, óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâó

N > nsκh
κ − 1

− n. (33)

Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 26M = (N+m−1)!/N !(m−1)!. Ïîëîæèâ
n = m− 1, κ = m, N = smh−m + 1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâû
îöåíêè (33) è

M 6 1

(m− 1)!
(N + 1) . . . (N +m− 1) 6 (msh)m−1

(m− 1)!
.

Èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ln lnH > σγms2m−2 ln(s+1) âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

Φ◦K(f1(α), . . . , fm(α); s;H) > CH−ρs
m−1

,

ãäå ρ è C îïðåäåëåíû â òåîðåìå 26, à ïðè ln lnH 6 σγms2m−2 ln(s+ 1)
èìååì

Φ◦K(f1(α), . . . , fm(α); s;H) >
> Φ◦K(f1(α), . . . , fm(α); s; exp exp(σγ

ms2m−2 ln(s+ 1))) >

> exp(−ρsm−1 exp(σγms2m−2 ln(s+ 1))) > C.

Ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5) ñ íåíóëåâûìè
êîìïîíåíòàìè ñîñòîèò èç îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä
C(z) ôóíêöèé, ñîãëàñíî ëåììå 5 ïîëó÷àþòñÿ òå æå íåðàâåíñòâà ñ σ =
mm, à ïðè óñëîâèè íåïðèâîäèìîñòè ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé (1) � ñ
σ = 1.

Èç äîêàçàííûõ íåðàâåíñòâ ñëåäóþò òåîðåìû 26, 26′ â îäíîðîä-
íîì ñëó÷àå. Îáùèé ñëó÷àé ñëåäóåò èç îäíîðîäíîãî ïðè äîáàâëåíèè ê
ðàññìàòðèâàåìîé ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé (0.4) ôóíêöèè f0(z) ≡ 1.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 27 íåîáõîäèìî îáîáùèòü ëåììû 4 è
5.

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî âåêòîðà N̄ = (N1, . . . , Nr) ∈ Nr, ωN,m = (N +
m−1)!/N !(m−1)!, LN̄ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ωN̄ ,m̄ = ωN1,m1

. . . ωNr,mr

ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé ôóíêöèé (0.49), îäíîðîäíûõ ïî êàæäîé èç r
ïîäñîâîêóïíîñòåé, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé (0.49),
ñòåïåíåé ïî ýòèì ïîäñîâîêóïíîñòÿì ñîîòâåòñòâåííî N1, . . . , Nr. Ïðè
óñëîâèÿõ òåîðåìû 27 ýëåìåíòû ìíîæåñòâà LN̄ ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî,
ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íàä C(z) è óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ
îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñòåïåíü qN è ðàçìåð tN
êîòîðîé íå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî q è tmaxNi, ãäå q è t � ñòå-
ïåíü è ðàçìåð ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÿâëÿþùåéñÿ
îáúåäèíåíèåì âñåõ ñèñòåì (0.50).

Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà N̄ îáîçíà÷èì |N̄ | ñóììó åãî êîîðäèíàò. Ïî-
ëîæèì N = |N̄ |, M = ωN̄ ,m̄, m = |m̄|.

Ëåììà 7. Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé (0.49), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ îïðåäåëåíèþ 3, íå ñâÿçàíà àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì íàä C(z),
îäíîðîäíûì ïî êàæäîé èç r ïîäñîâîêóïíîñòåé, èç êîòîðûõ îíà ñî-
ñòîèò, ëèíåéíàÿ ôîðìà (4) îò ôóíêöèé ìíîæåñòâà LN̄ ïîñòðî-
åíà ïî ëåììå 2 ïðè íåêîòîðîì n ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ
lnn > max(q, ln(tN), 4M 2m ln(N +1)), α ∈ K, à ÷èñëî s îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì (5). Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ N, k 6 M + s, âûïîëíÿþò-
ñÿ íåðàâåíñòâà (7)�(9), ãäå qN = q, ïðè÷¼ì îíè îñòàþòñÿ ñïðàâåä-
ëèâûìè ïðè çàìåíå âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ôóíêöèé
(0.49), êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ Pk,l è ÷èñëà α ñîïðÿæ¼ííûìè â
ïîëå K[j ], 1 6 j 6 h, ãäå h = [K :Q].

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 4
ñ çàìåíîé ôóíêöèé (0.4) ôóíêöèÿìè (0.49), ïîëàãàÿ qN = q, tN =
tN, λN = 0, τN = 1.

Ëåììà 8. Ïóñòü r ∈ N è êàæäàÿ èç r ñîâîêóïíîñòåé KÅ-
ôóíêöèé (0.49), óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåíèþ 3, ñîñòàâëÿåò ðåøå-
íèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé (0.50) è ôóíêöèè (0.49) íå ñâÿçàíû àëãåáðàè÷åñêèì
óðàâíåíèåì íàä C(z), îäíîðîäíûì ïî êàæäîé èç r ñîâîêóïíîñòåé.
Ïóñòü α ∈ A \ {0} è íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ñèñòåì (0.50),
h = [K(α) :Q], à P = P (z1,1, . . . , z1,m1

; . . . ; zr,1, . . . , zr,mr
) � ìíîãî-
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÷ëåí c êîýôôèöèåíòàìè èç ZK, P (α) = P (φ1,1(α), . . . , φr,mr
(α)) ̸= 0,

|P | 6 H, îäíîðîäíûé ïî êàæäîé èç r ñîâîêóïíîñòåé ïåðåìåííûõ
zk,1, . . . , zk,mk

, k = 1, . . . , r, ñòåïåíåé ñîîòâåòñòâåííî s1, . . . , sr ïî
ýòèì ñîâîêóïíîñòÿì. Ïóñòü, äàëåå, Ni > si, i = 1, . . . , r, |N̄ | >
|s̄| ∈ N, è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (15), ãäå

M = ωN̄ ,m̄, w =M − v, v = ωN̄−s̄,m̄, N̄ − s̄ = (N1 − s1, . . . , Nr − sr).
(34)

Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå γ è σ, äëÿ êîòîðûõ ïðè

ln lnH > γmax(σ lnN,M 2m lnNκ6/(κ − 1)2), (35)

ãäå N = |N̄ |, m = |m̄|, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|P (α)| > H−κhM .

Â ñëó÷àå, åñëè êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.50) ñ íåíóëåâûìè êîìïî-
íåíòàìè ñîñòîèò èç îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä C(z)
ôóíêöèé, â íåðàâåíñòâå (35) σ = (γm)m, à â ñëó÷àå íåïðèâîäèìîñòè
ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé LN̄ σ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàíóìåðóåì ôóíêöèè (0.49) îäíèì èíäåêñîì è
îáîçíà÷èì èõ φ1, . . . , φm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F1, . . . , FM âñå ôóíêöèè,
âõîäÿùèå â LN̄ , à ÷åðåç G1, . . . , Gv � âñå ôóíêöèè, âõîäÿùèå â LN̄−s̄.
Ðàññìîòðèì v ìíîãî÷ëåíîâ îò ÷èñåë φ1(α), . . . , φm(α):

ψi(α) = Gi(α)P (φ1(α), . . . , φm(α)) = ai,1F1(α) + · · ·+ ai,MFM(α),

ãäå ai,j � êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P è, ñëåäîâàòåëüíî, ai,j ∈ ZK,
|ai,j| 6 H. ×èñëîâûå ëèíåéíûå ôîðìû ψ1(α), . . . , ψv(α) îò ÷èñåë F1(α),
. . . , FM(α) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ZK ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè,
òàê êàê åñëè ðàñïîëîæèòü ÷ëåíû ìíîãî÷ëåíà P â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå, òî ñòàðøèå ÷ëåíû ïîëó÷åííûõ ëèíåéíûõ ôîðì áóäóò ðàçëè÷-
íûìè. Äàëåå äîñëîâíî ïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèÿ ëåììû 5.

Ëåììà 9. Ïóñòü Mi, vi ∈ N, Mi > vi, Mi > c(Mi − vi), c ∈
R, c > 1, i = 1, . . . , r. Òîãäà

M1 . . .Mr >
c

r
(M1 . . .Mr − v1 . . . vr).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî Mi(c− 1) 6 cvi.
Ïåðåìíîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì M1 . . .Mr(c − 1)r 6 crv1 . . . vr
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èëè

((c− 1)r − (cr − rcr−1) + (cr − rcr−1))M1 . . .Mr 6 crv1 . . . vr. (36)

Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(c− 1)r − (cr − rcr−1) > 0. (37)

Îíî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

(1− 1/c)r − (1− r/c) > 0. (38)

Ïîñëåäíåå ïðè c 6 r î÷åâèäíî. Ïóñòü c > r. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó áèíî-
ìà, ïðåäñòàâèì ëåâóþ ÷àñòü (38) â âèäå

r(r − 1)

2!c2
− r(r − 1)(r − 2)

3!c3
+ · · ·+ (−1)r

cr
. (39)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè c > r ñëàãàåìûå â ñóììå (39) ìîíîòîííî óáûâàþò
ïî ìîäóëþ è çíàêè èõ ÷åðåäóþòñÿ. Ïîñêîëüêó ïåðâîå èç íèõ ïîëî-
æèòåëüíî, òî ïîëîæèòåëüíà è âñÿ ñóììà (39), à çíà÷èò, ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà (38) è (37).

Â ñèëó (36), (37) (cr − rcr−1)M1 . . .Mr 6 crv1 . . . vr. Îòñþäà
rcr−1M1 . . .Mr > cr(M1 . . .Mr− v1 . . . vr). Ðàçäåëèâ ïîñëåäíåå íåðàâåí-
ñòâî íà rcr−1, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû 9.

Ïåðåéä¼ì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 27. Äîáà-
âèì ê êàæäîé ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé (0.51) ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî
ðàâíóþ 1. Òîãäà ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (0.52) ñòà-
íóò îäíîðîäíûìè. Ïóñòü Mi = ωNi,mi

, i = 1, . . . , r + p, ãäå mr+k =
µk + 1, k = 1, . . . , p.

Ñîãëàñíî ëåììå 6 ïðè Ni = (r + p)simih −mi + 1, ãäå sr+k = νk,
èìååì

Mi > (r+ p)
mih

mi − 1
(Mi− vi) > (r+ p)

m0h

m0 − 1
(Mi− vi), i = 1, . . . , r+ p.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 9, â êîòîðîé ïîëîæèì r = r+p, c = (r+p)(m0h/(m0−
1), ïîëó÷èì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (15) ñ óñëîâèÿìè (34). Èç
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 26 ñëåäóåò, ÷òî âñå Mi, i = 1, . . . , r + p,
óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

Mi 6
((r + p)misih)

mi−1

(mi − 1)!
.
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Òîãäà

κhM 6 m0h(h(r + p))m−r

(
r∏

l=1

(mlsl)
ml−1

(ml − 1)!

)
p∏

j=1

((µj + 1)νj)
µj

µj!
,

ãäå κ = m0, m = m1 + · · ·+mr + µ1 + · · ·+ µp.
Ñîãëàñíî ëåììå 8 ïðè

ln lnH > σ((r+p)2γ)m

(
r∏

l=1

s2ml−2
l

)(
p∏

j=1

ν
2µj

j

)
ln

(
r∑

l=1

sl +

p∑
j=1

νj + 1

)
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|P (φ1,l(α), . . . , φr,mr
(α);ψ1,1(α), . . . , ψp,µp

(α))| > CH−ρ,

ãäå ρ îïðåäåëåíî â óòâåðæäåíèè òåîðåìû 27.
Äàëåå ðàññóæäàåì òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 26 è

26′.

�3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 28 è 28′

Ëåììà 10. Ïóñòü ñðåäè KÅ-ôóíêöèé (0.4), óäîâëåòâîðÿþùèõ
îïðåäåëåíèþ 3 è ñîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5), èìåþòñÿ
ïî êðàéíåé ìåðå äâå îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä C(z),
F1, . . . , FM � áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà LN , N > 2, α ∈ A \ Λ,
h = [K(α) :Q], l = l(z1, . . . , zM) � ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè èç ZK, l ̸≡ 0, |l| = H. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå
σ, γ29 è γ30, äëÿ êîòîðûõ ïðè

ln lnH > γ29max(σ lnN, λN , ln τN ,M
4m lnN) (40)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max
16i6h

|l[j](F1[j](α[j]), . . . , FM [j](α[j]))| > H1−M−δ, (41)

ãäå

δ =
γ30M

3
√
m lnN√

ln lnH
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
α ∈ K. Ïóñòü

L0 = l(F1(α), . . . , FM(α)) = a0,1F1(α) + · · ·+ a0,MFM(α), l ̸≡ 0,
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a0,i ∈ ZK, |a0,i| 6 H, i = 1, . . . ,M,

L0,j = l[j](F1[j](α[j]), . . . , FM [j](α[j])) =
M∑
i=1

(a0,i)[j]Fi[j](α[j]),

j = 1, . . . , h.
(42)

Ñîãëàñíî ëåììàì 3 è 4 ñóùåñòâóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ôîðìû

Lk =
M∑
i=1

ak,iFi(α), ak,i ∈ ZK, k = 1, . . . ,M, (43)

òàêèå, ÷òî
|ak,i| < nn exp(γ31Mn

√
m lnN lnn),

|Lk,j| < n−(M−1)n exp(γ31Mn
√
m lnN lnn),

(44)

ãäå

Lk,j =
M∑
i=1

(ak,i)[j]Fi[j](α[j]), k = 1, . . . ,M. (45)

Ñðåäè ëèíåéíûõ ôîðì (43) ìîæíî âûáðàòüM−1 ôîðìó òàê, ÷òî
âìåñòå ñ ôîðìîé L0 îíè áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ýòî � ïåðâûå M − 1 ôîðì.

Îáîçíà÷èì∆, ∆ ̸= 0, îïðåäåëèòåëü ëèíåéíûõ ôîðì L1, . . . , LM−1,
L0. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ∆k,i,j àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà k-
é ñòðîêè è i-ãî ñòîëáöà â∆[j]. Òàê êàê∆ ∈ ZK è∆ ̸= 0, òî∆[1] . . .∆[h] >
1. Îòñþäà, ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè j, 1 6 j 6 h âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

|∆[j]| > 1. (46)

Èç ðàâåíñòâ (45), (42) ïðè êàæäîì i, 1 6 i 6M , èìååì

∆[j]Fi[j](α[j]) = ∆1,i,jL1,j + · · ·+∆M−1,i,jLM−1,j +∆M,i,jL0,j. (47)

Âûáåðåì i òàê, ÷òîáû Fi[j](α[j]) ̸= 0, ÷òî âîçìîæíî, òàê êàê T (α[j]) ̸=
0. Òîãäà èç (47) íàõîäèì, ÷òî

|∆M,i,j||L0,j| > |Fi[j](α[j])||∆[j]| − (M − 1) max
16k6M−1

|∆k,i,j| max
16k6M−1

|Lk,j|.
(48)

Ïîñêîëüêó îöåíêè (44) ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî j, òî
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|∆M,i,j| 6 (M − 1)!n(M−1)n exp(γ31Mn
√
m lnN lnn(M − 1)),

max
16k6M−1

|∆k,i,j| 6 (M − 1)!Hn(M−2)n exp(γ31Mn
√
m lnN lnn(M − 2)),

(49)
max

16k6M−1
|Lk,j| 6 n−(M−1)n exp(γ31Mn

√
m lnN lnn).

Ïóñòü θ, êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, îáîçíà÷àåò âûðàæåíèå
M2n

√
m lnN lnn. Ïîñêîëüêó M ! < MM < eθ, èç íåðàâåíñòâ (49) ñëå-

äóåò
|∆M,i,j| < n(M−1)neγ32θ,

max
16k6M−1

|∆k,i,j| < Hn(M−2)neγ32θ, (50)

max
16k6M−1

|Lk,j| < n−(M−1)neγ32θ.

Èç (48), (50), (46) ïîëó÷àåì

n(M−1)neγ32θ|L0,j| > |Fi[j](α[j])| −Hn−neγ33θ.

Ïîñêîëüêó e−γ34θ < e−γ34N < |Fi[j](α[j])| < eγ34N < eγ34θ, ãäå

γ34 = max
fk[j](α[j]) ̸=0

| ln |fk[j](α[j])||,

òî
|L0,j| > n−(M−1)ne−γ32θ(|Fi[j](α[j])| −Hn−neγ33θ) >

> n−(M−1)ne−γ32θ(e−γ34θ −Hn−neγ33θ) >
> n−(M−1)ne−γ32θe−γ34θ(1−Hn−neγ33θeγ34θ),
|L0,j| > n−(M−1)ne−γ35θ(1−Hn−neγ36θ). (51)

Âûáåðåì ìèíèìàëüíîå n, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü íåðàâåíñòâà

lnn > max(σ lnN, qN , ln tN , 16γ36M
4m lnN),

(52)
nn > 2eγ36θH.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (51) ïåðåéä¼ò â

|L0,j| > n−(M−1)ne−γ35θ
(
1− 1

2

)
> e−γ37θn−(M−1)n. (53)



211

Ïðè ñäåëàííîì ïðåäïîëîæåíèè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî H, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

(n− 1)n−1 6 2H exp(γ36M
2(n− 1)

√
m lnN ln(n− 1)).

Óâåëè÷èâàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà n íà åäèíèöó, ïîëó÷èì

nn−1 6 2H

(
1 +

1

n− 1

)n−1
eγ36θ < 2eHeγ36θ < 6Heγ36θ. (54)

Ïðîëîãàðèôìèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî:

(n− 1) lnn < lnH + ln 6 + γ36θ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (52)

γ36θ = γ36M
2n
√
m lnN lnn <

1

4
n lnn,

ïîëó÷àåì
3

4
n lnn < lnn+ lnH + ln 6,

n lnn < γ38 lnH, (55)

n < γ38 lnH. (56)

Èç íåðàâåíñòâà (54), èñïîëüçóÿ îöåíêó (56), ïîëó÷àåì

nn < 6nHeγ36θ < H lnHeγ39θ.

Ïîäñòàâèâ ýòó îöåíêó â íåðàâåíñòâî (53), èìååì

|L0,j| > (H lnHeγ39θ)1−Me−γ37θ >

> H1−M(lnH)1−Me−γ40θM .

Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü. Èç óñëîâèÿ (52) ñëåäóåò, ÷òî
nn > H, îòêóäà lnn+ ln lnn > ln lnH,

lnn > γ41 ln lnH. (57)

Èç íåðàâåíñòâ (57) è (55) ïîëó÷àåì

e−γ40θM = exp

(
−γ40M

3n
√
m lnN lnn√
lnn

)
>
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> exp

(
−γ42M

3
√
m lnN lnH√
ln lnH

)
= H−γ42M

3
√
m lnN/

√
ln lnH .

Â èòîãå èìååì îöåíêó

|L0,j| > H1−MH(1−M) ln lnH/ lnHH−γ42M
3
√
m lnN/

√
ln lnH .

Òàê êàê ïîñëåäíèé ïîêàçàòåëü ñ ðîñòîì H ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ìåä-
ëåííåå ÷åì ïðåäûäóùèé, îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (41). Ëåììà 10
äîêàçàíà.

Ëåììà 11 [33:1, òåîðåìà 5.1]. Ïóñòü n,m,X ∈ N, n > m,

lr = ar,1x1 + · · ·+ ar,nxn, ar,j ∈ R, r = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

Ar >
n∑

j=1

|ar,j|.

Òîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð x1,0, . . . , xn,0 ∈ Z, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâè-
ÿì

0 < max
16j6n

|xj,0| 6 X, |lr| < ArX
1−n/m, r = 1, . . . ,m.

Ëåììà 12. Ïóñòü ñðåäè KÅ-ôóíêöèè (0.4), óäîâëåòâîðÿþùèõ
îïðåäåëåíèþ 3 è ñîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5), èìåþòñÿ ïî
êðàéíåé ìåðå äâå îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä C(z), P =
P (z1, . . . , zm) ∈ ZK[z1, . . . , zm] � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè s ∈
N, |P | 6 H, α ∈ A \ Λ, P (α) = P (f1(α), . . . , fm(α)) ̸= 0, h =
[K(α) :Q], N > s, v = MN−s, w = M − v. Òîãäà åñëè ñïðàâåäëèâî
óñëîâèå (15), òî ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå γ è σ, äëÿ êîòîðûõ ïðè

ln lnH > γmax(σ lnN, λN , ln τN ,M
4m lnNκ4/(κ − 1)2) (58)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|P (α)| > H−κhM .

Â ñëó÷àå, åñëè êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû (0.5) ñ íåíóëåâûìè êîìïî-
íåíòàìè ñîñòîèò èç îäíîðîäíî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ íàä C(z)
ôóíêöèé, â íåðàâåíñòâå (58) σ = (γm)m, à â ñëó÷àå íåïðèâîäèìîñòè
ñîâîêóïíîñòè ôóíêöèé F1, . . . , FM σ = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
α ∈ K. Â ñëó÷àå h = 1 ëåììà 12 ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç íåðàâåí-
ñòâà (41). Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî h > 2. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå
(15) ðàâíîñèëüíî

w

M
6 κ′ − 1

κ′h− 1
, (59)

ãäå κ′ � ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ (κ′ − 1)/(κ′h − 1) =
(κ − 1)/(κh), îòêóäà

κ′ = κ − κ − 1

h
, 1 < κ′ < κ,

1

κ′
− 1

κ
=

κ − 1

κ2(h− 1) + κ
>

κ − 1

κ2h
. (60)

Èç óñëîâèÿ (59) (ïðè h > 2) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

v

M
> h− 1

h− 1/κ′
, M 6 h− 1/κ′

h− 1
v < 2v. (61)

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ôîðìó

L = L(α) = a1G1(α) + · · ·+ avGv(α), ak ∈ ZK, k = 1, . . . , v,

ãäå G1, . . . , Gv � áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà LN−s. Ðàçëîæèì âñå
êîýôôèöèåíòû ak ëèíåéíîé ôîðìû L ïî áàçèñó ω1, . . . , ωh êîëüöà ZK
ñ öåëûìè ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè xk,i. Òîãäà L ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ëèíåéíóþ ôîðìó L1 îò hv âåëè÷èí xk,i ñ êîýôôèöèåí-
òàìè èç C:

L1 = x1,1ω1G1(α) + · · ·+ x1,hωhG1(α) + · · ·+ xv,hωhGv(α).

Ïóñòü

Lj = x1,1ω1,jG1,j(α[j]) + · · ·+ xv,hωh,jGv,j(α[j]), j = 1, . . . , h

� ëèíåéíûå ôîðìû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç L1 ïóò¼ì çàìåíû ÷èñåë ωi, êî-
ýôôèöèåíòîâ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ôóíêöèé Gk(z) è ÷èñëà α íà àëãåáðà-
è÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûå èç ïîëÿ K[j], K[1] = K. Ìíîæåñòâî ïîëåé K[j],
íå ÿâëÿþùèõñÿ äåéñòâèòåëüíûìè, ðàçáèâàåòñÿ íà ïàðû êîìïëåêñíî
ñîïðÿæ¼ííûõ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ôîðì Lj òàê-
æå ðàçáèâàåòñÿ íà ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ, ñ ñîâïàäàþùèìè
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äåéñòâèòåëüíûìè ÷àñòÿìè è ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî çíàêó ìíèìûìè.
Ïîýòîìó èç ôîðì L1, . . . , Lh ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C ìîæíî ïîëó÷èòü
h ëèíåéíûõ ôîðì l1, . . . , lh îò hv öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ âåëè÷èí xk,i ñ
êîýôôèöèåíòàìè èç R, l1 = ℜe L1. Ñîãëàñíî ëåììå 11 äëÿ ëþáîãî
X ∈ N íàéä¼òñÿ hv öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ âåëè÷èí xk,i, íå ðàâíûõ íó-
ëþ â ñîâîêóïíîñòè (òåì ñàìûì |a1| + · · · + |av| ̸= 0), ïî ìîäóëþ íå
ïðåâîñõîäÿùèõ X, òàêèõ, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå èõ â ëèíåéíûå ôîðìû
l2, . . . , lh âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max
26j6h

|lj| < eγ43MX1− hv
h−1 ,

îòêóäà
max
26j6h

|Lj| <
√
2 eγ43MX1− hv

h−1

è L(α) = L1(α[1]) ̸= 0 ââèäó (41), ãäå çàìåíÿåì M íà v. Òàê êàê

max
26j6h

|P[j](α[j])| < eγ44MH, |L| = |L1| < eγ45MX,

òî

max
16j6h

|P[j](α[j])Lj| < max
(
|P (α)|eγ45MX, eγ46MHX1− hv

h−1

)
. (62)

Ïîñêîëüêó P (α)L(α) ̸= 0, òî PL ̸≡ 0 êàê ëèíåéíàÿ ôîðìà îò ôóíêöèé
F1, . . . , FM ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ôîðìó

ψ(α) = νλNSN(α)P (α)L(α) = β1F1(α) + · · ·+ βMFM(α),

ãäå ν = denα, à ìíîãî÷ëåí SN(z) îïðåäåë¼í ïåðåä ëåììîé 1. Òàê êàê
÷èñëî ÷ëåíîâ â ìíîãî÷ëåíå P íå ïðåâîñõîäèò

(
m+s−1
m−1

)
6 msm−1, òî äëÿ

êîýôôèöèåíòîâ βk ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|βk| < MHXeγ47(λN+ln τN+m lnN).

Ñîãëàñíî ëåììå 10 ïðè óñëîâèè (40) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max
16j6h

|ψ[j](α[j])| > (HX)1−M−δe−γ48M(λN+ln τN+m lnM).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââèäó (62)

max
16j6h

|ψ[j](α[j])| < eγ49M(λN+ln τN )max
(
|P (α)|X, HX1− hv

h−1

)
.
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Ñðàâíèâàÿ ýòè îöåíêè, ïîëó÷èì

(HX)1−M−δ <

< eγ50M(λN+ln τN+m lnM)max
(
|P (α)|X, HX1− hv

h−1

)
. (63)

Âûáåðåì X òàê, ÷òî

HX1− hv
h−1 < |P (α)|X,

òî åñòü
X > (H/|P (α)|)

h−1
hv .

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |P (α)| < 1. Ïîñêîëüêó X ∈ N, ïîëîæèì

X = γ51(H/|P (α)|)
h−1
hv , 1 < γ51 6 2.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ òàêæå óñëîâèå (58), íåðàâåíñòâî (63) ïåðåéä¼ò â

|P (α)| > H1−M−δX−M−δe−γ52(ln lnH)2,

|P (α)| > H1−M−δ(H/|P (α)|)−(M+δ)h−1
hv e−γ52(ln lnH)2,

|P (α)|1−(M+δ)h−1
hv > H1−M−δ−(M+δ)h−1

hv e−γ52(ln lnH)2,

|P (α)| > H1− M+δ
1−(M+δ)(h−1)/hv exp

(
−γ52

(ln lnH)2

1− (M + δ)(h− 1)/hv

)
.

Èç íåðàâåíñòâ (58), (60), (61) è v/κ′ 6 hv−(h−1)M < M , óâåëè-
÷èâàÿ, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, â (58) ïîñòîÿííóþ γ, ïîñëåäîâàòåëüíî
ïîëó÷àåì

hδ =
γ30hM

3
√
m lnN√

ln lnH
<

(κ − 1)M

2κ2h
<

(κ − 1)v

κ2h
<

(
1

κ′
− 1

κ

)
v,

1−(M+δ)
h− 1

hv
=

1

hv
(hv−(h−1)M−(h−1)δ) > 1

hv
(hv−(h−1)M−hδ) >

>
1

hv

(
v

κ′
−
(

1

κ′
− 1

κ

)
v

)
=

1

κh
,

M + δ

1− (M + δ)(h− 1)/hv
= hv

M + δ

hv − (h− 1)M − hδ + δ
<
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<
hvM

hv − (h− 1)M − hδ
<

M

1/(κh)
= κhM,

γ52
(ln lnH)2

1− (M + δ)(h− 1)/hv
< γ52

(ln lnH)2

1/(κh)
< γ53κ(ln lnH)2,

|P (α)| > H1−κhMe−γ53κ(ln lnH)2 =

= H−κhM+1−γ53κ(ln lnH)2/ lnH .

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû 12.
Ëåììà 12 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 5 íà ñëó÷àé àëãåáðàè÷å-

ñêîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèé (0.4). Ïðè å¼ äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâà-
ëèñü èäåè, âûñêàçàííûå À.È. Ãàëî÷êèíûì [10:4]. Èìååòñÿ òàêæå äðó-
ãîé ïîäõîä ê îáîáùåíèþ ëåììû 5 (ñì. [36:12, ãë. 12, �1], [64:4, ëåììà
4]). Ïðè ýòîì ïîäõîäå óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü (ñì. [64:4,5]) íåìíîãî ìåíåå
ñòåñíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà H, ÷åì (58), íî êîëè÷åñòâî ôóíêöèé èç
ìíîæåñòâà (0.8), âõîäÿùèõ â ìíîãî÷ëåí P , çàâèñèò îò óðàâíåíèé ñâÿçè
(0.53) è, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü ìåíüøå l.

Î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 13. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû φi(x) ∈ R[x], i = 1, . . . , r ïðè

N > s ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ è óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ

φi(N)− φi(N − s)
φi(N)

6 c, i = 1, . . . , r.

Òîãäà èõ ñóììà óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óñëîâèþ.
Ëåììà 14 (ñì. [36:12, ãë. 4, �10]). Ïóñòü ñòåïåíü îäíîðîäíîé

òðàíñöåíäåíòíîñòè íàä C(z) ôóíêöèé (0.4) ðàâíà l, 2 6 l 6 m− 1, à
óðàâíåíèÿ (0.53) ñî ñòàðøèìè ÷ëåíàìè (0.54) îáðàçóþò ñèñòåìó îä-
íîðîäíûõ ìèíèìàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé (0.4) íàä C(z). Òîãäà
ñîâîêóïíîñòü (0.56) ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé ôóíêöèé (0.4) îáðàçóåò
áàçèñ BN ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà LN .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî Λ ñîñòîèò èç ÷èñëà 0 è íóëåé
ìíîãî÷ëåíîâ T,A1, . . . , Aτ .

Ëåììà 15 (ñì. [25:1, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 10]). Ïðè óñëîâèÿõ
ëåììû 14 ÷èñëî M ýëåìåíòîâ áàçèñà BN (0.56) óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó

M < κm−l
0

(
m

l

)
(N + 1) . . . (N + l − 1)

(l − 1)!
.
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Ëåììà 16 (ñì. [25:1, ëåììà 11]). Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 12 ñòåïåíü
λN è ðàçìåð τN áàçèñà BN (0.56) ïðîñòðàíñòâà LN óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâàì

λN < c2λ0N
2, τN < cNτ c

2N2

0 , c = (Ω0 + 1)m−l,

ãäå ÷èñëà λ0, τ0 è Ω0 ââîäÿòñÿ ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (0.53).

Ïðè N > N0 èìååì M = φ(N) ∈ R[N ], degφ(N) = l − 1 (ñì.
[36:12, ãë. 4, �11]). Èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
N0 äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü ðàâíûì m(κ0 − 1).

Ëåììà 17. Ïðè óñëîâèÿõ ëåììû 14 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
N > slh+m(κ0−1)+1 ÷èñëî M = φ(N) ýëåìåíòîâ áàçèñà BN (0.56)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

φ(N)− φ(N − s)
φ(N)

6 l − 1

lh
. (64)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
13 ãë. 4 êíèãè [36:12], âûáåðåì èç êàæäîãî ÷ëåíà (0.54) íåíóëåâîé ïî-
êàçàòåëü ñòåïåíè êàêîé-ëèáî ôóíêöèè èç (0.4), ïðè÷¼ì åñëè â ïîëó÷èâ-
øèéñÿ íàáîð âõîäÿò íåñêîëüêî ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé îäíîé ôóíêöèè,
òî èç íèõ îñòàâëÿåòñÿ òîëüêî íàèìåíüøèé. Ïîëó÷åííûé òàê íàáîð óïî-
ðÿäî÷èì ñîãëàñíî íóìåðàöèè ôóíêöèé (0.4). Â íåãî âõîäÿò d ýëåìåí-
òîâ, d 6 min(τ,m) 6 m, à ÷èñëî n òàêèõ íàáîðîâ íå ïðåâîñõîäèò κm

0 .
Êàæäîìó ïîëó÷åííîìó íàáîðó {hi1, . . . , hid} ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî
B(i) ⊆ LN , 1 6 i 6 n, ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé ôóíêöèé (0.4) âèäà

fk11 (z) . . . fkmm (z),

ki1 = 0, 1, . . . , hi1 − 1, . . . , kid = 0, 1, . . . , hid − 1.

Êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B(i) ïðèíàäëåæèò, î÷åâèäíî, áàçèñó BN .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîé ýëåìåíò áàçèñà BN ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû
îäíîìó ìíîæåñòâó B(i). Ñëåäîâàòåëüíî,

BN =
n∪

i=1

B(i).

Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî B(i) ̸⊆ B(j), i ̸= j.
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Ïðåäñòàâèì BN â âèäå îáúåäèíåíèÿ

BN =
n∪

i=1

A(i)

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ A(i) = B(i) \ (B(1) ∪ · · · ∪ B(i−1)), A(1) =
B(1).

Ïóñòü N > m(κ0 − 1). Òîãäà ìíîæåñòâî B(i) ðàñïàäàåòñÿ íà ïîä-
ìíîæåñòâà

kid+1
+ · · ·+ kim = N − ki1 − · · · − kid, d 6 m− 1,

ñîîòâåòñòâóþùèå ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèÿì ki1 < hi1, . . . , kid < hid.
×èñëî ýëåìåíòîâ êàæäîãî òàêîãî ïîäìíîæåñòâà ïðè d 6 m − 2

åñòü ìíîãî÷ëåí îò N âèäà

ψ(N) =
(N − ki1 − · · · − kid +m− d− 1)!

(N − ki1 − · · · − kid)!(m− d− 1)!
=

=
(N − ki1 − · · · − kid + 1) . . . (N − ki1 − · · · − kid +m− d− 1)

(m− d− 1)!
,

ïðè÷¼ì ââèäó ñêàçàííîãî ïåðåä ëåììîé 17 degψ(N) = m−d−1 6 l−1.
Ñîãëàñíî ëåììå 6 ïðè N > s(m − d)h − (m − d) + d(κ0 − 1) + 1 ýòîò
ìíîãî÷ëåí óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ψ(N)− ψ(N − s)
ψ(N)

6 m− d− 1

(m− d)h
6 l − 1

lh
.

Â ñëó÷àå d > m− 2 ýòî íåðàâåíñòâî òàêæå ñïðàâåäëèâî.
Èç ëåììû 13 ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A(1) =

B(1) åñòü ìíîãî÷ëåí îò N , óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó (64).
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A(i), i > 2. Îíî ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå

÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ âèäà

kid+µ+1
+ · · ·+ kim = N − ki1 − · · · − kid+µ

, kid+µ+1
> κ0, . . . , kim > κ0,

ñîîòâåòñòâóþùèå ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèÿì 0 6 µ 6 m− d− 1,

id+1, . . . , id+µ, ki1 < hi1, . . . , kid < hid, kid+1
< κ0, . . . , kid+µ

< κ0,

ïîäîáðàííûì òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîæåñòâî íå ïðèíàä-
ëåæàëî íè îäíîìó èç B(j), j < i.
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×èñëî ýëåìåíòîâ êàæäîãî òàêîãî ïîäìíîæåñòâà åñòü ìíîãî÷ëåí
îò N âèäà

1

(m− d− µ− 1)!
(N − ki1 − · · · − kid+µ

− (m− d− µ)κ0 + 1) . . .

. . . (N − ki1 − · · · − kid+µ
− (m− d− µ)κ0 +m− d− µ− 1),

óäîâëåòâîðÿþùèé ïðè

N > s(m− d− µ)h− (m− d− µ) + (κ0− 1)(d+ µ) +κ0(m− d− µ) + 1

íåðàâåíñòâó (64).
Îòñþäà ââèäó ëåììû 13 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû 17.
Ëåììà 18. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 14, N = slh +

m(κ0 − 1) + 1, h > 2, l 6 m− 2. Òîãäà

M <
1

(l − 1)!
(2κ0)

m−1(smh)l−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñâîéñòâ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
(ñì., íàïðèìåð, [18:1, ï. 21.5-1])(

m

l

)
=

(
m− 1

l − 1

)
+

(
m− 1

l

)
6 2m−1.

Îòñþäà è ëåììû 15 â ñëó÷àå κ0 > 2 èìååì

M <

(
m

l

)
κm−l
0

(N + l − 1)l−1

(l − 1)!
<

2m−1κm−l
0

(l − 1)!
(slh+mκ0)

l−1 <

<
2m−1κm−l

0 (κ0smh)
l−1

(l − 1)!
=

(2κ0)
m−1(smh)l−1

(l − 1)!
.

Â ñëó÷àå κ0 = 1 âåëè÷èíóM îöåíèì ñâåðõó ÷èñëîì ïðîèçâåäåíèé
ñòåïåíåé ôóíêöèé (0.4), ó êîòîðûõ íå ìåíåå m− l ïîêàçàòåëåé ðàâíû
íóëþ. Èç êîìáèíàòîðíûõ ñîîáðàæåíèé ïîëó÷àåì

M =
l∑

k=1

(
m

k

)(
N − k + k − 1

k − 1

)
=

l∑
k=1

(
m

k

)(
slh

k − 1

)
<

<

(
slh

l − 1

) l∑
k=1

(
m

k

)
<

(slh)l−1

(l − 1)!

l∑
k=1

(
m

k

)
<

(smh)l−1

(l − 1)!

(
1

m/l

)l−1
2m,
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îòêóäà ââèäó (m/l)l−1 > (1 + 2/l)l−1 > 2 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû
18.

Åñëè l = m − 1, òî ëåììà 18 ñïðàâåäëèâà ïðè ëþáîì h ∈ N.
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà ìèíèìàëüíûõ óðàâíåíèé (0.53)
ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî óðàâíåíèÿ

B = B(f1(z), . . . , fm(z)) = 0,

ãäåB � îäíîðîäíûé íåïðèâîäèìûé è ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
k ñ êîýôôèöèåíòàìè èçK[z]. Çàìåíÿÿ â ðàññóæäåíèÿõ [36:12, ãë. 12, �3]
ëåììó 1 èç [36:12, ãë. 12] íà ëåììó 6 íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè, ïîëó÷èì,
÷òî äëÿ ëþáîãî N ∈ N

M <
k

(m− 2)!
(N + 1) . . . (N +m− 2),

w

M
<
ψ(N)− ψ(N − s)

ψ(N)
, ψ(N) = (N + 1) . . . (N +m− 1).

Ïîëàãàÿ â ëåììå 6 n = m− 1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðè κ = m− 1, N =
[s(m − 1)2h/(m − 2)] −m + 2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (15) è èìååò
ìåñòî îöåíêà

M <
k

(m− 2)!

(
(m− 1)2

m− 2
sh

)m−2

=
k(m− 1)2m−3(m− 2)2−m

(m− 1)!
(sh)m−2.

Ñîãëàñíî ëåììå 16 ïðè

ln lnH > σγmk4s4m−8 ln(s+ 1)max(1, degBz, ln |B|)

ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ëåììû 12.
Â ñëó÷àå l 6 m− 1 íåðàâåíñòâî (15) ñîãëàñíî ëåììå 17 âûïîëíÿ-

åòñÿ ïðè N = slh+m(κ0− 1) + 1, κ = l. Ïîýòîìó ââèäó ëåìì 16 è 18
ïðè

ln lnH > σγmm4lκ4m−4
0 ln(κ0 + 1)Ω2m

0 s4l−4 ln(s+ 1)max(1, λ0, ln τ0),

h > 2, ìû òàêæå íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ ëåììû 12.
Äàëåå ðàññóæäàåì êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 26 è 26′.
Íàêîíåö, ïðè h = 1 òåîðåìà 28 âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç íåðà-

âåíñòâà (41), åñëè ïîëîæèòü N = s, à M ââèäó ëåììû 15 îöåíèòü êàê

M < κm−l
0

(
m

l

)
(s+ 1) . . . (s+ l − 1)

(l − 1)!
< κm−l

0 2m−1lsl−1.
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Ýòîò ñëó÷àé èññëåäîâàëñÿ òàêæå â ðàáîòå Íãóåí Òüåí Òàÿ [25:1].
Òåîðåìû 28 è 28′ äîêàçàíû.

�4. Î íåïðèâîäèìîñòè ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé ðåøåíèé
ñèñòåì ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îáîáùàåò óòâåðæäåíèÿ î íåïðèâîäèìîñòè ïðî-
èçâåäåíèé ñòåïåíåé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, äîêàçàííûå Þ.Í. Ìàêà-
ðîâûì â ðàáîòå [23:2].

Ëåììà 19. Ïóñòü r, p ∈ Z+, r + p > 1 è êàæäàÿ èç r ñîâîêóï-
íîñòåé ôóíêöèé (0.49) ñîñòàâëÿåò ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñè-
ñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (0.50), à
êàæäàÿ èç p ñîâîêóïíîñòåé ôóíêöèé (0.51) � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâó-
þùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (0.52). Ïóñòü
∥yk,t,l∥k,t è ∥ui,s,j∥i,s � ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâåííî,
ñèñòåì (0.50) è ñèñòåì îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåìàì (0.52), Wl = |yk,t,l|k,t, l = 1, . . . , r,
W̃j = |ui,s,j|i,s, j = 1, . . . , p, F = C(z,Wl, . . . ,Wr, W̃l, . . . , W̃p), à ñòå-
ïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè íàä ïîëåì F ôóíêöèé

yk,t,l, ui,s,j, ψi,j, (65)

l = 1, . . . , r; k, t = 1, . . . ,ml; j = 1, . . . , p; i, s = 1, . . . , µj

ðàâíà
r∑

l=1

m2
l +

p∑
j=1

(µ2j + µj)− r − p. (66)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî N ∈ N ñîâîêóïíîñòü ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé(
r∏

l=1

φ
n1,l

1,l . . . φ
nml,l

ml,l

)
p∏

j=1

ψ
l1,j
1,j . . . ψ

lµj,j
µj ,j

,

nk,l, li,j ∈ Z+,

r∑
l=1

ml∑
k=1

nk,l +

p∑
j=1

µj∑
i=1

li,j 6 N (67)

îáðàçóåò íåïðèâîäèìóþ ñèñòåìó ôóíêöèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáùèå ðåøåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (0.50) è (0.52) èìåþò âèä:

yk,l =

ml∑
t=1

ct,lyk,t,l, l = 1, . . . , r; k = 1, . . . ,ml, (68)
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ui,j = ψi,j +

µj∑
s=1

c̃s,jui,s,j, j = 1, . . . , p; i = 1, . . . , µj, (69)

ãäå ct,l, c̃s,j � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ïóñòü

n̄ = (n1,1, . . . , nm1,1, . . . , n1,r, . . . , nmr,r),

l̄ = (l1,1, . . . , lµ1,1, . . . , l1,p, . . . , lµp,p).
(70)

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé ôóíêöèé (68),
(69) âèäà

Vn̄,l̄ =

(
r∏

l=1

y
n1,l

1,l . . . y
nml,l

ml,l

)
p∏

j=1

u
l1,j
1,j . . . u

lµj,j
µj ,j

,

ãäå n̄, l̄ � íàáîðû (70) ñ óñëîâèåì (67). Ýòà ñîâîêóïíîñòü, î÷åâèäíî,
ñîñòàâëÿåò ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

V ′n̄,l̄ =
∑
τ̄ ,σ̄

Qτ̄ ,σ̄,n̄,l̄Vτ̄ ,σ̄, Qτ̄ ,σ̄,n̄,l̄ ∈ C(z), (71)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì íàáîðàì τ̄ , σ̄ âèäà (70) ñ óñëî-
âèåì (67).

Îïðåäåëèì ôóíêöèè

Vn̄,l̄;ρ̄,ν̄ = Vn1,1,...,nmr,r,l1,1,...,lµp,p,ρ1,1,...,ρmr,r,ν1,1,...,νµp,p, (72)

ãäå íàáîðû n̄, l̄ è ρ̄, ν̄ èìåþò âèä (70) è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (67),
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè
ml∑
k=1

ρk,l −
ml∑
k=1

nk,l = 0, l = 1, . . . , r,

µj∑
i=1

νi,j −
µj∑
k=1

li,j 6 0, i = 1, . . . , p,

(73)

òî ïîëîæèì òîæäåñòâåííî ïî ïåðåìåííûì

c1,1, . . . , cm1,1, . . . , c1,r, . . . , cmr,r, c̃1,1, . . . , c̃µ1,1, . . . , c̃1,p, . . . , c̃µp,p (74)

Vn̄,l̄ =

(
r∏

l=1

ml∏
k=1

(
ml∑
t=1

ct,lyk,t,l

)nk,l
)

p∏
j=1

µj∏
i=1

(
ψi,j +

µj∑
s=1

c̃s,jui,s,j

)li,j

=
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=
∑
ρ̄,ν̄

c
ρ1,1
1,1 . . . c

ρm1,1

m1,1
. . . c

ρ1,r
1,r . . . c

ρmr,r
mr,r

c̃
ν1,1
1,1 . . . c̃

νµ1,1
µ1,1

. . . c̃
ν1,p
1,p . . . c̃

νµp,p
µp,p Vn̄,l̄;ρ̄,ν̄,

(75)
ãäå ñóììèðîâàíèå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (75) ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì
íàáîðàì ρ̄, ν̄ âèäà (70), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì (67), (73);

2) åñëè íàáîð èíäåêñîâ n̄, l̄, ρ̄, ν̄ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (73),
òî ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ (72) ñ÷èòàåì ðàâíîé íóëþ.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ íàáîðàõ ρ̄, ν̄ ôóíêöèè
Vn̄,l̄;ρ̄,ν̄ (72) ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå ñèñòåìû (71). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
âñå ôóíêöèè Vn̄,l̄, Vτ̄ ,σ̄, âõîäÿùèå â ñèñòåìó (71), çàìåíèòü íà ïðàâûå
÷àñòè óðàâíåíèé (75), à çàòåì ïðèðàâíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíà-
êîâûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåííûõ (74).

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè (72) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòå-
ìó ðåøåíèé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (71). Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî íàéäåííûå ðåøåíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû
íàä C.

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð îòëè÷íûõ â ñîâîêóïíîñòè îò íó-
ëÿ ÷èñåë dρ̄,ν̄ ∈ C, ãäå ρ̄, ν̄ ïðîáåãàþò âñå âîçìîæíûå íàáîðû âèäà (70)
ñ óñëîâèåì (67), òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ íàáîðîâ n̄, l̄ (70) ñ óñëîâèåì (67)
òîæäåñòâåííî ïî z âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∑

ρ̄,ν̄

dρ̄,ν̄Vn̄,l̄;ρ̄,ν̄ = 0. (76)

Ïóñòü N1 6 N � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóþò íà-
áîðû ρ̄, ν̄ ñ óñëîâèåì

dρ̄,ν̄ ̸= 0,

m1∑
k=1

ρk,1 = N1.

Ïóñòü N2 6 N � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóþò íà-
áîðû ρ̄, ν̄ ñ óñëîâèåì

dρ̄,ν̄ ̸= 0,

m1∑
k=1

ρk,1 = N1,

m2∑
k=1

ρk,2 = N2.

Ðàññóæäàÿ òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèì r+p ÷èñåëN1, . . . , Nr, N
′
1, . . . , N

′
p.

Òîãäà èç ðàâåíñòâà (76) ñëåäóåò∑
ρ̄,ν̄

dρ̄,ν̄VN1,0,...,0,...,Nr,0,...,0,N ′
1,...,0,...,N

′
p,0,...,0;ρ̄,ν̄ = 0. (77)
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ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì íàáîðàì ρ̄, ν̄ òàêèì, ÷òî

ml∑
k=1

ρk,l = Nl,

µj∑
i=1

νi,j = N ′j, l = 1, . . . , r; j = 1, . . . , p.

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (75),

VN1,0,...,0,...,Nr,0,...,0,N ′
1,...,0,...,N

′
p,0,...,0;ρ̄,ν̄ =

=

((
r∏

l=1

ml∏
k=1

ρk,l!

)
p∏

j=1

µj∏
i=1

νi,j!

)−1
∂ρ1,1

∂c
ρ1,1
1,1

. . .
∂ρmr,r

∂c
ρmr,r
mr,r
· ∂

ν1,1

∂c̃
ν1,1
1,1

. . .
∂νµp,p

∂c̃
νµp,p
µp,p

·

·

 r∏
l=1

(
ml∑
t=1

ct,ly1,t,l

)Nl

 p∏
j=1

(
µj∑
s=1

c̃s,ju1,s,j

)N ′
j

= (78)

=
(
∏r

l=1Nl!)
∏p

j=1N
′
j!

(
∏r

l=1

∏ml

k=1 ρk,l!)
∏p

j=1

∏µj

i=1 νi,j!
y
ρ1,1
1,1,1 . . . y

ρm1,1

1,m1,1
. . . y

ρ1,r
1,1,r . . . y

ρmr,r

1,mr,r
·

·uν1,11,1,1 . . . u
νµ1,1
1,µ1,1

. . . u
ν1,p
1,1,p . . . u

νµp,p
1,µp,p

.

Ïóñòü

δl = exp

∫ ml∑
k=1

Qk,k,l dz, l = 1, . . . , r,

δ̃j = exp

∫ µj∑
i=1

qi,i,j dz, j = 1, . . . , p,

ãäå èíòåãðàë îçíà÷àåò ôèêñèðîâàííóþ ïåðâîîáðàçíóþ äëÿ ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèè. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì Ëèóâèëëÿ

|yk,t,l|k,t = Wl = γlδl, |yi,s,j|i,s = W̃j = γ̃j δ̃j, (79)

ãäå γl, γ̃j ∈ C \ {0}.
Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (78) â ðàâåíñòâî (77), ïîëó÷èì íåòðèâèàëü-

íîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå íàä C ìåæäó ôóíêöèÿìè

y1,t,l, u1,s,j, l = 1, . . . , r; t = 1, . . . ,ml; j = 1, . . . , p; s = 1, . . . , µj.

Íî ïîñêîëüêó ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ôóíêöèé (65) íàä ïîëåì F
ðàâíà âåëè÷èíå (66), òî, èñêëþ÷àÿ r + p ôóíêöèé yml,1,l, uµj ,1,j ñ ïî-
ìîùüþ ôîðìóë (79) èç ñîâîêóïíîñòè (65), çàêëþ÷àåì, ÷òî îñòàëüíûå
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ôóíêöèè àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä F. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé (72) îáðàçóåò ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (71).

Ïóñòü íàáîðû n̄, l̄ è ρ̄, ν̄ èìåþò âèä (70) è óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì (67), (73). Äîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî

P =
∑

Fn̄,l̄cρ̄,ν̄Vn̄,l̄;ρ̄,ν̄ = 0, Fn̄,l̄ ∈ C[z], cρ̄,ν̄ ∈ C, (80)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì íàáîðàì ρ̄, ν̄ è n̄, l̄, âûïîë-
íÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ òàêèõ íàáîðîâ

Fn̄,l̄cρ̄,ν̄ = 0 (81)

òîæäåñòâåííî ïî z. Èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå ëåììû.
Îáîçíà÷èì vl = Wl, ṽj = W̃j,

xl =

∣∣∣∣∣∣
y2,2,l . . . y2,ml,l

. . . . . . . . .

yml,2,l . . . yml,ml,l

∣∣∣∣∣∣ , zj =

∣∣∣∣∣∣
u2,2,j . . . u2,µj ,j

. . . . . . . . .

uµj ,2,j . . . uµj ,µj ,j

∣∣∣∣∣∣ ,
l = 1, . . . , r; j = 1, . . . , p.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü vl, xl, ṽj, zj êàê ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ

yk,t,l, ui,s,j, (82)

l = 1, . . . , r; k, t = 1, . . . ,ml; j = 1, . . . , p; i, s = 1, . . . , µj.

Çàìåòèâ, ÷òî P åñòü ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ (65), äîêàæåì, ÷òî òîæ-
äåñòâåííî ïî ýòèì ïåðåìåííûì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

xn1
1 . . . xnr

r z
l1
1 . . . z

lp
p P ≡

r∑
l=1

(vl − γlδl)Pl +

p∑
j=1

(ṽj − γ̃j δ̃j)P̃j, (83)

ãäå n1, . . . , nr, l1, . . . , lp ∈ Z+, à Pl, P̃j � ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ
(65) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç F.

Åñëè ìíîãî÷ëåí P íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé y1,1,1, òî ïîëîæèì â
ðàâåíñòâå (83) n1 = 0 è P1 ≡ 0. Åñëè ñòåïåíü P ïî y1,1,1 ðàâíà n > 1,
òî ìíîãî÷ëåí P èìååò âèä

P = yn1,1,1Rn + · · ·+ y1,1,1R1 +R0,
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ãäå Ri � ìíîãî÷ëåíû îò îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ (65). Âû÷èòàÿ èç x1P
ìíîãî÷ëåí (v1−γ1δ1)yn−11,1,1Rn, ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí, èìåþùèé ñòåïåíü ïî
y1,1,1 íå âûøå n − 1. Ïîâòîðèâ ýòó îïåðàöèþ íå áîëåå n ðàç, ïîëó÷èì
ðàâåíñòâî

xn1

1 P − (v1 − γ1δ1)R = S,

ãäå R è S � ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííûõ (65), ïðè÷¼ì S íå çàâèñèò îò
y1,1,1.

Àíàëîãè÷íî, èñêëþ÷àÿ ïåðåìåííûå y1,1,2, . . . , y1,1,r, u1,1,1, . . . , u1,1,p,
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

xn1
1 . . . xnr

r z
l1
1 . . . z

lp
p P −

r∑
l=1

(vl − γlδl)Pl −
p∑

j=1

(ṽj − γ̃j δ̃j)P̃j = P0, (84)

â êîòîðîì ìíîãî÷ëåí Pl+1 íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ y1,1,1, . . . , y1,1,l, l =
1, . . . , r−1, ìíîãî÷ëåí P̃j+1 íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ y1,1,1, . . . , y1,1,r è
u1,1,1, . . . , u1,1,j, j = 1, . . . , p−1, à ìíîãî÷ëåí P0 íå çàâèñèò îò ïåðåìåí-
íûõ y1,1,1, . . . , y1,1,r, u1,1,1, . . . , u1,1,p. Çàìåíèì â ðàâåíñòâå (84) ïåðåìåí-
íûå (65) íà ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè èç ðåøåíèé óðàâíåíèé (0.50) è
(0.52). Òîãäà ââèäó ðàâåíñòâ (79) è (80) ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðà-
âåíñòâà (84) åñòü ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ ïî z, à ïðàâàÿ
� ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç F îò àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ
íàä F ôóíêöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, P0 = 0 òîæäåñòâåííî ïî ïåðåìåííûì
(65), ÷òî è äîêàçûâàåò òîæäåñòâî (83).

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü P ◦ îäíîðîäíûõ ïî ïåðåìåííûì (82) ÷ëå-
íîâ ìíîãî÷ëåíà P ñòàðøåé ñòåïåíè N0 6 N . Îíè ñîîòâåòñòâóþò ìàê-
ñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ñóììû

r∑
l=1

ml∑
k=1

ρk,l +

p∑
j=1

µj∑
i=1

νi,j = N0 6 N. (85)

Èç (83) ñëåäóåò, ÷òî òîæäåñòâåííî ïî ïåðåìåííûì (65)

xn1
1 . . . xnr

r z
l1
1 . . . z

lp
p P
◦ =

r∑
l=1

vlP
◦
l +

p∑
j=1

ṽjP̃
◦
j , (86)

ãäå P ◦l , P̃
◦
j � ìíîãî÷ëåíû, îäíîðîäíûå ïî ïåðåìåííûì (82).

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå íîâûå ïåðåìåííûå

µk,l, λk,l, µ̃i,j, λ̃i,j, (87)
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l = 1, . . . , r; k = 1, . . . ,ml; j = 1, . . . , p; i = 1, . . . , µj.

Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâåííîñòüþ ñîîòíîøåíèÿ (86), ïîëîæèì â í¼ì

yk,t,l = µk,lλt,l, l = 1, . . . , r; k = 1, . . . ,ml; t = 1, 2,

ui,s,j = µ̃i,jλ̃s,j, j = 1, . . . , p; i = 1, . . . , µj; s = 1, 2,

à îñòàëüíûå ïåðåìåííûå (82) îñòàâèì áåç èçìåíåíèÿ. Ïîñëå òàêîé çàìå-
íû ïåðåìåííûõ âñå îïðåäåëèòåëè vl, ṽj, l = 1, . . . , r; j = 1, . . . , p, âõî-
äÿùèå â òîæäåñòâî (86), áóäóò ðàâíû íóëþ, òàê êàê ïåðâûå äâà ñòîëá-
öà â íèõ ïðîïîðöèîíàëüíû, à êàæäûé èç îïðåäåëèòåëåé xl, zj, l =
1, . . . , r; j = 1, . . . , p îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, òîæäåñòâåííî
ïî ïåðåìåííûì (65) è (87)

P ◦ = 0 (88)

Çàìåíèì â òîæäåñòâå (88) îñòàëüíûå ïåðåìåííûå (82):

yk,t,l = µk,lλt,l, l = 1, . . . , r; k = 1, . . . ,ml; t = 3, . . . ,ml;

ui,s,j = µ̃i,jλ̃s,j, j = 1, . . . , p; i = 1, . . . , µj; s = 3, . . . , µj.

Ïðè ýòîì ìíîãî÷ëåí P ◦ ïðåâðàòèòñÿ â ìíîãî÷ëåí Q îò ïåðåìåííûõ
(87) è ψi,j, âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ñîãëàñíî òîæäåñòâó (88) ðàâíû
íóëþ. Äîêàæåì, ÷òî ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (81).

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà (75) ðàâíà(
r∏

l=1

ml∏
k=1

µ
nk,l

k,l

(
ml∑
t=1

ct,lλt,l

)nk,l
)

p∏
j=1

µj∏
i=1

(
ψi,j + µ̃i,j

µj∑
s=1

c̃s,jλ̃s,j

)li,j

,

òî èç ýòîãî òîæäåñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü îäíîðîäíûõ ÷ëåíîâ
ñòàðøåé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà Vn̄,l̄;ρ̄,ν̄ ïî ïåðåìåííûì (82) ðàâíà

V ◦n̄,l̄;ρ̄,ν̄ =

(
r∏

l=1

(
∑ml

k=1 nk,l)!∏ml

k=1 ρk,l!

)(
p∏

j=1

(∑µj

i=1 li,j
)
!∏µj

i=1 νi,j!

)
·

·

(
r∏

l=1

ml∏
k=1

µ
nk,l

k,l λ
ρk,l
k,l

)
p∏

j=1

µj∏
i=1

µ̃
li,j
i,j λ̃

νi,j
i,j .

Èç ýòîãî è ðàâåíñòâ (80), (88) ñëåäóåò, ÷òî òîæäåñòâåííî ïî ïåðå-
ìåííûì (87)

Q =
∑

Fn̄,l̄cρ̄,ν̄V
◦
n̄,l̄;ρ̄,ν̄ =

∑
Fn̄,l̄cρ̄,ν̄ωn̄,l̄;ρ̄,ν̄·

(89)
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·

(
r∏

l=1

ml∏
k=1

µ
nk,l

k,l λ
ρk,l
k,l

)
p∏

j=1

µj∏
i=1

µ̃
li,j
i,j λ̃

νi,j
i,j = 0, ωn̄,l̄;ρ̄,ν̄ ̸= 0,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì íàáîðàì ρ̄, ν̄, n̄, l̄
âèäà (70), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì (67), (73), (85). Ïîñêîëüêó ðàç-
ëè÷íûì íàáîðàì ρ̄, ν̄, n̄, l̄ â òîæäåñòâå (89) ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå
ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ (87), òî èç òîæäåñòâà (89) ñëåäóþò
ðàâåíñòâà (81) è ëåììà 19 äîêàçàíà.

Ïóñòü àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè (0.49) ñîñòàâëÿþò ðåøåíèÿ ñèñòåì
(0.50), à ∥yk,t,l∥k,t � ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû ñèñòåì (0.50). Äëÿ ëþ-
áîãî N ∈ N ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ïðîèçâåäåíèé ñòåïåíåé

Vn̄ = Vn1,1,...,nm1,1
,...,n1,r,...,nmr,r

= φ
n1,1

1,1 . . . φ
nm1,1

m1,1
. . . φ

n1,r

1,r . . . φ
nmr,r
mr,r

,

nk,l ∈ Z+,
r∑

l=1

ml∑
k=1

nk,l 6 N.
(90)

Ôóíêöèè Vn̄ óäîâëåòâîðÿþò, î÷åâèäíî, ñèñòåìå ëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé

V ′n̄ =
∑
τ̄

Qτ̄ ,n̄Vτ̄ , Qτ̄ ,n̄ ∈ C(z), (91)

ãäå τ̄ , n̄ ïðîáåãàþò âñå íàáîðû ñ óñëîâèåì (90).
Ëåììà 20 [26:2, ëåììà 19]. Ýëåìåíòû ëþáîé ôóíäàìåíòàëüíîé

ìàòðèöû ñèñòåìû (91) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ôóíêöèé yk,t,l ñ
êîýôôèöèåíòàìè èç C.

Ëåììà 21. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî N ∈ N ñîâîêóïíîñòü ïðîèçâå-
äåíèé ñòåïåíåé (90) îáðàçóåò íåïðèâîäèìóþ ñèñòåìó ôóíêöèé, à
ôóíêöèè eα1z, . . . , eαpz, ãäå αi ∈ C, ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì
F1 = C(z, y1,1,1, . . . , ym1,m1,1, . . . , ymr,mr,r). Òîãäà äëÿ ëþáîãî N ∈ N ñî-
âîêóïíîñòü ôóíêöèé

Vi,n̄ = eαizVn̄,

ãäå i = 1, . . . , p, à n̄ ïðîáåãàåò âñå íàáîðû ñ óñëîâèåì (90), òàêæå
îáðàçóåò íåïðèâîäèìóþ ñèñòåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ∥Vn̄,ρ̄∥n̄,ρ̄ ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (91). Âñå ôóíêöèè Vn̄,ρ̄ ñîãëàñ-
íî ëåììå 20 ïðèíàäëåæàò ïîëþ F1. Òîãäà ôóíêöèè Vi,n̄ óäîâëåòâîðÿþò
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ñèñòåìå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

V ′i,n̄ = αiVi,n̄ +
∑
τ̄

Qτ̄ ,n̄Vi,τ̄ ,

à ìàòðèöà ∥eαizVn̄,ρ̄∥i,n̄;i,ρ̄ ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ôóíäàìåíòàëüíîé ìàò-
ðèöåé ýòîé ñèñòåìû.

Ïóñòü Fi,n̄ ∈ C[z], ci,ρ̄ ∈ C è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∑
i,n̄

Fi,n̄

(∑
ρ̄

ci,ρ̄e
αizVn̄,ρ̄

)
≡ 0. (92)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè eα1z, . . . , eαpz ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì F1,
òî èç ðàâåíñòâà (92) ñëåäóåò∑

n̄

Fi,n̄

(∑
ρ̄

ci,ρ̄Vn̄,ρ̄

)
≡ 0, i = 1, . . . , p,

à òàê êàê ôóíêöèè Vn̄ îáðàçóþò íåïðèâîäèìóþ ñèñòåìó, òî èç ýòèõ
ðàâåíñòâ äëÿ âñåõ i, 1 6 i 6 p è íàáîðîâ n̄ ñ óñëîâèåì (90) èìååì

Fi,n̄

(∑
ρ̄

ci,ρ̄Vn̄,ρ̄

)
≡ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (92) âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà

Fi,n̄

(∑
ρ̄

ci,ρ̄e
αizVn̄,ρ̄

)
= 0

òîæäåñòâåííî ïî z, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó 21.

�5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 29

Ëåììà 22. Ïóñòü λ = a/b, a ∈ Z, b ∈ N, (a, b) = 1, α ∈ K,
ν = denα,

Cω =

{ √
−2[ω]
∥ω∥ , åñëè ω < 0,

1, åñëè ω > 0,

ãäå −ω ∈ Q \N, ∥ω∥ � ðàññòîÿíèå îò ω äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñ-
ëà. Òîãäà ôóíêöèÿ Kλ(αz) ÿâëÿåòñÿ KÅ-ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé
îïðåäåëåíèþ 3, â êîòîðîì

c = max(|α|Cλ, 2νe
|a|+b).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ω = ω1/ω2, ω1 ∈ Z, ω2 ∈ N, (ω1, ω2) = 1.
Îáîçíà÷èì

Sω,n =
n!

(ω + 1) . . . (ω + n)
.

Çàïèøåì ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè Kλ(αz) â âèäå

∞∑
k=0

dk
zk

k!
.

Òîãäà

dk =

{
Sλ,n

(2n)!
(n!)2

(
−α2

4

)n
, åñëè k = 2n, n = 0, 1, . . . ,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5 ðàáîòû [28:2] óñòàíîâëåíî, ÷òî |Sω,n| 6
(Cω)

2n è ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {qn}, qn ∈ N, òàêàÿ, ÷òî
qnSω,k ∈ Z, k = 0, 1, . . . , n, ln qn 6 2n(|ω1|+ ω2). Ïîñêîëüêó

(2n)!

(n!)2
=

(
2n

n

)
< 22n,

(2n)!

(n!)2
∈ Z,

ëåììà 22 äîêàçàíà.
Ôóíêöèÿ Kλj

(ξjz), êàê ñëåäóåò èç (0.1), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′′j +
2λj + 1

z
y′j + ξ2j yj = 0. (93)

Ëåììà 23 (ñì. [36:12, ãë. 9, ëåììà 10] èëè äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 17). Ïóñòü ÷èñëà α1, . . . , αp ∈ C è ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q;
−λj ∈ C \ N, ξj ∈ C \ {0}, λj + 1/2 /∈ Z, j = 1, . . . , n; åñëè ξ2i = ξ2j ,
1 6 i < j 6 n, òî λi ± λj /∈ Z; n, p ∈ N; yj,1 è yj,2 � ëþáûå ëèíåéíî
íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (93). Òîãäà ôóíêöèè

yj,1, y
′
j,1, yj,2, e

αiz, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , n

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C(z).
Èç ëåìì 19, 21 è 23 ñëåäóåò
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Ëåììà 24. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 29 äëÿ ëþáîãî N ∈ N ñîâî-
êóïíîñòü ïðîèçâåäåíèé

eαiz
r∏

j=1

K
kj
λj
(ξjz)

(
K ′λj

(ξjz)
)k′j

, i = 1, . . . , p,

kj, k
′
j ∈ Z+,

r∑
j=1

(kj + k′j) 6 N

îáðàçóåò íåïðèâîäèìóþ ñèñòåìó ôóíêöèé.
Ïóñòü α ∈ K, ν = denα. Òîãäà ôóíêöèÿ eαz ÿâëÿåòñÿ, î÷å-

âèäíî, KÅ-ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé îïðåäåëåíèþ 3, â êîòîðîì c =
max(|α|, ν). Òåîðåìà 29 ïðè r = 1 ñëåäóåò èç ëåìì 22, 24 è òåîðå-
ìû 26′, à ïðè r > 2 � èç òåõ æå ëåìì è òåîðåìû 27′, ãäå ïîëàãàåì
r = 1, m1 = r, s1 = 1, p = 1, µ1 = 2n, ν1 = s, m = 2n+ r.



232

Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû.
1. Ìåòîä Çèãåëÿ âïåðâûå ïðèìåí¼í ê èññëåäîâàíèþ àðèôìåòè÷å-

ñêîé ïðèðîäû çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé â îñîáûõ òî÷êàõ ñèñòåì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

2. Âïåðâûå ïîëó÷åí ýôôåêòèâíûé àíàëîã òåîðåìû II À.Á. Øèä-
ëîâñêîãî.

3. Äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïî-
ðÿäêà è ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïî-
ðÿäêà äîêàçàíà ãèïîòåçà Çèãåëÿ.

4. Ãèïîòåçà Çèãåëÿ äîêàçàíà òàêæå äëÿ íåêîòîðûõ âàæíûõ ñëó-
÷àåâ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïî-
ðÿäêà. Â îáùåì ñëó÷àå ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà ïðèâåäåíû àðãóìåíòû â ïîëüçó òîãî, ÷òî ãèïî-
òåçà Çèãåëÿ íå âûïîëíÿåòñÿ è ñõåìà âîçìîæíîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî
óòâåðæäåíèÿ.

5. Äîêàçàíà ðàâíîñèëüíîñòü îïðåäåëåíèé Å-ôóíêöèè â óçêîì è
øèðîêîì ñìûñëå äëÿ ñëó÷àÿ Å-ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíûì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì íå âûøå 2-ãî ïîðÿäêà.

6. Ïîëíîñòüþ ðåø¼í âîïðîñ îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè íàä
C(z) ìíîæåñòâà âñåõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ Å-ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì íå âûøå 2-ãî ïîðÿäêà,
à òàêæå î âîçìîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñâÿçÿõ ìåæäó íèìè.

7. Ïîëó÷åíû òåîðåìû îáùåãî õàðàêòåðà ñ íåîáõîäèìûìè è äîñòà-
òî÷íûìè óñëîâèÿìè îá àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè íàä C(z) ðåøå-
íèé ïðîèçâîëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðàç-
ëè÷íûõ ïîðÿäêîâ. Ýòè òåîðåìû îõâàòûâàþò "ïî÷òè âñå" ãèïåðãåîìåòðè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ çà èñêëþ÷åíèåì òåõ, íàáîðû ïàðàìåòðîâ êîòîðûõ
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû òî÷êàìè íåêîòîðûõ îïðåäåë¼ííûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé.

8. Íàéäåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî íîâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òîæ-
äåñòâ, ñâÿçûâàþùèõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

9. Ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè ìíîãî÷ëåíîâ îò çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé.
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