
Теорема Ван Дер Вардена и игры 2
Сери󶝶 Е

Проблемы Ван Дер Варденского типа мо󶝹но рассматриват󶞄 в классическом, плотност-
ном (типа теоремы Семиреди) и в игровом аспектах.

Классическа󶝶 верси󶝶

1. Целочисленные точки плоскости раскрашены в k цветов. Дока󶝹ите, что найдетс󶝶
одноцветный пр󶝶моугол󶞄ник с вершинами в целых точках.

2. Целочисленные точки пространства раскрашены в k цветов. Дока󶝹ите, что найдетс󶝶
одноцветный параллелепипед с вершинами в целых точках.

3. Сформулируйте и дока󶝹ите n-мерный аналог предыдущих 󶝺адач.

4. Дока󶝹ите, что аналог 󶝺адачи Е1 верен дл󶝶 раскраски целочисленных точек пр󶝶мо-
угол󶞄ника:

а) Ра󶝺мера (k + 1)× (k(k+1) + 1)

б) Ра󶝺мера (k + 1)× (kC2
k + 1)

5. Сформулируйте и дока󶝹ите аналоги предыдущей 󶝺адачи дл󶝶:

а) Трехмерной сетки

б) n-мерной сетки

6. Целочисленные точки квадрата S×S крас󶝶тс󶝶 в k цветов. Получите оценку на S при
которой найдетс󶝶 одноцветный пр󶝶моугол󶞄ник.

7. На󶝺овем l-решеткой мно󶝹ество и󶝺 l2 точек, получаемых как пересечение l верти-
кал󶞄ных пр󶝶мых с l гори󶝺онтал󶞄ными. Дока󶝹ите, что при раскраске плоскости в k
цветов найдетс󶝶 l-решетка.

8. Целочисленные точки квадрата S×S крас󶝶тс󶝶 в k цветов. Получите оценку на S при
которой найдетс󶝶 l-решетка.

Плотностна󶝶 верси󶝶

Определим пон󶝶тие плотности дл󶝶 целочисленных точек на плоскости: ска󶝹ем, что
какой-либо цвет имеет плотност󶞄 k, если последовател󶞄ност󶞄

an =
Количество черных точек внутри квадрата n× n с центром в точке (0; 0)

n2

стремитс󶝶 к k.

9. Дока󶝹ите, что при раскраске некоторых точек плоскости в черный цвет с плотност󶞄󶝽
1% найдетс󶝶 черный пр󶝶моугол󶞄ник.

10. Сформулируйте и дока󶝹ите аналогичное условие дл󶝶:

а) Пространства

б) n-мерного пространства

11. Дока󶝹ите, что при раскраске некоторых точек плоскости в черный цвет с плотност󶞄󶝽
1% найдетс󶝶 одноцветна󶝶 l-решетка.
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Игрова󶝶 верси󶝶

12. Двое игра󶝽т на бесконечной клетчатой плоскости в следу󶝽щу󶝽 игру. Первый ходит
крестиком в свободну󶝽 клетку, второй отвечает ему k нул󶝶ми. Цел󶞄 первого – пр󶝶мо-
угол󶞄ник, стороны которого параллел󶞄ны ос󶝶м координат. Цел󶞄 второго – помешат󶞄
ему. Дока󶝹ите, что первый смо󶝹ет победит󶞄.

13. В услови󶝶х предыдущей 󶝺адачи найдите минимал󶞄ное число ходов необходимых пер-
вому дл󶝶 победы.

14. Решите 12 󶝺адачу дл󶝶 параллелепипеда в пространстве. Постарайтес󶞄 как мо󶝹но луч-
ше оценит󶞄 число ходов.

15. Решите 󶝺адачу 12 дл󶝶 l-решеток. Постарайтес󶞄 как мо󶝹но лучше оценит󶞄 число ходов.

Дополнител󶞄ные 󶝺адачи к серии А

8. Дока󶝹ите в услови󶝶х 󶝺адачи А1, что первый смо󶝹ет построит󶞄 прогресси󶝽 длины 5.

Дополнител󶞄ные 󶝺адачи к серии Б

7. Пуст󶞄 квадрат S × S ра󶝺бит на многоугол󶞄ники. Некоторые и󶝺 них покрашены в
черный цвет (с границей) так, что суммарна󶝶 площад󶞄 󶝺акрашенных многоугол󶞄ников
равна 1% от площади всего квадрата.

а) Дока󶝹ите, что существует такое S, что внутри квадрата всегда мо󶝹но найти пр󶝶мо-
угол󶞄ный треугол󶞄ник со сторонами, параллел󶞄ными сторонам квадрата, единичной
площади с черными вершинами.

б)* Дока󶝹ите, что существует такое S, что внутри квадрата всегда мо󶝹но найти
пр󶝶моугол󶞄ник единичной площади с черными вершинами.
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