
Àïåðèîäè÷åñêèå çàìîùåíèÿ
Èëüÿ Èâàíîâ-Ïîãîäàåâ, Àëåêñåé Êàíåëü-Áåëîâ, Èâàí Ìèòðîôàíîâ, Òîìà Ôåðíèê

Ýòîò ïðîåêò ïîñâÿùåí èíòåðåñíîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè, ñâÿçàííîé ñ çàìîùåíèÿìè. Îáû÷íî çàäàí íåêî-
òîðûé êîíå÷íûé íàáîð ïëèòîê (ôèãóð íà ïëîñêîñòè), è ìû ïûòàåìñÿ çàìîñòèòü ïëîñêîñòü, ïðèêëàäûâàÿ
ïëèòêè äðóã ê äðóãó òàê, ÷òîáû ìåæäó íèìè íå îñòàâàëîñü ïóñòûõ ìåñò. Òèïîâîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ âûÿñíå-
íèå âîïðîñà, âîçìîæíî ëè çàìîùåíèå ñ ïîìîùüþ äàííîãî íàáîðà è êàêèå ñâîéñòâà ìîãóò áûòü èëè íå áûòü ó
ýòîãî çàìîùåíèÿ. Äëÿ íåêîòîðûõ íàáîðîâ, íàïðèìåð, âîçìîæíî ëèøü íåïåðèîäè÷åñêîå çàìîùåíèå ïëîñêîñòè.

Âàì ïðåäëàãàþòñÿ çàäà÷è ðàçáèòûå íà íåñêîëüêî öèêëîâ.
Ñðåäè çàäà÷ âñòðå÷àþòñÿ êàê ïðîñòûå, òàê è ñëîæíûå, â òîì ÷èñëå åñòü îòêðûòûå âîïðîñû, ðåøåíèÿ

êîòîðûõ íèêòî ïîêà íå íàøåë. Áóäåò çäîðîâî, åñëè íà êîíôåðåíöèè áóäåò ïîëó÷åíî ïðîäâèæåíèå ïî êàêîìó-
íèáóäü òàêîìó âîïðîñó.

A Ðàçìåðíîñòü îäèí

Ðàññìîòðèì îäíîðàçìåðíûå ìîçàèêè.Ïëèòêàìè òóò ÿâëÿþòñÿ áóêâû â êîíå÷íîì àëôàâèòå, à êðàåâûìè óñëî-

âèÿìè ÿâëÿþòñÿ çàïðåòû äëÿ íåêîòîðûõ áóêâ ñòîÿòü äðóã çà äðóãîì. Îáîáùàÿ ýòî ïîíÿòèå, ìîæíî ñêàçàòü,
÷òî çàäàåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî çàïðåùåííûõ ñëîâ � êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóêâ. Ðàçðåøåííûìè ÿâëÿ-
þòñÿ ñëîâà, íå ñîäåðæàùèå çàïðåùåííûõ ïîäñëîâ. Àíàëîãîì çàìîùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íî-
ãî â îáå ñòîðîíû ñëîâà. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ, êàê êîíå÷íûì ÷èñëîì çàïðåòîâ çàäàâàòü ðàçëè÷íûå
ñòðóêòóðû ñëîâ. Íàïðèìåð, çàïðåòû aa è bb çàäàþò áåñêîíå÷íîå ïåðèîäè÷åñêîå ñëîâî ñ ïåðèîäîì (ab). ßñíî,
÷òî äðóãèõ ðàçðåøåííûõ áåñêîíåíûõ ñëîâ ñ äàííûìè çàïðåòàìè íå ìîæåò áûòü.

A.1 Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî S áåñêîíå÷íûõ ñëîâ â àëôàâèòå {a, b}: ýòî ñëîâà ñîäåðæàùèå îäíó, äâå èëè òðè
áóêâû b ïîäðÿä, à îñòàëüíûå áóêâû a (ïðè ýòîì ñåðèé áóêâ b ìîæåò áûòü ñêîëüêî óãîäíî). Âåðíî ëè ÷òî
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð çàïðåùåííûõ ñëîâ, çàäàþùèõ ìíîæåñòâî S?

A.2 Ïîñ÷èòàéòå ìèíèìàëüíîå íåîáõîäèìîå ÷èñëî çàïðåòîâ, ÷òîáû çàäàòü ñëåäóþùèå ïåðèîäè÷åñêèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, óêàçàíû èõ ïåðèîäû: (ab), (aab), (aabaabab), (aabaababaabaababaabab).

A.3 Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâ áåñêîíå÷íûõ ñëîâ â àëôàâèòå {a, b}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç an ñëîâî, ãäå áóêâà a íàïè-
ñàíà n ðàç ïîäðÿä. Ñóùåñòâóåò ëè êîíå÷íûé íàáîð çàïðåùåíûõ ñëîâ, òàêîé ÷òî ðàçðåøåííûìè ñëîâàìè
ÿâëÿþòñÿ âñå ñëîâà íå ñîäåðæàùèå êóñêîâ banb äëÿ ðàçëè÷íûõ n è òîëüêî îíè?

A.4 Ïóñòü òåïåðü ðàçðåøåíî ðàñêðàøèâàòü áóêâû â êîíå÷íîå ÷èñëî öâåòîâ, òî åñòü, íàïðèìåð, a1b ìîæåò
áûòü çàïðåùåííûì ñëîâîì, à a2b óæå íåò. Ìîæíî ëè òåïåðü çàäàòü êîíå÷íîå ÷èñëî çàïðåùåííûõ ñëîâ
òàê, ÷òîáû ðàçðåøåííûìè áûëè âñå ñëîâà íå ñîäåðæàùèå êóñêîâ banb (ãäå â êà÷åñòâå áóêâ a è b ìîãóò
âñòðå÷àòüñÿ ëþáûå èõ îòòåíêè) è òîëüêî îíè?

A.5 Ïóñòü ìíîæåñòâî S ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íûõ ñëîâ, ñîäåðæàùèõ ïîäðÿä ñåðèè ëèøü èç ÷åòíîãî êîëè÷å-
ñòâà áóêâ a. Ìîæíî ëè çàäàòü S êîíå÷íûì ÷èñëîì çàïðåòîâ? Èçìåíèòñÿ ëè îòâåò, åñëè ðàçðåøàåòñÿ
ðàñêðàøèâàòü áóêâû â êîíå÷íîå ÷èñëî öâåòîâ?

A.6 Òå æå âîïðîñû, åñëè ñåðèè ñîñòîÿò èç íå÷åòíîãî ÷èñëà áóêâ a.

A.7 Ïóñòü u0 = a, u1 = ab, un+2 = unun+1. Ïîñ÷èòàéòå íåîáõîäèìîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî çàïðåòîâ, ÷òîáû
çàäàòü áåñêîíå÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïåðèîäîì un.

B Ìîçàèêè íà ïëîñêîñòè

2D ñëîâî ýòî áåñêîíå÷íàÿ êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà íà ïëîñêîñòè, ãäå â êàæäîé êëåòêå ìîæåò áûòü íàïèñàíà îäíà
èç áóêâ a è b. Ïàòòåðí ýòî òàêàÿ æå ðåøåòêà çàïîëíåííàÿ áóêâàìè, íî êîíå÷íàÿ.

B.1 Íàéäèòå êîíå÷íûé íàáîð çàïðåùåííûõ ïàòòåðíîâ, òàêîé ÷òî åäèíñòâåííûì ðàçðåøåííûì áåñêîíå÷íûì
çàìîùåíèåì ÿâëÿåòñÿ øàõìàòíîå, ãäå ðîëü áåëûõ è ÷åðíûõ êëåòîê èãðàþò áóêâû a è b.



B.2 Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S áåñêîíå÷íûõ 2D-ñëîâ, òàêèõ ÷òî ëþáàÿ ñâÿçíàÿ ïî ñòîðîíå êîìïîíåíòà ñîñòîÿ-
ùàÿ èç áóêâ b, (âîêðóã êîòîðîé ðàñïîëîæåíû òîëüêî áóêâû a) ñîñòîèò èç ÷åòíîãî ÷èñëà áóêâ. Ìîæíî ëè
âûáðàòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çàïðåùåííûõ ïàòòåðíîâ, ÷òîáû ðàçðåøåííûìè áåñêîíå÷íûìè 2D-ñëîâàìè
áûëè òîëüêî ñëîâà èç S? Êàêîé áóäåò îòâåò, åñëè ðàçðåøàåòñÿ ðàñêðàøèâàòü áóêâû â êîíå÷íîå ÷èñëî
öâåòîâ?

B.3 Êàêîé áóäåò îòâåò â ñëó÷àå íå÷åòíûõ êîìïîíåíò?

B.4 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñ ïîìîùüþ ïëèòîê ìîæíî çàìîñòèòü îáëàñòü âêëþ÷àþùóþ êðóã ïðîèçâîëüíîãî
ðàçìåðà, òî ìîæíî çàìîñòèòü è ïëîñêîñòü.

Áóäåì íàçûâàòü ïëèòêàìè êîíå÷íûå ìíîãîóãîëüíèêè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ áóäåì çàìîùàòü ïëîñêîñòü.
Êàæäûé òèï ïëèòêè ìîæíî ðàñêðàøèâàòü â êîíå÷íîå ÷èñëî öâåòîâ. Òàêèì îáðàçîì, áåñêîíå÷íûå 2D-cëîâà
ýòî çàìîùåíèÿ êâàäðàòíûìè ïëèòêàìè äâóõ òèïîâ a è b. Ëîêàëüíûå ïðàâèëà ïðèìûêàíèÿ ïëèòîê â ýòîì
ñìûñëå ñîîòâåòñòâóþò çàäàíèþ çàïðåùåííûõ ïàòòåðíîâ.

B.5 Ðàññìîòðèì øåñòèóãîëüíûå ïëèòêè, ñòîðîíû êîòîðûõ ëèáî ïðÿìûå, ëèáî ñîäåðæàò âûïóêëîñòü èëè
âîãíóòîñòü îäèíàêîâîé ôîðìû, íåñêîëüêî ïðèìåðîâ óêàçàíû íà ðèñóíêå 1. Âûÿñíèòå, äëÿ ðàçëè÷íûõ
âàðèàíòîâ ïëèòîê, ìîæíî ëè ïîëó÷èòü çàìîùåíèå áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè, èñïîëüçóÿ òîëüêî ïëèòêè
çàäàííîãî òèïà?

Ðèñ. 1: Ïðàâèëüíûå øåñòèóãîëüíèêè ñ íàñå÷êàìè íà ñòîðîíàõ.

C Ïåðèîäè÷íîñòü è êâàçèïåðèîäè÷íîñòü

Âåðíåìñÿ â îäíîìåðíóþ ñèòóàöèþ. Ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà âîïðîñå ïåðèîäè÷íîñòè, è ðàññìîòðèì íîâîå ñâîéñòâî,
êâàçèïåðèîäè÷íîñòü.

C.1 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷íà, òî åå ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà
çàïðåòîâ.

C.2 Ïóñòü ìîæíî ðàñêðàøèâàòü áóêâû â êîíå÷íîå ÷èñëî öâåòîâ. Ïóñòü çàäàí êîíå÷íûé íàáîð çàïðåùåííûõ
ñëîâ, è èçâåñòíî, ÷òî åñòü ðàçðåøåííûå áåñêîíå÷íûå ñëîâà. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü ïåðèîäè÷åñêîå áåñêî-
íå÷íîå ðàçðåøåííîå ñëîâî.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðèîäè÷íîñòè íåëüçÿ èçáåæàòü â îäíîðàçìåðíîé ñèòóàöèè. Íî êàê äàëåêî ìû ìîæåì çàéòè?

C.3 Ïóñòü ìû ìîæåì çàäàòü íå áîëåå n çàïðåòîâ. Ïóñòü p � íàèìåíüøèé ïåðèîä ðàçðåøåííîãî ñëîâà. Êàêîãî
íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ p ìû ìîæåì äîáèòüñÿ?

C.4 Ïóñòü òåïåðü ìû ìîæåì çàäàâàòü ñêîëüêî óãîäíî çàïðåòîâ, íî êîëè÷åñòâî áóêâ â êàæäîì èç íèõ íå
áîëåå n. Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ, êàêîãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ p ìû ìîæåì äîáèòüñÿ?

Cëîâî íàçûâàåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ïàòòåðíà P , âñòðå÷àþùåãîñÿ â íåì, ñóùåñòâóåò
÷èñëî r, òàêîå ÷òî P ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì êðóãå ðàäèóñà r.

C.5 Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå ïåðèîäè÷åñêîå ñëîâî ÿâëÿåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷íûì.

C.6 Íàéäèòå íåïåðèîäè÷åñêîå ñëîâî, ÿâëÿþùååñÿ êâàçèïåðèîäè÷íûì, à òàêæå íåêâàçèïåðèîäè÷åñêîå ñëîâî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ñèòóàöèþ. Ïîíÿòèÿ ïåðèîäè÷íîñòè è êâàçèïåðèîäè÷íîñòè ìîæåò áûòü ëåãêî
îáîáùåíû (ñäåëàéòå ýòî). Êàê ìû óâèäèì ïîçæå, ïåðèîäè÷íîñòè òåïåðü ìîæíî èçáåæàòü. À âîò êâàçèïåðèî-
äè÷íîñòè íåëüçÿ:

C.7 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñ ïîìîùüþ íàáîðà ìîæíî çàìîñòèòü ïëîñêîñòü, òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ
êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî çàìîùåíèÿ.



D Çàìîùåíèÿ Ðîáèíñîíà

Ïåðâûé íàáîð, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî ñîñòàâëÿòü òîëüêî íåïåðèîäè÷åñêèå çàìîùåíèÿ áûë îòêðûò â
1964 ãîäó Ðîáåðòîì Áåðãåðîì è ñîäåðæàë 20426 ïëèòîê. Áîëåå ïðîñòîé íàáîð ïîêàçàí íà ðèñóíêå 2. Îí áûë
îòêðûò â 1971 Ðàôàýëåì Ðîáèíñîíîì. Âûïóêëîñòè è âûåìêè (êîòîðûå ìîãóò èìåòü èëè íå èìåòü ñèììåòðèþ)
âûíóæäàþò âàðèàíò çàìîùåíèÿ, ïðè ýòîì ëèíèè íà ïëèòêàõ îáðàçóþò èíòåðåñíûé ðèñóíîê.

D.1 Äîêàæèòå, ÷òî ïëèòêàìè, èçîáðàæåííûìè íà ðèñóíêå 2 ìîæíî çàìîñòèòü ïëîñêîñòü.

Ðèñ. 2: Øåñòü êâàäðàòîâ ñ íàñå÷êàìè. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ðàçíóþ ôîðìó íàñå÷åê.

D.2 Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå òàêîå çàìîùåíèå íåïåðèîäè÷íî.

D.3 Íàçîâåì ðîäèòåëåì êâàäðàò, îáðàçîâàííûé îòðåçêàìè íà ïëèòêàõ, åñëè îí ïåðåñåêàåò ìåíüøèé êâàäðàò.
Ðîäîñëîâíàÿ êâàäðàòà ìîæåò áûòü çàêîäèðîâàíà áåñêîíå÷íûì ñëîâîì â ÷åòûðåõ áóêâåííîì àëôàâèòå,
ãäå êàæäàÿ áóêâà óãîë, ïåðåñåêàåìûé ðîäèòåëüñêèì êâàäðàòîì. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ äâà êâàäðàòà èìåþò
îáùåãî ïðåäêà?

D.4 Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî çàìîùåíèé, äàæå ñ ó÷åòîì èçîìåòðèè.

E Èåðàðõè÷åñêèå çàìîùåíèÿ

E.1 Ïîêàæèòå, êàê çàìîñòèòü ïëîñêîñòü ñ ïîìîùüþ ïëèòîê, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 3. Öâåòà òî÷åê äîëæ-
íû ñîâïàäàòü â ìåñòå ñîïðèêîñíîâåíèÿ ïëèòîê. Ýòîò íàáîð ïðèäóìàí â 1974 ãîäó.

E.2 Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ, ïîêàæèòå, êàê çàìîñòèòü ïëîñêîñòü ñ ïîìîùüþ ïëèòîê, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå
4. Ýòîò íàáîð ïðèäóìàí â íà÷àëå 90-ûõ.

Ðèñ. 3: Òðåóãîëüíèêè ñ ðàçëè÷íûìè íàñå÷êàìè. Âåðõíèå óãëû ñîîòâåòñòâåííî 108◦ è 36◦.

E.3 Ìîæíî ëè çàäàòü çàìîùåíèÿ â äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ êîíå÷íûì íàáîðîì ëîêàëüíûõ ïàòòåðíîâ, åñëè
íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü öâåòîâûå ìåòêè, íàñå÷êè íà ñòîðîíàõ è òîìó ïîäîáíîå?

Ïóñòü ìû ñîñòàâèëè èç ïëèòîê íåñêîëüêî ìàêðîïëèòîê. Åñëè êàæäàÿ ìàêðîïëèòêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ôèãóðó ïîäîáíóþ ñîîòâåòñòâóþùåé ïëèòêå (ñ îáùèì äëÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ) òî ìû ìîæåì ïðî-
äîëæèòü ðàçáèåíèå è ñîñòàâèòü ìàêðîïëèòêè âòîðîãî óðîâíÿ ïî òîìó æå ïðèíöèïó. Ïðîäîëæàÿ â òîì æå



Ðèñ. 4: Notched L-shaped tiles.

äóõå, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü çàìîùåíèå ïëîñêîñòè. Ñïîñîá, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìàêðîïëèòêè ñîñòàâëÿþòñÿ èç
ïëèòîê, áóäåì íàçûâàòü ïîäñòàíîâêîé. Òàêîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ çàìîùåíèé íàçûâàåòñÿ èåðàðõè÷åñêèì.

Ðèñ. 5: Ïðèìåð ïîäñòàíîâêè.

E.4 Äîêàæèòå, ÷òî èåðàðõè÷åñêèå çàìîùåíèÿ íåïåðèîäè÷íû.

E.5 Êàæäàÿ èç èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 6 ïîäñòàíîâîê çàäàåò ìíîæåñòâî çàìîùåíèé. Äëÿ êàæäîãî èç
ýòèõ ñëó÷àåâ âûÿñíèòå, ìîæíî ëè îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî íàáîðà
çàïðåùåííûõ ïàòòåðíîâ � ñâÿçíûõ ñî÷åòàíèé íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ïëèòîê?

Âàæíûé ðåçóëüòàò â ìàòåìàòèêå çàìîùåíèé, ïîëó÷åííûé â 1998 ãîäó, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ çàäàí-
íîé ïîäñòàíîâêè ïëèòîê, èõ ìîæíî ðàñêðàñèòü â êîíå÷íîå ÷èñëî öâåòîâ òàê, ÷òî èåðàðõè÷åñêîå

çàìîùåíèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà çàïðåùåííûõ ïàòòåðíîâ. Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïëèòêè ìîãóò áûòü äåêîðèðîâàíû.

E.6 Ìîæåòå ëè âû äåêîðèðîâàòü ïëèòêè äëÿ ïîäñòàíîâîê èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå
çàìîùåíèÿ çàäàâàëèñü êîíå÷íûì ÷èñëîì çàïðåùåííûõ ïàòòåðíîâ?

Ðèñ. 6: Ïîäñòàíîâêè (êðàéíÿÿ ñïðàâà: ïëèòêè ãîìîòåòè÷íû íî íå èçîìåòðè÷íû).


