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Общая характеристика работы

Актуальность темы

Гомологическая алгебра - ветвь алгебры, изучающая алгебраические
объекты, заимствованные из алгебраической топологии. Первыми гомо-
логические методы в алгебре применили в 40-х годах XX века Д. К.
Фаддеев, С. Эйленберг и С. Маклейн при изучении расширений групп.
Гомологическая алгебра играет важную роль в алгебраической тополо-
гии, применяется во многих разделах алгебры, таких, как теория групп,
теория алгебр, алгебраическая геометрия, теория Галуа.

Аксиоматическое построение гомологических теорий опирается на по-
нятие производных функторов, введенное Картаном и Эйленбергом. Эта
техника была развита Гротендиком и в дальнейшем привела к введению
Вердье новых понятий: производной категории и производных функто-
ров между ними. Категорные основания позволяют переносить теоремы
гомологической алгебры с одной ситуации на другую, часто значительно
более общую.

В диссертации предпринят ряд таких обобщений. В частности, извест-
ные теоремы из теории модулей над коммутативными кольцами обобща-
ются на случай градуированных моделей над кольцами, градуирован-
ными группами; свойства регулярного локуса коммутативного нетерова
кольца обобщается на случай нетеровой схемы; свойства категории осо-
бенностей горенштейновых колец переносятся на горенштейновы схемы.
Результаты диссертации, таким образом, относятся к следующим трем
областям.

∙ Градуированные аналоги некоторых классических теорем

В последнее время отмечается значительный интерес к кольцам и дру-
гим алгебраическим структурам, снабжённым градуировкой. Это объяс-
няется тем, что многие важные классы колец, например кольца много-
членов, матричные кольца, групповые кольца, допускают естественную
градуировку.

В теории градуированных колец вводятся стандартные градуирован-
ные аналоги понятий классической теории колец, которые принято обо-
значать приставкой «𝑔𝑟-». Например, 𝑔𝑟-артинов (𝑔𝑟-нётеров) модуль -
это градуированный модуль с условием минимальности (максимально-
сти) для градуированных подмодулей.
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Естественный и важный вопрос в теории градуированных колец состо-
ит в том, чтобы найти градуированные аналоги некоторых классических
теорем.

Например, Ч. Парк в своей работе1 доказал теорему Крулля о главном
идеале, теорему Крулля-Акизуки и теорему Мори-Нагата в градуирован-
ном случае. Дж. Белл и Дж. Чжан2 в своей работе доказали, что если
𝐴 и 𝐵 - две (некоммутативные) Z-градуированные алгебры, конечно по-
рожденные в первой степени, и если 𝐴 изоморфна 𝐵 как неградуирован-
ная алгебра, то они также изоморфны друг другу как градуированные
алгебры. Дж. Чен и Й. Ким в своей работе3 показывают, что если гра-
дуированный подмодуль нетерова модуля не может быть записан как
собственное пересечение градуированных подмодулей, то он не может
быть записан как собственное пересечение подмодулей.

Как представляется автору, разложение инъективных модулей над нё-
теровыми кольцами и проективных модулей над артиновыми кольцами
являются одними из наиболее красивых и важных результатов в комму-
тативной алгебре. Наша первая цель - доказать аналогичные результаты
для градуированных колец. Это важно для нас, чтобы понять структуру
модулей над градуированными кольцами.

∙Триангулированные эквивалентности и горенштейновы схе-
мы

В классической коммутативной алгебре классы горенштейных колец и
колец Коэна-Маколея относятся к числу наиболее важных классов колец
с многочисленными приложениями в алгебраической геометрии и ком-
бинаторике. Условие горенштейности давно введено в смежные области.
Его первое воплощение было, вероятно, в работе4 Феликса, Гальперина
и Томаса о горенштейных пространствах в топологии.

Категория особенностей является важным инвариантом для колец
бесконечной глобальной размерности и для сингулярных многообразий.
Пусть 𝑅 — коммутативное нетерово кольцо. Категория особенностей
определяется как фактор триангулированной категории D𝑏(𝑚𝑜𝑑(𝑅)) по

1C. Park and M. Park. Integral closure of a graded Noetherian domain. Journal of the Korean
Mathematical Society, 48(3):449–464, 2011.

2J. Bell and J. Zhang. An isomorphism lemma for graded rings. Proceedings of the American
Mathematical Society, 145(3):989–994, 2017.

3J. Chen and Y. Kim. Graded-irreducible modules are irreducible. Communicationsin Algebra,
45(5):1907–1913, 2017.

4Yves Felix, Stephen Halperin, and Jean Claude Thomas. Gorenstein spaces. Advancesin Mathematics,
71(1):92—112, 1988.
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полной триангулированной подкатегории совершенных комплексов Perf(𝑅).
Категория особенностей измеряет гомологическую особенность алгебры:
алгебра имеет конечную глобальную размерность тогда и только тогда,
когда ее категория особенностей тривиальна5, отсюда происходит назва-
ние.

Аналогично, пусть 𝑋 является нетеровой схемой. Категория особенно-
стей определяется как фактор триангулированной категории D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋))
по полной триангулированной подкатегории совершенных комплексов
Perf(𝑋).

Категории особенностей изучались многими учеными. Например, Бухвайц
доказал замечательную теорему:

Теорема 1 (Бухвайц) Предположим, что 𝑅 является горенштейно-
вым кольцом. Его категория особенностей D𝑠𝑔(𝑅) триангулированно
эквивалентна стабильной категории максимальных модулей Коэна-Маколея
MCM(𝑅).

Здесь стабильная категория MCM(𝑅) максимальных модулей Коэна-
Маколея над 𝑅 определяется следующим образом. Объектами являются
максимальные 𝑅-модули Коэна-Маколея, т.е., 𝑀 ∈ 𝑚𝑜𝑑(𝑅) с 𝐸𝑥𝑡𝑖𝑅(𝑀,𝑅) =
0 для всех 𝑖 > 0. Группа морфизмов 𝐻𝑜𝑚MCM(𝑅)(𝑀,𝑁) определяется
как факторгруппа абелевой группы 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀,𝑁) по подгруппе морфиз-
мов 𝑀 → 𝑁 , пропускаемых через проективные 𝑅-модули конечного ти-
па.

Теорема Бухвайца сводит изучение категории особенностей к иссле-
дованию подобной категории небольшого классического класса модулей
– максимальных модулей Коэна-Маколея.

Одна из наших целей — доказать аналогичный результат для горен-
штейновой схемы (𝑋,𝒪𝑋).

∙ Классические генераторы и регулярный локус

Пусть 𝒜 — абелева категория, а 𝒮 — непустая полная подкатегория в
𝒜. 𝒮 называется толстой подкатегорией при условии, что она замкнута
относительно прямых слагаемых и обладает свойством «два из трех» для
точных последовательностей: для любой точной последовательности

0 → 𝑋 → 𝑌 → 𝑍 → 0 (0.1)
5Dieter Happel. On Gorenstein Algebras. In Representation Theory of Finite Groupsand Finite-

Dimensional Algebras, pages 389–404. Springer, 1991.
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в 𝒜, если два из 𝑋, 𝑌 , 𝑍 находятся в 𝒮, то и третий. Для объекта
𝐺 в 𝒜 мы пишем 𝑡ℎ𝑖𝑐𝑘𝒜(𝐺) для наименьшей толстой подкатегории 𝒜,
содержащей 𝐺. Объект 𝐺 называется классическим генератором для 𝒜,
если 𝑡ℎ𝑖𝑐𝑘𝒜(𝐺) = 𝒜 .

Пусть 𝒞 — триангулированная категория. Пусть 𝐸 является объектом
в 𝒞. Обозначим ⟨𝐸⟩1 строго полную подкатегорию в 𝒞, состоящую из
объектов в 𝒞, изоморфных прямым слагаемым конечных прямых сумм⨁︁

𝑖=1,2,...,𝑟

𝐸[𝑛𝑖] (0.2)

сдвигов 𝐸. Для 𝑛 > 1 пусть ⟨𝐸⟩𝑛 обозначает полную подкатегорию ка-
тегории 𝒞, состоящую из объектов в 𝒞, изоморфных прямым слагаемым
объектов 𝑋, которые вписываются в треугольник

𝐴 → 𝑋 → 𝐵 → 𝐴[1], (0.3)

где 𝐴 является объектом в ⟨𝐸⟩1, а 𝐵 является объектом в ⟨𝐸⟩𝑛−1. Под-
категория ⟨𝐸⟩ :=

⋃︀+∞
𝑛 ⟨𝐸⟩𝑛 является триангулированной подкатегорией

категории 𝒞. Пусть 𝐸 является объектом в 𝒞. Мы говорим, что 𝐸 являет-
ся классическим генератором категории 𝒞, если ⟨𝐸⟩ = 𝒞. Мы говорим,
что 𝐸 является сильным генератором, если ⟨𝐸⟩𝑛 = 𝒞 для некоторого
𝑛 ∈ Z>0.

Пусть 𝑅 — коммутативное нетерово кольцо. Регулярный локус 𝑅𝑒𝑔(𝑅)
в 𝑅 - это множество точек p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅), таких что 𝑅p является регуляр-
ным локальным кольцом.

Срикант Б. Айенгар и Рио Такахаши утверждают замечательную тео-
рему6:

Теорема 2 Для коммутативного нетерового кольца 𝑅 следующие усло-
вия эквивалентны:

∙ (1) 𝑅𝑒𝑔(𝑅/p) содержит непустое открытое подмножество для
каждого p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

∙ (2) 𝑅𝑒𝑔(𝑅/p) открыто для каждого p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

∙ (3) Абелева категория 𝑚𝑜𝑑(𝑅/p) имеет генератор для каждого p ∈
𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

∙ (4) Триангулированная категория D𝑏(𝑚𝑜𝑑(𝑅/p)) имеет генератор
для каждого p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

6Srikanth B. Iyengar and R. Takahashi. Openness of the Regular Locus and Generatorsfor Module
Categories. Acta Mathematica Vietnamica, 44(1):207–212, 2019.
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∙ (5) Триангулированная категория D𝑠𝑔(𝑚𝑜𝑑(𝑅/p)) имеет генера-
тор для каждого p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅).

Когда они выполняются, абелева категория 𝑚𝑜𝑑(𝑅) и триангулирован-
ные категории D𝑏(𝑚𝑜𝑑(𝑅)), D𝑠𝑔(𝑅) имеют классические генераторы.

Теорема Сриканта Б. Айенгара и Рио Такахаши - прекрасный резуль-
тат. Одна из наших целей — доказать аналогичный результат для нете-
ровой схемы (𝑋,𝒪𝑋).

Цели диссертации

Целью настоящей работы является нахождение градуированных ана-
логов некоторых классических теорем, изучение категории особенностей
схем.

Научная новизна

Все оснавные результаты диссертации являются новыми и получен-
ными автором самостоятельно. Их оиасание приведено в разделах "Со-
держание работы"и "Заключение".

Положения выносимые на защиту

∙ Доказательство теоремы, что каждый градуированный инъектив-
ный модуль над 𝑔𝑟-нетеровым кольцом имеет неразложимое разло-
жение.

∙ Доказательство теоремы, что каждый конечнопорожденный граду-
ированный проективный модуль над 𝑔𝑟-артиновым кольцом являет-
ся конечной прямой суммой неразложимых 𝑔𝑟-проективный моду-
лей.

∙ Получение формулы для выражения градуированных чисел Басса
с помощью функтора 𝐸𝑥𝑡 для градуированных модулей.

∙ Доказательство теоремы, что левый точный радикальный функтор
𝐹 имеет вид Γ𝑉 для замкнутого по специализации подмножества 𝑉 .

∙ Доказательство теоремы, что если схема является горенштейновой,
нетеровой, отделимой, с конечной размерностью Крулля и катего-
рия когерентных пучков содержит достаточно много локально сво-
бодных пучков, тогда ее категория особенностей триангулированно
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эквивалентна стабильной категории максимальных пучков Коэна-
Маколея.

∙ Получение необходимого и достаточного условия, чтобы категория
особенностей нетеровой схемы имела классический генератор.

Основные методы исследования

В диссертации используются методы гомологической алгебры, ком-
мутотивной алгебры и алгебраической геометрии.

Теоретическая и практическая ценность работы

Диссертация имеет теоретический характер. Однако, доказательства
многих результатов конструктивны. Результаты и методы могут быть
применены в коммутативной алгебре, в алгебраической геометрии.

Апробация работы

Результаты диссертации докладывались:

∙ на «Международной конференции, посвящённой 90-летию кафедры
высшей алгебры механико-математического факультета МГУ» в г.
Москве в 2019 г.;

∙ на «Международной алгебраической конференции, посвящённой 110-
летию со дня рождения профессора А. Г. Куроша» в г. Москве в 2018
г.;

∙ на международной концеренции «Современные проблемы матема-
тики и ее приложений» в г. Екатеринбурге в 2019 г.;

∙ на международной концеренции «Алгебра, теория чисел и дискрет-
ная геометрия: современные проблемы, приложения и проблемы ис-
тории» в г. Туле в 2019 г.;

∙ на научно-исследовательском семинаре и на семинаре «Коммута-
тивная алгебра» кафедры высшей алгебры МГУ.

Публикации

Основные результаты по теме диссертации изложены в 3 печатных из-
даниях, 3 из которых изданы в журналах, рекомендованных для защиты
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в диссертационном совете МГУ по специальности, 3 — в периодических
научных журналах, индексируемых Web of Science или Scopus.

Структура и объем работы

Диссертация состоит из введения, пяти глав и списка литературы из
48 наименований. Общий объем диссертации составляет 56 страницу.

Содержание работы

Во введении описывается структура диссертации и история рассмат-
риваемых вопросов; обосновывается актуальность темы.

В первой главе приведены необходимые факты из теории триангули-
рованных категорий, включая описание некоторых категорий комплек-
сов, гомотопической категории, локализации категории и производной
категории. Введены основные определения.

Во второй главе и в третьей главе мы докажем структурную теоре-
му для 𝑔𝑟-инъективных модулей над 𝑔𝑟-нётеровыми 𝐺-градуированными
коммутативными кольцами и структурную теорему для 𝑔𝑟-конечнопорожденных
𝑔𝑟-проективных модулей над 𝑔𝑟-артиновыми 𝐺-градуированными ком-
мутативными кольцами. Мы дадим определение 𝐺-градуированных чи-
сел Басса и получим формулy для выражения 𝐺-градуированных чисел
Басса с помощью функтора 𝐸𝑥𝑡 для градуированных модулей. Покажем,
что левый точный радикальный функтор 𝐹 имеет вид Γ𝑉 для замкну-
того по специализации подмножества 𝑉 .

Основная теорема 1 Пусть 𝑅 — 𝑔𝑟-нётерово 𝐺-градуированное ком-
мутативное кольцо, где 𝐺 — некоторая линейно упорядоченная абеле-
вая группа. Справедливы следующие утверждения:

∙ (1) Если 0 ̸= 𝐸 — 𝑔𝑟-инъективный модуль, то 𝐸 является прямой
суммой неразложимых 𝑔𝑟-инъективных модулей.

∙ (2) Если 0 ̸= 𝐸 — неразложимый 𝑔𝑟-инъективный модуль, то
𝐸𝑛𝑑𝐺𝑟(𝑅)(𝐸) является локальным кольцом.

∙ (3) Если 0 ̸= 𝐸 — неразложимый 𝑔𝑟-инъективный модуль, то 𝐸 =
𝐸𝑔𝑟(𝑅p (𝑔)), где p ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅) и 𝑔 ∈ 𝐺.

∙ (4) Если p, q ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅), 𝑔, ℎ ∈ 𝐺 и p ̸= q,тогда 𝐸𝑔𝑟(𝑅p (𝑔)) ̸=
𝐸𝑔𝑟(𝑅q (ℎ)).
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Основная теорема 2 Пусть 𝑅 — 𝑔𝑟-артино 𝐺-градуированное ком-
мутативное кольцо, где 𝐺 — некоторая линейно упорядоченная абеле-
вая группа. Справедливы следующие утверждения:

∙ (1) 𝑅 является конечным произведением 𝑔𝑟-артиновых 𝑔𝑟-локальных
колец:

𝑅 = 𝑃1 × 𝑃2 × . . .× 𝑃𝑛. (0.4)

𝐸𝑛𝑑𝐺𝑟(𝑅)(𝑃𝑖) = (𝑃𝑖)𝑒 является локальным кольцом. Если 𝑅 = 𝑃1 ×
𝑃2 × . . . × 𝑃𝑛 = 𝑁1 × 𝑁2 × . . . × 𝑁𝑚, где 𝑃𝑖 и 𝑁𝑗 являются 𝑔𝑟-
артиновыми 𝑔𝑟-локальными кольцами, то 𝑚 = 𝑛, и существует
такая биекция 𝜋 : {1, 2, . . . , 𝑛} → {1, 2, . . . , 𝑛}, что 𝑁𝑖

∼= 𝑃𝜋(𝑖).
Здесь 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛 являются попарно неизоморфными 𝑔𝑟-неразложимыми
прямыми слагаемыми модуля 𝑅.

∙ (2) 𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑖) является единственным 𝑔𝑟-максимальным подмодулем
модуля 𝑃𝑖, и 𝑆𝑖 =

𝑃𝑖

𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑖)
является 𝑔𝑟-простым модулем.

∙ (3) Если 𝑆 является 𝑔𝑟-простым 𝑅-модулем, тогда существует
такие 𝑃𝑖 и 𝑔 ∈ 𝐺, что 𝑆 = 𝑃𝑖

𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑖)
(𝑔).

∙ (4) Если 0 ̸= 𝑃 является 𝑔𝑟-конечнопорожденным 𝑔𝑟-проективным
модулем, то 𝑃 является конечной прямой суммой неразложимых
𝑔𝑟-проективных модулей.

∙ (5) Если 0 ̸= 𝑃 является неразложимым 𝑔𝑟-проективным моду-
лем, то существуют такие 𝑃𝑖 и 𝑔 ∈ 𝐺, что 𝑃 ∼= 𝑃𝑖(𝑔).

∙ (6) Если 𝑖 ̸= 𝑗, то 𝑃𝑖

𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑖)
̸= 𝑃𝑗

𝐽𝑔𝑟(𝑃𝑗)
.

Основная теорема 3 Пусть 𝑅 является 𝑔𝑟-нетеровым 𝐺-градуированным
коммутативным кольцом и 𝑀 ∈ 𝑔𝑟(𝑅). Тогда 𝜇𝑔𝑟

𝑖 (p, 𝑔,𝑀) = 𝑑𝑖𝑚𝜅(p)
𝐸𝑥𝑡𝑖𝑅(p)

(𝜅(p),𝑀(p)(𝑔)).

Основная теорема 4 Следующие условия эквивалентны для точного
слево предрадикального функтора 𝐹 в 𝐺𝑟(𝑅).

∙ (1) 𝐹 является радикальным функтором.

∙ (2) 𝐹 сохраняет инъективность.

∙ (3) 𝐹 является функтором сечения с носителем в замкнутом по
специализации подмножестве множества 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅).

∙ (4) R𝐹 является абстрактным функтором локальных когомоло-
гий.
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Локально нетерова схема 𝑋 называется горенштейновой, если кольцо
𝒪𝑋,𝑥 горенштейново для всех 𝑥 ∈ 𝑋.

Говорят, что схема 𝑋 удовлетворяет условию (ELF), если она отде-
лима, нетерова, с конечной размерностью Крулля, и категория 𝑐𝑜ℎ(𝑋)
содержит достаточно много локально свободных пучков. Например, лю-
бая квази-проективная схема удовлетворяет этим условиям.

Стабильная категория MCM(𝑋) максимальных пучков Коэна-Маколея
над 𝑋 определяется следующим образом. Объектами являются макси-
мальные 𝒪𝑋-пучки Коэна-Маколея, т.е., ℱ ∈ 𝑐𝑜ℎ(𝑋) с ℰ𝑥𝑡𝑖𝒪𝑋

(ℱ ,𝒪𝑋) = 0
для всех 𝑖 > 0. Группа морфизмов 𝐻𝑜𝑚MCM(𝑋)(ℱ ,𝒢) определяется как
факторгруппа абелевой группы 𝐻𝑜𝑚𝒪𝑋

(ℱ ,𝒢) по подгруппе морфизмов
ℱ → 𝒢, пропускаемых через локально свободные 𝒪𝑋-пучки конечного
типа.

В четвертой главе мы докажем, что если схема является горенштей-
новой, нетеровой, отделимой, с конечной размерностью Крулля и катего-
рия когерентных пучков содержит достаточно много локально свободных
пучков, тогда ее категория особенностей триангулированно эквивалент-
на стабильной категории максимальных пучков Коэна-Маколея.

Основная теорема 5 Пусть (𝑋,𝒪𝑋) – Горенштейна схема, удовле-
творяющая условию (ELF). Тогда категория особенностей D𝑠𝑔(𝑋) три-
ангулированно эквивалентна стабильной категории MCM(𝑋) макси-
мальных пучков Коэна-Маколея над 𝑋.

В пятой главе мы даем необходимое и достаточное условие, чтобы
категория особенностей нетеровой схемы имела классический генератор.

Регулярный локус 𝑅𝑒𝑔(𝑋) в нетеровой схеме 𝑋 - это множество точек
𝑥 ∈ 𝑋, таких что 𝒪𝑋,𝑥 является регулярным локальным кольцом.

Основная теорема 6 Следующие условия эквивалентны для нетеро-
вой схемы 𝑋:

∙ (1) 𝑅𝑒𝑔(𝑍) содержит непустое открытое подмножество для каж-
дой целой замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋.

∙ (2) 𝑅𝑒𝑔(𝑍) открыто для каждой целой замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂
𝑋.

∙ (3) Абелева категория 𝑐𝑜ℎ(𝑍) имеет классический генератор для
каждой целой замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋.
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∙ (4) Триангулированная категория D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑍)) имеет классический
генератор для каждой целой замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋.

∙ (5) Триангулированная категория D𝑠𝑔(𝑍) имеет классический ге-
нератор для каждой целой замкнутой подсхемы 𝑍 ⊂ 𝑋.

Когда они выполняются, абелева категория 𝑐𝑜ℎ(𝑋) и триангулирован-
ные категории D𝑏(𝑐𝑜ℎ(𝑋)), D𝑠𝑔(𝑋) имеют классические генераторы.
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Заключение

В диссертации были найдены градуированные аналоги некоторых клас-
сических теорем, рассмотрены категории особенностей схем. Основные
результаты исследования:

∙ Доказано, что каждый градуированный инъективный модуль над
𝑔𝑟-нетеровым кольцом имеет неразложимое разложение.

∙ Доказано, что каждый конечнопорожденный градуированный про-
ективный модуль над 𝑔𝑟-артиновым кольцом является конечной пря-
мой суммой неразложимых 𝑔𝑟-проективный модулей.

∙ Найдена формула для выражения градуированных чисел Басса с
помощью функтора 𝐸𝑥𝑡 для градуированных модулей.

∙ Доказано, что левый точный радикальный функтор 𝐹 имеет вид Γ𝑉

для замкнутого по специализации подмножества 𝑉 .
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∙ Доказано, что если схема является горенштейновой, нетеровой, от-
делимой, с конечной размерностью Крулля и категория когерент-
ных пучков содержит достаточно много локально свободных пуч-
ков, тогда ее категория особенностей триангулированно эквивалент-
на стабильной категории максимальных пучков Коэна-Маколея.

∙ Получено необходимое и достаточное условие, чтобы категория осо-
бенностей нетеровой схемы имела классический генератор.
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