




Общая характеристика работы
Актуальность темы исследования. Классическому уравнению

Больцмана
𝑓𝑡 + 𝑐𝑓𝑥 + 𝐹𝑓𝑐 = 𝐽, (1)

где 𝑡 – время, 𝑥 – вектор координат, 𝑐 – вектор скорости, 𝑓 – фазовая (по
координатам и скоростям) плотность распределения количества частиц, 𝐹

– внешняя сила, 𝐽 – интеграл столкновений, посвящено много работ даже
монографического характера (см., напр., [1], [2]-[6], [8]).

Интерес к этому уравнению связан, в первую очередь, с работами
Дж. К. Максвелла [1], в которых впервые была сформулирована мысль о
том, что свойства газов можно вывести из кинетических законов, исполь
зуя распределение типа гауссовского (имеется в виду распределение частиц
в газе по скоростям, которое обычно также называют «максвелловским рас
пределением»). 𝐻-теорема Больцмана, показавшая, в определенном смысле,
устойчивость максвелловского распределения, придала этому распределению
статус «главного», отличиями от которого можно просто пренебрегать.

Современное развитие мысли Максвелла, в [3] называемое «програм
мой Максвелла», состоит в том, чтобы выводить уравнения сплошной среды
из уравнения Больцмана, используя тот факт, что моментные функции

𝑗[𝛼](𝑡,𝑥) =

∫︁
R𝑛

𝑓(𝑡,𝑥,𝑐)𝑐𝛼 𝑑𝑐

(𝛼 – мультииндекс) имеют ясную физическую интерпретацию (при |𝛼| = 0

это – плотность массы, при |𝛼| = 1 – плотности распределения компонент
импульса, и т.д.), и поэтому умножением уравнения Больцмана на 𝑐𝛼 и инте
грированием по скоростям мы получаем так называемую систему моментных
уравнений, очень близких по своей форме к уравнениям сплошной среды.

Основная проблема, которая при этом возникает, состоит в том, что
уравнения сплошной среды представляют собой конечную систему, в то вре
мя как моментная система бесконечна. Кроме того, физический смысл име
ют только первые моментные функции, и поэтому с точки зрения физики
рассмотрение всех моментных величин является введением излишних сущно
стей.
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Для решения возникшей проблемы есть несколько подходов (см.,
напр., [4], [7], [24], [25]). Ключевая идея, которая используется многими ав
торами, состоит в том, чтобы усечь моментную систему, оставив в ней лишь
необходимое число уравнений. Единственным препятствием для этого являет
ся то, что каждое уравнение, описывающее динамику 𝑗[𝛼] (то есть содержащее
ее производную по времени), содержит обязательно и моментные величины
более высокого порядка, с которыми при усечении необходимо что-то делать.

Простейший вариант – простого отбрасывания этих величин приводит
к соотношениям, которые подвергаются критике как некорректные, поэтому
в современной реализации этого подхода используется более деликатный ва
риант усечения, при котором «лишние» моментные функции некоторым обра
зом выражаются через те, которые фигурируют в усеченной системе. Такая
операция, называемая замыканием моментной системы, и должна давать, по
идее, уравнения сплошной среды.

Один из основных дефектов этого метода – достаточная произволь
ность в выборе выражения одних моментных функций через другие, что,
с одной стороны, хорошо, поскольку оставляет широкие возможности для
моделирования, а с другой – плохо, поскольку для выбора в той или иной
модели конкретных соотношений фактически отсутствуют какие-либо осно
вания. И если для физиков есть возможность обращаться к тем или иным
«физическим соображениям», то для математиков выбор таких соотношений
остается весьма неопределенной процедурой.

Настоящая диссертационная работа посвящена именно этой проблеме.
В ней исследуется возможность решать эту проблему с позиций группового
анализа. А именно, найдя группу симметрий исходного кинетического урав
нения, вычислить действие этой группы на моментные величины, найти инва
рианты этой группы, и уже в терминах инвариантов попытаться осуществить
усечение и замыкание системы моментных уравнений.

Групповой анализ уравнений Больцмана ранее осуществлялся целым
рядом авторов – см. [9]-[20] – однако в этих исследованиях вычисление пол
ной группы симметрий уравнения либо совсем не рассматривалось (и авторы
ограничивались лишь подгруппами, естественными с точки зрения физики),
либо рассматривались семейства преобразований не очевидные с точки зре
ния физики, но достаточно узкие. Наиболее полный результат был получен
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в [11], где для классического уравнения Больцмана с произвольным «эффек
тивным сечением» была получена 11-мерная группа симметрий, которая для
некоторых случаев расширялась до 13-мерной. В рассуждениях авторов не
учитывалось условие сохранения числа частиц, что приводило к результатам,
из которых следовало, что при однородных растяжениях пространственных
и временных координат количество частиц в конкретном фазовом объеме
𝑑𝑥𝑑𝑐 оказывается изменяющимся. В силу указанных причин групповой ана
лиз уравнения необходимо было проводить заново.

Также следует отметить, что сама идея «переезжать» с помощью груп
пы симметрий с одной модели на другую (в нашем случае – с микромодели
кинетики частиц на макромодель сплошной среды) является новой, и ранее не
использовалась, хотя эта идея явно обладает достаточно большим ресурсом
самых разнообразных приложений.

Несмотря на ясность постановки вопроса – возможно ли реализовать
описанную схему – ответ на него был изначально совершенно не очевиден,
идея подхода не имела до того каких-то примеров своего воплощения, поэто
му, для начала, идея была реализована в максимально упрощенном случае
– одномерном варианте уравнения Больцмана. Следует подчеркнуть, что од
номерный случай связан не только с уменьшением количества переменных,
но и с существенным искажением ситуации, поскольку в этом случае инте
грал столкновений оказывается нулевым (частицы при столкновении просто
обмениваются импульсами, а это не меняет распределения 𝑓), и уравнение
из нелинейного становится линейным. Тем не менее, даже для этого уравне
ния ответ на все тот же вопрос был столь же не очевиден, как и в основном
случае, поэтому, называя этот случай «одномерным уравнением Больцмана»
(хотя правильнее было бы называть его «уравнением Лиувилля»), мы апел
лируем не столько к его собственному содержанию, сколько к тому, что оно
исследуется в контексте проблемы, поставленной именно для исходного урав
нения Больцмана.

Таким образом, актуальность темы определяется значимостью пробле
мы связи между кинетическими уравнениями и уравнениями сплошной среды
для широкого класса моделей взаимодействия частиц.

Цель работы – сначала на одномерном случае выяснить, насколько
возможно реализовать заявленную схему, а затем постараться перенести, на
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сколько это удастся, полученные результаты уже на трехмерное уравнение
Больцмана.

Научная новизна исследования определяется, во-первых, новизной
самого подхода к проблеме (ранее группы симметрий как средство постро
ения замыкания моментной системы не использовались), во-вторых, новиз
ной постановки задачи групповой классификации (групповой анализ конкрет
ных версий уравнений Больцмана и Власова проводился разными авторами
[9]-[23], однако общая задача построения групповой классификации в макси
мально широкой постановке ими не рассматривалась), в-третьих, новизной
полученных результатов.

Методы исследования. В работе используются методы группового
анализа, теории дифференциальных уравнений, теории обобщенных функ
ций.

На защиту выносятся следующие результаты:
– полная групповая классификация уравнения (1) в одномерном случае и
классифицирующие соотношения для многомерных уравнений Больцмана и
Власова;
– инварианты для групп симметрий размерности больше двух в случае одно
мерного уравнения (1) с 𝐹 = 𝐹 (𝑡,𝑥,𝑐);
– замыкание моментной системы, построенное для случая 𝐹 = 0 и положи
тельный ответ на принципиальный вопрос о возможности реализовать схему
построения замыкания с помощью групп симметрий;
– действие групп симметрий на моментные функции для многомерных кине
тических уравнений;
– феномен немасштабируемости, полученный для многомерного уравнения
Больцмана с 𝐹 = 0;
– частичная групповая классификация потенциалов взаимодействия между
частицами для многомерного уравнения Власова с отсутствующим внешним
силовым полем.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты диссерта
ции носят теоретический характер и могут быть использованы специалистами
в области группового анализа, а также специалистами по теории кинетиче
ских уравнений. Разработанная схема исследования может быть полезна при
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исследовании математических моделей, в основе которых лежат уравнения
термодинамики.

Апробация диссертации. Результаты диссертации докладывались
на следующих научных конференциях

1. Всероссийская конференция с международным участием и школа
для молодых ученых, посвященные 100-летию академика Л.В. Овсянникова
«Математические проблемы механики сплошных сред», Новосибирск, 13-17
мая 2019

2. Международная конференция «Современные методы теории крае
вых задач. Понтрягинские чтения – XXIX», посвященная 90-летию
В.А. Ильина, МГУ имени М.В. Ломоносова, факультет Вычислительной ма
тематики и Кибернетики, Россия, 2-6 мая 2018

3. Международная школа-конференция «Соболевские чтения», Ново
сибирск, Россия, 20-23 августа 2017

4. Международная научная конференция «Современные пробле
мы математической физики и вычислительной математики», посвященная
110-летию академика А.Н. Тихонова, Москва, МГУ, 31 октября – 3 ноября
2016 года

5. Международная научная конференция студентов, аспирантов и мо
лодых ученых «Ломоносов-2016», МГУ имени М.В. Ломоносова, Россия, 11-15
апреля 2016

Результаты диссертации докладывались и обсуждались на следующих
научных семинарах и в научных школах

1. Осенняя школа «Hyperbolic Conservation Laws and Mathematical
Fluid Dynamics», Вюрцбург, Германия, 1-5 октября 2018

2. Семинар имени К.И. Бабенко под руководством д.ф.-м.н. А.Л. Афен
дикова, Институт прикладной математики имени М.В. Келдыша, 19 апреля
2018

3. Семинар «Асимптотические методы в уравнениях математической
физики» при кафедре дифференциальных уравнений МГУ имени М.В. Ло
моносова под руководством проф., д.ф.-м.н. Е.В. Радкевича, проф., д.ф.-м.н.
А.С. Шамаева, проф., д.ф.-м.н. Т.А. Шапошниковой, 2016, 2018 и 2019 г.г.

4. Семинар по качественной теории дифференциальных уравнений при
кафедре дифференциальных уравнений МГУ имени М.В. Ломоносова под ру
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ководством проф., д.ф.-м.н. И.В. Асташовой, проф. д.ф.-м.н. А.В. Боровских,
проф. д.ф.-м.н. Н.Х Розова, проф. д.ф.-м.н. И.Н. Сергеева, 2015, 2016, 2017
и 2018 г.г.

5. Научный семинар кафедры газовой и волновой динамики МГУ име
ни М.В. Ломоносова под руководством проф. д.ф.-м.н. Р.И. Нигматулин, 2017,
2019 г.г.

6. Научный семинар по моделям сплошных сред с внутренними степе
нями свободы под руководством проф. д.ф.-м.н. А.Н. Голубятникова и проф.
д.ф.-м.н. А.В. Аксенова, МГУ имени М.В. Ломоносова, 2018 г.

7. Семинар по групповому анализу дифференциальных уравнений под
руководством проф. д.ф.-м.н. А.В. Боровских, 2019 г.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 5
работах автора 1-5 (последние три из которых в соавторстве) в рецензируе
мых научных журналах из списка ВАК, входящих в базы данных SCOPUS
и Web of Science.

Личный вклад автора: все выносимые на защиту результаты полу
чены лично автором. А.В. Боровских в работах 3-5 принадлежат постановка
задачи и некоторые интерпретации полученных результатов.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения,
трех глав, заключения и списка литературы из 58 наименований. Общий
объем диссертации составляет 162 страницы. Технические вычисления
вынесены в 8 приложений.

Краткое содержание диссертации
Нумерация приводимых здесь формул, теорем и таблиц соответствует

нумерации в основном тексте диссертации.
Во введении дается краткое описание принципов группового анали

за, в соответствии с которыми уточняется постановка задачи. А именно: в
результате предварительного анализа выясняется, что уравнение (одномер
ный вариант уравнения (1))

𝑓𝑡 + 𝑐𝑓𝑥 + (𝐹𝑓)𝑐 = 0. (2)
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необходимо рассматривать в совокупности с набором дополнительных усло
вий, налагаемых на группу симметрий и выражающих в математической
форме сохранение при заменах переменных физического смысла входящих
в уравнение величин и отношений между ними. Таких условий три: сохране
ние связи между временем, координатой, скоростью и внешней силой

𝑑𝑥 = 𝑐𝑑𝑡, 𝑑𝑐 = 𝐹𝑑𝑡; (3)

сохранение интегрирования по переменной 𝑐 в формуле для вычисления мо
ментных величин

𝑗[𝑛](𝑡,𝑥) =

∫︁ +∞

−∞
𝑐𝑛𝑓(𝑡,𝑥,𝑐) 𝑑𝑐, (4)

то есть условие инвариантности соотношений

𝑑𝑡 = 0, 𝑑𝑥 = 0; (5)

сохранение числа частиц в фиксированном фазовом объеме при 𝑡 = 𝜃(𝑥,𝑐).

(1 − 𝑐𝜃𝑥 − 𝐹𝜃𝑐)𝑓 𝑑𝑥 𝑑𝑐. (8)

Таким образом, окончательная постановка задачи групповой класси
фикации приобрела следующую форму: произвести классификацию уравне
ний (1) по произвольному элементу 𝐹 (𝑡,𝑥,𝑐) и, если удастся, по произвольно
му элементу 𝐹 (𝑡,𝑥,𝑐,𝑓), используя класс точечных преобразований простран
ства переменных (𝑡,𝑥,𝑐,𝑓), удовлетворяющих следующим условиям: они остав
ляют инвариантными соотношения (3); они оставляют инвариантным семей
ство прямых (5); они оставляют инвариантной величину (8).

В первой главе данной работы получена полная групповая класси
фикация для уравнений (2). Во-первых, найдены алгебры симметрий и ал
гебры эквивалентности уравнений, удовлетворяющие обсуждаемым ранее до
полнительным условиям
Теорема 1.1. Алгебра Ли группы эквивалентности уравнения (2), сохра
няющей дифференциальные соотношения (3), (5) и форму (8), имеет вид
Ξ = 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝜕𝑥 + 𝛾𝜕𝑐 + 𝜂𝜕𝑓 + 𝜑𝜕𝐹 , где 𝜏 = 𝜏(𝑡,𝑥) и 𝜉 = 𝜉(𝑡,𝑥) – произвольные
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функции,

𝛾 = 𝜉𝑡 + 𝑐𝜉𝑥 − 𝑐(𝜏𝑡 + 𝑐𝜏𝑥), 𝜂 = 𝑓(3𝑐𝜏𝑥 − 2𝜉𝑥 + 𝜏𝑡),

𝜑 = 𝛾𝑡 + 𝑐𝛾𝑥 + 𝐹 (𝜉𝑥 − 2𝜏𝑡 − 3𝑐𝜏𝑥).

Теорема 1.2. Алгебра Ли группы симметрий уравнения (2), сохраняющей
дифференциальные соотношения (3), (5) и форму (8), имеет вид Ξ = 𝜏𝜕𝑡 +

𝜉𝜕𝑥 + 𝛾𝜕𝑐 + 𝜂𝜕𝑓 , где функции

𝜏 = 𝜏(𝑡,𝑥), 𝜉 = 𝜉(𝑡,𝑥), 𝛾 = 𝜉𝑡 + 𝑐𝜉𝑥 − 𝑐(𝜏𝑡 + 𝑐𝜏𝑥), 𝜂 = 𝑓(3𝑐𝜏𝑥 − 2𝜉𝑥 + 𝜏𝑡), (9)

удовлетворяют уравнению

𝛾𝑡 + 𝑐𝛾𝑥 + 𝐹𝛾𝑐 − 𝐹 (𝜏𝑡 + 𝑐𝜏𝑥) = 𝜏𝐹𝑡 + 𝜉𝐹𝑥 + 𝛾𝐹𝑐 + 𝜂𝐹𝑓 . (10)

Во-вторых, классифицирующее уравнение (10) для алгебры симмет
рий было полностью исследовано и тем самым получена групповая класси
фикация относительно произвольной функции 𝐹 .

Теорема 1.3. Алгебра Ξ = 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝜕𝑥 + 𝛾𝜕𝑐 + 𝜂𝜕𝑓 , определяемая соот
ношениями (9) и удовлетворяющая условию (10), конечномерна для любой
функции 𝐹 (𝑡,𝑥,𝑐). Нетривиальные алгебры, удовлетворяющие (10), имеют
ся для функций 𝐹 (𝑡,𝑥,𝑐) классов (с точностью до преобразований из группы,
порожденной группой диффеоморфизмов пространства 𝑡, 𝑥), представите
ли которых приведены в таблице 1.1. Для остальных 𝐹 (𝑡,𝑥,𝑐) уравнение
(10) не имеет других решений 𝜏(𝑡,𝑥), 𝜉(𝑡,𝑥), кроме тривиальных.
Таблица 1.1. (𝐴, 𝐵, 𝐷, 𝐻, 𝜆 – произвольные константы, 𝐺(·) и Φ(·,·) – произ
вольные функции).

𝐹 (𝑡,𝑥,𝑐) Базис алгебры

I 𝐹 = 0 Ξ1 = 𝜕𝑡, Ξ2 = 𝜕𝑥, Ξ3 = 𝑡𝜕𝑡,
Ξ4 = 𝑥𝜕𝑥, Ξ5 = 𝑥𝜕𝑡, Ξ6 = 𝑡𝜕𝑥,
Ξ7 = 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝜕𝑥, Ξ8 = 𝑡𝑥𝜕𝑡 + 𝑥2𝜕𝑥

II.1.1 𝐹 = 𝐴𝑐𝜆 (𝜆 ̸= 0,1,2,3) Ξ1 = 𝜕𝑡, Ξ2 = 𝜕𝑥,
Ξ3 = (𝜆− 1)𝑡𝜕𝑡 + (𝜆− 2)𝑥𝜕𝑥
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II.1.2 𝐹 = 𝐴 exp𝜆𝑐 (𝜆 ̸= 0) Ξ1 = 𝜕𝑡, Ξ2 = 𝜕𝑥, Ξ3 = 𝜆𝑡𝜕𝑡 + (𝜆𝑥− 𝑡)𝜕𝑥

II.1.3 𝐹 = 𝐴(𝑐2 + 1)3/2𝑒𝜆 arctg 𝑐 Ξ1 = 𝜕𝑡, Ξ2 = 𝜕𝑥,
Ξ3 = (𝑥 + 𝜆𝑡)𝜕𝑡 + (𝜆𝑥− 𝑡)𝜕𝑥

II.2 𝐹 = 𝐴/𝑥3 Ξ1 = 𝜕𝑡, Ξ2 = 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, Ξ3 = 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝜕𝑥

II.3 𝐹 = 𝐴

(︂
1 − (𝑡− 𝜆𝑐)2

𝑡2 − 2𝜆𝑥

)︂ 3
2

Ξ1 = 𝜆𝜕𝑡 + 𝑡𝜕𝑥, Ξ2 = 𝑡𝜕𝑡 + 2𝑥𝜕𝑥,

(𝜆 ̸= 0) Ξ3 = (𝑡2 − 𝜆𝑥)𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝜕𝑥

II.4 𝐹=𝐴

(︂
(𝑥− 𝑐𝑡)2 + 𝑐2 + 1

𝑡2 + 𝑥2 + 1

)︂ 3
2

Ξ1 = (𝑡2 + 1)𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝜕𝑥,

Ξ2 = 𝑡𝑥𝜕𝑡 + (𝑥2 + 1)𝜕𝑥, Ξ3 = −𝑥𝜕𝑡 + 𝑡𝜕𝑥.

III.1 𝐹 = 𝐺(𝑐) Ξ1 = 𝜕𝑡, Ξ2 = 𝜕𝑥

III.2 𝐹 = 𝐺(𝑐)/𝑡 Ξ1 = 𝜕𝑥, Ξ2 = 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥

IV 𝐹 = Φ(𝑡,𝑐) Ξ1 = 𝜕𝑥

Теорема 1.4. Алгебра Ξ = 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝜕𝑥 + 𝛾𝜕𝑐 + 𝜂𝜕𝑓 , определяемая соот
ношениями (9) и удовлетворяющая (10), конечномерна для любой функции
𝐹 (𝑡,𝑥,𝑐,𝑓). Нетривиальные алгебры, удовлетворяющие (10), имеются для
функций 𝐹 (𝑡,𝑥,𝑐,𝑓) классов (с точностью до преобразований из группы, по
рожденной группой диффеоморфизмов 𝑡,𝑥), представители которых приве
дены в таблицах 1.2-1.5. Для остальных 𝐹 (𝑡,𝑥,𝑐,𝑓) уравнение (10) не имеет
других решений 𝜏(𝑡,𝑥), 𝜉(𝑡,𝑥) кроме тривиальных.

Таблицы 1.2-1.5, упомянутые в формулировке теоремы, приведены в
тексте диссертации.

Во второй главе был осуществлен перенос алгебры симметрий од
номерного уравнения Больцмана на моментные величины 𝑗[𝑛] (определяемые
формулой (4)) и были исследованы замыкания моментной системы, инвари
антные относительно восьмимерной и трехмерных алгебр из таблицы 1.1.

В первой части главы был осуществлен поиск функций

𝐼(𝑡,𝑥, 𝑗[0], . . . , 𝑗[𝑁 ]), (11)

инвариантных относительно восьмимерной и трехмерных алгебр и зависящих
от конечного числа моментных величин (4). Такие инварианты будем назы
вать конечными.
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Теорема 2.1. Нетривиальных конечных инвариантов восьмимерной алгеб
ры симметрий уравнения (2) не существует.
Теорема 2.2. Конечные инварианты для трехмерных алгебр симметрий
II.1–II.4 таблицы 1.1 уравнения (2) существуют. Базисы инвариантов при
ведены в таблице 2.1.
Таблица 2.1. Базисы конечных инвариантов трехмерных алгебр

𝐹 (𝑡,𝑥,𝑐) Базис алгебры Базис инвариантов
𝐴𝑐𝜆 Ξ1 = 𝜕𝑡, Ξ2 = 𝜕𝑥,

Ξ3 = (𝜆− 1)𝑡𝜕𝑡 + (𝜆− 2)𝑥𝜕𝑥 𝑗[𝑛](𝑗[0])−
𝑛+𝜆−2
𝜆−2 , 𝑛 ≥ 1

𝐴 exp𝜆𝑐 Ξ1 = 𝜕𝑡, Ξ2 = 𝜕𝑥,

Ξ3 = 𝜆𝑡𝜕𝑡 + (𝜆𝑥− 𝑡)𝜕𝑥,
𝑛∑︀

𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑛
𝑗[𝑛−𝑘]

𝑗[0]
(ln 𝑗[0])𝑘

𝜆𝑘 , 𝑛 ≥ 1

𝐴(𝑐2 + 1)
3
2𝑒𝜆 arctg 𝑐 Ξ1 = 𝜕𝑡, Ξ2 = 𝜕𝑥,

Ξ3 = (𝑥 + 𝜆𝑡)𝜕𝑡 + (𝜆𝑥− 𝑡)𝜕𝑥
√︀

(𝑗[0])2 + (𝑗[1])2𝑒
−𝜆arctg 𝑗[1]

𝑗[0]

Ξ1 = 𝜕𝑡, 𝑥𝑗[0], 𝑥𝑛+1[(−1)𝑛(1 − 𝑛)(𝑗[1])𝑛+
𝐴

𝑥3
Ξ2 = 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, +

𝑛−2∑︀
𝑘=0

(−1)𝑘𝐶𝑘
𝑛(𝑗[1])𝑘𝑗[𝑛−𝑘]·

Ξ3 = 𝑡2𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝜕𝑥 ·(𝑗[0])𝑛−𝑘−1], 𝑛 ≥ 2,
Ξ1 = 𝜕𝑥,

𝐴𝜆(𝑐2+𝜆)3/2+𝑐(𝑐2+𝜆)
𝜆𝑡 Ξ2 = 𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥, 𝑡2[(𝑗[1])2 + 𝜆(𝑗[0])2]

Ξ3 = 2𝑡𝑥𝜕𝑡 + (𝑥2 − 𝜆𝑡2)𝜕𝑥
Ξ1 = (𝑡2 + 1)𝜕𝑡 + 𝑡𝑥𝜕𝑥, (𝑡2 + 𝑥2 + 1)[(𝑗[0])2(𝑥2 + 1)−

𝐴
(︁
(𝑥−𝑐𝑡)2+𝑐2+1

𝑡2+𝑥2+1

)︁ 3
2

Ξ2 = 𝑡𝑥𝜕𝑡 + (𝑥2 + 1)𝜕𝑥, −2𝑗[0]𝑗[1]𝑡𝑥 + (𝑗[1])2(𝑡2 + 1)]

Ξ3 = −𝑥𝜕𝑡 + 𝑡𝜕𝑥.

Так как случай самой широкой (восьмимерной) алгебры привел к от
рицательному результату, был расширен класс рассматриваемых инвариан
тов (11) и для восьмимерной алгебры найдены инварианты 𝐼, зависящие не
только от моментных величин, но и от их производных первого порядка (диф
ференциальные инварианты). А также был исследован вопрос, могут ли най
денные инварианты быть предложены в качестве замыканий моментной си
стемы, получаемой из уравнения (2).
Теорема 2.3. Единственная система, образованная с помощью конечных
дифференциальных инвариантов первого порядка, которая инвариантна от
носительно всей группы симметрий исходного уравнения (2) с 𝐹 = 0, – это
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система
𝜌𝑡 + (𝑢𝜌)𝑥 = 0, 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 = 0, (12)

решение которой достраивается до решения полной моментной системы
по формулам

𝑗[𝑛] = 𝑢𝑛𝜌 + (−1)𝑛−2𝜑
(𝑛−2)
1 (𝑡)

𝑥𝑛−2

(𝑛− 2)!
+ ...− 𝜑′

𝑛−2(𝑡)𝑥 + 𝜑𝑛−1(𝑡), (13)

где 𝜑𝑖(𝑡) – произвольные бесконечно гладкие функции, а 𝜑
(𝑘)
𝑖 (𝑡) - соответ

ственно их 𝑘-ые производные.
Теорема 2.5. Замыкание системы моментных величин дифференциальным
инвариантом первого порядка группы симметрий уравнения (2) с 𝐹 = 0 при
водит к системе (12) из уравнения Хопфа и уравнения переноса массы.

Любое решения системы (12) продолжается по формулам (13) до
решения полной моментной системы.

По решению моментной системы 𝜌, 𝑢, 𝜌𝑢2, . . . 𝜌𝑢𝑛, . . . восстанав
ливается решение

𝑓(𝑡,𝑥,𝑐) = 𝜌0(𝑥− 𝑐𝑡)𝛿(𝑐− 𝑢0(𝑥− 𝑐𝑡)). (14)

исходного уравнения (2) с 𝐹 = 0, которое оказывается обобщенной функци
ей. Вычисление моментов (14) дает нам решение первого уравнения (12) в
виде

𝜌(𝑡,𝑥) =
𝜌0(𝑥− 𝑡𝑢(𝑡,𝑥))

1 + 𝑡𝑢′0(𝑥− 𝑡𝑢(𝑡,𝑥))
.

В последнем параграфе этой главы найдены инварианты уже второго
порядка, точные формулировки этих результатов приведены в тексте диссер
тации.

В третьей главе исследуются два уравнения: многомерное уравнение
Больцмана

𝑓𝑡 + 𝑐𝑖𝑓𝑥𝑖 + (𝐹 𝑖𝑓)𝑐𝑖 = 𝐽, (15)

𝐽 =

∫︁
R3𝑛

[𝑓(𝑡,𝑥,𝑐′)𝑓(𝑡,𝑥,𝑐′1)𝑘(𝑡,𝑥,𝑐′,𝑐′1,𝑐,𝑐1)− (16)

−𝑓(𝑡,𝑥,𝑐)𝑓(𝑡,𝑥,𝑐1)𝑘(𝑡,𝑥,𝑐,𝑐1,𝑐
′,𝑐′1)]𝑑𝑐1𝑑𝑐

′𝑑𝑐′1.
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и «обобщенное» уравнение Власова

𝑓𝑡 + 𝑐𝑖𝑓𝑥𝑖 + (ℱ 𝑖𝑓)𝑐𝑖 = 0, (17)

ℱ 𝑖 = 𝐹 𝑖(𝑡,𝑥,𝑐) +

∫︁
R2𝑛+1

𝐺𝑖(𝑡,𝜃;𝑥,𝑦; 𝑐,𝑐′)𝑓(𝜃,𝑦,𝑐′)𝑑𝜃 𝑑𝑦 𝑑𝑐′. (18)

Проведен групповой анализ указанных уравнений. По аналогии с одно
мерным случаем для введены три дополнительных ограничения на преобразо
вания как группы эквивалентности, так и группы симметрий: инвариантность
соотношений

𝑑𝑥𝑗 = 𝑐𝑗𝑑𝑡, 𝑑𝑐𝑗 = 𝐹 𝑗𝑑𝑡, 𝑑𝑥𝑗 = 𝑑𝑡 = 0, (19)

и условие сохранения величины

𝑓(1 − 𝑐𝑖𝜃𝑥𝑖 − 𝐹 𝑖𝜃𝑐𝑖)𝑑𝑥𝑑𝑐 (20)

для любой поверхности 𝑡 = 𝜃(𝑥,𝑐).
Для уравнения (15)-(16) получены следующие результаты:

Теорема 3.1. Алгебра Ли группы эквивалентности, сохраняющая диффе
ренциальные соотношения (19) и форму (20), имеет вид:

Ξ = 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝑖𝜕𝑥𝑖 + 𝛾𝑖𝜕𝑐𝑖 + 𝜂𝜕𝑓 + 𝜑𝑖𝜕𝐹 𝑖

где 𝜏 = 𝜏(𝑡,𝑥) и 𝜉𝑖 = 𝜉𝑖(𝑡,𝑥)– произвольные функции, (21)

𝛾𝑗 = 𝜉𝑗𝑡 − 𝑐𝑗𝜏𝑡 + (𝜉𝑗𝑥𝑖 − 𝑐𝑗𝜏𝑥𝑖)𝑐𝑖, 𝜂 = 𝑓 [𝑛𝜏𝑡 − 2𝜉𝑘𝑥𝑘 + (𝑛 + 2)𝑐𝑘𝜏𝑥𝑘], (22)

𝜑𝑗 = 𝛾𝑗
𝑡 − 𝐹 𝑗𝜏𝑡 + (𝛾𝑗

𝑥𝑖 − 𝐹 𝑗𝜏𝑥𝑖)𝑐𝑖 + 𝛾𝑗
𝑐𝑖𝐹

𝑖.

При этом действие полученной алгебры на левую часть (15) определяется
формулой

Ξ(𝑓𝑡 + 𝑐𝑓𝑥 + (𝐹𝑓)𝑐) = (23)

= [(𝑛− 1)𝜏𝑡 − 2𝜉𝑘𝑥𝑘 + (𝑛 + 1)𝑐𝑘𝜏𝑥𝑘]
(︀
𝑓𝑡 + 𝑐𝑖𝑓𝑥𝑖 + (𝐹 𝑖𝑓)𝑐𝑖

)︀
.

Алгебра Ли группы симметрий, сохраняющая дифференциальные со
отношения (19) и форму (20), имеет вид:

Ξ = 𝜏𝜕𝑡 + 𝜉𝑖𝜕𝑥𝑖 + 𝛾𝑖𝜕𝑐𝑖 + 𝜂𝜕𝑓 ,
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где 𝜏 , 𝜉, 𝛾 и 𝜂 определяются формулами (21)-(22), при этом выполнено (23)
и должно выполняться соотношение

𝛾𝑗
𝑡 − 𝐹 𝑗𝜏𝑡 + (𝛾𝑗

𝑥𝑖 − 𝐹 𝑗𝜏𝑥𝑖)𝑐𝑖 + 𝛾𝑗
𝑐𝑖𝐹

𝑖 − 𝐹 𝑗
𝑡 𝜏 − 𝐹 𝑗

𝑥𝑖𝜉
𝑖 − 𝐹 𝑗

𝑐𝑖𝛾
𝑖 = 0. (24)

Далее для краткости далее будем писать 𝛾′ вместо 𝛾(𝑡,𝑥,𝑐′), 𝛾1 вместо
𝛾(𝑡,𝑥,𝑐1) и 𝛾′

1 вместо 𝛾(𝑡,𝑥,𝑐′1) и аналогично для функции 𝑓 . Под (𝛾′)𝑐𝑖, (𝛾1)𝑐𝑖 и
(𝛾′

1)𝑐𝑖 будем подразумевать дифференцирование по 𝑖-й компоненте скорости.
Обозначим через 𝒦(𝑡,𝑥,𝑝,𝑞,𝑟) =

∫︀
R𝑛 𝑘(𝑡,𝑥,𝑝,𝑞,𝑟,𝑠) 𝑑𝑠, представив инте

грал (16) в виде

𝐽 =

∫︁
R2𝑛

𝑓 ′𝑓 ′
1𝒦(𝑡,𝑥,𝑐′,𝑐′1,𝑐)𝑑𝑐

′𝑑𝑐′1 −
∫︁
R2𝑛

𝑓𝑓1𝒦(𝑡,𝑥,𝑐,𝑐1,𝑐
′)𝑑𝑐1𝑑𝑐

′. (25)

Теорема 3.2. Классифицирующее уравнение для функции 𝒦 в уравнении
(16),(25) имеет вид

2𝒦[(𝑛 + 1)(𝜏𝑡 − 𝑐′𝑖𝜏𝑥𝑖) − 2𝜉𝑖𝑥𝑖 + (𝑛 + 2)𝜏𝑥𝑖(𝑐𝑖 + 𝑐𝑖1) + (𝛾)𝑖𝑐𝑖 + (𝛾1)
𝑖
𝑐𝑖]+

+2(𝒦𝑡𝜏 + 𝒦𝑥𝑖𝜉𝑖 + 𝒦𝑐𝑖𝛾
𝑖 + 𝒦𝑐𝑖1

𝛾𝑖
1 + 𝒦𝑐′𝑖(𝛾

′)𝑖) = (26)

= (𝛿(𝑐′ − 𝑐1) + 𝛿(𝑐′ − 𝑐))[(𝑛 + 1)(𝜏𝑡 − 𝑐′𝑖𝜏𝑥𝑖) − 2𝜉𝑖𝑥𝑖 + (𝑛 + 2)𝜏𝑥𝑖(𝑐𝑖 + 𝑐𝑖1)]+

+𝛿(𝑐′ − 𝑐)(𝛾1)
𝑖
𝑐𝑖 + 𝛿(𝑐′ − 𝑐1)(𝛾)𝑖𝑐𝑖,

где 𝜏 , 𝜉, 𝛾 определяются формулами (21)-(22).

Дальнейшее исследование уравнения (16), (25) состоит в решении клас
сифицирующих уравнений (24), (26). В каноническом случае 𝐹 = 0 оно при
водит к «парадоксу масштабирования».

При 𝐹 = 0 решение уравнение (24) – это алгебра с базисом

𝜕𝑡, 𝜕𝑥𝑖; 𝑡𝜕𝑡, 𝑡𝜕𝑥𝑖, 𝑥𝑖𝜕𝑡, 𝑥
𝑖𝜕𝑥𝑗 ; 𝑡(𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝑗𝜕𝑥𝑗), 𝑥𝑖(𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝑗𝜕𝑥𝑗).

Теорема 3.4. В случае 𝑛 ̸= 1, если уравнение (26) выполнено для алгебры
сдвигов 𝜕𝑡, 𝜕𝑥𝑗 и растяжений 𝑡𝜕𝑡 +

∑︀
𝑗 𝑥

𝑗𝜕𝑥𝑗 , то 𝒦 не зависит от 𝑡 и 𝑥 и
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справедливо равенство

𝒦(𝑡,𝑥,𝑐,𝑐′,𝑐1) =
1

2
[𝛿(𝑐′ − 𝑐1) + 𝛿(𝑐′ − 𝑐)],

из которого следует, что значение интеграла столкновений (25) равно
нулю для любых 𝑓(𝑡,𝑥,𝑐).

В заключительной части третьей главы рассматривается уравнение
(17)-(18). Для него остаются справедливы формулы (9), а классифицирующие
соотношения для алгебры симметрий имеют вид

𝛾𝑗
𝑡 − 𝐹 𝑗𝜏𝑡 + (𝛾𝑗

𝑥𝑖 − 𝐹 𝑗𝜏𝑥𝑖)𝑐𝑖 + 𝛾𝑗
𝑐𝑖𝐹

𝑖 = 𝜏𝐹 𝑗
𝑡 + 𝜉𝑖𝐹 𝑗

𝑥𝑖 + 𝛾𝑖𝐹 𝑗
𝑐𝑖, (27)

𝐺𝑖
𝑡𝜏 + 𝐺𝑖

𝜃𝜏
′ + 𝐺𝑖

𝑥𝑘𝜉𝑘 + 𝐺𝑖
𝑦𝑘𝜉

′𝑘 + 𝐺𝑖
𝑐𝑘𝛾

𝑘 + 𝐺𝑖
𝑐′𝑘𝛾

′𝑘+

+𝐺𝑖(𝜏𝑡 + 𝑐𝑘𝜏𝑥𝑘 + 𝜏 ′𝜃 + 𝑐′𝑘𝜏 ′𝑦𝑘)=𝛾𝑖
𝑐𝑗𝐺

𝑗. (28)

В случае 𝐹 = 0 для уравнения (17)-(18) проведена частичная группо
вая классификация по функциям взаимодействия частиц 𝐺. Желая выделить
именно значимые для физики случаи, были рассмотрены только алгебры, со
держащие алгебру

𝒜 = 𝐿𝑖𝑛(𝜕𝑡, 𝜕𝑥𝑗 , 𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗 − 𝑥𝑗𝜕𝑥𝑖, 𝑡𝜕𝑥𝑗).

В результате были найдены всевозможные расширения алгебры 𝒜, яв
ляющиеся решениями (27). Для каждой из 13 полученных алгебр найдены
соответствующие функции 𝐺𝑖 (они приведены в тексте диссертации), для ко
торых уравнения (17)-(18) с 𝐹 = 0 допускают указанные алгебры. В том
числе показано, что для «обобщенного» уравнения Власова не возникает «па
радокс масштабирования»
Теорема 3.6. Для уравнений с 𝐹 = 0 алгебра {𝒜, 𝑡𝜕𝑡+

∑︀
𝑥𝑖𝜕𝑥𝑖} допускается

уравнениями (17)-(18) с

𝐺 =
𝑢

𝑠3
𝑃

(︂
|𝑢|
𝑠
,
|𝑣|
𝑠
,
(𝑢,𝑣)

𝑠2

)︂
+

𝑣

𝑠3
𝑄

(︂
|𝑢|
𝑠
,
|𝑣|
𝑠
,
(𝑢,𝑣)

𝑠2

)︂
,
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где 𝑃 и 𝑄 – произвольные функции; 𝑠 = 𝑡−𝜃; 𝑢, 𝑣 – векторы с компонентами
𝑢𝑗 = 𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 − 𝑠𝑐𝑗 и 𝑣𝑗 = 𝑥𝑗 − 𝑦𝑗 − 𝑠𝑐′𝑗;

|𝑢|2 =
∑︁
𝑖

(𝑢𝑖)2, |𝑣|2 =
∑︁
𝑖

(𝑣𝑖)2, (𝑢,𝑣) =
∑︁
𝑖

𝑢𝑖𝑣𝑖.

Заключение. В работе получен ответ на вопрос о реализуемости схе
мы получения замыканий моментной системы с помощью группы симметрий
кинетического уравнения. Эта схема полностью реализована для одномерного
уравнения Больцмана (уравнения Лиувилля), где произведена полная груп
повая классификация уравнений, действие полученных групп перенесено на
моментные величины, найдены дифференциальные инварианты, с помощью
которых построены замыкания моментной системы в условиях отсутствия
внешних сил.

По этой же схеме начат анализ многомерных уравнений Больцмана и
Власова: найдены классифицирующие соотношения, установлено, что класси
фикация является двухуровневой. При этом для уравнения Больцмана обна
ружен феномен немасштабируемости. Получена частичная групповая класси
фикация потенциалов взаимодействия между частицами для многомерного
уравнения Власова с отсутствующим внешним силовым полем.
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