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ВВЕДЕНИЕ

Нахождение и исследование законов сохранения, точных решений и
симметрий нелинейных уравнений механики и математической физики
важно для анализа качественных особенностей поведения той или иной
математической модели физического явления, для понимания области
применимости используемой модели, а также для разработки новых ана-
литических, асимптотических и численных методов.

Законы сохранения математической модели могут быть использова-
ны при качественном анализе свойств модели и представляют отдельный
интерес сами по себе. Так, наличие бесконечной “иерархии” законов со-
хранения высших порядков может быть связано с интегрируемостью со-
ответствующей модели. Также законы сохранения успешно применяются
при построении консервативных численных схем [34,37,48,49].

Кроме того, законы сохранения позволяют вводить новые нелокаль-
ные переменные, строить дифференциальные накрытия [32, 79]. Так,
например, переход от эйлерова описания движения сплошной среды к
лагранжеву описанию можно осуществлять с помощью введения нело-
кальных переменных из закона сохранения массы. При этом полученные
новые системы уравнений, содержащие нелокальные переменные, могут
качественно отличаться от исходной системы уравнений. Они могут об-
ладать новыми (нелокальными) законами сохранения, а их алгебры Ли
симметрий не имеют прямой связи с алгеброй Ли симметрий исходной си-
стемы уравнений. В некоторых случаях введение нелокальных перемен-
ных позволяет связать исходные уравнения с линейными уравнениями.
Наиболее известный пример такого типа представляет собой подстановка
Хопфа-Коула [70, 75, 77], нелокально связывающая уравнение Бюргерса
с уравнением теплопроводности.

Симметрии исходной модели могут быть использованы при размно-
жении решений: действие группы симметрий на какие-нибудь решения
соответствующей системы уравнений приводит к параметрическим се-
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мействам ее решений.
Кроме того, широко известен метод построения точных решений, как

инвариантных решений относительно группы симметрий. В частности,
автомодельные решения [31, 50, 55] и решения типа бегущих волн явля-
ются решениями, инвариантными относительно допускаемой рассматри-
ваемым уравнением группы непрерывных преобразований. Нахождение
решений подобного рода сводится к исследованию уравнений с меньшим
числом независимых переменных.

Также важно отметить тот факт, что структура группы симметрий
системы дифференциальных уравнений позволяет дать однозначный от-
вет на вопрос о возможности линеаризации исходной системы с помощью
точечных преобразований. С помощью группы симметрий системы диф-
ференциальных уравнений можно построить линеаризующее её точечное
преобразование или доказать, что такого преобразования не существует.
Для системы уравнений в исходных физических переменных возмож-
ность её линеаризации влечёт наличие нелинейного принципа суперпо-
зиции, что также может представлять отдельный интерес. Ряд вопросов,
связанных с симметриями уравнений мелкой воды, рассмотрен в рабо-
тах [56,57,63,68,78,82,83,89,90,94].

В настоящее время известен ряд методов построения законов сохра-
нения нелинейных уравнений в частных производных. К таким методам
можно отнести метод, основанный на теореме Нётер [84, 85, 93], прямой
метод [65] и метод получения законов сохранения с использованием ко-
симметрий [32,79]. Каждый из описанных методов имеет свои преимуще-
ства и недостатки. Так, для применения метода, основанного на теореме
Нётер, требуется наличие у исходной системы уравнений вариационного
принципа и поиск симметрий соответствующего лагранжиана. Прямой
метод эффективен только при построении гидродинамических законов
сохранения (законов сохранения нулевого порядка), так как приводит
в том числе к тривиальным законам сохранения, отбор которых может
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быть непростой задачей сам по себе. Метод получения законов сохране-
ния из косимметрий применим в первую очередь для систем уравнений,
которые с помощью введения вспомогательных переменных могут быть
переписаны в эволюционной форме. Его достоинством является то, что
в ряде случаев он позволяет найти все законы сохранения сколь угодно
высоких порядков и не приводит к тривиальным законам сохранения.

Применение перечисленных методов к различным уравнениям ме-
ханики и математической физики широко представлено в литературе.
Несмотря на это, многие уравнения и даже классы уравнений не были
рассмотрены с достаточной общностью.

В данной работе рассматриваются одномерная и двумерная системы
уравнений мелкой воды над неровным дном. Впервые уравнения мелкой
воды над горизонтальным дном были выведены Сен-Венаном [88] в 1871
году (уравнения 19 и 20). Классические уравнения одномерной мелкой
воды в безразмерных переменных получаются осреднением по глубине
уравнений Эйлера в поле силы тяжести при пренебрежении вертикаль-
ным ускорением и имеют следующий вид [91]:

ut + uux + ηx = 0

ηt + ((η + h)u)x = 0 .
(B.1)

Здесь u = u(x, y) – средняя по глубине горизонтальная скорость, η =

η(x, t) – отклонение свободной поверхности, y = −h(x) – профиль дна,
η + h(x) – глубина, η + h(x) > 0. В случае горизонтального дна возмо-
жен вывод уравнений (B.1) из интегральных законов сохранения массы
и импульса без непосредственного использования длинноволнового при-
ближения [45].

Законы сохранения одномерной системы уравнений мелкой воды над
горизонтальным дном рассматривались в классической монографии [54],
где приводится бесконечно много полиномиальных законов сохранения.
Однако, вопрос существования дополнительных законов сохранения при
различных профилях дна освещён в литературе существенно меньше.
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Вопрос о точных решениях уравнений мелкой воды имеет долгую
историю. Аналогия с газовой динамикой позволяет линеаризовать урав-
нения одномерной мелкой воды над горизонтальным дном аналогом пре-
образования годографа. В классической работе [66] было показано, что
уравнения мелкой воды над наклонным дном также линеаризуются (в
характеристических переменных). В настоящее время известно множе-
ство классов точных решений уравнений одномерной мелкой воды над
горизонтальным и наклонным дном. Некоторые из них приводятся в ра-
ботах [35,38,47,58,60,61,66,86,92]. Однако, даже при наличии большого
количества известных решений, вопрос о нахождении решения без осо-
бенностей во все моменты времени, которое описывало бы явление типа
цунами, является нетривиальным. Различные математические модели,
используемые для описания длинных волн и явлений типа цунами, рас-
сматриваются в книгах [40, 42, 46]. Анализ механизмов возникновения
волн цунами приводится в книге [80]. Обоснования модели (B.1) теории
мелкой воды и аналогичной двумерной модели приводятся в книге [44].
Разностные методы для уравнений мелкой воды рассматриваются в кни-
ге [33].

Актуальность темы. Фундаментальные законы изменения (балан-
сы) лежат в основе общих уравнений движения сплошной среды. Законы
сохранения определяют характерные свойства математической модели,
используются при анализе решений (например, при доказательстве тео-
рем существования и единственности, при построении разрывных реше-
ний и для исследования их устойчивости).

Симметрии и законы сохранения необходимы при построении инва-
риантных и консервативных разностных схем. Для одной и той же си-
стемы нелинейных дифференциальных уравнений можно построить раз-
личные конечно-разностные аналоги. Активно развивается направление
(Дородницын [37], Капцов [41], Дородницын, Козлов, Мелешко [74], До-
родницын, Капцов [73], Cheviakov, Dorodnitsyn, Kaptsov [67]), связанное с
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использованием симметрий и законов сохранения уравнений механики и
математической физики в качестве определяющих свойств исходной си-
стемы уравнений. Эти свойства используются при построении численных
схем.

Симметрии математических моделей позволяют строить инвариант-
ные решения, получать новые классы точных решений из уже известных
и исследовать вопросы линеаризуемости соответствующих уравнений с
помощью точечных или контактных преобразований.

Построение точных решений дифференциальных уравнений необхо-
димо для анализа соответствующих математических моделей физиче-
ских явлений. Существует несколько основных методов построения точ-
ных решений нелинейных уравнений в частных производных. Например,
методы группового анализа дифференциальных уравнений (Lie [81], Ов-
сянников [43]), метод неклассических симметрий (Bluman, Cole [64]), пря-
мой метод (Clarkson, Kruskal [69], Аксенов, Козырев [30]), метод диффе-
ренциальных связей (Сидоров, Шапеев, Яненко [52]), методы функцио-
нального (Полянин, Зайцев [87]) и обобщенного разделения переменных
(Galaktionov, Svirshchevskii [76]) и др.

Актуальными являются следующие задачи:

• построение всех гидродинамических законов сохранения одномерной и
двумерной систем уравнений мелкой воды при всех профилях дна;
• групповая классификация одномерной и двумерной систем уравнений
мелкой воды над неровным дном;
• определение всех профилей дна, при которых одномерная или дву-
мерная система уравнений мелкой воды могут быть сведены к линейной
системе уравнений с помощью точечных преобразований;
• построение решения системы уравнений мелкой воды над наклонным
дном, описывающего набег на берег и отражение от него без обрушения
волны в форме сглаженной “ступеньки”.

Степень разработанности темы проанализирована выше.
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Цель работы. Основной целью данной работы является получение
всех гидродинамических законов сохранения одномерной и двумерной
систем уравнений мелкой воды при всех профилях дна, исследование
возможности линеаризации систем уравнений мелкой воды с помощью
точечных преобразований, а также построение точных решений, которые
могут описывать явления типа цунами. Для достижения цели работы
были поставлены следующие задачи:

• Провести групповую классификацию одномерной и двумерной систем
уравнений мелкой воды над неровным дном. На основании результатов
групповой классификации для каждого профиля дна сделать вывод о
возможности/невозможности линеаризации системы уравнений мелкой
воды с помощью точечных преобразований.
• Получить все гидродинамические законы сохранения одномерной и
двумерной систем уравнений мелкой воды для каждого профиля дна.
• Проинтегрировать по параметру точные решения линеаризованной си-
стемы уравнений одномерной мелкой воды над наклонным дном, описы-
вающих распространение локализованного возмущения в форме “шапоч-
ки”.
• Проанализировать полученные проинтегрированные решения. Рас-
смотреть решения исходной нелинейной системы уравнений, определяе-
мые полученными решениями линеаризованной системы уравнений. Ис-
следовать вопрос о регулярности построенных решений нелинейной од-
номерной системы уравнений мелкой воды над наклонным дном во всей
рассматриваемой области во все моменты времени.

Научная новизна

• Впервые проведены полные групповые классификации одномерной и
двумерной систем уравнений мелкой воды над неровным дном в эйлеро-
вых переменных и классификация контактных симметрий одномерного
уравнения мелкой воды над неровным дном в лагранжевых перемен-
ных; показано, что одномерная система уравнений мелкой воды может
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быть сведена к линейной системе уравнений с помощью точечных пре-
образований только в случаях горизонтального и плоского наклонного
профилей дна; показано, что одномерное уравнение мелкой воды над
неровным дном в лагранжевых переменных может быть сведено к линей-
ному уравнению с помощью контактных преобразований также только
в этих случаях; показано, что двумерная система уравнений мелкой во-
ды не может быть сведена к линейной системе уравнений с помощью
точечных преобразований ни при каком профиле дна.
• Впервые проведены полные классификации гидродинамических зако-
нов сохранения одномерной и двумерной систем уравнений мелкой воды
над неровным дном в эйлеровых переменных и классификация законов
сохранения первого порядка одномерного уравнения мелкой воды над
неровным дном в лагранжевых переменных.
• Получено новое трехпараметрическое семейство точных решений одно-
мерной системы уравнений мелкой воды над наклонным дном. Показано,
что решения из двухпараметрического семейства решений одномерной
системы уравнений мелкой воды над наклонным дном, описывающих
Набег на берег и отражение от него волны в форме сглаженной “сту-
пеньки”, регулярны по пространству и по времени. Получены нелиней-
ный эффект заплеска и эффект усиления амплитуды набегающей волны
при отражении ее от берега.

Теоретическая и практическая значимость работы. Резуль-
таты групповых классификаций одномерной и двумерной систем урав-
нений мелкой воды над неровным дном могут быть использованы для
построения инвариантных решений, получения новых классов решений
из уже известных, построения инвариантных численных схем. Постро-
енные законы сохранения рассматриваемых уравнений могут быть ис-
пользованы для введения потенциалов, анализа свойств решений и при
построении консервативных численных схем. Полученные точные реше-
ния могут быть использованы при описании явлений типа цунами.



– 11 –

Методология и методы исследования. Для решения задач клас-
сификации симметрий и определения профилей дна, при которых рас-
сматриваемые уравнения могут быть сведены к линейным с помощью
точечных или контактных преобразований, использованы методы груп-
пового анализа дифференциальных уравнений. Для нахождения гидро-
динамических законов сохранения был использован прямой метод их по-
строения. При получении и исследовании точных решений были исполь-
зованы аналитические методы теории дифференциальных уравнений.

Положения, выносимые на защиту

1. Одномерная система уравнений мелкой воды над неровным дном в эй-
леровых переменных может быть сведена к линейной системе уравнений
с помощью точечных преобразований только в случаях горизонтального
и плоского наклонного профилей дна. Уравнение мелкой воды над неров-
ным дном в лагранжевых переменных может быть сведено к линейному
уравнению с помощью контактных преобразований также только в этих
случаях.
2. Одномерная система уравнений мелкой воды над наклонным дном
обладает трехпараметрическим семейством решений. Решения из двух-
параметрического семейства решений в форме сглаженной “ступеньки”
являются регулярными по пространству и по времени. Имеют место
нелинейный эффект заплеска и эффект усиления амплитуды набегаю-
щей волны при отражении ее от берега.
3. Двумерная система уравнений мелкой воды над неровным дном не
может быть сведена к линейной системе уравнений с помощью точечных
преобразований ни при каком профиле дна.
4. Одномерная и двумерная системы уравнений мелкой воды при любом
профиле дна обладают гидродинамическим законом сохранения, анало-
гичным закону сохранения энергии. Нет других гидродинамических за-
конов сохранения, имеющихся при всех профилях дна и отличных от
аналогов законов сохранения массы, импульса и энергии.
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Достоверность результатов. Достоверность результатов, получен-
ных в диссертации, обеспечена

• Использованием классических математических моделей.
• Использованием строгих аналитических методов исследования.
• Сравнением полученных результатов с известными ранее частными ре-
зультатами.

Апробация работы. Основные результаты работы представлены
автором на 6 международных конференциях: 16–я Международная кон-
ференция «MOGRAN» (Уфа, Россия, 28 октября–2 ноября 2013); Меж-
дународная конференция «Современные проблемы механики сплош-
ной среды», посвященная памяти академика Леонида Ивановича Се-
дова в связи со стодесятилетием со дня его рождения. (Москва, Рос-
сия, 13–15 ноября 2017); 7th International conference "The Problems of
Mathematical Physics and Mathematical Modelling"(Moscow, Russia, 25–
27 June 2018); International conference «Modern Treatment of Symmetries,
Differential Equations and Applications (Symmetry 2019)». (Nakhon
Ratchasima, Thailand, January 14–18, 2019); IV Международная кон-
ференция «Суперкомпьютерные технологии математического модели-
рования» (СКТеММ’19). (Москва, Россия, 19–21 июня 2019); VI Меж-
дународная конференция «Лазерные, плазменные исследования и тех-
нологии ЛаПлаз-2020». (Москва, Россия, 11–14 февраля 2020); и на
14 российских конференциях: «Ломоносовские чтения», секция «Меха-
ника». (Москва, Россия, 14–23 апреля 2014, 18–27 апреля 2016, 16–
27 апреля 2018, 15–25 апреля 2019, 19–27 октября 2020); «Теоретиче-
ская физика и математическое моделирование (прикладная математи-
ка)». (Москва, Россия, 2014); VI Конференция «Методы математи-
ческой физики и математическое моделирование физических процес-
сов». (Москва, Россия, 18–21 февраля 2015); Всероссийская конферен-
ция, посвященная 70-летию со дня рождения чл.-корр. РАН В.М. Те-
шукова «Нелинейные волны: теория и новые приложения». (Новоси-
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бирск, Россия, 29 февраля–2 марта 2016); «Некоторые актуальные про-
блемы современной математики и математического образования. Герце-
новские чтения». (Санкт-Петербург, Россия, 11–15 апреля 2016); «XXVI
научная сессия Совета РАН по нелинейной динамике». (Москва, Рос-
сия, 18–19 декабря 2017); Научные слушания, посвященные 110-летию
со дня рождения С.А. Христиановича «Современные проблемы меха-
ники и математики». (Москва, Россия, 15–16 ноября 2018); Всероссий-
ская конференция и школа для молодых ученых, посвященные 100-
летию со дня рождения академика РАН Л.В. Овсянникова «Матема-
тические проблемы механики сплошных сред». (Новосибирск, Россия,
13–17 мая 2019); «XII Всероссийский съезд по фундаментальным про-
блемам теоретической и прикладной механики». (Уфа, Россия, 19–24
августа 2019); «Конференция-конкурс молодых учёных института меха-
ники МГУ». (Москва, Россия, 19–23 октября 2020).

Личный вклад. Групповые классификации уравнений мелкой воды
над неровным дном выполнены лично автором. Результаты групповых
классификаций опубликованы в работах [1,2,4,5,10,12–16,18,21,23,24,26].
Личный вклад автора в работах [2,13,14] составляет 2/3. Личный вклад
автора в работах [1,4,5,10,12,15,16,18,21,23,24,26] составляет 1/2. Клас-
сификации законов сохранения уравнений мелкой воды над неровным
дном выполнены лично автором. Результаты классификаций законов со-
хранения опубликованы в работах [1–3,7–9,11–13,17,18,20,23,25,27–29].
Личный вклад автора в работах [1,3,7–9,11–13,17,18,20,23,25,27–29] со-
ставляет 1/2. Интегрирование решений в форме “шапочки” и исследова-
ние регулярности соответствующих точных решений уравнений мелкой
воды над наклонным дном выполнены лично автором. Результаты опуб-
ликованы в работах [6, 19, 22]. Личный вклад автора в работах [6, 19, 22]
составляет 1/3. Научному руководителю принадлежат постановки задач
и обсуждение результатов.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
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в 29 печатных изданиях, 9 из которых опубликованы в изданиях, ин-
дексируемых в базах данных Web of Science, Scopus, 5 – в журналах,
рекомендованных ВАК, 15 – в сборниках статей и тезисов докладов.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, ше-
сти глав и заключения. Список литературы содержит 94 наименования.
Полный объем диссертации составляет 124 страницы.
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ГЛАВА 1 a

ГРУППОВАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ ОДНОМЕРНОЙ
СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ НАД
НЕРОВНЫМ ДНОМ

1.1. Основные уравнения

В безразмерных переменных одномерная система уравнений мелкой
воды над неровным дном имеет следующий вид [53,91]

ut + uux + ηx = 0 ,

ηt + ((η + h)u)x = 0 .
(1.1.1)

Здесь u = u(x, t) – средняя по глубине горизонтальная скорость; η =

η(x, t) – отклонение свободной поверхности; y = −h(x) – профиль дна,
η + h(x) – глубина, η + h(x) > 0.

1.2. Система определяющих уравнений

Операторы симметрии системы уравнений (1.1.1) ищем в виде

X = ξ1(x, t, u, η)∂x + ξ2(x, t, u, η)∂t +

+ η1(x, t, u, η)∂u + η2(x, t, u, η)∂η .
(1.2.1)

Первое продолжение оператора симметрии (1.2.1) имеет следующий вид

X
1
= X + ζ1x∂ux

+ ζ1t ∂ut
+ ζ2x∂ηx + ζ2t ∂ηt ,

где

ζ1x = Dx(η
1)− uxDx(ξ

1)− utDx(ξ
2), ζ1t = Dt(η

1)− uxDt(ξ
1)− utDt(ξ

2),

ζ2x = Dx(η
2)− ηxDx(ξ

1)− ηtDx(ξ
2), ζ2t = Dt(η

2)− ηxDt(ξ
1)− ηtDt(ξ

2).

Здесь Dx = ∂x + ux∂u + ηx∂η, Dt = ∂t + ut∂u + ηt∂η – операторы полных
производных по соответствующим переменным.

aРезультаты этой главы опубликованы в работах [1, 2, 15,18].
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Критерий инвариантности [43] для системы уравнений (1.1.1) запи-
шем в следующем виде

(ζ1t + uζ1x + uxη
1 + ζ2x)|(1.1.1) = 0 ,

(ζ2t + (η + h)ζ1x + ux(η
2 + hxξ

1) + (ηx + hx)η
1 + u(ζ2x + hxxξ

1))|(1.1.1) = 0 .

Используя критерий инвариантности, получаем систему определяющих
уравнений

ξ1η − uξ2η + ξ2u = 0 ,

ξ1u − uξ2u + (η + h)ξ2η = 0 ,

η1 − uξ1x + u2ξ2x − (η + h)η1η − ξ1t + uξ2t + η2u + (η + h)ξ2x = 0 ,

η2 + hxξ
1 + (η + h)(η1u − ξ1x + 2uξ2x − η2η + ξ2t − 2uhxξ

2
η) = 0 ,

2uξ2x − η1u + ξ2t + η2η − ξ1x = 0 ,
(1.2.2)

2(η + h)η1η − 2η2u + uhx(ξ
1
η − uξ2η − ξ2u) = 0 ,

uη1x + η1t + η2x + uhx(ξ
2
x − η1η) = 0 ,

uhxxξ
1 + hxη

1 + (η + h)η1x + uη2x + η2t + uhx(uξ
2
x − η2η + ξ2t − uhxξ

2
η) = 0 .

1.3. Решение системы определяющих уравнений

Исследуем систему определяющих уравнений (1.2.2) на совместность.
Для этого, используя все уравнения системы определяющих уравнений,
выразим все производные от функций ξ1 и η2. В результате получаем
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следующую систему уравнений

ξ1η = uξ2η − ξ2u ,

ξ1u = uξ2u − (η + h)ξ2η ,

ξ1t = η1 − u(η2 + hxξ
1)

2(η + h)
+ u2hxξ

2
η − u2ξ2x − uhxξ

2
u + (η + h)ξ2x ,

ξ1x =
η2 + hxξ

1

2(η + h)
+ 2uξ2x + ξ2t − uhxξ

2
η ,

η2η = η1u +
η2 + hxξ

1

2(η + h)
− uhxξ

2
η ,

η2u = (η + h)η1η − uhxξ
2
u ,

η2x = −uη1x − η1t − uhx(ξ
2
x − η1η) ,

η2t = −uhxxξ
1 − hxη

1 − (η + h− u2)η1x + u(η1t − uhxη
1
η) +

+ uhx

(
η1u +

η2 + hxξ
1

2(η + h)
− ξ2t

)
.

Из первых четырёх уравнений можно получить условия совместности
на функцию ξ1. Аналогично из оставшихся четырёх уравнений можно
получить условия совместности на функцию η2. Из полученной системы
уравнений находим выражения для η1 и её производных, что позволяет
снова исследовать полученную систему на совместность. В результате
этого исследования получаем переопределённую систему уравнений на
функцию ξ2, которая в том числе содержит следующие два уравнения

hxx ξ
2
u = 0 , hxx ξ

2
v = 0 .

Откуда получаем два случая: функция h(x) линейна, или функция h(x)

нелинейна.
В случае h = a1x + a2 исходная система уравнений линеаризуется

точечным преобразованием. При a1 = 0 система уравнений (1.1.1) лине-
аризуется преобразованием

x = N + τU , t = U , u = τ , η = y − a2
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При a1 ̸= 0, система уравнений (1.1.1) линеаризуется преобразовани-
ем [35,92]

x =
1

a1

(
y−N+

U 2

2

)
, t =

1

a1
(U+τ) , u = U , η = N−U 2

2
−a2 .

Соответствующие этим случаям линейные системы совпадают и имеют
вид

Uτ +Ny = 0 , Nτ + (yU)y = 0 .

Определяющая система уравнений полученной линейной системы урав-
нений легко решается.

В случае нелинейной h из системы уравнений на ξ2 находим, что ξ2 =

C1t+C2. Подставляя ξ2 в систему (1.2.2), получаем, что ξ1 = C3x+ c(t),
причём

...
c = hxx

.
c

При h = a1x
2 + a2x + a3 в зависимости от знака a1 находим решение

системы (1.2.2). При остальных h получаем ξ1 = C3x + C4 и находим
классифицирующее уравнение

(C3x+ C4)hx = 2(C3 − C1)h+ C. (1.3.1)

Функции, являющиеся решениями этого уравнения, имеют один из трёх
видов

a1(x+ a2)
a3 + a4 , a1e

a2x + a3 , a1 ln(x+ a2) + a3 .

Подставляя их и квадратичную функцию в классифицирующее уравне-
ние (1.3.1), получаем следующую классификацию
Общий случай. h(x) – произвольная функция.
В этом случае ядро алгебры Ли операторов симметрии системы уравне-
ний (1.1.1) состоит из одного оператора симметрии

X1 = ∂t .

Случай 1. h = a1x+ a2.
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В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами
симметрии

X2 =(6t(η + a2)− 3tu2 + a1(8tx+ 2a1t
3))∂x + (2x− 6tu+ 5a1t

2)∂t +

+ (u2 + 4(η + a2) + a1(6x− 8tu+ 6a1t
2))∂u +

+ (4u(η + a2)− a1(12a1tx+ 10a2t+ 2a21t
3 − 4xu− 3tu2 + 10tη))∂η,

X3 = (2x+ a1t
2)∂x + 2t∂t + 2a1t∂u − (2a1x+ a21t

2)∂η ,

X4 = 2x∂x + t∂t + u∂u + 2(η + a2)∂η ,

X5 = t∂x + ∂u − a1t∂η ,

X∞ =(uU(η + a1x+ a2, u− a1t) +N(η + a1x+ a2, u− a1t))∂x +

+ U(η + a1x+ a2, u− a1t)∂t + a1U(η + a1x+ a2, u− a1t)∂u −

− a1(uU(η + a1x+ a2, u− a1t) +N(η + a1x+ a2, u− a1t))∂η ,

где U(y, τ), N(y, τ) – произвольное решение линейной системы уравне-
ний

Uτ +Ny = 0 ,

Nτ + (yU)y = 0 .

Отметим, что оператор X1 содержится в операторе X∞ − a1X5, если
положить U = 1, N = −u+ a1t.
Случай 2. h = a1x

2 + a2x+ a3.
В этом случае ядро операторов симметрии расширяется оператором сим-
метрии

X2 = (2a1x+ a2)∂x + 2a1u∂u + (4a1η − a22 + 4a1a3)∂η .

Случай 2.1. a1 > 0.
В этом случае к операторам симметрии из случая 2 добавляются опера-
торы

X3 = et
√
2a1(∂x +

√
2a1∂u − (2a1x+ a2)∂η) ,

X4 = e−t
√
2a1(∂x −

√
2a1∂u − (2a1x+ a2)∂η) .

Случай 2.2. a1 < 0.
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В этом случае к операторам симметрии из случая 2 добавляются опера-
торы

X3 = cos(t
√
−2a1)∂x −

√
−2a1 sin(t

√
−2a1)∂u −

− (2a1x+ a2) cos(t
√
−2a1)∂η ,

X4 = sin(t
√
−2a1)∂x +

√
−2a1 cos(t

√
−2a1)∂u−

− (2a1x+ a2) sin(t
√
−2a1)∂η .

Случай 3. h = a1|x+ a2|a3 + a4, a1 ̸= 0, a3 ̸= 0, 1, 2 или

h = a1(x+ a2)
a3 + a4, x > −a2, a1 ̸= 0, a3 ∈ Z \ {0, 1, 2} .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется оператором

X2 = 2(x+ a2)∂x + (2− a3)t∂t + a3u∂u + 2a3(η + a4)∂η .

Случай 4. h = a1e
a2x + a3, a1 ̸= 0, a2 ̸= 0.

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется оператором

X2 = 2∂x − a2t∂t + a2u∂u + 2a2(η + a3)∂η .

Случай 5. h = a1 ln |x+ a2|+ a3, a1 ̸= 0.
В этом случае ядро операторов симметрии расширяется оператором

X2 = (x+ a2)∂x + t∂t − a1∂η .

1.4. Случаи линеаризуемости одномерной системы
уравнений мелкой воды над неровным дном

С помощью полученных результатов групповой классификации мож-
но описать все случаи, в которых система уравнений (1.1.1) может быть
линеаризована точечным преобразованием. Так как линейная система
уравнений в частных производных всегда допускает бесконечномерную
алгебру Ли симметрий [85], то система уравнений (1.1.1) при профи-
лях дна, отличных от горизонтального и наклонного, не может быть
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линеаризована точечным преобразованием. Линеаризуемость системы
уравнений (1.1.1) при горизонтальном и наклонном профилях дна бы-
ла известна ранее и обсуждалась выше.

1.5. Основные результаты главы

Сформулируем основные результаты главы:

1. Для одномерной системы уравнений мелкой воды над неровным дном
найдено ядро алгебры Ли операторов симметрии.
2. Для одномерной системы уравнений мелкой воды при каждом про-
филе дна найдены все операторы симметрии, дополнительные к ядру
алгебры Ли операторов симметрии.
3. Показано, что одномерная система уравнений мелкой воды может
быть линеаризована точечным преобразованием только в случаях го-
ризонтального и наклонного профилей дна.
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ГЛАВА 2 b

ГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ
ОДНОМЕРНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ МЕЛКОЙ
ВОДЫ НАД НЕРОВНЫМ ДНОМ

2.1. Система определяющих уравнений

Под гидродинамическими законами сохранения системы уравне-
ний (1.1.1) будем понимать пары функций P = P (x, t, u, η), Q =

Q(x, t, u, η), для которых дивергентные формы

Dx(P ) +Dt(Q) (2.1.1)

тождественно равны нулю на решениях системы уравнений (1.1.1). Здесь

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ ηx

∂

∂η
, Dt =

∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ ηt

∂

∂η

– операторы полных производных по соответствующим переменным.
Замечание 2.1.1. Оба уравнения системы (1.1.1) имеют вид (2.1.1).

Соответствующие два базовых закона сохранения

P1 =
u2

2
+ η , Q1 = u ,

P2 = (η + h)u , Q2 = η + h
(2.1.2)

аналогичны законам сохранения импульса и массы.
Используя выражение (2.1.1) и систему уравнений (1.1.1), можно по-

лучить следующую систему определяющих уравнений на функции P и
Q

Px = uh′Qη −Qt ,

Pu = uQu + (η + h)Qη ,

Pη = Qu + uQη .

(2.1.3)

bРезультаты этой главы опубликованы в работах [1, 2, 17,18].
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2.2. Решение системы определяющих уравнений

Исключая из системы (2.1.3) функцию P , можно получить систему
уравнений на функцию Q

Qxu = uh′Qηη − uQxη −Qtη ,

Qtu = −u2h′Qηη + uh′Quη + (u2 − η − h)Qxη + uQtη ,

Quu = (η + h)Qηη .

(2.2.1)

Систему уравнений (2.2.1) можно исследовать на совместность. При-
ведём результаты этого исследования.

Общий случай. h(x) – произвольная функция.
В этом случае система (1.1.1) обладает следующими базовыми гидроди-
намическими законами сохранения

P1 =
u2

2
+ η , Q1 = u ,

P2 = (η + h)u , Q2 = η + h ,

P3 = u(η + h)(u2 + 2η) , Q3 = u2(η + h) + η2 .

Замечание 2.2.1. Таким образом, при произвольном профиле дна
система уравнений (1.1.1) обладает базовым законом сохранения, соот-
ветствующим функциям P3, Q3. Этот закон сохранения является допол-
нительным к законам сохранения (2.1.2).

Случай 1. h = a1x+ a2.
В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P4 = (η + h)
(
−xu+ tu2 +

t(η + h)

2
− a1

2
t2u

)
,

Q4 = (η + h)
(
tu− x− a1

2
t2
)
,

P∞ = a1t q(u− a1t, η + h) + p(u− a1t, η + h) ,

Q∞ = q(u− a1t, η + h) ,
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где p(α, β), q(α, β) – произвольное решение системы

pα = α qα + β qβ ,

pβ = qα + αqβ .

Случай 2. h = a1x
2 + a2x+ a3.

Случай 2.1. a1 > 0.
В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P4 = e−t
√
2a1

(
(
√
2a1u

2 + uh′)(η + h) +

√
2a1
2

η(η + 2h)
)
,

Q4 = e−t
√
2a1(

√
2a1u(η + h) + ηh′) ,

P5 = et
√
2a1

(
(−

√
2a1u

2 + uh′)(η + h)−
√
2a1
2

η(η + 2h)
)
,

Q5 = et
√
2a1(−

√
2a1u(η + h) + ηh′) .

Случай 2.2. a1 < 0.
В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P4 = sin(t
√
−2a1)

(√
−2a1u

2(η + h) +

√
−2a1
2

η(η + 2h)
)
+

+ cos(t
√
−2a1)uh

′(η + h) ,

Q4 = sin(t
√
−2a1)

√
−2a1u(η + h) + cos(t

√
−2a1)ηh

′ ,

P5 = − cos(t
√
−2a1)

(√
−2a1u

2(η + h) +

√
−2a1
2

η(η + 2h)
)
+

+ sin(t
√
−2a1)uh

′(η + h) ,

Q5 = − cos(t
√
−2a1)

√
−2a1u(η + h) + sin(t

√
−2a1)ηh

′ .

2.3. Дополнительный базовый закон сохранения
в терминах системы уравнений газовой динамики

Аналогия между системой уравнений мелкой воды над неровным
дном и системой уравнений газовой динамики [53, 59, 71] позволяет рас-
смотреть аналог закона сохранения

P3 = u(η + h)(u2 + 2η) , Q3 = u2(η + h) + η2 (2.3.1)
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в газовой динамике.
Рассмотрим движение идеальной сжимаемой жидкости при наличии

потенциальных массовых сил и при условии баротропии [51]. При этих
условиях в силу закона сохранения массы баланс кинетической энергии
примет вид

d

dt

∫
V ∗

v2

2
ρ dV = −

∫
V ∗

(gradU,v)ρ dV −
∫
∂V ∗

p vn dσ −
∫
V ∗

p

ρ2
dρ

dt
ρ dV , (2.3.2)

где v – поле скорости, U – потенциальная энергия массовых сил, ρ – плот-
ность, p – давление, V ∗ – индивидуальный объём сплошной среды, dV –
элемент объёма, dσ – элемент границы объёма ∂V ∗. Здесь при отсутствии
явной зависимости потенциальной энергии U от времени выполнено со-
отношение

(gradU,v) =
dU

dt
.

Рассмотрим плотность внутренней энергии w

dw = −p d
(1
ρ

)
.

Тогда соотношение (2.3.2) может быть записано в виде

d

dt

∫
V ∗

v2

2
ρ dV = −

∫
V ∗

dU

dt
ρ dV −

∫
∂V ∗

p vn dσ −
∫
V ∗

dw

dt
ρ dV

или в форме интегрального закона сохранения энергии

d

dt

∫
V ∗

(v2
2

+ U + w
)
ρ dV = −

∫
∂V ∗

p vn dσ . (2.3.3)

Интегральный закон сохранения энергии (2.3.3) запишем в диффе-
ренциальной форме

div

[(
ρ
(v2
2

+ U + w
)
+ p

)
v

]
+

∂

∂t

[
ρ
(v2
2

+ U + w
)]

= 0 . (2.3.4)

Рассмотрим одномерный случай. Полагая v = u, ρ = η + h(x), p =

(η + h(x))2/2, w = (η + h(x))/2, U = −h(x), из (2.3.4) получим закон
сохранения, соответствующий функциям P3/2, Q3/2.
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Замечание 2.3.1. Аналогично может быть рассмотрен двумерный
случай, откуда получается дополнительный базовый закон сохранения
для системы уравнений двумерной мелкой воды над неровным дном
(см. стр. 91).

2.4. Основные результаты главы

Сформулируем основные результаты главы:

1. Показано, что законами сохранения одномерной системы уравнений
мелкой воды, справедливыми для любых профилей дна, являются только
аналоги законов сохранения массы, импульса и энергии.
2. Для одномерной системы уравнений мелкой воды при каждом профи-
ле дна найдены все дополнительные гидродинамические законы сохра-
нения.
3. Показано, что пространство гидродинамических законов сохранения
одномерной системы уравнений мелкой воды бесконечномерно только в
случаях постоянного и наклонного профилей дна.
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ГЛАВА 3 c

ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ ОДНОМЕРНОЙ СИСТЕМЫ
УРАВНЕНИЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ НАД НАКЛОННЫМ ДНОМ

3.1. Основные уравнения

В работе [66] было показано, что одномерная система уравнений мел-
кой воды над наклонным дном может быть линеаризована в характери-
стических переменных.

В работе [92] приведено преобразование

x = y −N +
1

2
U 2, t = τ + U,

u = U, η = N − 1

2
U 2,

(3.1.1)

связывающее исходную нелинейную систему (1.1.1) при h = x с линейной
системой уравнений

Uτ +Ny = 0 ,

Nτ + (yU)y = 0 ,
(3.1.2)

которая формально может быть получена из системы уравнений (1.1.1)
отбрасыванием нелинейных слагаемых. При этом в силу преобразова-
ния (3.1.1) выполнено y = η+x, то есть в новых переменных y – глубина.
Тогда y > 0. Подробное обсуждение преобразования (3.1.1) и его связи с
линеаризацией в характеристических переменных имеется в работе [36].

3.2. Точные решения линеаризованной системы уравнений
мелкой воды над наклонным дном

В работе [35] были рассмотрены решения линеаризованной одномер-
ной системы уравнений мелкой воды над наклонным дном, описывающие

cРезультаты этой главы опубликованы в работах [6, 19,22].
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распространение локализованного возмущения в форме “шапочки”

U = 2Re
A(

y − (τ + ib)2

4

) 3
2

, N = Re
A(τ + ib)(

y − (τ + ib)2

4

) 3
2

. (3.2.1)

Данные решения описывают набег на берег и отражение от него “раз-
мазанной” δ-функции. Интегрированием по τ из решений (3.2.1) можно
получить следующие точные решения [6] системы уравнений (3.1.2)

U = 2Re
A(τ + ib)

y

√
y − (τ + ib)2

4

+ 4 ImA
sgn b

y
,

N = 4Re
A√

y − (τ + ib)2

4

.

(3.2.2)

Здесь y > 0, A ∈ C, b ∈ R \ {0}.
Замечание 3.2.1. В данном случае считается, что аргумент ком-

плексного числа Arg(z) ∈ (−π; π], что согласуется с тем, как эта функ-
ция определяется в программном пакете Mathematica. При этом можно
видеть, что в случае, когда мнимая часть выражения y − (τ + ib)2/4 об-
ращается в ноль, его действительная часть положительна, то есть при-
ведённые функции N и U являются аналитическими по y, τ во всей
рассматриваемой области.

Замечание 3.2.2. Система уравнений (3.1.2) имеет решения N = 0,
U = A1/y, A1 ∈ R. Эти решения были использованы при построении
регулярного по y решения (3.2.2).

Замечание 3.2.3. Отметим, что класс решений (3.2.1) c комплекс-
ным A имеет групповую природу [43, 62]. Действительно, линейная си-
стема уравнений (3.1.2) допускает трехмерную подалгебру L3 алгебры
Ли операторов симметрии с базисом

X1 =
∂

∂τ
, X2 = 2y

∂

∂y
+ τ

∂

∂τ
− U

∂

∂U
, X3 = U

∂

∂U
+N

∂

∂N
.
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Рассмотрим решение системы уравнений (3.1.2), инвариантное относи-
тельно оператора симметрии

X = X2 − 2X3 = 2y
∂

∂y
+ τ

∂

∂τ
− 3U

∂

∂U
− 2N

∂

∂N
.

Оно имеет следующий вид

U = τ−3f(ξ) , N = τ−2g(ξ) , ξ =
y

τ 2
. (3.2.3)

Подставляя выражения (3.2.3) в систему уравнений (3.1.2), получаем си-
стему обыкновенных дифференциальных уравнений

−2ξf ′ + g′ − 3f = 0 , ξf ′ − 2ξg′ − 2g = 0 ,

общее решение которой можно записать в следующем виде

f =
C1 ξ + C2(4ξ arctg

√
4ξ − 1−

√
4ξ − 1)

ξ(4ξ − 1)3/2
,

g =
C1 + 4C2(arctg

√
4ξ − 1−

√
4ξ − 1)

2(4ξ − 1)3/2
,

где C1, C2 – произвольные постоянные. Полагая C1 = 16A, C2 = 0 и
заменяя, в силу оператора симметрии X1, τ на τ + ib, получаем реше-
ния (3.2.1), включая случай комплексного A.
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3.3. Исследование точных решений типа ”ступеньки”
одномерной системы уравнений мелкой воды над
наклонным дном

Запишем решения (3.2.2) в действительной форме:

U =(τReA− b ImA)

√
2(q1 + q2)

yq2
− (bReA+ τ ImA)

bτ

yq2
√

2(q1 + q2)
+

+ 4 ImA
sgn b

y
,

N =2ReA

√
2(q1 + q2)

q2
− 2 ImAbτ

q2
√
2(q1 + q2)

,

q1 = y − τ 2

4
+

b2

4
, q2 =

√
q21 +

τ 2b2

4
.

(3.3.1)
Предложение 3.3.1. Якобиан преобразования (3.1.1) на решениях

системы уравнений (3.2.2) имеет вид

det J = (1 + Uτ)
2 − yU 2

y . (3.3.2)

Далее будет рассматриваться случай ImA = 0.

Предложение 3.3.2. Для того, чтобы при A ∈ R якобиан преоб-
разования (3.1.1) в силу решения (3.2.2) был отличен от 0 всюду при
y > 0, τ ∈ R, необходимо, чтобы было выполнено

−|b|3/16 < A < |b|3/4 .

Доказательство. Из вида решения (3.3.1) и вида якобиана (3.3.2)
можно сделать вывод о том, что достаточно рассмотреть только случай
b > 0. Рассмотрим случай y = 0. Якобиан преобразования (3.3.2) в силу
решения (3.3.1) при y = 0 имеет вид

det J |y=0 =

(
1 + 16 bA

b2 − 3τ 2

(b2 + τ 2)3

)2

.
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Пусть A = ab3, τ = νb, тогда условие существования точки, в которой
det J |y=0 = 0, примет вид

a = − (1 + ν2)3

16(1− 3ν2)
.

Область значений параметра a есть R\(−1/16; 1/4). Следовательно, для
того, чтобы при y = 0 якобиан был отличен от нуля при всех τ , необхо-
димо и достаточно выполнение условия −b3/16 < A < b3/4 .

Рассмотрим вопрос о достаточности сформулированного условия.
Пусть снова A = ab3, τ = νb и дополнительно y = σb2, σ > 0. Из
вида решения (3.3.1) и якобиана (3.3.2) следует, что достаточно рассмот-
реть τ > 0, то есть ν > 0.

В условии равенства нулю якобиана Ny ±
√
y Uy = 1 сделаем преоб-

разование, обратимое в области σ > 0, ν > 0

σ =
α2β2

4
, ν =

√
(α2 + 1)(β2 − 1) , α > 0, β > 1 .

Условие существования точки, в которой det J = 0, примет вид

−1

16 a
=

(α2 − 3β2 + 4)β2
(
β
√
α2 + 1± α

√
β2 − 1

)
± 2α(α2 + β2)

√
β2 − 1

(α2 + β2)3β3

Таким образом, достаточно доказать, что при α > 0, β > 1

−(α2 + β2)3β3

4
6(α2 − 3β2 + 4)β2

(
β
√
α2 + 1±

± α
√
β2 − 1

)
± 2α(α2 + β2)

√
β2 − 1 6 (α2 + β2)3β3 ,

т.е. доказать четыре неравенства.
Рассмотрим сначала неравенство

(α2 + β2)3β3 > (α2 − 3β2 + 4)β2
(
β
√
α2 + 1 + α

√
β2 − 1

)
+

+ 2α(α2 + β2)
√
β2 − 1

(3.3.3)
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Так как α2−3β2+4 = α2+β2+4(1−β2) 6 α2+β2, то для доказательства
неравенства (3.3.3) достаточно показать справедливость неравенства

(α2 + β2)2β3 − β2
(
β
√

α2 + 1 + α
√
β2 − 1

)
− 2α

√
β2 − 1 > 0 . (3.3.4)

Так как β > 1 и
√

(α2 + 1) 6 1 + α2/2, то для доказательства неравен-
ства (3.3.4) достаточно показать справедливость неравенства

(α2 + β2)2 −
(
1 +

α2

2
+ 3α

√
β2 − 1

)
> 0 (3.3.5)

Для доказательства неравенства (3.3.5) сделаем замену β2−1 = δ2, δ > 0,
тогда

(α2 + β2)2 −
(
1 +

α2

2
+ 3α

√
β2 − 1

)
> 0 ⇔

⇔ (α2 + δ2 + 1)2 −
(
1 +

α2

2
+ 3αδ

)
> 0 ⇔

⇔ α4 + δ4 + 2α2δ2 +
3

2
α2 + 2δ2 − 3αδ > 0

Последнее неравенство выполнено в силу

3

2
α2 + 2δ2 − 3αδ =

3

2
(α− δ)2 +

1

2
δ2 > 0

и неравенство (3.3.3) доказано.
Теперь рассмотрим неравенство

(α2 + β2)3β3 > (α2 − 3β2 + 4)β2
(
β
√
α2 + 1− α

√
β2 − 1

)
−

− 2α(α2 + β2)
√

β2 − 1

Легко показать, что при α > 0 и β > 1 выполнено β
√
α2 + 1 −

α
√
β2 − 1 > 0, тогда достаточно доказать, что

(α2 + β2)3β3 > (α2 + β2)β2
(
β
√
α2 + 1− α

√
β2 − 1

)
−

− 2α(α2 + β2)
√

β2 − 1 .
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Рассуждения, аналогичные приведённым выше, позволяют рассмотреть
следующую цепочку достаточных условий

(α2 + β2)3β3 > (α2 + β2)β2
(
β
√

α2 + 1− α
√

β2 − 1
)
−

− 2α(α2 + β2)
√
β2 − 1 ⇐

(α2 + β2)2β3 > β2
(
β
√
α2 + 1− α

√
β2 − 1

)
− 2α

√
β2 − 1 ⇐

(α2 + β2)2β3 − β3
√
α2 + 1 + αβ2

√
β2 − 1 + 2α

√
β2 − 1 > 0 ⇐

β3
(
(α2 + β2)2 −

√
α2 + 1

)
> 0 .

Последнее неравенство выполнено в силу β > 1. В частности, из уже
доказанного следует, что для существования точки, в которой якобиан
равен нулю, необходимо, чтобы было выполнено

− 1

16a
6 1 .

Тогда при a ∈ (−1/16; 0) обрушения решения (3.2.2) в рассматриваемой
области η + x > 0 не происходит ни в какой момент времени.

Оставшиеся два неравенства имеют вид f±(α, β) > 0, где

f±(α, β) =
(α2 + β2)3β3

4
+(α2 − 3β2 + 4)β2

(
β
√

α2 + 1±

± α
√

β2 − 1
)
± 2α(α2 + β2)

√
β2 − 1 .

При этом графики функций f+ и f− имеют вид, приведённый на рис. 1
и рис. 2.
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Рис. 1: Графики функций f+(α, β), f−(α, β) при 0 < α 6 0, 5; 1 < β 6
1, 5 .

Рис. 2: Графики функций f+(α, β), f−(α, β) при 0 < α 6 100; 1 < β 6
101 .

Таким образом, достаточность сформулированного условия подтвержда-
ется по крайней мере численно.
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Предложение 3.3.3. Для решения (3.2.2) и соответствующего
ему решения нелинейной системы уравнений при A ∈ R выполнены
следующие соотношения

N(y, τ) = N(y,−τ) , U(y, τ) = −U(y,−τ) ,

η(x, t) = η(x,−t) , u(x, t) = −u(x,−t) .

В частности, u(x, 0) = 0. При этом момент τ = 0 в решении линейной
системы уравнений соответствует моменту t = 0 в преобразованном
решении нелинейной системы уравнений.

Замечание 3.3.1. Для преобразованного решения (3.2.1) падающая
и отраженная волна существенно различны [72].

На рис. 3, 4 приведены графики функций N(y, τ) и η(x, t) для реше-
ния (3.2.1) и для решения (3.2.2) для двух значений переменных τ и t.
Отметим, что для решения (3.2.1) выполнено N(y, 0) = 0. При отраже-
нии набегающей волны в момент времени t = 0 на рис. 4 наблюдаются
нелинейные эффекты заплеска, когда волна отражается от берега при
x < 0, и усиления амплитуды.
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Рис. 3: Графики функции N = N(y, τ) при τ = −20, 0 ; A = 4, b = −4 :
1 – решение (3.2.1), 2 – решение (3.2.2).
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Рис. 4: Графики отклонения свободной поверхности η = η(x, t) в момен-
ты времени t = −20, 0 ; A = 4, b = −4 и профиля дна: 1 – преобразован-
ное решение (3.2.1), 2 – преобразованное решение (3.2.2).

3.4. Основные результаты главы

Сформулируем основные результаты главы:

1. Получен класс точных решений линеаризованной одномерной системы
уравнений мелкой воды над наклонным дном, описывающий набегание
на берег волны в форме сглаженной “ступеньки” и её отражение от бере-
га без обрушения. Полученные решения определяются аналитическими
функциями.
2. Проведён анализ области параметров, в которой полученное решение
линейной системы уравнений определяет решение исходной нелинейной
системы, существующее в течение всего времени.
3. Построены графики полученного решения исходной нелинейной одно-
мерной системы уравнений мелкой воды для некоторых значений пара-
метров и моментов времени. Показаны нелинейный эффект заплеска и
эффект усиления амплитуды при отражении волны от берега.
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ГЛАВА 4 d

ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ И СИММЕТРИИ ОДНОМЕРНОГО
УРАВНЕНИЯ МЕЛКОЙ ВОДЫ НАД НЕРОВНЫМ ДНОМ В
ЛАГРАНЖЕВЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

4.1. Основные уравнения

От одномерной системы уравнений мелкой воды в эйлеровых пере-
менных (1.1.1) можно перейти к уравнению в лагранжевых переменных.
Для этого, используя второе уравнение системы уравнений (1.1.1), мож-
но ввести новую зависимую переменную m = m(x, t) и получить следу-
ющую промежуточную систему уравнений

ut + uux + ρx = h′(x) ,

mx = ρ ,

mt = −uρ ,

(4.1.1)

где ρ = η + h(x).
Из второго и третьего уравнений промежуточной системы (4.1.1) сле-

дует, что
dm

dt
= mt + umx = 0 ,

то есть m – лагранжева переменная. Выбирая в качестве независимых пе-
ременных m и t, получим уравнение одномерной мелкой воды над неров-
ным дном в лагранжевых переменных [59]

xtt −
xmm

x3m
= h′(x) . (4.1.2)

Взаимно-однозначное соответствие между системой уравнений (4.1.1)
и уравнением (4.1.2) даётся соотношениями

u = xt, ρ =
1

xm
. (4.1.3)

dРезультаты этой главы опубликованы в работах [7, 8, 12,13,23,24].
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4.2. Гидродинамические законы сохранения
промежуточной системы уравнений

Будем искать гидродинамические законы сохранения системы (4.1.1)
в виде пар функций P = P (x, t, u, ρ,m), Q = Q(x, t, u, ρ,m), для которых
дивергентная форма

Dx(P ) +Dt(Q) (4.2.1)

тождественно равна нулю на решениях системы (4.1.1). Здесь

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ ρx

∂

∂ρ
+mx

∂

∂m
+ . . . ,

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ ρt

∂

∂ρ
+mt

∂

∂m
+ . . .

– операторы полных производных по соответствующим переменным.
На решениях системы уравнений (4.1.1) условие равенства нулю вы-

ражения (4.2.1) принимает вид

Px + uxPu + ρxPρ + ρPm +Qt + (h′(x)− ρx − uux)Qu −

− (uρx + uxρ)Qρ − uρQm = 0 .

Полагая равными нулю коэффициенты при производных ux и ρx, по-
лучаем следующую переопределённую систему линейных однородных
уравнений

Pu = ρQρ + uQu ,

Pρ =uQρ +Qu ,

Px = − ρPm + uρQm − h′Qu −Qt .

(4.2.2)

Переопределённая система (4.2.2) была исследована на совместность.
Далее приводятся результаты этого исследования при каждом профиле
дна h(x).
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Общий случай. h(x) – произвольная функция.
В этом случае промежуточная система уравнений (4.1.1) обладает сле-
дующими гидродинамическими законами сохранения

P1 =
u2

2
+ ρ− h , Q1 = u ,

P2 = uρ(u2 + 2ρ− 2h) , Q2 = u2ρ+ (ρ− h)2 .

Случай 1. h = a1x+ a2.
Обозначим v = u − a1t. Тогда дополнительные законы сохранения про-
межуточной системы уравнений (4.1.1) соответствуют функциям

P3 = 2tρv2 + (3a1t
2 − 2x)ρv + tρ2 + (a21t

3 − 2a1tx)ρ+ 2a1a2tx− a22t− a21a2t
3 ,

Q3 = 2tρv + (a1t
2 − 2x)ρ− a1a2t

2 + 2a2x ,

P4 = 16tρv4 + (25a1t
2 − 18x)ρv3 − 4mv3 + 72tρ2v2 + (9a21t

3 − 18a1tx)ρv
2 +

+(66a1t
2 − 36x)ρ2v − 6a1mtv2 − 12m(ln ρ+ 1)ρv + 16tρ3 +

+ (9a21t
3 − 18a1tx)ρ

2 − 12a1mtρ ln ρ ,

Q4 = 16tρv(v2 + 3ρ) + (9a1t
2 − 18x)ρ(v2 + ρ)− 6mv2 − 12ρm ln ρ ,

P5 = 10tρv3 + (16a1t
2 − 12x)ρv2 − 2mv2 + 20tρ2v + (6a21t

3 − 12a1tx)ρv −

− 4a1mtv + (13a1t
2 − 6x)ρ2 − 4mρ ,

Q5 = 10tρ(v2 + ρ) + (6a1t
2 − 12x)ρv − 4mv ,

P∞ = a1tq + p , Q∞ = q .

Здесь p = p(v, ρ), q = q(v, ρ) – произвольное решение линейной системы
уравнений

pv = ρqρ + vqv ,

pρ = vqρ + qv .

Случай 2. h = a1x
2 + a2x+ a3.

Случай 2.1. a1 > 0.
В этом случае дополнительные законы сохранения системы уравне-
ний (4.1.1) соответствуют функциям

P3 = e−t
√
2a1

(
(
√
2a1u

2 + uh′)ρ+

√
2a1
2

(ρ2 − h2)
)
,
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Q3 = e−t
√
2a1(

√
2a1uρ+ (ρ− h)h′) ,

P4 = et
√
2a1

(
(−

√
2a1u

2 + uh′)ρ−
√
2a1
2

(ρ2 − h2)
)
,

Q4 = et
√
2a1(−

√
2a1uρ+ (ρ− h)h′) .

Случай 2.2. a1 < 0.
В этом случае дополнительные законы сохранения системы уравне-
ний (4.1.1) соответствуют функциям

P3 = sin(t
√
−2a1)

(√
−2a1u

2ρ+

√
−2a1
2

(ρ2 − h2)
)
+ cos(t

√
−2a1)uρh

′ ,

Q3 = sin(t
√
−2a1)

√
−2a1uρ+ cos(t

√
−2a1)(ρ− h)h′ ,

P4 = − cos(t
√
−2a1)

(√
−2a1u

2ρ−
√
−2a1
2

(ρ2 − h2)
)
− sin(t

√
−2a1)uρh

′ ,

Q4 = − cos(t
√
−2a1)

√
−2a1uρ+ sin(t

√
−2a1)(ρ− h)h′ .

Случай 3. h = a1(x+ a2)
−4/3 + a3, a1 ̸= 0, x > −a2.

В этом случае дополнительные законы сохранения системы уравне-
ний (4.1.1) соответствуют функциям

P3 =− 5tρu(u2 + 2ρ) + 3(x+ a2)ρ(2u
2 + ρ) +

+
(
10h− 8a3

)
tρu+mu2 + 2m(ρ− h) ,

Q3 = −5tρ(u2 + ρ) + 6(x+ a2)ρu+
(
10h− 8a3

)
tρ+ 2mu .

4.3. Законы сохранения первого порядка
уравнения мелкой воды над неровным
дном в лагранжевых переменных

Законы сохранения промежуточной системы уравнений (4.1.1) взаим-
но-однозначно соответствуют законам сохранения уравнения мелкой во-
ды в лагранжевых переменных (4.1.2). Непосредственная связь между
соответствующими пространствами законов сохранения даётся с помо-
щью соотношений (4.1.3) и

Предложение 4.3.1. Гидродинамический закон сохранения систе-
мы уравнений (4.1.1) с функциями P , Q определяет закон сохранения
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первого порядка уравнения (4.1.2) с функциями P̃ = P −xtQ, Q̃ = xmQ.
Верно и обратное.

Доказательство. Обозначим операторы полных производных по пе-
ременным m и t через D̃m и D̃t. Их ограничения на поверхность, соот-
ветствующую уравнению (4.1.2) в пространстве зависимых переменных,
независимых переменных и их производных, обозначим через D̂m и D̂t.
Ограничения операторов Dx и Dt на поверхность, соответствующую си-
стеме уравнений (4.1.1), обозначим через Dx и Dt. В силу соотноше-
ний (4.1.3), эти операторы связаны следующим образом

Dx =
1

xm
D̂m, Dt = D̂t −

xt
xm

D̂m .

Тогда

Dx(P ) +Dt(Q) =
1

xm
D̂m(P ) + D̂t(Q)− xt

xm
D̂m(Q) =

=
1

xm

(
D̂m(P − xtQ) + D̂t(xmQ)

)
.

Откуда следует справедливость данного предложения.
С помощью данного предложения можно получить все законы сохра-

нения первого порядка уравнения (4.1.2) из гидродинамических законов
сохранения промежуточной системы уравнений (4.1.1).
Общий случай. h(x) – произвольная функция.
В этом случае уравнение (4.1.2) обладает следующими законами сохра-
нения первого порядка

P̃1 = −x2t
2

+
1

xm
− h(x) , Q̃1 = xtxm ,

P̃2 = xt

( 1

x2m
− h2(x)

)
, Q̃2 = x2t + xm

( 1

xm
− h(x)

)2

.

Случай 1. h = a1x+ a2.
В этом случае дополнительные законы сохранения первого порядка урав-
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нения (4.1.2) соответствуют функциям

P̃3 = (a1a2t
2 − 2a2x)r + ts2 − a22t ,

Q̃3 = 2tr +
2a2x− a1a2t

2

s
+ a1t

2 − 2x ,

P̃4 = 2mr3 + 24tr2s2 − (18x− 9a1t
2)rs2 − 12mrs+ 16ts3 ,

Q̃4 = 16tr(r2 + 3s) + (9a1t
2 − 18x)(r2 + s)− 6mr2

s
− 12m ln s ,

P̃5 = 10trs2 + 2mr2 + (3a1t
2 − 6x)s2 − 4ms ,

Q̃5 = 10tr2 + 10ts+ (6a1t
2 − 12x)r − 4mr

s
,

P̃∞ = p(r, s)− rq(r, s) , Q̃∞ =
q(r, s)

s
.

Здесь r = xt − a1t, s = 1/xm; p(r, s), q(r, s) – произвольное решение
системы уравнений

pr = sqs + rqr ,

ps = rqs + qr .

Случай 2. h = a1x
2 + a2x+ a3.

Случай 2.1. a1 > 0.
В этом случае дополнительные законы сохранения первого порядка урав-
нения (4.1.2) соответствуют функциям

P̃3 = e−t
√
2a1

(
xthh

′ +

√
2a1
2

( 1

x2m
− h2

))
,

Q̃3 = e−t
√
2a1(

√
2a1xt + (1− xmh)h

′) ,

P̃4 = et
√
2a1

(
xthh

′ −
√
2a1
2

( 1

x2m
− h2

))
,

Q̃4 = et
√
2a1(−

√
2a1xt + (1− xmh)h

′) .

Случай 2.2. a1 < 0.
В этом случае дополнительные законы сохранения первого порядка урав-
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нения (4.1.2) соответствуют функциям

P̃3 = cos(t
√
−2a1 )xthh

′ +

√
−2a1
2

sin(t
√
−2a1 )

( 1

x2m
− h2

)
,

Q̃3 = sin(t
√
−2a1 )

√
−2a1xt + cos(t

√
−2a1 )(1− xmh)h

′ ,

P̃4 = sin(t
√
−2a1 )xthh

′ −
√
−2a1
2

cos(t
√
−2a1 )

( 1

x2m
− h2

)
,

Q̃4 = − cos(t
√
−2a1 )

√
−2a1xt + sin(t

√
−2a1 )(1− xmh)h

′ .

Случай 3. h = a1(x+ a2)
−4/3 + a3, a1 ̸= 0, x > −a2.

В этом случае дополнительные законы сохранения первого порядка урав-
нения (4.1.2) соответствуют функциям

P̃3 = −5txt
x2m

−mx2t +
3(x+ a2)

x2m
+ 2m

( 1

xm
− h

)
,

Q̃3 = −5t
(
x2t +

1

xm

)
+ 6(x+ a2)xt + (10h− 8a3)t+ 2mxtxm .

4.4. Контактные симметрии уравнения мелкой
воды над неровным дном в лагранжевых
переменных

Оператор контактной симметрии уравнения (4.1.2) будем искать в
каноническом виде [39,43]

Y = W
∂

∂x
.

Здесь W = W (m, t, x, xm, xt) – характеристика симметрии. Соответству-
ющий оператор симметрии имеет вид

X = ξ1
∂

∂m
+ ξ2

∂

∂t
+ η

∂

∂x
+ ζ1

∂

∂xm
+ ζ2

∂

∂xt
,

где

ξ1 = −∂W

∂xm
, ξ2 = −∂W

∂xt
, η = W + ξ1xm + ξ2xt ,

ζ1 =
∂W

∂m
+ xm

∂W

∂x
, ζ2 =

∂W

∂t
+ xt

∂W

∂x
.
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Используя критерий инвариантности [43], получаем следующую пе-
реопределённую систему определяющих уравнений

∂2W

∂x2t
− x3m

∂2W

∂x2m
= 0 ,

∂2W

∂m∂xt
− x3m

∂2W

∂t∂xm
− x3mxt

∂2W

∂x∂xm
+ xm

∂2W

∂x∂xt
− h′(x)x3m

∂2W

∂xm∂xt
= 0 ,

2xm
∂2W

∂m∂xm
− 2xm

∂2W

∂t∂xt
+ 2x2m

∂2W

∂x∂xm
− 2xmxt

∂2W

∂x∂xt
−

− 2h′(x)x4m
∂2W

∂x2t
− 3

∂W

∂m
− 3xm

∂W

∂x
= 0 ,

∂2W

∂m2
+ 2xm

∂2W

∂m∂x
− 2h′(x)x3m

∂2W

∂m∂xm
− x3m

∂2W

∂t2
− 2x3mxt

∂2W

∂t∂x
+

+ x2m(1− xmx
2
t )
∂2W

∂x2
− 2h′(x)x4m

∂2W

∂x∂xm
+ (h′(x))2x6m

∂2W

∂x2m
+

+ 3h′(x)x2m
∂W

∂m
+ 2h′(x)x3m

∂W

∂x
− h′′(x)x3m

(
xm

∂W

∂xm
+

∂W

∂xt
−W

)
= 0.

Эту систему можно исследовать на совместность. Далее приводятся
результаты этого исследования для всех возможных профилей дна h =

h(x).
Общий случай. h(x) – произвольная функция.
В этом случае уравнение (4.1.2) обладает симметриями с характеристи-
ками

W1 = xm , W2 = xt .

Соответствующие операторы симметрии имеют вид

X1 = − ∂

∂m
, X2 = − ∂

∂t
.

Случай 1. h = a1x+ a2.
Обозначим r = xt−a1t, s = 1/xm, тогда характеристики дополнительных
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контактных симметрий уравнения (4.1.2) имеют вид

W3 = 2t , W4 = 48tr2 + 48ts+ 2(9a1t
2 − 18x)r − 12mr

s
,

W5 = 20tr + 6a1t
2 − 12x− 4m

s
,

W6 = 2x− 3tr − a1t
2 , W∞ =

w(r, s)

s
,

где w = w(r, s) – произвольное решение линейного уравнения

wrr = swss .

Соответствующие операторы симметрии имеют вид

X3 = 2t
∂

∂x
,

X4 =
(
48ts2 + 12mr

) ∂

∂m
+
(12m

s
− 96tr − 18a1t

2 + 36x
) ∂

∂t
+

+
(
96ts+ 48tr2 − 2a1t(9a1t

2 − 18x)− 96t(r + a1t)r +
12m

s
(r + a1t)

) ∂

∂x
+

+
(
48s+ 12r2 − 96a1tr − 2a1(9a1t

2 − 18x) +
12a1m

s

) ∂

∂xt
− 48r

s

∂

∂xm
,

X5 = 4m
∂

∂m
− 20t

∂

∂t
− (14a1t

2 + 12x)
∂

∂x
,

X6 = 3t
∂

∂t
+ 2(x+ a1t

2)
∂

∂x
,

X∞ = (sws − w)
∂

∂m
− wr

s

∂

∂t
+
(
ws − (r + a1t)

wr

s

) ∂

∂x
− a1

wr

s

∂

∂xt
.

В этом случае уравнение (4.1.2) линеаризуется подходящим контакт-
ным преобразованием. Например, контактное преобразование

r = xt − a1t, s = x−1
m , y = x− txt + 0, 5a1t

2 −mxm,

yr = −t, ys = mx2m

приводит к уравнению
yrr = (sy)ss .

Случай 2. h = a1x
2 + a2x+ a3.

Случай 2.1. a1 > 0.
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В этом случае характеристики дополнительных симметрий уравне-
ния (4.1.2) имеют вид

W3 =
√
2a1e

−t
√
2a1 , W4 = −

√
2a1e

t
√
2a1 , W5 = 6a1mxm−2a1x−a2 .

Соответствующие операторы симметрии имеют вид

X3 =
√
2a1e

−t
√
2a1

∂

∂x
,

X4 = −
√
2a1e

t
√
2a1

∂

∂x
,

X5 = −6a1m
∂

∂m
− (2a1x+ a2)

∂

∂x
.

Случай 2.2. a1 < 0.
В этом случае характеристики дополнительных симметрий уравне-
ния (4.1.2) имеют вид

W3 =
√
−2a1 sin(t

√
−2a1) ,

W4 = −
√
−2a1 cos(t

√
−2a1) ,

W5 = 6a1mxm − 2a1x− a2 .

Соответствующие операторы симметрии имеют вид

X3 =
√
−2a1 sin(t

√
−2a1)

∂

∂x
,

X4 = −
√
−2a1 cos(t

√
−2a1)

∂

∂x
,

X5 = −6a1m
∂

∂m
− (2a1x+ a2)

∂

∂x
.

Случай 3. h = a1(x+ a2)
a4 + a3, a1 ̸= 0, a4 ̸= 0, 1, 2.

В этом случае характеристика дополнительной симметрии уравне-
ния (4.1.2) имеет вид

W3 = 3(a4 − 2)txt − 6(a4 + 1)mxm + 6(x+ a2) .

Соответствующий оператор симметрии имеет вид

X3 = − 3(a4 − 2)t
∂

∂t
+ 6(a4 + 1)m

∂

∂m
+ 6(x+ a2)

∂

∂x
.
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Случай 4. h = a1 ln(x+ a2) + a3, a1 ̸= 0, x > −a2.
В этом случае характеристика дополнительной симметрии уравне-
ния (4.1.2) имеет вид

W3 = txt +mxm − (x+ a2) .

Соответствующий оператор симметрии имеет вид

X3 = −t
∂

∂t
−m

∂

∂m
− (x+ a2)

∂

∂x
.

Случай 5. h = a1e
a2x + a3, a1 ̸= 0, a2 ̸= 0.

В этом случае характеристика дополнительной симметрии уравне-
ния (4.1.2) имеет вид

W3 = a2txt − 2a2mxm + 2 .

Соответствующий оператор симметрии имеет вид

X3 = −a2t
∂

∂t
+ 2a2m

∂

∂m
+ 2

∂

∂x
.

Таким образом, на основании полученной классификации также мож-
но сделать вывод о том, что одномерное уравнение мелкой воды в лагран-
жевых переменных (4.1.2) может быть линеаризовано контактным пре-
образованием только в случаях горизонтального и наклонного профилей
дна.

4.5. Основные результаты главы

Сформулируем основные результаты главы:

1. Введена в рассмотрение промежуточная система уравнений мелкой
воды, одновременно описывающая решения одномерных уравнений мел-
кой воды в эйлеровых и лагранжевых переменных.
2. Для одномерного уравнения мелкой воды в лагранжевых переменных
найдены все базовые законы сохранения первого порядка.
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3. Для одномерного уравнения мелкой воды в лагранжевых переменных
при каждом профиле дна найдены все законы сохранения первого по-
рядка, дополнительные к базовым.
4. Для одномерного уравнения мелкой воды в лагранжевых переменных
найдено ядро алгебры Ли операторов контактных симметрий.
5. Для одномерного уравнения мелкой воды в лагранжевых переменных
при каждом профиле дна найдены все операторы контактных симмет-
рий, дополнительные к ядру алгебры Ли операторов симметрии.
6. Показано, что одномерное уравнение мелкой воды в лагранжевых пе-
ременных линеаризуется контактным преобразованием только в случаях
горизонтального и наклонного профилей дна.
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ГЛАВА 5 e

ГРУППОВАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ ДВУМЕРНОЙ
СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ НАД
НЕРОВНЫМ ДНОМ

5.1. Основные уравнения

В безразмерных переменных двумерная система уравнений мелкой
воды над неровным дном имеет следующий вид [53]

ut + uux + vuy + ηx = 0 ,

vt + uvx + vvy + ηy = 0 ,

ηt +
(
(η + h)u

)
x
+
(
(η + h)v

)
y
= 0 .

(5.1.1)

Здесь u = u(x, y, t), v = v(x, y, t) – компоненты средней по глубине гори-
зонтальной скорости; η = η(x, y, t) – отклонение свободной поверхности;
z = −h(x, y) – профиль дна, η + h(x, y) – глубина, η + h(x, y) > 0.

5.2. Система определяющих уравнений

Операторы симметрии системы уравнений (5.1.1) ищем в виде

X = ξ1(x, y, t, u, v, η)∂x + ξ2(x, y, t, u, v, η)∂y + ξ3(x, y, t, u, v, η)∂t +

+ η1(x, y, t, u, v, η)∂u + η2(x, y, t, u, v, η)∂v + η3(x, y, t, u, v, η)∂η .
(5.2.1)

Первое продолжение оператора (5.2.1) имеет вид

X
1
= X + ζ1x∂ux

+ ζ1y∂uy
+ ζ1t ∂ut

+ ζ2x∂vx + ζ2y∂vy + ζ2t ∂vt +

+ ζ3x∂ηx + ζ3y∂ηy + ζ3t ∂ηt ,

где

ζ1x = Dx(η
1)− uxDx(ξ

1)− uyDx(ξ
2)− utDx(ξ

3),

eРезультаты этой главы опубликованы в работах [4, 5, 10,14,16,21,26].
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ζ1y = Dy(η
1)− uxDy(ξ

1)− uyDy(ξ
2)− utDy(ξ

3),

ζ1t = Dt(η
1)− uxDt(ξ

1)− uyDt(ξ
2)− utDt(ξ

3),

ζ2x = Dx(η
2)− vxDx(ξ

1)− vyDx(ξ
2)− vtDx(ξ

3),

ζ2y = Dy(η
2)− vxDy(ξ

1)− vyDy(ξ
2)− vtDy(ξ

3),

ζ2t = Dt(η
2)− vxDt(ξ

1)− vyDt(ξ
2)− vtDt(ξ

3),

ζ3x = Dx(η
3)− ηxDx(ξ

1)− ηyDx(ξ
2)− ηtDx(ξ

3),

ζ3y = Dy(η
3)− ηxDy(ξ

1)− ηyDy(ξ
2)− ηtDy(ξ

3),

ζ3t = Dt(η
3)− ηxDt(ξ

1)− ηyDt(ξ
2)− ηtDt(ξ

3).

Здесь

Dx = ∂x + ux∂u + vx∂v + ηx∂η,

Dy = ∂y + uy∂u + vy∂v + ηy∂η,

Dt = ∂t + ut∂u + vt∂v + ηt∂η

– операторы полных производных по соответствующим переменным.
Используя критерий инвариантности [43] для системы уравне-

ний (5.1.1), получаем систему определяющих уравнений

ξ1u = 0 , ξ1v = 0 , ξ1η = 0 , ξ2u = 0 , ξ2v = 0 , ξ2η = 0 , η3v = 0 ,

ξ3u = 0 , ξ3v = 0 , ξ3η = 0 , η1η = ξ3x , η2η = ξ3y , η3u = 0 ,

− uξ1x − vξ1y − ξ1t + (u2 + η + h)ξ3x + uvξ3y + uξ3t + η1 − (η + h)η1η = 0 ,

− uξ2x − vξ2y − ξ2t + uvξ3x + v2ξ3y + vξ3t + η2 = 0 , −ξ2x + vξ3x − η1v = 0 ,

− ξ1x + 2uξ3x + vξ3y + ξ3t − η1u + η3η = 0 , uη1x + vη1y + η1t + η3x = 0 ,

(uhx + vhy)ξ
3
y + uη2x + vη2y + η2t − (uhx + vhy)η

2
η + η3y = 0 , η1v + η2u = 0 ,

ξ1y − uξ3y + η2u = 0 , −ξ2y + uξ3x + 2vξ3y + ξ3t − η2v + η3η = 0 ,

(η + h)(−ξ1x + 2uξ3x + vξ3y + ξ3t + η1u − η3η) + hxξ
1 + hyξ

2 + η3 = 0 , (5.2.2)

(η + h)(−ξ2y + uξ3x + 2vξ3y + ξ3t + η2v − η3η) + hxξ
1 + hyξ

2 + η3 = 0 ,

− uξ1x − vξ1y − ξ1t + (u2 + η + h)ξ3x + uvξ3y + uξ3t + (η + h)η1η + η1 − η3u = 0 ,

− uξ2x − vξ2y − ξ2t + uvξ3x + (v2 + η + h)ξ3y + vξ3t + (η + h)η2η − η3v + η2 = 0 ,
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u(uhx + vhy)ξ
3
x + v(uhx + vhy)ξ

3
y + (uhx + vhy)ξ

3
t +

+ (η + h)(η1x + η2y) + uη3x + vη3y + η3t − (uhx + vhy)η
3
η +

+ (uhxx + vhxy)ξ
1 + (uhxy + vhyy)ξ

2 + hxη
1 + hyη

2 = 0 .

5.3. Анализ классифицирующего уравнения

Из системы уравнений (5.2.2) находим

ξ1 = − .
ax− 2By + 2k ,

ξ2 = − .
ay + 2Bx+ 2l ,

ξ3 = −2a− 2Ct ,

η1 = (
.
a+ 2C)u− 2Bv − ..

ax+ 2
.

k ,

η2 = (
.
a+ 2C)v + 2Bu− ..

ay + 2
.

l ,

η3 = (2
.
a+ 4C)η +

x2 + y2

2

...
a − 2

..

kx− 2
..

l y +
.

f .

Функции a = a(t), k = k(t), l = l(t), f = f(t) и константы B, C опреде-
ляются из классифицирующего уравнения(

− .
ax− 2By + 2k

)
hx +

(
− .
ay + 2Bx+ 2l

)
hy − (2

.
a+ 4C)h =

= − x2 + y2

2

...
a + 2x

..

k + 2y
..

l −
.

f .
(5.3.1)

Ядро операторов симметрии системы уравнений (5.1.1) находится
из условия выполнения соотношения (5.3.1) при произвольной функции
h(x, y). Откуда находим, что ядро операторов симметрии задается опе-
ратором симметрии

X1 = ∂t . (5.3.2)

Рассмотрим случаи, при которых возможно расширение ядра опера-
торов симметрии. Дифференцируя классифицирующее уравнение (5.3.1)
по переменной t, получим следующее уравнение(

− ..
ax+ 2

.

k
)
hx +

(
− ..
ay + 2

.

l
)
hy − 2

..
ah =

− x2 + y2

2

....
a + 2x

...

k + 2y
...

l −
..

f .
(5.3.3)
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Предполагая, что все коэффициенты уравнения (5.3.3), зависящие от пе-
ременной t, являются постоянными, запишем его в виде(

−a2x+ 2k1
)
hx +

(
−a2y + 2l1

)
hy − 2a2h =

− x2 + y2

2
a4 + 2xk3 + 2yl3 − f2 .

(5.3.4)

В случае a2 ̸= 0 из общего решения уравнения (5.3.4) находим вид
профиля h, при котором возможно такое расширение ядра операторов
симметрии, что ..

a ̸= 0:

h =
1

(x+ b1)2
H
(x+ b1
y + b2

)
+ b3(x

2 + y2) + b4x+ b5y + b6 , (5.3.5)

где bi – некоторые постоянные величины.
В случае a2 = 0, k21+l 21 ̸= 0 из общего решения уравнения (5.3.4) нахо-

дим вид профиля h, при котором возможно расширение ядра операторов
симметрии при условии ..

a = 0,
.

k
2
+

.

l
2
̸= 0:

h = H(y + b0x) + b1xy + b2x
2 + b3x , (5.3.6)

h = H(x) + b1y
2 + b2xy + b3y . (5.3.7)

В случае ..
a = 0,

.

k = 0,
.

l = 0 из анализа решения классифицирующе-
го уравнения (5.3.1) следует, что дополнительными к профилям (5.3.5)–
(5.3.7) являются следующие профили

h =H
(
ln
(
(x+ b1)

2 + (y + b2)
2
)
+

+ b3 arctg
(y + b2
x+ b1

))
exp

(
b4 arctg

(y + b2
x+ b1

))
+ b5,

h =H
(
ln
(
(x+ b1)

2 + (y + b2)
2
)
+ b3 arctg

(y + b2
x+ b1

))
+ b4 arctg

(y + b2
x+ b1

)
,

h =H(x) exp(b1y) + b2,

h =H(y + b1x) exp(b2x) + b3,

h =H
(x+ b1
y + b2

)
(x+ b1)

b3 + b4,

h =H
(x+ b1
y + b2

)
+ b3 ln(x+ b1) .
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Таким образом, расширения ядра алгебры Ли операторов симметрии
возможны только при следующих профилях дна:
I. h = H(x) + b1y

2 + b2xy + b3y.
II. h = H(y + b0x) + b1xy + b2x

2 + b3x.

III. h =
1

(x+ b1)2
H
(x+ b1
y + b2

)
+ b3(x

2 + y2) + b4x+ b5y + b6.

IV. h = H
(
ln
(
(x+b1)

2+(y+b2)
2
)
+b3 arctg

(y + b2
x+ b1

))
exp

(
b4 arctg

(y + b2
x+ b1

))
+

+ b5.
V. h = H

(
ln
(
(x+ b1)

2+(y+ b2)
2
)
+ b3 arctg

(y + b2
x+ b1

))
+ b4 arctg

(y + b2
x+ b1

)
.

VI. h = H(x) exp(b1y) + b2.
VII. h = H(y + b0x) exp(b1x) + b2.

VIII. h = H
(x+ b1
y + b2

)
(x+ b1)

b3 + b4.

IX. h = H
(x+ b1
y + b2

)
+ b3 ln(x+ b1).

Замечание 5.3.1. Случаи I-II и случаи VI-VII связаны преобразо-
ванием эквивалентности классифицирующего уравнения (5.3.1). Преоб-
разование

x̃ = y + b0x , ỹ = −x+ b0y , h̃ = (b20 + 1)h

переводит профили h случая II в профили h случая I, а профили h случая
VII в профили h случая VI. При этом искомые функции преобразуются
следующим образом

B̃ = B , C̃ = C ,
.

ã =
.
a , k̃ = l + b0k ,

l̃ = −k + b0l ,
.

f̃ = (b20 + 1)
.

f .

5.4. Случаи расширения ядра операторов симметрии

Для случаев I– IX найдем операторы симметрии, дополнительные к
оператору симметрии (5.3.2). При этом возникают следующие случаи.
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Случай 1. h = H(x) + b1y
2 + b2xy + b3y.

Случай 1.1. h = a1x+ a2y + a3.
В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

a = C1t
2 + C2t+ C3 ,

k = −a1C1

2
t3 +

(a2B
2

− a1C − 3a1C2

4

)
t2 + C4t+ C5 ,

l = −a2C1

2
t3 +

(
−a1B

2
− a2C − 3a2C2

4

)
t2 + C6t+ C7 ,

f =
C1(a

2
1 + a22)

4
t4 +

(4C + 3C2)(a
2
1 + a22)

6
t3 + (2a3C1 − a1C4 − a2C6)t

2 +

+ (4a3C + 2a3C2 − 2a1C5 − 2a2C7)t+ C8 .

В результате получаем, что ядро операторов симметрии расширяется
операторами симметрии

X2 = −
(
x+

3a1
2

t2
)
∂x −

(
y +

3a2
2

t2
)
∂y − 2t∂t + (u− 3a1t)∂u +

+ (v − 3a2t)∂v +
(
2η + 3a1x+ 3a2y +

3(a21 + a22)

2
t2 + 2a3

)
∂η ,

X3 = − (2tx+ a1t
3)∂x − (2ty + a2t

3)∂y − 2t2∂t +

+ (2tu− 2x− 3a1t
2)∂u + (2tv − 2y − 3a2t

2)∂v +

+ (4tη + 6a1tx+ 6a2ty + (a21 + a22)t
3 + 4a3t)∂η ,

X4 = t∂x + ∂u − a1t∂η ,

X5 = t∂y + ∂v − a2t∂η ,

X6 = ∂x − a1∂η ,

X7 = ∂y − a2∂η ,

X8 =(−2y + a2t
2)∂x + (2x− a1t

2)∂y + (−2v + 2a2t)∂u + (2u− 2a1t)∂v +

+ (−2a2x+ 2a1y)∂η ,

X9 = − a1t
2∂x − a2t

2∂y − t∂t + (u− 2a1t)∂u + (v − 2a2t)∂v +

+ (2η + 2a1x+ 2a2y + (a21 + a22)t
2 + 2a3)∂η .

Случай 1.2. h = a1x
2 + a2y

2 + a3xy + a4x+ a5y + a6, a21 + a22 + a23 ̸= 0.
Случай 1.2.1. h = a1(x

2 + y2) + a4x+ a5y + a6, a1 > 0.
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В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

a = C1e
t
√
8a1 + C2e

−t
√
8a1 − Ct+ C3 ,

k = − C1a4
√
8a1 e

t
√
8a1 − C2a4

√
8a1 e

−t
√
8a1 + 2a5B − a4C

4a1
+

+ C4e
t
√
2a1 + C5e

−t
√
2a1 ,

l = − C1a5
√
8a1 e

t
√
8a1 − C2a5

√
8a1 e

−t
√
8a1 − 2a4B − a5C

4a1
+

+ C6e
t
√
2a1 + C7e

−t
√
2a1 ,

f = C1

(
2a6 +

a24 + a25
2a1

)
et

√
8a1 + C2

(
2a6 +

a24 + a25
2a1

)
e−t

√
8a1 +

+

√
2

√
a1
(a4C5 + a5C7)e

−t
√
2a1 −

√
2

√
a1
(a4C4 + a5C6)e

t
√
2a1 +

+ Ct
(
2a6 −

a24 + a25
2a1

)
+ C8 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = et
√
8a1

(
−
(√

8a1x+
2a4√
2a1

)
∂x −

(√
8a1y +

2a5√
2a1

)
∂y − 2∂t +

+ (
√
8a1u− 8a1x− 4a4)∂u + (

√
8a1v − 8a1y − 4a5)∂v +

+
(
2
√
8a1η + 4a1(x

2 + y2)
√
8a1 + 4a4

√
8a1x+ 4a5

√
8a1y +

+
√
8a1

(
2a6 +

a24 + a25
2a1

))
∂η

)
,

X3 = e−t
√
8a1

((√
8a1x+

2a4√
2a1

)
∂x +

(√
8a1y +

2a5√
2a1

)
∂y − 2∂t +

+ (−
√
8a1u− 8a1x− 4a4)∂u + (−

√
8a1v − 8a1y − 4a5)∂v +

−
(
2
√
8a1η + 4a1(x

2 + y2)
√
8a1 + 4a4

√
8a1x+ 4a5

√
8a1y +

+
√
8a1

(
2a6 +

a24 + a25
2a1

))
∂η

)
,

X4 = et
√
2a1

(
∂x +

√
2a1∂u − (2a1x+ a4)∂η

)
,

X5 = et
√
2a1

(
∂y +

√
2a1∂v − (2a1y + a5)∂η

)
,

X6 = e−t
√
2a1

(
∂x −

√
2a1∂u − (2a1x+ a4)∂η

)
,
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X7 = e−t
√
2a1

(
∂y −

√
2a1∂v − (2a1y + a5)∂η

)
,

X8 = −
(
2y +

a5
a1

)
∂x +

(
2x+

a4
a1

)
∂y − 2v∂u + 2u∂v ,

X9 =
(
x+

a4
2a1

)
∂x +

(
y +

a5
2a1

)
∂y + u∂u + v∂v +

(
2η + 2a6 −

a24 + a25
2a1

)
∂η .

Случай 1.2.2. h = a1(x
2 + y2) + a4x+ a5y + a6, a1 < 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

a = C1 sin(t
√
−8a1) + C2 cos(t

√
−8a1)− Ct+ C3 ,

k = − C1a4
√
−8a1 cos(t

√
−8a1)− C2a4

√
−8a1 sin(t

√
−8a1)

4a1
+

+
a4C − 2a5B

4a1
+ C4 sin(t

√
−2a1) + C5 cos(t

√
−2a1) ,

l = − C1a5
√
−8a1 cos(t

√
−8a1)− C2a5

√
−8a1 sin(t

√
−8a1)

4a1
+

+
2a4B + a5C

4a1
+ C6 sin(t

√
−2a1) + C7 cos(t

√
−2a1) ,

f = C1

(
2a6 +

a24 + a25
2a1

)
sin(t

√
−8a1) + C2

(
2a6 +

a24 + a25
2a1

)
cos(t

√
−8a1) +

√
2√

−a1

(
(a4C4 + a5C6) cos(t

√
−2a1)− (a4C5 + a5C7) sin(t

√
−2a1)

)
+

+ Ct
(
2a6 −

a24 + a25
2a1

)
+ C8 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = cos(t
√
−8a1)

(
−
√
−8a1x+

2a4√
−2a1

)
∂x +

+ cos(t
√
−8a1)

(
−
√
−8a1y +

2a5√
−2a1

)
∂y − 2 sin(t

√
−8a1)∂t +

+ (
√
−8a1 cos(t

√
−8a1)u− (8a1x+ 4a4) sin(t

√
−8a1))∂u +

+ (
√
−8a1 cos(t

√
−8a1)v − (8a1y + 4a5) sin(t

√
−8a1))∂v +

+
√
−8a1 cos(t

√
−8a1)

(
2η + 4a1(x

2 + y2) + 4a4x+ 4a5y +

+ 2a6 +
a24 + a25
2a1

)
∂η ,
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X3 = sin(t
√
−8a1)

(√
−8a1x− 2a4√

−2a1

)
∂x +

+ sin(t
√
−8a1)

(√
−8a1y −

2a5√
−2a1

)
∂y − 2 cos(t

√
−8a1)∂t +

+ (−
√
−8a1 sin(t

√
−8a1)u− (8a1x+ 4a4) cos(t

√
−8a1))∂u +

+ (−
√
−8a1 sin(t

√
−8a1)v − (8a1y + 4a5) cos(t

√
−8a1))∂v −

−
√
−8a1 sin(t

√
−8a1)

(
2η + 4a1(x

2 + y2) + 4a4x+ 4a5y +

+ 2a6 +
a24 + a25
2a1

)
∂η ,

X4 = sin(t
√
−2a1)∂x +

√
−2a1 cos(t

√
−2a1)∂u +

+ (−2a1x− a4) sin(t
√
−2a1)∂η ,

X5 = sin(t
√
−2a1)∂y +

√
−2a1 cos(t

√
−2a1)∂v +

+ (−2a1y − a5) sin(t
√
−2a1)∂η ,

X6 = cos(t
√
−2a1)∂x −

√
−2a1 sin(t

√
−2a1)∂u +

+ (−2a1x− a4) cos(t
√
−2a1)∂η ,

X7 = cos(t
√
−2a1)∂y −

√
−2a1 sin(t

√
−2a1)∂v +

+ (−2a1y − a5) cos(t
√
−2a1)∂η ,

X8 = −
(
2y +

a5
a1

)
∂x +

(
2x+

a4
a1

)
∂y − 2v∂u + 2u∂v ,

X9 =
(
x+

a4
2a1

)
∂x +

(
y +

a5
2a1

)
∂x + u∂u + v∂v +

(
2η + 2a6 −

a24 + a25
2a1

)
∂η .

Случай 1.2.3. h = a1x
2+a2y

2+a4x+a5y+a6, a1 ̸= a2, a1 > 0, a2 > 0.
В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

a = −Ct+ C1 ,

k = C2e
t
√
2a1 + C3e

−t
√
2a1 +

a4C

4a1
,

l = C4e
t
√
2a2 + C5e

−t
√
2a2 +

a5C

4a2
,
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f = − a4C2

√
2

√
a1

et
√
2a1 +

a4C3

√
2

√
a1

e−t
√
2a1 − a5C4

√
2

√
a2

et
√
2a2 +

+
a5C5

√
2

√
a2

e−t
√
2a2 + Ct

(
2a6 −

a24
2a1

− a25
2a2

)
+ C6 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = et
√
2a1

(
∂x +

√
2a1∂u − (2a1x+ a4)∂η

)
,

X3 = et
√
2a2

(
∂y +

√
2a2∂v − (2a2y + a5)∂η

)
,

X4 = e−t
√
2a1

(
∂x −

√
2a1∂u − (2a1x+ a4)∂η

)
,

X5 = e−t
√
2a2

(
∂y −

√
2a2∂v − (2a2y + a5)∂η

)
,

X6 =
(
x+

a4
2a1

)
∂x +

(
y +

a5
2a2

)
∂y + u∂u + v∂v +

+
(
2η + 2a6 −

a24
2a1

− a25
2a2

)
∂η .

Случай 1.2.4. h = a1x
2 + a4x+ a5y + a6, a1 > 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

a = −Ct+ C1 ,

k = C2e
t
√
2a1 + C3e

−t
√
2a1 +

a4C

4a1
,

l = −a5C

4
t2 + C4t+ C5 ,

f = − a4C2

√
2

√
a1

et
√
2a1 +

a4C3

√
2

√
a1

e−t
√
2a1 +

a25C

6
t3 − a5C4t

2 +

+
(
2a6C − a24C

2a1
− 2a5C5

)
t+ C6 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = et
√
2a1

(
∂x +

√
2a1∂u − (2a1x+ a4)∂η

)
,

X3 = t∂y + ∂v − a5t∂η ,

X4 = e−t
√
2a1

(
∂x −

√
2a1∂u − (2a1x+ a4)∂η

)
,
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X5 = ∂y − a5∂η ,

X6 =
(
x+

a4
2a1

)
∂x +

(
y − a5

2
t2
)
∂y + u∂u + (v − a5t)∂v +

+
(
2η + a5y +

a25
2
t2 + 2a6 −

a24
2a1

)
∂η .

Случай 1.2.5. h = a1x
2 + a2y

2 + a4x+ a5y + a6, a1 > 0, a2 < 0.
В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

a = −Ct+ C1 ,

k = C2e
t
√
2a1 + C3e

−t
√
2a1 +

a4C

4a1
,

l = C4 sin(t
√
−2a2) + C5 cos(t

√
−2a2) +

a5C

4a2
,

f = − a4C2

√
2

√
a1

et
√
2a1 +

a4C3

√
2

√
a1

e−t
√
2a1 +

a5C4

√
2√

−a2
cos(t

√
−2a2)−

− a5C5

√
2√

−a2
sin(t

√
−2a2) + Ct

(
2a6 −

a24
2a1

− a25
2a2

)
+ C6 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = et
√
2a1

(
∂x +

√
2a1∂u − (2a1x+ a4)∂η

)
,

X3 = sin(t
√
−2a2)∂y +

√
−2a2 cos(t

√
−2a2)∂v − (2a2y + a5) sin(t

√
−2a2)∂η ,

X4 = e−t
√
2a1

(
∂x −

√
2a1∂u − (2a1x+ a4)∂η

)
,

X5 = cos(t
√
−2a2)∂y −

√
−2a2 sin(t

√
−2a2)∂v − (2a2y + a5) cos(t

√
−2a2)∂η ,

X6 =
(
x+

a4
2a1

)
∂x +

(
y +

a5
2a2

)
∂y + u∂u + v∂v +

+
(
2η + 2a6 −

a24
2a1

− a25
2a2

)
∂η .

Случай 1.2.6. h = a2y
2 + a4x+ a5y + a6, a2 < 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

a = −Ct+ C1 ,
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k = −a4C

4
t2 + C2t+ C3 ,

l = C4 sin(t
√
−2a2) + C5 cos(t

√
−2a2) +

a5C

4a2
,

f =
a5C4

√
2√

−a2
cos(t

√
−2a2)−

a5C5

√
2√

−a2
sin(t

√
−2a2) +

a24C

6
t3 − a4C2t

2 +

+
(
2a6C − a25C

2a2
− 2a4C3

)
t+ C6 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = t∂x + ∂u − a4t∂η ,

X3 = sin(t
√
−2a2)∂y +

√
−2a2 cos(t

√
−2a2)∂v − (2a2y + a5) sin(t

√
−2a2)∂η ,

X4 = ∂x − a4∂η ,

X5 = cos(t
√
−2a2)∂y −

√
−2a2 sin(t

√
−2a2)∂v − (2a2y + a5) cos(t

√
−2a2)∂η ,

X6 =
(
x− a4

2
t2
)
∂x +

(
y +

a5
2a2

)
∂y + (u− a4t)∂u + v∂v +

+
(
2η + a4x+

a24
2
t2 + 2a6 −

a25
2a2

)
∂η .

Случай 1.2.7. h = a1x
2 + a2y

2 + a4x+ a5y + a6, a1 < 0, a2 < 0.
В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

a = −Ct+ C1 ,

k = C2 sin(t
√
−2a1) + C3 cos(t

√
−2a1) +

a4C

4a1
,

l = C4 sin(t
√
−2a2) + C5 cos(t

√
−2a2) +

a5C

4a2
,

f =
a4C2

√
2√

−a1
cos(t

√
−2a1)−

a4C3

√
2√

−a1
sin(t

√
−2a1) +

+
a5C4

√
2√

−a2
cos(t

√
−2a2)−

a5C5

√
2√

−a2
sin(t

√
−2a2) +

+ Ct
(
2a6 −

a25
2a2

− a24
2a1

)
+ C6 .
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В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = sin(t
√
−2a1)∂x +

√
−2a1 cos(t

√
−2a1)∂u − (2a1x+ a4) sin(t

√
−2a1)∂η ,

X3 = sin(t
√
−2a2)∂y +

√
−2a2 cos(t

√
−2a2)∂v − (2a2y + a5) sin(t

√
−2a2)∂η ,

X4 = cos(t
√
−2a1)∂x −

√
−2a1 sin(t

√
−2a1)∂u − (2a1x+ a4) cos(t

√
−2a1)∂η ,

X5 = cos(t
√
−2a2)∂y −

√
−2a2 sin(t

√
−2a2)∂v − (2a2y + a5) cos(t

√
−2a2)∂η ,

X6 =
(
x+

a4
2a1

)
∂x +

(
y +

a5
2a2

)
∂y + u∂u + v∂v +

+
(
2η + 2a6 −

a24
2a1

− a25
2a2

)
∂η .

Случай 1.2.8. h = a1x
2+a2y

2+a3xy+a4x+a5y+a6, a3 ̸= 0, a1+a2 >√
(a1 − a2)2 + a23.

Обозначим s =
√

(a1 − a2)2 + a23, S1 =
√
a1 + a2 + s, S2 =

√
a1 + a2 − s.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

a = −Ct+ C1 ,

k =
C(a3a5 − 2a2a4)

2(a23 − 4a1a2)
+ C2e

tS2 + C3e
−tS2 + C4e

tS1 + C5e
−tS1 ,

l =
a4C − 4a1k + 2

..

k

2a3
,

f =
(
−2a4 +

4a1a5
a3

)(C(a3a5 − 2a2a4)

2(a23 − 4a1a2)
t+

C2

S2
etS2 − C3

S2
e−tS2 +

+
C4

S1
etS1 − C5

S1
e−tS1

)
+ Ct

(
2a6 −

a4a5
a3

)
− 2a5

a3

.

k + C6 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = etS2

(
∂x +

S2
2 − 2a1
a3

∂y + S2∂u +
S3
2 − 2a1S2

a3
∂v −

−
(
S2
2x+

S4
2 − 2a1S

2
2

a3
y + a4 +

a5(S
2
2 − 2a1)

a3

)
∂η

)
,

X3 = e−tS2

(
∂x +

S2
2 − 2a1
a3

∂y − S2∂u −
S3
2 − 2a1S2

a3
∂v −

−
(
S2
2x+

S4
2 − 2a1S

2
2

a3
y + a4 +

a5(S
2
2 − 2a1)

a3

)
∂η

)
,
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X4 = etS1

(
∂x +

S2
1 − 2a1
a3

∂y + S1∂u +
S3
1 − 2a1S1

a3
∂v −

−
(
S2
1x+

S4
1 − 2a1S

2
1

a3
y + a4 +

a5(S
2
1 − 2a1)

a3

)
∂η

)
,

X5 = e−tS1

(
∂x +

S2
1 − 2a1
a3

∂y − S1∂u −
S3
1 − 2a1S1

a3
∂v −

−
(
S2
1x+

S4
1 − 2a1S

2
1

a3
y + a4 +

a5(S
2
1 − 2a1)

a3

)
∂η

)
,

X6 =
(
x+

a3a5 − 2a2a4
a23 − 4a1a2

)
∂x +

(
y +

a3a4 − 2a1a5
a23 − 4a1a2

)
∂y + u∂u +

+ v∂v + 2
(
η + a6 +

a1a
2
5 + a2a

2
4 − a3a4a5

a23 − 4a1a2

)
∂η .

Случай 1.2.9.

h =
(√

a1x+
a3

2
√
a1
y
)2

+ a4x+ a5y + a6,

a3 ̸= 0, a1 + a2 =
√
(a1 − a2)2 + a23.

Обозначим

S =

√
2a1 +

a23
2a1

, A1 =
2a1a5 − a3a4
4a21 + a23

, A2 =
2a1a4 + a3a5
4a21 + a23

.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

a = −Ct+ C1 ,

k = C2e
tS + C3e

−tS +
a3A1C

4
t2 + C4t+ C5 ,

l =
a4C − 4a1k + 2

..

k

2a3
,

f =
(
−2a4 +

4a1a5
a3

)(C2

S
etS − C3

S
e−tS

)
+

+
(
−2a4 +

4a1a5
a3

)(a3A1C

12
t3 +

C4

2
t2 + C5t

)
+

+ Ct
(
2a6 −

a4a5
a3

)
− 2a5

a3

.

k + C6 .



– 63 –

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = etS
(
∂x +

S2 − 2a1
a3

∂y + S∂u +
S3 − 2a1S

a3
∂v −

−
(
S2x+

S4 − 2a1S
2

a3
y + a4 +

a5(S
2 − 2a1)

a3

)
∂η

)
,

X3 = e−tS
(
∂x +

S2 − 2a1
a3

∂y − S∂u −
S3 − 2a1S

a3
∂v −

−
(
S2x+

S4 − 2a1S
2

a3
y + a4 +

a5(S
2 − 2a1)

a3

)
∂η

)
,

X4 = t∂x −
2a1
a3

t∂y + ∂u −
2a1
a3

∂v +
(
−a4 +

2a1a5
a3

)
t∂η ,

X5 = ∂x −
2a1
a3

∂y +
(2a1a5

a3
− a4

)
∂η ,

X6 =
(
x+

a3A1

2
t2
)
∂x +

(
y +

2a1A2

a3
− a1A1t

2
)
∂y + (u+ a3A1t)∂u +

+ (v − 2a1A1t)∂v +

+
(
2η − a3A1x+ 2a1A1y +

(2a1a5 − a3a4)A1

2
t2 + 2a6 −

2a1a5A2

a3

)
∂η .

Случай 1.2.10. h = a1x
2 + a2y

2 + a3xy + a4x + a5y + a6, a3 ̸= 0,
−
√
(a1 − a2)2 + a23 < a1 + a2 <

√
(a1 − a2)2 + a23.

Обозначим s =
√

(a1 − a2)2 + a23, S1 =
√
a1 + a2 + s, S3 =

√
s− a1 − a2.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

a = −Ct+ C1 ,

k =
C(a3a5 − 2a2a4)

2(a23 − 4a1a2)
+ C2 sin(tS3) + C3 cos(tS3) + C4e

tS1 + C5e
−tS1 ,

l =
a4C − 4a1k + 2

..

k

2a3
,

f =
(
−2a4 +

4a1a5
a3

)(C(a3a5 − 2a2a4)

2(a23 − 4a1a2)
t− C2

S3
cos(tS3) +

C3

S3
sin(tS3) +

+
C4

S1
etS1 − C5

S1
e−tS1

)
+ Ct

(
2a6 −

a4a5
a3

)
− 2a5

a3

.

k + C6 .
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В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = sin(tS3)∂x −
S2
3 + 2a1
a3

sin(tS3)∂y + S3 cos(tS3)∂u −

− S3
3 + 2a1S3

a3
cos(tS3)∂v +

+ sin(tS3)
(
S2
3x− S4

3 + 2a1S
2
3

a3
y − a4 +

a5(2a1 + S2
3)

a3

)
∂η

)
,

X3 = cos(tS3)∂x −
S2
3 + 2a1
a3

cos(tS3)∂y − S3 sin(tS3)∂u +

+
S3
3 + 2a1S3

a3
sin(tS3)∂v +

+ cos(tS3)
(
S2
3x− S4

3 + 2a1S
2
3

a3
y − a4 +

a5(2a1 + S2
3)

a3

)
∂η

)
,

X4 = etS1

(
∂x +

S2
1 − 2a1
a3

∂y + S1∂u +
S3
1 − 2a1S1

a3
∂v −

−
(
S2
1x+

S4
1 − 2a1S

2
1

a3
y + a4 +

a5(S
2
1 − 2a1)

a3

)
∂η

)
,

X5 = e−tS1

(
∂x +

S2
1 − 2a1
a3

∂y − S1∂u −
S3
1 − 2a1S1

a3
∂v −

−
(
S2
1x+

S4
1 − 2a1S

2
1

a3
y + a4 +

a5(S
2
1 − 2a1)

a3

)
∂η

)
,

X6 =
(
x+

a3a5 − 2a2a4
a23 − 4a1a2

)
∂x +

(
y +

a3a4 − 2a1a5
a23 − 4a1a2

)
∂y + u∂u +

+ v∂v + 2
(
η + a6 +

a1a
2
5 + a2a

2
4 − a3a4a5

a23 − 4a1a2

)
∂η .

Случай 1.2.11.

h = −
(√

−a1x− a3
2
√
−a1

y
)2

+ a4x+ a5y + a6,

a3 ̸= 0, a1 + a2 = −
√
(a1 − a2)2 + a23.

Обозначим

S =

√
−2a1 −

a23
2a1

, A1 =
2a1a5 − a3a4
4a21 + a23

, A2 =
2a1a4 + a3a5
4a21 + a23

.
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В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

a = −Ct+ C1 ,

k = C2 sin(tS) + C3 cos(tS) +
a3A1C

4
t2 + C4t+ C5 ,

l =
a4C − 4a1k + 2

..

k

2a3
,

f =
(
−2a4 +

4a1a5
a3

)(
−C2

S
cos(tS) +

C3

S
sin(tS)

)
+

+
(
−2a4 +

4a1a5
a3

)(a3A1C

12
t3 +

C4

2
t2 + C5t

)
+

+ Ct
(
2a6 −

a4a5
a3

)
− 2a5

a3

.

k + C6 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = sin(tS)∂x −
S2 + 2a1

a3
sin(tS)∂y + S cos(tS)∂u −

− S3 + 2a1S

a3
cos(tS)∂v +

+ sin(tS)
(
S2x− S4 + 2a1S

2

a3
y − a4 +

a5(2a1 + S2)

a3

)
∂η

)
,

X3 = cos(tS)∂x −
S2 + 2a1

a3
cos(tS)∂y − S sin(tS)∂u +

+
S3 + 2a1S

a3
sin(tS)∂v +

+ cos(tS)
(
S2x− S4 + 2a1S

2

a3
y − a4 +

a5(2a1 + S2)

a3

)
∂η

)
,

X4 = t∂x −
2a1
a3

t∂y + ∂u −
2a1
a3

∂v +
(
−a4 +

2a1a5
a3

)
t∂η ,

X5 = ∂x −
2a1
a3

∂y +
(2a1a5

a3
− a4

)
∂η ,

X6 =
(
x+

a3A1

2
t2
)
∂x +

(
y +

2a1A2

a3
− a1A1t

2
)
∂y + (u+ a3A1t)∂u +

+ (v − 2a1A1t)∂v +

+
(
2η − a3A1x+ 2a1A1y +

(2a1a5 − a3a4)A1

2
t2 + 2a6 −

2a1a5A2

a3

)
∂η .
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Случай 1.2.12. h = a1x
2 + a2y

2 + a3xy + a4x + a5y + a6, a3 ̸= 0,
a1 + a2 < −

√
(a1 − a2)2 + a23.

Обозначим s =
√
(a1 − a2)2 + a23, S3 =

√
s− a1 − a2, S4 =

√
−s− a1 − a2. В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1)

находим

B = 0 ,

a = −Ct+ C1 ,

k =
C(a3a5 − 2a2a4)

2(a23 − 4a1a2)
+ C2 sin(tS4) + C3 cos(tS4) + C4 sin(tS3) + C5 cos(tS3) ,

l =
a4C − 4a1k + 2

..

k

2a3
,

f =
(
−2a4 +

4a1a5
a3

)(C(a3a5 − 2a2a4)

2(a23 − 4a1a2)
t− C2

S4
cos(tS4) +

C3

S4
sin(tS4)−

− C4

S3
cos(tS3) +

C5

S3
sin(tS3)

)
+ Ct

(
2a6 −

a4a5
a3

)
− 2a5

a3

.

k + C6 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = sin(tS3)∂x −
S2
3 + 2a1
a3

sin(tS3)∂y + S3 cos(tS3)∂u −

− S3
3 + 2a1S3

a3
cos(tS3)∂v +

+ sin(tS3)
(
S2
3x− S4

3 + 2a1S
2
3

a3
y − a4 +

a5(2a1 + S2
3)

a3

)
∂η

)
,

X3 = cos(tS3)∂x −
S2
3 + 2a1
a3

cos(tS3)∂y − S3 sin(tS3)∂u +

+
S3
3 + 2a1S3

a3
sin(tS3)∂v +

+ cos(tS3)
(
S2
3x− S4

3 + 2a1S
2
3

a3
y − a4 +

a5(2a1 + S2
3)

a3

)
∂η

)
,

X4 = sin(tS4)∂x −
S2
4 + 2a1
a3

sin(tS4)∂y + S4 cos(tS4)∂u −

− S3
4 + 2a1S4

a3
cos(tS4)∂v +

+ sin(tS4)
(
S2
4x− S4

4 + 2a1S
2
4

a3
y − a4 +

a5(2a1 + S2
4)

a3

)
∂η

)
,
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X5 = cos(tS4)∂x −
S2
4 + 2a1
a3

cos(tS4)∂y − S4 sin(tS4)∂u +

+
S3
4 + 2a1S4

a3
sin(tS4)∂v +

+ cos(tS4)
(
S2
4x− S4

4 + 2a1S
2
4

a3
y − a4 +

a5(2a1 + S2
4)

a3

)
∂η

)
,

X6 =
(
x+

a3a5 − 2a2a4
a23 − 4a1a2

)
∂x +

(
y +

a3a4 − 2a1a5
a23 − 4a1a2

)
∂y + u∂u +

+ v∂v + 2
(
η + a6 +

a1a
2
5 + a2a

2
4 − a3a4a5

a23 − 4a1a2

)
∂η .

Случай 1.3. h = H(x) + b1y
2 + b2y, H ′′′ ̸= 0.

Случай 1.3.1. h = H(x) + b1y
2 + b2y, H ′′′ ̸= 0, b1 > 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

C = 0 ,

a = C1 ,

k = 0 ,

l = C2e
t
√
2b1 + C3e

−t
√
2b1 ,

f = −2b2

( C2√
2b1

et
√
2b1 − C3√

2b1
e−t

√
2b1
)
+ C4 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = et
√
2b1(∂y +

√
2b1∂v − (2b1y + b2)∂η) ,

X3 = e−t
√
2b1(∂y −

√
2b1∂v − (2b1y + b2)∂η) .

Случай 1.3.1.1.

h =
a1

(x+ a2)2
+ b1((x+ a2)

2 + y2) + b2y + b3, b1 > 0, a1 ̸= 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 1.3.1.

B = 0 ,
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C = 0 ,

a = C5e
t
√
8b1 + C6e

−t
√
8b1 ,

k = −a2
√

2b1(C5e
t
√
8b1 − C6e

−t
√
8b1) ,

l = − b2√
2b1

(C5e
t
√
8b1 − C6e

−t
√
8b1) ,

f =
4b1(b3 + 2a22b1) + b22

2b1
(C5e

t
√
8b1 + C6e

−t
√
8b1) .

Тогда ядро операторов симметрии расширяется операторами симметрии
X2, X3 из случая 1.3.1. и дополнительными операторами симметрии

X4 = et
√
8b1
(
−
√

8b1(x+ a2)∂x −
(√

8b1y +
2b2√
2b1

)
∂y − 2∂t +

+ (
√

8b1u− 8b1(x+ a2))∂u + (
√

8b1v − 8b1y − 4b2)∂v +

+
√
8b1

(
2η + 4b1((x+ a2)

2 + y2) + 4b2y + 2b3 +
b22
2b1

)
∂η

)
,

X5 = e−t
√
8b1
(√

8b1(x+ a2)∂x +
(√

8b1y +
2b2√
2b1

)
∂y − 2∂t −

− (
√

8b1u+ 8b1(x+ a2))∂u − (
√
8b1v + 8b1y + 4b2)∂v −

−
√

8b1

(
2η + 4b1((x+ a2)

2 + y2) + 4b2y + 2b3 +
b22
2b1

)
∂η

)
.

Случай 1.3.2. h = H(x) + b2y, H ′′′ ̸= 0.
В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

C = 0 ,

a = C1 ,

k = 0 ,

l = C2t+ C3 ,

f = −b2C2t
2 − 2b2C3t+ C4 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = t∂y + ∂v − b2t∂η ,

X3 = ∂y − b2∂η .
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Случай 1.3.2.1.

h =
a1

(x+ a2)2
+ b2y + b3, a1 ̸= 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 1.3.2.

B = 0 ,

C = 0 ,

a = C5t
2 + C6t ,

k = −a2
2
(2C5t+ C6) ,

l = −3b2
2

(C5

3
t3 +

C6

2
t2
)
,

f =
b22C5

4
t4 +

b22C6

2
t3 + 2b3C5t

2 + 2b3C6t .

Тогда ядро операторов симметрии расширяется операторами симметрии
X2, X3 из случая 1.3.2. и дополнительными операторами симметрии

X4 = − t(x+ a2)∂x − t
(
y +

b2
2
t2
)
∂y − t2∂t + (tu− (x+ a2))∂u +

+
(
tv − y − 3b2

2
t2
)
∂v + t

(
2η + 3b2y +

b22
2
t2 + 2b3

)
∂η ,

X5 = − (x+ a2)∂x −
(
y +

3b2
2

t2
)
∂y − 2t∂t + u∂u +

+ (v − 3b2t)∂v +
(
2η + 3b2y +

3b22
2

t2 + 2b3

)
∂η .

Случай 1.3.2.2. h = a1(x+a2)
a3 + b2y+ b3, a1 ̸= 0, a3 ∈ Z\{−2, 0, 1, 2}

или h = a1|x+ a2|a3 + b2y + b3, a1 ̸= 0, a3 ̸= −2, 0, 1, 2.
В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 1.3.2.

B = 0 ,

a = − 4C

a3 + 2
t ,

k =
2a2C

a3 + 2
,
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l =
(1− a3)b2C

a3 + 2
t2 ,

f = −2(1− a3)b
2
2C

3(a3 + 2)
t3 +

4a3b3C

a3 + 2
t .

Тогда ядро операторов симметрии расширяется операторами симметрии
X2, X3 из случая 1.3.2. и дополнительным оператором симметрии

X4 =2(x+ a2)∂x + (2y + (1− a3)b2t
2)∂y − (a3 − 2)t∂t + a3u∂u +

+ (a3v + 2(1− a3)b2t)∂v + (2a3η − (1− a3)(2b2y + b22t
2) + 2a3b3)∂η .

Случай 1.3.2.3. h = a1e
a2x + b2y + b3, a1 ̸= 0, a2 ̸= 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 1.3.2.

B = 0 ,

a = 0 ,

k =
2C

a2
,

l = −b2Ct2 ,

f =
2b22C

3
t3 + 4b3Ct .

Тогда ядро операторов симметрии расширяется операторами симметрии
X2, X3 из случая 1.3.2. и дополнительным оператором симметрии

X4 =
2

a2
∂x − b2t

2∂y − t∂t + u∂u + (v − 2b2t)∂v + (2η + 2b2y + b22t
2 + 2b3)∂η .

Случай 1.3.2.4. h = a1 ln |x+ a2|+ b2y + b3, a1 ̸= 0.
В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 1.3.2.

B = 0 ,

a = −2Ct ,

k = a2C ,

l =
b2C

2
t2 ,
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f = −b22C

3
t3 − 2a1Ct .

Тогда ядро операторов симметрии расширяется операторами симметрии
X2, X3 из случая 1.3.2. и дополнительным оператором симметрии

X4 =(x+ a2)∂x +
(
y +

b2
2
t2
)
∂y + t∂t + b2t∂v −

(
b2y +

b22
2
t2 + a1

)
∂η .

Случай 1.3.3. h = H(x) + b1y
2 + b2y, H ′′′ ̸= 0, b1 < 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

C = 0 ,

a = C1 ,

k = 0 ,

l = C2 sin(t
√

−2b1) + C3 cos(t
√
−2b1) ,

f = −2b2

(
− C2√

−2b1
cos(t

√
−2b1) +

C3√
−2b1

sin(t
√
−2b1)

)
+ C4 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = sin(t
√

−2b1)∂y +
√

−2b1 cos(t
√
−2b1)∂v − (2b1y + b2) sin(t

√
−2b1)∂η ,

X3 = cos(t
√
−2b1)∂y −

√
−2b1 sin(t

√
−2b1)∂v − (2b1y + b2) cos(t

√
−2b1)∂η .

Случай 1.3.3.1.

h =
a1

(x+ a2)2
+ b1((x+ a2)

2 + y2) + b2y + b3, b1 < 0, a1 ̸= 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 1.3.3.

B = 0 ,

C = 0 ,

a = C5 sin(t
√
−8b1) + C6 cos(t

√
−8b1) ,

k = −a2
√

−2b1(C5 cos(t
√
−8b1)− C6 sin(t

√
−8b1)) ,
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l =
b2√
−2b1

(C5 cos(t
√
−8b1)− C6 sin(t

√
−8b1)) ,

f =
4b1(b3 + 2a22b1) + b22

2b1
(C5 sin(t

√
−8b1) + C6 cos(t

√
−8b1)) .

Тогда ядро операторов симметрии расширяется операторами симметрии
X2, X3 из случая 1.3.3. и дополнительными операторами симметрии

X4 = −
√

−8b1 cos(t
√
−8b1)(x+ a2)∂x −

− cos(t
√

−8b1)
(√

−8b1y −
2b2√
−2b1

)
∂y − 2 sin(t

√
−8b1)∂t +

+ (
√

−8b1 cos(t
√
−8b1)u− 8b1 sin(t

√
−8b1)(x+ a2))∂u +

+ (
√

−8b1 cos(t
√
−8b1)v − 4 sin(t

√
−8b1)(2b1y + b2))∂v +

+
√

−8b1 cos(t
√

−8b1)
(
2η + 4b1((x+ a2)

2 + y2) + 4b2y + 2b3 +
b22
2b1

)
∂η ,

X5 =
√
−8b1 sin(t

√
−8b1)(x+ a2)∂x +

+ sin(t
√

−8b1)
(√

−8b1y −
2b2√
−2b1

)
∂y − 2 cos(t

√
−8b1)∂t −

− (
√

−8b1 sin(t
√
−8b1)u+ 8b1 cos(t

√
−8b1)(x+ a2))∂u −

− (
√

−8b1 sin(t
√
−8b1)v + 4 cos(t

√
−8b1)(2b1y + b2))∂v −

−
√

−8b1 sin(t
√

−8b1)
(
2η + 4b1((x+ a2)

2 + y2) + 4b2y + 2b3 +
b22
2b1

)
∂η .

Случай 2.

h = H(y + b0x) +
b1

b20 + 1
(−x+ b0y)

2 +
b2

b20 + 1
(−x+ b0y), H ′′′ ̸= 0.

Случай 2.1.

h = H(y + b0x) +
b1

b20 + 1
(−x+ b0y)

2 +
b2

b20 + 1
(−x+ b0y), H ′′′ ̸= 0, b1 > 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

C = 0 ,

a = C1 ,
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k = − 1

b20 + 1
(C2e

t
√
2b1 + C3e

−t
√
2b1) ,

l =
b0

b20 + 1
(C2e

t
√
2b1 + C3e

−t
√
2b1) ,

f = − 2b2
b20 + 1

( C2√
2b1

et
√
2b1 − C3√

2b1
e−t

√
2b1
)
+ C4 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = et
√
2b1(−∂x + b0∂y −

√
2b1∂u + b0

√
2b1∂v + (2b1x− 2b0b1y − b2)∂η) ,

X3 = e−t
√
2b1(−∂x + b0∂y +

√
2b1∂u − b0

√
2b1∂v + (2b1x− 2b0b1y − b2)∂η) .

Случай 2.1.1.

h =
1

b20 + 1

( a1
(y + b0x+ a2)2

+ b1((y + b0x+ a2)
2 + (−x+ b0y)

2) +

+ b2(−x+ b0y) + b3

)
, b1 > 0, a1 ̸= 0.

Обозначим

S1 =
1

b20 + 1

( b2
2b1

− b0a2

)
, S2 =

1

b20 + 1

(
−b0b2

2b1
− a2

)
.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 2.1.

B = 0 ,

C = 0 ,

a = C5e
t
√
8b1 + C6e

−t
√
8b1 ,

k = S1

√
2b1(C5e

t
√
8b1 − C6e

−t
√
8b1) ,

l = S2

√
2b1(C5e

t
√
8b1 − C6e

−t
√
8b1) ,

f =
4b1(b3 + 2a22b1) + b22

2b1(b20 + 1)
(C5e

t
√
8b1 + C6e

−t
√
8b1) .

Тогда ядро операторов симметрии расширяется операторами симметрии
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X2, X3 из случая 2.1. и дополнительными операторами симметрии

X4 = et
√
8b1
(√

2b1(−x+ S1)∂x −
√
2b1(y − S2)∂y − ∂t +

+ (
√
2b1u− 4b1(x− S1))∂u + (

√
2b1v − 4b1(y − S2))∂v +

+

√
2b1

b20 + 1

(
2(b20 + 1)η + 4b1((y + b0x+ a2)

2 + (b0y − x)2) +

+ 4b2(b0y − x) + 2b3 +
b22
2b1

)
∂η

)
,

X5 = e−t
√
8b1
(√

2b1(x− S1)∂x +
√
2b1(y − S2)∂y − ∂t −

− (
√

2b1u+ 4b1(x− S1))∂u − (
√

2b1v + 4b1(y − S2))∂v −

−
√
2b1

b20 + 1

(
2(b20 + 1)η + 4b1((y + b0x+ a2)

2 + (b0y − x)2) +

+ 4b2(b0y − x) + 2b3 +
b22
2b1

)
∂η

)
.

Случай 2.2.

h = H(y + b0x) +
b2

b20 + 1
(−x+ b0y), H ′′′ ̸= 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

C = 0 ,

a = C1 ,

k = − 1

b20 + 1
(C2t+ C3) ,

l =
b0

b20 + 1
(C2t+ C3) ,

f =
1

b20 + 1
(−b2C2t

2 − 2b2C3t+ C4) .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = −t∂x + b0t∂y − ∂u + b0∂v − b2t∂η ,

X3 = −∂x + b0∂y − b2∂η .
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Случай 2.2.1.

h =
1

b20 + 1

( a1
(y + b0x+ a2)2

+ b2(−x+ b0y) + b3

)
, a1 ̸= 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 2.2.

B = 0 ,

C = 0 ,

a = C5t
2 + C6t ,

k =
1

b20 + 1

(
−a2b0

2
(2C5t+ C6) +

3b2
2

(C5

3
t3 +

C6

2
t2
))

,

l =
1

b20 + 1

(
−a2

2
(2C5t+ C6)−

3b0b2
2

(C5

3
t3 +

C6

2
t2
))

,

f =
1

b20 + 1

(b22C5

4
t4 +

b22C6

2
t3 + 2b3C5t

2 + 2b3C6t
)
.

Тогда ядро операторов симметрии расширяется операторами симметрии
X2, X3 из случая 2.2. и дополнительными операторами симметрии

X4 = − t
(
2x− 1

b20 + 1
(b2t

2 − 2b0a2)
)
∂x − t

(
2y − 1

b20 + 1
(−b0b2t

2 − 2a2)
)
∂y −

− 2t2∂t +
(
2tu− 2x+

1

b20 + 1
(3b2t

2 − 2b0a2)
)
∂u +

+
(
2tv − 2y +

1

b20 + 1
(−3b0b2t

2 − 2a2)
)
∂v +

+ t
(
4η +

6b2
b20 + 1

(−x+ b0y) +
b22

b20 + 1
t2 +

4b3
b20 + 1

)
∂η ,

X5 = −
(
2x− 1

b20 + 1
(3b2t

2 − 2b0a2)
)
∂x −

(
2y − 1

b20 + 1
(−3b0b2t

2 − 2a2)
)
∂y −

− 4t∂t +
(
2u+

6b2
b20 + 1

t
)
∂u +

(
2v − 6b0b2

b20 + 1
t
)
∂v +

+
(
4η +

6b2
b20 + 1

(−x+ b0y) +
3b22

b20 + 1
t2 +

4b3
b20 + 1

)
∂η .
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Случай 2.2.2.

h =
1

b20 + 1
(a1(y + b0x+ a2)

a3 + b2(−x+ b0y) + b3),

a1 ̸= 0, a3 ∈ Z \ {−2, 0, 1, 2}.

или

h =
1

b20 + 1
(a1|y + b0x+ a2|a3 + b2(−x+ b0y) + b3),

a1 ̸= 0, a3 ̸= −2, 0, 1, 2.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 2.2.

B = 0 ,

a = − 4C

a3 + 2
t ,

k =
1

b20 + 1

(2b0a2C
a3 + 2

− (1− a3)b2C

a3 + 2
t2
)
,

l =
1

b20 + 1

( 2a2C

a3 + 2
+

(1− a3)b0b2C

a3 + 2
t2
)
,

f = − 2(1− a3)b
2
2C

3(a3 + 2)(b20 + 1)
t3 +

4a3b3C

(a3 + 2)(b20 + 1)
t .

Тогда ядро операторов симметрии расширяется операторами симметрии
X2, X3 из случая 2.2. и дополнительным оператором симметрии

X4 =
(
2x+

1

b20 + 1
(2b0a2 − (1− a3)b2t

2)
)
∂x +

+
(
2y +

1

b20 + 1
(2a2 + (1− a3)b0b2t

2)
)
∂y −

− (a3 − 2)t∂t +
(
a3u+

2(a3 − 1)b2
b20 + 1

t
)
∂u +

(
a3v −

2(a3 − 1)b0b2
b20 + 1

t
)
∂v +

+
(
2a3η −

(1− a3)

b20 + 1
(2b2(−x+ b0y) + b22t

2) +
2a3b3
b20 + 1

)
∂η .

Случай 2.2.3.



– 77 –

h =
1

b20 + 1
(a1e

a2(y+b0x) + b2(−x+ b0y) + b3), a1 ̸= 0, a2 ̸= 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 2.2.

B = 0 ,

a = 0 ,

k =
1

b20 + 1

(2b0C
a2

+ b2Ct2
)
,

l =
1

b20 + 1

(2C
a2

− b0b2Ct2
)
,

f =
1

b20 + 1

(2b22C
3

t3 + 4b3Ct
)
.

Тогда ядро операторов симметрии расширяется операторами симметрии
X2, X3 из случая 2.2. и дополнительным оператором симметрии

X4 =
1

b20 + 1

(2b0
a2

+ b2t
2
)
∂x +

1

b20 + 1

( 2

a2
− b0b2t

2
)
∂y − t∂t +

+
(
u+

2b2
b20 + 1

t
)
∂u +

(
v − 2b0b2

b20 + 1
t
)
∂v +

+
(
2η +

2b2
b20 + 1

(−x+ b0y) +
b22

b20 + 1
t2 +

2b3
b20 + 1

)
∂η .

Случай 2.2.4.

h =
1

b20 + 1
(a1 ln |y + b0x+ a2|+ b2(−x+ b0y) + b3), a1 ̸= 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 2.2.

B = 0 ,

a = −2Ct ,

k =
1

b20 + 1

(
b0a2C − b2C

2
t2
)
,
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l =
1

b20 + 1

(
a2C +

b0b2C

2
t2
)
,

f =
1

b20 + 1

(
−b22C

3
t3 − 2a1Ct

)
.

Тогда ядро операторов симметрии расширяется операторами симметрии
X2, X3 из случая 2.2. и дополнительным оператором симметрии

X4 =
(
x+

1

b20 + 1

(
b0a2 −

b2
2
t2
))

∂x +
(
y +

1

b20 + 1

(
a2 +

b0b2
2

t2
))

∂y + t∂t −

− b2
b20 + 1

t∂u +
b0b2
b20 + 1

t∂v −
1

b20 + 1

(
b2(−x+ b0x) +

b22
2
t2 + a1

)
∂η .

Случай 2.3.

h = H(y + b0x) +
b1

b20 + 1
(−x+ b0y)

2 +
b2

b20 + 1
(−x+ b0y), H ′′′ ̸= 0, b1 < 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

C = 0 ,

a = C1 ,

k = − 1

b20 + 1
(C2 sin(t

√
−2b1) + C3 cos(t

√
−2b1)) ,

l =
b0

b20 + 1
(C2 sin(t

√
−2b1) + C3 cos(t

√
−2b1)) ,

f = − 2b2
b20 + 1

(
− C2√

−2b1
cos(t

√
−2b1) +

C3√
−2b1

sin(t
√

−2b1)
)
+ C4 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 =− sin(t
√

−2b1)∂x + b0 sin(t
√
−2b1)∂y −

√
−2b1 cos(t

√
−2b1)∂u +

+ b0
√
−2b1 cos(t

√
−2b1)∂v − (2b1(−x+ b0y) + b2) sin(t

√
−2b1)∂η ,

X3 =− cos(t
√

−2b1)∂x + b0 cos(t
√
−2b1)∂y +

√
−2b1 sin(t

√
−2b1)∂u −

− b0
√

−2b1 sin(t
√

−2b1)∂v − (2b1(−x+ b0y) + b2) cos(t
√

−2b1)∂η .

Случай 2.3.1.
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h =
1

b20 + 1

( a1
(y + b0x+ a2)2

+ b1((y + b0x+ a2)
2 +

+ (−x+ b0y)
2) + b2(−x+ b0y) + b3

)
, b1 < 0, a1 ̸= 0.

Обозначим

S1 =
1

b20 + 1

( b2
2b1

− b0a2

)
, S2 =

1

b20 + 1

(
−b0b2

2b1
− a2

)
.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 2.3.

B = 0 ,

C = 0 ,

a = C5 sin(t
√
−8b1) + C6 cos(t

√
−8b1) ,

k = S1

√
−2b1(C5 cos(t

√
−8b1)− C6 sin(t

√
−8b1)) ,

l = S2

√
−2b1(C5 cos(t

√
−8b1)− C6 sin(t

√
−8b1)) ,

f =
4b1(b3 + 2a22b1) + b22

2b1(b20 + 1)
(C5 sin(t

√
−8b1) + C6 cos(t

√
−8b1)) .

Тогда ядро операторов симметрии расширяется операторами симметрии
X2, X3 из случая 2.3. и дополнительными операторами симметрии

X4 = −
√

−2b1 cos(t
√
−8b1)(x− S1)∂x −

−
√

−2b1 cos(t
√
−8b1)(y − S2)∂y − sin(t

√
−8b1)∂t +

+ (
√

−2b1 cos(t
√
−8b1)u− 4b1 sin(t

√
−8b1)(x− S1))∂u +

+ (
√

−2b1 cos(t
√
−8b1)v − 4b1 sin(t

√
−8b1)(y − S2))∂v +

+

√
−2b1

b20 + 1
cos(t

√
−8b1)

(
2(b20 + 1)η + 4b1((y + b0x+ a2)

2 + (b0y − x)2) +

+ 4b2(b0y − x) + 2b3 +
b22
2b1

)
∂η ,
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X5 =
√
−2b1 sin(t

√
−8b1)(x− S1)∂x +

+
√

−2b1 sin(t
√

−8b1)(y − S2)∂y − cos(t
√

−8b1)∂t −

− (
√

−2b1 sin(t
√
−8b1)u+ 4b1 cos(t

√
−8b1)(x− S1))∂u −

− (
√

−2b1 sin(t
√
−8b1)v + 4b1 cos(t

√
−8b1)(y − S2))∂v −

−
√
−2b1

b20 + 1
sin(t

√
−8b1)

(
2(b20 + 1)η + 4b1((y + b0x+ a2)

2 + (b0y − x)2) +

+ 4b2(b0y − x) + 2b3 +
b22
2b1

)
∂η .

Случай 3.

h =
1

(x+ a1)2
H
(x+ a1
y + a2

)
+ a3((x+ a1)

2 + (y + a2)
2) + a4, H ̸= 0.

Случай 3.1.

h =
1

(x+ a1)2
H
(x+ a1
y + a2

)
+ a3((x+ a1)

2 + (y + a2)
2) + a4, H ̸= 0, a3 > 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

C = 0 ,

a = C1e
t
√
8a3 + C2e

−t
√
8a3 + C3 ,

k = −a1
√
8a3
2

(C1e
t
√
8a3 − C2e

−t
√
8a3) ,

l = −a2
√
8a3
2

(C1e
t
√
8a3 − C2e

−t
√
8a3) ,

f = 2(2a3(a
2
1 + a22) + a4)(C1e

t
√
8a3 + C2e

−t
√
8a3) + C4 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = et
√
8a3

(
−
√
8a3(x+ a1)∂x −

√
8a3(y + a2)∂y − 2∂t +

+ (
√
8a3u− 8a3(x+ a1))∂u + (

√
8a3v − 8a3(y + a2))∂v +

+ 2
√
8a3(η + 2a3((x+ a1)

2 + (y + a2)
2) + a4)∂η

)
,

X3 = e−t
√
8a3

(√
8a3(x+ a1)∂x +

√
8a3(y + a2)∂y − 2∂t −

− (
√
8a3u+ 8a3(x+ a1))∂u − (

√
8a3v + 8a3(y + a2))∂v −

− 2
√
8a3(η + 2a3((x+ a1)

2 + (y + a2)
2) + a4)∂η

)
.



– 81 –

Случай 3.1.1.

h =

b1exp
(
b2 arctg

(x+ a1
y + a2

))
(x+ a1)2 + (y + a2)2

+ a3((x+ a1)
2 + (y + a2)

2) + a4,

a3 > 0, b1 ̸= 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 3.1.

C = −b2
2
B ,

a =
b2B

2
t ,

k = −
(
a2 +

a1b2
4

)
B ,

l =
(
a1 −

a2b2
4

)
B ,

f = −a4b2Bt .

Тогда ядро операторов симметрии расширяется операторами симметрии
X2, X3 из случая 3.1. и дополнительным оператором симметрии

X4 = − 2
(
y + a2 +

(x+ a1)b2
4

)
∂x + 2

(
x+ a1 −

(y + a2)b2
4

)
∂y −

−
(b2
2
u+ 2v

)
∂u +

(
−b2

2
v + 2u

)
∂v − b2(η + a4)∂η .

Случай 3.2.

h =
1

(x+ a1)2
H
(x+ a1
y + a2

)
+ a4, H ̸= 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

C = 0 ,

a = C1t
2 + C2t+ C3 ,

k = −a1
2
(2C1t+ C2) ,

l = −a2
2
(2C1t+ C2) ,

f = 2a4(C1t
2 + C2t) + C4 .
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В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = − t(x+ a1)∂x − t(y + a2)∂y − t2∂t + (tu− (x+ a1))∂u +

+ (tv − (y + a2))∂v + 2t(η + a4)∂η ,

X3 = − (x+ a1)∂x − (y + a2)∂y − 2t∂t + u∂u + v∂v + 2(η + a4)∂η .

Случай 3.2.1.

h =

b1exp
(
b2 arctg

(x+ a1
y + a2

))
(x+ a1)2 + (y + a2)2

+ a4, b1 ̸= 0

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 3.2.

C = −b2
2
B ,

a = 0 ,

k = −a2B ,

l = a1B ,

f = −2a4b2Bt .

Тогда ядро операторов симметрии расширяется операторами симметрии
X2, X3 из случая 3.2. и дополнительным оператором симметрии

X4 = − 2(y + a2)∂x + 2(x+ a1)∂y + b2t∂t − (b2u+ 2v)∂u + (−b2v + 2u)∂v −

− 2b2(η + a4)∂η .

Случай 3.3.

h =
1

(x+ a1)2
H
(x+ a1
y + a2

)
+ a3((x+ a1)

2 + (y + a2)
2) + a4, H ̸= 0, a3 < 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

C = 0 ,

a = C1 sin(t
√
−8a3) + C2 cos(t

√
−8a3) + C3 ,
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k = −a1
√
−8a3
2

(C1 cos(t
√
−8a3)− C2 sin(t

√
−8a3)) ,

l = −a2
√
−8a3
2

(C1 cos(t
√
−8a3)− C2 sin(t

√
−8a3)) ,

f = 2(2a3(a
2
1 + a22) + a4)(C1 sin(t

√
−8a3) + C2 cos(t

√
−8a3)) + C4 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется операторами

X2 = −
√
−8a3 cos(t

√
−8a3)(x+ a1)∂x −

−
√
−8a3 cos(t

√
−8a3)(y + a2)∂y − 2 sin(t

√
−8a3)∂t +

+ (
√
−8a3 cos(t

√
−8a3)u− 8a3 sin(t

√
−8a3)(x+ a1))∂u +

+ (
√
−8a3 cos(t

√
−8a3)v − 8a3 sin(t

√
−8a3)(y + a2))∂v +

+ 2
√
−8a3 cos(t

√
−8a3)(η + 2a3((x+ a1)

2 + (y + a2)
2) + a4)∂η ,

X3 =
√
−8a3 sin(t

√
−8a3)(x+ a1)∂x +

+
√
−8a3 sin(t

√
−8a3)(y + a2)∂y − 2 cos(t

√
−8a3)∂t −

− (
√
−8a3 sin(t

√
−8a3)u+ 8a3 cos(t

√
−8a3)(x+ a1))∂u −

− (
√
−8a3 sin(t

√
−8a3)v + 8a3 cos(t

√
−8a3)(y + a2))∂v −

− 2
√
−8a3 sin(t

√
−8a3)(η + 2a3((x+ a1)

2 + (y + a2)
2) + a4)∂η .

Случай 3.3.1.

h =

b1exp
(
b2 arctg

(x+ a1
y + a2

))
(x+ a1)2 + (y + a2)2

+ a3((x+ a1)
2 + (y + a2)

2) + a4,

a3 < 0, b1 ̸= 0.

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 3.3.

C = −b2
2
B ,

a =
b2B

2
t ,

k = −
(
a2 +

a1b2
4

)
B ,

l =
(
a1 −

a2b2
4

)
B ,

f = −a4b2Bt .
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Тогда ядро операторов симметрии расширяется операторами симметрии
X2, X3 из случая 3.3. и дополнительным оператором симметрии

X4 = − 2
(
y + a2 +

(x+ a1)b2
4

)
∂x + 2

(
x+ a1 −

(y + a2)b2
4

)
∂y −

−
(b2
2
u+ 2v

)
∂u +

(
−b2

2
v + 2u

)
∂v − b2(η + a4)∂η .

Случай 4.

h =H
(
ln
(
(x+ b1)

2 + (y + b2)
2
)
+

+ b3 arctg
(y + b2
x+ b1

))
exp

(
b4 arctg

(y + b2
x+ b1

))
+ b5 , b4 ̸= 0 ,

кроме случаев 1-3.
В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

C =
b4 − b3

2
B ,

a = b3Bt+ C1 ,

k = −2b2 + b1b3
2

B ,

l =
2b1 − b2b3

2
B ,

f = 2b4b5Bt+ C2 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется оператором

X2 = − (b3(x+ b1) + 2(y + b2))∂x − (b3(y + b2)− 2(x+ b1))∂y −

− (b3 + b4)t∂t + (b4u− 2v)∂u + (b4v + 2u)∂v + 2b4(η + b5)∂η .

Случай 4.1.

h = a1
(
(x+ b1)

2 + (y + b2)
2
)a2 exp(a3 arctg(y + b2

x+ b1

))
+ b5 ,

a1 ̸= 0, a2 ̸= −1, a22 + a23 > 0 .
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В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 4. при b4 = a3 − a2b3

B = 0 ,

C = −1

2
(1 + a2)C3 ,

a = C3t ,

k = −b1
2
C3 ,

l = −b2
2
C3 ,

f = −2a2b5C3t .

Тогда ядро операторов симметрии расширяется оператором симметрии
X2 из случая 4. при b4 = a3 − a2b3 и дополнительным оператором сим-
метрии

X3 = (x+ b1)∂x + (y + b2)∂y + (1− a2)t∂t + a2u∂u + a2v∂v + 2a2(η + b5)∂η .

Случай 5.

h = H
(
ln
(
(x+ b1)

2 + (y + b2)
2
)
+ b3 arctg

(y + b2
x+ b1

))
+ b4 arctg

(y + b2
x+ b1

)
,

кроме случаев 1-4.
В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

C = −b3
2
B ,

a = b3Bt+ C1 ,

k = −
(b1b3

2
+ b2

)
B ,

l =
(
b1 −

b2b3
2

)
B ,

f = −2b4Bt+ C2 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется оператором

X2 = (b3(x+ b1) + 2(y + b2))∂x + (b3(y + b2)− 2(x+ b1))∂y + b3t∂t +

+ 2v∂u − 2u∂v + 2b4∂η .
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Случай 5.1.

h = a1 ln
(
(x+ b1)

2 + (y + b2)
2
)
+ a3 arctg

(y + b2
x+ b1

)
+ a2, a21 + a23 > 0

В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим реше-
ние, дополнительное к решению случая 5. при b4 = a3 − a1b3

B = 0 ,

C = −1

2
C3 ,

a = C3t ,

k = −b1
2
C3 ,

l = −b2
2
C3 ,

f = 2a1C3t .

Тогда ядро операторов симметрии расширяется оператором симметрии
X2 из случая 5. при b4 = a3 − a1b3 и дополнительным оператором сим-
метрии

X3 = (x+ b1)∂x + (y + b2)∂y + t∂t − 2a1∂η .

Случай 6. h = H(x) exp(b1y) + b2, b1 ̸= 0, кроме случаев 1-5.
В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

C =
b1
2
C3 ,

a = C1 ,

k = 0 ,

l = C3 ,

f = 2b1b2C3t+ C2 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется оператором

X2 =2∂y − b1t∂t + b1u∂u + b1v∂v + 2b1(η + b2)∂η .
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Случай 7. h = H(y + b1x) exp(b2x) + b3, b2 ̸= 0, кроме случаев 1-6.
В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

C =
b2
2
C3 ,

a = C1 ,

k = C3 ,

l = −b1C3 ,

f = 2b2b3C3t+ C2 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется оператором

X2 =2∂x − 2b1∂y − b2t∂t + b2u∂u + b2v∂v + 2b2(η + b3)∂η .

Случай 8.

h = H
(x+ b1
y + b2

)
(x+ b1)

b3 + b4 , b3 ∈ Z \ {−2}

или

h = H
(x+ b1
y + b2

)
|x+ b1|b3 + b4 , b3 ̸= −2 ,

кроме случаев 1-7.
В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

C = −2 + b3
4

C3 ,

a = C3t+ C1 ,

k = −b1
2
C3 ,

l = −b2
2
C3 ,

f = −b3b4C3t+ C2 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется оператором

X2 =2(x+ b1)∂x + 2(y + b2)∂y + (2− b3)t∂t + b3u∂u + b3v∂v + 2b3(η + b4)∂η .
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Случай 9.

h = H
(x+ b1
y + b2

)
+ b3 ln |x+ b1| ,

кроме случаев 1-8.
В этом случае из классифицирующего уравнения (5.3.1) находим

B = 0 ,

C = −1

2
C3 ,

a = C3t+ C1 ,

k = −b1
2
C3 ,

l = −b2
2
C3 ,

f = b3C3t+ C2 .

В этом случае ядро операторов симметрии расширяется оператором

X2 =(x+ b1)∂x + (y + b2)∂y + t∂t − b3∂η .

5.5. Нелинеаризуемость двумерной системы уравнений
мелкой воды над неровным дном

На основании результатов групповой классификации можно сделать
вывод о том, что в отличие от одномерной системы уравнений мелкой
воды, двумерная система уравнений мелкой воды не может быть линеа-
ризована точечным преобразованием ни при каком профиле дна.

5.6. Основные результаты главы

Сформулируем основные результаты главы:

1. Для двумерной системы уравнений мелкой воды над неровным дном
найдено ядро алгебры Ли операторов симметрии.
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2. Для двумерной системы уравнений мелкой воды при каждом профиле
дна найдены все операторы симметрии, дополнительные к ядру алгебры
Ли операторов симметрии.
3. Показано, что двумерная система уравнений мелкой воды не может
быть линеаризована точечным преобразованием ни при каком профиле
дна.
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ГЛАВА 6 f

ГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ
ДВУМЕРНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ МЕЛКОЙ
ВОДЫ НАД НЕРОВНЫМ ДНОМ

6.1. Система определяющих уравнений

Под гидродинамическими законами сохранения системы уравне-
ний (5.1.1) будем понимать тройки функций P = P (x, y, t, u, v, η), Q =

Q(x, y, t, u, v, η), R = R(x, y, t, u, v, η), для которых дивергентные формы

Dx(P ) +Dy(Q) +Dt(R)

тождественно равны нулю на решениях системы уравнений (5.1.1). Здесь

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ vx

∂

∂v
+ ηx

∂

∂η
,

Dy =
∂

∂y
+ uy

∂

∂u
+ vy

∂

∂v
+ ηy

∂

∂η
,

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ vt

∂

∂v
+ ηt

∂

∂η

– операторы полных производных по соответствующим переменным.
Система определяющих уравнений для законов сохранения имеет вид

Pu − uRu − (η + h)Rη = 0 , Qu − vRu = 0 , Pv − uRv = 0 ,

Qv − vRv − (η + h)Rη = 0 , Pη −Ru − uRη = 0 ,

Qη −Rv − vRη = 0 , Px +Qy +Rt − (uhx + vhy)Rη = 0 .
(6.1.1)

fРезультаты этой главы опубликованы в работах [3, 9, 11,20,25,27–29].
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6.2. Решение системы определяющих уравнений

Из второго и третьего уравнений системы (6.1.1) можно выразить
функции P и Q через R и постоянные интегрирования. Далее, исследуя
систему уравнений (6.1.1) на совместность, получаем

P =(η + h)2
(
au− ȧ

2
x−By + k

)
+ uR ,

Q =(η + h)2
(
av − ȧ

2
y +Bx+ l

)
+ vR ,

R =(η + h)
(x2 + y2

2

..
a− 2k̇x− 2l̇y + 2ku+ 2lv +

+ 2B(xv − yu)− ȧ(xu+ yv) + a(u2 + v2 + η − h) + f
)
,

где функции a = a(t), k = k(t), l = l(t), f = f(t) и постоянная B

определяются из классифицирующего уравнения

(− .
ax− 2By + 2k)hx + (− .

ay + 2Bx+ 2l)hy − 2
.
ah =

= − x2 + y2

2

...
a + 2x

..

k + 2y
..

l −
.

f .
(6.2.1)

Замечание 6.2.1. Классифицирующее уравнение (6.2.1) совпадает
с классифицирующим уравнением (5.3.1) при C = 0. Тогда анализ клас-
сифицирующего уравнения (6.2.1) и рассмотрение случаев расширения
базовых гидродинамических законов сохранения проводятся ниже ана-
логично анализу для симметрий из раздела ??.

Базовые гидродинамические законы сохранения системы уравне-
ний (5.1.1) имеют вид

P0 = u(η + h) , Q0 = v(η + h) , R0 = η + h ,

P1 = u(η + h)(u2 + v2 + 2η) , Q1 = v(η + h)(u2 + v2 + 2η) ,

R1 = (η + h)(u2 + v2 + η − h) .
(6.2.2)

Замечание 6.2.2. Аналогом закона сохранения (6.2.2) в газовой ди-
намике также является закон сохранения энергии (2.3.4). Таким образом,
закон сохранения (6.2.2) аналогичен закону сохранения (2.3.1).
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Случай 1. h = H(x) + b1y
2 + b2xy + b3y

Случай 1.1. h = a1x+ a2y + a3

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =(η + h)2
(
tu− x

2
− 3a1

4
t2
)
+ uR2,

Q2 =(η + h)2
(
tv − y

2
− 3a2

4
t2
)
+ vR2,

R2 =(η + h)
(
3a1tx+ 3a2ty −

3a1
2

t2u− 3a2
2

t2v − xu− yv +

+ t(u2 + v2 + η − h) +
a21 + a22

2
t3 + 2a3t

)
,

P3 =(η + h)2
(
t2u− tx− a1

2
t3
)
+ uR3,

Q3 =(η + h)2
(
t2v − ty − a2

2
t3
)
+ vR3,

R3 =(η + h)
(
x2 + y2 + 3a1t

2x+ 3a2t
2y − a1t

3u− a2t
3v − 2t(xu+ yv) +

+ t2(u2 + v2 + η − h) +
a21 + a22

4
t4 + 2a3t

2
)
,

P4 =
t(η + h)2

2
+ uR4, Q4 = vR4, R4 = (η + h)

(
−x+ tu− a1

2
t2
)
,

P5 = uR5, Q5 =
t(η + h)2

2
+ vR5, R5 = (η + h)

(
−y + tv − a2

2
t2
)
,

P6 =
(η + h)2

2
+ uR6, Q6 = vR6, R6 = (η + h)(u− a1t),

P7 = uR7, Q7 =
(η + h)2

2
+ vR7, R7 = (η + h)(v − a2t),

P8 =(η + h)2
(
−y +

a2
2
t2
)
+ uR8, Q8 = (η + h)2

(
x− a1

2
t2
)
+ vR8,

R8 =(η + h)(−2a2tx+ 2a1ty + a2t
2u− a1t

2v + 2xv − 2yu).

Случай 1.2. h = a1x
2 + a2y

2 + a3xy + a4x+ a5y + a6, a21 + a22 + a23 > 0

Случай 1.2.1. h = a1(x
2 + y2) + a4x+ a5y + a6, a1 > 0.
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В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =(η + h)2et
√
8a1

(
u−

√
2a1x− a4

√
2a1

2a1

)
+ uR2,

Q2 =(η + h)2et
√
8a1

(
v −

√
2a1y −

a5
√
2a1

2a1

)
+ vR2,

R2 =(η + h)et
√
8a1

(
3h− a4

√
2a1

a1
u− a5

√
2a1

a1
v −

√
8a1(xu+ yv) +

+ u2 + v2 + η − 2a6 +
a24 + a25
2a1

)
,

P3 =(η + h)2e−t
√
8a1

(
u+

√
2a1x+

a4
√
2a1

2a1

)
+ uR3,

Q3 =(η + h)2e−t
√
8a1

(
v +

√
2a1y +

a5
√
2a1

2a1

)
+ vR3,

R3 =(η + h)e−t
√
8a1

(
3h+

a4
√
2a1

a1
u+

a5
√
2a1

a1
v +

√
8a1(xu+ yv) +

+ u2 + v2 + η − 2a6 +
a24 + a25
2a1

)
,

P4 =
(η + h)2et

√
2a1

2
+ uR4, Q4 = vR4,

R4 = (η + h)et
√
2a1

(
−
√
2a1x+ u− a4√

2a1

)
,

P5 = uR5, Q5 =
(η + h)2et

√
2a1

2
+ vR5,

R5 = (η + h)et
√
2a1

(
−
√
2a1y + v − a5√

2a1

)
,

P6 =
(η + h)2e−t

√
2a1

2
+ uR6, Q6 = vR6,

R6 = (η + h)e−t
√
2a1

(√
2a1x+ u+

a4√
2a1

)
,

P7 = uR7, Q7 =
(η + h)2e−t

√
2a1

2
+ vR7,

R7 = (η + h)e−t
√
2a1

(√
2a1y + v +

a5√
2a1

)
,

P8 =(η + h)2
(
−y − a5

2a1

)
+ uR8, Q8 = (η + h)2

(
x+

a4
2a1

)
+ vR8,

R8 =(η + h)
(
−a5
a1

u+
a4
a1

v + 2xv − 2yu
)
.
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Случай 1.2.2. h = a1(x
2 + y2) + a4x+ a5y + a6, a1 < 0.

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =(η + h)2
(
sin(t

√
−8a1)u−

√
−2a1

(
x+

a4
2a1

)
cos(t

√
−8a1)

)
+ uR2,

Q2 =(η + h)2
(
sin(t

√
−8a1)v −

√
−2a1

(
y +

a5
2a1

)
cos(t

√
−8a1)

)
+ vR2,

R2 =(η + h)
(
3h sin(t

√
−8a1)−

a4
√
−2a1
a1

cos(t
√
−8a1)u−

− a5
√
−2a1
a1

cos(t
√
−8a1)v −

√
−8a1 cos(t

√
−8a1)(xu+ yv) +

+ sin(t
√
−8a1)

(
u2 + v2 + η − 2a6 +

a24 + a25
2a1

))
,

P3 =(η + h)2
(
cos(t

√
−8a1)u+

√
−2a1

(
x+

a4
2a1

)
sin(t

√
−8a1)

)
+ uR3,

Q3 =(η + h)2
(
cos(t

√
−8a1)v +

√
−2a1

(
y +

a5
2a1

)
sin(t

√
−8a1)

)
+ vR3,

R3 =(η + h)
(
3h cos(t

√
−8a1) +

a4
√
−2a1
a1

sin(t
√
−8a1)u+

+
a5
√
−2a1
a1

sin(t
√
−8a1)v +

√
−8a1 sin(t

√
−8a1)(xu+ yv) +

+ cos(t
√
−8a1)

(
u2 + v2 + η − 2a6 +

a24 + a25
2a1

))
,

P4 =
(η + h)2 sin(t

√
−2a1)

2
+ uR4, Q4 = vR4,

R4 = (η + h)
(
−
√
−2a1 cos(t

√
−2a1)

(
x+

a4
2a1

)
+ sin(t

√
−2a1)u

)
,

P5 = uR5, Q5 =
(η + h)2 sin(t

√
−2a1)

2
+ vR5,

R5 = (η + h)
(
−
√
−2a1 cos(t

√
−2a1)

(
y +

a5
2a1

)
+ sin(t

√
−2a1)v

)
,

P6 =
(η + h)2 cos(t

√
−2a1)

2
+ uR6, Q6 = vR6,

R6 = (η + h)
(√

−2a1 sin(t
√
−2a1)

(
x+

a4
2a1

)
+ cos(t

√
−2a1)u

)
,

P7 = uR7, Q7 =
(η + h)2 cos(t

√
−2a1)

2
+ vR7,

R7 = (η + h)
(√

−2a1 sin(t
√
−2a1)

(
y +

a5
2a1

)
+ cos(t

√
−2a1)v

)
,
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P8 =(η + h)2
(
−y − a5

2a1

)
+ uR8, Q8 = (η + h)2

(
x+

a4
2a1

)
+ vR8,

R8 =(η + h)
(
−a5
a1

u+
a4
a1

v + 2xv − 2yu
)
.

Случай 1.2.3. h = a1x
2+a2y

2+a4x+a5y+a6, a1 ̸= a2, a1 > 0, a2 > 0.
В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =
(η + h)2et

√
2a1

2
+ uR2, Q2 = vR2,

R2 = (η + h)et
√
2a1

(
−
√
2a1x+ u− a4√

2a1

)
,

P3 = uR3, Q3 =
(η + h)2et

√
2a2

2
+ vR3,

R3 = (η + h)et
√
2a2

(
−
√
2a2y + v − a5√

2a2

)
,

P4 =
(η + h)2e−t

√
2a1

2
+ uR4, Q4 = vR4,

R4 = (η + h)e−t
√
2a1

(√
2a1x+ u+

a4√
2a1

)
,

P5 = uR5, Q5 =
(η + h)2e−t

√
2a2

2
+ vR5,

R5 = (η + h)e−t
√
2a2

(√
2a2y + v +

a5√
2a2

)
.

Случай 1.2.4. h = a1x
2 + a4x+ a5y + a6, a1 > 0.

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =
(η + h)2et

√
2a1

2
+ uR2, Q2 = vR2,

R2 = (η + h)et
√
2a1

(
−
√
2a1x+ u− a4√

2a1

)
,

P3 = uR3, Q3 =
(η + h)2t

2
+ vR3,

R3 = (η + h)
(
−y + tv − a5t

2

2

)
,

P4 =
(η + h)2e−t

√
2a1

2
+ uR4, Q4 = vR4,

R4 = (η + h)e−t
√
2a1

(√
2a1x+ u+

a4√
2a1

)
,
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P5 = uR5, Q5 =
(η + h)2

2
+ vR5,

R5 = (η + h)(v − a5t).

Случай 1.2.5. h = a1x
2 + a2y

2 + a4x+ a5y + a6, a1 > 0, a2 < 0.
В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =
(η + h)2et

√
2a1

2
+ uR2, Q2 = vR2,

R2 = (η + h)et
√
2a1

(
−
√
2a1x+ u− a4√

2a1

)
,

P3 = uR3, Q3 =
(η + h)2 sin(t

√
−2a2)

2
+ vR3,

R3 = (η + h)
(
−
√
−2a2 cos(t

√
−2a2)

(
y +

a5
2a2

)
+ sin(t

√
−2a2)v

)
,

P4 =
(η + h)2e−t

√
2a1

2
+ uR4, Q4 = vR4,

R4 = (η + h)e−t
√
2a1

(√
2a1x+ u+

a4√
2a1

)
,

P5 = uR5, Q5 =
(η + h)2 cos(t

√
−2a2)

2
+ vR5,

R5 = (η + h)
(√

−2a2 sin(t
√
−2a2)

(
y +

a5
2a2

)
+ cos(t

√
−2a2)v

)
.

Случай 1.2.6. h = a2y
2 + a4x+ a5y + a6, a2 < 0.

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =
(η + h)2t

2
+ uR2, Q2 = vR2, R2 = (η + h)

(
−x+ tu− a4

2
t2
)
,

P3 = uR3, Q3 =
(η + h)2 sin(t

√
−2a2)

2
+ vR3,

R3 = (η + h)
(
−
√
−2a2 cos(t

√
−2a2)

(
y +

a5
2a2

)
+ sin(t

√
−2a2)v

)
,

P4 =
(η + h)2

2
+ uR4, Q4 = vR4, R4 = (η + h)(u− a4t),

P5 = uR5, Q5 =
(η + h)2 cos(t

√
−2a2)

2
+ vR5,

R5 = (η + h)
(√

−2a2 sin(t
√
−2a2)

(
y +

a5
2a2

)
+ cos(t

√
−2a2)v

)
.
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Случай 1.2.7. h = a1x
2 + a2y

2 + a4x+ a5y + a6, a1 < 0, a2 < 0.
В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =
(η + h)2 sin(t

√
−2a1)

2
+ uR2, Q2 = vR2,

R2 = (η + h)
(
−
√
−2a1 cos(t

√
−2a1)

(
x+

a4
2a1

)
+ sin(t

√
−2a1)u

)
,

P3 = uR3, Q3 =
(η + h)2 sin(t

√
−2a2)

2
+ vR3,

R3 = (η + h)
(
−
√
−2a2 cos(t

√
−2a2)

(
y +

a5
2a2

)
+ sin(t

√
−2a2)v

)
,

P4 =
(η + h)2 cos(t

√
−2a1)

2
+ uR4, Q4 = vR4,

R4 = (η + h)
(√

−2a1 sin(t
√
−2a1)

(
x+

a4
2a1

)
+ cos(t

√
−2a1)u

)
,

P5 = uR5, Q5 =
(η + h)2 cos(t

√
−2a2)

2
+ vR5,

R5 = (η + h)
(√

−2a2 sin(t
√
−2a2)

(
y +

a5
2a2

)
+ cos(t

√
−2a2)v

)
.

Случай 1.2.8. h = a1x
2+a2y

2+a3xy+a4x+a5y+a6, a3 ̸= 0, a1+a2 >√
(a1 − a2)2 + a23.

Обозначим s =
√

(a1 − a2)2 + a23, S1 =
√
a1 + a2 + s, S2 =

√
a1 + a2 − s.

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =
(η + h)2etS2

2
+ uR2, Q2 =

(η + h)2(S2
2 − 2a1)e

tS2

2a3
+ vR2,

R2 =(η + h)etS2

(
−S2x− S2(S

2
2 − 2a1)

a3
y + u+

S2
2 − 2a1
a3

v +

+
1

S2

(
−a4 −

(S2
2 − 2a1)a5

a3

))
,

P3 =
(η + h)2e−tS2

2
+ uR3, Q3 =

(η + h)2(S2
2 − 2a1)e

−tS2

2a3
+ vR3,

R3 =(η + h)e−tS2

(
S2x+

S2(S
2
2 − 2a1)

a3
y + u+

S2
2 − 2a1
a3

v +

+
1

S2

(
a4 +

(S2
2 − 2a1)a5

a3

))
,
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P4 =
(η + h)2etS1

2
+ uR4, Q4 =

(η + h)2(S2
1 − 2a1)e

tS1

2a3
+ vR4,

R4 =(η + h)etS1

(
−S1x− S1(S

2
1 − 2a1)

a3
y + u+

S2
1 − 2a1
a3

v +

+
1

S1

(
−a4 −

(S2
1 − 2a1)a5

a3

))
,

P5 =
(η + h)2e−tS1

2
+ uR5, Q5 =

(η + h)2(S2
1 − 2a1)e

−tS1

2a3
+ vR5,

R5 =(η + h)e−tS1

(
S1x+

S1(S
2
1 − 2a1)

a3
y + u+

S2
1 − 2a1
a3

v +

+
1

S1

(
a4 +

(S2
1 − 2a1)a5

a3

))
.

Случай 1.2.9.

h =
(√

a1x+
a3

2
√
a1
y
)2

+ a4x+ a5y + a6,

a3 ̸= 0, a1 + a2 =
√
(a1 − a2)2 + a23.

Обозначим

S =

√
2a1 +

a23
2a1

.

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =
(η + h)2etS

2
+ uR2, Q2 =

(η + h)2(S2 − 2a1)e
tS

2a3
+ vR2,

R2 =(η + h)etS
(
−Sx− S(S2 − 2a1)

a3
y + u+

S2 − 2a1
a3

v +

+
1

S

(
−a4 −

(S2 − 2a1)a5
a3

))
,

P3 =
(η + h)2e−tS

2
+ uR3, Q3 =

(η + h)2(S2 − 2a1)e
−tS

2a3
+ vR3,

R3 =(η + h)e−tS
(
Sx+

S(S2 − 2a1)

a3
y + u+

S2 − 2a1
a3

v +

+
1

S

(
a4 +

(S2 − 2a1)a5
a3

))
,
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P4 =
(η + h)2t

2
+ uR4, Q4 = −a1(η + h)2t

a3
+ vR4,

R4 =(η + h)
(
−x+

2a1
a3

y + tu− 2a1
a3

tv +
(
−a4 +

2a1a5
a3

)t2
2
− a5

a3

)
,

P5 =
(η + h)2

2
+ uR5, Q5 = −a1(η + h)2

a3
+ vR5,

R5 =(η + h)
(
u− 2a1

a3
v +

(
−a4 +

2a1a5
a3

)
t
)
.

Случай 1.2.10. h = a1x
2 + a2y

2 + a3xy + a4x + a5y + a6, a3 ̸= 0,
−
√
(a1 − a2)2 + a23 < a1 + a2 <

√
(a1 − a2)2 + a23.

Обозначим s =
√
(a1 − a2)2 + a23, S1 =

√
a1 + a2 + s, S3 =

√
s− a1 − a2.

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =
(η + h)2 sin(tS3)

2
+ uR2, Q2 = −(η + h)2(S2

3 + 2a1) sin(tS3)

2a3
+ vR2,

R2 =(η + h)
(
−S3 cos(tS3)x+

S3(S
2
3 + 2a1)

a3
cos(tS3)y + sin(tS3)u−

− S2
3 + 2a1
a3

sin(tS3)v −
cos(tS3)

S3

(
−a4 +

(S2
3 + 2a1)a5

a3

))
,

P3 =
(η + h)2 cos(tS3)

2
+ uR3, Q3 = −(η + h)2(S2

3 + 2a1) cos(tS3)

2a3
+ vR3,

R3 =(η + h)
(
S3 sin(tS3)x− S3(S

2
3 + 2a1)

a3
sin(tS3)y + cos(tS3)u−

− S2
3 + 2a1
a3

cos(tS3)v +
sin(tS3)

S3

(
−a4 +

(S2
3 + 2a1)a5

a3

))
,

P4 =
(η + h)2etS1

2
+ uR4, Q4 =

(η + h)2(S2
1 − 2a1)e

tS1

2a3
+ vR4,

R4 =(η + h)etS1

(
−S1x− S1(S

2
1 − 2a1)

a3
y + u+

S2
1 − 2a1
a3

v +

+
1

S1

(
−a4 −

(S2
1 − 2a1)a5

a3

))
,
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P5 =
(η + h)2e−tS1

2
+ uR5, Q5 =

(η + h)2(S2
1 − 2a1)e

−tS1

2a3
+ vR5,

R5 =(η + h)e−tS1

(
S1x+

S1(S
2
1 − 2a1)

a3
y + u+

S2
1 − 2a1
a3

v +

+
1

S1

(
a4 +

(S2
1 − 2a1)a5

a3

))
.

Случай 1.2.11.

h = −
(√

−a1x− a3
2
√
−a1

y
)2

+ a4x+ a5y + a6 ,

a3 ̸= 0 , a1 + a2 = −
√

(a1 − a2)2 + a23.

Обозначим

S =

√
−2a1 −

a23
2a1

.

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =
(η + h)2 sin(tS)

2
+ uR2, Q2 = −(η + h)2(S2 + 2a1) sin(tS)

2a3
+ vR2,

R2 =(η + h)
(
−S cos(tS)x+

S(S2 + 2a1)

a3
cos(tS)y + sin(tS)u−

− S2 + 2a1
a3

sin(tS)v − cos(tS)

S

(
−a4 +

(S2 + 2a1)a5
a3

))
,

P3 =
(η + h)2 cos(tS)

2
+ uR3, Q3 = −(η + h)2(S2 + 2a1) cos(tS)

2a3
+ vR3,

R3 =(η + h)
(
S sin(tS)x− S(S2 + 2a1)

a3
sin(tS)y + cos(tS)u−

− S2 + 2a1
a3

cos(tS)v +
sin(tS)

S

(
−a4 +

(S2 + 2a1)a5
a3

))
,

P4 =
(η + h)2t

2
+ uR4, Q4 = −a1(η + h)2t

a3
+ vR4,

R4 =(η + h)
(
−x+

2a1
a3

y + tu− 2a1
a3

tv +
(
−a4 +

2a1a5
a3

)t2
2
− a5

a3

)
,

P5 =
(η + h)2

2
+ uR5, Q5 = −a1(η + h)2

a3
+ vR5,

R5 =(η + h)
(
u− 2a1

a3
v +

(
−a4 +

2a1a5
a3

)
t
)
.
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Случай 1.2.12. h = a1x
2 + a2y

2 + a3xy + a4x + a5y + a6, a3 ̸= 0,
a1 + a2 < −

√
(a1 − a2)2 + a23.

Обозначим s =
√
(a1 − a2)2 + a23, S3 =

√
s− a1 − a2, S4 =

√
−s− a1 − a2.

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =
(η + h)2 sin(tS3)

2
+ uR2, Q2 = −(η + h)2(S2

3 + 2a1) sin(tS3)

2a3
+ vR2,

R2 =(η + h)
(
−S3 cos(tS3)x+

S3(S
2
3 + 2a1)

a3
cos(tS3)y + sin(tS3)u−

− S2
3 + 2a1
a3

sin(tS3)v −
cos(tS3)

S3

(
−a4 +

(S2
3 + 2a1)a5

a3

))
,

P3 =
(η + h)2 cos(tS3)

2
+ uR3, Q3 = −(η + h)2(S2

3 + 2a1) cos(tS3)

2a3
+ vR3,

R3 =(η + h)
(
S3 sin(tS3)x− S3(S

2
3 + 2a1)

a3
sin(tS3)y + cos(tS3)u−

− S2
3 + 2a1
a3

cos(tS3)v +
sin(tS3)

S3

(
−a4 +

(S2
3 + 2a1)a5

a3

))
,

P4 =
(η + h)2 sin(tS4)

2
+ uR4, Q4 = −(η + h)2(S2

4 + 2a1) sin(tS4)

2a3
+ vR4,

R4 =(η + h)
(
−S4 cos(tS4)x+

S4(S
2
4 + 2a1)

a3
cos(tS4)y + sin(tS4)u−

− S2
4 + 2a1
a3

sin(tS4)v −
cos(tS4)

S4

(
−a4 +

(S2
4 + 2a1)a5

a3

))
,

P5 =
(η + h)2 cos(tS4)

2
+ uR5, Q5 = −(η + h)2(S2

4 + 2a1) cos(tS4)

2a3
+ vR5,

R5 =(η + h)
(
S4 sin(tS4)x− S4(S

2
4 + 2a1)

a3
sin(tS4)y + cos(tS4)u−

− S2
4 + 2a1
a3

cos(tS4)v +
sin(tS4)

S4

(
−a4 +

(S2
4 + 2a1)a5

a3

))
.

Случай 1.3. h = H(x) + b1y
2 + b2y, H ′′′ ̸= 0.

Случай 1.3.1. h = H(x) + b1y
2 + b2y, H ′′′ ̸= 0, b1 > 0.

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =uR2, Q2 =
(η + h)2et

√
2b1

2
+ vR2,

R2 =(η + h)et
√
2b1
(
−
√
2b1y + v − b2√

2b1

)
,
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P3 =uR3, Q3 =
(η + h)2e−t

√
2b1

2
+ vR3,

R3 =(η + h)e−t
√
2b1
(√

2b1y + v +
b2√
2b1

)
.

Случай 1.3.1.1.

h =
a1

(x+ a2)2
+ b1((x+ a2)

2 + y2) + b2y + b3 , b1 > 0 , a1 ̸= 0 .

В этом случае дополнительными являются законы сохранения (P2, Q2, R2)

и (P3, Q3, R3) из случая 1.3.1. и законы сохранения

P4 =(η + h)2et
√
8b1(u−

√
2b1(x+ a2)) + uR4,

Q4 =(η + h)2et
√
8b1
(
v −

√
2b1

(
y +

b2
2b1

))
+ vR4,

R4 =(η + h)et
√
8b1
(
4b1((x+ a2)

2 + y2) + 4b2y − 2a2
√

2b1u−

− 2b2√
2b1

v −
√
8b1(xu+ yv) + u2 + v2 + η − h+

4b1b3 + b22
2b1

)
,

P5 =(η + h)2e−t
√
8b1(u+

√
2b1(x+ a2)) + uR5,

Q5 =(η + h)2e−t
√
8b1
(
v +

√
2b1

(
y +

b2
2b1

))
+ vR5,

R5 =(η + h)e−t
√
8b1
(
4b1((x+ a2)

2 + y2) + 4b2y + 2a2
√

2b1u+

+
2b2√
2b1

v +
√

8b1(xu+ yv) + u2 + v2 + η − h+
4b1b3 + b22

2b1

)
.

Случай 1.3.2. h = H(x) + b2y, H ′′′ ̸= 0.
В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =uR2, Q2 =
(η + h)2t

2
+ vR2, R2 = (η + h)

(
−y + tv − b2

2
t2
)
,

P3 =uR3, Q3 =
(η + h)2

2
+ vR3, R3 = (η + h)(v − b2t).

Случай 1.3.2.1.

h =
a1

(x+ a2)2
+ b2y + b3, a1 ̸= 0 .
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В этом случае дополнительными являются законы сохранения (P2, Q2, R2)

и (P3, Q3, R3) из случая 1.3.2. и законы сохранения

P4 =(η + h)2
(t2
2
u− t

2
(x+ a2)

)
+ uR4,

Q4 =(η + h)2
(t2
2
v − t

2
y − b2

4
t3
)
+ vR4,

R4 =(η + h)
(x2 + y2

2
+ a2x+

3b2
2

t2y − a2tu− b2
2
t3v − t(xu+ yv) +

+
t2

2
(u2 + v2 + η − h) +

b22
8
t4 + b3t

2
)
,

P5 =(η + h)2
(
tu− 1

2
(x+ a2)

)
+ uR5,

Q5 =(η + h)2
(
tv − 1

2
y − 3b2

4
t2
)
+ vR5,

R5 =(η + h)
(
3b2ty − a2u− 3b2

2
t2v − (xu+ yv) +

+ t(u2 + v2 + η − h) +
b22
2
t3 + 2b3t

)
.

Случай 1.3.3. h = H(x) + b1y
2 + b2y, H ′′′ ̸= 0, b1 < 0.

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =uR2, Q2 =
(η + h)2 sin(t

√
−2b1)

2
+ vR2,

R2 =(η + h)
(
−
√
−2b1 cos(t

√
−2b1)

(
y +

b2
2b1

)
+ sin(t

√
−2b1)v

)
,

P3 =uR3, Q3 =
(η + h)2 cos(t

√
−2b1)

2
+ vR3,

R3 =(η + h)
(√

−2b1 sin(t
√

−2b1)
(
y +

b2
2b1

)
+ cos(t

√
−2b1)v

)
.

Случай 1.3.3.1.

h =
a1

(x+ a2)2
+ b1((x+ a2)

2 + y2) + b2y + b3, b1 < 0, a1 ̸= 0 .

В этом случае дополнительными являются законы сохранения (P2, Q2, R2)
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и (P3, Q3, R3) из случая 1.3.3. и законы сохранения

P4 =(η + h)2(sin(t
√

−8b1)u−
√

−2b1 cos(t
√

−8b1)(x+ a2)) + uR4,

Q4 =(η + h)2
(
sin(t

√
−8b1)v −

√
−2b1 cos(t

√
−8b1)

(
y +

b2
2b1

))
+ vR4,

R4 =(η + h)
(
4
(
b1((x+ a2)

2 + y2) + b2y
)
sin(t

√
−8b1)−

− 2a2
√
−2b1 cos(t

√
−8b1)u+

2b2√
−2b1

cos(t
√

−8b1)v −

−
√

−8b1 cos(t
√

−8b1)(xu+ yv) + sin(t
√

−8b1)(u
2 + v2 + η − h) +

+
4b1b3 + b22

2b1
sin(t

√
−8b1)

)
,

P5 =(η + h)2(cos(t
√

−8b1)u+
√

−2b1 sin(t
√

−8b1)(x+ a2)) + uR5,

Q5 =(η + h)2
(
cos(t

√
−8b1)v +

√
−2b1 sin(t

√
−8b1)

(
y +

b2
2b1

))
+ vR5,

R5 =(η + h)
(
4
(
b1((x+ a2)

2 + y2) + b2y
)
cos(t

√
−8b1) +

+ 2a2
√

−2b1 sin(t
√
−8b1)u− 2b2√

−2b1
sin(t

√
−8b1)v +

+
√
−8b1 sin(t

√
−8b1)(xu+ yv) + cos(t

√
−8b1)(u

2 + v2 + η − h) +

+
4b1b3 + b22

2b1
cos(t

√
−8b1)

)
.

Случай 2.

h = H(y + b0x) +
b1

b20 + 1
(−x+ b0y)

2 +
b2

b20 + 1
(−x+ b0y), H ′′′ ̸= 0.

Случай 2.1.

h = H(y + b0x) +
b1

b20 + 1
(−x+ b0y)

2 +
b2

b20 + 1
(−x+ b0y), H ′′′ ̸= 0, b1 > 0.

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 = − (η + h)2
et

√
2b1

b20 + 1
+ uR2 , Q2 = b0(η + h)2

et
√
2b1

b20 + 1
+ vR2 ,

R2 =(η + h)et
√
2b1
(2√2b1
b20 + 1

x− 2b0
√
2b1

b20 + 1
y − 2

b20 + 1
u+

+
2b0

b20 + 1
v − 2b2

(b20 + 1)
√
2b1

)
,
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P3 = − (η + h)2
e−t

√
2b1

b20 + 1
+ uR3 , Q3 = b0(η + h)2

e−t
√
2b1

b20 + 1
+ vR3 ,

R3 =(η + h)e−t
√
2b1
(
− 2

√
2b1

b20 + 1
x+

2b0
√
2b1

b20 + 1
y − 2

b20 + 1
u+

+
2b0

b20 + 1
v +

2b2

(b20 + 1)
√
2b1

)
.

Случай 2.1.1.

h =
1

b20 + 1

( a1
(y + b0x+ a2)2

+ b1((y + b0x+ a2)
2 + (−x+ b0y)

2) +

+ b2(−x+ b0y) + b3

)
, b1 > 0, a1 ̸= 0.

Обозначим

S1 =
1

b20 + 1

( b2
2b1

− b0a2

)
, S2 =

1

b20 + 1

(
−b0b2

2b1
− a2

)
.

В этом случае дополнительными являются законы сохранения (P2, Q2, R2)

и (P3, Q3, R3) из случая 2.1. и законы сохранения

P4 =(η + h)2et
√
8b1(u−

√
2b1(x− S1)) + uR4 ,

Q4 =(η + h)2et
√
8b1(v −

√
2b1(y − S2)) + vR4 ,

R4 =(η + h)et
√
8b1
(
4b1(x

2 + y2)− 8b1(S1x+ S2y)−

−
√
8b1((x− S1)u+ (y − S2)v) +

+ u2 + v2 + η − h+
4b1(b3 + 2a22b1) + b22

2b1(b20 + 1)

)
,

P5 =(η + h)2e−t
√
8b1(u+

√
2b1(x− S1)) + uR5 ,

Q5 =(η + h)2e−t
√
8b1(v +

√
2b1(y − S2)) + vR5 ,

R5 =(η + h)e−t
√
8b1
(
4b1(x

2 + y2)− 8b1(S1x+ S2y) +

+
√

8b1((x− S1)u+ (y − S2)v) +

+ u2 + v2 + η − h+
4b1(b3 + 2a22b1) + b22

2b1(b20 + 1)

)
.

Случай 2.2.

h = H(y + b0x) +
b2

b20 + 1
(−x+ b0y), H ′′′ ̸= 0.



– 106 –

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 = − (η + h)2
t

b20 + 1
+ uR2 , Q2 = b0(η + h)2

t

b20 + 1
+ vR2 ,

R2 =(η + h)
( 2

b20 + 1
x− 2b0

b20 + 1
y − 2t

b20 + 1
u+

2b0t

b20 + 1
v − b2t

2

b20 + 1

)
,

P3 = − (η + h)2
1

b20 + 1
+ uR3 , Q3 = b0(η + h)2

1

b20 + 1
+ vR3 ,

R3 =(η + h)
(
− 2

b20 + 1
u+

2b0
b20 + 1

v − 2b2t

b20 + 1

)
.

Случай 2.2.1.

h =
1

b20 + 1

( a1
(y + b0x+ a2)2

+ b2(−x+ b0y) + b3

)
, a1 ̸= 0.

В этом случае дополнительными являются законы сохранения (P2, Q2, R2)

и (P3, Q3, R3) из случая 2.2. и законы сохранения

P4 =(η + h)2
(
t2u− tx+

1

b20 + 1

(b2
2
t3 − b0a2t

))
+ uR4 ,

Q4 =(η + h)2
(
t2v − ty +

1

b20 + 1

(
−b0b2

2
t3 − a2t

))
+ vR4 ,

R4 =(η + h)
(
x2 + y2 − 2

b20 + 1

(3b2
2

t2 − b0a2

)
x− 2

b20 + 1

(
−3b0b2

2
t2 − a2

)
y +

+
2

b20 + 1

(b2
2
t3 − b0a2t

)
u+

2

b20 + 1

(
−b0b2

2
t3 − a2t

)
v − 2t(xu+ yv) +

+ t2(u2 + v2 + η − h) +
1

b20 + 1

(b22
4
t4 + 2b3t

2
))

,

P5 =(η + h)2
(
2tu− x+

1

b20 + 1

(3b2
2

t2 − b0a2

))
+ uR5 ,

Q5 =(η + h)2
(
2tv − y +

1

b20 + 1

(
−3b0b2

2
t2 − a2

))
+ vR5 ,

R5 =(η + h)
(
− 6b2
b20 + 1

tx+
6b0b2
b20 + 1

ty +

+
2

b20 + 1

(3b2
2

t2 − b0a2

)
u+

2

b20 + 1

(
−3b0b2

2
t2 − a2

)
v − 2(xu+ yv) +

+ 2t(u2 + v2 + η − h) +
1

b20 + 1
(b22t

3 + 4b3t)
)
.
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Случай 2.3.

h = H(y + b0x) +
b1

b20 + 1
(−x+ b0y)

2 +
b2

b20 + 1
(−x+ b0y), H ′′′ ̸= 0, b1 < 0.

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 = − (η + h)2
sin(t

√
−2b1)

b20 + 1
+ uR2 , Q2 = b0(η + h)2

sin(t
√
−2b1)

b20 + 1
+ vR2 ,

R2 =(η + h)
(2√−2b1

b20 + 1
cos(t

√
−2b1)x− 2b0

√
−2b1

b20 + 1
cos(t

√
−2b1)y −

− 2

b20 + 1
sin(t

√
−2b1)u+

2b0
b20 + 1

sin(t
√

−2b1)v +

+
2b2

(b20 + 1)
√
−2b1

cos(t
√

−2b1)
)
,

P3 = − (η + h)2
cos(t

√
−2b1)

b20 + 1
+ uR3 , Q3 = b0(η + h)2

cos(t
√
−2b1)

b20 + 1
+ vR3 ,

R3 =(η + h)
(
− 2

√
−2b1

b20 + 1
sin(t

√
−2b1)x+

2b0
√
−2b1

b20 + 1
sin(t

√
−2b1)y −

− 2

b20 + 1
cos(t

√
−2b1)u+

2b0
b20 + 1

cos(t
√

−2b1)v −

− 2b2

(b20 + 1)
√
−2b1

sin(t
√

−2b1)
)
.

Случай 2.3.1.

h =
1

b20 + 1

( a1
(y + b0x+ a2)2

+ b1((y + b0x+ a2)
2 + (−x+ b0y)

2) +

+ b2(−x+ b0y) + b3

)
, b1 < 0, a1 ̸= 0.

Обозначим

S1 =
1

b20 + 1

( b2
2b1

− b0a2

)
, S2 =

1

b20 + 1

(
−b0b2

2b1
− a2

)
.

В этом случае дополнительными являются законы сохранения (P2, Q2, R2)



– 108 –

и (P3, Q3, R3) из случая 2.3. и законы сохранения

P4 =(η + h)2(sin(t
√
−8b1)u−

√
−2b1 cos(t

√
−8b1)(x− S1)) + uR4 ,

Q4 =(η + h)2(sin(t
√
−8b1)v −

√
−2b1 cos(t

√
−8b1)(y − S2)) + vR4 ,

R4 =(η + h)
(
4b1 sin(t

√
−8b1)(x

2 + y2)− 8b1 sin(t
√

−8b1)(S1x+ S2y)−

−
√
−8b1 cos(t

√
−8b1)((x− S1)u+ (y − S2)v) +

+ sin(t
√
−8b1)(u

2 + v2 + η − h) +
4b1(b3 + 2a22b1) + b22

2b1(b20 + 1)
sin(t

√
−8b1)

)
,

P5 =(η + h)2(cos(t
√

−8b1)u+
√
−2b1 sin(t

√
−8b1)(x− S1)) + uR5 ,

Q5 =(η + h)2(cos(t
√

−8b1)v +
√

−2b1 sin(t
√

−8b1)(y − S2)) + vR5 ,

R5 =(η + h)
(
4b1 cos(t

√
−8b1)(x

2 + y2)− 8b1 cos(t
√

−8b1)(S1x+ S2y) +

+
√
−8b1 sin(t

√
−8b1)((x− S1)u+ (y − S2)v) +

+ cos(t
√

−8b1)(u
2 + v2 + η − h) +

4b1(b3 + 2a22b1) + b22
2b1(b20 + 1)

cos(t
√

−8b1)
)
.

Случай 3.

h =
1

(x+ a1)2
H
(x+ a1
y + a2

)
+ a3((x+ a1)

2 + (y + a2)
2) + a4, H ̸= 0 .

Случай 3.1.

h =
1

(x+ a1)2
H
(x+ a1
y + a2

)
+ a3((x+ a1)

2 + (y + a2)
2) + a4, H ̸= 0, a3 > 0 .

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =(η + h)2et
√
8a3(u−

√
2a3(x+ a1)) + uR2,

Q2 =(η + h)2et
√
8a3(v −

√
2a3(y + a2)) + vR2,

R2 =(η + h)et
√
8a3

(
4a3((x+ a1)

2 + (y + a2)
2)−

−
√
8a3((x+ a1)u+ (y + a2)v) + u2 + v2 + η − h+ 2a4

)
,

P3 =(η + h)2e−t
√
8a3(u+

√
2a3(x+ a1)) + uR3,

Q3 =(η + h)2e−t
√
8a3(v +

√
2a3(y + a2)) + vR3,

R3 =(η + h)e−t
√
8a3

(
4a3((x+ a1)

2 + (y + a2)
2) +

+
√
8a3((x+ a1)u+ (y + a2)v) + u2 + v2 + η − h+ 2a4

)
.
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Случай 3.1.1.

h =
b1

(x+ a1)2 + (y + a2)2
+ a3((x+ a1)

2 + (y + a2)
2) + a4, a3 > 0, b1 ̸= 0 .

В этом случае дополнительными являются законы сохранения (P2, Q2, R2)

и (P3, Q3, R3) из случая 3.1. и закон сохранения

P4 = − (η + h)2(y + a2) + uR4, Q4 = (η + h)2(x+ a1) + vR4,

R4 =2(η + h)((x+ a1)v − (y + a2)u).

Случай 3.2.

h =
1

(x+ a1)2
H
(x+ a1
y + a2

)
+ a4, H ̸= 0 .

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =(η + h)2
(t2
2
u− t

2
(x+ a1)

)
+ uR2,

Q2 =(η + h)2
(t2
2
v − t

2
(y + a2)

)
+ vR2,

R2 =(η + h)
(x2 + y2

2
+ a1x+ a2y − t(x+ a1)u− t(y + a2)v +

+
t2

2
(u2 + v2 + η − h) + a4t

2
)
,

P3 =(η + h)2
(
tu− 1

2
(x+ a1)

)
+ uR3,

Q3 =(η + h)2
(
tv − 1

2
(y + a2)

)
+ vR3,

R3 =(η + h)(−(x+ a1)u− (y + a2)v + t(u2 + v2 + η − h) + 2a4t).

Случай 3.2.1.

h =
b1

(x+ a1)2 + (y + a2)2
+ a4, b1 ̸= 0 .

В этом случае дополнительными являются законы сохранения (P2, Q2, R2)

и (P3, Q3, R3) из случая 3.2. и закон сохранения

P4 = − (η + h)2(y + a2) + uR4, Q4 = (η + h)2(x+ a1) + vR4,

R4 =2(η + h)((x+ a1)v − (y + a2)u).
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Случай 3.3.

h =
1

(x+ a1)2
H
(x+ a1
y + a2

)
+ a3((x+ a1)

2 + (y + a2)
2) + a4, H ̸= 0, a3 < 0 .

В этом случае дополнительные законы сохранения имеют вид

P2 =(η + h)2(sin(t
√
−8a3)u−

√
−2a3 cos(t

√
−8a3)(x+ a1)) + uR2,

Q2 =(η + h)2(sin(t
√
−8a3)v −

√
−2a3 cos(t

√
−8a3)(y + a2)) + vR2,

R2 =(η + h)
(
4a3 sin(t

√
−8a3)((x+ a1)

2 + (y + a2)
2)−

−
√
−8a3 cos(t

√
−8a3)((x+ a1)u+ (y + a2)v) +

+ sin(t
√
−8a3)(u

2 + v2 + η − h+ 2a4)
)
,

P3 =(η + h)2(cos(t
√
−8a3)u+

√
−2a3 sin(t

√
−8a3)(x+ a1)) + uR3,

Q3 =(η + h)2(cos(t
√
−8a3)v +

√
−2a3 sin(t

√
−8a3)(y + a2)) + vR3,

R3 =(η + h)
(
4a3 cos(t

√
−8a3)((x+ a1)

2 + (y + a2)
2) +

+
√
−8a3 sin(t

√
−8a3)((x+ a1)u+ (y + a2)v) +

+ cos(t
√
−8a3)(u

2 + v2 + η − h+ 2a4)
)
.

Случай 3.3.1.

h =
b1

(x+ a1)2 + (y + a2)2
+ a3((x+ a1)

2 + (y + a2)
2) + a4, a3 < 0, b1 ̸= 0 .

В этом случае дополнительными являются законы сохранения (P2, Q2, R2)

и (P3, Q3, R3) из случая 3.3. и закон сохранения

P4 = − (η + h)2(y + a2) + uR4, Q4 = (η + h)2(x+ a1) + vR4,

R4 =2(η + h)((x+ a1)v − (y + a2)u).

Случай 4.

h = H
(
ln
(
(x+ b1)

2 + (y + b2)
2
)
+

+ b3 arctg
(y + b2
x+ b1

))
exp

(
b3 arctg

(y + b2
x+ b1

))
+ a4, b3 ̸= 0 ,
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кроме случаев 1-3.
В этом случае дополнительный закон сохранения имеет вид

P =(η + h)2
(
b3tu− b3

2
x− y − 2b2 + b1b3

2

)
+ uR ,

Q =(η + h)2
(
b3tv −

b3
2
y + x+

2b1 − b2b3
2

)
+ vR ,

R =(η + h)
(
− (2b2 + b1b3)u+ (2b1 − b2b3)v +

+ 2(xv − yu)− b3(xu+ yv) + b3t(u
2 + v2 + η − h) + 2b3a4t

)
.

Случай 5.

h = H((x+ b1)
2 + (y + b2)

2)) + a3 arctg
(y + b2
x+ b1

)
,

кроме случаев 1-4.
В этом случае дополнительный закон сохранения имеет вид

P =(η + h)2(−y − b2) + uR ,

Q =(η + h)2(x+ b1) + vR ,

R =(η + h)(−2b2u+ 2b1v + 2(xv − yu)− 2a3t) .

6.3. Основные результаты главы

Сформулируем основные результаты главы:

1. Показано, что законами сохранения двумерной системы уравнений
мелкой воды, справедливыми для любых профилей дна, являются только
аналоги законов сохранения массы и энергии.
2. Для двумерной системы уравнений мелкой воды при каждом профи-
ле дна найдены все дополнительные гидродинамические законы сохра-
нения.
3. Показано, что пространство гидродинамических законов сохранения
двумерной системы уравнений мелкой воды не более чем девятимерно.
При этом оно является девятимерным только в случаях плоского дна и
дна в форме параболоида вращения.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сформулируем основные результаты диссертации:
1. Найдены все симметрии одномерной системы уравнений мелкой

воды в эйлеровых переменных при всех профилях дна. На основании
полученных результатов сделан вывод о возможности линеаризации
системы уравнений одномерной мелкой воды с помощью точечных
преобразований только в случаях горизонтального и наклонного
профилей дна.

2. Проведена классификация контактных симметрий одномерного
уравнения мелкой воды над неровным дном в лагранжевых перемен-
ных. На основании результатов полученной классификации сделан
вывод о возможности линеаризации одномерного уравнения мелкой
воды с помощью контактных преобразований только в случаях
горизонтального и наклонного профилей дна.

3. Найдены все симметрии двумерной системы уравнений мелкой воды
в эйлеровых переменных при всех профилях дна. На основании по-
лученных результатов сделан вывод о невозможности линеаризации
системы уравнений двумерной мелкой воды с помощью точечных
преобразований ни при каком профиле дна.

4. Показано, что законами сохранения одномерной системы урав-
нений мелкой воды в эйлеровых переменных, справедливыми
для любых профилей дна, являются только аналоги законов со-
хранения массы, импульса и энергии. При каждом профиле дна
найдены все дополнительные гидродинамические законы сохранения.

5. Найдены все законы сохранения первого порядка одномерного урав-
нения мелкой воды в лагранжевых переменных при всех профилях
дна.

6. Показано, что законами сохранения двумерной системы уравнений
мелкой воды в эйлеровых переменных, справедливыми для любых
профилей дна, являются только аналоги законов сохранения массы
и энергии. При каждом профиле дна найдены все дополнительные
гидродинамические законы сохранения.
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7. Получено трехпараметрическое семейство точных решений одно-
мерной системы уравнений мелкой воды над наклонным дном.
Исследовано двухпараметрическое семейство точных решений од-
номерной системы уравнений мелкой воды над наклонным дном,
описывающее набег на берег и отражение от него волны в форме
сглаженной ”ступеньки”. Описаны нелинейный эффект заплеска и
эффект усиления амплитуды набегающей волны при ее отражении
от берега.



– 114 –

ЛИТЕРАТУРА

1. Аксенов А.В., Дружков К.П. Законы сохранения, симметрии и точ-
ные решения уравнений мелкой воды над неровным дном // Вестник
Национального исследовательского ядерного университета ”МИФИ”.
2016. Т. 5. № 1. C. 38–46.

2. Aksenov A.V., Druzhkov K.P. Conservation laws and symmetries of
the shallow water system above rough bottom // Journal of Physics:
Conference Series. 2016. V. 722. Pp. 1–7.

3. Аксенов А.В., Дружков К.П. Законы сохранения системы уравнений
двумерной мелкой воды над неровным дном // Вестник Националь-
ного исследовательского ядерного университета ”МИФИ”. 2018. Т. 7.
№ 3. С. 240–248.

4. Аксенов А.В., Дружков К.П. Групповая классификация системы
уравнений двумерной мелкой воды над неровным дном // Вестник
Национального исследовательского ядерного университета ”МИФИ”.
2018. Т. 7. № 4. С. 335–340.

5. Аксенов А.В., Дружков К.П. Симметрии системы уравнений двумер-
ной мелкой воды над неровным дном // Дифференциальные уравне-
ния. 2018. Т. 54. № 11. С. 1565–1566.

6. Аксенов А.В., Доброхотов С.Ю., Дружков К.П. Точные решения ти-
па ”ступеньки” одномерных уравнений мелкой воды над наклонным
дном // Математические заметки. 2018. Т. 104. № 6. C. 930–936.

7. Аксенов А.В., Дружков К.П. Метод построения законов сохранения
уравнения одномерной мелкой воды над неровным дном в лагранже-
вых переменных // Дифференциальные уравнения. 2019. Т. 55. № 6.
С. 899–900.

8. Аксенов А.В., Дружков К.П. Классификация законов сохранения
системы уравнений одномерной мелкой воды над неровным дном в



– 115 –

лагранжевых переменных // Вестник Национального исследователь-
ского ядерного университета ”МИФИ”. 2019. Т. 8. № 2. С. 132–140.

9. Аксенов А.В., Дружков К.П. Способ построения законов сохранения
уравнений двумерной мелкой воды над неровным дном в эйлеровых
и лагранжевых переменных // Дифференциальные уравнения. 2019.
Т. 55. № 11. C. 1575–1576.

10. Aksenov A.V., Druzhkov K.P. Symmetries of the equations of two-
dimensional shallow water over a rough bottom // Journal of Physics:
Conference Series. 2019. V. 1205. № 012002. Pp. 1–7.

11. Аксенов А.В., Дружков К.П. Базовые законы сохранения системы
уравнений двумерной мелкой воды над неровным дном в лагран-
жевых переменных // Вестник Национального исследовательского
ядерного университета ”МИФИ”. 2019. Т. 8. № 3. С. 248–252.

12. Aksenov A.V., Druzhkov K.P. Contact symmetries and conservation laws
of the first order of the equation of one-dimensional shallow water over a
rough bottom in Lagrange’s variables // Journal of Physics: Conference
Series. 2019. V. 1392. № 012001. Pp. 1–6.

13. Aksenov A.V., Druzhkov K.P. Conservation laws of the equation of one-
dimensional shallow water over uneven bottom in Lagrange’s variables
// International Journal of Non-Linear Mechanics. 2020. V. 119. 103348.
Pp. 1–8.

14. Aksenov A.V., Druzhkov K.P. Group Classification of the System of
Equations of Two-Dimensional Shallow Water over Uneven Bottom //
Russian Journal of Mathematical Physics. 2020. V. 27. №3. Pp. 277–298.

15. Аксенов А.В., Дружков К.П. Линеаризация одномерной системы
уравнений мелкой воды над неровным дном // Тезисы конферен-
ции ”Научная сессия НИЯУ МИФИ–2014”, НИЯУ ”МИФИ”. Москва,
2014. Т. 2. С. 216.

16. Аксенов А.В., Дружков К.П. Групповая классификация системы
уравнений двумерной мелкой воды над неровным дном // Тезисы



– 116 –

конференции ”Ломоносовские чтения–2014”, Издательство Москов-
ского университета. Москва, 2014. С. 15.

17. Аксенов А.В., Дружков К.П. Законы сохранения и точные решения
одномерной системы уравнений мелкой воды над неровным дном //
Тезисы конференции ”Научная сессия НИЯУ МИФИ–2015”, НИЯУ
”МИФИ”. Москва, 2015. Т. 2. С. 234.

18. Аксенов А.В., Дружков К.П. Законы сохранения и симметрии систе-
мы уравнений мелкой воды над неровным дном // Тезисы конферен-
ции ”Нелинейные волны: теория и новые приложения”, посвященной
70-летию со дня рождения чл.-корр. РАН В.М. Тешукова, Институт
гидродинамики СО РАН. Новосибирск, 2016. С. 10–11.

19. Аксенов А.В., Доброхотов С.Ю., Дружков К.П. Класс точных ре-
шений системы уравнений одномерной мелкой воды над наклонным
дном // Тезисы конференции ”XXVI научная сессия Совета РАН по
нелинейной динамике”. Институт океанологии РАН. Москва, 2017.
С. 5.

20. Аксенов А.В., Дружков К.П. Законы сохранения системы уравнений
двумерной мелкой воды над неровным дном // Тезисы конферен-
ции ”Ломоносовские чтения–2018. Секция механики”, Издательство
Московского университета. Москва, 2018. С. 20.

21. Aksenov A.V., Druzhkov K.P. Symmetries of the system of two-
dimensional shallow water over a rough bottom // Тезисы конферен-
ции ”7th International conference ”Problems of Mathematical Physics
and Mathematical Modelling” ”, NRNU ”MEPhI”. Moscow, 2018. Pp. 14–
16.

22. Аксенов А.В., Доброхотов С.Ю., Дружков К.П. Набегание и отраже-
ние от берега ”ступеньки” на мелкой воде над наклонным дном //
Тезисы конференции ”Всероссийская конференция и школа для мо-
лодых ученых, посвященные 100-летию академика Л.В. Овсяннико-
ва ”Математические проблемы механики сплошных сред””, Институт



– 117 –

гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН. Новосибирск, 2019.
С. 21.

23. Аксенов А.В., Дружков К.П. Контактные симметрии и законы со-
хранения первого порядка уравнения одномерной мелкой воды над
неровным дном в лагранжевых переменных // Тезисы IV междуна-
родной научной конференции ”Суперкомпьютерные технологии ма-
тематического моделирования”, Издательский дом СВФУ, Якутск,
2019. С. 24.

24. Аксенов А.В., Дружков К.П. Классификация контактных симметрий
уравнения одномерной мелкой воды над неровным дном в лагранже-
вых переменных // Тезисы конференции ”Ломоносовские чтения–
2019. Секция механики”, Издательство Московского университета.
Москва, 2019. С. 23.

25. Аксенов А.В., Дружков К.П. Классификация законов сохранения
системы уравнений двумерной мелкой воды над неровным дном //
Тезисы конференции ”Всероссийская конференция и школа для мо-
лодых ученых, посвященные 100-летию академика Л.В. Овсяннико-
ва ”Математические проблемы механики сплошных сред””, Институт
гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН. Новосибирск, 2019.
С. 22.

26. Aksenov A.V., Druzhkov K.P. The Two-Dimensional Shallow Water
System over a Rough Bottom. Group Classification // Тезисы кон-
ференции International conference ”Modern Treatment of Symmetries,
Differential Equations and Applications (Symmetry 2019)”, Suranaree
University of Technology Nakhon Ratchasima. Thailand, 2019. Pp. 8.

27. Aksenov A.V., Druzhkov K.P. The Two-Dimensional Shallow Water
System over a Rough Bottom. Conservation Laws // Тезисы конфе-
ренции International conference ”Modern Treatment of Symmetries,
Differential Equations and Applications (Symmetry 2019)”, Suranaree
University of Technology Nakhon Ratchasima. Thailand, 2019. Pp. 9.



– 118 –

28. Аксенов А.В., Дружков К.П. Законы сохранения системы уравнений
двумерной мелкой воды над неровным дном в эйлеровых и лагран-
жевых переменных // статья в сборнике ”XII Всероссийский съезд
по фундаментальным проблемам теоретической и прикладной меха-
ники”. Сборник трудов в 4 томах, серия Механика жидкости и газа,
РИЦ БашГУ Уфа. Т. 2. С. 42–43.

29. Аксенов А.В., Дружков К.П. Гидродинамические законы сохранения
системы уравнений двумерной мелкой воды над неровным дном //
Тезисы VI Международной конференции ”Лазерные, плазменные ис-
следования и технологии - ЛаПлаз–2020”, НИЯУ ”МИФИ”. Москва,
2020. Ч. 1. С. 86–87.

30. Аксенов А.В., Козырев А.А. Редукции уравнения стационарного по-
граничного слоя // Уфимский математический журнал. 2012. Т. 4.
№4. С. 3–12.

31. Баренблатт Г.И. Подобие, автомодельность, промежуточная асимп-
тотика. Теория и приложения к геофизической гидродинамике. 2-е
изд., перераб. и дополн. Гидрометеоиздат. 1982. 255 с.

32. Бочаров А.В., Вербовецкий A.M., Виноградов А.М., Дужин С.В.,
Красильщик И.С., Самохин А.В., Торхов Ю.Н., Хорькова Н.Г., Чет-
вериков В.Н., Симметрии и законы сохранения уравнений математи-
ческой физики. 2-е изд., испр. М.: Факториал Пресс. 2005. 380 с.

33. Вольцингер Н.Е., Пясковский Р.В. Теория мелкой воды. Океаноло-
гические задачи и численные методы. Гидрометеоиздат. 1977. 208 с.

34. Годунов С.К. Разностный метод численного расчета разрывных ре-
шений уравнений гидродинамики // Матем. сб. 1959. Т. 47(89).
Вып. 3. С. 271–306.

35. Доброхотов С.Ю., Тироцци Б. Локализованные решения одномерной
нелинейной системы уравнений мелкой воды со скоростью c =

√
x //

Успехи математических наук. 2010. Т. 65. Вып. 1. C. 185–186.



– 119 –

36. Доброхотов С.Ю., Медведев С.Б., Миненков Д.С. О заменах, при-
водящих одномерные системы уравнений мелкой воды к волновому
уравнению со скоростью звука c2 = x. Матем. заметки. 2013. Т. 93.
Вып. 5. С. 716–727.

37. Дородницын В.А. Групповые свойства разностных уравнений. М.:
ФИЗМАТЛИТ. 2001. 240 с.

38. Зверев И.Н., Смирнов Н.Н. Газодинамика горения. Издательство
Московского университета. 1987. 307 с.

39. Ибрагимов Н.Х. Группы преобразований в математической физике.
М.: Наука. 1983. 280 с.

40. Ильичев А.Т. Уединенные волны в моделях гидромеханики. М.: ФИЗ-
МАТЛИТ. 2003. 256 с.

41. Капцов Е.И. Численная реализация инвариантной схемы для одно-
мерных уравнений мелкой воды в лагранжевых координатах // Пре-
принты ИПМ им. М.В.Келдыша. 2019. № 108. 28 с.

42. Ляпидевский В.Ю., Тешуков В.М. Математические модели распро-
странения длинных волн в неоднородной жидкости: Монография.
Новосибирск: Изд-во СО РАН. 2000. 420 с.

43. Овсянников Л.В. Групповой анализ дифференциальных уравнений.
М.: Наука. Гл. ред. физ.-мат. лит. 1978. 400 с.

44. Овсянников Л.В., Макаренко Н.И., Налимов В.И. Нелинейные про-
блемы теории поверхностных и внутренних волн. Новосибирск: Нау-
ка. 1985. 318 с.

45. Остапенко В.В. О законах сохранения теории мелкой воды // Докла-
ды академии наук. 2015. Т. 464. № 5. С. 558–561.

46. Пелиновский Е.Н. Гидродинамика волн цунами. Нижний Новгород:
ИПФ РАН. 1996. 276 с.

47. Петров А.Г. Аналитическая гидродинамика М.:ФИЗМАТЛИТ. 2010.
520 с.



– 120 –

48. Попов Ю.П., Самарский А.А. Полностью консервативные разност-
ные схемы // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 1969. Т. 9. Вып. 4.
С. 953–958.

49. Самарский А.А.Теория разностных схем. М.: Наука. 1977. 656 с.

50. Седов Л.И. Методы подобия и размерности в механике. 8-е изд., пе-
рераб. М.: Наука. Гл. ред. физ.-мат. лит. 1977. 440 с.

51. Седов Л.И. Механика сплошной среды. В 2-х томах. 6-е изд. СПб.:
Лань. 2004. 528 с. + 560 с.

52. Сидоров А.Ф., Шапеев В.П., Яненко Н.Н. Метод дифференциальных
связей и его приложения в газовой динамике. Новосибирск: Наука.
1984. 271 с.

53. Стокер Дж.Дж. Волны на воде. Математическая теория и прило-
жения. М.: Государственное издательство иностранной литературы.
1959. 620 с.

54. Уизем Дж. Линейные и нелинейные волны. М.: Мир. 1977. 638 с.

55. Хантли Г. Анализ размерностей. М.: Мир. 1970. 176 с.

56. Чесноков А.А. Симметрии уравнений теории мелкой воды на враща-
ющейся плоскости // Сиб. журн. индустр. матем. 2008. Т. 11. № 3.
С. 135–146.

57. Чесноков А.А. Свойства и точные решения уравнений движения мел-
кой воды во вращающемся параболоиде // ПММ. 2011. Т. 75. Вып. 3.
С. 496–504.

58. Чесноков А.А. Симметрии и точные решения уравнений мелкой воды
на пространственном сдвиговом потоке // ПМТФ. 2008. Т. 49. №5.
С. 41–54.

59. Чёрный Г.Г. Газовая динамика. М.: Наука. 1988. 424 c.

60. Чиркунов Ю.А., Доброхотов С.Ю., Медведев С.Б., Миненков Д.С.
Точные решения одномерных уравнений мелкой воды над ровным и
наклонным дном // ТМФ. 2014. Т. 178. № 3. С. 322–345.



– 121 –

61. Akhmanov S.A., Suhoruk A.P., Khokhlov R.V. Self-focusing and self-
trapping of intense light beams in a nonlinear medium // JETP. 1966.
Т. 23. № 6. С. 1025–1035.

62. Andreev V.K., Kaptsov O.V., Pukhnachev V.V., Rodionov A.A.
Applications of Group-Theoretical Methods in Hydrodynamics. Kluwer
Academic Publishers. 1998. 396 pp.

63. Bila N., Mansfield E., Clarkson P. Symmetry group analysis of the
shallow water and semi-geostrophic equations // Q. J. Mech. Appl. Math.
2006. V. 59. № 1. Pp. 95–123.

64. Bluman G.W., Cole J.D. The General Similarity Solution of the Heat
Equation // Journal of Mathematics and Mechanics. 1969. V. 18. № 11.
Pp. 1025–1042.

65. Bluman G.W., Cheviakov A.F., Anco S.C. Applications of Symmetry
Methods to Partial Differential Equations. Springer. 2010. 398 pp.

66. Carrier G.F., Greenspan H.P. Water waves of finite amplitude on a
sloping beach // J. Fluid Mech. 1958. V. 4. № 1. Pp. 97–109.

67. Cheviakov A.F., Dorodnitsyn V.A., Kaptsov E.I. Invariant conservation
law-preserving discretizations of linear and nonlinear wave equations //
J. Math. Phys. 2020. V. 61, 081504.

68. Chirkunov Yu.A., Pikmullina E.O. Symmetry properties and solutions of
shallow water equations // Universal Journal of Applied Mathematics.
2014. V. 2. № 1. Pp. 10–23.

69. Clarkson P.A., Kruskal M.D. New Similarity Reductions of the
Boussinesq Equation // Journal of Mathematical Physics. 1989. V. 30.
№ 10. Pp. 2201–2213.

70. Cole J.D. On a quasi-linear parabolic equation occurring in aerodynamics
// Quart. Appl. Math. 1951. V. 9, Pp. 225–236.

71. Courant R., Friedrichs K.O. Supersonic Flow and Shock Waves.
Interscience Publ., New York. 1948. 464 pp.



– 122 –

72. Dobrokhotov S.Yu., Minenkov D.S., Nazaikinskii V.E., Tirozzi B. Simple
exact and asymptotic solutions of the 1D run-up problem over a
slowly varying (quasiplanar) bottom // Theory and Applications in
Mathematical Physics. 2015. Pp. 29–47.

73. Dorodnitsyn V.A., Kaptsov E.I. Shallow water equations in Lagrangian
coordinates: Symmetries, conservation laws and its preservation in
difference models // Communications in Nonlinear Science and
Numerical Simulation. 2020. V. 89. 105343.

74. Dorodnitsyn V.A., Kozlov R., Meleshko S.V. One-dimensional gas
dynamics equations of a polytropic gas in Lagrangian coordinates:
Symmetry classification, conservation laws, difference schemes //
Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation. 2019.
V. 74. Pp. 201–218.

75. Forsyth A.R. Theory of Differential Equations, Vol. VI. Cambridge
University Press. 1906. 596 p.

76. Galaktionov V.A., Svirshchevskii S.R. Exact Solutions and Invariant
Subspaces of Nonlinear Partial Differential Equations in Mechanics and
Physics. Chapman and Hall/CRC. 2006. 528 pp.

77. Hopf E. The partial differential equation ut + uux = µuxx // Comm.
Pure Appl. Math. 1950. V. 3. I. 3. Pp. 201–230.

78. Kaptsov E.I., Meleshko S.V. Analysis of the one-dimensional Euler-
Lagrange equation of continuum mechanics with a Lagrangian of a special
form // Applied Mathematical Modeling. 2020. V. 77. Pp. 1497–1511.

79. Krasil’shchik J., Verbovetsky A., Geometry of jet spaces and integrable
systems // Journal of Geometry and Physics. 2011. V. 61. Pp. 1633-1674.

80. Levin B.W., Nosov M.A. Physics of Tsunamis, 2nd ed. Springer. 2016.
388 p.

81. S. Lie. Vorlesungen über continuierliche Gruppen. Leipzig: Teubner. 1893.
805 p.



– 123 –

82. Meleshko S.V. Complete group classification of the two-Dimensional
shallow water equations with constant coriolis parameter in Lagrangian
coordinates // Communications in Nonlinear Science and Numerical
Simulation. 2020. V. 89. 105293.

83. Meleshko S.V., Samatova N.F. Group classification of the two-
dimensional shallow water equations with the beta-plane approximation
of coriolis parameter in Lagrangian coordinates // Communications in
Nonlinear Science and Numerical Simulation. 2020. V. 90. 105337.

84. E. Noether, Invariante Variationsprobleme // Nachr. D. König.
Gesellsch. D. Wissen. Zu Göttingen, Math.–Phys. Klasse. 1918. 235–
257. (English translation: Transport Theory and Stat. Phys. 1 (3) 1971.
Pp. 186–207).

85. Olver P.J. Applications of Lie Groups to Differential Equations, 2nd ed.
Springer. 1993. 513 p.

86. Pelinovsky E.N., Mazova R.Kh. Exact Analytical Solutions of Nonlinear
Problems of Tsunami Wave Run-up on Slopes with Different Profiles //
Natural Hazards. 1992. V. 6. Pp. 227-249.

87. Polyanin A.D. and Zaitsev V.F. Handbook of Nonlinear Partial
Differential Equations, 2nd ed. CRC Press, Boca Raton. 2012. 1912 pp.

88. Saint-Venant A.J.B. Theorie du Mouvement non permanent des Eaux //
Institut de France, Acad. des Sci. de Paris. 1871. V. 73. № 3. Pp. 147–154;
V. 73. № 4. Pp. 237–240.

89. Siriwat P., Kaewmanee Ch., Meleshko S.V. Symmetries of the
hyperbolic shallow water equations and the Green–Naghdi model
in Lagrangian coordinates // International Journal of Non-Linear
Mechanics. 2016.V. 86. Pp. 185–195.

90. Siriwat P., Meleshko S.V. Group properties of the extended Green-Naghdi
equations // Applied Mathematics Letters. 2018. V. 81. Pp. 1–6.



– 124 –

91. Stoker J.J. The formation of breakers and bores. The Theory of Nonlinear
Wave Propagation in Shallow Water and Open Channels // Comm. Pure
Appl. Math. 1948. V. 1. № 1. Pp. 1–87.

92. Tuck E., Hwang L. Long wave generation on a sloping beach // J. Fluid
Mech. 1972. V. 51. № 3. Pp. 449–461.

93. Vinogradov A.M., The C-spectral sequence, Lagrangian formalism and
conservation laws: I the linear theory; II the non-linear theory // J. Math.
Anal. and Appl. 1984. V. 100. Pp. 1–40, Pp. 41–129.

94. Voraka P., Kaewmanee Ch., Meleshko S.V. Symmetries of the shallow
water equations in the Boussinesq approximation // Communications in
Nonlinear Science and Numerical Simulation. 2019. V. 67. Pp. 1–12.


