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Общая характеристика работы

Предмет исследования. Диссертационная работа направлена на созда-
ние нового подхода к построению явных консервативных разностных схем
для расчета течений вязкого газа в ортогональных криволинейных коорди-
натах. Верификация предложенного подхода проводится на основе практи-
ческого применения построенных разностных схем для численного решения
модельных задач. Апробация разработанных методов осуществляется в хо-
де численного решения ряда актуальных прикладных задач физики Земли
и астрофизики. Для обеспечения полного цикла проводимых математиче-
ских экспериментов рассматривается задача визуализации и анимации ре-
зультатов нестационарных газодинамических расчетов. Разработаны новые
и модифицированы существующие методы эффективного решения этой за-
дачи. Предлагается общая идеология визуализации данных, заданных ко-
ординатами в пространстве, применимая в том числе и для отображения
результатов гидродинамических расчетов на пространственных графах. В
частности, показана ее эффективность для гемодинамических расчетов на
трехмерных графах сосудов.

Решение перечисленных задач приводит к необходимости построения
новых математических моделей, численных методов, алгоритмов, а также
комплекса вычислительных программ и программных средств визуализа-
ции.

Актуальность. Многие практически значимые задачи описываются га-
зодинамическими математическими моделями. Поэтому появилось и про-
должает появляться огромное количество научных работ, посвященных вы-
числительным методам газовой динамики. Такое многообразие работ, с од-
ной стороны, обусловлено тем, что эффективность того или иного числен-
ного метода относительна и наряду с общими объективными сложностями
приближенного решения возникающих систем уравнений во многом опре-
деляется конкретной решаемой задачей. С другой стороны, совершенство-
вание вычислительной техники сделало возможным математическое моде-
лирование многомерных течений газа на достаточно подробных сетках, поз-
воляющее отражать влияющие друг на друга процессы различных масшта-
бов. Это требует адаптации существующих численных методов, которые
обычно детально разработаны и исследованы для одномерного случая де-
картовых координат. Такая адаптация часто требует значительных усилий,
особенно, если необходимо проводить расчеты газодинамических течений в
криволинейных координатах. Построение методов численного решения за-
дач в таких координатах имеет свою специфику. Используются подходы
(см., например, [1–5]), зачастую предполагающие кардинальные изменения
декартовых алгоритмов, а в некоторых случаях схемы фактически строят-
ся заново. Как правило, требуется предпринимать дополнительные усилия
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для обеспечения консервативности [6–8] модифицированных разностных
схем. Модификации влекут за собой необходимость коренной переработ-
ки программного кода декартовых схем и его последующей отладки. Таким
образом, развитие общих подходов к разработке эффективных методик чис-
ленных расчетов в криволинейных координатах по-прежнему представляет
интерес.

Методы расчетов газодинамических течений в криволинейных коорди-
натах востребованы во многих фундаментальных и прикладных задачах, в
которых натурные эксперименты или аналитические методы исследования
затруднены либо невозможны. К таковым, например, относится изучение
процессов в жидком ядре Земли. Поскольку данные о внутреннем строении
Земли имеют косвенный характер [9], математическое моделирование за-
частую оказывается единственным способом объяснения наблюдаемых про-
явлений процессов в земных недрах. К таким проявлениям можно, в част-
ности, отнести зафиксированные историческими [10] и спутниковыми [11]
наблюдениями магнитные аномалии, активно проявляющиеся в том числе
в окрестности северного полюса Земли [12, 13]. Эти аномалии могут объ-
ясняться наличием вихревых потоков в жидком ядре Земли [14], условия
возникновения которых до конца не ясны. Важно также отметить, что и ма-
тематические модели жидкого ядра Земли остаются предметом дискуссий.
Важным параметром этих моделей является характер вращения вещества.
Некоторые наблюдения [15] свидетельствуют о наличии дифференциально-
го (отличного от твердотельного) вращения в жидком ядре. Другие данные
позволяют сделать вывод, что сверхвращение твердого ядра Земли отно-
сительно мантии пренебрежимо мало [16]. При этом эксперименты, ими-
тирующие земные условия, показывают, что дифференциальное вращение
является значимым фактором, влияющим на структуру конвективных те-
чений [17]. Не менее существенное влияние на результаты моделирования
также оказывает выбор различных вариантов условий на границах жидкого
ядра с мантией и твердым ядром.

C изучением процессов в жидком ядре Земли тесно связана ставшая
уже классической задача исследования течений Тейлора-Куэтта в цилин-
дрических и, в первую очередь, сферических слоях. В подобных течениях
проявляются многие фундаментальные эффекты, характерные для движе-
ния вращающихся вязких жидкостей и газов. Следует также отметить [18]
и практическую значимость исследований течений Тейлора-Куэтта для раз-
вития перспективных технологий, используемых в системах охлаждения,
при бурении углеводородов (подшипники на газовой смазке [19]), в уста-
новках для получения однородных ультрадисперсных частиц (применяются
в медицине, электронике, при производстве порошковой смазки). Ввиду
сложности математических постановок задач, описывающих такие течения,
аналитические методы исследования здесь применимы лишь в некоторых
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предельных случаях, поэтому используются в основном эксперименталь-
ные и численные методы. В полной мере многообразие возможных режимов
возникающих устойчивых и неустойчивых вихревых течений не изучено до
сих пор. Связано это в том числе и с тем, что численное решение полной
трехмерной системы уравнений Навье-Стокса, лежащей в основе математи-
ческого описания течений, по-прежнему остается трудной задачей, которая
еще более усложняется необходимостью использования криволинейных ко-
ординат. Поэтому не теряет актуальность совершенствование и развитие
методов расчета подобных задач.

Вихревые воздушные течения, в том числе обусловленные различного
рода неустойчивостью, также являются неотъемлемой частью атмосферных
процессов различных масштабов. Возможные разрушительные последствия
подобных явлений диктуют необходимость их всестороннего изучения. К
таковым, в частности, относится новороссийская бора (бора́ — сильный хо-
лодный порывистый местный ветер). Бора наблюдается на берегах морей,
отделенных от континента горными хребтами, в частности, на побережьях
Адриатического моря, Хорватии, Новой Земли, Чукотки, в Геленджикской
бухте и на берегах Байкала (сарма). В новороссийской бухте и в самом
городе ураганные порывы ветра при боре нередко приводят к катастро-
фическим последствиям. Общие закономерности возникновения явлений,
подобных боре, до конца не выяснены, что вызывает необходимость моде-
лирования сопутствующих атмосферных процессов. В настоящее время для
моделирования, как правило, применяются [20–23] программные комплек-
сы, реализующие различные NWP (Numerical Weather Prediction) мезо-
масштабные [24] модели. При этом используются вложенные сетки, мини-
мальный шаг которых составляет несколько сотен метров. Такое простран-
ственное разрешение позволяет воспроизвести крупномасштабные явления,
однако недостаточно для моделирования локальных вихревых атмосферных
течений. В этой связи значимыми являются альтернативные подходы к мо-
делированию, позволяющие воспроизводить воздушные течения меньших
масштабов.

Многомерные газодинамические расчеты, в том числе в ортогональных
криволинейных координатах, являются основным инструментом исследова-
ний и во многих задачах астрофизики. В качестве одной из таких задач
можно выделить изучение роли аккреционных дисков в эволюции двой-
ных звездных систем (аккреция — приращение массы небесного тела пу-
тем поглощения вещества из окружающего пространства). Отметим, что
накопленные к настоящему моменту данные свидетельствуют о том, что
двойными являются более двух третей всех известных звезд. Поэтому вы-
явление физических механизмов, определяющих темпы аккреции вещества
дисков в таких системах, остается важной задачей, не решенной в пол-
ной мере до сих пор [25]. Процесс аккреции невозможен без механиз-

5



мов потери веществом аккреционного диска углового момента, нарушаю-
щих баланс между гравитацией звезды-аккретора и центробежной силой.
В качестве таких механизмов, обеспечивающих достаточную эффективную
вязкость [26, 27], исследовались различные физические процессы (см., на-
пример, обзоры [25, 28, 29]). В частности, отмечалось влияние на перерас-
пределение углового момента возникающих в диске спиральных ударных
волн [30], возможность образования которых отмечалась в работах многих
авторов и подтверждается наблюдениями. Однако степень этого влияния
остается предметом обсуждения.

Эффективность проведения математических экспериментов напрямую
зависит от качества интерпретации их результатов. При этом использование
для этих целей готовых программных комплексов визуализации (см., напри-
мер, [31–34]) не всегда является оптимальном вариантом. Универсальность
подобных комплексов зачастую приводит к снижению производительности,
особенно при многократном выполнении даже относительно простых одно-
типных операций визуализации. Кроме того, их функционал может оказать-
ся недостаточным для решения возникающих задач, выходящих за рамки
стандартных. Поэтому не теряющей значимости сопутствующей матема-
тическим экспериментам задачей является развитие методов визуализации
результатов расчетов. Так, с неуклонным ростом производительности вы-
числительной техники стало возможным проведение нестационарных мно-
гомерных газодинамических расчетов на достаточно подробных сетках. Это
диктует необходимость доработки существующих методов визуализации, в
частности, с целью обеспечения их эффективности для анимации резуль-
татов подобных расчетов, позволяющей отследить динамику моделируемых
процессов. Кроме того, развиваются новые отрасли вычислительной газовой
динамики, а вместе с ними возникают задачи визуализации, для которых
отсутствуют готовые методы решений. Одним из таких примеров является
визуализация результатов гидродинамических расчетов на пространствен-
ных графах. Подобная задача возникает, в частности, при анализе гемоди-
намических расчетов [35] на графе сосудов.

Цели и задачи. Основными целями диссертации являлись создание но-
вых методов построения численных алгоритмов расчета течений вязкого га-
за в ортогональных криволинейных координатах, развитие существующих
и разработка новых методов визуализации данных нестационарных расче-
тов, реализация разработанных методов и алгоритмов в виде комплекса
программ.

С применением разработанных методик и комплекса программ плани-
ровалось проведение и анализ результатов серии вычислительных экспери-
ментов для ряда актуальных прикладных задач.
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Для достижения указанных целей в работе были поставлены следующие
задачи.

1. Разработать метод построения явных консервативных разностных
схем для расчета течений вязкого газа в криволинейных ортогональных
координатах на основе произвольной разностной схемы годуновского типа,
построенной для декартовых координат.

2. Реализовать в виде комплекса параллельных вычислительных про-
грамм и провести верификацию разностных схем для цилиндрических и
сферических координат.

3. Исследовать возможности моделирования течений Тейлора-Куэтта
между коаксиально вращающимися цилиндрами и концентрическими сфе-
рами в рамках модели вязкого газа с использованием явных разностных
схем годуновского типа. Изучить влияния на моделируемые течения фак-
тора сжимаемости и числа Маха.

4. Разработать математическую модель жидкого ядра Земли на основе
уравнений Навье-Стокса для вязкого газа. Исследовать возможность воз-
никновения конвективных процессов, приводящих к возникновению вихре-
вых течений в приполюсных областях.

5. Провести математическое моделирование локальных атмосферных
процессов, характерных, в частности, для новороссийской боры. Изучить
влияние различных факторов на возможные катастрофические последствия
подобных явлений.

6. Осуществить математическое моделирование процессов в аккрецион-
ном диске двойной звездной системы. Исследовать условия возникновения
спиральных ударных волн и их влияние на перераспределение углового мо-
мента, роль вязкости (схемной и «физической») в процессах обмена массой
между аккреционными дисками компонент системы.

7. Разработать и реализовать программное средство визуализации и
анимации результатов многомерных нестационарных расчетов на неравно-
мерных ортогональных структурированных сетках, обеспечивающее пока-
затели быстродействия реального времени при генерации полноформатного
видео по расчетным данным.

8. Разработать методы интерактивного управления гидродинамически-
ми расчетами на пространственных графах с параллельной визуализацией
их результатов. Обеспечить возможность сборки сложных трехмерных кар-
касных моделей графов из фрагментов, создаваемых независимо, а также
автоматическую генерацию объемной модели графа по данным каркасной.
Применить методы в ходе разработки интерфейсного модуля программного
комплекса CVSS (Cardio-Vascular Simulation System).
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Научная новизна. В диссертации разработан новый метод построения
явных консервативных разностных схем для расчетов течений вязкого газа
в произвольных ортогональных криволинейных координатах, позволяющий
оставить неизменными алгоритмы вычисления сеточных потоков взятой за
основу потоковой декартовой схемы. Метод технологичен в том смысле,
что адаптация вычислительной программы для криволинейных ортогональ-
ных координат сводится лишь к замене обычно небольшой части программ-
ного кода. Построено семейство разностных схем для цилиндрических и
сферических координат, записанное через разностные потоки произвольной
декартовой схемы годуновского типа.

Впервые проведено моделирование известных и неизвестных режимов
течений Тейлора-Куэтта между коаксиально вращающимися бесконечными
цилиндрами и концентрическими сферами в рамках модели вязкого газа
с использованием построенных явных разностных схем. Продемонстриро-
вана эффективность разработанной расчетной методики для исследования
подобных течений.

Проведены расчеты в рамках новой математической модели жидкого яд-
ра Земли, основанной на уравнениях динамики вязкого газа. Показано, что
при отсутствии дифференциального вращения жидкого ядра и связанных с
его наличием эффектов, а также при использовании условий прилипания
возможно ярко выраженное конвективное движение, приводящее к отклоне-
ниям от нулевых значений гидродинамической спиральности течения [36].
Наибольшие отклонения при этом зафиксированы в приполюсной области.

Предложена новая двумерная математическая модель, позволяющая про-
водить расчеты локальных вихревых атмосферных течений, характерных, в
частности, для новороссийской боры. Проведенные математические экспе-
рименты выявили определяющую роль сдвиговой неустойчивости в процес-
се формирования ураганных порывов ветра в прибрежной полосе.

Рассмотрены новые постановки задачи моделирования процессов в ак-
креционном диске двойной звездной системы. В качестве начального состо-
яния диска выбиралась равновесная в гравитационном поле одной из компо-
нент системы газовая конфигурация. Сравнивались результаты расчетов в
двумерном и трехмерном приближении. Проведены расчеты в расширенной
области, содержащей полости Роша обеих компонент. Исследовано влия-
ние возникающих спиральных ударных волн, а также вязкости (схемной и
«физической»).

Разработан новый метод «сдвоенного окна» для визуализации данных,
привязанных к координатам в пространстве. Модификации метода квадро-
деревьев построения линий уровня функций двух переменных существенно
повысили его эффективность и позволили решить задачу идентификации
отдельных связных кривых. Предложены методы и подходы, позволяющие
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максимально эффективно осуществлять генерацию полноформатного видео
по результатам нестационарных двумерных и трехмерных расчетов на ор-
тогональных неравномерных сетках.

Впервые предложено комплексное решение задачи подготовки данных
трехмерного графа, организации проведения на нем нестационарных расче-
тов и параллельной визуализации их результатов. Разработаны уникальные
методы: слияния каркасных моделей графа, позволяющий «собирать» слож-
ные модели из более простых, и генерации реалистичной объемной модели
по данным каркасной. Разработанные методы реализованы в интерфейсном
модуле программного комплекса CVSS, осуществляющего гемодинамиче-
ские расчеты на пространственных графах сосудов.

Теоретическая и практическая значимость. Предложенный в работе
метод построения консервативных разностных схем для расчета течений
вязкого газа в ортогональных криволинейных координатах применим для
построения численных методов в других областях динамики сплошной сре-
ды, в частности, в магнитной гидродинамике.

Построенное в работе семейство разностных схем может быть исполь-
зовано при численном решении многомерных прикладных задач газовой
динамики, в которых целесообразен переход к цилиндрическим или сфери-
ческим координатам.

Элементы предложенных в работе математических моделей могут приме-
няться при решении различных прикладных задач физики звезд и планет.
Полученные результаты вносят вклад в изучение моделируемых в работе
явлений.

Разработанные методы визуализации, подходы к их эффективному при-
менению для сеточных данных, способы отображения таких данных на
сложных пространственных структурах, таких, как трехмерные графы, мо-
гут быть использованы для создания других программных комплексов об-
работки результатов нестационарных расчетов. Предложенные методы до-
пускают обобщения на более сложные типы сеток, включая неструктури-
рованные.

Разработанное программное средство визуализации и анимации резуль-
татов многомерных нестационарных расчетов на неравномерных ортого-
нальных сетках ClcView может использоваться (и уже используется) други-
ми исследователями при анализе расчетных данных и подготовке научных
публикаций.

Разработанный интерфейсный модуль CVSSCtrl включен в состав про-
граммного комплекса CVSS (версия 12), осуществляющего расчеты неста-
ционарных гемодинамических течений на графе сосудов, и активно исполь-
зуется при решении практически значимых прикладных задач исследования
кровеносной системы человека.
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Методология. Основным методом исследований в работе является мате-
матическое моделирование. Рассматриваемые модели основаны на уравне-
ниях Навье-Стокса, описывающих динамику вязкого газа в декартовых, ци-
линдрических и сферических координатах. Для численного решения возни-
кающих систем уравнений используются явные консервативные разностные
схемы годуновского типа. При построении разностных схем для ортогональ-
ных криволинейных координат применяется комбинация методов конечных
разностей и конечных объемов. Для реализации разностных схем в вычис-
лительных программах используется язык программирования FORTRAN
[37] с поддержкой технологии распараллеливания OpenMP.

Разработка программных средств визуализации осуществляется с ис-
пользованием объектно-ориентированного языка программирования Delphi
(Object Pascal) [38]. Для рендеринга (прорисовки) примитивов в оконных
координатах применяется встроенная библиотека OpenGL [39], сторонние
библиотеки не используются. Таким образом, все алгоритмы, включая мно-
гопоточную реализацию отдельных процессов, реализуются стандартными
средствами языка программирования.

Положения, выносимые на защиту. Приведем основные положения и
результаты, выносимые на защиту (в более развернутом виде они приведены
в заключении).

1. Метод построения консервативных разностных схем для расчета те-
чений вязкого газа в криволинейных ортогональных координатах.

2. Разработка и верификация семейства схем для цилиндрических и
сферических координат, их реализация в виде пакета прикладных про-
грамм.

3. Математическое моделирование течений Тейлора-Куэтта между коак-
сиально вращающимися цилиндрами и концентрическими сферами в рам-
ках модели вязкого газа с использованием явных разностных схем годунов-
ского типа.

4. Результаты моделирования конвективных процессов в жидком ядре
Земли.

5. Результаты численного исследования локальных атмосферных про-
цессов, наблюдаемых при новороссийской боре.

6. Исследование влияния спиральных ударных волн, а также вязкости
(схемной и «физической») на газодинамические процессы в аккреционном
диске двойной звездной системы.

7. Методы и подходы к эффективной визуализации и анимации ре-
зультатов многомерных нестационарных расчетов на неравномерных орто-
гональных сетках и их реализация в виде прикладной программы.
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8. Методы формирования каркасной модели трехмерного графа сердечно-
сосудистой системы, построение на ее основе реалистичной объемной (3D)
модели, организации параллельного выполнения гемодинамического расче-
та и визуализации его результатов. Реализация методов в виде управляю-
щего модуля программного комплекса CVSS.

Степень достоверности. Достоверность полученных в работе результа-
тов обеспечивается использованием классических математических моделей,
описывающих течения вязкого газа. Для численного решения рассматри-
ваемых систем уравнений применяются явные консервативные разностные
схемы годуновского типа, в которых для вычисления разностных потоков
используются хорошо зарекомендовавшие себя TVD-алгоритмы повышен-
ного порядка точности. Для верификации построенных разностных схем
проведены многочисленные двумерные и трехмерные расчеты модельных
задач. Их результаты сравниваются с известными теоретическими и экс-
периментальными данными. Результаты моделирования прикладных задач
сопоставляются с известными данными наблюдений, а также с расчетами
других авторов, проводимыми по иным численным алгоритмам.

Апробация. Результаты диссертации представлялись на международ-
ных и российских конференциях, а также на семинарах: Joint European
and National Astronomical Meeting «JENAM-2000» (Москва, 2000), семи-
нар «Вычислительные методы и математическое моделирование» под ру-
ководством член-корр. РАН Ю.П.Попова и проф. М.П.Галанина (Москва,
ИПМ РАН, 2004, 2013, 2015), Ломоносовские чтения (Москва, МГУ, 2006,
2018), 2-я коференция «Математические модели и численные методы в био-
математике» (Москва, ИВМ РАН, Россия, 2011), 3rd European Networking
Event «Successful R&D in Europe» (Dusseldorf, 2011), международный меж-
дисциплинарный семинар ВМК МГУ совместно с Университетом Люксем-
бурга и Центром Систем Биомедицины (Москва, ВМК МГУ, 2012), меж-
дисциплинарный семинар «Высокопроизводительные вычисления в науках
о живом» (Москва, МГУ, 2012), 5-я Всероссийская с международным уча-
стием школа-конференция по физиологии кровообращения (Москва, ФФМ
МГУ, 2012), 4-я конференция «Математические модели и численные ме-
тоды в биоматематике» (Москва, ИВМ РАН, Россия, 2012), international
conference «Instabilities and Control of Excitable Networks: From Macro-
to Nano-Systems» (Долгопрудный, ФизТех, 2012), международная науч-
ная конференция «Современные проблемы вычислительной математики и
математической физики», посвященная памяти академика А.А.Самарского
в связи с 95-летием со дня его рождения (Москва, МГУ, 2014), British-
Russian Workshop «Mathematical and Computational Modelling in Cardiovas-
cular Problems» (Москва, 2014), Тихоновские чтения (Москва, МГУ, 2015),
7th Workshop on Mathematical Models and Numerical Methods in Biology
and Medicine (Москва, ИВМ РАН, Россия, 2015), международная научная

11



конференция «Современные проблемы математической физики и вычисли-
тельной математики», посвященная 110-летию академика А.Н. Тихонова
(Москва, МГУ, 2016), международная научная конференция «Современные
проблемы вычислительной математики и математической физики», посвя-
щенная памяти академика А.А.Самарского в связи со 100-летием со дня
его рождения (Москва, МГУ, 2019).

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в 40 печатных ра-
ботах. Из них 18 статей в изданиях, индексируемых в базах данных Web
of Science, Scopus, RSCI и РИНЦ [A1–A18], 13 препринтов (из них 8 пре-
принтов ИПМ имени М.В.Келдыша РАН) [B1–B13], 9 тезисов докладов на
конференциях [B14–B22].

Личный вклад автора. В диссертацию включены только те результа-
ты, которые получены либо лично автором, либо при его определяющем
участии. Все описываемые в работе расчеты проведены самостоятельно с
применением авторских вычислительных программ. Программы для визу-
ализации расчетных данных, используемые, в частности, для анализа ре-
зультатов расчетов и подготовки всех иллюстрирующих их рисунков в тек-
сте диссертации также разработаны и реализованы автором. Во введении
к диссертации автор постарался подробно описать используемые и альтер-
нативные идеи, методы и подходы к решению рассматриваемых задач с
указанием их первоисточников.

В публикациях, написанных в соавторстве с академиком А.М.Липановым,
д.ф.-м.н. С.И.Мухиным, чл.-корр. РАН Ю.П.Поповым, проф. А.П.Фаворским,
проф. В.М.Чечеткиным и д.ф.-м.н. С.Л.Шалимовым, автору в равной сте-
пени принадлежит математическое описание поставленных задач, выбор
методов их решения и анализ результатов. В этих работах необходимые
расчеты проводились автором лично.

В работах [A2,A4] вклад автора состоит в предложенной им каркасной
модели описания графа сердечно-сосудистой системы. В работе [A5] авто-
ром получены все численные результаты. В работе [A8] автор осуществлял
постановку задачи и анализ результатов расчетов. В работе [A9] автором
проведено сравнение различных разностных схем на основе одномерных
численных расчетов. В работе [A10] визуализация всех представляемых
результатов выполнена с использованием программного средства ClcView,
разработанного автором. В работе [A13] автором проведены двумерные рас-
четы течения в канале с разрывом сечения.

Структура диссертации. Диссертация состоит из введения, трех глав,
заключения и списка цитируемой литературы. Объем диссертации состав-
ляет 348 страниц, работа содержит 104 рисунка и 4 таблицы. Библиография
насчитывает 398 наименований.
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Основное содержание работы

Во введении к диссертации описывается предмет исследования, обос-
новывается актуальность темы диссертации, дается обзор литературы и об-
суждается степень разработанности рассматриваемых проблем. Определя-
ются цели и задачи работы, приводится ее краткое содержание. Обосновы-
вается научная новизна и практическая значимость диссертации, формули-
руются основные положения, выносимые на защиту.

В первой главе описывается новый метод построения консервативных
разностных схем для расчета течений вязкого газа в ортогональных кри-
волинейных координатах. За основу берется произвольная декартова схема
годуновского типа (базовая схема), аппроксимирующая систему уравнений
Эйлера. Предлагаемый метод позволяет оставить неизменными алгоритмы
вычисления разностных потоков базовой схемы. Это позволяет реализовать
разностную схему для криволинейных координат путем расширения про-
граммного кода декартовой схемы.

В п.1.1 для удобства читателя приводятся минимальные сведения тензор-
ного анализа, достаточные для вывода уравнений Навье-Стокса для вязкого
газа в криволинейных координатах. Выводятся уравнения для произволь-
ной ортогональной системы координат. Выписываются системы уравнений
в цилиндрических и сферических координатах.

В п.1.2 приводится разностная схема Роу-Эйнфельдта-Ошера [40–42],
используемая в качестве основной базовой декартовой схемы во всех про-
водимых в работе расчетах. Описывается новый метод построения схем для
произвольной ортогональной криволинейной системы координат. Коротко
остановимся на основных идеях предлагаемого метода.

В ортогональных криволинейных координатах (x1, x2, x3) уравнения
Навье-Стокса [43], описывающие динамику сжимаемых жидкостей и га-
зов, можно записать в следующей форме:

∂q

∂t
+

1

H1

∂F

∂x1
+

1

H2

∂G

∂x2
+

1

H3

∂H

∂x3
= R + Rσ,

q = (ρ, ρv1, ρv2, ρv3, ρE)T ,

F = (ρv1, ρv
2
1 + p, ρv1v2, ρv1v3, ρv1H)T ,

G = (ρv2, ρv2v1, ρv
2
2 + p, ρv2v3, ρv2H)T ,

H = (ρv3, ρv3v1, ρv3v2, ρv
2
3 + p, ρv3H)T ,

Rσ = (0, (divσ)1, (divσ)2, (divσ)3, div(σv))T ,

p = (γ − 1)ρ ε, E = ε+ v2/2, H = E + p/ρ, v = (v1, v2, v3). (1)

Здесь t – время, ρ – плотность газа, p – давление, ε – удельная (массо-
вая) внутренняя энергия, E – полная удельная энергия, H (без индексов) –
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полная удельная энтальпия, v – скорость газа, γ – показатель адиабаты,
σ – тензор вязких напряжений, Hk – коэффициента Ламэ. В общем случае
R – ненулевой вектор, наличие которого в правой части векторного урав-
нения обусловлено криволинейностью координатной системы. Компоненты
вектора R зависят от газодинамических функций, коэффициентов Ламэ и
производных коэффициентов Ламэ. Наличие этих (недивергентных) слага-
емых необходимо учитывать при аппроксимации системы (1), обеспечива-
ющей консервативность разностной схемы.

Рассматривается вспомогательная система уравнений

∂q

∂t
+
∂F

∂x1
+
∂G

∂x2
+
∂H

∂x3
= 0.

Предполагается, что для ее решения используется какая-либо явная декар-
това схема годуновского типа

q̂− q

τ
+

F+ − F−
h1

+
G+ −G−

h2
+

H+ −H−
h3

= 0.

Здесь используются безындексные обозначения q̂ = qn+1
ijk , q = qnijk, F± =

Fn
i±1/2jk, G± = Gn

ij±1/2k, H± = Hn
ijk±1/2, h1, h2, h3 — шаги равномерной сетки

по переменным x1, x2 и x3 соответственно, τ – шаг по времени, i, j, k –
индекс разностной ячейки, n – номер временного слоя. Сеточные потоки
F±, G±, H± относятся к центрам соответствующих граней пока что прямо-
угольной разностной ячейки, а векторы q — к центру ячейки. Конкретный
метод вычисления сеточных потоков в приведенной (декартовой) схеме не
является существенным. Однако следует учитывать специфику потоковых
схем и считать известными лишь компоненты векторов сеточных потоков,
а не определяющие их сеточные функции по отдельности.

Для учета криволинейности координатной системы (x1, x2, x3) аппрокси-
мируются интегральные соотношения баланса массы, импульса и энергии
по объему криволинейной ячейки. Векторы F, G и H по-прежнему счита-
ются известными в центрах криволинейных граней ячейки. Предполагается,
что компоненты (v1, v2, v3) вектора скорости v, входящие в выражения для
сеточных потоков, соответствуют ортонормированному локальному базису
в этих центрах.

Вводится произвольная декартова система координат (y1, y2, y3), орты
(i1, i2, i3) которой образуют базис, далее называемый опорным. Предполага-
ется, что в выбранной системе координат криволинейная грань Σ̃ разност-
ной ячейки задана параметрически:

yk = yk(α, β); k = 1, 2, 3; (α, β) ∈ Ωαβ.

При аппроксимации поверхностных интегралов в соотношениях баланса
вектор скорости v и скалярные функции ρ, p,H считаются постоянными
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вдоль криволинейной грани Σ̃. Предполагается, что найдены координаты
(v1, v2, v3) скорости v в опорном базисе. Для этого необходимо преобра-
зовать компоненты (v1, v2, v3) в локальном базисе центра криволинейной
грани. Тогда интеграл∫

Σ̃

ρ(v,n) dΣ =

∫
Σ̃

ρ(v1n1 + v2n2 + v3n3) dΣ ≈

≈
3∑

k=1

ρvk

∫
Σ̃

nk dΣ = ±
3∑

k=1

ρvk

∫
Ωαβ

ñk(α, β) dα dβ = ±ρ
3∑

k=1

vkηk.

Здесь использованы обозначения:

ñ1 =
∂(y2, y3)

∂(α, β)
, ñ2 =

∂(y3, y1)

∂(α, β)
, ñ3 =

∂(y1, y2)

∂(α, β)
;

ηk =

∫
Ωαβ

ñk(α, β) dα dβ; k = 1, 2, 3.

Получим приближенные выражения для потоков массы, импульса и энергии
через грань Σ̃:

WM
Σ̃

= ρ(v,η) = ±ρ
3∑

k=1

vkηk ≈
∫
Σ̃

ρ(v,n) dΣ,

WE
Σ̃

= WM
Σ̃
H ≈

∫
Σ̃

ρ(v,n)H dΣ,

W I
Σ̃

= WM
Σ̃
v + pη ≈

∫
Σ̃

[ρ(v,n)v + pn] dΣ.

Здесь η = ±(η1, η2, η3) в опорном базисе, где знак определяется выбором
внешней нормали к грани Σ̃.

Приходим к следующим равенствам (консервативной разностной схеме),
аппроксимирующим уравнения баланса, где в качестве m выступает номер
криволинейной грани:

ρt∆V +
6∑

m=1

WM
m = 0, (ρv)t∆V +

6∑
m=1

W I
m = 0,

(ρE)t∆V +
6∑

m=1

WE
m = 0.
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Здесь индекс t обозначает первую разностную производную вперед по вре-
мени, ∆V – объем разностной ячейки. Важно отметить, что вектор v во
втором разностном уравнении предполагается заданным координатами в
локальном базисе центра разностной ячейки, поэтому для покомпонентной
записи этого уравнения необходимо найти координаты всех векторов W I

m

в этом базисе по известным координатам в опорном базисе.
Показано, что выражения для потоков WM

Σ̃
, W I

Σ̃
и WE

Σ̃
выражаются

(точно или приближенно) через разностные потоки F±, G±, H± базовой
декартовой схемы. Продемонстрирована возможность аппроксимации «вяз-
ких» слагаемых (компонент вектора Rσ) в уравнении (1) путем введения
соответствующих разностных добавок к декартовым сеточным потокам.

Далее в этом пункте выводятся расчетные формулы, выраженные че-
рез декартовы потоки, для случаев цилиндрических и сферических коор-
динат. Приводится выражение для разностных добавок к декартовым по-
токам, обеспечивающих аппроксимацию «вязких» слагаемых. Построенные
семейства разностных схем для расчета нестационарных течений вязкого
газа имеют второй порядок аппроксимации при условии, что со вторым или
более высоким порядком вычисляются разностные потоки в базовой декар-
товой схеме.

В п.1.3 рассматриваются некоторые особенности использования постро-
енных разностных схем. Обсуждаются способы аппроксимации граничных
условий, выбора шага по времени и применения неравномерных разностных
сеток.

Рис. 1. Расчет распада сферического разрыва

В п.1.4 путем проведения двумерных и трехмерных тестовых расчетов
осуществляется верификация построенных разностных схем для сфериче-
ских и цилиндрических координат. На примерах расчетов задач о распа-
дах цилиндрических и сферических (см. рис.1) разрывов демонстрируется
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Рис. 2. Обтекание цилиндра при Re = 41:
(а) эксперимент в воде (Taneda S.), (б),(в) расчет

способность построенных схем воспроизводить прохождение возникающих
волн через ось вырождения системы координат без искажения формы их
фронтов. Сопоставление результатов проведенных расчетов задачи о дву-
мерном разрыве в декартовых, цилиндрических и сферических координа-
тах с результатами других авторов подтверждает второй порядок точности
построенных схем. Проводится математическое моделирование обтекания
параллельным потоком газа цилиндра и шара как без учета, так и с учетом
влияния тензора вязких напряжений. Сравнение с данными экспериментов
(см. рис.2) демонстрирует адекватность результатов численных расчетов,
полученных по построенным схемам, реально наблюдаемым газодинами-
ческим и гидродинамическим течениям при различных значениях числа
Рейнольдса. Исследуется влияние выбора варианта граничных условий на
характерные особенности моделируемых течений.

Во второй главе приводятся результаты математического моделирова-
ния ряда прикладных задач. Рассматриваются как классические задачи о
течении в пространстве между двумя коаксиально вращающимися цилин-
драми и концентрическими сферами, где решающую роль играют неустой-
чивости (см. выше), связанные с вращением, так и задачи физики звезд и
планет.

В п.2.1 ставится задача о течении вязкого газа в пространстве между
коаксиально вращающимися бесконечными цилиндрами и концентрически-
ми сферами. Демонстрируется, что известное решение системы уравнений
Навье-Стокса, обладающее осевой симметрией, описывающее основное те-
чение несжимаемой жидкости между цилиндрами, в рассматриваемом сжи-
маемом случае является стационарным лишь для твердотельного вращения.
Для случая сфер также отсутствуют стационарные решения с осевой сим-
метрией, отличные от твердотельного вращения, без меридиональной цир-
куляции. По этой причине во всех проводимых расчетах в качестве на-
чального состояния задаются постоянные параметры покоящегося газа. Газ
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приводился в движение за счет вязкого трения о границы вращающихся
цилиндров и сфер.

Рис. 3. Течение между цилиндрами
при Ω2 = −1.5Ω1, Re = 400, M = 0.05

Рис. 4. Течение Стюартсона-Праудмэна между сферами
при Ω1 = 0.9Ω2, Re = 3400, M = 0.1

Для случая цилиндров моделируется неустойчивость первичного тече-
ния, приводящая к возникновению периодических по высоте цилиндров
вторичных течений, содержащих тейлоровские вихри. Показано, что при
сонаправленном вращении цилиндров также, как и в несжимаемом случае,
при нарушении известного критерия устойчивости основного течения ха-
рактерно возникновение одного ряда разнонаправленных вихрей. При раз-
нонаправленном вращении цилиндров возникают существенно более слож-
ные по структуре квазистационарные течения, содержащие два и более
(см. рис.3) ряда вихрей различной интенсивности. Исследована зависи-
мость характерных особенностей течения от соотношения угловых скоро-
стей вращения цилиндров, значений числа Маха и числа Рейнольдса. В
случае сфер моделируются устойчивые и неустойчивые первичные течения
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различных типов. Показано, что при небольших (порядка 0.1) значениях
числа Маха хорошо воспроизводятся основные течения, известные из экс-
периментов и аналитических исследований, включая течение Стюартсона-
Праудмэна [44–46] в предельном случае почти твердотельного вращения
(см. рис.4). Полученные результаты подтверждают эффективность постро-
енных в работе схем годуновского типа для ортогональных криволинейных
координат применительно к рассматриваемым задачам.

Рис. 5. Конвективное движение. Компоненты скорости:
(а) радиальная, (б) азимутальная, (в) меридиональная

В п.2.2 приводятся результаты математического моделирования конвек-
тивных процессов в жидком ядре Земли. В предлагаемой модели задает-
ся равновесная (в предположении, что ускорение свободного падения ли-
нейно возрастает с увеличением радиуса) политропная газовая конфигура-
ция, твердотельно вращающаяся в пространстве между концентрическими
непротекаемыми сферами. Сферы соответствуют границам жидкое – твер-
дое ядро и жидкое ядро – мантия. Помимо условий непротекания на сфе-
рических границах также задаются условия прилипания. Радиусы сфер,
а также скорость вращения системы координат, в которой обе сферы и
исходная конфигурация вязкого газа неподвижны, соответствуют земным
параметрам. Параметры равновесной конфигурации подбираются таким об-
разом, чтобы на границах жидкого ядра получались известные оценочные
значения температуры, плотности и давления.

Проведены двумерные и трехмерные расчеты, моделирующие процес-
сы в исходной равновесной конфигурации. Показано, что, несмотря на от-
сутствие дифференциального вращения, возникает интенсивная конвекция
(см. рис.5), которая проявляется в виде характерных джетов, интенсивность
которых выше у оси вращения. Возникновение джетов порождает ненуле-
вую гидродинамическую спиральность [36], которая указывает на наличие
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винтового движения. Характер моделируемого течения в приполюсной об-
ласти хорошо согласуется с результатами наблюдений (см. выше).

В п.2.3 предлагается математическая модель новороссийской боры, ос-
нованная на двумерных нестационарных уравнениях газовой динамики с
учетом гравитации, описывающая вихревые течения воздушных масс в ат-
мосфере. Моделируется движение воздушного фронта через прибрежный
хребет с последующим возникновением турбулентного течения над мор-
ской поверхностью (см. рис.6). Изучается влияние температуры, эпюры и
величины скорости потока, втекающего в рассматриваемую область. Выяв-
ляются причины, приводящие к ураганным порывам ветра на поверхности
моря, с которыми связаны возможные катастрофические последствия в при-
брежной полосе.

Рис. 6. Вихревое течение при боре

Полученная в расчетах картина нестационарного вихревого течения,
развивающаяся вблизи поверхности моря, адекватна реально наблюдаемым
явлениям, сопровождающим бору. Результаты серии вычислительных экспе-
риментов позволяют предложить механизм возникновения и развития изу-
чаемого атмосферного явления. Причина его — сдвиговая неустойчивость,
возникающая на границе втекающего потока газа и неподвижной в началь-
ный момент атмосферы. Активно развиваясь, эта неустойчивость порождает
процесс преобразования кинетической и потенциальной (гравитационной)
энергии поступающих воздушных масс в энергию развивающегося у по-
верхности моря резко нестационарного вихревого течения.

В п.2.4 формулируется постановка задачи о газодинамическом течении в
аккреционном диске двойной звездной системы в двумерном и трехмерном
приближениях. Ключевым элементом рассматриваемой математической мо-
дели является выбор в качестве начального состояния аккреционного диска
равновесной в отсутствие вторичной компоненты и вращения системы то-
рообразной газовой конфигурации. Приводятся основные результаты иссле-
дований подобных конфигураций, проведенных автором ранее. Проводятся
двумерные расчеты в области, содержащей полость Роша первичной ком-
поненты, в которой задается начальная конфигурация диска. Исследуется
влияние на течение в диске сложного силового поля, обусловленного грави-
тацией обеих компонент двойной системы и вращением системы координат,
в которой обе компоненты покоятся.
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Показано, что в широком диапазоне параметров задачи сложное силовое
поле приводит к образованию в аккреционном диске спиральных ударных
волн, которые влияют на перераспределение углового момента вращающих-
ся слоев газа. Вдоль линий их фронтов отмечается разрывная смена знака
радиальной составляющей скорости. Такие спиральные образования сохра-
няются в течение длительного расчетного времени (порядка десятков обо-
ротов двойной системы). Проведены исследования влияния соотношения
масс компонент двойной системы, параметров начальной равновесной кон-
фигурации и направления ее вращения, значения постоянной адиабаты в
уравнении состояния газа и вариантов постановки граничных условий на
характерные особенности спиральной структуры течения.

Для обеспечения большей достоверности расчеты в двумерном прибли-
жении проводились с использованием разностной схемы для цилиндриче-
ских координат, построенной в работе, где декартовы потоки (см. выше)
вычислялись различными методами. Кроме этого проведено сравнение ре-
зультатов аналогичных расчетов в двумерном и трехмерном приближении. В
рамках рассматриваемой задачи обоснована адекватность двумерного под-
хода к моделированию процессов в диске.

Рис. 7. Расчет в расширенной области. Спиральные ударные волны

Проведена серия расчетов в расширенной расчетной области, содержа-
щей полости Роша обеих компонент двойной звездной системы (см. рис.7).
В окрестности первичной компоненты по-прежнему задавалась та же на-
чальная конфигурация диска. Аккреционный диск вторичной формировался
за счет перетекания газа между компонентами. Показано, что при опреде-
ленных условиях в ходе такого перераспределения массы может сформиро-
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ваться практически одинаковая структура дисков обеих компонент, содер-
жащая спиральные ударные волны.

Расчеты проводились как по схемам первого, так и второго порядка
аппроксимации. Исследовано влияние на моделируемые процессы «физиче-
ской» вязкости газа и аппроксимационной вязкости [8, 47–49] разностных
схем. Показано, что влияние спиральных ударных волн на перераспределе-
ние масс дисков и темпы аккреции может оказаться существенно меньшим
по сравнению с влиянием схемной диссипации, которая может приводить
не только к локальным (таким, как «размазывание» фронтов ударных волн),
но и к глобальным изменениям получаемых численных решений.

В третьей главе описываются основные методы и подходы, лежащие в
основе разработанного автором программного средства визуализации и ани-
мации результатов многомерных нестационарных расчетов на неравномер-
ных ортогональных сетках ClcView (Calculated Data Viewer), а также интер-
фейсной части CVSSCtrl программного комплекса CVSS (Cardio-Vascular
Simulation System, версия 12), осуществляющего расчеты нестационарных
гемодинамических течений на графе кровеносных сосудов.

Рис. 8. Идентификация линий уровня

В п.3.1 предлагается модифицированный метод построения линий уров-
ня функции двух переменных. Модификации позволяют существенно по-
высить эффективность и быстродействие базового алгоритма «квадродере-
вьев» [50], а также осуществить идентификацию (см. рис.8) отдельных
несвязных кривых, составляющих картину линий уровня. Отметим, что во-
просы идентификации линий уровня при построении базового алгоритма не
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рассматривались. Отображение картины линий уровня сводится к более об-
щей задаче визуализации в окне устройства проекции на плоскость набора
примитивов, заданных «физическими» координатами вершин в простран-
стве и связями между ними. Для решения этой задачи предлагается метод
«сдвоенного окна», который позволяет формализовать такие операции над
изображением, как масштабирование, прокрутка (скроллинг), копирование
на другое устройство и др.

Рассматриваются вопросы, связанные с эффективностью применения к
сеточным функциям метода построения линий уровня, а также цветовой
«заливки». Описываются способы реализации цветовой «заливки» в опе-
рационных системах семейства Microsoft Windows, обеспечивающие вы-
сокое быстродействие. Предлагается достаточно универсальная структура
файла данных трехмерного расчета на структурированной сетке, примени-
мая как для возобновления расчета, так и для визуализации его результа-
тов. Обсуждается реализация высокоскоростного доступа к таким файлам.
Описывается методика генерации видео в формате MPEG4 [51] в операци-
онных системах семейства Windows. Приводятся результаты тестирования
разработанной программы, демонстрирующие возможность генерации пол-
ноформатного видео по данным расчета с производительностью реального
времени (около 25 кадров в секунду) на достаточно подробных сетках.

В п.3.2 описана структура данных каркасной модели графа сердечно-
сосудистой системы, содержащей трехмерные координаты узлов и список
отрезков, соединяющих узлы, представляющих сосуды. К каждому узлу
и отрезку дополнительно приписывается набор данных, необходимых для
описания физиологических параметров узлов ветвления, тканей, сосудов и
др. Предложен метод слияния каркасных моделей, позволяющий форми-
ровать сложные модели графов из простых фрагментов, создание которых
может осуществляться различными пользователями. В каркасных моделях
фиксируется дата и время последних изменений наборов данных, припи-
санных к узлам и сосудам (отрезкам). Это позволяет в процессе слияния
моделей выбрать более поздние данные для совпадающих узлов и сосу-
дов. Описываются подходы к реализации групповых операций изменения
данных узлов и сосудов, в частности, изменения координат подмножества
узлов, соответствующих изменениям положения тела.

Создание каркасных моделей требует ввода минимального набора дан-
ных, достаточного для последующих вычислений солвером CVSS. Однако
визуальное восприятие проекции на плоскость представленного таким обра-
зом трехмерного графа может оказаться весьма затруднительным, особенно
в случае сложных моделей. Столь же плохо воспринимаемым оказывается
отображение результатов расчетов, например, путем цветовой индикации
сеточных функций на отрезках, соединяющих узлы. В диссертации разра-
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Рис. 9. Объемная модель CVSSCtrl

ботан уникальный метод построения реалистичной объемной (3D) модели
(см. рис.9) на основе каркасной модели, не требующий вмешательства поль-
зователя и ввода дополнительных данных. Основная идея метода состоит
в том, что отрезки каркасной модели заменяются гладкими кривыми. В
узлах осуществляется гладкое сопряжение кривых, соответствующих двум
сосудам наибольшей толщины, если в узле сходится более двух сосудов.
Далее строятся цилиндрические оболочки кривых, переменные диаметры
которых соответствуют заданным размерам сечения сосудов и обеспечива-
ют гладкое сопряжение оболочек. При построении оболочек путем анализа
кривизны кривых минимизируется количество примитивов, достаточное для
комфортного визуального восприятия объемной модели.

Солвер CVSS (версия 12) и управляющая программа CVSSCtrl являются
отдельными программными единицами. Солвер представляет собой дина-
мически загружаемую библиотеку, написанную на языке FORTRAN [37].
В библиотеке описаны структуры данных графа сосудов, математические
модели тканей и органов, сопоставляемых некоторым вершинам графа, и
процедура, реализующая один шаг по времени гемодинамического расче-
та на графе. Никаких операций ввода-вывода в солвере не предусмотрено,
поэтому он в минимальной степени привязан к используемой операцион-
ной системе. Управляющий модуль написан на объектно-ориентированном
языке высокого уровня и в максимальной степени задействует возможно-
сти операционных систем семейства Windows. Он позволяет конструировать
каркасные модели графов сосудистой системы с визуальным контролем их
корректности. Для отображения каркасных и объемных моделей также при-
меняется метод «сдвоенного окна», разработанный в диссертации.
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На основе сформированной каркасной модели заполняются структуры
данных солвера, а дальнейшие вычисления осуществляются с использова-
нием механизма многопоточности. Процесс вычислений запускается в от-
дельном вычислительном потоке в виде цикла по временным шагам солве-
ра. В основном потоке параллельно осуществляется управление расчетом
и визуализация его результатов, в частности, путем цветовой индикации
сеточных функций на сосудах объемной модели. Указанный подход к вза-
имодействию управляющей программы и солвера предложен и реализован
в ходе работы над диссертацией. В ней также описаны различные аспекты
практической реализации описанных функций управляющей программы.

В заключении сформулированы основные результаты работы, выноси-
мые на защиту.

Основные результаты работы

Таким образом, в работе получены следующие основные результаты.
1. Разработан метод построения консервативных разностных схем для

расчета течений вязкого газа в криволинейных ортогональных координатах,
позволяющий взять за основу произвольную декартову схему годуновско-
го типа, аппроксимирующую уравнения Эйлера, и модифицировать ее без
изменений алгоритма вычисления разностных потоков.

2. С помощью разработанного метода построены и реализованы в виде
пакета вычислительных программ схемы для цилиндрических и сфериче-
ских координат. Проведена верификация схем на основе сравнения резуль-
татов численного решения задач о распадах разрывов и обтекания парал-
лельным потоком газа (вязкого и невязкого) цилиндров и сфер с данными
экспериментов и расчетами других авторов.

3. Проведено математическое моделирование течений Тейлора-Куэтта
между коаксиально вращающимися цилиндрами и концентрическими сфе-
рами с использованием явных разностных схем годуновского типа для рас-
чета течений вязкого газа, построенных в работе. Результаты, в частности,
демонстрируют, что при небольших значениях числа Маха (порядка 0.1)
численные решения хорошо воспроизводят вихревые течения, наблюдае-
мые в экспериментах для несжимаемой жидкости при тех же значениях
числа Рейнольдса, в том числе в предельном случае почти твердотельного
вращения. Тем самым проведенные расчеты показывают возможность моде-
лирования подобных течений без использования неявных разностных схем
для численного решения уравнений Навье-Стокса, описывающих динамику
несжимаемой жидкости.
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4. В рамках оригинальной математической постановки задачи проведено
моделирование течения вещества в жидком ядре Земли. Вещество жидкого
ядра представлялось равновесной конфигурацией вязкого газа, задаваемой
в сферическом слое, на границах которого ставились условия прилипания.
Исходная конфигурация и ее непротекаемые сферические границы твер-
дотельно вращались вокруг оси, проходящей через общий центр. Размеры
сферического слоя, скорость вращения и начальные данные соответствова-
ли известным земным параметрам. Показано, что, несмотря на отсутствие
дифференциального вращения (мантия – твердое ядро), возникают ярко вы-
раженные конвективные процессы, порождающие ненулевую спиральность
вблизи оси вращения. При этом характер течения в приполюсной области
согласуется с результатами наблюдений. Таким образом, продемонстриро-
вано, что наличие дифференциального вращения не является необходимым
условием интенсивных конвективных течений.

5. Проведено математическое моделирование атмосферных процессов,
наблюдаемых при новороссийской боре. Выявлена совокупность факторов,
приводящих к порывом ветра ураганной силы. Показано, что ключевым ме-
ханизмом развития резко нестационарного вихревого течения у поверхности
моря является сдвиговая неустойчивость.

6. Проведена серия двумерных и трехмерных расчетов, моделирующих
газодинамические процессы в аккреционном диске двойной звездной систе-
мы, начальное состояние которого равновесно в гравитационном поле одной
из компонент. Показано, что в широком диапазоне параметров системы под
действием сложного силового поля в диске возникают спиральные ударные
волны, оказывающие влияние на перераспределение углового момента вра-
щающегося газа. Исследовано влияние вязкости (схемной и «физической»)
на процессы обмена массой между дисками двух компонент системы.

7. Разработаны: модифицированный метод построения и идентифика-
ции линий уровня сеточных функций двух переменных, метод «сдвоенного
окна» отображения данных, привязанных к координатам в пространстве,
методика эффективной генерации полноформатного видео для анимации
результатов нестационарных расчетов. Указанные разработки реализованы
в виде программного средства визуализации и анимации результатов много-
мерных нестационарных расчетов на неравномерных ортогональных сетках.

8. Предложены методы поэлементного конструирования трехмерных
каркасных моделей графа сердечно-сосудистой системы и построения на
их основе реалистичных объемных (3D) моделей графа. Эти методы в со-
вокупности с общей концепцией «сдвоенного окна» визуализации данных
в операционных системах с оконным интерфейсом легли в основу разрабо-
танного управляющего модуля программного комплекса CVSS (версия 12).
Модуль осуществляет формирование данных трехмерного графа сердечно-
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сосудистой системы с визуальным контролем их корректности, управление
гемодинамическим расчетом и визуализацию его результатов. Параллельное
с расчетом выполнение процедур визуализации и управления реализовано
на основе механизма многопоточности.
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