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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ
áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ è ïðèìåíåíèþ òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Â òåîðèè
âîçìóùåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêîé ñèòóàöèåé âîç-
ìóùåíèÿ ðåãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì, áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ïî-
òåíöèàë íå ÿâëÿåòñÿ äàæå ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûì. Âïåðâûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå
ñ ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãèì ðàññìîòðåíèåì âîçìóùåíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñèíãóëÿð-
íûìè ïîòåíöèàëàìè òèïà äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà, áûëè èññëåäîâàíû â öèêëå ñòàòåé
Ô.À. Áåðåçèíà, Ë.Ä. Ôàääååâà è Ð.À. Ìèíëîñà, èç êîòîðûõ îñîáî ñòîèò îòìåòèòü
ðàáîòû1,2. Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àè ïîòåíöèàëîâ òèïà äåëüòà-ôóíêöèè è å¼ îáîáù¼ííîé
ïðîèçâîäíîé, ÿâëÿþùèåñÿ ìîäåëüíûìè â òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå
è äî ñèõ ïîð ïðèâëåêàþò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé3,4. Äåòàëüíîìó ðàñìîòðåíèþ âîç-
ìóùåíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè ñ äèñêðåòíûì íîñèòåëåì è
ïðèëîæåíèÿì ïîëó÷åííûõ â äàííîé îáëàñòè ðåçóëüòàòîâ ê êâàíòîâîé ôèçèêå è ýëåê-
òðîäèíàìèêå ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ5. Íàðÿäó ñ èçó÷åíèåì âîçìóùåíèé îïåðàòîðà
Ëàïëàñà ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè ñ äèñêðåòíûìè íîñèòåëÿìè, àêòèâíî ðàçâèâà-
ëàñü è àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé äëÿ îïåðàòîðîâ îáùåãî âèäà.
Èçëîæåíèå ýòîé òåîðèè äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå â ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàë âîçìóùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì îïåðàòîðîì, è
ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ ïî äàííîé òåìå ìîæíî íàéòè â îáçîðíîé ìîíîãðàôèè6.
Ðàññìîòðåíèå ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé êîíêðåòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòî-

ðîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê çàäà÷å èññëåäîâàíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñîáîëåâñêîãî òèïà. Óæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå êëàññè÷å-
ñêîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ W 2

2 (Rn) èçó÷åíèå åãî âîçìóùåíèé
ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè îêàçûâàåòñÿ òåñíî ñâÿçàííûì ñ èññëåäîâàíèåì ìóëüòè-
ïëèêàòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ñ ïîëîæèòåëüíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè â ïðî-
ñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, êëàññè-
÷åñêèé îïåðàòîð Ëàïëàñà äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå äî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç
ïðîñòðàíñòâà W 1

2 (Rn) â ïðîñòðàíñòâî W−1
2 (Rn), è ïîýòîìó äàæå ñàìà ïðîáëåìà êîð-

ðåêòíîé îïðåäåë¼ííîñòè îïåðàòîðà −∆ +Mµ, ãäå ïîä ∆: W 1
2 (Rn) −→ W−1

2 (Rn) ìû

1Ô.À. Áåðåçèí, Ë.Ä. Ôàääååâ, �Çàìå÷àíèå îá óðàâíåíèè Øð¼äèíãåðà ñ ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì�, Äîêë.

ÀÍ ÑÑÑÐ, 137 : 5 (1961), 1011 � 1014
2Ð.À. Ìèíëîñ, Ë.Ä. Ôàääååâ, �Î òî÷å÷íîì âçàèìîäåéñòâèè äëÿ ñèñòåìû èç òð¼õ ÷àñòèö â êâàíòîâîé ìå-

õàíèêå�, Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 141 : 6 (1961), 1335 � 1338
3M. Gadella, M. L. Glasser, L.M. Nieto, �One dimensional models with a singular potential of the type −αδ(x)+

βδ
′
(x)�, Int. J. Theor. Phys., 50 : 7 (2011), 2144 � 2152
4S. Albeverio, S. Fassari, F. Rinaldi, �A remarkable spectral feature of the Schroedinger Hamiltonian of the

harmonic oscillator perturbed by an attractive δ
′
-interaction centred at the origin: double degeneracy and level

crossing�, J. Phys. A: Math. Theor., 46 : 38 (2013), 16 pp.
5S. Albeverio, F. Gesztesy, R. Hoegh-Krohn, H. Holden (with an appendix by P. Exner), Solvable models in

quantum mechanics, Second Edition, Providence, RI : AMS Chelsea Publishing, 2005, 488 pp.
6S. Albeverio, P. Kurasov, Singular perturbations of di�erential operators. Solvable Schroedinger type operators,

Cambridge : Cambridge University Press, 2000, 429 pp.
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ïîíèìàåì ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà W 1
2 (Rn), à ïîä Mµ − îïåðàòîð óìíî-

æåíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå µ, ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ âîïðîñà î òîì, êîãäà µ ÿâëÿåòñÿ
ìóëüòèïëèêàòîðîì èç W 1

2 (Rn) â W−1
2 (Rn). Áîëåå òîãî, ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâà

ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [W 1
2 (Rn) → W−1

2 (Rn)] îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì è äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ âîçìóù¼ííîãî îïåðàòîðà −∆+Mµ, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê
êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà àïïðîêñèìàöèè â ñìûñëå ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè ýòîãî îïå-
ðàòîðà âîçìóùåíèÿìè îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ ãëàäêèì ïîòåíöèàëîì, èçó÷àâøàÿñÿ ðàíåå
ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû7,8).
Ïî-âèäèìîìó, ïåðâîé ðàáîòîé, ãäå ìåòîäû òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ áûëè ïðèìå-

íåíû ê èçó÷åíèþ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ýëëèïòè-
÷åñêîãî òèïà â ñëó÷àå ïîòåíöèàëîâ ñ íåäèñêðåòíûì íîñèòåëåì, áûëà ñòàòüÿ9. Ìå-
òîäû èññëåäîâàíèÿ, ïðåäëîæåííûå â ýòîé ðàáîòå, áûëè ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ðàç-
âèòû â öèêëå ñòàòåé Ì.È. Íåéìàí-Çàäå, À.À. Øêàëèêîâà, Äæ. - Ã. Áàêà, À.Ì. Ñàâ-
÷óêà10,11,12. Äðóãîé ïîäõîä ê ðàññìîòðåíèþ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé îïåðàòîðîâ
òèïà Ëàïëàñà, òàêæå îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ, âîñõîäèò
ê ñòàòüå Â. Ã. Ìàçüè è È.Ý. Âåðáèöêîãî13. Ýòîò ïîäõîä, îïèðàþùèéñÿ íà ïîëó÷åíèå
äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè ïîòåíöèàëà ïðîñòðàíñòâó ìóëüòèïëèêàòîðîâ â
òåðìèíàõ ¼ìêîñòåé, ïîëó÷èë ðàçâèòèå â ðàáîòàõ14,15.
Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ èçó÷åíèÿ ñèíãóëÿðíûõ âîç-

ìóùåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî
ëèøü ñëó÷àåì êëàññè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ïîðîäèâøèì èíòåðåñ ê ýòîé òåìà-
òèêå. Òàê, åù¼ â ðàáîòå9 ìåòîäû òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ ïðèìåíÿëèñü äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé êàê îïåðàòîðà Ëàïëàñà, òàê è ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî
îïåðàòîðà (−∆)m, ãäå m ∈ N. Â ñòàòüå14 ðàññìàòðèâàëèñü ñèíãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ

îïåðàòîðà
√
−∆: W

1
2
2 (Rn) −→W

− 1
2

2 (Rn), à â ðàáîòå12 ñ ïîìîùüþ òåîðèè ìóëüòèïëèêà-
òîðîâ èçó÷àëèñü çàäàííûå íà Rn ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòî-
ðû ñ ðàâíîìåðíî ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêîé ãëàâíîé ÷àñòüþ è ìëàäøèìè êîýôôèöèåíòàìè
èç ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè ãëàäêîñòè.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ âîçìóùåíèé çàäàííîãî íà îêðóæíîñòè îïå-

7Â.Â. Áîðèñîâ, �Î ðàâíîìåðíîé ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïðè âîçìóùåíèè�, Ìà-

òåì. çàìåòêè, 48 : 2 (1990), 19 � 25
8D. Mugnolo, R. Nittka, O. Post, �Norm convergence of sectorial operators on varying Hilbert spaces�, Oper.

Matrices, 7 : 4 (2013), 955 � 995
9Ì.È. Íåéìàí-Çàäå, À.À. Øêàëèêîâ, �Îïåðàòîðû Øð¼äèíãåðà ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè èç ïðî-

ñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ�, Ìàòåì. çàìåòêè, 66 : 5 (1999), 723 � 733
10Äæ. - Ã. Áàê, À.À. Øêàëèêîâ, �Ìóëüòèïëèêàòîðû â äóàëüíûõ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ è îïåðàòîðû

Øð¼äèíãåðà ñ ïîòåíöèàëàìè-ðàñïðåäåëåíèÿìè�, Ìàòåì. çàìåòêè, 71 : 5 (2002), 643 � 651
11Ì.È. Íåéìàí-Çàäå, À.Ì. Ñàâ÷óê, �ÎïåðàòîðûØð¼äèíãåðà ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè�, Òð. ÌÈÀÍ,

236 (2002), 262 � 271
12M. I. Neiman-Zade, A.A. Shkalikov, �Strongly elliptic operators with singular coe�cients�, Russ. J. Math.

Phys., 13 : 1 (2006), 70 � 78
13V.G. Maz'ya, I. E. Verbitsky, �The Shroedinger operator on the energy space: Boundedness and compactness

criteria�, Acta Math., 188 : 2 (2002), 263 � 302
14V.G. Maz'ya, I. E. Verbitsky, �The form boundedness criterion for the relativistic Schroedinger operator�, Ann.

Inst. Fourier, 54 : 2 (2004), 317 � 339
15V.G. Maz'ya, I. E. Verbitsky, �Form boundedness of the general second-order di�erential operator�, Comm.

Pure Appl. Math., 59 : 9 (2006), 1286 � 1329
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ðàòîðà (− d2

dx2 )
s, s > 0, â ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàë ïðèíàäëåæèò îáîáù¼ííîìó ïåðèî-

äè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà ñ îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè, â ñòàòüå16

òàêæå áûëà ïðèìåíåíà òåõíèêà òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ. Ïðèìåíåíèå ýòîé òåõíèêè
ïîçâîëèëî âíåñòè ñóùåñòâåííûé âêëàä â ñòàâøåå îñîáåííî àêòóàëüíûì â ïîñëåäíåå
âðåìÿ èññëåäîâàíèå âîçìóùåíèé îïåðàòîðîâ òèïà Øð¼äèíãåðà ñèíãóëÿðíûìè ïåðèî-
äè÷åñêèìè è àíòèïåðèîäè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè17,18,19,20,21,22,23,24,25.
Îòìåòèì, ÷òî, ñôåðà ïðèëîæåíèé òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ íå îãðàíè÷èâàåòñÿ

òîëüêî çàäà÷àìè ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà âîçìóùåíèé êîíêðåòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Õîòÿ çàðîæäåíèå è ðàçâèòèå òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ
êàê ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàçäåëà íà ñòûêå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè ôóíêöèé
äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî áûëî òåñíî ñâÿçàíî ñ ïðîáëåìàìè ñîáñòâåííî òåîðèè
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñîáîëåâñêîãî òèïà (òàêèìè, íàïðèìåð, êàê èññëåäîâà-
íèå èíòåðïîëÿöèîííûõ ñâîéñòâ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ è ïîèñê êëàññîâ ñîáîëåâñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ äðîáíîé ãëàäêîñòè, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé ëîêàëè-
çàöèè), óæå â ïåðâûõ ðàáîòàõ, ãäå îáúåêòîì ñèñòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ âûñòóïè-
ëè ìóëüòèïëèêàòîðû èç íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà ñîáîëåâñêîãî òèïà â ñåáÿ, ðàññìàòðè-
âàëèñü è ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ ê ðàçëè÷íûì çàäà÷àì èç äðóãèõ ðàç-
äåëîâ àíàëèçà. Ñðåäè ïèîíåðñêèõ ðàáîò, â êîòîðûõ ìåòîäû òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ
àêòèâíî ïðèìåíÿëèñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ âàæíûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ êîíêðåòíûìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè è èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè, îñîáî íàäî âûäåëèòü26,27,28.
Ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñîáîëåâñêîãî òè-

ïà ïîçâîëèëî óñïåøíî ïðèìåíèòü ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ýòîé òåîðèè äëÿ èçó÷åíèÿ
øèðîêîãî êðóãà ïðîáëåì òåîðèè ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè óðàâ-

16Â.À. Ìèõàéëåö, Â.Í. Ìîëèáîãà, �Î ñïåêòðå ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé îïåðàòîðîâ íà îêðóæíîñòè�, Ìà-

òåì. çàìåòêè, 91 : 4 (2012), 629 � 632
17P. Djakov, B. Mityagin, �Spectral gaps of Schroedinger operators with periodic singular potentials�, Dyn.

Partial. Di�. Eq., 6 : 2 (2009), 95 � 165
18P. Djakov, B. Mityagin, �Criteria for existence of Riesz bases consisting of root functions of Hill and 1D Dirac

operator�, J. Funct. Anal., 263 : 8 (2012), 2300 � 2332
19B. Mityagin, P. Siegl, �Root system of singular perturbations of the harmonic oscillator type operators�, Lett.

Math. Phys., 106 : 2 (2016), 147 � 167
20T. Kappeler, C. Mohr, �Estimates for periodic and Dirichlet eigenvalues of the Schroedinger operator with

singular potentials�, J. Funct. Anal., 186 : 1 (2001), 62 � 91
21T. Kappeler, P. Topalov, �Riccati map on L2

0(T) and its applications�, J. Math. Anal. Appl., 309 : 2 (2005),

544 � 566
22R.O. Hryniv, Ya.V. Mykytyuk, �1D Schroedinger operators with periodic singular potentials�, Methods Funct.

Anal. Topol., 7 : 4 (2001), 31 � 42
23V.A. Mikhailets, V.N. Molyboga, �One-dimensional Schroedinger operator with singular periodic potentials�,

Methods Funct. Anal. Topol., 14 : 2 (2008), 184 � 200
24E. Korotyaev, �A priori estimates for the Hill and Dirac operators�, Russ. J. Math. Phys., 15 : 3 (2008), 320

� 331
25À.Î. Ùåðáàêîâ, �Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç íåñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿð-

íûì ïîòåíöèàëîì�, Íàó÷í. âåäîìîñòè ÁåëÃÓ, Ñåðèÿ: ìàòåìàòèêà, ôèçèêà, 31 : 11 (2013), 102 � 108
26J. Peetre, �On the di�erentiability of the solutions of quasilinear partial di�erential equations�, Trans. Am.

Math. Soc., 104 (1962), 476 � 482
27R. S. Strichartz, �Multipliers on fractional Sobolev spaces�, J. Math. Mech., 16 (1967), 1031 � 1060
28J.C. Polking, �A Leibniz formula for some di�erentiation operators of fractional order�, Math. J., Indiana

Univ., 21 (1972), 1019 � 1029
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íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îñîáåííî ïðîäóêòèâíûì òàêîå ïðèìåíåíèå îêàçà-
ëîñü äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè îïåðàòîðîâ, òàêèõ, êàê ïðîáëåìà îãðàíè÷åííîñòè â
øêàëå ïðîñòðàíñòâ òèïà Ñîáîëåâà ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, â ÷àñòíî-
ñòè, îïåðàòîðîâ Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà29,30,31, íàõîæäåíèå àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé íåêîòîðûõ âûðîæäåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ïñåâäîäèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ32,33,34, ïîëó÷åíèå òåîðåì ñëàáî-ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè
(weak-strong uniqueness) çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà35,36,37,38, èññëå-
äîâàíèå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ñèìâîëàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëî-
âèÿì îñëàáëåííîé ðåãóëÿðíîñòè39,40,41,42,43.
Ðàçëè÷íûå àñïåêòû òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñîáîëåâñêîãî òèïà,

áåçóñëîâíî, ïðåäñòàâëÿþò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ â ðàìêàõ òåîðèè ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâ. Äåòàëüíîå èçó÷åíèå ìóëüòèïëèêàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ áåññåëå-
âûõ ïîòåíöèàëîâ áûëî èíèöèèðîâàíî îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòîé Ðîáåðòà Ñ. Ñòðè-
õàðòöà27, ãäå, â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ s > n

p íà
ïðîñòðàíñòâå Hs

p(Rn) ìîæåò áûòü êîððåêòíî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ïîòî÷å÷íîãî óìíî-
æåíèÿ, ïðè÷¼ì ïðîñòðàíñòâî Hs

p(Rn) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè.
Â äàëüíåéøåì èçó÷åíèå ìóëüòèïëèêàòîðîâ êàê â ïðîñòðàíñòâàõ áåññåëåâûõ ïîòåí-
öèàëîâ, òàê è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ òèïà Áåñîâà�Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ,
áûëî àêòèâíî ïðîäîëæåíî â ñèòóàöèè, êîãäà èíäåêñû ãëàäêîñòè îáîèõ ïðîñòðàíñòâ
ïîëîæèòåëüíû, ïðè÷¼ì â áîëüøèíñòâå ðàáîò ðàññìàòðèâàëîñü ïðîñòðàíñòâî ìóëüòè-

29S. Gala, P.G. Lemarie-Rieusset, �Multipliers between Sobolev spaces and fractional di�erentiation�, J. Math.

Anal. Appl., 322 : 2 (2006), 1030 � 1054
30A. Youss�, �Regularity properties of singular integral operators�, Stud. Math., 119 : 3 (1996), 199 � 217
31L.D. Ky, �Bilinear decompositions and commutators of singular integral operators�, Trans. Am. Math. Soc.,

365 : 6 (2013), 2931 � 2958
32D.E. Edmunds, H. Triebel, �Eigenvalue distributions of some degenerate elliptic operators: an approach via

entropy numbers�, Math. Ann., 299 : 2 (1994), 311 � 340
33D.E. Edmunds, H. Triebel, Function spaces, entropy numbers, di�erential operators, Cambridge : Cambridge

University Press, 1996, 252 pp.
34D.D. Haroske, L. Skrzypczak, �Spectral theory of some degenerate elliptic operators with local singularities�,

J. Math. Anal. Appl., 371 : 1 (2010), 282 � 299
35P.G. Lemarie-Rieusset, Recent developments in the Navier-Stokes problem, Boca Raton, FL: Chapman and

Hall/CRC, 2002, 395 pp.
36P. Germain, �Multipliers, paramultipliers and weak-strong uniqueness for the Navier-Stokes equations�, J.

Di�er. Equations, 226 : 2 (2006), 373 � 428
37P.G. Lemarie-Rieusset, R. May, �Uniqueness for the Navier-Stokes equations and multipliers between Sobolev

spaces�, Nonlinear Anal., Theory Methods Appl., 66 : 4 (2007), 819 � 838
38P.G. Lemarie-Rieusset, The Navier-Stokes Problem in the 21st Century, Boca Raton, FL : CRC Press, 2016,

718 pp.
39M. Yamazaki, �A quasi-homogeneous version of paradi�erential operators, Part I: Boundedness on spaces of

Besov type�, J. Fac. Sci., Univ. Tokyo, Sect. 1A, 33 (1986), 131 � 174
40J. Marschall, �Pseudo-di�erential operators with coe�cients in Sobolev spaces�, Trans. Am. Math. Soc., 307

: 1(1988), 335 � 361
41J. Marschall, �On the boundedness and compactness of nonregular pseudo-di�erential operators�, Math.

Nachr., 175 : 1 (1995), 231 � 262
42S. Gala, �Multipliers spaces, Muckenhoupt weights and pseudo-di�erential operators�, J. Math. Anal. Appl.,

324 : 2 (2006), 1262 � 1273
43D. Lannes, �Sharp estimates for pseudo-di�erential operators with symbols of limited smoothness and

commutators�, J. Funct. Anal., 232 : 2 (2006), 495 � 539

4



ïëèêàòîðîâ M [As
p,q(Rn) → As

p,q(Rn)], ãäå As
p,q(Rn) åñòü íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî òèïà

Áåñîâà�Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ. Â ðàìêàõ ýòîé ïðîáëåìàòèêè áûëè ðàçâèòû ðàçëè÷íûå
ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ è îáíàðóæåíû ìíîãî÷èñëåííûå
ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ.
Òàê, äëÿ èçó÷åíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ñîáîëåâñêîãî òèïà â êîí-

öå 1970ûõ - íà÷àëå 1980ûõ ãîäîâ â öèêëå ðàáîò Â. Ã. Ìàçüè, Ò.Î. Øàïîøíèêîâîé,
È.Ý. Âåðáèöêîãî è èõ ñîàâòîðîâ èñïîëüçîâàëñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îïèñàíèè ïðî-
ñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â òåðìèíàõ ¼ìêîñòåé êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ, äåòàëüíîå
èçëîæåíèå êîòîðîãî ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè44. Äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà
ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé â âèäå ñóììû òð¼õ ïàðàïðîèçâåäåíèé, òî
åñòü ñëàáî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, ïîñòðîåííûõ ïî ãëàäêîìó äèàäè÷åñêîìó ðàçáèåíèþ åäè-
íèöû ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â S′(Rn), ïîëó÷èë ðàçâè-
òèå â ðàáîòàõ45,46,47,48,49,50. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îñîáåííî âàæíîé äëÿ ðàçâèòèÿ
òåõíèêè ïàðàïðîèçâåäåíèé â êîíòåêñòå å¼ ïðèìåíåíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåìàòè-
êè òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ îêàçàëàñü ðàáîòà51. Ñèñòåìàòè÷åñêîå æå èçëîæåíèå ýòî-
ãî ìåòîäà, îêàçàâøåãîñÿ îñîáåííî ïëîäîòâîðíûì äëÿ èçó÷åíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â
ïðîñòðàíñòâàõ òèïà Áåñîâà�Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ, è ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ ïî ýòîé
òåìå ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè52. Ýòèìè äâóìÿ ïîäõîäàìè äàëåêî íå èñ÷åðïûâàåò-
ñÿ âñ¼ ñîäåðæàíèå òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ: òàê, ìóëüòèïëèêàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ
ñîáîëåâñêîãî òèïà èçó÷àëèñü äðóãèìè ìåòîäàìè â ñòàòüÿõ53,54,55,56,57,58.

44V.G. Maz'ya, T.O. Shaposhnikova, Theory of Sobolev multipliers, with applications to di�erential and integral

operators, Berlin - Heidelberg: Springer Verlag, 2009, 609 pp.
45J. Marschall, �Some remarks on Triebel spaces�, Stud. Math., 87 (1987), 79 � 92
46J. Johnsen, �Pointwise multiplication of Besov and Triebel-Lizorkin spaces�, Math. Nachr., 175 (1995), 85 �

133
47W. Sickel, H. Triebel, �Hoelder inequalities and sharp embeddings in function spaces of Bs

p,q and F s
p,q type�,

Z. Anal. Anwend., 14 : 1 (1995), 105 � 140
48W. Sickel, �On pointwise multipliers for F s

p,q(Rn) in case σp,q < s < n
p
�, Ann. Mat. Pura Appl., IV Ser., 176

(1999), 209 � 250
49H. Koch, W. Sickel, �Pointwise multipliers of Besov spaces of smoothness zero and spaces of continuous

functions�, Rev. Mat. Iberoam., 18 : 3 (2002), 587 � 626
50D. Drihem, M. Moussai, �Some embeddings into the multiplier spaces associated to Besov and Lizorkin-Triebel

spaces�, Z. Anal. Anwend., 21 : 1 (2002), 179 � 184
51M. Frazier, B. Jawerth, �A discrete transform and decompositions of distribution spaces�, J. Funct. Anal., 93

: 1 (1990), 34 � 170
52T. Runst, W. Sickel, Sobolev spaces of fractional order, Nemytskij operators and nonlinear partial di�erential

equations, Berlin : De Gruyter, 1996, 547 pp.
53Ã.À. Êàëÿáèí, �Êðèòåðèè ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè è âëîæåíèÿ â C ïðîñòðàíñòâ òèïà

Áåñîâà�Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ�, Ìàòåì. çàìåòêè, 30 : 4 (1981), 517 � 526
54Ã.À. Êàëÿáèí, �Ïîòî÷å÷íûå ìóëüòèïëèêàòîðû â íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà, ñîäåðæàùèõ

íåîãðàíè÷åííûå ôóíêöèè�, Òð. ÌÈÀÍ, 204 (1993), 160 � 165
55À.Á. Ãóëèñàøâèëè, �Î ìóëüòèïëèêàòîðàõ â ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà�, Çàï. íàó÷í. ñåì. ËÎÌÈ, 135 (1984),

36 � 50
56T. Valent, �A property of multiplication in Sobolev spaces. Some applications�, Rend. Sem. Mat. Univ.

Padova, 74 (1985), 63 � 73
57E. Nakai, �A characterization of pointwise multipliers on the Morrey spaces�, Sci. Math., 3 : 3 (2000), 445 �

454
58À.È. Ïàðô¼íîâ, �Õàðàêòåðèçàöèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Õåäáåðãà�Íåòðóñîâà�, Ìàòåì.

òð., 14 : 1 (2011), 158 � 194
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Ê ðàáîòå Ñòðèõàðòöà27 âîñõîäèò è îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè øêàëû ðàâíîìåð-
íî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íàèáîëåå êîíñòðóêòèâíîãî îïèñà-
íèÿ ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ. À èìåííî, â ýòîé ñòàòüå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ s > n

p ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → Hs

p(Rn)]
ñîâïàäàåò ñ ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ
Hs

p, unif (Rn). Ïðåäëîæåííûé Ñòðèõàðòöåì ïîäõîä îêàçàëñÿ ïðîäóêòèâíûì è â ñèòóà-
öèè, êîãäà äëÿ îïèñàíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà òèïà
Áåñîâà�Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ As

p, q(Rn) â ñåáÿ èñïîëüçóåòñÿ øêàëà ðàâíîìåðíî ëîêàëè-
çîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ As

p, q, unif (Rn), îïðåäåëÿåìûõ ïî àíàëîãèè ñ Hs
p, unif (Rn). Òàê, â

ðàáîòå59 ðàññìàòðèâàëîñü ïðîñòðàíñòâî Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ F s
p, q(Rn) è äëÿ ìóëüòè-

ïëèêàòîðîâ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå áûëî ïîëó÷åíî îïèñàíèå

M [F s
p, q(Rn) → F s

p, q(Rn)] = F s
p, q, unif (Rn)

ïðè p, q > 1, s > n
p .

Â ñèòóàöèè, êîãäà â ðîëè As
p, q(Rn) âûñòóïàåò ïðîñòðàíñòâî Áåñîâà Bs

p, q(Rn), ïî-
ëó÷åíèå àíàëîãè÷íîãî îïèñàíèÿ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé,
ïîñêîëüêó óñòàíîâëåííîå äëÿ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ â ðàáîòå27 ñâîé-
ñòâî ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè äîïóñêàåò îáîáùåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâ F s

p, q(Rn), íî
äëÿ Bs

p, q(Rn) ýòî ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî ëèøü â ñëó÷àå p = q, êîãäà ïðîñòðàíñòâà
Bs

p, p(Rn) è F s
p, p(Rn) ñîâïàäàþò. Èñõîäÿ èç îòñóòñòâèÿ ó ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà Bs

p, q(Rn)
ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè ïðè p ̸= q, â ñòàòüå60 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó-
÷àå p > q äàæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ s > n

p ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ
M [Bs

p, q(Rn) → Bs
p, q(Rn)] ñòðîãî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî Bs

p, q, unif (Rn). Òåì íå ìå-

íåå, â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 1 6 p 6 q ïðè s > n
p ïîçäíåå â61 áûëî óñòàíîâëåíî,

÷òî
M [Bs

p, q(Rn) → Bs
p, q(Rn)] = Bs

p, q, unif (Rn).

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hs
p(Rn) â Ht

p(Rn) ïðè s > t > n
p , p > 1

àíàëîãè÷íîå îïèñàíèå â òåðìèíàõ øêàëû ïðîñòðàíñòâ Hγ
r, unif (R

n) áûëî ïîëó÷åíî â
íà÷àëå 1980ûõ â öèêëå ðàáîò Â. Ã. Ìàçüè è Ò.Î. Øàïîøíèêîâîé è íàøëî ñâî¼ îòðàæå-
íèå â ìîíîãðàôèè62. Îäíàêî, â ñëó÷àå, êîãäà èíäåêñû p è q íåîáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþò,
ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâM [Hs

p(Tn) → Ht
q(Rn)] îñòàâàëîñü íåèññëåäîâàííûì â

ëèòåðàòóðå äàæå ïðè s, t > 0.
Èçó÷åíèå æå ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ñ ïîëîæè-

òåëüíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè â ïðîñòðàíñòâî áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ñ îòðèöàòåëü-
íûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè áûëî èíèöèèðîâàíî çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå ðàáîòîé9. Âïîñëåä-
ñòâèè çàäà÷à îïèñàíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ñ
èíäåêñàìè ãëàäêîñòè ðàçíîãî çíàêà, èññëåäîâàëàñü òàêæå â ðàáîòàõ13,14,29,36, íî øêà-
ëà ïðîñòðàíñòâ Hγ

r, unif (R
n), îïèñàíèå â òåðìèíàõ êîòîðîé äà¼ò êîíñòðóêòèâíûé êðè-

òåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâó ìóëüòèïëèêàòîðîâ, ïðèìåíÿëàñü

59J. Franke, �On the spaces F s
p, q of Triebel-Lizorkin type: pointwise multipliers and spaces on domains�, Math.

Nachr., 125 (1986), 29 � 68
60G. Bourdaud, �Localisations des espaces de Besov�, Stud. Math., 90 : 2 (1988), 153 � 163
61W. Sickel, S. Smirnov, �Localization properties of Besov spaces and of its associated multiplier spaces�, Jenaer

Schriften Math. Inf., Jena, 1999
62Â.Ã. Ìàçüÿ, Ò.Î. Øàïîøíèêîâà, Ìóëüòèïëèêàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé,

Ë., Èçä-âî Ëåíèíãðàäñêîãî óíèâåðñèòåòà, 1986, 402 ññ.
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äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è òîëüêî â ðàáîòàõ10,12. À èìåííî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé,
îáîáùàþùèõ âîñõîäÿùåå ê 27 óñëîâèå s > n

p , â ñòàòüÿõ
10,12 áûëè ïîëó÷åíû õàðàêòåðè-

çàöèè ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâM [Hs
p(Rn) → H−s

p′ (Rn)], M [Hs
p(Rn) → H−s

p (Rn)]

è M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)] â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññå-
ëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ïðè s, t > 0. Òàêæå îòìåòèì ðàáîòó63, ãäå â ñòðèõàðòöåâñêîì
ñëó÷àå äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà (ÿâëÿþùèõñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðî-
ñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ, êîãäà êîýôôèöèåíò ãëàäêîñòè ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñ-
ëîì) áûëî ïîëó÷åíî îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà M [W k

p (Rn) → W−l
p (Rn)], k, l ∈ N, â òåð-

ìèíàõ ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà Wm
r, unif (Rn).

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïðîáëåìû îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòî-
ðîâ èç ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè
â ïðîñòðàíñòâî áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ñ èíäåêñîì ãëàäêîñòè ïðîèçâîëüíîãî çíàêà
â òåðìèíàõ êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è ïîëó÷åíèå òàêîãî îïèñàíèÿ
â ìàêñèìàëüíî îáùåì ñëó÷àå, à òàêæå ïðèìåíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé ñòåïåíåé îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà
n−ìåðíîì òîðå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿ-
òåëüíî è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Ïðè s, t > 0 è âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ñòðèõàðòöåâñêîãî òèïà 0 < max(s, t) < n
2

äëÿ m = min(s, t) è p = n
max(s,t) äîêàçàíà òî÷íîñòü íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ ïðî-

ñòðàíñòâà H−m
p, unif (R

n) â ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hs
2(Rn) â H−t

2 (Rn)
â ñìûñëå íåâîçìîæíîñòè óìåíüøåíèÿ ïîêàçàòåëÿ p = n

max(s,t) . Îòñþäà, â ÷àñò-
íîñòè, ñëåäóåò, ÷òî â íåñòðèõàðòöåâñêîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå
ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs

2(Rn) → H−t
2 (Rn)] â òåðìèíàõ ðàâíîìåð-

íî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ Hγ
r, unif (R

n).

2. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè s, t ∈ R, p, q > 1 óñëîâèå p 6 q ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàâíîìåðíàÿ ìóëüòèïëèêàòîðíàÿ íîð-
ìà áûëà ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé íîðìå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ
M [Hs

p(Rn) → Ht
q(Rn)] .

3. Äëÿ s, t > 0, p, q > 1 â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé, îáîáùàþùèõ êëàññè-
÷åñêîå óñëîâèå Ñòðèõàðòöà, â íàèáîëåå îáùåé ñèòóàöèè ïîëó÷åíû îïèñàíèÿ
â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ
Hγ

r, unif (R
n) äëÿ ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâM [Hs

p(Rn) → Ht
q(Rn)] ïðè p 6 q

è M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)] ïðè p 6 q′. Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ p 6 q è

p 6 q′ ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêèõ îïèñàíèé.

4. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèÿ ñòðèõàðòöåâñêîãî òèïà íå âûïîëíÿþòñÿ, ïîëó÷å-
íû äâóñòîðîííèå íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ òèïà Hγ

r, unif (R
n) â ïðî-

ñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → H−s

q′ (Rn)], s > 0, p, q > 1.

63V.G. Maz'ya, T.O. Shaposhnikova, �Characterization of multipliers in pairs of Besov spaces�, Oper. Theory,

Adv. Appl., 147 (2004), 365 � 386
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5. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìóëüòèïëèêàòîðîì èç
Hα

2 (Tn) â H−α
2 (Tn), òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñèíãóëÿðíîå âîçìóùåíèå ñòåïåíè îïå-

ðàòîðà Ëàïëàñà íà ìíîãîìåðíîì òîðå Tn èìååò êîìïàêòíóþ ðåçîëüâåíòó, à ñè-
ñòåìà åãî êîðíåâûõ âåêòîðîâ ïîëíà â L2(Tn). Òàêæå â ýòîé ñèòóàöèè ïîëó÷åíà
àñèìïòîòèêà ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýòîãî âîçìóùåíèÿ.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ, òåîðèè èíòåðïîëÿ-
öèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñîáîëåâñêîãî òèïà, ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, ñïåê-
òðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, òåîðèè âîçìóùåíèé, òåî-
ðèè ïîëóòîðàëèíåéíûõ ôîðì è àññîöèèðîâàííûõ ñ íèìè îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû ïðåä-
ñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ,
òåîðèè èíòåðïîëÿöèè, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ è ñìåæíûõ âîïðîñîâ òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ñëåäóþùèõ íàó÷íî -
èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:

• íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð ëàáîðàòîðèè îïåðàòîðíûõ ìîäåëåé è ñïåê-
òðàëüíîãî àíàëèçà êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ìåõà-
íèêî - ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî Óíèâåðñè-
òåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà �Îïåðàòîðíûå ìîäåëè â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå�
ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í. ïðîôåññîðà À.À. Øêàëèêîâà (2009 � 2015 ãã., ìíî-
ãîêðàòíî)

• íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è òåî-
ðèè ôóíêöèé ôàêóëüòåòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ è åñòåñòâåííûõ íàóê Ðîñ-
ñèéñêîãî Óíèâåðñèòåòà Äðóæáû Íàðîäîâ �Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è åãî ïðè-
ëîæåíèÿ� ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í. ïðîôåññîðà Â.È. Áóðåíêîâà (2016 ã.)

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè
è èõ ïðèëîæåíèé�, ïîñâÿù¼ííàÿ 70-ëåòèþ ðåêòîðà ÌÃÓ àêàäåìèêà Â.À. Ñàäîâ-
íè÷åãî (Ìîñêâà, Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìî-
íîñîâà, 2009 ã.)

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âî-
ïðîñû�, ïîñâÿù¼ííàÿ 110-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà È. Ã. Ïåòðîâñêîãî
(Ìîñêâà, Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,
2011 ã.)

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ�, ïîñâÿù¼ííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Á.Ì. Ëåâèòàíà (Ìîñêâà,
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Ìîñêîâñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà è Ìàòå-
ìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èìåíè Â.À. Ñòåêëîâà Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Íàóê, 2014
ã.)

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà è òåîðèÿ ïðè-
áëèæåíèé ôóíêöèé�, ïîñâÿù¼ííàÿ 110-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà
Ñ.Ì. Íèêîëüñêîãî (Ìîñêâà, Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èìåíè Â.À. Ñòåêëîâà
Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Íàóê, 2015 ã.)

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 6 ðàáîòàõ àâòîðà, 2 èç êîòîðûõ
îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Ñïèñîê ðàáîò ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðå-
ôåðàòà. Ðàáîò, îïóáëèêîâàííûõ â ñîàâòîðñòâå, íåò.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.
Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 76 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 149
ñòðàíèö.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Îïèøåì êðàòêî ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.
Â ïåðâîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâî

M [s,−t] def= M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)]

ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hs
2(Rn) â H−t

2 (Rn) â ñëó÷àå, êîãäà s, t > 0 è max(s, t) > 0. Äëÿ
óäîáñòâà èçëîæåíèÿ äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

m = min(s, t), p1 =
n

max(s, t)
.

Îñíîâíîé öåëüþ ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òî÷íîñòè íåïðåðûâíîãî âëîæå-
íèÿ ïðîñòðàíñòâ

H−m
p1, unif

(Rn) ⊂M [s,−t]

ïðè óñëîâèè max(s, t) < n
2 . À èìåííî, ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî

÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ðàñïðåäåëåíèå vε ∈ S′(Rn), ÷òî

vε ∈ H−m
p1−ε, unif (R

n),

íî
vε /∈M [s,−t].

Çíà÷åíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç íåãî ñëåäóåò íåâîçìîæíîñòü
òî÷íîãî îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [s,−t] â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíî
ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ Hγ

p, unif (R
n) â ñëó÷àå, êîãäà

max(s, t) < n
2 .
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Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå max(s, t) > n
2 èç ðåçóëüòàòîâ Ì. -È. Íåéìàí-Çàäå è

À.À. Øêàëèêîâà òðèâèàëüíî ñëåäóåò, ÷òî

M [s,−t] = H−m
2, unif (R

n),

ïðè÷¼ì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû. Òàêæå â ñîâìåñòíîé ðàáîòå
Ì. -È. Íåéìàí-Çàäå è À.À. Øêàëèêîâà áûëà óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü äâóñòîðîí-
íèõ íåïðåðûâíûõ âëîæåíèé

H−m
p1, unif

(Rn) ⊂M [s,−t] ⊂ H−m
2, unif (R

n)

ïðè 0 < max(s, t) < n
2 .

Ñôîðìóëèðîâàííûé âûøå ðåçóëüòàò ãëàâû 1 îçíà÷àåò, ÷òî â ñèòóàöèè, êîãäà
0 < max(s, t) < n

2 , ïîêàçàòåëü p1 = n
max(s,t) ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìûì â òîì ñìûñëå,

÷òî ïðè åãî óìåíüøåíèè ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ óæå íå áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå M [s,−t].
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâîäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è êëàññè÷åñêèå

ðåçóëüòàòû òåîðèè ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ è òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ
äëÿ ïðîñòðàíñòâ ýòîãî òèïà. Îíè áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íàìè íå òîëüêî â ýòîé ãëàâå,
íî è â ïîñëåäóþùèõ. Öåíòðàëüíûìè äëÿ ïåðâîé ãëàâû èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿ-
þòñÿ òåîðåìà âëîæåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ òèïà Hγ

p, unif (R
n), òåîðåìà î çàìêíóòîñòè

ïðîñòðàíñòâ òèïà Hγ
p (Rn) îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîé èíòåðïîëÿöèè è ïîëó÷åííîå â

ñòàòüå12 íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−t
n
s
, unif (R

n) ⊂M [s,−t],

ñïðàâåäëèâîå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé 0 6 t 6 s < n
2 , s > 0.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðè α ∈ (0, n) ìû ðàññìàòðèâàåì ðåãóëÿðíûé ôóíêöèîíàë
fα, ïîðîæä¼ííûé ôóíêöèåé

fα : Rn \ {0} −→ R, x 7−→ |x|−α.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷àåì ðàâíîìåðíóþ ïî z ∈ Rn ñòåïåííóþ îöåíêó äëÿ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ôóíêöèè ψ(z) · fα, ãäå ψ(z) − ñäâèã íà z ôóíêöèè ψ ∈ D(Rn).
Ñ ïîìîùüþ ýòîé îöåíêè óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå t > −n

2 âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
0 < α < min

(
n, t + n

2

)
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèîíàëà fα

ïðîñòðàíñòâó H−t
2, unif (R

n).
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà α 6 s + t ÿâ-

ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, à âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà α < s + t − äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ïðèíàäåæíîñòè ôóíêöèîíàëà fα ïðîñòðàíñòâó ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [s,−t]. Èñïîëü-
çóÿ ýòîò ôàêò, à òàêæå ðåçóëüòàòû äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ, ìû äîêàçûâàåì
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü s, t > 0, 0 < max(s, t) < n
2 , m = min(s, t), p1 = n

max(s,t) . Òîãäà
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ε, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 0 < ε < p1−2, íàéä¼òñÿ òàêîå
÷èñëî

δ(ε) ∈
(
0;
n

2
−max(s, t)

)
,

÷òî äëÿ α = s+ t+ δ(ε) èìååì

fα ∈ H−m
p1−ε, unif (R

n) \ M [s,−t].
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Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå õàðàêòåðèçàöèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hs
p(Rn)

â Ht
q(Rn) â òåðìèíàõ êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ïðè íåêîòîðûõ åñòå-

ñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà èíäåêñû s, t ∈ R, p, q > 1.
Âïåðâûå øêàëà ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ

Hγ
r, unif (R

n), γ ∈ R, r > 1, áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëè-

êàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → Hs

p(Rn)] â ïèîíåðñêîé ðàáîòå Ðîáåðòà Ñ. Ñòðèõàðòöà27. Â ýòîé
ðàáîòå òàêîå îïèñàíèå áûëî äàíî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà s > n

p , ãàðàíòèðó-
þùåãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Hs

p(Rn) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïîòî÷å÷-
íîãî óìíîæåíèÿ. Âïîñëåäñòâèè öåëûé ðÿä àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ áûë ïîëó÷åí äëÿ
ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ â äðóãîå â ñèòóà-
öèè, êîãäà èíäåêñû ãëàäêîñòè îáîèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëîæèòåëüíû, íî íàèáîëåå îáùèé
ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hs

p(Rn) â Ht
q(Rn), ãäå s, t > 0, p, q > 1,

îñòàâàëñÿ íåèññëåäîâàííûì, äàæå åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñòðèõàðòöåâñêîãî òèïà.
Ñëó÷àé æå, êîãäà îäíî èç ïðîñòðàíñòâ èìååò îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ ãëàäêîñòè, äîë-

ãîå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè íå ðàññìàòðèâàëñÿ â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè ìóëüòèïëèêà-
òîðîâ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñîáîëåâñêîãî òèïà. Íà÷àëî åãî ñèñòåìàòè÷å-
ñêîìó èçó÷åíèþ áûëî ïîëîæåíî öèêëîì ðàáîò À.À. Øêàëèêîâà, Ì.È. Íåéìàí-Çàäå è
Äæ. - Ã. Áàêà, ãäå áûë ðàçâèò ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà
áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè â ïðîñòðàíñòâî áåññå-
ëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ñ îòðèöàòåëüíûì èíäåêñîì ãëàäêîñòè, îñíîâàííûé íà êðèòåðèÿõ
ñïðàâåäëèâîñòè âëîæåíèé òèïà

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) −→ H−t

p′ (R
n)]

â òåðìèíàõ âûïîëíåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ îöåíîê. Ñ ïîìîùüþ
ýòîãî ïîäõîäà â ðàáîòàõ10,12 áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1)M [Hs
p(Rn) → H−s

p′ (Rn)] = H−s
p′, unif (R

n) ïðè 1 < p 6 2, s >
n

p
;

2)M [Hs
p(Rn) → H−s

p (Rn)] = H−s
max(p,p′), unif (R

n) ïðè p > 1, s >
n

max(p, p′)
;

3)M [Hs
2(Rn) → H−t

2 (Rn)] = H−t
2, unif (R

n) ïðè s > t > 0, s >
n

2
.

Êðîìå òîãî, â ñèòóàöèè, êîãäà ïîêàçàòåëè ãëàäêîñòè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè è ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ ñîâïàäàþò ñ êëàññè÷åñêèìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè Ñîáîëåâà, â ðàáîòå63 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

4)M [W k
p (Rn) →W−l

p (Rn)] =W−l
p, unif (R

n) ∩W−k
p′, unif (R

n)

ïðè k, l ∈ N è âûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé

a) k > l, k >
n

p
; b) l > k, l >

n

p′
.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêà-
òîðîâ èç Hs

p(Rn) â Ht
q(Rn) ïðè s > 0, t ∈ R, p, q > 1 â íàèáîëåå îáùåé ïîñòà-

íîâêå. Íàìè òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî íàêëàäûâàåìûå ïðè ýòîì íà èíäåêñû s, t, p, q
äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè õîòÿ
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áû îäíî èç íèõ íå âûïîëíÿåòñÿ, òî õàðàêòåðèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ
M [Hs

p(Rn) → Ht
q(Rn)] â òåðìèíàõ øêàëû ïðîñòðàíñòâ Hγ

r, unif (R
n) íåâîçìîæíà. Åñ-

ëè èíäåêñ ãëàäêîñòè t âòîðîãî ïðîñòðàíñòâà íåïîëîæèòåëåí, òî ïîëó÷åííîå îïèñàíèå
îáîáùàåò ïðèâåä¼ííûå âûøå ðåçóëüòàòû èç10,12,63.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äà¼òñÿ îáùåå îïðåäåëåíèå ìóëüòèïëèêàòîðà èç áàíàõîâà

ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé S1(Rn) â ïðîñòðàíñòâî îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé S2(Rn) ⊂ D′(Rn)
â òîì ñëó÷àå, êîãäà D(Rn) ïëîòíî âëîæåíî â S1(Rn). Â òîì ñëó÷àå, êîãäà S2(Rn)
èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíî íåêîòîðîìó áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé T1(Rn), êî-
òîðîå ñîäåðæèò D(Rn) â êà÷åñòâå ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî
äàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ìóëüòèïëèêàòîðà µ ∈ M [S1(Rn) → S2(Rn)] â òåðìè-
íàõ íåïðåðûâíîñòè íà S1(Rn)× T1(Rn) ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìû, ïîðîæä¼ííîé ðàñ-
ïðåäåëåíèåì µ. Ýòîò ïîäõîä îáîáùàåò äàííîå â ðàáîòå12 îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà
ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs

2(Rn) → H−t
2 (Rn)] ïðè s, t > 0.

Äàëåå, èñõîäÿ èç îáùåãî îïðåäåëåíèÿ, ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ
èç Hs

p(Rn) â Ht
q(Rn) ïðè s, t ∈ R, p, q > 1. Òàêæå â ïåðâîì ïàðàãðàôå èçëàãàþòñÿ

ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] è äîêà-
çûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ⊂ Ht
q, unif (Rn) ∩H−s

p′, unif (R
n), (1)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë s, t ∈ R, p, q > 1.
Îñíîâíàÿ öåëü âòîðîãî ïàðàãðàôà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü êðèòåðèé

ñïðàâåäëèâîñòè íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)]

â òåðìèíàõ âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèîíàëüíîé îöåíêè. Ìå-
òîä ïîëó÷åíèÿ ïîäîáíûõ êðèòåðèåâ, ðàçâèòûé â ðàáîòå10 äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà
t = s è q = p′, ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò òîò ôàêò, ÷òî íåïðåðûâíûå âëîæåíèÿ

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−s

p′ (Rn)] è Hγ
r (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) → H−s
p′ (Rn)]

äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî. Â îáùåì ñëó÷àå îäíîâðåìåííîñòü âûïîëíåíèÿ
íåïðåðûâíûõ âëîæåíèé

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] è Hγ
r (Rn) ⊂M [Hs

p(Rn) → Ht
q(Rn)]

èìååò ìåñòî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë γ ∈ R è r > 1, åñëè íà ïðîñòðàíñòâå ìóëüòè-
ïëèêàòîðîâ M [Hs

p(Rn) → Ht
q(Rn)] ìîæíî ââåñòè ýêâèâàëåíòíóþ ñòàíäàðòíîé íîðìå

ðàâíîìåðíóþ ìóëüòèïëèêàòîðíóþ íîðìó

|||µ|||M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)]
def
= sup

z∈Rn
{ ∥η(z) · µ∥M [Hs

p(Rn)→Ht
q(Rn)]},

ãäå η(z) − ñäâèã íà z ∈ Rn ôèíèòíîé ãëàäêîé ôóíêöèè η, óäîâëåòâîðÿþùåé íåêîòî-
ðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì. Ïîýòîìó ïðîáëåìà îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìóëüòè-
ïëèêàòîðîâM [Hs

p(Rn) → Ht
q(Rn)] â øêàëå ïðîñòðàíñòâ Hγ

r, unif (R
n) îêàçûâàåòñÿ òåñíî

ñâÿçàííîé ñ íàõîæäåíèåì íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íà èíäåêñû p è q, ïðè
êîòîðûõ óêàçàííûå âûøå íîðìû ýêâèâàëåíòíû íà M [Hs

p(Rn) → Ht
q(Rn)].

Â íà÷àëå âòîðîãî ïàðàãðàôà, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ñòðè-
õàðòöà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè, ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 1. Ïóñòü 1 < p 6 q, s, t ∈ R è ôóíêöèÿ η ∈ D(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèÿì òåîðåìû Ñòðèõàðòöà î ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè, òî åñòü

a) 0 6 η(x) 6 1 ∀ x ∈ Rn,

b) η(x) = 1 ∀ x ∈ Q1
def
= {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | |xi| 6 1 ∀ i = 1, n },

c) η(x) = 0 ∀ x /∈ Q2
def
= {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | |xi| 6 2 ∀ i = 1, n }.

Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-

ñòâîì

Munif [H
s
p(Rn) → Ht

q(Rn)]
def
= {u ∈ D′(Rn)| sup

z∈Rn
∥η(z) · u∥M [Hs

p(Rn)→Ht
q(Rn)] < +∞},

ïðè÷¼ì ðàâíîìåðíàÿ ìóëüòèïëèêàòîðíàÿ íîðìà ||| · |||M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)] ýêâèâàëåíòíà

ñòàíäàðòíîé íîðìå ïðîñòðàíñòâà M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)].

Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíîãî ôóíêöèîíàëà I, ïîðîæä¼ííîãî ôóíêöèåé,
òîæäåñòâåííî ðàâíîé åäèíèöå íà Rn, íîðìà ∥I∥Munif [Hs

p(Rn)→Ht
q(Rn)] êîíå÷íà, îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå p 6 q â óñëîâèÿõ ëåììû 1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñëó÷àÿ
s > t, êîòîðûé è áóäåò ïðåèìóùåñòâåííî ðàññìàòðèâàòüñÿ äàëåå.
Â çàâåðøåíèå ïàðàãðàôà â ñëó÷àå s > 0 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé

ñïðàâåäëèâîñòè íåïðåðûâíûõ âëîæåíèé òèïà

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)]

â òåðìèíàõ âûïîëíåíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèîíàëüíîé îöåíêè.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü γ, s, t > 0, p, q, r > 1. Òîãäà
1) ïðè p 6 q íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)]

èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà

∥f · g∥Ht
q(Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn) ∥g∥Hγ
r (Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn);

2) ïðè p 6 q′ íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−γ
r′, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)]

èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàéä¼òñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îöåíêà

∥f · g∥Hγ
r (Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn) ∥g∥Ht
q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn).

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå â ñëó÷àå s > t > 0 ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé

a) 1 < p < q, s− n

p
> t− n

q
èëè b) p > q > 1

ìû äîêàçûâàåì îáùóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ îöåíêó

∥f · g∥Ht
q(Rn) 6 C ∥f∥Hs

p(Rn) ∥g∥Ht
q(Rn) ∀ f, g ∈ D(Rn),
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ãäå êîíñòàíòà C > 0 íå çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèé f, g ∈ D(Rn).
Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîé îöåíêè, íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ (1) è ÷àñòè 1) óòâåðæäå-

íèÿ 1 ñëåäóåò òåîðåìà, äàþùàÿ â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òèïà Ñòðèõàðòöà îïèñà-
íèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ
â äðóãîå â ñèòóàöèè, êîãäà èíäåêñû ãëàäêîñòè îáîèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëîæèòåëüíû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü p, q > 1, p 6 q, s > n
p , t > 0 è s − n

p > t − n
q . Òîãäà èìååò

ìåñòî ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ

M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] = Ht
q, unif (Rn),

ïðè÷¼ì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íàêëàäûâàåìûå â òåîðåìå 2 â äîïîëíåíèå ê êëàññè÷åñêîìó
óñëîâèþ Ñòðèõàðòöà s > n

p îãðàíè÷åíèÿ p 6 q è s − n
p > t − n

q ÿâëÿþòñÿ íåîáõî-

äèìûìè äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ïðîñòðàíñòâà M [Hs
p(Rn) → Ht

q(Rn)] â òåðìèíàõ øêàëû
ïðîñòðàíñòâ Hγ

r, unif (R
n), γ ∈ R, r > 1. Äåéñòâèòåëüíî, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 èç ñïðà-

âåäëèâîñòè íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) −→ Ht

q(Rn)]

äëÿ êàêèõ-ëèáî ïîêàçàòåëåé γ ∈ R è r > 1 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåïðåðûâíîãî
âëîæåíèÿ

Hs
p(Rn) ⊂ Ht

q(Rn).

Ïîñëåäíåå æå íåïðåðûâíîå âëîæåíèå, êàê èçâåñòíî, íå èìååò ìåñòà â ñëó÷àå íåâûïîë-
íåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç íåðàâåíñòâ p 6 q è s− n

p > t− n
q .

Èç óñòàíîâëåííîé âûøå ìóëüòèïëèêàòèâíîé îöåíêè è ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî
ïàðàãðàôà íåòðóäíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ â òåðìèíàõ
øêàëû ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ â ñëåäóþ-
ùèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ:

a)M [Hs
p(Rn) −→ H−s

q′ (Rn)] = H−s
max(p′, q′), unif (R

n) ïðè 1 < p 6 q′, s >
n

max(p, q)
;

b)M [Hs
p(Rn) −→ H−t

p′ (R
n)] = H

−min(s,t)
p′, unif (Rn) ïðè 1 < p 6 2, s, t > 0, max(s, t) >

n

p
.

Â íàèáîëåå îáùåé ñèòóàöèè íàõîæäåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâà M [Hs
p(Rn) → H−t

q′ (R
n)]

ïðè s, t > 0, p, q > 1 àíàëîãè÷íîãî îïèñàíèÿ îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæ-
íîé çàäà÷åé. Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ, òàêæå
äîêàçûâàåìûå â òðåòüåì ïàðàãðàôå: ëåììà î äèôôåðåíöèðîâàíèè ìóëüòèïëèêàòî-
ðîâ è ëåììà î ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èç S′(Rn) â âèäå ñóììû
ýëåìåíòîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ëåììà 2. Ïóñòü s, t ∈ R, m ∈ Z+, p, q > 1 è

µ ∈M [Hs
p(Rn) −→ Ht

q(Rn)] ∩M [Hs−m
p (Rn) −→ Ht−m

q (Rn)].

Òîãäà Dαµ ∈ M [Hs
p(Rn) −→ Ht−m

q (Rn)] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìóëüòèèíäåêñà α ∈ Zn
+,

òàêîãî, ÷òî
n∑

j=1
αj = m, è

∥Dαµ∥M [Hs
p(Rn)→Ht−m

q (Rn)] 6 C ∥µ∥M [Hs
p(Rn)→Ht

q(Rn)]∩M [Hs−m
p (Rn)→Ht−m

q (Rn)],
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ãäå C − íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò s, t, p, q, m è

n.

Ëåììà 3. Ïóñòü k ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû

A0, Aβ, β ∈ Zn
+, |β|1

def
=

n∑
j=1

βj = k, äåéñòâóþùèå èç S′(Rn) â S′(Rn), òàêèå, ÷òî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî u ∈ S′(Rn) èìååì

u = A0(u) +
∑

|β|1=k

Dβ(Aβ(u)),

ïðè÷¼ì ∀ s ∈ R, ∀ p > 1 îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðîâ A0, Aβ íà ïðîñòðàíñòâî Hs
p(Rn)

ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè èç Hs
p(Rn) â Hs+k

p (Rn).

Ýòè äâå ëåììû èñïîëüçóþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé êëþ÷åâîé òåîðåìû, êî-
òîðàÿ äà¼ò îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs

p(Rn) → H−t
q′ (R

n)] ïðè
s, t > 0, p, q > 1 â ñèòóàöèè, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ, îáîáùàþùèå êëàññè÷å-
ñêîå óñëîâèå Ñòðèõàðòöà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü p, q > 1, p 6 q′ è âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1) s > t > 0, s >
n

p
èëè 2) t > s > 0, t >

n

q
.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ

M [Hs
p(Rn) −→ H−t

q′ (R
n)] = H−t

q′, unif (R
n) ∩H−s

p′, unif (R
n),

ïðè÷¼ì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû.

Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà èíäåêñû ïðîñòðàíñòâ â òåîðåìå 3,
ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðè s, t > 0, p, q > 1 îïèñàíèå ïðî-
ñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç Hs

p(Rn) â H−t
q′ (R

n) â òåðìèíàõ ðàâíîìåðíî ëîêàëèçî-

âàííûõ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ Hγ
r, unif (R

n). Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó
â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−γ1
r1, unif

(Rn) ⊂ H−t
q′, unif (R

n) ∩H−s
p′, unif (R

n),

ãäå γ1 = min(s, t), r1 = max(p′, q′), òî, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå òåîðåìû
2, ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 3 íåëüçÿ îòêàçàòüñÿ îò îãðàíè÷åíèÿ
p 6 q′. Óñëîâèÿ æå ñòðèõàðòöåâñêîãî òèïà â òåîðåìå 3 ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äàæå
â ïðîñòåéøåé ñèòóàöèè, êîãäà p = q = 2, ïîñêîëüêó, êàê îòìå÷àåòñÿ â ãëàâå 1, ïðè
âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà max(s, t) < n

2 íåâîçìîæíî äàòü îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâà ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ M [Hs

2(Rn) → H−t
2 (Rn)] â øêàëå ïðîñòðàíñòâ Hγ

r, unif (R
n), γ ∈ R, r > 1.

Çàâåðøàåò âòîðóþ ãëàâó ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, óñòàíàâëèâàþùèé â íåñòðèõàðòöåâ-
ñêîì ñëó÷àå îäíîñòîðîííåå âëîæåíèå òèïà

Hγ
r, unif (R

n) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−s

q′ (Rn)].

Òåîðåìà 4. Ïóñòü p, q > 1, p 6 q′ è âûïîëíåíî óñëîâèå(
1

p
− 1

q′

)
· n < s <

n

max(p, q)
.
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Òîãäà èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

H−s
r0, unif

(Rn) ⊂M [Hs
p(Rn) → H−s

q′ (Rn)],

ãäå

r0 =
n

s−
(
1
p − 1

q′

)
n
.

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé îïåðàòîðà Ëàïëàñà
íà n−ìåðíîì òîðå. Íå òîëüêî ëèøü çàäà÷à îïèñàíèÿ êëàññà ïîòåíöèàëîâ, äëÿ êî-
òîðûõ ìîæåò áûòü êîððåêòíî îïðåäåë¼í âîçìóù¼ííûé îïåðàòîð, åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì ïðèâîäèò ê òðåáîâàíèþ ïðèíàäëåæíîñòè ïîòåíöèàëà êîíêðåòíîìó ïðîñòðàíñòâó
ìóëüòèïëèêàòîðîâ, íî è ðàçëè÷íûå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ýòèõ âîçìóùåíèé òàêæå
îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ñî ñâîéñòâàìè ïîòåíöèàëîâ, ôîðìóëèðóåìûìè â òåðìèíàõ
òåîðèè ìóëüòèïëèêàòîðîâ.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîãî ñíèçó ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà

T, äåéñòâóþùåãî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, îïðåäåëÿåòñÿ øêàëà ãèëüáåðòîâûõ

ïðîñòðàíñòâ Hθ
def
= D(T

θ
2 ), θ > 0, à òàêæå âûâîäÿòñÿ ñâîéñòâà ýòîé øêàëû è äåéñòâó-

þùèõ â íåé ñòåïåíåé îïåðàòîðà T â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè íàì ïîíàäîáÿòñÿ. Ýòè
ñâîéñòâà áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì â ñèòóàöèè, êîãäà â êà÷åñòâå H áåð¼òñÿ
ïðîñòðàíñòâî L2(Tn) = H0

2 (Tn), à â êà÷åñòâå T − îïåðàòîð IdL2(Tn)+(−∆)α, ãäå α > 0.
Òàêæå â ïåðâîì ïàðàãðàôå ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî H−1 êàê ïîïîëíåíèå ïðîñòðàí-

ñòâà H ïî íîðìå

∥x∥H−1

def
= ∥T− 1

2 (x)∥H, x ∈ H,

è ñòðîèòñÿ ïðîäîëæåíèå îïåðàòîðà T : H2 → H äî îïåðàòîðà T , äåéñòâóþùåãî èç H1

â H−1. Ïðîäîëæàÿ îïåðàòîð T− 1
2 : H → H1 äî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç H−1 â H,

è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó
ïðîñòðàíñòâàìè H−1 è (H1)

∗, ìû ââîäèì äóàëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

< ·, · >D : H−1 ×H1 −→ C.

Îïðåäåëèâ ñ ïîìîùüþ äóàëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ñèììåòðè÷íîñòè
è ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòè äëÿ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç H1 â H−1, ìû óñòàíàâëèâàåì
ñàìîñîïðÿæ¼ííîñòü îïåðàòîðà T : H1 −→ H−1. Äëÿ îïåðàòîðà Q : H1 −→ H−1, îïðå-
äåë¼ííîãî íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå H1 è T −ïîä÷èí¼ííîãî â ñìûñëå ôîðì ñ T −ãðàíüþ,
ìåíüøåé 1, äîêàçûâàåòñÿ ñåêòîðèàëüíîñòü è çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥H
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

t+ q : H1 −→ C, (t+ q)(v) =< (T +Q)(v), v >D ∀ v ∈ H1.

Ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü êëàññè÷åñêóþ ïåðâóþ òåîðåìó î ïðåäñòàâëåíèè è
ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð Q : H1 −→ H−1 ïîä÷èí¼í â ñìûñëå ôîðì

îïåðàòîðó T ñ T −ãðàíüþ αQ < 1 è åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàåò ñî âñåì H1.
Òîãäà ñóæåíèå

T +̃Q : H −→ H
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îïåðàòîðà T +Q íà ìíîæåñòâî

D(T +̃Q) = {x ∈ H1 | (T +Q)(x) ∈ H}

ÿâëÿåòñÿ ñåêòîðèàëüíûì îïåðàòîðîì.

Åñëè, êðîìå òîãî, îïåðàòîð Q ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî äóàëüíî-

ãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, òî îïåðàòîð T +̃Q ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì îòíî-

ñèòåëüíî < ·, · >H è ïîëóîãðàíè÷åííûì ñíèçó îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥ · ∥H.

Ïàðàãðàô çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ, ãëàñÿùåãî, ÷òî åñëè îïåðàòîð
Q0 ∈ B(H1,H−1) ÿâëÿåòñÿ T −ïîä÷èí¼ííûì ñ T −ãðàíüþ α < 1 è

Qn
B(H1,H−1)−−−−−−−→

n→∞
Q0,

òî èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ðåçîëüâåíòíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòî-
ðîâ T +̃Qn ê îïåðàòîðó T +̃Q0 â ïðîñòðàíñòâå H.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ââîäÿòñÿ ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ, çàäàííûå

íà n−ìåðíîì òîðå Tn, èçëàãàþòñÿ èõ ñâîéñòâà è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ýòèõ ïðî-

ñòðàíñòâ ñî øêàëîé ïðîñòðàíñòâ Hs
def
= D(T

s
2 ), ïîðîæä¼ííîé îïåðàòîðîì

T
def
= IdL2(Tn) + (−∆)α : L2(Tn) → L2(Tn), α > 0,

â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíñòðóêöèåé, èçëîæåííîé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ íà Tn ìû ââîäèì îïåðàòîð

Js,π : D
′(Tn) −→ D′(Tn)

ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

Js,π(u)
D′(Tn)
=

∑
k∈Zn

ck(u)(1 + |k|2)
s
2 fk ∀ u ∈ D′(Tn),

ãäå {fk}k∈Zn åñòü îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé â L2(Tn), îïðåäåë¼ííàÿ êàê

fk(z) = (2 π)−
n
2 ·

n∏
m=1

zkmm ∀ z = (z1, . . . , zm) ∈ Tn,

à êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ck(u) ðàñïðåäåëåíèÿ u ∈ D′(Tn) çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì

ck(u) = u(f−k) ∀ k ∈ Zn.

Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé áåñêîíå÷íî
ãëàäêîé 2π−ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f : Rn −→ C ðàñïðåäåëåíèå Js(f) ∈ S′(Rn) ÿâëÿ-
åòñÿ ðåãóëÿðíûì ôóíêöèîíàëîì è åãî ïëîòíîñòü g : Rn −→ C òàêæå åñòü áåñêîíå÷íî
ãëàäêàÿ 2π−ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷¼ì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé f è g
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ck(g) = (1 + |k|2)
s
2 · ck(f) ∀ k ∈ Zn.
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Ïðîñòðàíñòâî H0
p (Tn) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâó H0

p (Rn) è äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ s ∈ R è p > 1 ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ íà n−ìåðíîì
òîðå

Hs
p(Tn) = {u ∈ D′(Tn) | Js,π(u) ∈ H0

p (Tn)},

ñ íîðìîé
∥u∥Hs

p(Tn) = ∥Js,π(u)∥H0
p(Tn).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå òàêæå êðàòêî èçëàãàþòñÿ ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Hs
p(Tn), àíàëî-

ãè÷íûå ñâîéñòâàì ïðîñòðàíñòâ Hs
p(Rn), ïðèâåä¼ííûì â ïåðâîì ïàðàãðàôå ãëàâû 1.

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð

−∆0 : L2(Tn) −→ L2(Tn)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(−∆0) = W 2
2 (Tn), ÿâëÿþùèéñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì çàìûêà-

íèåì îïåðàòîðà L = −∆cl, ãäå ïîä ∆cl ìû ïîíèìàåì êëàññè÷åñêèé îïåðàòîð Ëàïëàñà ñ
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ C2(Tn). Â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
α > 0 çàäà¼òñÿ îïåðàòîð

(−∆0)
α : L2(Tn) −→ L2(Tn)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ H2α
2 (Tn)

def
= {f ∈ L2(Tn) | f ∈ H2α

2 (Tn)}.
Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàí-

ñòâàìè Hα
2 (Tn) è Hα

2 (Tn), òî îïåðàòîð

(−∆0)
α + IdL2(Tn) : L2(Tn) → L2(Tn)

îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ïîðîæäàåò îïåðàòîð T : L2(Tn) → L2(Tn). Òàê êàê ââåä¼ííûé
òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì è ïîëóîãðàíè÷åííûì ñíèçó â
L2(Tn), òî ìîæíî, ñëåäóÿ ðàçâèòîìó â ïåðâîì ïàðàãðàôå ìåòîäó, ïîñòðîèòü øêàëó
ïðîñòðàíñòâ

Hs
def
= D(T

s
2 ),

ãäå íîðìà íà ïðîñòðàíñòâå Hs îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

∥u∥Hs = ∥T
s
2 (u)∥L2(Tn) ∀ u ∈ Hs.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü α > 0, s > 0. Òîãäà èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâ

Hs = Hαs
2 (Tn),

ïðè÷¼ì íîðìû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ýêâèâàëåíòíû.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñ ïîìîùüþ àáñòðàêòíîé êîíñòðóêöèè, èçëîæåííîé â ïåðâîì
ïàðàãðàôå ãëàâû 1, îïåðàòîð T : L2(Tn) → L2(Tn) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ H2α

2 (Tn)
ìîæíî ïðîäîëæèòü äî îïåðàòîðà T , äåéñòâóþùåãî èç Hα

2 (Tn) â H−α
2 (Tn).

Òðåòèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ äëÿ
ïðîñòðàíñòâ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ íà n−ìåðíîì òîðå Tn è äîêàçàòåëüñòâó äëÿ
íèõ òåîðåì âëîæåíèÿ, àíàëîãè÷íûõ òåîðåìàì èç12, óñòàíîâëåííûì äëÿ ïðîñòðàíñòâà
ìóëüòèïëèêàòîðîâ M [Hs

2(Rn) → H−t
2 (Rn)], s, t > 0.
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Â íà÷àëå ïàðàãðàôà ìû äà¼ì àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Hs
p(Tn),

îñíîâàííîå íà ââåäåíèè íîðìû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìîùüþ ãëàäêîãî ðàçáèåíèÿ
åäèíèöû íà òîðå, è îòìå÷àåì ýêâèâàëåíòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ äàííîìó âûøå êëàñ-
ñè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ Hs

p(Tn). Ïîñëå ýòîãî â ñëó÷àå s, t > 0 äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå
ïðîñòðàíñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ

Mπ[s,−t]
def
= M [Hs

2(Tn) → H−t
2 (Tn)],

îñíîâàííîå íà ïðîäîëæåíèè ïîðîæä¼ííîé ìóëüòèïëèêàòîðîì ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîð-
ìû ñ D(Tn)×D(Tn) íà Hs

2(Tn)×Ht
2(Tn), à òàêæå îòìå÷àþòñÿ íåêîòîðûå ñòàíäàðòíûå

ñâîéñòâà ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.
Äàëåå äëÿ s, t > 0 â ñèòóàöèè max(s, t) > 0 áóäåì îáîçíà÷àòü

m = min(s, t), p1 =
n

max(s, t)
.

Òîãäà â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà max(s, t) > n
2 äîêàçûâàåòñÿ ñîâïàäåíèå ïðî-

ñòðàíñòâ
Mπ[s,−t] = H−m

2 (Tn),

à â ñëó÷àå, êîãäà max(s, t) 6 n
2 , äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëè-

âîñòü íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ

H−m+ε
p1 (Tn) ⊂Mπ[s,−t].

Òàêæå â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè max(s, t) > 0 è äëÿ íåêîòîðûõ
÷èñåë γ ∈ R, r > 1 èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå Hγ

r (Tn) ⊂Mπ[s,−t], òî ïðîèç-
âîëüíûé ýëåìåíò v ïðîñòðàíñòâà Hγ

r (Tn) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìóëüòèïëèêàòîðîì èç
Hs

2(Tn) â H−t
2 (Tn). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè max(s, t) > n

2 ïðîñòðàí-
ñòâî Mπ[s,−t] ñîñòîèò òîëüêî èç êîìïàêòíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ.
×åòâ¼ðòûé ïàðàãðàô ñîäåðæèò îñíîâíûå òåîðåìû ýòîé ãëàâû. Â ýòîì ïàðàãðàôå

÷åðåç Mµ îáîçíà÷àåòñÿ ïîðîæä¼ííûé ìóëüòèïëèêàòîðîì µ ∈Mπ[s,−t] îãðàíè÷åííûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð èç Hs

2(Tn) â H−t
2 (Tn), òàêîé, ÷òî

Mµ(f) = f · µ ∀ f ∈ D(Tn).

Ïî àíàëîãèè ñ àáñòðàêòíîé ñèòóàöèåé, ðàññìàòðèâàâøåéñÿ â ïåðâîì ïàðàãðàôå, äëÿ
îïåðàòîðîâ A1 : H

α
2 (Rn) → H−α

2 (Rn) è A2 : H
α
2 (Rn) → H−α

2 (Rn) ÷åðåç A1+̃A2 áóäåì
îáîçíà÷àòü îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà A1 +A2 : H

α
2 (Rn) → H−α

2 (Rn) íà ìíîæåñòâî

D(A1+̃A2) = {x ∈ Hα
2 (Tn) | (A1 +A2)(x) ∈ L2(Tn)}.

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ñõîäèìîñòüþ ïîòåíöè-
àëîâ â ïðîñòðàíñòâå ìóëüòèïëèêàòîðîâ è ðàâíîìåðíîé ðåçîëüâåíòíîé ñõîäèìîñòüþ
ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìóùåíèé ñòåïåíè îïåðàòîðà −∆ â ïðîñòðàíñòâå L2(Tn).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü α > 0, q ∈Mπ[α,−α] è îïåðàòîð

Q
def
= Mq : H

α
2 (Tn) −→ H−α

2 (Tn)
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ïîä÷èí¼í îïåðàòîðó T â ñìûñëå ôîðì ñ T −ãðàíüþ a < 1. Ïóñòü òàêæå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðîâ {qm}m∈N ⊂ Mπ[α,−α] ñõîäèòñÿ ê q ïî íîðìå

∥ · ∥Mπ [α,−α]. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ðåçîëüâåíòíàÿ ñõîäèìîñòü äåéñòâó-

þùèõ â ïðîñòðàíñòâå L2(Tn) îïåðàòîðîâ

(−∆)α +̃Qm
R

=⇒ (−∆)α +̃Q,

ãäå Qm
def
= Mqm : Hα

2 (Tn) −→ H−α
2 (Tn) − îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, ïîðîæä¼ííûå

ìóëüòèïëèêàòîðàìè qm.

Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñèíãóëÿðíîå âîçìóùåíèå ñòåïåíè îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà íà òîðå ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âîçìó-
ùåíèé ñ áåñêîíå÷íî ãëàäêèìè ïîòåíöèàëàìè. À èìåííî, âåðåí ñëåäóþùèé ôàêò:

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü èìååò ìåñòî îäèí èç äâóõ ñëó÷àåâ:

1) α > n
2 , q ∈ H−α

2 (Tn);
èëè

2) 0 < α 6 n
2 , q ∈ H−α+ε

n/α (Tn) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ ôóíêöèé fm ∈ D(Tn), m ∈ N, òàêàÿ,
÷òî

(−∆)α +̃Mfm
R

=⇒ (−∆)α +̃Mq.

Â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ Hα
2 (Tn) ⊂ H−α

2 (Tn) è âñþäó ïëîò-
íîñòè ìíîæåñòâà Hα

2 (Tn) â ïðîñòðàíñòâå H−α
2 (Tn) ïî íîðìå ∥ · ∥H−α

2 (Tn) ìîæíî îïðå-

äåëèòü ïîíÿòèÿ ðåçîëüâåíòû, ñïåêòðà, ñîáñòâåííûõ è êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç Hα

2 (Tn) â H−α
2 (Tn).

Â äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû ýòîé ãëàâû öåíòðàëüíóþ ðîëü èãðàåò ëåììà,
ãëàñÿùàÿ, ÷òî åñëè îïåðàòîð A : Hα

2 (Tn) −→ H−α
2 (Tn) êîìïàêòåí îòíîñèòåëüíî íîðì

ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, òî ó îïåðàòîðà

T +A : Hα
2 (Tn) −→ H−α

2 (Tn)

è åãî ñóæåíèÿ T +̃ A, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå L2(Tn), ñîâïàäàþò ñïåêòðû, à òàêæå ñîáñòâåííûå è êîðíåâûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà.
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó ýòîé ãëàâû.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü α > 0, q ∈Mπ[α,−α] è îïåðàòîð

Q =Mq : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Òîãäà îïåðàòîð

(−∆)α +̃Q : L2(Tn) → L2(Tn)

èìååò êîìïàêòíóþ ðåçîëüâåíòó, ñèñòåìà åãî êîðíåâûõ âåêòîðîâ ïîëíà â L2(Tn) è
äëÿ ñ÷èòàþùåé ôóíêöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà (−∆)α +̃ Q ñïðàâåäëèâî

àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

N(−∆)α +̃Q(r) ∼ N(−∆)α(r) ∼ Cα · r
n
2α ïðè r → +∞,

ãäå Cα − íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò α è n.
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Ó÷èòûâàÿ óñòàíîâëåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ Mπ[k,−l], îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü èìååò ìåñòî îäèí èç äâóõ ñëó÷àåâ:

1) α > n
2 , q ∈ H−α

2 (Tn);
èëè

2) 0 < α 6 n
2 , q ∈ H−α+ε

n/α (Tn) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0.
Òîãäà îïåðàòîð

Q =Mq : H
α
2 (Tn) → H−α

2 (Tn)

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 8.

Â çàêëþ÷åíèè äèññåðòàöèè êðàòêî èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû è
îòìå÷àþòñÿ âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïî èçáðàííîé òå-
ìå, èç êîòîðûõ îñîáî ìîæíî îòìåòèòü èñïîëüçîâàíèå øêàëû ðàâíîìåðíî ëîêà-
ëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ îïèñàíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ òèïà
Áåñîâà�Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ, èññëåäîâàíèå âîïðîñà êîìïàêòíîñòè ìóëüòèïëèêàòîðîâ
â ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ è îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ äèñ-
ñåðòàöèè, ïîëó÷åííûõ äëÿ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé ñòåïåíåé îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà
òîðå, êàê íà ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ áîëåå îáùåãî âèäà, òàê è â ñèòóàöèè,
êîãäà îïåðàòîðû çàäàíû íà îòëè÷íûõ îò n−ìåðíîãî òîðà êîìïàêòíûõ ãëàäêèõ ìíî-
ãîîáðàçèÿõ.

Â çàêëþ÷åíèå âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ,
äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Àíäðåþ Àíäðååâè÷ó Øêàëèêî-
âó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîääåðæêó è ìíîãî÷èñëåííûå ïîëåçíûå ñîâåòû è îáñóæäå-
íèÿ, à òàêæå âñåìó êîëëåêòèâó êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëè-
çà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà çà ñîçäàíèå
òâîð÷åñêîé àòìîñôåðû è âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Ðàáîòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè
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