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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû è ñòåïåíü å¼ ðàçðàáîòàííîñòè

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà òåîðèè äåôîðìàöèé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, à
òî÷íåå, çàäà÷å î âîçìîæíîì ÷èñëå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ðîæäàþùèõñÿ ïðè òàêîé äåôîð-
ìàöèè.

Îïðåäåëåíèå: k-ïàðàìåòðè÷åñêîé äåôîðìàöèåé ðîñòêà àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f :

(Cn, 0) → (C, 0) íàçûâàåòñÿ ðîñòîê àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè F (x1, ..., xn, t1, ..., tk), F :

(Cn+k, 0)→ (C, 0) òàêîé, ÷òî F (x1, x2, ..., xn, 0..., 0) = f(x1, x2, ..., xn).

Åñëè èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ f èìåëà â íà÷àëå êîîðäèíàò ñëîæíî óñòðîåííóþ êðèòè-
÷åñêóþ òî÷êó, òî ôóíêöèè ñåìåéñòâà F áóäóò ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðîâ èìåòü â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò áîëåå ïðîñòûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè �
êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ïðè ìàëîì øåâåëåíèè "ðàñïàäàåòñÿ"íà ìåíåå âûðîæäåííûå. Ýòî
ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñëîæíûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèé, èñõîäÿ èç òîãî, íà êàêèå
ïðîñòûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè îíè ðàñïàäàþòñÿ ïðè øåâåëåíèè. Â ÷àñòíîñòè, îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî ïðè îáùåì âûáîðå äåôîðìàöèè ïðè îáùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ êðèòè÷åñêèå
òî÷êè ôóíêöèé ñåìåéñòâà îêàçâàþòñÿ íåâûðîæäåííûìè.

Îïðåäåëåíèå: Äåôîðìàöèÿ íàçûâàåòñÿ ìîðñèôèêàöèåé, åñëè âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè
ôóíêöèé F ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà íåâûðîæäåííûå, ò.å. ìîðñîâ-
ñêèå.

Ïðè ëþáîì ÷èñëå ïàðàìåòðîâ ìîðñèôèêàöèè áóäóò äåôîðìàöèÿìè îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ â ïðîñòðàíñòâå âñåõ äåôîðìàöèé äàííîé ôóíêöèè ñ äàííûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ.
Êàê èçâåñòíî, ëþáàÿ êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåí-
íîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê íîðìàëüíîé ôîðìå x21 + x22 + ... + x2n
çàìåíîé êîîðäèíàò, ò.å. âñå íåâûðîæäåííûå êîìïëåêñíûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè óñòðîåíû
îäèíàêîâî.

Îïðåäåëåíèå: ÷èñëîì Ìèëíîðà ðîñòêà f íàçûâàåòñÿ ÷èñëî êîìïëåêñíûõ êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê åãî ìîðñèôèêàöèè.

×èñëî Ìèëíîðà îáîçíà÷àåòñÿ µ(f). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó âñåõ ìîðñèôèêàöèé äàííîãî
ðîñòêà ôóíêöèè f áóäåò îäíî è òî æå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Ïîýòîìó âñå ìîðñèôè-
êàöèè äàííîé ôóíêöèè f ñ êîìïëåêñíîé òî÷êè çðåíèÿ óñòðîåíû îäèíàêîâî � ó íèõ âñåõ
îäíî è òî æå ÷èñëî îäèíàêîâûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Ñîâñåì äðóãàÿ êàðòèíà ïîëó÷àåò-
ñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè âåùåñòâåííûõ äåôîðìàöèé âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé:
íåâûðîæäåííûå âåùåñòâåííûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè äåëÿòñÿ íà ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå
òèïû (ìèíèìóìû, ìàêñèìóìû è ñ¼äëà ðàçëè÷íûõ âèäîâ), è ÷èñëî âåùåñòâåííûõ êðè-
òè÷åñêèõ òî÷åê â ðàçíûõ ìîðñèôèêàöèÿõ ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì. Òàê, íàïðèìåð, ó
ôóíêöèè x3 + y2 åñòü ìîðñèôèêàöèÿ x3 + y2 + tx2, èìåþùàÿ äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, à

1



åñòü ìîðñèôèêàöèÿ x3 + y2 + tx, t > 0, íå èìåþùàÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê âîâñå. Ïîýòîìó
ïîÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î íàëè÷èèè ó äàííîãî ðîñòêà ôóíêöèè ìîðñèôèêàöèè ñ äàííûì ÷èñ-
ëîì è òèïàìè âåùåñòâåííûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Íàèáîëåå õîðîøî èññëåäîâàííûì ýòîò
âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ. Ýòîò ñëó÷àé è ðàññìàòðàèâàåòñÿ
â äàííîé ðàáîòå.

Ñóùåñòâóþò íèæíèå ãðàíèöû äëÿ âîçìîæíîãî ÷èñëà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìîðñèôèêà-
öèè ôóíêöèè, ñëåäóþùèå èç òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòîé ôóíêöèè: çíà÷åíèÿ èíäåêñà
ãðàäèåíòà ôóíêöèè è òîïîëîãèè ëîêàëüíîãî ìíîæåñòâà óðîâíÿ (íàïðèìåð, åñëè èíäåêñ
ãðàäèåíòà ôóíêöèè â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ðàâåí k, òî ïðè íåâûðîæäåííîé äåôîðìàöèè
ýòîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïîÿâëÿåòñÿ íå ìåíåå |k| íîâûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê). Åñòåñòâåííî
ñïðîñèòü, äîñòèæèìû ëè ýòè ãðàíèöû.

Èñòîðè÷åñêè ñíà÷àëà áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à î âîçìîæíîñòè óäàëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê, ò.å. î òîïîëîãè÷åñêèõ óñëîâèÿõ, êîòîðûå íàäî íàëîæèòü íà ôóíêöèþ äëÿ òîãî,
÷òîáû ó íå¼ áûëà äåôîðìàöèÿ áåç âåùåñòâåííûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Âïåðâûå ýòà çàäà-
÷à, ïî-âèäèìîìó, áûëà ïîñòàâëåíà Ãåíðè Êèíãîì1 äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé. Êèíã ðåøèë
å¼ â ñëó÷àå áîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ (n ≥ 6). Ðåøåíèå îêàçàëîñü ÷àñòè÷íî ïîëî-
æèòåëüíûì è ÷àñòè÷íî îòðèöàòåëüíûì: ñ îäíîé ñòîðîíû, áûëî äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé
ïîëèíîì f , äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî {f ≤ 0}∩Sn−1

ε ñòÿãèâàåìî, ìîæåò áûòü ïðèáëèæåí
â C0-òîïîëîãèè ôóíêöèåé áåç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò ïî-
ëèíîìû f , äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî {f ≤ 0} ∩ Sn−1

ε ñòÿãèâàåìî, íî, òåì íå ìåíåå, ëþáàÿ
äîñòàòî÷íî áëèçêàÿ â Ck - òîïîëîãèè ïðè k ≥ 2 ôóíêöèÿ èìååò êðèòè÷åñêóþ òî÷êó.
Ðåçóëüòàòû Êèíãà áûëè ðàçâèòû âî ìíîãèõ äðóãèõ ðàáîòàõ. Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî
ðàáîòû Êèíãà è åãî ïîñëåäîâàòåëåé áûëè ïîñâÿùåíû ãëàäêèì, à íå àíàëèòè÷åñêèì îáú-
åêòàì, òàê ÷òî äåôîðìàöèÿ ôóíêöèè â íèõ ïîíèìàëàñü â ñìûñëå äèôôåðåíöèàëüíîé
òîïîëîãèè (ò.å., ïðîñòî êàê ôóíêöèÿ, áëèçêàÿ â íåêîòîðîé òîïîëîãèè ê èñõîäíîé), à íå â
ñìûñëå ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó ýòè ðåçóëüòàòû íå ìîãóò áûòü ïðÿìî
ïåðåíåñåíû â àíàëèòè÷åñêóþ òåîðèþ îñîáåííîñòåé.

Äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé âîïðîñ îá óäàëåíèè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê áûë ïîñòàâëåí
Á. Òåñüå2. Ñàì Òåñüå ïðèïèñûâàë ýòó çàäà÷ó Ì. Ýðìàíó, íî ðàáîò Ýðìàíà, ïîñâÿùåííûõ
ýòîìó âîïðîñó, àâòîðó íàéòè íå óäàëîñü. Çàäà÷à ñòàâèëàñü â ñëåäóþùåé ôîðìå: ïóñòü
ðîñòêè ìíîæåñòâ {f = α} ãîìåîìîðôíû ïðè âñåõ ìàëûõ âåùåñòâåííûõ α . Ñóùåñòâóåò
ëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé Fλ, F0 = f òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ λ ôóíêöèè
ñåìåéñòâà íå èìåþò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê?

Ýòà çàäà÷à çàèíòåðåñîâàëà Â. È. Àðíîëüäà è ñòàëà îäíîé èç çàäà÷ åãî ñåìèíàðà3.
Ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ áûëî äàíî Ãóñåéí-
Çàäå4 . Äîêàçàòåëüñòâî Ãóñåéí-Çàäå íå áûëî êîíñòðóêòèâíûì è íå äàâàëî ìåòîäà ýô-

1King H. The number of critical points in Morse approximations // Compositio Mathematica. � 1977 �

Vol.34, �3. � P. 285-288.
2Teissier B. Autour d'une question de Michel Herman // Preprint � 1992.
3Ñåâðþê Ì. Á., Ôèëèïîâ Â. Á. Çàäà÷è Àðíîëüäà. � Ì.: ÔÀÇÈÑ. � 2000. Çàäà÷à 1992-1
4Gusein-Zade S. M. On a problem of B.Teissier // In Topics in Singularity Theory: V. I. Arnold's 60th
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ôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíîé ìîðñèôèêàöèè. Òàêîé ìåòîä â íåêîòîðûõ ÷àñò-
íûõ ñëó÷àÿõ áûë äàí Ãîíñàëåñîì-Ðàìèðåñîì è Ëóýíãî5.

Óñëîâèå çàäà÷è Òåñüå äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ìíî-
æåñòâî {f = 0} ∩R2 íåïðèâîäèìî, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî èíäåêñ
ãðàäèåíòà ðîñòêà f â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ðàâåí 0. Òàêèì îáðàçîì, íà äàííûé ìîìåíò çà-
äà÷à îá óäàëåíèè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ïîëíîñòüþ ðåøåíà
ïðè ñàìûõ ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ: åñëè èíäåêñ ãðàäèåíòà ðîñòêà f â êðèòè÷åñêîé òî÷-
êå ðàâåí 0, òî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ôóíêöèé Fλ, F0 = f òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ λ ôóíêöèè ñåìåéñòâà íå èìåþò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Çàäà÷ó îá óäàëåíèè êðèòè÷åñêîé òî÷êè åñòåñòâåííî ðàñøèðèòü äî çàäà÷è î ìèíè-
ìàëüíî âîçìîæíîì ÷èñëå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìîðñèôèêàöèè äàííîé ôóíêöèè: ïóñòü èí-
äåêñ ãðàäèåíòà ðîñòêà f â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ðàâåí k. Âåðíî ëè, ÷òî òîãäà ó ôóíêöèè f
åñòü ìîðñèôèêàöèÿ ñ |k| êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè? Åñëè íåò, òî ñóùåñòâóåò ëè äîñòèæè-
ìàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ ÷èñëà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìîðñèôèêàöèè, ôîðìóëèðóåìàÿ â
òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ? Òàêàÿ çàäà÷à ñòàâèëàñü Âàñèëüåâûì 6 è Ãóñåéí-Çàäå. Èìåí-
íî ýòà çàäà÷à è ÿâëÿëàñü îòïðàâíûì ïóíêòîì äàííîé ðàáîòû.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíàÿ çàäà÷à, ñòîÿâøàÿ ïåðåä àâòîðîì, çàêëþ÷àëàñü â ïîñòðî-
åíèè äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ äåôîðìàöèé ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì ÷èñëîì
âåùåñòâåííûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê (ðàâíûì èíäåêñó ãðàäèåíòà). Ïî ìåðå ðàáîòû íàä
ýòîé çàäà÷åé âîçíèêàëè îòâåòâëåíèÿ îò îñíîâíîé òåìû: ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íûõ äå-
ôîðìàöèé (ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì ÷èñëîì íóëåé) äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé è àíàëîãè÷-
íàÿ çàäà÷à â ýêâèâàðèàíòíîé òåîðèè îñîáåííîñòåé (ò.å. äëÿ ôóíêöèé, èíâàðèàíòíûõ
îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû:

Îïðåäåëåíèå: Ìèíèìàëüíàÿ ìîðñèôèêàöèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(x, y) � àíàëè-
òè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F (x, y, λ) : (R3, 0)→ (R, 0), òàêàÿ, ÷òî:

1)F (x, y, 0) = f(x, y).
2)Äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî λ âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè F (x, y, λ) íåâûðîæäåíû.
3)Äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî λ ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê F (x, y, λ) ðàâíî ìîäóëþ

èíäåêñà ãðàäèåíòà ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x, y) � ðîñòîê àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè òàêîé, ÷òî âñå êîìïî-

íåíòû ìí-âà {f = 0}, ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ R2 � ãëàäêèå êðèâûå. Òîãäà ïðè ïîäõîäÿùåì

Anniversary Collection. � 1997. � P. 117-125.

Ãóñåéí-Çàäå Ñ. Ì. Î ñóùåñòâîâàíèè äåôîðìàöèé áåç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê (çàäà÷à Òåñüå äëÿ ôóíêöèé

äâóõ ïåðåìåííûõ) // Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë. � 1997. � 31:1. � C. 74�77.
5Gonzalez-Ramirez J.A., Luengo I. Deformations of functions without real critical points //

Communications in Algebra. � 2003. � 31:9. � P. 42-55.
6Vassiliev V.A. A Few Problems on Monodromy and Discriminants // Arnold Math J. � 2015. � �1.�P.

201�209.
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âûáîðå ëèíåéíîé ôóíêöèè l(x, y) äåôîðìàöèÿ fλ = f + λl(x, y) áóäåò ìèíèìàëüíîé

ìîðñèôèêàöèåé ôóíêöèè f . Ôóíêöèè l, äëÿ êîòîðûõ ýòà äåôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìè-

íèìàëüíîé ìîðñèôèêàöèåé, ñîñòàâëÿþò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî â ïðî-

ñòðàíñòâå âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(x, y) � ðîñòîê ïîëóêâàçèîäíîðîäíîé ôóíêöèè. Òîãäà ñóùåñòâó-

þò òàêèå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè a(λ), b(λ), a(0) = b(0) = 0 òàêèå, ÷òî fλ = f +

a(λ)x+ b(λ)y � ìèíèìàëüíàÿ ìîðñèôèêàöèÿ f .

Îïðåäåëåíèå:Ìèíèìàëüíîé äåôîðìàöèåé ðîñòêà âåêòîðíîãî ïîëÿ v íàçûâàåòñÿ äå-
ôîðìàöèÿ ñ íåâûðîæäåííûìè íóëÿìè, êîëè÷åñòâî íóëåé êîòîðîé ðàâíî ìîäóëþ èíäåêñà
âåêòîðíîãî ïîëÿ v.

Òåîðåìà 3. Ëþáîé ðîñòîê ïîëóîäíîðîäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè èìååò ìè-

íèìàëüíóþ äåôîðìàöèþ.

Îïðåäåëåíèå: Êîëüöîì Á¼ðíñàéäà êîíå÷íîé ãðóïïûG íàçûâàåòñÿ êîëüöî Ãðîòåíäèêà,
ïîñòðîåííîå ïî ïîëóêîëüöó êëàññîâ G-èçîìîðôèçìà êîíå÷íûõ G-ìíîæåñòâ ñ îïåðàöè-
ÿìè äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ è äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå:Ýêâèâàðèàíòíûì èíäåêñîì G-èíâàðèàíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X íàçû-
âàåòñÿ ýëåìåíò êîëüöà Á¼ðíñàéäà ãðóïïû G, ðàâíûé êëàññó ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê ïîäõîäÿùåé äåôîðìàöèè X̃, âçÿòûõ ñ êðàòíîñòÿìè, ðàâíûìè èíäåêñó X̃ â êàæ-
äîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå:
Ìèíèìàëüíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìîðñèôèêàöèÿ f(x, y) � ôóíêöèÿ F (x, y, λ) : (R3, 0)→

(R, 0), èìåþùàÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1)F (x, y, 0) = f(x, y).
2)F (x, y, λ) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ íà x, y.
3)Äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî λ âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè F (x, y, λ) íåâûðîæäåíû.
4)Äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî λ ÷èñëî îðáèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê F (x, y, λ) äàííîãî

òèïà ðàâíî ìîäóëþ êîýôôèöèåíòà ïðè äàííîì òèïå îðáèò â ýêâèâàðèàíòíîì èíäåêñå
ãðàäèåíòà ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü íà (R2, 0) äåéñòâóåò ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà G. Òîãäà ëþáàÿ

ïîëóîäíîðîäíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ íà (R2, 0) èìååò ìèíèìàëüíóþ èíâàðèàíòíóþ

ìîðñèôèêàöèþ.
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Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèè

Ãëàâíûìè öåëÿìè äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ:
1. Ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ íàëè÷èÿ ó ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ìîð-

ñèôèêàöèé ñ äàííûì ÷èñëîì âåùåñòâåííûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.
2. ßâíîå ïîñòðîåíèå ìîðñèôèêàöèé ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì ÷èñëîì êðèòè÷åñêèõ

òî÷åê.
3. Èçó÷åíèå òîïîëîãè÷åñêîãî è àíàëèòè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìîðñèôèêà-

öèé èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé.
4. Ïîñòðîåíèå äåôîðìàöèé âåêòîðíûõ ïîëåé ñ ìèíèìàëüíî òîïîëîãè÷åñêè âîçìîæ-

íûì ÷èñëîì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äåôîðìàöèé âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è
âåêòîðíûõ ïîëåé, çàâèñÿùèõ îò äâóõ ïåðåìåííûõ, â ÷àñòíîñòè, äåôîðìàöèÿì, èìåþùèì
òîëüêî íåâûðîæäåííûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Èññëåäóåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíî ÷èñëî
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê òàêîé äåôîðìàöèè è ðåøàåòñÿ âîïðîñ î çàäàííîñòè ýòîãî ÷èñëà
òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè äåôîðìèðóåìîãî îáúåêòà. Òàêæå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà
èíâàðèàíòíûõ äåôîðìàöèé âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, èìåþùèõ íåòðèâè-
àëüíóþ ãðóïïó ñèììåòðèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäó-
þùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ìèíèìàëüíîé ìîðñèôèêàöèè ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
ìåííûõ ñ ãëàäêèìè âåòâÿìè ìíîæåñòâà óðîâíÿ.

2. Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ìèíèìàëüíîé ìîðñèôèêàöèè ïîëóêâàçèîäíîðîäíîé
ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.

3. Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ìèíèìàëüíîé äåôîðìàöèè ïîëóîäíîðîäíîãî âåêòîð-
íîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè.

4. Äîêàçàíà ýêâèâàðèàíòíàÿ âåðñèÿ ëåììû Ìîðñà ñ ïàðàìåòðàìè è òåîðåìû î íîð-
ìàëüíûõ ôîðìàõ ïîëóêâàçèîäíîðîäíûõ ôóíêöèé.

5. Ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ ýêâèâàðèàíòíî ïðîñòûõ ðîñòêîâ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðå-
ìåííûõ îòíîñèòåëüíî íåïðèâîäèìûõ äåéñòâèé ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ ãðóïï.

6. Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ìèíèìàëüíîé èíâàðèàíòíîé ìîðñèôèêàöèè äëÿ ïî-
ëóîäíîðîäíîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïðîèç-
âîëüíîé êîíå÷íîé ãðóïïû.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Àâòîðîì ðàçðàáîòàííûå íîâûå ìåòîäû ïî-
ñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ äåôîðìàöèé âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé è âåêòîðíûõ ïîëåé íà
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ïëîñêîñòè. Âïåðâûå áûëè ïîëó÷åíû ïðèìåðû ìèíèìàëüíûõ ìîðñèôèêàöèé äëÿ ôóíê-
öèé äâóõ ïåðåìåííûõ ñ ïðèâîäèìûì ìíîæåñòâîì óðîâíÿ.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ýêâèâàðèàíò-
íîé òîïîëîãèè è òåîðèè îñîáåííîñòåé è òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ÷òåíèÿ ñïåöêóðñîâ ïî òåîðèè
àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, òåîðèè îñîáåííîñòåé è ýêâèâàðèàíòíîé òåîðèè îñîáåííîñòåé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû è ìåòîäû òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè îñîáåííîñòåé. Ðå-
çóëüòàòû äèññåðòàöèè îïèðàþòñÿ íà ðàáîòû Ñ.Ì. Ãóñåéí-Çàäå î äåôîðìàöèÿõ ôóíêöèé
äâóõ ïåðåìåííûõ, ðàáîòû Äæ. Ìèëíîðà, Ý. Êàñàñà-Àëüâåðî è Äæ. Äåéìîíà î òîïîëîãèè
àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, ðàáîòû Ì.À. Êðàñíîïîëüñêîãî, À.È. Ïîâîëîöêîãî, À.È. Ïåðî-
âà, Ï.Ï. Çàáðåéêî ïî òåîðèè âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè, ðàáîòû Â. È. Àðíîëüäà,
Ì. Ðîáåðòñà è Ñ. Ò. Ñ. Óîëëà ïî òåîðèè îñîáåííîñòåé ýêâèâàðèàíòíûõ ôóíêöèé, ìå-
òîäû òåîðèè Ìîðñà, à òàêæå íà íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû òåîðèè îñîáåííîñòåé,
èçëîæåííûå â ðàáîòàõ Â. È. Àðíîëüäà, À. Í. Âàð÷åíêî, Ñ. Ì. Ãóñåéí-Çàäå.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Èññëåäîâàíû ìèíèìàëüíûå ìîðñèôèêàöèè ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ñ ãëàäêèìè
âåòâÿìè ìíîæåñòâà óðîâíÿ è ìåòîäû ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ìîðñèôèêàöèé.

2. Èññëåäîâàíû ìèíèìàëüíûå ìîðñèôèêàöèè ïîëóêâàçèîäíîðîäíûõ ôóíêöèé äâóõ
ïåðåìåííûõ è ìåòîäû ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ìîðñèôèêàöèé.

3. Èññëåäîâàíû ìèíèìàëüíûå äåôîðìàöèè ïîëóîäíîðîäíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà
ïëîñêîñòè è ìåòîäû ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ òàêèõ äåôîðìàöèé.

4. Èçó÷åíû ñïîñîáû ðàñïðîñòðàíèòü ëåììó Ìîðñà ñ ïàðàìåòðàìè è òåîðåìó î íîð-
ìàëüíûõ ôîðìàõ ïîëóêâàçèîäíîðîäíûõ ôóíêöèé íà ýêâèâàðèàíòíûé ñëó÷àé.

5. Ðàññìîòðåíà êëàññèôèêàöèÿ ýêâèâàðèàíòíî ïðîñòûõ ðîñòêîâ ôóíêöèé ìíîãèõ ïå-
ðåìåííûõ îòíîñèòåëüíî íåïðèâîäèìûõ äåéñòâèé ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ ãðóïï.

6. Èññëåäîâàíû ìèíèìàëüíûå èíâàðèàíòíûå ìîðñèôèêàöèè ïîëóîäíîðîäíûõ ôóíê-
öèé äâóõ ïåðåìåííûõ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷-
íîé ãðóïïû, è ìåòîäû ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ìîðñèôèêàöèé.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáîñíîâàíû ïðè ïìîùè ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçà-
òåëüñòâ è äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:

1. Ñåìèíàð ¾Òîïîëîãèÿ îñîáåííîñòåé¿ êàôåäðû âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (ìíîãîêðàòíî);
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2. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ
¾Ëîìîíîñîâ-2019¿, Ìîñêâà, 8-12 àïðåëÿ 2019 ãîäà;

3. Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷¼íûõ
¾Ëîìîíîñîâ-2020¿, Ìîñêâà, 10-27 íîÿáðÿ 2020 ãîäà;

4. Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé ôóíäàìåíòàëü-
íîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè¿, Êàçàõñòàí, Íóð-Ñóëüòàí, 4 èþíÿ 2021 ãîäà.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëíîñòüþ è ñâîåâðåìåííî îïóáëèêîâàíû â íàó÷íûõ èç-
äàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ äëÿ çàùèòû â äèññåðòàöèîííûõ ñîâåòàõ ÌÃÓ è âõîäÿùèõ
â ìåæäóíàðîäíûå áàçû äàííûõ Web of Science è/èëè Scopus. Ñïèñîê ïóáëèêàöèé (3
ñòàòüè) ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Ðàáîòà ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòó-
ðû, âêëþ÷àþùåãî ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïî òåìå äèññåðòàöèè.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 1

Â ïåðâîé ãëàâå, ÿâëÿþùåéñÿ ââåäåíèåì, îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè è èñòîðèÿ
ðàññìàòðèâàåìûõ âîïðîñîâ, îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ, îáîñíîâûâàåòñÿ àêòó-
àëüíîñòü òåìû è íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 2

Âî âòîðîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàëüíîé äåôîðìàöèè ïîëóîäíîðîä-
íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè. Îïèñûâàåòñÿ ìåòîä âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà ïîëóîä-
íîðîäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè ïî òîïîëîãèè ìíîæåñòâ íóëåé åãî êîìïîíåíò.
Ïðè ïîìîùè ýòîãî ìåòîäà ñòðîèòñÿ äåôîðìàöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ê íàèáîëåå òîïîëîãè-
÷åñêè ïðîñòîìó ïîëþ. Ïðè ïîìîùè ýòîãî íàèáîëåå ïðîñòîãî ïîëÿ ñòðîèòñÿ ìèíèìàëüíàÿ
äåôîðìàöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 3

Â òðåòüåé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàëüíûõ ìîðñèôèêàöèé ïîëóêâà-
çèîäíîðîäíûõ ôóíêöèé. Ñíà÷àëà äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ìîðñèôèêàöèé ó
êâàçèîäíîðîäíûõ ôóíêöèé. Ýòîò ýòàï ðàçäåëÿåòñÿ íà äâà: äëÿ ôóíêöèé ñ �õîðîøèìè
êâàçèñòåïåíÿìè�, äëÿ êîòîðûõ ìèíèìàëüíóþ ìîðñèôèêàöèþ ìîæíî ïîñòðîèòü ñðàâíè-
òåëüíî ïðîñòûì ñïîñîáîì, è äëÿ ôóíêöèé �ïëîõèõ êâàçèñòåïåíåé�, äëÿ êîòîðûõ òðåáó-
þòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ. Çàòåì ïðè ïîìîùè ïîñòðîåííûõ äåôîð-
ìàöèé äëÿ êâàçèîäíîðîäíûõ ôóíêöèé ñòðîÿòñÿ äåôîðìàöèè ïîëóêâàçèîäíîðîäíûõ.
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Ñîäåðæàíèå ãëàâû 4

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ôóíêöèÿì, ìíîæåñòâî íóëåé êîòîðûõ ñîñòîèò èç ãëàäêèõ
âåòâåé. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãðàäèåíòíîå âåêòîðíîå ïîëå òàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íàè-
áîëåå òîïîëîãè÷åñêè ïðîñòûì âåêòîðíûì ïîëåì â ñìûñëå ãëàâû 2. Ïðè ïîìîùè ýòîãî
ôàêòà äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàëüíîé ìîðñèôèêàöèè ó ôóíêöèè, âåòâè ìíî-
æåñòâà óðîâíÿ êîòîðîé � ãëàäêèå.

Ñîäåðæàíèå ãëàâû 5

Ïÿòàÿ ãëàâà íàèáîëåå îáøèðíà è ïîñâÿùåíà ìèíèìàëüíûì äåôîðìàöèÿì ýêâèâàðèàíò-
íûõ ôóíêöèé. Ïåðâûå äâà ðàçäåëà ïîñâÿùåíû òåîðåìàì î íîðìàëüíûõ ôîðìàõ äëÿ
ýêâèâàðèàíòíûõ ðîñòêîâ, íåîáõîäèìûì äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ. Â òðåòüåì ðàç-
äåëå â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ òåîðåì î íîðìàëüíûõ ôîðìàõ äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà îá
îñîáåííîñòÿõ, ýêâèâàðèàíòíî ïðîñòûõ îòíîñèòåëüíî íåïðèâîäèìîãî äåéñòâèÿ êîíå÷íîé
ãðóïïû. Â ÷åòâåðòîì è ïÿòîì ðàçäåëå îáñóæäàåòñÿ ïîíÿòèå ýêâèâàðèàíòíîãî èíäåêñà
âåêòîðíîãî ïîëÿ è ïðèìåíåíèå ýòîãî ïîíÿòèÿ â ñëó÷àå èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé äâóõ
ïåðåìåííûõ. Â ïÿòîì äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàëüíîé èíâàðèàíòíîé ìîðñè-
ôèêàöèè äëÿ ïîëóîäíîðîäíûõ èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ.

Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèè åùå ðàç ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, à òàêæå âîçìîæíûå
íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ:

1. Ïîñòðîåíèå ìèíèìàëüíûõ ìîðñèôèêàöèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðå-
ìåííûõ.

2. Ïîñòðîåíèå ìîðñèôèêàöèé ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

3. Ðàñïðîñòðàíèå ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà ïîëóîäíîðîäíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé,
îïèñàííîãî ó Êðàñíîñåëüñêîãî è äðóãèõ, íà ïðîèçâîëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ.

4. Çàäà÷à Âàñèëüåâà: ìîæíî ëè ïðîäåôîðìèðîâàòü ïðîèçâîëüíóþ ìîðñèôèêàöèþ â
ìèíèìàëüíóþ òàê, ÷òîáû ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê â ïðîöåññå äåôîðìàöèè òîëüêî
óìåíüøàëîñü?

5. Âû÷èñëåíèå äîñòèæèìîé íèæíåé îöåíêè äëÿ ÷èñëà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìîðñèôè-
êàöèè äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ä.ô.-ì.í.,
ïðîôåññîðó Ñàáèðó Ìåäæèäîâè÷ó Ãóñåéí-Çàäå çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîìîùü è ñîâåòû
íà âñåõ ýòàïàõ ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé, ìíîãî÷èñëåííûå ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Àâòîð
áëàãîäàðåí ê.ô.-ì.í. Åâãåíèþ Àëåêñàíäðîâè÷ó Àñòàøîâó, ê.ô.-ì.í. Ãðèãîðèþ Äìèòðè-
åâè÷ó Ñîëîìàäèíó è Àííå-Ìàðèè Ðàóõ çà èíòåðåñ ê ðàáîòå è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ó÷àñòíèêàì ñåìèíàðà ¾Òîïîëîãèÿ îñîáåííîñòåé¿ çà
ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ, êîììåíòàðèè è äèñêóññèè. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü âñåìó
êîëëåêòèâó êàôåäðû âûñøåé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè ìåõàíèêîìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëü-
òåòà ÌÃÓ çà äðóæåëþáíóþ àòìîñôåðó, âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó è èíòåðåñ ê ðàáîòå.

Ðàáîòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

Íàó÷íûå ñòàòüè, îïóáëèêîâàííûå â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, ðåêî-

ìåíäîâàííûõ äëÿ çàùèòû â äèññåðòàöèîííîì ñîâåòå ÌÃÓ ïî ñïåöèàëüíîñòè

01.01.04 � ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ è âõîäÿùèõ â áàçû öèòèðîâàíèÿ Scopus,

Web of Science è RSCI
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