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Введение
Актуальность темы. Диссертация посвящена некоторым методам от-

бора значимых факторов (признаков), влияющих на изучаемый случайный
отклик, а также новым оценкам условной энтропии и взаимной информа-
ции в рамках смешанной модели. В таких моделях вектор объясняющих пе-
ременных является абсолютно-непрерывным, а переменная отклика имеет
дискретное распределение. Эти результаты также важны для идентифика-
ции набора значимых факторов.

В настоящее время необходимость применения методов анализа дан-
ных и отбора значимых факторов возникает в самых различных обла-
стях: от медицины и биологии до финансов и маркетинга (см., напри-
мер, [50, 55, 63, 64, 81, 86] и там же ссылки). С развитием технологий
увеличивается и количество данных, которые необходимо анализировать.
За последние десятилетия был предложен целый ряд новых методов для
решения задач классификации и регрессии (см., например, [4, 8, 35, 42]).
Многие методы могут давать более точные прогнозы, если из данных уда-
лить шумовые и избыточные признаки. Для этого стали разрабатываться
новые методы отбора значимых признаков. Кроме того, отбор значимых
признаков помогает создавать интерпретируемые модели, что особо важно
в медико-биологических исследованиях, например, для определения гене-
тических факторов, влияющих на возникновение того или иного заболева-
ния.

Методам отбора значимых признаков посвящено огромное количество
работ (см., например, [10, 23, 56, 66, 82, 89]). Множество стохастических и
эвристических методов, направленных на выявление эпистаза (в генетике)
рассматривается в [24, 71, 84].

В главе 1 диссертации предлагается модификация MDR метода (multi-
factor-dimensionality reduction), основанная на использовании стратифици-
рованной выборки вместо выборки из независимых одинаково распреде-
лённых наблюдений.

MDR метод впервые был предложен в работе [81] и разработан для обна-
ружения значимых (в определенном смысле) факторов, существенно влия-
ющих на значение бинарной переменной отклика. Обзор, представленный в
работе [45], демонстрирует огромную популярность этого метода. Только в
период с 2001 по 2014 год было опубликовано около 800 работ, посвящённых
его модификациям, обобщениям и практическим применениям. В работах
[3, 29, 30] был предложен новый подход к введению MDR метода на основе
функционала ошибки предсказания функции отклика. Кроме того, в этих
статьях был доказан ряд асимптотических свойств возникающих статисти-
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ческих оценок. Однако в случае, если анализируемая выборка из независи-
мых одинаково распределенных наблюдений несбалансирована, т.е. количе-
ство наблюдений одного из классов в выборке намного больше, чем другого,
то базовый MDR метод может быть недостаточно точен для выборок мало-
го размера, поэтому в нашей работе [100] была предложена модификация
метода для статифицированных выборок. В стратифицированной выбор-
ке наблюдения уже не являются независимыми в совокупности, поэтому
используемая в MDR методе оценка функционала ошибки требует изме-
нений. Для рассматриваемой модификации доказана сильная состоятель-
ность оценки функционала ошибки, а также состоятельность процедуры
отбора значимых факторов при условии, что их число известно. Также в
первой главе дается новый стоимостной подход для сравнения предложен-
ной модификации с базовым MDR-EFE методом, проведены компьютерные
симуляции, продемонстрировавшие преимущества данной модификации.

Глава 2 посвящена новой оценке условной энтропии дискретной слу-
чайной величины, принимающей конечное число значений, при условии,
задаваемом абсолютно непрерывным вектором. Понятие энтропии играет
важную роль в физике и математике, см., напр., [16]. Следует отметить
вклад в развитие понятия работы Л.Больцмана, Дж.Гиббса, М.Планка,
К.Шеннона, А.Н.Колмогорова, Я.Г.Синая, А.Реньи, К. Цаллиса, А.С.Хо-
лево. В различных задачах возникает необходимость использования стати-
стических оценок энтропии, построенных по независимым одинаково рас-
пределённым наблюдениям. Например, такие оценки важны при выборе
значимых переменных [79] и выявлении неоднородностей в материалах [11],
а также применяются в различных областях физики, в задачах теории ин-
формации и машинного обучения [9, 43, 47, 48]. О прочих задачах, в кото-
рых используются статистические оценки энтропии можно прочитать, на-
пример, в [76]. Разработано множество различных подходов к оцениванию
энтропии в различных моделях, с которыми можно ознакомиться, напри-
мер, в следующих работах: [12, 15, 31, 51, 69, 74, 77, 80, 90, 91, 93, 97].

Главная цель данной главы — ввести новую статистическую оценку
условной энтропии Шеннона для смешанной модели, в которой дискрет-
ная переменная отклика со значениями в произвольном конечном мно-
жестве зависит от вектора, состоящего из факторов (признаков), имею-
щих плотность относительно меры Лебега на пространстве Rd. Смешанной
моделью является, например, известная модель логистической регрессии
(см., например, [53, 58]). Предлагаемая оценка основана на статистиках
k-ближайших соседей, где k = kn зависит от числа наблюдений n (со ста-
тистиками k-ближайших соседей можно ознакомиться, например, в книге
[19]). Отметим, что предлагаемая оценка не использует известные стати-
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стики Козаченко-Леоненко [5, 37, 44, 46, 88]. Для новой оценки устанавли-
вается асимптотическая несмещённость и L2-состоятельность при стрем-
лении размера выборки к бесконечности. Исследование оценок условной
энтропии интересно по следующей причине. Взаимная информация двух
случайных векторов представляется в виде разности безусловной энтро-
пии одной случайной величины и условной энтропии этой случайной ве-
личины при условии второй. Эта информационная характеристика двух
случайных величин может быть использована для нахождения значимых
факторов, существенно влияющих на значение рассматриваемой перемен-
ной отклика. Подобная задача возникает в медицинских и биологических
приложениях. Таким образом, статистические оценки взаимной информа-
ции, предложенные в диссертации, могут быть использованы для отбора
значимых факторов. Это направление исследований развивается в следу-
ющей главе.

В главе 3 предлагается оценка взаимной информации абсолютно непре-
рывного случайного вектора и дискретной случайной величины, принима-
ющей произвольное конечное число значений, основанная на описанной
в главе 2 оценке условной энтропии. Взаимная (совместная) информация
(mutual information) двух случайных векторов широко используется в раз-
личных задачах, например, для отбора значимых факторов и классифика-
ции, см. [14, 17, 38, 39, 41, 65, 75, 79, 87, 95, 96]. Для предлагаемой новой
оценки и оценки взаимной информации, введенной в работе [32], доказа-
ны асимптотическая несмещённость и L2-состоятельность. Также приво-
дятся результаты компьютерных симуляций, проведенных для сравнения
нескольких известных оценок взаимной информации в рамках смешан-
ной модели. Они продемонстрировали преимущества предложенной новой
оценки.

В главе 4 описывается процедура отбора значимых признаков, исполь-
зующая разработанную оценку взаимной информации для смешанной мо-
дели. В предположении, что число значимых признаков известно, доказы-
вается состоятельность описанной процедуры. Также в главе приводятся
результаты численных экспериментов, оценивающих точность предлагае-
мого метода.

Цель работы. Цель работы — разработка новых методов идентифи-
кации значимых признаков, влияющих на изучаемый случайный отклик.
А именно, предложено обобщение MDR метода на случай стратифициро-
ванной выборки и построены новые оценки взаимной информации и услов-
ной энтропии в смешанной модели, когда вектор объясняющих переменных
является абсолютно-непрерывным, а переменная отклика имеет дискретное
распределение. Установлена состоятельность введенной процедуры отбора
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значимых признаков.
Структура и объем работы. Диссертация, объемом 129 страниц, со-

стоит из введения, четырех глав, заключения и списка литературы, насчи-
тывающего 106 наименований. В заключении к диссертации сформулирова-
ны возможные направления дальнейших исследований. В диссертацию во-
шли результаты, полученные при работе над проектом 14-21-00162 Россий-
ского научного фонда (руководитель гранта - академик РАН А.Н.Ширяев).

Научная новизна. Результаты диссертации являются новыми и со-
стоят в следующем.

В главе 1 вводится модификация оценки MDR-EFE ([3]) для слу-
чая стратифицированной выборки, которая используется для обнаруже-
ния значимых факторов среди дискретных случайных величин X1, . . . , Xn

в модели с дискретной переменной отклика Y . Для данной модифицирован-
ной оценки доказывается её сильная состоятельность. Вводится обобщён-
ная XOR-модель. Дается стоимостной подход, позволяющий сравнивать
предложенную оценку для стратифицированной выборки с оценкой MDR-
EFE для выборки из независимых одинаково распределённых случайных
величин.

В главе 2 определяется новая оценка условной энтропии дискретной
случайной величины Y при условии случайного вектора X, имеющего аб-
солютно непрерывное распределение. Оценка основана на использовании
статистик ближайших соседей (см., например, [19]). При широких усло-
виях доказывается асимптотическая несмещённость и L2-состоятельность
упомянутой оценки.

В главе 3 доказывается асимптотическая несмещенность и L2-состоя-
тельность оценки взаимной информации, введённой в работе [32], а также
определяется новая оценка и доказываются ее аналогичные свойства.

В главе 4 на основе предложенной оценки взаимной информации пред-
лагается процедура отбора значимых факторов, и в предположении, что
число значимых признаков известно, доказывается ее состоятельность.

Положения, выносимые на защиту.
1. Оценка функционала ошибки MDR-EFE метода в случае стратифи-

цированных выборок является сильно состоятельной, а предложен-
ная на ее основе модификация метода позволяет добиться более точ-
ных результатов (в смысле стоимостного подхода) по сравнению с
базовым MDR методом в случае несбалансированных выборок.

2. Введенная оценка условной энтропии в смешанной модели являет-
ся асимптотически несмещенной и L2-состоятельной при выполнении
весьма широких условий.

5



3. Оценка взаимной информации, построенная на основе предложенной
оценки условной энтропии, является асимптотически несмещенной и
L2-состоятельной, а также более точной по сравнению с рядом других
оценок в рамках смешанных моделей.

4. Предложенная оценка взаимной информации используется для по-
строения процедуры отбора значимых признаков и при этом позво-
ляет получить состоятельную оценку набора значимых признаков.

Методы исследования. В диссертации использованы методы теории
вероятностей и математической статистики, а также математического ана-
лиза. В главе 1 мы применяем закон больших чисел для треугольных
массивов и метод кросс-валидации (перекрестной валидации) для оцени-
вания ошибки предсказания. В главе 2 используются свойства условно-
го математического ожидания, различные виды неравенств концентрации.
Существенную роль играет аппарат теории меры. Главы 3 и 4 основа-
ны на результатах второй главы и используют предельные теоремы для
статистических оценок дифференциальной энтропии Шеннона.

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теоретиче-
ский характер. Ее результаты могут быть использованы для дальнейшего
развития теории методов отбора значимых признаков, а также для прак-
тического применения при анализе данных наблюдений.

Апробация. Основные результаты диссертационной работы были до-
ложены на трех международных конференциях и всероссийской конферен-
ции:
• 3rd International Workshop «Analysis, Geometry and Probability», Ульм,

Германия, 28 сентября - 3 октября 2015 г.
Тема доклада: Variable selection for overlapping groups.
• 9th International Workshop on Applied Probability (IWAP 2018), Буда-

пешт, Венгрия, 18-21 июня 2018 г.
Тема доклада: Feature selection and the mutual information estimation.
• 4th International Conference on Stochastic Methods, г. Новороссийск,

Россия, 2-9 июня 2019 г.
Тема доклада: An information theory-based approach to feature selection
• Третья Санкт-Петербургская зимняя молодежная конференция по

теории вероятностей и математической физике, Санкт-Петербург, Рос-
сия, 16-18 декабря 2019 г.
Тема доклада: Критерии остановки для процедуры отбора значимых
признаков.
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По теме диссертации автором были сделаны следующие доклады на
научно-исследовательских семинарах:

• Большой семинар кафедры теории вероятностей МГУ под руковод-
ством академика РАН, проф. А.Н. Ширяева (МГУ, Москва, 2019 г.),
• «Forschungsseminar Stochastische Geometrie und räumliche Statistik»

под руководством Prof. E.Spodarev (Institut für Stochastik, Ulm Univer-
sity, Germany, 2016 г.),
• Аспирантский коллоквиум кафедры теории вероятностей под руко-

водством академика РАН, проф. А.Н. Ширяева (МГУ, Москва, 2018
и 2019 гг.),
• «Современные проблемы фундаментальной математики и механики»

под руководством академика РАН, проф. В.А.Садовничего (МГУ, Мос-
ква, 2019 г.),
• Городской семинар по теории вероятностей и математической ста-

тистике под руководством академика РАН, проф. И.А.Ибрагимова
(ПОМИ РАН, Санкт-Петербург, 2019 г.),
• «Асимптотический анализ случайных процессов и полей» под руко-

водством проф. А.В. Булинского (МГУ, Москва, 2015-2019 гг.).

Публикации. Основные результаты диссертации изложены в 7 публи-
кациях автора [100]—[106]. Из них 4 статьи (см. [100]—[103], работы [100]—
[102] в соавторстве), которые опубликованы в рецензируемых научных жур-
налах, входящих в базы SCOPUS и Web of Science. В материалах между-
народных конференций представлены 3 публикации [104]—[106].
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всей работы. Профессору А.В.Булинскому принадлежит постановка задач
и общий подход к их решению, им также доказаны леммы 1.1, 2.6, 2.8 и
3.9. Автору диссертации принадлежит доказательство теорем, следствий,
остальных лемм, а также проведение компьютерных симуляций. В нача-
ле каждой главы диссертации также приводится список соответствующих
публикаций с долей участия авторов.
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1 Модификация MDR метода для стратифи-
цированных выборок

При подготовке данной главы диссертации использован материал пуб-
ликации [100], выполненной автором в соавторстве с профессором
А.В.Булинским. В публикации А.В.Булинскому принадлежит постановка
задач и общий подход к их решению, им также доказана лемма 1 (лемма 1.1
в диссертации). Все остальные результаты доказаны автором диссертации,
им проведены все компьютерные симуляции.

1.1 Постановка задачи
Пусть X1, . . . , Xd — набор случайных переменных (факторов) и

Y — (случайная) переменная отклика, некоторым образом зависящая от
X := (X1, . . . , Xd). Мы предполагаем, что все рассматриваемые случайные
элементы в данной работе определены на одном вероятностном простран-
стве (Ω,F ,P). Пусть Xi принимает значения в конечном множестве Xi,
i = 1, . . . , d, а переменная отклика Y принимает значения -1 и 1 (в каче-
стве области значений можно использовать множество {0, 1}, однако при-
водимые ниже выкладки станут чуть более громоздкими). Таким образом,
X : Ω→ X, где X := X1 × . . .×Xd. В эту схему укладывается ряд важных
медицинских и биологических моделей, в которых X сочетает в себе гене-
тические и негенетические факторы, а Y характеризует состояние здоровья
пациента. Например, Y = 1 означает, что пациент болен (case), Y = −1 со-
ответствует случаю, когда пациент здоров (control). Интерес представляет
задача предсказания риска заданного заболевания по набору факторов X,
а также идентификация набора значимых факторов (Xi1, . . . , Xir), отвеча-
ющих за его возникновение, где {i1, . . . , ir} ⊂ {1, . . . , d}, r < d.

Для любой функции f : X → {−1, 1} качество прогноза Y с помощью
f(X) может быть оценено с помощью функционала ошибки (см. [3, 26])

Err(f) = E|Y − f(X)|ψ(Y ),

где штрафная функция ψ : {−1, 1} → R+ вводится для того, чтобы по-
разному учитывать ошибки предсказания различных значений Y . Триви-
альные случаи ψ ≡ 0, Y ≡ 0 или Y ≡ 1 исключаются из рассмотрения.
Очевидно, что

Err(f) = 2
∑

y∈{−1,1}

ψ(y)P(Y = y, f(X) 6= y). (1)
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Класс оптимальных функций fopt, т.е. все такие f , на которых достигается
минимум Err(f), были описаны в работе [3]. Удобно из класса оптималь-
ных выбрать функцию f ∗(x) = I{A}(x)− I{A}(x), x ∈ X, где

A =

{
x ∈M : P(Y = 1|X = x) >

ψ(−1)

ψ(−1) + ψ(1)

}
, (2)

M = {x ∈ X : P(X = x) > 0}, I{A} — индикатор множества A и A означает
дополнение множества A. Отметим, что любой оптимальной функции fopt
соответствует одно и то же значение функционала ошибки Err(f ∗). В [3]
объясняется, почему выбор штрафной функции

ψ(y) =
1

P(Y = y)
, y ∈ {−1, 1}, (3)

предложенной в [94], является естественным.
Поскольку совместное распределение X и Y неизвестно, то невозможно

вычислить значение функционала Err(f) и найти оптимальную функцию
f ∗. Однако можно статистически оценить Err(f) на основе выборки из
независимых случайных векторов (X1, Y 1), . . ., (Xn, Y n), имеющих то же
самое распределение, что и (X, Y ). В работах [3, 29, 30] показано, как та-
кие оценки могут быть использованы для определения набора значимых
факторов. Этот метод называется MDR-EFE (multifactor dimensionality
reduction - error function estimation). В работах [25, 29, 30] устанавлива-
ется асимптотическая нормальность введённых оценок, а в двух последних
статьях исследуется случай небинарной переменной отклика.

Мы сконцентрируемся на следующей задаче. Пусть вероятность P(Y=1)
мала (такая ситуация характерна для ряда заболеваний). Тогда в выборке
(X1, Y 1), . . . , (Xn, Y n) для недостаточно большого n будет мало наблюде-
ний с положительным значением переменной отклика (т.е. наблюдений с
Y i = 1) для того, чтобы сделать какие-нибудь статистически значимые
выводы. Далее мы обсудим несколько способов обойти эту сложность, а
именно, модификации некоторых предыдущих результатов, основанные на
использовании стратифицированных выборок, а также рассмотрим ситуа-
цию, в которой выборка состоит из случайного числа случайных наблюде-
ний.

В разделе 1.2 приводятся вспомогательные результаты о законе рас-
пределения наблюдений, имеющих одно и тоже значение переменной от-
клика. В разделе 1.3 приводится основной результат: критерий сильной
состоятельности статистик, оценивающих ошибку аппроксимации перемен-
ной отклика Y с помощью функции, зависящей от X1, . . . , Xd для случая
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стратифицированной выборки. Для построения данных статистик исполь-
зовалась процедура кросс-валидации. Помимо обсуждения установленно-
го результата, в данном разделе приводится пример приложения метода,
а также показано, как применить основной результат к отбору значимых
факторов. Раздел 1.4 посвящён новому стоимостному подходу к проведе-
нию экспериментов и обобщению XOR-модели (см. [98]). Метод MDR-EFE
для независимых одинаково распределённых наблюдений сравнивается с
модификацией метода для стратифицированных выборок. Результаты чис-
ленных экспериментов (раздел 1.5) показали, что даже для выборок малого
размера предложенная модификация имеет заметные преимущества.

1.2 Вспомогательные результаты
Пусть (X, Y ), (X1, Y 1), (X2, Y 2), . . . — последовательность независимых

одинаково распределённых случайных векторов, определённых на вероят-
ностном пространстве (Ω,F ,P). Для каждого элементарного исхода ω ∈ Ω
рассмотрим последовательность Y 1(ω), Y 2(ω), . . . и выберем все индексы
1 6 j1

−1(ω) < j2
−1(ω) < . . ., для которых Y jk−1(ω)(ω) = −1, k ∈ N. Ана-

логично все наблюдения Y i(ω) со значением 1 обозначим {Y jm1 (ω)(ω)}m∈N,
где 1 6 j1

1(ω) < j2
1(ω) < . . .. Напомним, что для испытаний Бернулли с

вероятностью успеха p случайная величина Ur,p, имеющая отрицательное
биномиальное распределение, вводится как число успехов, необходимое для
получения r неудач, где r ∈ N (в таком случае пишут Ur,p ∼ NB(r, p)). Та-
ким образом,

P(Ur,p = k) =

(
k + r − 1

k

)
pk(1− p)r, k = 0, 1, . . . .

Если мы рассмотрим события {Y i = 1} и {Y i = −1} как успехи и неудачи,
соответственно (с вероятностью успеха p = P(Y = 1)), то случайная вели-
чина jr−1 будет иметь такое же распределение как Ur,p + r. Следовательно,

P(jr−1 = m) =

{(
m−1
m−r
)
pm−r(1− p)r, m = r, r + 1, . . . ,

0, m = 1, . . . , r − 1.
(4)

При r = 1 мы рассматриваем только первую строку в (4), поскольку в
этом случае {1, . . . , r − 1} = ∅. Аналогично можно показать, что jr1 имеет
такое же распределение, что и Ur,1−p + r где Ur,1−p ∼ NB(r, 1 − p). Дру-
гими словами, jr1 и G1

p + . . . + Gr
p одинаково распределены, где G1

p, . . . , G
r
p

— независимые случайные величины, распределённые по геометрическому
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закону с параметром p (т.е. P(G1
p = k) = p(1 − p)k−1, k = 1, 2, . . .). Таким

образом, Ejr1 = r
p и jr1 <∞ п.н. для всех r ∈ N (аналогично Ejr−1 = r

1−p для
всех r ∈ N). Отметим также, что существуют различные определения для
отрицательного биномиального и геометрического распределения, поэтому
мы приводим точные формулы.

Положим Zk := Xjk1 для всех k ∈ N. Определим σ-алгебру B всех
подмножеств X. Важную роль играет следующий простой результат.

Лемма 1.1 Для всех m ∈ N случайные переменные Z1, . . . , Zm незави-
симы и распределены так же, как X при условии Y = 1 (будем писать
X|Y = 1), т.е. для всех B ∈ B и k = 1, . . . ,m

P(Zk ∈ B) = P(X ∈ B|Y = 1).

Доказательство. Сначала покажем, что для всех Bi ∈ B и i = 1, . . . ,m
выполняется тождество

P(Z1 ∈ B1, . . . , Z
m ∈ Bm) = P(Z1 ∈ B1) . . .P(Zm ∈ Bm). (5)

По формуле полной вероятности

P(Z1 ∈ B1, . . . , Z
m ∈ Bm) = P(Xj11 ∈ B1, . . . , X

jm1 ∈ Bm)

=
∑

(k1,...,km)∈Nm:
k1<···<km

P(Xj11 ∈ B1, . . . , X
jm1 ∈ Bm, j

1
1 = k1, . . . , j

m
1 = km).

Отметим, что для произвольных положительных k1 < k2 < · · · < km

{j1
1 = k1, . . . , j

m
1 = km} =

m⋂
i=1

{Y ki = 1} ∩
⋂
r∈Tm

{Y r = −1},

где Tm = Tm(k1, k2, . . . , km) := {1, . . . , km} \ {k1, . . . , km}. В силу независи-
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мости случайных векторов (X1, Y 1), (X2, Y 2), . . ., получаем

P(Z1 ∈ B1, . . . , Z
m ∈ Bm)

=
∑

(k1,...,km)∈Nm:
k1<···<km

P

(
{Xk1 ∈ B1, . . . , X

km ∈ Bm, Y
k1 = 1, . . . , Y km = 1}

∩

{ ⋂
r∈Tm

{Y r=−1}

})
=

∑
(k1,...,km)∈Nm:
k1<···<km

P(Xk1 ∈ B1, Y
k1 = 1) . . .P(Xkm ∈ Bm, Y

km = 1)

× P

( ⋂
r∈Tm

{Y r = −1}

)

=
∑

(k1,...,km)∈Nm:
k1<···<km

m∏
q=1

P(Xkq ∈ Bq, Y
kq = 1)

P(Y kq = 1)
P

(
m⋂
i=1

{Y ki = 1} ∩
⋂
r∈Tm

{Y r = −1}

)

=
m∏
q=1

P(X ∈ Bq|Y = 1)
∑

(k1,...,km)∈Nm:
k1<···<km

P(j1
1 = k1, . . . , j

m
1 = km)

=
m∏
q=1

P(X ∈ Bq|Y = 1).

Если положить B1 = · · · = Bk−1 = Bk+1 = · · · = Bm = X, то

P(Zk ∈ Bk) = P(X ∈ Bk|Y = 1), k = 1, . . . ,m.

Следовательно, случайные переменные Z1, . . . , Zm одинаково распределе-
ны и равенство (5) справедливо. �

Замечание 1.2 . Лемма 1.1 также выполняется для выборки (X, Y ),
(X1, Y 1), . . ., (Xn, Y n), когда X принимает значения в любом простран-
стве S, снабжённом σ-алгеброй B (случайный вектор X измерим от-
носитльно σ-алгебр F и B). Тем же способом можно показать, что
Xj1−1, Xj2−1, . . . независимы и распределены также как X|Y = −1.

1.3 Основной результат
Пусть (X1, Y 1), (X2, Y 2), . . . — последовательность из независимых век-

торов с тем же распределением, что и (X, Y ). Предположим, что имеется
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возможность сформировать выборку с заданным неслучайным числом на-
блюдений обеих групп (n1 и n−1 соответственно). Более точно, положим

ζ1
n1

:= {(Xj11 , 1), . . . , (Xj
n1
1 , 1)}, ζ−1

n−1
:= {(Xj1−1,−1), . . . , (Xj

n−1
−1 ,−1)},

случайные индексы jk1 и jk−1, k ∈ N определены в разделе 1.2. Пусть
n := n1 + n−1 — размер стратифицированной выборки ζn := ζ1

n1
∪ ζ−1

n−1
.

Тогда имеется не одна выборка ξn := {(X1, Y 1), . . . , (Xn, Y n)}, состоящая
из независимых одинаково распределённых случайных векторов с распре-
делением Law(X, Y ), а две подвыборки ζ1

n1
и ζ−1

n−1
, которые согласно лем-

ме 1.1 состоят из наблюдений, распределенных как X|Y = 1 и X|Y = −1,
соответственно. Отметим, что по выборке ζn нельзя построить частотные
оценки для P(Y = 1) или P(X ∈ B, Y = 1), где B ⊂ X. Далее мы будем
полагать, что n1 = max{[an], 1} и n−1 = n − n1, где параметр a ∈ (0, 1),
n ∈ N, а [·] означает целую часть вещественного числа. Пусть имеются
некоторые оценки P̂yn вероятностей P(Y = y) такие, что

P̂yn → P(Y = y) п.н., n→∞, y ∈ {−1, 1}. (6)

Например, такая оценка P̂yn может быть построена по наблюдениям

{(Xk, Y k), 1 6 k 6 max{jn11 , j
n−1
−1 }}.

В таком случае, построенные по этим наблюдениям частотные оценки ве-
роятностей P(Y = 1) или P(X ∈ B, Y = 1), где B ⊂ X, являются сильно
состоятельными, поскольку

max{jn11 , j
n−1
−1 } → ∞ п.н. при n→∞.

Достоинства и недостатки использования стратифицированных выборок
обсуждаются в разделе 1.4. Введём вектор оценок P̂n := (P̂−1

n , P̂1
n). На-

помним, что тривиальные случаи P(Y = −1) = 0 или P(Y = 1) = 0
исключаются из рассмотрения.

Пусть fPA(x, ζn, P̂n) является функцией, определяющей алгоритм пред-
сказания, т.е. функцией со значениями во множестве {−1, 1}, построен-
ной по значению x ∈ X, выборке ζn и P̂n. В действительности рассмат-
ривается семейство функций, где вместо ζn используются подвыборки, по-
этому мы будем писать fPA(x, ζn(S), P̂n) для ζn(S) := {(Xj, Y j), j ∈ S},
S ⊂ ({j1

1 , . . . , j
n1
1 } ∪ {j1

−1, . . . , j
n−1
−1 }). Для каждой f : X → {−1, 1} най-

дем оценку fPA, которая в некотором смысле близка к f , и будем ис-
пользовать fPA для оценивания Err(f). Для этих целей мы также при-
меняем процедуру кросс-валидации или, более точно, метод сэмплирова-
ния с усреднением. Вначале для некоторого фиксированного K ∈ N и всех
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y ∈ {−1, 1} рассматривается разбиение {j1
y , . . . , j

ny
y } на K подмножеств

Syk(ny, ω), k = 1, . . . , K, следующим образом:

Syk(ny, ω)

:=
{
jiy(ω) : i∈

{
(k−1)

[ny
K

]
+1, . . . , k

[ny
K

]
I{k < K}+nyI{k=K}

}}
. (7)

Теперь определим случайное множество

Sk(n) = Sk(n, ω) := S1
k(n1, ω) ∪ S2

k(n2, ω)

и введем оценку функционала ошибки

ÊrrK(fPA, ζn, P̂n)

:=
2

K

∑
y∈{−1,1}

K∑
k=1

∑
j∈Syk(ny)

ψ̂(y, ζn(Sk(n)), P̂n)I{f jPA(n, k) 6=y}P̂yn
]Syk(ny)

, (8)

где f jPA(n, k) := fPA(Xj, ζn(Sk(n)), P̂n) и ψ̂(y, ζn(Sk(n)), P̂n) — оценка ψ(y),
y ∈ {−1, 1}, построенная по наблюдениям ζn(Sk(n)) и P̂n, ] обозначает
мощность конечного множества и

Sk(n) = {j1
1 , . . . , j

n1
1 } ∪ {j1

−1, . . . , j
n−1
−1 } \ Sk(n).

Мы предполагаем, что для всех k = 1, . . . , n,

ψ̂(y, ζn(Sk(n)), P̂n)→ ψ(y) п.н., n→∞, y ∈ {−1, 1}. (9)

Введём L(x) := ψ(1)P(X = x, Y = 1) − ψ(−1)P(X = x, Y = −1), x ∈ X.
Следующий результат является аналогом теоремы 1 [3] для стратифици-
рованных выборок.

Теорема 1.3 Пусть ζn — выборка, описанная выше, ψ — штрафная функ-
ция, f : X→ {−1, 1} — произвольная функция и fPA определяет алгоритм
предсказания. Предположим, что (9) выполняется и существует непу-
стое множество U ⊂ X такое, что для всех x ∈ U и k = 1, . . . , K,
соотношение

fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n)→ f(x) п.н., n→∞, (10)

выполняется. Тогда для всех a ∈ (0, 1) (n1 = max{[an], 1}, n−1 = n− n1),

ÊrrK(fPA, ζn, P̂n)→ Err(f) п.н., n→∞, (11)
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тогда и только тогда, когда

K∑
k=1

∑
y∈{−1,1}

∑
x∈Xy

yI{fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n) = −y}L(x)→ 0 п.н., n→∞,

(12)
где

Xy = (X \ U) ∩ {x ∈ X : f(x) = y}, y ∈ {−1, 1}. (13)

Доказательство. Достаточно рассмотреть отношение

2

K

K∑
k=1

∑
y∈{−1,1}

ψ(y)
∑

j∈Syk(ny)

I{f jPA(n, k) 6= y}P(Y = y)

]Syk(ny)
→ Err(f) п.н., n→∞,

(14)

поскольку разность между ÊrrK(fPA, ζn, P̂n) и левой частью (14) стремится
к нулю п.н. при n→∞, а также в силу (6), (9) и неравенства

1

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

I{f jPA(n, k) 6= y} 6 1,

которое выполняется для каждого y ∈ {−1, 1}, любого k = 1, . . . , K и всех
n.

Теперь отметим, что в силу (1) соотношение (11) эквивалентно следу-
ющему:

2

K

K∑
k=1

∑
y∈{−1,1}

ψ(y)

 ∑
j∈Syk(ny)

I{f jPA(n, k) 6= y}P(Y = y)

]Syk(ny)
− P(f(X) 6= y, Y = y)


→ 0 п.н. n→∞.

Для каждого y ∈ {−1, 1} и произвольного m ∈ N, положим

X̃jmy := I{f(Xjmy ) 6= y} − P(f(Xjmy ) 6= y).

Тогда |X̃jmy | 6 2, EX̃jmy = 0 для таких y и m. Зафиксируем некоторое
y ∈ {−1, 1} и k ∈ {1, . . . , K}. Рассмотрим массив

A(y, k) := {X̃jmy , jmy ∈ S
y
k(ny), ny = ny(n)},

где n ∈ N. Усиленный закон больших чисел для массивов, сформулирован-
ный в теореме 2.1 [92], позволяет утверждать, что когда p = 2, ψ(x) = |x|5/2,
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x ∈ R, и k ∈ N (здесь мы сохраняем обозначения p, ψ и k, используемые в
работе [92] для других объектов), выполняется

1

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

I{f(Xj) 6= y} → P(f(Xj1y) 6= y) п.н., n→∞. (15)

Более точно, в [92] рассматривается случай, когда наблюдения представ-
лены в виде треугольных массивов. Подобные структуры изучаются во
множестве работ, например, [6]. Изучение A(y, k) может быть сведено к
рассмотрению последовательности треугольных массивов. Действительно,
в силу (7) вклад 1

]SyK(ny)

∑
j∈SyK(ny) I{f(Xj) 6= y} в асимптотическое пове-

дение последних слагаемых, входящих в SyK(ny), с индексами, большими
чем [ny/K]K, пренебрежимо мал. Следовательно, для каждого k, принад-
лежащего множеству {1, . . . , K}, мы получаем массив Ã(y, k) со строка-
ми, содержащими r1, r2, . . . элементов ((ri)i∈N зависит от (ny(n))n∈N), где
r1 6 r2 6 . . . (Ã(y, k) = A(y, k) для k = 1, . . . , K − 1). Кроме того,
если rm = . . . = rq, то q − m 6 I, где I = [Ka]. Теперь можем рас-
сматривать отдельно каждый из I массивов (беря по одной строке из I
строк одинаковой длины) со строго увеличивающимся числом элементов
в строке. Тогда, если необходимо, введём вспомогательные строки с эле-
ментами P(f(Xj1y) 6= y), чтобы получить треугольный массив и приме-
нить усиленный закон больших чисел из [92]. Лемма 1.1 показывает, что
P(f(Xj1y) 6= y) = P(f(X) 6= y|Y = y). Следовательно,

2

K

K∑
k=1

∑
y∈{−1,1}

ψ(y)
∑

j∈Syk(ny)

I{f(Xj) 6= y}P(Y = y)

]Syk(ny)
→ Err(f) п.н., n→∞.

Таким образом, соотношение (14) выполняется тогда и только тогда, когда
K∑
k=1

∑
y∈{−1,1}

ψ(y)
1

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

Zj
n,k(y)→ 0 п.н., n→∞,

где для y ∈ {−1, 1} и

Zj
n,k(y) = (I{fPA(Xj, ζn(Sk(n)), P̂n) 6= y} − I{f(Xj) 6= y})P(Y = y).

Положим Fn,k(x, y) := I{fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n) 6= y} − I{f(x) 6= y}. Для
каждого y ∈ {−1, 1}, n ∈ N и k = 1, . . . , K введём случайные переменные

Qn,k,y =
1

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

Fn,k(X
j, y).
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Тогда (14) эквивалентно соотношению
K∑
k=1

∑
y∈{−1,1}

ψ(y)P(Y = y)Qn,k,y → 0 п.н., n→∞.

Заметим, что Qn,k,y = Q
(1)
n,k,y +Q

(2)
n,k,y, где

Q
(1)
n,k,y =

1

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

I{Xj ∈ U}Fn,k(Xj, y),

Q
(2)
n,k,y =

1

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

I{Xj /∈ U}Fn,k(Xj, y).

Имеем

|Q(1)
n,k,y| 6

∑
x∈U

1

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

|I{fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n) 6= y} − I{f(x) 6= y}|.

Условие (10) влечёт выполнение соотношения
K∑
k=1

∑
y∈{−1,1}

ψ(y)P(Y = y)Q
(1)
n,k,y → 0 п.н., n→∞.

Если U = X, то Q(2)
n,k,y = 0 для всех n, k, y и (14) выполняется. Пусть U 6= X.

Тогда

Vn,k :=
∑

y∈{−1,1}

ψ(y)P(Y = y)Q
(2)
n,k,y =

∑
x∈X−1∪X1

∑
y∈{−1,1}

Gn,k,y(x),

где n ∈ N, k = 1, . . . , K, множества Xy вводились в (13) и

Gn,k,y(x) :=
ψ(y)P(Y =y)

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

I{Xj =x}
(
I{fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n) 6= y}

− I{f(x) 6= y}
)
.

Пусть Ry
j (x) := I{Xj = x}ψ(y)P(Y = y), y ∈ {−1, 1}, j ∈ N. Имеют место

следующие равенства:∑
x∈X1

∑
y∈{−1,1}

Gn,k,y(x)

=
∑
x∈X1

I{fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n)=−1}
∑

y∈{−1,1}

y

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

Ry
j (x),
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∑
x∈X−1

∑
y∈{−1,1}

Gn,k,y(x)

=−
∑
x∈X−1

I{fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n)=1}
∑

y∈{−1,1}

y

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

Ry
j (x).

Аналогично выводу (15) может быть показано, что для всех y ∈ {−1, 1},
k = 1, . . . , K и x ∈ X, соотношение

1

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

Ry
j (x)→ J(x, y) п.н., n→∞,

выполняется. Здесь J(x, y) := ψ(y)P(X = x, Y = y).
Отсюда для всех ε > 0, x ∈ X, y ∈ {−1, 1} и почти всех ω ∈ Ω,

существует n1(ω, ε, k, y) такое, что∣∣∣∣∣∣ 1

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

(
Ry
j (x)− J(x, y)

)∣∣∣∣∣∣ < ε (16)

для n > n1(ω, ε, k, y). Заметим, что L(x) =
∑

y∈{−1,1}
yJ(x, y). Таким образом,

Vn,k =
∑
x∈X1

I{fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n) = −1}L(x)

+
∑
x∈X1

I{fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n) = −1}
∑

y∈{−1,1}

1

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

y(Ry
j (x)−J(x, y))

−
∑
x∈X−1

I{fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n) = 1}L(x)

−
∑
x∈X−1

I{fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n) = 1}
∑

y∈{−1,1}

1

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

y(Ry
j (x)−J(x, y)).
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Учитывая (16), для произвольного ε > 0 мы получаем неравенство∣∣∣∣∣
K∑
k=1

(∑
x∈X1

I{fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n)=−1}

×
∑

y∈{−1,1}

1

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

y(Ry
j (x)−J(x, y))

−
∑
x∈X−1

I{fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n)=1}

×
∑

y∈{−1,1}

1

]Syk(ny)

∑
j∈Syk(ny)

y(Ry
j (x)−J(x, y))

)∣∣∣∣∣ < 2Kε]X,

когда n > n1(ω, ε) := max
k=1,...,K,y∈{−1,1}

n1(ω, ε, k, y). Таким образом,
K∑
k=1

Vn,k→0

п.н. при n→∞ тогда и только тогда, когда условие (12) выполняется. �

Замечание 1.4 Теорема 1.3 показывает, какие именно условия следует
проверять вне «хорошего» множества U (где fPA приближает f пото-
чечно), чтобы гарантировать выполнение (11). Чтобы пояснить условие
(12), мы перепишем его (ср. с еоремой 1 [29]) следующим образом:

K∑
k=1

∑
y∈{−1,1}

∑
x∈Xy

yI{fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n) 6= f(x)}L(x)→ 0 п.н., n→∞.

Отметим также, что условие (12) совпадает с соответствующим усло-
вием для случая выборки, состоящей из независимых одинаково распреде-
лённых случайный величин. (ср. с теоремой 1 [3]).

Замечание 1.5 Согласно Следствию 1 [3], выбор множества

U =

{
x ∈M : P(Y = 1|X = x) 6= ψ(−1)

ψ(−1) + ψ(1)

}
, (17)

гдеM определено в (2), влечёт выполнение (12), а значит задача состоит
в том, чтобы показать, что (10) выполняется на этом U для рассмат-
риваемого f и подходящего fPA.

Замечание 1.6 Существует множество различных способов получить
сильно состоятельные оценки для P̂yn, y ∈ {−1, 1}. Первый способ заклю-
чается в том, чтобы оценить P(Y = y), y ∈ {−1, 1}, с помощью другой
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выборки. В этом случае необходимо, чтобы наблюдения выборок подчиня-
лись одному и тому же закону распределения. Второй подход подразуме-
вает построение оценок P(Y = y) одновременно с формированием выборки
ζn. Более точно, P̂yn является частотной оценкой P(Y = y), построенной
по случайному числу наблюдений Y 1, Y 2, . . . , Y ñ, где ñ = max{jn11 , j

n−1
−1 }.

Такая оценка является сильно состоятельной, поскольку n→∞ и ñ > n
п.н. В разделе 1.1 упоминалось, что выбор ψ, приведённый в (3), явля-
ется естественным. Более того, для такой функции ψ мы можем упро-
стить выражение (8), а именно, в данном случае оно не будет содер-
жать ψ̂(y, ζn(Sk(n)), P̂n) и P̂yn.

Оценки P(X ∈ B, Y = y), где B ⊂ X и y ∈ {−1, 1} нужны в том случае,
когда ψ(y) зависит от совместного распределения X и Y . Для оценивания
такой функции выборка ζn не подойдёт, однако формула Байеса поможет
построить желаемые оценки. Такой подход в задаче классификации при-
менялся в работе [78].

Пример. Мы показали, что как с помощью стратифицированной вы-
борки ζn и оптимальной функции f ∗ можно построить fPA, чтобы получить
результат, описанный в теореме 1.3.

Теорема Байеса утверждает, что для B ⊂ X

P(Y = 1|X ∈ B)

=
P(X ∈ B|Y = 1)P(Y = 1)

P(X ∈ B|Y = 1)P(Y = 1) + P(X ∈ B|Y = −1)P(Y = −1)
.

Следовательно, оценки для P(Y = 1|X ∈ B) можно построить с помощью
ζn и P̂n. Принцип подстановки (plug-in) объясняет, как получить подходя-
щую аппроксимацию fPA для оптимальной функции f ∗. Согласно этому
принципу нужно построить оценки P(Y = 1|X = x) и ψ(−1)

ψ(−1)+ψ(1) . Тогда
остаётся подставить их в определение A, введённое в (2).

Для y ∈ {−1, 1}, k = 1, . . . , K иN ∈ N, положимW y
k (ny) := ∪m 6=kSym(ny)

и предположим, что (9) выполняется. Рассмотрим следующие оценки для
P(Y = 1|X = x) и ψ(−1)

ψ(−1)+ψ(1) , соответственно

g(x, ζn(Sk(n)), P̂n) :=
P̂1
NI1(x, ζn(Sk(n)), P̂n)

P̂−1
n I−1(x, ζn(Sk(n)), P̂n) + P̂1

NI1(x, ζn(Sk(n)), P̂n)
,

h(ζn(Sk(n)), P̂n) :=
ψ̂(−1, ζn(Sk(n)), P̂n)

ψ̂(−1, ζn(Sk(n)), P̂n) + ψ̂(1, ζn(Sk(n)), P̂n)
(18)
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где

Iy(x, ζn(Sk(n)), P̂n) :=
1

]W y
k (ny)

∑
j∈W y

k (ny)

I(Xj = x), y ∈ {−1, 1}, x ∈ X.

Как обычно, полагаем 0/0 := 0. Определим

An = {x ∈ X : g(x, ζn(Sk(n)), P̂n) > h(ζn(Sk(n)), P̂n)}

и
fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n) := I{An}(x)− I{An}(x). (19)

Аналогично доказательству (15) можно установить, что для y ∈ {−1, 1} и
x ∈ X

Iy(x, ζn(Sk(n)), P̂n)→ P(X = x|Y = y) п.н., n→∞.
Используя (6) и (9), приходим к следующим соотношениям:

g(x, ζn(Sk(n)), P̂n)→ P(Y = 1|X = x) п.н., n→∞,

h(ζn(Sk(n)), P̂n)→
ψ(−1)

ψ(−1) + ψ(1)
п.н., n→∞.

Для всех x ∈ A имеем P(Y = 1|X = x) > ψ(−1)
ψ(−1)+ψ(1) . Следовательно, для

любых ε > 0 таких, что

P(Y = 1|X = x)− ε > ψ(−1)

ψ(−1) + ψ(1)
+ ε,

почти всех ω ∈ Ω и всех x ∈ A существуют n2(ω) и n3(ω) такие, что

g(x, ζn(Sk(n)), P̂n) > P(Y = 1|X = x)− ε

при n > n2(ω) и

h(ζn(Sk(n)), P̂n) <
ψ(−1)

ψ(−1) + ψ(1)
+ ε

для n > n3(ω). Таким образом, для почти всех ω ∈ Ω, любых x ∈ A и
n>max{n2(ω), n3(ω)} равенства f(x) = 1 и fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n) = 1 верны.
Похожим образом, для

x ∈ U ∩ A =

{
x ∈M : P(Y = 1|X = x) <

ψ(−1)

ψ(−1) + ψ(1)

}
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можно показать, что для почти всех ω ∈ Ω существует такое n4(ω) ∈ N, что
для n > n4(ω), равенства f(x) = −1 и fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂N) = −1 справед-
ливы. Значит, условие (10) выполняется для U , определенного формулой
(17). Следовательно, оценка Err(f ∗), фигурировавшая в теореме 1.3 силь-
но состоятельна, если fPA(x, ζn(Sk(n)), P̂n) определяется формулой (19).
Желаемый алгоритм fPA построен. �

Если ψ вводится формулой (3), то U и A имеют следующий вид:

U = {x ∈M : P(Y = 1|X = x) 6= P(Y = 1)} ,
A = {x ∈M : P(Y = 1|X = x) > P(Y = 1)}.

Следовательно, вместо (18) мы можем положить h(ζn(Sk(n)), P̂n) := P̂1
n и

упростить наш пример
Теперь рассмотрим ситуацию, когда переменная отклика Y зависит

только от части факторов. Пусть {k1, . . . , kr} ⊂ {1, . . . , d}, где r < d. Будем
говорить (ср. [21], глава 2), что факторы Xk1, . . . , Xkr являются значимы-
ми (или набор индексов k1, . . . , kr является значимым), если для каждого
x = (x1, . . . , xd) ∈M

P(Y = 1|X1 = x1, . . . , Xd = xd) = P(Y = 1|Xk1 = xk1, . . . , Xkr = xkr). (20)

Для произвольного набора индексов {m1, . . . ,mr} ⊂ {1, . . . , n} поло-
жим

fm1,...,mr(x)

=

{
1, если P(Y = 1|Xm1

= xm1
, . . . , Xmr

= xmr
) > ψ(−1)

ψ(−1)+ψ(1) , x ∈M,

−1, иначе.

Если {k1, . . . , kr} является значимым набором, то оптимальная функци-
ей f ∗ будет являться fk1,...,kr . Следовательно, для любого значимого набора
{k1, . . . , kr} ⊂ {1, . . . , d} и произвольного {m1, . . . ,mr} ⊂ {1, . . . , d}

Err(fk1,...,kr) 6 Err(fm1,...,mr).

Для любого подмножества {m1, . . . ,mr} ⊂ {1, . . . , n}, каждого x ∈ X и
произвольной функции ψ, рассмотрим алгоритм предсказания fm1,...,mr

PA та-
кой, что

fm1,...,mr

PA (x, ζn(Sk(n)), P̂n)

=

{
1, если gm1,...,mr(x, ζn(Sk(n)), P̂n) > h(ζn(Sk(n)), P̂n),

−1, иначе,
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где k = 1, . . . , K, h определяется формулой (18) и

gm1,...,mr(x, ζn(Sk(n)), P̂n)

=
P̂1
NI

m1,...,mr

1 (x, ζn(Sk(n)), P̂n)

P̂−1
N Im1,...,mr

−1 (x, ζn(Sk(n)), P̂n)+P̂1
NI

m1,...,mr

1 (x, ζn(Sk(n)), P̂n)
.

Здесь для y ∈ {−1, 1} и x ∈ X,

Im1,...,mr
y (x, ζn(Sk(n)), P̂n) =

1

]W y
k (ny)

∑
j∈W y

k (ny)

I(Xj
m1

= xm1
, . . . , Xj

mr
= xmr

).

Положим

U :=

{
x ∈Mm1,...,mr

: P(Y = 1|Xm1
= xm1

, . . . , Xmr
= xmr

) 6= ψ(−1)

ψ(−1) + ψ(1)

}
,

где Mm1,...,mr
= {x ∈ X : P(Xm1

= xm1
, . . . , Xmr

= xmr
) > 0}. Аналогично

[3], можно показать, что для значимого набора {k1, . . . , kr} ⊂ {1, . . . , d},
произвольного набора {m1, . . . ,mr} ⊂ {1, . . . , d}, любого ε > 0 и почти
всех ω ∈ Ω,

ÊrrK(fk1,...,krPA , ζn, P̂n) 6 ÊrrK(fm1,...,mr

PA , ζn, P̂n) + ε п.н.,

если n достаточно велико. Таким образом, естественно выбрать в качестве
значимых факторов такой набор Xk1, . . . , Xkr , на котором достигается ми-
нимум ошибки предсказания ÊrrK(fk1,...,krPA , ζn, P̂n).

1.4 Cтоимостной подход к проведению экспериментов
и XOR-модель

В данном разделе мы сравним два подхода к применению MDR-EFE ме-
тода для различных схем проведения экспериментов. Первый подход опи-
сан в работе [3] и заключается в использовании неслучайного числа незави-
симых одинаково распределённых случайных наблюдений. Второй подход
был описан в предыдущем разделе данной диссертации и основан на ис-
пользовании стратифицированных выборок. Более точно, стратификация
означает разделение наблюдений на основе значения исследуемой перемен-
ной отклика. Мы будем обозначать эти подходы iMDR-EFE и sMDR-EFE,
соответственно. Может показаться, что главным недостатком рассматрива-
емого в разделе 1.3 подхода является слишком большое количество незави-
симых наблюдений, необходимое для формирования стратифицированной
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выборки из N элементов с фиксированным отношением размеров групп,
когда вероятность P(Y = 1) очень мала.

Кроме того, по построению метода мы пропускаем большое количество
наблюдений Y i = −1. Однако стоит отметить, что на стадии формирова-
ния выборки не требуется никакой информации о значениях предикторов
X i, поэтому для пропущенных наблюдений Y i не нужно измерять X i. Это
существенно в ситуации, когда измерение Y дешевле, чем измерениеX (по-
скольку X состоит из множества компонент X1, . . . , Xn). Таким образом,
сравнение iMDR-EFE и sMDR-EFE методов не представляет интереса для
выборок равного размера и должно учитывать наблюдения, пропущенные
при формировании выборки для sMDR-EFE.

Мы предлагаем сравнивать два метода в смысле общей стоимости экс-
перимента. Предположим, что имеется фиксированная сумма денег C
(C ∈ N), выделенная на проведение исследования. Пусть каждое наблюде-
ние (X i, Y i) стоит 1 и пусть отношение стоимости измерения Y к стоимости
измерения X равно w ∈ R+. Мы рассмотрим максимальные размеры выбо-
рок sind(C,w) и sstr(C,w), которые доступны для использования методов
iMDR-EFE и sMDR-EFE, соответственно. Пусть Cind(n,w) — общая стои-
мость выборки размера n, состоящей из независимых наблюдений. Пусть
Cstr(n,w) — общая стоимость стратифицированной выборки размера n.
Тогда

sind(C,w) = max{n ∈ N : Cind(n,w) 6 C},
sstr(C,w) = max{n ∈ N : Cstr(n,w) 6 C}.

Очевидно, Cind(n,w) = n и, следовательно, sind(C,w) = C. Отметим, что
это число неслучайно и известно ещё до проведения эксперимента.

Напомним, что согласно замечанию 1.6, ñ = ñ(n, a, ω) = max{jn−1−1 , j
n1
1 }.

Значит,

Cstr(n,w, ω) =
1

w + 1
n+

w

w + 1
ñ(n, a, ω),

потому что мы должны измерить X в n наблюдениях (которые включают-
ся в выборку) и измерить Y в ñ наблюдениях. Таким образом, Cstr(n,w)
является случайной переменной, значение которой неизвестно перед про-
ведением эксперимента. В общем случае sstr(C,w) также является случай-
ной переменной, однако мы можем выбрать такое n, что Cstr(n,w) не пре-
взойдёт C с вероятностью не менее 1 − α, α ∈ (0, 1). Предполагается, что
в случае, когда стоимость эксперимента превышает C с заданной малой
вероятностью, то дополнительные расходы могут быть покрыты за счёт
некоторого резервного фонда. Теперь найдём такое s′str(C,w, α), что

s′str(C,w, α) = max {n ∈ N : P(Cstr(n,w) 6 C) > 1− α} .
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Очевидно, что ñ(n, a, ω) > n для всех ω ∈ Ω. Следовательно для всех n ∈ N
и ω ∈ Ω

Cstr(n,w, ω) = n+
w

w + 1
(ñ(n, a, ω)− n) > n.

Следовательно, для всех n > C,

P(Cstr(n,w) 6 C) 6 P(Cstr(n,w) < n) = 0.

Таким образом, для произвольного C ∈ N, заданных α ∈ (0, 1) и w > 0,
мы получаем, что

s′str(C,w, α) = max {n ∈ {1, 2, . . . , C} : P(Cstr(n,w) 6 C) > 1− α} . (21)

Стоит отметить, что s′str(C,w, α) является неслучайной величиной, завися-
щей от параметров и распределения ñ. Сформулируем следующий резуль-
тат:

Лемма 1.7 Для всех m ∈ {0, 1, 2 . . . }

P(ñ = m) =

{
0, если m < n,

P(η−1 = m− n−1) + P(η1 = m− n1) иначе,
(22)

где η−1 ∼ NB(n−1,P(Y = 1)), η1 ∼ NB(n1,P(Y = −1)).

Доказательство. P(ñ = m) = 0 для всех m ∈ {0, 1, 2, . . . , n − 1}, по-
скольку ñ(n, a, ω) ≥ n для всех ω ∈ Ω. Если m ∈ {n, n+ 1, . . . }, то

P(ñ = m) = P
(
max{jn−1−1 , j

n1
1 } = m

)
= P

(
j
n−1
−1 = m, jn11 < m

)
+ P

(
j
n−1
−1 < m, jn11 = m

)
+ P

(
j
n−1
−1 = m, jn11 = m

)
.

Пусть S̃y(k) = ]{i ∈ {1, . . . , k} : Y i = y}. Заметим, что для всех k ∈
N S̃y(k) + S̃−y(k) = k. Таким образом, для всех m ∈ {n, n + 1, . . . } и
y ∈ {−1, 1},{

jnyy = m
}

=
{
S̃y(m) = ny

}
∩
{
S̃y(m− 1) = ny − 1

}
⊂
{
S̃y(m− 1) = ny − 1

}
=
{
S̃−y(m− 1) = m− ny

}
⊂
{
S̃−y(m− 1) > n−y

}
⊂
{
j
n−y
−y < m

}
.
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Кроме того, jn−1−1 (ω) 6= jn11 (ω) для всех ω ∈ Ω. Значит,

P(ñ = m) = P(j
n−1
−1 = m) + P(jn11 = m).

В разделе 1.2 было показано, что jnyy имеет такое же распределение, как и
ny + ηy. Таким образом, (22) выполнено. �

Замечание 1.8 Лемма 1.7 показывает, что ñ зависит от известных
параметров n−1, n1 и, в общем случае, неизвестной вероятности P(Y=1).
Однако, если вероятность P(Y = 1) известна или мы имеем оценки,
построенные по выборке ξñ или другой выборке (см. замечание 1.6), то
s′str(C,w, α) может быть вычислено или оценено.

С помощью леммы 1.7 мы можем переписать P (Cstr(n,w) 6 C) следу-
ющим образом:

P (Cstr(n,w) 6 C) = P

(
ñ(n, a, ω) 6

w + 1

w
C − n

w

)
= P

(
n1 6 η−1 6

w + 1

w
C − n

w
− n−1

)
+ P

(
n−1 6 η1 6

w + 1

w
C − n

w
− n1

)
, (23)

где η−1 и η1 определены выше. Таким образом, для некоторого n вероят-
ность P (Cstr(n,w) 6 C) может быть вычислена или оценена (см. замеча-
ние 1.8). Кроме того,

P (Cstr(n,w) 6 C) > P (Cstr(n+ 1, ω) 6 C) (24)

для всех n ∈ N поскольку для каждого ω ∈ Ω,

1

w + 1
n+

w

w + 1
ñ(n, a, ω) 6

1

w + 1
(n+ 1) +

w

w + 1
ñ(n+ 1, a, ω).

На использовании формул (23) и (24) основан следующий алгоритм. Если
вероятность p := P(Y = 1) известна, то мы вычисляем P (Cstr(n,w) 6 C)
по формуле (23) для n ∈ N и C ∈ N и определяем максимальное значение n
из множества {1, . . . , C} такое, что (21) выполняется. Так мы определим
s′str(C,w, α). Если значение p неизвестно, но может быть оценено с помо-
щью оценки p̂n′ такой, что p̂n′ → p почти наверное при n′ →∞ (например,
это может быть оценка, построенная на основе другой выборки), то для
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всех фиксированных C, n и w мы можем оценить P (Cstr(n,w) 6 C) с по-
мощью равенства

νn′(n,w,C)

=
∑

n16m6L1

(
n1+m−1

m

)
(1− p̂n′)n−1p̂mn′+

∑
n−16m6L−1

(
n−1+m−1

m

)
p̂n1n′ (1− p̂n′)

m,

где Ly := w+1
w C − n

w − n−y, y ∈ {−1, 1}. Действительно, νn′(n,w,C) стре-
мится к правой части выражения (23) почти наверное при n′ → ∞. Тогда
можно ввести

ŝ′str,n′(C,w, α) := max {n ∈ {1, 2, . . . , C} : νn′(n,w,C) > 1− α}

и применить подход, предложенный для случая, когда p известно.
Чтобы сравнить iMDR-EFE и sMDR-EFE мы обратились к известной

XOR-модели (см., например, [98]). Эта модель используется в генетике для
объяснения эффекта эпистазиса без главного эффекта. Пусть X = {0, 1, 2}n
(0, 1, 2 соответствует числу минорных аллелей в конкретном гене). Предпо-
ложим, что компоненты случайного вектора X = (X1, . . . , Xn) независимы
и для каждого i ∈ {1, . . . , n} существует такое pi ∈ (0, 0.5], что

P(Xi = 0) = (1− pi)2, P(Xi = 1) = 2pi(1− pi), P(Xi = 2) = p2
i . (25)

Такая ситуация типична для полногеномного поиска ассоциаций (GWAS),
где каждый Xi соответствует одиночному нуклеотидному полиморфизму
(SNP) и pi есть частота появления минорной аллели (MAF). Предположим,
что Xk1, . . . , Xkr , где {k1, . . . , kr} ⊂ {1, . . . , d} — набор значимых факторов,
описывающих бинарную переменную отклика Y .

В наших численных экспериментах мы используем XOR-модель зави-
симости между предикторами и переменной отклика. Эта модель является
обобщением XOR-модели, описанной в [98] для случая двух значимых фак-
торов. Для каждого x = (x1, . . . , xd) ∈ X пусть

P(Y = 1|X = x) =

{
γ, если (xk1 + . . .+ xkr) mod 2 = 1,

0 иначе,
(26)

где γ ∈ (0, 1) и pk1 = · · · = pkr = 0.5. Таким образом, (Xk1, . . . , Xkr) являет-
ся набором значимых факторов согласно (20). XOR-модель представляет
интерес в силу своего свойства, описанного в лемме 1.9 ниже.

Для s := {s1, . . . , sq} ⊂ {1, . . . , d} положим Xs := (Xs1, . . . , Xsq). Будем
писать, что Xs = xs, где xs = (xs1, . . . , xsq) ∈ {0, 1, 2}q, если Xsi = xsi для
всех i = 1, . . . , q.
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Лемма 1.9 Пусть X, X, Y и k определены выше, зависимость между X
и Y описана формулой (26). Тогда для любого набора

m = {m1, . . . ,ml} ⊂ {1, . . . , d}

переменная отклика Y является зависимой с Xm тогда и только тогда,
когда k ⊂ m.

Доказательство. Формула (26) показывает, что Y иXm зависимы, если
k ⊂ m. Пусть теперь m = u ∪ v, где u ( k и v ( {1, . . . , d} \ k. Введём
t := ]u. Поскольку P(Xm = xm) 6= 0 для всех xm ∈ {0, 1, 2}l, остаётся
установить, что

P(Y = 1|Xm = xm) = P(Y = 1). (27)

Очевидно, что

P(Y = 1|Xm = xm)

=
∑

xk\u∈{0,1,2}r−t
P(Y = 1|Xu = xu, Xk\u = xk\u, Xv = xv)P(Xk\u = xk\u)

= γ
∑

xk\u∈{0,1,2}r−t
I


∑
i∈k\u

xi +
∑
i∈u

xi

 mod 2 = 1

P(Xk\u = xk\u)

= γP

∑
i∈k\u

Xi mod 2 6=
∑
i∈u

xi mod 2

 . (28)

В силу (25) закон распределения (X1, . . . , Xd) совпадает с законом для
(X ′1, . . . , X

′
d), где X

′
i =

∑2
j=1B

j
i и B1

1 , B
2
1 , . . . , B

1
d, B

2
d являются независи-

мыми бернулиевскими случайными величинами с вероятностью успеха
P(Bk

i =1) =pi, k = 1, 2, i=1, . . . , d. Значит,

Law

(∑
i∈s

Xi

)
=Law

(∑
i∈s

(B1
i +B2

i )

)

для всех s⊂{1, . . . , n}. Таким образом, для s := {s1, . . . , sq} ⊂ k (q 6 r),
имеем

P

(∑
i∈s

Xi mod 2 = 0

)
= P

(
2q∑
i=1

B̃i mod 2 = 0

)
=

q∑
j=0

C2j
2q2
−2q =

1

2
,
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где B̃1, . . . , B̃2r — независимые бернулиевские случайные величины с веро-
ятностью успеха 0.5. Следовательно,

P

(∑
i∈s

Xi mod 2 = 1

)
=

1

2
.

Учитывая (28), получаем, что P(Y = 1|Xm = xm) = γ
2 для любого

xm ∈ {0, 1, 2}l. Остаётся доказать, что

P(Y = 1) =
∑
x∈X

P(Y = 1|X = x)P(X = x)

=
∑

xk∈{0,1,2}r
P(Y = 1|Xk = xk)P(Xk = xk) = γP

∑
i∈k

Xi mod 2 = 1

 =
γ

2
.

Таким образом, (27) выполняется. �

Замечание 1.10 Лемма 1.9 показывает, что только весь набор значи-
мых факторов Xk1, . . . , Xkr является зависимым с переменной отклика
Y в XOR-модели, при этом Y не зависит от любого его поднабора.

Чтобы завершить этот раздел, обсудим некоторые асимптотические свой-
ства случайной выборки при C → ∞. Для заданного C iMDR-EFE метод
включает C наблюдений, в то время как sMDR-EFE (при том же количе-
стве денег C) приводит к n наблюдениям и

1

w + 1
n+

w

w + 1
max{jn−([an]∨1)

−1 , j
[an]∨1
1 } 6 C, (29)

где a ∈ (0, 1). Понятно, что (29) влечёт n 6 C. Рассмотрим ситуацию, когда
n = λC для некоторого λ ∈ (0, 1) такого, что с вероятностью близкой к 1
неравенство (29) выполнено.

Лемма 1.11 Для произвольных (фиксированных) a ∈ (0, 1) и w неравен-
ство (29) выполняется с вероятностью, стремящейся к 1 при C → ∞
тогда и только когда, когда

λ < λ0 := (1 + w)

(
1 + wmax

{
a

p
,
1− a
1− p

})−1

. (30)
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Доказательство. Мы можем переписать (29) следующим образом:

max{j[λC]−[a[λC]]
−1 , j

[a[λC]]
1 } 6 C(w + 1)− [λC]

w
.

Заметим, что

P

(
j

[a[λC]]
1 6

C(w + 1)− [λC]

w

)
= P

(
j

[a[λC]]
1 − [a[λC]]

p

σ
√

[a[λC]]
6

1

σ
√

[a[λC]]

(
C(w + 1)− [λC]

w
− [a[λC]]

p

))
,

где σ2 := 1−p
p2 (дисперсия случайной переменной, имеющей геометрическое

распределение с параметром p). Центральная предельная теорема для неза-
висимых одинаково распределённых случайных величин, имеющих конеч-
ную дисперсию, влечёт неравенство j[a[λC]]

1 6 C(w+1)−[λC]
w , которое выполня-

ется с вероятностью, стремящейся к 1 при C → ∞ тогда и только тогда,
когда (w + 1− λ)/w − aλ/p > 0, поэтому

λ < (1 + w)

(
1 +

aw

p

)−1

. (31)

Аналогично получаем, что

P

(
j

[λC]−[a[λC]]
−1 6

C(w + 1)− [λC]

w

)
→ 1, C →∞,

тогда и только тогда, когда

λ < (1 + w)

(
1 +

(1− a)w

1− p

)−1

. (32)

Таким образом, утверждение леммы 1.1 выполнено тогда и только тогда,
когда (31) и (32) выполнены одновременно, т.е. когда выполнено (30). �

Лемма 1.11 обеспечивает оптимальную границу для λ0.

1.5 Результаты численных экспериментов
Рассмотрим различные значения C и параметра γ XOR-модели. Отме-

тим, что теперь P(Y = 1) = γ
2 , т.е. p = γ

2 . Мы использовали два уров-
ня значений параметра w. Значение w = 0 соответствует случаю, когда
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измерения переменной отклика бесплатны. Эти эксперименты могут рас-
сматриваться как предельный случай ситуации, когда стоимость измере-
ния Y низка по сравнению со стоимостью измерения X. Согласно [94] при-
менение MDR метода оправданно для сбалансированных выборок, напри-
мер, с одинаковым количеством больных и здоровых пациентов. Поэтому
мы рассматриваем стратифицированные выборки со значением парамет-
ра a = 0.5 и только если n удовлетворяет условию из (21). Для каждой
комбинации параметров мы генерируем D независимых выборок для при-
менения iMDR-EFE и sMDR-EFE, чтобы оценить их качество с помощью
метода Монте Карло.

Значения параметров наших экспериментов приводятся в Таблице 1.
Для значимых факторов Xk1, . . . , Xkr мы полагаем pki = 0.5, i = 1, . . . , r
(согласно XOR-модели), а для остальных (незначимых) факторов Xi со-
ответствующие значения pi генерируются из равномерного распределения
U(0.05, 0.5) для получения каждой из выборок. Для каждой выборки pi ге-
нерируются независимо. Такая схема генерации pi была предложена в [36].
Интервал (0.05, 0.5) для равномерного закона был взят, поскольку такие pi
соответствуют значениям MAF.

Для генерации Y при условии X мы использовали бернулиевские слу-
чайные величины с вероятностью успеха 0, если Xk1 + · · ·+Xkr mod 2 = 0,
и вероятностью γ, если Xk1 + · · ·+Xkr mod 2 = 1.

Выбирая w = 0.1, мы предполагаем, что p известно, чтобы использо-
вать детерминированное значение s′str(C,w, α), введённое в (21). Для w = 0
размер выборки s′str(C, 0, α) равен C, как и в случае независимых наблю-
дений. Поэтому это значение неслучайно и фиксировано до проведения
эксперимента, и мы оцениваем P(Y = 1) с помощью Y 1, . . . , Y C̃ . Здесь
C̃ = C̃(C, a, ω) = max{jC−1−1 , j

C1
1 }, C1 = [aC] и C−1 = C − [aC]. Чтобы срав-

нить качество методов, мы используем метрику TMR (true model rate),
которая определяется как

TMR :=
1

D

D∑
d=1

Td,

где

Td =

{
1, если для d-й выборки все факторы правильно обнаружены,
0, иначе.

Далее фраза «применение iMDR-EFE (sMDR-EFE) к выборке» означа-
ет, что мы выбрали такой набор из r факторов, который имеет наименьшее
значение ÊrrK .
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Параметр Значение

ψ(y) (P(Y = y))−1

D 100
n 100
K 5
r 3

(k1, . . . , kr) (2,3,5)
a 0.5

C 5 значений: {100, 200, 300, 400, 500}
w 2 значения: {0, 0.1}
γ 3 значения: {0.05, 0.1, 0.2}
α 0.05

Таблица 1: Параметры экспериментов

Процедура генерации данных может быть описана следующим образом:

Шаг 1. Фиксируем некоторые значения γ и C из таблицы 1, другие
параметры кроме w также фиксированы.

Шаг 2. Вычислим s′str(C,w, α), где w = 0.1 и α = 0.5, предполагая,
что p = P(Y = 1) известно (и равно γ/2).

Шаг 3. Далее D раз

1. генерируем независимые pi ∼ U(0.05, 0.5) для незначимых фак-
торов;

2. генерируем независимые Xj, имеющие закон распределения та-
кой, как описан в (25), и соответствующие Y j, чтобы получить
3 выборки:
(a) выборку ξC , состоящую из C независимых наблюдений;
(b) стратифицированную выборку ζn, которая состоит из n =

s′str(C,w, α) наблюдений (для w = 0.1);
(c) стратифицированную выборку ζC , которая состоит из C на-

блюдений (для w = 0). Одновременно с генерацией наблю-
дений (Xj, Y j) для выборки ζC оцениваем p (будем говорить
«p оценено по наблюдениям Y 1, . . . , Y C̃»);
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3. применяем iMDR-EFE к ξC , p неизвестно (как и ψ(y));

4. применяем iMDR-EFE к ξC , p известно, следовательно ψ(y) так-
же известно и

ψ̂(y, ξC(Sk(C))) = 1/P(Y = y);

5. применяем sMDR-EFE к ζn, где n = s′str(C,w, α), p известно,
следовательно P̂n = (1− p, p) и

ψ̂(y, ζn(Sk(n)), P̂n) = 1/P(Y = y);

6. применяем sMDR-EFE к ζC , p неизвестно и оценивается по на-
блюдениям Y 1, . . . , Y C̃ ;

7. применяем sMDR-EFE к ζC , p известно, поэтому P̂C = (1− p, p)
и

ψ̂(y, ζC(Sk(C)), P̂C) = 1/P(Y = y);

8. вычисляем Td для каждого рассматриваемого метода.

Шаг 4. Оцениваем TMR для каждого подхода.

Результаты экспериментов показаны на рисунках 1 и 2. Для фикси-
рованной стоимости эксперимента C использование стратифицированных
выборок позволяет достичь лучших результатов по сравнению с незави-
симыми выборками. Несмотря на то, что sind(C, α) > s′str(C,w, α) (когда
w > 0, см. рисунок 2), sMDR-EFE показывает лучшие результаты чем
iMDR-EFE во всех 3 моделях для каждого значения C и разных сценари-
ях, касающихся p. Кроме того, маленькие значения w позволяют включить
больше наблюдений в стратифицированную выборку. Рисунок 1 показыва-
ет, что это приводит к улучшению качества sMDR-EFE метода.

Пусть a = 0.5 и w = 0.1. Тогда для γ принимающего значения 0.05,
0.1 и 0.2 (p = γ/2), Лемма 1.11 позволяет вычислить значения λ0, которые
равны 0.366(6), 0.55 и 0.733(3), соответственно. Для любого a ∈ (0, 1), всех
p ∈ (0, 1) и w = 0 мы получаем λ0 = 1. Очевидно, что если w близко к 0,
то λ0 близко к 1.
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Рис. 1: Качество (TMR) iMDR-EFE и sMDR-EFE для разных значений
γ = 2p.

Рис. 2: Размеры выборок, зависящие от стоимости C для разных значений
γ = 2p. Красная линия соответствует iMDR-EFE и sMDR-EFE с w = 0,
голубая соответствует sMDR-EFE с w = 0.1.
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2 Оценивание условной энтропии Шеннона
При подготовке данной главы диссертации использован материал пуб-

ликации [101], выполненной автором в соавторстве с профессором
А.В.Булинским. В публикации А.В.Булинскому принадлежит постановка
задач и общий подход к их решению, им также доказаны леммы 3.1 и 3.3
(леммы 2.6 и 2.8 в диссертации), все остальные результаты доказаны авто-
ром диссертации.

2.1 Постановка задачи
Напомним, что все рассматриваемые в данной главе случайные вели-

чины и векторы определены на некотором вероятностном пространстве
(Ω,F ,P). Напомним также, что энтропия Шеннона (см. [85]) дискретной
случайной величины Y со значениями в конечном множестве M с распре-
делением P (y) := P(Y = y), y ∈ M , и (дифференциальная) энтропия слу-
чайного вектора X в Rd, имеющего плотность f(·), x ∈ Rd, относительно
меры Лебега µ, определяются следующим образом:

H(Y ) := −E logP (Y ) = −
∑
y∈M

P (y) logP (y), (33)

H(X) := −E log f(X) = −
∫
Rd
f(x) log f(x)µ(dx). (34)

Очевидно, что энтропия является функцией, зависящей от вероятностно-
го распределения, поскольку формулы выше основаны соответственно на
законах распределения X и Y . Отметим, что дискретизация случайной
величины, имеющей плотность (относительно меры Лебега) и вычисление
соответствующих энтропий Шеннона не приводит в пределе к значению
дифференциальной энтропии Шеннона при стремлении к нулю величи-
ны разбиения сетки (см., например, теорему 8.3.1 из [34] и [70]). В общем
случае, когда имеется фиксированная мера σ на измеримом пространстве
(S,B) можно определить энтропию меры ν, определённой на том же про-
странстве и абсолютно непрерывной относительно σ, следующим образом:

Hσ(ν) := −
∫
S

log

(
dν

dσ

)
dν, (35)

где dν
dσ — производная Радона-Никодима. Интеграл должен быть определен,

но может принимать бесконечные значения.
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Если Y имеет распределение ν на пространстве (M, 2M), то (33) явля-
ется частным случаем (35), где S = M , B = 2M и σ является считающей
мерой на M . Если X имеет распределение ν на (S,B), то (35) принима-
ет вид (34), где S = Rd, B = B(Rd) и σ = µ. Определение дивергенции
(расхождения) Кульбака-Лейблера (см., например, [34], стр. 19, 251) для
двух вероятностных мер тесно связано с (35). С различными вариантами
f -расхождений можно ознакомиться в работе [83].

Рассмотрим случайный вектор (X, Y ) такой, что X : Ω → Rd и
Y : Ω → M . Здесь M — произвольное конечное множество, d ∈ N. Без
ограничения общности можно считать, что P(Y = y) > 0 для всех y ∈ M .
Пусть существует некоторая измеримая функция fX,Y : Rd × M → R+

такая, что для всех B ∈ B(Rd) и y ∈M

P(X ∈ B, Y = y) =

∫
B

fX,Y (x, y)µ(dx). (36)

Иными словами, fX,Y является плотностью случайного вектора (X, Y ) от-
носительно меры σ := µ⊗λ на B(Rd)⊗2M . Для x ∈ Rd и y ∈M определим
следующие функции:

fX(x) :=
∑
y∈M

fX,Y (x, y),

fX|Y (x|y) :=
fX,Y (x, y)

P(Y = y)
,

fY |X(y|x) :=

{
fX,Y (x,y)
fX(x) , если fX(x) > 0,

0, если fX(x) = 0.
(37)

Отметим, что fX является плотностью X, fX|Y — условной плотностью X
при условии Y , а fY |X — условным распределением Y при условии X. Для
простоты будем писать dx вместо µ(dx) и определим f(x, y) := fX,Y (x, y),
f(y|x) := fY |X(y|x).

Согласно (35) (см. также [73]) энтропия вектора (X, Y ) в рамках модели
(36) определяется формулой

H(X, Y ) := −E log f(X, Y ) = −
∑
y∈M

∫
Rd
f(x, y) log f(x, y) dx.

Определим условную энтропию Y при условии X:

H(Y |X) := −E log f(Y |X) = −
∑
y∈M

∫
Rd
f(x, y) log f(y|x) dx. (38)
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Нетрудно убедиться, что H(Y |X) всегда неотрицательна и конечна. Дей-
ствительно,

0 ≤ −E log f(Y |X) =
∑
y∈M

∫
Rd
f(x, y) log

1

f(y|x)
dx

≤
∑
y∈M

∫
Rd

f(x, y)

f(y|x)
dx =

∑
y∈M

∫
Rd
fX(x) dx = ]M <∞.

Здесь мы воспользовались неравенством log z ≤ z при z > 0 и тем фактом,
что f(y|x) ∈ [0, 1] для почти всех x ∈ Rd.

Взаимная информация X и Y определяется следующим образом:

I(X, Y ) := DKL(PX,Y ||PX ⊗ PY ),

т.е. это расстояние Кульбака-Лейблера DKL между распределением век-
тора (X, Y ) и произведением распределений X и Y . Также имеет место
следующее представление:

I(X, Y ) = H(X) +H(Y )−H(X, Y )

= H(X)−H(X|Y ) = H(Y )−H(Y |X), (39)

если все приведённые выражения определены (т.е. мы исключаем случай,
когда мы складываем бесконечности с разными знаками). Отметим, что
H(Y ) и H(Y |X) конечны для рассматриваемой модели, а поэтому I(X, Y )
также конечна. Хорошо известно, что I(X, Y ) ≥ 0. Кроме того, I(X, Y ) = 0
тогда и только тогда, когда X и Y независимы. Таким образом, взаимная
информация и ее оценки могут быть использованы для проверки гипотез
о независимости случайных величин. Отметим, что существуют и другие
подходы, см. например, [33]. Указанное свойство используется также в ин-
формационном подходе для выделения значимых факторов, влияющих на
значение переменной отклика. Существует обобщение (39) для случая n
случайных векторов (см., например, [38]). Оцениванию (безусловной) эн-
тропии посвящено большое число работ. Упомянем недавнюю работу [27],
в которой исследуются оценки дифференциальной энтропии Шеннона и в
которой можно найти ссылки на другие работы по данной теме.

Рассматриваемая схема (36) включает в себя часто используемую мо-
дель логистической регрессии (см., например, [67]). А именно, пусть
M = {1, 2} и

P(Y = 1|X = x) =
1

1 + exp{−(w, x)− b}
, x ∈ Rd, w ∈ Rd, b ∈ R, (40)
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где (·, ·) — скалярное произведение в пространстве Rd и

P(Y = 2|X = x) = 1− P(Y = 1|X = x).

Обычно модель логистической регрессии формулируется таким образом,
что Y принимает значения 0 и 1, однако для удобства в данной работе мы
будем использовать значения 1 и 2. Пусть fX — вероятностная плотность
вектора X. Тогда

fX,Y (x, 1) = P(Y = 1|X = x)fX(x),

fX,Y (x, 2) = fX(x)− fX,Y (x, 1).

Существуют также обобщения логистической регрессии для случая, когда
переменная отклика Y принимает более двух значений.

В разделе 2.2 вводится оценка условной энтропии H(Y |X) и формули-
руются два основных результата. Предлагаемая оценка строится на основе
определённых статистик k-ближайших соседей (где k = kn зависит от чис-
ла n независимых одинаково распределённых пар (X1, Y 1), . . ., (Xn, Y n))
и случайного числа наблюдений, входящих в окрестность заданного слу-
чайного радиуса. Асимптотическая несмещённость и L2-состоятельность
предлагаемой оценки доказываются при весьма широких условиях в раз-
делах 2.4.1 и 2.4.2, соответственно, а в разделе 2.3 приводятся некоторые
вспомогательные результаты. Их доказательства, а также доказательства
следствий вынесены в разделы 2.4.4—2.4.7. Исследование оценок взаимной
информации, основанных на предлагаемой оценке условной энтропии, при-
водится в главе 3. Стоит подчеркнуть, что предлагаемая оценка условной
энтропии не предполагает существования топологической структуры на
множестве значений переменной отклика M (т.е. мы не используем нетри-
виальные расстояния между Y i и Y j, i, j = 1, . . . , n).

2.2 Основной результат
Пусть Z1, Z2, . . . — последовательность таких независимых одинаково

распределенных случайных векторов Z i = (X i, Y i), i ∈ N, что распределе-
ние Z1 совпадает с распределением вектора (X, Y ), задаваемого моделью
(36). Введем оценку H(Y |X), построенную по выборке Z1, . . . , Zn:

Ĥn,k =
1

n

n∑
i=1

Ĥn,k,i. (41)

Здесь n ∈ N, n > 1, k = k(n) ∈ {1, . . . , n− 1},

Ĥn,k,i = − log(ξn,k,i(Z
1, . . . , Zn) + 1) + log k, (42)
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ξn,k,i(Z
1, . . . , Zn)

:= ]{j ∈ {1, . . . , n} \ {i} : Y j = Y i, ‖X i −Xj‖ ≤ ρn,k,i(X
1, . . . , Xn)}, (43)

где ] обозначает мощность конечного множества, ‖ · ‖ — евклидова норма
в пространстве Rd и

ρn,k,i(X
1, . . . , Xn) := ‖X i −X i,(k)‖, (44)

X i,(k) является k-ым ближайшим соседомX i в выборке {X1, . . . , Xn}\{X i},
а ρn,k,i(X1, . . . , Xn) — евклидово расстояние от X i до его k-го ближайше-
го соседа. Очевидно, что случайная величина ξn,k,i(Z1, . . . , Zn) принимает
значения 0, 1, . . . , k. С вероятностью 1 точки X1, . . . , Xn попарно не совпа-
дают, поскольку вектор X имеет плотность относительно меры Лебега на
Rd.

Таким образом, в отличие от известной оценки Козаченко-Леоненко [5]
для дифференциальной энтропии случайного вектора важную роль поми-
мо расстояний до k-го ближайшего соседаX i в выборкеX1, . . . , Xn (исклю-
чая точку X i) играют случайные величины ξn,k,i, i = 1, . . . , n, т.е. мы стро-
им множество J ⊂ {1, . . . , n}, состоящее из всех индексов
j ∈ {1, . . . , n}\{i} таких, чтоXj принадлежит шару B(X i, ρn,k,i) со случай-
ным центром и случайным радиусом. Затем из множества {(Xj, Y j), j ∈ J}
выбираются такие {(Xj, Y j), j ∈ Ii}, что Ii := {j ∈ J : Y j = Y i}. Возни-
кает набор случайных величин {(Xj, Y j), j ∈ Ii}, где Ii также случайный
набор. Мощность множества Ii, т.е. ]Ii, равна значению случайной величи-
ны ξn,k,i, i = 1, . . . , n.

Определение 2.1 Функция g : Rd → R называется локально стягивае-
мой в точке x ∈ Rd, если существуют строго положительные R0(x) и
C0(x) такие, что∣∣∣∣g(x)− 1

|B(x,R)|

∫
B(x,R)

g(v) dv

∣∣∣∣ ≤ C0(x)R для R ∈ (0, R0(x)), (45)

где |B(x,R)| — объём шара B(x,R) := {v ∈ Rd : ‖v − x‖ ≤ R}, т.е.
|B(x,R)| = µ(B(x,R)). Функция g называется C0-стягиваемой, если она
локально стягиваема для µ-почти всех точек x ∈ Rd и, кроме того, для
всех x выполняется неравенство C0(x) ≤ C0 и R0(x) ≥ R0, где C0 и R0 —
строго положительные константы.

Замечание 2.2 Если функция g : Rd → R удовлетворяет условию Лип-
шица в каждой точке x ∈ Rd с параметром C(x), т.е.

|g(v)− g(x)| ≤ C(x)‖v − x‖
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для всех v ∈ Rd, то (45) выполняется для всех R0(x) > 0. Нетрудно убе-
диться, что если g(x), x ∈ Rd, является плотностью невырожденного
гауссовского случайного вектора N(a,Σ) в Rd, то эта функция является
C0-стягиваемой. с константой

C0 = max
u∈Rd
‖∇pa,Σ(u)‖ <∞.

Для неотрицательных последовательностей {an}∞n=1 и {bn}∞n=1 пишут
an ∝ bn, если

c1bn ≤ an ≤ c2bn, n ∈ N,
где c1 и c2 – некоторые положительные константы (c1 < c2).

Теорема 2.3 Пусть в рамках модели (36) выполняются следующие усло-
вия. Для каждого фиксированного y ∈M и µ-почти всех x ∈ Rd функция
f(x, y), т.е. f(·, y), строго положительна и C0-стягиваема,

k = kn ∝ nα (46)

для некоторого α ∈ (0, 1), и для некоторого ε > 0

E| log fX(X)|1+ε <∞, (47)

где fX(·) — плотность X. Тогда

EĤn,k → H(Y |X), n→∞, (48)

т.е. Ĥn,k является асимптотически несмещённой оценкой H(Y |X).

Теорема 2.4 Пусть условие (47) теоремы 2.3 заменяется следующим.
Для некоторого ε > 0

E| log fX(X)|2+ε <∞. (49)

Тогда
E(Ĥn,k −H(Y |X))2 → 0, n→∞,

т.е. Ĥn,k является L2-состоятельной оценкой H(Y |X).

Следствие 2.5 Пусть в рамках модели (36) для всех y ∈ M функция
f(·, y) является плотностью невырожденного гауссовского случайного век-
тора со значениями в Rd (со средним и матрицей ковариации, зависящи-
ми от y). Тогда Ĥn,k, где k(n) удовлетворяет условию (46), является
асимптотически несмещённой и L2-состоятельной оценкой H(Y |X) при
n→∞.
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2.3 Вспомогательные результаты
В этом разделе мы также рассматриваем независимые одинаково рас-

пределённые векторы Z1, Z2, . . ., имеющие такое же распределение, что и
вектор (X, Y ) в рамках модели (36). Используя обозначения, введённые в
разделе 2.2, для x ∈ Rd, y ∈M , k ∈ {1, . . . , n− 1} и n > 2, определим

ρn,k,1(x) := ρn,k,1(x,X
2, . . . , Xn), ξn,k,1(x, y) := ξn,k,1((x, y), Z2, . . . , Zn).

Эти случайные переменные зависят, соответственно, от x,X2, . . . , Xn и
(x, y), Z2, . . ., Zn. Для простоты далее будем опускать случайные аргу-
менты этих функций.

Теперь сформулируем два вспомогательных результата об условных
распределениях случайных величин, играющих ключевую роль в изучении
асимптотического поведения оценок условной энтропии. Примечательно,
что упоминаемые условные распределения являются смесями некоторых
биномиальных распределений с явно определёнными весовыми коэффици-
ентами. Доказательства этих результатов вынесены в разделы 2.4.4—2.4.7.
Распределение случайной переменной (или вектора) η будем обозначать Pη.

Лемма 2.6 Для некоторых y ∈ M , x ∈ Rd, r = 0, 1, . . . , k и Pρn,k,1(x)-
почти всех t ∈ (0,∞), выполняется следующее соотношение:

P(ξn,k,1(x, y) = r|ρn,k,1(x) = t)

=

(
k − 1

r

)
P(Y = y|‖X−x‖ ≤ t)r(1−P(Y = y|‖X−x‖ ≤ t)k−1−rα(x, y, t)

+

(
k − 1

r − 1

)
P(Y = y|‖X−x‖ ≤ t)r−1(1−P(Y = y|‖X−x‖ ≤ t)k−r(1−α(x, y, t)),

где α(x, y, t) = P(Y 6= y|‖X − x‖ = t) и
(
N
m

)
:= 0 для m < 0 и m > N

(N ∈ N, m ∈ Z).

Замечание 2.7 Как обычно, для случайных векторов η : Ω → Rq, ζ :
Ω → Rs, и для B ∈ B(Rq), x ∈ Rs, запись P(η ∈ B|ζ = x) = ϕ(x)
значит, что определена такая борелевская функция ϕ(x), x ∈ Rs, что
P(η ∈ B|ζ) = ϕ(ζ). Функция ϕ однозначно определена Pζ-почти наверное,
см., например, [7], ч.1, гл.II, раздел 5.

Положим zj = (xj, yj), где xj ∈ Rd, yj ∈ M , j ∈ {1, 2}. Для n > 2
определим случайные величины

ρn,k,j(x1, x2) := ρn,k,j(x1, x2, X
3, . . . , Xn), (50)
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ξn,k,j(z1, z2) := ξn,k,j(z1, z2, Z
3, . . . , Zn). (51)

Будем опускать в записи случайные аргументы этих функций.
Лемма 2.8 Пусть zj = (xj, yj), где xj ∈ Rd, yj ∈ M , j = 1, 2, x1 6= x2.
Зададим случайный вектор ζ := (ρn,k,1(x1, x2), ρn,k,2(x1, x2)). Тогда для всех
n > 2, k ∈ {0, 1, . . . , [(n − 2)/2]}, где [·] обозначает целую часть числа,
всех r1, r2 ∈ {0, . . . , k} и Pζ-почти всех (t1, t2) таких, что t1 > 0, t2 > 0 и
t1, t2 < |x1 − x2|/2, выполняется следующее соотношение:

P(ξn,k,1(z1, z2) = r1, ξn,k,2(z1, z2) = r2|ζ = (t1, t2))

=
2∏
j=1

P(ξn,k,j(z1, z2) = rj|ζ = (t1, t2)). (52)

Кроме того,

P (ξn,k,j(z1, z2) = rj|ζ = (t1, t2))

=

(
k − 1

rj

)
p
rj
j (1− pj)k−1−rjα(xj, yj, tj)

+

(
k − 1

rj − 1

)
p
rj−1
j (1− pj)k−rj(1− α(xj, yj, tj)), (53)

где pj = P(Y = yj|X ∈ B(xj, tj)), j = 1, 2, и α(x, y, t) те же самые, что и
в лемме 2.6.
Также для доказательства основных теорем понадобятся следующие про-
стые утверждения.
Лемма 2.9 Пусть W — случайная переменная с конечным математи-
ческим ожиданием EW и V — случайная величина со значениями в Rm,
причем P(V ∈ B) > 0, где B ∈ B(Rm). Тогда

E(W |V ∈ B) =

∫
B

E(W |V = y) P̃V,B(dy),

где E(W |V ∈ B) := 1
P(V ∈B)E(W I{V ∈ B}) и P̃V,B(A) := P(V ∈ A|V ∈ B),

A ∈ B(Rm).

Лемма 2.10 Пусть ξ, η — некоторые случайные переменные (величи-
ны, векторы) и E|ξ| < ∞. Предположим, что случайная переменная ζ
принимает значения в конечном или счётном множестве S. Тогда для
Pη-почти всех t

E(ξ|η = t) =
∑
r∈S

E(ξ|ζ = r, η = t)P(ζ = r|η = t).
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2.4 Доказательства новых результатов
2.4.1 Доказательство теоремы 2.3

Наблюдения Z1, Z2, . . . одинаково распределены, поэтому

EĤn,k = −E log

(
ξn,k,1 + 1

k

)
,

а значит, достаточно показать, что

−E log

(
ξn,k,1 + 1

k

)
→ H(Y |X), n→∞. (54)

Поскольку Z1 и Z2, . . . , Zn независимы, получаем, что

E

(
log

(
ξn,k,1 + 1

k

) ∣∣∣∣X1 = x, Y 1 = y

)
= E log

(
ξn,k,1(x, y) + 1

k

)
:= hn,k(x, y).

Следовательно,

E log

(
ξn,k,1 + 1

k

)
=
∑
y∈M

∫
Rd
hn,k(x, y)f(x, y)dx. (55)

Для того, чтобы доказать (54), рассмотрим правую часть выражения
(55). Для каждого n ∈ N построим разбиение всего пространства Rd на под-
множества B1,n и B2,n, зависящее от вспомогательных параметров θ, ν > 0.
Затем мы рассмотрим интегралы по этим множествам и покажем, что ин-
теграл по B1,n определяет для всех y ∈M асимптотическое поведение (при
n → ∞) интегралов, фигурирующих в (55). Одновременно производится
две процедуры усреднения. Первая задается формулой (55). Вторая осно-
вана на телескопическом свойстве математического ожидания и позволяет
в формуле (55) вместо hn,k(x, y) написать

E

(
E

(
log

(
ξn,k,1(x, y) + 1

k

) ∣∣∣∣∣nβρn,k,1(x)

))
,

где β > 0 является параметром. Далее мы исследуем комбинации инте-
гралов с помощью леммы 2.6, которая дает явную формулу для условного
распределения ξn,k,1(x, y) при условии ρn,k,1(x). Здесь для δ > 0 мы также
используем разбиение множества значений случайной величины nβρn,k,1(x)
на множества (0, δ], (δ,∞) и оцениваем вклад каждого интеграла в сумму.
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Подходящий выбор параметров θ, ν, δ и β приводит к желаемому результа-
ту. Для удобства изложения мы разбиваем доказательство на три основных
шага.

Шаг 1. Введем параметры θ, ν > 0. В дальнейшем значения пара-
метров будут подобраны особым образом. Покажем, что достаточно рас-
сматривать только такие x ∈ Rd, что fX(x) > n−θ и для всех y ∈ M ,
f(y|x) > n−ν.

В силу (47) для n > 2 и y ∈M мы приходим к соотношениям∫
{x:fX(x)≤n−θ}

fX(x) dx ≤
∫

{x:fX(x)≤n−θ}

| log fX(x)|1+ε

| log n−θ|1+ε
fX(x) dx

≤ 1

(θ log n)1+ε
E| log fX(X)|1+ε, (56)

∫
{x:f(y|x)≤n−ν}

f(x, y) dx =

∫
{x:f(y|x)≤n−ν}

f(y|x)fX(x) dx

≤ n−ν
∫
Rd

fX(x) dx = n−ν. (57)

Для n ∈ N положим θn := n−θ, νn := n−ν и рассмотрим множества

B1,n :=
⋂
y∈M

{x ∈ Rd : f(y|x) > νn} ∩ {x ∈ Rd : fX(x) > θn},

B2,n := Rd \B1,n. (58)

Для математического ожидания верно представление

E log

(
ξn,k,1 + 1

k

)
= I1(n, k) + I2(n, k),

Ij(n, k) :=
∑
y∈M

∫
Bj,n

hn,k(x, y)f(x, y)dx, j = 1, 2.

Для k > 1, всех x ∈ Rd и y ∈M ξn,k,1(x, y) принимает значения 0, 1, . . . , k,
поэтому выполняется неравенство |hn,k(x, y)| ≤ log k. Таким образом,

|I2(n, k)| ≤ log k

 ∫
{x:fX(x)≤θn}

fX(x) dx+
∑
y∈M

∫
{x:f(y|x)≤νn}

f(x, y) dx

 . (59)
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Согласно (56) и (57) мы получаем I2(n, k)→ 0, n→∞, поскольку k ∝ nα.
Зафиксируем параметр β > 0 и заметим, что

E

(
log

(
ξn,k,1(x, y) + 1

k

) ∣∣∣∣∣nβρn,k,1(x)

)

=
k∑
r=0

log

(
r + 1

k

)
P(ξn,k,1(x, y) = r|nβρn,k,1(x)).

Следовательно,

hn,k(x, y)

=
k∑
r=0

∫
(0,∞)

log

(
r + 1

k

)
P(ξn,k,1(x, y) = r|nβρn,k,1(x) = u)f

(k)
n,x,β(u)du,

где f (k)
n,x,β(·) — плотность положительной случайной величины nβρn,k,1(x),

а плотность случайной величины ρn,k,1(x) вводится в доказательстве лем-
мы 2.6 (см. далее формулу (103)), здесь du обозначает интегрирование по
мере Лебега на R.

Теперь зафиксируем произвольное δ > 0 и напишем I1(n, k) = S1(n, k)+
S2(n, k), где для V1 = (δ,∞), V2 = (0, δ] и j = 1, 2,

Sj(n, k):=∑
y∈M

∫
B1,n

k∑
r=0

∫
Vj

log

(
r + 1

k

)
P(ξn,k,1(x, y)=r|ρn,k,1(x)=un−β)

× f (k)
n,x,β(u)duf(x, y)dx.

Дальнейшее доказательство разбивается на два основных шага.
Шаг 2. Покажем, что S1(n, k) → 0 при n → ∞, если параметры β и

δ выбраны особым образом. Найдем верхнюю границу для |S1(n, k)|. Для
всех n ∈ N, 1 ≤ k ≤ n и x, y ∈ Rd случайная величина ξn,k,1(x, y) принимает
значения 0, . . . , k. Следовательно, для k > 1 верно неравенство

k∑
r=0

∣∣∣∣log

(
r + 1

k

)∣∣∣∣P(ξn,k,1(x, y) = r|ρn,k,1(x) = un−β) ≤ log k.

45



Таким образом,

|S1(n, k)| ≤ log k
m∑
y=1

∫
B1,n

∫
(δ,∞)

f
(k)
n,x,β(u)f(x, y) du dx

= log k

∫
B1,n

P
(
ρn,k,1(x) > δn−β

)
fX(x) dx

= log k

∫
B1,n

P(ηn(β, δ, x) ≤ k − 1)fX(x) dx. (60)

Здесь ηn(β, u, x) ∼ Bin(n− 1, pn(β, u, x)), т.е. ηn(β, u, x) имеет биномиаль-
ное распределение с параметрами n− 1 и pn(β, u, x), где

pn(β, u, x) := P(X ∈ Un(β, u, x)) =

∫
Un(β,u,x)

fX(v) dv,

Un(β, u, x) = {v ∈ Rd : ‖v − x‖ ≤ un−β}, u > 0, x ∈ Rd.

Действительно, f (k)
n,x,β(·) является плотностью случайной величины ρn,k(x)nβ,

следовательно ∫
(δ,∞)

f
(k)
n,x,β(u) du = P(ρn,k,1(x) > δn−β). (61)

Случайное событие {ω : ρn,k,1(x) > δn−β} означает, что в шаре B(x, δn−β)
содержится не более k − 1 точек из {X i}ni=2. Независимость наблюдений
обеспечивает выполнение соотношения

P(ρn,k,1(x) > δn−β) = P(ηn(β, δ, x) ≤ k − 1).

Согласно неравенству для биномиальных сумм [1], для любых n > 1,
k = 0, 1, . . . , n − 1 и всех рассматриваемых значений β, δ и x, имеет ме-
сто следующая оценка:

P(ηn(β, δ, x) ≤ k − 1)

≤ Φ

(
sgn
(

k

n− 1
− pn(β, δ, x)

)√
2(n− 1)h

(
k

n− 1
, pn(β, δ, x)

))
, (62)
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где Φ(·) — функция распределения стандартной нормальной случайной ве-
личины,

sgn(t) =


1, t > 0,

0, t = 0,

−1, t < 0,

h(t, s) = t log

(
t

s

)
+ (1− t) log

(
1− t
1− s

)
, s, t ∈ (0, 1).

Для всех y ∈ M , функция f(·, y) является C0-стягиваемой, следователь-
но, для µ-почти всех x ∈ Rd, всех u ∈ (0, δ] и всех достаточно больших
значений n ∣∣∣∣P(X ∈ Un(β, u, x), Y = y)

|Un(β, u, x)|
− f(x, y)

∣∣∣∣ ≤ C0un
−β. (63)

Поскольку fX(x) =
∑

y∈M f(x, y), для рассматриваемых x, u и β верно
неравенство ∣∣∣∣fX(x)− pn(β, u, x)

|Un(β, u, x)|

∣∣∣∣ ≤ ]MC0un
−β = Cun−β, (64)

где C = ]MC0. Отсюда следует, что для произвольных δ > 0, β > 0,
µ-почти всех x ∈ B1,n и любых n ≥ N0, где N0 = N0(δ, β), выполняется

pn(β, δ, x) ≥ Vdδ
dn−dβ(fX(x)− Cδn−β)) ≥ Vdδ

dn−dβ(θn − Cδn−β). (65)

Напомним, что Vd = |B(0, 1)|, B(0, 1) ⊂ Rd. Теперь можно получить верх-
нюю оценку для аргумента функции sgn в формуле (62). В силу (65) полу-
чаем

k

n− 1
− pn(β, δ, x) ≤ k

n− 1
− Vdδdn−dβ(θn − Cδn−β).

Положим β > θ. Тогда n−β = o(θn) при n → ∞. Согласно (46), верно
соотношение k

n−1 ∝ nα−1, n→∞. Пусть параметры β и θ таковы, что

α− 1 < −dβ − θ. (66)

Для выполнения (66) достаточно того, чтобы было выполнено неравенство

(d+ 1)θ < 1− α,
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поскольку параметр β > θ можно выбрать сколь угодно близким к θ. Тогда
nα−1 = o(n−dβ−θ), n → ∞. Таким образом, существует N ∈ N (где N =
N(C, d, α, δ, β, θ)) такое, что n > N . Тогда k

n−1−pn(β, δ, x) < 0 для µ-почти
всех x ∈ B1,n, что влечет за собой

sgn
(

k

n− 1
− pn(β, δ, x)

)
= −1. (67)

Для s, t ∈ (0, 1) введем функции

L1,n(t, s) = 2(n− 1)(1− t) log

(
1− t
1− s

)
, L2,n(t, s) = 2(n− 1)t log

(
t

s

)
.

Тогда 2(n − 1)h(t, s) = L1,n(t, s) + L2,n(t, s). Теперь для t = k
n−1 и

s = pn(β, δ, x) исследуем асимптотическое поведение L1,n(t, s) и L2,n(t, s)
(для µ-почти всех x ∈ B1,n) при n → ∞. Применяя неравенство (65) для
n ≥ N0, мы получаем оценку

L1,n(t, s) = 2(n− 1− k)

(
log

(
1− k

n− 1

)
− log(1− pn(β, δ, x))

)
≥ 2(n− 1− k)

(
log

(
1− k

n− 1

)
− log(1− Vdδdn−dβ(θn − Cδn−β))

)
:= L1,n(k). (68)

Очевидно, что L1,n(k) зависит не только от n и k, но и от набора парамет-
ров, фигурирующих в (68). Отметим, что log(1 + z) = z + o(z) при z → 0.
Следовательно, в силу (66) и поскольку β > θ, получаем

L1,n(k) ∝ n1−dβ−θ при n→∞.

Для тех же t, s и x ∈ B1,n, учитывая неравенство 0 < pn(β, δ, x) ≤ 1, имеем

L2,n(t, s) = 2k

(
log

(
k

n− 1

)
− log pn(β, δ, x)

)
≥ 2k log

(
k

n− 1

)
:= L2,n(k).

Следовательно, L2,n(k) ∝ nα log n, n → ∞. Таким образом, согласно (66)
заключаем, что для всех достаточно больших n и µ-почти всех x ∈ B1,n,

2(n− 1)H

(
k

n− 1
, pn(β, δ, x)

)
≥ L1,n(k) + L2,n(k) := Rn ∝ n1−dβ−θ, (69)
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где k = kn ∝ nα. Здесь Rn зависит не только от n, но еще и от α, β, δ, θ и
d. Таким образом, для всех достаточно больших n из (69) следует оценка

Φ

(
sgn
(

k

n− 1
− pn(β, δ, x)

)√
2(n− 1)h

(
k

n− 1
, pn(β, δ, x)

))
≤ Φ(−

√
Rn).

Поскольку Φ(−z) ≤ 1√
2πz
e−

z2

2 для z > 1, учитывая (60), (62) и (69) получаем
для k = kn ∝ nα, x ∈ B1,n и всех достаточно больших n∫

(δ,∞)

f
(k)
n,x,β(u) du ≤ 1√

2πRn

e−Rn/2, (70)

|S1(n, k)| ≤ log kn√
2πRn

e−Rn/2 → 0, n→∞.

Доказательство шага 2 окончено.
Шаг 3. Покажем, что S2(n, k) → −H(Y |X), n → ∞. Для Pnβρn,k,1(x)-

почти всех u в силу леммы 2.6

E
(
log(ξn,k,1(x, y) + 1)|ρn,k,1(x) = un−β

)
= P(Y 6= y|‖X − x‖ = un−β)E log(µn + 1)

+ P(Y = y|‖X − x‖ = un−β)E log(µn + 2), (71)

где случайная величина µn не зависит от (X, Y ) и

µn = µn(k, β, u, x, y) ∼ Bin(k − 1, Pn(β, u, x, y)), (72)

Pn(β, u, x, y) := P(Y = y|X ∈ Un(β, u, x)). (73)

Отметим, что P(X ∈ B(x, t)) > 0 для всех x ∈ Rd и любых t > 0, поскольку
fX(·) строго положительна µ-почти везде. Сначала для всех u ∈ (0, δ],
y ∈ M и µ-почти всех x ∈ Rd (таких, что fX(x) > 0) исследуем скорость
сходимости Pn(β, u, x, y) к f(y|x) при n→∞:

|Pn(β, u, x, y)− f(y|x)| = |Un(β, u, x)|
P(X ∈ Un(β, u, x))

×

∣∣∣∣∣
{(

P(X ∈ Un(β, u, x), Y = y)

|Un(β, u, x)|
− f(x, y)

)

+ f(y|x)

(
fX(x)− P(X ∈ Un(β, u, x))

|Un(β, u, x)|

)}∣∣∣∣∣.
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Для всех y ∈ M и µ-почти всех x ∈ Rd, теорема Лебега о дифференциро-
вании мер (см., например, теорему 25.17 [99]) утверждает, что

f(y|x) = lim
R→0+

P(Y = y,X ∈ B(x,R))

P(X ∈ B(x,R))
≤ 1.

Следовательно, в силу неравенств (63) и (64) для всех достаточно больших
n мы получаем неравенство

|Pn(β, u, x, y)− f(y|x)| ≤ C0(]M + 1)δn−β
|Un(β, u, x)|

P(X ∈ Un(β, u, x))
,

которое выполняется для u ∈ (0, δ], µ-почти всех x ∈ Rd и всех y ∈ M .
Формула (64) позволяет утверждать, что для µ-почти всех x ∈ B1,n,
u ∈ (0, δ] и y ∈M
P(X ∈ Un(β, u, x))

|Un(β, u, x)|
≥ fX(x)− C0(]M)un−δ ≥ θn − C0(]M)δn−β ≥ 1

2
n−θ,

если n достаточно велико (n ≥ N(]M,C0, δ, β, θ)) и β > θ. Таким образом,
для таких n, u, x и y,

|Pn(β, u, x, y)− f(y|x)| ≤ 2C0δ(]M + 1)n−β+θ. (74)

Отметим, что для kn > 1 и Pn := Pn(β, u, x, y)

E log(µn + 1) = log((kn − 1)Pn) + E log

(
µn + 1

(kn − 1)Pn

)
.

Определим Gn := (0, δ]×B1,n ×M . Покажем, что

sup
(u,x,y)∈Gn

∣∣∣∣E log

(
µn + 1

(kn − 1)Pn

)∣∣∣∣→ 0, n→∞. (75)

Согласно неравенству Ляпунова достаточно доказать, что

sup
(u,x,y)∈Gn

E

(
log

(
µn + 1

(kn − 1)Pn

))2

→ 0, n→∞. (76)

Введем ηn := µn−(kn−1)Pn+1
(kn−1)Pn

. Тогда

E

(
log

(
µn + 1

(kn − 1)Pn

))2

= E (log (1 + ηn))
2

= E

(
(log(1 + ηn))

2I
{
|ηn| <

1

2

})
+ E

(
(log(1 + ηn))

2I
{
|ηn| ≥

1

2

})
:= T1(n) + T2(n),
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где T1(n) = T1(n; kn, u, x, y, α), T2(n) = T2(n; kn, u, x, y, α). Для kn > 1 и
(u, x, y) ∈ Gn, 1

(kn−1)Pn
≤ µn+1

(kn−1)Pn
≤ 2

Pn
. Следовательно,∣∣∣∣log

(
µn + 1

(kn − 1)Pn

)∣∣∣∣ ≤ max

{∣∣∣∣log

(
1

(kn − 1)Pn

)∣∣∣∣ , ∣∣∣∣log

(
2

Pn

)∣∣∣∣} .
Учитывая соотношение (74) и границу f(y|x) > n−ν для (u, x, y) ∈ Gn,
получаем, что если 0 < ν < β − θ, то

1

2
n−ν ≤ Pn ≤ 1

и
1

4
n−νkn ≤ (kn − 1)Pn ≤ kn,

где n достаточно велико. Следовательно, для всех достаточно больших n∣∣∣∣log

(
µn + 1

(kn − 1)Pn

)∣∣∣∣ ≤ b log n,

где b = b(α, ν) не зависит от n. Если 0 < ν < α, то для всех достаточно
больших n

T2(n) ≤ (b log n)2P

(
|ηn| ≥

1

2

)
≤ (b log n)2P(|µn−(kn−1)Pn| ≥

1

4
(kn−1)Pn).

Для случайной переменной H(m) ∼ Bin(m, p), p ∈ (0, 1), p = pm и
ε = εm > 0, неравенство Хёфдинга (см, например, [68], стр. 22) обеспе-
чивает выполнение оценки

P(|H(m)−mp| ≥ mε) ≤ 2 exp{−2mε2}.

Применим это неравенство к m = (kn − 1), kn ∝ nα, p = Pn(β, u, x, y) и
εk−1 = Pn

4 . Тогда

sup
(u,x,y)∈Gn

T2(n) ≤ 2(b log n)2 exp

{
−1

8
(kn − 1)P 2

n

}
→ 0, n→∞,

когда α − 2ν > 0 (мы можем взять положительное ν достаточно малень-
ким).

Чтобы получить верхнюю границу для T1(n) воспользуемся неравен-
ством | log(1 + z)| ≤ 2|z| for |z| < 1

2 . Отсюда

T1(n) = E

(
(log(1 + ηn))

2I
{
|ηn| <

1

2

})
≤ 4Eη2

n.
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Таким образом,

Eη2
n =

(kn − 1)Pn(1− Pn) + 1

((kn − 1)Pn)2
≤ 1

(kn − 1)Pn
+

1

((kn − 1)Pn)2
. (77)

Как было отмечено ранее, для (u, x, y) ∈ Gn и всех достаточно больших n
имеем (kn−1)Pn ≥ 1

4n
−νkn →∞ при 0 < ν < α/2 (мы также предполагаем,

что ν < β − θ). Следовательно, правая часть (77) стремится к нулю при
n → ∞, а значит, sup(u,x,y)∈Gn T1(n) → 0, n → ∞. Таким образом, соотно-
шения (75) и (76) доказаны. Приходим к соотношению

sup
(u,x,y)∈Gn

|E log(µn + 1)− log((kn − 1)Pn(β, u, x, y))| → 0, n→∞.

Введем обозначение Fn := Pn(β,u,x,y)
f(y|x) , где f(y|x) > 0. Тогда

sup
(u,x,y)∈Gn

|Fn − 1| = sup
(u,x,y)∈Gn

|Pn(β, u, x, y)− f(y|x)|
f(y|x)

≤ cn−β+θ+ν → 0, n→∞,

если 0 < ν < β − θ, а c определяется отношением (74) и не зависит от n.
Нетрудно видеть, что sup(u,x,y)∈Gn |Fn − 1| < 1

2 для всех достаточно боль-
ших n. Тогда

| log((kn−1)Pn(β, u, x, y))−log((kn−1)f(y|x))| = | log(1+(Fn−1))| ≤ 2|Fn−1|.

Таким образом, приходим к соотношению

sup
(u,x,y)∈Gn

| logFn| → 0, n→∞.

Следовательно,

sup
(u,x,y)∈Gn

|E log(µn + 1)− log((kn − 1)f(y|x)| → 0, n→∞. (78)

Похожим образом можно показать, что

sup
(u,x,y)∈Gn

|E log(µn + 2)− log((kn − 1)f(y|x)| → 0, n→∞.

Учитывая формулу (71), мы получаем

sup
(u,x,y)∈Gn

|E
(
log(ξn,k,1(x, y) + 1)|ρn,k,1(x) = un−β

)
− log((k − 1)f(y|x)|

≤ sup
(u,x,y)∈Gn

|E log(µn + 1)− log((k − 1)f(y|x)|

+ sup
(u,x,y)∈Gn

|E log(µn + 2)− log((k − 1)f(y|x)| → 0
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при n→∞. Итак,

∑
y∈M

∫
B1,n

∫
(0,δ]

(
E

(
log

(
ξn,k,1(x, y) + 1

k

) ∣∣∣ρn,k,1(x) = un−β
)

− log

(
k − 1

k

)
− log f(y|x)

)
f

(k)
n,x,β(u)duf(x, y)dx

= S2(n, k)−
∑
y∈M

∫
B1,n

∫
(0,δ]

(
log

(
k − 1

k

)
+ log f(y|x)

)
× f (k)

n,x,β(u)duf(x, y)dx→ 0

при n→∞ (напомним, что k = kn). Остается показать, что

−
∑
y∈M

∫
B1,n

∫
(0,δ]

(
log

(
k − 1

k

)
+ log f(y|x)

)
f

(k)
n,x,β(u)duf(x, y)dx

→ H(Y |X), n→∞.

Вначале заметим, что

0 ≤ −
∑
y∈M

∫
B1,n

∫
(0,δ]

log

(
k − 1

k

)
f

(k)
n,x,β(u)duf(x, y)dx

= − log

(
1− 1

k

)∑
y∈M

∫
B1,n

∫
(0,δ]

f
(k)
n,x,β(u)duf(x, y)dx

≤ − log

(
1− 1

k

)
→ 0, n→∞.

Далее∑
y∈M

∫
B1,n

∫
(0,δ]

log f(y|x)f
(k)
n,x,β(u)duf(x, y)dx

=
∑
y∈M

∫
B1,n

log f(y|x)

∫
(0,δ]

f
(k)
n,x,β(u)duf(x, y)dx.

Неравенство (70) обеспечивает

0 ≤ ∆n := sup
x∈B1,n

(
1−

∫
(0,δ]

f
(k)
n,x,β(u)du

)
→ 0, n→∞.
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Таким образом,∣∣∣∣∣∣
∑
y∈M

∫
B1,n

∫
(0,δ]

log f(y|x)f
(k)
n,x,β(u)duf(x, y)dx−

∑
y∈M

∫
B1,n

log f(y|x)f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣
≤ ∆n

∑
y∈M

∫
Rd
| log f(y|x)|f(x, y)dx→ 0, n→∞.

Теперь заметим, что∑
y∈M

∫
B1,n

log f(y|x)f(x, y)dx→
∑
y∈M

∫
Rd

log f(y|x)f(x, y)dx, n→∞,

поскольку B1,n ↗ {(x, y) : fX(x) > 0,∩y∈M{f(y|x) > 0}} и
∫
B h(x)dx = 0,

где h ∈ L1(R) и B является борелевским подмножеством Rd таким, что
µ(B) = 0. Следовательно,

−
∑
y∈M

∫
B1,n

∫ δ

0

log f(y|x)f
(k)
n,x,β(u)duf(x, y)dx→ H(Y |X), n→∞.

Для завершения доказательства теоремы 2.3 определим параметры β > 0,
θ > 0, и ν > 0 таким образом, чтобы выполнялись следующие условия:

β > θ,

ν < β − θ,
(d+ 1)θ < 1− α,
α− 2ν > 0.

Для каждого фиксированного α ∈ (0, 1) можно гарантировать выполнение
указанных неравенств, поскольку можно выбрать β ∈ (0, 1−α

d+1 ), а затем
определить θ ∈ (0, β). После этого остается зафиксировать ν ∈ (0, β − θ)
так, чтобы ν < 1

2α.
Таким образом, теорема 2.3 полностью доказана. �

Замечание 2.11 Ведущий член в оценке асимптотики смещения мате-
матического ожидания вводимой оценки относительно оцениваемой эн-
тропии оценивается неравенством (59), что позволяет установить ско-
рость сходимости математического ожидания оценки к оцениваемой ве-
личине:

EĤn,k −H = O((log n)−ε), n→∞, (79)
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где ε определяется так же, как и в (47). В недавних работах [52, 57] ис-
следовалось асимптотическое поведение риска определенных оценок диф-
ференциальной энтропии Шеннона при выполнении определенных условия
на плотность f (например, f должна принадлежать некоторому шару
Гельдера в пространстве функций f : [0, 1]d → R+). Мы используем дру-
гие гипотезы для изучения оценки условной энтропии Шеннона в сме-
шанной модели. Для оценки, предложенной в работе [44], имеет место
степенная скорость сходимости смещения в случае ограниченной плот-
ности f , удовлетворяющей ряду строгих условий, поэтому более низкая
скорость сходимости смещения к нулю оценки Ĥn,k в рассматриваемой
модели является вполне естественной за счет более широких условий,
накладываемых на плотность.

Замечание 2.12 Можно рассмотреть модификацию оценки, заменив log k
на ψ(k), где ψ — дигамма функция. Для этого введем H̃n,k согласно опре-
делению (41) с

H̃n,k,i = − log(ξn,k,i(Z
1, . . . , Zn) + 1) + ψ(k)

вместо Ĥn,k,i.
Такая поправка используется при произвольном фиксированном k для

уменьшения смещения оценки дифференциальной энтропии Козаченко-
Леоненко и для оценки взаимной информации Краскова-Штогбауэра-Грас-
сбергера. В нашем случае k = k(n), где k(n) ∝ nα, n → ∞, α ∈ (0, 1).
Поскольку (см., например, теорему 3.7 в [72])

ψ(z) = log z − 1

z
+O

(
log

(
1 +

1

z

))
, z →∞,

то доказательство теоремы 2.3 приводит к (79), если мы заменим Ĥn,k

на H̃n,k.

2.4.2 Доказательство теоремы 2.4

Доказательство теоремы разбивается на несколько шагов. Поскольку
Z1, Z2, . . . являются независимыми одинаково распределенными случайны-
ми векторами, то

E(Ĥn,k −H(Y |X))2 =
1

n
E(Ĥn,k,1 −H(Y |X))2

+

(
1− 1

n

)
E(Ĥn,k,1 −H(Y |X))(Ĥn,k,2 −H(Y |X)).
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Далее мы докажем, что математическое ожидание правой части в послед-
ней формуле конечно. Более того, будет показано, что при n→∞

(A) E(Ĥn,k,1 −H(Y |X))(Ĥn,k,2 −H(Y |X)) = o(1),

(B) E(Ĥn,k,1 −H(Y |X))2 = o(n).

Доказательство (A) достаточно трудоемко и включает в себя оцени-
вание множества интегралов, зависящих от нескольких вспомогательных
параметров. Эти параметры будут подобраны особым образом. В отличие
от доказательства теоремы 2.3, мы будем использовать условные матема-
тические ожидания при условии векторов ζ = (ρn,k,1(x1, x2), ρn,k,2(x1, x2)),
где x1, x2 ∈ Rd.

Ключевую роль играет лемма 2.8, описывающая условное распределе-
ние вектора (ξn,k,1(z1, z2), ξn,k,2(z1, z2)) при условии вектора ζ, где
zi = (xi, yi) ∈ Rd ×M , i = 1, 2. Она же позволяет доказать (B).

Шаг 1. Доказательство (A) может быть разбито на два основных эта-
па. Далее понадобятся несколько новых обозначений. Рассмотрим n > 2,
k ∈ {1, . . . , n}, zj = (xj, yj) ∈ Rd ×M , j ∈ {1, 2}. Положим

Ĥn,k,j(z1, z2) := − log

(
ξn,k,j(z1, z2, Z

3, . . . , Zn) + 1

k

)
.

Независимость наблюдений Z1, . . . , Zn влечет за собой равенство

E
(

(Ĥn,k,1 −H(Y |X))(Ĥn,k,2 −H(Y |X))|Z1 = z1, Z
2 = z2

)
= E(Ĥn,k,1(z1, z2)−H(Y |X))(Ĥn,k,2(z1, z2)−H(Y |X)) =: Hn,k(z1, z2).

Следовательно,

E(Ĥn,k,1 −H(Y |X))(Ĥn,k,2 −H(Y |X))

=
m∑

y1,y2=1

∫
Rd

∫
Rd

Hn,k(z1, z2)f(x1, y1)f(x2, y2) dx1dx2.

По теореме де ла Валле-Пуссена (см., например, [22], стр. 10), для того,
чтобы установить соотношение (A) достаточно показать, что верны два
следующих утверждения.

1. Если dQ(x1, x2) := f(x1, y1)f(x2, y2) dx1dx2, то для каждого
y1, y2 ∈M и Q-п.н. (x1, x2) ∈ Rd × Rd,
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Hn,k(z1, z2)→ h(x1, y1)h(x2, y2), n→∞, (80)
где h(x, y) := − log f(y|x) − H(Y |X), x ∈ Rd, y ∈ M , zj = (xj, yj),
j ∈ {1, 2}.

2. Для некоторого a > 0,

sup
n

∑
y1,y2∈M

∫
Rd

∫
Rd

|Hn,k(z1, z2)|1+a f(x1, y1)f(x2, y2) dx1dx2 <∞. (81)

Действительно, формулы (80) и (81) влекут за собой выполнение∑
y1,y2∈M

∫
Rd

∫
Rd

Hn,k(z1, z2)f(x1, y1)f(x2, y2) dx1dx2

→
∑

y1,y2∈M

∫
Rd

h(x1, y1)f(x1, y1) dx1

∫
Rd

h(x2, y2)f(x2, y2) dx2 = 0, n→∞.

Шаг 2. Докажем (81). Из условного неравенства Йенсена немедленно сле-
дует, что (81) выполняется, если

sup
n

E
∣∣∣(Ĥn,k,1 −H(Y |X))(Ĥn,k,2 −H(Y |X))

∣∣∣1+a

<∞.

По неравенству Коши-Буняковского-Шварца

E
∣∣∣(Ĥn,k,1 −H(Y |X))(Ĥn,k,2 −H(Y |X))

∣∣∣1+a

≤ E|Ĥn,k,1 −H(Y |X)|2+2a.

Таким образом, поскольку a > 0 может быть сколь угодно маленьким, то
(81) выполняется, если для некоторого ε > 0

sup
n

E|Ĥn,k,1 −H(Y |X)|2+ε <∞. (82)

Неравенство Ляпунова для моментов случайной величины позволяет
утверждать, что (82) обеспечивает выполнение (B).

Рассуждение, приведенное в доказательстве теоремы 2.3, приводит к
выражению

E

∣∣∣∣− log

(
ξn,k,1(Z

1, . . . , Zn) + 1

k

)
−H(Y |X)

∣∣∣∣2+ε

=
∑
y∈M

∫
Rd

E

∣∣∣∣log

(
ξn,k,1(x, y) + 1

k

)
+H(Y |X)

∣∣∣∣2+ε

f(x, y) dx. (83)
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Зафиксируем произвольное β > 0 и для x ∈ Rd, y ∈M и u > 0 положим

In,k,β,ε(x, y, u) := E

(∣∣∣∣log

(
ξn,k,1(x, y) + 1

k

)
+H(Y |X)

∣∣∣∣2+ε
∣∣∣∣∣nβρn,k,1 = u

)
.

Тогда имеем

E

∣∣∣∣log

(
ξn,k,1(x, y) + 1

k

)
+H(Y |X)

∣∣∣∣2+ε

,=

∫ ∞
0

In,k,β,ε(x, y, u)f
(k)
n,x,β(u) du

где f (k)
n,x,β(·) — плотность случайной величины nβρn,k,1 (см. формулу (103)).

Поскольку множестов M конечно, то достаточно доказать, что для всех
y ∈M верно неравенство supn |In,k,i(y)| <∞, где

In,k,i(y) :=

∫
Bi,n

∫ ∞
0

In,k,β,ε(x, y, u)f
(k)
n,x,β(u)f(x, y) dudx, i = 1, 2,

и Bi,n определялось в (58).
Шаг 3. Теперь оценим значение интеграла In,k,2(y). Очевидно, что при

k > 1 для всех x ∈ Rd и y ∈M следующее неравенство выполняется P-п.н.:∣∣∣∣log

(
ξn,k,1(x, y) + 1

k

)
+H(Y |X)

∣∣∣∣ ≤ log k + |H(Y |X)|. (84)

Следовательно, используя неравенства (56) и (57) с 2 + ε вместо 1 + ε, мы
приходим к соотношению supn |In,k,2| <∞.

Шаг 4. Перепишем In,k,1(y) в виде суммы двух слагаемых и рассмот-
рим первое из них. Зафиксируем δ > 0. Имеем

In,k,1(y) = Sn,k,1(y) + Sn,k,2(y),

где для V1 = (δ,∞) и V2 = (0, δ],

Sn,k,j(y) =

∫
B1,n

∫
Vj

In,k,β,ε(x, y, u)f
(k)
n,x,β(u)f(x, y) dudx, j = 1, 2.

По аналогии с (60) для каждого y ∈ M и всех достаточно больших n, с
помощью формулы (84) получим

0 ≤ Sn,k,1(y) ≤ (log k + |H(Y |X)|)2+ε

∫
B1,n

∫ ∞
δ

f
(k)
n,x,β(u)f(x, y) du dx

≤ (log k + |H(Y |X)|)2+ε

∫
B1,n

P(ηn(δ, β, x) ≤ k − 1)fX(x) dx.
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Согласно неравенству (70)

0 ≤ Sn,k,1(y) ≤ (log k + |H(Y |X)|)2+ε

√
2πRn

e−Rn/2 → 0, n→∞, (85)

где Rn было введено в (69).
Шаг 5. Теперь перейдем к оцениванию значения Sn,k,2(y). Лемма 2.6

утверждает, что

In,k,β,ε(x, y, u) = E

∣∣∣∣log

(
µn + 1

k

)
+H(Y |X)

∣∣∣∣2+ε

P(Y 6= y|‖X −x‖ = un−β)

+ E

∣∣∣∣log

(
µn + 2

k

)
+H(Y |X)

∣∣∣∣2+ε

P(Y = y|‖X − x‖ = un−β),

где случайная переменная µn определялась выражением (72) и не зависит
от (X, Y ). Мы покажем, что

sup
(u,x,y)∈Gn

∣∣In,k,β,ε(x, y, u)− | log f(y|x) +H(Y |X)|2+ε
∣∣→ 0, n→∞, (86)

где Gn = (0, δ]×B1,n ×M . Достаточно показать, что при n→∞,

sup
(u,x,y)∈Gn

∣∣∣∣∣E
∣∣∣∣log

(
µn + 1

k

)
+H(Y |X)

∣∣∣∣2+ε

− | log f(y|x) +H(Y |X)|2+ε

∣∣∣∣∣→ 0,

(87)

sup
(u,x,y)∈Gn

∣∣∣∣∣E
∣∣∣∣log

(
µn + 2

k

)
+H(Y |X)

∣∣∣∣2+ε

− | log f(y|x) +H(Y |X)|2+ε

∣∣∣∣∣→ 0.

(88)
Для ν ∈ (0, 1/2) и γ ∈ (0, 1/2− ν) верно представление

E

∣∣∣∣log(
µn + 1

k
) +H(Y |X)

∣∣∣∣2+ε

= Tn,1 + Tn,2,

где

Tn,1 := E

(∣∣∣∣log

(
µn + 1

k

)
+H(Y |X)

∣∣∣∣2+ε

I{|µn − Eµn| ≤ (k − 1)1/2+γ}

)
,

Tn,2 := E

(∣∣∣∣log

(
µn + 1

k

)
+H(Y |X)

∣∣∣∣2+ε

I{|µn − Eµn| > (k − 1)1/2+γ}

)
,
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здесь Tn,j = Tn,j(β, ε, γ, u, x, y), j = 1, 2. По свойствам биномиального рас-
пределения Eµn = (k − 1)Pn(β, u, x, y), где Pn(β, u, x, y) определялось в
(73).

В силу (84) для (u, x, y) ∈ Gn и всех достаточно больших n верно нера-
венство

0 ≤
∣∣∣∣log

(
µn + 1

k

)
+H(Y |X)

∣∣∣∣2+ε

≤ (log k + |H(Y |X)|)2+ε.

Применяя неравенство Хефдинга с m = k − 1, H(m) = µn, p = Pn,
ε = (k − 1)−1/2+γ, получим

0 ≤ Tn,2 ≤ (log k + |H(Y |X)|)2+εP(|µn − Eµn| > (k − 1)1/2+γ)

≤ (log k + |H(Y |X)|)2+ε2e−2(k−1)2γ → 0, n→∞. (89)

Также отметим, что

| log f(y|x) +H(Y |X)|2+εP(|µn − Eµn| > (k − 1)1/2+γ)→ 0, n→∞. (90)

Определим Bi(n, p) = P(µn = i), i = 0, . . . , k − 1, и запишем Tn,1 следу-
ющим образом:

Tn,1 =
∑

i:|i−Eµn|≤(k−1)1/2+γ

∣∣∣∣log

(
i+ 1

k

)
+H(Y |X)

∣∣∣∣2+ε

Bi(n, p). (91)

Чтобы получить верхнюю границу для |Tn,1 − | log f(y|x) + H(Y |X)|2+ε|,
применим формулу Лагранжа к функции g(z) = | log z + a|2+ε, z > 0,
a ∈ R. Для z, z0 > 0

g(z)− g(z0) = g′(ξ)(z − z0), ξ = z0 + λ(z − z0), λ = λ(z, z0) ∈ (0, 1).

Определим z = i+1
k , z0 = f(y|x) и a = H(Y |X). Тогда в силу (74) для всех

i, принадлежащих множеству (91), получим

|z − z0| =
∣∣∣∣i+ 1

k
− f(y|x)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣i− (k − 1)Pn

k

∣∣∣∣+
1

k
+

∣∣∣∣(k − 1)Pn
k

− Pn
∣∣∣∣+ |Pn − f(y|x)|

≤ (k − 1)−1/2+γ + 2k−1 + 2Cδ(]M + 1)n−β+θ := Zn ∝ n−β+θ,
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где β − θ < 1/2− γ. Заметим, что

g′(z) = (2 + ε)z−1(log z + a)| log z + a|ε, z > 0.

Следовательно, |g′(ξ)| ≤ (2 + ε)|ξ|−1| log ξ + a|1+ε. Для всех достаточно
больших n верно неравенство

| log ξ| ≤ max{| log z0|, | log z|} ≤ max{| log νn|, log k} ≤ c log n,

где c = c(α, ν). Понятно, что |ξ| ≥ min{z, z0}. В нашем случае z0 ≥ n−ν

и z ≥ Pn(kn − 1) − (kn − 1)
1
2+γ. Из неравенства (74) следует, что Pn ≥

1
2n
−ν для всех достаточно больших n, если ν < β − θ. Следовательно, при

всех достаточно больших n неравенство z ≥ c1n
−ν+α выполняется, когда

α− ν > 1
2 + γ (здесь c1 = c1(α)). Последнее неравенство выполняется, если

ν < 2α (затем мы выберем положительное достаточно малое γ). Таким
образом, |ξ|−1 ≤ nν для всех достаточно больших n. Поэтому равномерно
по всем i, принадлежащим множеству, по которому ведется суммирование
в Tn,1,

|g(z)− g(z0)| = |g′(ξ)||z − z0|
≤ (2 + ε)(log n)1+εnνZn ∝ (log n)1+εnν−β+θ → 0, n→∞,

где ν < β − θ. Учитывая неравенство
∑

i:|i−Eµn|≤(k−1)1/2+γ Bi(n, p) ≤ 1, при-
ходим к соотношению

sup
(u,x,y)∈Gn

|Tn,1 − | log f(y|x) +H(Y |X)|2+ε| → 0, n→∞.

Эта формула вместе с (89) и (90) влечет (87). Соотношение (88) дока-
зывается аналогично. Таким образом, мы установили (86). Следовательно,

Sn,k,2(y)−
∫
B1,n

∫ δ

0

| log f(y|x) +H(Y |X)|2+εf
(k)
n,x,β(u)f(x, y) dudx

→ 0, n→∞.

Очевидно, что для всех n ∈ N и y ∈M верно неравенство∫
B1,n

∫ δ

0

| log f(y|x) +H(Y |X)|2+εf
(k)
n,x,β(u)f(x, y) dudx

≤
∫
Rd∩{x:f(y|x)>0}

| log f(y|x) +H(Y |X)|2+εf(x, y) dx <∞.
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Действительно, в силу неравенства Минковского и поскольку
f(y|x) = P(Y = y|X = x) ≤ 1 для всех y ∈ M и PX-почти всех x, до-
статочно показать, что∫

Rd∩{x:f(y|x)>0}

(
log

1

f(y|x)

)2+ε

f(x, y) dx <∞, y ∈M.

Для всех ε > 0 существует такое T = T (ε) > 1, что (log t)2+ε ≤ t, где t > T .
Значит, для всех y ∈ M , последний интеграл может быть представлен в
следующем виде:∫

{x:f(y|x)≥1/T }

(
log

1

f(y|x)

)2+ε

f(x, y) dx

+

∫
{x:0<f(y|x)<1/T}

(
log

1

f(y|x)

)2+ε

f(y|x)fX(x) dx

≤ (log T )2+εP(Y = y) +

∫
{x:f(y|x)<1/T}

(f(y|x))−1f(y|x)fX(x) dx

≤ (log T )2+ε + 1 <∞.

Поэтому для y ∈M имеем supn Sn,k,2(y) <∞. Таким образом, применяя
(85), можно убедиться, что для всех y ∈M

sup
n
|In,k,1(y)| <∞.

Соотношение (82) доказано.
Шаг 6. Теперь перейдем к доказательству (80). Для z1, z2 ∈ Rd ×M ,

n > 2 и k = kn введем

Rn,k(z1, z2) := (Ĥn,k,1(z1, z2)−H(Y |X))(Ĥn,k,2(z1, z2)−H(Y |X)).

Для простоты обозначений положим ρn,k,j := ρn,k,j(x1, x2), j = 1, 2. Зафик-
сируем δ > 0 и определим

Un,k,1(z1, z2)

:= E(Rn,k(z1, z2)|ρn,k,1nβ ≤ δ, ρn,k,2n
β ≤ δ)P(ρn,k,1n

β ≤ δ, ρn,k,2n
β ≤ δ),

Un,k,2(z1, z2) := Hn,k(z1, z2)− Un,k,1(z1, z2),

где для интегрируемой случайной величины ξ предполагается, что
E(ξ|A) := 0, если P(A) = 0. Для всех n ≥ N1, где N1 = N1(H(Y |X)),
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и всех zj ∈ Rd×M , j = 1, 2, неравенство |Rn,k(z1, z2)| ≤ 2(log k)2 выполня-
ется с вероятностью 1. Следовательно,

|Un,k,2(z1, z2)| ≤ 2(log k)2P
({
ρn,k,1>δn

−β} ∪ {ρn,k,2>δn−β})
≤ 4(log k)2P

(
ρn,k,1>δn

−β) .
В силу (61) и (70), для всех zj ∈Rd×M , j=1, 2, получаем |Un,k,2(z1,z2)|→0,
n→∞.

Шаг 7. Остается показать, что для всех y1, y2 ∈ M и Q-почти всех
(x1, x2) ∈ Rd × Rd,

Un,k,1(z1, z2)→ (− log f(y1|x1)−H(Y |X))(− log f(y2|x2)−H(Y |X)), n→∞.
(92)

При доказательстве леммы 2.8 (см. раздел 2.4.5) показывается, что для
всех x1, x2 ∈ Rd (x1 6= x2), конечная мера G(B) := P((ρn,k,1, ρn,k,2) ∈ B),
определенная для B ∈ B(R2) ∩Dx1,x2, где

Dx1,x2 = (0, |x1 − x2|/3]× (0, |x1 − x2|/3],

может быть представлена как

P((ρn,k,1, ρn,k,2) ∈ B) =

∫
B

gn,k(x1, x2, u1, u2) du1du2.

Здесь gn,k(x1, x2, ·, ·) : Dx1,x2 → R+ — некоторая интегрируемая функция
(относительно ограничения меры Лебега Λ⊗Λ, заданной на R2, на Dx1,x2).
Очевидно, что для 0 < k < n− 2,

P(ρn,k,i(x1, x2) = 0)

=
n−2∑
j=k

(
n− 2

j

)
P(‖X − xi‖ = 0)j(1−P(‖X − xi‖ = 0))n−2−j = 0, i = 1, 2,

поскольку X имеет плотность (и k = k(n) ∝ nα, α ∈ (0, 1)).
Теперь положим gn,k(x1, x2, ·, ·) = 0 на Dx1,x2 \Dx1,x2, где Dx1,x2 обозна-

чает замыкание множестваDx1,x2 в R2. Возьмем N(x1, x2, β, δ) такое, чтобы
δn−β ≤ |x1 − x2|/6 для всех n ≥ N(x1, x2, β, δ). Тогда

Qn,β,δ := [0, δn−β]× [0, δn−β] ⊂ Dx1,x2,

B(x1, u1n
−β) ∩B(x2, u1n

−β) = ∅

63



для ui ∈ [0, δ], i = 1, 2. Таким образом, для всех B ∈ B(R2) и
n ≥ N(x1, x2, β, δ),

P(ζ ∈ B|ζ ∈ Qn,δ,β) =
P(ζ ∈ B ∩Qn,δ,β)

P(ζ ∈ Qn,δ,β)

=
1

P(ζ ∈ Qn,δ,β)

∫
B∩Qn,δ,β

gn,k(x1, x2, u1, u2) du1du2,

поскольку B ∩ Qn,δ,β ⊂ Dx1,x2. Отметим, что P(ζ ∈ Qn,δ,β) > 0 для всех
достаточно больших n

P(ζ ∈ Qn,δ,β)

=
∑

l1≥k,l2≥k,
l1+l2≤n−2

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)
pl1n,x1,δ,βp

l2
n,x2,δ,β

(1− pn,x1,δ,β − pn,x2,δ,β))n−l1−l2.

Здесь pn,xi,δ,β = P(‖X−xi‖ ≤ δn−β) > 0 для всех n ∈ N и i = 1, 2, поскольку
PX(B(x, r)) > 0 для всех x ∈ Rd и r > 0 (так как fX(z) > 0 для µ-почти
всех z ∈ Rd). Мы также учитываем, что pn,xi,δ,β → 0 при n→∞, i = 1, 2.

Следовательно, функция g̃n,k(x1, x2, ·, ·) : R2 → R+, задаваемая форму-
лой

g̃n,k(x1, x2, u1, u2) =

{
1

P(ζ∈Qn,δ,β)gn,k(x1, x2, u1, u2), если (u1, u2) ∈ Qn,δ,β,

0, если (u1, u2) ∈ R2 \Qn,δ,β,

является вероятностной плотностью меры P(ζ ∈ ·|ζ ∈ Qn,δ,β), которая
определена на (R2,B(R2)). Таким образом, мера P(nβζ ∈ ·|ζ ∈ Qn,δ,β))
на этом пространстве имеет плотность (относительно ограничения Λ ⊗ Λ
на (R2,B(R2))) fn,k,β,δ(x1, x2, ·, ·) : R2 → R+.

Теперь применим лемму 2.9 для

W := Rn,k(z1, z2), V := (nβρn,k,1(x1, x2), n
βρn,k,2(x1, x2)),

B := {(u1, u2) ∈ [0, δ]× [0, δ]}.

Заметим, что {V ∈ B} = {ζ ∈ Qn,δ,β} и EW существуют. Следовательно,
для рассматриваемых x1, x2, β, δ и n > N(x1, x2, β, δ) верна формула

Un,k,1(z1, z2) = E(W |V ∈ B)P(ρn,k,1n
β ≤ δ, ρn,k,2n

β ≤ δ)

=

∫ δ

0

∫ δ

0

Jn,k,β(z1, z2, u1, u2) dPV,B(u1, u2)P(ρn,k,1n
β ≤ δ, ρn,k,2n

β ≤ δ),
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где Jn,k,β(z1, z2, u1, u2) := E(Rn,k(z1, z2)|V = (u1, u2)). Было показано, что
PV,B имеет плотность fn,k,β,δ(x1, x1, ·, ·), следовательно,

Un,k,1(z1, z2)=

∫ δ

0

∫ δ

0

Jn,k,β(z1, z2, u1, u2)fn,k,β,δ(x1, x1, u1, u2) du1du2

× P(ρn,k,1n
β ≤ δ, ρn,k,2n

β ≤ δ).

Шаг 8. Теперь покажем, что равномерно для PV,B-почти всех
(u1, u2) ∈ (0, δ]× (0, δ]

|Jn,k,β(z1, z2, u1, u2)− (− log f(y1|x1)−H(Y |X))(− log f(y2|x2)−H(Y |X))|
→ 0, n→∞. (93)

Положим ξ := (ξn,k,1, ξn,k,2), где ξn,k,1 = ξn,k,1(z1, z2), i = 1, 2. В силу лем-
мы 2.10 для PV -почти всех (u1, u2)

Jn,k,β(z1, z2, u1, u2)

=
∑
r1,r2

E(Rn,k(z1, z2)|V = (u1, u2), ξ = (r1, r2))P(ξ = (r1, r2)|V = (u1, u2)).

Заметим, что для PV,ξ-почти всех (u1, u2, r1, r2)

E(Rn,k(z1, z2)|V = (u1, u2), ξ = (r1, r2))P(ξ = (r1, r2)|V = (u1, u2))

=

(
− log

(
r1 + 1

k

)
−H(Y |X)

)(
− log

(
r2 + 1

k

)
−H(Y |X)

)
:= h(r1, r2),

(94)

поскольку случайная величинаRn,k(z1, z2) является измеримой относитель-
но σ-алгебры σ{V, ξ}. Функция h(r1, r2) зависит также от n, k, z1, z2.

Пусть O ∈ B(R2
+ ×M 2) является множеством, состоящим их всех та-

ких (u1, u2, r1, r2), что (94) выполняется. Тогда PV,ξ(O) = 1. Поскольку M 2

является конечным множеством, то O =
⋃

(r1,r2)∈M2 Or1,r2 × {(r1, r2)}, где
Or1,r2 ∈ B(R2

+). Отметим, что по крайней мере одно из множеств Or1,r2

непусто, иначе P((V, ξ) ∈ O) 6= 1. Следовательно,
⋃

(r1,r2)∈M2 Or1,r2 6= ∅.
Если

⋂
(r1,r2)∈M2 Or1,r2 6= ∅, то для всех (u1, u2) ∈

⋂
(r1,r2)∈M2 Or1,r2,

Jn,k,β(z1, z2, u1, u2) =
∑
r1,r2

h(r1, r2)P(ξ = (r1, r2)|V = (u1, u2)). (95)
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Определим множество Õ = (
⋃

(r1,r2)∈M Or1,r2×M 2)\O. Оно также может
быть представлено как

Õ =
⋃

(r1,r2)∈M2

Õr1,r2 × {(r1, r2)}, Õr1,r2 =
⋃

(s1,s2)∈M

Os1,s2 \Or1,r2.

Очевидно, что равенство PV,ξ(O) = 1 влечет выполнение соотношения
PV (

⋃
(r1,r2)∈M2 Or1,r2) = 1. Действительно,

P

V ∈ ⋃
(r1,r2)∈M

Or1,r2

 ≥ P

 ⋃
(r1,r2)∈M

{V ∈ Or1,r2, ξ = (r1, r2)}


= P((V, ξ) ∈ O) = 1.

Если множество Õ пусто, то Or1,r2 = Os1,s2 для r1 6= s1, r2 6= s2 и⋂
(r1,r2)∈M Or1,r2 =

⋃
(r1,r2)∈M Or1,r2 6= ∅, поэтому равенство выполняется для

PV -почти всех (u1, u2).
Рассмотрим случай, когда Õ 6= ∅. Введем

K := {(r1, r2) ∈M 2 : Õr1,r2 6= ∅}.

Следовательно, K 6= ∅. Если L := M 2 \ K 6= ∅, то для всех (r1, r2) ∈ L
имеем Or1,r2 =

⋃
(s1,s2)∈M Os1,s2. Таким образом, мы показали, что

PV (∪(s1,s2)∈M2Os1,s2) = 1.

Значит, PV (Or1,r2) = 1 для всех (r1, r2) ∈ L. Введем

K1 := {(r1, r2) ∈ K : PV (Õr1,r2) = 0}

и K2 := K \K1. Если (r1, r2) ∈ K1, то

PV (Or1,r2) = PV (
⋃

(s1,s2)∈M

Os1,s2 \ Õr1,r2) = PV (
⋃

(s1,s2)∈M

Os1,s2)− PV (Õr1,r2) = 1.

Теперь покажем, что если (r1, r2) ∈ K2, то

P(ξ = (r1, r2)|V = (u1, u2)) = 0

для всех (u1, u2) ∈ Sr1,r2⊂Õr1,r2, Sr1,r2 ∈ B(R2
+), где PV (Sr1,r2)=PV (Õr1,r2)>0.

Если последнее утверждение верно, то (96) выполняется, поскольку мы
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приходим к тривиальному отношению 0 = 0 и, следовательно, мы получаем
необходимую формулу для

(u1, u2) ∈ A := (∩(r1,r2)∈L∪K1
Or1,r2) ∩ (∩(r1,r2)∈K2

(Or1,r2 ∪ Sr1,r2)),

где PV (A) = 1, поскольку PV (Or1,r2) = 1 для (r1, r2) ∈ L ∪K1 и

PV (Or1,r2 ∪ Sr1,r2) = PV (Or1,r2) + PV (Sr1,r2) = PV (Or1,r2) + PV (Õr1,r2)

= PV (Or1,r2 ∪ Õr1,r2) = PV (∪(s1,s2)∈MOs1,s2) = 1.

Здесь мы учитываем, что Sr1,r2 ⊂ Õr1,r2 и Or1,r2 ∩ Õr1,r2 = ∅.
Для всех (r1, r2) ∈ K2

P(V ∈ Õr1,r2, ξ = (r1, r2))

=

∫
Õr1,r2

P(ξ = (r1, r2)|V = (u1, u2)) dPV (u1, u2) = 0, (96)

поскольку (Õr1,r2 × {r1, r2}) ∩ O = ∅ и PV,ξ(O) = 1. Принимая в расчет
неравенство P(ξ = (r1, r2)|V = (u1, u2)) ≥ 0 для PV -почти всех (u1, u2), из
формулы (96) мы получаем P(ξ = (r1, r2)|V = (u1, u2)) = 0 для некоторого
множества Sr1,r2 ∈ B(R2

+) такого, что Sr1,r2 ⊂ Õr1,r2 и PV (Sr1,r2) = PV (Õr1,r2).
Также (95) выполняется для PV -почти всех (u1, u2).

Для n > N(x1, x2) и ui ∈ [0, δ] имеем uin
−β < |x1 − x2|/2, i = 1, 2,

поэтому лемма 2.8 применима к P(ξ = (r1, r2)|V = (u1, u2)). Тогда

Jn,k,β(z1, z2, u1, u2)

=
∑
r1,r2

h(r1, r2)P(ξn,k,1 =r1|V =(u1, u2))P(ξn,k,2 =r2|V =(u1, u2)) = Jn,1Jn,2,

где

Jn,i := E

(
− log

(
ξn,k,i + 1

k

)
−H(Y |X)

∣∣∣V = (u1, u2)

)
= E

(
− log

(
µn,i + 1

k

)
−H(Y |X)

)
P(Y 6= y

∣∣‖X − xi‖ = uin
−β)

+E

(
− log

(
µn,i + 2

k

)
−H(Y |X)

)
P
(
Y = y

∣∣‖X − xi‖ = uin
−β)

= E

(
− log

(
µn,i + 1

k

)
+ log f(yi|xi)

)
P
(
Y 6= y

∣∣‖X − xi‖ = uin
−β)

+E

(
− log

(
µn,i + 2

k

)
+ log f(yi|xi)

)
P
(
Y = y

∣∣‖X − xi‖ = uin
−β)

+(− log f(yi|xi)−H(Y |X)),
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µn,i = µn(k, β, ui, xi, yi), Jn,i = Jn,i(k, β, ui, xi, yi) и i = 1, 2.
Согласно (78) и поскольку log k− log(k−1)→ 0 при n→∞, мы можем

утверждать, что

sup
(u,x,y)∈Gn

∣∣∣∣E(log

(
µn(k, β, u, x, y) + 1

k

))
− log f(y|x)

∣∣∣∣→ 0.

Заметим, что Gn ↗ (0, δ] × {x ∈ Rd : fX(x) > 0} × M при n → ∞.
Для рассматриваемой версии плотности fX и произвольных x ∈ Rd, для
которых fX(x) > 0, можно найти такое N(x) ∈ N, что x ∈ B1,n при
n > N(x). Рассмотрим xi ∈ Rd такое, что fX(xi) > 0, i = 1, 2. Тогда
для n ≥ max{N(x1), N(x2)} и i = 1, 2

sup
0<ui≤δ

∣∣∣∣log

(
µn,i + 1

k

)
− log f(yi|xi)

∣∣∣∣
≤ sup

(u,x,y)∈Gn

∣∣∣∣log

(
µn(k, β, u, x, y) + 1

k

)
− log f(y|x)

∣∣∣∣→ 0,

при n→∞. Аналогичным образом

sup
0<ui≤δ

∣∣∣∣log

(
µn,i + 2

k

)
− log f(yi|xi)

∣∣∣∣→ 0, n→∞, i = 1, 2.

Следовательно, для PX-почти всех xi ∈ Rd и любых yi ∈M (i = 1, 2),

sup
0<ui≤δ

|Jn,i − (− log f(yi|xi)−H(Y |X))| → 0, n→∞. (97)

Положим Fi := − log f(yi|xi)−H(Y |X). Тогда получим

sup
0<u1,u2≤δ

|Jn,1Jn,2 − F1F2|

≤ sup
0<u1≤δ

|Jn,1| sup
0<u2≤δ

|Jn,2 − F2|+ |F2| sup
0<u1≤δ

|Jn,1 − F1|.

В силу (97) для n ≥ N(xi, yi, δ) выполняется неравенство

sup
0<u1≤δ

|Jn,1| ≤ 2|F1|.

Также для всех y1, y2 ∈M и PX ⊗ PX-почти всех (x1, x2) ∈ Rd × Rd,

sup
u1,u2<δ

|Jn,1Jn,2 − F1F2| → 0, n→∞.
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Таким образом, (93) доказано.
Шаг 9. Теперь перейдем к завершающей части доказательства. В силу

предыдущих шагов получим

|Un,k,1(z1, z2)− F1F2|

≤
∣∣∣ ∫ δ

0

∫ δ

0

Jn,k,β(z1, z2, u1, u2)fn,k,β(x1, x1, u1, u2) du1du2 − F1F2

∣∣∣
+
∣∣∣ ∫ δ

0

∫ δ

0

Jn,k,β(z1, z2, u1, u2)fn,k,β(x1, x1, u1, u2) du1du2

∣∣∣
× (1− P(ρn,k,1n

β ≤ δ, ρn,k,2n
β ≤ δ))

≤ sup
0<u1,u2≤δ

|Jn,1Jn,2 − F1F2|
∫ δ

0

∫ δ

0

fn,k,β(x1, x2, u1, u2) du1du2

+ | log k +H(Y |X)|(1− P(ρn,k,1n
β ≤ δ, ρn,k,2n

β ≤ δ)).

Более того,

1− P(ρn,k,1n
β ≤ δ, ρn,k,2n

β ≤ δ)

≤ P
({
ρn,k,1 > δn−β

}
∪
{
ρn,k,2 > δn−β

})
≤ 2P

(
ρn,k,1 > δn−β

)
.

Учитывая (61) и (70) мы видим, что для всех zj ∈ Rd ×M , j = 1, 2,

| log k +H(Y |X)|(1− P(ρn,k,1n
β ≤ δ, ρn,k,2n

β ≤ δ))→ 0, n→∞.

Следовательно, Un,k,1(z1, z2)−F1F2 → 0 при n→∞. Значит, (92) доказано
и доказательство теоремы 2.4 завершено. �

2.4.3 Доказательство следствия 2.5

Пусть X ∼ N(a,Σ), где a ∈ Rd и Σ > 0. Нетрудно убедиться, что для
ε > 0 выполняется неравенство E| log fX(X)|ε < ∞ (см., например, [27]).
Поскольку для всех x ∈ Rd и y ∈M ,

f(x, y) = P(Y = y|X = x)fX(x),

P(Y = 1|X = x) =
1

1 + exp{−(w, x)− b}
> 0,

fX(x) =
1

(2π)d/2| det Σ|1/2
exp

{
−1

2
(x− a)TΣ−1(x− a)

}
> 0,

то f(·, y) — µ-почти всюду положительна. Мы покажем, что f(·, y) является
C0-стягиваемой для всех y ∈ {0, 1}. Согласно замечанию 2.2 достаточно
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проверить, что эта функция является липшицевой. Имеем

|f(u, y)− f(v, y)| = |P(Y = y|X = u)fX(u)− P(Y = y|X = v)fX(v)|
≤ P(Y = y|X = u)|fX(u)− fX(v)|

+ fX(v)|P(Y = y|X = u)− P(Y = y|X = v)|
≤ |fX(u)− fX(v)|+ max

x
|fX(x)| |P(Y = y|X = u)− P(Y = y|X = v)|.

Заметим, что maxx |fX(x)| < ∞ и fX(·) удовлетворяет условию Липшица,
поэтому достаточно показать, что функция P(Y = y|X = x) (как функ-
ция переменной x) удовлетворяет условию Липшица с константой C. Для
любого x ∈ Rd и j ∈ {1, . . . , d},∣∣∣∣ ∂∂xjP(Y = 1|X = x)

∣∣∣∣ =
exp{−(w, x)− b}

(1 + exp{−(w, x)− b})2
|wj| ≤

1

4
‖w‖ <∞.

Таким образом, для P(Y = 1|X = x) желаемое свойство выполняется.
Очевидно, что P(Y = 0|X = x) = 1 − P(Y = 1|X = x) и, следовательно,
P(Y = 0|X = x) также удовлетворяет условию Липшица. �

2.4.4 Доказательство леммы 2.6

Зафиксируем n > 1 и k ∈ {1, . . . , n − 1}. Для t > 0, x ∈ Rd и δ ∈ (0, t)
определим события

An,k(x, t, δ) := {t− δ < ρn,k,1(x) ≤ t+ δ}.

Событие {ρn,k,1(x) > t−δ} означает, что менее чем k точек (т.е. 0, 1, . . . , k−1)
из X2, . . . , Xn попали в шар B(x, t − δ). Событие же {ρn,k(x) ≤ t + δ}
означает, что как минимум k точек (т.е. k, k + 1, . . . , n − 1) из X2, . . . , Xn

содержатся в шаре B(x, t+ δ). Для x ∈ Rd и t > 0, рассмотрим множество

Sx(t, δ) := {z ∈ Rd : t− δ < ‖z − x‖ ≤ t+ δ}.

Пусть Px(t, δ) := P(X ∈ Sx(t, δ)). Заметим, что Px(t, δ) → 0 при δ → 0+
поскольку µ(Sx(t, δ))→ 0 при δ → 0+ и существует плотность PX относи-
тельно меры Лебега µ. Для 2 ≤ i1 < . . . < iq ≤ n, учитывая независимость
X1, . . . , Xn, получаем

P(X i1 ∈ Sx(t, δ), . . . , X iq ∈ Sx(t, δ)) = Px(t, δ)
q.

Отметим, что
An,k(x, t, δ) =

⋃
(s,m)∈J

BsDmGn−1−(s+m),
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здесь J := {(s,m) : s ∈ {0, . . . , k−1},m ∈ {1, . . . , n−1}, k ≤ s+m ≤ n−1},
J = J(n, k),

Bs := {s наблюдений из X2, . . . , Xn содержатся в B(x, t− δ)},
Dm := {m наблюдений из X2, . . . , Xn содержатся в S(t, δ)},
Gn−1−(s+m) := {n− 1− (s+m) наблюдений из X2, . . . , Xn

содержатся в Rd \B(x, t+ δ)}.

Очевидно, что события Bs, Dm и Gn−1−(s+m) зависят от x, t, δ, n. Получим

P(An,k(x, t, δ)) = P(Bk−1D1Gn−1−k) +O(Px(t, δ)
2), δ → 0+, (98)

при P(Dm)=
(
n−1
m

)
Px(t, δ)

m(1−Px(t, δ))n−1−m и P(BsDmGn−1−(s+m))≤P(Dm)

для (m, s) ∈ J . Определим px(u) = P(X ∈ B(x, u)), x ∈ Rd, u > 0. Тогда

P(Bk−1D1Gn−1−k) =

(
n− 1

k − 1

)
(px(t−δ))k−1

(
n− k

1

)
Px(t, δ)(1−px(t+δ))n−1−k.

Действительно, существует
(
n−1
k−1

)
способов выбрать k−1 точку изX2, . . . , Xn,

содержащуюся в B(x, t− δ), а затем n− 1− (k− 1) способов выбрать одну
точку, попадающую в Sx(t, δ). Другие точки (их всего n − 1 − k) будут
лежать вне шара B(x, t+ δ).

Теперь заметим, что r = 0, 1, . . . , k − 1,

P(ξn,k,1(x, y) = r, An,k(x, t, δ)

= P(ξn,k,1(x, y) = r, Bk−1D1Gn−1−k) +O(Px(t, δ)
2), δ → 0+,

и

P(ξn,k,1(x, y) = r, Bk−1D1Gn−1−k)

=

(
n− 1

k − 1

)(
k − 1

r

)
P(Y = y,X ∈ B(x, t−δ))rP(Y 6= y,X ∈ B(x, t−δ))k−1−r

×
(
n− k

1

)
P (Y 6= y,X ∈ Sx(t, δ))(1− px(t+ δ))n−1−k

+

(
n− 1

k − 1

)(
k − 1

r − 1

)
P(Y = y,X ∈ B(x, t− δ))r−1

× P(Y 6= y,X ∈ B(x, t− δ))k−1−(r−1)

×
(
n− k

1

)
P(Y = y,X ∈ Sx(t, δ))(1− px(t+ δ))n−1−k. (99)
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Имеется
(
n−1
k−1

)
способов выбрать k − 1 точку из X2, . . . , Xn, которая будет

лежать в B(x, t − δ), и существует
(
n−k

1

)
способов выбрать из оставших-

ся наблюдений точку Xq, принадлежащую Sx(t, δ). Далее рассмотрим две
возможности.

1. Если Y q 6= y, то существует
(
k−1
r

)
способов выбрать из точек, со-

держащихся в B(x, t − δ), r точек X i1, . . . , X ir таких, что Y im = y,
m = 1, . . . , r. Для остальных k− 1− r точек Xj1, . . . , Xjk−1−r , принад-
лежащих B(x, t− δ), будет выполняться Y js 6= y, s = 1, . . . , k− 1− r.

2. Если Y q = y, то существует
(
k−1
r−1

)
способов выбрать из точек, содер-

жащихся в B(x, t− δ), r − 1 точек X i1, . . . , X ir−1 таких, что Y im = y,
m = 1, . . . , r−1. Для остальных k−1−(r−1) точекXj1, . . . , Xjk−1−(r−1),
принадлежащих B(x, t−δ), будет выполняться Y js 6= y, s = 1, . . . , k−
1− (r − 1).

Оставшиеся n − 1 − k точек будут принадлежать дополнению шара
B(x, t + δ). Вероятность для каждого наблюдения Xm попасть в допол-
нение будет равна 1− px(t+ δ).

Для r = k получаем, что

P(ξn,k,1(x, y) = k,Bk−1D1Gn−1−k)

=

(
n− 1

k − 1

)(
n− k

1

)
P(Y = y,X ∈ B(x, t− δ))k−1

× P(Y = y,X ∈ Sx(t, δ))(1− px(t+ δ))n−1−k.

В этом случае рассуждение проводится аналогично, но разница заключа-
ется в следующем. Не только для всех (k − 1) точек X i1, . . . , X ik−1 (из
X2, . . . , Xn, принадлежащих B(x, t−δ)) верно равенство Y i1=y, . . . , Y ik−1=
y, но также и дляXq, содержащихся в Sx(t, δ), выполняется Y q = y. Случай
r = k вытекает из формулы (99), поскольку

(
k−1
k

)
= 0.

Если случайная переменная τ такова, что τ ≥ 0 п.н., Eτ < ∞ и слу-
чайный вектор ζ принимает значения в Rs, то (см., например, [7], том II,
глава 7.5) функция E(τ |ζ = t) может быть определена следующим обра-
зом. Положим G(B) := E(τI{ζ ∈ B}), где B ∈ B(Rs). Очевидно, что G
является конечной мерой, абсолютно непрерывной относительно Pζ . Сле-
довательно, существует такая борелевская функция ϕ : Rs → R, что для
всех B ∈ B(Rs),

E(τI{ζ ∈ B}) =

∫
B

ϕ(x)Pζ(dx).
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Иными словами, ϕ(t) — производная Радона-Никодима dG
dPζ

(t), t ∈ Rs. Зна-
чит, E(τ |ζ) = ϕ(ζ). Согласно теореме 5.8.8 [2] (с учетом того, что G� Pζ)
существует

lim
δ→0+

G(B(t, δ))

Pζ(B(t, δ))
=
dG

dPζ
(t), t ∈ Rs. (100)

Точнее, этот предел существует для Pζ-почти всех t ∈ Rs и является произ-
водной Радона-Никодима G относительно меры Pζ , т.е. версией E(τ |ζ = t).
Мы применим этот результат к τ = I{ξn,k,1(x, y) ∈ D}, где D ∈ B(R+),
ζ = ρn,k,1(x), x ∈ Rd, y ∈ M . Очевидно, что τ является интегрируемой
случайной величиной относительно любой конечной меры. Формула (100)
верна для Pρn,k,1(x)-почти всех t ∈ (0,∞) и

P(ξn,k,1(x, y) ∈ D|ρn,k,1(x) = t) = lim
δ→0+

P(ξn,k,1(x, y) ∈ D, ρn,k,1(x) ∈ B(t, δ))

P(ρn,k,1(x) ∈ B(t, δ))
.

(101)
Отметим, что вместо B(t, δ) = [t − δ, t + δ], где 0 < δ < t, мы можем
взять (t − δ, t + δ], поскольку для всех n ∈ N, n > 1, k ∈ {0, . . . , n − 1}
и x ∈ Rd случайная величина ρn,k,1(x) имеет плотность. Действительно,
P(ρn,k,1(x) ≤ 0) = 0, поскольку существует плотность fX(·), а для t > 0

P(ρn,k,1(x) ≤ t) =
n−1∑
j=k

(
n− 1

j

)
px(t)

j(1− px(t))n−1−j, (102)

где px(t) = P(X ∈ B(x, t)). Понятно, что px(t) = P(‖X − x‖ ≤ t) является
функцией распределения неотрицательной случайной величины ‖X − x‖.
Вначале покажем, что px(·) имеет плотность fx(·) относительно меры Ле-
бега на B(R+). Затем докажем, что существует плотность случайной вели-
чины ρn,k,1(x).

Известно, что X = (X1, . . . , Xd) имеет плотность fX(·) относительно
меры Лебега µ на Rd (i.e. PX � µ). С другой стороны, поскольку fX(x)
строго положительна для µ-почти всех x ∈ Rd, можно легко показать, что
µ� PX . Следовательно, PX ∼ µ.

Пусть µ1 и µ2 — некоторые меры на пространстве (S,B) и h : S → T —
некоторая B|D-измеримая функция, где T снабжено σ-алгеброй D. Введем
меры νi := µih

−1, i = 1, 2. Тогда, очевидно, µ1 � µ2 влечет ν1 � ν2. Если
Q является гауссовской мерой на B(Rd), имеющей плотность относительно
меры µ, то Q ∼ µ, поскольку существует строго положительная плотность
dQ/dµ на Rd. Рассмотрим (S,B) := (Rd,B(Rd)), (T,D) := (R+,B(R+)),
h : Rd → R+, где h(x) = x2

1 + . . . + x2
d для x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd. Пусть

µ1 = PX и µ2 является гауссовской мерой N(0, I) на Rd с нулевым средним
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и единичной матрицей ковариаций I. Тогда µ1 ∼ µ2, поскольку µ1 ∼ µ и
µ2 ∼ µ. Следовательно, ν1 ∼ ν2. Мера ν2 = µ2h

−1 имеет распределение χ2
d

и ее плотность относительно меры Лебега ΛR+
на (R+,B(R+)) выражается

как

Pχ2
d
(u) =

u
d
2−1e−

u
2

2
d
2Γ(d2)

, u ≥ 0.

Эта плотность строго положительна на (0,∞), а значит, ν2 ∼ ΛR+
. Таким

образом, PXh−1 ∼ ν2, следовательно PXh
−1 ∼ ΛR+

. Мы доказали, что су-
ществует плотность g случайной величины (X1)

2 + . . .+(Xd)
2 относительно

меры Лебега на R+. Можем написать, что d(PXh
−1)/dΛR+

= g. Для всех
B ∈ B(R+) верно ∫

B

g(t)dt = PXh
−1(B).

Если
∫
B g(t)dt = 0, то PXh

−1(B) = 0 и следовательно ΛR+
(B) = 0. По-

ложим B := {t ∈ R+ : g(t) = 0}. Тогда
∫
B g(t)dt = 0 и, следовательно,

ΛR+
{t : g(t) = 0} = 0. Другими словами, g строго положительна ΛR+

-почти
всюду.

Если случайный вектор V имеет плотность (относительно меры µ) q(z),
z ∈ Rd, тогда для x ∈ Rd вектор V − x имеет плотность

qx(z) = q(z + x), z ∈ Rd.

Следовательно, мы можем потребовать, чтобы для всех x ∈ Rd существо-
вала плотность случайной величины ‖X − x‖2 относительно меры Лебега
ΛR+

на R+. Эта плотность строго положительна относительно меры ΛR+
,

где fX(·) строго положительна относительна µ. Если случайная величина
ξx ≥ 0 имеет плотность γx(u), u ≥ 0 (x ∈ Rd), то случайная величина

√
ξx

имеет плотность px(u) = 2uγx(u
2), u ≥ 0. Таким образом, существует плот-

ность fx(u), u ≥ 0, случайной величины ‖X − x‖ и эта плотность строго
положительна для ΛR+

-почти всех u ≥ 0 и P‖X−x‖ ∼ ΛR+
.

Теперь мы можем доказать, что плотность (относительно ΛR+
) случай-

ной величины ρn,k,1(x) имеет вид

hn−1,k,x(u)

=
n−1∑
j=k

(
n− 1

j

)
(jpx(u)j−1(1−px(u))n−1−j−px(u)j(n−j−1)(1−px(u))n−j−2)fx(u)

(103)

где fx(·) — плотность, соответствующая функции распределения функции
px(·), x ∈ Rd.
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Стоит подчеркнуть, что в общем случае мы не можем продифференци-
ровать функцию распределения, чтобы получить плотность (примером мо-
жет служить функция Кантора), поэтому надо использовать интегральные
соотношения. Пусть F — функция распределения положительной случай-
ной величины с плотностью f (таким образом, F (0) = 0 и f(u) = 0, u < 0).
Тогда используя интегрирование по частям (см., например, [7], том II, гла-
ва 6.12) и метод математической индукции, мы можем доказать, что для
всех n ∈ N функция распределения F n(u) имеет плотность nF n−1(u)f(u),
u ∈ R. Для m ∈ N и j = 0, . . . ,m мы можем написать, что

F (t)j(1− F (t))m−j =

m−j∑
r=0

(
m− j
r

)
(−1)m−j−rF (t)j+m−j−r

=

m−j∑
r=0

(
m− j
r

)
(−1)m−j−r

∫
(0,t]

(m− r)Fm−r−1(u)f(u)du.

Последняя формула и (102) для t ≥ 0 приводит к соотношению

P(ρn,k,1(x) ≤ t) =

∫ t

0

hn−1,k,x(u)du, (104)

где hn−1,k,1 задается формулой (103). Положим hn−1,k,1(u) = 0 для u < 0.
Отметим, что мы приходим к (103), используя полином степени n − 1 от
функции распределения px(·). Следовательно, hn−1,k,x является интегриру-
емой функцией (относительно меры Лебега Λ на R). Однако упомянутый
полином имеет положительные и отрицательные коэффициенты. Следова-
тельно, необходимо пояснить, почему hn−1,k,x является вероятностной плот-
ностью. Покажем, что если для функции распределения F верно представ-
ление

F (t) =

∫
(−∞,t]

f(u)du, t ∈ R,

где f ∈ L1(R,B(R),Λ), то f является вероятностной плотностью. Тео-
рема Лебега о мажорируемой сходимости позволяет получить равенство∫
R f(u)du = 1, поскольку limt→∞ F (t) = 1. Остается показать, что f(u) ≥ 0
для Λ-почти всех u. Введем функцию

Q(B) :=

∫
B

f(u)du, B ∈ B(R).

Очевидно, Q((a, b]) = F (b) − F (a) ≥ 0 для −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ (положим
F (−∞) := 0, F (∞) := 1 и (a,∞] := (a,∞)). Пусть G является веро-
ятностной мерой на B(R), порожденной функцией распределения F , тогда

75



G((a, b]) := F (b)−F (a). Меры G и Q совпадают на алгебреA, состоящей из
конечных объединений попарно непересекающихся интервалов вида (a, b],
−∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞. Следовательно, Q является конечной неотрицательной
функцией на A. Также Q является счетно-аддитивной функцией на B(R)
и Q(R) конечно. Остается заметить, что для любых B ∈ B(R) и всех ε > 0
существует A ∈ A такое, что |Q(B)−Q(A)| < ε. Действительно,

|Q(B)−Q(A)| =
∣∣∣∣∫

R
(I{B} − I{A})f(u)du

∣∣∣∣ ≤ ∫
R
I{B4A}|f(u)|du.

Следовательно, для всех B ∈ B(R) можно найти такие An ∈ A (n ∈ N), что
Q(An)→ Q(B) при n→∞. Учитывая тот факт, что Q(An) ≥ 0, мы полу-
чим Q(B) ≥ 0. Теперь предположим, что µ(E) > 0, где
E = {x : f(x) < 0}. Отметим, что E = ∪∞m=1{−∞ < f(x) ≤ − 1

m}. То-
гда стандартными рассуждениями мы придем к противоречию. Значит,
µ(E) = 0. Таким образом, формула (103) дает вероятностную плотность
hn−1,k,x(·) случайной величины ρn,k,1(x), где x ∈ Rd.

Следовательно, для всех x ∈ Rd, y ∈ M , r ∈ {0, 1, . . . , k} и Pρn,k,1(x)-
почти всех t ∈ (0,∞) в силу (101) получим

P(ξn,k,1(x, y) = r|ρn,k,1(x) = t) = lim
δ→0+

P(ξn,k,1(x, y) = r, An,k(x, t, δ))

P(An,k(x, t, δ))
. (105)

Применяя формулы, полученные для числителя и знаменателя послед-
ней дроби в (105), и учитывая тот факт, что функция P(X ∈ B(x, t)) непре-
рывна по (x, t) ∈ Rd × R+ (см, например, лемму 2.1 в [27]), мы получим
для всех n ∈ N (n > 1), k ∈ {1, . . . , n − 1}, r = 0, . . . , k и Pρn,k,1(x)-почти
всех t ∈ (0,∞),

P(ξn,k,1(x, y) = r|ρn,k,1(x) = t)

=

(
k − 1

r

)
pr(1− p)k−1−r lim

δ→0+

P(Y 6= y,X ∈ Sx(t, δ))
P(X ∈ Sx(t, δ))

+

(
k − 1

r − 1

)
pr−1(1− p)k−r lim

δ→0+

P(Y = y,X ∈ Sx(t, δ))
P(X ∈ Sx(t, δ))

, (106)

где p := P(Y = y|X ∈ B(x, t)), p = p(x, y, t). Ранее мы показали, что
P(X ∈ B(x, t)) > 0 для µ-почти всех x ∈ Rd и t > 0, поскольку fX(z) явля-
ется строго положительной для µ-почти всех z ∈ Rd. Однако необходимо
объяснить существование предела в формуле (106). Применим формулу
(100) для ζ := ‖X − x‖, G(D) := E(I{ζ ∈ D}I{Y = y}), x ∈ Rd, y ∈ M
и D ∈ B(R). Мы можем потребовать, чтобы для всех x ∈ Rd и y ∈ M
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пределы, фигурирующие в формуле (106) существовали для P‖X−x‖-почти
всех t > 0. Действительно,

lim
δ→0+

P(Y 6= y,X ∈ Sx(t, δ))
P(X ∈ Sx(t, δ))

= lim
δ→0+

P(Y 6= y, t− δ < ‖X − x‖ ≤ t+ δ)

P(t− δ < ‖X − x‖ ≤ t+ δ)

= P(Y 6= y|‖X − x‖ = t) := α(x, y, t). (107)

Мы показали, что P‖X−x‖ ∼ ΛR+
для всех x ∈ Rd. Следовательно,

P(X ∈ Sx(t, δ)) > 0 для всех x ∈ Rd и δ > 0. Кроме того, для всех y,
принадлежащих конечному множеству M , и всех x ∈ Rd, пределы в (106)
существуют для ΛR+

-почти всех t ∈ (0,∞), поскольку P‖X−x‖ ∼ ΛR+
. Сле-

довательно, мера Pρn,k,1(x) множества точек t ∈ R+ таких, что пределы в
(106) не существуют, равна нулю, поскольку Pρn,k,1(x) � ΛR+

. Доказатель-
ство окончено. �

2.4.5 Доказательство леммы 2.8

Зафиксируем произвольное zj = (xj, yj) ∈ Rd×M , j ∈ {1, 2} такое, что
x1 6= x2. Предположим, что n ∈ N, n > 2, и k ∈ {1, . . . , n − 1}. Заметим,
что

ξn,k,1(z1, z2) = ]{i : i ∈ {3, . . . , n}, Y i = y1, X
i ∈ B(x1, R1)}
+ I{y2 = y1, x2 ∈ B(x1, R1)},

ξn,k,2(z1, z2) = ]{i : i ∈ {3, . . . , n}, Y i = y2, X
i ∈ B(x2, R2)}
+ I{y1 = y2, x1 ∈ B(x2, R2)},

где Rj := ρn,k,j(x1, x2), j = 1, 2. Напомним, что ρn,k,j(x1, x2) и ξn,k,j(z1, z2)
определяются формулами (50) и (51), соответственно. Возьмем произволь-
ное ε ∈ (0, |x1− x2|/2) и tj ∈ (0, |x1− x2|/2− ε), j = 1, 2. Тогда существует
такое δ > 0, что δ < tj, j = 1, 2, и t1 + t2 + 2δ < |x1 − x2|. Введем события

An,k :=
2⋂
j=1

{tj − δ < ρn,k,j(x1, x2) ≤ tj + δ}.

Очевидно, что An,k = An,k(x1, x2, t1, t2, δ). Далее в доказательстве мы бу-
дем рассматривать j ∈ {1, 2} без отдельного упоминания. Для простоты
изложения мы будем использовать те же обозначения, что и при доказа-
тельстве леммы 2.6. Однако необходимо подчеркнуть тот факт, что теперь

77



мы используем векторы, состоящие из двух компонент, вместо случайных
величин, фигурирующих в лемме 2.6. Например, событие An,k не то же
самое, что раньше. Событие {ρn,k,j(x1, x2) > tj − δ} означает, что замкну-
тый шар B(xj, tj − δ) содержит менее k (т.е. 0, 1, . . . , k − 1) наблюдений
из X3, . . . , Xn, поскольку xi, i ∈ {1, 2} \ {j}, не принадлежат этому ша-
ру, так как |x1 − x2| > tj − δ. Событие {ρn,k,j(x1, x2) ≤ ti + δ} означает,
что в шаре B(xj, tj + δ) содержится k (т.е. k, k + 1, . . . , n − 2) точек из
X3, . . . , Xn, поскольку xi, i ∈ {1, 2} \ {j}, не принадлежат этому шару, т.к.
|x1 − x2| > tj + δ. Имеем

An,k =
⋃

(s1,s2,m1,m2)∈Jn,k

B1,s1D1,m1
B2,s2D2,m2

Gn−2−(s1+s2+m1+m2),

где Jn,k состоит из таких точек (s1, s2,m1,m2), что

s1, s2∈{0, . . . , k − 1},

m1,m2∈{1, . . . , n− 1},
s1 +m1 ≥ k, s2 +m2 ≥ k, s1 + s2 +m1 +m2 ≤ n− 2

и
Bj,s := {s величин из X3, . . . , Xn принадлежат B(xj, tj − δ)},
Dj,m := {m величин из X3, . . . , Xn принадлежат Sxj(tj, δ)},

Gl :=

{
l величин из X3, . . . , Xn принадлежат Rd \

2⋃
j=1

B(xj, tj + δ)

}
.

Поскольку k ≤ [(n − 2)/2], то множество Jn,k непусто, так как
(k− 1, k− 1, 1, 1) ∈ Jn,k. Здесь и далее мы упрощаем запись, поскольку, на
самом деле, Bj,s = Bj,s(xj, tj, δ, n), Dj,m = Dj,m(xj, tj, δ, n) и
Gl = Gl(x1, x2, t1, t2, δ). Аналогично (109) получаем

P(An,k) = P(B1,k−1D1,1B2,k−1D2,1Gn−2−2k)

+O(Px1(t1, δ)
2Px2(t2, δ)) +O(Px1(t1, δ)Px2(t2, δ)

2)

при δ → 0+, поскольку для (s1, s2,m1,m2) ∈ Jn,k

P(D1,m1
D2,m2

)=

(
n− 2

m1

)
Px1(t1, δ)

m1

(
n−2−m1

m2

)
Px2(t2, δ)

m2

× (1−Px1(t1, δ)− Px2(t2, δ))n−2−m1−m2,
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P(B1,s1D1,m1
B2,s2D2,m2

Gn−2−(s1+s2+m1+m2)) ≤ P(D1,m1
D2,m2

),

Px(t, δ) = P(X ∈ Sx(t, δ)), x ∈ Rd, t > 0 и δ > 0. Нетрудно убедиться, что

P(B1,k−1D1,1B2,k−1D2,1Gn−2−2k) = Poly(k − 1, 1, k − 1, 1, n− 2− 2k)

× (px1(t1 − δ))k−1Px1(t1, δ)(px2(t2 − δ))k−1Px2(t2, δ)

× (1− px1(t1 + δ)− px2(t2 + δ))n−2−2k,

где px(t) = P(X ∈ B(x, t)), x ∈ Rd, t > 0, и

Poly(k1, . . . , kq) :=
(k1 + . . .+ kq)!

k1! . . . kq!
, ki ∈ Z+, i = 1, . . . , q.

Таким образом, для r1, r2 ∈ {0, . . . , k},

P(ξn,k,1(z1, z2) = r1, ξn,k,2(z1, z2) = r2, An,k)

= P(ξn,k,1(z1, z2) = r1, ξn,k,2(z1, z2) = r2, B1,k−1D1,1B2,k−1D2,1Gn−2−2k)

+O(Px1(t1, δ)
2Px2(t2, δ)) +O(Px1(t1, δ)Px2(t2, δ)

2), δ → 0 + .

Введем вспомогательные события. Пусть Bl
j,s означает, что только s наблю-

дений из X3, . . . , Xn содержатся в B(xj, tj − δ), более того, l точек из X i,
содержащихся в шаре, т.е. X i1, . . . , X il таковы, что Y im = yj, m = 1, . . . , l.
Ясно, что Bl

j,s = Bl
j,s(xj, yj, tj, δ, n). Аналогично, можно определить собы-

тие Dl
j,s (s точек из X3, . . . , Xn содержатся в Sxj(tj, δ), а другие не при-

надлжат этому множеству, более того, l точек из X i, содержащихся в шаре
Sxj(tj, δ) таковы, что Y i = yj). Отметим, что Dl

j,m = Dl
j,m(xj, yj, tj, δ, n).

Тогда для r1, r2 ∈ {0, 1, . . . , k},

{ξn,k,1(z1, z2) = r1, ξn,k,2(z1, z2) = r2} ∩B1,k−1D1,1B2,k−1D2,1Gn−2−2k

= Br1
1,k−1D

0
1,1B

r2
2,k−1D

0
2,1Gn−2−2k ∪Br1−1

1,k−1D
1
1,1B

r2
2,k−1D

0
2,1Gn−2−2k

∪Br1
1,k−1D

0
1,1B

r2−1
2,k−1D

1
2,1Gn−2−2k ∪Br1−1

1,k−1D
1
1,1B

r2−1
2,k−1D

1
2,1Gn−2−2k. (108)

Если r = 0, то Br−1
j,k−1 := ∅ (для j ∈ {1, 2}). Понятно, что четыре собы-

тия, фигурирующих в объединении в формуле (108), попарно несовместны.
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Оценим их вероятности. Имеем

P(Br1
1,k−1D

0
1,1B

r2
2,k−1D

0
2,1Gn−2−2k)

= Poly(k − 1, 1, k − 1, 1, n− 2− 2k)

(
k − 1

r1

)(
k − 1

r2

)
× (1− px1(t1 + δ)− px2(t2 + δ))n−2−2k

× P(Y =y1, X∈B(x1, t1 − δ))r1P(Y 6=y1, X∈B(x1, t1 − δ))k−1−r1

× P (Y 6=y1, X ∈ Sx1(t1, δ))P(Y =y2, X∈B(x2, t2 − δ))r2

× P(Y 6= y2, X∈B(x2, t2 − δ))k−1−r2P (Y 6=y2, X ∈ Sx2(t2, δ)).

Действительно, существует Poly(k− 1, 1, k− 1, 1, n− 2− 2k) способов раз-
битьX3, . . . , Xn на группы, принадлежащие, соответственно, попарно непе-
ресекающимся (при условиях, наложенных на t1, t2, |x1 − x2| и δ) множе-
ствам B(x1, t1− δ), Sx1(t1, δ), B(x2, t2− δ), Sx2(t2, δ) и Rd \∪2

j=1B(xj, tj + δ).
Заметим, что существует

(
k−1
r1

)
способов выбрать r1 точку X i, i ∈ I, из

Xq1, . . . , Xqk−1 (3 ≤ q1 < . . . < qk−1 ≤ n), принадлежащих такому множе-
ству B(x1, t1− δ), что Y i = y1 for i ∈ I и Y q 6= y1 для q ∈ {q1, . . . , qk−1} \ I,
]I = r1. Подобным образом можно объяснить появление множителя

(
k−1
r2

)
.

Для остальных трех событий вероятности могут быть вычислены анало-
гично. В результате мы получим

P(ξn,1 = r1, ξn,2 = r2, B1,k−1D1,1B2,k−1D2,1Gn−2−2k)

= Poly(k − 1, 1, k − 1, 1, n− 2− 2k)(1− px1(t1 + δ)− px2(t2 + δ))n−2−2k

×
2∏
j=1

((
k − 1

rj

)
P(Y = yj, F (xj, tj, δ))

rjP(Y 6= yj, F (xj, tj, δ))
k−1−rj

× P (Y 6= yj, X ∈ Sxj(tj, δ))

+

(
k − 1

rj − 1

)
P(Y = yj, F (xj, tj, δ))

rj−1P(Y 6= yj, F (xj, tj, δ))
k−rj

× P (Y = yj, X ∈ Sxj(tj, δ))

)
,

где F (xj, tj, δ) := {X ∈ B(xj, tj−δ)}, j = 1, 2. Следовательно, в силу (107) и
поскольку для всех x ∈ Rd распределение ‖X−x‖ на R+ эквивалентно мере
Лебега ΛR+

, можно утверждать следующее. Для всех x1, x2 ∈ Rd (x1 6= x2)
и Λ⊗Λ-почти всех t = (t1, t2) ∈ (0,∞)×(0,∞) таких, что t1 +t2 < |x1−x2|,
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имеем

lim
δ→0+

P(ξn,k,1(z1, z2) = r1, ξn,k,2(z1, z2) = r2, An,k)

P(An,k)

= lim
δ→0+

2∏
j=1

{(
k − 1

rj

)(
P(Y =yj, X∈B(xj, tj − δ))

px1(t1−δ)

)rj
×
(
P(Y 6=yj, X∈B(xj, tj−δ))

px1(t1−δ)

)k−1−rj (P (Y 6=yj, X∈Sxj(tj, δ))
P (X∈Sxj(tj, δ))

)
+

(
k − 1

rj − 1

)(
P(Y =yj, X∈B(xj, tj−δ))

px1(t1−δ)

)rj−1

×
(
P(Y 6=yj, X∈B(xj, tj−δ))

px1(t1−δ)

)k−rj (P (Y =yj, X∈Sxj(tj, δ))
P (X∈Sxj(tj, δ))

)}

=
2∏
j=1

{(
k − 1

rj

)
p
rj
j (1− pj)k−1−rj lim

δ→0+

(
P (Y 6= yj, X ∈ Sxj(tj, δ))

P (X ∈ Sxj(tj, δ))

)

+

(
k − 1

rj − 1

)
p
rj−1
j (1− pj)k−rj lim

δ→0+

(
P (Y = yj, X ∈ Sxj(tj, δ))

P (X ∈ Sxj(tj, δ))

)}

=
2∏
j=1

{(
k − 1

rj

)
p
rj
j (1− pj)k−1−rjα(xj, yj, tj)

+

(
k − 1

rj − 1

)
p
rj−1
j (1− pj)k−rj(1− α(xj, yj, tj))

}
, (109)

где pj := pj(xj, yj, tj) = P(Y = yj|X ∈ B(xj, tj)) и мы используем тот факт,
что функция P(X ∈ B(x, t)) непрерывна по (x, t) ∈ Rd × R+. Также при-
меним неравенство P(X ∈ B(x, t)) > 0 для всех x ∈ Rd и t > 0, поскольку
fX(z) строго положительна для µ-почти всех z ∈ Rd.

Заметим, что доказательство теоремы 5.8.8 в [2] обеспечивает выполне-
ние (100) и в случае, если мы заменим шары B(t, δ) кубами
B̃(t, δ) :=

∏s
i=1[ti − δ, ti + δ], где t = (t1, . . . , ts) ∈ Rs. Таким образом,

для Pζ-почти всех t ∈ Rs вместо (100) можно написать, что

lim
δ→0+

G(B̃(t, δ))

Pζ(B̃(t, δ))
= E(τ |ζ = t).
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Теперь возьмем s = 2, τ := I{ξn,k,1(z1, z2) = r1, ξn,k,2(z1, z2) = r2},
ζ := ((ρn,k,1(x1, x2), ρn,k,2(x1, x2)), где n ∈ N, n > 2, k = 0, . . . , n − 1,
z1 = (x1, y1) ∈ Rd ×M , z2 = (x2, y2) ∈ Rd ×M и r1, r2 ∈ {0, . . . , k}. То-
гда для Pζ-почти всех t = (t1, t2) ∈ (0,∞)× (0,∞) мы получим

P(ξn,k,1(z1, z2) = r1, ξn,k,2(z1, z2) = r2|ρn,k,1(x1, x2) = t1, ρn,k,2(x1, x2) = t2)

= lim
δ→0+

E(I{ζ ∈ B̃(t, δ)}τ)

P(ζ ∈ B̃(t, δ))
. (110)

Теперь покажем, что для всех x1, x2 ∈ Rd (x1 6= x2) и Pζ-почти всех
t = (t1, t2), принадлежащих множеству

Bx1,x2(ε) = {t ∈ R2 : 0 < tj ≤ |x1 − x2|/2− ε, j = 1, 2},

последний предел совпадает со значением, полученным в (109) для

lim
δ→0+

P(ξn,k,1(z1, z2)=r1, ξn,k,2(z1, z2)=r2|An,k),

где An,k зависит от x1, x2 и δ.
Для этого убедимся, что для всех x1, x2 ∈ Rd (x1 6= x2), существует

такая положительная измеримая функция fn,k(x1, x2, ·, ·), что B ∈ B(R2) и
B ⊂ Bx1,x2(ε), тогда

P(ζ ∈ B) =

∫
B

fn,k(x1, x2, u1, u2)du1du2. (111)

Для (u1, u2) ∈ Bx1,x2(ε) можно написать

P(ρn,k,1(x1, x2) ≤ u1, ρn,k,2(x1, x2) ≤ u2)

=
∑

(l1,l2)∈J(n,k)

(
n

l1

)(
n− l1
l2

)
pl1x1(u1)p

l2
x2

(u2)(1− px1(u1)− px2(u2)))
n−l1−l2,

где J(n, k) := {(l1, l2) : l1 ≥ k, l2 ≥ k, l1 + l2 ≤ n − 2}. Это множество
непусто, поскольку (k, k) ∈ J(n, k).

Следовательно, мы получили полином px1(u1) и px2(u2). При доказа-
тельстве леммы 2.6 мы убедились, что для x ∈ Rd, u > 0 и l ∈ N, функ-
ция распределения px(u)l имеет плотность lpl−1

x (u)fx(u), где fx(·) являет-
ся плотностью px(·) относительно ΛR+

. Таким образом, pl1x1(u1)p
l2
x2

(u2) аб-
солютно непрерывна относительно ΛR+

⊗ ΛR+
. Следовательно, существу-

ет интегрируемая (относительно ограничения меры Λ ⊗ Λ на Bx1,x2(ε))
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функция fn,k(x1, x2, ·, ·) : Bx1,x2(ε) → R такая, что для параллелепипеда
(0, u1] × (0, u2], (u1, u2) ∈ Bx1,x2(ε), формула (111) имеет место. Аддитив-
ность интеграла влечет выполнение указанной формулы и для параллеле-
пипедов (a1, b1]×(a2, b2], где ai ≤ bi (i = 1, 2), (a1, a2), (b1, b2) ∈ Bx1,x2(ε). Бо-
лее того, формула (111) верна для алгебры E таких подмножеств Bx1,x2(ε),
которые могут быть представлены в виде конечного объединения таких
параллелепипедов. Таким образом, мы убеждаемся, что

Q(B) :=

∫
B

fn,k(x1, x2, u1, u2) du1du2, B ∈ B(R2) ∩Bx1,x2(ε),

и G(B) := P(ζ ∈ B) совпадают на E . Подобно доказательству леммы 2.6
мы получаем fn,k(x1, x2, u1, u2) ≥ 0 для (Λ ⊗ Λ)-почти всех u = (u1, u2) из
Bx1,x2(ε). Следовательно, формула (111) доказана.

Сравним (109) и (110). Мы показали, что для всех (t1, t2) ∈ Bx1,x2(ε) и
всех достаточно малых δ > 0 (т.е. таких, что δ < ∆(x1, x2, t1, t2)), мы имеем

E(I{ζ ∈ C(t, δ)}τ) = E(I{ζ ∈ B̃(t, δ)τ)

и
P(ζ ∈ C(t, δ)) = P(ζ ∈ B̃(t, δ)),

где C(t, δ) := (t1 − δ, t1 + δ] × (t2 − δ, t2 + δ]. Используя соотношение
C(t, δ) ⊂ B̃(t, δ) ⊂ Bx1,x2(ε) для всех δ ∈ (0,∆(x1, x2, t1, t2)) и в силу (111),
мы получаем P(ζ ∈ B̃(t, δ) \ C(t, δ)) = 0, поскольку

(Λ⊗ Λ)(B̃(t, δ) \ C(t, δ)) = 0.

Учитывая, что ограничение Pζ на Bx1,x2(ε) абсолютно непрерывно относи-
тельно соответствующего ограничения ΛR+

⊗ΛR+
, мы заключаем, что для

всех x1, x2 ∈ Rd (x1 6= x2) и Pζ-почти всех (t1, t2) ∈ Bx1,x2(ε), формулы (52)
и (53) установлены.

Заметим, что Bx1,x2(ε) ↑ (0, |x1−x2|/2)× (0, |x1−x2|/2) при ε→ 0. Сле-
довательно, формулы (52) и (53) выполняются Pζ-п.н. для точек множества
(0, |x1 − x2|/2)× (0, |x1 − x2|/2). �

2.4.6 Доказательство леммы 2.9

Имеем

E(W I{V ∈ B}) = E(E(W I{V ∈ B})|V ) = E(I{V ∈ B}E(W |V ))

=

∫
Rm

I{t ∈ B}E(W |V = t)PV (dt) =

∫
B

E(W |V = t)PV (dt).
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Следовательно,

E(W |V ∈ B) =
E(W I{V ∈ B})

P(V ∈ B)

=

∫
B E(W |V = t)PV (dt)

P(V ∈ B)
=

∫
B

E(W |V = t)P̃V,B(dt),

где P̃V,B(D) = P(D∩B)
P(B) , D ∈ B(Rm). �

2.4.7 Доказательство леммы 2.10

Достаточно показать, что для любого множества B ∈ B(R),∫
B

E(ξ|η = t)Pη(dt) =
∑
r∈S

∫
B

E(ξ|ζ = r, η = t)P(ζ = r|η = t)Pη(dt).

Понятно, что∫
B

E(ξ|η = t)Pη(dt) = EξI(η ∈ B) =
∑
r∈S

EξI(η ∈ B, ζ = r)

=
∑
r∈S

∫
B×{r}

E(ξ|η = t, ζ = v)dPη,ζ(t, v),

где dPη,ζ(t, r) означает интегрирование по мере P(η ∈ ·, ζ ∈ ·). Теперь
покажем, что для измеримой функции ϕ : R × S → R, удовлетворяющей
условию E|ϕ(η, ζ)| <∞, верно следующее соотношение∫

B×{r}
ϕ(t, v)dPη,ζ(t, v) =

∫
B

ϕ(t, r)P(ζ = r|η = t)Pη(dt). (112)

Действительно, для A ∈ B(R) и s ∈ S, рассмотрим

ϕ(t, v) := I{t ∈ A, v = s}, t ∈ R, v ∈ S.

Очевидно, если s 6= r, то (112) верно. Если s = r, то∫
B×{r}

ϕ(t, v)dPη,ζ(t, v) = Pη,ζ((A ∩B)× {r}) = P(ζ = r, η ∈ A ∩B)

=

∫
A∩B

P(ζ = r|η = t)Pη(dt) =

∫
B

I(t ∈ A, r = r)P(ζ = r|η = t)Pη(dt)

=

∫
B

ϕ(t, r)P(ζ = r|η = t)Pη(dt).
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Таким образом, (112) выполняется для ϕ(t, v) = I{t ∈ A, v ∈ E}, где можно
взять произвольные A ∈ B(R) и E ⊂ S. Учитвая, что любая измеримая
функция ϕ : R × S → R может быть приближена конечной линейной
комбинацией рассматрвиаемых функций типа I{A}I{E}, мы приходим к
искомому утверждению (112). Также заметим, что E|E(ξ|η, ζ)| ≤ E|ξ| <∞.
�
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3 Оценивание взаимной информации в сме-
шанной модели

При подготовке данной главы диссертации использован материал пуб-
ликации [102], выполненной автором в соавторстве с профессором
А.В.Булинским. В публикации А.В.Булинскому принадлежит постановка
задач и общий подход к их решению, им также доказана лемма 1 (лемма
3.9 в диссертации). Все остальные результаты принадлежат автору диссер-
тации, им проведены все компьютерные симуляции.

3.1 Постановка задачи
Приведем основные определения, используемые далее. Рассмотрим два

измеримых пространства (S,B), (M,A) и два случайных элемента (величи-
ны или вектора) X, Y , определенных на полном вероятностном простран-
стве (Ω,F ,P). Пусть X : Ω→ S, X ∈ F|B (т.е. для любых B ∈ B выполня-
ется X−1(B) ∈ F), Y : Ω → M , Y ∈ F|A. Положим
(U, C) := (S × M,B ⊗ A), где σ-алгебра B ⊗ A порождена “прямоуголь-
никами” B ×A, здесь B ∈ B и A ∈ A. Пусть PX,Y означает распределение
случайного вектора (X, Y ) на C. Обозначим как PX и PY законы распре-
деления X и Y на B и A, соответственно. Тогда взаимная информация X
и Y определяется формулой

I(X, Y ) = DKL(PX,Y ,PX ⊗ PY ), (113)

где DKL — дивергенция Кульбака-Лейблера мер PX,Y и PX ⊗ PY . Дивер-
генция Кульбака-Лейблера для веростностных мер P и Q на измеримом
пространстве (T, E) определяется следюущим образом:

DKL(P,Q) :=

{∫
T log

(
dP
dQ

)
dP, если P� Q,

∞, иначе,

где dP
dQ — производная Радона-Никодима P относительно Q. Далее все ло-

гарифмы будут браться по основанию e, поскольку константа не влияет на
установленные результаты. Из формулы (113) следуют важные свойства
взаимной информации: I(X, Y ) ≥ 0 и I(X, Y ) = 0 тогда и только тогда,
когда X и Y независимы.

В данной главе рассматриваются случайные элементы X и Y , облада-
ющие следующими свойствами (см. главу 2, [44], [65], [73]). Предположим,
что X принимает значения в пространстве Rd, снабженном σ-алгеброй
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B(Rd) (таким образом, S = Rd и B = B(Rd)), Y принимает значения
во множестве M и A = 2M , т.е. состоит из всех подмножеств M . Пусть
P(Y = y) > 0 для всех y ∈ M . Предположим, что PX,Y � µ ⊗ λ, где µ —
мера Лебега на (Rd,B(Rd)), λ — считающая мера на (M, 2M). Такую модель
мы будем называть смешанной. Отметим, что описанная модель включает
в себя классическую логистическую регрессию (см., например, [67]).

В данной модели производная Радона-Никодима

dPX,Y
d(µ⊗ λ)

:= fX,Y , (114)

поэтому существует dPX
dµ = fX , где fX(x) =

∑
y∈M fX,Y (x, y) и

dPY
dλ (y) = P(Y = y), x ∈ Rd, y ∈ M . Понятно, что (PX ⊗ PY )-п.н. вы-
полняется

dPX,Y
d(PX ⊗ PY )

(x, y) =
fX,Y (x, y)

fX(x)P(Y = y)
, x ∈ Rd, y ∈M

(здесь положим, что 0/0 := 0). Следовательно,

I(X, Y ) =
∑
y∈M

∫
Rd

(
log

fX,Y (x, y)

fX(x)P(Y = y)

)
fX,Y (x, y)µ(dx), (115)

где мы формально полагаем 0 log 0 := 0. Таким образом,

I(X, Y ) =
∑
y∈M

∫
Rd

(log fX,Y (x, y)− log fX(x)− logP(Y = y))fX,Y (x, y)µ(dx).

(116)
Для взаимной информации, определяемой формулой (116), существует три
представления (при условии, что все выражения в них определены):

I(X, Y ) = H(X) +H(Y )−H(X, Y ), (117)

I(X, Y ) = H(X)−H(X|Y ), (118)

I(X, Y ) = H(Y )−H(Y |X). (119)

Здесь энтропия Шеннона случайных объектов X, Y и (X, Y ) определяется
следующим образом:

H(X) = −
∫
Rd

(log fX(x))fX(x)µ(dx), (120)

87



H(Y ) = −
∑
y∈M

(logP(Y = y))P(Y = y), (121)

H(X, Y ) = −
∑
y∈M

∫
Rd

(log fX,Y (x, y))fX,Y (x, y)µ(dx). (122)

Условная энтропия Шеннона X (при условии Y ) и Y (при условии X)
задаются, соответственно, формулами

H(X|Y ) = −
∑
y∈M

∫
Rd

(log fX|Y (x|y))fX,Y (x, y)µ(dx), (123)

H(Y |X) = −
∑
y∈M

∫
Rd

(log fY |X(y|x))fX,Y (x, y)µ(dx), (124)

где условные плотности имеют вид

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)

P(Y = y)
, fY |X(y|x) =

fX,Y (x, y)

fX(x)
, x ∈ Rd, y ∈M. (125)

Отметим, что 0 ≤ H(Y ) < ∞ для дискретной случайной величины Y ,
принимающей значения в конечном множествеM . Более того, в смешанной
модели H(Y |X) <∞. Действительно, в силу (124)

H(Y |X) = −
∑
y∈M

∫
Rd

(log fY |X(y|x))fY |X(y|x)fX(x)µ(dx)

≤
∑
y∈M

∫
Rd
fX(x)µ(dx) = ](M),

где для u ∈ [0, 1] мы используем неравенство − log u ≤ 1
u (формально

полагаем log 0 := −∞, 1
0 := ∞), а ](M) означает мощность множества

M . Также применим теорему Лебега о дифференцировании (см, например,
[99], стр. 654) для того, чтобы показать, что fY |X(y|x) ≤ 1 для всех y ∈M
и µ-почти всех x ∈ Rd. Таким образом, H(Y |X) ≥ 0.

Следовательно, в смешанной модели I(X, Y ) всегда конечна и (119)
выполняется. Однако чтобы гарантировать выполнение (118), нужно по-
требовать выполнения особых условий, например, чтобы энтропия H(X)
была конечна.

Формулы (162) – (119) показывают, что существует множество способов
оценить I(X, Y ) по выборке, состоящей из независимых одинаково распре-
деленных наблюдений (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn), где (X1, Y1) распределено так
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же, как и (X, Y ). Если (X, Y ) имеет плотность относительно меры Ле-
бега на пространстве Rm (таким образом, Y также имеет плотность), то
можно воспользоваться статистическими оценками взаимной информации
I(X, Y ), предложенными в работе [60]. Идея этих оценок состоит в исполь-
зовании статистик k-ближайших соседей (для оценивания энтропии Шен-
нона абсолютно непрерывного вектора). Статистическая оценка H(X) с
помощью статистик ближайших соседей была впервые предложена в рабо-
те [5] и развивалась в ряде работ, см., например, [18], [27], [77] и приводимые
в этих работах ссылки. Для смешанной модели оценка I(X, Y ), основанная
на формуле (118) была предложена в работе [32], однако там не исследо-
вались ее асимптотические свойства. В данной главе приведены условия
асимптотической несмещенности и L2-состоятельности упомянутой оцен-
ки.

В главе 3 также вводится новая оценка I(X, Y ), основанная на оценке
условной энтропии, описанной в предыдущей главе.

3.2 Основной результат
Пусть (X1, Y1), (X2, Y2), . . . — независимые одинаково распределенные

случайные велчины такие, что Law(X1, Y1) = Law(X, Y ), а распределе-
ния (X, Y ) описывается смешанной моделью, определенной в предыдущей
главе. Пусть ζn = {(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)}, n ∈ N. Для y ∈ M рассмотрим
последовательность индексов 1 ≤ jy1 < jy2 < . . . таких, что Yjyk = y. Тогда
можно написать

ζyn = {(Xjyk
, y)}Ny,nk=1 , Ny,n = max{k ∈ N : jyk ≤ n}.

Предположим, что энтропия H(X|Y ) определена и конечна. Положим

P̂n(y) =
1

n

n∑
i=1

I{Yi = y}, y ∈M, n ∈ N, (126)

где I{·} — индикаторная функция. Тогда P̂n(y) =
Ny,n
n , y ∈ M , n ∈ N.

В работе [32] была предложена следующая оценка взаимной информации
I(X, Y ) для смешанной модели

În,k(X;Y ) := Ĥn,k(X)−
∑
y∈M

Ĥn,k(X|Y = y)P̂n(y). (127)
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Здесь Ĥn,k(X) — оценка энтропии H(X), построенная по выборке ζn сле-
дующим образом:

Ĥn,k(X) =
1

n

n∑
i=1

ηn,k,i(X1, . . . , Xn), (128)

ηn,k,i(X1, . . . , Xn) := d log ρn,k,i(X1, . . . , Xn) + log n− log k + log Vd, (129)

ρn,k,i(X1, . . . , Xn) := ‖Xi −Xi,(k)‖, (130)

где Vd = πd/2

Γ(d2+1)
объем единичного шара в Rd и для k ∈ N Xi,(k) является

k ближайшим соседом Xi в выборке {X1, . . . , Xn} \ {Xi}, ‖ · ‖ обозначает
евклидову норму в Rd. Таким образом, ρn,k,i(X1, . . . , Xn) является рассто-
янием от Xi до Xi,(k). Пусть для y ∈ M величина Ĥn,k(X|Y = y) является
оценкой

H(X|Y = y) = −
∫
Rd

(log fX|Y (x|y))fX|Y (x|y)dx, (131)

определенной полностью аналогично Ĥn,k(X), но с ζyn вместо ζn. Следова-
тельно,

Ĥn,k(X|Y = y) =

{
1

Ny,n

∑Ny,n
i=1 ηNy,n,k,i(Xjyi

, . . . , XjyNy,n
), Ny,n ≥ k,

0, иначе.
(132)

Отметим, что в отличие от (128) в выражении (132) мы имеем выборки
случайного размера, исследование которых является отдельным направле-
нием (см., например, [13, 49, 59]) Следовательно, вообще говоря, возможна
ситуация, в которой Ny,n < k, а значит, нельзя найти Xi,(k). В таком случае
мы будем считать, что Ĥn,k(X|Y = y) = 0.

Нам понадобится следующий результат. Его доказательство вынесено в
раздел 3.6.

Лемма 3.1 Для всех y ∈M и всех n ∈ N случайные величины Ny,n, Xjy1
,

Xjy2
, . . . независимы. Более того, для каждого k ∈ {0, . . . , n}

P(Ny,n = k) =

(
n

k

)
P(Y = y)kP(Y 6= y)n−k (133)

и P(Xjyi
∈ B) = P(X ∈ B|Y = y), где B ∈ B(Rd), i ∈ N и y ∈M .

Замечание 3.2 . Очевидно, что лемма 3.1 является более общей, чем
лемма 2.8, поскольку последовательность Xjy1

, Xjy2
, . . . рассматривается

для случайного Ny,n.
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Чтобы сформулировать основной результат, введем некоторые обозна-
чения. Для x ∈ R и r ≥ 0 положим B(x, r) = {v ∈ Rd : ‖x − v‖ ≤ r}.
Аналогично работам [28] и [27], для r > 0, R > 0, ε > 0, ν > 0 и ве-
роятностной плотности f (относительно меры µ, заданной на Rd) введем
функционалы, принимающие значения в [0,∞]:

If(x, r) :=

∫
B(x,r) f(z) dz

rdVd
, (134)

Mf(x,R) = sup
r∈(0,R]

If(x, r), mf(x,R) = inf
r∈(0,R]

If(x, r), (135)

Lf(ν) :=

∫
Rd

∫
Rd
| log ‖x− z‖|νf(x)f(z)dx dz, (136)

Qf(ε, R) :=

∫
Rd
M ε

f (x,R)f(x) dx, (137)

Tf(ε, R) :=

∫
Rd
m−εf (x,R)f(x) dx. (138)

Для упрощения обозначений далее будем писать dx, dz вместо µ(dx),
µ(dz), соответственно. Отметим, что в [28] рассматриваются более общие
функционалы, которые используются для изучения асимптотических свойств
статистических оценок дивергенции Кульбака-Лейблера (а также диффе-
ренциальной энтропииШеннона). Для ε > 0, будем писатьQf(ε) := Qf(ε, ε)
и Tf(ε) := Tf(ε, ε). Для вероятностной плотности f на Rd и некоторого
εi > 0, Ri > 0, i = 1, 2 конечность Qf(ε1, R1) и Tf(ε2, R2), а также конеч-
ность Qf(ε) и Tf(ε) обсуждается в следствии 1 [27]. Как обычно, предпола-
гается, что если

∫
Rd h(x)dx существует, то значение интеграла сохраняет-

ся, если положить h(x) =∞ (или −∞) для x, принадлежащих множеству
B ∈ B(Rd) такому, что µ(B) = 0. Поэтому в формуле (136) не предполага-
ется, что x 6= y.

Лемма 3.3 Пусть для некоторых ν > 1 и ε > 0, выполняются следую-
щие неравенства:

Lf(ν) <∞, Qf(ε) <∞, Tf(ε) <∞,

если положить f = fX(·) и f = fX|Y (·|y), y ∈M . Тогда для всех k ∈ N

EÎn,k(X, Y )→ I(X, Y ), n→∞. (139)
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Доказательство. Согласно замечанию 2.4 [27], конечностьQf(ε) и Tf(ε)
для некоторого ε > 0 влечет неравенство∫

Rd
| log f(x)|f(x) dx <∞

и, следовательно, |H(X)| < ∞. Применим этот результат к f = fX|Y (·|y),
y ∈ M . Таким образом, |H(X|Y = y)| < ∞ для всех y ∈ M . Следова-
тельно, |H(X|Y )| ≤

∑
y∈M |H(X|Y = y)|P(Y = y) < ∞. Теорема 1 [28]

утверждает, что f = fX для каждого фикисированного k ∈ N (т.е. не толь-
ко для k = 1 как в работе [27]), выполняется соотношение EĤn,k → H(X)
при n→∞. Следовательно, для доказательства утверждения (139) доста-
точно проверить, что∑

y∈M

EĤn,k(X|Y = y)P̂n(y)→ H(X|Y ), n→∞. (140)

Верна следующая цепочка равенств:∑
y∈M

EĤn,k(X|Y = y)P̂n(y)−H(X|Y )

=
∑
y∈M

E(Ĥn,k(X|Y = y)(P̂n(y)− P(Y = y)))

+
∑
y∈M

E((Ĥn,k(X|Y = y)−H(X|Y = y))P(Y = y). (141)

В силу леммы 3.1 случайные элементы Ny,n и Xjy1
, Xjy2

, . . . независимы. Та-
ким образом, для всех y ∈M

EĤn,k(X|Y = y) =
n∑

m=k

(
1

m
E

m∑
i=1

ηm,k,i(Xjy1
, . . . , Xjym)

)
P(Ny,n = m),

E(Ĥn,k(X|Y = y)−H(X|Y = y))

=
n∑

m=k

amP(Ny,n = m)−H(X|Y = y)
k−1∑
m=0

P(Ny,n = m), (142)

где am := 1
mE
∑m

i=1 ηm,k,i(Xjy1
, . . . , Xjym) − H(X|Y = y), m ∈ N, m ≥ k.

Очевидно, что am зависит от y и k. Для всех y ∈ M , случайные векторы
Xjy1

, Xjy2
, . . . независимы и имеют то же распределение, что иX при условии
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Y = y. В силу [28] верно соотношение am → 0 при m→∞. Следовательно,
существует A > 0 такое, что |am| ≤ A для всех m ∈ N. Если случайная
величина S(n) имеет биномиальное распределение B(n, p) с параметром
p ∈ (0, 1), то согласно классическому неравенству Хефдинга [54] для всех
δ ∈ (0, p)

P(|S(n)− np| ≥ nδ) ≤ 2 exp{−2nδ2}. (143)

Таким образом, для всех достаточно больших n можно переписать и оце-
нить выражение |

∑n
m=k amP(Ny,n = m)| следующим образом:∣∣∣∣∣∣

[np−nδ]∑
m=k

amP(Ny,n = m) +

[np+nδ]∑
m=[np−nδ]+1

amP(Ny,n = m) +
n∑

m=[np+nδ]+1

amP(Ny,n = m)

∣∣∣∣∣∣
≤ AP(|Ny,n − np| ≥ nδ) + sup

m>n(p−δ)
|am|.

Соотношение am → 0 при m → ∞ влечет, что supm>n(p−δ) |am| → 0 при
n→∞. Также для всех достаточно больших n

0 ≤
k−1∑
m=0

P(Ny,n = m) ≤ P(|Ny,n − np| ≥ nδ).

Учитывая (133), (143) с p = P(Y = y) и δ ∈ (0,miny∈M P(Y = y)), получим∑
y∈M

E((Ĥn,k(X|Y = y)−H(X|Y = y))P(Y = y)→ 0, n→∞.

Теперь можем написать, что

E(Ĥn,k(X|Y = y)(P̂n(y)−P(Y = y))) =
n∑

m=k

(m
n
− P(Y = y)

)
bmP(Ny,n = m),

где bm := 1
mE
(∑m

i=1 ηm,k,i(Xjy1
, . . . , Xjym)

)
. Отметим, что bm зависит от y и

k. Заметим, что am = bm − H(X|Y = y)→ 0 при m → ∞. Таким образом,
для всех m ∈ N и некоторой положительной константы B имеем |bm| ≤ B,
m ∈ N. Следовательно, для всех y ∈ M , p = P(Y = y), любого
δ ∈ (0,P(Y = y)) и всех достаточно больших n∣∣∣∣∣

n∑
m=k

(m
n
− p
)
bmP(Ny,n = m)

∣∣∣∣∣ ≤ B
n∑

m=k

∣∣∣m
n
− p
∣∣∣P(Ny,n = m)

≤ B (δP(|Ny,n − np| < nδ) + P(|Ny,n − np| ≥ nδ)) ≤ B(δ+2 exp{−2nδ2}).
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Для всех y ∈M приходим к соотношению

E(Ĥn,k(X|Y = y)(P̂n(y)− P(Y = y)))→ 0, n→∞.

Учитывая оценки, полученные для суммы, фигурирующей в (141), мы при-
ходим к (140). �

Теперь покажем, что можно упростить или не использовать некоторые
условия леммы 3.3. Заметим, что мы можем рассмотреть функционалы,
определенные в (134) - (138) не только для вероятностной плотности f , но
и для любой неотрицательной функции, интегрируемой на Rd по мере µ.

Теорема 3.4 Предположим, что для некоторых ν > 1 и ε > 0 выполня-
ются следующие неравенства:

Lf(ν) <∞, Qf(ε) <∞, Tg(ε) <∞, (144)

если мы положим f = fX и g(·) = fX,Y (·, y), y ∈M . Тогда для всех k ∈ N
(139) справедливо.

Доказательство. Положим f(x) = fX(x), f(x|y) = fX|Y (x|y) и f(x, y) =

fX,Y (x, y), где x ∈ Rd, y ∈ M . Очевидно, что для (µ-почти всех) x ∈ Rd

можно написать f(x) =
∑

y∈M f(x|y)P(Y = y). Таким образом, для всех
y ∈M и x ∈ Rd выполняется неравенство f(x|y) ≤ f(x)

P(Y=y) . Следовательно,
для всех y ∈M

Lf(·|y)(ν) ≤ Lf(ν)P(Y = y)−2 <∞,
поскольку Lf(ν) < ∞. Ясно, что для всех y ∈ M , r > 0 и R > 0 также
верно соотношение

If(·|y)(x, r) ≤
1

P(Y = y)
If(x, r),

а значит, и

Mf(·|y)(x,R) ≤ 1

P(Y = y)
Mf(x,R).

Следовательно,

Qf(·|y)(ε, R) ≤ (P(Y = y))−(1+ε)Qf(ε, R) <∞,

поскольку Qf(ε, R) <∞.
Для некоторых ε > 0, R > 0 и каждого y ∈M соотношение∫

Rd
m−εf(·|y)(x,R)f(x|y)dx <∞,
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выполняется тогда и только тогда, когда
∫
Rdm

−ε
f(·,y)(x,R)f(x, y)dx <∞ по-

скольку f(·|y) = f(·,y)
P(Y=y) . Отметим, что f(x) =

∑
q∈M f(x, q) для (µ-почти

всех) x ∈ Rd. Таким образом, для x ∈ Rd и R > 0, имеем
mf(x,R) ≥

∑
q∈M mf(·,q)(x,R). Значит, для ε > 0,

Tf(ε, R) ≤
∑
y∈M

∫
Rd

∑
q∈M

mf(·,q)(x,R)

−ε f(x, y)dx

≤
∑
y∈M

∫
Rd
m−εf(·,y)(x,R)f(x, y)dx =

∑
y∈M

Tf(·,y)(ε, R) <∞,

поскольку Tf(·,y)(ε, R) <∞ при всех y ∈M . �

Теорема 3.5 Пусть выполнены условия теоремы 3.4 и Lν(f) < ∞ для
некоторого ν > 2 (вместо ν > 1). Тогда для всех k ∈ N

E(În,k(X;Y )− I(X;Y ))2 → 0, n→∞.

Доказательство. Условия теоремы влекут конечность функционалов
LfX(ν), QfX(ε) и TfX(ε). Значит, в силу теоремы 2 [28] для всех k ∈ N
верно соотношение E(Ĥn,k(X) − H(X))2 → 0 при n → ∞. Из формулы,
аналогичной (141), следует, что достаточно проверить для всех y ∈M

E
(
Ĥn,k(X|Y = y)(P̂n(y)− P(Y = y))

)2

→ 0, n→∞, (145)

E
(

(Ĥn,k(X|Y = y)−H(X|Y = y))
)2

→ 0, n→∞. (146)

Аналогично (142) для всех y ∈M мы имеем

E
(
Ĥn,k(X|Y = y)(P̂n(y)− P(Y = y))

)2

=
n∑

m=k

(m
n
− P(Y = y)

)2

cmP(Ny,n = m),

где cm := 1
m2E

(∑m
i=1 ηm,k,i(Xjy1

, . . . , Xjym)
)2, cm также зависит от y и k. Со-

гласно лемме 3.3 для всех y ∈ M случайные векторы Xjy1
, Xjy2

, . . . незави-
симы и распределены также как X при условии Y = y. Условие (144) (с
ν > 2) обеспечивает конечность функционалов Lf(ν), Qf(ε) и Tf(ε) для
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f = fX|Y (·|y), y ∈M . Следовательно, теорема 2 [28] гарантирует выполне-
ние

dm := E

(
1

m

m∑
i=1

ηm,k,i(Xjy1
, . . . , Xjym)−H(X|Y = y)

)2

→ 0, m→∞.

(147)
Поэтому cm → (H(X|Y = y))2 при m → ∞. Значит, 0 ≤ cm ≤ C для всех
m ∈ N и некоторой положительной константы C. Аналогично доказатель-
ству теоремы 3.4 для всех n > k, y ∈ M , δ ∈ (0, p), где p = P(Y = y) мы
имеем

n∑
m=k

(m
n
− p
)2

cmP(Ny,n = m) ≤ C(δ2 + 2 exp{−2nδ2}). (148)

Таким образом, мы приходим к соотношению (145). Похожим образом для
(142) можно установить, что

E
(

(Ĥn,k(X|Y = y)−H(X|Y = y))
)2

=
n∑

m=k

dmP(Ny,n = m) + (H(X|Y = y))2
k−1∑
m=0

P(Ny,n = m).

Соотношение (147) обеспечивает существование положительной константы
D такой, что 0 ≤ dm ≤ D для всех m ∈ N. Отсюда следует, что для всех
y ∈ M , любого δ ∈ (0, p), где p = P(Y = y), и всех достаточно больших n
(т.е. np− δn > k)

n∑
m=k

dmP(Ny,n=m)

≤DP(|Ny,n − np|>δn) + sup
m>np−δn

dm + (H(X|Y =y))2P(|Ny,n − np|>δn).

Последнее неравенство и (148) влекут выполнение (146). Теорема пол-
ностью доказана. �

3.3 Сравнение оценок взаимной информации
Рассмотрим пять методов статистического оценивания взаимной ин-

формации по формулам (115), (118) и (119) (также включающих (120)
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— (125)). Воспользуемся статистиками Козаченко-Леоненко для оценива-
ния H(X) или, более точно, их обобщением на случай k ближайших сосе-
дей, предложенным в работе [60]. Асимптотическая несмещенность и L2-
состоятельность таких оценок была установлена в работе [28]. Оценки эн-
тропии H(Y ) методом «plug-in» имеют вид

Ĥn(Y ) := −
∑
y∈M

P̂n(y) log P̂n(y), (149)

где P̂n(y) введено в (126). Таким образом, следуя методу, предложенному
в работе [32], для фиксированного k ∈ N и для n ∈ N, мы определяем
În,k(X, Y ) с помощью (127), а Ĥn(Y ) задается формулой (149).

В силу уравнения (120) и результатов главы 2 мы можем ввести оценку

Î
(1)
n,k(X, Y ) = Ĥn(Y )− Ĥn,k(Y |X), (150)

где

Ĥn,k(Y |X) =
1

n

n∑
i=1

Ĥn,k,i(Y |X).

Здесь для n ∈ N, n > 1, k = k(n) ∈ {1, . . . , n− 1} и Zi = (Xi, Yi), i ∈ N,

Ĥn,k,i(Y |X) = − log(ξn,k,i(Z1, . . . , Zn) + 1) + log k,

ξn,k,i(Z1, . . . , Zn)

:= ]{j ∈ {1, . . . , n} \ {i} : Yj = Yi, ‖Xi −Xj‖ ≤ ρn,k,i(X1, . . . , Xn)}. (151)

Напомним, что ] обозначает мощность конечного множества, ‖ · ‖ — ев-
клидову норму в пространстве Rd и ρn,k,i(X1, . . . , Xn) определяется в (130).
Очевидно, что случайная величина ξn,k,i(Z1, . . . , Zn) принимает значения
0, 1, . . . , k. Заметим, что с вероятностью 1 все точки X1, . . . , Xn попарно не
совпадают, поскольку X имеет плотность относительно меры Лебега.

Таким образом, как было объяснено в главе 2, в отличие от широ-
ко известных оценок Козаченко-Леоненко безусловной энтропии Шеннона
случайного вектора (или их обобщения, определяемого уравнением (129))
ключевую роль здесь играют случайные величины ξn,k,i, i = 1, . . . , n. Бо-
лее точно, сначала мы получим выражение для случайного множества
J ⊂ {1, . . . , n}, состоящего из всех таких индексов j ∈ {1, . . . , n} \ {i}, для
которых Xj принадлежит шару B(Xi, ρn,k,i) со случайным центром и слу-
чайным радиусом. Затем из набора наблюдений {(Xj, Yj), j ∈ J} выберем
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{(Xj, Yj), j ∈ Ii}, т.е. Ii := {j ∈ J : Yj = Yi}, где Ii также случайное множе-
ство. Мощность такого множества Ii, т.е. ]Ii равняется значению случайное
величины ξn,k,i, i = 1, . . . , n.

Чтобы сформулировать асимптотический результат для Î(1)
n,kn

(X, Y ), где
kn → ∞ при n → ∞, мы будем использовать некоторые условия на глад-
кость вероятностной плотности, а именно, будем предполагать, что функ-
ция g : Rd → R является C0-стягиваемой.

Теорема 3.6 Пусть для всех y ∈ M функция fX,Y (·, y) является C0-
стягиваемой и строго положительной. Предположим, что для f = fX и
некоторого ε > 0 выполнено

E| log f(X)|1+ε <∞. (152)

Тогда для всех α ∈ (0, 1) и kn ∝ nα имеет место следующее соотношение:

EÎ
(1)
n,kn

(X, Y )→ I(X, Y ), n→∞,

т.е. оценка Î(1)
n,kn

(X, Y ) является асимптотически несмещенной.

Теорема 3.7 Пусть условие (152) теоремы 3.6 заменяется следующим.
Предположим, что для ε > 0

E| log f(X)|2+ε <∞.

Тогда для всех α ∈ (0, 1) и kn ∝ nα справедливо соотношение

E(Î
(1)
n,kn

(X, Y )− I(X, Y ))2 → 0, n→∞,

т.е. оценка Î(1)
n,kn

(X, Y ) является L2-состоятельной.

Доказательство. Нетрудно показать, что Ĥn(Y ) → H(Y ) в L2 при
n→∞. Теоремы 2.3 и 2.4 обеспечивают асимптотическую несмещенность
и L2-состоятельность оценок Ĥn,kn условной энтропии H(Y |X) при n→∞,
когда выполнены условия теорем 3.6 и 3.7, соответственно. Следовательно,
мы приходим к искомым соотношениям. �

Также введем модификации оценок Î(1)
n,kn

(X, Y ). Пусть оценки Î(2)
n,kn

(X, Y )

и Î(3)
n,kn

(X, Y ) определены формулами (150) — (151), где вместо Ĥn,k,i(Y |X)
используются

H̃n,k,i(Y |X) := − log(ξn,k,i(Z1, . . . , Zn) + 1) + log(k + 1) (153)
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и
Hn,k,i(Y |X) := − log(ξn,k,i(Z1, . . . , Zn) + 1) + ψ(k), (154)

соответственно. В последней формуле ψ(k) обозначает дигамма функцию.
Формула (153) позволяет установить соотношение

ξn,k,i + 1

k + 1
∈ [0, 1].

Использование ψ(k) в (154) естественно для метода ближайших соседей
(см, напр., [28] и ссылки в ней). Эти модификации не меняют асимптоти-
ческих свойств оценок, поскольку |Î(2)

n,k(X, Y )− Î(1)
n,k(X, Y )| = log

(
k+1
k

)
→ 0

и |Î(3)
n,k(X, Y )− Î(1)

n,k(X, Y )| = | log k − ψ(k)| → 0, при k = kn →∞, n→∞.
Следовательно, теоремы 3.6 и 3.7 остаются верными и для Î

(2)
n,kn

(X, Y ) и
Î

(3)
n,kn

(X, Y ), n ∈ N.
Рассмотрим

ρn,k,i := ρ((Xi, Yi), (Xi,(k), Yi,(k))),

где ρ((x1, y1), (x2, y2)) = max{‖x1−x2‖, ‖y1−y2‖} и (Xi,(k), Yi,(k)) — расстоя-
ния до k-ближайшего соседа (Xi, Yi) в метрике ρ, ‖·‖ обозначает l2-норму в
евклидовом пространстве (X и Y принимают значения в Rd и Rm, соответ-
ственно). Ясно, что ρn,k,i = ρn,k,i((X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)). Для i = 1, . . . , n,
положим k(i) := k, если ρn,k,i > 0, и пусть

k(i) := ]{j ∈ Jn,i : ρ((Xi, Yi), (Xj, Yj)) = 0}

иначе, где Jn,i := {1, . . . , n}\{i}. Оценка взаимной информации была пред-
ложена в [44] и определяется следующим образом:

Î
(4)
n,k(X, Y ) :=

1

n

n∑
i=1

γn,k(i),i,

здесь
γn,k(i),i = ψ(k(i)) + log n− log(ni + 1)− log(mi + 1),

ni = ]{j ∈ Jn,i : ‖Xi −Xj‖ ≤ ρn,k(i),i},
mi = ]{j ∈ Jn,i : ‖Yi − Yj‖ ≤ ρn,k(i),i}, i = 1, . . . , n.

3.4 Сравниваемые модели
Для сравнения оценок взаимной информации мы используем широ-

ко известную модель логистической регрессии, описывающей зависимость

99



между вектором X и переменной отклика Y с масштабирующим парамет-
ром c ∈ R. Условное распределение случайной величины Y со значениями
в множестве M = {0, c} при условии X определяется формулой

P(Y = c|X = x) =
1

1 + exp{−(w, x)− b}
, x ∈ Rd, w ∈ Rd, b ∈ R, c ∈ R,

P(Y = 0|X = x) = 1− P(Y = c|X = x),

где (·, ·) — скалярное произведение в пространстве Rd. Мы будем рассмат-
ривать две возможности маргинального распределения компонент вектора
X:

1. X ∼ N(ν,Σ), ν ∈ Rd, Σ строго положительно определенная матрица
размера d× d,

2. X = (X1, . . . , Xd), {Xi}di=1 — независимые одинаково распределенные
случайные величины, X1 ∼ C1(ν, γ), ν ∈ R, γ > 0,

где X1 ∼ C1(ν, γ) означает, что X1 имеет плотность Коши:

fX1
(x) =

1

πγ

(
1 +

(
x−ν
γ

)2
) , x ∈ R.

Для вектора X = (X1, . . . , Xd) мы будем писать X ∼ Cd(ν, γ).
Положим f(x) = fX(x), gy(x) = fX,Y (x, y), x ∈ Rd, y ∈ M . Теперь

убедимся, что оба рассматриваемых случая удовлетворяют условиям тео-
рем 3.4 и 3.6, а значит, имеет место асимптотическая несмещенность и L2-
состоятельность оценок În,k(X, Y ) и Î(i)

n,k(X, Y ), i = 1, 2, 3, 4. Проверим сле-
дующие условия.

(A) Lf(ν) < ∞, Gf(ε) < ∞, Tgy(ε) < ∞ для всех y ∈ M и некоторого
ν > 2, ε > 0,

(B) для всех y ∈ M , функция gy является C0-стягиваемой, строго поло-
жительной и для некоторого ε > 0, E| log f(X)|2+ε <∞,

(C) E
∣∣∣log

fX,Y (X,Y )
fX(X)fY (Y )

∣∣∣ < ∞ и ]{(x, y) ∈ Rd ×M : PX,Y (Ax,y,0) > 0} < ∞,
где Ax,y,r = {(a, b) ∈ Rd ×M : ‖a− x‖ ≤ r, ‖b− y‖ ≤ r}, r ≥ 0.

В силу теорем 3.4-3.7 условие (A) влечет указанные выше свойства оценок
În,k(X, Y ). Условие (B) гарантирует наличие желаемых свойств для оце-
нок Î(i)

n,k(X, Y ) для i = 1, 2, 3. Согласно теоремам 1 и 2 [44] для Î(4)
n,k(X, Y )

достаточно показать, что (C) выполняется.

100



Лемма 3.8 В модели логистической регрессии с X ∼ N(ν,Σ) справедли-
вы условия (A), (B) и (C).

Лемма 3.9 В модели логистической регрессии с X ∼ Cd(ν, γ) справедли-
вы условия (A), (B) и (C).

Доказательства лемм приводятся в разделе 3.6.

3.5 Результаты компьютерных симуляций
Для сравнения пяти способов оценивания взаимной информации, опи-

санных выше, были проведены численные эксперименты для модели логи-
стической регрессии с различными комбинациями параметров. Для срав-
нения качества различных методом применяется следующая процедура.

1. Для n,N ∈ N независимо генерируются выборки {(Xi,j, Yi,j)}ni=1,
j = 1, . . . , N , состоящие из независимых одинаково распределенных
случайных векторов, имеющих плотность fX,Y (x, y), которая вводи-
лась формулой (114).

2. Для некоторого целого числа n > 1 определим множества
K1,n = {1, 2, . . . ,min{10, n− 1}} и

K2,n =

{
{k = 5q, q ∈ N : 15 ≤ k < n}, если n > 15,

∅, иначе.

Тогда для всех k ∈ K1,n ∪ K2,n ∪ {n − 1} вычислим În,k,j(X, Y ) и
Î

(r)
n,k,j(X, Y ), r = 1, 2, 3, 4, где индекс j означает, что оценка построена
по выборке {(Xi,j, Yi,j)}ni=1. Иными словами, мы вычисляем значения
оценок для всех возможных значений k, не превышающих 10, затем
для всех значений с шагом 5 и для максимально возможного значения
k = n− 1.

3. Вычислим оцененные значения среднеквадратичной ошибки:

EMSEn,k,N =
1

N

N∑
j=1

(I(X;Y )− În,k,j(X, Y ))2,

EMSEr
n,k,N =

1

N

N∑
j=1

(I(X;Y )− Î(r)
n,k,j(X, Y ))2, r ∈ {1, 2, 3, 4}.

Очевидно, что EMSEn,k,N и EMSEr
n,k,N , r = 1, 2, 3, 4 зависят от

{(Xi,j, Yi,j)}ni=1, j = 1, . . . , N .
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Рисунок d X w b c n I(X;Y)
1 1 N(0, 1) 1 0 1 {100, 500} 0.0937
2 2 N(0, I2) (1, 1) 0 1 {100, 500} 0.1536
3 1 C1(0, 1) 1 0 1 {100, 500} 0.2269
4 2 C2(0, 1) (1, 1) 0 1 {100, 500} 0.6931
5 2 N(0, I2) (1, 1) 0 {0.1, 10} 500 0.1536

Таблица 2: Комбинации параметров и соответствующие значения взаимной
информации.

Рис. 3: Слева: n = 100. Справа: n = 500.

Рис. 4: Слева: n = 100. Справа: n = 500.

Значения параметров для модели приводятся в таблице 2. I2 означает
единичную матрицу размера 2 × 2. Каждый раз мы полагаем N = 100.
В симуляциях, которым соответствуют рисунки 3—6, для указанных ком-
бинаций параметров мы варьируем величину выборки, полагая n = 100
и n = 500. В последней группе симуляций (см. рисунок 7) мы полагаем
n = 500, но при этом варьируем масштабирующий параметр c. Значения
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Рис. 5: Слева: n = 100. Справа: n = 500.

Рис. 6: Слева: n = 100. Справа: n = 500.

Рис. 7: Слева: c = 0.1, Справа: c = 10.

I(X, Y ) получены по формуле (119), где H(Y ) = log 2, поскольку b = 0, а
значит, P(Y = c) = P(Y = 0) = 1

2 . Значение H(Y |X) для каждой комби-
нации параметров и фиксированной абсолютной ошибки было вычислено
численно методом nquad, реализованным в Python библиотеке scipy (ос-
нованной на Fortran библиотеке QUADPACK, см., например, [40]). Абсо-
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лютные ошибки не превышают 10−7. Отметим, что значения параметров
n и c не влияют на значение взаимной информации. Мы применяем log10

вместо loge для того, чтобы показать порядок EMSE (поскольку ошибки
отображаются в десятичной логарифмической шкале).

Рисунки 3—7 показывают, что во всех рассматриваемых случаях мини-
мальное значение EMSE достигается на оценке I(3)

k,n при некотором значе-
нии k. Это значение k зависит от комбинации параметров и n. Например,
для первой схемы минимум EMSE достигается для I(3)

k,n при k = 65, если
n = 100, и при k = 175, если n = 500. Для четвертой схемы I

(3)
k,n также

показывает лучшее качество при k = 5 для n = 100 или n = 500. Такой
эффект обусловлен типом распределения вектора предикторов. Точнее, в
первой схеме {Xi}ni=1 располагаются в основном очень плотно, поэтому для
оценивания плотности в точках наблюдений мы можем брать очень боль-
шое количество соседей. В четвертой схеме рассматривается распределение
Коши с тяжелыми хвостами, поэтому увеличение значения k не приводит к
более точному оцениванию плотности. Отметим, что согласно результатам
экспериментов, приведенным на рисунках 3—7, стоит использовать I(3)

k,n для
k ≥ 0.4n во всех рассматриваемых случаях.

Эксперименты с различными масштабирующими параметрами (см. ри-
сунок 7 и правую часть рисунка 4) показывают, что только I(4)

n,k чувстви-
тельна к изменению масштаба переменной Y . Эта оценка более точна в
смысле EMSE при c = 0.1, чем при c = 10. Как было отмечено ранее,
взаимная информация не зависит от взаимно однозначных отображений
переменной Y , поэтому инвариантность ее оценок относительно таких пре-
образований также является желаемым свойством.

3.6 Вспомогательные результаты
Доказательство леммы 3.1. Формула (133) становится очевидной, ес-

ли рассмотреть схему экспериментов Бернулли с вероятностью успеха
P(Y = y). Имеем {Ny,n = 0} = {Yq 6= y, q = 1, . . . , n} и

{Ny,n = k} = ∪I{jy1 = i1, . . . , j
y
k = ik}

= ∪I ({Yi = y, i ∈ I} ∩ {Yq 6= y, q ∈ {1, . . . , n} \ I}) (155)

для k = 1, . . . , n, где ∪I берется по множеству индексов I = {i1, . . . , ik}
таких, что 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n.
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Таким образом, для m ∈ N, m > k и любых Bi ∈ B(Rd), i = 1, . . . ,m,

P(Xjy1
∈ B1, . . . , Xjym ∈ Bm, Ny,n = k)

=
∑

J={i1,...,ik,ik+1,...,im} :
1≤i1<...<ik≤n<ik+1<...<im

P(Xi1 ∈ B1, . . . , Xim ∈ Bm, j
y
1 = i1, . . . , j

y
m = im) =

=
∞∑

p=n+m−k

∑
J

P(Xi1 ∈ B1, . . . , Xim ∈ Bm, j
y
1 = i1, . . . , j

y
m = im)

=
∞∑

p=n+m−k

∑
J

P(Xi1∈B1,. . ., Xim∈Bm, {Yi=y, i∈J}, {Yq 6=y, q∈{1, . . . , p}\J})

=
∞∑

p=n+m−k

∑
J

m∏
i=1

P(X ∈ Bi, Y = y)
∏

q∈{1,...,p}\J

P(Y 6= y)

=
m∏
i=1

P(X ∈ Bi, Y = y)
∞∑

p=n+m−k

∑
J

P(Y 6= y)p−m,

где для p ≥ n + m − k
∑

J обозначает сумму по множеству J , имеющему
вид

J(p, n,m, k)

= {{i1, . . . , ik, ik+1, . . . , im} : 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n < ik+1 < . . . < im = p}.
(156)

Для k=0 сумма
∑

J берется по индексам i1,. . ., im таким, что ns <i1<. . .<
im. Если J = {i1, . . . , im} ⊂ {1, . . . , p}, где im = p, тогда {jy1 = i1, . . . , j

y
m =

p} = {Yi = y, i ∈ J} ∩{Yq 6= y, q ∈ {1, . . . , p} \ J}. Для рассматриваемых
p, n,m и k мощность всех множеств J(p, n,m, k) равна

(
n
k

)(
p−n−1
m−k−1

)
. Следо-

вательно,

P(Xjy1
∈ B1, . . . , Xjym ∈ Bm, Ny,n = k)

=

(
n

k

) m∏
i=1

P(X ∈ Bi, Y = y)
∞∑

p=n+m−k

(
p− n− 1

m− k − 1

)
P(Y 6= y)p−m,

где учитывается тот факт, что (X1, Y1), (X2, Y2), . . . являются независимы-
ми одинаково распределенными случайными векторами, имеющими такое
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же распределение, как и (X, Y ). Положим l = p− (n+m− k). Тогда

∞∑
p=n+m−k

(
p− n− 1

m− k − 1

)
P(Y 6= y)p−m =

∞∑
l=0

(
l +m− k − 1

m− k − 1

)
P(Y 6= y)l+n−k

= P(Y 6= y)n−kP(Y = y)−(m−k)
∞∑
l=0

(
l +m− k − 1

l

)
P(Y 6= y)lP(Y = y)m−k

= P(Y 6= y)n−kP(Y = y)kP(Y = y)−m,

поскольку
∑∞

l=0

(
l+m−k−1

l

)
P(Y 6= y)lP(Y = y)m−k = 1 для отрицательного

биномиального распределения. Таким образом,

P(Xjy1
∈ B1, . . . , Xjym ∈ Bm, Ny,n = k)

=

(
n

k

)
P(Y = y)kP(Y 6= y)n−k

m∏
i=1

P(X ∈ Bi|Y = y). (157)

Последняя формула дает утверждение леммы при m > k.
Пусть теперь 1 ≤ m ≤ k, где k ∈ {0, . . . , n}. Возможен лишь случай

k > 0, поэтому

P(Xjy1
∈ B1, . . . , Xjym ∈ Bm, Ny,n = k)

=
∑

I={i1,...,ik} :
1≤i1<...<ik≤n

P(Xi1 ∈ B1, . . . , Xim ∈ Bm, j
y
1 = i1, . . . , j

y
m = im, . . . , j

y
k = ik)

=

(
n

k

) m∏
i=1

P(X ∈ Bi, Y = y)P(Y = y)k−mP(Y 6= y)n−k

=

(
n

k

)
P(Y = y)kP(Y 6= y)n−k

m∏
i=1

P(X ∈ Bi|Y = y).

Это равенство влечет выполнение всех предположений леммы в рассмат-
риваемом случае �

Доказательство леммы 3.6. Без ограничения общности мы можем по-
ложить c = 1 . Действительно, I(X, Y ) = I(X, aY ) для всех a 6= 0,
поскольку для всех взаимно однозначных отображений φ : M → T , где
](M) = ](T ) = m, выполняется равенство I(X;φ(Y )) = I(X, Y ).

Условие (B) выполняется в силу следствия 2.5.
Проверим условие (C). Поскольку PX � µ, то для всех x ∈ Rd и y ∈M ,

0 ≤ PX,Y (Ax,y,0) = P(X = x, Y = y) ≤ P(X = x) = 0.
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Более того,

E

∣∣∣∣log
fX,Y (X, Y )

fX(X)fY (Y )

∣∣∣∣ =
∑
y∈M

E

(∣∣∣∣log
fX,Y (X, Y )

fX(X)fY (Y )

∣∣∣∣ ∣∣∣Y = y

)
P(Y = y)

≤ E |log fY (Y )|+ E
∣∣log fY |X(Y |X)

∣∣ = H(Y ) +H(Y |X) <∞.

Здесь мы используем, что 0 ≤ fY |X(y|x) ≤ 1 для всех y ∈ M , а µ-почти
всех x ∈ Rd и 0 ≤ fY (y) = P(Y = y) ≤ 1. Таким образом, (C) выполнено.

Следствие 2.7 из [27] влечет, и что для ν > 2, ε > 0 верны неравенства
Lf(ν) <∞ и Gf(ε) <∞. Остается показать, что Tgy(ε) <∞ для y ∈M .

Согласно формуле (4.17) [27]

fX(z) ≥ fX(x)e
−‖z−x‖

2

2λmin
+(Σ−1(ν−x),z−x)

,

где λmin > 0 — минимальное собственной значение матрицы Σ. Немедленно
получаем

g1(z) ≥ g1(x)
1 + e−(w,x)−b

1 + e−(w,z)−b e
−‖z−x‖

2

2λmin
+(Σ−1(ν−x),z−x)

,

g0(z) ≥ g0(x)
1 + e(w,x)+b

1 + e(w,z)+b
e
−‖z−x‖

2

2λmin
+(Σ−1(ν−x),z−x)

.

Вначале установим нижнюю границу для 1+e−(w,x)−b

1+e−(w,z)−b
, где ‖x− y‖ ≤ r. Поло-

жим u = −(w, x)− b. Тогда

1 + e−(w,x)−b

1 + e−(w,z)−b ≥
1 + e−‖w‖r+u

1 + eu
= 1− eu

1 + eu
(1− e−‖w‖r) ≥ e−‖w‖r. (158)

Подобным образом получим оценку 1+e(w,x)+b

1+e(w,z)+b
≥ e−‖w‖r, где ‖x − z‖ ≤ r.

Поэтому ‖x− z‖ ≤ r, имеем∫
B(x,r)

fX,Y (z, y) dz ≥ fX,Y (x, y)e
−‖w‖r− r2

2λmin

∫
B(0,r)

e(Σ−1(ν−x),u) du

≥ fX,Y (x, y)e
−‖w‖r− r2

2λmin

∫
B(0,r)

(1 + (Σ−1(ν − x), u)) du

= fX,Y (x, y)e
−‖w‖r− r2

2λmin rdVd ≥ fX,Y (x, y)e
−‖w‖R− R2

2λmin rdVd.

Поэтому, для C = e
−‖w‖R− R2

2λmin , y ∈M , x ∈ Rd и 0 < r < R,

mfX,Y (x, r) ≥ CfX,Y (x, y), . (159)
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Для всех ε ∈ (0, 1) и y ∈M ,∫
Rd
f 1−ε
X,Y (x, y) dx ≤

∫
Rd
f 1−ε
X (x) dx <∞,

следовательно, Tgy(ε, R) =
∫
Rdm

−ε
fX,Y

(x,R)fX,Y (x, y) dx < ∞. В силу лем-
мы 2.5 [27] мы получаем, что Tgy(ε) := Tgy(ε, ε) < ∞ при всех достаточно
малых ε. Лемма полностью доказана. �

Доказательство леммы 3.7. Аналогично доказательству леммы 3.6, по-
лучим, что условие (C) выполнено. Теперь перейдем к условию (A). Оче-
видно, f(x) ≤ 1

(πγ)d
для x ∈ Rd, таким образом, Qf(ε) < ∞ при ε ∈ (0, 1).

Докажем, что Lf(ν) < ∞ для некоторого ν > 2. Применим линейную
замену переменных в интегральном представлении Lf(ν) и заметим, что
|log ‖y − x‖ − log γ|ν ≤ 2ν−1(|log ‖y − x‖|ν + | log γ|ν). Тогда получим, что
Lf(ν) <∞, если∫

R2d

|log ‖y − x‖|ν
d∏
i=1

1

(1 + x2
i )

1

(1 + y2
i )
dxdy <∞.

Положим u = y−x√
2
, v = x+y√

2
. Тогда для u = (u1, . . . , ud) и v = (v1, . . . , vd)

исследуем сходимость следующих интегралов:

∫
R2d

∣∣∣log(
√

2‖u‖)
∣∣∣ν d∏

i=1

1(
1 + (ui−vi)2

2

) 1(
1 + (ui+vi)2

2

) dudv
= (
√

2π)d
∫
Rd
| log(

√
2‖u‖)|ν

d∏
i=1

1

u2
i + 2

du,

поскольку для z ∈ R, I(z) =
∫
R

1(
1+ (z−s)2

2

) 1(
1+ (z+s)2

2

) ds =
√

2π
z2+2 . Введем vi = u2

i ,

i = 1, . . . , d. Итак, достаточно показать, что J(d) =
∫

(0,∞)d hd(v)dv < ∞,
где

hd(v) := | log(v1 + . . .+ vd)|ν
d∏
i=1

1

v
1/2
i (vi + 2)

, v ∈ (0,∞)d.

Нетрудно убедиться, что J(1) < ∞. Рассмотрим d ≥ 2. Рассмотрим пред-
ставление J(d) = J1(d) + J2(d), где J1(d) и J2(d) — интегралы функ-
ции hd(v), взятые по множествам B1 := (0,∞)d ∩ {v1 + . . . + vd < 1} и
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B2 := (0,∞)d ∩ {v1 + . . .+ vd ≥ 1}, соответственно. Имеем

J1(d) =

∫
B1∩{v1<v2+...+vd}

hd(v)dv +

∫
B1∩{v1≥v2+...+vxd}

hd(v)dv

= J1,1(d) + J1,2(d),

J1,1(d) ≤
∫
v1>0

| log v1|ν√
v1(v1 + 2)

dv1

∫
v2>0,...,vd>0

d∏
j=2

1
√
vj(vj + 2)

dv2 . . . dvd <∞,

J1,2(d) ≤
∫
v1>0

1
√
v1(v1 + 2)

dv1

∫
v2>0,...,vd>0

| log(v2 + . . .+ vd)|ν∏d
j=2
√
vj(vj + 2)

dv2 . . . dvd <∞,

где используется математическая индукция по d. Аналогичным образом
можно проверить, что J2(d) < ∞. Доказательство конечности J(d) для
всех d ∈ N и ν > 2 окончено, поэтому Lf(ν) < ∞ при каждом ν > 2.
Теперь покажем, что для y ∈ M , x ∈ Rd, R > 0 и 0 ≤ r ≤ R, неравенство
(159) выполняется. Здесь C > 0 не зависит от x, y и r.

В силу (158) для всех y ∈M и x, z ∈ Rd таких, что ‖x− z‖ ≤ r (r ≥ 0),

fX,Y (z, y)

fX,Y (x, y)
≥ e−‖w‖r

d∏
i=1

1 +
(
xi−ν)
γ

)2

1 +
(
zi−ν)
γ

)2 . (160)

Для d ∈ N и x, z ∈ Rd положим Fd(x, z) :=
∏d

i=1
1+x2i
1+z2i

, x = (x, . . . , xd),

z = (z1, . . . , zd). Теперь рассмотрим x, z ∈ Rd такие, что ‖x − z‖ ≤ γr.
Возьмем R < 1/γ. Тогда

Fd(x, z) ≥
d∏
i=1

1

1 + (γr)2

1+x2i
+ 2xi

1+x2i
(zi − xi)

.

Очевидно, что 1
s+1 ≥ 1− s для s > −1. Тогда получаем, что

Fd(x, z) ≥
d∏
i=1

(ai − bi(zi − xi)),

где ai = 1− (γr)2

1+x2i
≥ 1− (γr)2 ≥ 1− (γR)2, bi = 2xi

1+x2i
, i = 1, . . . , d. Используя

метод математической индукции, можно показать, что для всех r ≥ 0,
Ai, Bi ∈ R, i = 1, . . . , d,∫

B(0,r)

d∏
i=1

(Ai −Biui)du = Vdr
d

d∏
i=1

Ai.
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Вернемся к (160). Если ‖x− z‖ ≤ r ≤ R, где 0 < R < 1/γ, тогда∫
B(x,r)

f(z, y) dz ≥ f(x, y)e−‖w‖rV drd
(
1− (γR)2

)d
.

Следовательно, (159) выполняется для C =
(
1− (γR)2

)d
e−‖w‖R. Значит,

для всех ε ∈ (0, 1) и y ∈M∫
Rd
f 1−ε
X,Y (x, y) dx ≤

∫
Rd
f 1−ε
X (x) dx <∞,

и Tgy(ε, R) =
∫
Rdm

−ε
fX,Y

(x,R)fX,Y (x, y) dx <∞.
Остается проверить условие (B). Функция g1(x) = 1

1+e−(w,x)−b
f(x) строго

положительна. Более того,

∇g1(x) =
f(x)

(1 + e−(w,x)−b)2
e−(w,x)−bw +

1

1 + e−(w,x)−b∇f(x),

∇f(x) = − 2

γ2
f(x)

 x1 − ν(
1 +

(
x1−ν
γ

)2
) , . . . , xd − ν(

1 +
(
xd−ν
γ

)2
)
 ,

‖∇g1(x)‖ ≤ 1

4
|f(x)|‖w‖+

1

1 + e−(w,x)−b‖∇f(x)‖ ≤ 1

4(πγ)d
‖w‖+ ‖∇f(x)‖.

Функция s(u) = u
(1+u2)2 непрерывна и limu→∞ s(u) = limu→−∞ s(u) = 0,

значит maxu∈R |(u− ν)|
(
1 + ((u− ν)/γ)2

)−1
<∞. Таким образом,

max
x∈Rd
‖∇g1(x)‖ <∞

и g1(x) удовлетворяет условию Липшица с некоторой константой C0 > 0
для всех x ∈ Rd. Согласно замечанию 2.2 мы можем заключить, что g1

является C0-стягиваемой. Аналогичное рассуждение верно и для g0.
Для независимых одинаково распределенных случайных величин

X1, . . ., Xd неравенство Минковского дает

(
E| log f(X)|2+ε

)1/(2+ε) ≤
d∑
i=1

(
E |log fXi

(Xi)|2+ε
)1/(2+ε)

= d
(
E |log fX1

(X1)|2+ε
)1/(2+ε)

= d

(∫
R

1

π (1 + x2)

∣∣log πγ
(
1 + x2

)∣∣2+ε
dx

)1/(2+ε)

<∞.

Таким образом, (B) выполнено. Доказательство леммы окончено. �
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4 Выбор значимых факторов
При подготовке данной главы диссертации использован материал пуб-

ликации [103], выполненной автором без соавторов.

4.1 Основные определения
Выбор значимых переменных (факторов) играет важную роль в различ-

ных областях (см., например, монографии [20], [61], [62] и ссылки в них).
Данная глава посвящена процедуре выбора значимых факторов, основан-
ной на информационном подходе (см., например, [95]). В рамках смешанной
модели мы применяем оценки условной энтропии и взаимной информации,
исследованные в данной главе, для идентификации значимых переменных.

Далее в главе мы используем следующие обозначения. Для вектора Z =
(Z1, . . . , Zd) со значениями в Rd его компонентами являются Z1, . . . , Zd.
Для множества L = {l1, . . . , lm}, где натуральные числа l1, . . . , lm таковы,
что 1 ≤ l1 < . . . < lm ≤ d и m ∈ {1, . . . , d}, положим ZL := (Zl1, . . . , Zlm).
Другими словами, мы рассматриваем подвектор вектора Z с компонентами
Zl1, . . . , Zlm. Совместная плотность fXL,Y вектора (XL, Y ) и плотность fXL

вектора XL легко находятся по плотностям fX,Y и fX .
Переменная отклика во многих ситуациях зависит не от всего набора

объясняющих переменных, а лишь от некоторых компонент вектора X.
Формализуем это следующим образом.

Определение 4.1 Набор индексов S = {s1, . . . sm} и набор переменных
XS := (Xs1, . . . , Xsm), где 1 ≤ s1 < . . . , < sm ≤ d, называются значимыми,
если при каждом y ∈M и µ-почти всех x ∈ Rd для условных плотностей
выполняется соотношение

fY |X(y|x) = fY |XS
(y|xS). (161)

Условная плотность Y при условии X определяется формулой (37). Отме-
тим, что различные подходы к определению значимости, избыточности и
взаимодополняемости признаков обсуждаются, например, в [95] (см. там
же список литературы).

Важную роль в задаче отбора значимых переменных играют разные
меры зависимости между X и Y . Метод, рассматриваемый в статье, опи-
рается на понятие взаимной информации между X и Y (см. (113))

Взаимная информация в смешанной модели, а также сопутствующие
определения, задаются формулами (115)-(125).
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4.2 Метод идентификации значимых признаков
Пусть независимые векторы (X i, Y i), i ∈ N, имеют такое же распреде-

ление, как вектор (X, Y ). Рассмотрим выборку ζn = {(X i, Y i)}ni=1. Пусть

Qm = {L := (l1, . . . , lm) : 1 ≤ l1 < . . . < lm ≤ d},

т.е. Qm — набор всех подмножеств {1, . . . , d}, содержащих ровно m эле-
ментов. Для любого L ∈ Qm определим ζn,L = {(X i

L, Y
i)}ni=1 и оценим

взаимную информацию I(XL;Y ) для каждой выборки ζn,L. Для этого ис-
пользуем оценку вида (150), при построении которой вместо ζn берется
ζn,L. Будем писать În,k,L := În,k(XL;Y ), где k = k(n) некоторая функция,
k(n) ∈ {1, . . . , n− 1}.

Введем набор случайных множеств

Ŝn,k(ω) = arg max
L∈Qm

În,k,L(ω).

Таким образом, Ŝn,k — набор таких множеств Ŝn,k, что

max
L∈Qm

În,k,L = În,k,Ŝn,k

для каждого Ŝn,k ∈ Ŝn,k. Отметим, что мы можем упростить вычисления,
используя оценки условной энтропии для нахождения Ŝn,k(ω). Действи-
тельно,

Ŝn,k(ω)=argmax
L∈Qm

(
Ĥn(Y )− 1

n

n∑
i=1

Ĥn,k,i(Y |X i
L)

)
=argmin

L∈Qm
Ĥn,k(Y |XL),

поскольку Ĥn(Y ) не зависит от L ∈ Qm.

4.3 Основные результаты
Теорема 4.2 Предположим, что для некоторого m ∈ {1, . . . , n−1} суще-
ствует непустое множество Sm, состоящее из всех наборов значимых
индексов S мощности |S| = m. Пусть имеется строго положительная
версия плотности fX,Y . Пусть также для всех L ∈ Qm и y ∈ M плот-
ность fXL,Y (·, y) является C0-стягиваемой и E| log fXL

(XL)|2+ε < ∞ для
некоторого ε > 0. Тогда для всех α ∈ (0, 1) и k = k(n) ∝ nα,

P(Ŝn,k ⊂ Sm)→ 1 при n→∞.

В частности, если набор Sm состоит из единственного множества Sm,
то P(Ŝn,k = Sm)→ 1, n→∞.
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Условие E| log fXL
(XL)|2+ε<∞ означает, что рассматривается | log fXL

(u)|2+ε,
вместо u подставляется XL, а затем берется математическое ожидание. Та-
ким образом, в данном условии нижний индексXL не связан с усреднением.

Доказательство. Прежде всего, покажем, что если S ∈ Sm, то

I(XS;Y ) = max
L∈Qm

I(XL;Y ). (162)

Достаточно проверить, что

H(Y |XS) = min
L∈Qm

H(Y |XL).

Для x ∈ Rd и U = {j1, . . . , jq}, где 1 ≤ j1 < . . . < jq ≤ d, пишем
xU = (xj1, . . . , xjq). Таким образом, для L ∈ Qm и S ∈ Sm имеем

H(Y |XL)−H(Y |XS) =
∑
y∈M

∫
Rd
fX,Y (x, y) log

fY |XS
(y|xS)

fY |XL
(y|xL)

dx.

Последний интеграл существует, так как функция

fX,Y (x, y) log
fY |XS

(y|xS)

fY |XL
(y|xL)

определена для каждого x ∈ Rd и y ∈ M . Действительно, fY |XL
(y|xL) > 0

при всех x ∈ Rd, y ∈M и L ∈ Qm, поскольку

fXL,Y (xL, y) =

∫
Rm
fX,Y (x, y) dxL = fY |XL

(y|xL)fXL
(xL),

где L = {1, . . . , d} \ L. Для всех y ∈M функция fX,Y (·, y) является строго
положительной. Значит, fXL,Y (xL, y) > 0 для каждого xL. Следовательно,

fY |XL
(y|xL)fXL

(xL) > 0

и
fXL

(xL) =
∑
y∈M

fXL,Y (xL, y) > 0.

Отсюда fY |XL
(y|xL) > 0 при всех x ∈ Rd, y ∈M и L ∈ Qm.

Согласно (161)
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H(Y |XL)−H(Y |XS) =

∫
Rd
fX(x)

∑
y∈M

fY |X(y|x) log
fY |XS

(y|xS)

fY |XL
(y|xL)

dx

=

∫
Rd
fX(x)

∑
y∈M

fY |X(y|x) log
fY |X(y|x)

fY |XL
(y|xL)

dx

=

∫
Rd
fX(x)DKL(PY |X=x||PY |XL=xL) dx,

где дивергенция Кульбака-Лейблера DKL(PY |X=x||PY |XL=xL) находится для
вероятностных мер на (M, 2M), имеющих соответственно плотности (отно-
сительно считающей меры) fY |X(·|x) и fY |XL

(·|xL). Дивергенция Кульбака-
Лейблера неотрицательна. Значит, для всех множеств индексов S ∈ Sm и
L ∈ Qm получаем неравенство

H(Y |XS)−H(Y |XL) ≥ 0.

Таким образом, (162) установлено.
Рассмотрим функцию h : G→ R, где G — конечное множество. Введем

T := arg max
t∈G

h(t).

Пусть hn : G→ R, n ∈ N — такая последовательность случайных функций,
что hn(t)

P→ h(t) для каждого t ∈ G при n → ∞. Возьмем случайное
множество

Tn := arg max
t∈G

hn, n ∈ N.

Иначе говоря, для каждого n ∈ N и любого ω ∈ Ω выполняется равенство

max
t∈G

hn(t, ω) = hn(u, ω)

при всех u ∈ Tn. Тогда P(Tn ⊂ T )→ 1, n→∞. Действительно, для любого
ε > 0 и достаточно больших n

P

(⋂
t∈G

|h(t)− hn(t)| < ε

)
> 1− ε.

Очевидно, можно выбрать ε < 1
2 maxt∈G\T |h(t) − h(u)|, где u ∈ T . Тогда

для всех достаточно больших n (с вероятностью близкой к единице) выпол-
няется неравенство maxt∈G\T hn(t) < maxt∈T hn(t). Следовательно, Tn ⊂ T .
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Другими словами, с вероятностью близкой к единице любой элемент Tn мо-
жет рассматриваться как точка максимума функции h, когда n достаточно
велико. В частности, если |T | = 1 (т.е. T — одноэлементное множество), то
P(Tn = T )→ 1 при n→∞.

Теперь мы можем применить это рассуждение к нашим функциям h(L) :=

I(XL, Y ), L ∈ G := Qm, и hn(L) := În,k(n),L. В силу теоремы 3.7 оценка În,k,L
является L2-состоятельной, а, значит, и состоятельной оценкой I(XL, Y )
для каждого L ∈ Qm. Доказательство завершено. �

Рассмотрим модель логистической регрессии (см, напр., [67]). Напом-
ним, что в рамках этой модели Y и X принимают значения во множествах
M = {0, 1} и Rd, соответственно. Кроме того, выполняются следующие
равенства:

P(Y = 1|X = x) =
1

1 + exp{−(w, x)− b}
, x ∈ Rd, w ∈ Rd, b ∈ R,

(163)
P(Y = 0|X = x) = 1− P(Y = 1|X = x), (164)

где (·, ·) := (·, ·)d — скалярное произведение в Rd. Далее пишем (u, u) вместо
(u, u)k, когда ясно, что u ∈ Rk. Отметим, что смешанная модель является
более общей по сравнению с широко используемой логистической регрес-
сией. Следующее утверждение оказывается полезным.

Теорема 4.3 Пусть условное распределение Y при заданном X = (X1, . . . , Xd)
описывается формулами (163) и (164). Предположим, что X1, . . . , Xd —
независимые случайные величины. Тогда множество индексов

S := {i : wi 6= 0, 1 ≤ i ≤ d}

является минимальным набором значимых факторов, т.е. S является
значимым и если L – другое значимое множество индексов, то его мощ-
ность |L| ≥ |S|.

Доказательство. Множество индексов L ⊂ {1, . . . , d} является значи-
мым тогда и только тогда, когда для всех xL ∈ Rk,

fY |XL
(1|xL) = fY |X(1|x). (165)

Левая часть этого равенства может быть переписана следующим образом:

fY |XL
(1|xL) =

fXL,Y (xL, 1)

fXL
(xL)
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=

∫
Rd−|L|(1 + exp{−(wS, xS)− b})−1fXL

(xL)fXL
(xL) dxL

fXL
(xL)

=

∫
Rd−|L|

fXL
(xL)

1 + exp{−(wS, xS)− b}
dxL. (166)

Отметим, что (wS, xS) = (wS∩L, xS∩L) + (wS∩L, xS∩L), поэтому последнее
выражение в (166) зависит только от xS∩L. Кроме того, нетрудно убедить-
ся, что если S ∩L 6= ∅, то эта функция от xS∩L не является константой на
R|S∩L|. Действительно, мы можем сравнить значения функции под знаком
интеграла в точках xS∩L и zS∩L (x, z ∈ Rd). Заметим, что если функция
g интегрируема на измеримом множестве A ⊂ Rm относительно меры Ле-
бега µ, а также, если g(u) > 0 для µ-почти всех u ∈ A и µ(A) > 0, то∫
A g(u)µ(du) > 0. Понятно, что когда S \ L 6= ∅, функция

fY |X(1|x) =
1

1 + exp{−(w, x)− b}
=

1

1 + exp{−(wS, xS)− b}

не может принимать одно и то же значение для всех xS\L. Следовательно,
S ⊂ L обеспечивает выполнение (165). Очевидно, если L = S, то в силу
(166)

fY |XS
(1|xS) =

1

1 + exp{−(wS, xS)− b}

∫
Rd−|S|

fXS
dxS =

1

1 + exp{−(wS, xS)− b}
.

Значит, (161) выполняется. Доказательство завершено.

4.4 Численные эксперименты
В рамках модели (163) – (164) мы предполагаем X ∼ N(0, Id), где Id —

единичная матрица порядка d. Тогда в силу леммы 3.8 условия теоремы 4.2
выполнены. Для статистического оценивания P(Ŝn,k ⊂ Sm) мы реализуем
следующую процедуру.

1. Выберем n, m, d и сгенерируем N (N ∈ N) независимых случайных
выборок ζ(N)

j,n,d = {(X i,j, Y i,j)}ni=1, j = 1, . . . , N , состоящих из незави-
симых одинаково распределенных случайных пар наблюдений, рас-
пределенных как (X, Y ). Положим b = 0 и

w = (w1, . . . , wd), wi =

{
1, i ≤ m,

0, i > m.
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Другими словами, мы рассматриваем случай, когда m первых ком-
понент вектора w не равны 0, а остальные равны 0. Согласно теореме
2, множество Sm = {1, . . . ,m} является единственным набором зна-
чимых индексов мощности m.

2. Для каждой выборки ζ(N)
j,n,d и каждого подмножества индексов L ∈ Qm

мы находим Ŝn,k(ζ(N)
j,n,d), т.е. оцениваем набор значимых факторов для

каждой сгенерированной выборки.

3. Вычислим

ACC
(N)
n,d,k = P̂(N)

n (Ŝn,k ⊂ Sm) =
1

N

N∑
j=1

I(Ŝn,k(ζ(N)
j,n,d) = Sm).

В силу усиленного закона больших чисел можно установить, что

P̂(N)
n (Ŝn,k = Sm)→ P(Ŝn,k = Sm) п.н., N →∞.

Для каждой конфигурации параметров возьмем N = 100. На рисун-
ках 8-10 изображены графики ACC(N)

n,d,k как функции от n для различных
комбинаций параметров d ∈ {10, 50}, m ∈ {1, 2, 3} и k ∈ {5, 10, 20, 30}.
Эксперименты показывают, что во всех рассматриваемых случаях значе-
ние ACC(N)

n,d,k может быть равно 1 при конечных n. Таким образом, мы про-
демонстрировали, что даже для довольно малых значений k и умеренно
больших n предложенная процедура позволяет точно идентифицировать
значимые факторы.

Рис. 8: m = 1. Слева: d = 10. Справа: d = 50
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Рис. 9: m = 2. Слева: d = 10. Справа: d = 50

Рис. 10: m = 3. Слева: d = 10. Справа: d = 50

Заключение
Перечислим кратко основные результаты диссертационной работы.
Предложена модификация оценки MDR-EFE для стратифицированной

выборки в модели с дискретными предикторами и дискретной переменной
отклика, доказана её сильная состоятельность. Введен новый стоимостной
подход, позволяющий сравнивать предложенную оценку для стратифици-
рованной выборки с оценкой MDR-EFE для выборки из независимых оди-
наково распределённых случайных величин. Приведены результаты чис-
ленных экспериментов по сравнению оценок в рамках предложенной обоб-
щенной XOR-модели, продемонстрировавшие преимущества новой оценки.

Введена оценка условной энтропии дискретной случайной величины
при условии случайного вектора, имеющего абсолютно непрерывное рас-
пределение. Доказана её асимптотическая несмещённость и L2-состоятель-
ность.

Аналогичные свойства доказаны для оценки взаимной информации,
введённой в работе [32], а также для оценки взаимной информации, по-
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строенной на основе оценки условной энтропии, предложенной в данной
диссертационной работе.

На основе предложенных оценок условной энтропии и взаимной инфор-
мациии разработана процедура отбора значимых факторов в предположе-
нии, что число значимых признаков известно, доказана состоятельность
этой процедуры.

Таким образом, полученные в рамках диссертации результаты могут
быть использованы для дальнейших исследований в области отбора значи-
мых признаков и применены для решения практических задач, например,
для обнаружения факторов, влияющих на возникновение некоторого забо-
левания.

В дальнейшем представляло бы интерес развитие изложенных методов
для случая, когда количество значимых факторов заранее неизвестно. В
настоящий момент в научной литературе этот вопрос мало изучен (см.,
например, [32]).
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[31] A. Charzyńska and A. Gambin. Improvement of of the k-nn entropy
estimator with applications in systems biology. Entropy, 18:1–19, 2015.

[32] F. Coelho, A.P. Braga, and M. Verleysen. A mutual information
estimator for continuous and discrete variables applied to feature selection
and classification problems. International Journal of Computational
Intelligence Systems, 9(4):726–733, 2016.

[33] P. L. Conti and Ya. Yu. Nikitin. Rates of convergence for a class of rank
tests for independence. Zap. Nauchn. Sem. POMI, 260:155–163, 1999.

[34] T.M. Cover and J.A. Thomas. Elements of Information Theory, 2-nd ed.
Wiley - Interscience, New York, 1991.

[35] N. Cristianini and J. Shawe-Taylor. An Introduction to Support
Vector Machines and Other Kernel-based Learning Methods. Cambridge
University Press, 2000.

[36] A. Dehman, C. Ambroise, and P. Neuvialm. Performance of a blockwise
approach in variable selection using linkage disequilibrium information.
BMC Bioinformatics, 16:1–14, 2015.

[37] S. Delattre and N. Fournier. On the Kozachenko-Leonenko entropy
estimator. Journal of Statistical Planning and Inference, 185:69–93, 2017.

122



[38] G. Doquire and M. Verleysen. A comparison of mutual information
estimators for feature selection. In Proc. of the 1st International
Conference on Pattern Recognition Applications and Methods, 176–185,
2012.

[39] D. Evans. A computationally efficient estimator for mutual information.
Proceedings of the of the Royal Society of London, Series A, 464:1203–
1215, 2008.

[40] P. Favatti, G. Lotti, and F. Romani. Algorithm 691: Improving quadpack
automatic integration routines. ACM Transactions on Mathematical
Software, 17(2):218–232, 1991.

[41] F. Fleuret. Fast binary feature selection with conditional mutual
information. Journal of Machine Learning Research, 4:1531–1555, 2004.

[42] J. Friedman. Stochastic gradient boosting. Computational Statistics and
Data Analysis, 38:367–378, 2002.
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