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ПРЕДИСЛОВИЕ
В рамках празднования 30-летия независимости Республики Казахстан

Библиотека Первого Президента Республики Казахстан и Московский
государственный университет имени М. В. Ломоносова совместно провели цикл
международных научно-практических конференций по проблемам экономики,
филологии, экологии, математики и истории развития Республики Казахстан по
случаю 20-летия Казахстанского филиала МГУ.

На открытии цикла конференций, состоявшемся 23 апреля 2021 года,
в адрес участников поступило приветствие Первого Президента Республики
Казахстан Н. А. Назарбаева – инициатора создания филиала Московского
университета на казахстанской земле. Елбасы подчеркнул значимую роль МГУ
в укреплении связей между двумя государствами и с удовлетворением отметил
вклад выпускников вуза в развитие суверенного Казахстана.

С приветственным словом к участникам конференции также
обратились ректор Московского государственного университета академик 
В. А. Садовничий, директор Библиотеки Первого Президента Республики
Казахстан – Елбасы Б. Б. Темирболат, Чрезвычайный и Полномочный Посол
Российской Федерации в Республике Казахстан А. Н. Бородавкин.

В конференциях, прошедших в период апреля – мая 2021 года, приняли
участие руководители государственных органов и институтов развития
Казахстана, ведущие ученые Московского университета, крупнейших вузов и 
исследовательских центров Казахстана, видные эксперты, государственные и
общественные деятели Казахстана, России и других стран. В целом выступило
более 350 докладчиков.

В ходе конференций состоялся обстоятельный и плодотворный обмен
мнениями по актуальным вопросам фундаментальной и прикладной науки
в контексте научно-образовательного сотрудничества двух стран в условиях
глобализирующегося мира, были также обсуждены роль и перспективы развития
Казахстанского филиала МГУ в системе науки и образования Казахстана.
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К спектральной теории краевых задач для
дифференциальных операторов с инволюцией
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1Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова
г. Москва, Россия

kritskov@cs.msu.ru

Предметом исследования являются операторы вида

Lu = Au+ JBu,

где A и B – обыкновенные дифференциальные операторы, заданные
на отрезке [−1, 1], а J – оператор отражения, определяемый равенством
(Jf)(x) = f(−x) и являющийся простейшим примером инволюции (J2 = id).

Спектральные свойства оператора L существенно зависят от соотноше-
ния между порядками nA и nB дифференциальных операций A и B (см. [1]).

Наиболее сложным оказался случай, когда эти порядки совпадают: nA =
nB. Эффект неустойчивости спектральных свойств был обнаружен для рас-
ширений оператора L второго порядка простейшего вида

Lαu = −u′′(x) + αu′′(−x), x ∈ (−1, 1),

где параметр α ∈ (−1, 1), α �= 0.
С одной стороны, этот оператор оказался близким к оператору двукрат-

ного дифференцирования. Например, для оператора Lα (даже с младшими
членами) верна теорема о безусловной базисности (см. [4]). С другой стороны,
конкретные примеры расширений оператора Lα с двухточечными краевыми
условиями показывают, что аналогия здесь не полная, операторы A и B здесь
входят в своеобразный «резонанс» и имеется неустойчивость свойства базис-
ности корневых функций при малых возмущениях параметра α.

Для задачи 1: {
Lαu(x) = λu(x),
u(−1) = 0, u′(−1) = u′(1),

справедливы следующие утверждения [3].

Теорема 1. Если число κ =
√

(1− α)/(1 + α) иррационально, то спектр
задачи простой, при этом система собственных функций полна и мини-
мальна в Lp(−1, 1) при любом p > 1, но не образует базиса.

Теорема 2. Если число κ рационально, то в спектре, наряду с простыми,
есть бесконечно много двукратных собственных значений, при этом
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систему собственных функций можно дополнить присоединенными функ-
циями так, чтобы вся система образовывала базис в Lp(−1, 1) при любом
p > 1 (для p = 2 этот базис будет безусловным).

Для задачи 2: {
Lαu(x) = λu(x),
u(−1) = u′(−1) = 0,

оказались верными аналогичные утверждения [2].

Теорема 3. Если число κ =
√

(1− α)/(1 + α) иррационально, то спектр
задачи простой, при этом система собственных функций полна и мини-
мальна в L2(−1, 1), но не образует базиса.

Теорема 4. Если число κ рационально, то
– при κ �= 2m0

2k0−1, m0, k0 ∈ N , спектр задачи простой, при этом система
собственных функций образует безусловный базис в L2(−1, 1),

– при κ = 2m0

2k0−1, m0, k0 ∈ N , спектр содержит, наряду с простыми,
бесконечно много трехкратных собственных значений, при этом в системе
корневых функций можно выбрать присоединенные функции так, чтобы
вся система образовывала безусловный базис в L2(−1, 1).

Отметим, что аналогичные утверждения можно получить и для целого
семейства краевых условий периодического типа:

– для условий

u(−1) = γu(1), u′(−1) = −γu′(1),

где γ �= ±1,
– для условий

u(−1) = γu(1), (1 + αγ)u′(−1) = −(α + γ)u′(1),

где γ произвольно, а α – параметр из дифференциального оператора Lα.

Данная работа была выполнена при поддержке гранта Комитета науки
Министерства образования и науки Республики Казахстан AP 05131225.

Список литературы
[1] Владыкина В.Е., Шкаликов А.А., Спектральные свойства обыкновен-

ных дифференциальных операторов с инволюцией // Доклады Академии
наук. – 2019. – Т. 484, № 1. – C. 12–17.
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В данной работе приводятся достаточные условия ограниченности ком-
мутатора для билинейного потенциала Рисса [b, Iα] в обобщенных простран-
ствах Морри Mw

p [1].
Приведем необходимые определения и обозначения.

Определение 1. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, w – измеримая неотрицательная функ-
ция на (0,∞). Обобщенное пространство Морри Mw

p ≡ Mw
p (Rn) определяется

как множество всех функций f ∈ Lloc
p (Rn) с конечной квазинормой

‖f‖Mw
p
≡ sup

x∈Rn

∥∥∥w(r) ‖f‖Lp(B(x,r))

∥∥∥
L∞(0,∞)

,

где B(x, r) – шар с центром в точке x и с радиусом r.

Определение 2. Пространство Mw
p совпадает с известным пространством

Морри Mλ
p при w(r) = r−λ, где 0 ≤ λ ≤ n

p , которое, в свою очередь, для
λ = 0 совпадает с пространством Lp(Rn).

Предположим, что непрерывные возрастающие функции w1, w2 на [0;∞)
удовлетворяют следующим условиям j = 1, 2. [2]

a) wj(0) = 0;
b) limr→∞wj(r) < ∞;
c) Существует константа D, удовлетворяющая условию 1 ≤ D < 2n,

такая что wj(2r) ≤ Dwj(r) для любого r > 0;

d)w(r)
1
p = w1(r)

1
p1 w2(r)

1
p2 .

Потенциал Рисса Iα порядка α (0 < α < n) играет важную роль в гар-
моническом анализе и в теории потенциалов, и определяется следующим об-
разом Iαf(x) = Cn,α

∫
Rn

f(y)
|x−y|n−αdy,


