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Введение

В настоящее время теория краевых задач для вырожда-
ющихся и сингулярных уравнений представляет собой один
из важных разделов современной теории дифференциаль-
ных уравнений в частных производных, что обусловлено ее
многочисленными приложениями в газовой динамике, теории
оболочек, магнитной гидродинамике и других областях науки
и техники. Первые граничные задачи для вырождающихся
уравнений эллиптического типа с переменными коэффици-
ентами впервые изучены в работе Мстислава Всеволодовича
Келдыша [43] (задачи D и E). С этой совсем небольшой
по объему фундаментальной работы началось изучение вы-
рождающихся и сингулярных дифференциальных уравнений
в частных производных. Аналог краевых задач D и E для
более общих эллиптических уравнений был изучен С.М.Ни-
кольским [84], Л.Д. Кудрявцевым [53], А.В. Бицадзе [3, 4] ,
М.М.Смирновым [111] и многими другими авторами. Ин-
терес к вырождающимся и сингулярным уравнениям вызван
не только необходимостью решения прикладных задач, но и ин-
тенсивным развитием теории уравнений смешанного типа.
Сингулярные, вырождающиеся и тесно связанные с ними урав-
нения смешанного (или переменного) типа В.Н.Врагов [11]
предложил объединить в один класс –– неклассические урав-
нения математической физики. Теория для уравнений этого
класса разрабатывалась Ф. Трикоми [116], И.Н.Векуа [8] ,
В.Ф.Волкодавовым [10], В.П. Глушко [14], Г. В. Джаяни [20,
21], В.И.Жегаловым [26], А. А.Килбасом [69], О.А.Ла-
дыженской [54], И.С.Ломовым [58–60, 62], Е.И.Мои-
сеевым [71], А.М.Нахушевым [82], О.А.Олейник [86],
С.П.Пулькиным [87], Л.С.Пулькиной [88], Н.Раджабо-
вым [93], О.А.Репиным [94], А.М.Савчуком [100], И.В.Са-
довничей [101], А.Л.Скубачевским [108–110], М.М.Смир-
новым [112], С. А. Терсеновым [115], В. Евс. Федоровым [23],
А.И.Янушаускасом [128] и многими другими математиками.

Особое место в теории вырождающихся и сингулярных
уравнений занимают уравнения, содержащие дифференциаль-
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Введение

ный оператор Бесселя

B� = x−� d
dx

(
x�

d
dx

)
=

d2

dx2
+

�

x
d
dx

.

Изучение этого класса уравнений было начато в работах Эй-
лера, Пуассона, Дарбу и продолжено в теории обобщенного
осесимметрического потенциала [130–132, 141, 145, 146].
Важность данного класса уравнений обусловлена их ис-
пользованием в приложениях к задачам газовой динамики
и акустики [130–132], теории струй в гидродинамике [16],
линеаризованным уравнениям Максвелла––Эйнштейна [5, 6] ,
механике, теории упругости и пластичности [20]. Уравне-
ния трех основных классов, содержащие оператор Бесселя,
согласно терминологии воронежского математика И.А. Ки-
приянова, называются B-эллиптическими, B-гиперболиче-
скими и B-параболическими соответственно. Исследованию
краевых задач для B-эллиптических уравнений посвяще-
на монография [47], изучение B-гиперболических уравнений
представлено в монографии Р.Кэрролла и Р.Шоуолтера [139],
B-параболических –– в монографии М.И.Матийчука [70].

Обширный круг вопросов для уравнений с операторами
Бесселя был изучен И.А.Киприяновым [44, 47] и его ученика-
ми: Л.А.Ивановым [46], В. В. Катраховым [39–42], В.И.Ко-
ноненко [45], Л.Н.Ляховым [64–66], А. Б.Муравником [73–
75], И.П.Половинкиным [67, 68], С.М.Ситником [104–107],
Э.Л.Шишкиной [124, 125, 140, 144] и др.

Классические задачи математической физики для уравне-
ний трех основных классов с оператором Бесселя рассматри-
вались и в работах казанского математика Ф. Г.Мухлисова [76,
77] и его учеников: И.Б. Гарипова [12], С.М. Гафуровой [13],
М.Ю.Денисовой [19], Э. В. Чеботаревой [123].

Необходимость решения таких крупных научно-техниче-
ских проблем современности, как овладение ядерной и термо-
ядерной энергией, создание высокоскоростных летательных
аппаратов, изучение физики плазмы в связи с проблемой
управляемого термоядерного синтеза, решение проблемы риска
и безопасности, создание новых экологически чистых техно-
логий, безопасных для окружающей среды (актуальнейшая
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Введение

из настоящих мировых проблем), требуют обобщения класси-
ческих задач математической физики и постановки качественно
новых задач –– нелокальных задач. Подчеркнем, что важней-
шая задача современной науки (анализ сложных физико-
химических систем и управление ими) не может быть описана
базовыми математическими моделями. Нелокальными принято
называть задачи, в которых вместо классических начальных
и граничных условий задаются условия, связывающие значение
решения (и, возможно, его производных) в точках внутренних
и граничных многообразий.

Нелокальные задачи для различных классов дифферен-
циальных уравнений изучались Дж.Р. Кэнноном [137, 138],
А. Бузиани [133–135], А. К. Гущиным [17], В.И.Жегало-
вым [24, 25], В. А.Ильиным [33–35], Н.И.Ионкиным [36, 37],
Л.И.Камыниным [38], А.И.Кожановым [48–52], М.Е.Лер-
нером и О.А.Репиным [55–57], И.С.Ломовым [61, 63],
В.П.Михайловым [18], Е.И.Моисеевым [72], А.М.Наху-
шевым [79–81], З.А.Нахушевой [83], Н.Попивановым [142],
Л.С.Пулькиной [89–92], К. Б.Сабитовым [95–97], М.С.Са-
лахитдиновым и М.Мирсабуровым [102], Л.И.Сербиной [103],
А.Л.Скубачевским [108–110], А.П.Солдатовым [113, 114],
Е. А.Уткиной [117, 118], Ф.И.Франклем [120–122],
А. А.Шкаликовым [126] и другими математиками.

Нелокальные задачи для гиперболических уравнений изу-
чаются с 90-х годов прошлого века и до сих пор вызывают
большой научный интерес, обусловленный выбором доказа-
тельства разрешимости этих задач в зависимости от вида
нелокальных условий. Исследованию таких нелокальных за-
дач посвящены работы Н.Э.Бенуара [2] , Л.Бижевского [136],
А. Бузиани [135], Д. Г. Гордезиани и Г. А.Авалишвили [15,
129], В. Б. Дмитриева [22], В. А.Ильина и Е.И.Моисеева [35],
А.И.Кожанова [50, 52], Л.С.Пулькиной [89–92], Н.И.Юр-
чука [127] и других авторов.

К нелокальным условиям относятся и условия, заданные
в виде интегралов. Задачи с интегральными условиями возник-
ли при изучении некоторых физических процессов, границы об-
ластей протекания которых могут оказаться недоступными для
непосредственных измерений, но среднее значение искомых
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Введение

величин известно. Нелокальные интегральные условия можно
считать обобщением дискретных нелокальных условий. Нело-
кальные задачи с интегральными условиями встречаются при
математическом моделировании некоторых процессов тепло-
проводности, влагопереноса в капиллярно-пористых средах,
процессов, происходящих в турбулентной плазме, при изуче-
нии задач математической биологии, а также при исследовании
некоторых обратных задач математической физики.

В работе Л.С.Пулькиной [90] были введены термины «ин-
тегральные условия первого и второго рода». Согласно данной
терминологии, если нелокальное условие содержит только
интегральный оператор, то такое условие принято называть
интегральным условием первого рода. А если нелокальное
условие помимо интегрального оператора содержит значение
искомого решения или его производных на границе области ис-
следования, то условие такого вида называется интегральным
условием второго рода. В работах [91, 92] впервые методами
функционального анализа изучены краевые задачи с инте-
гральными условиями для телеграфного уравнения и для более
общих уравнений гиперболического типа с гладкими коэффи-
циентами. В совместной статье Л.С.Пулькиной и А.И.Кожа-
нова [50] была доказана однозначная разрешимость краевых
задач с нелокальными интегральными условиями для мно-
гомерных гиперболических уравнений, что явилось важным
шагом в исследовании подобных задач.

Основное содержание монографии составлено из материа-
лов статей автора, опубликованных в рецензируемых россий-
ских и зарубежных научных изданиях за последние пять лет,
но подробное доказательство некоторых результатов автора
публикуется впервые. Приводится краткий теоретический ма-
териал, необходимый для изложения основных трех глав.

Первая глава посвящена исследованию смешанных за-
дач с интегральными условиями первого рода для двумерного
гиперболического уравнения с оператором Бесселя, действу-
ющим по пространственной переменной. Найдены промежутки
изменения параметра, входящего в уравнение, в которых рас-
сматриваемые задачи поставлены корректно. В каждом из этих
случаев доказаны теоремы единственности, существования
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Введение

и устойчивости решения задач. Решения построены в явном
виде, а именно в виде рядов Фурье––Бесселя по собственным
функциям одномерных спектральных задач с соответствующим
обоснованием их сходимости в классе регулярных решений.

Во второй главе рассматриваются смешанные задачи с ин-
тегральными условиями второго рода для гиперболического
уравнения с оператором Бесселя. Установлены промежутки
изменения параметра в дифференциальном операторе Бессе-
ля, в которых нелокальные задачи с интегральным условием
второго рода в прямоугольной области поставлены корректно.
Доказаны теоремы единственности, существования и устойчи-
вости решений задач, построенных в виде рядов по собствен-
ным функциям одномерных спектральных задач. Установлены
достаточные условия сходимости рядов в классе регулярных
решений.

Полученные результаты автор применил для изучения кра-
евых задач с интегральными условиями для гиперболических
уравнений с оператором Бесселя и нелокальных задач с инте-
гральными условиями для уравнений смешанного типа, также
содержащими дифференциальный оператор Бесселя, чему по-
священа третья глава. В заключение приведена библиография,
содержащая 150 ссылок.



Теоретический материал

В данной главе приведен краткий теоретический материал
(без доказательств) из книг [7] , [9] и [85], необходимый для
дальнейшего изложения трех глав. Затем, согласно физиче-
ским фактам из книги [119], описана природа возникновения
гиперболического уравнения с оператором Бесселя и поста-
новки для него смешанных задач с интегральными условиями
в прямоугольной области.

Линейное обыкновенное дифференциальное уравнение

x2y′′ + xy′ + (x2 − �2)y = 0, (10)

где � –– постоянная, называется уравнением Бесселя, часто
встречающимся при решении многих задач физики, механики,
астрономии и т. д.

Любое решение уравнения (10), не равное тождественно ну-
лю, называется цилиндрической функцией.

Функция

J� (x) =
∞∑
k=0

(−1)k
(x
2

)2k+�

k!Γ(�+ k+ 1)
(20)

является частным решением уравнения (10) и называется ци-
линдрической функцией Бесселя первого рода порядка �.
Здесь Γ(�) –– гамма-функция, которая определена для всех по-
ложительных значений � (а также для всех комплексных зна-
чений с положительной вещественной частью) следующим об-
разом:

Γ(�) =
+∞�
0

e−xx�−1 dx.

Формула Γ(�+ 1) = �Γ(�) позволяет определить гамма-функ-
цию для отрицательных значений �, а также для всех комплекс-
ных значений аргумента.

Отметим, что ряд (20) сходится по признаку Даламбера при
любом значении x.
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Другим частным решением уравнения (10) является функция

J−� (x) =
∞∑
k=0

(−1)k
(x
2

)2k−�

k!Γ(−�+ k+ 1)
, (30)

полученная из формулы (20) заменой � на −�, так как уравне-
ние (10) содержит только �2 и не меняется при замене � на −�.

Если � не равно целому числу, то частные решения J� (x)
и J−� (x) уравнения (10) будут линейно независимыми, так как
разложения в правых частях формул (20) и (30) начинаются
с разных степеней x.

Если � является целым положительным числом n, то спра-
ведливо равенство J−n (x) = (−1)nJ� (x), то есть решения Jn (x)
и J−n (x) будут линейно зависимыми.

В случае, когда � равно целому числу, вторым линейно
независимым решением уравнения (10) является функция

Y� (x) =
J� (x) cos ��− J−� (x)

sin ��
,

представляющая собой линейную комбинацию частных реше-
ний J� (x) и J−� (x) этого уравнения.

Функция Y� (x) называется цилиндрической функцией
Бесселя второго рода порядка � или функцией Вебера.

Функция Вебера Y� (x) является решением уравнения (10)
также и в случае, когда � –– целое число.

Итак, функции J� (x) и Y� (x) линейно независимы (при лю-
бом �) и образуют фундаментальную систему решений урав-
нения (10). Тогда общее решение уравнения (10) может быть
представлено в виде

y =C1J� (x) +C2Y� (x),

где C1 и C2 –– произвольные постоянные.
Для функций J� (x) и Y� (x) справедливы следующие рекур-

рентные формулы:

J ′� (x) = J�−1 (x) − �

x
J� (x), Y ′

� (x) = Y�−1 (x) − �

x
Y� (x),

J ′� (x) =−J�+1 (x) +
�

x
J� (x), Y ′

� (x) =−Y�+1 (x) +
�

x
Y� (x),

J�+1 (x) =
2�
x
J� (x) − J�−1 (x), Y�+1 (x) =

2�
x
Y� (x) − Y�−1 (x),

11
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из которых легко выводятся соотношения для функции J� (x)
(для Y� (x) аналогично):

d
dx

[x�J� (x)] = x�J�−1 (x),

d
dx

[J� (x)
x�

]
=−J�+1 (x)

x�
.

Теорема. Корни уравнения J� (x) = 0 при �>−1 –– веще-
ственные, простые, кроме, возможно, нуля; симметрично
расположены относительно точки 0 и не имеют конеч-
ных предельных точек.

Свойство ортогональности функций Бесселя:

l�
0

xJ�
(
�i
x
l

)
J�
(
� j
x
l

)
dx =

⎧⎨
⎩
0, j �= i,
l2
2 J

2
�+1 (�i), j = i,

где �i и � j –– положительные корни уравнения J� (x) = 0, �>−1.
Также если � –– корень уравнения J� (x) = 0, то справедливо

равенство
J ′� (�) =−J�+1 (�).

Для больших положительных корней уравнения J� (x) = 0
справедливо асимптотическое разложение

x = �n+
�

2
�− �

4
+O (n−1),

где n–– большое натуральное число.
Разложение произвольной функции

f (x) =
+∞∑
i=1

aiJ�
(
�i
x
l

)
(�>−1),

где �1, �2, . . . –– положительные корни уравнения J� (x) = 0,
расположенные в порядке возрастания, коэффициенты ai на-
ходятся по формуле

ai =
2

l2J2�+1 (�i)

l�
0

xf (x)J�
(
�i
x
l

)
dx,

называется разложением в ряд Фурье––Бесселя.
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Рассмотрим теперь следующую задачу газовой динами-
ки –– исследуем малые колебания идеального газа [119, с. 347]
около своего положения равновесия внутри неограниченной
(то есть настолько длинной, что будем считать ее простира-
ющейся до бесконечности в обе стороны) неподвижной цилин-
дрической трубы. Распространение звука в газе определяют
три величины: скорость v, давление p и плотность �. Уравне-
ния, описывающие малые колебания газа, выводятся из общих
уравнений гидродинамики [119, c. 349, 356]: уравнения нераз-
рывности

∂�

∂t
+Div(�v) = 0 (40)

и уравнения движения в форме Эйлера

dv
dt

= F − 1
�
grad p, (50)

где dv
dt –– субстанциональная производная [119, с. 356], то есть

скорость частицы в данной точке, F –– действующие внеш-
ние силы. Связь между давлением p и плотностью � зададим
в форме адиабаты Пуассона

p = p0
( �

�0

)�
. (60)

Будем считать, что скорость v –– малая величина, а дав-
ление p и плотность � незначительно отклоняются от своих
начальных значений p0 и �0, которые в общем случае могут
зависеть от пространственных координат. В силу малости зву-
ковых колебаний величинами второго порядка малости в урав-
нениях можно пренебречь, в результате уравнения становятся
линейными. Для линеаризации уравнений введем новые ве-
личины: �= (�− �0)/�0 –– относительное изменение плотности
(конденсация газа) и q = p/p0 –– относительное давление. То-
гда уравнение (60) примет вид

q = (1+ �)� ≈ 1+ ��.

Подставив �= �0 (1+ �) в уравнение (40), получим

�0
∂�

∂t
+Div

(
�0 (1+ �)v

)
= 0.
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Так как �v –– малая величина, то

�0
∂�

∂t
+ �0 Div v + (grad �0, v) = 0.

Перейдем в последнем равенстве от � к q с учетом равенства
�= (q − 1)/�:

1
�

∂q
∂t

+Div v +
1
�0

(grad �0, v) = 0. (70)

Далее заменим в уравнении (50) dv/dt на ∂v/∂t, пренебре-
гая малыми величинами. И будем считать, что внешние силы
отсутствуют. Наконец, подставив в уравнение (50) p0q вме-
сто p, будем иметь

∂v
∂t

=− 1
�0

grad(p0q). (80)

В цилиндрической системе координат (r, �, z) уравне-
ния (70) и (80) принимают вид

1
�

∂q
∂t

+
1
r

∂

∂r
(rvr) +

1
r
∂v�
∂�

+
∂vz
∂z

+

+
1
�0

∂�0
∂r

vr +
1
�0r

∂�0
∂�

v� +
1
�0

∂�0
∂z

vz = 0,

∂vr
∂t

=− 1
�0

∂

∂r
(p0q),

∂v�
∂t

=− 1
�0

1
r

∂

∂�
(p0q),

∂vz
∂t

=− 1
�0

∂

∂z
(p0q).

Предположим, что газ радиально неоднороден, то есть
�0 = �0 (r). К тому же пусть имеет место степенная зависимость
плотности от радиальной координаты �0 (r) = r�. И кроме того,
в силу закона Бойля––Мариотта при постоянной температуре
справедливо равенство p0 (r) = 	�0 (r). Пусть также искомые
функции не зависят от координат z и �, то есть исследуем
радиальные колебания газа в пределах одного сечения. У нас
останутся уравнения

1
�

∂q
∂t

+
1
r

∂

∂r
(rvr) +

1
�0

∂�0
∂r

vr = 0,
∂vr
∂t

=− 1
�0

∂

∂r
(p0q),
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исключив из которых функцию vr, будем иметь

1
�	

∂2q
∂t2

=
∂2q
∂r2

+
2
+ 1
r

∂q
∂r

+

2

r2
q.

Перейдем теперь в последнем равенстве от относитель-
ного давления q к давлению p по формуле q = p

p0
= 1

�
r−�p.

В результате получим гиперболическое уравнение с оператором
Бесселя, или, согласно терминологии [47], B-гиперболическое
уравнение

1
�	

∂2p
∂t2

=
∂2p
∂r2

+
1
r
∂p
∂r

. (90)

В главах 1 и 2 будут рассмотрены математические модели
исследования давления в газе внутри цилиндрической трубки
радиуса l, ограничившись радиальными колебаниями частиц,
то есть пространственная переменная будет принадлежать от-
резку [0, l] . Вместо уравнения (90) будем рассматривать более
общее B-гиперболическое уравнение. Зафиксируем также зна-
чения переменной времени t = 0 и t = T –– начало и окончание
эксперимента, при этом будем полагать, что невозможно точно
измерить значения исследуемой величины ни в одной конкрет-
ной точке выбранного радиус-отрезка [0, l] , что и обосновы-
вает наличие интегрального условия в постановке задач. При
этом будут исследованы на корректность нелокальные зада-
чи при всех действительных значениях параметра, входящего
в уравнение.

В главе 3 будет показано, что теория исследования смешан-
ных задач с интегральными условиями для гиперболического
уравнения с оператором Бесселя может быть применена для
исследования краевых задач с интегральными условиями для
уравнений смешанного типа с сингулярными коэффициентами.



Глава 1
Смешанные задачи с интегральными

условиями первого рода для
B-гиперболического уравнения

Рассмотрим в прямоугольной области D =
{
(x, t) | 0< x < l,

0< t < T
}
координатной плоскости Oxt, где l, T > 0 –– задан-

ные действительные числа, B-гиперболическое уравнение

�Bu(x, t) ≡ utt − x−k
∂

∂x
(xkux) = 0, (1.0)

где Bxu := x−k ∂
∂x (x

kux) –– дифференциальный оператор Бессе-
ля, k �= 0 –– заданное действительное число.

В данной главе для уравнения (1.0) в области D будут ис-
следованы смешанные задачи с нелокальными интегральными
условиями первого рода. Поставленные задачи с интегральны-
ми условиями эквивалентно сведены к локальным начально-
граничным задачам со смешанными краевыми условиями.
Методом спектрального анализа доказаны теоремы един-
ственности и существования решений эквивалентных задач.
Решения построены в явном виде –– в виде рядов Фурье––
Бесселя, приведено обоснование сходимости рядов в классе
регулярных решений. Доказательство единственности решений
эквивалентных задач проводится на основании полноты систе-
мы собственных функций соответствующих одномерных задач
на собственные значения в пространстве квадратично сумми-
руемых функций с весом. Для доказательства существования
решений этих задач используются оценки коэффициентов ря-
дов и систем собственных функций. Получены достаточные
условия относительно начальных условий, которые гаран-
тируют сходимость построенных рядов в классе регулярных
решений. Затем показана однозначная разрешимость перво-
начальных нелокальных задач и доказана устойчивость их ре-
шений.
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1.1. Смешанная задача с интегральным условием первого рода при k� 1

1.1. Смешанная задача с интегральным условием
первого рода для уравнения (1.0) при k � 1

1.1.1. Постановка задачи. Единственность решения

Требуется найти функцию u(x, t), которая удовлетворяет
следующим условиям:

u(x, t) ∈C1 (D) ∩C2 (D), (1.1)

�Bu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈D, (1.2)

u(x, 0) = �(x), ut (x, 0) = �(x), 0� x � l, (1.3)
l�
0

u(x, t)xk dx =A= const, 0� t � T , (1.4)

где A–– заданное действительное число, �(x), �(x) –– заданные
достаточно гладкие функции, удовлетворяющие условиям со-
гласования

l�
0

�(x)xk dx =A,
l�
0

�(x)xk dx = 0. (1.5)

Задача (1.1)–(1.5) –– задача с неполными граничными дан-
ными. В случае B-эллиптического уравнения

utt + x−k
∂

∂x
(xkux) = 0

при k� 1 в силу результатов работы [43] в классе ограничен-
ных решений отрезок x = 0 границы области освобождается
от граничного условия. При этом производная ux на отрезке
x = 0 равна нулю. Аналогичная ситуация имеет место и для
уравнения (1.0). Разделив переменные, нетрудно показать, что
при k� 1 справедливо равенство

ux (0, t) = 0, 0� t � T . (1.6)

Тем самым устанавливается дополнительное свойство ре-
шения задачи (1.1)–(1.5) при k� 1. В последующих доказа-
тельствах равенством (1.6) можно воспользоваться или нет,
все зависит от поведения производной ux при x→ 0. Если эта
производная при x→ 0 останется ограниченной, то в усло-
вии (1.6) необходимости нет.
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Умножим уравнение (1.0) на xk и проинтегрируем при фик-
сированном t ∈ (0, T) по переменной x на промежутке от 
до l − , где > 0 –– достаточно малое число. В результате по-
лучим

l−��
�

uttxk dx −
l−��
�

∂

∂x

(
xk

∂u
∂x

)
dx = 0.

Отсюда будем иметь

d2

dt2

l−��
�

u(x, t)xk dx −
(
xk

∂u
∂x

)∣∣∣l−�

�
= 0.

Перейдем здесь к пределу при → 0 и в силу условий (1.1)
и (1.4) получим локальное граничное условие

ux (l, t) = 0, 0� t � T . (1.7)

В дальнейшем вместо задачи (1.1)–(1.5) будем рассматри-
вать задачу (1.1)–(1.3), (1.7).

Частные решения уравнения (1.0), не равные нулю в обла-
сти D и удовлетворяющие условиям (1.1) и (1.7), будем искать
в виде u(x, t) = X (x)T (t). Подставив данную функцию в урав-
нение (1.0) и условие (1.7), после разделения переменных по-
лучим относительно функции X (x) спектральную задачу

X ′′ (x) +
k
x
X ′ (x) + �2X (x) = 0, 0< x < l, (1.8)

|X (0)|<+∞, X ′ (l) = 0, (1.9)

где �2 –– постоянная разделения.
Умножим уравнение (1.8) на x2 и с помощью замены пере-

менных по формулам

X (x) = x
1−k
2 Z (�), �= �x (1.10)

приведем уравнение (1.8) к уравнению Бесселя

�2
d2Z
d�2

+ �
dZ
d�

+
[
�2 −

(k− 1
2

)2]
Z = 0,

общее решение которого имеет вид

Z (�) = P1J k−1
2
(�) + P2Yk−1

2
(�), (1.11)
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где J� (�), Y� (�) –– функции Бесселя первого и второго родов
соответственно, порядка �= (k− 1)/2, P1, P2 –– произвольные
постоянные.

С учетом (1.10) и (1.11) общее решение уравнения (1.8) при
k� 1 определяется по формуле

X (x) = P1x
1−k
2 J k−1

2
(�x) + P2x

1−k
2 Yk−1

2
(�x). (1.12)

Для того чтобы функция (1.12) удовлетворяла первому
условию из (1.9), положим P2 = 0 и P1 = 1, так как соб-
ственные функции определяются с точностью до постоянного
множителя. Тогда решение примет вид

X̃ (x) = x
1−k
2 J k−1

2
(�x). (1.13)

Отметим, что для функции (1.13) выполняется X̃ ′ (0) = 0, что
подтверждает справедливость свойства (1.6).

Подставив теперь функцию (1.13) во второе условие
из (1.9), найдем

�0 = 0, (1.14)

X̃ ′ (l) =
(
x

1−k
2 J k−1

2
(�x)

)′
x

∣∣∣
x=l

=−l 1−k
2 J k+1

2
(�l),

откуда получим
J k+1

2
(�) = 0, �= �l. (1.15)

Из теории бесселевых функций [7, c. 530] известно, что
функция J� (�) при �>−1 имеет счетное множество веществен-
ных корней. Тогда, обозначив n-й корень уравнения (1.15) че-
рез �n при заданном k, найдем собственные значения �n = �n/l
задачи (1.8) и (1.9).

Согласно [85, с. 317], для решений уравнения (1.15) при
больших n справедлива асимптотическая формула

�n = �nl = �n+
�

4
k+O (n−1). (1.16)

Заметим, что при �0 = 0 спектральная задача (1.8), (1.9)
имеет собственную функцию, равную константе, которую при-
мем за единицу. Таким образом, система собственных функций
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задачи (1.8), (1.9) имеет вид

X̃0 (x) = 1, �0 = 0, (1.17)

X̃n (x) = x
1−k
2 J k−1

2

(�nx
l

)
= x

1−k
2 J k−1

2
(�nx), n∈N, (1.18)

где собственные значения �n определяются как решения урав-
нения (1.15).

Отметим, что система собственных функций (1.17) и (1.18)
задачи (1.8), (1.9) ортогональна в пространстве L2 [0, l] с ве-
сом xk, а также образует полную систему в этом простран-
стве [9, c. 343].

Для дальнейших вычислений будем использовать ортонор-
мированную систему функций:

Xn (x) =
1

||X̃n (x)||
X̃n (x), n= 0, 1, 2, . . . , (1.19)

где

||X̃n (x)||2 =
l�
0

xkX̃2
n (x) dx. (1.20)

Теперь рассмотрим функции

un (t) =
l�
0

u(x, t)xkXn (x) dx, n= 0, 1, 2, . . . , (1.21)

где Xn (x) определяются по формуле (1.19).
На основании (1.21) введем в рассмотрение вспомогатель-

ные функции вида

un,� (t) =
l−��
�

u(x, t)xkXn (x) dx, n= 1, 2, . . . , (1.22)

где > 0 –– достаточно малое число.
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Продифференцировав равенство (1.22) по переменной t
дважды при 0< t < T , с учетом уравнения (1.0) получим

u′′n,� (t) =
l−��
�

utt (x, t)xkXn (x) dx =
l−��
�

(
uxx +

k
x
ux

)
xkXn (x) dx =

=
l−��
�

∂

∂x
(xkux)Xn (x) dx = xkuxXn (x)

∣∣∣l−�

�
−

l−��
�

xkuxX ′
n (x) dx.

(1.23)

Из (1.22) в силу уравнения (1.8) будем иметь

un,� (t) =− 1
�2n

l−��
�

u(x, t)xk
[
X ′′
n (x) +

k
x
X ′
n (x)

]
dx =

=− 1
�2n

l−��
�

u(x, t)
d
dx

(xkX ′
n (x)) dx =

=− 1
�2n

[
u(x, t)xkX ′

n (x)
∣∣∣l−�

�
−

l−��
�

xkuxX ′
n (x) dx

]
,

откуда найдем

l−��
�

xkuxX ′
n (x) dx = �2nun,� (t) + u(x, t)xkX ′

n (x)
∣∣l−�

�

и подставим в (1.23). В результате будем иметь

u′′n,� (t) = xkuxXn (x)
∣∣l−�

�
− �2nun,� (t) − u(x, t)xkX ′

n (x)
∣∣l−�

�
. (1.24)

В силу (1.1) функции u(x, t) и xkux (x, t) непрерывны в D. Тогда
после перехода в (1.24) к пределу при → 0 с учетом граничных
условий (1.7) и (1.9) получим для определения функций un (t)
обыкновенное дифференциальное уравнение

u′′n (t) + �2nun (t) = 0, t ∈ (0, T),

общее решение которого имеет вид

un (t) = an cos �nt + bn sin �nt , (1.25)

где an, bn –– произвольные постоянные, требующие определе-
ния. С этой целью функции (1.21) подставим в начальные
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условия (1.3):

un (0) =
l�
0

�(x)xkXn (x) dx = �n,

u′n (0) =
l�
0

�(x)xkXn (x) dx = �n.

(1.26)

Из (1.25) и (1.26) будем иметь

an = �n, bn =
�n
�n

.

Подставив найденные значения констант в (1.25), найдем окон-
чательный вид функций

un (t) = �n cos �nt +
�n
�n

sin �nt. (1.27)

Аналогично находим

u0 (t) = �0 + �0t, (1.28)

u0 (0) = l−
k+1
2
√
k+ 1

l�
0

�(x)xk dx = �0,

u′0 (0) = l−
k+1
2
√
k+ 1

l�
0

�(x)xk dx = �0.

(1.29)

Пусть теперь �(x) = �(x) ≡ 0, тогда из (1.26) и (1.29)
следует, что �n = �n≡ 0, и из (1.27) и (1.28) получим, что
un (t) = 0 при всех n∈N0 =N∪ {0}. Тогда из (1.21) при любом

t ∈ [0, T ] имеем
l�
0

u(x, t)xkXn (x) dx = 0. Отсюда в силу полно-

ты системы (1.19) в пространстве L2 [0, l] с весом xk следует,
что u(x, t) = 0 почти всюду на промежутке [0, l] при любом
t ∈ [0, T ] . Поскольку, согласно (1.1), функция u(x, t) ∈C (D),
то u(x, t) ≡ 0 в D.

Таким образом, доказано следующее утверждение.

Теорема 1.1.1. Если существует решение задачи (1.1)–
(1.3), (1.7), то оно единственно.
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1.1.2. Существование решения задачи

На основании найденных частных решений запишем фор-
мально решение задачи (1.1)–(1.3), (1.7) в виде ряда Фурье––
Бесселя:

u(x, t) = u0 (t)X0 (x) +
∞∑
n=1

un (t)Xn (x), (1.30)

где функции un (t) определяются по формуле (1.27), Xn (x),
n= 0, 1, 2, . . . –– по формуле (1.19), функция u0 (t) –– по форму-
ле (1.28).

Вместе с рядом (1.30) рассмотрим следующие ряды:

ut (x, t) = �0X0 (x) +
∞∑
n=1

u′n (t)Xn (x),

ux (x, t) =
∞∑
n=1

un (t)X ′
n (x),

(1.31)

utt (x, t) =
∞∑
n=1

u′′n (t)Xn (x), uxx (x, t) =
∞∑
n=1

un (t)X ′′
n (x). (1.32)

Докажем равномерную сходимость рядов (1.30)–(1.32) в об-
ласти D, если функции �(x) и �(x) подчинить некоторым до-
полнительным условиям.

Лемма 1.1.1. Для достаточно больших n и при любом
t ∈ [0, T ] справедливы оценки

|un (t)|�C1
(|�n|+ |�n|/n

)
, (1.33)

|u′n (t)|�C2
(
n|�n|+ |�n|

)
,

|u′′n (t)|�C3
(
n2|�n|+ n|�n|

)
,

где Ci –– здесь и далее положительные постоянные.

Доказательство этих оценок следует из формул (1.27)
и (1.16).

Лемма 1.1.2. Для достаточно больших n и при всех
x ∈ [0, l] выполнены оценки

|Xn (x)|�C4, |X ′
n (x)|�C5n, |X ′′

n (x)|�C6n
2. (1.34)
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Доказательство. Известно, что при больших � справедли-
во равенство

J� (�) =O (�−1/2). (1.35)

Из (1.20) получим

||X̃n||L2,� (0,l) =
l√
2
|J k+1

2
(�n)|. (1.36)

Из (1.35) и (1.36) следует, что

||X̃n||L2,� (0,l) =O (n−1/2) при n→∞. (1.37)

С учетом (1.36) формула (1.19) примет вид

Xn (x) =
1

||X̃n||L2,� (0,l)

X̃n (x) =
x

1−k
2 J k−1

2
(�nx)

l/
√
2|J k+1

2
(�n)|

. (1.38)

Тогда из (1.35), (1.37) и (1.38) следует справедливость первой
оценки из (1.34).

Вычислим теперь

X̃ ′
n (x) =−�nx

1−k
2 J k+1

2
(�nx). (1.39)

Тогда из (1.35), (1.37) и (1.39) следует справедливость второй
оценки (1.34).

Из уравнения (1.8) запишем X̃ ′′
n (x) =− k

x X̃
′
n (x) − �2nX̃n (x).

Отсюда, в силу выполнения первых двух оценок, следует спра-
ведливость и третьей оценки из (1.34). Лемма доказана.

Согласно леммам 1.1.1 и 1.1.2 при любом (x, t) ∈D
ряд (1.30) мажорируется рядом

C7

∞∑
n=1

(|�n|+ |�n|/n
)
, (1.40)

ряды (1.31) и (1.32) мажорируются соответственно рядами

C8

∞∑
n=1

(
n|�n|+ |�n|

)
, (1.41)
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C9

∞∑
n=1

(
n2|�n|+ n|�n|

)
. (1.42)

Исследуем ряды (1.40)–(1.42) на сходимость.

Лемма 1.1.3. Если функция �(x) ∈C2 [0, l] и существует
производная �′′′ (x), имеющая конечное изменение на [0, l] ,
функция �(x) ∈C1 [0, l] и существует производная �′′ (x),
которая имеет конечное изменение на [0, l] , и

�′ (0) = �′′ (0) = �′ (0) = �′ (l) = �′ (l) = 0,

то выполняются оценки

|�n|�C10n
−4, |�n|�C11n

−3. (1.43)

Доказательство. С учетом (1.8), (1.9) и условий леммы
из первого равенства в (1.26) будем иметь

�n =
l�
0

�(x)xkXn (x) dx =− 1
�2n

l�
0

�(x)xk
[
X ′′
n (x) +

k
x
X ′
n (x)

]
dx =

=− 1
�2n

l�
0

�(x) (xkX ′
n (x))

′ dx =

=− 1
�2n

[
�(x)xkX ′

n (x)
∣∣∣l
0
−

l�
0

�′ (x)xkX ′
n (x) dx

]
=

=
1
�2n

l�
0

�′ (x)xkX ′
n (x)dx =

=
1
�2n

[
�′ (x)xkXn (x)

∣∣∣l
0
−

l�
0

(�′ (x)xk) ′Xn (x) dx
]
=

=− 1
�2n

l�
0

(�′ (x)xk) ′Xn (x) dx =

=− 1
�2n

l�
0

�′′ (x)xkXn (x) dx − k
�2n

l�
0

�′ (x)
x

xkXn (x) dx.
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Введем обозначения

�
(2)
n =

l�
0

�′′ (x)xkXn (x) dx, (1.44)

�1n=
l�
0

�1 (x)x
kXn (x) dx, �1 (x) =

�′ (x)
x

, (1.45)

в результате чего получим

�n=− 1
�2n

�
(2)
n − k

�2n
�1n. (1.46)

В силу (1.8) и (1.9) из интеграла (1.44) получим

�
(2)
n =

l�
0

�′′ (x)xkXn (x) dx =− 1
�2n

l�
0

�′′ (x)
(
xkX ′

n (x)
)′dx =

=− 1
�2n

[
�′′ (x)xkX ′

n (x)
∣∣∣l
0
−

l�
0

�′′′ (x)xkX ′
n (x) dx

]
=

=
1
�2n

l�
0

�′′′ (x)xkX ′
n (x) dx =

�
(3)
n

�2n
, (1.47)

где

�
(3)
n =

l�
0

�′′′ (x)xkX ′
n (x) dx.

На основании (1.39) имеем

�
(3)
n =− �n

||X̃n||
l�
0

�′′′ (x)x1+kJ k+1
2
(�nx) dx.

Поскольку функция

x
1
2 f (x) = x

1
2�′′′ (x)xk = �′′′ (x)xk+

1
2

имеет ограниченное изменение на сегменте [0, l] [78, c. 202],
то на основании теоремы [7, c. 653] при n→∞ будем иметь

l�
0

�′′′ (x)x1+kJ k+1
2
(�nx) dx =O

( 1

�
3/2
n

)
.
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Тогда в силу (1.37) при больших n: �(3)
n =O (1), следовательно,

имеем оценку
|�(3)
n |�C12. (1.48)

Аналогично, на основании (1.8), (1.9) и �′ (l) = 0, проинте-
грируем по частям интеграл (1.45):

�1n=
l�
0

�1 (x)x
kXn (x) dx =− 1

�2n

l�
0

�1 (x)
(
xkX ′

n (x)
)′ dx =

=− 1
�2n

[
�1 (x)x

kX ′
n (x)

∣∣∣l
0
−

l�
0

�′1 (x)x
kX ′

n (x) dx
]
=

=
1
�2n

l�
0

�′1 (x)x
kX ′

n (x) dx =
�
(1)
1n

�2n
, (1.49)

где

�
(1)
1n =

l�
0

�′1 (x)x
kX ′

n (x) dx,

и этот интеграл в силу (1.37) сходится.
Теперь оценим интеграл �

(1)
1n при больших n. Представим

его в виде

�
(1)
1n =− �n

||X̃n||L2,� (0,l)

l�
0

(�′ (x)
x

)′
xkx

1−k
2 J k+1

2
(�nx) dx =

=− �n

||X̃n||L2,� (0,l)

l�
0

[�′′ (x)
x

− �′ (x)
x2

]
x
k+1
2 J k+1

2
(�nx) dx =

=− �n

||X̃n||L2,� (0,l)

l�
0

x
[
�′′ (x) − �′ (x)

x

]
x
k−3
2 J k+1

2
(�nx) dx.

По условию �′ (0) = �′′ (0) = 0, поэтому при малых x:
0� x � �, где �> 0 –– достаточно малое число, запишем

�′ (x) = �′ (0) +
�′′ (0)
1!

x +
�′′′ (�x)

2!
x2 =

1
2
�′′′ (�x)x2, 0< �< x,

�′′ (x) = �′′ (0) +
�′′′ (�x)

1!
x = �′′′ (�x)x, 0< �< x.
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В силу этих представлений функция

x
1
2 f (x) = x

1
2

[
�′′ (x) − �′ (x)

x

]
x
k−3
2 =

=
[
�′′ (x) − �′ (x)

x

]
x
k
2−1 =

[
�′′′ (�x) − 1

2
�′′′ (�x)

]
x
k
2

имеет ограниченное изменение на сегменте [0, �] как произве-
дение двух функций, имеющих конечное изменение [78, c. 202].

На сегменте [�, l] аналогично можно показать, что функция
x

1
2 f (x) имеет конечное изменение. Тогда она имеет конечное

изменение на промежутке [0, l] . И, как и в случае интеграла
�
(3)
n , будем иметь оценку

|�(1)
1n |�C13. (1.50)

Подставив (1.47) и (1.49) в равенство (1.46), найдем

�n =− 1
�4n

�
(3)
n − k

�4n
�
(1)
1n . (1.51)

Из (1.48), (1.50) и (1.51) следует первая оценка из (1.43).
На основании второго равенства в (1.26) при �′ (l) = 0 про-

ведем аналогичные вычисления и получим

�n =
l�
0

�(x)xkXn (x) dx =

=− 1
�2n

l�
0

�′′ (x)xkXn (x) dx − k
�2n

l�
0

�′ (x)
x

xkXn (x) dx =

=− 1
�2n

�
(2)
n − k

�2n
�1n, (1.52)

где

�
(2)
n =

l�
0

�′′ (x)xkXn (x) dx, �1n=
l�
0

�′ (x)
x

xkXn (x) dx.

28



1.1. Смешанная задача с интегральным условием первого рода при k� 1

Аналогично оценим интегралы �
(2)
n и �1n. На основании

формулы (1.19) имеем

�
(2)
n =

1

||X̃n||L2,� (0,l)

l�
0

x�′′ (x)x
k−1
2 J k−1

2
(�nx) dx.

Отсюда, в силу того что функция x
1
2 f (x) = �′′ (x)x

k
2 имеет ко-

нечное изменение, получим при n→∞

�
(2)
n =O

( 1
�n

)
. (1.53)

Аналогично имеем

�1n=
1

||X̃n||L2,� (0,l)

l�
0

x�′ (x)x
k−3
2 J k−1

2
(�nx) dx.

По условию �′ (0) = 0, поэтому функция

x
1
2 f (x) = �′ (x)x

k
2−1 = �′′ (�x)x

k
2 , 0< �< x � �,

где �> 0 –– малое число, на сегменте [0, �] имеет конечное из-
менение. Аналогично функция x

1
2 f (x) имеет конечное измене-

ние на сегменте [�, l] , а значит, и на [0, l] . Тогда при больших n
получим оценку

�1n =O
( 1
�n

)
. (1.54)

Таким образом, из (1.52), (1.53) и (1.54) следует вторая
оценка из (1.43). Лемма доказана.

Согласно лемме 1.1.3, ряды (1.40)–(1.42) мажорируются

числовым рядом C14

∞∑
n=1

n−2. А следовательно, по признаку

Вейерштрасса ряды (1.30)–(1.32) в замкнутой области D схо-
дятся равномерно.

Таким образом, построена функция u(x, t), определяемая
рядом (1.30), которая удовлетворяет всем условиям зада-
чи (1.1)–(1.3), (1.7). Тем самым доказана

Теорема 1.1.2. Если функции �(x) и �(x) удовлетворя-
ют условиям леммы 1.1.3, то существует единственное
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решение u(x, t) задачи (1.1)–(1.3), (1.7), определяемое ря-
дом (1.30), при этом u(x, t) ∈C2 (D).

Теперь покажем, что функция u(x, t), определяемая ря-
дом (1.30), является решением первоначальной задачи (1.1)–
(1.5).

Теорема 1.1.3. Если функции �(x) и �(x) удовлетворя-
ют условиям леммы 1.1.3 и условиям (1.5), то существует
единственное решение задачи (1.1)–(1.5), определяемое
рядом (1.30), при этом u(x, t) ∈C2 (D).

Доказательство. Пусть u(x, t) –– решение задачи (1.1)–
(1.3), (1.7) и функции �(x) и �(x) удовлетворяют условиям
теоремы. Тогда уравнение (1.0) выполняется всюду в обла-
сти D. Умножим уравнение (1.0) на xk и проинтегрируем при
фиксированном t ∈ (0, T) по переменной x на промежутке от 
до l − , где > 0 –– достаточно малое число. В результате по-
лучим

l−��
�

utt (x, t)xk dx −
(
xk

∂u
∂x

)∣∣∣l−�

�
= 0. (1.55)

Перейдем в равенстве (1.55) к пределу при → 0, тогда
с учетом условий (1.1) и (1.7) будем иметь

l�
0

utt (x, t)xk dx = 0.

Проинтегрируем последнее равенство по переменной t, в ре-
зультате будем иметь

l�
0

ut (x, t)xk dx =K1 = const. (1.56)

Полученное равенство (1.56) проинтегрируем еще раз по пере-
менной t:

l�
0

u(x, t)xk dx =K1t +K2, K2 = const. (1.57)
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Положив в равенстве (1.56) t = 0, с учетом условий (1.3) и (1.5)
найдем

l�
0

ut (x, 0)xk dx =
l�
0

�(x)xk dx =K1 = 0.

Положим теперь t = 0 в равенстве (1.57), откуда с учетом
условий (1.3), (1.5) и найденного значения K1 = 0 получим

l�
0

u(x, 0)xk dx =
l�
0

�(x)xk dx =K2 =A.

Подставив найденные значения констант K1 = 0 и K2 =A
в формулу (1.57), будем иметь

l�
0

u(x, t)xk dx =A.

Пусть теперь u(x, t) –– решение задачи (1.1)–(1.5). Тогда
из равенства (1.55) запишем

d2

dt2

l−��
�

u(x, t)xk dx −
(
xk

∂u
∂x

)∣∣∣l−�

�
= 0.

Перейдем здесь к пределу при → 0 и в силу условий (1.1)
и (1.4) получим локальное граничное условие второго рода

ux (l, t) = 0, 0� t � T .

Тем самым мы показали, что при выполнении условий со-
гласования (1.5) условия (1.4) и (1.7) эквивалентны. А значит,
эквивалентны и задачи (1.1)–(1.5) и (1.1)–(1.3), (1.7). Теорема
доказана.

1.1.3. Устойчивость решения задачи

Теорема 1.1.4. Для решения задачи (1.1)–(1.5) справед-
лива оценка

||u(x, t)||�C15 (||�||+ ||�||), (1.58)

где ||f ||2 =
l�
0

xk|f (x)|2 dx.
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Доказательство. Из (1.30) с учетом оценки (1.33) вы-
числим

||u||2 =
l�
0

xku2 (x, t) dx =

=
l�
0

xk
∞∑
n=0

un (t)Xn (x)
∞∑
m=0

um (t)Xm (x) dx =

=

∞∑
n=0

u2n (t) = u20 (t) +
∞∑
n=1

u2n (t) �

� (�0 + �0t)
2 +C2

1

∞∑
n=1

(
|�n|+ |�n|

n

)2
�

�C0 (�
2
0 + �2

0) + 2C2
1

∞∑
n=1

(
|�n|2 + 1

n2
|�n|2

)
�

�C0 (�
2
0 + �2

0) + 2C2
1

( ∞∑
n=1

�2
n +

∞∑
n=1

�2
n

)
=C15

(||�||2 + ||�||2).
Теорема доказана.

1.2. Смешанная задача с интегральным условием
первого рода для уравнения (1.0) при |k|< 1, k �= 0

1.2.1. Постановка задачи. Единственность решения

Требуется найти функцию u(x, t), удовлетворяющую усло-
виям

u(x, t) ∈C1 (D) ∩C2 (D), (1.59)

�Bu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈D, (1.60)

u(x, 0) = �(x), ut (x, 0) = �(x), 0� x � l, (1.61)

lim
x→0+

xkux (x, t) = 0, 0� t � T , (1.62)

l�
0

u(x, t) xk dx =A= const, 0� t � T , (1.63)
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где A–– заданное действительное число, �(x), �(x) –– заданные
достаточно гладкие функции, удовлетворяющие условиям со-
гласования

l�
0

�(x)xk dx =A,
l�
0

�(x)xk dx = 0. (1.64)

В данном параграфе поставленная задача с нелокальным
интегральным условием первого рода эквивалентно сведена
к локальной задаче с граничными условиями второго рода. Ме-
тодом спектрального анализа доказаны теоремы единственно-
сти и существования решения эквивалентной задачи. Решение
построено в виде ряда Фурье––Бесселя, и приведено обосно-
вание сходимости ряда в классе регулярных решений. Затем
показана однозначная разрешимость первоначальной задачи
и доказана устойчивость ее решения.

Аналогично случаю k� 1 умножим уравнение (1.0) на xk

и проинтегрируем при фиксированном t ∈ (0, T) по перемен-
ной x на промежутке от  до l − , где > 0 –– достаточно малое
число:

d2

dt2

l−��
�

u(x, t)xk dx −
(
xk

∂u
∂x

)∣∣∣l−�

�
= 0.

В силу условий (1.59), (1.62) и (1.63) в полученном равен-
стве можно перейти к пределу при → 0, так как все слагаемые
имеют конечные пределы при −1< k< 1, k �= 0 и → 0. И в ре-
зультате получим локальное граничное условие

ux (l, t) = 0, 0� t � T . (1.65)

В дальнейшем вместо задачи (1.59)–(1.64) будем рас-
сматривать задачу (1.59)–(1.62), (1.65). Разделив переменные
в уравнении (1.0), аналогично § 1.1, получим относительно
функции X (x) спектральную задачу:

X ′′ (x) +
k
x
X ′ (x) + �2X (x) = 0, 0< x < l, (1.66)

lim
x→0+

xkX ′ (x) = 0, (1.67)

X ′ (l) = 0, (1.68)
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где �2 –– постоянная разделения.
Общее решение уравнения (1.66) при |k|< 1, k �= 0 опреде-

ляется по формуле

X̃ (x) = P1x
1−k
2 J 1−k

2
(�x) + P2x

1−k
2 J k−1

2
(�x), (1.69)

так как 1−k
2 не является целым числом, а значит, J 1−k

2
(�x)

и J k−1
2
(�x) –– линейно независимые решения уравнения Бес-

селя.
Из этой формулы вычислим

X ′ (x) = P1�x
1−k
2 J− k+1

2
(�x) − P2�x

1−k
2 J k+1

2
(�x).

Поскольку при x→ 0: xkX ′ (x) =O (P1 + P2xk+1), то для то-
го чтобы функция (1.69) удовлетворяла условию (1.67), нужно
положить P1 = 0. И пусть P2 = 1.

Тогда решение уравнения (1.66), удовлетворяющее усло-
вию (1.67), определяется равенством

X (x) = x
1−k
2 J k−1

2
(�x),

которое по внешнему виду совпадает с (1.13), но здесь
−1< k< 1 и k �= 0.

Потребуем теперь, чтобы эта функция удовлетворяла вто-
рому граничному условию (1.68):

dX (x)
dx

∣∣∣
x=l

=
(
x

1−k
2 J k−1

2
(�x)

)′∣∣∣
x=l

=−�l
1−k
2 J k+1

2
(�l) = 0,

откуда получим
�0 = 0,

J k+1
2
(�n) = 0, �n = �nl. (1.70)

Таким образом, система собственных функций зада-
чи (1.66)–(1.68) имеет вид

X̃0 (x) = 1, �0 = 0,

X̃n (x) = x
1−k
2 J k−1

2

(�nx
l

)
= x

1−k
2 J k−1

2
(�nx), n ∈N,

где собственные значения �n определяются как решения урав-
нения (1.70).
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1.3. Смешанная задача с интегральным условием первого рода при k�−1

Аналогично случаю k� 1 доказана

Теорема 1.2.1. Если существует решение задачи (1.59)–
(1.62), (1.65), то оно единственно.

1.2.2. Существование и устойчивость решения задачи

Аналогично случаю k� 1 доказаны следующие утвер-
ждения.

Теорема 1.2.2. Если функции �(x) и �(x) удовлетворя-
ют условиям леммы 1.1.3, то существует единственное
решение u(x, t) задачи (1.59)–(1.62), (1.65), определяемое
рядом (1.30), при этом u(x, t) ∈C2 (D).

Теорема 1.2.3. Если функции �(x) и �(x) удовлетворя-
ют условиям леммы 1.1.3 и условиям (1.64), то существу-
ет единственное решение задачи (1.59)–(1.64), определя-
емое рядом (1.30), при этом u(x, t) ∈C2 (D).

Теорема 1.2.4. Для решения задачи (1.59)–(1.64) спра-
ведлива оценка (1.58).

1.3. Смешанная задача с интегральным условием
первого рода для уравнения (1.0) при k �−1

1.3.1. Постановка задачи. Единственность решения

Найти функцию u(x, t), удовлетворяющую условиям

u(x, t) ∈C1 (D) ∩C2 (D), (1.71)

�Bu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈D, (1.72)

u(x, 0) = �(x), ut (x, 0) = �(x), 0� x � l, (1.73)

u(0, t) = 0, 0� t � T , (1.74)

l�
0

u(x, t)x dx =A= const, 0� t � T , (1.75)

где A–– заданное действительное число, �(x), �(x) –– заданные
достаточно гладкие функции, удовлетворяющие условиям со-
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гласования

l�
0

�(x)x dx =A,
l�
0

�(x)x dx = 0. (1.76)

В данном параграфе поставленная задача с нелокальным
интегральным условием (1.75) эквивалентно сведена к ло-
кальной начально-граничной задаче со смешанными краевыми
условиями первого и третьего родов. Методом спектрального
анализа доказаны теоремы единственности и существования
решения эквивалентной задачи. Решение построено в явном
виде –– в виде ряда Фурье––Бесселя, и приведено обоснова-
ние сходимости ряда в классе регулярных решений. Доказана
устойчивость решения первоначальной задачи.

Умножим уравнение (1.0) на x и проинтегрируем при фик-
сированном t ∈ (0, T) по переменной x на промежутке от 
до l − , где > 0 –– достаточно малое число. В результате по-
лучим

l−��
�

uttx dx −
l−��
�

(xuxx + kux) dx = 0,

или

d2

dt2

l−��
�

u(x, t)x dx −
l−��
�

∂

∂x
(xux + (k− 1)u) dx = 0.

Отсюда будем иметь

d2

dt2

l−��
�

u(x, t)x dx − (
xux + (k− 1)u

)∣∣l−�

�
= 0.

В силу условий (1.71), (1.74) и (1.75) в последнем равенстве
можно перейти к пределу при → 0, в результате получим гра-
ничное условие третьего рода

lux (l, t) + (k− 1)u(l, t) = 0, 0� t � T . (1.77)

В дальнейшем будем рассматривать задачу (1.71)–(1.74),
(1.77).
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Разделив переменные u(x, t) = X (x)T (t) в уравнении (1.0),
получим относительно функции X (x) спектральную задачу

X ′′ (x) +
k
x
X ′ (x) + �2X (x) = 0, 0< x < l, (1.78)

X (0) = 0, (1.79)

lX ′ (l) + (k− 1)X (l) = 0. (1.80)

В силу результатов § 1.1 общее решение уравнения (1.78)
при k�−1 определяется по формуле

X (x) = P1x
1−k
2 J 1−k

2
(�x) + P2x

1−k
2 Y 1−k

2
(�x), (1.81)

где J� (�), Y� (�) –– функции Бесселя первого и второго родов
соответственно, порядка �= (1− k)/2, P1, P2 –– произвольные
постоянные.

Вычислим

X ′ (x) = P1�x
1−k
2 J− k+1

2
(�x) + P2�x

1−k
2 Y− k+1

2
(�x).

Так как при x→ 0 функция (1.81)

X (x) =O (P1x
1−k+ P2) =O (1),

а производная при этом

X ′ (x) =O (P1x
−k + P2x) =O (x),

то для выполнения условия (1.79) в (1.81) нужно положить
значения констант P1 = 1 и P2 = 0. В результате решение при-
нимает вид

X̃ (x) = x
1−k
2 J 1−k

2
(�x). (1.82)

Далее вычислим производную от функции (1.82):

X̃ ′ (x) =
1− k
2

x−
k+1
2 J 1−k

2
(�x) + �x

1−k
2 J ′1−k

2
(�x). (1.83)

Теперь подставим функцию (1.82) и ее производную (1.83)
в граничное условие (1.80). В результате получим уравнение

�J ′� (�) − �J� (�) = 0, �= �l, �=
1− k
2

. (1.84)

В силу теоремы Ломмеля [7, с. 530] уравнение (1.84) при
�>−1 имеет лишь вещественные простые корни.
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С другой стороны, на основании формулы [1, с. 20]
zJ ′� (z) − �J� (z) =−zJ�+1 (z) уравнение (1.84) равносильно урав-
нению

J 3−k
2
(�) = 0, �= �l. (1.85)

Для решений уравнения (1.85), согласно [85, с. 317], при боль-
ших n справедлива асимптотическая формула

�n = �nl = �n+
�

2
− �

4
k+O (n−1). (1.86)

Таким образом, система собственных функций зада-
чи (1.78)–(1.80) имеет вид

X̃n (x) = x
1−k
2 J 1−k

2

(�nx
l

)
= x

1−k
2 J 1−k

2
(�nx), n∈N, (1.87)

а собственные значения �n определяются как решения урав-
нения (1.85).

Система функций (1.87) ортогональна в пространстве
L2 [0, l] с весом xk как решение задачи Штурма––Лиувилля
для уравнения (1.78) с граничными условиями (1.79) и (1.80).

Для дальнейших исследований будем рассматривать орто-
нормированную систему собственных функций

Xn (x) =
X̃n (x)

||X̃n||
, (1.88)

где

||X̃n||2 =
l�
0

xkX̃2
n (�nx) dx =

l�
0

xJ21−k
2
(�nx) dx =

l2

2
J23−k

2
(�n),

откуда получим

||X̃n||= l√
2
|J 3−k

2
(�n)|. (1.89)

Введем функции

un (t) =
l�
0

u(x, t)xkXn (x) dx, n= 1, 2, . . . , (1.90)

где Xn (x) определяются по формуле (1.88).
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На основании (1.90) введем в рассмотрение вспомогатель-
ные функции вида

un,� (t) =
l−��
�

u(x, t)xkXn (x) dx, n= 1, 2, . . . , (1.91)

где > 0 –– достаточно малое число.
Аналогично случаю k� 1, с учетом уравнений (1.0) и (1.78)

получим равенство

u′′n,� (t) = xkuxXn (x)
∣∣l−�

�
− �2nun,� (t) − u(x, t)xkX ′

n (x)
∣∣l−�

�
. (1.92)

Из формулы (1.88) следует, что Xn (x) =O (x1−k) и X ′
n (x) =

=O (x−k) при x→ 0. Перейдем в (1.92) к пределу при → 0,
в силу условий (1.71), (1.74), (1.79) и (1.80) будем иметь

u′′n (t) + �2nun (t) = lk−1 [lux (l, t) − (k− 1)u(l, t)]Xn (l),

откуда в силу условия (1.77) получим для определения функ-
ций (1.90) обыкновенное дифференциальное уравнение

u′′n (t) + �2nun (t) = 0, t ∈ (0, T). (1.93)

Подставив далее функции (1.90) в начальные условия (1.73),
будем иметь

un (0) =
l�
0

u(x, 0)xkXn (x) dx =
l�
0

�(x)xkXn (x) dx = �n, (1.94)

u′n (0) =
l�
0

ut (x, 0)xkXn (x) dx =
l�
0

�(x)xkXn (x) dx = �n. (1.95)

Единственное решение задачи (1.93)–(1.95) определяется
по формуле

un (t) = �n cos �nt +
�n
�n

sin �nt . (1.96)

Докажем единственность задачи (1.71)–(1.74), (1.77).
Пусть �(x) ≡ 0 и �(x) ≡ 0, тогда из (1.94) и (1.95) при всех
n ∈N следует, что �n = �n ≡ 0. Из (1.96) получим, что un (t) = 0
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при всех n∈N. Тогда из (1.90) при любом t ∈ [0, T ] имеем

l�
0

u(x, t)xkXn (x) dx = 0.

Отсюда в силу полноты системы (1.88) в пространстве
L2 [0, l] с весом xk следует, что u(x, t) = 0 почти всюду
на промежутке [0, l] при любом t ∈ [0, T ] . Поскольку, со-
гласно (1.71), функция u(x, t) ∈C (D), то u(x, t) ≡ 0 в D.

Таким образом, доказана

Теорема 1.3.1. Если существует решение задачи (1.71)–
(1.74), (1.77), то оно единственно.

1.3.2. Существование решения задачи

На основании найденных частных решений (1.96) и (1.88)
решение задачи (1.71)–(1.74), (1.77) запишем формально в ви-
де ряда Фурье––Бесселя

u(x, t) =
∞∑
n=1

un (t)Xn (x). (1.97)

Лемма 1.3.1. Для достаточно больших n и при любом
t ∈ [0, T ] справедливы оценки

|un (t)|�C1

(
|�n|+ |�n|

n

)
, (1.98)

|u′n (t)|�C2
(
n|�n|+ |�n|

)
, (1.99)

|u′′n (t)|�C3
(
n2|�n|+ n|�n|

)
. (1.100)

Доказательство оценок (1.98)–(1.100) непосредственно
следует из формул (1.96) и (1.86).

Лемма 1.3.2. Для достаточно больших n и при всех
x ∈ [0, l] справедливы оценки

|Xn (x)|�C4, |X ′
n (x)|�C5n, |X ′′

n (x)|�C6n
2. (1.101)
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Доказательство. Как известно, функция X̃n (x) =
= x

1−k
2 J 1−k

2
(�nx) ∈C2 [0, l] и при больших � справедлива оценка

J� (�) =O (�−1/2). (1.102)

Из (1.88), (1.102) и (1.89) следует справедливость первой оцен-
ки из (1.101).

Вычислим производную функции (1.87):

X̃ ′
n (x) = �nx

1−k
2 J− k+1

2
(�nx) =O (x−k). (1.103)

Тогда из (1.88), (1.102), (1.89) и (1.103) следует справедли-
вость второй оценки из (1.101).

Из уравнения (1.78) запишем

X̃ ′′
n (x) =−k

x
X̃ ′
n (x) − �2nX̃n (x).

Отсюда, в силу первых двух оценок из (1.101), следует спра-
ведливость и третьей оценки из (1.101). Лемма доказана.

Согласно леммам 1.3.1 и 1.3.2 при любом (x, t) ∈D
ряд (1.97) и ряды, полученные из него почленным диффе-
ренцированием первого и второго порядка, мажорируются
рядом

C7

∞∑
n=1

(
n2|�n|+ n|�n|

)
. (1.104)

Лемма 1.3.3. Если функция �(x) ∈C2 [0, l] и существует
производная �′′′ (x), имеющая конечное изменение на [0, l] ,
функция �(x) ∈C1 [0, l] и существует производная �′′ (x),
которая имеет конечное изменение на [0, l] , и

�(0) = �(0) = �(l) = �(l) = �′ (0) = �′ (0) = �′ (l) = �′ (l) =

= �′′ (0) = �′′ (l) = 0,

то выполняются оценки

|�n|�C8n
−4, |�n|�C9n

−3. (1.105)

Доказательство проводится аналогично доказательству
леммы 1.1.3.
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Согласно лемме 1.3.3 ряд (1.104) оценивается сверху схо-

дящимся числовым рядом C10

∞∑
n=1

n−2, а значит, функция (1.97)

принадлежит классу C2 (D).
Построенная функция u(x, t), определяемая рядом (1.97),

удовлетворяет всем условиям задачи (1.71)–(1.74), (1.77).
Таким образом, доказана

Теорема 1.3.2. Если функции �(x) и �(x) удовлетворя-
ют условиям леммы 1.3.3, то существует единственное
решение u(x, t) задачи (1.71)–(1.74), (1.77), определяемое
рядом (1.97), при этом u(x, t) ∈C2 (D).

Из этой теоремы на основании условий согласования дан-
ных (1.76) следует однозначная разрешимость первоначальной
задачи (1.71)–(1.76).

Теорема 1.3.3. Если функции �(x) и �(x) удовлетворя-
ют условиям леммы 1.3.3 и условиям (1.76), то существу-
ет единственное решение задачи (1.71)–(1.76), определя-
емое рядом (1.97), при этом u(x, t) ∈C2 (D).

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 1.1.3
из уравнения (1.0) получим

l�
0

utt (x, t)x dx = 0. (1.106)

Проинтегрируем равенство (1.106) по переменной t дважды.
В результате имеем

l�
0

ut (x, t)x dx =K1 = const, (1.107)

l�
0

u(x, t)x dx =K1t +K2, K2 = const. (1.108)

Положив в равенствах (1.107) и (1.108) t = 0, с учетом усло-
вий (1.73) и (1.76) найдем значения констант

l�
0

ut (x, 0)x dx =
l�
0

�(x)x dx =K1 = 0,
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l�
0

u(x, 0)x dx =
l�
0

�(x)x dx =K2 =A,

подставив которые в формулу (1.108), получим интегральное
условие (1.75):

l�
0

u(x, t)x dx =A.

Пусть теперь u(x, t) –– решение задачи (1.71)–(1.76). Так
как уравнение (1.0) выполняется всюду в области D, умножим
его на x и проинтегрируем при фиксированном t ∈ (0, T) по пе-
ременной x на промежутке от  до l − , где > 0 –– достаточно
малое число. В результате будем иметь

d2

dt2

l−��
�

u(x, t)x dx − (xux + (k− 1)u)
∣∣∣l−�

�
= 0.

Перейдем здесь в силу условий (1.71), (1.74) и (1.75) к пределу
при → 0 и получим граничное условие третьего рода (1.77):

lux (l, t) + (k− 1)u(l, t) = 0, 0� t � T .

Тем самым мы показали, что при выполнении усло-
вий согласования (1.76) условия (1.75) и (1.77) эквива-
лентны. А значит, эквивалентны и задачи (1.71)–(1.76)
и (1.71)–(1.74), (1.77). Теорема доказана.

1.3.3. Устойчивость решения задачи

Теорема 1.3.4. Для решения задачи (1.71)–(1.76) спра-
ведлива оценка

||u||�C11 (||�||+ ||�||), (1.109)

где норма определяется по формуле ||X̃n||2 =
l�
0

xk X̃2
n (x) dx.
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Доказательство.Из формулы (1.97) с учетом оценки (1.98)
вычислим

||u||2L2,� (0,l) =
l�
0

xku2 (x, t) dx =

=
l�
0

xk
∞∑
n=1

un (t)Xn (x)
∞∑
m=1

um (t)Xm (x) dx =

=
∞∑

m,n=1

un (t)um (t)
l�
0

xkXn (x)Xm (x) dx =

=
∞∑
n=1

u2n (t)
l�
0

xkX2
n (x) dx =

∞∑
n=1

u2n (t) �

� 2C2
1

∞∑
n=1

(|�n|2 + 1
n2

|�n|2
)
� 2C2

1

( ∞∑
n=1

�2
n +

∞∑
n=1

�2
n

)
=

=C11
(||�||2L2,� (0,l) + ||�||2L2,� (0,l)

)
.

Теорема доказана.



Глава 2
Смешанные задачи с интегральными

условиями второго рода
для B-гиперболического уравнения

В данной главе для B-гиперболического уравнения

�Bu(x, t) ≡ utt − x−k
∂

∂x
(xkux) = 0 (2.0)

в прямоугольной области D =
{
(x, t) | 0< x < l, 0< t < T

}
, где

l > 0, T > 0, k �= 0 –– заданные действительные числа, изучены
вопросы о корректности постановки нелокальных задач с ин-
тегральными условиями второго рода в зависимости от коэф-
фициента k, входящего в уравнение. Единственность решений
поставленных задач доказана методом интегральных тождеств
при k� 1 и−1< k< 1, k �= 0, и методом спектрального анализа
при k�−1. Решения построены в виде рядов Фурье–Бесселя.
Для обоснования существования решений нелокальных за-
дач получены достаточные условия относительно начальных
условий, которые гарантируют сходимость построенных рядов
в классе регулярных решений. Доказаны теоремы устойчивости
решений поставленных задач.

2.1. Смешанная задача с интегральным условием
второго рода для уравнения (1.0) при k � 1

2.1.1. Постановка задачи. Единственность решения

Требуется найти функцию u(x, t), которая удовлетворяет
следующим условиям:

u(x, t) ∈C1 (D) ∩C2 (D), (2.1)

�Bu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈D, (2.2)

u(x, 0) = �(x), ut (x, 0) = �(x), 0� x � l, (2.3)
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ux (l, t) +
l�
0

u(x, t) xk dx = 0, 0� t � T . (2.4)

Здесь �(x), �(x) –– заданные достаточно гладкие функции, удо-
влетворяющие условиям

�′ (l) +
l�
0

�(x) xk dx = 0, �′ (l) +
l�
0

�(x) xk dx = 0. (2.5)

Дополнительным свойством решения задачи, согласно ра-
боте [43], является условие

ux (0, t) = 0, 0� t � T . (2.6)

В дальнейшем равенством (2.6) можно воспользоваться или
этот факт не использовать в последующих доказательствах,
что зависит от поведения производной ux при x→ 0. Если эта
производная при x→ 0 остается ограниченной, то нет необхо-
димости в условии (2.6), что и будет показано.

Теорема 2.1.1. Если существует решение задачи (2.1)–
(2.5), то оно единственно.

Доказательство. Пусть u1 и u2 –– два предполагаемых ре-
шения задачи (2.1)–(2.5). Тогда их разность v = u1 − u2 удо-
влетворяет условиям (2.1), (2.2), однородным начальным усло-
виям

v (x, 0) = 0, vt (x, 0) = 0, 0� x � l, (40)

интегральному условию (2.4) и условию (2.6).
Умножим уравнение (1.0) на xk и проинтегрируем при фик-

сированном t ∈ (0, T) по переменной x на промежутке от 
до l − , где > 0 –– достаточно малое число. В результате по-
лучим

l−��
�

vttxk dx −
l−��
�

∂

∂x
(xkvx) dx = 0,

откуда будем иметь

l−��
�

vttxk dx −
(
xk

∂v
∂x

)∣∣∣l−�

�
= 0. (2.7)
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Перейдем в (2.7) к пределу при → 0 и в силу условия (2.1)
получим

d2

dt2

l�
0

v (x, t)xk dx = lkvx (l, t). (2.8)

Подставив значение производной из интегрального усло-
вия (2.4) в равенство (2.8), получим

d2

dt2

l�
0

v (x, t)xk dx + lk
l�
0

v (x, t) xk dx = 0. (2.9)

Введем обозначение

Z (t) =
l�
0

v (x, t) xk dx

и равенство (2.9) запишем в виде уравнения

Z′′ (t) + lkZ (t) = 0,

общее решение которого имеет вид

Z (t) =
l�
0

v (x, t) xk dx =K1 cos
(√

lkt
)
+K2 sin

(√
lkt

)
, (2.10)

где K1 и K2 –– произвольные постоянные.
С учетом начальных условий (40) из равенства (2.10) нахо-

дим значения констант K1 = 0 и K2 = 0. В результате имеем

l�
0

v (x, t) xk dx = 0. (2.11)

Подставив значение (2.11) в условие (2.4), получим

vx (l, t) = 0. (2.12)

Далее рассмотрим тождество, справедливость которого
можно проверить непосредственным дифференцированием:

xkvt�Bv (x, t) =
1
2

∂

∂t

[
xk (v2t + v2x)

]− ∂

∂x
(xkvtvx).
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Поскольку функция v удовлетворяет уравнению (1.0), то по-
следнее выражение можно записать в виде

1
2

∂

∂t

[
xk (v2t + v2x)

]
=

∂

∂x
(xkvtvx). (2.13)

Проинтегрируем теперь равенство (2.13) при фиксированном
t ∈ (0, T) по переменной x на промежутке от  до l − , где
> 0 –– достаточно малое число, и затем перейдем к пределу
при → 0. В силу условия (2.1) будем иметь

1
2

∂

∂t

l�
0

(v2t + v2x)x
k dx = lkvt (l, t)vx (l, t).

Тогда с учетом (2.12) из последнего равенства запишем

1
2

∂

∂t

l�
0

(v2t + v2x)x
k dx = 0,

откуда делаем вывод, что

l�
0

(v2t + v2x)x
k dx =C = const.

Положим теперь t = 0 в последнем равенстве, откуда с учетом
условий (40) получим

l�
0

(v2t (x, 0) + v2x (x, 0))x
k dx =C = 0,

а значит, vt (x, t) ≡ 0 и vx (x, t) ≡ 0. Следовательно v (x, t) ≡
≡ const, откуда, опять же, в силу однородных начальных усло-
вий (40) получим v (x, t) ≡ 0. Таким образом, u1 ≡ u2. Теорема
доказана.

2.1.2. Существование решения задачи

Частные решения уравнения (1.0), не равные нулю в обла-
сти D и удовлетворяющие условиям (2.1) и (2.4), будем искать
в виде произведения u(x, t) = X (x)T (t). Подставив данное вы-
ражение в уравнение (1.0) и условия (2.4) и (2.6), получим от-
носительно неизвестной функции X (x) следующую спектраль-

48



2.1. Смешанная задача с интегральным условием второго рода при k� 1

ную задачу:

X ′′ (x) +
k
x
X ′ (x) + �2X (x) = 0, 0< x < l, (2.14)

|X (0)|<+∞, (2.15)

X ′ (l) +
l�
0

X (x) xk dx = 0, (2.16)

где �2 –– постоянная разделения.
С учетом уравнения (2.14) из граничного условия (2.16) по-

лучим

X ′ (l) +
l�
0

X (x)xk dx = X ′ (l) − 1
�2

l�
0

[
X ′′ (x) +

k
x
X ′ (x)

]
xk dx =

= X ′ (l) − 1
�2

l�
0

d
dx

(xkX ′ (x)) dx =
(
1− lk

�2

)
X ′ (l) = 0.

Отсюда следует, что нелокальное интегральное условие (2.16)
при � �= l

k
2 с учетом (2.1) равносильно локальному граничному

условию второго рода
X ′ (l) = 0. (2.17)

Решение уравнения (2.14), удовлетворяющее условию (2.15),
имеет вид

X̃ (x) = x
1−k
2 J k−1

2
(�x), (2.18)

где J� (�) –– функция Бесселя первого рода порядка �= (k−1)/2.
При этом нетрудно убедиться, что функция (2.18) удовлетворя-
ет условию X̃ ′ (0) = 0, как и должно быть в силу равенства (2.6).

Подставив функцию (2.18) в граничное условие (2.17), по-
лучим

�0 = 0,

J k+1
2
(�) = 0, �= �l. (2.19)

Из теории бесселевых функций известно [7, c. 530], что
уравнение (2.20) при (k+ 1)/2>−1 имеет счетное множество
лишь вещественных корней. Обозначив n-й корень уравне-
ния (2.20) через �n, n∈N, найдем собственные значения зада-
чи (2.14)–(2.16). Также известно [85, c. 317], что для корней �n

49



Глава 2. Смешанные задачи с интегральными условиями второго рода

уравнения (2.19) при больших n справедлива асимптотическая
формула

�n = �nl = �n+
�

4
k+O (n−1). (2.20)

Тогда соответствующая система собственных функций за-
дачи (2.14), (2.15) и (2.17) имеет вид

X̃0 (x) = 1, �0 = 0,

X̃n (x) = x
1−k
2 J k−1

2
(�nx), n ∈N.

Для удобства дальнейших вычислений полученную систему
собственных функций ортонормируем:

Xn (x) =
1

||X̃n||L2,� (0,l)

X̃n (x), n= 0, 1, 2, . . . , (2.21)

где

||X̃n||2L2,� (0,l) =
l�
0

�(x) X̃2
n (x) dx, �(x) = xk. (2.22)

Пусть u(x, t) –– решение задачи (2.1)–(2.5). Рассмотрим
функции

un (t) =
l�
0

u(x, t)xkXn (x) dx, n= 0, 1, 2, . . . , (2.23)

где Xn (x) определяются по формуле (2.22). На основании (2.23)
введем в рассмотрение вспомогательные функции вида

un,� (t) =
l−��
�

u(x, t)xkXn (x) dx, n= 0, 1, 2, . . . , (2.24)

где > 0 –– достаточно малое число.
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Продифференцируем равенство (2.24) по переменной t два-
жды при 0< t < T и с учетом уравнения (1.0) получим

u′′n,� (t) =
l−��
�

utt (x, t)xkXn (x) dx =

=
l−��
�

(
uxx +

k
x
ux

)
xkXn (x) dx =

l−��
�

∂

∂x
(xkux)Xn (x) dx =

= xkuxXn (x)
∣∣∣l−�

�
−

l−��
�

xkuxX ′
n (x) dx. (2.25)

Из (2.24) в силу уравнения (2.14) будем иметь

un,� (t) =− 1
�2n

l−��
�

u(x, t)xk
[
X ′′
n (x) +

k
x
X ′
n (x)

]
dx =

=− 1
�2n

l−��
�

u(x, t)
d
dx

(
xkX ′

n (x)
)
dx =

=− 1
�2n

[
u(x, t)xkX ′

n (x)
∣∣∣l−�

�
−

l−��
�

xkuxX ′
n (x) dx

]
,

откуда находим

l−��
�

xkuxX ′
n (x) dx = �2nun,� (t) + u(x, t)xkX ′

n (x)
∣∣∣l−�

�
. (2.26)

Подставив (2.26) в (2.25), будем иметь

u′′n,� (t) = xkuxXn (x)
∣∣∣l−�

�
− �2nun,� (t) − u(x, t)xkX ′

n (x)
∣∣∣l−�

�
. (2.27)

Теперь, аналогично рассуждениям при доказательстве
единственности решения задачи, умножим уравнение (1.0)
на xk и проинтегрируем при фиксированном t ∈ (0, T) по пере-
менной x на промежутке от  до l − , где > 0 –– достаточно
малое число. В результате получим

d2

dt2

l−��
�

u(x, t)xk dx −
(
xk

∂u
∂x

)∣∣∣l−�

�
= 0.
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Перейдем теперь в полученном равенстве к пределу при → 0
и в силу условий (2.1) и (2.4) будем иметь

d2

dt2
(ux (l, t)) + lkux (l, t) = 0. (2.28)

Введем обозначение

Z (t) = ux (l, t),

в результате чего получим обыкновенное дифференциальное
уравнение

Z′′ (t) + lkZ (t) = 0,

общее решение которого имеет вид

Z (t) = C̃1 cos
(√

lkt
)
+ C̃2 sin

(√
lkt

)
,

здесь C̃1 и C̃2 –– произвольные постоянные.
Тогда

ux (l, t) = C̃1 cos
(√

lkt
)
+ C̃2 sin

(√
lkt

)
. (2.29)

С учетом начальных условий (2.3) из (2.29) найдем значения
констант

C̃1 = �′ (l), C̃2 = l−
k
2�′ (l). (2.30)

Из формулы (2.21) следует, что Xn (x) =O (1), X ′
n (x) =O (x)

при x→ 0. Тогда с учетом условий (2.1), (2.17) и равен-
ства (2.29) перейдем в (2.27) к пределу при → 0 и получим
для определения функций un (t) следующее уравнение:

u′′n (t) + �2nun (t) =C1 cos
(√

lkt
)
+C2 sin

(√
lkt

)
,

t ∈ (0, T),
(2.31)

где
C1 = C̃1l

k+1
2 J k−1

2
(�nl) = �′ (l)l

k+1
2 J k−1

2
(�nl),

C2 = C̃2l
k+1
2 J k−1

2
(�nl) = �′ (l)

√
lJ k−1

2
(�nl).

Общее решение однородного уравнения, соответствующего
уравнению (2.31), имеет вид

un (t) = an cos(�nt) + bn sin(�nt), (2.32)

где an и bn –– произвольные постоянные.
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Частное решение уравнения (2.31) будем искать в следую-
щем виде:

v (t) =A cos
(√

lkt
)
+B sin

(√
lkt

)
, (2.33)

где A и B –– коэффициенты, требующие определения. Подста-
вив (2.33) в уравнение (2.31), найдем

A=
C1

�2n − lk
=

�′ (l)
�2n − lk

l
k+1
2 J k−1

2
(�nl),

B =
C2

�2n − lk
=

�′ (l)
�2n − lk

√
lJ k−1

2
(�nl).

Тогда частное решение (2.33) уравнения (2.31) определяется
по формуле

vn (t) =

√
l

�2n − lk
×

×
(√

lk �′ (l) cos
(√

lkt
)
+ �′ (l) sin

(√
lkt

))
J k−1

2
(�nl), (2.34)

а его общее решение принимает вид

un (t) = an cos(�nt) + bn sin(�nt) + vn (t). (2.35)

Для определения произвольных постоянных an и bn функ-
ции (2.23) подставим в начальные условия (2.3):

un (0) =
l�
0

u(x, 0)xkXn (x) dx =
l�
0

�(x)xkXn (x) dx = �n, (2.36)

u′n (0) =
l�
0

ut (x, 0)xkXn (x) dx =
l�
0

�(x)xkXn (x) dx = �n. (2.37)

С учетом (2.36) и (2.37) из (2.35) и (2.34) будем иметь

un (0) = an +
�′ (l)

�2n − lk
l
k+1
2 J k−1

2
(�nl) = �n,

u′n (0) = bn�n +
�′ (l)

�2n − lk
l
k+1
2 J k−1

2
(�nl) = �n,
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откуда находим

an= �n − �′ (l)
�2n − lk

l
k+1
2 J k−1

2
(�nl),

bn =
�n
�n

− �′ (l)
(�2n − lk)�n

l
k+1
2 J k−1

2
(�nl).

(2.38)

Подставив найденные значения (2.38) в (2.35), найдем оконча-
тельный вид функций

un (t) = �n cos(�nt) +
�n
�n

sin(�nt) +

+
�′ (l)

�2n − lk
l
k+1
2 J k−1

2
(�nl)

(
cos

(√
lkt

)− cos(�nt)
)
+

+
�′ (l)

�2n − lk
l
k+1
2 J k−1

2
(�nl)

(
l−

k
2 sin

(√
lkt

)− 1
�n

sin(�nt)
)
. (2.39)

На основании найденных частных решений (2.21) и (2.39)
запишем решение задачи (2.1)–(2.5) формально в виде ряда

u(x, t) =
∞∑
n=0

un (t)Xn (x), (2.40)

где функции Xn (x) определяются по формуле (2.21), а функции
un (t) –– по формуле (2.39).

Вместе с рядом (2.40) рассмотрим следующие ряды:

ut (x, t) =
∞∑
n=0

u′n (t)Xn (x), ux (x, t) =
∞∑
n=0

un (t)X ′
n (x), (2.41)

utt (x, t) =
∞∑
n=0

u′′n (t)Xn (x), uxx (x, t) =
∞∑
n=0

un (t)X ′′
n (x). (2.42)

Докажем равномерную сходимость рядов (2.40)–(2.42) в об-
ласти D, если функции �(x) и �(x) подчинить некоторым до-
полнительным условиям.
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Лемма 2.1.1. Для достаточно больших n и при любом
t ∈ [0, T ] справедливы оценки

|un (t)|�C1
(|�n|+ |�n|

n

)
+

|�′ (l)|
n5/2

+
|�′ (l)|
n5/2

, (2.43)

|u′n (t)|�C2
(
n|�n|+ |�n|

)
+

|�′ (l)|
n3/2

+
|�′ (l)|
n5/2

, (2.44)

|u′′n (t)|�C3
(
n2|�n|+ n|�n|

)
+

|�′ (l)|
n1/2

+
|�′ (l)|
n3/2

, (2.45)

где Ci –– здесь и далее положительные постоянные.

Доказательство оценок (2.43)–(2.45) следует из фор-
мул (2.39) и (2.20).

Лемма 2.1.2. Для достаточно больших n и при всех
x ∈ [0, l] выполнены оценки

|Xn (x)|�C4, |X ′
n (x)|�C5n, |X ′′

n (x)|�C6n
2.

Доказательство аналогично доказательству леммы 1.1.2.

Лемма 2.1.3. Если функция �(x) ∈C2 [0, l] и существует
производная �′′′ (x), имеющая конечное изменение на [0, l] ,
функция �(x) ∈C1 [0, l] и существует производная �′′ (x),
которая имеет конечное изменение на [0, l] , и

�′ (0) = �′′ (0) = �′ (0) = �′ (l) = �′ (l) = 0,

то выполняются оценки

|�n|� C7

n4
, |�n|� C8

n3
.

Доказательство аналогично доказательству леммы 1.1.3.

С учетом условий леммы 2.1.3 коэффициенты un (t) ря-
да (2.40) принимают вид

un (t) = �n cos(�nt) +
�n
�n

sin(�nt). (2.46)

Согласно леммам 2.1.1–2.1.3, при любых (x, t) ∈D ря-

ды (2.40)–(2.42) мажорируются числовым рядом C9

∞∑
n=1

n−2,
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следовательно, сходятся равномерно в замкнутой области D.
И тем самым доказана

Теорема 2.1.2. Если функции �(x) и �(x) удовлетворя-
ют условиям леммы 2.1.3, то существует единственное
решение задачи (2.1)–(2.5), определяемое рядом (2.40), при
этом u(x, t) ∈C2 (D).

2.1.3. Устойчивость решения задачи

Теорема 2.1.3. Для решения задачи (2.1)–(2.5) справед-
лива оценка

||u||�C10
(||�||+ ||�||). (2.47)

Норма определяется по формуле (2.22).
Доказательство. Из (2.43) с учетом полученного выраже-

ния (2.46) получим

|un (t)|�C1

(
|�n|+ |�n|

n

)
. (2.48)

Тогда на основании (2.40) вычислим:

||u||2L2,� (0,l) =
l�
0

xku2 (x, t) dx =

=

∞∑
m,n=0

un (t)um (t)
l�
0

xkXn (x)Xm (x) dx =

=

∞∑
n=0

u2n (t)
l�
0

xkX2
n (x) dx =

∞∑
n=0

u2n (t).

Отсюда в силу оценки (2.48) имеем

||u||2L2,� (0,l) � 2C2
1

∞∑
n=1

(
|�n|2 + 1

n2
|�n|2

)
�

�� 2C2
1

( ∞∑
n=1

�2
n +

∞∑
n=1

�2
n

)
=C10

(||�||2L2,� (0,l) + ||�||2L2,� (0,l)

)
.

Тем самым доказана справедливость оценки (2.47). Теорема
доказана.
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2.2. Смешанная задача с интегральным условием
второго рода для уравнения (1.0) при |k|< 1, k �= 0

2.2.1. Постановка задачи. Единственность решения

Требуется найти функцию u(x, t), которая удовлетворяет
следующим условиям:

u(x, t) ∈C1 (D) ∩C2 (D), (2.49)

�Bu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈D, (2.50)

u(x, 0) = �(x), ut (x, 0) = �(x), 0� x � l, (2.51)

lim
x→0+

xkux (x, t) = 0, 0� t � T , (2.52)

ux (l, t) +
l�
0

u(x, t) xk dx = 0, 0� t � T . (2.53)

Здесь �(x), �(x) –– заданные достаточно гладкие функции, удо-
влетворяющие условиям

�′ (l) +
l�
0

�(x) xk dx = 0, �′ (l) +
l�
0

�(x) xk dx = 0. (2.54)

Аналогично доказательству теоремы 2.1.1 доказывается
следующее утверждение.

Теорема 2.2.1. Если существует решение задачи (2.49)–
(2.54), то оно единственно.

2.2.2. Существование и устойчивость решения задачи

Аналогично случаю k� 1, подставив произведение u(x, t) =
= X (x)T (t) в уравнение (1.0) и условия (2.52) и (2.53), получим
относительно функции X (x) спектральную задачу

X ′′ (x) +
k
x
X ′ (x) + �2X (x) = 0, 0< x < l, (2.55)

lim
x→0+

xkX ′ (x) = 0, (2.56)

X ′ (l) +
l�
0

X (x) xk dx = 0, 0� t � T . (2.57)
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Система собственных функций задачи (2.55)–(2.57) имеет
вид

X̃0 (x) = 1, �0 = 0,

X̃n (x) = x
1−k
2 J k−1

2
(�nx), n ∈N,

собственные значения �n = �n/l (n= 1, 2, . . .) определяются
как решения уравнения

J k+1
2
(�) = 0,

для которых при больших n справедлива асимптотическая
формула

�n = �nl = �n+
�

4
k+O (n−1).

Введем норму по формуле

||X̃n (x)||2 =
l�
0

xk X̃2
n (x) dx (2.58)

и далее будем рассматривать функции

Xn (x) =
1

||X̃n (x)||
X̃n (x), n= 0, 1, 2, . . . . (2.59)

Решение задачи (2.49)–(2.54), аналогично задаче при k� 1,
строится в виде ряда

u(x, t) =
∞∑
n=0

un (t)Xn (x), (2.60)

где функции Xn (x) определяются по формуле (2.59), для ко-
торых справедливы оценки леммы 2.1.2, функции un (t) имеют
вид

un (t) = �n cos(�nt) +
�n
�n

sin(�nt) +

+
�′ (l)

�2n − lk
l
k+1
2 J k−1

2
(�nl)

(
cos

(√
lkt

)− cos(�nt)
)
+

+
�′ (l)

�2n − lk
l
k+1
2 J k−1

2
(�nl)

(
l−

k
2 sin

(√
lkt

)− 1
�n

sin(�nt)
)
, (2.61)

58



2.3. Смешанная задача с интегральным условием второго рода при k�−1

а �n и �n определяются по формулам

�n =
l�
0

�(x)xkXn (x) dx, �n=
l�
0

�(x)xkXn (x) dx.

Отметим, что для функций (2.61) справедливы оценки лем-
мы 2.1.1.

Функции �(x) и �(x) подчиним условиям леммы 2.1.3, в ре-
зультате чего коэффициенты (2.61) ряда (2.60) принимают вид

un (t) = �n cos(�nt) +
�n
�n

sin(�nt).

Согласно леммам 2.1.1–2.1.3 при любых (x, t) ∈D
ряд (2.60) и его производные до второго порядка вклю-

чительно мажорируются числовым рядом
∞∑
n=1

n−2. Поэтому

функция (2.60) удовлетворяет условиям (2.49) и (2.50). Тем
самым доказана следующая

Теорема 2.2.2. Если функции �(x) и �(x) удовлетворя-
ют условиям леммы 2.1.3, то существует единственное
решение задачи (2.49)–(2.54), определяемое рядом (2.60),
при этом u(x, t) ∈C2 (D).

Совершенно аналогично случаю k� 1 доказывается следу-
ющая теорема.

Теорема 2.2.3. Для решения задачи (2.49)–(2.54) спра-
ведлива оценка

||u||�C (||�||+ ||�||),
где C –– произвольная постоянная, норма определяется
по формуле (2.58).

2.3. Смешанная задача с интегральным условием
второго рода для уравнения (1.0) при k �−1

2.3.1. Постановка задачи. Единственность решения

В данном параграфе для уравнения (1.0) в области D
исследуем смешанную задачу с нелокальным интегральным
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условием второго рода при k�−1. Не теряя общности в даль-
нейших рассуждениях, положим l = 1, так как уравнение (1.0)
инвариантно относительно замены x1 = x/l, y1 = y/l.

Требуется найти функцию u(x, t), удовлетворяющую усло-
виям

u(x, t) ∈C1 (D) ∩C2 (D), (2.62)

�Bu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈D, (2.63)

u(x, 0) = �(x), ut (x, 0) = �(x), 0� x � 1, (2.64)

u(0, t) = 0, 0� t � T , (2.65)

(
xk−1u(x, t)

)′
x

∣∣∣
x=1

+
1�
0

u(x, t)x dx = 0, 0� t � T , (2.66)

где �(x), �(x) –– заданные достаточно гладкие функции, удовле-
творяющие условиям согласования

(
xk−1�(x)

)′
x

∣∣∣
x=1

+
1�
0

�(x)x dx = 0,

(
xk−1�(x)

)′
x

∣∣∣
x=1

+
1�
0

�(x)x dx = 0.

(2.67)

Частные решения уравнения (1.0), не равные нулю в обла-
сти D и удовлетворяющие условиям (2.62), (2.65) и (2.66), бу-
дем искать в виде произведения u(x, t) = X (x)T (t). Подставив
данное выражение в уравнение (1.0) и условия (2.65) и (2.66),
получим относительно неизвестной функции X (x) следующую
спектральную задачу:

X ′′ (x) +
k
x
X ′ (x) + �2X (x) = 0, 0< x < 1, (2.68)

X (0) = 0, (2.69)

(
xk−1X (x)

)′
x

∣∣∣
x=1

+
1�
0

X (x)x dx = 0, (2.70)

где �2 –– постоянная разделения.
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С учетом уравнения (2.68) и условия (2.69) из интеграль-
ного условия (2.70) имеем

(
xk−1X (x)

)′
x

∣∣∣
x=1

+
1�
0

X (x)x dx =

= (k− 1)X (1) + X ′ (1) − 1
�2

1�
0

[
xX ′′ (x) + kX ′ (x)

]
dx =

= (k− 1)X (1) + X ′ (1) − 1
�2

1�
0

∂

∂x

[
xX ′ (x) + (k− 1)X (x)

]
dx =

= (k− 1)X (1) + X ′ (1) − 1
�2

[
xX ′ (x) + (k− 1)X (x)

]∣∣∣1
0
=

=
(
1− 1

�2

)
(X ′ (1) + (k− 1)X (1)) = 0.

Отсюда получим уравнение

�2 = 1

или уравнение
X ′ (1) + (k− 1)X (1) = 0.

Следовательно, нелокальное условие (2.70) эквивалентно
двум локальным условиям.

Общее решение уравнения (2.68) при k�−1 определяется
по формуле

X̃ (x) =K1x
�J� (�x) +K2x

�Y� (�x),

где J� (�), Y� (�) –– функции Бесселя первого и второго родов
соответственно, порядка �= (1− k)/2, K1, K2 –– произвольные
постоянные.

Общее решение будет удовлетворять условию (2.69), если
K1 = 1 и K2 = 0. В результате это решение принимает вид

X̃ (x) = x�J� (�x), �= (1− k)/2.

Тогда собственному значению �20 = 1 соответствует собствен-
ная функция

X0 (x) = x�J� (�0x).
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Подставим теперь данное решение в граничное условие
третьего рода, откуда получим уравнение для нахождения
остальных собственных значений задачи (2.68)–(2.70):

�J ′� (�) − �J� (�) = 0. (2.71)

На основании формулы zJ ′� (z) − �J� (z) =−zJ�+1 (z) [85,
c. 82] уравнение (2.71) равносильно уравнению

J 3−k
2
(�) = 0.

Для решений этого уравнения, согласно [85, c. 317], при боль-
ших n справедлива асимптотическая формула

�n = �n+ �/2− k�/4+O (n−1). (2.72)

Таким образом, система собственных функций зада-
чи (2.68)–(2.70) имеет вид

X̃0 (x) = x
1−k
2 J 1−k

2
(�0x), X̃n (x) = x

1−k
2 J 1−k

2
(�nx), n ∈N,

а собственные значения �n определяются как решения урав-
нения (2.71), которая не ортогональна на сегменте [0, 1] , так
как собственное число �0 не является корнем функции Бесселя
J 3−k

2
(�x), то есть корнем уравнения (2.71). А подсистема функ-

ций X̃n (x), n ∈N ортогональна и полна в пространстве L2 [0, 1]
с весом xk как система собственных функций спектральной
задачи (2.68), (2.69) и (2.71). Действительно, ортогональность
данной системы следует из равенства

1�
0

xkX̃n (x)X̃m (x) dx =
1�
0

xJ 1−k
2
(�nx)J 1−k

2
(�mx) dx = 0,

так как �n и �m –– нули уравнения (2.71) и �= (1− k)/2>−1.
Такая система полна в пространстве L2 [0, 1] в силу теоре-
мы Стеклова [9, с. 314]. Поэтому в дальнейшем будем рас-
сматривать только систему собственных функций X̃n (x), где
n= 1, 2, . . ., которую для удобства дальнейших вычислений ор-
тонормируем:

Xn (x) =
X̃n (x)

||X̃n||
, (2.73)
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норма определяется по формуле

||X̃n||2 =
1�
0

xk X̃2
n (x) dx. (2.74)

Теперь введем функции

un (t) =
1�
0

u(x, t)xkXn (x) dx, n= 1, 2, . . . , (2.75)

на основании которых рассмотрим вспомогательные функции

un,� (t) =
1−��
�

u(x, t)xkXn (x) dx, n= 1, 2, . . . ,

где > 0 –– достаточно малое число. Продифференцируем дан-
ное равенство по переменной t дважды при 0< t < T и с учетом
уравнения (1.0) получим

u′′n,� (t) =
1−��
�

utt (x, t)xkXn (x) dx =
1−��
�

(
uxx +

k
x
ux

)
xkXn (x) dx =

=
1−��
�

∂

∂x
(xkux)Xn (x) dx = xkuxXn (x)

∣∣∣1−�

�
−

1−��
�

xkuxX ′
n (x) dx.

Также из данного равенства в силу уравнения (2.68) за-
пишем

1−��
�

xkuxX ′
n (x) dx = �2nun,� (t) + u(x, t)xkX ′

n (x)
∣∣∣1−�

�
.

Из последних двух равенств имеем

u′′n,� (t) = xkuxXn (x)
∣∣∣1−�

�
− �2nun,� (t) − u(x, t)xkX ′

n (x)
∣∣∣1−�

�
.

Из формулы для функций X̃n (x) следует, что Xn (x) =O (x1−k)
и X ′

n (x) =O (x−k) при x→ 0. Тогда, после перехода в последнем
равенстве к пределу при → 0, с учетом условий (2.62), (2.65),
(2.69) и (2.71) получим

u′′n (t) + �2nun (t) =
[
ux (1, t) + (k− 1)u(1, t)

]
Xn (1),

t ∈ (0, T).
(2.76)

63



Глава 2. Смешанные задачи с интегральными условиями второго рода

Умножим теперь уравнение (1.0) на x и проинтегрируем при
фиксированном t ∈ (0, T) по переменной x на промежутке от 
до 1− . В результате получим

d2

dt2

1−��
�

u(x, t)x dx − [
xux + (k− 1)u

]∣∣∣1−�

�
= 0.

Перейдем теперь в полученном равенстве к пределу при
→ 0 и в силу условий (2.62), (2.65) и (2.66) будем иметь

− d2

dt2

[(
xk−1u(x, t)

)′
x

∣∣∣
x=1

]
−[
ux (1, t) + (k− 1)u(1, t)

]
= 0.

Отсюда следует

d2

dt2
[
ux (1, t) + (k− 1)u(1, t)

]
+
[
ux (1, t) + (k− 1)u(1, t)

]
= 0.

Введем обозначение Z (t) = ux (1, t) + (k− 1)u(1, t), в ре-
зультате чего получим обыкновенное дифференциальное урав-
нение

Z′′ (t) + Z (t) = 0,

общее решение которого определяется по формуле

Z (t) = P1 cos t + P2 sin t,

где P1 и P2 –– произвольные постоянные. Тогда

ux (1, t) + (k− 1)u(1, t) = P1 cos t + P2 sin t.

С учетом начальных условий (2.64) из последнего равенства
найдем значения констант

P1 = �′ (1) + (k− 1)�(1), P2 = �′ (1) + (k− 1)�(1).

Таким образом,

ux (1, t) + (k− 1)u(1, t) =

=
[
�′ (1) + (k− 1)�(1)

]
cos t +

[
�′ (1) + (k− 1)�(1)

]
sin t.
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Подставив последнее выражение в (2.76), получим для
определения функций un (t) уравнение

u′′n (t) + �2nun (t) = P3 cos t + P4 sin t, t ∈ (0, T),

где
P3 = P1Xn (1) =

(
�′ (1) + (k− 1)�(1)

)
J l−1

2
(�n),

P4 = P2Xn (1) =
(
�′ (1) + (k− 1)�(1)

)
J l−1

2
(�n).

Общее решение данного обыкновенного уравнения опреде-
ляется по формуле

un (t) = an cos(�nt) + bn sin(�nt) + vn (t), (2.77)

где an и bn –– произвольные постоянные, требующие определе-
ния, а частное решение vn (t) имеет вид

vn (t) =
1

�2n − 1

[(
�′ (1) + (k− 1)�(1)

)
cos t +

+
(
�′ (1) + (k− 1)�(1)

)
sin t

]
J 1−k

2
(�n). (2.78)

Здесь отметим, что �2n �= 1 при всех n∈N, так как ±1 не яв-
ляются решениями уравнения (2.71).

Для определения произвольных постоянных an и bn функ-
ции (2.75) подставим в начальные условия (2.64):

un (0) =
1�
0

�(x)xkXn (x) dx = �n,

u′n (0) =
1�
0

�(x)xkXn (x) dx = �n.

Из последних двух равенств и формулы (2.77) найдем

an= �n− 1
�2n − 1

(
�′ (1) + (k− 1)�(1)

)
J 1−k

2
(�n),

bn=
�n
�n

− 1
(�2n − 1)�n

(
�′ (1) + (k− 1)�(1)

)
J 1−k

2
(�n).
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Подставив найденные значения констант an и bn в (2.77), за-
пишем окончательный вид функций:

un (t) = �n cos(�nt) +
�n
�n

sin(�nt) +

+
1

�2n − 1

[
�′ (1) + (k− 1)�(1)

]
J 1−k

2
(�n)

(
cos t − cos(�nt)

)
+

+
1

(�2n − 1)�n

[
�′ (1) + (k− 1)�(1)

]
J 1−k

2
(�n) ×

×
(
sin t − 1

�n
sin(�nt)

)
. (2.79)

Теорема 2.3.1. Если существует решение задачи (2.62)–
(2.67), то оно единственно.

Доказательство. Пусть u(x, t) –– решение однородной за-
дачи (2.62)–(2.66), где �(x) ≡ 0 и �(x) ≡ 0. Умножим уравне-
ние (1.0) на x и проинтегрируем при фиксированном t ∈ (0, T)
по переменной x на промежутке от  до 1− . В результате
получим

1−��
�

uttx dx −
1−��
�

(xuxx + kux) dx = 0,

или

d2

dt2

1−��
�

u(x, t)x dx −
1−��
�

∂

∂x

(
xux + (k− 1)u

)
dx = 0.

Отсюда будем иметь

d2

dt2

1−��
�

u(x, t)x dx − (xux + (k− 1)u)
∣∣∣1−�

�
= 0.

В силу условий (2.62) и (2.65) в последнем равенстве можно
перейти к пределу при → 0, в результате чего получим

d2

dt2

1−��
�

u(x, t)x dx − (
ux (1, t) + (k− 1)u(1, t)

)
= 0, 0� t � T .
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Из интегрального условия (2.66) найдем

ux (1, t) + (k− 1)u(1, t) =−
1�
0

u(x, t)x dx.

Подставив данное выражение в последнее равенство, получим
обыкновенное дифференциальное уравнение

d2

dt2

1�
0

u(x, t)x dx +
1�
0

u(x, t)x dx = 0,

общее решение которого имеет вид

1�
0

u(x, t)x dx =K1 cos t +K2 sin t,

где K1 и K2 –– произвольные постоянные. Отсюда с учетом ну-
левых начальных условий имеем

1�
0

u(x, t)x dx = 0.

Тогда из условия (2.66) получим

ux (1, t) + (k− 1)u(1, t) = 0, 0� t � T .

Таким образом, для функции u(x, t) получили однородные гра-
ничные условия

u(0, t) = 0, ux (1, t) + (k− 1)u(1, t) = 0, 0� t � T .

Ранее построена система собственных функций (2.73) этой за-
дачи и на основе этой системы с помощью введения функ-
ций (2.75) найден их явный вид –– формула (2.79). По условию
�(x) = �(x) ≡ 0, тогда при всех n∈N следует, что �n = �n ≡ 0.
Из формулы (2.79) получим, что un (t) = 0 при всех n ∈N. Тогда
из (2.75) при любом t ∈ [0, T ] имеем

1�
0

u(x, t)xkXn (x) dx = 0.

Отсюда в силу полноты системы (2.73) в пространстве L2 [0, 1]
с весом xk следует, что u(x, t) = 0 почти всюду на промежутке
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[0, 1] при любом t ∈ [0, T ] . Поскольку, согласно (2.62), функ-
ция u(x, t) ∈C (D), то u(x, t) ≡ 0 в D. Теорема доказана.

2.3.2. Существование решения задачи

На основании найденных частных решений (2.73) и (2.79)
запишем решение задачи (2.62)–(2.6) в виде ряда

u(x, t) =
∞∑
n=1

un (t)Xn (x), (2.80)

вместе с которым (считаем возможным почленное дифферен-
цирование) рассмотрим следующие ряды:

ut (x, t) =
∞∑
n=1

u′n (t)Xn (x), ux (x, t) =
∞∑
n=1

un (t)X ′
n (x),

utt (x, t) =
∞∑
n=1

u′′n (t)Xn (x), uxx (x, t) =
∞∑
n=1

un (t)X ′′
n (x).

Покажем теперь, что при определенных условиях отно-
сительно функций �(x) и �(x), входящих в начальные усло-
вия (2.64) задачи, эти ряды сходятся равномерно в области D.

Лемма 2.3.1. Для достаточно больших n и при любом
t ∈ [0, T ] справедливы оценки

|un (t)|�C1
(|�n|+ |�n|

n

)
+

|�′ (1)|
n3/2

+
|�′ (1)|
n3/2

+
|�(1)|
n3/2

+
|�(1)|
n3/2

,

|u′n (t)|�C2
(
n|�n|+ |�n|

)
+

|�′ (1)|
n1/2

+
|�′ (1)|
n3/2

+
|�(1)|
n1/2

+
|�(1)|
n3/2

,

|u′′n (t)|�C3
(
n2|�n|+ n|�n|

)
+ n1/2|�′ (1)|+ |�′ (1)|

n1/2
+

+ n1/2|�(1)|+ |�(1)|
n1/2

,

где Ci –– здесь и далее положительные постоянные.
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Доказательство оценок следует из формул (2.79) и (2.72).

Лемма 2.3.2. Для достаточно больших n и при всех
x ∈ [0, l] справедливы оценки

|Xn (x)|�C4, |X ′
n (x)|�C5n, |X ′′

n (x)|�C6n
2.

Доказательство. Как известно, функция X̃n (x) =
= x

1−k
2 J 1−k

2
(�nx) ∈C2 [0, 1] и при больших � справедлива оценка

J� (�) =O (�−1/2).
Вычислим

||X̃n||2L2,� (0,1)
=

1�
0

xkX̃2
n (�nx) dx =

1�
0

xJ21−k
2
(�nx) dx =

1
2
J23−k

2
(�n).

Тогда из (2.73) следует справедливость первой оценки данной
леммы.

Вычислим производные функции X̃n (x):

X̃ ′
n (x) = �nx

1−k
2 J− k+1

2
(�nx), (2.81)

X̃ ′′
n (x) =−k

x
X̃ ′
n (x) − �2nX̃n (x).

Из этих равенств следуют остальные оценки. Лемма доказана.

Лемма 2.3.3. Если функция �(x) ∈C2 [0, 1] и существует
производная �′′′ (x), имеющая конечное изменение на [0, 1] ,
функция �(x) ∈C1 [0, 1] и существует производная �′′ (x),
которая имеет конечное изменение на [0, 1] , и

�(0) = �(0) = �(1) = �(1) = �′ (0) = �′ (0) =

= �′ (1) = �′ (1) = �′′ (0) = �′′ (1) = 0,

то выполняются оценки

|�n|�C7n
−4, |�n|�C8n

−3. (2.82)
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Доказательство. С учетом (2.68) и условий леммы будем
иметь

�n =
1�
0

�(x)xkXn (x) dx =− 1
�2n

1�
0

�(x)xk
[
X ′′
n (x) +

k
x
X ′
n (x)

]
dx =

=− 1
�2n

1�
0

�(x)
(
xkX ′

n (x)
)′ dx =

=− 1
�2n

[
�(x)xkX ′

n (x)
∣∣∣1
0
−

1�
0

�′ (x)xkX ′
n (x) dx

]
=

=
1
�2n

1�
0

�′ (x)xkX ′
n (x) dx =

=
1
�2n

[
�′ (x)xkXn (x)

∣∣∣1
0
−

1�
0

(�′ (x)xk) ′Xn (x) dx
]
=

=− 1
�2n

1�
0

(�′ (x)xk) ′Xn (x) dx =

=− 1
�2n

1�
0

�′′ (x)xkXn (x) dx − k
�2n

1�
0

�′ (x)
x

xkXn (x) dx.

Введем обозначения

�
(2)
n =

1�
0

�′′ (x)xkXn (x) dx,

�1n=
1�
0

�1 (x)x
kXn (x) dx,

�1 (x) =
�′ (x)
x

,

в результате чего получим

�n=− 1
�2n

�
(2)
n − k

�2n
�1n. (2.83)
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В силу (2.68) и условий леммы для интеграла �
(2)
n имеем

�
(2)
n =

1�
0

�′′ (x)xkXn (x) dx =− 1
�2n

1�
0

�′′ (x)
(
xkX ′

n (x)
)′dx =

=− 1
�2n

[
�′′ (x)xkX ′

n (x)
∣∣∣1
0
−

1�
0

�′′′ (x)xkX ′
n (x) dx

]
=

=
1
�2n

1�
0

�′′′ (x)xkX ′
n (x) dx =

�
(3)
n

�2n
,

где

�
(3)
n =

1�
0

�′′′ (x)xkX ′
n (x) dx.

Поскольку производная �′′′ (x) по условиям леммы имеет
конечное изменение на сегменте [0, 1] , то можно показать [78,
c. 202], что �

(3)
n =O (1) при больших n, а следовательно, спра-

ведлива оценка

|�(3)
n |�C9.

Аналогично, на основании (2.68) и условий леммы проин-
тегрируем по частям второй интеграл:

�1n=− 1
�2n

1�
0

�1 (x)
(
xkX ′

n (x)
)′ dx = 1

�2n

1�
0

�′1 (x)x
kX ′

n (x) dx =
�
(1)
1n

�2n
,

где �
(1)
1n =

1�
0

�′1 (x)x
kX ′

n (x) dx, и этот интеграл сходится.

Оценим интеграл �
(1)
1n при больших n, представив его в виде

�
(1)
1n =

�n

||X̃n||L2,� (0,1)

1�
0

(�′ (x)
x

)′
xkx

1−k
2 J− k+1

2
(�nx) dx =

=
�n

||X̃n||L2,� (0,1)

1�
0

x
[
�′′ (x) − �′ (x)

x

]
x
k−3
2 J− k+1

2
(�nx) dx.
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По условию �′ (0) = �′′ (0) = 0, поэтому при малых x:
0� x � �, где �> 0 –– достаточно малое число, запишем

�′ (x) = �′ (0) +
�′′ (0)
1!

x +
�′′′ (�x)

2!
x2 =

1
2
�′′′ (�x)x2, 0< �< x,

�′′ (x) = �′′ (0) +
�′′′ (�x)

1!
x = �′′′ (�x)x, 0< �< x.

В силу этих представлений функция

x
1
2 f (x) = x

1
2

[
�′′ (x) − �′ (x)

x

]
x
k−3
2 =

=
[
�′′ (x) − �′ (x)

x

]
x
k
2−1 =

[
�′′′ (�x) − 1

2
�′′′ (�x)

]
x
k
2

имеет ограниченное изменение на сегменте [0, �] как произве-
дение двух функций, имеющих конечное изменение [78, c. 202].

На сегменте [�, l] аналогично можно показать, что функция
x

1
2 f (x) имеет конечное изменение. Тогда она имеет конечное

изменение на промежутке [0, 1] . И, как и в случае интеграла
�
(3)
n , будем иметь оценку

|�(1)
1n |�C10.

Из установленных оценок для интегралов �
(2)
n и �1n в силу

представления (2.83) следует первая оценка из (2.82).
На основании условий леммы, проинтегрировав дважды

по частям, получим

�n =− 1
�2n

1�
0

�′′ (x)xkXn (x) dx − k
�2n

1�
0

�′ (x)
x

xkXn (x) dx =

=− 1
�2n

�
(2)
n − k

�2n
�1n,

где

�
(2)
n =

1�
0

�′′ (x)xkXn (x) dx, �1n=
1�
0

�′ (x)
x

xkXn (x) dx.
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Аналогично получим равенства �
(2)
n =O (�−1

n ), �1n=O (�−1
n ),

на основании которых и из представления для �n следует вторая
оценка из (2.36). Лемма доказана.

В силу условий леммы 2.3.3 коэффициенты (2.79) ря-
да (2.80) принимают вид

un (t) = �n cos(�nt) +
�n
�n

sin(�nt). (2.84)

Согласно леммам 2.3.1–2.3.3, ряд (2.80) и его производные
до второго порядка включительно при любых (x, t) ∈D мажо-

рируются сходящимся числовым рядом C11

∞∑
n=1

n−2, а следова-

тельно, они сходятся равномерно в замкнутой области D. Тем
самым доказана

Теорема 2.3.2. Если функции �(x) и �(x) удовлетво-
ряют условиям леммы 2.3.3 и выполнены условия (2.67),
то существует единственное решение задачи (2.62)–
(2.67), определяемое рядом (2.80), при этом u(x, t) ∈C2 (D).

2.3.3. Устойчивость решения задачи

Теорема 2.3.3. Для решения задачи (2.62)–(2.67) спра-
ведлива оценка

||u||L2,� (0,1) �C12
(||�||L2,� (0,1) + ||�||L2,� (0,1)

)
,

где норма определяется по формуле (2.74), постоян-
ная C12 не зависит от функций �(x) и �(x).

Доказательство. Из формулы (2.84) и леммы 2.3.1 имеем

|un (t)|�C1

(
|�n|+ |�n|

n

)
.
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С учетом этой оценки на основании (2.80) вычислим квадрат
нормы и оценим ее:

||u||2L2,� (0,1) =
1�
0

xku2 (x, t) dx =

=
1�
0

xk
∞∑
n=1

un (t)Xn (x)
∞∑
m=1

um (t)Xm (x) dx =

=
∞∑

m,n=1

un (t)um (t)
1�
0

xkXn (x)Xm (x) dx =

=

∞∑
n=1

u2n (t)
1�
0

xkX2
n (x) dx =

∞∑
n=1

u2n (t) �

� 2C2
1

∞∑
n=1

(|�n|2 + 1
n2

|�n|2
)
� 2C2

1

( ∞∑
n=1

�2
n +

∞∑
n=1

�2
n

)
=

= 2C2
1

(||�||2L2,� (0,1) + ||�||2L2,� (0,1)

)
.

Отсюда следует справедливость указанной оценки. Теорема
доказана.



Глава 3
Нелокальные краевые задачи

с интегральными условиями для уравнений
гиперболического и смешанного типов

с оператором Бесселя

В данном параграфе исследована нелокальная задача
с неполными граничными данными и интегральным условием
первого рода в прямоугольной области. Методом спектрально-
го анализа доказаны теоремы единственности и существования
решения поставленной задачи. Решение задачи получено в виде
ряда Фурье––Бесселя, при построении которого решена проб-
лема малых знаменателей. Найдены оценки для начальных
функций, позволяющие обосновать сходимость ряда в классе
регулярных решений.

Пусть D =
{
(x, t) | 0< x < l, 0< t < T

}
–– прямоугольная

область координатной плоскости Oxt, где l, T > 0 –– заданные
действительные числа. Рассмотрим в этой области B-гипер-
болическое уравнение

�Bu(x, t) ≡ utt − x−k
∂

∂x
(xkux) = 0, (3.0)

где k� 1 –– заданное действительное число.

3.1. Задача типа Келдыша с интегральным условием
для уравнения (1.0) в прямоугольной области

3.1.1. Постановка задачи. Единственность решения

Требуется найти функцию u(x, t), удовлетворяющую усло-
виям

u(x, t) ∈C (D) ∩C2 (D), (3.1)

�Bu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈D, (3.2)

u(x, 0) = �(x), u(x, T) = �(x), 0� x � l, (3.3)
l�
0

u(x, t)xk dx =A= const, 0� t � T , (3.4)
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где A–– заданное число; �(x), �(x) –– заданные достаточно
гладкие функции, удовлетворяющие условиям согласования

l�
0

�(x)xk dx =
l�
0

�(x)xk dx =A. (3.5)

В § 1.1 показано, что при k� 1 справедливо равенство

ux (0, t) = 0, 0� t � T . (3.6)

Тем самым устанавливается дополнительное свойство решения
задачи (3.1)–(3.5).

Умножим уравнение (1.0) на xk и проинтегрируем при фик-
сированном t ∈ (0, T) по переменной x на промежутке от 
до l − , где > 0 –– достаточно малое число:

l−��
�

uttxk dx −
l−��
�

∂

∂x

(
xk

∂u
∂x

)
dx = 0,

откуда будем иметь

d2

dt2

l−��
�

u(x, t)xk dx −
(
xk

∂u
∂x

)∣∣∣l−�

�
= 0.

Перейдем здесь к пределу при → 0 и в силу условий (3.4)
и (3.6) получим локальное граничное условие

ux (l, t) = 0, 0� t � T . (3.7)

В дальнейшем вместо задачи (3.1)–(3.5) будем рассматри-
вать задачу (3.1)–(3.3), (3.7).

Частные решения уравнения (1.0), не равные нулю в обла-
сти D и удовлетворяющие условиям (3.1) и (3.7), будем искать
в виде u(x, t) = X (x)T (t). Подставив данную функцию в урав-
нение (1.0) и условие (3.7), после разделения переменных по-
лучим относительно функции X (x) спектральную задачу

X ′′ (x) +
k
x
X ′ (x) + �2X (x) = 0, 0< x < l, (3.8)

|X (0)|<+∞, X ′ (l) = 0, (3.9)

где �2 –– постоянная разделения.
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3.1. Задача типа Келдыша с интегральным условием

В § 1.1 найдена система собственных функций задачи (3.8),
(3.9), которая имеет вид

X̃0 (x) = 1, �0 = 0,

X̃n (x) = x
1−k
2 J k−1

2

(�nx
l

)
= x

1−k
2 J k−1

2
(�nx), n∈N,

где собственные значения �n определяются как решения урав-
нения

J k+1
2
(�) = 0, �= �l. (3.10)

Отметим, что система собственных функций X̃0 (x) и X̃n (x)
(n ∈N) ортогональна и полна в пространстве L2 [0, l] с ве-
сом xk [9, c. 343].

Для дальнейших вычислений будем использовать ортонор-
мированную систему функций

Xn (x) =
1

||X̃n (x)||
X̃n (x), n= 0, 1, 2, . . . , (3.11)

где норма определяется по формуле

||X̃n (x)||2 =
l�
0

xkX̃2
n (x) dx.

Введем функции

un (t) =
l�
0

u(x, t)xkXn (x) dx, n= 0, 1, 2, . . . , (3.12)

где Xn (x) определяются по формуле (3.11). И для определения
функций un (t), по аналогии с рассуждениями в § 1.1, получим
обыкновенное дифференциальное уравнение

u′′n (t) + �2nun (t) = 0, t ∈ (0, T),

общее решение которого имеет вид

un (t) = an cos(�nt) + bn sin(�nt), (3.13)
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где an, bn –– произвольные постоянные. Для определения an
и bn подставим функции (3.12) в начальные условия (3.3):

un (0) =
l�
0

�(x)xkXn (x) dx = �n,

un (T) = an cos(�nT) + bn sin(�nT) = �n.

(3.14)

Из (3.13) и (3.14) будем иметь

an= �n, bn =
�n − �n cos(�nT)

sin(�nT)
.

Подставив найденные значения an, bn в (3.13), найдем
окончательный вид функций

un (t) = �n cos(�nt) − �n − �n cos(�nT)
sin(�nT)

sin(�nt), (3.15)

которые определены при

sin(�nT) = sin �n� �= 0, �= T /l, n∈N, (3.16)

где �n –– корни уравнения (3.10).
Условие (3.16) для любых k� 1 будет выполняться всегда,

если �= T /l является иррациональным числом.
Аналогично найдем

u0 (t) = �0 + �0t, (3.17)

u0 (0) = l−
k+1
2
√
k+ 1

l�
0

�(x)xk dx = �0,

u0 (T) = l−
k+1
2
√
k+ 1

l�
0

�(x)xk dx = �0.

(3.18)

Пусть �(x) = �(x) ≡ 0 и выполнено условие (3.16), тогда
из (3.14) и (3.18) следует, что �n= �n≡ 0, и из (3.15) и (3.17)
получим, что un (t) = 0 при всех n ∈N0 =N ∪ {0}. Тогда из (3.12)

при любом t ∈ [0, T ] имеем
l�
0

u(x, t)xkXn (x) dx = 0. Отсюда

в силу полноты системы (3.11) в пространстве L2 [0, l] с ве-
сом xk следует, что u(x, t) = 0 почти всюду на промежутке
[0, l] при любом t ∈ [0, T ] . Поскольку, согласно (3.1), функция

78



3.1. Задача типа Келдыша с интегральным условием

u(x, t) ∈C (D), то u(x, t) ≡ 0 в D. Нетрудно показать, что если
�(x) = �(x) ≡ 0 и условие (3.16) нарушено, то есть � является
рациональным числом, то однородная задача (�(x) = �(x) ≡ 0)
имеет нетривиальные решения.

Таким образом, доказана

Теорема 3.1.1. Пусть существует решение зада-
чи (3.1)–(3.3), (3.7) и отношение сторон T /l = � прямо-
угольной области D является иррациональным числом,
тогда это решение единственно.

3.1.2. Существование решения задачи

Пусть при всех n∈N выполнено условие (3.16). На ос-
новании найденных частных решений запишем решение зада-
чи (3.1)–(3.3), (3.7) в виде ряда Фурье––Бесселя

u(x, t) = u0 (t)X0 (x) +
∞∑
n=1

un (t)Xn (x), (3.19)

где функции Xn (x), n= 0, 1, 2, . . . определяются по форму-
ле (3.11), un (t) –– по формуле (3.15), функция u0 (t) –– по фор-
муле (3.17).

Вместе с рядом (3.19) рассмотрим ряды

ut (x, t) = �0X0 (x) +
∞∑
n=1

u′n (t)Xn (x),

ux (x, t) =
∞∑
n=1

un (t)X ′
n (x),

(3.20)

utt (x, t) =
∞∑
n=1

u′′n (t)Xn (x), uxx (x, t) =
∞∑
n=1

un (t)X ′′
n (x). (3.21)

Известно, что если �> 0 –– иррациональное число степе-
ни m� 2, то существует число C0 > 0 такое, что справедливы
оценки

| sin �n�|� C0

n
(m= 2),

| sin �n�|� C0

n1+�
(m> 2, > 0).

(3.22)
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Теперь докажем вспомогательные леммы.

Лемма 3.1.1. Если �> 0 –– иррациональное число сте-
пени m� 2, то для достаточно больших n и при любом
t ∈ [0, T ] справедливы оценки:

|un (t)|�C1n
(|�n|+ |�n|

)
,

|u′n (t)|�C2n
2(|�n|+ |�n|

)
, m= 2,

|u′′n (t)|�C3n
3(|�n|+ |�n|

)
,

(3.23)

|un (t)|�C1n
1+�

(|�n|+ |�n|
)
,

|u′n (t)|�C2n
2+�

(|�n|+ |�n|
)
, m> 2,

|u′′n (t)|�C3n
3+�

(|�n|+ |�n|
)
,

(3.24)

где Ci –– здесь и далее положительные постоянные.

Доказательство следует из формулы (3.15) на основании
оценок (3.22).

Лемма 3.1.2. Для достаточно больших n и при всех
x ∈ [0, l] выполнены оценки

|Xn (x)|�C4, |X ′
n (x)|�C5n, |X ′′

n (x)|�C6n
2.

Доказательство аналогично доказательству леммы 1.1.2.

Согласно леммам 3.1.1 и 3.1.2, при любом (x, t) ∈D
ряд (3.19) оценивается рядом

C7

+∞∑
n=1

n1+�
(|�n|+ |�n|

)
, (3.25)

ряды (3.20) и (3.21) –– соответственно рядами

C8

+∞∑
n=1

n2+�
(|�n|+ |�n|

)
, C9

+∞∑
n=1

n3+�
(|�n|+ |�n|

)
. (3.26)

Исследуем ряды (3.25), (3.26) на сходимость.

Лемма 3.1.3. Если функции �(x), �(x) ∈C2+� [0, l] , < �<
< 1, и существуют производные �′′′ (x), �′′′ (x), имеющие
конечное изменение на [0, l] , и

�′ (0) = �′′ (0) = �′ (0) = �′′ (0) = �′ (l) = �′ (l) = 0,
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то выполняются оценки

|�n|� C10

n4+�
, |�n|� C11

n4+�
.

Доказательство аналогично доказательству леммы 1.1.3.

Согласно лемме 3.1.3, ряды (3.25), (3.26) мажорируются

сходящимся числовым рядом C12

∞∑
n=1

n−1−(�−�) . По признаку

Вейерштрасса ряды (3.19)–(3.21) в области D сходятся равно-
мерно. Таким образом, нами построена функция u(x, t), опре-
деляемая рядом (3.19), которая удовлетворяет всем условиям
задачи (3.1)–(3.3), (3.7) и принадлежит классу C2 (D). Тем са-
мым доказана следующая

Теорема 3.1.2. Если �> 0 является иррациональным
алгебраическим числом степени m� 2 и функции �(x),
�(x) удовлетворяют условиям леммы 3.1.3, то существу-
ет единственное решение u(x, t) задачи (3.1)–(3.3), (3.7),
определяемое рядом (3.19), при этом u(x, t) ∈C2 (D).

Покажем теперь, что функция u(x, t), определяемая ря-
дом (3.19), является решением задачи (3.1)–(3.5).

Теорема 3.1.3. Если �> 0 является иррациональным ал-
гебраическим числом степени m� 2 и функции �(x), �(x)
удовлетворяют условиям леммы 3.1.3 и условиям (3.5),
то существует единственное решение задачи (3.1)–(3.5),
определяемое рядом (3.19), при этом u(x, t) ∈C2 (D).

Доказательство. Пусть u(x, t) –– решение задачи (3.1)–
(3.3), (3.7) и функции �(x) и �(x) удовлетворяют условиям
теоремы. Тогда уравнение (1.0) выполняется всюду в обла-
сти D. Умножим уравнение (1.0) на xk и проинтегрируем при
фиксированном t ∈ (0, T) по переменной x на промежутке от 
до l − , где > 0 –– достаточно малое число. В результате по-
лучим

l−��
�

utt (x, t)xk dx −
(
xk

∂u
∂x

)∣∣∣l−�

�
= 0.
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В последнем равенстве перейдем к пределу при → 0. С учетом

условий (3.6) и (3.7) будем иметь
l�
0

utt (x, t)xk dx = 0. Про-

интегрируем теперь это равенство по переменной t дважды
и в результате получим

l�
0

u(x, t)xk dx =K1t +K2, K1, K2 = const. (3.27)

Положив в (3.27) t = 0, с учетом условий (3.3) и (3.5) найдем
l�
0

�(x)xk dx =K2 =A. Положим теперь в (3.27) t = T , отку-

да с учетом условий (3.3), (3.5) и найденного значения K2 =A

будем иметь
l�
0

u(x, T)xk dx =
l�
0

�(x)xk dx =K1T +A=A, от-

куда находим K1 = 0. Подставив найденные значения констант
K1 = 0 и K2 =A в равенство (3.27), получим интегральное усло-
вие (3.4). Обратные рассуждения приведены после постановки
задачи. Тем самым доказано, что при выполнении условий со-
гласования (3.5) условия (3.4) и (3.7) эквивалентны. А значит,
эквивалентны и задачи (3.1)–(3.5) и (3.1)–(3.3), (3.7). Теорема
доказана.

В данном параграфе для уравнения смешанного типа с опе-
ратором Бесселя в прямоугольной области исследована крае-
вая задача с нелокальным интегральным условием первого ро-
да в зависимости от числового параметра, входящего в уравне-
ние. Установлен критерий единственности и доказаны теоремы
существования и устойчивости решения поставленной задачи.
Решение задачи построено в явном виде, и приведено обосно-
вание сходимости ряда в классе регулярных решений.

В прямоугольной области D=
{
(x,y)| 0<x< l,−�<y<


}
,

где l, �, 
 –– заданные положительные действительные числа,
рассмотрим уравнение

Lu≡ uxx + (sgn y)uyy +
p
x
ux = 0. (3.28)

Здесь p >−1, p �= 0 –– заданное действительное число.
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Введем обозначения D+ =D ∩ {y > 0} и D− =D ∩ {y < 0}.
Для уравнения (3.28) в области D исследуем нелокальную за-
дачу с интегральным условием первого рода при p � 1 и нело-
кальную задачу с таким же интегральным условием при |p|< 1,
p �= 0.

3.2. Нелокальная краевая задача с интегральным
условием для уравнения смешанного типа

с оператором Бесселя

3.2.1. Постановка задачи при p � 1.
Единственность решения

Пусть p � 1. Требуется найти функцию u(x, y), которая
удовлетворяет следующим условиям:

u(x, y) ∈C1 (D) ∩C2 (D+ ∪D−), (3.29)

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈D+ ∪D−, (3.30)

u(x, 
) = �(x), u(x,−�) = �(x), 0� x � l, (3.31)
l�
0

xpu(x, y) dx =A= const, −�� y � 
, (3.32)

где A–– заданное действительное число, �(x), �(x) –– заданные
достаточно гладкие функции, удовлетворяющие условиям

l�
0

xp�(x) dx =
l�
0

xp�(x) dx =A. (3.33)

Краевая задача (3.29)–(3.33) не имеет локальных гранич-
ных условий на боковых сторонах прямоугольника D. При
p � 1 в области эллиптичности D+ уравнения (3.28), в силу
результатов работы [43], в классе ограниченных решений отре-
зок x = 0 освобождается от граничного условия Дирихле, при
этом производная по нормали ux на отрезке x = 0 равна нулю.
Разделив переменные, нетрудно показать, что и в области
гиперболичности D− уравнения (3.28) справедливо равенство

ux (0, y) = 0, −�� y � 
. (3.34)

83



Глава 3. Нелокальные краевые задачи с интегральными условиями

Проинтегрируем уравнение (3.28) при фиксированном
y ∈ (−�, 0) ∪ (0, 
) по переменной x на промежутке от 
до l − , где > 0 –– достаточно малое число. В результате
получим

l−��
�

∂

∂x

(
xp

∂u
∂x

)
dx + (sgn y)

l−��
�

xpuyy dx,

или
(
xp

∂u
∂x

)∣∣∣l−�

�
+ (sgn y)

d2

dy2

l−��
�

xpu(x, y) dx = 0.

Перейдем здесь к пределу при → 0 и в силу условий (3.29)
и (3.32) получим локальное граничное условие

ux (l, y) = 0, −�� y � 
. (3.35)

В дальнейшем вместо задачи (3.29)–(3.33) будем рассмат-
ривать задачу (3.29)–(3.31), (3.35).

Частные решения уравнения (3.28), не равные нулю в об-
ласти D+ ∪D− и удовлетворяющие условиям (3.29) и (3.35),
будем искать в виде u(x, y) = X (x)Y (y). Подставив данное про-
изведение в уравнение (3.28) и условие (3.35), получим отно-
сительно функции X (x) спектральную задачу

X ′′ (x) +
p
x
X ′ (x) + �2X (x) = 0, 0< x < l, (3.36)

|X (0)|<+∞, X ′ (l) = 0, (3.37)

где �2 –– постоянная разделения.
Общее решение уравнения (3.36) имеет вид

X (x) =C1x
1−p
2 J p−1

2
(�x) +C2x

1−p
2 Y p−1

2
(�x),

где J� (�), Y� (�) –– функции Бесселя первого и второго рода
соответственно, �= (p − 1)/2, C1, C2 –– произвольные посто-
янные.

Решение уравнения (3.36), удовлетворяющее первому усло-
вию из (3.37), определяется по формуле

X (x) = x
1−p
2 J p−1

2
(�x).
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Заметим, что производная X ′ (0) = 0, что подтверждает спра-
ведливость свойства (3.34).

Потребуем теперь, чтобы эта функция удовлетворяла вто-
рому граничному условию из (3.37). Для этого вычислим

dX (x)
dx

∣∣∣
x=l

=
(
−�x

1−p
2 J p+1

2
(�x)

)∣∣∣
x=l

=−�l
1−p
2 J p+1

2
(�l) = 0,

откуда получим
�0 = 0,

J p+1
2
(�) = 0, �= �l. (3.38)

Обозначив n-й корень уравнения (3.38) через �n при задан-
ном p, находим собственные значения �n = �n/l задачи (3.36)
и (3.37). Согласно [85, с. 317], для решений уравнения (3.38)
при больших n справедлива асимптотическая формула

�n = �nl = �n+
�

4
p +O (n−1). (3.39)

Заметим, что при �0 = 0 спектральная задача (3.36) и (3.37)
имеет собственную функцию, равную константе, которую при-
мем за единицу. Таким образом, система собственных функций
задачи (3.36), (3.37) имеет вид

X̃0 (x) = 1, �0 = 0, (3.40)

X̃n (x) = x
1−p
2 J p−1

2

(�nx
l

)
= x

1−p
2 J p−1

2
(�nx), n∈N, (3.41)

где собственные значения �n определяются как корни уравне-
ния (3.38).

Отметим, что система собственных функций (3.40) и (3.41)
ортогональна в пространстве L2 [0, l] с весом xp, а также об-
разует полную систему в этом пространстве [9, с. 343].

Для дальнейших вычислений будем использовать ортонор-
мированную систему функций

Xn (x) =
1

||X̃n (x)||
X̃n (x), n= 0, 1, 2, . . . , (3.42)

где норма

||X̃n (x)||2 =
l�
0

xp X̃2
n (x) dx. (3.43)
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Пусть далее u(x, y) –– решение задачи (3.29)–(3.31), (3.35).
Рассмотрим функции

un (y) =
l�
0

u(x, y)xpXn (x) dx, n= 0, 1, 2, . . . , (3.44)

un,� (y) =
l−��
�

u(x, y)xpXn (x) dx, n= 1, 2, . . . , (3.45)

где > 0 –– достаточно малое число. Продифференцируем ра-
венство (3.45) по переменной y дважды при y ∈ (−�, 0) ∪ (0, 
)
и с учетом уравнения (3.28) получим равенство

u′′n,� (y) =
l−��
�

uyy (x, y)xpXn (x) dx =

=−(sgn y)
l−��
�

(
uxx +

p
x
ux

)
xpXn (x) dx =

=−(sgn y)
l−��
�

∂

∂x
(xpux)Xn (x) dx =

=−(sgn y)
[
xpuxXn (x)

∣∣∣l−�

�
−

l−��
�

xpuxX ′
n (x) dx

]
. (3.46)

Из (3.45) в силу уравнения (3.36) будем иметь

un,� (y) =− 1
�2n

l−��
�

u(x, y)xp
[
X ′′
n (x) +

p
x
X ′
n (x)

]
dx =

=− 1
�2n

l−��
�

u(x, y)
d
dx

(
xpX ′

n (x)
)
dx =

=− 1
�2n

[
u(x, y)xpX ′

n (x)
∣∣∣l−�

�
−

l−��
�

xpuxX ′
n (x) dx

]
,

откуда находим

l−��
�

xpuxX ′
n (x) dx = �2nun,� (y) + u(x, y)xpX ′

n (x)
∣∣∣l−�

�
.
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Подставив данное выражение в (3.46), получим

u′′n,� (y) =

=−(sgn y)
[
xpuxXn (x)

∣∣∣l−�

�
− �2nun,� (y) − u(x, y)xpX ′

n (x)
∣∣∣l−�

�

]
.

В силу (3.29) в последнем равенстве можно перейти к пре-
делу при → 0, откуда в силу условий (3.35) и (3.37) получим
для нахождения функций (3.44) дифференциальное уравнение

u′′n (y) − (sgn y)�2nun (y) = 0, y ∈ (−�, 0) ∪ (0, 
), (3.47)

общее решение которого имеет вид

un (y) =

⎧⎨
⎩
ane	ny + bne−	ny, y > 0,

cn cos(�ny) + dn sin(�ny), y < 0,
(3.48)

где an, bn, cn, dn –– произвольные постоянные, требующие
определения.

С учетом (3.29) подберем постоянные an, bn, cn и dn
таким образом, чтобы выполнялись условия сопряжения
un (0+) = un (0−), u′n (0+) = u′n (0−), которые справедливы при
an = (cn+ dn)/2, bn= (cn− dn)/2, n= 1, 2, . . . Подставив най-
денные значения в (3.48), будем иметь

un (y) =

⎧⎨
⎩
cn ch �ny + dn sh �ny, y > 0,

cn cos(�ny) + dn sin(�ny), y < 0.
(3.49)

Подставим теперь (3.44) в граничные условия (3.31):

un (
) =
l�
0

�(x)xpXn (x) dx = �n,

un (−�) =
l�
0

�(x)xpXn (x) dx = �n.

(3.50)

В результате получим систему для нахождения постоян-
ных cn и dn ⎧⎨

⎩
cn ch �n
+ dn sh �n
= �n,

cn cos(�n�) − dn sin(�n�) = �n,
(3.51)

87



Глава 3. Нелокальные краевые задачи с интегральными условиями

которая имеет единственное решение

cn =
�n sin(�n�) + �n sh �n


sin(�n�) ch �n
+ cos(�n�) sh �n

,

dn=
�n cos(�n�) − �n ch �n


sin(�n�) ch �n
+ cos(�n�) sh �n

,

(3.52)

если при всех n ∈N определитель системы (3.51) отличен
от нуля, то есть

�n (�, 
) = sin(�n�) ch �n
+ cos(�n�) sh �n
 �= 0. (3.53)

Подставив найденные значения (3.52) в (3.49), найдем
окончательный вид функций

un (y) =

⎧⎨
⎩
�−1
n (�, 
)

(
�n�n (�, y) + �n sh �n (
− y)

)
, y > 0,

�−1
n (�, 
)

(
�n sin

(
�n (�+ y)

)
+ �n�n (−y, 
)

)
, y < 0.

(3.54)
Аналогично находим

u0 (y) =
��0 + 
�0

�+ 

+

�0 − �0

�+ 

y, y ∈ (−�, 0) ∪ (0, 
), (3.55)

u0 (
) = l−
p+1
2
√
p + 1

l�
0

�(x)xp dx = �0,

u0 (−�) = l−
p+1
2
√
p + 1

l�
0

�(x)xp dx = �0.

(3.56)

При выполнении условия (3.53) задача (3.29)–(3.31), (3.35)
имеет единственное решение. Действительно, пусть �(x) =
= �(x) ≡ 0 и �n (�, 
) �= 0. Тогда из (3.50) и (3.56) следует,
что �n= �n≡ 0, n= 0, 1, 2, . . ., и из (3.54) и (3.55) следу-
ет, что un (y) = 0 при всех n ∈N0 =N ∪ {0}. В силу (3.44)

имеем
l�
0

u(x, y)xpXn (x) dx = 0. Отсюда в силу полноты си-

стемы (3.42) в пространстве L2 [0, l] с весом xp следует,
что u(x, y) = 0 почти всюду на промежутке x ∈ [0, l] и при
любом y ∈ [−�, 
] . Поскольку, согласно (3.29), функция
u(x, y) ∈C (D), то u(x, y) ≡ 0 в D.
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Пусть теперь при некоторых значениях p, l, �, 
 и неко-
тором n=m условие (3.53) нарушено. При �(x) = �(x) ≡ 0
и �m (�, 
) = 0 система (3.51) равносильна одному уравнению,
например первому

cm ch(�m
) + dm sh(�m
) = 0,

которое имеет бесконечное множество решений

{
−dm sh(�m
)

ch(�m
)
, dm

}
.

Подставив найденные значения в (3.49), будем иметь

um (y) =

⎧⎨
⎩
d̃m

(
sh(�my) ch(�m
) − sh(�m
) ch(�my)

)
, y > 0,

d̃m
(
ch(�m
) sin(�my) − sh(�m
) cos(�my)

)
, y < 0,

где d̃m = dm
ch(	m�) –– произвольная постоянная, не равная нулю.

Таким образом, однородная задача (3.29)–(3.31), (3.35)
имеет ненулевое решение

um (x, y) =

=

⎧⎨
⎩
d̃m

(
sh(�my) ch(�m
) − sh(�m
) ch(�my)

)
Xm (x), y > 0,

d̃m
(
ch(�m
) sin(�my) − sh(�m
) cos(�my)

)
Xm (x), y < 0,

(3.57)

где функции Xm (x) определяются по формуле (3.42). Нетрудно
проверить, что построенная функция (3.57) удовлетворяет всем
условиям задачи (3.29)–(3.31), (3.35) при �(x) = �(x) ≡ 0.

Тем самым доказана

Теорема 3.2.1. Если существует решение зада-
чи (3.29)–(3.31), (3.35),то оно единственно тогда и толь-
ко тогда, когда выполняется условие (3.53) при всех
n ∈N0 =N ∪ {0}.
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3.2.2. Существование решения задачи при p � 1

Выясним, при каких значениях параметров p, l, � и 
 нару-
шается условие (3.53). Представим �n (�, 
) в следующем виде:

�n (�, 
) = sin(�n�) ch(�n
) + cos(�n�) sh(�n
) =

= sin(�n�) cos �+ cos(�n�) sin �.

Для этого вычислим√
cos2 �+ sin2 �=

√
ch2 (�n
) + sh2(�n
) =

√
ch(2�n
),

тогда

�n (�, 
) =

=
√

ch(2�n
)
(
sin(�n�) cos

(
arcsin

sh(�n
)√
ch 2�n


)
+

+ cos(�n�) sin
(
arcsin

sh �n
√
ch(2�n
)

))
=

=
√

ch(2�n
) sin
((

�n�+ arcsin
( sh(�n
)√

ch(2�n
)
)))=

=
√

ch(2�n
) sin(�n�̃+ �n), (3.58)

где �n = �nl, �̃= �/l, �n= arcsin
(

sh(	n�)√
ch(2	n�)

)
→ 


4 при n→+∞.

Из данного представления видно, что �n (�, 
) = 0, если
sin(�n�̃+ �n) = sin �k, k= 1, 2, . . ., то есть при

�̃=
�k− �n

�n
, k= 1, 2, . . . (3.59)

Таким образом, согласно (3.58), выражение �n (�, 
) имеет
счетное множество корней. Исследуем значения этого выраже-
ния, входящего в знаменатели формулы (3.54), при достаточно
больших n.

Лемма 3.2.1. Если �̃= a/b –– рациональное число, a и b ––
взаимно простые числа и p �= 1

a (4bd − b − 4r), r = 1, b − 1,
d ∈Z, то существуют постоянные C0 > 0, n0 ∈N такие,
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что при любом n> n0 выполняется неравенство∣∣�n (�, 
)
∣∣�C0e

	n�. (3.60)

Доказательство. Подставим (3.39) в выражение (3.58):

�n (�, 
) =
√

ch(2�n
) sin
(
�n�̃+

�

4
p�̃+O (n−1) + �n

)
.

Пусть �̃= a/b, a, b ∈N, (a, b) = 1. Поделим na на b.
По теореме о делении с остатком будем иметь

na= bq + r, q ∈N∪ {0}= Z+, 1� r � b − 1.

Тогда

�n (�, 
) =
√

ch(2�n
) (−1)q sin
(�r
b

+
�a
4b

p + �n +O (n−1)
)
=

=
e	n�√

2

√
1+ch(−4�n
) (−1)q sin

(�r
b
+
�a
4b

p+
�

4
−n+O (n−1)

)
,

где n > 0 и n → 0 при n→+∞. Из последнего равенства сле-
дует, что найдется номер n0 такой, начиная с которого, n> n0,
будет выполняться

|�n (�, 
)|� e	n�

2
√
2

∣∣∣sin (�r
b

+
�a
4b

p +
�

4

)∣∣∣=C0e
	n�.

Для того чтобы выполнялось C0 > 0, необходимо, чтобы
�r
b

+
�a
4b

p +
�

4
�= �d, d ∈ Z,

откуда имеем

p �= 1
a
(4bd − b − 4r), d ∈Z. (3.61)

Условие (3.61) выполняется при любом иррациональном зна-
чении p � 1. Лемма доказана.

Лемма 3.2.2. Если при n> n0 выполнена оценка (3.60),
то справедливы оценки

|un (y)|�C1
(|�n|+ |�n|

)
, y ∈ [−�, 
] , (3.62)

|u′n (y)|�C2n
(|�n|+ |�n|

)
, y ∈ [−�, 
] , (3.63)

|u′′n (y)|�C3n
2(|�n|+ |�n|

)
, y ∈ [−�, 0), (3.64)
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|u′′n (y)|�C4n
2(|�n|+ |�n|

)
, y ∈ (0, 
] , (3.65)

где Ci –– здесь и далее положительные постоянные.

Доказательство. Из формулы (3.54) с учетом (3.60)
найдем

|un (y)|� 1∣∣�n (�, 
)
∣∣
(|�n|( sh(�n
) + ch(�n
)

)
+|�n| sh(�n
)

)
�

� 1
C0e	n�

(|�n|(sh(�n
) + ch(�n
)
)
+ |�n| sh(�n
)

)
�

� C̃1 (|�n|+ |�n|), y � 0,

|un (y)|� 1
C0e	n�

(|�n|+ |�n|
(
sh(�n
) + ch(�n
)

))
�

� C̃2
(|�n|+ |�n|

)
, y � 0,

где C̃i –– здесь и далее положительные постоянные. Обозначив
через C1 =max{C̃1, C̃2}, получим оценку (3.62) при всех n> n0
и y ∈ [−�, 
] .

Вычислим теперь на основании (3.54) производную u′n (y)
и с учетом (3.60) и формулы (3.39) будем иметь

|u′n (y)|�
n

C0e	n�
(|�n|(ch(�n
) + sh(�n
)

)− |�n| ch(�n
)
)
�

� C̃3n(|�n|+ |�n|), y � 0,

|u′n (y)|�
n

C0e	n�
(|�n| − |�n|

(
sh(�n
) + ch(�n
)

))
�

� C̃4n
(|�n|+ |�n|

)
, y � 0.

Из данных неравенств следует справедливость оценки (3.63)
при всех n> n0 и y ∈ [−�, 
] , где C2 =max{C̃3, C̃4}.

Справедливость оценок (3.64) и (3.65) следует из ра-
венств (3.39), (3.47) и оценки (3.62). Лемма доказана.

Лемма 3.2.3. Для достаточно больших n и при всех
x ∈ [0, l] выполнены оценки

|Xn (x)|�C5, |X ′
n (x)|�C6n, |X ′′

n (x)|�C7n
2. (3.66)
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Доказательство аналогично доказательству леммы 1.1.2.

Лемма 3.2.4. Если функции �(x), �(x) ∈C2 [0, l] и суще-
ствуют производные �′′′ (x), �′′′ (x), имеющие конечное из-
менение на [0, l] , и

�′ (0) = �′′ (0) = �′ (0) = �′′ (0) = �′ (l) = �′ (l) = 0,

то выполняются оценки

|�n|�C8n
−4, |�n|�C9n

−4.

Доказательство аналогично доказательству леммы 1.1.3.

На основании найденных частных решений (3.42), (3.54)
и (3.55) при выполнении условий (3.53) и (3.60) решение за-
дачи (3.29)–(3.31), (3.35) определяется в виде ряда Фурье––
Бесселя

u(x, y) = u0 (y)X0 (x) +
∞∑
n=1

un (y)Xn (x). (3.67)

Вместе с рядом (3.67) рассмотрим следующие ряды:

uy (x, y) = u′0 (y)X0 (x) +
∞∑
n=1

u′n (y)Xn (x),

ux (x, y) =
∞∑
n=1

un (t)X ′
n (x),

(3.68)

uyy (x, y) =
∞∑
n=1

u′′n (y)Xn (x),

uxx (x, y) =
∞∑
n=1

un (y)X ′′
n (x).

(3.69)

Согласно леммам 3.2.2 и 3.2.3, при любом (x, y) ∈D
ряды (3.67) и (3.68) мажорируются соответственно рядами

C10

∞∑
n=1

(|�n|+ |�n|
)
, C11

∞∑
n=1

n
(|�n|+ |�n|

)
, а ряды (3.69) при

любом (x, y) ∈D+ ∪D− мажорируются рядом

C12

∞∑
n=1

n2
(|�n|+ |�n|

)
, которые, в свою очередь, согласно
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лемме 3.2.4, оцениваются числовым рядом C13

∞∑
n=1

n−2. Сле-

довательно, по признаку Вейерштрасса ряды (3.67), (3.68)
в замкнутой области D, а ряды (3.69) в замкнутых областях D+

и D− сходятся равномерно. Таким образом, построена функ-
ция u(x, y), определяемая рядом (3.67), которая удовлетворяет
всем условиям задачи (3.29)–(3.31), (3.35).

Если для чисел �̃ в лемме 3.2.1 при некоторых на-
туральных n=m=m1, . . . ,mk, где 1�m1 < . . . <mk � n0,
k∈N, выполняется �m (�, 
) = 0, то для разрешимости зада-
чи (3.29)–(3.31), (3.35) необходимо и достаточно выполнение
условий

�m ch(�m
) − �m cos(�m�) = 0, m=m1, . . . ,mk. (3.70)

В этом случае решение задачи (3.29)–(3.31), (3.35) определя-
ется рядом

u(x, y) =
(m1−1∑
n=1

+ . . .+

mk−1∑
n=mk−1+1

+

∞∑
n=mk+1

)
un (y)Xn (x) +

+
∑
m

um (x, y), (3.71)

где m принимает значения m1, . . . ,mk, а функция um (x, y)
определяется по формуле (3.57). В случае если нижний предел
окажется больше верхнего в некоторых суммах, то эти суммы
следует считать равными нулю.

Тем самым доказана

Теорема 3.2.2.Пусть функции �(x) и �(x) удовлетворя-
ют условиям леммы 3.2.4 и выполнено условие (3.60) при
n> n0. Тогда существует единственное решение u(x, y)
задачи (3.29)–(3.31), (3.35), определяемое рядом (3.67), если
�n (�, 
) �= 0 при всех n= 1, n0; если �m (�, 
) = 0 при неко-
торых m=m1, . . . ,mk � n0, задача имеет решение, опре-
деляемое рядом (3.71), тогда и только тогда, когда вы-
полнены условия (3.70).

Теорема 3.2.3. Пусть функции �(x) и �(x) удовлетво-
ряют условиям леммы 3.2.4, условиям (3.33) и выполнено
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неравенство (3.60) при n> n0. Тогда существует един-
ственное решение u(x, y) задачи (3.29)–(3.33), определя-
емое рядом (3.67), если �n (�, 
) �= 0 при всех n= 1, n0; ес-
ли�m (�, 
) = 0 при некоторых m=m1, . . . ,mk � n0, задача
имеет решение, определяемое рядом (3.71), тогда и толь-
ко тогда, когда выполнены условия (3.70).

Доказательство. Пусть u(x, y) –– решение задачи (3.29)–
(3.31), (3.35) и функции �(x) и �(x) удовлетворяют условиям
теоремы. Тогда уравнение (3.28) выполняется всюду в обла-
сти D. Умножим уравнение (3.28) на xp и проинтегрируем при
фиксированном y ∈ (−�, 0) ∪ (0, 
) по переменной x на проме-
жутке от  до l − , где > 0 –– достаточно малое число. В ре-
зультате получим

(
xp

∂u
∂x

)∣∣∣l−�

�
+ (sgn y)

l−��
�

xpuyy (x, y) dx = 0. (3.72)

Перейдем здесь к пределу при → 0 и с учетом условий (3.29)
и (3.35) будем иметь

l�
0

uyy (x, t)xp dx = 0.

Проинтегрировав последнее равенство по переменной y два-
жды, получим

l�
0

u(x, y)xp dx =K1y +K2, K1, K2 = const. (3.73)

Положим в равенстве (3.73) y = 
, а затем y =−� и с учетом
условий (3.31), (3.33) получим

l�
0

u(x, 
)xp dx =
l�
0

�(x)xp dx =K1
+K2 =A,

l�
0

u(x,−�)xp dx =
l�
0

�(x)xp dx =−�K1 +K2 =A,
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откуда находим значения констант K1 = 0 и K2 =A. Тогда
из формулы (2.43) имеем

l�
0

u(x, y)xp dx =A,

то есть справедливо условие (3.32).
Пусть теперь u(x, y) –– решение задачи (3.29)–(3.33). Тогда

из равенства (3.72) будем иметь

(
xp

∂u
∂x

)∣∣∣l−�

�
+ (sgn y)

d2

dy2

l−��
�

xpu(x, y) dx = 0.

Перейдем здесь к пределу при → 0 и в силу условий (3.29),
(3.32) получим локальное граничное условие второго рода
ux (l, y) = 0.

Тем самым мы показали, что при выполнении усло-
вий согласования (3.33) условия (3.32) и (3.35) эквива-
лентны. А значит, эквивалентны и задачи (3.29)–(3.33)
и (3.29)–(3.31), (3.35). Теорема доказана.

3.2.3. Устойчивость решения задачи при p � 1

Теорема 3.2.4. Для решения задачи (3.29)–(3.33) спра-
ведлива оценка

||u(x, y)||�C14
(||�(x)||+ ||�(x)||), (3.74)

где ||f (x)||2 =
l�
0

xp|f (x)|2 dx.
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Доказательство. Из формулы (3.67) с учетом оценки (3.62)
вычислим

||u(x, y)||2 =
l�
0

xpu2 (x, t) dx =

=
∞∑

m,n=1

un (y)um (y)
l�
0

xpXn (x)Xm (x) dx =

=
∞∑
n=1

u2n (y)
l�
0

xpX2
n (x) dx =

∞∑
n=1

u2n (y) �C2
1

∞∑
n=1

(|�n|+ |�n|
)2 �

� 2C2
1

∞∑
n=1

(|�n|2 + |�n|2
)
� 2C2

1

( ∞∑
n=1

�2
n +

∞∑
n=1

�2
n

)
=

= 2C2
1

(||�||2 + ||�||2),
откуда следует справедливость оценки (2.44). Теорема дока-
зана.

3.2.4. Постановка задачи |p|< 1, p �= 0. Единственность,
существование и устойчивость решения

Пусть |p|< 1, p �= 0. Требуется найти функцию u(x, y), удо-
влетворяющую условиям (3.29)–(3.33) и условию

lim
x→0+

xpux (x, y) = 0, −�� y � 
. (3.75)

Умножим уравнение (3.28) на xp и проинтегрируем при
фиксированном y ∈ (−�, 0) ∪ (0, 
) по переменной x на про-
межутке от  до l − , где > 0, → 0:

(
xp

∂u
∂x

)∣∣∣l−�

�
+ (sgn y)

d2

dy2

l−��
�

xpu(x, y) dx = 0.

В силу условий (3.29), (3.32) и (3.75) в этом равенстве
можно перейти к пределу при → 0, так как все слагае-
мые имеют конечные пределы при → 0. В результате по-
лучим локальное граничное условие (3.35). В дальнейшем
вместо задачи (3.29)–(3.33), (3.75) будем рассматривать зада-
чу (3.29)–(3.31), (3.75), (3.35).
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Подставив произведение u(x, y) = X (x)Y (y) в уравне-
ние (3.28) и условия (3.75) и (3.35), получим относительно
функции X (x) следующую задачу:

X ′′ (x) +
p
x
X ′ (x) + �2X (x) = 0, 0< x < l,

lim
x→0+

xpX ′ (x) = 0, X ′ (l) = 0.

Система собственных функций спектральной задачи при
|p|< 1 и p �= 0 имеет вид

X̃0 (x) = 1, �0 = 0,

X̃n (x) = x
1−p
2 J p−1

2
(�nx), n ∈N,

где собственные значения �n = �n/l (n= 1, 2, . . .) определяют-
ся как решения уравнения (3.38), для которых при больших n
справедлива асимптотическая формула (3.39). Введем норму
по формуле (3.43) и далее будем рассматривать функции (3.42).

Решение задачи (3.29)–(3.31), (3.75), (3.35), аналогично за-
даче при p � 1 этого параграфа, строим в виде суммы ряда
Фурье––Бесселя

u(x, y) = u0 (y)X0 (x) +
∞∑
n=1

un (y)Xn (x), (3.76)

где функции Xn (x) определяются по формуле (3.42), функции
u0 (y) –– по формуле (3.55), функции un (y) имеют вид

un (y) =

⎧⎨
⎩
�−1
n (�, 
)

(
�n�n (�, y) + �n sh

(
�n (
− y)

))
, y > 0,

�−1
n (�, 
)

(
�n sin(�n (�+ y)) + �n�n (−y, 
)

)
, y < 0.

�n (�, 
) = sin(�n�) ch(�n
) + cos(�n�) sh(�n
),

�n =
l�
0

�(x)xpXn (x) dx, �n=
l�
0

�(x)xpXn (x) dx.

По аналогии с задачей при p � 1 доказана

Теорема 3.2.5. Если существует решение задачи (3.29)–
(3.31), (3.75), (3.35), то оно единственно тогда и только
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тогда, когда выполняется условие �n (�, 
) �= 0 при всех
n ∈N0 =N ∪ {0}.

Аналогично задаче при p � 1 доказаны оценки лемм 3.2.1–
3.2.4, согласно которым ряд (3.76) и его производные первого
порядка сходятся равномерно в замкнутой области D, произ-
водные второго порядка сходятся равномерно в областях D+

и D−. Поэтому функция (3.76) удовлетворяет условиям (3.29)
и (3.30).

Справедливы следующие теоремы.

Теорема 3.2.6. Пусть функции �(x) и �(x) удовлетво-
ряют условиям леммы 3.2.4 и выполнено условие (3.60)
при n> n0. Тогда существует единственное решение
u(x, y) задачи (3.29)–(3.31), (3.75), (3.35), определяемое
рядом (3.76), если �n (�, 
) �= 0 при всех n= 1, n0; если
�m (�, 
) = 0 при некоторых m=m1, . . . ,mk � n0, задача
имеет решение, определяемое рядом (3.71), тогда и толь-
ко тогда, когда выполнены условия (3.70).

Теорема 3.2.7. Пусть функции �(x) и �(x) удовлетво-
ряют условиям леммы 3.2.4, условиям (3.33) и выполнено
неравенство (3.60) при n> n0. Тогда существует един-
ственное решение u(x, y) задачи (3.29)–(3.33), (3.75) опре-
деляемое рядом (3.76), если �n (�, 
) �= 0 при всех n= 1, n0;
если �m (�, 
) = 0 при некоторых m=m1, . . . ,mk � n0, за-
дача имеет решение, определяемое рядом (3.71), тогда
и только тогда, когда выполнены условия (3.70).

Теорема 3.2.8. Для решения задачи (3.29)–(3.33), (3.75)
справедлива оценка

||u(x, y)||�C15
(||�(x)||+ ||�(x)||),

где постоянная C15 не зависит от функций �(x) и �(x).
В данном параграфе методом спектрального анализа уста-

новлен критерий единственности нелокальной задачи с инте-
гральным условием для уравнения смешанного типа с двумя
операторами Бесселя.

Рассмотрим в области D =
{
(x, y) | 0< x < l,−�< y < 


}
координатной плоскости Oxy, где l, �, 
 –– заданные поло-
жительные действительные числа, эллиптико-гиперболическое
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уравнение

Lu(x, y) ≡ uxx + (sgn y)uyy +
p
x
ux +

q
|y| uy = 0, (3.77)

где p, q –– заданные действительные числа, такие что |p|< 1,
p �= 0 и |q|< 1, q �= 0. Введем обозначения: D+ =D ∩ {y > 0}
и D− =D ∩ {y < 0}.

3.3. Нелокальная краевая задача с интегральным
условием для уравнения смешанного типа

с сингулярными коэффициентами в прямоугольной
области

3.3.1. Постановка задачи. Единственность решения

Требуется найти функцию u(x, y), которая удовлетворяет
следующим условиям:

u(x, y) ∈C (D) ∩C2 (D+ ∪D−), (3.78)

Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈D+ ∪D−, (3.79)

lim
y→0+

yquy (x, y) = lim
y→0−

(−y)quy (x, y), 0< x < l, (3.80)

u(x, 
) = �(x), u(x,−�) = �(x), 0� x � l, (3.81)

lim
x→0+

xpux (x, y) = 0, −�� y � 
, (3.82)

l�
0

xpu(x, y) dx =A= const, −�� y � 
, (3.83)

где A–– заданное действительное число, �(x), �(x) –– задан-
ные достаточно гладкие функции, удовлетворяющие условиям
lim
x→0+

xp�′ (x) = lim
x→0+

xp�′ (x) = 0 и

l�
0

xp�(x) dx =
l�
0

xp�(x) dx =A. (3.84)
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Представим уравнение (3.77) в виде

x−p ∂

∂x

(
xp

∂u
∂x

)
− uyy − q

y
uy = 0, y ∈ (−�, 0),

x−p ∂

∂x

(
xp

∂u
∂x

)
+ uyy +

q
y
sy = 0, y ∈ (0, 
).

Умножим оба равенства на xp и проинтегрируем при фик-
сированных y ∈ (−�, 0) и y ∈ (0, 
) по переменной x на проме-
жутке от  до l − , где > 0 –– достаточно малое число. В ре-
зультате получим

l−��
�

∂

∂x

(
xp

∂u
∂x

)
dx −

l−��
�

xpuyy dx −
l−��
�

xp
q
y
uy dx = 0,

y ∈ (−�, 0),
l−��
�

∂

∂x

(
xp

∂u
∂x

)
dx +

l−��
�

xpuyy dx +
l−��
�

xp
q
y
uy dx = 0,

y ∈ (0, 
),

или

(
xp

∂u
∂x

)∣∣∣l−�

�
− d2

dy2

l−��
�

xpu(x,y) dx− q
y
d
dy

l−��
�

xpu(x,y) dx=0,

y∈ (−�,0),
(
xp

∂u
∂x

)∣∣∣l−�

�
+
d2

dy2

l−��
�

xpu(x,y) dx+
q
y
d
dy

l−��
�

xpu(x,y) dx=0,

y∈ (0,
).

Перейдем в последних равенствах к пределу при → 0 и в силу
условий (3.82) и (3.83) получим локальное граничное условие

ux (l, y) = 0, −�� y � 
. (3.85)

В дальнейшем будем рассматривать задачу (3.78)–(3.82),
(3.85).

Подставив функцию u(x, y) = X (x)Y (y) в уравнение (3.77)
и условия (3.82), (3.85), после разделения переменных получим
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спектральную задачу

X ′′ (x) +
p
x
X ′ (x) + �2X (x) = 0, 0< x < l, (3.86)

lim
x→0+

xpX ′ (x) = 0, X ′ (l) = 0, (3.87)

где �2 –– постоянная разделения.
Общее решение уравнения (3.86) при |p|< 1, p �= 0 опре-

деляется по формуле

X (x) =C1x
1−p
2 J 1−p

2
(�x) +C2x

1−p
2 J p−1

2
(�x). (3.88)

Так как (1− p)/2 не является целым числом, то J 1−p
2

(�x)

и J p−1
2

(�x) –– линейно независимые решения уравнения (3.86).

Здесь C1 и C2 –– произвольные постоянные.
Из этой формулы вычислим

X ′ (x) =C1�x
1−p
2 J− p+1

2
(�x) −C2�x

1−p
2 J p+1

2
(�x).

Поскольку при x→ 0+: xpX ′ (x) =O (C1 +C2xp+1), то для
того, чтобы функция (3.88) удовлетворяла первому условию
из (3.87), нужно положить C1 = 0. И пусть C2 = 1.

Тогда решение уравнения (3.86), удовлетворяющее первому
условию из (3.87), определяется равенством

X (x) = x
1−p
2 J p−1

2
(�x).

Потребуем теперь, чтобы эта функция удовлетворяла вто-
рому граничному условию из (3.87). Вычислим

dX (x)
dx

∣∣∣
x=l

=
(
x

1−p
2 J p−1

2
(�x)

)′∣∣∣
x=l

=−�l
1−p
2 J p+1

2
(�l) = 0,

откуда получим

�0 = 0,

J p+1
2
(�n) = 0, �n = �nl. (3.89)
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Таким образом, система собственных функций зада-
чи (3.86), (3.87) имеет вид

X̃0 (x) = 1, �0 = 0, (3.90)

X̃n (x) = x
1−p
2 J p−1

2

(�nx
l

)
= x

1−p
2 J p−1

2
(�nx), n∈N, (3.91)

где собственные значения �n определяются как решения урав-
нения (3.89).

Отметим, что система собственных функций (3.90) и (3.91)
задачи (3.86), (3.87) ортогональна в пространстве L2 [0, l] с ве-
сом xp, а также образует полную систему в этом простран-
стве [9, c. 343].

Для дальнейших вычислений будем использовать ортонор-
мированную систему функций

Xn (x) =
1

||X̃n (x)||
X̃n (x), n= 0, 1, 2, . . . , (3.92)

где

||X̃n (x)||2 =
l�
0

xpX̃2
n (x) dx. (3.93)

Пусть u(x, y) –– решение задачи (3.78)–(3.82), (3.85). Рас-
смотрим функции

un (y) =
l�
0

u(x, y)xpXn (x) dx, n= 0, 1, 2, . . . , (3.94)

где Xn (x) определяются по формуле (3.92).
На основании (3.94) введем в рассмотрение вспомогатель-

ные функции вида

un,� (y) =
l−��
�

u(x, y)xpXn (x) dx, n= 0, 1, 2, . . . , (3.95)

где > 0 –– достаточно малое число. Продифференцируем ра-
венство (3.95) по переменной y дважды при y ∈ (−�, 0) ∪ (0, 
)
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и с учетом уравнения (3.77) получим равенства

u′′n,� (y) =
l−��
�

uyy (x, y)xpXn (x) dx =

=
l−��
�

(
−
(
uxx +

p
x
ux

)
− q
y
uy

)
xpXn (x) dx =

=−
l−��
�

∂

∂x
(xpux)Xn (x) dx − q

y
d
dy

l−��
�

u(x, y)xpxn (x) dx =

=−
(
xpuxXn (x)

∣∣∣l−�

�
−

l−��
�

xpuxX ′
n (x) dx

)
−

− q
y
d
dy

l−��
�

u(x, y)xpxn (x) dx, y > 0, (3.96)

u′′n,� (y) =
l−��
�

uyy (x, y)xpXn (x) dx =

= xpuxXn (x)
∣∣∣l−�

�
−

l−��
�

xpuxX ′
n (x) dx −

− q
y
d
dy

l−��
�

u(x, y)xpxn (x) dx, y < 0. (3.97)

Из (3.95) в силу уравнения (3.86) будем иметь

un,� (y) =− 1
�2n

l−��
�

u(x, y)xp
[
X ′′
n (x) +

p
x
X ′
n (x)

]
dx =

=− 1
�2n

l−��
�

u(x, y)
d
dx

(
xpX ′

n (x)
)
dx =

=− 1
�2n

[
u(x, y)xpX ′

n (x)
∣∣∣l−�

�
−

l−��
�

xpuxX ′
n (x) dx

]
,

откуда находим

l−��
�

xpuxX ′
n (x) dx = �2nun,� (y) + u(x, y)xpX ′

n (x)
∣∣∣l−�

�
.
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Подставив данное выражение в (3.96) и (3.97), получим

u′′n,� (y) =−
(
xpuxXn (x)

∣∣∣l−�

�
− �2nun,� (y) − u(x, y)xpX ′

n (x)
∣∣∣l−�

�

)
−

− q
y
d
dy

l−��
�

u(x, y)xpxn (x) dx, y > 0,

u′′n,� (y) = xpuxXn (x)
∣∣∣l−�

�
− �2nun,� (y) − u(x, y)xpX ′

n (x)
∣∣∣l−�

�
−

− q
y
d
dy

l−��
�

u(x, y)xpxn (x) dx, y < 0.

Так как значения −1< k< 1 и k �= 0, то в силу (3.78) в по-
следних двух равенствах можно перейти к пределу при → 0,
откуда в силу условий (3.82), (3.85) и (3.87) получим для на-
хождения функций (3.94) дифференциальное уравнение

u′′n (y) +
q
y
u′n (y) − (sgn y)�2nun (y) = 0, y ∈ (−�, 0) ∪ (0, 
).

(3.98)
Общее решение уравнения (3.98) при |q|< 1 и q �= 0 имеет вид

un (y)=

⎧⎨
⎩
any

1−q
2 I 1−q

2
(�ny)+bny

1−q
2 I q−1

2
(�ny), y>0,

cn (−y)
1−q
2 J 1−q

2
(−�ny)+dn (−y)

1−q
2 J q−1

2
(−�ny), y<0,

(3.99)
где J� (�) и −� (�) –– функции Бесселя первого рода, �= (1− k)/2,
I� (�) и I−� (�) –– модифицированные функции Бесселя, an, bn, cn
и dn –– произвольные постоянные.

Теперь в (3.99) на основании (3.78) подберем постоян-
ные an, bn, cn и dn таким образом, чтобы выполнялись условия
сопряжения

un (0+) = un (0−), u′n (0+) = u′n (0−). (3.100)
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Вычислим

u′n (y)=

=

⎧⎨
⎩
an�ny

1−q
2 I− q+1

2
(�ny) + bn�ny

1−q
2 I q+1

2
(�ny), y > 0,

cn�n (−y)
1−q
2 J− q+1

2
(−�ny) − dn�n (−y)

1−q
2 J q+1

2
(−�ny), y < 0.

(3.101)

С учетом формулы I� (z) = e−
1
2 �
iJ� (iz) [7, c. 91] из (3.99)

и (3.101) будем иметь

un (y)=

=

⎧⎨
⎩
ane

(q−1)�
4 iy

1−q
2 J 1−q

2
(i�ny) + bne

(1−q)�
4 iy

1−q
2 J q−1

2
(i�ny), y > 0,

cn (−y)
1−q
2 J 1−q

2
(−�ny) + dn (−y)

1−q
2 J q−1

2
(−�ny), y < 0,

(3.102)

u′n (y)=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

ane
(q+1)�

4 i�ny
1−q
2 J− q+1

2
(i�ny) + bne−

(q+1)�
4 i�ny

1−q
2 J q+1

2
(i�ny),

y > 0,

cn�n (−y)
1−q
2 J− q+1

2
(−�ny) − dn�n (−y)

1−q
2 J q+1

2
(−�ny),

y < 0.

Откуда делаем вывод, что условия (3.100) выполняются при

an= e−
(q+1)�

4 icn, bn= e
(q−1)�

4 idn, n= 0, 1, 2, . . .

Подставив значения an и bn в (3.102), получим

un (y)=

⎧⎨
⎩
cne

−�

2 iy
1−q
2 J 1−q

2
(i�ny)+dny

1−q
2 J q−1

2
(i�ny), y>0,

cn (−y)
1−q
2 J 1−q

2
(−�ny)+dn (−y)

1−q
2 J q−1

2
(−�ny), y<0

или

un (y)=

⎧⎨
⎩
−cniy

1−q
2 J 1−q

2
(i�ny)+dny

1−q
2 J q−1

2
(i�ny), y>0,

cn (−y)
1−q
2 J 1−q

2
(−�ny)+dn (−y)

1−q
2 J q−1

2
(−�ny), y<0.

(3.103)
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Подставим теперь (3.94) в граничные условия (3.81):

un (
) =
l�
0

�(x)xpXn (x) dx = �n,

un (�) =
l�
0

�(x)xpXn (x) dx = �n.

(3.104)

Из (3.103) и (3.104) получим систему для нахождения по-
стоянных cn и dn:⎧⎨

⎩
cniJ 1−q

2
(i�n
) − dnJq−1

2
(i�n
) =−�n


q−1
2 ,

cnJ 1−q
2
(�n�) + dnJq−1

2
(�n�) = �n�

q−1
2 .

(3.105)

Если при всех n∈N0 =N∪ {0} определитель системы (1.31)

�n (�, 
) = iJ q−1
2
(�n�)J 1−q

2
(i�n
) + J 1−q

2
(�n�)J q−1

2
(i�n
) �= 0,

(3.106)
то она имеет единственное решение, определяемое по фор-
мулам

cn=
−�n


q−1
2 J q−1

2
(�n�) + �n�

q−1
2 J q−1

2
(i�n
)

�(n)
,

dn =
�n


q−1
2 J 1−q

2
(�n�) + �ni�

q−1
2 J 1−q

2
(i�n
)

�(n)
.

Подставив теперь найденные значения cn и dn в (3.103),
найдем окончательный вид функций

un (y) =

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

�n
√

(�y)1−q�n (�,y)+�n
√

(�y)1−qAn (y,�)

�n (�,�)
√

(��)1−q
, y > 0,

�n
√

(−�y)1−qBn (�,−y)+�n
√

(−�y)1−q�n (−y,�)
�n (�,�)

√
(��)1−q

, y < 0,
(3.107)

где

An (y, 
) =
(−J q−1

2
(i�n
)J 1−q

2
(i�ny) + J 1−q

2
(i�n
)J q−1

2
(i�ny)

)
i,

Bn (�,−y) =−J q−1
2
(�n�)J 1−q

2
(−�ny) + J 1−q

2
(�n�)J q−1

2
(−�ny).
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На основании найденных частных решений запишем реше-
ние задачи (3.78)–(3.82), (3.85) формально в виде ряда Фурье––
Бесселя

u(x, t) =
∞∑
n=0

un (t)Xn (x),

где функции un (t) определяются по формуле (3.107), Xn (x),
n= 0, 1, 2, . . . –– по формуле (3.92), после чего нетрудно пока-
зать эквивалентность задач (3.78)–(3.82), (3.85) и (3.78)–(3.83)
при выполнении условий (3.84).

При выполнении условия (3.106) задача (3.78)–(3.82),
(3.85) имеет единственное решение. Действительно, пусть
�(x) = �(x) ≡ 0. Тогда из (3.104) и (3.107) следует, что un (y) = 0
при всех n∈N0 =N∪ {0}. В силу (3.94) имеем

l�
0

u(x, y)xpXn (x) dx = 0.

Отсюда в силу полноты системы Xn (x) в пространстве L2 [0, l]
с весом xp следует, что u(x, y) = 0 почти всюду на промежутке
x ∈ [0, l] и при любом y ∈ [−�, 
] . Поскольку, согласно (3.78),
функция u(x, y) ∈C (D), то u(x, y) ≡ 0 в D.

Таким образом, доказана

Теорема (критерий единственности решения). Если су-
ществует решение задачи (3.78)–(3.82), (3.85), то оно
единственно тогда и только тогда, когда выполняется
условие (3.106) при всех n ∈N0.
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