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Исследованы взаимодействия шумовых и регулярных сигналов с фронтом, крутизна которого растет
или уменьшается из-за нелинейного искажения профиля интенсивной волны накачки. Использовано
проективное преобразование, являющееся следствием одной из симметрий уравнения Бюргерса. Взаи-
модействие сигнала с волной накачки на ее переднем фронте приводит к увеличению амплитуды сигна-
ла, уменьшению его временного масштаба, увеличению темпа эволюции сигнала и более раннему сли-
янию разрывов. На заднем фронте происходит уменьшение амплитуды сигнала, увеличение временного
масштаба и замедление темпа эволюции. Получены формулы, описывающие трансформацию спектра
и корреляционную функцию шума. Найдены законы изменения энергии шума как при малых, так и при
больших числах Рейнольдса. Исследовано взаимодействие слабого шума с нестационарным ударным
фронтом в среде с конечной вязкостью. Показано, что из-за конкуренции усиления на ударном фронте
и высокочастотного затухания зависимость интенсивности шума от расстояния имеет немонотонный
характер, при этом на больших расстояниях интенсивность стремится к нулю, а время корреляции стре-
мится к конечному значению.
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Статистической нелинейной акустикой при-
нято называть физику шумовых полей большой
интенсивности. Сегодня это развитое научное
направление, результаты которого используются
для описания спектров сильного шума природно-
го и техногенного происхождения [1–3].

Интересные явления наблюдаются в процессе
нелинейного взаимодействия регулярных и слу-
чайных волн. В разных условиях может происхо-
дить подавление шума в определенной области
спектра, генерация сплошного (белого) шума, до-
полнительное затухание когерентных спектраль-
ных составляющих и ряд других эффектов [4, 5].
Среди многих задач особый интерес представля-
ют взаимодействия шума с важным регулярным
волновым объектом – фронтом ударной волны.

В работах [3, 6, 7, 10] показано, что на фронте,
крутизна которого растет из-за нелинейности,
возможно усиление слабого сигнала. С математи-

ческой точки зрения это явление является след-
ствием определенной симметрии уравнения Бюр-
герса, описывающего волны в диссипативной сре-
де. Эта симметрия связана с инвариантностью
этого уравнения относительно проективного пре-
образования [11]. Мы будем использовать уравне-
ние Бюргерса в следующем виде:

(1)

Здесь применяются безразмерные обозначения:

(2)

Смысл обозначений в (2) таков: V – это колеба-
тельная скорость, нормированная на  –“ампли-
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тудное” (для периодического сигнала) или “пи-
ковое” (для импульса) значение скорости. Время θ
измерено в системе координат, “бегущей” вместе
с волной со скоростью звука  оно нормировано
на характерную длительность (или обратную ча-
стоту ) сигнала. Расстояние z измерено в еди-
ницах длин образования разрыва  Г – обрат-
ное акустическое число Рейнольдса (число
Гольдберга) – отношение характерных “нели-
нейной”  и “диссипативной”  длин [1, 12].
Характеристики среды: ε, b – параметры нели-
нейности и диссипации,  – равновесная плот-
ность.

Взаимодействия как регулярных, так и шумо-
вых сигналов с ударным фронтом, моделируемым
линейно наклоненным участком профиля, удоб-
но описывать с помощью проективного преобра-
зования [3, 4, 6, 7, 11]. Смысл его состоит в следу-
ющем. Если функция  есть точное ре-
шение уравнения Бюргерса, то его решением
будет также выражение

(3)

Второе слагаемое в правой части формулы (3)
представляет собой фронт волны, нарастающий
во времени по линейному закону. Этот фронт мо-
жет приближенно соответствовать не только
ударному фронту, но и, например, фронту перио-
дической волны: переднему (при z < z0) или задне-
му (при z > z0). Если эта волна – интенсивная и
низкочастотная, первому слагаемому разумно со-
поставить слабый высокочастотный сигнал, “по-
саженный” на фронт. При этом формула (3) будет
описывать, например, взаимодействие высокоча-
стотного шума и низкочастотного сигнала (см.
[4], рис. 10, [7], рис. 3). С увеличением расстояния 
частота шума на переднем фронте регулярной
волны должна расти, на заднем – уменьшаться.
При этом на заднем фронте происходит уменьше-
ние амплитуды и замедление темпа эволюции
волны. Эти явления наблюдались в эксперимен-
тах [13, 14].

В безразмерных переменных (2) для уравне-
ния (1) расстояние образования разрыва 
а характерная “длина диссипации”  Из
проективного преобразования (3) следует, что это
взаимодействие приводит к увеличению ампли-
туды сигнала, уменьшению его временных мас-
штабов и ускорению темпов эволюции. При этом
на конечном расстоянии  в поле V, опре-
деленном по формуле (3), разыгрываются все ста-
дии эволюции невозмущенного поля 
которые в отсутствие фронта происходили бы на
бесконечном интервале  Следует под-
черкнуть, что, несмотря на усиление сигнала, вза-
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имодействие с фронтом не может качественно из-
менить характер эволюции волны, а меняет лишь
масштабы проявления эффектов. Из преобразо-
вания (3) следует, что характерные длины образо-
вания разрывов и диссипации будут равны соот-
ветственно

(4)

Для иллюстрации этих эффектов рассмотрим
модельную задачу – взаимодействие интенсивно-
го гармонического сигнала  с высокочастот-
ным сигналом  представляющим сумму двух
синусоид на частотах гармоник:

Поведение такого ВЧ-сигнала обнаруживает чер-
ты, типичные для нелинейного шума – образова-
ние и слияние разрывов и, соответственно, уве-
личение характерного масштаба сигнала.

На рис. 1 сплошной линией показано распро-
странение ВЧ-сигнала в отсутствие интенсивной
гармонической волны накачки, штриховой лини-
ей – форма ВЧ-сигнала, полученная вычитанием
накачки из смеси сигнал–накачка, пунктирной
линией – интенсивный сигнал при  (рис. 1а)
и  (рис. 1б). Эти решения получены на ос-
нове точного решения уравнения Бюргерса, кото-
рое при замене Хопфа–Коула [1] сводится к урав-
нению диффузии. Длина образования разрыва
волны накачки  обратное число Гольдберга

   При распространении
ВЧ-шума происходит слияние разрывов, что
приводит к перемещению спектра в область низ-
ких частот.

Из рис. 1 видно, что взаимодействие высоко-
частотного сигнала с волной накачки на ее перед-
нем фронте приводит к увеличению амплитуды
сигнала, уменьшению его временного масштаба и,
соответственно, к увеличению темпа и дистанции
эволюции сигнала – более раннему слиянию раз-
рывов. На заднем фронте происходит уменьшение
амплитуды сигнала, увеличение временного мас-
штаба и, соответственно, замедление темпа эво-
люции.

Рассмотрим усиление гармонического сигна-
ла. В зависимости от величины числа Рейнольдса
(Гольдберга) можно выделить следующие харак-
терные стадии эволюции волны  в от-
сутствие накачки. При  влиянием нелиней-
ности можно пренебречь, и основным механиз-
мом является линейное затухание, которое
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становится существенным при  Для
амплитуды слабого гармонического сигнала из (3)
имеем

(5)

Здесь мы считаем, что частота входного сигнала
в безразмерных переменных равна единице.
Из (5) видно, что взаимодействие с ударным
фронтом приводит к конкуренции двух эффек-
тов: увеличению амплитуды волны и росту зату-
хания из-за вязкости. Усиление сигнала возмож-
но, если длина затухания больше длины образо-
вания особенности, то есть  при
этом максимальный коэффициент усиления до-
стигается при  и равен  ×

Случай волны c сильно выраженной нели-
нейностью  был подробно рассмотрен в ра-
ботах [7, 16]. В результате взаимодействия энергия
волны  возрастает при

 в интервале  энергия зату-
хает как  где  – период входного
возмущения, и экспоненциально затухает при

 Таким образом, при  усиление
сигнала из-за взаимодействия с ударным фронтом
полностью компенсируется увеличением нели-
нейного и линейного затухания из-за уменьшения
временных масштабов сигнала.

Рассмотрим теперь взаимодействие ударной
волны с высокочастотным шумом. Пусть на входе
нелинейной среды при z = 0 высокочастотный
шум  представляет собой нормальный стаци-
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онарный случайный процесс с нулевым средним
и корреляционной функцией

(6)

Корреляционную функцию в среде, представлен-
ную решением уравнения Бюргерса, обозначим
как  Тогда в результате наложения ли-
нейно нарастающего фронта, как это следует из
формулы (3), корреляционная функция в среде
подвергнется преобразованию и будет описы-
ваться выражением

(7)

Соответствующий спектр интенсивности равен

(8)

Формулы (7), (8) показывают, что при распро-
странении волны время корреляции уменьшает-
ся, спектр шума смещается в область высоких ча-
стот и усиливается.

Будем считать, что шум имеет в области низ-
ких частот степенной характер:

(9)

Здесь  – некоторая положительная постоянная,
– достаточно быстро спадающая функция при

 где  – ширина спектра входного сигнала.
В безразмерных переменных эта величина порядка
единицы. При этом предполагается, что ширина
спектра входного сигнала много больше характер-
ной частоты накачки.

Рассмотрим вначале случай малых чисел Рей-
нольдса, то есть  Нелинейным слагаемым в
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Рис. 1. Эволюция высокочастотного сигнала. Cплошная линия – ВЧ-сигнал в отсутствие накачки, штриховая –
ВЧ-сигнал, выделенный из смеси сигнал–накачка, пунктирная – сигнал накачки. (а) Результат взаимодействия
ВЧ-сигнала с синусоидальной накачкой при  (б) при 
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уравнении Бюргерса можно пренебречь, и для
спектра и энергии невозмущенного сигнала имеем

(10)

Из (7), (8) следует, что при  затухание
несущественно  и взаимодействие
с передним ударным фронтом приводит к усиле-
нию сигнала:  = 

При  спектр сигнала не зависит от ча-
стоты обрезания спектра  и в (10) можно поло-
жить  Для энергии возмущенного сигнала

 из (7), (10) имеем

(11)

В формуле (11)  – гамма-функция. Из этого
выражения следует, что при  усиление сиг-
нала на начальной стадии сменяется затуханием,
а при  взаимодействие слабого сигнала с
ударным фронтом приводит к неограниченному
усилению шума вплоть до точки образования
особенности .

Рассмотрим теперь предельный случай беско-
нечно больших чисел Рейнольдса, то есть 
На начальной стадии  когда
нелинейным затуханием можно пренебречь, вза-
имодействие с передним ударным фронтом при-
водит к усилению сигнала 
На достаточно больших расстояниях  перво-
начально непрерывная волна трансформируется
в последовательность пилообразных импульсов,
и из-за слияния разрывов спектр шума смещается
в область низких частот. Из-за многократного
слияния разрывов спектр интенсивного шума на
больших расстояниях от входа становится авто-
модельным и определяется единственным мас-
штабом  [2, 3, 8, 9, 12]:

(12)

Здесь  – безразмерная функция,  – чис-
ленный коэффициент. В теории акустической
турбулентности  принято называть внешним
масштабом турбулентности, рост которого и вид
безразмерной функции  определяются по-
казателем n входного спектра (10) [2, 3, 8, 9, 12].
Если во входном спектре отсутствуют низкоча-
стотные компоненты ( ), то закон роста

( ) ( )
( )

Φ

∞

Φ Φ
−∞

ω = α ω ω − Γω

= = α ω ω − Γω ω∫

2 2

2 2

, ( )exp 2 ,

( ) ( ,0) ( )exp 2 .

n
n

n
n

S z b z

E z R z b z d

< Γω2
01z

Φ Φ≈( ( ) (0)),E z E

( )Φ Φ=* ˆ( ) ,0E z R z −
Φ − 2

0(0)(1 ) .E z z

> Γω2
01z

ω0,
ω =( ) 1.b

*( )E z

( ) ( )
( )

( )

−

Φ Φ +

+Γ
⎛ ⎞α= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠Γ

3
2 2

1
02

1
2* ˆ ,0 1 .

2 2

n

n
n

n
zE z R z
zz

( )Γ x
> 3n

< 3n

0z

Γ → 0.
−< ≈ + 1

0
* (1 1 ) ,SHz z z

−= − 2
0*( ) (0)(1 ) .E z E z z

1z @

τ( )z

( )Φ
τ τω = τ ω =�

3 2

2 2
( ) ( ), ( ( ) ), ( ) .n
z zS z S z E z c

z z

Ω�( )S nc

τ( )z

Ω�( )S

> 1n

внешнего масштаба определяется дисперсией
интеграла от начального поля скорости 

(13)

Спектр при этом имеет универсальную асимпто-
тику в области низких частот  ≈

 ∝  связанную с “параметриче-
ской” генерацией низкочастотных компонент, и
степенную асимптотику  ≈  ∝

 в области высоких частот, обусловлен-
ную образованием разрывов. Для внешнего мас-
штаба и энергии сигнала, находящегося на перед-
нем фронте ударного фронта, имеем соответ-
ственно

(14)

Из (14) следует, что функция  имеет мини-
мум при  Таким образом, если длина об-
разования разрыва для шума  много боль-
ше длины возникновения особенности в волне
накачки  то энергия шума монотонно возраста-
ет. В противоположном случае рост энергии на

начальном этапе  сменяется убыва-

нием, а затем при  энергия шума мо-
нотонно возрастает.

Если же в исходном спектре имеются интен-
сивные низкочастотные компоненты и  то
спектр низкочастотной части сохраняется:

 =  и для внешнего мас-
штаба и энергии шума имеем

(15)

Для внешнего сигнала, находящегося на перед-
нем фронте, имеем

(16)

При конечных числах Рейнольдса шумовое
поле с  никогда не переходит в линейный ре-
жим распространения [2, 3, 8, 9, 12], и, таким об-
разом, на ударном фронте неограниченной дли-
тельности происходит неограниченное усиление
шума. При  расстояние выхода на линейный
режим чрезвычайно велико,  и ко-
эффициент усиления шума может быть весьма
значительным.
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В рассмотренных выше примерах линейный
ударный фронт имел неограниченную длитель-
ность и, следовательно, амплитуду.

Рассмотрим случай взаимодействия шумового
сигнала  c ограниченным по длительности
передним фронтом гармонического сигнала:

(17)
Пока можно пренебречь возникновением разры-
вов, распространение волны описывается урав-
нением (1) с  и вероятностное распределе-
ние поля скорости имеет вид [2]

(18)

Здесь мы предположили, что входной сигнал имеет
гауссову статистику с нулевым средним и дисперси-
ей  Одной из особенностей вероят-
ностного распределения смеси сигнала и шума яв-
ляется то, что полученная плотность вероятности
не зависит от вида реализации шума [2]. Меняются
только условия применимости выражения (18),
справедливого для однозначных решений. Для
волны накачки длина образования разрыва равна

 Если временной масштаб шума много
больше периода накачки, то выражение (18) спра-
ведливо вплоть до точки образования разрыва в
волне накачки. В точке образования ударного
фронта  для вероятностного распределения
нормированного поля скорости  из (18)
имеем

Φ θ( )
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a z Vz
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ω θ =0 0
Φ= σVv

(19)

В этой формуле  – безразмерное
расстояние от входа, а  – отношение ам-
плитуды гармонического сигнала к дисперсии
входного шума. Поведение вероятностного рас-
пределения  показано на рис. 2. Видно,
что с увеличением безразмерного расстояния
максимум гауссовой плотности вероятности
уменьшается, дисперсия растет. По мере прибли-
жения к опрокидыванию  вероятностное
распределение становится существенно негаус-
совым, рост дисперсии шума замедляется. Не
слишком близко к моменту опрокидывания мож-
но разложить синус в ряд в формуле (19) и ограни-
читься первым членом разложения. Это эквива-
лентно взаимодействию шума с линейным на-
чальным профилем. В таком приближении
плотность вероятности остается гауссовой с воз-
растающей дисперсией  что сов-
падает с результатом для неограниченного удар-
ного фронта. Для сильного сигнала накачки 
в точке опрокидывания  вероятностное рас-
пределение можно представить так:

(20)

Из (20) для дисперсии шума имеем:  =

 ≈  На рис. 3 сплошной ли-

нией изображен точный график дисперсии шума,
а штриховой линией – для случая накачки с ли-
нейным начальным профилем. Приближенное
описание хорошо работает в области до 

Таким образом, при взаимодействии шума с
гармоническим сигналом в точке опрокидывания
дисперсия шума имеет конечную величину, про-
порциональную  где  – амплитуда входного
сигнала.

Ниже мы обсудим особенности взаимодей-
ствия сигнала с ударным фронтом в среде с ко-
нечной вязкостью.

При прохождении волной расстояния  в
решениях (7), (8) появляются особенности. Фи-
зически это соответствует началу образования
неоднозначности в преобразовании (3) – линей-
но нарастающий фронт становится “вертикаль-
ным”. Для устранения особенности нужно учесть
конечность ширины ударного фронта, то есть его
сглаживание за счет диссипации, которая в рам-

⎛ ⎞− ⎜ ⎟μ⎝ ⎠= ×
π

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎛ ⎞⎞× − − μ⎨ ⎬⎜ ⎜ ⎟⎟μ⎝ ⎝ ⎠⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

2

1 cos
( , ,0)

2

1exp sin .
2

dd
W d

d

v

v

v
v

= ω =0 0 sd za z z
Φμ = σ0a

( , ,0)W dv

→ 1d

−
νσ = −2 2( ) (1 ) ,d d

μ 1@

= 1d

⎧ ⎫= = −⎨ ⎬
μ π μ⎩ ⎭

2 6

2 4( , 1,0) exp .
2 2 72

W d v v
v

νσ =2( 1)d

( )= Γ μ
π

3 4 312 9 11
65

μ4 32.65 .

= 0.6.d

4 3
0 ,a 0a

= 0z z

Рис. 2. Вероятностное распределение  нормиро-
ванного поля скорости  в точке образования ударно-
го фронта для безразмерного расстояния

 и отношения амплитуды гар-
монического сигнала к дисперсии шума на входе
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ках преобразования (3) на линейно нарастающий
фронт не влияет.

Исходим из уравнения Бюргерса (1), считая
НЧ-сигнал  cильным, а ВЧ-сигнал  слабым.
Ищем решение в виде  Пусть сильный
сигнал удовлетворяет уравнению (1). Для слабого
сигнала в этом случае получаем [15]

(21)

Далее будем считать, что сигнал  – это фронт
нелинейной волны, а  – это шум.

В работах [15, 16] найдено приближенное ре-
шение уравнения Бюргерса, описывающее фор-
мирующийся фронт ударной волны в диссипа-
тивной среде  Характерная шири-

0V 1V
= +0 1.V V V

∂ ∂ ∂ ∂− = Γ =
∂ ∂θ ∂θ∂θ

2

0 12 , .S S S SV V
z

0V
1V

( )[ ]= θ0 th .V a z

на этого фронта  в отличие от

стационарного ударного фронта 

в этом решении может изменяться с расстоянием.
Для нахождения градиента ударного фронта 
нужно решить уравнение

(22)

Граничное условие к нему:  Видно,
что если исходный фронт достаточно широкий и

 производная (22) положительна, то есть
 растет, а ширина фронта убывает. При 

ширина стремится к своему минимальному ста-
ционарному значению  Если же исход-
ный фронт очень узок и  то фронт, напро-
тив, уширяется, стремясь достичь стационарного
значения своей ширины “снизу”. Решение урав-
нения (22) дается обратной функцией 

(23)

На рис. 4 изображено изменение градиента удар-
ного фронта  от начального значения  до
градиента стационарного ударного фронта

 при  (рис. 4а) и  (рис. 4б).

Ограничимся центральной областью фронта,
для чего заменим гиперболический тангенс его ар-
гументом  Получаемое при этом из (21)
уравнение с переменным коэффициентом удает-
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Рис. 3. Дисперсия шума σ в зависимости от безраз-
мерного расстояния d для отношения амплитуды гар-
монического сигнала к дисперсии шума на входе
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ся свести к автономному уравнению с помощью
замены переменных:

(24)

Нетрудно видеть, что новое приведенное рассто-
яние ς удовлетворяет условию  Заме-
тим, что на границе среды новая временная пере-
менная равна старой, то есть  Уравне-
ние (21) примет вид простейшего уравнения
теплопроводности:

(25)

Здесь, как следует из вычисления интегралов (24)
для функции (23), независимые переменные 
выражаются через  следующим образом:

(26)

Корреляционная функция шума

(27)

в соответствии с (25) удовлетворяет уравнению

(28)

Его решение с условием на границе
 имеет вид

(29)

Зная вспомогательную функцию  нетрудно
рассчитать интересующую нас корреляционную
функцию шума 

(30)
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Для примера рассмотрим простейшее реше-
ние (28) для  в виде функции Гаусса:

(31)

Дифференцируем (31) два раза и заменяем пере-
менные в соответствии с преобразованием (30).
Получаемая корреляционная функция имеет вид

(32)

Здесь  ‒ интенсивность волны, а  ‒
время корреляции сигнала:

(33)

На рис. 5 изображена зависимость интенсив-
ности сигнала (рис. 5а) и времени корреляции
(рис. 5б) от градиента ударного фронта  кото-
рый меняется от начального значения  до ста-
ционарного значения  при 
С увеличением расстояния, когда крутизна фрон-
та растет, интенсивность увеличивается от исход-
ного значения  проходит через максимум и
затем стремится к нулю по мере достижения стаци-
онарной крутизны ударного фронта. Заметим, что
немонотонное поведение интенсивности связано
именно с учетом диссипативных процессов в среде.
Таким образом, формирующийся фронт может
усиливать попутный шум в среде, а уже сформиро-
вавшийся фронт, напротив, ослаблять его.

Более сложное поведение интенсивности и
времени корреляции мы имеем, если начальный
градиент  достаточно мал. При таких  накачка
имеет столь малый наклон, что на начальном
участке практически не влияет на сигнал. В этом
случае, несмотря на малость Γ, происходит зату-
хание. Затем вступает в действие накачка, и про-
исходит усиление, которое при приближении к
стационарному значению сменятся затуханием.

В заключение отметим, что данная статья
уточняет результаты, полученные авторами ра-
нее. В отличие от большинства работ по взаимо-
действиям возмущений с ударными волнами,
здесь рассмотрены фронты конечной ширины,
что позволяет изучать эволюцию возмущений не
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только вне фронта, но и внутри него. Кроме того,
крутизна фронта изменялась из-за нелинейных и
диссипативных эффектов, что привело к появле-
нию новых особенностей в процессе взаимодей-
ствия.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ
№ 14-12-00882.
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