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Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà æèçíè è íàó÷íûì òðóäàì À. Â. Êîëäóíîâà

Êîëäóíîâ À.Â.

1948�2021

Àíäðåé Âèòàëüåâè÷ Êîëäóíîâ ðîäèëñÿ â Ëåíèíãðàäå 29 èþëÿ 1948 ãîäà.
Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ñðåäíåé øêîëû â 1965 ãîäó ïîñòóïèë íà ìàòåìàòè÷åñêîå îòäå-
ëåíèå ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà (ìàò.-ìåõ) Ëåíèíãðàäñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ËÃÓ) èì. À. À. Æäàíîâà. Â 1970 ãîäó êàê ïðîÿâèâ-
øèé ñêëîííîñòü ê íàó÷íîé ðàáîòå è àêòèâíûé ó÷àñòíèê ñåìèíàðà ïî ïîëóóïî-
ðÿäî÷ííûì ïðîñòðàíñòâàì áûë ðåêîìåíäîâàí â àñïèðàíòóðó ìàò.-ìåõà ËÃÓ.

Åãî íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ñòàë ïðîôåññîð, çàâåäóþùèé êàôåäðîé àíà-
ëèçà Áîðèñ Çàõàðîâè÷ Âóëèõ (1913-1978). Âåñíîé 1975 ã. Àíäðåé Âèòàëüåâè÷
óñïåøíî çàùèòèë äèññåðòàöèþ íà òåìó: �Î âíóòðåííèõ íîðìàëüíûõ âåêòîðíûõ
ðåøåòêàõ�[1]. Ê ýòîìó ìîìåíòó îí óæå ðàáîòàë àññèñòåíòîì êàôåäðû ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà Ëåíèíãðàäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî Ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà
èì. À. È. Ãåðöåíà, è òàì æå ñîñòîÿëàñü çàùèòà åãî äèññåðòàöèè. Âñÿ äàëüíåé-
øàÿ íàó÷íàÿ è ïåäàãîãè÷åñêàÿ æèçíü À. Â. Êîëäóíîâà ïðîøëà â ýòîì âóçå.
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Âóëèõ Á. Ç.

Â 1976 ã. À. Â. Êîëäóíîâ â ðàáîòå [2] ââîäèò ïîíÿòèå σv-ïîïîëíåíèÿ è
o-ïîïîëíåíèÿ ïðîñòðàíñòâà C(B), ò.å. íà äâà ãîäà ðàíüøå Þ. Ôëàêñìàéåðà
(ð. 1935) [3]. Ðàáîòà [2] äîêëàäûâàëàñü íà ñåìèíàðå Á. Ç. Âóëèõà åùå â 1975 ã.
Â ñåíòÿáðå 1978 ã. âíåçàïíî óìèðàåò Á. Ç. Âóëèõ, è ñåìèíàð ïðîäîëæèë ðàáîòó
ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À. È. Âåêñëåðà (1933�2011), ñ êîòîðûì ó Àíäðåÿ
Âèòàëüåâè÷à óæå áûëà ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà â ñáîðíèêå �Ñîâðåìåííàÿ àëãåáðà�
(1977, âûï. 6, ñ. 66), ïîñâÿù¼ííàÿ õàðàêòåðèçàöèè òåõ ïîëóâåêòîðíûõ ðåø¼òîê,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè ðåø¼òêàìè.

À. È. Âåêñëåð (ó äîñêè) â 2003 ã. âî âðåìÿ êîíôåðåíöèè, ïîñâÿù¼ííîé 90-ëåòíåé
ãîäîâùèíå ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Á.Ç Âóëèõà

Â ìàå 1978 ã. àêàäåìèê Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ (1912�1986) ïðåäñòàâëÿåò â
Äîêëàäû Àêàäåìèè Íàóê ñòàòüþ À. Â. Êîëäóíîâà, À. È. Âåêñëåðà è áóäóùåãî
ïðîôåññîðà èç ÑØÀ Þ. À. Àáðàìîâè÷à (1945�2003): �Îá îïåðàòîðàõ, ñîõðà-
íÿþùèõ äèçúþíêòíîñòü�, ñóùåñòâåííî óñèëèâàþùóþ çíàìåíèòóþ òåîðåìó Õè-
äåãîðî Íàêàíî (1909�1974), óòâåðæäàþùóþ, ÷òî â áàíàõîâîé ðåø¼òêå ïîðÿäîê
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ. ( Ñì. ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1979, � 5, ñ. 1033�1036).

Äðóãèå îáîáùåíèÿ, íî â òîì æå íàïðàâëåíèè, áûëè ïîëó÷åíû ê 1996 ã.
àñïèðàíòêîé À. Â. Êîëäóíîâà Îëüãîé Àëüáåðòîâíîé Áëóäîâñêîé â å¼ äèññåð-
òàöèè �Àëãåáðàè÷åñêèå è ïîðÿäêîâûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ëèíåéíûõ ðåãóëÿð-
íûõ îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ äèçúþíêòíîñòü�. Â ôåâðàëå 1980 ã. àêàäåìèêîì
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Þ. À. Àáðàìîâè÷ (ñèäèò ñëåâà) âî âðåìÿ êîíôåðåíöèè â Ïîçíàíè çà ãîä äî
ñìåðòè

Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâûì (1896�1982) áûëà ïðåäñòàâëåíà ñòàòüÿ À. Â. Êîëäóíîâà
è áóäóùåãî ïðîôåññîðà ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà Â. Ê. Çàõàðîâà (ð. 1947):
�Ñåêâåíöèàëüíûé àáñîëþò è åãî õàðàêòåðèçàöèè� (Ñì. ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1980, ò. 253,
� 2, ñ. 280�284), ñóùåñòâåííî îïèðàâøàÿñÿ íà ñòàòüþ À. Â. Êîëäóíîâà â ñáîð-
íèêå �Ñèìïîçèóì ïî îáùåé òîïîëîãèè è å¼ ïðèëîæåíèÿì� (Ñì 1979, ò. 4, ñ. 63,
Òèðàñïîëü) è áîëåå ðàííþþ ðàáîòó Êîëäóíîâà [2].

Â ìàå 1980 ã. àêàäåìèê Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ ïðåäñòàâëÿåò â ÄÀÍ ñòàòüþ
À. È. Âåêñëåðà, Â. Ê. Çàõàðîâà è À. Â. Êîëäóíîâà: �Ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ
ðàñøèðåííûõ ôóíêöèé� (Ñì. 1981, ò. 256, � 6, ñ. 1301�1305), äàâøóþ îòâåòû íà
âîïðîñû, îñòàâàâøèåñÿ íåðåø¼ííûìè áîëåå äâóõ äåñÿòèëåòèé. Âîîáùå, 1980 ã.
îêàçàëñÿ íà ðåäêîñòü ïëîäîòâîðíûì äëÿ À. Â. Êîëäóíîâà. Â íîÿáðå ýòîãî ãîäà
îíè ñ Â. Ê. Çàõàðîâûì ïîñûëàþò ñòàòüþ â �Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóð-
íàë�: �Õàðàêòåðèçàöèÿ σv-íàêðûòèÿ êîìïàêòà� (Îïóáëèêîâàíà â 1982 ã., ò. 23,
� 6, ñ. 91�99).

Â. Ê. Çàõàðîâ

Â 1987 ã. À. Â. Êîëäóíîâ ïóáëèêóåò â �×åõîñëîâàöêîì ìàòåìàòè÷åñêîì
æóðíàëå� ñòàòüþ ñîâìåñòíî ñ äîöåíòîì ËÃÏÈ èì. À. È. Ãåðöåíà Ã. ß. Ðîòêî-
âè÷åì: �Àðõèìåäîâû ðåø¼òî÷íî óïîðÿäî÷åííûå ãðóïïû ñî ñâîéñòâîì îòùåïëÿ-
åìîñòè�, îáîáùàþùóþ ðåçóëüòàòû ïðîôåññîðà ß. ßêóáèêà. Äàëåå äî 2001 ãîäà
ñîâìåñòíûõ ñòàòåé ïî òåîðèè óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ ó Êîëäóíîâà íå áû-
ëî. Â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ñîêðàùåíèå åãî íàó÷íîé àêòèâíîñòè áûëî ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî Àíäðåé Âèòàëüåâè÷ î÷åíü òÿæåëî ïåðåæèâàë ñîáûòèÿ �ïåðåñòðîéêè�
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è ïîñëåäóþùèå 90-å ãîäû. Êîãäà ÿ â 1989 ãîäó âîçãëàâèë êàôåäðó àíàëèçà â
ËÃÏÈ, òî îáðàòèë âíèìàíèå íà åãî ðåçêî îòðèöàòåëüíóþ ðåàêöèþ íà ñîáûòèÿ
â ñòðàíå, à îí âåäü áûë ÷ëåíîì ïàðòêîìà ËÃÏÈ. Êîãäà ìíå äîâåëîñü ðàññêà-
çàòü ÷ëåíàì êàôåäðû î ïîåçäêå â 1991 ã. â ÑØÀ, Àíäðåé Âèòàëüåâè÷ âñêîëüçü
çàìåòèë, ÷òî åìó äîâåëîñü áûòü íà ñòàæèðîâêå â Àíãëèè.

Â 90-å ãîäû À.Â. Êîëäóíîâ ïèøåò ñòàòüè ïî òåìàì ïðåïîäàâàåìûõ â
ÐÃÏÓ ìàòåìàòè÷åñêèì êóðñîâ, â òîì ÷èñëå è ñîâìåñòíî ñ çàùèòèâøåéñÿ ïîä åãî
ðóêîâîäñòâîì Î. À. Áëóäîâñêîé: �Îñîáåííîñòè ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî êóðñó
¾èñòîðèÿ íàóêè¿�. (Ñì. ìåæâóçîâñêèé ñá. �Òåîðåòè÷åñêèå è ìåòîäè÷åñêèå ïðî-
áëåìû ïîäãîòîâêè ó÷èòåëÿ â ñèñòåìå íåïðåðûâíîãî îáðàçîâàíèÿ (ìàòåìàòèêà,
èíôîðìàòèêà)�, 1997 , ñ. 121�125).

Íà÷èíàÿ ñ 2001 ãîäà è äî 2007 ã. Àíäðåé Âèòàëüåâè÷ ïóáëèêóåò ñîâìåñòíî
ñ ïðîôåññîðîì À. È. Âåêñëåðîì ñåìü ñòàòåé ïî ðàçëè÷íûì âîïðîñàì òåîðèè
óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ, â òîì ÷èñëå â àìåðèêàíñêîì æóðíàëå �Positivity�
(Ñì. 2005, ò. 9, � 3, ñ. 413�435).

Â 2013 ã. Àíäðåé Âèòàëüåâè÷ ïèøåò ñîâìåñòíî ñ çàâåäóþùèì êàôåä-
ðîé àíàëèçà ÐÃÏÓ èì. À. È. Ãåðöåíà ïðîôåññîðîì Âèêòîðîì Äìèòðèåâè÷åì
Áóäàåâûì è ñòàðåéøåé ó÷åíèöåé Á. Ç. Âóëèõà Îëüãîé Ñåðãååâíîé Êîðñàêî-
âîé (1932�2014) ñòàòüþ, ïîñâÿùåííóþ 100-ëåòèþ ñâîåãî Ó÷èòåëÿ Áîðèñà Çà-
õàðîâè÷à Âóëèõà. (Ñì. ìàòåðèàëû íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ÃÅÐÖÅÍÎÂÑÊÈÅ
×ÒÅÍÈß�2013, ò. 66, ñ. 3�6)

Âñåãî èì áûëî îïóáëèêîâàíî áîëåå 60 íàó÷íûõ ðàáîò. Ñâåòëûé îáðàç íà-
ñòîÿùåãî ó÷åíîãî è ïðåêðàñíîãî ïåäàãîãà íàâñåãäà îñòàíåòñÿ ñ íàìè.
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ÓÄÊ 51(092)

ÂÎÑÏÎÌÈÍÀÍÈß Î ÌÎ�Ì ÄÐÓÃÅ,
ÀÍÄÐÅÅ ÂÈÒÀËÜÅÂÈ×Å ÊÎËÄÓÍÎÂÅ

Çàõàðîâ Â. Ê.
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ìîñêâà

Zaharov V.K. Memories of my friend Andrey Vitalievich Koldunov On the life

and works of A. V. Koldunov

Îïèñàíû æèçíü è òâîð÷åñòâî À.Â. Êîëäóíîâà

Àíäðåé Âèòàëüåâè÷ ïðèíàäëåæèò ê ïåòåðáóðãñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêî-
ëå, ñîçäàííîé àêàäåìèêîì Ë. Â. Êàíòîðîâè÷åì è ïðîôåññîðàìè Á. Ç. Âóëè-
õîì è À. Ã. Ïèíñêåðîì. Ýòà øêîëà ðàçâèâàëà òåîðèþ ëèíåéíûõ óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïðîñòðàíñòâ, îñíîâû êîòîðîé áûëè çàëîæåíû âåíãåðñêèì ìàòåìàòèêîì
Ô. Ðèññîì. Â 1950 ãîäó áûëà èçäàíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ êíèãà: Êàíòîðîâè÷ Ë. Â.,
Âóëèõ Á. Ç., Ïèíñêåð À. Ã. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç â ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. � Ì.: Ãîñòåõèçäàò. 1950.

Ó÷åíèêîì Á. Ç. Âóëèõà áûë À. È. Âåêñëåð, êîòîðûé îáúåäèíèë âîêðóã
ñåáÿ ñâîèõ ó÷åíèêîâ, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ Â. Ê. Çàõàðîâ, À. Â. Êîëäóíîâ è
äð. Ïîä âëèÿíèåì èäåé À. È. Âåêñëåðà Àíäðåé Âèòàëüåâè÷ ïîñëå îêîí÷àíèÿ
àñïèðàíòóðû ñòàë çàíèìàòüñÿ èçó÷åíèåì è ïîñòðîåíèåì ðàçëè÷íûõ ðàñøèðåíèé
u : Cb(T ) 7→ B ëèíåéíîãî ðåø¼òî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà Cb(T ) âñåõ íåïðåðûâíûõ
îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà âïîëíå ðåãóëÿðíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå T .

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Ã. Îãàñàâàðû è Á.Ç. Âóëèõà ëèíåéíîå ðåø¼òî÷íîå
ïðîñòðàíñòâî B ïîãðóæàåòñÿ â ìíîæåñòâî C∞(H) âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
f : H 7→ R̄ ≡ [−∞,∞] íà íåêîòîðîì âïîëíå ðåãóëÿðíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå H, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ −∞ è ∞ òîëüêî íà íèãäå íå ïëîòíûõ
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâàõ. Ïîýòîìó ðàñøèðåíèå u : Cb(T ) � B ïîðîæäàåò åäèí-
ñòâåííîå ñþðúåêòèâíîå íåïðèâîäèìîå îòîáðàæåíèå τ : T � H òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ T è H.

Ñàìûì èçâåñòíûì òàêèì ðàñøèðåíèåì ÿâëÿåòñÿ K-ïîïîëíåíèå u :
Cb(T ) 7→ D(Cb(T )) Äåäåêèíäà�Ìàêíèëëà, êîòîðîå ïîðîæäàåò àáñîëþò τ :
T � aT Ãëèñîíà�Ïîíîìàð¼âà. Äðóãèì èçâåñòíûì òàêèì ðàñøèðåíèåì ÿâëÿ-
åòñÿ êàíòîðîâî ïîïîëíåíèå u : Cb(T ) 7→ C(Cb(T )) Êàíòîðà�Ïàïàíãåëîó. Åìó
ñîîòâåòñòâóåò ñåêâåíöèàëüíûé àáñîëþò τ : T � asT Çàõàðîâà�Êîëäóíîâà [Çà-
õàðîâ Â. Ê., Êîëäóíîâ À. Â. Ñåêâåíöèàëüíûé àáñîëþò è åãî õàðàêòåðèçàöèè
// ÄÀÍ CCCÐ. 1980. Ò. 253, � 2. � Ñ. 280-284].

Àíäðåé Âèòàëüåâè÷ îáëàäàë ÷ðåçâû÷àéíûìè äîêàçàòåëüíûìè è îáîáùà-
òåëüíûìè ñïîñîáíîñòÿìè. Ïîýòîìó îí ñîçäàë îáùóþ òåîðèþ (M, I)�àáñîëþòîâ è
òåîðèþ (M, I)�ðàñøèðåíèé ëèíåéíîãî ðåø¼òî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà Cb(T ), êðàòêî
èçëîæåííóþ â ñòàòüå [Êîëäóíîâ À. Â. Ðàñøèðåíèÿ êàíòîðîâà òèïà è èõ ïðèìå-
íåíèå. // ÄÀÍ CCCÐ. 1985. Ò. 285, � 5. � Ñ. 1050�1053].

Ê ñîæàëåíèþ, îòîðâàííîñòü ïåòåðáóðãñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìèðà îò
öåíòðàëüíûõ æóðíàëîâ è äèññåðòàöèîííûõ ñîâåòîâ â òðóäíûå äëÿ ðîññèéñêîé
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íàóêè ïåðåñòðîå÷íûå âðåìåíà íå ïîçâîëèëè Àíäðåþ Âèòàëüåâè÷ó ïðîÿâèòü ñâîè
âûäàþùèåñÿ òàëàíòû â ïîëíîé ìåðå.

Àíäðåé Âèòàëüåâè÷ áûë ìîèì ñòàðûì äðóãîì. Îí áûë ïðåêðàñíûì çíà-
òîêîì ìèðîâîé êóëüòóðû è îáëàäàë øèðî÷àéøåé ôèëîñîôñêîé è èñêóññòâîâåä-
÷åñêîé ýðóäèöèåé. Ïîýòîìó ñ íèì âñåãäà áûëî ïîòðÿñàþùå èíòåðåñíî.

ÓÄÊ 51(092)

Î ÒÐ�Õ ËÅÍÈÍÃÐÀÄÑÊÈÕ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀÕ,
ÏÎÃÈÁØÈÕ Â 1941-45 ÃÃ.

Îäèíåö Â. Ï.
Ñûêòûâêàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èì. Ïèòèðèìà Ñîðîêèíà
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã

e-mail: w.p.odyniec@mail.ru

Odyniec W. P. On three mathematicians from Leningrad deceased in 1941-

1945. On the life and work of three Leningrad mathematicians: Yu. F. Sirvint (1913�1945), E. M.

Livenson (1907�1941), B.M. Kojalovitch (1867�1941).

Îïèñàíû æèçíü è òâîð÷åñòâî òð¼õ ëåíèíãðàäñêèõ ìàòåìàòèêîâ: Þ. Ô. Ñèðâèíòà

(1913�1945), Å. Ì. Ëèâåíñîíà (1907�1941) è Á. Ì. Êîÿëîâè÷à (1867�1941).

1. Þðèé Ô¼äîðîâè÷ Ñèðâèíò ðîäèëñÿ 18(31) ìàðòà 1913 ã. â Õàðüêî-
âå. Ïîñëå ãðàæäàíñêîé âîéíû ðîäèòåëè Þðû ïåðåáðàëèñü â Ëåíèíãðàä. Îòåö
óìåð, è ìàòü âûøëà çàìóæ çà àðõèòåêòîðà Îëÿ1. Âîò êàê îïèñûâàåò Þðó åãî
øêîëüíûé äðóã Â. À. Ëèâøèö ([1],209): �Þðà � âûñîêèé, ãèáêèé, ñ òîíêèì ñìóã-
ëîâàòûì ëèöîì. Îí ïðè¼ìíûé ñûí èçâåñòíîãî àðõèòåêòîðà Îëÿ. Ìíîãî ÷èòàë,
ìíîãî çíàë. Íà ëåòíèå êàíèêóëû íåñêîëüêî ðàç åçäèë ñ ìàòåðüþ âî Ôðàíöèþ.
Òîãäà ýòî áûëî åù¼ âîçìîæíî. Õîðîøî çíàë ôðàíöóçñêèé. Íàñ ïîäðóæèëà ëþ-
áîâü ê ñòèõàì. . . À ïîòîì âûÿñíèëîñü, ÷òî Þðà � òàëàíòëèâûé ìàòåìàòèê�.

Â 1931 ã. îí ïîñòóïàåò â Ëåíèíãðàäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
(ËÃÓ) íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò. Â 1933 ã. â ñâÿçè ñ îáðàçîâàíèåì
íà áàçå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà äâóõ íîâûõ ôàêóëüòåòîâ: ôèçè-
÷åñêîãî è ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî Þðèé ïðîäîëæàåò ó÷åáó íà ìàòåìàòèêî-
ìåõàíè÷åñêîì ôàêóëüòåòå. Â 1935 ã. Þðèé âûáèðàåò òåìó äèïëîìíîé ðàáîòû
�Àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä Äèðèõëå�, ïðåäëîæåííóþ ïðîôåññîðîì Ãðèãîðèåì Ìè-
õàéëîâè÷åì Ôèõòåíãîëüöåì (1888�1959). Ãîä ñïóñòÿ, â Äîêëàäàõ ÀÍ ÑÑÑÐ âû-
õîäèò ñòàòüÿ Þ. Ô. Ñèðâèíòà �Îá àñèìïòîòè÷åñêîì ðÿäå Äèðèõëå�2 [2], ïðåä-

1Îëü Àíäðåé Àíäðååâè÷ (1883�1958), îêîí÷èë ðåàëüíîå ó÷èëèùå Êàðëà Ìàÿ (1901) è Èí-
ñòèòóò ãðàæäàíñêèõ èíæåíåðîâ èìïåðàòîðà Íèêîëàÿ I (1910); ñòàæèðîâàëñÿ (1905�1906) ó
ôèíñêîãî àðõèòåêòîðà Ýëèåëÿ Ñààðèíåíà (1873�1950); àâòîð è ñîàâòîð ìíîãèõ ïîñòðîåê â
Ëåíèíãðàäå, Ìîñêâå è äðóãèõ ãîðîäàõ.

2Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä âèäà
∑∞

n=1 an/s
n, ãäå an � êîýôôèöèåíòû, à s = σv+it � êîìïëåêñíîå

ïåðåìåííîå, íàçûâàþò ðÿäîì Äèðèõëå. Ïåòåð Äèðèõëå (Peter Dirichlet: 1805�1859) íà÷àë èõ
èçó÷åíèå â 1837 ã.
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ñòàâëåííàÿ 29 ìàðòà 1936 ã. àêàäåìèêîì Ñ. Í. Áåðíøòåéíîì. Â ýòîé ðàáîòå
Þ. Ô. Ñèðâèíò íå òîëüêî îáîáùàåò ïîíÿòèå êëàññà (k) ôóíêöèé, ðàññìîòðåí-
íûõ â 1918 ã. â ðàáîòå3 Ô. Íåâàíëèííû4, íî è äà¼ò íåêîòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå ðàâíîìåðíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè.

Ïîñòóïèâ â 1936 ã. ïî îêîí÷àíèè ó÷åáû â ËÃÓ, â àñïèðàíòóðó ê Ã. Ì. Ôèõ-
òåíãîëüöó5, Þ. Ô. Ñèðâèíò â 1937 ã. ïóáëèêóåò â �Ìàòåìàòè÷åñêîì ñáîðíèêå�
ñòàòüþ íà ôðàíöóçñêîì ÿçûêå [3], ïîñâÿùåííóþ èñïðàâëåíèþ îøèáêè, äîïó-
ùåííîé Âëàäèìèðîì Áåðíøòåéíîì6 ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèé
òåîðåìû (Â. Áåðíøòåéíà), ïîñâÿù¼ííîé âûáîðó êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Äèðèõëå.

Ñëåäóþùàÿ ñòàòüÿ Þ. Ô. Ñèðâèíòà â Äîêëàäàõ ÀÍ ÑÑÑÐ, ïðåäñòàâ-
ëåííàÿ â äåêàáðå 1937 ã. Ñ. Í. Áåðíøòåéíîì [4], ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ êëàññà
ëèíåéíûõ òðàíñôîðìàöèé ïðîñòðàíñòâà L, äëÿ êîòîðûõ ñðåäè îïåðàöèé èìåþò-
ñÿ íå âïîëíå íåïðåðûâíûå, íî êâàäðàò îïåðàöèé èç ýòîãî êëàññà áóäåò âïîëíå
íåïðåðûâåí, è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñëåäóþùèå ñòåïåíè âïîëíå íåïðåðûâíû.

Ñòàòüÿ Þ. Ô. Ñèðâèíòà â Äîêëàäàõ ÀÍ �Ê ãåîìåòðèè ëèíåéíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ� [5] áûëà ïåðåõîäîì ê èçó÷åíèþ ôóíêöèîíàëîâ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Â ýòîé ñòàòüå Þ. Ñèðâèíò ââîäèò àíàëîã åäèíè÷íîé ñôåðû íîðìèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâ äëÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðåäñòàâëåíà ýòà ñòàòüÿ àêàäåìèêîì
Ñ. Í. Áåðíøòåéíîì áûëà 25 íîÿáðÿ 1939 ã., à çà òðè äíÿ äî ýòîãî (20.11.1939)
Þðèé Ô¼äîðîâè÷ Ñèðâèíò çàùèùàåò íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîì ôàêóëüòåòå
ËÃÓ êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ �Âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Ëèíåéíûå ôóíêöèî-
íàëû� [6]. Äâå ÷àñòè äèññåðòàöèè áóäóò îïóáëèêîâàíû â Èçâåñòèÿõ ÀÍ ÑÑÑÐ.
Ñåðèÿ ìàòåì. (ò. 6 (1942), ñ. 143�170 è 189�226).

Â íà÷àëå 1940 ã. Þðèé Ô¼äîðîâè÷ Ñèðâèíò áûë ïðèíÿò íà ðàáîòó â Ìà-
òåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â. À. Ñòåêëîâà ÀÍ ÑÑÑÐ íà äîëæíîñòü íàó÷íî-
ãî ñîòðóäíèêà. Â òîì æå ãîäó Þ.Ô. Ñèðâèíò àíîíñèðóåò â ÄÀÍ ÑÑÑÐ (28
(1940), 199�201) ñâîè èññëåäîâàíèÿ ïî ñëàáîé êîìïàêòíîñòè â áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. Èçëîæåíèå ñ äîêàçàòåëüñòâàìè ïîÿâèòñÿ â 1949 ã. óæå ïîñëå ãèáåëè
Þ. Ô. Ñèðâèíòà â æóðíàëå �Studia Mathematica� (v. 11 (1949), 71�94) íà àíãëèé-
ñêîì ÿçûêå.

Â 1941 ã. Þðèé Ô¼äîðîâè÷ âîçâðàùàåòñÿ ê èçó÷åíèþ ðÿäîâ Äèðèõëå è
ïîñûëàåò äâå çàìåòêè ñ îäèíàêîâûì íàçâàíèåì: �Íåêîòîðûå ïðèìåðû ðÿäîâ
Äèðèõëå ñ ãóñòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîêàçàòåëåé� íà ôðàíöóçñêîì ÿçûêå
â æóðíàë �Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê�. Ôóíêöèþ, ïðåäñòàâëåííóþ â âèäå ðÿäà
Äèðèõëå:

F (s) =
∞∑
n=1

ane
−λns, ãäå s = σv+ it

3F. Nevanlinna. Zur Theorie der asimptotischen Potenzreihen. Akad. Abhandl. Helsingfors, (13)
(1918), 1�81.

4Ô. Íåâàíëèííà (Frithiof Nevalinna: 1894-1977) � ôèíñêèé ìàòåìàòèê, ïðîôåññîð, ñòàðøèé
áðàò èçâåñòíîãî ìàòåìàòèêà Ðîëüôà Íåâàíëèííû (1895�1980).

5Ïðè Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ËÃÓ.
6Âëàäèìèð Áåðíøòåéí (1900�1936), ðîäèâøèéñÿ â Ïåòåðáóðãå, óåõàë â 1919 ã. ÷åðåç Ôèí-

ëÿíäèþ è Àíãëèþ âî Ôðàíöèþ, ãäå ó÷èëñÿ â Ñîðáîííå. Ïðåïîäàâàë â óíèâåðñèòåòàõ Ãåíòà è
Ìèëàíà; îñíîâíûå ðàáîòû ïî öåëûì ôóíêöèÿì è ðÿäàì Äèðèõëå.
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èçó÷àë åùå Âëàäèìèð Áåðíøòåéí (1933)7, à òàêæå Ñ. Ðèîñ (1937)8. Îáå çàìåòêè
âûøëè â 1942 ã. â òîìå 10, �1-2, ñ. 59�66 è òîìå 12, �3, ñ. 370�376.

Âåðí¼ìñÿ òåïåðü âíîâü ê âîñïîìèíàíèÿì Â. À. Ëèôøèöà: �Ñ íà÷àëà âîé-
íû [Þðà] óøåë â îïîë÷åíèå. Áûë ðàíåí. Ïîïàë â ïëåí. Â ïëåíó äîæèë â Ãåðìà-
íèè â êîíöëàãåðå ïî÷òè äî êîíöà âîéíû, íî èìåë íåîñòîðîæíîñòü âåñòè äíåâíèê
è áûë êåì-òî ïðåäàí. Åãî ðàññòðåëÿëè. . . �

2. Åâãåíèé Ìàêñèìèëëèàíîâè÷ Ëèâåíñîí ðîäèëñÿ 19 èþíÿ 1907 ã. â
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå. Îêîí÷èâ â 1923 ã. åäèíóþ òðóäîâóþ øêîëó, ïîñòóïèë â Ïåò-
ðîãðàäñêèé óíèâåðñèòåò íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò. Ïîñëå ïåðâîãî
êóðñà áûë âûíóæäåí ïðåðâàòü ó÷¼áó. Åâãåíèé ïðîäîëæèë ó÷¼áó ñ îñåíè 1927 ã.
Ïîïàë îí íà îäèí êóðñ ñ Ëåîíèäîì Âèòàëüåâè÷åì Êàíòîðîâè÷åì (1912-1986). Ñ
îñåíè æå 1927 ã. ïðîôåññîð Ã. Ì. Ôèõòåíãîëüö íà÷àë âåñòè ñî ñòóäåíòàìè âòî-
ðîãî êóðñà íàó÷íûé êðóæîê, òåìîé êîòîðîãî ñòàëè óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ïî
Ðèìàíó. Àêòèâíûìè ó÷àñòíèêàìè êðóæêà ñòàëè Ë. Êàíòîðîâè÷ è Å. Ëèâåíñîí.

Êàê ïèøåò Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ ([7], ñ. 25): �[ìîè] ðåçóëüòàòû îêàçàëèñü èç-
âåñòíûìè, òàê æå êàê è ïîïóòíî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò � õàðàêòåðèñòèêà ôóíê-
öèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü êîëåáàíèÿìè ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé � Oscf(x).
Ýòî ëþáàÿ ïîëóíåïðåðûâíàÿ ñâåðõó ôóíêöèÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòó òåîðåìó ïàðó
ëåò íàçàä äîêàçàë Å. Ì. Ëèâåíñîí, ñîàâòîð ðÿäà ìîèõ äàëüíåéøèõ ðàáîò. Ñî-
âñåì êîðîòêîå å¼ äîêàçàòåëüñòâî è íàø ñîâìåñòíûé äîêëàä íà ýòó òåìó äîëæíû
áûëè âîéòè â áþëëåòåíü ñòóäåí÷åñêîãî íàó÷íîãî êðóæêà, êîòîðûé, îäíàêî, òàê
è íå áûë èçäàí.�

Ñ íà÷àëà 1928 ã. Ãðèãîðèé Ìèõàéëîâè÷ Ôèõòåíãîëüö îòêðûë ñåìèíàð ïî
èçó÷åíèþ A-ìíîæåñòâ9 è ñìåæíûì âîïðîñàì. Êðîìå óæå ñîñòîÿâøèõñÿ ìàòå-
ìàòèêîâ, òàêèõ êàê Ä. Ê. Ôàääååâ, Ñ. Ë. Ñîáîëåâ, È. Ï. Íàòàíñîí, ñåìèíàð
ïîñåùàëè Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ è Å. Ì. Ëèâåíñîí. Çà ïåðèîä ðàáîòû ñåìèíàðà
�. . . áûëè ïîëó÷åíû íåêîòîðûå òåîðåìû î òîì, êàê ìåíÿþòñÿ ìíîæåñòâà èí-
äåêñîâ ïðè îáúåäèíåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ, ïðè ñîñòàâëåíèè ñëîæíîé
îïåðàöèè è ò.ä. Ýòà ðàáîòà áûëà ïðîäåëàíà åù¼ â ïåðâûé ãîä çàíÿòèé ñåìèíàðà
Å. Ì. Ëèâåíñîíîì è ìíîé� ([7], c. 29).

�Â ñëåäóþùåì ó÷åáíîì ãîäó [1929-1930] ñåìèíàð óæå íå ïðîäîëæàëñÿ, íî
ìû ñ Å. Ì. Ëèâåíñîíîì îñåíüþ ïðîâåëè èíòåíñèâíóþ ðàáîòó. Â ÷àñòíîñòè, ñó-
ùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìåëà ïðîñòàÿ èäåÿ ñõåìû: êëàññ ìíîæåñòâ, ïîëó÷àåìûõ â
ðåçóëüòàòå δs-îïåðàöèè íàä äàííûìè ìíîæåñòâàìè (åñëè áàçó δs-îïåðàöèè èçîá-
ðàçèòü ìíîæåñòâîì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë), èìååò ïðîñòóþ äâóìåðíóþ ãåîìåòðè-
÷åñêóþ êàðòèíó, èç êîòîðîé ìîæíî ëåãêî èçâëå÷ü ðàçëè÷íûå ñëåäñòâèÿ� ([7], c.
29). Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå Æ. Àäàìàðîì (1865�1963) ÷åðåç Í. Í. Ëóçè-
íà (1883-1950), áûëè àíîíñèðîâàíû â Comptes Rendus â 1930 ã. [8-9]. Ïîäðîáíûå
ðåçóëüòàòû áûëè îïóáëèêîâàíû â �Fundamenta Mathematicae� â 1932 è 1933 ãã.
[10-11].

7V. Bernstein, Le�cons sur les progress r�ecents de la th�eorie des s�eries de Dirichlet, Paris, 1933,
p. 141.

8S. Rios, Hiperconvergencia de las series de Dirichlet. Bol. Del Sem. Mat., vol. IV, �22 (1937)
( Inst. Mat. Hispano-Americano)

9Ïîäìíîæåñòâî ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà X (ò.å ñåïàðàáåëüíîãî âïîëíå ìåòðèçóåìîãî òî-
ïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà) íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì (A-ìíîæåñòâîì), åñëè
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà. A-ìíîæåñòâà áûëè îòêðûòû â 1917 ã.
Ì. ß. Ñóñëèíûì (1894�1919).
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Â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì, ÷òî 1 ôåâðàëÿ 1930 ã. Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ è Å. Ì. Ëè-
âåíñîí äåëàþò äîêëàäû íà çàñåäàíèè Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà
([7], c. 23 â ñíîñêå 1) è ïîñëå çàñåäàíèÿ îíè áûëè ïðèãëàøåíû â ãîñòè À. Í. Êîë-
ìîãîðîâûì è Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâûì. Â ïèñüìå îò 15 àïðåëÿ 1930 ã. Êîëìîãî-
ðîâ ïèøåò Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ó: �Æåëàþ âñåãî ëó÷øåãî Âàì è Ëèâåíñîíó� ([12],
c. 435). Â äðóãîì ïèñüìå À. Í. Êîëìîãîðîâà îò 5 ÿíâàðÿ 1931 ã.: �Ïðèâåò Ã. Ì.
[Ôèõòåíãîëüöó] è Ëèâåíñîíó.� ([12], ñ. 438).

Ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à è Å. Ì. Ëèâåíñîíà áûëà ïðåðâàíà
âûñûëêîé â 1931 ã. îòöà Ëèâåíñîíà â Óôó, âûíóäèâøàÿ ïåðååõàòü â Óôó íà
íåêîòîðîå âðåìÿ è ñàìîãî Å. Ì. Ëèâåíñîíà ([7], c. 30, ñíîñêà 7). Îòìå÷ó, ÷òî
â 1930 ãîäó Å. Ì. Ëèâåíñîí ïðèíèìàåò ó÷àñòèå â ðàáîòå Ïåðâîãî Âñåñîþçíîãî
ñúåçäà ìàòåìàòèêîâ, çàðåãèñòðèðîâàâøèñü ïîä íîìåðîì 251, à 25 èþíÿ äåëàåò
äîêëàä �Îá àíàëèòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä ìíîæåñòâàìè�10 ([13], c. 363�372).

Â íà÷àëå 1934 ã. Ëèâåíñîí âîçâðàùàåòñÿ â Ëåíèíãðàä è äåëàåò íà Âòî-
ðîì Âñåñîþçíîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñúåçäå ([14], c. 440�441) äîêëàä î íåçàâèñèìî-
ñòè àêñèîì III è II ãðóïïû ñèñòåìû ãåîìåòðè÷åñêèõ àêñèîì Ãèëüáåðòà. Äîêëàä
Å. Ì. Ëèâåíñîíà ñóùåñòâåííî îïèðàëñÿ íà ñèñòåìó àêñèîì Ãèëüáåðòà â ôîðìó-
ëèðîâêå Õóãî Øòåéíãàóçà (1887�1972) è ðåçóëüòàòîâ åãî ó÷åíèöû Càëû Âàéí-
ë¼ç11 (Sala Weinl�os). Â äîêëàäå Å. Ì. Ëèâåíñîíà äàíî ïîëíîå îïèñàíèå òîãî,
êàêèå àêñèîìû èç III ãðóïïû íåçàâèñèìû; êðîìå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî àêñèîìà II
èç âòîðîé ãðóïïû îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùåé îò îñòàëüíûõ àêñèîì I è II ãðóïï.

Ñ îñåíè 1934 ã. Å. Ì. Ëèâåíñîí ïðåïîäàåò â ËÃÓ. Âñòðå÷àåòñÿ è ñ
Ë. Â. Êàíòîðîâè÷åì, íî èõ èíòåðåñîâ ðàçîøëèñü. Å. Ì. Ëèâåíñîíà âñ¼ áîëåå
èíòåðåñóþò ïðîáëåìû îñíîâàíèé àíàëèçà è ãåîìåòðèè. Â 1936 ã. îí çàêàí÷èâàåò
ðàáîòó íàä äèññåðòàöèåé íà òåìó �Î íåçàâèñèìîñòè àêñèîì III ãðóïïû ñèñòåìû
àêñèîì ãåîìåòðèè Ãèëüáåðòà�, íî å¼ çàùèòà ñîñòîèòñÿ òîëüêî 28 èþíÿ 1939 ãîäà
(íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü À. À. Ìàðêîâ) [6]. Ïðàêòè÷åñêè ñðàçó Å. Ì. Ëèâåíñî-
íà óòâåðæäàþò â çâàíèè äîöåíòà, íî îí èçáèðàåò äðóãîé ïóòü � ïîñòóïàåò â
äîêòîðàíòóðó ËÎÌÈ (ê À. À. Ìàðêîâó).

Â ïðîìåæóòêå, â 1936 ã., Å. Ì. Ëèâåíñîí âñ¼-òàêè ïèøåò ñîâìåñòíóþ ðàáî-
òó ñ Ë. Â. Êàíòîðîâè÷åì �Íåñêîëüêî òåîðåì, êàñàþùèõñÿ òåîðèè ïðîåêòèâíûõ
ñèñòåì�, îïóáëèêîâàííóþ â Comptes Rendus è ïðåäñòàâëåííóþ òóäà Ýìèëåì
Áîðåëåì12 (1871�1956) [15]. Â ýòîò æå ãîä âûõîäèò â Ann. of Math. (Vol. 38,
� 4 (1937), p. 920�922) còàòüÿ Å. Ì. Ëèâåíñîíà �Ïðèìåð íåçàìêíóòîé ñâÿçíîé
ïîäãðóïïû äâóìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà�, îïðîâåðãàþùåé îäíî óòâåð-
æäåíèå Õàíñà Ôðîéäåíòàëÿ13 (1905-1990), îïóáëèêîâàííîå â òîì æå æóðíàëå
ãîäîì ðàíåå (Vol. 37, (1936), p. 157�177).

Â 1940 ã. â �Ìàòåìàòè÷åñêîì ñáîðíèêå� âûøëà ïîñëåäíÿÿ ñòàòüÿ Å. Ì. Ëè-

10Îïóáëèêîâàí â Comptes Rendus Acad. Sci. 190 (1930), p.352, 1114, 1267.
11Ñ. Âàéíë¼ç â 1928 ã. çàùèòèëà äèññåðòàöèþ â Áðåñëàó (íûíå Âðîöëàâ) ïîä ðóêîâîäñòâîì

Õ. Øòåéíãàóçà.
12Ý. Áîðåëü (Emile Borel) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, âûïóñêíèê Íîðìàëüíîé øêîëû (1893),

òàì æå ïðîôåññîð (1897). Îäèí èç ñîçäàòåëåé òåîðèè ìåðû è å¼ ïðèëîæåíèé â òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé.

13Õ. Ôðîéäåíòàëü (Hans Freudenthal) � íåìåöêî-ãîëëàíäñêèé ìàòåìàòèê, âûïóñêíèê Áåð-
ëèíñêîãî óíèâåðñèòåòà, äî 1946 ã. ïðåïîäàâàë â Àìñòåðäàìñêîì óíèâåðñèòåòå, ñ 1946 ãîäà
ïðîôåññîð Óòðåõòñêîãî óíèâåðñèòåòà, ÷ëåí Êîðîëåâñêîé Íèäåðëàíäñêîé àêàäåìèè. Àâòîð
ðàáîò ïî àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå è èñòîðèè íàóêè.
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âåíñîíà, â êîòîðîé äàíî áîëåå êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ñòîóíà14 î òîì,
÷òî äëÿ âñÿêîãî áóëåâñêîãî êîëüöà ñóùåñòâóåò èçîìîðôíîå åìó êîëüöî ìíî-
æåñòâ [16].

Ñ íà÷àëîì Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû ËÎÌÈ íå ýâàêóèðîâàëè, è
Å. Ì. Ëèâåíñîí îñòàëñÿ â Ëåíèíãðàäå. Ïðèâåäåì ôðàãìåíò èç âîñïîìèíàíèé
Ä. Ê. Ôàääåâà15: �Ëèâåíñîí áûë â ïîñëåäíèå ãîäû ïåðåä âîéíîé, êàê ìíå ïîì-
íèòñÿ, â äîêòîðàíòóðå ó À. À. Ìàðêîâà â ËÎÌÈ. Æèë îí íåäàëåêî îò Ïàâëîâ-
ñêà, òàì ó íåãî èëè ó åãî ñåìüè áûë ñîáñòâåííûé äîìèê. Êîãäà íà÷àëàñü âîéíà,
îí íèêóäà íå ýâàêóèðîâàëñÿ è ïîãèá âî âðåìÿ îêêóïàöèè� ([17], ñ. 434).

3. Áîðèñ Êîÿëîâè÷ ðîäèëñÿ â Ïåòåðáóðãå 14 (2) ìàÿ 1867 ã. â ñåìüå
ïðåïîäàâàòåëÿ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé äóõîâíîé Àêàäåìèè, ñòàâøåãî âïîñëåä-
ñòâèè èçâåñòíûì èñòîðèêîì, Ìèõàèëà Îñèïîâè÷à Êîÿëîâè÷à (1828-1891) è Íà-
äåæäû Ïëàòîíîâíû Êîÿëîâè÷ (Ìåí÷èö). Â 1885 ã. Áîðèñ îêîí÷èë øåñòóþ
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêóþ ãèìíàçèþ ñ çîëîòîé ìåäàëüþ è ïîñòóïèë íà ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà. Â 1889 ã. Áî-
ðèñ îêîí÷èë ó÷åáó â óíèâåðñèòåòå, äâà ãîäà ñïóñòÿ ñäàë ìàãèñòåðñêèé ýêçàìåí.
C 1890 ã. îí ñîñòîèò ÷ëåíîì Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.
Ïîä âëèÿíèåì ïðîôåññîðà Àëåêñàíäðà Íèêîëàåâè÷à Êîðêèíà (1837-1908) Áîðèñ
âûáèðàåò òåìîé èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèå

ydy − ydx = R(x) dx. (3.1)

Â 1894 ã. Áîðèñ Ìèõàéëîâè÷ çàùèùàåò ìàãèñòåðñêóþ äèññåðòàöèþ �Èñ-
ñëåäîâàíèÿ î äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè ydy− ydx = R(x) dx�, à âîñåìü ëåò
ñïóñòÿ � äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ �Îá îäíîì óðàâíåíèè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà�.

Ñ 1893 ã. äî 1918 ã. Á. Ì. Êîÿëîâè÷ ïðåïîäàâàë â Òåõíîëîãè÷åñêîì èíñòè-
òóòå, ñ 1903 ã. îí ñòàíîâèòñÿ òàì ïðîôåññîðîì. Äåñÿòü ëåò (ñ 1896 ïî 1906 ãã.) îí
÷èòàåò â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì óíèâåðñèòåòå êóðñ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äî 1918 ã., íà÷èíàÿ ñ 1904 ã., Á.Ì.Êîÿëîâè÷
ðàáîòàë îäíîâðåìåííî â Æåíñêîì ïåäàãîãè÷åñêîì èíñòèòóòå. Óæå ïðè ñîâåò-
ñêîé âëàñòè îí ðàáîòàë ñ 1918 ïî 1920 ãã. â Ïåðâîì ïåäàãîãè÷åñêîì Èíñòèòóòå
Ïåòðîãðàäà. Ñ 1925 ã. ïî 1938 ã. Á. Ì. Êîÿëîâè÷ ðàáîòàë â Ãëàâíîé ïàëàòå
ìåð è âåñîâ. Òàì, â ÷àñòíîñòè, èì áûëè ñîñòàâëåíû òàáëèöû ïëîòíîñòè âîäíî-
ñïèðòîâûõ ðàñòâîðîâ. Â 1928 ã. åìó áûëî ïðèñâîåíî çâàíèå Çàñëóæåííîãî ðà-
áîòíèêà íàóêè [18].

Äî 1917 ã. Á. Ì. Êîÿëîâè÷ èçäàë â Ïåòåðáóðãå ñåìü ó÷åáíûõ êóðñîâ:
ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (1893), ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè (1895), ïî âûñøåé
àëãåáðå (1901) , ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ (1903), ïî òåîðèè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1908), ïî èíòåãðàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ (1909), ïî àíàëè-
òè÷åñêîé ìåõàíèêå (1909). Â òèïîãðàôèè Àêàäåìèè Íàóê (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã) èì
áûëè èçäàíû äâå ìîíîãðàôèè: �Èññëåäîâàíèÿ î äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè

14Ìàðøàëë Ñòîóí (Marshall Harvey Stone: 1903-1989), àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê, âûïóñê-
íèê Ãàðâàðäñêîãî óíèâåðñèòåòà, ÷ëåí Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê ÑØÀ (1938). Çíàìåíèò
ñâîèìè òðóäàìè â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, áóëåâûõ àëãåáð,
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

15Ôàääååâ Ä. Ê. Ñî ñòóäåí÷åñêèõ ëåò (Âîñïîìèíàíèÿ î Êàíòîðîâè÷å Ë. Â.)
http://Kantorovich.vixpo.nsu.ru
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ydy − ydx = R(x)dx� (1894) è �Îá îäíîì óðàâíåíèè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà� (1902).

Ïîñëå 1917 ã. Á. Ì. Êîÿëîâè÷åì áûëà èçäàíà â Ïåòðîãðàäå â 1922 ã. â
èçäàòåëüñòâå �ACADEMIA� ìîíîãðàôèÿ �Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ�.

Á. Ì. Êîÿëîâè÷ (1917)

Â ñîâåòñêèé ïåðèîä íàó÷íûå èíòåðåñû Á. Ì. Êîÿëîâè÷à äåëÿòñÿ íà äâå
÷àñòè: äî 1927 ãîäà îí ïðîäîëæàåò èçó÷åíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
òî÷íåå, íåîïðåäåë¼ííûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñ 1927
åãî èíòåðåñû ñìåñòèëèñü â ñòîðîíó èçó÷åíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé.

Â 1926 ã. Á. Ì. Êîÿëîâè÷ äåëàåò íà çàñåäàíèè Ëåíèíãðàäñêîãî Ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà ïåðâûé äîêëàä �Î íåîïðåäåë¼ííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèÿõ� [19]. Á.Ì. Êîÿëîâè÷ íàçûâàåò íåîïðåäåë¼ííûìè òå îáûêíîâåí-
íûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ ÷èñëî íåèçâåñòíûõ áîëüøå ÷èñ-
ëà óðàâíåíèé. Íà÷àëî èçó÷åíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé áûëî ïîëîæåíî Ã. Ìîíæåì16.
Îáîáùèë ýòè ðåçóëüòàòû Ìîíæà Ýäóàðä Ãóðñà17 (�Edouard Goursat: 1858�1936).
Â 1913 ã. ïîÿâèëñÿ ìåìóàð Äàâèäà Ãèëüáåðòà (Math. Ànn. T. 73, p. 95) è íåïî-
ñðåäñòâåííî çà íèì ìåìóàð Â. Ãðîññà18, èçëàãàþùåãî áîëåå ïîäðîáíî íåêîòîðûå
÷àñòè ýòîé òåîðèè. Â ñâîåì äîêëàäå Á. Ì. Êîÿëîâè÷ îñòàíàâëèâàåòñÿ íà èçó÷å-
íèè ïðîñòåéøåãî íåîïðåäåë¼ííîãî óðàâíåíèÿ â ôîðìå

dz/dx = Φ(x, y, z, dy/dx). (3.2)

16Ã. Ìîíæ (Gaspard Monge: 1746-1818) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, òâîðåö íà÷åðòàòåëüíîé
ãåîìåòðèè, àêàäåìèê Ïàðèæñêîé Àêàäåìèè Íàóê (1780), ìîðñêîé ìèíèñòð. Â 1815 ã. ïîñëå
ïàäåíèÿ Íàïîëåîíà áûë ëèøåí âñåõ çâàíèé, íàãðàä è ïåíñèè.

17Ý. Ãóðñà (�Edouard Goursat: 1858-1936), ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, âûïóñêíèê �Ecole Normale
Sup�erieure, ãäå ïîçæå ÷èòàåò ñòàâøèé çíàìåíèòûì êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, èçäàííûé �
ïåðâûé òîì â 1904 ã., âòîðîé � â 1916 ã., ïîñòðîåííûé íà øèðîêîì ïðèìåíåíèè êîìïëåêñíîãî
àíàëèçà, â ÷àñòíîñòè, àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â ÑÑÑÐ ýòîò êóðñ áûë ïåðåâåä¼í è èçäàí â
1936 ã.

18Â. Ãðîññ (Wilhelm Gross: 1886- 1918) � àâñòðèéñêèé ìàòåìàòèê, âûïóñêíèê Âåíñêîãî óíè-
âåðñèòåòà (1910), çàùèòèë äèññåðòàöèþ (1910). Ñòàæèðîâêà â Ã¼òòèíãåíå (1910�1912); â 1913 ã.
ïîëó÷èë çâàíèå ïðîôåññîðà Âåíñêîãî óíèâåðñèòåòà. Îñíîâíûå òðóäû ïî òåîðèè ôóíêöèé,
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè ìåðû, ãåîìåòðèè è òåîðèè èíâàðèàíòîâ. Óìåð îò ¾èñ-
ïàíêè¿.
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Äàëåå Á. Ì. Êîÿëîâè÷ ïðåäñòàâëÿåò èíòåãðàëüíûé ýêâèâàëåíò óðàâíåíèÿ (3.2)
â âèäå ñèñòåìû 

F (x, y, z, u) = ρ(u)

F ′u(x, y, z, u) = ρ′(u)

F ′′uu(x, y, z, u) = ρ′′(u)

, (3.3)

ãäå ρ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, à u � ïàðàìåòð, ïîäëåæàùèé èñêëþ÷åíèþ èç
ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.32), åñëè æåëàåì ïîëó÷èòü ïðÿìî çàâèñèìîñòè ìåæäó
x,y è z, è ðàáîòàåò óæå ñ ñèñòåìîé (3.3).

Â 1927 ã. âåñåííèé ñåìåñòð Á. Ì. Êîÿëîâè÷ ïðîâîäèò â Ïåðìñêîì óíè-
âåðñèòåòå è òàì ïóáëèêóåò âòîðîé äîêëàä î íåîïðåäåë¼ííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèÿõ [20]. Â í¼ì îí îñòàíàâëèâàåòñÿ íà èñêëþ÷èòåëüíûõ ðåøåíèÿõ
óðàâíåíèÿ (3.2), ò.å. òåõ ðåøåíèÿõ (3.2), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîñòîÿííûì
çíà÷åíèÿì äëÿ u, ò.å. óäîâëåòâîðÿþò òàêèì óðàâíåíèÿì:{

F (x, y, z, α) = β,

F ′u(x, y, z, α) = γ, ãäå α, β, γ � ïîñòîÿííûå.
(3.4)

Óæå ëåòîì 1927 ã. íà Âñåðîññèéñêîì ñúåçäå ìàòåìàòèêîâ â Ìîñêâå äîêëàä
Á. Ì. Êîÿëîâè÷à �Î íåêîòîðûõ ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ áåñ÷èñëåííûì
ìíîæåñòâîì íåèçâåñòíûõ� âûçâàë îæèâë¼ííóþ äèñêóññèþ, â êîòîðîé ïðèíÿëè
ó÷àñòèå, â ÷àñòíîñòè, ÷ë.-êîðð. ÀÍ ÑÑÑÐ Ä. À. Ãðàâå19 è ïðîôåññîð Â. È. Ñìèð-
íîâ20. Â äîêëàäå îò÷¼òëèâî ïðîçâó÷àëà èäåÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê
ðåøåíèþ ïðè íàëîæåíèè íà ýòè ñèñòåìû íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèé.

Íà I Âñåñîþçíîì ñúåçäå ìàòåìàòèêîâ â Õàðüêîâå (24-29 èþíÿ 1930 ã.)
Á. Ì. Êîÿëîâè÷ äåëàåò äâà äîêëàäà: �Îá îäíîé íîâîé ôîðìóëå èíòåãðèðîâà-
íèÿ� è �Çàêîí àñèìïòîòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé� ([13], c. 373).

Â 1930 ã. â �Òðóäàõ Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÀÍ� ïîÿâèëàñü
áîëüøàÿ ñòàòüÿ Á. Ì. Êîÿëîâè÷à �Èññëåäîâàíèå î áåñêîíå÷íûõ ñèñòåìàõ ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé�. Êîðîòêî å¼ ñîäåðæàíèå îïèñàíî Â.È. Ñìèðíîâûì â [21],
ñ. 606-607: �Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó:

xi = bi +
∞∑
k=1

ci,kxi, (3.5)

c äâóìÿ óñëîâèÿìè:

19Äìèòðèé Àëåêñàíäðîâè÷ Ãðàâå (1863-1939), ðîäèëñÿ â Êèðèëëîâå, ðÿäîì ñ Êèðèëëî-
Áåëîçåðñêèì ìîíàñòûð¼ì, îêîí÷èë Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé óíèâåðñèòåò (1885), çàùèòèë äèñ-
ñåðòàöèþ íà ñòåïåíü ìàãèñòðà ÷èñòîé ìàòåìàòèêè â 1889 ã., â 1896 ã. � äîêòîðñêóþ íà òåìó �Îá
îñíîâíûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ïîñòðîåíèÿ ãåîãðàôè÷åñêèõ êàðò�. Èç-çà ïðîáëåì
ñî çäîðîâüåì (òóáåðêóë¼ç) ïåðååõàë íà Óêðàèíó, ãäå ïðåïîäàâàë â óíèâåðñèòåòàõ Õàðüêîâà è
Êèåâà, àêàäåìèê Óêðàèíñêîé ÀÍ, ÷ë.-êîðð. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñîçäàòåëü óêðàèíñêîé àëãåáðàè÷åñêîé
øêîëû.

20Âëàäèìèð Èâàíîâè÷ Ñìèðíîâ (1887-1974), ðîäèëñÿ â Ïåòåðáóðãå , îêîí÷èë Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêèé óíèâåðñèòåò â 1910 ã., ïîëó÷èë çâàíèå ïðîôåññîðà â 1915 ã., ÷ë.-êîðð. ÀÍ
ÑÑÑÐ (1932), àêàäåìèê ÀÍ ÑÑÑÐ (1943), àâòîð ïîïóëÿðíîãî �Êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè�
(ò.1�5, 1924�1947); îñíîâíûå íàó÷íûå òðóäû ïî òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.
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ρi = 1−
∞∑
k=1

|ci,k| > 0, (3.6)

|bi| 6 Kρi, (3.7)

ãäå K � ïîñòîÿííàÿ.21 Ñèñòåìó (3.5) ïðè ïðè óñëîâèè (3.6) íàçûâàþò
ðåãóëÿðíîé.

Èññëåäîâàíèå òàêèõ ñèñòåì ïðè íåñêîëüêî èíîé çàïèñè áûëà ïðîâåäåíà
Á. Ì. Êîÿëîâè÷åì, ïðè÷åì îí ðàññìàòðèâàë îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ, ò.å. òàêèå,
÷òî |xi| 6 C, ãäå C � ïîñòîÿííàÿ. Èì áûë äàí, ìåæäó ïðî÷èì, ìåòîä îöåíêè â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåèçâåñòíûõ xi ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ i. Ïîëüçóÿñü ýòèì
ìåòîäîì, îí âûäåëèë òàêîé êëàññ ðåãóëÿðíûõ ñèñòåì ñ åäèíñòâåííûì îãðàíè-
÷åííûì ðåøåíèåì, äëÿ êîòîðûõ xi èìååò ïðåäåë ïðè i→∞� [22].

Ãîä ñïóñòÿ â Òðóäàõ òîãî æå èíñòèòóòà (Ò. II, âûï. 2 (1931)) ïîÿâè-
ëàñü ñòàòüÿ Ð. Î. Êóçüìèíà, ïîñâÿù¼ííàÿ ÿêîáû îøèáêå â ãëàâå 4 èç ðàáî-
òû Á. Ì. Êîÿëîâè÷à. 30 ÿíâàðÿ 1932 ã. ðåäàêöèåé Òðóäîâ áûë ïîëó÷åí îòâåò
ïðîôåññîðó Ð. Î. Êóçüìèíó â ñòàòüå Á. Ì. Êîÿëîâè÷à �Ê òåîðèè áåñêîíå÷íûõ
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé�, îïóáëèêîâàííîé â îêòÿáðå òîãî æå 1932 ã. Íà 16
ñòðàíèöàõ Á. Ì. Êîÿëîâè÷ îïðîâåðãàåò óòâåðæäåíèÿ Ð. Î. Êóçüìèíà, ïðîèñòå-
êàþùèå èç íåó÷¼òà ïîñëåäíèì îäíîãî óñëîâèÿ, íàëàãàåìîãî íà ñèñòåìó óðàâíå-
íèé [23].

Íà Âòîðîì22 Âñåñîþçíîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñúåçäå, ïðîõîäèâøåì â Ëåíèí-
ãðàäå (24�30 èþíÿ 1934 ã.) Á. Ì. Êîÿëîâè÷ äåëàåò äâà äîêëàäà: �Îá îñíîâíûõ
ïîíÿòèÿõ òåîðèè áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé� è �Ê òåîðèè ëèìè-
òàíòîâ�23. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ïåðâîãî äîêëàäà áûëî äàíî Á. Ì. Êîÿëîâè÷åì
â 1937 ã. â �Ó÷¼íûõ çàïèñêàõ Ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà� (èì. À. È. Ãåðöåíà)
(ñ.83-100), ãäå îí ïðåïîäàâàë â 1932�1938 ãã.

Â 1940 ã. â �Ñáîðíèêå ïàìÿòè àêàäåìèêà Ãðàâå� (ñ. 79�87) âûøëà ïî-
ñëåäíÿÿ ñòàòüÿ Áîðèñà Ìèõàéëîâè÷à Êîÿëîâè÷à, âåðíóâøåãîñÿ ê òåìå ñâîåé
ìàãèñòåðñêîé äèññåðòàöèè �Ê âîïðîñó îá èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ydy − ydx = R(x) dx�.

Ëåòîì 1938 ã. Á. Ì. Êîÿëîâè÷ áûë îòïðàâëåí íà ïåíñèþ è óâîëåí êàê èç
Ïåäàãîãè÷åñêîãî èíñòèòóòà, òàê è èç Ãëàâíîé ïàëàòû ìåð è âåñîâ. Óâîëüíåíèþ
ïðåäøåñòâîâàëà èñòîðèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ âûõîäîì â 1936 ã. êíèãè Ë. Â. Êàíòîðî-
âè÷à è Â. È. Êðûëîâà �Ìåòîäû ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ�, Ì.-Ë.: ñ. 1�528. Â 1937 ã. Á. Ì. Êîÿëîâè÷ îáðàòèëñÿ ñ çàÿâëå-
íèåì â àâòîðñêî-ïðàâîâîå áþðî Ëåíèíãðàäñêîãî äîìà ó÷¼íûõ ñ òðåáîâàíèåì
�ïðèâëå÷ü Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à è Â. È. Êðûëîâà ê òîâàðèùåñêîìó ñóäó ïî îáâè-
íåíèþ â ïëàãèàòå. . . � Â àïðåëå 1938 ã. äåëî ðàçáèðàëîñü íà Ïðåçèäèóìå ãðóïïû
ìàòåìàòèêîâ Àêàäåìèè Íàóê, êîòîðûé óñòàíîâèë, ÷òî �Á. Ì. Êîÿëîâè÷ âìåñòî

21Óñëîâèå (3.6) èñïîëüçóåòñÿ â òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ãëàâíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.4)
Ð. Î. Êóçüìèíà ([21], c. 607).

22Íà Ïåðâîì Âñåñîþçíîì ñúåçäå ìàòåìàòèêîâ â Õàðüêîâå (1930) Á. Ì. Êîÿëîâè÷ ïðèñóò-
ñòâîâàë, íî íå âûñòóïàë.

23Â ñòàòüå ([14], ñ. 187�188) ââåäåíî �ïîíÿòèå îá îñîáûõ âûðàæåíèÿõ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
íàõîäèòü ãðàíèöû äëÿ âñåõ èñêîìûõ ïî çíà÷åíèÿì îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ èç ýòèõ èñêîìûõ.
Ïî ýòîìó çàìå÷àòåëüíîìó ñâîéñòâó [Á. Ì. Êîÿëîâè÷] è íàçâàë èõ ëèìèòàíòàìè�.
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òîãî, ÷òîáû ïðîäóìàòü âîçðàæåíèÿ ñâîèõ îïïîíåíòîâ, ïðîñòî îò íèõ îòìàõè-
âàëñÿ, ïûòàÿñü äèñêðåäèòèðîâàòü ñâîèõ îïïîíåíòîâ, ïðèïèñûâàÿ èì îøèáêè�
([7], c. 38, ñíîñêà 19). Ê ñ÷àñòüþ, ýòà èñòîðèÿ, êðîìå êàê äëÿ Á. Ì. Êîÿëîâè÷à,
íèêàêèõ ïîñëåäñòâèé íå èìåëà, õîòÿ ýòî áûëî âðåìåíåì ðàçãàðà �åæîâùèíû�.

Ñâîé äîñóã Áîðèñ Ìèõàéëîâè÷ ïðîâîäèë çà øàõìàòàìè. Â 1921 ã. îí
áûë èçáðàí ïðåäñåäàòåëåì Ïåòðîãðàäñêîãî øàõìàòíîãî ñîáðàíèÿ. Â 1937 ã. áûë
îðãàíèçàòîðîì ìàò÷à ìåæäó ó÷¼íûìè Ìîñêâû è Ëåíèíãðàäà.

Â 1894 ã. Áîðèñ Ìèõàéëîâè÷ æåíèëñÿ íà Âåðå Ñåìåíîâíå Ìèõåëüñîí. Â
ñåìüå áûëî ÷åòûðå äî÷åðè.

Áîðèñ Ìèõàéëîâè÷ Êîÿëîâè÷ ñêîí÷àëñÿ îò ãîëîäà 29 äåêàáðÿ 1941 ã. â
îñàæä¼ííîì Ëåíèíãðàäå. Êàê íàïèñàíî â Êíèãå Ïàìÿòè ([24], c. 595), ìåñòî
çàõîðîíåíèÿ Á. Ì. Êîÿëîâè÷à íåèçâåñòíî.
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Odyniec W. P. On several Polish mathematicians working in Russia in XIX-

th century. On the life and work of several Polish mathematicians working in Russia in XIX-th

century

Îïèñàíû æèçíü è òâîð÷åñòâî íåñêîëüêèõ ìàòåìàòèêîâ ïîëüñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, ðà-

áîòàâøèõ â Ðîññèè â XIX âåêå

Â ñòàòüå ðå÷ü ïîéä�åò î ïÿòè ìàòåìàòèêàõ è îäíîì àñòðîíîìå, ðîäèâøèõ-
ñÿ â XIX âåêå, êîãäà áîëüøàÿ ÷àñòü Ïîëüøè â ðåçóëüòàòå å¼ III Ðàçäåëà 1795 ã.
âîøëà â ñîñòàâ Ðîññèéñêîé èìïåðèè. Î íàèáîëåå èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêàõ, ïåð-
âûõ òâîðöàõ ïîëüñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû, íàïèñàíî äîâîëüíî ìíîãî (ñì.,
íàïðèìåð, [1])1 . Â äàííîé ñòàòüå îñòàíîâèìñÿ íà ìàòåìàòèêàõ (è àñòðîíîìå)

1Èç èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ â [1] îòñóòñòâóåò ðàçâå ÷òî È. Â. Ñëåøèíñêèé (1854�1931)
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óñëîâíî ¾âòîðîãî¿ ïëàíà, ðàáîòàâøèõ â Ðîññèè, íî ñîõðàíèâøèõ ñâÿçü ñ Ïîëü-
øåé.

1. Èãíàòèé ßíóøåâñêèé (Ignacij Januszewski) ðîäèëñÿ â 1804 ã. â
Âèëüíå â ñåìüå çíàòíîãî âèëåíñêîãî øëÿõòè÷à, âëàäåëüöà ñîáñòâåííîãî äîìà
Ñåì¼íà ßíóøåâñêîãî. Â 1817 ã. Èãíàòèé ïîñòóïèë â Âèëåíñêèé óíèâåðñèòåò íà
ôèëîñîôñêèé ôàêóëüòåò. Ê 1824 ã. îí óæå áûë êàíäèäàòîì ôèëîñîôñêèõ íàóê.
Â òîì æå ãîäó ïîåõàë â Ïåòåðáóðã è ïîñòóïèë â Èíñòèòóò ïóòåé ñîîáùåíèÿ.
Ó÷èëñÿ î÷åíü õîðîøî. Íå ñëó÷àéíî, ïî îêîí÷àíèè â 1928 ã. ó÷�åáû, áûë òàì
îñòàâëåí äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ ê äîëæíîñòè ïðîôåññîðà.

È. ßíóøåâñêèé

Â 1833 ãîäó æåíèëñÿ íà Êàçèìèðå Çàáåëüñêîé èç äâîðÿíñêîãî ðîäà Çà-
áåëëî. ( Â 1848 ãîäó ó íèõ ðîäèëàñü ÷åòâ�åðòàÿ äî÷êà Åëåíà (óì. â 1896 ã.), ìàòü
Ôåëèêñà Äçåðæèíñêîãî2).

Â 1837/38 ó÷. ã. â�åë êóðñ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè â Èíñòèòóòå êîðïóñà
ãîðíûõ èíæåíåðîâ (îò 1866ã. � Ãîðíûé Èíñòèòóò).

Óìåð ïðîôåññîð È. ßíóøåâñêèé â Ïåòåðáóðãå â 1875 ã.
2. Ýðàñò ßíèøåâñêèé (Erast Janiszewski) ðîäèëñÿ â 1829 ã. â Ìîñêâå

â ñåìüå ÷èíîâíèêà Ïåòðà ßíèøåâñêîãî, ðîäèâøåãîñÿ â Ïîëüøå. Ïîñëå ïåðåâîäà
Ï. ßíèøåâñêîãî â Êàçàíü ñûí Ýðàñò ó÷èëñÿ âî 2-é êàçàíñêîé ãèìíàçèè. Ïîñëå å¼
îêîí÷àíèÿ ïîñòóïèë â Êàçàíñêèé óíèâåðñèòåò íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôà-
êóëüòåò. Îäíèì èç åãî ó÷èòåëåé áûë ïðîôåññîð Í. È. Ëîáà÷åâñêèé (1792�1856).
Â 1850 ãîäó îêîí÷èë Êàçàíñêèé óíèâåðñèòåò ñ çîëîòîé ìåäàëüþ è ñî ñòåïå-
íüþ êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Â 1854 ã. çàùèòèë ìàãèñòåðñêóþ

(Jan �Sleszy�nski), ðîäèâøèéñÿ â ñ. Ëûñÿíêà Êèåâñêîé ãóáåðíèè, ó÷èâøèéñÿ â Ðèøåëüåâñêîé
ãèìíàçèè (Îäåññà) è îêîí÷èâøèé â 1875 ã. Íîâîðîññèéñêèé óíèâåðñèòåò. Â 1880 ã. áûë (ïîñëå
ñäà÷è ìàãèñòåðñêîãî ýêçàìåíà) êîìàíäèðîâàí â Áåðëèí äëÿ ó÷åáû ó Ê. Âåéåðøòðàññà. Ïî
âîçâðàùåíèè â 1883 ã. ïðåïîäàâàë â ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ Îäåññû. Ñ 1893 ã. ïðîôåññîð óíè-
âåðñèòåòà, ñ 1908 ã. � çàñëóæåííûé ïðîôåññîð. Â 1911 ã. âûåõàë â Ïîëüøó, ãäå ïðåïîäàâàë â
ßãåëëîíñêîì óíèâåðñèòåòå (Êðàêîâ) ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó, òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è òåîðèþ
÷èñåë äî 1924 ã.

2Â íîÿáðå 1989 ã. ìíå äîâåëîñü âèäåòü, êàê ñíîñèëè ïàìÿòíèê Äçåðæèíñêîìó (1877�1926)
â Âàðøàâå. Ïîçæå íà òîì æå ìåñòå áûë óñòàíîâëåí ïàìÿòíèê ïîýòó Þëèóøó Ñëîâàöêîìó
(1809�1849). Ïàðàäîêñ â òîì, ÷òî ýòî áûë ïðåäîê Äçåðæèíñêîãî � ó Ñëîâàöêîãî ìàòåðüþ
áûëà Ñàëîìåÿ ßíóøåâñêàÿ.
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äèññåðòàöèþ è íà÷àë ÷èòàòü â óíèâåðñèòåòå ëåêöèè ïî ìàòåìàòèêå â êà÷åñòâå
àäúþíêòà.

Â 1859 ã. óíèâåðñèòåòñêàÿ òèïîãðàôèÿ èçäàëà ¾Ñôåðè÷åñêóþ òðèãîíî-
ìåòðèþ¿ ñ ïîäçàãîëîâêîì ¾Èç ëåêöèé àäúþíêòà ßíèøåâñêîãî¿. Ãîä ñïóñòÿ âû-
øëè åãî æå ¾Àëãåáðàè÷åñêèé àíàëèç¿ è ¾Òåîðèÿ ÷èñëåííûõ óðàâíåíèé¿.

Â 1861 ã. Ýðàñò Ïåòðîâè÷ óòâåðæäåí ýêñòðàîðäèíàðíûì ïðîôåññîðîì ïî
êàôåäðå ìàòåìàòèêè, à ïîñëå çàùèòû äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè(1865) � îðäèíàð-
íûì ïðîôåññîðîì.

Îäíîâðåìåííî â 1863-67 ãã. çàâåäîâàë áîòàíè÷åñêèì ñàäîì óíèâåðñèòåòà.
Â ýòîò ïåðèîä îí òåñíî ñîòðóäíè÷àåò ñ ãðóïïîé ïîëÿêîâ, ñîñëàííûõ â Êàçàíü
[3].

Â 1871 ã. Ý. Ï. ßíèøåâñêèé áûë èçáðàí ãîðîäñêèì ãîëîâîé Êàçàíè, ñîõðà-
íèâ äîëæíîñòü óíèâåðñèòåòñêîãî ïðîôåññîðà. Ïðè íåì â Êàçàíè áûëî óñòðîåíî
ãàçîâîå îñâåùåíèå, âîäîïðîâîä, êîííî-æåëåçíàÿ äîðîãà, ïî êîòîðîé ïîçæå ïî-
øëè òðàìâàè, çàìîùåí ðÿä óëèö è ïëîùàäåé. Çà âûñëóãîé ëåò â 1881 ã. áûë
óâîëåí â çâàíèè çàñëóæåííîãî ïðîôåññîðà óíèâåðñèòåòà, íî åùå 23 ãîäà ðàáî-
òàë óïðàâëÿþùèì âíà÷àëå Ïåðìñêîé, à ïîçæå Êàçàíñêîé êîíòðîëüíûõ ïàëàò. Â
ýòîò ïåðèîä îí èçäàë ðÿä õóäîæåñòâåííûõ ïðîèçâåäåíèé. Â ÷àñòíîñòè, â 1893 ã.
â òèïîãðàôèè Â. Ì. Êëþ÷íèêîâà (Êàçàíü) èì èçäàíà êíèãà ¾Èç âîñïîìèíàíèé
ñòàðîãî êàçàíñêîãî ñòóäåíòà¿.

Óìåð Ý. Ï. ßíèøåâñêèé â 1906 ã. ([4], ñ. 9�10).
Èç òð¼õ ñûíîâåé äâà: Ìèõàèë è Äìèòðèé îñòàëèñü â Ðîññèè. Ìèõàèë

(1871�1949), èçâåñòíûé ãåîëîã è ïàëåîíòîëîã, ïðîôåññîð ËÃÓ, Äìèòðèé (1875�
1944), õðàíèòåëü ìóçåÿ ïðè áîòàíè÷åñêîì êàáèíåòå Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Òðåòèé Àëåêñåé (1873�1936), ïðîôåññîð-íåâðîïàòîëîã è ïñèõèàòð, ýìèãðèðîâàë.

3. Ýðàçì Øïà÷èíñêèé (Erazm Szpaczy�nski) (ïñåâäîíèì Âàíäàëèí
Õàáäàíê) ðîäèëñÿ â 1848 ã. â ãîðîäå Êàìåíåö�Ïîäîëüñêîì â ñåìüå Êîðíåëèÿ
Øïà÷èíñêîãî, ó÷àñòíèêà ¾ÿíâàðñêîãî¿ âîññòàíèÿ 1863 ã., ñîñëàííîãî â Âÿòêó
(1863-1870). Ïî îêîí÷àíèè ãèìíàçèè â 1866 ã. íà÷àë ó÷åáó íà ôàêóëüòåòå ôèçèêè
è ìàòåìàòèêè Èìïåðàòîðñêîãî óíèâåðñèòåòà ñâ. Âëàäèìèðà (Êèåâ), êîòîðûé
îêîí÷èë â 1873 ã. Âíà÷àëå ðàáîòàë ó÷èòåëåì â ãèìíàçèè â Ëóáíàõ, à ãîä ñïóñòÿ
â ðåàëüíîì ó÷èëèùå â Êðåìåí÷óãå. Â 1880 ã. ïîäàë â îòñòàâêó è âåðíóëñÿ â Êèåâ.
Â Êèåâå ïîçíàêîìèëñÿ ñ ïðîôåññîðîì Âàñèëèåì Ïåòðîâè÷åì Åðìàêîâûì (1845-
1922), êîòîðûé â 1884 ã. íà÷àë èçäàâàòü ¾Æóðíàë ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè¿,
ñòàâ åãî ïîìîùíèêîì.

21 àâãóñòà 1886 ã âûøåë ïåðâûé íîìåð íîâîãî íàó÷íî-ïîïóëÿðíîãî æóð-
íàëà ¾Âåñòíèê îïûòíîé ôèçèêè è ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè¿, ÷üèì ãëàâíûì
ðåäàêòîðîì è èçäàòåëåì äî 1896 ã. ñòàë Ý. Øïà÷èíñêèé. Òàêîé æóðíàë ñòàë
ïåðâûì â èñòîðèè èçäàòåëüñêîãî äåëà Ðîññèè. (Ôàêòè÷åñêè îí ñòàë ïðåäøå-
ñòâåííèêîì ñîâðåìåííîãî ¾Êâàíòà¿). Â 1891 ã. Ýðàçì ïîëó÷èë ìåñòî ñòîëî-
íà÷àëüíèêà â êàíöåëÿðèè Ïîïå÷èòåëÿ Îäåññêîãî ó÷åáíîãî îêðóãà, ïåðåíåñÿ â
Îäåññó è èçäàíèå æóðíàëà. Ñ 1895 ã. ïîñòåïåííî ïåðåäàåò óïðàâëåíèå æóðíà-
ëîì Â. À. Ãåðíåòó, à ñàì, ïðåêðàòèâ ðàáîòó â êàíöåëÿðèè, íà÷èíàåò ïðåïîäàâàòü
ìàòåìàòèêó è ôèçèêó â 1-ì Îäåññêîì ðåàëüíîì ó÷èëèùå. Â 1900 ã. ïåðååçæàåò
â Ëîäçü (Ïîëüøà), ãäå ïðåïîäàåò â êîììåð÷åñêîì ó÷èëèùå. Â 1912 ã. óìèðàåò
îò âîñïàëåíèÿ ëåãêèõ [5].

4. Àíòîí Æáèêîâñêèé ðîäèëñÿ 6 ñåíòÿáðÿ 1829 ã. â ãîðîäå Ïåòðî-
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êîâ (Piotrk�ow Trybunalski) Ëþáëèíñêîé ãóáåðíèè (Öàðñòâî Ïîëüñêîå) â ñåìüå
Êñàâåðèÿ Æáèêîâñêîãî. Ïî îêîí÷àíèè ïåòðîêîâñêîé ãèìíàçèè â 1846 ã. Àíòîí
ïîñòóïèë íà âòîðîå (ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå) îòäåëåíèå ôèëîñîôñêîãî ôàêóëü-
òåòà Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà. Îäíèì èç åãî ó÷èòåëåé áûë ïðîô. Ï. Ë. ×å-
áûø�åâ (1821-1894) ([6], c. 200). Îêîí÷èâ â 1850 ã. óíèâåðñèòåò, îí ãîòîâèòñÿ
çàíÿòü äîëæíîñòü ó÷èòåëÿ ãåîäåçèè è çåìëåìåðèÿ â Âèëüíå â ìåæåâîì ó÷èëè-
ùå. Äëÿ ýòîãî, êðîìå äîïîëíèòåëüíîãî ýêçàìåíà, îí ïðîõîäèò ìåæåâóþ ïðàê-
òèêó. Ïîñëå çàêðûòèÿ Ìåæåâîãî ó÷èëèùà À. Æáèêîâñêèé ïåðåõîäèò â 1855 ã.
íà ñëóæáó â ìèíñêóþ ãèìíàçèþ ñòàðøèì ó÷èòåëåì ìàòåìàòèêè è ôèçèêè. Â
1864 ã. À. Æáèêîâñêèé ïåðåõîäèò íà ñëóæáó â Êàçàíñêèé ó÷åáíûé îêðóã, ñòàâ
ñòàðøèì ó÷èòåëåì ìàòåìàòèêè è ôèçèêè â âÿòñêîé ãèìíàçèè, à çàòåì (ñ 1866 ã.)
çàíèìàåò òó æå äîëæíîñòü â 1-é Êàçàíñêîé èìïåðàòîðñêîé ãèìíàçèè.

Óæå â 1860 ã. â Áþëëåòåíå Àêàäåìèè Íàóê (III òîì) íàïå÷àòàíà åãî çàìåò-
êà î äåëèìîñòè ÷èñåë. Ñ 1860 ã. ïî 1866 ã. â ïåðâîì â Ðîññèè ïåðèîäè÷åñêîì èçäà-
íèè ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîôèëÿ ¾Âåñòíèêå Ìàòåìàòè÷åñêèõ Íàóê¿, èç-
äàâàåìûõ àñòðîíîìîì Ìàòâååì Ìàòâååâè÷åì Ãóñåâûì (1826�1866), îí ïå÷àòàåò
8 ñòàòåé, â îñíîâíîì, ïî òåîðèè ÷èñåë. Â 1867 ã. â Ó÷åíûõ Çàïèñêàõ Êàçàíñêîãî
óíèâåðñèòåòà (ñòð. 212-276) îí ïå÷àòàåò äèññåðòàöèþ ¾Îá Ýéëåðîâûõ èíòåãðà-
ëàõ¿, çà êîòîðóþ îí áûë óäîñòîåí Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèì óíèâåðñèòåòîì ñòåïåíè
ìàãèñòðà. Ñ 1 ìàÿ 1868 ã. À. Æáèêîâñêèé áûë óòâåðæä�åí ïðèâàò-äîöåíòîì ïî
êàôåäðå ÷èñòîé ìàòåìàòèêè. 26 îêòÿáðÿ 1871 ã. Àíòîí Êñàâåðèåâè÷ ïîëó÷èë îò
Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà ñòåïåíü äîêòîðà ÷èñòîé ìàòåìàòèêè ïî çàùèòå äèñ-
ñåðòàöèè ¾Î íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ ôîðìóëû Ýéëåðà è Ñòèðëèíãà ê òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé¿. Ðàáîòàÿ â Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå, À. Æáèêîâñêèé íå ïðåðû-
âàë äî ñàìîé ñìåðòè ïðåïîäàâàíèÿ â 1-é êàçàíñêîé ãèìíàçèè, è â 1876 ã. áûë
óäîñòîåí çâàíèÿ ¾Çàñëóæåííîãî ïðåïîäàâàòåëÿ¿. Ñêîí÷àëñÿ À. Ê. Æáèêîâñêèé
17 ìàðòà 1900 ãîäà ([4], c. 349-351).

5. Áëàæååâñêèé Ðîìóàëüä (B la�zejewski Romuald) ðîäèëñÿ 26 ìàÿ
1839 ã. â ãóáåðíñêîì ãîðîäå Ãðîäíî â ñåìüå íàñëåäíèêà ñòàðèííîãî øëÿõåòñêîãî
ðîäà Îñèïà (J�ozefà) Áëàæååâñêîãî. Ïî îêîí÷àíèè â 1855 ã. ìåñòíîé ãèìíàçèè ïî-
ñòóïèë íà ìåäèöèíñêèé ôàêóëüòåò ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, íî óæå ñî âòîðîãî
êóðñà ïåðåø�åë íà ïåðâûé êóðñ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Â 1860 ã.,
îêîí÷èâ ó÷åáó êàíäèäàòîì ôèç.-ìàò. íàóê, ïî ðåêîìåíäàöèè ïðîô. Í. Ä. Áðàø-
ìàíà ïîñëàí â Ïàðèæ, ãäå ñïåöèàëüíî çàíèìàëñÿ ãåîìåòðèåé ó ïðîô. Ìèøåëÿ
Øàëÿ (Michel Shasles: 1793�1880). Òàì æå â Ïàðèæå çàùèòèë äèññåðòàöèþ è
ñòàë ïðåïîäàâàòü. Â 1864 ã. â Ìîñêâå âûøëà åãî ìîíîãðàôèÿ ¾Îá ýëëèïòè÷å-
ñêèõ èíòåãðàëàõ 3-ãî âèäà¿. Â 1869 ã. Ð. Áëàæååâñêèé âåðíóëñÿ â Ìîñêâó è â
çâàíèè ïðèâàò-äîöåíòà ñòàë ÷èòàòü â óíèâåðñèòåòå êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè. Â 1870 ã. Ðîìóàëüä Îñèïîâè÷ áûë ïðèãëàøåí â ãèìíàçèþ âî Âëîöëàâåê,
óåçäíûé ãîðîäîê íà Âèñëå Âàðøàâñêîé ãóáåðíèè, îäèí èç äðåâíåéøèõ ïîëüñêèõ
ãîðîäîâ. Â 1873 ã. â Âàðøàâå Ðîìóàëüä ïóáëèêóåò êíèãó ¾Î ñîâðåìåííîì ñî-
ñòîÿíèè âûñøåé îïòèêè¿. Ê ñîæàëåíèþ, áîëåçíü æåíû è ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå
çäîðîâüÿ íå ïîçâîëèëè ïðîäîëæàòü ïðåïîäàâàíèå âî Âëîöëàâêå. Ðîìóàëüä Îñè-
ïîâè÷ âûøåë â îòñòàâêó ïîñëå äâóõ ëåò ïðåïîäàâàíèÿ, ïîñåëèâøèñü ïî ìåñòó
ðîæäåíèÿ æåíû â Óôå.

Â 1888 ã. îí ïåðåñåëèëñÿ â Êàçàíü, ãäå ñ îêòÿáðÿ òîãî æå ãîäà ñòàë ïðèâàò-
äîöåíòîì ìåñòíîãî óíèâåðñèòåòà, îïóáëèêîâàâ âî Ôðàíöèè â æóðíàëå �Nouvelles
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annales des mathematiques� (1894-1895) äâå ñòàòüè ïî ãåîìåòðèè è òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé. Óìåð Ð. Î. Áëàæååâñêèé â 1916 ãîäó è ïîõîðîíåí â Êàçàíè ([4], c. 261).

6. Êîâàëüñêèé Ìàðèàí (Kowalski Marian) ðîäèëñÿ 3(15) îêòÿáðÿ
1821 ã. â ãîðîäêå Äîáðæèí Ïëîöêîé ãóáåðíèè íà ð. Äðåâåíöå, ïðèòîêå Âèñëû,
â ñåìüå ÷èíîâíèêà èç øëÿõòè÷åé Öàðñòâà Ïîëüñêîãî Àëüáåðòà Êîâàëüñêîãî.
Â 1832 ã. îí ïîñòóïèë â ãóáåðíñêóþ ïëîöêóþ ãèìíàçèþ, êîòîðóþ ñ óñïåõîì
îêîí÷èë â 1840 ã. Íå ïîïàâ â Èíñòèòóò èíæåíåðîâ ïóòåé ñîîáùåíèÿ, Ìàðèàí â
àâãóñòå 1841 ã. ïîñòóïàåò â Ïåòåðáóðãñêèé óíèâåðñèòåò íà 2-å îòäåëåíèå ôèëî-
ñîôñêîãî ôàêóëüòåòà, ðàçðÿäà ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Â 1844 ã. çà ðàññóæäåíèå
íà òåìó ¾Èññëåäîâàíèå îáùèõ ñâîéñòâ äâèæåíèÿ ñèñòåìû òåë¿ Ìàðèàí ïîëó-
÷àåò çîëîòóþ ìåäàëü, à ãîä ñïóñòÿ îêàí÷èâàåò êóðñ ñî ñòåïåíüþ êàíäèäàòà.

Ïðîâåäÿ âåñü 1846 ã. â Ïóëêîâñêîé îáñåðâàòîðèè è ñäàâ ìàãèñòåðñêèé
ýêçàìåí, Ìàðèàí â ìàðòå 1847 ã. çà ñî÷èíåíèå ¾Î âîçìóùåíèÿõ â äâèæåíèè êî-
ìåò¿ ïîëó÷àåò ñòåïåíü ìàãèñòðà àñòðîíîìèè. Ñ ÿíâàðÿ 1847 ã. Ì. Êîâàëüñêèé
áûë ïðèêîìàíäèðîâàí íà äâà ãîäà ê ýêñïåäèöèè Èìïåðàòîðñêîãî Ðóññêîãî Ãåî-
ãðàôè÷åñêîãî Îáùåñòâà íà ñåâåðíûé Óðàë äëÿ ïðîâåäåíèÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ
è ãåîäåçè÷åñêèõ ðàáîò îò Áîãîñëîâñêà (íûíå Êàðïèíñê) äî áåðåãà Ëåäîâèòîãî
îêåàíà. Ðåçóëüòàòû ñâîèõ óðàëüñêèõ íàáëþäåíèé Ì. Êîâàëüñêèé îïóáëèêîâàë
â 1853 ã. â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå â ñî÷èíåíèè ¾Ñåâåðíûé Óðàë è áåðåãîâîé õðåáåò
Ïàé-Õîé¿.

Â àâãóñòå 1850 ã. ïî ðåêîìåíäàöèè àêàäåìèêà Â. ß. Ñòðóâå (1793�1864)
Ìàðèàí Àëüáåðòîâè÷ ïîëó÷èë íàçíà÷åíèå â Êàçàíñêèé óíèâåðñèòåò àäúþíêòîì
ïî êàôåäðå àñòðîíîìèè. Â 1851 ã. âìåñòå ñ ïðîôåññîðîì êàçàíñêîãî óíèâåðñè-
òåòà À. Ô. Ïîïîâûì (1815�1879) è êàíäèäàòîì Ì. Ì. Ãóñåâûì îí ó÷àñòâîâàë â
íàáëþäåíèè ïîëíîãî ñîëíå÷íîãî çàòìåíèÿ (16(28) èþëÿ) â Áåðäÿíñêå.

Ñäàâ â ôåâðàëå è ìàðòå 1852 ã. äîêòîðñêèé ýêçàìåí, â èþíå òîãî æå ãîäà
Ì. Êîâàëüñêèé ïîëó÷èë ñòåïåíü äîêòîðà ìàòåìàòèêè è àñòðîíîìèè çà äèññåð-
òàöèþ ¾Òåîðèÿ äâèæåíèÿ Íåïòóíà¿. Çà ýòó æå ðàáîòó âìåñòå ñ ñî÷èíåíèåì
¾Ñåâåðíûé Óðàë¿ â àïðåëå 1854 ã. Ìàðèàí ïîëó÷àåò Äåìèäîâñêóþ ïðåìèþ âòî-
ðîé ñòåïåíè. Â äåêàáðå òîãî æå ãîäà åãî óòâåðæäàþò îðäèíàðíûì ïðîôåññîðîì.
Â ÿíâàðå 1855 ã. Ì. Êîâàëüñêèé áûë íàçíà÷åí çàâåäóþùèì îáñåðâàòîðèåé Êà-
çàíñêîãî óíèâåðñèòåòà [3]. Â òå÷åíèå 1860/61 ó÷. ãîäà Ì. Êîâàëüñêèé ïîáûâàë
â Ãåðìàíèè, ïî äîðîãå íàâåñòèâ ìåñòà ñâîåãî äåòñòâà íà Âèñëå è ïðèîáðåòÿ â
Ãåðìàíèè íåêîòîðûå àñòðîíîìè÷åñêèå èíñòðóìåíòû. 13 ôåâðàëÿ 1863 ã. Àêàäå-
ìèÿ Íàóê èçáðàëà Ì. Êîâàëüñêîãî ñâîèì ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì. Çà íàó÷íûå
çàñëóãè èçáðàí ÷ëåíîì Àñòðîíîìè÷åñêîãî îáùåñòâà â Ëîíäîíå è â Áåðëèíå. Èç-
áèðàëñÿ îí òðèæäû è äåêàíîì ôàêóëüòåòà. Ñ îêòÿáðÿ 1875 ã. Ìàðèàí Àëüáåðòî-
âè÷ ïîëó÷èë çâàíèå çàñëóæåííîãî ïðîôåññîðà. Ñ 1869 ã. Ìàðèàí Àëüáåðòîâè÷
íà÷àë îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ çâåçä ìåæäó 75�80 ãðàäóñàìè ñåâåðíîãî ñêëîíå-
íèÿ. Èì áûëè îïðåäåëåíû 4281 çâåçä Êàçàíñêîãî êàòàëîãà, èçäàííîãî â 1898 ã.
óæå ïîñëå åãî ñìåðòè 25 àïðåëÿ 1879 ãîäà. ([4], c. 358�365).
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Yakubson M. Ya. Mathematicians and Nobel Prize Several biographies of

Mathematicians awarded by Nobel Prize for economics are presented.

Ïðèâåäåíû áèîãðàôèè íåêîòîðûõ ìàòåìàòèêîâ � ëàóðåàòîâ Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî

ýêîíîìèêå.

Àëüôðåä Íîáåëü (1833-1896).

Àëüôðåä Íîáåëü ðîäèëñÿ â Ñòîêãîëüìå 21 îêòÿáðÿ 1833 ãîäà. Äåëà åãî
îòöà Ýììàíóèëà Íîáåëÿ, èíæåíåðà è èçîáðåòàòåëÿ, âØâåöèè øëè ïëîõî. Ñåìüÿ
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áåäñòâîâàëà, äåòè òîðãîâàëè ñïè÷êàìè íà óëèöå. Àëüôðåä õîäèë â øêîëó òîëüêî
ïîëòîðà ãîäà, â âîçðàñòå 8-9 ëåò. Â 1837 ãîäó îòåö ïåðååõàë â Ïåòåðáóðã. Çäåñü
îí îñíîâàë ëèòåéíûé è ìåõàíè÷åñêèé çàâîä, âûïóñêàþùèé êàê âîåííóþ, òàê è
ãðàæäàíñêóþ ïðîäóêöèþ. Â 1842 ãîäó æåíà Ýììàíóèëà Íîáåëÿ ñ ñûíîâüÿìè
òàêæå ïðèåõàëà â Ïåòåðáóðã. Àëüôðåä ïîëó÷èë õîðîøåå äîìàøíåå îáðàçîâàíèå,
ñðåäè åãî ó÷èòåëåé áûë çíàìåíèòûé ðóññêèé õèìèê Í. Í. Çèíèí.

Â 1850 ãîäó Àëüôðåä îòïðàâèëñÿ â ïóòåøåñòâèå ïî Åâðîïå è Àìåðèêå. Â
Ïàðèæå îí ðàáîòàë â ëàáîðàòîðèè èçâåñòíîãî õèìèêà Òåîôèëÿ Æþëÿ Ïåëóçà,
êîòîðûé â 1836 ãîäó óñòàíîâèë ñîñòàâ ãëèöåðèíà. Â ëàáîðàòîðèè Ïåëóçà ñ 1840
ïî 1843 ã. ðàáîòàë Àñêàíèî Ñîáðåðî, êîòîðûé âïåðâûå ïîëó÷èë íèòðîãëèöåðèí.
Ìíîãèå õèìèêè â ýòî âðåìÿ ïûòàëèñü ñäåëàòü èç íèòðîãëèöåðèíà ïðîìûøëåí-
íóþ âçðûâ÷àòêó. Â 1863�65 ãã. Àëüôðåä Íîáåëü èçîáð¼ë è óñîâåðøåíñòâîâàë
äåòîíàòîð èç ãðåìó÷åé ðòóòè. Íî ïðîáëåìîé îñòàâàëàñü íåñòàáèëüíîñòü íèòðî-
ãëèöåðèíà, ïðèâîäèâøàÿ ê áîëüøîìó êîëè÷åñòâó íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Â 1864
ãîäó ïðè âçðûâå íèòðîãëèöåðèíà ïîãèáëè 5 ÷åëîâåê, â òîì ÷èñëå ìëàäøèé áðàò
Àëüôðåäà Ýìèëü. Àëüôðåä Íîáåëü ñòàë èñêàòü âåùåñòâî, êîòîðîå ìîæíî ñìå-
øàòü ñ íèòðîãëèöåðèíîì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èâøàÿñÿ ñìåñü íå äåòîíèðîâàëà
ñàìîïðîèçâîëüíî. Îí ïåðåáèðàë ðàçëè÷íûå çàìåäëèòåëè, è îñòàíîâèëñÿ íà êè-
çåëüãóðå � ïîðèñòîé îñàäî÷íîé ïîðîäå. Ñìåñü íèòðîãëèöåðèíà ñ êèçåëüãóðîì
Íîáåëü çàïàòåíòîâàë ïîä íàçâàíèåì ¾äèíàìèò¿. Ïîçæå îí ñîçäàë åù¼ íåñêîëü-
êî ìîùíûõ âçðûâ÷àòîê � ¾ãðåìó÷èé ñòóäåíü¿, áåçäûìíûé ïîðîõ ¾áàëëèñòèò¿.
Äèíàìèò ñòàë àêòèâíî ïðèìåíÿòüñÿ â ñòðîèòåëüñòâå è â ãîðíîì äåëå, è, íåçà-
âèñèìî îò æåëàíèÿ àâòîðà, â âîåííîì äåëå.

Íîáåëü áûë óáåæä¼ííûì ïðîòèâíèêîì âîéí, åãî ìå÷òîé áûë ìåæäóíà-
ðîäíûé àðáèòðàæ, â êîòîðîì ãîñóäàðñòâà ìîãëè áû ðàçðåøàòü ñâîè ñïîðû. Äè-
íàìèò îí ñ÷èòàë ¾îðóæèåì Ñòðàøíîãî Ñóäà¿, íàñòîëüêî ìîùíûì, ÷òî åãî íà-
ëè÷èå ó îáîèõ ïðîòèâíèêîâ ñäåëàåò åãî áîåâîå ïðèìåíåíèå íåâîçìîæíûì. Óâû,
îí îøèáàëñÿ.

Íîáåëü íèêîãäà íå áûë æåíàò è íå èìåë ïðÿìûõ íàñëåäíèêîâ. 14 ìàð-
òà 1893 ãîäà Àëüôðåä Íîáåëü ïîäïèñàë çàâåùàíèå. Ñâî¼ îãðîìíîå ñîñòîÿíèå
îí ðåøèë îñòàâèòü ¾äëÿ îáðàçîâàíèÿ ôîíäà, äîõîäû îò êîòîðîãî áóäóò åæå-
ãîäíî ðàñïðåäåëÿòüñÿ Àêàäåìèåé â íàãðàäó çà íàèáîëåå âàæíûå è ñàìîáûò-
íûå îòêðûòèÿ èëè èíòåëëåêòóàëüíûå äîñòèæåíèÿ â øèðîêîé ñôåðå çíàíèé è
ïðîãðåññà . . . ß áû æåëàë, õîòÿ è íå ñòàâëþ ýòî íåïðåìåííûì óñëîâèåì, ÷òî-
áû îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü òåì, êòî ïðåóñïåë ñëîâîì èëè äåëîì â áîðüáå
ñî ñïåöèôè÷åñêèìè ïðåäðàññóäêàìè, êîòîðûå äî ñèõ ïîð áûòóþò ñðåäè íàðî-
äîâ è ïðàâèòåëüñòâ è ïðåïÿòñòâóþò ñîçäàíèþ åâðîïåéñêîãî ìèðíîãî òðèáóíàëà.
Ìîå íåïðåìåííîå æåëàíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåìèè ïðèñóæäàëèñü íàèáî-
ëåå äîñòîéíîìó êàíäèäàòó âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè îí øâåäîì èëè
èíîñòðàíöåì, ìóæ÷èíîé èëè æåíùèíîé¿ [1].

Ñëåäóþùåå çàâåùàíèå îò 27 íîÿáðÿ 1895 ãîäà êîíêðåòèçèðóåò ðàñïðåäå-
ëåíèå ïðîöåíòîâ îò êàïèòàëà Íîáåëÿ. ¾Óêàçàííûå ïðîöåíòû íåîáõîäèìî ðàçäå-
ëèòü íà ïÿòü ðàâíûõ ÷àñòåé, êîòîðûå ïðåäíàçíà÷àþòñÿ: îäíà ÷àñòü � òîìó, êòî
ñäåëàåò íàèáîëåå âàæíîå îòêðûòèå èëè èçîáðåòåíèå â îáëàñòè ôèçèêè; äðóãàÿ
� òîìó, êòî ñäåëàåò íàèáîëåå âàæíîå îòêðûòèå èëè óñîâåðøåíñòâîâàíèå â îá-
ëàñòè õèìèè; òðåòüÿ � òîìó, êòî ñäåëàåò íàèáîëåå âàæíîå îòêðûòèå â îáëàñòè
ôèçèîëîãèè èëè ìåäèöèíû; ÷åòâ¼ðòàÿ � òîìó, êòî ñîçäàñò íàèáîëåå âûäàþùå-
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åñÿ ëèòåðàòóðíîå ïðîèçâåäåíèå èäåàëèñòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ; ïÿòàÿ � òîìó,
êòî âí¼ñ íàèáîëåå ñóùåñòâåííûé âêëàä â ñïëî÷åíèå íàöèé, óíè÷òîæåíèå ðàá-
ñòâà èëè ñíèæåíèå ÷èñëåííîñòè ñóùåñòâóþùèõ àðìèé è ñîäåéñòâèå ïðîâåäåíèþ
ìèðíûõ êîíãðåññîâ. . . ¿ [2]

Íàì, êîíå÷íî, èíòåðåñíî, ïî÷åìó â ýòîì ñïèñêå íåò ìàòåìàòèêè, ïðè-
òîì ÷òî â ïåðâîíà÷àëüíîì ïðîåêòå çàâåùàíèÿ ìàòåìàòèêà ïðèñóòñòâîâàëà. Åñòü
ìíîæåñòâî ëåãåíä íà ýòó òåìó, êàñàþùèõñÿ ññîð Íîáåëÿ ñ ñîâðåìåííûìè åìó
øâåäñêèìè ìàòåìàòèêàìè. Â ÷àñòíîñòè, ïîïóëÿðíà âåðñèÿ, ÷òî çíàìåíèòûé ìà-
òåìàòèê Ìèòòàã-Ëåôôëåð îòáèë ó Àëüôðåäà íåâåñòó. Ýòè ëåãåíäû íè÷åì íå
ïîäòâåðæäåíû, îäíàêî æåíùèíà äåéñòâèòåëüíî ïîâëèÿëà íà Íîáåëÿ â ýòîì âî-
ïðîñå. Â 1876 ãîäó îí ïîçíàêîìèëñÿ ñ àâñòðèéñêîé áàðîíåññîé Áåðòîé Êèíñêè,
ñ êîòîðîé îí ïîòîì ïåðåïèñûâàëñÿ âñþ æèçíü. Áåðòà áûëà óáåæä¼ííîé ïàöè-
ôèñòêîé, è âêëþ÷åíèå â ÷èñëî Íîáåëåâñêèõ ïðåìèé ïðåìèè ìèðà ïðèïèñûâà-
åòñÿ å¼ âëèÿíèþ. Îäíàêî ïðè÷èíîé èñêëþ÷åíèÿ èç ñïèñêà èìåííî ìàòåìàòè-
êè, ñêîðåå âñåãî, áûë ñîáñòâåííûé îïûò Íîáåëÿ, èíæåíåðà-ïðàêòèêà è õèìèêà-
ýêñïåðèìåíòàòîðà. Òîãäàøíèå õèìèêè (â îòëè÷èå îò ôèçèêîâ), âåðîÿòíî, íå îñî-
áåííî íóæäàëèñü â çíàíèè ñîâðåìåííîé èì ìàòåìàòèêè.

Âïîñëåäñòâèè äåëàëèñü íåîäíîêðàòíûå ïîïûòêè äîïîëíèòü ñïèñîê Íîáå-
ëåâñêèõ ïðåìèé, íàïðèìåð, ìàòåìàòèêè ñ 2002 ãîäà (200-ëåòèÿ Íèëüñà Õåíðèêà
Àáåëÿ) ïîëó÷àþò Àáåëåâñêóþ ïðåìèþ, êîòîðóþ ñ÷èòàþò àíàëîãîì Íîáåëåâñêîé
ïðåìèè äëÿ ìàòåìàòèêîâ. Îäíàêî òîëüêî îäíà èç íîâûõ ïðåìèé áûëà ïðèçíàíà
Íîáåëåâñêèì êîìèòåòîì, ïðèñóæäàåòñÿ òîé æå Øâåäñêîé Êîðîëåâñêîé àêàäå-
ìèåé íàóê, ÷òî è ïðåñòèæíûå Íîáåëåâñêèå ïðåìèè ïî ôèçèêå è õèìèè, íàêî-
íåö, âðó÷àåòñÿ øâåäñêèì êîðîë¼ì 10 äåêàáðÿ â ãîäîâùèíó ñìåðòè Àëüôðåäà
Íîáåëÿ. Ýòî ó÷ðåæä¼ííàÿ â 1969 ã. Ïðåìèÿ Øâåäñêîãî íàöèîíàëüíîãî áàíêà
ïî ýêîíîìè÷åñêèì íàóêàì ïàìÿòè Àëüôðåäà Íîáåëÿ, íåîôèöèàëüíî íàçûâàå-
ìàÿ Íîáåëåâñêîé ïðåìèåé ïî ýêîíîìèêå. Èìåííî ýòîé ïðåìèåé çà 50 ëåò å¼ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ áûëî íàãðàæäåíî íåñêîëüêî ìàòåìàòèêîâ, ðàáîòàâøèõ â îáëàñòè
ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè è îñîáåííî òåîðèè èãð.

Ïåðå÷èñëèì èõ.

Ãîä Ëàóðåàòû, ñòðàíà Îáîñíîâàíèå íàãðàäû
1971 Êåííåò Ýððîó, ÑØÀ Çà íîâàòîðñêèé âêëàä â òåîðèþ

îáùåãî ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíî-
âåñèÿ è òåîðèþ áëàãîñîñòîÿíèÿ

1975 Ëåîíèä Êàíòîðîâè÷, ÑÑÑÐ Çà âêëàä â òåîðèþ îïòèìàëüíî-
Òüÿëëèíã Êóïìàíñ, ÑØÀ ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ

1994 Äæîí Õàðñàíüè, ÑØÀ Çà àíàëèç ðàâíîâåñèÿ â òåîðèè
Äæîí Íýø, ÑØÀ íåêîîïåðàòèâíûõ èãð
Ðàéíõàðä Çåëüòåí, Ãåðìàíèÿ

2005 Ðîáåðò Àóìàí, Èçðàèëü Çà óãëóáëåíèå íàøåãî ïîíèìà-
íèÿ ñóòè êîíôëèêòà

Òîìàñ Øåëëèíã, ÑØÀ è ñîòðóäíè÷åñòâà ïóò¼ì àíàëè-
çà òåîðèè èãð

2012 Ëëîéä Øåïëè, ÑØÀ Çà òåîðèþ ñòàáèëüíîãî ðàñïðå-
Ýëâèí Ðîò, ÑØÀ äåëåíèÿ è ïðàêòèêè óñòðîéñòâà

ðûíêîâ
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Êåííåò Ýððîó (1921-2017).

Êåííåò Ýððîó ðîäèëñÿ â Íüþ-Éîðêå â åâðåéñêîé ñåìüå, åãî ðîäèòåëè ýìè-
ãðèðîâàëè â ÑØÀ èç Ðóìûíèè. Â 1940 ãîäó ïîëó÷èë ñòåïåíü áàêàëàâðà, à â
1941 � ìàãèñòðà ïî ìàòåìàòèêå. Ñ 1942 ïî 1946 ãîäà áûë îôèöåðîì ìåòåîñëóæ-
áû ÂÂÑ ÑØÀ. Óâîëèëñÿ â çâàíèè êàïèòàíà, ïåðâóþ íàó÷íóþ ðàáîòó íàïèñàë
ïî ìåòåîðîëîãèè. Â àñïèðàíòóðó Ýððîó ïîñòóïèë óæå ïî ýêîíîìèêå, ìíîãî ëåò
ðàáîòàë êàê ïðîôåññîð ýêîíîìèêè è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé â Ñòýíôîðäñêîì è
Ãàðâàðäñêîì óíèâåðñèòåòàõ.

Â 1951 Ýððîó îïóáëèêîâàë êíèãó ¾Îáùåñòâåííûé âûáîð è èíäèâèäóàëü-
íûå öåííîñòè¿ [3]. Â ýòîé êíèãå, â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåíà çíàìåíèòàÿ òåîðåìà
Ýððîó î äèêòàòîðå. Îí ñôîðìóëèðîâàë ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ åñòåñòâåííûõ àêñè-
îì, îïèñûâàþùèõ ïðîöåäóðó ãîëîñîâàíèÿ. Ïóñòü N > 2 èçáèðàòåëåé äîëæíû
âûáðàòü îäíó èç n > 3 àëüòåðíàòèâ. Ïóñòü ñèñòåìà ãîëîñîâàíèÿ îáëàäàåò ñëå-
äóþùèìè 4 ñâîéñòâàìè:

1. íåçàâèñèìîñòü îò ïîñòîðîííèõ àëüòåðíàòèâ: åñëè ïðîôèëü ãîëîñîâàíèÿ
èçìåíèòñÿ òàê, ÷òî àëüòåðíàòèâû x è y äëÿ âñåõ N èçáèðàòåëåé îñòàíóòñÿ
â òîì æå ïîðÿäêå, òî íå èçìåíèòñÿ èõ ïîðÿäîê è â îêîí÷àòåëüíîì ðåçóëü-
òàòå;

2. ìîíîòîííîñòü: åñëè äëÿ âñåõ N èçáèðàòåëåé íåêîòîðàÿ àëüòåðíàòèâà x
îñòàíåòñÿ íà ìåñòå èëè ïîäíèìåòñÿ âûøå, à ïîðÿäîê îñòàëüíûõ íå èçìå-
íèòñÿ, â îáùåì ñïèñêå x äîëæåí îñòàòüñÿ íà ìåñòå èëè ïîäíÿòüñÿ;

3. åäèíîäóøèå: åñëè ó êàæäîãî èçáèðàòåëÿ àëüòåðíàòèâà x â ñïèñêå ñòîèò
âûøå y, ýòî æå äîëæíî áûòü è â îêîí÷àòåëüíîì ðåçóëüòàòå;

4. ëèíåéíàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü: äëÿ ëþáîãî ïðîôèëÿ ãîëîñîâàíèÿ ñóùåñòâóåò
ðåçóëüòàò � óïîðÿäî÷åííûé ñïèñîê èç n àëüòåðíàòèâ.

Ýððîó äîêàçàë ãðóñòíûé, íî æèçíåííûé ðåçóëüòàò: èç ýòèõ ÷åòûðåõ àê-
ñèîì ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ äèêòàòîðà. Â ýêîíîìèêå èç ðåçóëü-
òàòîâ Ýððîó ñëåäóåò, ÷òî îáùåñòâî íå ìîæåò äîãîâîðèòüñÿ îá ýêîíîìè÷åñêèõ
ïðèîðèòåòàõ.

Èçâåñòíà òàêæå ìîäåëü îáùåãî ðàâíîâåñèÿ Ýððîó-Äåáð¼, èçëîæåííàÿ â
1954 ãîäó â ñîâìåñòíîé ñòàòüå ¾Ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ êîíêóðåíòíîé
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ýêîíîìèêè¿. Àâòîðû äîêàçûâàþò ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñíîãî âåêòîðà öåí è
ðàñïðåäåëåíèÿ áëàã ïðè óñëîâèè ñâîáîäíîãî îáìåíà ëþáîãî áëàãà íà ëþáîå.
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òåîðåìå Êàêóòàíè î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ ìíî-
ãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé [4]. Èìåííî çà íîâàòîðñêèé âêëàä â òåîðèþ îáùåãî
ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ è òåîðèþ áëàãîñîñòîÿíèÿ Êåííåò Ýððîó ïîëó÷èë
Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ ïî ýêîíîìèêå 1971 ã.

Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ Êàíòîðîâè÷ (1912-1986).

Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ Êàíòîðîâè÷ ðîäèëñÿ â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå â ñåìüå âðà-
÷åé. Åãî ðîäèòåëè ïðèåõàëè â ñòîëèöó èç Âèëüíî. Ëåîíèä áûë âóíäåðêèíäîì �
îí ïîñòóïèë â Ëåíèíãðàäñêèé óíèâåðñèòåò â 1926 ãîäó â âîçðàñòå 14 ëåò. Â 1934
ãîäó ñòàë ïðîôåññîðîì ËÃÓ, â 1935 ïîëó÷èë äîêòîðñêóþ ñòåïåíü áåç çàùèòû
äèññåðòàöèè.

Â ìàòåìàòèêå Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ áûë ó÷åíèêîì Ã. Ì. Ôèõòåíãîëüöà è
Â. È. Ñìèðíîâà. Â ñåðåäèíå 30-õ ãîäîâ îí íà÷àë èçó÷åíèå â ðàìêàõ ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà íîâîãî äëÿ òîãî âðåìåíè êëàññà ïðîñòðàíñòâ, íàçâàííûõ èì
ëèíåéíûìè ïîëóóïîðÿäî÷åííûìè. Åñëè â êëàññè÷åñêîé òåîðèè íîðìèðî-
âàííûõ ïðîñòðàíñòâ îñíîâíûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ íîðìà, îáîáùàþùàÿ ïîíÿ-
òèå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû âåùåñòâåííîãî ÷èñëà, òî â òåîðèè Êàíòîðîâè÷à èçó-
÷àåòñÿ óïîðÿäî÷åííîñòü, â ÷àñòíîñòè, ñâÿçü ïîðÿäêà è íîðìû. Âïîñëåäñòâèè
òåîðèþ ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ ðàçðàáàòûâàëè ó÷åíèêè Êàíòîðîâè-
÷à Á. Ç. Âóëèõ è À. Ã. Ïèíñêåð è èõ ó÷åíèêè, â ÷àñòíîñòè À. È. Âåêñëåð è
À. Â. Êîëäóíîâ.

Ñ 1939 ã. Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ çàâåäîâàë êàôåäðîé â Âîåííî�èíæåíåðíîì
òåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå (íûíå èì. ãåíåðàëà Õðóë¼âà), âî âðåìÿ âîéíû ðàáî-
òàë íàä îáîðîííîé òåìàòèêîé. Â 1948 ãîäó âåðíóëñÿ â Ëåíèíãðàä â ÷èíå ïîäïîë-
êîâíèêà. Ïðèíèìàë ó÷àñòèå â ðàáîòàõ ïî àòîìíîìó ïðîåêòó, â 1949 ãîäó ñòàë
ëàóðåàòîì Ñòàëèíñêîé ïðåìèè ¾çà ðàáîòû ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó¿.

Ïåðåéäåì ê ýêîíîìè÷åñêèì ðàáîòàì Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à. Êàê îí ïèøåò
â [5], ïåðâûé ðàç îí ðàáîòàë â êà÷åñòâå ýêîíîìèñòà â 1929 ãîäó â Òàøêåíòå
íà ïðàêòèêå ïîñëå òðåòüåãî êóðñà, ïðè÷¼ì åãî ðóêîâîäèòåëåì îêàçàëàñü Ìàðèÿ
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Ñïèðèäîíîâà, áûâøèé ëèäåð ïàðòèè ëåâûõ ýñåðîâ. Ýòîò ýïèçîä áûë, êîíå÷íî
ñëó÷àéíîñòüþ. Îäíàêî â êîíöå 30-õ ãîäîâ, â îáñòàíîâêå ïðèáëèæàþùåéñÿ âîé-
íû, Êàíòîðîâè÷ õîòåë çàíèìàòüñÿ áîëåå ïðàêòè÷åñêèìè âîïðîñàìè, ÷åì ÷èñòàÿ
ìàòåìàòèêà. Îí çàèíòåðåñîâàëñÿ âîïðîñàìè ýêîíîìèêè, ïîíèìàÿ èõ âàæíîñòü
äëÿ ñòðàíû.

Íà êîíñóëüòàöèþ ê Êàíòîðîâè÷ó â Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè
ËÃÓ, ãäå îí çàâåäîâàë îòäåëîì, ïðèøëà ãðóïïà èíæåíåðîâ ôàíåðíîãî òðåñòà ñ
çàäà÷åé î íàèëó÷øåì ðàñïðåäåëåíèè ñûðüÿ ìåæäó ñòàíêàìè. Ðàçìûøëåíèÿ îá
ýòîé çàäà÷å ïðèâåëî Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à ê ïîíÿòèþ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ è ðàçðàáîòêå ìåòîäà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ïî ñóòè, ðàâíîñèëü-
íîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäó, ïîçæå ðàçðàáîòàííîìó â ÑØÀ Äæ. Äàíöèãîì. Èíòåðåñ-
íî, ÷òî ïåðâûé äîêëàä íà ýòó òåìó áûë ñäåëàí â 1938 ã. íà Îêòÿáðüñêîé íàó÷íîé
ñåññèè Ãåðöåíîâñêîãî èíñòèòóòà [5]. Â 1939 ãîäó íîâûå ìåòîäû áûëè èçëîæåíû
â êíèãå ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû îðãàíèçàöèè è ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà¿.
Èäåè Êàíòîðîâè÷à êðèòèêîâàëèñü ñîâåòñêèìè ýêîíîìèñòàìè è ïàðòèéíûìè îð-
ãàíàìè êàê ¾àíòèìàðêñèñòñêèå¿, îäíàêî â 50-å ãîäû îíè ïîëó÷èëè ïðèçíàíèå. Â
1958 ãîäó îí èçáðàí ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì ÀÍ ÑÑÑÐ ïî îòäåëåíèþ ýêîíîìè-
êè, ñ 1964 ãîäà àêàäåìèê (ìàòåìàòèêà). Â 1975 ãîäó ñòàë ëàóðåàòîì Íîáåëåâñêîé
ïðåìèè ïî ýêîíîìèêå (ñîâìåñòíî ñ Òüÿëëèíãîì Êóïìàíñîì) ¾çà âêëàä â òåîðèþ
îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ¿.

C 1960 ïî 1971 ãîä Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ æèë â Íîâîñèáèðñêå, áûë îäíèì
èç ñîçäàòåëåé Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñ 1971 ãîäà æèë è ðàáîòàë â
Ìîñêâå, óìåð 7 àïðåëÿ 1986 ãîäà, ïîõîðîíåí íà Íîâîäåâè÷üåì êëàäáèùå.

Äæîí Ôîðáñ Íýø (1928-2015).

Äæîí Íýø ðîäèëñÿ â ñåìüå èíæåíåðà-ýëåêòðèêà è øêîëüíîé ó÷èòåëüíè-
öû. Ó÷èëñÿ â ãîñóäàðñòâåííîé øêîëå ñðåäíå, ìàòåìàòèêó íå ëþáèë � å¼ ñêó÷íî
ïðåïîäàâàëè. Â 14 ëåò ïðî÷¼ë êíèãó Ýðèêà Áåëëà ¾Òâîðöû ìàòåìàòèêè¿, ïî-
ñëå ÷åãî áåç ïîñòîðîííåé ïîìîùè äîêàçàë ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà. Ïîñëå øêîëû
ó÷èëñÿ â Ïîëèòåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå Êàðíåãè, ïûòàëñÿ èçó÷àòü õèìèþ è ìåæ-
äóíàðîäíóþ ýêîíîìèêó, íî îêîí÷àòåëüíî âûáðàë ìàòåìàòèêó.

Â 1947 ãîäó Íýø ïîñòóïèë â Ïðèíñòîíñêèé óíèâåðñèòåò, òàì îí âïåðâûå
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óñëûøàë î òåîðèè èãð. Â 1949 ãîäó â 21 ãîä îí íàïèñàë äèññåðòàöèþ ïî òåîðèè
èãð, â êîòîðîé ñôîðìóëèðîâàë çíàìåíèòîå ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ Íýøà. Ýòî ñè-
òóàöèÿ â èãðå ñ íåíóëåâîé ñóììîé, èç êîòîðîé íè îäíîìó èç èãðîêîâ íåâûãîäíî
óõîäèòü â îäèíî÷êó. Òàêæå îí ðàçðàáîòàë ñõåìó ïåðåãîâîðîâ, êîòîðûå ïðèâîäÿò
ê êîîïåðàòèâíîìó ðåøåíèþ, áîëåå âûãîäíîìó îáîèì èãðîêàì, ÷åì ðàâíîâåñíîå.

Êðîìå òåîðèè èãð Íýø çàíèìàëñÿ è áîëåå êëàññè÷åñêèìè ðàçäåëàìè ìà-
òåìàòèêè. Îí íàïèñàë ðÿä ñòàòåé ïî âåùåñòâåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè,
òåîðèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé è íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ è
ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé [6].

Â êîíöå 50-õ ãîäîâ Íýø ïñèõè÷åñêè çàáîëåë, åìó ïîñòàâèëè äèàãíîç ¾ïà-
ðàíîèäíàÿ øèçîôðåíèÿ¿. Â 80-å ãîäû ê óäèâëåíèþ âðà÷åé Íýøó óäàëîñü íà-
ó÷èòüñÿ æèòü ñî ñâîåé áîëåçíüþ, îí ñíîâà ñòàë çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòèêîé.

Â 1994 ãîäó Äæîí Íýø ïîëó÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ ïî ýêîíîìèêå ¾Çà
àíàëèç ðàâíîâåñèÿ â òåîðèè íåêîîïåðàòèâíûõ èãð¿ ñîâìåñòíî ñ âåíãåðñêèì ýêî-
íîìèñòîì Äæîíîì ×. Õàðñàíüè è íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ðåéíõàðäîì Çåëòå-
íîì. Â 2015 ãîäó åìó áûëà ïðèñóæäåíà Àáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ çà âêëàä â èçó÷åíèå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â 1998 ãîäó àìåðèêàíñêàÿ æóðíàëèñòêà óçáåêñêî-íåìåöêîãî ïðîèñõîæ-
äåíèÿ Ñèëüâèÿ Íàçàð íàïèñàëà ñòàâøóþ áåñòñåëëåðîì áèîãðàôèþ Íýøà
¾A Beautiful Mind: The Life of Mathematical Genius and Nobel Laureate John
Nash¿ (¾Èãðû ðàçóìà. Èñòîðèÿ æèçíè ãåíèàëüíîãî ìàòåìàòèêà è ëàóðåàòà Íî-
áåëåâñêîé ïðåìèè Äæîíà Íýøà). Â 2001 ãîäó ïî ìîòèâàì êíèãè áûë ñíÿò ôèëüì
¾A Beautiful Mind¿. Ôèëüì ïîëó÷èë ÷åòûðå ¾Îñêàðà¿.

Â 1957 ãîäó Íýø æåíèëñÿ íà ñòóäåíòêå Àëèñèè Ëàðä ðîäîì èç Ñàëüâà-
äîðà. Îäíîâðåìåííî ñ ðîæäåíèåì èõ ñûíà Íýø çàáîëåë è ïîòåðÿë ðàáîòó. Â
1962 ãîäó îíè ðàçâåëèñü. Â 1970 ñíîâà ñòàëè æèòü âìåñòå. Â 2001 ãîäó ñíîâà
ïîæåíèëèñü.

23 ìàÿ 2015 ãîäà ñóïðóãè âîçâðàùàëèñü â Øòàòû èç Íîðâåãèè, ãäå Íýøó
âðó÷èëè Àáåëåâñêóþ ïðåìèþ. Òàêñè, â êîòîðîì îíè åõàëè, ïîïàëî â àâàðèþ.
Äæîí è Àëèñèÿ ïîãèáëè íà ìåñòå. Îíè æèëè äîëãî è íå âñåãäà ñ÷àñòëèâî è
óìåðëè â îäèí äåíü.

Ëèòåðàòóðà
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University Press, 1951.
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[5] Êàíòîðîâè÷ Ë. Â. Ìîé ïóòü â íàóêå // ÓÌÍ 1987. Âûï. 2(254). � C. 183�213.
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Abdullaeva K. F. Basic properties of root functions of a spectral problem with

a boundary condition depending on the spectral parameter

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

`(y)(x) ≡ y(4)(x) − (q(x)y′(x))′ = λy(x), 0 < x < 1, (1)

y′(0) cos α− y′′(0) sin α = 0, (2)

y(0) cos β+ Ty(0) sin β = 0, (3)

(aλ+ b)y′(1) + (cλ+ d)y′′(1) = 0, (4)

y(1) cos δ− Ty(1) sin δ = 0, (5)

ãäå λ ∈ C− ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, q(x)− ïîëîæèòåëüíàÿ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [ 0, 1], α, β, δ, a, b, c, d− äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå òàêèå,
÷òî α, β, δ ∈ [0, π/2] è σv = bc− ad < 0.

Çàäà÷à (1)-(5) â ñëó÷àå α = β = 0 è σv > 0 ðàíåå áûëà èññëåäîâàíà â [1], ãäå
èçó÷åíû ðàñïîëîæåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà âåùåñòâåííîé îñè è îñöèëëÿ-
öèîííûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû
äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, óñòàíîâëåíà áàçèñíîñòü ñè-
ñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå Lp, 1 < p < ∞, ïîñëå óäàëåíèÿ
îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çíàê ïàðàìåòðà σv èãðàåò âàæíóþ ðîëü. Â ñëó÷àå
σv > 0 çàäà÷à (1)-(5) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñàìîñî-
ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H = L2(0, 1)⊕C; ïðè ýòîì
âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1)-(5) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè è ïðîñòûìè.
Â ñëó÷àå σv < 0 ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ
ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå Ïîíòðÿãèíà Π1 = L2(0, 1)⊕C ñ ñî-
îòâåòñòâóþùèì âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì [2]; ïðè ýòîì çàäà÷à (1)-(5) ìîæåò
èìåòü âåùåñòâåííîå êðàòíîå ëèáî íåâåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

29



Ïóñòü Ak = (μk−1, μk), ãäå μk− k-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è (1), (2),
(3), (5) è y′(1) = 0, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì [3], à μ0 = −∞.

Òåîðåìà 1. Äëÿ çàäà÷è (1)-(5) èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåð-
æäåíèé:

(à) âñå îáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1)-(5) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè, ïðè
ýòîì èíòåðâàë A1 ñîäåðæèò ëèáî îäíî äâóêðàòíîå, ëèáî äâà ïðîñòûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèÿ, à èíòåðâàë Ak, k = 2, 3, . . . , ñîäåðæèò îäíî ïðîñòîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå;

(á) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1)-(5) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè,
ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m ≥ 2 òàêîå, ÷òî èíòåðâàë Am ñîäåð-
æèò ëèáî îäíî òðåõêðàòíîå, ëèáî îäíî äâóêðàòíîå è îäíî ïðîñòîå, ëèáî òðè
ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, èíòåðâàë A1 íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé, à èíòåðâàë Ak, k = 2, 3, . . . , k 6= m, ñîäåðæèò îäíî ïðîñòîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå;

(â) çàäà÷à (1)-(5) èìååò îäíó ïàðó íåâåùåñòâåííûõ ñîïðÿæåííûõ äðóã ê
äðóãó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïðè ýòîì èíòåðâàë A1 íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé, à èíòåðâàë Ak, k = 2, 3, . . . , ñîäåðæèò îäíî ïðîñòîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå.

Ïóñòü {yk(x)}∞k=1− ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìå
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λk}∞k=1 ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1)-(5).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü r− ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî. Åñëè mr = ay′r(1) − cy′′r (1) 6= 0, òî ñèñòåìà {yk(x)}∞k=1, k 6=r îáðàçóåò áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå Lp(0, 1), 1 < p < ∞, ïðè÷åì ïðè p = 2 ýòîò áàçèñ ÿâëÿåòñÿ áåç-
óñëîâíûì áàçèñîì. Åñëè mr = 0, òî ýòà ñèñòåìà íåïîëíà è íå ìèíèìàëüíà â
Lp(0, 1), 1 < p <∞.

Ëèòåðàòóðà
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Aksenov A. V., Polyanin A. D. Simple methods for constructing exact solutions

to mathematical physics equations. A number of simple, but quite e�ective, methods for

constructing exact solutions of nonlinear partial di�erential equations that do not require special

training and require a small amount of intermediate calculations are described. These methods

are based on the following two main ideas: (i) simple exact solutions can serve as the basis for

constructing more complex solutions of the equations under consideration; (ii) exact solutions

of some equations can serve as the basis for constructing solutions of more complex equations. In

particular, a method for constructing complex solutions based on simple solutions using translation

and scaling transformations is proposed; it is shown that in some cases it is possible to obtain

rather complex solutions by adding terms to simpler solutions; situations when using similar simple

solutions you can build a more complex composite solution (nonlinear superposition of solutions)

are considered; a method for constructing complex exact solutions linear equations by introducing

a complex parameter into more simple solutions is described. The e�ectiveness of the proposed

methods is illustrated by a large number of concrete examples.

Îïèñàí ðÿä ïðîñòûõ, íî äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûõ, ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðå-

øåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êîòîðûå íå òðåáóþò ñïåöèàëüíîé

ïîäãîòîâêè è ïðîâîäÿò ê íåáîëüøîìó îáúåìó ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé. Ýòè ìåòîäû áà-

çèðóþòñÿ íà ñëåäóþùèõ äâóõ îñíîâíûõ èäåÿõ: (i) ïðîñòûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ìîãóò ñëóæèòü

îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé; (ii) òî÷íûå

ðåøåíèÿ îäíèõ óðàâíåíèé ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé áîëåå ñëîæíûõ

óðàâíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñëîæíûõ ðåøåíèé, èñõîäÿ èç ïðîñòûõ

ðåøåíèé, ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ñäâèãà è ìàñøòàáèðîâàíèÿ; ïîêàçàíî, ÷òî â íåêîòî-

ðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîëó÷àòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûå ðåøåíèÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ ñëàãàåìûõ

ê áîëåå ïðîñòûì ðåøåíèÿì; ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà ñ ïîìîùüþ îäíîòèïíûõ ïðî-

ñòûõ ðåøåíèé ìîæíî ïîñòðîèòü áîëåå ñëîæíîå ñîñòàâíîå ðåøåíèå (íåëèíåéíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ

ðåøåíèé); îïèñàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñëîæíûõ òî÷íûõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïóòåì

ââåäåíèÿ êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà â áîëåå ïðîñòûå ðåøåíèÿ. Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ

ìåòîäîâ èëëþñòðèðóåòñÿ áîëüøèì ÷èñëîì êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ.

Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ è ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìû äëÿ ðàçðàáîòêè, àíàëèçà è òåñòèðî-
âàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, èñïîëüçóåìûõ â åñòåñòâîçíàíèè è
òåõíèêå. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî îñíîâíûõ ìåòîäîâ ïîèñêà òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè: ìåòîä ãðóïïîâîãî àíàëèçà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (ìåòîä ïîèñêà êëàññè÷åñêèõ ñèììåòðèé), ìåòîäû ïîèñêà íåêëàññè-
÷åñêèõ ñèììåòðèé, ïðÿìîé ìåòîä Êëàðêñîíà�Êðóñêàëà, ìåòîäû îáîáùåííîãî
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ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî ðàç-
äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâÿçåé, ìåòîä óñå÷åííûõ ðàç-
ëîæåíèé Ïåíëåâå (ñì., íàïðèìåð, [1-6]). Ïðèìåíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ òðåáóþò ñïå-
öèàëüíîé ïîäãîòîâêè è, êàê ïðàâèëî, ñîïðîâîæäàåòñÿ òðóäîåìêèì àíàëèçîì è
áîëüøèì îáúåìîì àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëå-
íèé.

Â äàííîé ðàáîòå îïèñàí ðÿä áîëåå ïðîñòûõ, íî äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûõ,
ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êî-
òîðûå íå òðåáóþò ñïåöèàëüíîé ïîäãîòîâêè è ïðîâîäÿò ê íåáîëüøîìó îáúåìó
ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé. Ýòè ìåòîäû áàçèðóþòñÿ íà ñëåäóþùèõ äâóõ îñ-
íîâíûõ èäåÿõ:

• ïðîñòûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå
ñëîæíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé,

• òî÷íûå ðåøåíèÿ îäíèõ óðàâíåíèé ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ ðåøåíèé äðóãèõ áîëåå ñëîæíûõ óðàâíåíèé.

Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ èëëþñòðèðóåòñÿ áîëüøèì ÷èñ-
ëîì êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè, ðåàêöèîííî-äèôôóçèîííûå óðàâíåíèÿ, íåëèíåéíûå âîëíîâûå óðàâíå-
íèÿ, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïîðèñòûõ ñðåäàõ, óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîé ïëåíêè, óðàâíåíèÿ ãàçîâîé
äèíàìèêè, óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà è äð. Ïîìèìî òî÷íûõ ðåøåíèé îáû÷íûõ
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè îïèñàíû òàêæå íåêîòîðûå òî÷íûå ðåøå-
íèÿ íåëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà ïàíòîãðà-
ôà ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êîòîðûå êðîìå èñêîìîé ôóíêöèè ñîäåðæàò òàê-
æå ôóíêöèè ñ ðàñòÿæåíèåì èëè ñæàòèåì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ñôîðìóëè-
ðîâàí ïðèíöèï àíàëîãèè, ïîçâîëÿþùèé ýôôåêòèâíî ñòðîèòü òî÷íûå ðåøåíèÿ
òàêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäà ïîäðîáíî îïèñàíû â ñòàòüÿõ [7,8].
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Èçâåñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ èçãèáíûå êîëåáàíèÿ
îäíîðîäíîé áàëêè ñîñòîèò èç ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâ�åðòîãî ïîðÿä-
êà è ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Åñëè íà îäíîì èç êîíöîâ áàëêè ñî-
ñðåäîòî÷åí ãðóç, à íà äðóãîì � èíåðöèîííûé ãðóç, òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ìî-
äåëèðóþùèå ñèëû, ñîäåðæàò âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè (ñì. [1, 152-154]).
Ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó:

`(y)(x) ≡ y(4)(x) − (q(x)y′(x))′ = λy(x), 0 < x < 1, (1)

y′′(0) = 0, (2)

Ty(0)− aλy(0) = 0, (3)

y′′(1)− bλy′(1) = 0, (4)

Ty(1)− cλy(1) = 0, (5)

ãäå λ ∈ C− ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, q(x)− ïîëîæèòåëüíàÿ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíàÿ íà [ 0, 1] ôóíêöèÿ, a, b, c, − äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå òàêèå, ÷òî
a < 0, b > 0, c > 0.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1)-(5) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåí-

íûìè, ïðîñòûìè, çà èñêëþ÷åíèåì ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ = 0, â ñëó÷àå, êîãäà
c < 1 è a = c− 1, è îáðàçóþò íåîãðàíè÷åííî íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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λ1 < λ2 ≤ λ3 < λ4 < . . . < λk < . . . ; ïðè ýòîì λ2 < 0 = λ3 ïðè c < 1 è a > c− 1;
λ2 = λ3 = 0 ïðè c < 1 è a = c− 1; λ2 = 0 < λ3 ïðè c < 1 è a < c− 1 ëèáî c ≥ 1.

Ïóñòü H = L2(0, 1)⊕ C3− ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì

(ŷ, v̂) = ({y,m, n, τ}, {v, s, t, χ}) =

1∫
0

y(x) v(x) dx + |a|−1ms̄ + |b|−1nt̄ + |c|−1
τχ̄.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð

Lŷ = L{y,m, n, τ} = {`(y), T y(0), y′′(1), T y(1)}

íà îáëàñòè

D(L) = {{y (x), m, n} ∈ H : y ∈ W 4
2 (0, 1), `(y) ∈ L2(0, 1),

y′′(0) = 0, m = ay(0), n = by′(1), τ = cy(1)},

êîòîðàÿ âñþäó ïëîòíà â H. Òîãäà çàäà÷à (1)�(5) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ñïåê-
òðàëüíîé çàäà÷å

Lŷ = λŷ, y ∈ D(L),

ò.å., ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk, k ∈ N, çàäà÷è (1)�(5) è îïåðàòîðà L ñîâïàäàþò
ìåæäó ñîáîé (ñ ó÷¼òîì èõ êðàòíîñòè), à ìåæäó ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè çàäà-
÷è (1)-(5) è ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà L ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå:

yk(x)↔ ŷk = {yk(x), mk, nk, τk}, mk = ayk(0), nk = by′k (1), τk = cyk(1), k ∈ N.

Â ñëó÷àå a > 0, b > 0 è c < 0 èç [2, òåîðåìà 4.1] ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð
L ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì â H è ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ýòîãî îïåðàòîðà îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â H.

Â ñëó÷àå a < 0, b > 0 è c > 0 îïåðàòîð L íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì â
H. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåì îïåðàòîð J : H → H ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Jŷ = J{y,m, n, τ} = {y,−m,n,−τ}.

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð J óíèòàðåí è ñèììåòðè÷åí â H, à åãî ñïåêòð ñîñòîèò
èç äâóõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé: −1 c êðàòíîñòüþ 2 è 1 ñ áåñêîíå÷íîé êðàòíî-
ñòüþ. Òîãäà îïåðàòîð J ïîðæäàåò ïðîñòðàíñòâî Ïîíòðÿãèíà Π2 = L2(0, 1)⊕C3

c âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì [3]

(ŷ, v̂)Π2 = (Jŷ, v̂)H = ({y,−m,n,− l}, v{s, t, r})H =
1∫
0

y(x) v(x) dx + a−1m s̄ + b−1 n t̄− c−1 l r̄.

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ: (à) îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ J-
ñàìîñîïðÿæ¼ííûì â Π2; (á) L∗ = JLJ , ãäå L∗− îïåðàòîð, ñîïðÿæ¼ííûé ê îïå-
ðàòîðó L â H; (â) ñèñòåìà êîðíåâûõ âåêòîðîâ {ŷk}∞k=1, mk = ayk(0), nk = by′k (1),
τk = cyk(1), îïåðàòîðà L îáðàçóåò áåçóñëîâíûé áàçèñ â H.
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Ïóñòü {v̂k}∞k=1, vk = {vk(x), sk, tk, χk}, − ñèñòåìà, ñîïðÿæ¼ííàÿ ê ñèñòåìå
{ŷk}∞k=1, j, r, l, − ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà
è

∆j, r, l =

∣∣∣∣∣∣
sj tj χj
sr tr χr
sl tl χl

∣∣∣∣∣∣ .
Òåîðåìà 3. Åñëè ∆j, r, l 6= 0, òî ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé

{yk(x)}∞k=1, k 6=j, r, l çàäà÷è (1)-(5) îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Lp (0, 1), 1 < p <
∞, ïðè÷¼ì â L2(0, 1) ýòîò áàçèñ ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì áàçèñîì. Åñëè ∆j, r, l = 0,
òî ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåïîëíîé è íåìèíèìàëüíîé â Lp(0, 1), 1 < p <∞.

Òåîðåìà 4. Ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû

ρk = 4
√
λk =

(
k − 11

4

)
π+ O

(
1

k

)
,

yk(0) = 4(−1)k+1

√
2

2
bcρ12

k eρk
(

1 +
q0

4ρk

)(
1 +

2

aρk
− 2

cρk
+ O

(
1

ρ2k

))
,

yk(1) = 4abρ12
k eρk

(
1 +

q0

4ρk

)(
1 + O

(
1

ρ2k

))
,

y′k(1) = 4acρ11
k eρk

(
1 +

q0

4ρk

)(
1 +

1

aρk
− 1

cρk
+ O

(
1

ρ2k

))
,

ãäå q0 =
1∫
0

q(x)dx.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåì 3 è 4 ìîæíî óñòàíîâèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ
áàçèñíîñòè ñèñòåìû {yk(x)}∞k=1, k 6=j, r, l â ïðîñòðàíñòâå Lp (0, 1), 1 < p <∞.

Òåîðåìà 5. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî k0 ∈ N òàêîå, ÷òî åñëè j, r, l ≥ k0 è
íå èìåþò îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè, òî ñèñòåìà {yk(x)}∞k=1, k 6=j, r, l îáðàçóåò áàçèñ â
Lp (0, 1), 1 < p < ∞, ïðè÷¼ì ïðè p = 2 ýòîò áàçèñ ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì áàçè-
ñîì.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàòíàÿ âòîðàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíîãî ïàðàáîëè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ àääèòèâ-

íî è íàõîäèòñÿ èç äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ èíòåãðàëüíîãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ. Íàéäåíî ñòàöè-

îíàðíîå ðåøåíèå. Ìåòîäîì àïðèîðíûõ îöåíîê óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà âõîäíûå

äàííûå, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ñ ðîñòîì âðåìåíè ñòðåìèòñÿ â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå ê ñòàöè-

îíàðíîìó ðåæèìó. Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòíàÿ çàäà÷à, ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, àïðèîðíûå

îöåíêè, óñòîé÷èâîñòü.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

ut = νuxx + f(t) + g(x, t), x ∈ (0, l), t ∈ [0, T ]; (1.1)

−β1ux(0, t) = q1(t), β2ux(l, t) = q2(t), x ∈ (0, l), (1.2)

u(x, 0) = u0(x),

l∫
0

u(x, t)dx = q3(t), t ∈ [0, T ]. (1.3)

Â (1.1)-(1.3) ôóíêöèè g(x, t), u0(x), qi(t), (i = 1, 2, 3) è ïîñòîÿííûå ν > 0, T > 0,
β1 ≥ 0, β2 ≥ 0 ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè, à u(x, t), f(t) � èñêîìûìè. Òàêèì îáðàçîì,
ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé. Äëÿ å¼ ãëàäêèõ ðåøåíèé íåîáõîäèìî
ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ

−β1u0x(0) = q1(0), β2u0x(l) = q2(0),

l∫
0

u0(x)dx = q3(0). (1.4)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ
èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì ïåðåîïðåäåëåíèÿ áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì (1.3), ðàññìàò-
ðèâàëèñü â äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàáîò, íàïðèìåð, [1,2,3] è äðóãèå.
Áîëåå ïîëíûé îáçîð èìååòñÿ â [4]. Êàê ïðàâèëî, â íèõ äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâî-
âàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ, ðàññìàòðèâàþòñÿ è îáîñíîâûâàþòñÿ ìåòîäû
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ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ
f(t) âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (ñèñòåìû) ìóëüòèïëèêàòèâíûì îáðàçîì.

Çàäà÷à (1.1)-(1.4) ìîäåëèðóåò îäíîíàïðàâëåííîå äâèæåíèå ïëîñêîãî ñëîÿ
ñ äâóìÿ ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè è èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû [2].
Ïðè ýòîì íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ f(t) åñòü ïðîäîëüíûé âäîëü ñëîÿ ãðàäèåíò äàâ-
ëåíèÿ, ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü. Èíòåãðàëüíîå óñëîâèå (1.3) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé çàäàííûé ðàñõîä æèäêîñòè ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñëîÿ.

Ïîëüçóÿñü ñïåöèôèêîé çàäà÷è (1.1)-(1.4), å¼ îäíîìåðíîñòüþ, óäà¼òñÿ ïî-
ëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà âõîäíûå äàííûå, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ñõîäèòñÿ
ïðè t→∞ ê ñòàöèîíàðíîìó â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Êàê ïîêàçûâàþò ïðîñòûå
ïðèìåðû, äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé âòîðîãî ðîäà òàêîé ñõîäèìîñòè íåò. Áîëåå òîãî,
ñòàöèîíàðíûé ðåæèì äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé âòîðîãî ðîäà è ïðÿìûõ çàäà÷ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Îäíàêî äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå,
ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ, òàêàÿ ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî.

2. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (1.1)-(1.4). Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (1.1)
ïî x îò 0 äî l è èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå óñëîâèå (1.3), íàéä¼ì

f(t) =
1

l

q′3(t)− ν
(
β
−1
1 q1(t) + β−1

2 q2(t)
)
−

l∫
0

g(x, t)dx

 . (2.1)

Òàêèì îáðàçîì, íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ f(t) ñðàçó îïðåäåëÿåòñÿ ïî âõîäíûì äàí-
íûì çàäà÷è. Ïîäñòàíîâêà (2.1) â óðàâíåíèå (1.1) ïðèâîäèò ê ïðÿìîé çàäà÷å íà
ôóíêöèþ u(x, t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (1.2) è ïåðâûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè
(1.3).

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè â (1.1) â ïðàâîé ÷àñòè f(t) äà¼òñÿ ðàâåíñòâîì (2.1), òî
óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ (1.3) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1 è ôîðìóëå (2.1) ôóíêöèÿ u(x, t) åñòü ðåøåíèå êëàñ-
ñè÷åñêîé âòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ñ èçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Å¼ ðåøå-
íèå äà¼òñÿ ôîðìóëîé [6], ñòð. 58, ñîäåðæàùåé ÷åòûðå èíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ.
Îöåíêà |u(x, t)|, x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ] èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ åñòü äîâîëüíî òðó-
äî¼ìêàÿ çàäà÷à ñ äëèííûìè âûêëàäêàìè [7,8]. Ïîýòîìó, ïîëüçóÿñü ñïåöèôèêîé
çàäà÷è, ñâåä¼ì å¼ ê âñïîìîãàòåëüíîé êëàññè÷åñêîé ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷å. Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (1.1) ïî ïåðåìåííîé x, ïîëó÷èì ïåðâóþ
íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó íà w(x, t) = ux(x, t):

wt = νwxx + gx(x, t), x ∈ (0, l), t ∈ [0, T ];

w(x, 0) = w0(x) = u0x(x), x ∈ [0, l]; (2.2)

w(0, t) = −β−1
1 q1(t), w(l, t) = β−1

2 q2(t), t ∈ [0, T ].

Ýòî ïðÿìàÿ çàäà÷à èìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå

ws(x) = −β−1
1 qs1 +

1

l

β−1
1 qs1 + β−1

2 qs2 +
1

ν

l∫
0

gs(y)dy

x− 1

ν

x∫
0

gs(y)dy, (2.3)

ãäå qs1, q
s
2, g

s(x) � çàäàííûå ïîñòîÿííûå è ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî qj(t) îïðåäåëåíû ïðè âñåõ t ≥ 0 è

|qj(t)| ≤ Nj(1 + τ)−α, j = 1, 2,

|g(x, t)| ≤ N3(1 + τ)−α, |gx(x, t)| ≤ N4(1 + τ)−α
(2.4)

ñ íåêîòîðûìè ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè N1, ..., N4, α äëÿ ëþáûõ x ∈
[0, l], τ = νl−2t � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ. Òîãäà [9] ñ íîâîé ïîñòîÿííîé N5 > 0, x ∈
[0, l]

|w(x, t| ≤ N5(1 + τ)−α. (2.5)

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå us(x) íàõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì (2.3):

us(x) = −β−1
1 qs1x−

1

ν

f sx
2

2
+

x∫
0

(x− y)gs(y)dy

+ C; (2.6)

f s = −ν
l

β−1
1 qs1 + β−1

2 qs2 +
1

ν

l∫
0

gs(y)dy

 , (2.7)

C = l−1qs3 +
β
−1
1 l

3
qs1 −

β
−1
2 l

6
qs2 +

1

νl

 l∫
0

x∫
0

(x− y)gs(y)dydx− l2
l∫

0

gs(y)dy

 .

(2.8)

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè q′3(t) → 0, qj(t) → qsj , g(x, t) → gs(x) ïðè t → ∞,
x ∈ [0, l], òîãäà f(t)→ f s, t→∞ (f(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç (2.1), à f s � èç (2.7)).

Ïåðåéä¼ì ê ïîëó÷åíèþ àïðèîðíîé îöåíêè |u(x, t)|. Èç èíòåãðàëüíîé òåî-
ðåìû î ñðåäíåì íàéä¼òñÿ òî÷êà x0 ∈ (0, l) òàêàÿ, ÷òî u(x0, t) = l−1q3(t), ñì. (1.3).
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, l], t ≥ 0 â ñèëó (2.5),

|u(x, t)| ≤ l−1|q3(t)|+
l∫

0

|w(y, t|dy ≤ l−1|q3(t)|+ N5l(1 + τ)−α. (2.9)

Ïóñòü |q′3(t)| → 0, t→∞ è âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|qj(t)− qsj | ≤ Dj(1 + τ)−α, j = 1, 2, 3;

|g(x, t)− gs(x)| ≤ D4(1 + τ)−α, |gx(x, t)− gsx(x)| ≤ D5(1 + τ)−α
(2.10)

ñ ïîñòîÿííûìè Di > 0 (i = 1, ..., 5), α > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, l]. Òîãäà

|u(x, t)− us(x)| ≤ D6(1 + τ)−α, |ux(x, t)− us
x| ≤ D7(1 + τ)−α,

|f(t)− f s| ≤ D8(1 + τ)−α.
(2.11)

Îöåíêè (2.11) ñëåäóþò ïîñëåäîâàòåëüíî èç (2.5), (2.9), ôîðìóë (2.1), (2.7) è
ïðåäïîëîæåíèé (2.10), D6, D7, D8 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Äëÿ âûâîäà
îöåíîê (2.11) äîñòàòî÷íî â èñõîäíîé çàäà÷å ñäåëàòü çàìåíó ũ(x, t) = u(x, t) −
us(x), w̃(x, t) = w(x, t) − ws(x), f̃(t) = f − f s. Ïðè ýòîì âõîäíûå äàííûå çàìå-
íÿþòñÿ íà q̃j(t) = qj(t)− qsj , j = 1, 2, 3; g̃(x, t) = g(x, t)− gs(x).
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Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ïðàâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ (2.10) îãðàíè÷åíû ýêñïîíåí-
òîé (exp(−ατ) , α > 0), òîãäà ðåøåíèå îáðàòíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì âðåìåíè ñòðåìèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ðåæèìó us(x), f s,
îïðåäåëÿåìîìó ôîðìóëàìè (2.6)-(2.8).

Çàìå÷àíèå 4. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ (2.6)-(2.8) ïðè âûïîëíåíèè, íàïðèìåð,
óñëîâèé (2.10).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÐÔÔÈ
� 20-01-00234
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Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(p(x)y′′)′′ − (q(x)y′)′ = λr(x)y + g(x, y, y′, y′′, y′′′, λ)y, x ∈ (0, 1), (1)

ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

y′(0) cos α− (py)′′(0) sin α = 0, (2)

y(0) cos β+ Ty(0) sin β = 0, (3)

y′(1) cos γ+ (py′′)(1) sin γ = 0, (4)

(aλ+ b)y(1)− (cλ+ d)Ty(1) = 0, (5)

ãäå λ ∈ R− ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, Ty ≡ y′′′ − qy′, ôóíêöèÿ p(x)− ïîëîæè-
òåëüíà è èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà [ 0, 1], ôóíêöèÿ q(x)−
ïîëîæèòåëüíà è àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [ 0, 1], ôóíêöèÿ r(x)− ïîëîæèòåëüíà
è íåïðåðûâíà íà [ 0, 1], α, β, γ, a, b, c, d− äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå òàêèå, ÷òî
α, β, γ ∈ [0, π/2], bc− ad > 0. Ôóíêöèÿ h ïðåäñòàâèìà â âèäå f + g, ãäå ôóíêöèè
f, g ∈ C([0, 1] × R5;R) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ñóùåñòâóåò ÷èñëî
M > 0 òàêîå, ÷òî∣∣∣∣f(x, y, s, v, w, λ)

y

∣∣∣∣ ≤M, (x, u, s, v, w) ∈ [0, 1]× R5, y 6= 0; (6)

g(x, u, s, v, w, λ) = o (|y|+ |s|+ |υ|+ |w|) ïðè |y|+ |s|+ |v|+ |w| →
0 (7)

è
g(x, u, s, v, w, λ) = o (|y|+ |s|+ |υ|+ |w|) ïðè |y|+ |s|+ |v|+ |w| →

+∞, (8)

ðàâíîìåðíî ïî (x, λ) ∈ [0, 1] × Λ äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ïðîìåæóòêà
Λ ⊂ R.

Cîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîé èç (1)�(5) ïðè h ≡ 0,
ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè, ïðîñòûìè è îáðàçóþò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþ-
ùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}∞k=1 òàêóþ, ÷òî λk > 0 ïðè k ≥ 2 [1, òåîðåìà 2.2].
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Ïóñòü E = C3[0, 1] ∩ B.C.− áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ||y||3 =
3∑

i=0

||y(s)||∞, ||y||∞ = max
x∈[0,1]

|y(x)|, ãäå B.C.− ìíîæåñòâî ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2)-(4).
Îòìåòèì, ÷òî íåëèíåéíàÿ çàäà÷à (1)�(5) â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè f è g

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (6) è (7), ñîîòâåòñòâåííî, â îêðåñòíîñòè òî÷êè
(u, s, v, w) = 0, èññëåäîâàíà â ðàáîòå [2], à â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè f è g óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì (6) è (8), ñîîòâåòñòâåííî, â îêðåñòíîñòè òî÷êè (u, s, v, w) =
∞, − â [3]. Â ñèëó [2, òåîðåìà 3] äëÿ êàæäîãî k ∈ N è êàæäîãî ν ∈ {+ , −}
ñóùåñòâóåò ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Cνk çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøå-
íèé çàäà÷è (1)-(5), êîòîðàÿ ñîäåðæèò Ik×{0}, ñîäåðæèòñÿ â (R×Sνk)∪ (Ik×{0})
è íåîãðàíè÷åííà â R × E, ãäå Sνk− ìíîæåñòâî ôóíêöèè y ∈ E, îáëàäàþùèõ
óçëîâûìè ñâîéñòâàìè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ëèíåéíîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîé èç
(1)-(5) ïðè h ≡ 0, Ik = [λk −M/r0, λk + M/r0], r0 = min

x∈[0,1]
r(x).

Çàìå÷àíèå 1. Ìû äîáàâèâ áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè {(λ,∞) : λ ∈
R} â íàøå ïðîñòðàíñòâî R×E è îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùóþ òîïîëîãèþ íà ðå-
çóëüòèðóþùåì ìíîæåñòâå, ïîëó÷àåì, ÷òî (λ,∞) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàí-
ñòâà R× E.

Â ñèëó [3, òåîðåìà 1] äëÿ êàæäîãî k ∈ N è êàæäîãî ν ∈ {+ , −} ñóùå-
ñòâóþò îêðåñòíîñòü Qνk îòðåçêà Ik × {∞} è ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Dνk çàìûêàíèÿ
ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(5), ñîäåðæàùàÿ Ik×{∞} òàêèå,
÷òî (Dνk\(Ik×{∞})∩Qνk) ⊂ R×Sνk è ëèáî D

ν

k ïåðåñåêàåò îòðåçîê I ′k×{∞} âäîëü
ìíîæåñòâà R × Sν

′

k′ ïðè íåêîòîðîì (k′, ν′) 6= (k, ν), ëèáî Dνk ïåðåñåêàåò R × {0}
ïðè íåêîòîðîì λ ∈ R, ëèáî PrR×{0}(D

ν

k) íåîãðàíè÷åíà, ãäå ÷åðåç PrR×{0}(D
ν

k)
îáîçíà÷åíà åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ Dνk íà R× {0}.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé çàìåòêè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (6)-(8). Òîãäà äëÿ êàæäîãî k ∈

N è êàæäîãî ν ∈ {+ , −} èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå: (Dνk\(Ik × {∞}) ⊂ R × Sνk,
è ñëåäîâàòåëüíî, Dνk íå ïåðåñåêàåò îòðåçîê I ′k × {∞} âäîëü ìíîæåñòâà R × Sν

′

k′

ïðè âñåõ (k′, ν′) 6= (k, ν). Êðîìå òîãî, åñëè Dνk ïåðåñåêàåò R× {0} ïðè λ ∈ R, òî
λ ∈ Ik, à åñëè Cνk ïåðåñåêàåò R× {∞} ïðè λ ∈ R, òî λ ∈ Ik.
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Azanov A. A., Andreev V. K. Solution of the problem of creeping motion of a

�uid with a free boundary with a special velocity �eld in a three-dimensional band.

In this paper, we study the problem of creeping convective motion of a viscous heat-conducting

liquid with a �at free boundary. To describe it, we use the linear Oberbeck-Boussinesq model,

which includes the Stokes system and the heat equation. It is assumed that the velocity �eld has a

special form [1], and the temperature is a quadratic function x and y. Then the problem is reduced

to a system of �ve equations. The resulting initial-boundary value problem is the inverse of the

pressure gradients. In the process of solving the problem, a stationary �ow regime was found. The

non-stationary solution is obtained in the form of quadratures in Laplace images. The conditions

for the input data are determined, under which the non-stationary solution enters the stationary

mode over time.

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ïîëçóùåì êîíâåêòèâíîì äâèæåíèè âÿçêîé òåïëîïðîâîä-

íîé æèäêîñòè ñ ïëîñêîé ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Äëÿ åãî îïèñàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ ìî-

äåëü Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñèñòåìó Ñòîêñà è óðàâíåíèå òåïëîïðî-

âîäíîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëå ñêîðîñòåé èìååò ñïåöèàëüíûé âèä [1], òåìïåðàòóðà åñòü

êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ïî x è y. Òîãäà çàäà÷à ðåäóöèðóåòñÿ ê ñèñòåìå ïÿòè óðàâíåíèé. Âîç-

íèêàþùàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé îòíîñèòåëüíî ãðàäèåíòîâ äàâëåíèÿ. Â

ïðîöåññå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áûë íàéäåí ñòàöèîíàðíûé ðåæèì òå÷åíèÿ. Íåñòàöè-

îíàðíîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî â âèäå êâàäðàòóð â îáðàçàõ ïî Ëàïëàñó. Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ íà

âõîäíûå äàííûå, ïðè êîòîðûõ ñî âðåìåíåì íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíûé

ðåæèì.
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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è âûâîä îñíîâíûõ óðàâíåíèé

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà â ñëåäóþùåé ôîðìå

u1(x, y, z, t) = (f(z, t) + h(z, t))x, u2(x, y, z, t) = (f(z, t)− h(z, t))y,

u3(x, y, z, t) = −2

∫ z

0

f(ξ, t)dξ, p(x, y, z, t) = p̄(x, y, z, t)− ρgz,

T (x, y, z, t) = a(z, t)x2 + c(z, t)y2 + T(z, t).

(1)

ãäå u(x, y, z, t) = (u1(x, y, z, t), u2(x, y, z, t), u3(x, y, z, t)) � âåêòîð ñêîðîñòè, u1, u2,
u3 � åãî ïðîåêöèè íà îñè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Â (1) ôóíêöèÿ p̄(x, y, z, t) íîñèò íàçâàíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî äàâëåíèÿ:
îíî åñòü îòêëîíåíèå èñòèííîãî äàâëåíèÿ îò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî.

Áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü ôîðìóëû (1) êàê äâèæåíèå æèäêîñòè ìåæäó
íåïîäâèæíîé ïëàñòèíîé z = 0 è ïëîñêîé ñâîáîäíîé ãðàíèöåé z = l. Òîãäà íà
íèæíåé ñòåíêå äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ u1(x, y, 0, t) =
u2(x, y, 0, t) = u3(x, y, 0, t) = 0, è çàäàíà òåìïåðàòóðà: T (x, y, 0, t) = a1(t)x2 +
c1(t)y2.

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå. [2] Êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå
èìååò âèä

u · n = Vn,

îòêóäà (ò.ê. Vn = 0) ïðè z = l ñ ó÷åòîì (1) ïîëó÷èì∫ l

0

f(ξ, t)dξ = 0. (2)

Ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòü ïëîñêàÿ, äèíàìè÷åñêîå óñëîâèå èìååò âèä

P · n+ pg n = ∇Γσv

ãäå P = −(p̄− ρgz)I + 2μD(u) � òåíçîð íàïðÿæåíèé, pg � äàâëåíèå ãàçà, σv(T ) =
σv0 − κ(T − T0) � êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, n = (0, 0, 1).

Ïðîåêòèðóÿ èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî íà êàñàòåëüíûå ê ãðàíèöå âåêòîðû
e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) è íà íîðìàëü n, ïîñëå íåêîòîðûõ âûêëàäîê ïîëó÷èì
óñëîâèÿ íà ôóíêöèè f è h è óñëîâèå íà p ïðè z = l

ρν(fz + hz) = −2κa, ρν(fz − hz) = −2κc. (3)

pg − p̄ + ρgz − 2ρνf = 0. (4)

Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå òðåòüåãî ðîäà äëÿ òåìïåðàòóðû íà ñâîáîäíîé
ãðàíèöå [2]

k
∂T

∂n
+ b(T − Tg) = 0. (5)

Îáðàùàÿñü ê (1) èç (2), (3), (5), óñëîâèé ïðèëèïàíèÿ íà íèæíåé ñòåíêå è
çàäàíèÿ òåìïåðàòóðû, âûâîäèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé a(z, t), c(z, t)
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T(z, t) f(z, t) h(z, t):

f(0, t) = h(0, t) = 0,

∫ l

0

f(ξ, t)dξ = 0,

a(0, t) = a1(t), c(0, t) = c1(t), T(0, t) = 0,

kaz(l, t) + ba(l, t) = 0, kcz(l, t) + bc(l, t) = 0, kTz(l, t) + b(T(l, t)− Tg) = 0,

fz(l, t) = − κ
ρν

(a(l, t) + c(l, t)), hz(l, t) = − κ
ρν

(a(l, t)− c(l, t)),

(6)

ãäå b � ïîëîæèòåëüíàÿ ýìïèðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, íàçûâàåìàÿ êîýôôèöèåíòîì
ìåæôàçíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, Tg(t) � èçâåñòíàÿ òåìïåðàòóðà ãàçà, k � êîýôôè-
öèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè. Êðîìå òîãî, âûïîëíåíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

a(z, 0) = a0(z), c(z, 0) = c0(z), T(z, 0) = 0,

f(z, 0) = 0, h(z, 0) = 0
(7)

Ðèñ. 1: Ñõåìà îáëàñòè òå÷åíèÿ

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó rotu = ((hz − fz)y, (hz + fz)x, 0) 6= 0, òî äâèæå-
íèå ÿâëÿåòñÿ âèõðåâûì.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (1) â óðàâíåíèÿ ñèñòåìó Îáåðáåêà-Áóññèíåñêà. Ïî-
ñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

at + 2a(f + h)− 2az

∫ z

0

f(ξ, t)dξ = χazz,

ct + 2c(f − h)− 2cz

∫ z

0

f(ξ, t)dξ = χczz,

Tt − 2Tz

∫ z

0

f(ξ, t)dξ = 2χ(a + c) + χTzz,

ft + f 2 + h2 − 2fz

∫ z

0

f(ξ, t)dξ = νfzz − βg
∫ z

0

[a(ξ, t) + c(ξ, t)]dξ+ n1(t),

ht + 2fh− 2hz

∫ z

0

f(ξ, t)dξ = νhzz − βg
∫ z

0

[a(ξ, t)− c(ξ, t)]dξ+ n2(t),

(8)

44



ãäå n1(t), n2(t) � ïîêà ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè âðåìåíè, ôèçè÷åñêè ïðåäñòàâ-
ëÿþùèå ñîáîé äîáàâî÷íûå ãðàäèåíòû äàâëåíèÿ. Ìîäèôèöèðîâàííîå äàâëåíèå
(ôóíêöèÿ p̄(x, y, z, t)) íàéäåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

1

ρ
p̄(x, y, z, t) = x2(gβ

∫ z

0

a(ξ, t)dξ− 1

2
(n1(t) + n2(t))) + y2(gβ

∫ z

0

c(ξ, t)dξ−

−1

2
(n1(t)− n2(t)))− 2νf(z, t)− gz + gβ

∫ z

0

T(ξ, t)dξ+

+2

∫ z

0

(z − ξ)ft(ξ, t)sξ+ 2(

∫ z

0

f(ξ, t)dξ)2 + α0(t),

ãäå α0(t) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, êîòîðàÿ îïðåäåëèòñÿ èç (4). Çà-
ìåòèì, ÷òî çàäà÷à (2), (4), (5) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé, ïîñêîëüêó ôóíêöèè nj(t) �
íåèçâåñòíûå.

Ïåðåïèøåì (5) â áåçðàçìåðíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî ââåäåì áåçðàçìåð-
íûå ïàðàìåòðû è âåëè÷èíû: ξ = z/l, ξ ∈ [0, 1], τ = tχ/l2, a∗ =
max(maxz∈(0,l) |a0(z)|,maxt≥0 |a1(t)|), a(z, t) = a∗A(ξ, τ), c(z, t) = a∗C(ξ, τ),
T(z, t) = a∗l

2Θ(ξ, τ), f(z, t) = χ/l2MF (ξ, τ), h(z, t) = χ/l2MH(ξ, τ), nj(t) =
χ

2/l4MNj(τ), j = 1, 2, R = RaPr/M = Prρβgl2/κ = O(1).

Aτ + 2MA(F + H)− 2MAξ

∫
ξ

0

F (ε, τ)dε = Aξξ,

Cτ + 2MC(F −H)− 2MAξ

∫
ξ

0

F (ε, τ)dε = Cξξ,

Θτ − 2MΘξ

∫
ξ

0

F (ε, τ)dε = 2(A + C) + Θξξ,

Fτ + MF 2 + MH2 − 2MFξ

∫
ξ

0

F (ε, τ)dε = PrFξξ−

−R
∫
ξ

0

[A(ε, τ) + C(ε, τ)]dε+ N1(τ),

Hτ + 2MFH − 2MHξ

∫
ξ

0

F (ε, τ)dε = PrHξξ−

−R
∫
ξ

0

[A(ε, τ)− C(ε, τ)]dε+ N2(τ).

(9)

2 Ëèíåéíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à

Â ñèñòåìå (6) "âû÷åðêíåì" âñå íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå. Îñíîâàíèåì äëÿ ýòîãî
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìû ñ÷èòàåì ÷èñëî Ìàðàíãîíè ìàëûì. M = κa∗l

3/ρνχ. Òîãäà
íåèçâåñòíûå ôóíêöèè F (ξ, τ), H(ξ, τ), A(ξ, τ), C(ξ, τ), Θ(ξ, τ), N1(τ), N2(τ) óäî-
âëåòâîðÿþò â îáëàñòè (0, 1)× (0, τ0) óðàâíåíèÿì
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Aτ = Aξξ, Cτ = Cξξ, Θτ = 2(A + C) + Θξξ,

Fτ = PrFξξ −R

∫
ξ

0

[A(ε, τ) + C(ε, τ)]dε+ N1(τ),

Hτ = PrHξξ −R

∫
ξ

0

[A(ε, τ)− C(ε, τ)]dε+ N2(τ),

(10)

ñ ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

A(0, τ) = A1(τ), C(0, τ) = C1(τ), Θ(0, τ) = F (0, τ) = H(0, τ) = 0,

Aξ(1, τ) + BiA(1, τ) = 0, Cξ(1, τ) + BiC(1, τ) = 0, Θξ(1, τ) + BiΘ(1, τ)−Θg = 0,

Fξ(1, τ) = −(A(1, τ) + C(1, τ)), Hξ(1, τ) = −(A(1, τ)− C(1, τ)),
(11)∫ 1

0

F (ξ, τ)dξ = 0, (12)

A(ξ, 0) = A0(ξ), C(ξ, 0) = C0(ξ), Θ(ξ, 0) = 0, (13)

F (ξ, 0) = H(ξ, 0) = 0, (14)

ãäå Ra = gβl5a∗/νχ � ÷èñëî Ðýëåÿ, Pr = ν/χ � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ, Bi = bl/k �
÷èñëî Áèî.

Óñëîâèÿ (14) ôèçè÷åñêè îçíà÷àþò, ÷òî æèäêîñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè íàõîäèëàñü â ïîêîå. Ôóíêöèè A1(τ), C1(τ) ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè, Nj(τ)
(íàðÿäó ñ F (ξ, τ), H(ξ, τ), A(ξ, τ), C(ξ, τ), Θ(ξ, τ)) � èñêîìûìè íà ïðîìåæóòêå
0 ≤ τ ≤ τ0. Òåì ñàìûì, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé. Îäíàêî, äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Nj(τ) èìååòñÿ òîëüêî îäíî óñëîâèå, èìåííî (9). Åùå îäíî
óñëîâèå ïîÿâèòñÿ, åñëè ∫ 1

0

H(ξ, τ)dξ = 0, (15)

Çàìå÷àíèå 2. Óñëîâèÿ (9) è (15) ôàêòè÷åñêè îçíà÷àþò, ÷òî äâèæåíèå
ïî x è y ðàññìàòðèâàåòñÿ â íåêîòîðîé êþâåòå, îãðàíè÷åííîé ïî x è y.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ãëàäêîãî ðåøåíèÿ äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ
ñîãëàñîâàíèÿ ïðè τ = 0: A1(0) = A0(0), C1(0) = C0(0).

3 Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå

Íàéäåì ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (7)-(15), äëÿ êîòîðîãî
A(ξ, τ) = A0(ξ), C(ξ, τ) = C0(ξ), F (ξ, τ) = F 0(ξ), H(ξ, τ) = H0(ξ) , N1 = N0

1 ,
N2 = N0

2 , (N
0
j - ïîñòîÿííûå), ïðè ýòîì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (13), (14) íå ó÷èòû-

âàþòñÿ. Òàêîå ðåøåíèå ëåãêî íàõîäèòñÿ ïðÿìûì èíòåãðèðîâàíèåì âñåõ óðàâ-
íåíèé. Óäîâëåòâîðÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, íàõîäèì A0(ξ),
C0(ξ), Θ0(ξ). Ïîñòîÿííûå N0

1 è N0
2 âõîäÿò â óðàâíåíèÿ äëÿ F 0(ξ), H0(ξ) è îïðå-

äåëÿþòñÿ èç óñëîâèé (9), (15). Ñ÷èòàåì, ÷òî A0
1 6= 0 è ââåäåì áåçðàçìåðíóþ

âåëè÷èíó δ1 = C0
1/A

0
1. Ïîñëå íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå
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ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå:

Ā(ξ) =
A0(ξ)

A0
1

= − Bi

1 + Bi
ξ+ 1, C̄(ξ) =

C0(ξ)

A0
1

= − δ1Bi

1 + Bi
ξ+ δ1,

Θ̄(ξ) =
Θ0(ξ)

A0
1

=
Bi

3

(1 + δ1)

1 + Bi
ξ

3 − (1 + δ1)ξ2+

+[
BiΘg

1 + Bi
+

(2 + Bi)(1 + δ1)

1 + Bi
−Bi

(1
3
Bi + 1)(1 + δ1)

(1 + Bi)2
]ξ,

F̄ (ξ) =
F 0(ξ)

A0
1

=
R

Pr
[
1

8

Bi(1 + δ1)

1 + Bi
ξ

4 − 1

3
(1 + δ1)ξ3]− 1

2

1

Pr
ξ

2N0
1 +

+[
Bi(1 + δ1)

1 + Bi
− (1 + δ1)]ξ,

H̄(ξ) =
H0(ξ)

A0
1

=
R

Pr
[
1

8

Bi(1− δ1)

1 + Bi
ξ

4 − 1

3
(1− δ1)ξ3]− 1

2

1

Pr
ξ

2N0
2 +

+[
Bi(1− δ1)

1 + Bi
− (1− δ1)]ξ,

N0
1 =

1

2
R[

3

10

Bi(1 + δ1)

1 + Bi
− (1 + δ1)] + 3Pr[

Bi(1 + δ1)

1 + Bi
− (1 + δ1)],

N0
2 =

1

2
R[

3

10

Bi(1− δ1)

1 + Bi
− (1− δ1)] + 3Pr[

Bi(1− δ1)

1 + Bi
− (1− δ1)],

(16)

Âåëè÷èíà δ1 ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ðèñ. 2: Ãðàôèê ôóíêöèè Ā(ξ) ïðè: Bi = 5
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Ðèñ. 3: Ãðàôèê ôóíêöèè Θ̄(ξ) ïðè: Bi = 2, δ1 = 0.5, Θg = 0.8

Ðèñ. 4: Ãðàôèê ôóíêöèè F̄ (ξ) ïðè: Bi = 1.6, δ1 = 2, R = 40, P r = 7 ∗ 104

Ðèñ. 5: Ãðàôèê ôóíêöèè H̄(ξ) ïðè: Bi = 1.2, δ1 = 0.2, R = 40, P r = 7 ∗ 104

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ðåøåíèé ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëåí ðåæèì êîíâåêòèâíîãî ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ôèçè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ, æèäêîñòè è òîëùèíû ñëîÿ.
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4 Íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå

Ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè, êîãäà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íå çàâèñÿò îò
âðåìåíè, ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà [3]. Îíî ïðèìåíèìî äëÿ
øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè, èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðû-
âà 1-ãî ðîäà.

Íàéäåì íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (7)-(15) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ëàïëàñà. Ìåòîä ñâîäèò ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ÎÄÓ.

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çà-
äà÷è

Aτ(ξ, τ) = Aξξ(ξ, τ),

A(ξ, 0) = A0(ξ),

A(0, τ) = A1(τ), Aξ(1, τ) + BiA(1, τ) = 0.

Â îáðàçàõ ïî Ëàïëàñó ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ÎÄÓ

Âξξ(ξ, s)− sÂ(ξ, s) = −A0(ξ),

Â(0, s) = Â1(s), Âξ(1, s) + BiÂ(1, s) = 0.
(17)

Ïðîâîäÿ ïðîñòûå âûêëàäêè, íàéäåì Â(ξ, s). Äàëåå, ó÷èòûâàÿ (17), ïîëó-
÷èì

Â(ξ, s) = c1sh(
√
sξ) + Â1(s)ch(

√
sξ)− 1√

s

∫
ξ

0

A0(ε)sh(
√
s(ξ− ε))dε, (18)

c1 =

Bi√
s

∫ 1

0
A0(ε)sh(

√
s(1− ε))dε− Â1(s)[

√
ssh(
√
s) + Bi ch(

√
s)] + A0(0)√

s
sh(
√
s)

√
sch(
√
s) + Bi sh(

√
s)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ôóíêöèè Ĉ(ξ, s) èìååì çàäà÷ó

Ĉξξ(ξ, s)− sĈ(ξ, s) = −C0(ξ),

Ĉ(0, s) = Ĉ1(s), Ĉξ(1, s) + BiĈ(1, s) = 0.

Îòêóäà

Ĉ(ξ, s) = c2sh(
√
sξ) + Ĉ1(s)ch(

√
sξ)− 1√

s

∫
ξ

0

C0(ε)sh(
√
s(ξ− ε))dε, (19)

c2 =

Bi√
s

∫ 1

0
C0(ε)sh(

√
s(1− ε))dε− Ĉ1(s)[

√
ssh(
√
s) + Bi ch(

√
s)] + C0(0)√

s
sh(
√
s)

√
sch(
√
s) + Bi sh(

√
s)

Ñëåäîâàòåëüíî, Â(ξ, s) è Ĉ(ξ, s) � èçâåñòíûå ôóíêöèè. Àíàëîãè÷íî íàé-
äåì ôóíêöèþ Θ̂(ξ, s)

Θ̂(ξ, s) = c3sh(
√
sξ)− 2√

s

∫
ξ

0

(Â(ε, s) + Ĉ(ε, s))sh(
√
s(ξ− ε))dε, (20)
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c3 =

2Bi√
s

∫ 1

0
(Â(ε, s) + Ĉ(ε, s))sh(

√
s(1− ε))dε+ 2sh(

√
s)
∫ 1

0
(Â(ε, s) + Ĉ(ε, s))sh(

√
sε)dε

√
sch(
√
s) + Bi sh(

√
s)

+

+
2ch(
√
s)
∫ 1

0
(Â(ε, s) + Ĉ(ε, s))ch(

√
sε)dε+ BiΘ̂g(s)√

sch(
√
s) + Bi sh(

√
s)

Ïðèìåíèì îïåðàöèîííûé ìåòîä äëÿ ôóíêöèè F (ξ, τ), ñ÷èòàÿ ôóíêöèè
Â(ξ, s) è Ĉ(ξ, s) � èçâåñòíûìè, ïîëó÷èì â îáðàçàõ ïî Ëàïëàñó çàäà÷ó

F̂ξξ(ξ, s)−
s

Pr
F̂ (ξ, s) =

R

Pr

∫
ξ

0

(Â(ε, s) + Ĉ(ε, s))dε+
1

Pr
N̂1(s),

F̂ (0, s) = 0, F̂ (1, s) = −(Â(1, s) + Ĉ(1, s)).

(21)

Òîãäà ðåøåíèå (21) èìååò âèä

F̂ (ξ, s) = − sh(
√
sξ)√

sch(
√
s)

(Â(1, s) + Ĉ(1, s))−

− R

Pr

1√
s

∫
ξ

0

∫
ε

0

(Â(z, s) + Ĉ(z, s))dzsh(
√
s(ξ− ε))dε+

+
1

Pr
√
s

[

∫
ξ

0

sh(
√
s(ξ− ε))dε− th(

√
s)√
s

]N̂1(s).

(22)

Íàõîäèì N̂1(s) èç (15)

N̂1(s) =
Pr ch(

√
s)−1

ch(
√
s)

(Â(1, s) + Ĉ(1, s))∫ 1

0

∫
ξ

0
sh(
√
s(ξ− ε))dεdξ− th(

√
s)√
s

+

+
R
∫ 1

0

∫
ξ

0

∫
ε

0
(Â(z, s) + Ĉ(z, s))dzsh(

√
s(ξ− ε))dεdξ∫ 1

0

∫
ξ

0
sh(
√
s(ξ− ε))dεdξ− th(

√
s)√
s

.

(23)

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì ôóíêöèþ Ĥ(ξ, s)

Ĥ(ξ, s) = − sh(
√
sξ)√

sch(
√
s)

(Â(1, s)− Ĉ(1, s))−

− R

Pr

1√
s

∫
ξ

0

∫
ε

0

(Â(z, s)− Ĉ(z, s))dzsh(
√
s(ξ− ε))dε+

+
1

Pr
√
s

[

∫
ξ

0

sh(
√
s(ξ− ε))dε− th(

√
s)√
s

]N̂2(s).

(24)

Ôóíêöèÿ N̂2(s) îïðåäåëèòñÿ èç (9):

N̂2(s) =
Pr ch(

√
s)−1

ch(
√
s)

(Â(1, s)− Ĉ(1, s))∫ 1

0

∫
ξ

0
sh(
√
s(ξ− ε))dεdξ− th(

√
s)√
s

+

+
R
∫ 1

0

∫
ξ

0

∫
ε

0
(Â(z, s)− Ĉ(z, s))dzsh(

√
s(ξ− ε))dεdξ∫ 1

0

∫
ξ

0
sh(
√
s(ξ− ε))dεdξ− th(

√
s)√
s

.

(25)
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5 Óñëîâèÿ ñòðåìëåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ê çàäàííîìó ñòàöè-

îíàðíîìó ðåæèìó

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
τ→∞

A1(τ) = A0
1, lim
τ→∞

C1(τ) = C0
1 , (26)

è ïðîèçâîäíûå A
′
1(τ), C

′
1(τ) èìåþò èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó. Òîãäà [3]

lim
s→0

sÂ1(s) = lim
τ→∞

A1(τ) = A0
1,

lim
s→0

sĈ1(s) = lim
τ→∞

C1(τ) = C0
1 .

(27)

Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ïðè τ→ 0 ôóíêöèé

sh(τ) ∼ τ+
τ

3

6
, ch(τ) ∼ 1 +

τ
2

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåì äëÿ ôóíêöèè Â(ξ, s):

lim
s→0

sÂ(ξ, s) ∼ lim
s→0

(sξ

Bi√
s

∫ 1

0
A0(ε)sh(

√
s(1− ε))dε− Â1(s)[s + Bi] + A0(0)√

s

√
s

1 + Bi
+

+sÂ1(s)) = −A0
1(τ)

Bi

1 + Bi
+ A0

1(τ) = A0(ξ).

Îñòàëüíûå äîêàçàòåëüñòâ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åííûõ â êâàäðàòóðàõ ôîðìóë (18)-(20), (22)-

(25) èìååò ìåñòî
Ëåììà 1. Ïðè óñëîâèÿõ (26), (27) íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (7)-

(15) âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì (16).

6 Íàõîæäåíèå îðèãèíàëîâ èñêîìûõ ôóíêöèé

Ôóíêöèè (18), (19) ÿâëÿþòñÿ èçîáðàæåíèÿìè ïî Ëàïëàñó. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îðè-
ãèíàëîâ èñïîëüçóåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
A1(τ), C1(τ) èìåþò âèä

A1(τ) = A10 + ε1 exp [−γ1τ]sin(ω1τ), C1(τ) = C10 + ε2 exp [−γ2τ]sin(ω2τ)

Òîãäà èõ îáðàçû ëåãêî íàõîäÿòñÿ èç òàáëèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà [4]

Â1(τ) =
A10

s
+

ε1ω1

(s + γ1)2 + ω2
1

, Ĉ1(τ) =
C10

s
+

ε2ω2

(s + γ2)2 + ω2
2

(28)

ãäå γ1 > 0, γ2 > 0, ò.å. ãðàíè÷íûé ðåæèì ñòàáèëèçèðóåòñÿ ñî âðåìåíåì. Åñëè
îäíî èç çíà÷åíèé γ1 ≤ 0, γ2 ≤ 0, òî ýôôåêò ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèÿ íåò. Íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ A0(ξ), C0(ξ) ïðåäïîëàãàåì ðàâíûå íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå íàðóøàþòñÿ
óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ, òàê êàê ïîëó÷àåì A1(0) 6= A0(0), C1(0) 6= C0(0), òî åñòü
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âîçíèêàþò ðàçðûâû 1 ðîäà. Ýòî äîïóñòèìî, òàê êàê èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ëàïëàñà ïðèìåíèìî äëÿ ôóíêöèé, èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ 1
ðîäà. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ (28) â (18), ïîëó÷èì

Â(ξ, s) = (
A10

s
+

ε1ω1

(s + γ1)2 + ω2
1

)(−sh(
√
sξ)

√
ssh(
√
s) + Bi ch(

√
s)√

sch(
√
s) + Bi sh(

√
s)

+ ch(
√
sξ)).

Ïðèìåíÿÿ ÷èñëåííûé ìåòîä îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà [5], ïîëó÷àåì
ãðàôèê ôóíêöèè a(ξ, τ)

Ðèñ. 6: Ãðàôèê ôóíêöèè A(ξ, τ)

ïðè: A10 = 1, ε1 = 1, γ1 = 0.04, ω1 = 0.1.
Ôóíêöèÿ Ĉ(ξ, s1) áóäåò èìåòü âèä

Ĉ(ξ, s) = (
C10

s
+

ε2ω2

(s + γ2)2 + ω2
2

)(−sh(
√
sξ)

√
ssh(
√
s) + Bi ch(

√
s)√

sch(
√
s) + Bi sh(

√
s)

+ ch(
√
sξ)).

Ãðàôèê ôóíêöèè C(ξ, τ) àíàëîãè÷åí ãðàôèêó A(ξ, τ).
Ïîñëå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì ãðàôèê ôóíêöèè Θ(ξ, τ):
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Ðèñ. 7: Ãðàôèê ôóíêöèè Θ(ξ, τ)

ïðè A10 = 1, ε1 = 1, γ1 = 0.04, ω1 = 0.1, C10 = 2, ε2 = 1, γ2 = 0.06,
ω2 = 0.2.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
1. ïðîèçâåäåíà ðåäóêöèÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷;
2. íàéäåíî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñ çàäàííîé òåìïåðàòóðîé íà íèæíåé

ñòåíêå;
3. ïîëó÷åíî íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è â îáðàçàõ ïî Ëàïëàñó;
4. óñòàíîâëåíî, ÷òî íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå âûõîäèò íà ïîëó÷åííûé ñòà-

öèîíàðíûé ðåæèì ñ ðîñòîì âðåìåíè;
5. äëÿ ïîëó÷åíèÿ îðèãèíàëîâ ôóíêöèé íåñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ áûë

èñïîëüçîâàí ÷èñëåííûé ìåòîä îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå áûëè âçÿòû äëÿ âîäû ïðè òåìïåðàòóðû 20◦C.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðîâåðêè ýô-

ôåêòèâíîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèõñÿ äëÿ ðàñ÷åò êîíâåêòèâíîãî
äâèæåíèÿ âÿçêèõ æèäêîñòåé.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Êðàñíîÿðñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì öåíòðîì, ôèíàíñè-
ðóåìûì Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ìåðîïðèÿòèé ïî ñîçäàíèþ è ðàçâèòèþ ðå-
ãèîíàëüíûõ ÍÎÌÖ (Ñîãëàøåíèå 075-02-2020-1631)
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Zvyagintseva T. E. The existence of cycles in a second-order discrete-time system

with nonlinearity satisfying the Routh-Hurwitz condition. In this paper, a second-order

discrete-time automatic control system is studied. It is assumed that the nonlinearity of this system

is 2-periodic and satis�es the generalized Routh-Hurwitz condition. Systems with nonlinearities of

this type are used in solving various applied natural science and technical problems. This system

is explored for all allowed values of the parameters. Conditions on the parameters under which it

is possible to construct the nonlinearity so that the system is not globally asymptotically stable

are provided. In this case the system has a family of non-isolated cycles of period four.

Keywords: discrete-time second-order system, Aizerman's problem, absolute stability,

periodic solution.

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äèñêðåò-

íûì âðåìåíåì, íåëèíåéíîñòü êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ 2-ïåðèîäè÷åñêîé è óäîâëåòâîðÿåò îáîáùåííî-

ìó óñëîâèþ Ðàóñà-Ãóðâèöà. Ñèñòåìû ñ íåëèíåéíîñòÿìè òàêîãî òèïà âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè

ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ åñòåñòâåííîíàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ çàäà÷. Óêàçàííàÿ ñèñòåìà èññëå-

äóåòñÿ ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Âûïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû,

ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ íåëèíåéíîñòü ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà òàê, ÷òî ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ

ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé. Ïðè ýòîì â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî íåèçîëèðî-

âàííûõ öèêëîâ ïåðèîäà ÷åòûðå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, ïðîáëåìà Àé-

çåðìàíà, àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü, ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Îñíîâû òåîðèè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâ-
ëåíèÿ áûëè çàëîæåíû â ñîðîêîâûõ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ â ðàáîòå À. È. Ëó-

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò ÐÔÔÈ � 19-01-
00388)
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ðüå, Â. Í. Ïîñòíèêîâà [1]. Â êëàññè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è èçó÷àåòñÿ ñè-
ñòåìà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ẋ = Ax + bφ (σv), σv = c∗x, ñîñòîÿùàÿ èç óñòîé-
÷èâîé ñòàöèîíàðíîé ëèíåéíîé ÷àñòè è íåëèíåéíîãî áëîêà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ôóíêöèÿ φ (σv) óäîâëåòâîðÿåò ñåêòîðíîìó óñëîâèþ k1σv

2 ≤ φ (σv)σv ≤ k2σv
2, σv ∈ R.

Åñëè óêàçàííàÿ ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïðè çàìåíå φ (σv) íà ëèíåé-
íóþ ôóíêöèþ Sσv äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû S ∈ [k1, k2], òî ãîâîðÿò, ÷òî íåëèíåé-
íîñòü óäîâëåòâîðÿåò îáîáùåííûì óñëîâèÿì Ðàóñà-Ãóðâèöà, èëè ëåæèò â ãóðâè-
öåâîì óãëå.

Â ðàáîòå Ì. À. Àéçåðìàíà [2] ñôîðìóëèðîâàíà èçâåñòíàÿ ãèïîòåçà î òîì,
÷òî ñèñòåìà ñ íåëèíåéíîñòüþ, ëåæàùåé â ãóðâèöåâîì óãëå, ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé. Â. À. Ïëèññ [3] ïîñòðîèë ñèñòåìó òðåòüåãî ïîðÿä-
êà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê ãèïîòåçå Àéçåðìàíà, è ðàçðàáîòàë ìåòîä
ïîèñêà ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ñèñòåìàõ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ îáîáùåííûì óñëîâèÿì Ðàóñà-Ãóðâèöà. Â ðàáîòàõ Ã. À. Ëåîíîâà è
Í. Â. Êóçíåöîâà [4,5] ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîíòðïðèìåðîâ è ïî-
èñêà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â òàêèõ ñèñòåìàõ.

Ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè ïîñâÿùåíî
â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, èíòåíñèâíî ñòðîèòñÿ è ðàç-
âèâàåòñÿ äàííàÿ òåîðèÿ è äëÿ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, ÷òî îáóñëîâëåíî
øèðîêèì ïðèìåíåíèåì äèñêðåòíûõ ñèñòåì ïðè èçó÷åíèè ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì,
âîçíèêàþùèõ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé íàóêè è òåõíèêè. Áîëüøîé òåî-
ðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
ñåêòîðíûìè íåëèíåéíîñòÿìè.

Ðåçóëüòàòû êëàññè÷åñêîé òåîðèè äëÿ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì
àâòîìàòè÷åñêè íå ïåðåíîñÿòñÿ íà äèñêðåòíûé ñëó÷àé, ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì òðåáóþò îòäåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Â ðàáîòàõ Ó. Õèòà, Äæ. Êàððàñêî,
Ì. äå ëà Ñåíà [6,7] ïîñòðîåíû äâå ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ñëóæàò
êîíòðïðèìåðàìè ê ãèïîòåçå Àéçåðìàíà â äèñêðåòíîì ñëó÷àå. Â îäíîé èç óêà-
çàííûõ ñèñòåì ñóùåñòâóåò öèêë ïåðèîäà ÷åòûðå, à â äðóãîé � öèêë ïåðèîäà
òðè.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà âòîðîãî ïîðÿäêà ñ 2-ïåðèîäè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ, óäîâëå-
òâîðÿþùåé îáîáùåííûì óñëîâèÿì Ðàóñà-Ãóðâèöà. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñôîðìó-
ëèðîâàíû â âèäå äâóõ òåîðåì. Â ïåðâîé òåîðåìå âûïèñàíû êîýôôèöèåíòíûå
óñëîâèÿ íà ïàðàìåòðû, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ íåëèíåéíîñòü ñèñòåìû ìî-
æåò áûòü ïîñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî íåèçî-
ëèðîâàííûõ öèêëîâ ïåðèîäà ÷åòûðå. Âî âòîðîé òåîðåìå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
íåëèíåéíîñòü ñèñòåìû íå òîëüêî ëåæèò â ãóðâèöåâîì óãëå, íî è óäîâëåòâîðÿåò
äîïîëíèòåëüíîìó ñåêòîðíîìó óñëîâèþ. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà âîïðîñà âñòðå÷àåòñÿ
âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïî äàííîé òåìàòèêå. È â ýòîì ñëó÷àå ÿâíî óêàçàíû óñëîâèÿ,
ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî öèêëîâ. Èç äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåì ñëåäóåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ óêàçàííûõ íåëèíåéíîñòåé.

Ñôîðìóëèðóåì ñòðîãî çàäà÷ó è ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì{

xj+1 = yj,
yj+1 = −αyj − βxj − φ (σvj) ,

(1)
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ãäå σvj = ayj + bxj, j ∈ N , a2
β − abα + b2 6= 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè

φ (σvj) ≡ 0 ñèñòåìà (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, òî åñòü (α, β) ∈ ∆, ãäå ∆ =
{(α, β) : |α| − 1 < β < 1}. Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî a > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî òàêèõ S = const, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà (1)
ñ ëèíåéíîé ôóíêöèåé φ (σvj) = Sσvj àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Íåòðóäíî ïîêà-
çàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Ω åñòü èíòåðâàë (Smin, Smax) äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî
íàáîðà ïàðàìåòðîâ a, b, α, β. Çíà÷åíèÿ Smin è Smax â ÿâíîì âèäå âûïèñàíû â
ðàáîòå [8].

Ïîëîæèì â ñèñòåìå (1)

φ (σvj) = Sjσvj = Sj (ayj + bxj) , (2)

ãäå Sj ∈ Ω, j ∈ N . Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì íåëèíåéíîñòü óäîâëå-
òâîðÿåò îáîáùåííûì óñëîâèÿì Ðàóñà-Ãóðâèöà.

Åñëè 4β ≤ α2, òî ïîëîæèì b± = a
2

(
α±

√
α2 − 4β

)
.

Òåîðåìà 1. Åñëè ïàðàìåòðû ñèñòåìû (1) ñ íåëèíåéíîñòüþ âèäà (2) óäî-
âëåòâîðÿþò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé 1�6:

1. α > 0, 4β > α2, b ∈
(
−a(1−β)

α
, a(1+β)

α

)
;

2. α > 0, 4β ≤ α2, b ∈
(
−a(1−β)

α
, b−

)
∪
(
b+,

a(1+β)
α

)
;

3. α = 0, β > 0;

4. α = 0, β ≤ 0, b ∈ (−∞, b−) ∪ (b+, +∞);

5. α < 0, 4β > α2, b ∈
(

a(1+β)
α

, −a(1−β)
α

)
;

6. α < 0, 4β ≤ α2, b ∈
(

a(1+β)
α

, b−

)
∪
(
b+, −a(1−β)

α

)
;

òî ñóùåñòâóåò 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sj}∞j=1 ⊂ Ω, òàêàÿ,
÷òî ñèñòåìà èìååò 4-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 1'. Åñëè − α

a
∈ Ω è b2 − abα + a2

β > 0, òî ñóùåñòâóåò 2-
ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sj}∞j=1 ⊂ Ω, òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà (1) ñ íåëè-
íåéíîñòüþ âèäà (2) èìååò öèêëû ïåðèîäà ÷åòûðå.

Òåïåðü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåëèíåéíîñòü (2) ñèñòåìû (1) íå òîëüêî ëåæèò
â ãóðâèöåâîì óãëå, íî è óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó ñåêòîðíîìó óñëîâèþ

φ (σvj)σvj ≥ 0

äëÿ âñåõ j ∈ N . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ ìíîæåñòâî òàêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ
S = const, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà (1) ñ ëèíåéíîé ôóíêöèåé φ (σvj) = Sσvj àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ a, b, α,
β ìíîæåñòâî Θ åñòü ïðîìåæóòîê [0, Smax).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1) ñ íåëèíåéíîñòüþ âèäà (2), ãäå Sj ∈ Θ, j ∈ N .
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Òåîðåìà 2. Åñëè α < 0, b ∈
(
B0,−a(1−β)

α

)
, ãäå B0 =

a(α(1+β)+(1−β)2)
α2+(2−α)(1−β) , òî ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ 2-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sj}∞j=1 ⊂ Θ, ÷òî ñèñòåìà
(1) ñ íåëèíåéíîñòüþ âèäà (2) èìååò 4-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì çàïèøåì ñèñòåìó (1) ñ 2-ïåðèîäè÷åñêîé íåëè-
íåéíîñòüþ (2) â âèäå (

xj+1

yj+1

)
= Pj

(
xj

yj

)
, (3)

ãäå Pj =

(
0 1
−βj −αj

)
, αj = α + aSj, βj = β + bSj, ìàòðèöà Pj - 2-

ïåðèîäè÷åñêàÿ.
Ñóùåñòâîâàíèå öèêëà ïåðèîäà ÷åòûðå ó ñèñòåìû (3) ðàâíîñèëüíî ñóùå-

ñòâîâàíèþ öèêëà ïåðèîäà äâà ó ëèíåéíîé ñèñòåìû(
xj+1

yj+1

)
= Pj+1Pj

(
xj

yj

)
(4)

ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé Pj+1Pj = P2P1 =

(
−β1 −α1
α2β1 α1α2 − β2

)
, j = 2m −

1,m ∈ N .
Ñèñòåìà (4) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|Sp (P2P1)| − 1 < Det (P2P1) < 1.

Åñëè âåðíî ðàâåíñòâî Sp (P2P1) + Det (P2P1) + 1 = 0, òî åñòü

α2α1 +
(
1− β2

) (
1− β1

)
= 0, (5)

òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
(
x1

y1

)
, ãäå x1 6= 0, y1 =

1−β1
α1

x1, � öèêëû ïåðèîäà äâà, à ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) ñ òàêèìè íà÷àëüíûìè
äàííûìè � öèêëû ïåðèîäà ÷åòûðå, ñîñòîÿùèå èç òî÷åê

(
xj

yj

)
, ãäå x2 = y1, y2 =

x3 = −x1, y3 = x4 = −y1, y4 = x1, è xj+4 = xj, yj+4 = yj äëÿ âñåõ j ∈ N .
Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (5) ìîæåò áûòü âåðíî, òîëüêî åñëè α2α1 < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (1) ñ 2- ïåðèîäè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ âèäà (2), ãäå
Sj ∈ Ω, ìîæåò èìåòü öèêë ïåðèîäà ÷åòûðå òîëüêî åñëè − α

a
∈ Ω, òî åñòü òîëüêî

ïðè b ∈
(
−a(1−β)

α
, a(1+β)

α

)
â ñëó÷àå α > 0, ïðè b ∈ (−∞,+∞) â ñëó÷àå α = 0, è

ïðè b ∈
(

a(1+β)
α

,−a(1−β)
α

)
â ñëó÷àå α < 0.

Cèñòåìà (1) ñ 2-ïåðèîäè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ âèäà (2), ãäå Sj ∈ Θ, ìîæåò
èìåòü öèêë ïåðèîäà ÷åòûðå, åñëè − α

a
∈ Θ, òî åñòü òîëüêî ïðè α < 0 è b ∈(

a(1+β)
α

,−a(1−β)
α

)
.

Èç ðàâåíñòâ αj = α+aSj, βj = β+bSj ñëåäóåò, ÷òî βj =
bαj+c

a
, ãäå c = aβ−bα.

È ðàâåíñòâî (5) âåðíî, åñëè H (α1, α2) = 0, ãäå

H (α1, α2) = α1α2 +

(
1− bα1 + c

a

)(
1− bα2 + c

a

)
. (6)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ïîëîæèì αmin = α+aSmin, αmax = α+aSmax,

H1 = H (αmin, αmax) , H2 = H

(
αmin + αmax

2
,
αmin + αmax

2

)
.

Çàìåòèì, ÷òî H2 > 0, ïîñêîëüêó H (α1, α1) > 0 äëÿ âñåõ α1 ∈ (αmin, αmax)
(ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà Ω).Ïîýòîìó, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè H, äëÿ
òåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ H1 < 0, ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ α1, α2 ∈
(αmin, αmax) òàêèå, ÷òî H (α1, α2) = 0.

Âû÷èñëÿÿ H1 äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ a, b, α, β,
è ñîáèðàÿ âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ H1 < 0, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ïîëîæèì

H3 = H (α, αmax) , H4 = H

(
α+ αmax

2
,
α+ αmax

2

)
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Θ ñëåäóåò, ÷òî H4 > 0. Ïîýòîìó äëÿ òåõ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðîâ a, b, α, β, ïðè êîòîðûõ H3 < 0, ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ
α1, α2 ∈ [α, αmax), ÷òî H (α1, α2) = 0.

Âû÷èñëÿÿ H3 äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ è ñîáèðàÿ
âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ H3 < 0, ïîëó÷èì, ÷òî ñèñòåìà (1) ñ
2-ïåðèîäè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ âèäà (2), ãäå Sj ∈ Θ, èìååò 4-ïåðèîäè÷åñêîå

ðåøåíèå ïðè α < 0, b ∈
(
B0,−a(1−β)

α

)
.

Áîëåå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1, 2 äàíî â ðàáîòàõ [8,9].
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Lagodinskiy V.M. Boundary value problem for the Schr�odinger equation

corresponding to the di�raction of particles on a screen with slits The boundary value

problem for the nonrelativistic stationary Schr�odinger equation in two-dimensional space with

conditions on the line x = 0, which ensure the continuity of the solution on the entire line and

the approximate equality of the solution to zero on one segment of this line and the continuity of

the derivative with respect to x on other segments by the method of least squares, is posed and

approximately solved. The problem is considered periodic with respect to the variable y, which

makes it possible to use the Fourier series expansion. Using the obtained solution, we construct a

vector �eld and curves for which this vector �eld is the �eld of tangents at each point. Considerations

are given according to which these curves can be considered as the trajectories of particles, some

of which �y through the slits of the screen, and some of which are re�ected from it. This calls into

question the generally accepted ("Copenhagen") interpretation of quantum mechanics.

Ñòàâèòñÿ è ïðèáëèæåííî ðåøàåòñÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñòàöèî-

íàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð�åäèíãåðà â äâóõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ óñëîâèÿìè íà ïðÿìîé x = 0,

êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ íà âñåé ýòîé ïðÿìîé è ïðèáëèæåííî ðàâåíñòâî

íóëþ ðåøåíèÿ íà îäíèõ îòðåçêàõ ýòîé ïðÿìîé è íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíîé ïî x ía äðóãèõ

îòðåçêàõ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Çàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïî ïåðåìåííîé

y, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå. Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî

ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ âåêòîðíîå ïîëå è êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ ýòî âåêòîðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëåì êàñàòåëüíûõ â êàæäîé òî÷êå. Ïðèâîäÿòñÿ ñîîáðàæåíèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ýòè

êðèâûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òðàåêòîðèè ÷àñòèö, ÷àñòü êîòîðûõ ïðîëåòàåò ñêâîçü ùåëè

ýêðàíà, ÷àñòü îòðàæàåòñÿ îò íåãî. Òåì ñàìûì ñòàâèòñÿ ïîä ñîìíåíèå îáùåïðèíÿòàÿ (�êîïåí-

ãàãåíñêàÿ�) èíòåðïðåòàöèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Ïîä òåîðèåé äèôðàêöèè ïîíèìàþò îáû÷íî ðàçäåë ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè, ïîñâÿùåííûé èçó÷åíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîëåáàíèé, ýëåêòðîìàãíèòíûõ
èëè àêóñòè÷åñêèõ [1]. Ýòè êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ îïðåäåëåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Îñ-
íîâíîé ìåòîä ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ � ìåòîä ôóíêöèé Ãðèíà, ïðè ýòîì ÷àùå âñå-
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ãî èíòåðåñóþòñÿ àñèìïòîòèêîé ðåøåíèé. Íî çàäà÷à äèôðàêöèè ñóùåñòâóåò è
â ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå êâàíòîâîé ìåõàíèêè, îñíîâîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. È ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è î÷åíü
ñóùåñòâåííî äëÿ ïîíèìàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü [2], ÷òî íàáëþäåíèå äèôðàêöèè ÷àñòèö íà ýêðàíå ñî
ùåëÿìè ïðîòèâîðå÷èò âîçìîæíîñòè îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö
ïîñðåäñòâîì òðàåêòîðèé, òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê ïîïàäàíèÿ ÷àñòèö íà
âòîðîé ýêðàí, ðàñïîëîæåííûé çà ýêðàíîì ñî ùåëÿìè, íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì íà-
ëîæåíèåì òî÷åê ïîïàäàíèÿ ÷àñòèö, ïðîëåòåâøèõ ÷åðåç âñå ùåëè. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îáùåïðèíÿòîé (�êîïåíãàãåíñêîé�) èíòåðïðåòàöèåé êâàíòîâîé ìåõàíèêè
ïîëàãàþò, ÷òî ñîñòîÿíèå çàìêíóòîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû â ëþáîé ìîìåíò âðåìå-
íè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åå âîëíîâîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì âðåìåíí�îãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Íî ýòà ôóíêöèÿ ïî÷òè íèêîãäà íå äàåò
âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ âñåõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ
ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, íàïðèìåð, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ñâîáîäíî âäîëü îñè X, èìååò âèä:

Ψ(t, x) = exp[i(px− (2m)−1p2t)], ∀t, x ∈ R.

Îòñþäà äåëàþò âûâîä, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà, â ÷àñòíîñòè, îòäåëüíàÿ
÷àñòèöà, ñàìà ïî ñåáå íå îáëàäàåò êàêèìè-ëèáî êîíêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè êîîð-
äèíàò, êàê è äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ïðèîáðåòàåò èõ â ïðîöåññå èçìåðåíèÿ
ñ ïîìîùüþ ïðèáîðîâ � óñòðîéñòâ, äåéñòâóþùèõ ïî çàêîíàì êëàññè÷åñêîé ìåõà-
íèêè. Ïðè ýòîì, êàê ñ÷èòàþò, íåëüçÿ îäíîâðåìåííî òî÷íî èçìåðèòü ïîëîæåíèå
è èìïóëüñ ÷àñòèöû. Ïîãðåøíîñòè ëþáîãî èçìåðåíèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà,
ïîëàãàþò, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïðèíöèïó íåîïðåäåëåííîñòè:

∆x∆px > ~/2.

Îäíàêî â ðàáîòå [3] âûïîëíåí ïðèáëèæåííûé ðàñ÷�åò äèôðàêöèè ÷àñòèö
íà ýêðàíå ñî ùåëüþ, è ðåçóëüòàòû ðàñ÷�åòà ïîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü èçìåðå-
íèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà, ïðè êîòîðîì ýòî íåðàâåíñòâî íàðóøàåòñÿ. Íî ñàìî
ñóùåñòâîâàíèå íåóñòðàíèìûõ ïîãðåøíîñòåé íå îïðîâåðãàåòñÿ. Ìîæíî, îäíàêî
ïîêàçàòü, ÷òî ðåàëèñòè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øð�åäèíãåðà,
ïîä÷èíåííîãî îïðåäåëåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü òðà-
åêòîðèè ÷àñòèö è, êðîìå òîãî, îáíàðóæèòü òàêîå ñâîéñòâî ïðîñòðàíñòâ , êîòîðîå
íå âûÿâëÿåòñÿ êîïåíãàãåíñêîé èíòåðïðåòàöèåé êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå Øð�åäèíãåðà äëÿ îäíîé ÷àñòèöû â åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå:[

i
∂

∂t
+

1

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)]
Ψ(t, x, y, z) = 0, ∀t ∈ R, ∀(x, y, z) ∈ R3.

(1)
ãäå m > 0 ìàññà ÷àñòèöû (èñïîëüçóåì ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ
Ïëàíêà ~ = 1).

Êàê èçâåñòíî [1], èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè:

∂

∂t
ρ(t, r) = −∇j(t, r), (2)
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ãäå

ρ(t, r) =
∣∣Ψ(t, r)|2, j(t, r) = −i(2m)−1(Ψ∗(t, r)∇Ψ(t, r)−Ψ(t, r)∇Ψ∗(t, r)

]
.

Ïåðâóþ èç ýòèõ ôóíêöèé ôèçèêè íàçûâàþò ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè ÷àñòèöû, âòîðóþ � âåêòîðîì ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòè. Ïîçäíåå áóäóò ïðèâåäåíû ñîîáðàæåíèÿ, ñòàâÿùèå ïîä ñîìíåíèå òàêóþ èí-
òåðïðåòàöèþ ýòèõ ôóíêöèé.

Î÷åâèäíî, âðåìÿ îòäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé:

Ψ(t, r) = ψ(p, r) exp[−ip2(2m)−1t],

ãäå âåêòîð p èìååò ñìûñë èìïóëüñà ÷àñòèöû. Ôóíêöèÿ ψ(p, r) óäîâëåòâîðÿåò
ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ Øð�åäèíãåðà:(

p2 +
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
ψ(p, x, y, z) = 0, ∀(x, y, z) ∈ R3. (3)

Óðàâíåíèå (2) ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå:

∇ · j(r) = 0, ∀r ∈ R3.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèþ (3) ñîîòâåòñòâóåò áåçäèâåðãåíòíîå âåêòîðíîå
ïîëå. ×àñòíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1) âèäà

ψ(p, r) = A exp(ipr), ∀r ∈ R3

ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíîå âåêòîðíîå ïîëå

j(r) =
p2

m
|A|2, ∀r ∈ R3.

Ââåäåì òåïåðü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå íàëè÷èþ ýêðàíà ñî
ùåëÿìè. Ïóñòü îí íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè x = 0, ùåëè ïàðàëëåëüíû îñè Z. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöû íàëåòàþò íà ýêðàí ñëåâà è èõ èìïóëüñû âäàëè îò ýêðàíà
ïàðàëëåëüíû îñè X. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî íàøåé çàäà÷è îäíîðîäíî âäîëü îñè
Z. Ïîýòîìó çàâèñèìîñòü îò z ìîæíî îòäåëèòü. Òåïåðü ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:(

p2 +
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
ψ(p, x, y) = 0, ∀(x, y) ∈ R2. (4)

Â îòëè÷èå îò ðàáîòû [3] áóäåì ïðåäïîëàãàòü íàëè÷èå íå îäíîé ùåëè, à
áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû ùåëåé. Óäîáíî, ÷òîáû ïåðèîä áûë ðàâåí 2π.
Â êàæäîì ïåðèîäå åñòü ùåëü Pn = (−a + 2nπ, a + 2nπ) è íåïðîíèöàåìàÿ ÷àñòü
ýêðàíà Qn = [(2n − 1)π,−a + 2nπ] ∪ [a + 2nπ, (2n + 1)π]. Â ïðèíöèïå, ðåøåíèå
íàøåé çàäà÷è äîëæíî îáðàùàòüñÿ â íóëü â ëþáîé òî÷êå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ
Qn, íà îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ Pn äîëæíû áûòü íåïðåðûâíûìè è ðåøåíèå, è åãî
ïðîèçâîäíàÿ ïî x. Îäíàêî òî÷íî òàêóþ çàäà÷ó ðåøèòü íåâîçìîæíî. Ñóùåñòâóåò
ìåòîä Êèðõãîôà [4], ñîãëàñíî êîòîðîìó íà ìíîæåñòâàõ Qn ïîëàãàþò ðåøåíèå è
åãî ïðîèçâîäíóþ ïî x ðàâíûìè íóëþ, íà ìíîæåñòâàõ Pn òàêèìè, êîòîðûå áûëè
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áû òàì â îòñóòñòâèè ýêðàíà. Íî ýòîò ìåòîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëèøêîì íåòî÷íûì.
Õî÷åòñÿ èìåòü ìåòîä, êîòîðûé õîòÿ áû â ïðèíöèïå äàâàë âîçìîæíîñòü ïðå-
äåëüíîãî ïåðåõîäà ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Ýòîìó êðèòåðèþ óäîâëåòâîðÿåò ìåòîä
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Âûáåðåì ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4), çàâèñÿùèõ
îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ. Î÷åâèäíî, åñëè ýòî ÷èñëî çàäàíî, óïîìÿíóòûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ìàêñèìàëüíî òî÷íî, åñëè áóäåò ìèíè-
ìàëüíà ñëåäóþùàÿ ñóììà èíòåãðàëîâ:

S = lim
δ→0

[∫ a

0

|ψ′x(p, δ, y)− ψ′x(p,−δ, y)|2dy +

∫
π

a

|ψ(p, 0, y)|2dy
]
, (5)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâîäÿò ê �ïðèáëèæåí-
íîé� îðòîãîíàëüíîñòè ðåøåíèé, òî åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðåøåíèé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ðàçíûì çíà÷åíèÿì p î÷åíü ìàëî.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p < 1. Ïðåäñòàâèì íåïðåðûâíîå ïî x
ïðè âñåõ y ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ñ ïîìîùüþ îòðåçêà ðÿäà Ôóðüå:

ψ(p, x, y) =

{
eipx + (A0 + iB0)e−ipx +

∑N
n=1(An + iBn)eκnx cosny, ∀x 6 0,

eipx(1 + A0 + iB0) +
∑N

n=1(An + iBn)e−κnx cosny, ∀x > 0,
(6)

ãäå κn =
√

n2 − p2, n = 1, 2 . . . . Òîãäà ñóììà (5) ïðèíèìàåò âèä:

S = S(A0, A1, . . . , AN , B0, B1, . . . , BN) =

=

∫ a

0

[(
pA0 −

N∑
n+1

Bnκn cosny
)2

+
(
pB0 +

N∑
n=1

Anκn

)2]
dy +

+

∫
π

a

[(
1 + A0 +

N∑
n=1

An cosny
)2

+
(
B0 +

N∑
n=1

Bn cosny
)2]

dy. (7)

Óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè ñóììû (5) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé:

∂

∂An

S(A0, A1, A2, . . . , AN , B0, B1, . . . , BN) = 0, n = 0, 1, 2, . . . , N. (8)

∂

∂Bn

S(A0, A1, A2, . . . , AN , B0, B1, . . . , BN) = 0, n = 0, 1, 2, . . . , N. (9)

Èñïîëüçóÿ (7), ïîëó÷àåì íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé:

N∑
n=0

Cm,nxn = Dm, m = 0, 1, 2, . . . , 2N + 2, (10)

ãäå: C0,0 = C1,1 = 2(π − a) + 8p2a, C0,1 = C1,0 = 0, C0,2k = C2k,0 = −2k−1 sin ka,
C0,2k+1 = C2k+1,0 = −8pκkk

−1 sin ka, C2n,2k = C2n+1,2k+1 = 8κnκkαn,k + 2βn,k, x2k =
Ak, x2k+1 = Bk,

αn,k =

∫ a

0

cosny cos ky dy, βn,k =

∫
π

a

cosny cos ky dy,

62



n, k = 0, 1, . . ., N .
Ñèñòåìà (10) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðè÷åì îíî îáÿçàòåëüíî ñîîò-

âåòñòâóåò ìèíèìóìó ñóììû (5). Ýòî ðåøåíèå ïîëó÷åíî ÷èñëåííî ìåòîäîì Ãàóñ-
ñà. Èñïîëüçóÿ åãî, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïîëÿ j(x, y)
â ïîëóïðîñòðàíñòâå x 6 0:

jx(x, y) = p(1− A2
0 −B2

0) +

+ m−1

N∑
n=1

{[−An sin px + Bn cos px + (A0An + B0Bn) sin px +

+ (A0Bn − AnB0) cos px]κn + [An cos px + Bn sin px + (A0An + B0Bn) cos px +

+ (A0Bn − AnB0) sin px]p}eκnx cosny, ∀x 6 0, ∀y ∈ R,

jy(x, y) = m−1

N∑
n=1

[An sin px−Bn cos px−

− (A0An +B0Bn) sin px− (A0Bn−AnB0) cos px]neκnx sinny, ∀x 6 0. ∀y ∈ R.

À â ïîëóïðîñòðàíñòâå x > 0:

jx(x, y) = pm−1[(1 + A0)2 + B2
0 ] + m−1

N∑
n=1

{[(Bn + A0Bn −B0An) cos px−

− (An + A0An + B0Bn) sin px]κn + [(An + A0An + B0Bn) cos px +

+ (Bn + A0Bn −B0An) sin px]p}e−κnx cosny, ∀x > 0, ∀y ∈ R.

jy(x, y) = m−1

N∑
n=1

{[An + A0An + B0Bn) sin px−

− (Bn + A0Bn −B0An) cos px]ne−κnx sinny, ∀x > 0, ∀y ∈ R.

Åñëè âçÿòü òî÷êó (0, y0) íà ùåëè, òî åñòü íà ïðîìåæóòêå (0, a) îñè Y , òî
ìû ìîæåì ïîëó÷èòü âèçóàëüíî ïëàâíóþ êðèâóþ â ïîëóïðîñòðàíñòâå x < 0 ïî
ôîðìóëàì

xn+1 = xn − jx(xn, yn)h, yn+1 = yn − jy(xn, yn)h,

â ïîëóïðîñòðàíñòâå x > 0 ïî ôîðìóë ì

xn+1 = xn + jx(xn, yn)h, yn+1 = yn + jy(xn, yn)h,

ãäå h � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, ïðè ýòîì ïëàâíîñòü ñîõðà-
íÿåòñÿ è â òî÷êå x = 0. Çà äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî òàêèõ øàãîâ ïðèõîäèì
ê òåì çíà÷åíèÿì x, ïðè êîòîðûõ êîìïîíåíòà jy(x, y) ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæè-
ìî ìàëîé. Åñëè æå òî÷êà (0, y0) íà íåïðîíèöàåìîé ÷àñòè ýêðàíà, y0 ∈ (a, π),
ìû ìîæåì äâèãàòüñÿ â ïîëóïëîñêîñòü x < 0 ïî äâóì ïóòÿì â ñîîòâåòñòâèè
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ñ òåì, ÷òî êîìïîíåíòà jx(x, y) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ:
jx(x, y) = j+

x (x, y) + j−x (x, y), ãäå

j+
x (x, y) =

p

m
+

1

m

N∑
n=1

[An(p cos px− κn sin px + Bn(p sin px + κn cos px)]eκnx cosny,

j−x (x, y) = − p

m
(A2

0 +B2
0) +

+
1

m

N∑
n=1

[(A0An +B0Bn)(κn sin px− p cos px+(A0Bn−AnB0)(κn cos px− p sin px)]eκnx cosny.

Ïðè ýòîì êîìïîíåíòà jy(x, y) ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâîé äëÿ îáîèõ ñëàãàåìûõ.
Ãðàôèêè ïîëó÷åííûõ êðèâûõ ïðèâåäåíû íà Ðèñ. 1 äëÿ çíà÷åíèÿ øèðèíû ùåëè
a = π/2 è p = 0, 3, íà Ðèñ. 2 äëÿ øèðèíû ùåëè a = π/2 è p = 0, 6, íà Ðèñ. 3 äëÿ
øèðèíû ùåëè a = 0, 3π è p = 0, 6.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Èòàê, â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øð�åäèíãåðà ïîëó÷àåòñÿ ñåìåé-
ñòâî ïëàâíûõ êðèâûõ. Âîçíèêàåò âîïðîñ îá èõ ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè.
Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòðàííûì íàçâàíèå �ïîòîê âåðîÿòíîñòè�, ïîñêîëüêó òà ôóíê-
öèÿ, êîòîðóþ íàçûâàþò ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè çäåñü íå çàâèñèò îò âðåìåíè
(äà îíà è íå èíòåãðèðóåìà ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó!), âåðîÿòíîñòü, ïî-âèäèìîìó,
íèêóäà íå òå÷åò. ×òî äâèæåòñÿ ïî ýòèì êðèâûì? Ìîæíî ëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
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Ðèñ. 3

ýòî òðàåêòîðèè ÷àñòèö? Ïî÷åìó îíè êðèâûå? Êàçàëîñü áû, íå ñòàëêèâàÿñü ñ ÷åì-
ëèáî, ÷àñòèöà äîëæíà äâèãàòüñÿ ïî ïðÿìîé. Íî ïðÿìèçíà òðàåêòîðèé ñëåäóåò
èç çàêîía ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, îäíàêî, ïî òåîðåìå Í�åòåð, ýòîò çàêîí ñëåäóåò èç
îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Â íàøåé çàäà÷å ïðîñòðàíñòâî íåîäíîðîäíî. Ìîæíî
ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî óðàâíåíèå Øð�åäèíãåðà, áóäó÷è óðàâíåíèåì â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàåò íå ýâîëþöèþ êîíêðåòíîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, à
ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíî ýòîé ñèñòåìû, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî êðè-
âûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñòàâëåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, çàâèñèò îò ýíåðãèè
÷àñòèö è íàïðàâëåíèÿ èõ äâèæåíèÿ âäàëè îò ýêðàíà. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè À. Ýéí-
øòåéíà. Î÷åâèäíî, íàëè÷èå òðàåêòîðèé îïðîâåðãàåò ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè
êîîðäèíàò-èìïóëüñ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äîñòàòî÷íî äàëåêî îò ýêðàíà ïðè
x > 0 èìïóëüñ ÷àñòèöû, åñëè îí äîñòàòî÷íî ìàë, ñòàíîâèòñÿ ñíîâà ðàâíûì èñ-
õîäíîìó. Òî åñòü íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äèàïàçîí çíà÷åíèé êîîðäèíàòû y ñóæàåòñÿ,
èìïóëüñ ÷àñòèöû âäàëè îò ýêðàíà íå ìåíÿåòñÿ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ,
÷òî èçìåðåíèå êîîðäèíàòû ìåíÿåò èìïóëüñ. Â ðàáîòå [5] àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ
À. Â. Ãîëîâèíûì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è îá îòðàæåíèè ÷àñòèöû
îò èäåàëüíîãî çåðêàëà êîíå÷íîé ìàññû ñ ïîìîùüþ ðåëÿòèâèñòñêîãî óðàâíåíèÿ
Øð�åäèíãåðà îïðîâåðãàåò ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè ýíåðãèÿ-âðåìÿ (êîíå÷-
íî, òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå). Óòâåðæäåíèå î
òîì, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìåíÿþò ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà, êàæåòñÿ ïàðà-
äîêñàëüíûì, íî ïðåäëàãàåìàÿ èíòåðïðåòàöèÿ èçáàâëÿåò êâàíòîâóþ ìåõàíèêó
îò ãîðàçäî áîëåå ïàðàäîêñàëüíîãî óòâåðæäåíèÿ, ÷òî íè îäíà ôèçè÷åñêàÿ âå-
ëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ äâèæåíèå ÷àñòèöû, íå èìååò íèêàêîãî êîíêðåòíîãî
çíà÷åíèÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà îíà íå èçìåðÿåòñÿ.
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Linchuk L. V. The inverse problem for ordinary di�erential equations and

alternative generalized operators. The article deals with the alternative generalized operators.

Some inverse problems of group analysis for the 3rd order ordinary di�erential equations is solved.

The factorization of the equations is investigated.

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ àëüòåðíàòèâíûå îáîáù¼ííûå îïåðàòîðû. Ðåøàåòñÿ îáðàò-

íàÿ çàäà÷à ãðóïïîâîãî àíàëèçà äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 3-ãî ïîðÿä-

êà. Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ôàêòîðèçàöèè óðàâíåíèé ýòîãî êëàññà.

Èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïîâîé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì è ïåðñïåêòèâíûì èí-
ñòðóìåíòîì ïîèñêà ñèììåòðèé è èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Èñòîðè÷åñêè ýòî ñïîñîáñòâîâàëî îáîáùåíèþ åãî ïîíÿòèé, ñðåäñòâ è ìåòî-
äîâ ñ öåëüþ ðàñøèðåíèÿ êëàññà ðåøàåìûõ çàäà÷. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò èìååòñÿ
áîëüøîå ìíîãîîáðàçèå ðàññìàòðèâàåìûõ â ãðóïïîâîì àíàëèçå ñèììåòðèé: òî-
÷å÷íûå, êàñàòåëüíûå, äèíàìè÷åñêèå, ýêñïîíåíöèàëüíûå íåëîêàëüíûå. Â ðàáîòå
[1] ïðåäëîæåí èíîé ïîäõîä ê îáîáùåíèþ êëàññè÷åñêèõ ñèììåòðèé. Èñõîäÿ èç
ïîíÿòèÿ èíâàðèàíòà, ââåä¼í â ðàññìîòðåíèå àëüòåðíàòèâíûé îáîáùåííûé îïå-
ðàòîð. Â êëàññè÷åñêîì ãðóïïîâîì àíàëèçå ìû èñõîäèì èç ïîíÿòèÿ ãðóïïû è, â
ðåçóëüòàòå, ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ îïåðàòîðà. Îáîáù¼ííûå ñèììåòðèè âîçíèêàþò
êàê ñëåäñòâèå ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ôàêòîðèçàöèþ: òðåáîâàíèå çàïèñè èñõîäíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç âûðàæåíèÿ îïðåäåë¼ííîé ñòðóêòóðû (èí-
âàðèàíòû îïåðàòîðà) ïðèâîäÿò ê ôîðìóëàì íà êîîðäèíàòû äîïóñêàåìîãî îïå-
ðàòîðà. Ïîýòîìó àïðèîðè ìû ïîëó÷àåì êëàññ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàþùèõ âñå
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âîçìîæíûå ôàêòîðèçàöèè äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Ïðèìåíåíèå àëüòåðíàòèâíûõ îáîáù¼ííûõ ñèììåòðèé áûëî ðàññìîòðåíî â

íåñêîëüêèõ ðàáîòàõ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïî-
ðÿäêà [2-5]. Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì ðåøåíèå íåêîòîðûõ çàäà÷ äëÿ îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 3-ãî ïîðÿäêà. Â ãðóïïîâîì àíàëèçå
õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñ ïîâûøåíèåì ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè-
÷åñòâî ðàñùåïëåíèé çàäà÷è íà áîëåå ïðîñòûå. Ïîýòîìó â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
ñèòóàöèè ñ óðàâíåíèÿìè áîëåå ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ îêàçûâàþòñÿ áîëåå ïåðñïåê-
òèâíûìè. Àëüòåðíàòèâíûå îáîáù¼ííûå îïåðàòîðû íå ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷åíèåì
â ýòîì ñìûñëå. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ýòîãî òèïà îïåðàòîðîâ äëÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 3-ãî ïîðÿäêà ìîæåò îêàçàòüñÿ èíòåðåñíûì êàê
ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ðàññìîòðèì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 3-ãî ïîðÿäêà,
íå ñîäåðæàùåå ïðåäñòàðøåé ïðîèçâîäíîé,

y′′′ = F (x, y, y′) , (1)

è êëàññ àëüòåðíàòèâíûõ îáîáù¼ííûõ îïåðàòîðîâ

X = ξ∂x + η∂y + ζ1∂y′ , (2)

ãäå ξ = ξ(x, y, y′), η = η(x, y, y′), ζ1 = ζ1(x, y, y′). Êîîðäèíàòû ïðîäîëæåííîãî
îïåðàòîðà

X = ξ∂x + η∂y + ζ1∂y′ + ζ2∂y′′ + ζ3∂y′′′

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (ñì.[1])

ζi = Dx(ζi−1)− y(i)Dxξ+
(ζi−1 − y(i)

ξ)(ζ1 −Dxη+ y′Dxξ)

η− y′ξ
(i = 1, 2). (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïóñêàåìûé îïåðàòîð èìååò â êà÷åñòâå íóëåâîãî èí-
âàðèàíòà x. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ξ = 0 (ïðè ýòîì η 6= 0):

X = η∂y + ζ1∂y′ .

Àëüòåðíàòèâíûé îáîáù¼ííûé îïåðàòîð (2) è åãî ïðîäîëæåíèÿ íå ìåíÿþò ìíî-
æåñòâî ñâîèõ èíâàðèàíòîâ ïðè äîìíîæåíèè åãî íà ïðîèçâîëüíîå âûðàæåíèå
μ(x, y, y′) 6≡ 0 ([1]). Ýòà îïåðàöèÿ íå ìåíÿåò ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò
ïðîäîëæåíèÿ (3). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ñâîéñòâà ìû èìååì âîçìîæíîñòü óáðàòü
èçëèøíèé ïðîèçâîë â êîîðäèíàòàõ îïåðàòîðà, ïîëîæèâ â äàííîì ñëó÷àå, íà-
ïðèìåð, η = 1. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ îïåðàòîðîâ èìååò âèä

X = ∂y + ζ1∂y′ . (4)

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â êëàññå
àëüòåðíàòèâíûõ îáîáù¼ííûõ îïåðàòîðîâ (4). Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå â ýòîì
ñëó÷àå èìååò âèä

ζ1y′y′
(y′′)2 +

(
3ζ1y′ζ1 + 2ζ1yy′y

′ + ζ1y + 2ζ1xy′

)
y′′ − ζ1Fy′ − Fy + ζ1y′F+

+ ζ1xx + 2y′ζ1xy + (y′)2
ζ1yy

+ 3ζ1ζ1x + 3y′ζ1ζ1y + ζ31 = 0.
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Ðàñùåïëÿÿ ïî y′′ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó
ζ1y′y′

= 0,

3ζ1y′ζ1 + 2ζ1yy′y
′ + ζ1y + 2ζ1xy′ = 0,

−ζ1Fy′ − Fy + ζ1y′F + ζ1xx + 2y′ζ1xy + (y′)2
ζ1yy

+ 3ζ1ζ1x + 3y′ζ1ζ1y + ζ31 = 0.

Ðåøåíèå ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ζ1

ζ1 =
y(y + 2β(x))β′ + 3α(x)

(y + β(x))3
+

y′

y + β(x)
,

ãäå α = α(x), β = β(x) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Ýòî ïîçâîëÿåò óæå îãðàíè-
÷èòü âèä èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ôàêòîðèçàöèè
óðàâíåíèÿ (1). Åñëè âûïîëíèòü âû÷èñëåíèÿ, òî îêàæåòñÿ ÷òî â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåì êëàññå óðàâíåíèé, êîòîðûé áóäåò ôàêòîðèçîâàòüñÿ ÷åðåç ýòè èíâàðèàíòû
ìîæíî âûïîëíèòü çàìåíó y(x) + β(x) → v(x), óïðîùàþùóþ âíåøíèé âèä ôàê-
òîðèçóåìîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìîæíî ïîëîæèòü
β(x) = 0, à äàëåå ïîëó÷åííûé êëàññ óðàâíåíèé âèäà (1) ìîæíî �ðàçìíîæèòü�
ïîäñòàíîâêîé

y(x)→ y(x) + β(x). (5)

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ïîäñòàíîâêà îñòàâëÿåò óðàâíåíèå â êëàññå (1). Òàêèì îáðàçîì,
íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ζ1 =
y′

y
+

3α(x)

y3
,

íàéòè èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû íåèçâåñòíóþ F è çàïè-
ñàòü ñòðóêòóðó óðàâíåíèÿ (1)

y′′′ = yG

(
x,

y′

y
+
α

y3

)
+

(y′)3

y2
+

(3α′y3 + 3α2)y′

y6
− α

′′y3 + 3αα′

y5
. (6)

Çàïèøåì òåïåðü ôàêòîðèçàöèþ ïîëó÷åííîãî êëàññà óðàâíåíèÿ (6), èñ-
ïîëüçóÿ èíâàðèàíòû äîïóñêàåìîãî îïåðàòîðà

X = ∂y +

(
3α(x)

y3
+

y′

y

)
∂y′ . (7)

Èñêîìîé ôàêòîðñèñòåìîé áóäåò
u′′ = −3uu′ + G(x, u),

u =
α(x)

y3
+

y′

y
.

(8)

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Äàëüíåéøåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(6) çàâèñèò îò òåõíè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ôàêòîðñèñòåìû
(8) äëÿ êîíêðåòíîé ôóíêöèèG(x, u). Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (6) íå ðåøàåòñÿ,
íî óêàçàííûì ìåòîäîì ìû, ïî êðàéíåé ìåðå, ìîæåì ðàñùåïèòü íàøó çàäà÷ó íà
áîëåå ïðîñòûå.
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Ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ èíñòðóìåíòîâ â äàííîì ñëó÷àå äà¼ò ñîâåðøåííî
ðàçíûå ïî ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ, à òàêæå ðàçëè÷íûå ïî ñòðóêòóðå îòâåòû. Òàê,
íàïðèìåð, â êëàññå óðàâíåíèé (6) èìååòñÿ ïðåäñòàâèòåëü ñ êâàäðàòè÷íîé çàâè-
ñèìîñòüþ ïðàâîé ÷àñòè ïî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

y′′′ = −3α

y4
(y′)2 +

3(α′y3 + 2α2)

y6
y′ − α

′′y6 + 3αα′y3 + α3

y8
. (9)

Óðàâíåíèå (9) ñðåäñòâàìè êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè (íàïðèìåð, Maple) íå ðå-
øàåòñÿ. Îíî òàêæå íå äîïóñêàåò íèêàêèõ òî÷å÷íûõ îïåðàòîðîâ (ïðè ïðîèç-
âîëüíîé α), íî äîïóñêàåò îáîáù¼ííûé íåëîêàëüíûé îïåðàòîð (7). Ïîýòîìó îíî
ôàêòîðèçóåòñÿ äî ñèñòåìû 

u′′ = −3uu′ − u3,

u =
α(x)

y3
+

y′

y
,

ïåðâîå óðàâíåíèå êîòîðîé ðåøàåòñÿ

u =
2C1x + C2

C1x2 + C2x + 2
, C1, C2 ∈ R.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå (9) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Áåðíóëëè

y′ =
2C1x + C2

C1x2 + C2x + 2
y − αy(−2),

ðåøåíèåì êîòîðîãî áóäåò

y = (C1x
2 +C2x+2)

(
C3 − 3

∫
α(x)

(C1x2 + C2x + 2)3
dx

)1/3

, C1, C2, C3 ∈ R. (10)

Ïîëîæèâ â óðàâíåíèè (9) ôóíêöèþ α = −C (C ∈ R), ïîëó÷àåì äîñòàòî÷-
íî ïðîñòîå óðàâíåíèå

y′′′ =
3C

y4
(y′)2 +

6C2

y6
y′ +

C3

y8
(11)

ñ îáùèì ðåøåíèåì (10), êîòîðîå ìîæåò áûòü çàïèñàíî áåç êâàäðàòóð. Êàçàëîñü
áû, ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò äâóìåðíóþ òî÷å÷íóþ àëãåáðó, îäèí èç îïåðàòîðîâ
êîòîðîé (îïåðàòîð ïåðåíîñà) î÷åâèäåí, ïîýòîìó ñ ë¼ãêîñòüþ ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åí óêàçàííûé îòâåò. Íî ôàêòîðñèñòåìû äëÿ òî÷å÷íûõ îïåðàòîðîâ áóäóò áîëåå
ñëîæíûìè: 

t = y,

u = y′,

u′′ = −u−1(u′)2 + 3Ct−4 + 6C2t−6u−1 + C3t−8u−2

èëè 
t = x−1/3y,

u = x2/3y′,

u′′ =
3

t− 3u
(u′)2 − 8

t− 3u
u′ +

27Ct4u2 + 2(27C2 − 5t6)ut2 + 9C3

t8(t− 3u)2
.
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Îáùèå ðåøåíèÿ âíåøíèõ óðàâíåíèé ýòèõ äâóõ ôàêòîðñèñòåì, åñëè èõ ðåøàòü,
íàïðèìåð, ñðåäñòâàìè êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè, èìåþò ãðîìîçäêèé, íåÿâíûé
âèä ñ êâàäðàòóðàìè (èç-çà îáú¼ìà îòâåòà ìû èõ çäåñü íå ïðèâîäèì). Òàêîé æå
ñòðóêòóðû áóäåò è îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (11), åñëè åãî ðåøàòü
áåç ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ãðóïïîâîãî àíàëèçà êîìïüþòåðíûìè ìàòåìàòè÷åñêè-
ìè ïàêåòàìè. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå àëüòåðíàòèâíûõ îáîáù¼í-
íûõ îïåðàòîðîâ îêàçûâàåòñÿ òåõíè÷åñêè áîëåå îïðàâäàíî, ÷åì èñïîëüçîâàíèå
êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ãðóïïîâîãî àíàëèçà èëè íåïîñðåäñòâåííûõ êîìïüþòåð-
íûõ âû÷èñëåíèé.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî íè îäèí ìå-
òîä ãðóïïîâîãî àíàëèçà íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, è äàæå ïðèìåíåíèå êîì-
ïüþòåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì íå âñåãäà äà¼ò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Ïî-
ñòðîåííûé ïðèìåð òàêæå ïîêàçûâàåò ïåðñïåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àëüòåð-
íàòèâíûõ îáîáù¼ííûõ îïåðàòîðîâ ïðè ðàññìîòðåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ è ïîèñêå
íîâûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Magdenko E. P. The in�uence of changes in the interface internal energy on
a three-dimensional stationary creeping �ow in a rotating cylinder In this paper, the
exact solution for the equations of the creeping �ow model with a �eld of velocities of the Himenz
type is considered. This solution describes thermocapillary convection in layers. It is interpreted as
the three-dimensional axisymmetric motion of viscous heat-conducting �uids in a rotating cylinder
with solid walls and a common mobile non-deformable interface. At the same time, there are no
mass forces. From a mathematical point of view, the initial-boundary problem arising is inverse and
nonlinear, since the total energy condition at the interface is taken into account. The in�uence of the
�uids physical parameters and the container geometry on the �ow intensity has been investigated.

Keywords: nonlinear inverse problem, Marangoni number, energy condition,

creeping thermocapillary motion, Himenz decision.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ óðàâíåíèé ìîäåëè ïîëçóùåãî òå÷å-
íèÿ ñ ïîëåì ñêîðîñòåé òèïà Õèìåíöà, îïèñûâàþùåå òåðìîêàïèëëÿðíóþ êîíâåêöèþ â ñëîÿõ.
Îíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê òð¼õìåðíîå îñåñèììåòðè÷íîå äâèæåíèå âÿçêèõ òåïëîïðîâîäíûõ
æèäêîñòåé âî âðàùàþùåìñÿ öèëèíäðå ñ òâ¼ðäûìè ñòåíêàìè è îáùåé ïîäâèæíîé íåäåôîð-
ìèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà. Ïðè ýòîì ìàññîâûå ñèëû îòñóòñòâóþò. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ, âîçíèêàþùàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé è íåëèíåéíîé, òàê
êàê ó÷èòûâàåòñÿ ïîëíîå ýíåðãåòè÷åñêîãî óñëîâèå íà ãðàíèöå ðàçäåëà. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå
ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè è ãåîìåòðèè êîíòåéíåðà íà èíòåíñèâíîñòü òå÷åíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à, ÷èñëî Ìàðàíãîíè, ýíåðãåòè÷åñêîå óñëî-

âèå, ïîëçóùåå òåðìîêàïèëëÿðíîå äâèæåíèå, ðåøåíèå Õèìåíöà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî îñåñèììåòðè÷åñêîãî
äâèæåíèÿ æèäêîñòè âî âðàùàþùåìñÿ öèëèíäðå èìåþò âèä [1]
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ρ
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= ν
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)
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)
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1
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u + wz = 0, (4)

uTr + wTz = χ
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Trr +

1

r
Tr + Tzz

)
. (5)
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Çäåñü u(r, z), w(r, z) � ðàäèàëüíàÿ è îñåâàÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè; v(r, z) �
îòêëîíåíèå îêðóæíîé êîìïîíåíòû âåêòîðû ñêîðîñòè îò ñêîðîñòè òâåðäîòåëüíî-
ãî âðàùåíèÿ ωr; p(r, z) � õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå äàâëåíèÿ îò ðàâíîâåñíîãî;
T(r, z) � îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû îò íåêîòîðîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ.

Èùåì ðåøåíèå ñèñòåìû (1)-(5) â âèäå òð¼õìåðíîãî îñåñèììåòðè÷åñêîãî
àíàëîãà ðåøåíèÿ Õèìåíöà [2, 3]

u(r, z) = u(r), v(r, z) = v(r), w(r, z) = w(r)z, T(r, z) = a(r)z2 + b(r). (6)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (6) â (1)-(5) è íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé

uvr + 2ωu +
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r
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r
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1

r2
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)
, (7)

uwr + w2 = ν

(
wrr +
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r
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f + βω2

r∫
r0

radr

 , (8)

ur +
1

r
u + w = 0, (9)

uar + 2wa = χ

(
arr +

1

r
ar

)
, (10)

ubr = χ

(
brr +

1

r
br

)
+ 2χa. (11)

Çäåñü f = const, r0 = const,

(
f + βω2

r∫
r0

radr

)
� ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ïî z.

Äàâëåíèå âîññòàíàâëèâàåòñÿ êâàäðàòóðîé
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ρ
p = ν

(
ur +

1

r
u

)
− 1

2
u2 +

r∫
r0

v2

r
dr + 2ω

r∫
r0

vdr − βω2

r∫
r0

rbdr−

−

βω2

r∫
r0

radr +
f

2

 z2 + d, (12)

ãäå d = const.
Ðàññìîòðèì ñîïðÿæ¼ííóþ ñòàöèîíàðíóþ íåëèíåéíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó,

îïèñûâàþùóþ òð¼õìåðíîå äâóõñëîéíîå îñåñèììåòðè÷åñêîå äâèæåíèå âÿçêîé
òåïëîïðîâîäíîé æèäêîñòè âî âðàùàþùåéñÿ öèëèíäðè÷åñêîé òðóáå, êîòîðàÿ
èìååò òâ¼ðäóþ ñòåíêó (Ðèñ. 1). Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé uj(r),
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Ðèñ. 8: Ñõåìà îáëàñòè ðåøåíèÿ.

vj(r), wj(r), aj(r), bj(r) èìååò âèä (j = 1, 2 � èíäåêñ, ôèêñèðóþùèé æèäêîñòü)
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r
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r
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)
, (13)
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r
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)
+ fj + βjω
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r∫
r0

radr, (14)

ujr +
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r
uj + wj = 0, (15)

ujajr + 2wjaj = χj

(
ajrr +

1

r
ajr

)
, (16)

ujbjr = χj

(
bjrr +

1

r
bjr

)
. (17)

Íà òâ¼ðäîé ñòåíêå r = R2 äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé çàäàíû óñëîâèÿ

u2(R2) = 0, v2(R2) = 0, w2(R2) = 0,

a2(R2) = a0, b2(R2) = b0,
(18)

ñ çàäàííûìè ïîñòîÿííûìè a0, b0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè a0 > 0 òåìïåðàòóðà íà
ñòåíå òðóáû ïðèíèìàåò â òî÷êå z = 0 ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, à ïðè a0 < 0 �
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå.

Ñ ó÷¼òîì çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ îò òåì-
ïåðàòóðû (σv = σv0 − κ(T − T0)) è (6) íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà (r = R1) ïîëó÷èì
óñëîâèÿ

u1(R1) = u2(R1), v1(R1) = v2(R1), w1(R1) = w2(R1), (19)

a1(R1) = a2(R1), b1(R1) = b2(R1), (20)

μ2

(
v2r −

1

r
v2

)
− μ1

(
v1r −

1

r
v1

)
= 0, μ2w2r − μ1w1r = −2κa1, (21)

k2a2r − k1a1r = κa1

(
u1

R1

+ w1

)
, k2b2r − k1b1r = κb1

(
u1

R1

+ w1

)
, (22)

u1(R1) = 0. (23)
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Óñëîâèÿ (19)-(20) � ýòî ðàâåíñòâà ñêîðîñòåé è òåìïåðàòóð æèäêîñòåé íà ïî-
âåðõíîñòè ðàçäåëà. Óñëîâèÿ (21) � ðàâåíñòâî êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, (22)
� ýíåðãåòè÷åñêîå óñëîâèå äëÿ ïîòîêîâ òåïëà, (23) � êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå.
Çäåñü μj � êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè. Êðîìå òîãî, ôóíêöèè u1(r),
v1(r), w1(r), a1(r) è b1(r) îãðàíè÷åíû ïðè r = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé è îáðàòíîé, ïî-
ñêîëüêó íàðÿäó ñ vj(r), wj(r), aj(r), bj(r) ïîñòîÿííûå fj (ãðàäèåíòû äàâëåíèé
âäîëü ñëî¼â) òàêæå ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè. Åñëè èç óðàâíåíèé (15) ñ ó÷¼òîì óñëî-
âèé ïðèëèïàíèÿ íà ñòåíêàõ èñêëþ÷èòü uj(r), òî ïîëó÷èì ñîïðÿæ¼ííóþ çàäà÷ó
äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé wj(r), aj(r). Ïðè èçâåñòíûõ wj(r), aj(r) çàäà÷à äëÿ
ôóíêöèé vj(r), bj(r) îòäåëÿåòñÿ. Ôóíêöèè dj(r) âîññòàíàâëèâàþòñÿ êâàäðàòó-
ðàìè èç (12), ãäå íåîáõîäèìî ââåñòè èíäåêñ j: pj, ρj, νj, uj, vj, βj, bj, aj, fj, dj.
Êðîìå òîãî, r0 = 0 äëÿ j = 1 è r0 = R1 äëÿ j = 2.

Ââåä¼ì áåçðàçìåðíûå ôóíêöèè è ïàðàìåòðû

ξ =
r

R2

, γ =
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χ1

χ2
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Mb0

,

(24)

ãäå Prj � ÷èñëà Ïðàíäòëÿ, M = κa0R
2
2/(μ2χ1) � ÷èñëî Ìàðàíãîíè. Òîãäà â áåç-

ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ íåëèíåéíàÿ ñîïðÿæ¼ííàÿ îáðàòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (ïî-
ñòîÿííàÿ Fj äîëæíà íàõîäèòüñÿ âìåñòå ñ ðåøåíèåì) äëÿ ôóíêöèéWj(ξ) è Aj(ξ)
ïðèìåò âèä
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1
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A2ξ

)
− M
ξ
A2ξ

1∫
ξ

xW2dx− 2W2A2 = 0 γ ≤ ξ ≤ 1. (28)

Çäåñü K = βa0R
2
1 � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð. Íà òâ¼ðäîé ñòåíêå (ξ = 1) óñëîâèÿ

ïðèìóò âèä

W2(1) = 0, A(1) = 1, (29)

74



Íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà (ξ = γ) âûïîëíÿåòñÿ ðÿä óñëîâèé

γ∫
0

xW1dx = 0,

1∫
γ

xW2dx = 0, (30)

W1(γ) = W2(γ), A1(γ) = A2(γ), (31)

V2ξ −
1

ξ
V2 − μ

(
V1ξ −

1

ξ
V1

)
= 0, (32)

W2ξ − μW1ξ = −2A1, (33)

A2ξ − kA1ξ = EA1W1, (34)

ãäå E = M0M = κ2a0R2/k2μ2 � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé âëèÿíèå âíóòðåííåé
ìåæôàçíîé ýíåðãèè íà äèíàìèêó æèäêîñòåé âíóòðè ñëî¼â, M0 = κχ1/k2R2

� áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð. Èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ (30) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü
íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå Fj, j = 1, 2. Òàêæå ôóíêöèè W1(ξ) è A1(ξ) îãðàíè÷åíû
ïðè ξ = 0, òî åñòü

|W1(0)| <∞, |A1(0)| <∞. (35)

2. Ðåøåíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåé-
íîëüäñà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è òåìïåðàòóðû óïðîùàþòñÿ, åñëè ïðåíåáðå÷ü êîí-
âåêòèâíûì óñêîðåíèåì. Òàêèå äâèæåíèÿ îáû÷íî íàçûâàþò ïîëçóùèìè. Åñëè
ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû êàíàëîâ èëè ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ìàëû, èëè âÿçêîñòü òåêó-
ùåé æèäêîñòè âåëèêà, òî ïîëçóùåå òå÷åíèå èìååò ìåñòî âî ìíîãèõ êîíñòðóêòèâ-
íûõ ýëåìåíòàõ ìåõàíèçìîâ, îáîðóäîâàíèÿ è èíñòðóìåíòîâ [4, 5]. Â íàøåì ñëó÷àå
ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû æèäêîñòè è òîëùèíû êàíàëîâ ìîãóò áûòü íåáîëüøè-
ìè. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ñîãëàñíî (24), ÷èñëî Ìàðàí-
ãîíè ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì ñèñòåìû (25)-(35). Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì,
÷òî òåðìîêàïèëëÿðíîå òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëçóùèì, òî åñòü M� 1. Â ðåçóëüòà-
òå ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
èç ñèñòåìû (25)-(28), ðåøåíèå êîòîðîé, ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè (29),
èìååò âèä

W1 = − 1

32

KΩ2
β

Pr1
Q11ξ

4 − 1

4

1

Pr1
F1ξ

2 + S11, A1 = Q11, 0 < ξ ≤ γ; (36)

W2 = − 1

32

KΩ2
χ

Pr1
(Q21(ln(ξ)− 1) + Q22) ξ4−

− 1

16

χ

Pr1

(
KΩ2(Q21 − 2Q22) + 4F2

)
ξ

2 − S21 ln(ξ)− S22, (37)

A2 = Q21 ln(ξ) + Q22, γ ≤ ξ ≤ 1. (38)

Çäåñü S11, S21, S22, Q11, Q21, Q22 � ïîñòîÿííûå, êîòîðûå ñîâìåñòíî ñ F1, F2 îïðå-
äåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (30), (34). Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêîå
óñëîâèå (34) îñòà¼òñÿ íåëèíåéíûì.

Äàëåå, ðàññìîòðåíû êîíêðåòíûå æèäêîñòè, à èìåííî, êîãäà âî âíóòðåí-
íåì öèëèíäðå (0 < ξ ≤ γ) ðàñïîëîæåí ãëèöåðèí, à âî âíåøíåì (γ ≤ ξ ≤ 1)
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� ñèëèêîíîâîå ìàñëî. Ïàðàìåòðû æèäêîñòåé òàêîâû: ρ = {1.25, 0.935} êã/ñì3,
ν = {1.44, 0.1} ñì2/c, χ = {0.0009, 0.00096} ñì2/c, β = {0.00061, 0.00108} K−1,
k = {28000, 13400} Âò/(ñì·K), κ = 0.0598 H/(ñì·K). Òàêæå áûëè çàäàíû ãåî-
ìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû: ε = 0.9, R1 = 10−5 ñì. Êðîìå òîãî, g = 981 ñì/ñ è
Ω = 0.1. Äàëåå, íà ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêàõ (Ðèñ. 2-4) èçîáðàæåíû ïðîôè-
ëè ñêîðîñòè Uj è òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò Aj â çàâèñèìîñòè îò ðàäèàëü-
íîé êîîðäèíàòû ξ, ãäå j = 1 ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàëó 0 < ξ ≤ γ, à j = 2 �
γ < ξ ≤ 1. Íà Ðèñ. 2à ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü Uj(ξ) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà E = {0.05, 0.1, 0.5, 1}. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà
âíóòðåííåé ýíåðãèè ìåæôàçíîé ãðàíèöû çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Uj(ξ) óìåíüøàþò-
ñÿ, íî âëèÿíèå ýòî äîñòàòî÷íî ìàëî, ÷òî èëëþñòðèðóåò Ðèñ. 2á, ÿâëÿþùèéñÿ
ôðàãìåíòîì Ðèñ. 2à. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â îáëàñòè γ < ξ ≤ 1 âîçíèêàåò âîç-
âðàòíîå òå÷åíèå. Èçìåíåíèå ïàðàìåòðà E ïîäîáíûì îáðàçîì âëèÿåò íà òåìïå-

à) á)

Ðèñ. 9: Âëèÿíèå ïàðàìåòðà E íà çíà÷åíèå ïðîôèëåé ñêîðîñòè Uj(ξ). 1 � E = 0.05,
2 � E = 0.1, 3 � E = 0.5, 4 � E = 1.

ðàòóðíûé êîýôôèöèåíò Aj(ξ) (Ðèñ. 3). Íà Ðèñ. 4 ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü ïðîôè-
ëÿ ñêîðîñòè Uj(ξ) îò îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî öèëèíäðîâ
γ = {0.75, 0.8, 0.9., 0.95}. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî õàðàêòåð çàâèñèìîñòè Uj(ξ) íå
èçìåíèëñÿ. Íî, êàê âèäíî èç Ðèñ. 4, ïðè óâåëè÷åíèè γ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
ôóíêöèè U1(ξ) âîçðàñòàåò, à ó ôóíêöèè U2(ξ) � óìåíüøàåòñÿ. Òàêæå áûëî ïî-
ëó÷åíî, ÷òî èçìåíåíèå ïàðàìåòðà Ω íåçíà÷èòåëüíî âëèÿåò íà ñêîðîñòü òå÷åíèÿ.
Ñ ðîñòîì Ω çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Uj(ξ) âîçðàñòàþò.

Òàêèì îáðàçîì, áûëî èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû íà äâóõ-
ñëîéíîå òð¼õìåðíîå òå÷åíèå â öèëèíäðå. Â ÷àñòíîñòè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî èç-
ìåíåíèå ïàðàìåòðà âíóòðåííåé ìåæôàçíîé ýíåðãèè îêàçûâàåò íåçíà÷èòåëüíîå
âëèÿíèå íà èíòåíñèâíîñòü äâèæåíèÿ, à èìåííî, ñ ðîñòîì E çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè
óâåëè÷èâàþòñÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÐÔÔÈ
� 20-01-00234
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Ðèñ. 10: Âëèÿíèå ïàðàìåòðà E íà çíà÷åíèå ïðîôèëåé ñêîðîñòè Uj(ξ). 1 � E =
0.05, 2 � E = 0.1, 3 � E = 0.5, 4 � E = 1.

Ðèñ. 11: Âëèÿíèå ïàðàìåòðà γ íà çíà÷åíèå ïðîôèëåé ñêîðîñòè Uj(ξ). 1 � γ =
0.75, 2 � γ = 0.8, 3 � γ = 0.9, 4 � γ = 0.95.
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Mironov A. N. On the Darboux problem for the fourth-order Bianchi equation.

The existence and uniqueness of the solution of the Darboux problem for the fourth-order Bianchi

equation are proved. We de�ned Riemann � Hadamard function of Darboux problem. The solution

of the Darboux problem in terms of the Riemann � Hadamard function is constructed.

Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ Áè-

àíêè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ Ðèìàíà � Àäàìàðà çàäà÷è Äàðáó. Ïîñòðîåíî

ðåøåíèå çàäà÷è Äàðáó â òåðìèíàõ ôóíêöèè Ðèìàíà � Àäàìàðà.

Â ñòàòüå [1] äëÿ óðàâíåíèÿ Áèàíêè òðåòüåãî ïîðÿäêà â òåðìèíàõ ââåäåí-
íîé òàì ôóíêöèè Ðèìàíà � Àäàìàðà ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è Äàðáó.

Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Áèàíêè ÷åòâåðòîãî ïîðÿêà. Óðàâíåíèå
Áèàíêè ÷åòâåðòîãî è ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ èññëåäîâà-
ëîñü â ðàáîòàõ [2]�[17].

Óðàâíåíèåì Áèàíêè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íàçûâàþò óðàâíåíèå

L(u) ≡ uxyzt + a1110uxyz + a1101uxyt + a1011uxzt + a0111uyzt+

+a1100uxy + a1010uxz + a1001uxt + a0110uyz + a0101uyt + a0011uzt+

+a1000ux + a0100uy + a0010uz + a0001ut + a0000u = f(x, y, z, t). (1)
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Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) çàâèñÿò îò (x, y, z, t).
Îïðåäåëèì êëàññ ôóíêöèé C(k,l,m,n)(D) ñëåäóþùèì îáðàçîì: ôóíêöèÿ

u ∈ C(k1,k2,k3,k4)(D), åñëè â îáëàñòè D ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå
∂r1+r2+r3+r4u

∂xr1∂yr2∂zr3∂tr4
(ri = 0, . . . , ki). Ðåøåíèå êëàññà C(1,1,1,1)(D) íàçîâåì ðåãóëÿð-

íûì â îáëàñòè D.
Ïóñòü D � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïëîñêîñòÿìè x = 0, y = 0, y = y1 > 0,

z = 0, z = z1 > 0, t = x, t = t1 > 0. Ñ÷èòàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ãëàäêîñòè aijkl ∈ C(i,j,k,l)(D). Îáîçíà÷èì ÷åðåç X, Y ,
Z, S ãðàíè D ïðè x = 0, y = 0, z = 0, t = x ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à Äàðáó. Â îáëàñòè D íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1),
óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u|X = φ1(y, z, t), u|Y = φ2(x, z, t),
u|Z = φ3(x, y, t), u|S = ψ(x, y, z),

φ1(y, 0, t) = φ3(0, y, t), φ1(0, z, t) = φ2(0, z, t), φ2(x, 0, t) = φ3(x, 0, t),
φ1(y, z, 0) = ψ(0, y, z), φ2(x, z, x) = ψ(x, 0, z), φ3(x, y, x) = ψ(x, y, 0),

φ1 ∈ C(1,1,1)(X), φ2 ∈ C(1,1,1)(Y ),
φ3 ∈ C(1,1,1)(Z), ψ ∈ C(1,1,1)(S).

(2)

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

v(x, y, z, t)−
∫ t

τ

a1110(x, y, z, δ)v(x, y, z, δ)dδ−
∫ z

ζ

a1101(x, y, γ, t)v(x, y, γ, t)dγ−

−
∫ y

η

a1011(x, β, z, t)v(x, β, z, t)dβ−
∫ x

ξ

a0111(α, y, z, t)v(α, y, z, t)dα+

+

∫ z

ζ

∫ t

τ

a1100(x, y, γ, δ)v(x, y, γ, δ)dδdγ+

∫ y

η

∫ t

τ

a1010(x, β, z, δ)v(x, β, z, δ)dδdβ+

+

∫ x

ξ

∫ t

τ

a0110(α, y, z, δ)v(α, y, z, δ)dδdα+

∫ y

η

∫ z

ζ

a1001(x, β, γ, t)v(x, β, γ, t)dγdβ+

+

∫ x

ξ

∫ z

ζ

a0101(α, y, γ, t)v(α, y, γ, t)dγdα+

∫ x

ξ

∫ y

η

a0011(α, β, z, t)v(α, β, z, t)dβdα−

−
∫ y

η

∫ z

ζ

∫ t

τ

a1000(x, β, γ, δ)v(x, β, γ, δ)dδdγdβ−

−
∫ x

ξ

∫ z

ζ

∫ t

τ

a0100(ξ, y, γ, δ)v(ξ, y, γ, δ)dδdγdξ−

−
∫ x

ξ

∫ y

η

∫ t

τ

a0010(ξ, β, z, δ)v(ξ, β, z, δ)dδdβdξ−

−
∫ x

ξ

∫ y

η

∫ z

ζ

a0001(ξ, β, ζ, t)v(ξ, β, ζ, t)dζdβdξ+

+

∫ x

ξ

∫ y

η

∫ z

ζ

∫ t

τ

a0000(α, β, γ, δ)v(α, β, γ, δ)dδdγdβdα = 1.
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Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ Ðèìàíà [2] äëÿ (1).
Ðåøåíèå v óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Î÷åâèäíî, v çà-
âèñèò îò ξ, η, ζ, τ. Åñëè íóæíî ïîä÷åðêíóòü ýòó çàâèñèìîñòü, ïèøóò v =
R(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

A0001 = Rt − a1110R, A0010 = Rz − a1101R,

A0100 = Ry − a1011R, A1000 = Rx − a0111R,

A0011 = Rzt − (a1110R)z − (a1101R)t + a1100R,

A0101 = Ryt − (a1110R)y − (a1011R)t + a1010R,

A0110 = Ryz − (a1101R)y − (a1011R)z + a1001R,

A1001 = Rxt − (a1110R)x − (a0111R)t + a0110R,

A1010 = Rxz − (a1101R)x − (a0111R)z + a0101R,

A1100 = Rxy − (a1011R)x − (a0111R)y + a0011R,

A0111 = Ryzt − (a1110R)yz − (a1101R)yt − (a1011R)zt + (a1100R)y+

+(a1010R)z + (a1001R)t − a1000R,

A1011 = Rxzt − (a1110R)xz − (a1101R)xt − (a0111R)zt + (a1100R)x+

+(a0110R)z + (a0101R)t − a0100R,

A1101 = Rxyt − (a1110R)xy − (a1101R)xt − (a0111R)yt + (a1010R)x+

+(a0110R)y + (a0011R)t − a0010R,

A1110 = Rxyz − (a1101R)xy − (a1011R)xz − (a0111R)yz + (a1001R)x+

+(a0101R)y + (a0011R)z − a0001R,

ãäå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) çàâèñÿò îò x, y, z, t, à ôóíêöèÿ R � îò x, y,
z, t, ξ, η, ζ, τ.

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òîæ-
äåñòâà

(Ru)xyzt ≡ RL(u) + (A0001)xyz + (A0010)xyt + (A0100)xzt + (A1000)yzt−

−(A0011)xy − (A0101)xz − (A0110)xt − (A1001)yz − (A1010)yt − (A1100)zt+

+(A0111)x + (A1011)y + (A1101)z + (A1110)t, (3)

ãäå aijkl çàâèñÿò îò (x, y, z, t), R = R(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ), à u(x, y, z, t) � ëþáàÿ
ôóíêöèÿ êëàññà C(1,1,1,1).

Âîçüìåì âíóòðè îáëàñòè D ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P (ξ, η, ζ, τ). Îíà îïðåäå-
ëÿåò îáëàñòü DP , îãðàíè÷åííóþ ïëîñêîñòÿìè x = 0, x = ξ, y = 0, y = η, z = 0,
z = ζ, t = τ, t = x. Î÷åâèäíî, îáëàñòü DP ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè: D1,
êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ïëîñêîñòÿìè x = 0, x = ξ, y = 0, y = η, z = 0, z = ζ, t = τ,
t = ξ; D2, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ïëîñêîñòÿìè x = 0, x = ξ, y = 0, y = η, z = 0,
z = ζ, t = ξ, t = x. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå (ñì. [1], ðèñóíîê 1) èì ñîîòâåòñòâóþò
ïàðàëëåëåïèïåä è ïðèçìà.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ðèìàíà � Àäàìàðà çàäà÷è Äàðáó
H(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ). Ïóñòü

H(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ) =

{
R(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ), (x, y, z, t) ∈ D1,
V (x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ), (x, y, z, t) ∈ D2,

ãäå R � îïðåäåëåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ Ðèìàíà, à ôóíêöèÿ V ÿâëÿåòñÿ â îáëà-
ñòè D2 ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîãî ê (1) óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèì íåêîòîðûì
óñëîâèÿì, îáåñïå÷èâàþùèì åå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü.

Òîæäåñòâî (3) çàïèñûâàåòñÿ â äèâåðãåíòíîé ôîðìå (ïðè÷åì ôóíêöèÿ Ðè-
ìàíà â (3) çàìåíÿåòñÿ íà ôóíêöèþ Ðèìàíà � Àäàìàðà H = H(x, y, z, ξ, η, ζ))

HL(u) =
∂W1

∂x
+

∂W2

∂y
+

∂W3

∂z
+

∂W4

∂t
. (4)

Èíòåãðèðîâàíèå òîæäåñòâà (4) ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ôóíêöèè Ðèìàíà � Àäàìàðà
ïðèâîäèò ê ôîðìóëå ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðáó â òåðìèíàõ ôóíêöèè Ðèìàíà �
Àäàìàðà

u(P ) = F (P ) +

∫∫∫
D1+D2

Hf dx dy dz dt

ãäå ôóíêöèÿ F (P ) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà ãðàíè÷íûìè äàííûìè çàäà÷è Äàðáó.
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Mironov A. N., Mironova L. B. On the Darboux problem for systems of

hyperbolic equations. For a system with three independent variables, the existence and

uniqueness of the solution of the Darboux problem are proved. The Riemann � Hadamard matrix

is de�ned, and the solution of the Darboux problem is constructed in terms of the Riemann �

Hadamard matrix. Similar results are obtained for a hyperbolic system in n-dimensional space.

Äëÿ ñèñòåìû ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-

ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðáó. Îïðåäåëåíà ìàòðèöà Ðèìàíà � Àäàìàðà, ïîñòðîåíî ðå-

øåíèå çàäà÷è Äàðáó â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ðèìàíà � Àäàìàðà. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïî-

ëó÷åíû äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂ui

∂xi

=
n∑

k=1

aik(x1, . . . , xn)uk + fi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n, (1)

èññëåäîâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè [1], [2], [3]. Ñèñòåìà (1) ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ,
â ÷àñòíîñòè, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ ê èçó÷åíèþ
âàæíûõ â òåîðåòè÷åñêîì è ïðàêòè÷åñêîì îòíîøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñìåøàííîãî òèïà. Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëüøåå ÷èñëî ïóáëèêàöèé îòíîñèòñÿ
ê ñëó÷àþ, êîãäà â (1) n = 2.

Â ðàáîòå [4] ïðåäëîæåí âàðèàíò ìåòîäà Ðèìàíà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñè-
ñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ðèìàíà ïîñòðîåíû
ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè è Ãóðñà. Ðåøåíèå çàäà÷è Äàðáó äëÿ ñèñòåìû (1) ñ äâóìÿ
íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ïîñòðîåíî â òåðìèíàõ ìàòðèöû Ðèìàíà � Àäàìà-
ðà â ñòàòüå [5].

Çäåñü äëÿ ñèñòåìû âèäà (1) ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ïðåäëî-
æåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðáó, ÿâëÿþùèéñÿ îïðåäåëåííûì ðàçâèòèåì ìåòî-
äà Ðèìàíà, êîòîðûé åñòåñòâåííî íàçâàòü ìåòîäîì Ðèìàíà � Àäàìàðà.

Ðàññìîòðèì ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó
ux = a11(x, y, z)u + a12(x, y, z)v + a13(x, y, z)w + f1(x, y, z),
vy = a21(x, y, z)u + a22(x, y, z)v + a23(x, y, z)w + f2(x, y, z),
wz = a31(x, y, z)u + a32(x, y, z)v + a33(x, y, z)w + f3(x, y, z).

(2)

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå èñêîìûõ ôóíêöèé ïðèâîäèò (2) ê ñëó÷àþ, êîãäà

a11 = a22 = a33 ≡ 0.
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Ñ÷èòàåì ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåííûìè.
Ïóñòü D � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïëîñêîñòÿìè x = 0, y = 0, y = y0 > 0,

z = x, z = z0 > 0. Ñ÷èòàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (2) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì ãëàäêîñòè aij ∈ C(D), fi ∈ C(D), i, j = 1, 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X, Y ,
T ãðàíè D ïðè x = 0, y = 0, z = x ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëèì êëàññ ôóíêöèé C(k,l,m) ñëåäóþùèì îáðàçîì: ôóíêöèÿ f ∈
C(k1,k2,k3), åñëè ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ∂r1+r2+r3f

∂xr1∂yr2∂zr3
(ri =

0, . . . , ki). Ðåøåíèå êëàññà u ∈ C(1,0,0)(D), v ∈ C(0,1,0)(D), w ∈ C(0,0,1)(D) íàçîâåì
ðåãóëÿðíûì â îáëàñòè D.

Çàäà÷à Äàðáó. Â îáëàñòè D íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2),
óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u|X = φ1(y, z), v|Y = φ2(x, z), w|T = ψ(x, y),
φ1 ∈ C(X), φ2 ∈ C(Y ), ψ ∈ C(T ).

(3)

Ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ aij ∈ C(D), fi ∈ C(D), i, j =

1, 3, òî ðåøåíèå çàäà÷è Äàðáó (2), (3) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
Äëÿ ñèñòåìû (2) ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è Äàðáó â òåðìèíàõ ìàòðèöû,

àíàëîãè÷íîé ìàòðèöå Ðèìàíà � Àäàìàðà, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü â ðàáîòå [5].
Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ñèñòåìû (1) ïðè ïðîèçâîëüíîì

n.
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Mironov A. N., Yakovleva J. O. The Riemann�Hadamard function for the

Bianchi equation of the horth order. In the paper for the fourth-order equation with a

dominant partial derivative (the Bianchi equation) the statement of the Darboux problem are

given. The Riemann�Hadamard function in terms of hypergeometric functions for the Bianchi

equation of the fourth-order is constructed.

Â ñòàòüå ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ

äîìèíèðóþùåé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé (óðàâíåíèÿ Áèàíêè). Ôóíêöèÿ Ðèìàíà�Àäàìàðà äëÿ

óðàâíåíèÿ Áèàíêè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïîñòðîåíà â ÿâíîì âèäå â òåðìèíàõ ãèïåðãåîìåòðè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé.

Óðàâíåíèåì Áèàíêè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íàçûâàþò óðàâíåíèå

L(u) ≡ uxyzt+a1110(x, y, z, t)uxyz+a1101(x, y, z, t)uxyt+a0111(x, y, z, t)uyzt+a1011(x, y, z, t)uxzt+

+a1100(x, y, z, t)uxy+a0110(x, y, z, t)uyz+a1010(x, y, z, t)uxz+a0101(x, y, z, t)uyt+a0011(x, y, z, t)uzt+

+ a1000(x, y, z, t)ux + a0100(x, y, z, t)uy + a0010(x, y, z, t)uz + a0001(x, y, z, t)ut + a0000(x, y, z, t)u =

= f(x, y, z, t). (1)

Îïðåäåëèì êëàññ ôóíêöèé C(k,l,m,n)(D) ñëåäóþùèì îáðàçîì: ôóíêöèÿ
u ∈ C(k1,k2,k3,k4)(D), åñëè â îáëàñòè D ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå
∂r1+r2+r3+r4u

∂xr1∂yr2∂zr3∂tr4
(ri = 0, . . . , ki). Ðåøåíèå êëàññà C(1,1,1,1)(D) íàçîâåì ðåãóëÿð-

íûì â D.
Ïóñòü D � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïëîñêîñòÿìè x = 0, y = 0, y = y1 > 0,

z = 0, z = z1 > 0, t = x, t = t1 > 0. Ñ÷èòàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ãëàäêîñòè aijkl ∈ C(i,j,k,l)(D). Îáîçíà÷èì ÷åðåç X, Y ,
Z, S ãðàíè D ïðè x = 0, y = 0, z = 0, t = x ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à Äàðáó. Â îáëàñòè D íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1),
óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u|X = φ1(y, z, t), u|Y = φ2(x, z, t),
u|Z = φ3(x, y, t), u|S = φ4(x, y, z),

φ1(y, 0, t) = φ3(0, y, t), φ1(0, z, t) = φ2(0, z, t), φ2(x, 0, t) = φ3(x, 0, t),
φ1(y, z, 0) = φ4(0, y, z), φ2(x, z, x) = φ4(x, 0, z), φ3(x, y, x) = φ4(x, y, 0),
φ1 ∈ C(1,1,1)(X), φ2 ∈ C(1,1,1)(Y ), φ3 ∈ C(1,1,1)(Z), φ4 ∈ C(1,1,1)(S).

(2)

Ìåòîä Ðèìàíà�Àäàìàðà äëÿ óðàâíåíèé Áèàíêè òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà ðàçðàáîòàí â ðàáîòàõ [1], [2], ãäå ðåøåíèå çàäà÷è Äàðáó ñòðîèòñÿ â
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òåðìèíàõ ôóíêöèè òèïà Ðèìàíà�Àäàìàðà, àíàëîãè÷íîé ïî ñâîéñòâàì ôóíêöèè
Ðèìàíà�Àäàìàðà äëÿ óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Çäåñü
ðå÷ü èäåò î ïîñòðîåíèè ôóíêöèè Ðèìàíà�Àäàìàðà â ÿâíîì âèäå.

Ïóñòü òî÷êà P (ξ, η, ζ, τ) îïðåäåëÿåò îáëàñòü DP , îãðàíè÷åííóþ ïëîñêî-
ñòÿìè x = 0, x = ξ, y = 0, y = η, z = 0, z = ζ, t = τ, t = x. Îáëàñòü DP

ìîæíî ðàçáèòü íà äâå îáëàñòè: D1, îãðàíè÷åííóþ ïëîñêîñòÿìè x = 0, x =
ξ, y = 0, y = η, z = 0, z = ζ, t = τ, t = ξ è D2, îãðàíè÷åííóþ ïëîñêîñòÿìè
x = 0, x = ξ, y = 0, y = η, z = 0, z = ζ, t = ξ, t = x.

Â ðàáîòå [3] ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ Ðèìàíà äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà óðàâíåíèé
âèäà (1). Îïèðàÿñü íà ýòîò ðåçóëüòàò, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

h1,4 ≡ h2,4 ≡ h3,4 ≡ h1,3 ≡ h2,3 ≡ h1,2 ≡ h12,4 ≡ h13,4 ≡ h23,4 ≡ h12,3 ≡ 0,
h123,4 = φ(x)ψ(y)T(z)φ(t),

è ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî âñåì ïåðåìåííûì âD ôóíêöèÿ
G, òàêàÿ, ÷òî

a1110 = G′t, a1101 = G′z, a1011 = G′y, a0111 = G′x,

òî ôóíêöèÿ Ðèìàíà�Àäàìàðà H èìååò âèä

H(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ) =

{
R(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ), (x, y, z, t) ∈ D1,
V (x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ), (x, y, z, t) ∈ D2,

R(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ) = E(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ)0F3 (1, 1, 1;ω) ,

V (x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ) = E(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ)(0F3 (1, 1, 1;ω)− 0F3 (1, 1, 1; ρ)),

E(x, y, z, t, ξ, η, ζ, τ) = exp

( x∫
ξ

a0111(α, y, z, t) dα+

y∫
η

a1011(ξ, β, z, t) dβ+

+

z∫
ζ

a1101(ξ, η, γ, t) dγ+

t∫
τ

a1110(ξ, η, ζ,σv) dσv

)
,

ω =

x∫
ξ

φ(α) dα

y∫
η

ψ(β) dβ

z∫
ζ

T(γ) dγ

t∫
τ

φ(σv) dσv,

ρ =

t∫
ξ

φ(α) dα

y∫
η

ψ(β) dβ

z∫
ζ

T(γ) dγ

x∫
τ

φ(σv) dσv,

êîíñòðóêöèè hα ïðèâåäåíû â [4, ñ. 61] .
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F. M. Namazov. On the bifurcation of solutions from in�nity of some nonlinear

eigenvalue boundary value problems

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

y(4)(x)− (q(x)y′(x))′ = λy(x) + h(x, y, y′, y′′, y′′′, λ), x ∈ (0, 1), (1)

y′′(0) = y′′(1) = 0, (2)

Ty(0)− aλy(0) = Ty(1)− cλy(1) = 0, (3)

ãäå λ ∈ C− ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, Ty ≡ y′′′ − qy′, q(x)− ïîëîæèòåëüíàÿ
àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ íà [ 0, 1] ôóíêöèÿ, a, c− äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå
òàêèå, ÷òî a > 0, c < 0. Íåëèíåéíûé ÷ëåí h èìååò âèä h = f + g, ãäå ôóíêöèè
f, g ∈ C([0, 1]× R5;R) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ñóùåñòâóþò ÷èñëà
M > 0 and τ > 0 òàêèå, ÷òî∣∣∣∣f(x, y, s, v, w, λ)

y

∣∣∣∣ ≤M, x ∈ [0, 1], (y, s, v, w) ∈ R4,

|y|+ |s|+ |v|+ |w| ≥ τ, y 6= 0, λ ∈ R;

g(x, y, s, υ, w, λ) = o (|y|+|s|+|υ|+|w|) ïðè |y|+|s|+|v|+|w| → +∞,
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ðàâíîìåðíî ïî (x, λ) ∈ [0, 1] × Λ, äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ïðîìåæóò-
êà Λ ⊂ R.

Èçâåñòíî [1], ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è

y(4)(x)− (q(x)y′(x))′ = λy(x), x ∈ (0, 1),
y′′(0) = y′′(1) = 0,
T y(0)− aλy(0) = Ty(1)− cλy(1) = 0,

(4)

ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, ïðîñòûìè è îáðàçóþò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòà-
þùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk}∞k=1. Êðîìå òîãî, ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ yk(x),
k ∈ N, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λk, èìååò â òî÷íîñòè k − 1
ïðîñòûõ íóëåé â èíòåðâàëå (0, 1).

Ïóñòü E = C3[0, 1] ∩ {y : y′′(0) = y′′(1) = 0}− áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ

îáû÷íîé íîðìîé ||y||3 =
3∑

i=0

||y(s)||∞, ||y||∞ = max
x∈[0,1]

|y(x)|. Êàê è â ðàáîòàõ [2, 3],

ïðèâëå÷åíèåì óãëîâûõ ôóíêöèé, äëÿ êàæäîãî k ∈ N è êàæäîãî ν ∈ {+ , −}
ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî Sνk ôóíêöèé y ∈ E îáëàäàþùèõ îñöèëëÿöèîííûìè
ñâîéñòâàìè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (è èõ ïðîèçâîäíûõ) çàäà÷è (4) è äëÿ êîòîðûõ
lim
x→0+

νy(x) = 1.

Ãîâîðÿò, ÷òî (λ,∞) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áèôóðêàöèè èëè àñèìïòîòè÷åñêîé
òî÷êîé áèôóðêàöèè íåëèíåéíîé çàäà÷è (1)-(3) ïî ìíîæåñòâó R×Sνk, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(μn, un)}∞k=1 ⊂ R × E ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è òàêàÿ,
÷òî μn → λ, ||un||3 →∞ ïðè n→∞ è un ∈ Sνk.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êàæäîãî k ∈ N è êàæäîãî ν ∈ {+ , −} ìíîæåñòâî
àñèìïòîòè÷åñêèõ òî÷åê áèôóðêàöèè çàäà÷è (1)-(3) ïî ìíîæåñòâó R × Sνk ÿâ-
ëÿåòñÿ íå ïóñòûì; åñëè (λ,∞) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êîé áèôóðêàöèè
çàäà÷è (1)-(3) ïî ìíîæåñòâó R× Sνk, òî λ ∈ Ik, ãäå Ik = [λk −M, λk + M ].

Äëÿ êàæäîãî k ∈ N è êàæäîãî ν ∈ {+ , −} ÷åðåç Dνk îáîçíà÷èì îáúåäè-
íåíèå âñåõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (1)-(3), èñõîäÿùèõ
èç àñèìïòîòè÷åñêèõ òî÷åê áèôóðêàöèè ýòîé çàäà÷è ïî ìíîæåñòâó R × Sνk, è
Ik × {∞}.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2. Äëÿ ìíîæåñòâà Dνk ñïðàâåäëèâî îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåð-

æäåíèé:
à)Dνk ïåðåñåêàåòñÿ ñ I

′
k×{∞} ïî ìíîæåñòâó R×Sν

′

k′ ïðè íåêîòîðîì (k′, ν′) 6=
(k, ν);

á) ñóùåñòâóåò λ ∈ R òàêîå, ÷òî Dνk ∩ (R× {0}) = (λ, 0);
â) ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà Dνk íà R× {0} íåîãðàíè÷åíà.

Êðîìå òîãî, åñëè îáúåäèíåíèå Dk = D+
k ∪D−k íå óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèÿì

(á) èëè (â), òî äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óòâåðæäåíèþ (à) ïðè k′ 6= k.
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Sozontova E. A. Conditions for the solvability of one n-dimensional system of

equations with partial integrals. For one n-dimensional system of partial integral equations,

conditions are obtained under which the system under consideration is uniquely solvable.

Keywords: system with partial integrals, conditions of solvability.

Äëÿ îäíîé n-ìåðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ,

ïðè êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè, óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè.

Â îáëàñòè Ω = {x0
1 < x1 < x1

1, x
0
2 < x2 < x1

2, . . . , x
0
n < xn < x1

n} ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ñèñòåìà

φj =
n∑

k=1

(ajk
xk∫
x0
k

(
n∑

i=1

bkiφi)dtk) + fj, (j = 1, n), (1)

ãäå φj = φj(x1, . . . , xn) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, ajk, bki, fj � ïåðåìåííûå êî-
ýôôèöèåíòû è ñâîáîäíûé ÷ëåí, çàâèñÿùèå îò (x1, . . . , xn). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (1) íåïðåðûâíû â çàìûêàíèè îáëàñòè Ω è èìååò ìåñòî
óñëîâèå

∆(x1, x2, . . . , xn) = det ‖aik(x1, x2, . . . , xn)‖ 6= 0. (2)

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà
(1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

det ‖∆ik(x1, x2, . . . , xn)‖ 6= 0, (3)

ãäå ∆ik ïîëó÷àþòñÿ èç ∆ ïóòåì âû÷åðêèâàíèÿ ñòðîêè ñ íîìåðîì i è ñòîëáöà ñ
íîìåðîì k.
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Òîãäà ñèñòåìó (1) ìîæíî ðåäóöèðîâàòü ê çàäà÷å:

∂uk

∂xk
=

n∑
j=1

Bjiuj + Fk, uk|xk=x0
k
≡ ∆k(x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn), (k = 1, n). (4)

Çäåñü

Bji =


n∑

i=1

bkiAji, åñëè j 6= k,

n∑
i=1

bkiAji + (ln ∆)xk
, åñëè j = k, Fk = (∆k∆−1)xk

∆.

Çàäà÷à (4) ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé [1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåä-
ëèâà

Òåîðåìà 1. Åñëè â çàìûêàíèè îáëàñòè Ω âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (2),
(3), òî ñèñòåìà (1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.
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Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Âîëüòåððà ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ñ òðåìÿ íåçàâèñèìûìè

ïåðåìåííûìè ïîëó÷åíû íîâûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ðàçðåøèìà â

êâàäðàòóðàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè, ðàçðåøèìîñòü â êâàäðàòóðàõ.

Â îáëàñòè G = {x0 < x < x1, y0 < y < y1, z0 < z < z1} ðàññìàòðèâàåòñÿ
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ñèñòåìà

φi(x, y, z) = ai1(x, y, z)
x∫

x0

[b11(t, y, z)φ1(t, y, z)+

+b12(t, y, z)φ2(t, y, z) + b13(t, y, z)φ3(t, y, z)]dt+

+ai2(x, y, z)
y∫

y0

[b21(x, τ, z)φ1(x, τ, z) + b22(x, τ, z)φ2(x, τ, z)+

+b23(x, τ, z)φ3(x, τ, z)]dτ+ ai3(x, y, z)
z∫

z0

[b31(x, y, T)φ1(x, y, T)+

+b32(x, y, T)φ2(x, y, T) + b33(x, y, T)φ3(x, y, T)]dT + fi(x, y, z), i = 1, 3.

(1)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (1) íåïðåðûâíû â çàìûêàíèè îáëà-
ñòè G è èìååò ìåñòî óñëîâèå

∆(x, y, z) = det ‖aik(x, y, z)‖ 6= 0. (2)

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå ñëó÷àåâ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû
(1) â êâàäðàòóðàõ (íåêîòîðûå ñëó÷àè ðàçðåøèìîñòè ýòîé ñèñòåìû â ÿâíîì âèäå
áûëè èçëîæåíû â ðàáîòå [1]). Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [2] ïîëó÷åíû
íîâûå ñëó÷àè ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â êâàäðàòóðàõ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
∆1 6= 0. (3)

α1 = −((ln ∆)x + (b11A1 + b12A2 + b13A3) ∆
∆1

),

β1 = −(b11B1 + b12B2 + b13B3) ∆
∆1

,

γ1 = −(b11C1 + b12C2 + b13C3) ∆
∆1

, α2 = −(b21A1 + b22A2 + b23A3) ∆
∆1

,

β2 = −((ln ∆)y + (b21B1 + b22B2 + b23B3) ∆
∆1

),

γ2 = −(b21C1 + b22C2 + b23C3) ∆
∆1

,

α3 = −(b31A1 + b32A2 + b33A3) ∆
∆1

, β3 = −(b31B1 + b32B2 + b33B3) ∆
∆1

,

γ3 = −((ln ∆)z + (b31C1 + b32C2 + b33C3) ∆
∆1

),

(4)

ãäå Ai, Bi, Ci, ∆1 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (1) (ñì.[1]).

h = ax + ab− c, k = by + ab− c,

ωr = 2s
′
r(x,z)t

′
r(y,z)

(2−mr)[sr(x,z)+tr(y,z)]2
, [sr(x, z) + tr(y, z)]s

′
r(x, z)t

′
r(y, z) 6= 0.

(5)

1) 2h− (lnh)xy − k ≡ 0;
2) 2k − (ln k)xy − h ≡ 0;

3) h ≡ 2μ0(x, z)τ0(y, z) 6= 0, k ≡ 3μ0(x, z)τ0(y, z) 6= 0;
4) h ≡ 3μ1(x, z)τ1(y, z) 6= 0, k ≡ 2μ1(x, z)τ1(y, z) 6= 0;

5) (lnh)xy ≡ h− k, h ≡ 2by ≡ ω1;
6) (ln k)xy ≡ k − h, k ≡ 2ax ≡ ω2;

(6)

Çäåñü μk, τk ∈ C1 (k = 0, 1), s, t, m ∈ C2, à ôóíêöèè ω1, ω2 óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ (ωk + 1)(ωk − 2) 6= 0.

γ1 ≡ γ2 ≡ 0, (7)

a = β2 − (ln β1)y, b = α1, c = α1y − α1(ln β1)y − β1α2 + β2α1, β1 6= 0. (8)
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a = β2, b = α1 − (ln α2)x, c = β2x − β2(ln α2)x − α2β1 + α1β2, α2 6= 0. (9)

α2 ≡ α3 ≡ 0, (10)

a = γ3 − (ln γ2)z, b = β2, c = β2z − β2(ln γ2)z − γ2β3 + γ3β2, γ2 6= 0. (11)

a = γ3, b = β2 − (ln β3)y, c = γ3y − γ3(ln β3)y − β3γ2 + γ3β2, β3 6= 0. (12)

β1 ≡ β3 ≡ 0, (13)

a = γ3 − (ln γ1)z, b = α1, c = α1z − α1(ln γ1)z − γ1α3 + γ3α1, γ1 6= 0. (14)

a = γ3, b = α1 − (ln α3)x, c = γ3x − γ3(ln α3)x − α3γ1 + α1γ3, α3 6= 0. (15)

Ñïðàâåäëèâû òåîðåìû
Òåîðåìà 1. Ïóñòü h, k, ωr îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (5). Òîãäà äëÿ ðàç-

ðåøèìîñòè ñèñòåìû (1) â êâàäðàòóðàõ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðà-
âåíñòâà (2), (3), òîæäåñòâà (7) è îäèí èç äâóõ íàáîðîâ a, b, c, îïðåäåëÿåìûõ
ôîðìóëàìè (8), (9), ëèáî óäîâëåòâîðÿë ëþáîìó èç òîæäåñòâ 1) � 2) èç (6), ëèáî
ñóùåñòâîâàëè ôóíêöèè μr, τr, mr, sr, tr, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ëþáàÿ èç
ãðóïï ñîîòíîøåíèé 3) � 6) èç (6).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü h, k, ωr îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (5). Òîãäà äëÿ ðàç-
ðåøèìîñòè ñèñòåìû (1) â êâàäðàòóðàõ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðà-
âåíñòâà (2), (3), òîæäåñòâà (10) è îäèí èç äâóõ íàáîðîâ a, b, c, îïðåäåëÿåìûõ
ôîðìóëàìè (11), (12), ëèáî óäîâëåòâîðÿë ëþáîìó èç òîæäåñòâ 1) � 2) èç (6),
ëèáî ñóùåñòâîâàëè ôóíêöèè μr, τr, mr, sr, tr, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ëþáàÿ
èç ãðóïï ñîîòíîøåíèé 3) � 6) èç (6) (ôóíêöèè μj(x, z), τj(y, z), sk(x, z), tk(y, z)
íåîáõîäèìî çàìåíèòü ñîîòâåòñòâåííî íà μj(x, y), τj(x, z), sk(x, y), tk(x, z), à ïå-
ðåìåííûå x, y � ñîîòâåòñòâåííî íà y, z).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü h, k, ωr îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (5). Òîãäà äëÿ ðàç-
ðåøèìîñòè ñèñòåìû (1) â êâàäðàòóðàõ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðà-
âåíñòâà (2), (3), òîæäåñòâà (13) è îäèí èç äâóõ íàáîðîâ a, b, c, îïðåäåëÿåìûõ
ôîðìóëàìè (14), (15), ëèáî óäîâëåòâîðÿë ëþáîìó èç òîæäåñòâ 1) � 2) èç (6),
ëèáî ñóùåñòâîâàëè ôóíêöèè μr, τr, mr, sr, tr, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ëþáàÿ
èç ãðóïï ñîîòíîøåíèé 3) � 6) èç (6) (ôóíêöèè μj(x, z), τj(y, z), sk(x, z), tk(y, z)
íåîáõîäèìî çàìåíèòü ñîîòâåòñòâåííî íà μj(x, y), τj(y, z), sk(x, y), tk(y, z), à ïå-
ðåìåííûå x, y � ñîîòâåòñòâåííî íà x, z).
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Khakimova Z. N. About integration of fractional polynomial di�erential

equations. Part 2: Lienard equation. For the class of ordinary di�erential second order

fractional polynomial equations discrete 12th order group is found. As example the Lienard

equation is considered. It is showed that knowledge of transformations discrete group for Lienard
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Äëÿ êëàññà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà äðîáíî-

ïîëèíîìèàëüíîãî âèäà íàéäåíà äèñêðåòíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé 12-ãî ïîðÿäêà. Â êà÷åñòâå

ïðèìåðà ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå Ëüåíàðà. Ïîêàçàíî, ÷òî çíàíèå äèñêðåòíîé ãðóïïû ïðåîáðà-

çîâàíèé äëÿ óðàâíåíèÿ Ëüåíàðà äà¼ò âîçìîæíîñòü íàõîäèòü ðàçðåøèìûå óðàâíåíèÿ äðîáíî-

ïîëèíîìèàëüíîãî âèäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äèñêðåòíàÿ ãðóï-

ïà ïðåîáðàçîâàíèé, ðàçðåøèìûå óðàâíåíèÿ, êëàññ îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Ýìäåíà-Ôàóëåðà,

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äðîáíî-ïîëèíîìèàëüíîãî âèäà, óðàâíåíèå Ëüåíàðà, óðàâíåíèå

íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé.

1. Ââåäåíèå.
Â ðàáîòàõ [1,2] áûë ðàññìîòðåí êëàññ ÎÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà ñ äðîáíî-

ïîëèíîìèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ:

y′′xx =

p∑
i=1

Aix
kiyli(y′x)mi(xy′x − y)ni

2p∑
i=p+1

Aixkiyli(y′x)mi(xy′x − y)ni

, (1)

à òàêæå åãî ïîäêëàññû (2) è (3):

y′′xx =

p∑
i=1

Aix
kiyli(y′x)mi(xy′x − y)ni , (2)

y′′xx = [

2p∑
i=p+1

Aix
kiyli(y′x)mi(xy′x − y)ni ]−1. (3)
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Ïîäêëàññ êëàññà óðàâíåíèé (2) � êëàññ îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Ýìäåíà-
Ôàóëåðà (ÎÓÝÔ)

y′′xx = Axkyl(y′x)m (4)

ïîäðîáíî èññëåäîâàë Â.Ô. Çàéöåâ (ñì., íàïðèìåð, [3,4]).
Ïîïîëíåíèå êëàññà óðàâíåíèé (4) äîáàâëåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî ñòåïåí-

íîãî ìíîæèòåëÿ â ïðàâîé ÷àñòè � êëàññ óðàâíåíèé

y′′xx = Axkyl(y′x)m(xy′x − y)n (5)

èçó÷àëñÿ â [5-8].
Ïîäêëàññ êëàññà óðàâíåíèé (2)

y′′xx =

p∑
i=1

Aix
kiyli(y′x)mi (6)

áûë èññëåäîâàí â [9-11].

2. Óðàâíåíèå Ëüåíàðà.
Ëüåíàð èçó÷àë óðàâíåíèå íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé:

z′′tt = f(z)z′t + z, (7)

ãäå z � ñìåùåíèå, t � âðåìÿ, f(z) � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.
Ðàññìîòðèì áîëåå îáùåå óðàâíåíèå íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé:

z′′tt = f(z)z′t + g(z). (8)

Àâòîðàì ñïðàâî÷íèêà [4] 2018 ã. óäàëîñü ïðèâåñòè ëèøü íåáîëüøîå êîëè-
÷åñòâî ðàçðåøèìûõ óðàâíåíèé âèäà (8).

Ïóñòü f(z) è g(z) èìåþò ïîëèíîìèàëüíûé âèä:

f(z) = azn + bzn−1, g(z) = pz2n+1 + qz2n + rz2n−1 (9)

(p = n + a + 1, r = n− b, q = −p− r = −2n− a + b− 1).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

k = b− 2n− 1, l = 2n + a + 1, m = 1− n, (10)

òîãäà

f(z) = [(l + 2m− 3)z + k − 2m + 3]z−m,

g(z) = [(l + m− 1)z + k −m + 2](z − 1)z1−2m. (11)

Êëàññ óðàâíåíèé (8), (11) ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì êëàññà óðàâíåíèé (2) ñ
ïÿòüþ ñëàãàåìûìè: p = 5, mi ∈ {0; 1}, ni = 0.

Â ðàáîòå [12] áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî êëàññ óðàâíåíèé (8) c êîýôôèöèåí-
òàìè (11) ïðèâîäèòñÿ ê êëàññó ÎÓÝÔ (4) ïðåîáðàçîâàíèåì:

z′t = V (z)− z2−m + z1−m, V = Axk−m+2ym+l−1, z =
xy′x
y

. (12)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ðàçðåøèìîå óðàâíåíèå êëàññà ÎÓÝÔ (4) (à èõ ê
íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçâåñòíî 117) ïîðîæäàåò ðàçðåøèìîå óðàâíåíèå íåëèíåé-
íûõ êîëåáàíèé (8), (11).

3. Äèñêðåòíàÿ ãðóïïà äèýäðà.
Äëÿ êëàññà äðîáíî-ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) áûëà ïîñòðîåíà äèñ-

êðåòíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, çàìêíóòûõ íà ýòîì êëàññå óðàâíåíèé [1,2]:

D6 : r2 = h6 = (rh)2 = E, (13)

îáðàçóþùèìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òî÷å÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ r è êàñàòåëüíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå h:

r : x→ y, y → x; r2 = E, (14)

h : x→ 1

y′x
, y → −xy′x − y

y′x
; h6 = E. (15)

Â êëàññå óðàâíåíèé (2) ïðåîáðàçîâàíèå r òàêæå çàìêíóòî; íî â (2) íå
çàìêíóòî ïðåîáðàçîâàíèå h:

(1)
h−→ (2)

h−→ (1).

Ïîýòîìó ïðè ïðèìåíåíèè ê êëàññó óðàâíåíèé Ëüåíàðà (8), (11) ãðóïïû
äèýäðà D6 12-ãî ïîðÿäêà, ïîëîâèíà óðàâíåíèé îêàçûâàþòñÿ ïðèíàäëåæàùèìè
êëàññó óðàâíåíèé (1), à âòîðàÿ ïîëîâèíà óðàâíåíèé ïðèíàäëåæèò (2).

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå èíòåãðèðóåìîå óðàâíåíèå-¾äåä¿ êëàññà ÎÓÝÔ
(4) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (12) ïîðîæäàåò ðàçðåøèìîå óðàâíåíèå-¾îòåö¿
êëàññà óðàâíåíèé Ëüåíàðà (8), (11), êîòîðîìó, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîîòâåòñòâóþò
åùå 11 ðàçðåøèìûõ óðàâíåíèé-¾äåòåé¿ èç êëàññîâ óðàâíåíèé (2) è (3), ñâÿçàí-
íûõ ñ (8), (11) ïðåîáðàçîâàíèÿìè äèñêðåòíîé ãðóïïû D6:

D6 = {E, h, ..., h5, rh, ..., rh5}.
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Shagay M. A., Flegontov A. V., Applying algorithmization to the orbits of

the Emden-Fowler equation. This article deals with classes of equations whose solutions have

a special structure. All classes are divided into groups of ¾propagated¿ equations, and for some

classes relations are obtained, on the basis of which solutions of some generalized homogeneous

Emden-Fowler equations are constructed using a �nite set of functions through a �nite set of special

functions in order to algorithmize the process of �nding new equations.
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Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû óðàâíåíèé � îðáèòà Âåéåðøòðàññà, îðáè-

òà òàíãåíñîâ, îðáèòà ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ, îðáèòà Ýéëåðà � ðåøåíèÿ êîòîðûõ èìåþò

îñîáóþ ñòðóêòóðó. Âñå êëàññû ðàçáèâàþòñÿ íà ãðóïïû ¾ðàçìíîæåííûõ¿ óðàâíåíèé, à äëÿ

íåêîòîðûõ êëàññîâ ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ, íà îñíîâå êîòîðûõ ïî êîíå÷íîìó íàáîðó ôóíê-

öèé ñòðîÿòñÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ îáîáùåííûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé Ýìäåíà-Ôàóëåðà ÷åðåç

êîíå÷íûé íàáîð ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ñ öåëüþ àëãîðèòìèçàöèè ïðîöåññà ïîèñêà íîâûõ óðàâ-

íåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îáîáùåííîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

Ýìäåíà-Ôàóëåðà, îðáèòà Âåéåðøòðàññà, îðáèòà òàíãåíñîâ, ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, äèôôå-

ðåíöèàëüíûå ïàçëû.

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [1] áûë ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ïîèñêà ðåøåíèé, à èìåííî, ìåòîä
¾äèôôåðåíöèàëüíûõ ïàçëîâ¿, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè ïîäêëàññû èçó÷àåìîãî
êëàññà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîãóò
áûòü âûðàæåíû ÷åðåç êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâèìûõ â òåðìèíàõ
çàäàííûõ êëàññîâ ôóíêöèé (ïîëèíîìîâ, ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà, è ò.ä.). Â ðà-
áîòå [2] áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà íîâûõ óðàâíåíèé è èõ ðåøåíèé,
êîòîðûå ñòðîÿòñÿ èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ïîëèíîìîâ, à òàêæå áûëè
ïîëó÷åíû íîâûå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ îáîáù¼ííûõ óðàâíåíèé Ýìäåíà�Ôàóëåðà.
Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ: ïðèìåíèìû ëè ðàññóæäåíèÿ, ïîçâîëèâøèå ñî-
çäàòü àëãîðèòì äëÿ ¾îðáèòû ïîëèíîìîâ¿ äëÿ äðóãèõ îðáèò? Ðàññìîòðèì êëàññ
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îáîáù¼ííûõ óðàâíåíèé Ýìäåíà-Ôàóëåðà:

y′′ = Axnym (y′)
l
, (1)

ãäå x(τ) = φ(τ, C1, C2), y(τ) = ψ(τ, C1, C2), à ôóíêöèè φ è ψ ÿâëÿþòñÿ ýëå-
ìåíòàìè ïîäìíîæåñòâà íåêîòîðîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî êîëüöà. Ââåä¼ì ñëåäó-
þùóþ ôóíêöèþ χ =

.

ψ /
.
φ. Òîãäà (1) ïðåîáðàçóåòñÿ â

.
χ∼ φnψm(

.
φ)1−l(

.

ψ)l. (2)

Òðîéêà ôóíêöèé φ, ψ, χ îïðåäåëÿåò ôóíêöèè x, y, y′. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû
¾ïàçëà¿ äëÿ ðàçëè÷íûõ îðáèò:

¾îðáèòà Âåéåðøòðàññà¿ ¾îðáèòà ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ¿
E1 = τ F0 = τ−1

E2 = ℘(τ) F1 = 2Iτ+ C2τ∓R
E3 = ℘′(τ) F2 = 2IR + C2R− 4τ
E4 = τ2℘(τ)∓ 1 F3 = 4τF 2

1 ∓ F 2
2

E5 = ℘′(τ)± 2τ℘2(τ) F4 = F2F3 − 8F 2
1

E6 = τ℘′(τ)− ℘(τ)

E7 = τ℘′(τ) + 2℘(τ) R =
√
±(4τ2 − 1)

E8 = τ3℘′(τ) + 3τ2℘(τ)∓ 1 I(τ) =

∫
τdτ

R
E9 = τ3℘′(τ)− 4τ2℘(τ)± 6

(3)

Â òàáëèöå (3) ïðåäñòàâëåíû âçàèìîñâÿçàííûå îðáèòû, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ñòðî-
ÿòñÿ íà ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà(℘(τ) è íåïîëíîì ýëëèïòè÷åñêîì èíòåãðàëå âòî-
ðîãî ðîäà â ôîðìå Âåéåðøòðàññà (I(τ)).

¾ îðáèòà òàíãåíñîâ¿ ¾îðáèòà Ýéëåðà¿
T1 = ch(τ+ C2) cos τ E = exp(

√
3τ)

T2 = th(τ+ C2) + tg τ S1 = E + C2 sin τ

T3 = th(τ+ C2) + tg τ S2 = 2E − C2 sin τ+
√

3C2 cos τ

T4 = 3T2T3 − 4 S3 = 2
√

3S1S
′
2 −
√

3S ′1S2 − S1S2

Θ1 = ch τ− sin(τ+ C2) S4 = 2
√

3S1S
′
3 − 5

√
3S ′1S3 + S1S3

Θ2 = sh τ+ cos(τ+ C2)
Θ3 = sh τ− cos(τ+ C2)
Θ4 = ch τ+ sin(τ+ C2)
Θ = 3Θ2Θ3 − 2Θ2

1

(4)

Â òàáëèöå (4) ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ íà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ôóíêöèÿõ.
Âûÿâëåíèå çàêîíîìåðíîñòåé ðàññìàòðèâàåìûõ îðáèò

Äëÿ óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà, ðåøåíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïî-
ëèíîìû, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåæäó ïîëèíîìàìè, âõîäÿùèìè âî âñå èçâåñò-
íûå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóåò õîòÿ áû òðè ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïîëèíîìû è
èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå. Â ðàáîòå [2] áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì, äëÿ ïîèñêà íî-
âûõ óðàâíåíèé è èõ ðåøåíèé. Ýòèì àëãîðèòìîì, ïîìèìî âñåõ èçâåñòíûõ, áûëè
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íàéäåíû íîâûå ðåøåíèÿ, íî ñòðîÿùèåñÿ íå íà èñõîäíîì íàáîðå ïîëèíîìîâ, à
äðóãîì:

Pw =
Im(τ+ C1 + i

√
3C1)w+1

√
3C1(w + 1)

, P2 = τ2 + 2C1τ
2 + 4C2

1 , (5)

ãäå w � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî w > 2, à èç êàæäîé òðîéêè ïîëèíîìîâ
(P2, Pw−1, Pw) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî 6 ðåøåíèé, îäíî èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò
óðàâíåíèþ êëàññà y′′ = Axnym(y′)l, çàäàííîìó òðîéêîé ïàðàìåòðîâ

(−2w + 1

w
,−w − 1

w
,
2w + 3

w + 2
). (6)

Ôóíêöèè èìåþò âèä: 

φ = P−1
w−1P

w
2 ,

ψ = P
w

w+1
w P−1

w−1,

ξ = P
w+2
w+1
w .

(7)

À îñòàëüíûå 5 ãðóïï óðàâíåíèé è èõ ðåøåíèé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ñîîá-
ðàæåíèÿ ñèììåòðèè. Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî
äàííîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ îðáèò. Ïðè èçó÷åíèè
äàííûõ îðáèò áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî èç íåêîòîðûõ òðîåê ýëåìåíòîâ ¾ïàçëà¿,
ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî 4 èëè 6 ðåøåíèé, îäíî èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò óðàâ-
íåíèþ êëàññà y′′ = Axnym(y′)l, à îñòàëüíûå 3 èëè 5 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç
ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè. Äëÿ ýòèõ òðîåê ýëåìåíòîâ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òðè
ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå âûðàæàþò çàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ äðóã îò äðóãà.

Ïðîàíàëèçèðîâàâ óðàâíåíèÿ èç ñïðàâî÷íèêà [3], óäàëîñü ïîëó÷èòü òðè
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êàæäîé ãðóïïû óðàâíåíèé íåêîòîðûõ îðáèò. Ïðèìåð:

(E1, E2, E3) E ′1 = 1, (E2, E3, E5) E ′2 = E3,
E ′2 = E3, E ′3 = ±6E2

2 ,
E ′3 = ±6E2

2 , E2E
′
5 − 2E ′2E5 = ±2,

(T1, T2, T3) T ′1 = T1T3, (Θ1,Θ2,Θ3) Θ′1 = Θ3,
T ′2 = 2− T2T3, Θ′2 = Θ1,
T1T

′
2 + T ′1T2 = 2T1, Θ2Θ′3 + Θ3

2 = 2Θ2Θ′3,

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ðàáîòû ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà ¾ðàçìíîæåíèÿ¿ óðàâ-
íåíèé äëÿ íåêîòîðîé òðîéêè ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíî òðè ñîîòíîøå-
íèÿ íà ýëåìåíòû è èçâåñòíî îäíî óðàâíåíèå. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (n,m, l) =

(0, 2, 0) ïðåäñòàâèìî â âèäå (1), ãäå φ = E1, ψ = E2, χ =
.

ψ /
.
φ= E3 , è

äëÿ ýëåìåíòîâ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ: E ′1 = 1 , E ′2 = E3 , E ′3 =
±6E2

2 . Òðîéêå (φ,ψ, χ) â íåêîòîðîì ïîðÿäêå ñîïîñòàâèì òðîéêó ýëåìåíòîâ

(E1, E2, E3). φ = Ea
1 ,ψ = Eb

3, χ = ±6Ec
2 ⇒

.
φ= aEa−1

1 ,
.

ψ= ±6bE2
2E

b−1
3 ,

.
χ=

±6cEc−1
2 E3. Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ (φ,ψ, χ) â χ =

.

ψ /
.
φ òîãäà

±6Ec
2 =
±6bE2

2E
b−1
3

aEa−1
1
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è, ïðèðàâíèâàÿ ñòåïåíè ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì (a, b, c) = (1, 1, 2).

Òîãäà (φ,ψ, χ) = (E1, E2,±6E2
3) . À èç

.
χ∼ φnψm(

.
φ)1−l(

.

ψ)l èìååì, ÷òî

E2E3 ∼ En
1 E

m
2 E2l

2 ⇒ (n,m, l) = (0, 1, 1/2)

Ðàññìîòðåâ âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ñîïîñòàâëåíèÿ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
â ÷åòûð¼õ èç øåñòè ñëó÷àåâ ñìîãëè ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ, à â îñòàâøèõñÿ äâóõ
óðàâíåíèÿ ïîñòðîèòü íå óäà¼òñÿ. Â ðàáîòàõ [4,5] ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî êëàññ îáîá-
ù¼ííûõ óðàâíåíèé Ýìäåíà�Ôàóëåðà äîïóñêàåò îáùóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé
D3{g, r}, êîòîðóþ ìîæíî çàäàòü äâóìÿ îáðàçóþùèìè: r : x = u, y = t, (n,m, l)→
(m,n, 3− l) è g : x = u

1
n+1 , y = 1

u′

1
m , (n,m, l)→ ( 1

1−l ,−
n

n+1
, 2m+1

m
). Äëÿ ëþáûõ çíà-

÷åíèé n, m, l , êðîìå ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê m = 0,−1; n = 0,−1; l = 1, 2. Â ñèëó
ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå [4] ñèììåòðèé, èç óðàâíåíèé (0, 2, 0) ìîæíî ïîëó÷èòü
óðàâíåíèÿ (2, 0, 3), (0, 1, 1

2
), (1, 0, 5

2
), à òàêæå äâå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿð-

íûìè. Ýòî ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ñàìîäîñòàòî÷íûì â
ïëàíå ðàçìíîæåíèÿ ðåøåíèé è íå òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ äèñêðåòíî ãðóïïîâûõ
ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ýòîãî. Ýòèì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ çà ñ÷¼ò ïåðå-
ñòàíîâêè ôóíêöèé φ,ψ è χ. Òàêæå, ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà ó÷èòûâàþòñÿ
ñèíãóëÿðíûå òî÷êè ïðè ïîèñêå óðàâíåíèé.
Âûâîä

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî íàìè àíàëèçà ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå
âûâîäû, ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ äëÿ íàøåãî èññëåäîâàíèÿ: âñå ðàññìîòðåí-
íûå îðáèòû èìåþò ñõîæóþ ñòðóêòóðó, à èñïîëüçîâàíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî
àëãîðèòìà ïîèñêà óðàâíåíèé íà íèõ äà¼ò ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò. Äëÿ äàëü-
íåéøåãî èçó÷åíèÿ îñíîâíûìè íàïðàâëåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ: ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà,
êîòîðûé ïîçâîëèë áû ðàñøèðèòü èçó÷àåìûå îðáèòû, íàéòè íîâûå ñîîòíîøå-
íèÿ, ýëåìåíòû, óðàâíåíèÿ; ïðèìåíåíèå äàííîãî àëãîðèòìà ê äðóãèì êëàññàì
îáîáù¼ííî-îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.
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On the solvability of one inverse boundary value problem for a third-order

partial di�erential equation.

Ðàññìîòðèì äëÿ óðàâíåíèÿ

uttt(x, t) + uxx(x, t) = a(t)u(x, t) + f(x, t) (1)

â îáëàñòè DT = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T} îáðàòíóþ çàäà÷ó ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè

u(x, 0) = φ0(x) +
T∫
0

p0(t)u(x, t)dt, ut(x, T ) = φ1(x) +
T∫
0

p1(t)u(x, t)dt,

utt(x, 0) = φ2(x) +
T∫
0

p0(t)u(x, t)dt, 0 ≤ x ≤ 1,

(2)

ïåðèîäè÷åñêèì óñëîâèåì

u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (3)

íåëîêàëüíûì èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì

1∫
0

u (x, t)dx = 0, 0 ≤ t ≤ T, (4)

è ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì

u (x0, t) = h(t), 0 ≤ t ≤ T, (5)
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ãäå x0 ∈ (0, 1)− ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, f(x, t), φi(x), pi(t), i = 0, 1, 2, h(t)− çà-
äàííûå ôóíêöèè, à u(x, t) è a(t)− èñêîìûå ôóíêöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B3
2,T áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé âèäà

u(x, t) =
∞∑
k=0

u1k(t) cos λkx +
∞∑
k=0

u2k(t) sin λkx, (x, t) ∈ DT ,

ñ íîðìîé

||u||B3
2,T

= ||u10||∞ +

(
∞∑
k=1

(λ3k ‖u1k‖∞)2

) 1
2

+

(
∞∑
k=1

(λ3k||u2k||∞)2

) 1
2

,

ãäå ||υ||∞ = max
t∈[0,T ]

|υ(t)||, λk = 2kπ, u1k(t) ∈ C[0, T ], k = 0, 1, 2, . . . , u2k(t) ∈

C[0, T ], k = 1, 2, . . . (ñì. [1]).
Ïóñòü E3

T = B3
2,T × C[0, T ]− áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé

z(x, t) = {u(x, t), a(t)} ñ íîðìîé ||z||E3
T

= ‖u‖B3
2,T

+ ‖a‖∞.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(à) φi(x) ∈ C2[0, 1], φ′′′i (x) ∈ L2(0, 1), φi(0) = φi(1), φ′i(0) = φ′i(1), φ′′i (0) =

φ
′′
i (1), i = 0, 1;

(á) φ2(x) ∈ C1[0, 1], φ′′2(x) ∈ L2(0, 1), φ2(0) = φ2(1), φ′2(0) = φ′2(1);
(ñ) f(x, t), fx(x, t) ∈ C(DT ), fxx(x, t) ∈ L2(DT ), f(0, t) = f(1, t), fx(0, t) =

fx(1, t), 0 ≤ t ≤ T ;
(ã) pi(t) ∈ C[0, T ], i = 0, 1, 2, h(t) ∈ C3[0, T ], h(t) 6= 0, 0 ≤ t ≤ T .
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

A1(T ) = (8
√
15 + 1)||φ0||2 + (T + 6

√
5)||φ1||2 +

(
3

2
T 2 + 8

√
15

)
||φ2||2 + 3T 2

√
T ||f ||L2(DT )+

+10
√
5T ||fxx||L2(DT ), B1(T ) = T (3T 2 + 10

√
5), C1(T ) = T (1 + 8

√
15)||p0||∞ + T (T + 6

√
15)×

||p1||∞ + T

(
3

2
T 2 + 8

√
15

)
||p2||∞, A2(T ) = ||h−1||∞ {||h′′ − f(x0, · )||∞+

( ∞∑
k=1

λ
−2
k

) 1
2

×

[
16
√
3||φ0||2 + 12||φ′′1 ||2 + 16

√
3||φ′′2 ||2 + 20

√
T ||f ′′||L2(DT )

]}
, B2(T ) = 20||h−1||∞

( ∞∑
k=1

λ
−2
k

) 1
2

T,

C2(T ) = ||h−1||∞

( ∞∑
k=1

λ
−2
k

) 1
2

T
(
16
√
3||p0||∞ + 12||p1||∞ + 16

√
3||p2||∞

)
, A(T ) = A1(T )+A2(T ),

B(T ) = B1(T ) +B2(T ), C(T ) = C1(T ) + C2(T ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (à)�(ã), ñîîòíîøåíèÿ

(A(T ) + 2)((A(T ) + 2)B(T ) + C(T )) < 1,

1∫
0

f(x, t)dx = 0, 0 ≤ t ≤ T,

(
||p0||∞ + ||p1||∞T +

1

2
||p2||∞T 2 +

1

3
(A(T ) + 2)T 2

)
< 1,
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è óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

1∫
0

φi(x)dx = 0, i = 0, 1, 2, φ0(x0) = h(0)−
T∫

0

p0(t)h(t)dt,

φ1(x0) = h′(T )−
T∫

0

p1(t)h(t)dt, φ2(x0) = h′′(0)−
T∫

0

p1(t)h(t)dt.

Òîãäà çàäà÷à (1)�(5) èìååò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå â øàðå KR ⊂
E3

T , ãäå R = A(T ) + 2.

Ëèòåðàòóðà
[1] Aliyev Z. S., Mehraliyev Y. T., Yusifova E. H. Inverse boundary value problem

for a third-order partial di�erential equation with integral conditions // Bull.
Iran. Math. Soc. 2020. doi.org/10.1007/s41980-020-00464-9.
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Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè
ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è
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ÒÎÆÄÅÑÒÂÀ È ÒÎ×ÍÛÅ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ
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Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
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Vinogradov O. L. Identities and sharp inequalities for derivatives and
di�erences of splines. We establish analogs of the Riesz interpolation formula which allow to
obtain sharp estimates for the �rst order derivative of a spline of minimal defect with equidistant
knots in terms of its �rst order di�erence in the uniform and integral metrics.

Keywords: splines, Bernstein inequalities

Óñòàíàâëèâàþòñÿ àíàëîãè èíòåðïîëÿöèîííîãî òîæäåñòâà Ðèññà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
ïîëó÷èòü òî÷íûå îöåíêè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñïëàéíà ìèíèìàëüíîãî äåôåêòà ïî ðàâíîîòñòî-
ÿùèì óçëàì ÷åðåç åãî ïåðâóþ ðàçíîñòü â ðàâíîìåðíîé è èíòåãðàëüíîé ìåòðèêå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïëàéíû, íåðàâåíñòâà Áåðíøòåéíà

1. Îáîçíà÷åíèÿ. Äàëåå N, Z+, Z, R � ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, íåîòðè-
öàòåëüíûõ öåëûõ, öåëûõ, âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè èç êîíòåê-
ñòà íå ñëåäóåò ïðîòèâíîå, ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ìîãóò áûòü êàê âåùåñòâåííû-
ìè, òàê è êîìïëåêñíûìè. Ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé îáîçíà÷àþòñÿ: Lp = Lp(R) �
ñòàíäàðòíûå ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà íà ïðÿìîé, L̃p[T ] � ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà
2T -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé; ïðè p ∈ [1,+∞) íîðìû â íèõ ðàâíû ‖f‖p =(∫
−E |f |

p
)1/p

, ãäå E = R èëè [−T, T ] ñîîòâåòñòâåííî; W (r)
1,loc � ïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèé f , çàäàííûõ íà R è òàêèõ ÷òî f (r−1) ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà.
Åñëè f � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, òî ÷åðåç μf îáîçíà÷àåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèé åé çàðÿä; òàêèì îáðàçîì, âàðèàöèè f è μf ðàâíû. Àíàëîãè÷íî, ñèìâîë∨
f îçíà÷àåò âàðèàöèþ f íà îñè èëè íà ïåðèîäå. Ýòî íå ïðèâåäåò ê íåäîðàçó-

ìåíèþ.
Ïðè σv > 0, r ∈ Z+ ÷åðåç Sσv,r îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñïëàéíîâ ïî-

ðÿäêà r ìèíèìàëüíîãî äåôåêòà ñ óçëàìè jπ
σv
(j ∈ Z); ïðè σv = 1 ïèøåì ïðî-

ñòî Sr. Çíà÷åíèÿ ñïëàéíîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ ðàçðûâà íåñóùåñòâåííû.
Ïóñòü åùå δmh � îïåðàòîð öåíòðàëüíîé ðàçíîñòè ïîðÿäêà m ñ øàãîì h, òî åñòü
δhf(x) = f

(
x + h

2

)
− f

(
x− h

2

)
, δmh � m-ÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà δh.

Ïîëîæèì xα = απ

σv
; ïàðàìåòð σv ôèêñèðîâàí è â îáîçíà÷åíèÿõ íå óêàçûâà-

åòñÿ. Ñâåðòêà äâóõ ôóíêöèé íà îñè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

f ∗ g(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t) dt,
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ñâåðòêà ôóíêöèè ñ çàðÿäîì íîðìèðóåòñÿ òàê æå. Ñåòî÷íûå íîðìû (ïîëóíîðìû)
ôóíêöèè f îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè ‖f |α‖∞ = sup

j∈Z
|f(xj+α)|,

‖f |α‖1 =
∑
j∈Z

∣∣∣∣∣∣
∫ x

j+α+1
2

x
j+α− 1

2

f

∣∣∣∣∣∣ , ‖f |α‖1 =
2N−1∑
j=0

∣∣∣∣∣∣
∫ x

j+α+1
2

x
j+α− 1

2

f

∣∣∣∣∣∣
äëÿ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé è ôóíêöèé èç L1 è L̃1[xN ] ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî,
÷òî ‖f |α‖∞ íå ïðåâîñõîäèò sup-íîðìû f è â îáîèõ ñëó÷àÿõ ‖f |α‖1 6 ‖f‖1.

2. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ. Ñàìûì ïðÿìûì ñïîñîáîì äîêàçàòåëüñòâà íåðà-
âåíñòâà Áåðíøòåéíà

‖f (m)‖p 6 σvm‖f‖p
äëÿ öåëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîé ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé σv, è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñëóæèò òîæäåñòâî Ì.Ðèññà

f ′(x) =
4σv

π2

∑
l∈Z

(−1)l

(2l + 1)2
f

(
x +

(
l +

1

2

)
π

σv

)
.

Àíàëîãè÷íûå òîæäåñòâà (ñì., íàïðèìåð, [1, ï.84] è [2]) ïîçâîëÿþò âûâåñòè è
äðóãèå íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ è ðàçíîñòåé öåëûõ ôóíêöèé êîíå÷íîé ñòå-
ïåíè, ñàìîå èçâåñòíîå èç êîòîðûõ � íåðàâåíñòâî

‖f (m)‖p 6

(
σv

2 sin σvh
2

)m

‖δmh f‖p, 0 < h <
2π

σv
.

Äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îíî áûëî óñòàíîâëåíî Ì.Ðèññîì. Ïðè
h 6 π

σv
îíî óñèëèâàåò íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà.
Àíàëîãè íåðàâåíñòâ Ðèññà è Áåðíøòåéíà ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñïëàéíîâ

s ∈ Sσv,r. Äëÿ ðàâíîìåðíîé è èíòåãðàëüíîé íîðìû ýòè íåðàâåíñòâà òàêîâû:

‖s(m)‖∞ 6
Kr−m

2mKr

σv
m‖δmπ

σv

s‖∞, 1 6 m 6 r, (1)

‖s(m)‖∞ 6
Kr−m

Kr

σv
m‖s‖∞, 1 6 m 6 r, (2)

‖s(m)‖1 6
Kr+1−m

2mKr+1

σv
m‖δmπ

σv

s‖1, 1 6 m 6 r, (3)

‖s(m)‖1 6
Kr+1−m

Kr+1

σv
m‖s‖1, 1 6 m 6 r, (4)∨

s(r) 6
1

2r+1Kr+1

σv
r+1‖δr+1

π

σv

s‖1, (5)∨
s(r) 6

1

Kr+1

σv
r+1‖s‖1. (6)

Çäåñü Kρ � êîíñòàíòû Ôàâàðà:

Kρ =
4

π

∞∑
ν=0

(−1)ν(ρ+1)

(2ν+ 1)ρ+1
.
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Íåðàâåíñòâà (1)�(6) â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èëè Â. Ì. Òèõîìèðîâ,
Þ. Í. Ñóááîòèí, Â. Ô. Áàáåíêî, À. À. Ëèãóí, Ã. Ã. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ. Ñóááî-
òèí [3] óñòàíîâèë èíòåðïîëÿöèîííûå ôîðìóëû, âûðàæàþùèå çíà÷åíèÿ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîé ôóíêöèè s(r) ÷åðåç çíà÷åíèÿ δrπ

σv

s íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå, è âûâåë èç
ýòèõ ôîðìóë íåðàâåíñòâà (1) è (2) ïðè m = r. Ïðè m < r íåðàâåíñòâà (1)
è (2) äîêàçûâàëèñü äðóãèìè ñïîñîáàìè, îñíîâàííûìè íà íåðàâåíñòâå Êîëìîãî-
ðîâà äëÿ ïðîèçâîäíûõ èëè íà ïðèåìå Ñòå÷êèíà, ðîäñòâåííîì òåîðåìå ñðàâíåíèÿ
Êîëìîãîðîâà. Íåðàâåíñòâà â èíòåãðàëüíîé íîðìå âûâîäèëèñü èç íåðàâåíñòâ â
ðàâíîìåðíîé íîðìå c ïîìîùüþ ïðèåìà Ñòåéíà. Äîêàçàòåëüñòâà â ïåðèîäè÷å-
ñêîì ñëó÷àå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè ñì. â [4, ãëàâà 6]. Â íåïåðèîäè-
÷åñêîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâà â ðàâíîìåðíîé íîðìå ïîëó÷åíû â [5], â èíòåãðàëüíîé
íîðìå îíè ìîãóò áûòü äîêàçàíû àíàëîãè÷íî ïåðèîäè÷åñêîìó ñëó÷àþ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáçîð ðåçóëüòàòîâ àâòîðà [6, 7]. Â
íåé óñòàíàâëèâàþòñÿ òîæäåñòâà òèïà ôîðìóëû Ðèññà, ïîçâîëÿþùèå äîêàçàòü
íåðàâåíñòâà

‖s′‖p 6 K‖δhs‖p, 0 < h <
2π

σv
(7)

ïðè p = 1,+∞ ñ òî÷íûìè êîíñòàíòàìè K. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñïëàéíîâ òî÷íîå
íåðàâåíñòâî (7) â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå äîêàçàëè Ï. Ä. Ëèòâèíåö è Â. À. Ôèëü-
øòèíñêèé [8]; ñì. òàêæå [4, Òåîðåìà 6.2.5].

Èñêîìîå òîæäåñòâî ïîëó÷àåòñÿ ñîïîñòàâëåíèåì äâóõ ôîðìóë, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèõ íåçàâèñèìûé èíòåðåñ. Ïåðâàÿ èç íèõ âûðàæàåò ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ
ôóíêöèè ÷åðåç ñâåðòêó åå ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ñ íåêîòîðûì ÿäðîì è ðàâíî-
îòñòîÿùèå ñäâèãè åå ïåðâîé ðàçíîñòè. Ýòî ðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê òî÷íîé îöåí-
êå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ÷åðåç ñòàðøóþ ïðîèçâîäíóþ è ðàçíîñòü. Àíàëîãè÷íûå
ïðåäñòàâëåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâ òèïà Êîëìîãîðî-
âà; îáùèé âèä òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷åí È. Äîìàðîì [9]. Âòîðàÿ ôîðìóëà
îòíîñèòñÿ óæå íå ê ïðîèçâîëüíûì ôóíêöèÿì, à ê ñïëàéíàì. Â íåé ñòàðøàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ñïëàéíà ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ðàâíîîòñòîÿùèì çíà÷åíèÿì åãî ðàçíîñòåé.
Äëÿ çíà÷åíèé øàãà h = π

σv
ýòî èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Ñóááîòèíà.

Äëÿ òî÷íîñòè íåðàâåíñòâ, êîòîðûå âûâîäÿòñÿ èç ïîñòðîåííûõ òîæäåñòâ,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÿäðà ñâåðòêè ìåíÿëè çíàê â ðàâíîîòñòîÿùèõ òî÷êàõ, à êî-
ýôôèöèåíòû çíàêî÷åðåäîâàëèñü. Äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåìîé çíàêîðåãóëÿðíîñòè
ïðåäñòàâëÿåò îñíîâíóþ òðóäíîñòü. Ýòî óäàëîñü ñäåëàòü ïðè âñåõ h ∈

(
0, 2π
σv

)
äëÿ

ïåðâîé ðàçíîñòè è ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, à äëÿ ñòàðøèõ � ëèøü ïðè h = π

σv
.

Áîëåå òîãî, ïîñòðîåííîå òîæäåñòâî ïîçâîëÿåò óñèëèòü (7), çàìåíèâ ïðà-
âóþ ÷àñòü íà ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ðàçíîñòåé s, âêëþ÷àþùóþ ðàçíîñòè âûñ-
øèõ ïîðÿäêîâ, à íîðìû â ÷àñòè ñëàãàåìûõ � íà ñåòî÷íûå. Ïðè h = π

σv
èòåðàöèè

ýòîãî òîæäåñòâà ïðèâîäÿò ê àíàëîãàì ôîðìóëû Ðèññà äëÿ ñòàðøèõ ïðîèçâîä-
íûõ è ðàçíîñòåé. Ïîñêîëüêó çíàêîðåãóëÿðíîñòü (èìåííî ñ ýòèì øàãîì) íå íà-
ðóøàåòñÿ, îòñþäà âûâîäÿòñÿ íåðàâåíñòâà (1)�(6) òàêæå â óñèëåííîì âèäå.

Â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå ýêñòðåìàëÿìè áóäóò ýéëåðîâû èäåàëüíûå ñïëàé-
íû

φ
σv,r(t) =

4

πσvr

∞∑
ν=0

sin
(
(2ν+ 1)σvt− rπ

2

)
(2ν+ 1)r+1

, σv > 0, r ∈ Z+,

à êîíñòàíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èõ íîðìû. Íàïîìíèì, ÷òî φ′
σv,r = φ

σv,r−1, φσv,0(t) =
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sign sinσvt, ‖φ
σv,r‖ = Kr

σvr
. Ïðè σv = 1 ïèøåì ïðîñòî φr. Íà ïåðèîäå [−π, π] èìååì

‖φr‖1 = 4‖φr+1‖∞ = 4Kr+1,
∨
φ0 = 4, ‖δhφr‖1 = 4‖δhφr+1‖∞.

Íàïðèìåð, êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâå (7) äëÿ ïðîñòðàíñòâ L̃1[xN ] îêàçûâà-

åòñÿ ðàâíîé
‖φ′
σv,r‖1

‖δhφσv,r‖1
. Ýòî îòíîøåíèå íå çàâèñèò îò N . Íåðàâåíñòâî ñ òîé æå êîí-

ñòàíòîé âåðíî è â ïðîñòðàíñòâå L1. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ φr íå ïðèíàäëåæèò L1,
òàêàÿ çàïèñü êîíñòàíòû òåðÿåò ñìûñë. ×òîáû åäèíûì îáðàçîì ñôîðìóëèðîâàòü
íåðàâåíñòâî è äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî, è äëÿ íåïåðèîäè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, ìû áóäåì

çàïèñûâàòü êîíñòàíòó â âèäå
‖φ′
σv,r+1‖∞

‖δhφσv,r+1‖∞
. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì è äëÿ äðóãèõ

íåðàâåíñòâ.
3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Äàëåå ìû áóäåì äëÿ êðàòêîñòè ôîðìóëè-

ðîâàòü ðåçóëüòàòû ïðè σv = 1; îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ ìàñøòàáèðîâàíèåì.
Òàêèì îáðàçîì, xα = απ.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå M � îäíî èç ïðîñòðàíñòâ Lp èëè L̃p[T ] (p ∈
[1,+∞]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü r − 1 ∈ N, h ∈ (0, 2π), f ∈ W
(r)
1,loc, f

(r) ∈ M , δhf ∈ M .
Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ïðè âñåõ x ∈ R

f ′(x) = f (r) ∗Qr(x) +
∑
l∈Z

γr,lδhf(x− xl), (8)

ãäå

Qr(t) =

∫
R

(
1

(iy)r−1
−Rr(y)

2i sin hy
2

(iy)r

)
eity dy;

Rr(y) =
∑
j∈Z

γr,je
−ijπy =

∑
ν∈Z

1
(i(y+2ν))r−1∑

μ∈Z

2i sin
h(y+2μ)

2

(i(y+2μ))r

, åñëè r ÷åòíî;

Rr(y) =
∑
j∈Z

γr,je
−ijπy =

∑
ν∈Z

(−1)ν

(i(y+2ν))r−1∑
μ∈Z

(−1)μ2i sin
h(y+2μ)

2

(i(y+2μ))r

, åñëè r íå÷åòíî.

Ñ çàìåíîé f (r) íà μf (r−1) ðàâåíñòâî âåðíî (ïðè r = 2 � äëÿ ïî÷òè âñåõ x)

äëÿ ôóíêöèé f , òàêèõ ÷òî δhf ∈ L1 èëè L̃1[T ], f (r−2) ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíà, à f (r−1) èìååò êîíå÷íóþ âàðèàöèþ (íà îñè èëè íà ïåðèîäå).

2. Ôóíêöèè Qr · sin (r ÷åòíî) è Qr · cos (r íå÷åòíî) íå ìåíÿþò çíàêà íà R,
à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γr,l}l∈Z çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ.

3. Íåðàâåíñòâî

|f ′(x)| 6 1

2π
‖Qr‖1‖f (r)‖∞ + |Rr(1)|‖δhf‖∞

îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî äëÿ ôóíêöèè f = φr ïðè x = 0, åñëè r ÷åòíî, è ïðè
x = π

2
, åñëè r íå÷åòíî.
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Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1

‖f ′‖p 6
1

2π
‖Qr‖1‖f (r)‖p + |Rr(1)|‖δhf‖p,

‖f ′‖1 6
1

2π
‖Qr‖1

∨
f (r−1) + |Rr(1)|‖δhf‖1.

Çàìå÷àíèå 1. Èç òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

‖Qr‖1

2π
= ‖φ′r‖∞ − |Rr(1)|‖δhφr‖∞.

Çàìå÷àíèå 2. Íåðàâåíñòâî (7) óæå ìîæíî âûâåñòè èç òåîðåìû 1 è íåðà-
âåíñòâ òèïà Áåðíøòåéíà (2) è (6) äëÿ ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, ïðèìåíåííûõ ê
ñïëàéíó s′. Òàê, äëÿ ðàâíîìåðíîé íîðìû èìååì

‖s′‖ 6
(
‖φ′r‖∞ − |Rr(1)|‖δhφr‖∞

)
‖s(r)‖∞ + |Rr(1)|‖δhs‖∞ 6

6
‖φ′r‖∞ − |Rr(1)|‖δhφr‖∞

‖φ′r‖∞
‖s′‖∞ + |Rr(1)|‖δhs‖∞.

Ïåðåíîñÿ ÷ëåí ñ ‖s′‖∞ â ëåâóþ ÷àñòü è ñîêðàùàÿ, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (7) ñ
òî÷íîé êîíñòàíòîé:

‖s′‖∞ 6
‖φ′r‖∞
‖δhφr‖∞

‖δhs‖∞.

Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ èíòåãðàëüíîé íîðìû.
Òåì íå ìåíåå ìû õîòèì óñòàíîâèòü íå òîëüêî íåðàâåíñòâî (7), íî è ïðåä-

øåñòâóþùåå åìó òîæäåñòâî, è îöåíèòü ïðàâóþ ÷àñòü (8) ÷åðåç ‖δhs‖ íåïîñðåä-
ñòâåííî, äàæå â óñèëåííîì âèäå. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûå ôîð-
ìóëû òèïà Ñóááîòèíà äëÿ ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ñïëàéíà.

Òåîðåìà 2. 1. Ïóñòü r ∈ N, h ∈ (0, 2π), s ∈ Sr, δ
r−1
π
δhs ∈ L∞. Òîãäà

s(r)(t) =
∑
j∈Z

δ
r−1
π
δhs(xj+1/2)`h,r(t− xj), (9)

ãäå `h,r ∈ S0,
∑
ν∈Z
|`h,r(xν+1/2)| < +∞, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
`h,r(xν+1/2)

}
ν∈Z çíà-

êî÷åðåäóåòñÿ.
2. Ïóñòü r ∈ Z+, h ∈ (0, 2π), s ∈ Sr, δ

r
π
δhs ∈ L1 èëè δ

r
π
δhs ∈ L̃1[xN ] (N ∈ N).

Òîãäà

μs(r) =
∑
j∈Z

(∫ xj+1/2

xj−1/2

δ
r
π
δhs

)
λh,r(· − xj),

ãäå λh,r � çàðÿä, ñîñðåäîòî÷åííûé â óçëàõ xq, (q ∈ Z), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{λh,r{xν}}ν∈Z çíàêî÷åðåäóåòñÿ.

3. Çàðÿäû λh,r è ñïëàéíû `h,r âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè λh,r{xν} =
`h,r+1(xν+1/2),

∑
k∈Z

λh,r{xk}e−ikπy = π

∑
μ∈Z

(
2 sin π(y+2μ)

2

)r+1

2 sin h(y+2μ)
2

(y + 2μ)r+2


−1

.
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Ïðè h = π ôîðìóëó (9) è çíàêî÷åðåäîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ óñòàíîâèë
Ñóááîòèí [3].

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ s(r) è μs(r) â òåîðåìó 1, ïðèõîäèì ê èñêîìûì
òîæäåñòâàì, èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóþò òî÷íûå íåðàâåíñòâà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü r − 1 ∈ N, h ∈ (0, 2π), s ∈ Sr, δhs ∈ L∞. Òîãäà

s′(x) =
∑
j∈Z

δ
r−1
π
δhs(xj+1/2)(`h,r ∗Qr)(x− xj) +

∑
l∈Z

γr,lδhs(x− xl), x ∈ R,

‖s′‖∞ 6
‖φ′r‖∞ − |Rr(1)|‖δhφr‖∞

2r−1‖δhφr‖∞
∥∥δr−1
π
δhs|12

∥∥
∞ + |Rr(1)|‖δhs‖∞.

Ñëåäñòâèå 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3

‖s′‖∞ 6
‖φ′r‖∞
‖δhφr‖∞

‖δhs‖∞.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü r ∈ N, h ∈ (0, 2π), s ∈ Sr, δhs ∈ L1 èëè δhs ∈ L̃1[xN ]
(N ∈ N). Òîãäà

s′(x) =
∑
j∈Z

(∫ xj+1/2

xj−1/2

δ
r
π
δhs

)
(λh,r ∗Qr+1)(x− xj) +

∑
l∈Z

γr+1,lδhs(x− xl)

(åñëè r > 2, òî ðàâåíñòâî âåðíî ïðè âñåõ x ∈ R, à åñëè r = 1, òî ïðè âñåõ x 6= xν),

‖s′‖1 6
‖φ′r+1‖∞ − |Rr+1(1)|‖δhφr+1‖∞

2r‖δhφr+1‖∞
∥∥δr
π
δhs|0

∥∥
1

+ |Rr+1(1)|‖δhs‖1.

Ñëåäñòâèå 3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4

‖s′‖1 6
‖φ′r+1‖∞
‖δhφr+1‖∞

‖δhs‖1.

Íåðàâåíñòâà â òåîðåìàõ 3, 4 è ñëåäñòâèÿõ 2, 3 òî÷íûå.
Çàìå÷àíèå 3. Èòåðàöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà ïîçâîëÿþò åùå óñèëèòü íåðà-

âåíñòâà â òåîðåìàõ 3 è 4, çàìåíèâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñåòî÷íûå íîðìû δr−1
π
δhs è

δ
r
π
δhs íà ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñåòî÷íûõ íîðì ðàçíîñòåé ýòîãî è áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà, ïðè÷åì òàê, ÷òî òî÷íîñòü ñîõðàíèòñÿ.
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Yakubson M. Ya, Konkina V. S. Application of the multidimensional Mellin
transform to the solving of algebraic equations. This article explores algebraic equations.
The central statement is the formula for the roots of an equation which was obtained using
the multidimensional Mellin transform.

Keywords: algebraic equation, multidimensional Mellin transform.

Â ñòàòüå âûâîäèòñÿ ôîðìóëà ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîñðåäñòâîì ìíîãîìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå, ìíîãîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà.

Äîëãîå âðåìÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à àëãåáðû çàêëþ÷àëàñü â ïîèñêå ðåøåíèé
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â 1824 ã. Íèëüñ Õåíðèê Àáåëü äîêàçàë, ÷òî àëãåá-
ðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ïÿòîé ñòåïåíè íåðàçðåøèìî â ðàäèêàëàõ, îäíàêî ïîçæå
áûëè ïîñòðîåíû ôóíêöèè, ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ èñêîìîå ðåøåíèå ìîãëî áûòü
âûðàæåíî. Â äàííîé ñòàòüå ìû ïîëó÷èì îáùóþ ôîðìóëó ðåøåíèÿ íåêîòîðîãî
êëàññà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, çàïèñàííûõ ñ ïîìîùüþ ýéëåðîâûõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå (îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû
êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ïîëó÷àåìûõ â äàëüíåéøåì
èíòåãðàëîâ):

yd + xny
mn + . . . + x1y

m1 − 1 = 0, 0 < m1 < . . . < mn < d. (1)
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Ïîä ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ y(x) n ïåðå-
ìåííûõ, ñ÷èòàÿ, ÷òî x åñòü âåêòîð n-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà Cn:
x = (x1; . . . ;xn), ãäå xi ∈ C.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå âèäà (1) ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê óðàâíå-
íèå ñ êîîðäèíàòàìè (x1; . . . ;xn; y) â ïðîñòðàíñòâå Cn× (C\0). Ó÷èòûâàÿ äàííîå
çàìå÷àíèå, íàéä¼ì ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà èñêîìîé ôóíêöèè y(x), ïîñëå ÷åãî
ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà îïðåäåëèì èíòåãðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ôóíêöèè y(x).

Â óðàâíåíèè (1) ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâàìè:

xk = ξkW
mk−d

d , k ∈ N[1;n]; (2)

y = W− 1
d . (3)

Ñ ó÷¼òîì äàííûõ çàìåí ïåðåìåííûõ (2) è (3):{
yd = W−1;

ymk = W−mk
d ;

⇒ xky
mk = ξkW

mk−d

d ·W−mk
d = ξkW

−1.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

1 + ξ1 + . . . + ξn = W. (4)

Îïðåäåëèâ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â âèäå ôóíêöèè y(x) n ïåðåìåííûõ,
ìû íåîáõîäèìî îñóùåñòâëÿåì ïîèñê ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé
íåêîòîðîìó óñëîâèþ. Äàëåå ñäåëàåì ñîãëàøåíèå è óñëîâèìñÿ èñêàòü òó âåòâü
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: y(0) = 1. Äàííóþ âåòâü
ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1) ïðèíÿòî íàçûâàòü ãëàâíûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (1).

Ñîãëàñíî ðàññóæäåíèÿì âûøå, çàäà÷à ïîèñêà ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà ãëàâíîãî
ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ, òî åñòü ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ñëåäóþùåãî
èíòåãðàëà:

F (z) =

∫
Rn
+

y(x)xz−I dx, xz−I := xz1−1
1 . . . xzn−1

n . (5)

Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè (1) â èíòåãðàëå, îïðåäåëÿþùèì ïðåîáðà-
çîâàíèå Ìåëëèíà ãëàâíîãî ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ, òàêæå îñóùåñòâëÿåòñÿ
çàìåíà ïåðåìåííûõ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå îïðåäåëèì çíà÷åíèå ÿêîáèàíà äàííîé çà-
ìåíû.

Ëåììà ßêîáèàí çàìåíû ξ→ x, îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé:

xk = ξk(1 + ξ1 + . . . + ξn)
mk−d

d , k ∈ N[1;n];

â èíòåãðàëå
∫
Rn
+

y(x)xz−I dx ðàâåí:

J = W−(n+1)+ 1
d

(m1+...+mn)
(

1 +
1

d
〈(m1; . . . ;mn); (ξ1; . . . ; ξn)〉

)
.
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Èñêîìûé ÿêîáèàí J ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1

∂ξ1

∂x1

∂ξ2
. . . ∂x1

∂ξn−1

∂x1

∂ξn
∂x2

∂ξ1

∂x2

∂ξ2
. . . ∂x2

∂ξn−1

∂x2

∂ξn
...

...
. . .

...
...

∂xn−1

∂ξ1

∂xn−1

∂ξ2
. . . ∂xn−1

∂ξn−1

∂xn−1

∂ξn
∂xn

∂ξ1

∂xn

∂ξ2
. . . ∂xn

∂ξn−1

∂xn

∂ξn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Îïðåäåëèì äàëåå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ïîëó÷åííîãî ÿêîáèàíà:

1. äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû:

∂xj

∂ξj
= (1 + ξ1 + . . . + ξn)

mj−d

d +
mj − d

d
ξj(1 + ξ1 + . . . + ξn)

mk−d−1

d ; (6)

2. íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû (j 6= k):

∂xj

∂ξk
=

mj − d

d
ξj(1 + ξ1 + . . . + ξn)

mj−d−1

d . (7)

Çàìåòèì, ÷òî íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîé ñòðî-
êå, ðàâíû ìåæäó ñîáîé (òàê êàê âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
(7) îò èíäåêñà k íå çàâèñèò). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

∂xj

∂ξj
:= aj;

∂xj

∂ξk
:= a(j),

è ñ èõ ïîìîùüþ çàïèøåì è ïðåîáðàçóåì èñêîìûé ÿêîáèàí:

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1

∂ξ1

∂x1

∂ξ2
. . . ∂x1

∂ξn−1

∂x1

∂ξn
∂x2

∂ξ1

∂x2

∂ξ2
. . . ∂x2

∂ξn−1

∂x2

∂ξn
...

...
. . .

...
...

∂xn−1

∂ξ1

∂xn−1

∂ξ2
. . . ∂xn−1

∂ξn−1

∂xn−1

∂ξn
∂xn

∂ξ1

∂xn

∂ξ2
. . . ∂xn

∂ξn−1

∂xn

∂ξn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a(1) a(1) . . . a(1) a(1)

a(2) a2 a(2) . . . a(2) a(2)

a(3) a(3) a3 . . . a(3) a(3)

...
...

...
. . .

...
...

a(n−1) a(n−1) a(n−1) . . . an−1 a(n−1)

a(n) a(n) a(n) . . . a(n) an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Âû÷òåì èç ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ñòîëáöà ýëåìåíòû âòîðîãî ñòîëáöà. Çàìåòèì ïðè
ýòîì, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåé ñòðîêè, ðàññìàòðèâàåìûå ýëåìåíòû ðàâíû ìåæ-
äó ñîáîé. Äàëåå ïðîäåëàåì òó æå îïåðàöèþ è äëÿ äðóãèõ ñòîëáöîâ, âïëîòü äî
ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè (n− 1) è n:

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 − a(1) 0 0 . . . 0 0 a(1)

a(2) − a2 a2 − a(2) 0 . . . 0 0 a(2)

0 a(3) − a3 a3 − a(3) . . . 0 0 a(3)

0 0 a(4) − a4 . . . 0 0 a(4)

0 0 0 . . . 0 0 a(5)

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 . . . an−2 − a(n−2) 0 a(n−2)

0 0 0 . . . a(n−1) − an−1 an−1 − a(n−1) a(n−1)

0 0 0 . . . 0 a(n) − an an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Äàëüíåéøåå âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ îñóùåñòâèì ïîñðåäñòâîì åãî ðàçëîæå-
íèÿ ïî ýëåìåíòàì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà. Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à òàêèì îáðàçîì ñâî-
äèòñÿ ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû (êîòîðûé, êàê
èçâåñòíî, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ âñåõ ñâîèõ ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

J = (−1)2nan(a1 − a(1))(a2 − a(2)) . . . (an−2 − a(n−2))(an−1 − a(n−1))+

+(−1)2n−1a(n−1)(a1 − a(1))(a2 − a(2)) . . . (an−2 − a(n−2))(a(n) − an)+

+(−1)2n−2a(n−2)(a1 − a(1))(a2 − a(2)) . . . (an−3 − a(n−3))(a(n−1)−

−an−1)(a(n) − an) + . . . + (−1)n+2a(2)(a1 − a(1))(a(3) − a3)(a(4) − a4) . . . (a(n−2)−

−an−2)(a(n−1) − an−1)(a(n) − an)+

+(−1)n+1a(1)(a(2) − a2)(a(3) − a3) . . . (a(n−2) − an−2)(a(n−1) − an−1)(a(n) − an).

Ìíîæèòåëè ïîëó÷åííûõ ñëàãàåìûõ ïðåîáðàçóåì ê âèäó: ak−a(k). Îòìåòèì, ÷òî
÷èñëî ìíîæèòåëåé êàæäîãî ñëàãàåìîãî, çíàê êîòîðûõ íåîáõîäèìî èçìåíèòü íà
ïðîòèâîïîëîæíûé (òî åñòü ïåðåéòè îò ìíîæèòåëÿ âèäà (a(k)−ak) ê ìíîæèòåëþ
âèäà (ak − a(k))), èìååò òó æå ÷¼òíîñòü, ÷òî è ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, â êîòîðóþ
âîçâîäèòñÿ ÷èñëî (−1), ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîìó ñëàãàåìîìó. Ñ ó÷¼òîì ñêà-
çàííîãî èìååì:

J = an(a1−a(1))(a2−a(2)) . . . (an−2−a(n−2))(an−1−a(n−1))+a(n−1)(a1−a(1)) . . . (an−2−

−a(n−2))(an − a(n)) + a(n−2)(a1 − a(1)) . . . (an−3 − a(n−3))(an−1 − a(n−1))(an − a(n))+

+a(n−3)(a1 − a(1)) . . . (an−4 − a(n−4))(an−2 − a(n−2))(an−1 − a(n−1))(an − a(n)) + . . .+

+a(3)(a1 − a(1))(a2 − a(2))(a4 − a(4)) . . . (an−2 − a(n−2))(an−1 − a(n−1))(an − a(n))+

+a(2)(a1 − a(1))(a3 − a(3))(a4 − a(4)) . . . (an−2 − a(n−2))(an−1 − a(n−1))(an − a(n))+

+a(1)(a2 − a(2))(a3 − a(3)) . . . (an−2 − a(n−2))(an−1 − a(n−1))(an − a(n)) =

= an ·
(a1 − a(1)) . . . (an − a(n))

an − a(n)
+

n−1∑
k=1

a(k) (a1 − a(1)) . . . (an − a(n))

ak − a(k)
.

Â ïîëó÷åííîì çíà÷åíèè ÿêîáèàíà ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:

J = an ·
(a1 − a(1)) . . . (an − a(n))

an − a(n)
+

n−1∑
k=1

a(k) (a1 − a(1)) . . . (an − a(n))

ak − a(k)
=

= (1 + ξ1 + . . . + ξn)
m1−d

d
+...+mn−d

d +

+
n∑

k=1

mk − d

d
ξk(1 + ξ1 + . . . + ξn)

mk−d−1

d ·
(1 + ξ1 + . . . + ξn)

m1−d
d

+...+mn−d
d

(1 + ξ1 + . . . + ξn)
mk−d

d

=

= (1+ξ1 + . . .+ξn)
m1−d

d
+...+mn−d

d +
n∑

k=1

mk − d

d
ξk ·

(1 + ξ1 + . . . + ξn)
m1−d

d
+...+mn−d

d

1 + ξ1 + . . . + ξn
=
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= (1 + ξ1 + . . . + ξn)
m1−d

d
+...+mn−d

d

(
1 +

n∑
k=1

mk − d

d
·

ξk

1 + ξ1 + . . . + ξn

)
=

= (1 + ξ1 + . . . + ξn)
m1−d

d
+...+mn−d

d
−1
(

1 + ξ1 + . . . + ξn +
n∑

k=1

mk − d

d
ξk

)
=

= (1 + ξ1 + . . . + ξn)−(n+1)+ 1
d

(m+1+...+mn)
(

1 +
1

d

n∑
k=1

mkξk

)
=

= W−(n+1)+ 1
d

(m1+...+mn)
(

1 +
1

d
〈(m1; . . . ;mn); (ξ1; . . . ; ξn)〉

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ñôîðìóëèðîâàííàÿ ëåììà äîêàçàíà.
Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàìåíà êîîðäèíàò åñòü áèåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå îêòàíòà Rn
+ â îêòàíò Rn

+. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì â òðåáóåìîì
ïðîñòðàíñòâå ñëåäóþùèå ãèïåðïëîñêîñòè (i > 0):

σvi = {ξ ∈ Rn
+|

n∑
k=1

ξk = i}.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè çàìåíå êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìîé ðàâåñòâîì (2), îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ãèïåðïëîñ-
êîñòü σvi. Òîãäà ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâà (2) ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîâàÿ êîîðäèíàòà íà

ìíîæåñòâå σvi çàäà¼òñÿ óñëîâèåì: xi = ξi(1 + i)
mi−d

d , êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò çà-
äàííóþ çàìåíó êîîðäèíàò êàê ðàñòÿæåíèå (ïîñêîëüêó âòîðîé ìíîæèòåëü â ïî-
ëó÷åííîì ðàâåíñòâå åñòü êîíñòàíòà). Òàêèì îáðàçîì, íà ãèïåðïëîñêîñòÿõ σvi çà-
ìåíà êîîðäèíàò (2) èíúåêòèâíà. Îòìåòèì, ÷òî ïëîñêîñòè σvi è σvj ïåðåñåêàþòñÿ
ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó, åñëè i 6= j, à çíà÷èò, îáðàçû äàííûõ ïëîñêîñòåé òàêæå
èìåþò ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ñ ó÷¼òîì ñêàçàííîãî âûøå ðàññìàòðèâàåìàÿ çàìåíà
êîîðäèíàò èíúåêòèâíà. Ñþðúåêòèâíîñòü æå äàííîé çàìåíû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
îáðàçû ïëîñêîñòåé σvi (ïðè i > 0) ïîêðûâàþò èññëåäóåìûé îêòàíò Rn

+. Òàêèì
îáðàçîì, çàìåíà êîîðäèíàò, çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì (2), áèåêòèâíà.

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

|M | = m1 + . . . + mn, M = (m1; . . . ;mn), β = (d−m1; . . . ; d−mn).

Ïðåîáðàçóåì ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ìíîãîìåðíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ìåë-
ëèíà, ó÷èòûâàÿ çàìåíó êîîðäèíàò è ââåä¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ:

xz−I = xz1−1
1 . . . xzn−1

n

(2)
=

(2)
= (ξ1)z1−1(W

m1−d
d )z1−1 . . . (ξn)zn−1(W

mn−d
d )zn−1 = ξz−IW

1
d

(−〈β;z〉−|M |−dn).

Îïðåäåëèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññìàòðèâàå-
ìîìó àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Â èññëåäóåìîì èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó
êîîðäèíàò, ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèå ÿêîáèàíà çàìåíû è å¼ áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
îêòàíòà Rn

+ â îêòàíò Rn
+:∫

Rn
+

y(x)xz−I dx =

∫
Rn
+

W− 1
d ξ

z−IW
1
d

(−〈β;z〉−|M |−dn)W−(n+1)+
|M|
d

(
(1 +

1

d

n∑
k=1

mkξk

)
dξ =
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=

∫
Rn
+

ξ
z−IW− 1

d
− 〈β;z〉

d
−1
(

1 +
1

d

n∑
k=1

mkξk

)
dξ

[w:= 1
d

+
〈β;z〉
d

+1]
=

∫
Rn
+

ξ
z−I

Ww
dξ+

+
n∑

k=1

∫
Rn
+

mkξkξ
z−I

dWw
dξ.

Çíà÷åíèÿ ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû
4.638(2) èç [1], ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé îíè ÿâëÿþòñÿ:

∞∫
0

∞∫
0

. . .

∞∫
0

xp1−1
1 xp2−1

2 . . . xpn−1
n

(r0 + r1x1 + r2x2 + . . . + rnxn)s
dx1dx2 . . . dxn =

=
Γ(p1)Γ(p2) . . .Γ(pn)Γ(s− p1 − p2 − . . .− pn)

rp11 rp22 . . . rpnn rs−p1−p2−...−pn0 Γ(s)
,

ãäå pi > 0, ri > 0, s > 0. Òà æå ôîðìóëà óêàçûâàåò è íà îáëàñòü ñõîäèìîñòü ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ èíòåãðàëîâ, ñîãëàñíî êîòîðîé èññëåäóåìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåë-
ëèíà ñõîäèòñÿ â îáëàñòè D = {z| z = P + iRn}, ãäå P = {p ∈ Rn

+| 〈M ; p〉 < 1}.∫
Rn
+

y(x)xz−I dx =
Γ(z1) . . .Γ(zn)Γ(w − z1 − . . .− zn)

Γ(w)
+

+
n∑

k=1

mkΓ(z1) . . .Γ(zk + 1) . . .Γ(zn)Γ(w − z1 − . . .− zn − 1)

dΓ(w)
=

=
Γ(z1) . . .Γ(zn)Γ(1

d
+ 1

d
((d−m1)z1 + . . . + (d−mn)zn) + 1− z1 − . . .− zn)

Γ(w)
+

+
n∑

k=1

mkΓ(z1) . . .Γ(zk + 1) . . .Γ(zn)Γ(w − z1 − . . .− zn − 1)

dΓ(w)
=

=
Γ(z1) . . .Γ(zn)Γ(1

d
− 〈M ;z〉

d
+ 1)

Γ(w)
+

+
n∑

k=1

mkΓ(z1) . . .Γ(zk + 1) . . .Γ(zn)Γ(1
d
− 〈M ;z〉

d
)

dΓ(w)
.

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ðàññìàòðèâàåìîé ñóììû ó÷ò¼ì îñíîâíîå ôóíêöèîíàëü-
íîå ñîîòíîøåíèå, õàðàêòåðèçóþùåå ãàììà-ôóíêöèþ: Γ(zk + 1) = zkΓ(zk). Â ðå-
çóëüòàòå:∫

Rn
+

y(x)xz−I dx =
Γ(z1) . . .Γ(zn)Γ(1

d
− 〈M ;z〉

d
)

Γ(1
d

+ 〈β;z〉
d

+ 1)

(1

d
− 〈M ; z〉

d
+

n∑
k=1

mk

d
zk

)
=

=
Γ(z1) . . .Γ(zn)Γ(1

d
− 〈M ;z〉

d
)

dΓ(1
d

+ 〈β;z〉
d

+ 1)
.
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Òàêèì îáðàçîì, íàìè íàéäåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ôóíêöèè y(x),
ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1). Îêîí÷àòåëüíî âûðàæå-
íèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ìåëëèíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó èìååì:

y(x) =
1

(2πi)n

∫
a+iRn

Γ(z1) . . .Γ(zn)Γ(1
d
− 〈M ;z〉

d
)

dΓ(1
d

+ 〈β;z〉
d

+ 1)
x−z dz, (8)

ãäå âåêòîð a ðàññìàòðèâàåòñÿ èç ìíîæåñòâà P , îïðåäåë¼ííîãî âûøå.
Ïîêàæåì äàëåå íà ïðèìåðå ðåàëèçàöèþ ïîëó÷åííîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1). Ðàññìîòðèì óðàâ-
íåíèå (ñ÷èòàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî óñëîâèå Rex > 0, íåîáõîäèìîå äëÿ ñõîäèìîñòè
èíòåãðàëà, îïðåäåëÿþùåãî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà):

y2 + xy − 1 = 0, ãäå d = 2,mn = 1, n = 1, x1 = x. (9)

ßñíî, ÷òî ðåøåíèå çàäàííîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü âûïèñàíî â ÿâíîì âèäå:

y(x) =
−x +

√
x2 + 4

2
= −x

2
+

√(x
2

)
+ 1, (10)

ãäå ïîä êâàäðàòíûì êîðíåì ïîíèìàåòñÿ ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîëó÷èì òî æå ðåøåíèå ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (8),

êîòîðîå äëÿ óðàâíåíèÿ (9) ïðèìåò âèä:

y(x) =
1

2πi

∫
a+iR

Γ(z)Γ(1
2
− z

2
)

2Γ(1
2

+ z
2

+ 1)
x−z dz =

1

4πi

∫
Re a= 1

2

Γ(z)Γ(1−z
2

)

Γ( z+1
2

+ 1)
x−z dz. (11)

Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì: 0 < Re a < 1. Âû÷èñëèì ïî-
ñëåäíèé èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ. Îïðåäåëèì âû÷åòû ôóíêöèé,
óêàçàííûõ â ÷èñëèòåëå ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ: Γ(z) è Γ(1−z

2
). Èç îáùåé

òåîðèè èçâåñòíî, ÷òî ãàììà-ôóíêöèÿ Γ(z) èìååò ïîëþñû â ìíîæåñòâå, ÿâëÿ-
þùèìñÿ îáúåäèíåíèåì íóëÿ è öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, òî åñòü â òî÷êàõ:
z = −k, ãäå k ∈ {0} ∪ N, ïðè ýòîì: res

z=−k
Γ(z) = (−1)k

k!
. Ôóíêöèÿ æå Γ(1−z

2
) èìååò

ïîëþñû â òî÷êàõ z = 1+2k, ãäå k ∈ {0}∪N, ïðè ýòîì: res
z=1+2k

Γ(1−z
2

) = (−1)k

k!
. Çàìå-

òèì äàëåå, ÷òî ïðÿìàÿ Re a = 1
2
ðàçäåëÿåò ïîëþñû ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé

Γ(z) è Γ(1−z
2

). Ñ ó÷¼òîì âûøå ñêàçàííîãî âû÷èñëèì èíòåãðàë (11), ó÷èòûâàÿ
ñïåðâà, ÷òî ñëåâà îò êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ðàñïîëîæåíû ïîëþñû ôóíêöèè
Γ(z):

y(x) =
1

4πi

∫
Re a= 1

2

Γ(z)Γ(1−z
2

)

Γ( z+1
2

+ 1)
x−z dz =

1

2

+∞∑
k=0

(−1)kΓ(1+k
2

)

k!Γ(1−k
2

+ 1)
xk.

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè x2m+1, ãäå m ∈ N, ñîäåðæàò â çíàìåíàòåëÿõ
ãàììà-ôóíêöèè îò öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ àðãóìåíòîâ, à ïîòîìó ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñëàãàåìûå îáíóëÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

y(x) =
1

2

+∞∑
k=0

(−1)kΓ(1+k
2

)

k!Γ(1−k
2

+ 1)
xk =

1

2

(Γ(1
2
)

Γ(3
2
)
− Γ(1)

Γ(1)
x +

Γ(3
2
)

2!Γ(1
2
)
x2 +

Γ(5
2
)

4!Γ(−1
2
)
x4 + . . .+
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+
Γ(2n+1

2
)

(2n)!Γ(1−2n
2

+ 1)
x2n + . . .

)
.

Äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé íàì áóäóò ïîëåçíû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

Γ
(
n +

1

2

)
=

√
π(2n)!

22nn!
,

Γ
(
− n +

1

2

)
=

(−1)n
√
π22nn!

(2n)!
.

Ïðåîáðàçóåì êîýôôèöèåíò ïîëó÷åííîé âûøå ñóììû ïðè x2n:

Γ(2n+1
2

)

2 · (2n)!Γ(1−2n
2

+ 1)
=

Γ(1
2

+ n)

2 · (2n)!Γ(−(n− 1) + 1
2
)

=

√
π(2n)!(−1)n−1(2n− 2)!

22nn!2(2n)!
√
π22n−2(n− 1)!

=

=
(−1)n−1(2n− 2)!

24n−1n!(n− 1)!
=

(−1)n−1 · 1 · 3 · . . . · (2n− 3) · 2n−1 · 1 · 2 · . . . · (n− 1)

24n−1n!(n− 1)!
=

=
(−1)n−1 · 1 · 3 · . . . · (2n− 3)

23nn!
=

1
2
· 1−2

2
· 1−4

2
· . . . · 1−2(n−1)

2

n! · 22n
=

=
1
2
(1

2
− 1)(1

2
− 2) . . . (1

2
− n + 1)

n! · 22n
.

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå, îïðåäåëèì çíà÷åíèå èñêîìîé ñóììû:

y(x) = 1− x

2
+

1

2
· x

2

4
− 1

8
· x

4

42
+ . . . +

1
2
(1

2
− 1)(1

2
− 2) . . . (1

2
− n + 1)

n! · 22n
x2n + . . . =

= −x

2
+ 1 +

1

2
·
(x

2

)2

+
1
2
· (−1

2
)

2!
·
(x

2
)4 + . . .+

+
1
2
(1

2
− 1)(1

2
− 2) . . . (1

2
− n + 1)

n!
·
(x

2

)2n

+ . . . = −x

2
+

√(x
2

)2

+ 1.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ (9) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü åãî ðåøåíèå, ôîðìóëà êîòîðîãî âûðàæàåòñÿ ïîñðåä-
ñòâîì äèñêðèìèíàíòà óðàâíåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî âåòâü ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ åñòü ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà, à ïîòîìó îíà ðàñêëàäûâàåò-
ñÿ êàê ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì àðãóìåíòà x, òàê è ïî îòðèöàòåëüíûì. Ïðè
ýòîì ïåðâîìó èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â êðóãå |x| < 2, âòîðî-
ìó � âî âíåøíîñòè äàííîãî êðóãà: |x| > 2. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ âåòâü
ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ìåëëèíà, è èíòåãðèðóÿ ñ ó÷¼òîì, ÷òî ñëåâà îò êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ðàñ-
ïîëîæåíû ïîëþñû ôóíêöèè Γ(z), ìû îñóùåñòâëÿåì ðàçëîæåíèå èñêîìîé ôóíê-
öèè â êðóãå |x| < 2. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò íà îñíîâå èíòåãðàëü-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ íàïèñàòü ðàçëîæåíèå èñêîìîé ôóíêöèè â îáëàñòè
|x| > 2. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå èìååì (èíòåãðèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ ïî êîíòóðó ñ ó÷¼òîì, ÷òî ñïðàâà îò êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ ðàñïîëîæåíû
ïîëþñû ôóíêöèè Γ(1−z

2
)):

y(x) =
1

4πi

∫
Re a= 1

2

Γ(z)Γ(1−z
2

)

Γ( z+1
2

+ 1)
x−z dz =

1

2

+∞∑
k=0

(−1)kΓ(1 + 2k)

k!Γ(k + 2)
x−1−2k =
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=
1

2

+∞∑
k=0

(−1)k(2k)!

k!(k + 1)!

(1

x

)1+2k

=
+∞∑
k=0

(−1)k · 1 · 3 · . . . · (2k − 1) · 2kk!

2k!(k + 1)!

(1

x

)1+2k

=

=
+∞∑
k=1

(−1)k−1 · 1 · 3 · . . . · (2k − 3)2k−2

k!

(1

x

)2k−1

=

=
+∞∑
k=1

1
2
(1

2
− 1)(1

2
− 2) . . . (1

2
− k + 1) · 22k−1

k!

(1

x

)2k−1

=

=
+∞∑
k=1

1
2
(1

2
− 1)(1

2
− 2) . . . (1

2
− k + 1)

k!

(2

x

)2k−1

= −x

2
+

√(x
2

)2

+ 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå íàìè èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå âåòâè ðåøåíèÿ
àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1) ñîãëàñóåòñÿ ñ ôîðìóëîé âû÷èñëåíèÿ êîðíåé àë-
ãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîé ñòåïåíè.
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Lovyagin Yu. N. On the problem of simple axiomatic systems for analysis. A

�nite system of axioms that describes the number theory is proposed. It is shown that, along with

hyperarithmetic, it can be used to modelling the real analysis.

Ïðåäëàãàåòñÿ êîíå÷íàÿ ñèñòåìà àêñèîì, îïèñûâàþùàÿ òåîðèþ ÷èñåë. Ïîêàçûâàåòñÿ,

÷òî îíà íàðÿäó ñ ãèïåðàðèôìåòèêîé ìîæåò ñëóæèòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âåùåñòâåííîãî àíà-

ëèçà.

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà êîíå÷íîé àêñèîìàòèçàöèè
òåîðèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òî÷íåå, ìû ïðåäëàãàåì òåîðèþ, êîòîðàÿ ïðèçâà-
íà çàìåíèòü ôîðìàëèçîâàííóþ ýëåìåíòàðíóþ òåîðèþ ÷èñåë (âóëüãàðíî èìåíó-
åìóþ àðèôìåòèêîé Ïåàíî) ïðè èçëîæåíèè îñíîâ àíàëèçà. Ìû íàçûâàåì ýòó
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òåîðèþ ôîðìàëèçîâàííîé àðèôìåòèêîé. Òî÷íåå, â öèêëå ðàáîò àâòîðà (ñì., íà-
ïðèìåð, [1]) ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëèðîâàòü âåùåñòâåííûå ÷èñëà è ôóíêöèè ñîîò-
âåòñâóþùèìè ãèïåððàöèîíàëüíûìè àíàëîãàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñàìè âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà ìîæíî ââåñòè â ýòîé òåîðèè êàê ìîíàäû êîíå÷íûõ ÷èñåë. Âåùå-
ñòâåííûå ôóíêöèè ïîëó÷àþòñÿ êàê ñëåäû îïðåäåëÿåìûõ ãèïåððàöèîíàëüíûõ.
Ãèïåðàðèôìåòèêà æå âîçíèêàåò êàê êîíñåðâàòèâíîå ðàñøèðåíèå ôîðìàëèçî-
âàííîé àðèôìåòèêè ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ ê å¼ àêñèîìàì áåñêîíå÷íîãî ñïèñ-
êà àêñèîì, íåôîðìàëüíî îïèñûâàþùèé äîáàâëÿåìóþ êîíñòàíòó êàê áåñêîíå÷íî
áîëüøîå ÷èñëî. Äàëåå ñòàíäàðòíûì ïóò¼ì îïèñûâàåòñÿ òåîðèÿ ãèïåððàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë êàê òåîðèÿ òðîåê 〈k, l,m〉 ãèïåðíàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êàæäàÿ òàêàÿ

òðîéêà ïðåäñòàâëÿåò ÷èñëî
k − l

m
. Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ êàê îñíîâ-

íîå ñâîéñòâî ïðîïîðöèè. Òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ, ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé è
îñíîâíûå ôàêòû ìîæíî íàéòè ó Å. Â. Ïðàçäíèêîâîé â [3]. Ïðè ýòîì âíåøíèì
ïî îòíîøåíèþ ê òåîðèè ãèïåððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå êîíå÷-
íîãî ãèïåððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà, îòíîøåíèÿ áåñêîíå÷íîé áëèçîñòè è ñîîòâåòñâó-
þùèå ñâîéñòâà ýòèõ ïîíÿòèé. Äàëåå ñòðîèòñÿ òåîðèÿ íåïðåðûâíîñòè, äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå äëÿ êëàññà îïðåäåëèìûõ ôóíêöèé.
Â ðàáîòå àâòîðà [2] îïèñàíû îáñóæäàåìûå ñ À. À. Ôëîðèíñêèì ðåçóëüòàòû î
êëàññàõ ãèïåððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ �ïðàâèëüíûå ñëåäû� êàê ìîäå-
ëè âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ãèïåðíàòóðàëüíûå ÷èñëà ïðè òàêîì ìîäåëèðîâàíèè âå-
ùåñòâåííûõ ìîæíî çàìåíèòü íà ÷èñëà, îïèñûâàåìûå íåêîòîðîé êîíå÷íîé ñè-
ñòåìîé àêñèîì.

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ââåä¼ì ÿçûê èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ L ñ ñèãíàòóðîé 〈0; =; +, ·,′ 〉, ãäå îáîçíà÷å-
íèÿ îáúåêòîâ ãîâîðÿò ñàìè çà ñåáÿ. Â ÿçûêå L îïèøåì òåîðèþ, êîòîðóþ áóäåì
íàçûâàòü êîíå÷íîé àðèôìåòèêîé è îáîçíà÷àòü finAr.

Ê àêñèîìàì finAr îòíîñÿòñÿ (çàìêíóòûå) ôîðìóëû:

1. ∀x (x = x);

2. ∀x∀y (x = y ⊃ y = x);

3. ∀x∀y∀z (x = y&y = z ⊃ x = z);

4. ∀x∀y∀u∀v (x = u&y = v ⊃ (x = y ≡ u = v));

5. ∀x∀y (x′ = y′ ≡ x = y);

6. ∀x∀y∀u∀v (x = u&y = v ⊃ x + y = u + v);

7. ∀x∀y∀u∀v (x = u&y = v ⊃ x · y = u · v);

8. ∀x∀y (x + y = y + x);

9. ∀x∀y (x · y = y · x);
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10. ∀x∀y∀z ((x + y) + z = x + (y + z));

11. ∀x∀y∀z ((x · y) · z = x · (y · z));

12. ∀x∀y∀z (x · (y + z) = (x · y) + (x · z));

13. ∀x (x + 0 = x);

14. ∀x (x · 0 = 0);

15. ∀x∀y
(
x + y′ = (x + y)′

)
;

16. ∀x∀y (x · y′ = (x · y) + x);

17. ∀x¬ (x = x′);

18. ∀x¬ (x′ = 0);

19. ∀x (¬ (x = 0) ⊃ ∃y (x = y′));

20. ∀x∀y∃z (x + z = y ∨ y + z = x).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Äîêàçóåìîñòü ôîðìóëû α � ýòî ëèáî ñóùåñòâîâàíèå
å¼ äîêàçàòåëüñòâî â ãèëüáåðòîâñêîì èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ, ëèáî äîêàçóåìîñòü
ñåêâåíöèè finAr −→ α â ñåêâåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ. Ìû ïèøåì ` α
âìåñòî finAr ` α, åñëè ôîðìóëà α ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé êîíå÷íîé àðèôìåòèêè.

Ìû èñïîëüçóåì â äàëüíåéøåì òàê íàçûâàåìóþ ñèñòåìó åñòåñòâåííîãî
âûâîäà, êîòîðîé ñëåäóþò âñå ìàòåìàòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ. Ïðàâèëà åñòåñòâåí-
íîãî âûâîäà ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ êàê â ãèëüáåðòîâñêîì, òàê è â ãåíöåíîâñêîì
èñ÷èñëåíèè.

Ïðèâåä¼ì â êà÷åñòâå òåîðåìû, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ìîæíî íàéòè â
ëþáîì ðóêîâîäñòâå ïî ýëåìåíòàðíîé ëîãèêå, îñíîâûíå ïðàâèëà åñòåñòâåííîãî
âûâîäà.

Òåîðåìà 1.1.
Äëÿ ëþáûõ ôîðìóë α è β ÿçûêà L, ïåðåìåííûõ x è y, òåðìà τ ñïðàâåäëèâî:

1. åñëè ` α, òî ` α ∨ β;

2. åñëè ` α è ` β, òî ` α&β;

3. åñëè èç ` α ñëåäóåò ` β, òî ` α ⊃ β;å ñâîéñòâî äëÿ óìíîæåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî

4. Åñëè τ ñâîáîäåí äëÿ ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó α âìåñòî x, òî èç ` [α]x
τ
ñëåäóåò

` ∃xα;

5. åñëè y íå èìååò ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé â ôîðìóëó ∀xα è êàê òåðì ñâîáîäíà
äëÿ ïîäñòàíîâêè â α, òî èç ` [α]xy ñëåäóåò ` ∀xα;

6. ` [α]x
τ
⊃ ∃xα ïðè óñëîâèè, ÷òî òåðì ñâîáîäåí äëÿ ïîäñòàíîâêè âìåñòî x;

7. åñëè y � ïåðåìåííàÿ, ñâîáîäíàÿ äëÿ ïîäñòàíîâêè âìåñòî x â ôîðìóëó α,
òî ` ∀xα ⊃ [α]xy ;
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8. åñëè ` ∃xα, òî äëÿ ñâîáîäíîãî äëÿ ïîäñòàíîâêè â α âìåñòî x òåðìà ` [α]x
τ
;

9. åñëè ` ∀xα, òî â ñëó÷àå ñâîáîäû y äëÿ ïîäñòàíîâêè âìåñòî x ` [α]xy . �

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ââåä¼ì ìåòàôîðìóëó x 6 y êàê ñîêðàùåíèå äëÿ
ôîðìóëû ∃x (x + z = y). Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî îïðåäåëÿåì êàê x < y := x 6
y&¬ (x = y).

Îòìåòèì î÷åâèäíûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1.2.
` ∀x∀y (x < y ≡ (∃z (¬ (z = 0) &x + z = y))).
Òåîðåìà 1.3.
Äëÿ ââåä¼ííîãî ïðåäèêàòà ñïðàâåäëèâî:

1. ` ∀x (x 6 x);

2. ` ∀x∀y∀z (x 6 y&y 6 z ⊃ x 6 z);

3. ` ∀x∀y (x 6 y&y 6 x ⊃ x = y);

4. ` ∀x∀y (x < y ∨ x = y ∨ y < x);

5. ` ∀x∀y∀u∀v (x = u&y = v ⊃ (x 6 y ≡ u 6 v));

6. ` ∀x∀y∀z (x < y ⊃ x + z < y + z);

7. ` ∀x∀y∀z (x < y&0 < z ⊃ x · z < y · z)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
âòîðîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ` x 6 y&y 6 z Òîãäà ` x + u1 = y&y + u2 = z
äëÿ íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ u1 è u2. Òîãäà èìååì äîêàçóåìûå ôîðìóëû:

z = y + u2 = (x + u1) + u2 = x + (u1 + u2) ,

÷òî äà¼ò x 6 z. Òàêèì îáðàçîì,

` x 6 y&y 6 z ⊃ x 6 z

äëÿ ëþáûõ ïåðåìåííûõ. Ââîäÿ òåïåðü êâàíòîðû ïî êàæäîé ïåðåìåííîé (ïîñëå-
äîâàòåëüíî), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî ñâîéñòâà ðàññìîòðèì ðàâåíñòâà, ñïðàâåäëè-
âûå ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî x 6 y&y 6 x:

x + u = y; y + v = x

äëÿ íåêîòîðûõ u è v. Òîãäà x + u + v = x, òî åñòü x + z = x äëÿ íåêîòîðîãî z.
Ïîêàæåì, ÷òî z = 0. Åñëè ¬ (z = 0), òî z = a′ äëÿ íåêîòîðîãî a, òî åñòü

x + a′ = x èëè x′ + a = x, ÷òî îçíà÷àåò x′ 6 x è, ñëåäîâàòåëüíî, x′ < x. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, x′ = (x + 0)′ = x + 0′, òî åñòü x 6 x′. ×òî, ñîãëàñíî ñâîéñòâó 4,
íåâîçìîæíî.

×åòâ¼ðòîå óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç ïîñëåäíåé àêñèîìû êîíå÷íîé
àðèôìåòèêè.
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Ñîãëàñîâàíèå ïðåäèêàòà ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì (ñâîéñòâî 5) äîêàçûâàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ ðàâåíñòâà.

Èìååì x = u; y = v; x + z = y; x + z = u + z. Òîãäà u + z = y; u + z = v.
Òî åñòü x = u&y = v ⊃ (x 6 y ⊃ u 6 v). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è ôîðìóëà
x = u&y = v ⊃ (u 6 v ⊃ x 6 y), òî åñòü ïîñëå êâàíòèôèêàöèè ïî ïåðåìåííûì x
è y óòâåðæäåíèå 5.

Ïóñòü òåïåðü x + u = y. Òîãäà (x + z) + u = x + (z + u) = x + (u + z) =
(x + u) + z = y + z, òî åñòü èç ` x 6 y ñëåäóåò ` x + z 6 y + z äëÿ ëþáîãî z.
Òàêèì îáðàçîì, ` ∀z (x 6 y ⊃ x + z 6 y + z).

ßñíî, ÷òî äëÿ ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà íóæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî z 6= 0.
Ñîîòâåòñâóþùåå ñâîéñòâî äëÿ óìíîæåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �
Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò îáðàùàòüñÿ ñ òåðìàìè ÿçûêà êîíå÷íîé

àðèôìåòèêè êàê ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Òî åñòü èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ íóìå-
ðàöèè, ñ÷¼òà. È äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì.

2 Îïðåäåëèìûå ìíîæåñòâà è ôóíêöèè

Ïóñòü T� òåîðèÿ â íåêîòîðîì ôîðìàëèçîâàííîì ÿçûêå èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ.
Ìû, êàê è â ïðåäèäóùåì ïàðàãðàôå, ïèøåì ` α âìåñòî T ` α.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü Φ � íåêîòîðàÿ ôîðìóëà â ÿçûêå òåîðèè T.
Ðàññìîòðèì êëàññ A òåðìîâ ÿçûêà òåîðèè T òàêèõ, ÷òî ` [Φ]x

τ
. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî ôîðìóëà Φ îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî A.
Èíûìè ñëîâàìè, ñ÷èòàåì, ÷òî ìåòàôîðìóëà a ∈ A îçíà÷àåò ` [Φ]xa.
Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé òåîðèè èìåþòñÿ ìíîæåñòâà, îïðåäåë¼í-

íûå ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé ôîðìóëû èñ÷ñèëåíèÿ ïðåäèêàòîâ. Ôîðìó-
ëà,îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî, ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.
Òîãäà îíè ñòàíîâÿòñÿ ïàðàìåòðàìè. Î ìíîæåñòâàõ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ â
òåîðèè T ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ôîðìóëû, ãîâîðèì êàê îá îïðåäåëèìûõ ìíîæå-
ñòâàõ. Â äàëüíåéøåì ïîä ñëîâîì ìíîæåñòâî ïîíèìàåòñÿ îïðåäåëèìîå ìíî-
æåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü A è B � ìíîæåñòâà, îïðåäåëèìûå ïîñðåäñòâîì
ôîðìóë Φ è Ψ ñîîòâåòñâåííî. Ìû ãîâîðèì, ÷òî A � ïîäìíîæåñòâî B è ïèøåì
A ⊂ B, åñëè ` ∀x (Φ ⊃ Ψ).

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ìíîæåñòâà A è B ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè � ïèøåì
A = B �, åñëè âûïîëíåíû îáà âêëþ÷åíèÿ: A ⊂ B è B ⊂ A.

Òåîðåìà 2.1. A = B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ` ∀x (Φ ≡ Ψ).
Äîêàçàòåëüñòâî. î÷åâèäíî. �
Òåîðåìà 2.2. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A,B,C ñïðàâåäëèâî:

1. A = A

2. åñëè A = B, òî B = A;

3. åñëè A = B, B = C, òî A = C;

4. îáîçíà÷èì T ìíîæåñòâî, îïðåäåëèìîå ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû x = x; òîãäà
äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A A ⊂ T;
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5. A ⊂ A;

6. A ⊂ B, B ⊂ C, òî A ⊂ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì òðàíçèòèâíîñòü âêëþ÷åíèÿ è òî, ÷òî ëþ-
áîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì óíèâåðñàëüíîãî.

Ïóñòü a ∈ C îçíà÷àåò, ÷òî ` Θ. Òîãäà, òàê êàê èç Φ ⊃ Ψ è Ψ ⊃ Θ ñëåäóåò,
÷òî ` (Φ ⊃ Θ). Ïðèìåíÿÿ ñþäà êâàíòèôèêàöèþ ïî ïåðåìåííîé x, ïîëó÷àåì, ÷òî
` ∀x (Φ ⊃ Θ), ÷òî è äà¼ò òðàíçèòèâíîñòü.

Ïîñêîëüêó ` ∀x (x = x) è ` ∀x (x = x) ⊃ x = x, ` (Φ ⊃ x = x). Òàêèì
îáðàçîì, ââîäÿ êâàíòîð âñåîáùíîñòè, ïîëó÷àåì ∀x (Phi ⊃ x = x).

Äîêàçàòåëüñòâî îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. �
Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîíÿòèå îïðåäåëèìîãî ìíîæåñòâà

ñîîòâåòñâóåò �íàèâíîìó� ïîíÿòèþ ìíîæåñòâà.
Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòîå ìíîæåñòâî îïðåäåëèì ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû

¬ (x = x). Îáîçíà÷àòü ïóñòîå ìíîæåñòâî áóäåì áóêâîé Λ.
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2.3.

1. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A Λ ⊂ A.

2. Ìíîæåñòâî Λ îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî, èáî ÿñíî, ÷òî �äîêàçóåìîñòü
ëæè� âëå÷¼ò äîêàçóåìîñòü ëþáîãî óòâåðæäåíèÿ. Òåïåðü, åñëè ïðåäïîëîæèòü
ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ïóñòûõ ìíîæåñòâ, òî îáà îíè ïî äîêàçàííîìó ÿâëÿþòñÿ
ïîäìíîæåñòâàìè äðóã äðóãà è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû. �

Îïðåäåëåíèå 2.5. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè ââîäÿòñÿ ñîîò-
íîøåíèÿìè:

1. a ∈ A supB òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ∈ A èëè a ∈ B;

2. a ∈ A ∩B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ∈ A è a ∈ B;

3. a ∈ A \B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ∈ A, íî íåâåðíî, ÷òî a ∈ B.

Èíûìè ñëîâàìè,
C = A ∪B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ` ∀x (Θ ≡ Φ ∨Ψ);
C = A ∩B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ` ∀x (Θ ≡ Φ&Ψ);
C = A \B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ` ∀x (Θ ≡ Φ&¬Ψ).
Òåîðåìà 2.4.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ñîîòíîøåíèÿ

(A,B,C � îïðåäåëèìûå ìíîæåñòâà):

1. A ∩B ⊂ A ⊂ A ∪B;

2. A ∪B = B ∪ A, ;A ∩B = B ∩ A;

3. (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C), (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C);

4. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C), A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C);
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5. A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C), A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå òðèâèàëüíî. ×òî êàñàåòñÿ êîì-
ìóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ
îïåðàöèé, òî â äàííîì êîíòåêñòå îíè ðàâíîñèëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì
âûâîäèìîñòè.

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî

` α ∨ (β&γ) ≡ (α ∨ β) & (α ∨ γ) .

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñåêâåíöèþ

−→ α ∨ (β&γ) ≡ (α ∨ β) & (α ∨ γ) .

Å¼ âûâîäèìîñòü ðàâíîñèëüíà âûâîäèìîñòè äâóõ ñåêâåíöèé:

α ∨ (β&γ) −→ (α ∨ β) & (α ∨ γ) è (α ∨ β) & (α ∨ γ) −→ α ∨ (β&γ) .

Ðàçáåð¼ì ïåðâóþ ñåêâåíöèþ. (Âòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.) Å¼
âûâîäèìîñòü ðàâíîñèëüíà âûâîäèìîñòè äâóõ ñåêâåíöèé:

α ∨ (β&γ) −→ α ∨ β, α ∨ (β&γ) −→ α ∨ γ.

Èñêëþ÷àåì òåïåðü äèçúþíêöèþ èç àòåöåäåíòà ýòèõ ñåêâåíöèé, ïîëó÷à-
åì, ÷òî âûâîäèìîñòü èñõîäíîé ñåêâåíöèè (òî÷íåå �ïîëîâèíû� å¼) ðàâíîñèëüíà
âûâîäèìîñòè ñåêâåíöèé:

α −→ α ∨ β; β&γ −→ α ∨ β,

α −→ α ∨ γ; β&γ −→ α ∨ γ.
Âûâîäèìîñòü ïîñëåäíèõ ñåêâåíöèé ñëåäóåò èç âûâîäèìîñòè àêñèîì:

α −→ α β; β γ −→ α β,

α −→ α γ; β γ −→ α γ.
òàêèì îáðàçîì, äîêàçóåìîñòü ñåêâåíöèè

−→ α ∨ (β&γ) ≡ (α ∨ β) & (α ∨ γ)

äîêàçàíà.
Îòñþäà òåïåðü ëåãêî ïîëó÷èòü çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè. �
Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïóñòü F (x, y) � ôîðìóëà ÿçûêà òåîðèè T, èìåþùàÿ

ïî êðàéíåé ìåðå äâå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà F
îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ f , åñëè

` ∀x (∃yF (, y) ⊃ ∀u∀v (T (x, u) &F (x, v) ⊃ u = v)) .

Ïîíÿòèå îïðåäåëèìîé ôóíêöèè ïîêàçûâàåò, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ôóíêöèÿ
îïðåäåëåíà â òåðìèíàõ ÿçûêà òåîðèè T ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé ôîðìóëû, à âî-
âòîðûõ, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî x ñóùåñòâóåò òàêîé y, ÷òî ` F (x, y), òî òàêîé y
îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî. Â ñèëó ýòîãî äëÿ îïðåäåëèìîé ôóíêöèè ìû áóäåì ïèñàòü
y = f (x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ` F (x, y).

Ìû ãîâîðèì è ïèøåì �ôóíêöèÿ� âìåñòî �îïðåäåëèìàÿ ôóíêöèÿ�.
Îïðåäåëåíèå 2.7. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f íàçîâ¼ì (îïðå-

äåëèìîå) ìíîæåñòâî domf òàêîå, ÷òî x ∈ domf òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
` ∃yF (x, y).
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3 Âíåøíèå ïîíÿòèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàñøèðèì ÿçûê òåîðèè finAr ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ
ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëàN, ñîäåðæàòåëüíî îçíà÷àþùåãî, �áûòü íàòóðàëüíûì ÷èñ-
ëîì� ñ ñîîòâåòñâóþùèì àêñèîìàìè:

1. N (0);

2. ∀x (N (x) ⊃ N (x′));

3. ∀x∀y (N (x) &N (y) 01 ⊃ N (x + y));

4. ∀x∀y (N (x) &N (y) ⊃ N (x · y));

5. ∀x∀y (x = y ⊃ (N (x) ≡ N (y))).

Ñîîòâåòñâóþùóþ ðàñøèðåííóþ òåîðèþ íàçîâ¼ì êîíå÷íîé ãèïåðàðèôìå-
òèêîé è áóäåì îáîçíà÷àòü finHAr

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìíîæåñòâî N òàêîå, ÷òî n ∈ N òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà finHAr ` N (n) áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à
åãî ýëåìåíòû, òî åñòü òåðìû, äëÿ êîòîðûõ finHAr ` N (n) � íàòóðàëüíûìè
÷èñëàìè.

Òåîðåìà 3.1.
Ôîðìóëà ∃W∀x (N (x) ⊃ x < W ) íå ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷íîé ãèïåðàðèô-

ìåòèêå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíå÷íàÿ ãèïåðàðèôìåòèêà íåïðî-

òèâîðå÷èâà. Òîãäà íåïðîòèâîðå÷èâà è êîíå÷íàÿ àðèôìåòèêà. Ó íå¼, ñëåäîâà-
òåëüíî, åñòü ìîäåëü. Ðàññìàòðèâàÿ óëüòðàñòåïåíü ýòîé ìîäåëè ïî êàêîìó-ëèáî
íåòðèâèàëüíîìó óëüòðàôèëüòðó, ïîëó÷èì ìîäåëü êîíå÷íîé ãèïåðàðèôìåòèêè.
�

Òàêèì îáðàçîì, êîíå÷íàÿ ãèïåðàðèôìåòèêà ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ å¼ òåð-
ìàìè êàê ñ ãèïåðíàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Ñëåäóÿ òåïåðü ðàáîòàì Å. Â. Ïðàçäíè-
êîâîé è Þ. Í. Ëîâÿãèíà, ââîäèì â ðàññìîòðåíèå ÿçûê äëÿ ãèïåððàöèîíàëüíûõ

÷èñåë êàê òðîåê 〈k, l,m〉, èìèòèðóþùèõ ÷èñëî k − l

m + 1
, è ñòðîèì òåîðèþ ãèïåð-

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è (îïðåäåëèìûõ) ôóíêöèé.

4 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Êîíå÷íàÿ àðèôìåòèêà, ïðèçâàííàÿ èãðàòü ðîëü ôîðìàëèçîâàííîé ýëåìåíòàð-
íîé òåîðèè ÷èñåë, íà îñíîâàíèè êîòîðîé âîçíèêàåò ãèïåðàðèôìåòèêà êàê �ôóí-
äàìåíò� äëÿ ïîñòîðîåíèÿ ãèïåððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, âêëþ÷àåò íåêîòîðûå àê-
ñèîìû, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåîáÿçàòåëüíûìè. Íàïðèìåð, ïîñëåäíÿÿ àêñè-
îìà, ãàðàíòèðóþùàÿ çàêîí òðèõîòîìèè, àêñèîìà äèñòðèáóòèâíîñòè è å¼ �÷àñò-
íûé ñëó÷àé� äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà ñëåäîâàíèÿ, àêñèîìà íåñîâïàäåíèÿ
ýëåìåíòà è åãî ïîñëåäîâàòåëÿ.
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Íåòðèâèàëüíîñòü ñèòóàöèè ïðè îòñóòñòâèè òðèõîòîìèè îáúÿñíÿåòñÿ òåì,
÷òî àêñèîìû êîíå÷íîé àðèôìåòèêè (áåç çàêîíà òðèõîòîìèè) íå èñêëþ÷àþò íà-
ëè÷èÿ íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ, ÷òî, îäíàêî, íå ìåøàåò íà îñíîâå òàêîé ÷èñëî-
âîé ñèñòåìû ïîñòðîèòü íå÷òî âðîäå �ðàöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Êàíòîðîâè-
÷à�, êîòîðîå ìîæåò ñëóæèòü ñðåäñòâîì ìîäåëèðîâàíèÿ ìíîãîìåðíîãî ýâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà.

Âîçíèêàþùèå â òåîðèè êîíå÷íîé ãèïåðàðèôìåòèêè íàòóðàëüíûå ÷èñëà
ÿâëÿþòñÿ �äîñòèæèìûìè� â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäîå òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
èìååò âèä 0′′′...′, òî åñòü ïîëó÷àåòñÿ �çà êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî� ïðèìåíåíèé ê
êîíñòàíòå 0 ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà ñëåäîâàíèÿ. ×èñëà æå Ω, ÿâëÿþùèåñÿ
áåñêîíå÷íî áîëüøèìè, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ∀x (N (x) ⊃ x < Ω),
äîñòèæèìûìè íå ÿâëÿþòñÿ: âû÷èòàíèå åäèíèöû íå ïðèâåä¼ò äàæå ê êîíå÷íîìó
(íàòóðàëüíîìó) ÷èñëó, èáî n + Ω > k ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n è k.

Ëèòåðàòóðà
[1] Ëîâÿãèí Þ. Í., Ïðàçäíèêîâà Å. Â. Ìîäåëèðîâàíèå îñíîâíûõ àñïåêòîâ âå-

ùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà â ðàìêàõ àêñèîìàòèêè äëÿ ãèïåð-
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë //Íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé âåñòíèê Ñàíêò-ïåòåðáóðãñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ìåõàíèêè è
îïòèêè, 2008, � 55. � ñ. 10 � 18.

[2] Ëîâÿãèí Þ. Í. Î êëàññå ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ãèïåððàöèîíàëüíûå àíà-
ëîãè //Íåêîòîðûå àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ: ìàòåðèàëû 73-é íàó÷íîé êîíôåðåíöèè: Ñ.-
Ïá:2020. � ñ. 66 � 69.

[3] Ïðàçäíèêîâà Å. Â. Ìîäåëèðîâàíèå âåùåñòâåííîãî àíàëèçà â ðàìêàõ àêñèî-
ìàòèêè äëÿ ãèïåðíàòóðàëüíûõ ÷èñåë //Âåñòíèê Ñûêòûâêàðñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà, Ñåðèÿ 1, Âûï. 7, 2007. � ñ.41 � 65.

125



ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÏÐÎÅÊÖÈÈ È ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ l4∞

Ìàðòûíîâ Î. Ì.

Âîåííàÿ àêàäåìèÿ âîçäóøíî-êîñìè÷åñêîé îáîðîíû
èìåíè ìàðøàëà Ñîâåòñêîãî Ñîþçà Ã.Ê. Æóêîâà

Òâåðü
e-mail: olegmartynov@yandex.ru

Martynov O. M. Some projections and their properties in space l4∞.
In this paper, we �nd strong uniqueness constants for a certain class of projections with a

unit norm in the space l4∞.
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Â äàííîé ñòàòüå íàõîäÿòñÿ êîíñòàíòû ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà
îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ ñ åäèíè÷íîé íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå l4∞.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ (ïðîåêöèÿ), ïðîñòðàíñòâî, ïîäïðî-

ñòðàíñòâî, îòíîñèòåëüíàÿ ïðîåêöèîííàÿ êîíñòàíòà.

Ïóñòü Y � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X.
Ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð π : X → Y íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì

ïðîåêòèðîâàíèÿ (ïðîåêöèåé) ïðîñòðàíñòâà X íà Y , åñëè πy = y äëÿ ëþáîãî
y ∈ Y .

Ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà X íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Y áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç π(X, Y ).

Îòíîñèòåëüíîé ïðîåêöèîííîé êîíñòàíòîé ïîäïðîñòðàíñòâà Y â ïðî-
ñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî λ(Y,X) = inf{‖π‖, π ∈ π(X, Y )}.

Ñðåäè îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òå, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ‖π‖ = λ(Y,X). Òàêèå ïðîåêöèè, åñëè îíè ñóùåñ-
òâóþò, íàçûâàþòñÿ ìèíèìàëüíûìè.

Ïóñòü Yn−2 � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ln∞ ðàçìåðíîñòè n− 2.
Îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ π0 : ln∞ → Yn−2 íàçûâàåòñÿ ñèëüíî åäèíñòâåí-

íûì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî k ∈ (0; 1] òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî

‖π0‖+ k · ‖π− π0‖ 6 ‖π‖ (1)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ π : ln∞ → Yn−2.
×åðåç k0 îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå k, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî (1).
Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð π0 èìååò ìèíèìàëüíóþ íîðìó è îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì åäèíñòâåííîñòè.
Èçâåñòíî [1], ÷òî ëþáîé îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ π : ln∞ → Yn−2 èìååò

âèä
πα,βx = x− αf(x)− βg(x),

ãäå α ∈ ln∞, β ∈ ln∞, f è g � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû, îïðåäåë¼ííûå íà ln∞,
ïðè÷¼ì

f(α) = g(β) = 1; f(β) = g(α) = 0. (2)
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Ãèïåðïëîñêîñòè ïðîñòðàíñòâà ln∞ èìåþò âèä

f−1(0) =

{
x ∈ ln∞

∣∣∣∣∣ f(x) =
n∑

i=1

fixi = 0

}
,

g−1(0) =

{
x ∈ ln∞

∣∣∣∣∣ g(x) =
n∑

i=1

gixi = 0

}
,

à â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèîíàëîâ f è g, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç óñëî-
âèé (2), ïðîñòðàíñòâî Yn−2 = f−1(0) ∩ g−1(0) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðî-
ñòðàíñòâà ln∞ êîðàçìåðíîñòè 2.

Íîðìû îïåðàòîðîâ π è π− π0 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

‖π‖ = max
16i6n

Ti, ‖π− π0‖ = max
16i6n

Bi, ãäå Ti =
n∑

j=1

|δij − αifj − βigj|,

Bi =
n∑

j=1

∣∣∣(αi − α(0)
i )fj + (βi − β

(0)
i )gj

∣∣∣ , à îïåðàòîð π0 èìååò âèä

π
(0)
α,βx = x− α(0)f(x)− β(0)g(x).

Íàéä¼ì êîíñòàíòû ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ
ïðîñòðàíñòâà l4∞ íà íåêîòîðûé êëàññ ïîäïðîñòðàíñòâ êîðàçìåðíîñòè 2.

Ôóíêöèîíàëû f è g çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f = (1, 0, r, 0), g = (0, 1, 0, s), (3)

ãäå ïàðàìåòðû r > 0, s > 0. Ñîîòíîøåíèÿ (2) ïðèìóò âèä:

f(α) = α1 + rα3 = 1, g(α) = α2 + sα4 = 0,

f(β) = β1 + rβ3 = 0, g(β) = β2 + sβ4 = 1.
(4)

Ëåììà 1. Ïóñòü π(0)
α,β � ìèíèìàëüíûé îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðî-

ñòðàíñòâà l4∞ íà ïîäïðîñòðàíñòâî Y2, îïðåäåëÿåìîå ôóíêöèîíàëàìè (3). Òîãäà
‖π(0)
α,β‖ = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì çíà÷åíèÿ T
(0)
i (i = 1, . . . , 4), ãäå T

(0)
i =

=
4∑

j=1

∣∣∣δij − α(0)
i fj − β(0)

i gj

∣∣∣ . Èìååì
T

(0)
1 = |1− α(0)

1 |+ r|α(0)
1 |+ (1 + s)|β(0)

1 |, T
(0)
2 = (1 + r)|α(0)

2 |+ |1− β
(0)
2 |+ s|β(0)

2 |,
T

(0)
3 = |α(0)

3 |+ |1− rα
(0)
3 |+ (1 + s)|β(0)

3 |, T
(0)
4 = (1 + r)|α(0)

4 |+ |β
(0)
4 |+ |1− sβ

(0)
4 |.

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ. 1) 0 < r 6 s 6 1. Ïîëîæèì α(0)
1 = β

(0)
2 = 1. Âñå

îñòàëüíûå α(0)
i è β(0)

i ïóñòü áóäóò ðàâíû íóëþ. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ (4) âûïîëíÿ-
þòñÿ. Òîãäà T

(0)
1 = r 6 1, T (0)

2 = s 6 1, T (0)
3 = T

(0)
4 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,
‖π(0)
α,β‖ = max

16i64
T

(0)
i = 1.
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2) s > r > 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì α(0)
3 =1/r, β

(0)
4 =1/s. Âñå îñòàëüíûå α(0)

i è
β

(0)
i ïîëîæèì ðàâíûìè íóëþ. Óñëîâèÿ (4) âûïîëíÿþòñÿ. Òîãäà T

(0)
1 = T

(0)
2 = 1,

T
(0)
3 = 1/r 6 1, T (0)

4 = 1/s 6 1.
Ñëåäîâàòåëüíî,

‖π(0)
α,β‖ = max

16i64
T

(0)
i = 1.

3) 0 < r 6 1 6 s. Ïîëîæèì α(0)
1 = 1, β(0)

4 = 1/s. Âñå îñòàëüíûå α(0)
i è β(0)

i ïóñòü
áóäóò ðàâíû íóëþ. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ (4) âûïîëíÿþòñÿ. Òîãäà T

(0)
1 = r 6 1,

T
(0)
2 = T

(0)
3 = 1, T (0)

4 =1/s 6 1.
Ñëåäîâàòåëüíî,

‖π(0)
α,β‖ = max

16i64
T

(0)
i = 1.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 1. Â ñëó÷àå r = s = 1 ïðîåêöèÿ π(0)

α,β íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íîé, òàê êàê ìîæíî íàéòè, ïî êðàéíåé ìåðå, ÷åòûðå íàáîðà α(0)
i , β(0)

i ïðè êîòîðûõ
‖π(0)
α,β‖ = 1. Íàïðèìåð, 1) α(0)

1 = β
(0)
2 = 1, âñå îñòàëüíûå α(0)

i è β(0)
i ðàâíû íóëþ;

2) α(0)
3 = β

(0)
4 = 1, âñå îñòàëüíûå α(0)

i è β(0)
i ðàâíû íóëþ; 3) α(0)

1 = β
(0)
4 = 1, âñå

îñòàëüíûå α(0)
i è β(0)

i ðàâíû íóëþ; 4) α(0)
3 = β

(0)
2 = 1, âñå îñòàëüíûå α(0)

i è β(0)
i

ðàâíû íóëþ. Ïðîåêöèÿ π(0)
α,β íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òàêæå è â ñëó÷àå, åñëè

òîëüêî îäèí èç ïàðàìåòðîâ r èëè s ðàâåí åäèíèöå.
Çàìå÷àíèå 2. Ðåçóëüòàò ëåììû 1 ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü èç áîëåå îá-

ùåé òåîðåìû [2, ñ. 88]. Êðîìå òîãî, èç òåîðåìû 1 [2, ñ. 101] ñëåäóåò, ÷òî ðàñ-
ñìîòðåííûé îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè, åñ-
ëè r 6= 1, s 6= 1 (r > 0, s > 0).

Ëåììà 2. Çíà÷åíèå êîíñòàíòû ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè k èç íåðàâåí-
ñòâà (1) äëÿ îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ π(0)

α,β, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöè-

îíàëàìè (3), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: 1. k 6
1− s

1 + s
, åñëè 0 < r 6 s < 1;

2. k 6
r − 1

1 + r
, åñëè s > r > 1; 3. k 6 min

{
1− r

1 + r
,
s− 1

1 + s

}
, åñëè 0 < r < 1 < s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè k ñâåðõó ðàññìîòðèì îïåðàòîð
πx = x − αf(x) − βg(x). Çíà÷åíèÿ α è β îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: 0 <
< α1, β2 6 1, α3 > 0, β4 > 0, âñå îñòàëüíûå αi è βi ïóñòü áóäóò ðàâíû íóëþ.

Òîãäà
T 1 = 1 + (r − 1)α1, T 2 = 1 + (s− 1)β2,

T 3 = 1 + (1− r)α3, T 4 = 1 + (1− s)β4.

Âû÷èñëèì íîðìû îïåðàòîðîâ π è π− π(0). Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
1. 0 < r 6 s < 1. Èìååì T 1 < 1, T 2 < 1, T 3 > 1, T 4 > 1. Ïîýòîìó

‖π‖ = max
16i64

T i = max{T 3, T 4}.

Âû÷èñëèì òåïåðü

‖π− π(0)‖ = max
16i64

Bi = max
i

4∑
j=1

∣∣∣(αi − α(0)
i )fj − (βi − β

(0)
i )gj

∣∣∣ =
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= max

{
4∑

j=1

∣∣(α1 − 1)fj
∣∣; 4∑

j=1

∣∣(β2 − 1)gj
∣∣; 4∑

j=1

∣∣α3fj∣∣; 4∑
j=1

∣∣β4gj∣∣
}

=

= max{(1 + r)|α1 − 1|; (1 + s)|β2 − 1|; (1 + r)|α3|; (1 + s)|β4|} =

= max{(1 + r)r α3; (1 + s)s β4; (1 + r) α3; (1 + s) β4} =

= max{(1 + r) α3; (1 + s) β4} = max{B3; B4}.

Íàéäåì äëÿ k îöåíêó ñâåðõó. Ïóñòü max{B3; B4} = B3. Òîãäà, äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (1) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

1 + k · (1 + r) α3 6 1 + (1− r) α3. (5)

Èç íåðàâåíñòâà (5) ïîëó÷èì k 6 1−r
1+r

. Åñëè æå max{B3; B4} = B4, òî äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (1) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

1 + k · (1 + s) β4 6 1 + (1− s) β4. (6)

Èç íåðàâåíñòâà (6) ïîëó÷èì k 6 1−s
1+s

. Òàê êàê 1−s
1+s
6 1−r

1+r
(ýòî íåðàâåíñòâî

ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ r 6 s), òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì k 6 1−s
1+s

. Ïðè ýòîì
íåðàâåíñòâî (6) î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ, íî è íåðàâåíñòâî (5) òàêæå âåðíî:

1 +
1− s

1 + s
· (1 + r) α3 6 1 +

1− r

1 + r
· (1 + r) α3 = 1 + (1− r) α3.

Î÷åâèäíî, ÷òî k ∈ (0, 1].
2. s > r > 1. Â ýòîì ñëó÷àå T 1 > 1, T 2 > 1, T 3 < 1, T 4 < 1. Ïîýòîìó

‖π‖ = max
16i64

T i = max{T 1, T 2}.

Âû÷èñëèì òåïåðü
‖π− π(0)‖ = max

16i64
Bi =

= max

{
4∑

j=1

∣∣α1fj∣∣; 4∑
j=1

∣∣β2gj∣∣; 4∑
j=1

∣∣∣∣(α3 − 1

r

)
fj

∣∣∣∣ ; 4∑
j=1

∣∣∣∣(β4 − 1

s

)
gj

∣∣∣∣
}

=

= max

{
(1 + r) α1; (1 + s) β2; (1 + r)

1− rα3
r

; (1 + s)
1− sβ4

s

}
=

= max

{
(1 + r) α1; (1 + s) β2;

1 + r

r
α1;

1 + s

s
β2

}
=

= max{(1 + r) α1; (1 + s) β2} = max{B1; B2}.

Äàëåå, ðàññóæäàÿ òàêæå, êàê â ïåðâîì ñëó÷àå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî r−1
1+r
6 s−1

1+s

ïîëó÷èì, ÷òî k 6 r−1
1+r

. Î÷åâèäíî, ÷òî k ∈ (0, 1].

3. 0 < r < 1 < s. Â ýòîì ñëó÷àå T 1 < 1, T 2 > 1, T 3 > 1, T 4 < 1. Ïîýòîìó

‖π‖ = max
16i64

T i = max{T 2, T 3}.
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Íàéäåì òåïåðü
‖π− π(0)‖ = max

16i64
Bi =

= max

{
4∑

j=1

∣∣(α1 − 1)fj
∣∣; 4∑

j=1

∣∣β2gj∣∣; 4∑
j=1

∣∣α3fj∣∣; 4∑
j=1

∣∣∣∣(β4 − 1

s

)
gj

∣∣∣∣
}

=

= max

{
(1 + r)

∣∣α1 − 1
∣∣; (1 + s)

∣∣β2∣∣; (1 + r)
∣∣α3∣∣; (1 + s)

∣∣∣∣β4 − 1

s

∣∣∣∣} =

= max

{
(1 + r)r α3; (1 + s) β2; (1 + r) α3;

1 + s

s
β2

}
=

= max{(1 + s) β2; (1 + r) α3} = max{B2; B3}.

Èç íåðàâåíñòâ 1+k ·(1+s) β2 6 1+(s−1) β2 è 1+k ·(1+r) α3 6 1+(1−r) α3

äëÿ êîíñòàíòû k ïîëó÷èì îöåíêè ñâåðõó k 6
s− 1

1 + s
è k 6

1− r

1 + r
.

Åñëè 0 < r < 1/s, òî min

{
1− r

1 + r
;
s− 1

1 + s

}
=

s− 1

1 + s
. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå

k 6
s− 1

1 + s
. Åñëè æå 1/s 6 r < 1, òî min

{
1− r

1 + r
;
s− 1

1 + s

}
=

1− r

1 + r
, è, â ýòîì

ñëó÷àå, k 6
1− r

1 + r
.

Ëåììà 2 äîêàçàíà.
Òåîðåìà. Îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ π(0)

α,β ïðîñòðàíñòâà l4∞ íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Y2, îïðåäåëÿåìîå ôóíêöèîíàëàìè (3), ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî åäèíñòâåí-
íûì, è ìàêñèìàëü-íîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè k0 ðàâíî:

1. k0 =
1− s

1 + s
, åñëè 0 < r 6 s < 1; 2. k0 =

r − 1

1 + r
, åñëè s > r > 1;

3. k0 = min

{
1− r

1 + r
,
s− 1

1 + s

}
, åñëè 0 < r < 1 < s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì çíà÷åíèÿ Ti (i = 1, . . . , 4). Äëÿ T3, T4 âîñïîëü-
çóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (4).

T1 = |1− α1|+ r|α1|+ (1 + s)|β1|, T2 = (1 + r)|α2|+ |1− β2|+ s|β2|,

T3 = |α3|+ |1− rα3|+ (1 + s)|β3| =
1

r
|1− α1|+ |α1|+

1 + s

r
|β1| =

1

r
T1,

T4 = (1 + r)|α4|+ |β4|+ |1− sβ4| =
1 + r

s
|α2|+

1

s
|1− β2|+ |β2| =

1

s
T2.

1. Ïóñòü 0 < r 6 s < 1. Òîãäà max
16i64

Ti = max{T3, T4}. Íàéäåì çíà÷åíèÿ

Bi (i = 1, . . . , 4). Äëÿ B3, B4 âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (4).

B1 = (1 + r)|α1 − 1|+ (1 + s)|β1|, B2 = (1 + r)|α2|+ (1 + s)|β2 − 1|,

B3 = (1 + r)|α3|+ (1 + s)|β3| =
1 + r

r
|α1 − 1|+ 1 + s

r
|β1| =

1

r
B1,

B4 = (1 + r)|α4|+ (1 + s)|β4 − 1| = 1 + r

s
|α2|+

1 + s

s
|β2 − 1| = 1

s
B2.
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Òîãäà max
16i64

Bi = max{B3, B4}.
Ïîêàæåì, ÷òî k0 = 1−s

1+s
� ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû

ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè. Äëÿ ýòîãî íàäî äîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî

1 + k0 ·max{B3, B4} 6 max{T3, T4} (7)

âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ αi, βi.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
à) max{B3, B4} = B3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (7) äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

1 +
1− s

1 + s
((1 + r)|α3|+ (1 + s)|β3|) 6 |α3|+ |1− rα3|+ (1 + s)|β3|.

Åãî ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóåò èç âûïîëíåíèÿ äâóõ íåðàâåíñòâ:

1 +
1− s

1 + s
(1 + r)|α3| 6 |α3|+ |1− rα3| è (1− s)|β3| 6 (1 + s)|β3|.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê 1− s < 1 + s. Ïåðâîå íåðà-
âåíñòâî òàêæå âåðíî, òàê êàê

|α3|+ |1− rα3| > |α3|+ 1− r|α3| = 1 + (1− r)|α3| è

1 +
1− s

1 + s
(1 + r)|α3| 6 1 +

1− r

1 + r
(1 + r)|α3| = 1 + (1− r)|α3|.

á) max{B3, B4} = B4. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (7) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
íåðàâåíñòâî

1 +
1− s

1 + s
((1 + r)|α4|+ (1 + s)|β4|) 6 (1 + r)|α4|+ |β4|+ |1− sβ4|.

Åãî ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóåò èç âûïîëíåíèÿ äâóõ íåðàâåíñòâ:

1 + (1− s)|β4| 6 |β4|+ |1− sβ4| è
1− s

1 + s
(1 + r)|α4| 6 (1 + r)|α4|,

Âòîðîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê
1− s

1 + s
< 1. Ïåðâîå íåðàâåí-

ñòâî òàêæå âåðíî, òàê êàê

|β4|+ |1− sβ4| > |β4|+ 1− s|β4| = 1 + (1− s)|β4|.

2.Ïóñòü s > r > 1. Òîãäà max
16i64

Ti = max{T1, T2}. Íàéäåì çíà÷åíèÿ Bi (i =

1, . . . , 4). Äëÿ B3, B4 âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (4).

B1 = (1 + r)|α1|+ (1 + s)|β1|, B2 = (1 + r)|α2|+ (1 + s)|β2|,

B3 = (1 + r)|α3 −
1

r
|+ (1 + s)|β3| =

1 + r

r
|α1|+

1 + s

r
|β1| =

1

r
B1,

B4 = (1 + r)|α4|+ (1 + s)|β4 −
1

s
| = 1 + r

s
|α2|+

1 + s

s
|β2| =

1

s
B2.
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Òîãäà max
16i64

Bi = max{B1, B2}. Äàëåå, ðàññóæäàÿ òàêæå, êàê è â ïåðâîì

ñëó÷àå, ïîëó÷èì, ÷òî k0 =
r − 1

1 + r
.

3. Ïóñòü 0 < r < 1 < s. Òîãäà max
16i64

Ti = max{T2, T3}. Íàéäåì çíà÷åíèÿ

Bi (i = 1, . . . , 4). Äëÿ B1, B4 âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (4).

B1 = (1 + r)|α1 − 1|+ (1 + s)|β1| = (1 + r)r|α3|+ (1 + s)r|β3| = rB3,

B2 = (1 + r)|α2|+ (1 + s)|β2| B3 = (1 + r)|α3|+ (1 + s)|β3|,

B4 = (1 + r)|α4|+ (1 + s)|β4 −
1

s
| = 1 + r

s
|α2|+

1 + s

s
|β2| =

1

s
B2.

Òîãäà max
16i64

Bi = max{B2, B3}. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

à) Ïóñòü 0 < r < 1/s. Â ýòîì ñëó÷àå min

{
1− r

1 + r
,
s− 1

1 + s

}
=

s− 1

1 + s
. Ïîêà-

æåì, ÷òî òîãäà k0 =
s− 1

1 + s
. Ïóñòü max{B2, B3} = B2. Òîãäà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

íåðàâåíñòâî

1 +
s− 1

1 + s
((1 + r)|α2|+ (1 + s)|β2|) 6 (1 + r)|α2|+ |1− β2|+ s|β2|.

Îíî äîêàçûâàåòñÿ òàêæå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ. Åñëè max{B2, B3} = B3,
òî äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

á) 1/s 6 r < 1. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå

ðàññóæäåíè-ÿì â ñëó÷àå à), ïîëó÷èì k0 =
1− r

1 + r
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 3. Ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèîíàëû f è g çàâèñÿò òîëüêî îò îä-

íîãî ïàðàìåòðà s ðàññìîòðåí â ðàáîòå [3]. Áîëåå îáùèé ñëó÷àé äëÿ ïðîñòðàí-
ñòâà l 2n

∞ ðàññìîòðåí â ðàáîòå [4].
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Pavlov D. A. Constructive description of H�older classes on some

multidimensional compact sets. We give a constructive description of H�older classes of

functions on certain compacts in Rm (m > 3) in terms of a rate of approximation by

harmonic functions in shrinking neighborhoods of these compacts. The considered compacts are a

generalization to the higher dimensions of compacts that are subsets of a chord-arc curve in R3.
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curves.

Â ñòàòüå äà¼òñÿ êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå êëàññîâ ã¼ëüäåðîâûõ ôóíêöèé íà ñïåöèàëü-

íûõ êîìïàêòàõ â Rm (m > 3) â òåðìèíàõ ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

â ñóæàþùèõñÿ îêðåñòíîñòÿõ ýòèõ êîìïàêòîâ. Ðàññìàòðèâàåìûå êîìïàêòû ïðåäñòàâëÿþò ñî-

áîé îáîáùåíèå íà á�îëüøèå ðàçìåðíîñòè êîìïàêòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâàìè êðèâîé â

R3, äóãà êîòîðîé ñîèçìåðèìà ñ õîðäîé. Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå, êëàññû

Ã¼ëüäåðà, àïïðîêñèìàöèÿ, ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, ñâîéñòâî ñîèçìåðèìîñòè äóãè è õîðäû.

1. Ââåäåíèå. Âî âòîðîé ïîëîâèíå äâàäöàòîãî âåêà ìíîãèå àâòîðû çàíè-
ìàëèñü ïðîáëåìîé êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ êëàññîâ ã¼ëüäåðîâûõ ôóíêöèé íà
ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â òåðìèíàõ ñêîðîñòè ïðèáëèæå-
íèÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè [1-4]. Çà÷àñòóþ äåëî ñâîäèëîñü ê ïðèáëè-
æåíèþ íà êðèâûõ, îáëàäàþùèõ òåìè èëè èíûìè ñâîéñòâàìè. Â ñèëó ñïåöèôè-
êè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè äàííûå ðåçóëüòàòû íå ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî
ðàñïðîñòðàíèòü íà âåùåñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà áîëüøåé ðàçìåðíîñòè (èñïîëü-
çóåìûå ìåòîäû îïèðàþòñÿ íà êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå).

Äëÿ òð¼õìåðíîãî ñëó÷àÿ óäàëîñü íàéòè èíîé ïîäõîä. Â ðàáîòå Ò. À. Àëåê-
ñååâîé è Í. À. Øèðîêîâà [5] äàíî êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå êëàññà ã¼ëüäåðîâûõ
ôóíêöèé íà êðèâîé â R3, äóãà êîòîðîé ñîèçìåðèìà ñ õîðäîé, â òåðìèíàõ ñêîðî-
ñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèÿìè, ãàðìîíè÷åñêèìè â îêðåñòíîñòè êðèâîé. Ðàçìåð
îêðåñòíîñòè íàïðÿìóþ ñâÿçàí ñî ñêîðîñòüþ ïðèáëèæåíèÿ: ÷åì òî÷íåå ïðèáëè-
æåíèå, òåì �óæå îêðåñòíîñòü. Òàêæå â ýòîé îêðåñòíîñòè èìåþòñÿ ðàâíîìåðíûå
îöåíêè íà ãðàäèåíò ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè, ÷òî ïîìîãàåò óñòàíîâèòü ã¼ëüäå-
ðîâîñòü ôóíêöèè èñõîäÿ èç âîçìîæíîñòè ïðèáëèæåíèÿ.

Â ðàáîòå àâòîðà [6] êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå ðàñïðîñòðàíåíî ñ êðèâîé,
äóãà êîòîðîé ñîèçìåðèìà ñ õîðäîé, íà ïðîèçâîëüíîå å¼ êîìïàêòíîå ïîäìíî-
æåñòâî. Ââèäó îòñòóòñòâèÿ (â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ) ñâÿçíîñòè îêðåñòíîñòåé
ðàññìàòðèâàåìûõ êîìïàêòîâ, ðàâíîìåðíûå îöåíêè íà ãðàäèåíò çàìåíåíû äðó-
ãèì ñâîéñòâîì, òàêæå çàâèñÿùèì îò ðàçìåðà îêðåñòíîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ìû
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îáîáùàåì êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå íà àíàëîãè÷íûå ìíîæåñòâà, ëåæàùèå â Rm

(m > 3).
Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü Í. À. Øèðîêîâó çà ïðåäëîæåííóþ òå-

ìó èññëåäîâàíèÿ, öåííûå ñîâåòû è ðåêîìåíäàöèè.
2. Îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà.
Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî L ⊂ Rm, m > 3 íàçîâ¼ì õîðîøèì êîìïàê-

òîì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå φ : [0, 1]m−2 → Rm, ÷òî

C1‖x1 − x2‖ 6 ‖φ(x1)− φ(x2)‖ 6 C2‖x1 − x2‖

è φ([0, 1]m−2) = L.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè m = 3 îïðåäåëåíèå õîðîøåãî êîìïàêòà

ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì êðèâîé, äóãà êîòîðîé ñîèçìåðèìà ñ õîðäîé.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ω � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèþ
x∫

0

ω(t)

t
dt + x

∞∫
x

ω(t)

t2
dt 6 C0ω(x). (1)

Ïóñòü A ⊂ Rm. ×åðåçHω(A) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f : A→
R òàêèõ, ÷òî |f(x1)−f(x2)| 6 Cfω(‖x1−x2‖). Ôóíêöèè èçHω(A) áóäåì íàçûâàòü
ã¼ëüäåðîâûìè.

Îòìåòèì, ÷òî ω(t) = tα ïðè α ∈ (0, 1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1) (äî-
ñòàòî÷íî ïîëîæèòü C0 = 1/α + 1/(1 − α)), ïîýòîìó êëàññû ã¼ëüäåðîâûõ ñ ïî-
êàçàòåëåì α ∈ (0, 1) ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåíèþ 2, ÷òî ìîòèâèðóåò
âûáðàííîå íàçâàíèå äëÿ êëàññîâ Hω(A).

Äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ Rm ïîëîæèì

Λδ(A) =
⋃
x∈A

B(x, δ),

ãäå B(x, δ) � îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â x ðàäèóñà δ.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ïóñòü ω � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé óñëîâèþ (1), K � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî õîðîøåãî êîìïàêòà â Rm,
f : K → R. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû f ïðèíàäëåæàëà êëàññó Hω(K) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 1/2) ñóùåñòâîâàëà òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ
â Λδ(K) ôóíêöèÿ uδ, ÷òî

|f(x)− uδ(x)| 6 C1(f, K)ω(δ), x ∈ K,

|uδ(x1)− uδ(x2)| 6 C2(f, K)ω(δ) ïðè ‖x1 − x2‖ � δ, x1, x2 ∈ K.

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè íàçîâ¼ì ¾ã¼ëüäåðîâîñòüþ¿.
Ñîèçìåðèìîñòü ‖x1−x2‖ � δ ïðåäïîëàãàåòñÿ ñ êîíñòàíòàìè, çàâèñÿùèìè îò K.

Âîçüì¼ì x1, x2 ∈ K, ïîñòðîèì äëÿ δ = ‖x1 − x2‖/3diamK ôóíêöèþ uδ è
íàïèøåì

|f(x1)− f(x2)| 6 |f(x1)− uδ(x1)|+ |uδ(x1)− uδ(x2)|+ |uδ(x2)− f(x2)| 6 Cω(δ).

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè äîñòàòî÷íîñòü óêàçàííûõ óñëîâèé. Ñîäåðæàòåëüíóþ
÷àñòü ðàáîòû ñîñòàâëÿåò äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè, òî åñòü ïîñòðîåíèå
ôóíêöèè uδ. Çäåñü ìû ïðèâåä¼ì ëèøü ïëàí äàííîãî ïîñòðîåíèÿ.
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Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m > 3, êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî õî-
ðîøåãî êîìïàêòà K ⊂ Rm è ôóíêöèþ f ∈ Hω(K). ×åðåç d(x) îáîçíà÷èì ðàñ-
ñòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà K. ×åðåç λm îáîçíà÷èì ìåðó Ëåáåãà â Rm, à
÷åðåç μm−1 � ìåðó Õàóñäîðôà íà ïîâåðõíîñòÿõ, ñîñòàâëåííûõ èç ÷àñòåé ñôåð
â Rm. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A áóäåì îáîçíà÷àòü A. Ìû ÷àñòî áóäåì ïèñàòü
íåðàâåíñòâà âèäà f 6 Cg. Çäåñü C îçíà÷àåò íå âñåãäà îäíó è òó æå êîíñòàíòó,
íî âñåãäà íåçàâèñÿùóþ îò àðãóìåíòîâ, ïîíÿòíûõ èç êîíòåêñòà.

3. Ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå. Êëþ÷åâûå ëåììû.
Ïîñòðîèì ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå f (àíàëîãè÷íî ïñåâäîàíàëè-

òè÷åñêîìó ðàñøèðåíèþ, ââåä¼ííîìó Å. Ì. Äûíüêèíûì [7]), òî åñòü òàêóþ ôóíê-
öèþ f0 ∈ C(Rm) ∩ C2(Rm \K), ÷òî f0|K = f ,

‖grad f0(x)‖ 6 C
ω(d(x))

d(x)
, x ∈ Rm \K, (2)

f0(x) = 0 ïðè ‖x‖ > R0, K ⊂ B(O, R0), (3)

|∆f0(x)| 6 C
ω(d(x))

d2(x)
, x ∈ Rm \K. (4)

Äëÿ ýòîãî ìû ñíà÷àëà ïîñòðîèì êóñî÷íî ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ, çíà÷åíèÿ êî-
òîðîé ïðèáëèæàþòñÿ ê çíà÷åíèÿì f ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê ìíîæåñòâó K, à
çàòåì òðè ðàçà å¼ íàäëåæàùèì îáðàçîì óñðåäíèì. Ïåðâîå óñðåäíåíèå äàñò íàì
íåïðåðûâíîñòü, âòîðîå � ãëàäêîñòü, à òðåòüå � äâàæäû ãëàäêîñòü. Îöåíêè
(2)-(4), êàê è â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå, ïîëó÷àþòñÿ èç ã¼ëüäåðîâîñòè f è ôîð-
ìóë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé âèäà g(x) =

∫
B(x, r(x))

h(y) dλm(y) è g(x) =∫
∂B(x, r(x))

h(y) dλm(y).

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ìíîãîìåðíûé àíàëîã ôîðìóëû Ãðèíà è ïîëó÷èì èíòå-
ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå f0, âåðíîå íà Rm \K:

f0(x0) = − 1

qm

∫
Rm

∆f0(x)

rm−2
x0

(x)
dλm(x), (5)

ãäå rx0(x) = ‖x − x0‖, qm � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé (m − 1)-ìåðíîé
ñôåðû, óìíîæåííàÿ íà (m− 2).

Çàòåì ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî (5) âåðíî íà âñ¼ì Rm. Â ýòîì è â äàëüíåé-
øèõ îöåíêàõ íàì ïîìîãóò ñëåäóþùèå êëþ÷åâûå ëåììû.

Ëåììà 1. Îáîçíà÷èì A′ = A ∩B(O, R0) äëÿ A ⊂ Rm. Òîãäà∫
B′(x,R)

ω(d(x))

d2(x)
dλm(x) 6 CRm−2

ω(R), x ∈ K.

Ëåììà 2. ∫
B′(x,R)

ω(d(x))

d2(x)rm−2
x0

(x)
dλm(x) 6 Cω(R), x ∈ K.
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Ïðèìåíÿÿ ýòè ëåììû ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïñåâäî-
ãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ ñëåäóåò ã¼ëüäåðîâîñòü ôóíêöèè è ÷òî ïðåäñòàâëå-
íèå (5) âåðíî íà âñ¼ì Rm. Â ÷àñòíîñòè,

f(x0) = − 1

qm

∫
Rm

∆f0(x)

rm−2
x0

(x)
dλm(x), x0 ∈ K. (5)

4. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè.
Äëÿ äàííîãî íàòóðàëüíîãî n ìû ñòðîèì îêðåñòíîñòü Ω∗n ìíîæåñòâà K,

ðàçìåð êîòîðîé ñîèçìåðèì ñ 2−n. Çàòåì ìû ñòðîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ Φn ìíîæåñòâà, ïîëó÷àþùåãîñÿ óäàëåíèåì Ω∗n èç áîëüøåé îêðåñòíîñòè K,
ðàçìåð êîòîðîé òàêæå ñîèçìåðèì ñ 2−n. Îïðåäåëÿåì ãàðìîíè÷åñêóþ â Λ2−n

ôóíêöèþ u2−n ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u2−n(x0) = − 1

qm

∫
Rm\Ω∗n

∆f0(x)

rm−2
x0

(x)
dλm(x) +

1

qm

∫
Rm

ω(2−n)Φn(x)

rm−2
x0

(x)
dλm(x).

Ãàðìîíè÷íîñòü äàííîé ôóíêöèè ñëåäóåò èç îöåíîê íà ðàçìåð Ω∗n, ïðàâèëà äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà, è ãàðìîíè÷íîñòè ôóíê-
öèè 1/rm−2.

Çàòåì, èñïîëüçóÿ (5), ìû ïèøåì

u2−n(x0)− f(x0) =
1

qm

∫
Ω∗n

∆f0(x)

rm−2
x0

(x)
dλm(x) +

1

qm

∫
Rm

ω(2−n)Φn(x)

rm−2
x0

(x)
dλm(x).

Îöåíêà ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ëåììû 2 è ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Òàêèì îáðàçîì,

|f(x0)− u2−n(x0)| 6 Cω(2−n).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ ∈ (0, 1/2) ïîäáåð¼ì òàêîå n, ÷òî 2−n−1 < δ 6 2−n è ïî-
ëîæèì uδ = u2−n . Òîãäà òðåáóåìàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íà ïîëó÷åííîé âûøå. ¾Ã¼ëüäåðîâîñòü¿ ïîñòðîåííîé ôóíêöèè ïðÿìî ñëåäóåò èç
ã¼ëüäåðîâîñòè f è äîêàçàííîé ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ:

|uδ(x1)− uδ(x2)| 6 |uδ(x1)− f(x1)|+ |f(x1)− f(x2)|+ |f(x2)− uδ(x2)| 6 Cω(δ).
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ÓÄÊ 517.5

ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÅ ÏÎÄÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ
Â ÊÎÍÅ×ÍÎÌÅÐÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ

ÑÐÅÄÍÅÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÕ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÉ
Óëèöêàÿ À. Þ.

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã

e-mail: baguadadao@gmail.com

Ulitskaya A. Yu. Optimal subspaces in �nite-dimensional problems of mean

square approximation. We give a complete description of spaces of shifts providing a sharp

constant in the inequality for the best mean square approximation of classes of periodic convolutions

with a summable kernel. The necessary and su�cient conditions are formulated in terms of the

Fourier coe�cients of the convolution kernel and the function generating the shift space. We give

easily veri�able conditions that are su�cient for the ful�llment of the inequality under consideration

and provide examples of kernels and extremal subspaces satisfying these conditions. Well-known

inequalities for approximation of di�erentiable functions by trigonometric polynomials and splines

are particular cases of this result.

Keywords: best approximation, spaces of shifts, sharp constants, classes of convolutions

Ïîëó÷åíî îïèñàíèå âñåõ ïðîñòðàíñòâ ñäâèãîâ, ðåàëèçóþùèõ òî÷íóþ êîíñòàíòó â íåðà-

âåíñòâå äëÿ îöåíêè íàèëó÷øåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ êëàññîâ ïåðèîäè÷åñêèõ

ñâ¼ðòîê ñ ñóììèðóåìûì ÿäðîì. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ â òåð-

ìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ÿäðà ñâ¼ðòêè è ôóíêöèè, ïîðîæäàþùåé ïðîñòðàíñòâî ñäâè-

ãîâ. Äàíû ëåãêî ïðîâåðÿåìûå óñëîâèÿ, äîñòàòî÷íûå äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî

íåðàâåíñòâà, è ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÿäåð è ýêñòðåìàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ýòèì óñëîâèÿì. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè äàííîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûå íåðàâåíñòâà äëÿ

ïðèáëèæåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè è ñïëàéíà-

ìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå, ïðîñòðàíñòâà ñäâèãîâ, òî÷íûå êîíñòàíòû, êëàññû

ñâ¼ðòîê

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ
íàó÷íîãî ïðîåêòà � 20-31-90025.
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1. Îáîçíà÷åíèÿ. Åñëè p ∈ [1,+∞), òî Lp � ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ

2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ ‖f‖p =
(∫
π

−π |f |
p
)1/p

< +∞, W (r)
p �

ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f èç Lp, ó êîòîðûõ f (r−1) ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íà, à f (r) ∈ Lp. Äàëåå,

E(f,N)p = inf
T∈N
‖f − T‖p

� íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f â ïðîñòðàíñòâå Lp ìíîæåñòâîì N ⊂ Lp.
Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f è ñâ¼ðòêà ôóíêöèé f è g èç L1 îïðå-

äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

ck(f) =
1

2π

π∫
−π

f(t)e−ikt dt, (f ∗ g)(x) =
1

2π

π∫
−π

f(x− t)g(t) dt.

Ïðè n ∈ N, μ ∈ Z+ ÷åðåç Sn,μ îáîçíà÷àåòñÿ 2n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî 2π-

ïåðèîäè÷åñêèõ ñïëàéíîâ ïîðÿäêà μ äåôåêòà 1 ïî ðàâíîìåðíîìó ðàçáèåíèþ
kπ

n
,

k ∈ Z, ÷åðåç T2n−1 � (2n− 1)-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî-
÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n− 1.

2. Èñòîðèÿ âîïðîñà. Äëÿ ïðèáëèæåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî-
÷ëåíàìè îáùåèçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1, òåîðåìà 4.2.2]) íåóëó÷øàåìîå íà êëàñ-
ñå W (r)

2 íåðàâåíñòâî

E(f, T2n−1)2 6
1

nr
‖f (r)‖2. (1)

Íåðàâåíñòâî (1) òî÷íî äàæå â ñìûñëå òåîðèè ïîïåðå÷íèêîâ, òî åñòü êîíñòàí-
òà 1/nr íå ìîæåò áûòü óìåíüøåíà çà ñ÷¼ò ïåðåõîäà ê ïðèáëèæàþùåìó ïîäïðî-
ñòðàíñòâó ðàçìåðíîñòè íå âûøå 2n (ñì., íàïðèìåð, [1, òåîðåìà 8.1.3]).

Ïðîñòðàíñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ � íå åäèíñòâåííîå
ýêñòðåìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî: àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ ïðèáëèæåíèÿ
ñïëàéíàìè áûëî ïîëó÷åíî â [2] ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé äâîéñòâåííîñòè.

Â ðàáîòå [3] Âèíîãðàäîâ è Óëèöêàÿ äàëè îïèñàíèå âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ
ðàçìåðíîñòè 2n è 2n−1, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ ñäâèãàìè îäíîé ôóíêöèè íà π/n
è äëÿ ïðèáëèæåíèÿ êîòîðûìè ñïðàâåäëèâà îöåíêà âèäà (1) ñ êîíñòàíòîé 1/nr.
Óïîìÿíóòûå íåðàâåíñòâà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ è ñïëàéíîâ ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè äàííîãî ðåçóëüòàòà.

Äàëüíåéøèì îáîáùåíèåì íåðàâåíñòâà (1) ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå âìåñòî
ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ (êëàññîâ ñâ¼ðòîê ñ ÿäðàìè Áåðíóëëè) äðóãèõ êëàññîâ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ñâ¼ðòîê.

Â íàñòîÿùåì îáçîðå ïðåäñòàâëåíû àíàëîãè íåðàâåíñòâà (1) äëÿ ïðèáëè-
æåíèÿ ïðîñòðàíñòâàìè ñäâèãîâ êëàññîâ ôóíêöèé f , ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

f = G ∗ φ+ g, φ ∈ L2, g ∈ T,

ãäå G ∈ L1, T � íåêîòîðîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L2 (ñì. äàëåå),
G ⊥ T .

Íàïîìíèì, ÷òî n-ïîïåðå÷íèêîì ïî Êîëìîãîðîâó ìíîæåñòâà A â íîðìè-
ðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

dn(A;X) = inf
Xn

sup
x∈A

inf
y∈Xn

‖x− y‖X ,
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ãäå ïåðâûé èíôèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì ïîäïðîñòðàíñòâàì Xn ïðîñòðàíñòâà X
ðàçìåðíîñòè íå âûøå n.

Èç [4, òåîðåìû IV.2.5 è IV.3.1] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà
ôóíêöèé ïðè q = dimT 6 n

dn
(
{G ∗ φ+ g : ‖φ‖2 6 1, g ∈ T};L2

)
= |c∗n+1−q(G)|,

ãäå |c∗k(G)|, k ∈ N, � k-é â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{|cl(G)|}l∈Z. Ýêñòðåìàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñóììà
T è ëèíåéíîé îáîëî÷êè íàáîðà {x 7→ eikjx}n−qj=1 , ãäå íîìåðà k1, . . . , kn−q òàêîâû,
÷òî |ckj(G)| = |c∗j(G)|, j = 1, . . . , n− q.

Â äàííîé ðàáîòå óêàçûâàåòñÿ øèðîêèé êëàññ äðóãèõ ýêñòðåìàëüíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ, à òàêæå îïèñûâàþòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâà ñäâèãîâ, äëÿ ïðèáëèæåíèÿ
êîòîðûìè óêàçàííîãî êëàññà ôóíêöèé ñïðàâåäëèâà îöåíêà âèäà (1) ñ òî÷íîé
êîíñòàíòîé. Íàñòîÿùèé òåêñò ÿâëÿåòñÿ îáçîðîì ðàáîò [3], [5] è [6].

3. Ïðîñòðàíñòâà ñäâèãîâ. Ïóñòü n ∈ N, B ∈ L1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç SB,n

ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé s, çàäàííûõ íà R è ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

s(x) =
2n−1∑
j=0

βjB

(
x− jπ

n

)
, (2)

à ÷åðåç S×B,n � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé èç SB,n, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (2) ñ äî-
ïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì

2n−1∑
j=0

(−1)jβj = 0.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà SB,n è S×B,n ñîâïàäàþò ñ ëèíåéíûìè
îáîëî÷êàìè íàáîðîâ {ΦB,l}nl=1−n è {ΦB,l}n−1

l=1−n, ãäå

ΦB,l(x) = ΦB,n,l(x) =
1

2n

2n−1∑
j=0

e
iljπ
n B

(
x− jπ

n

)
∼
∑
ν∈Z

cl+2nν(B)ei(l+2nν)x.

Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü íàáîðîâ {B( · − jπ
n

)}2n−1
j=0 è {B( · − jπ

n
)}n−1

j=1−n ðàâíîñèëü-
íà òîìó, ÷òî ôóíêöèè ΦB,l íåíóëåâûå ïðè l ∈ [1 − n : n] è l ∈ [1 − n : n − 1]
ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìû {ΦB,l}nl=1−n è {ΦB,l}n−1

l=1−n îáðàçóþò îð-
òîãîíàëüíûå áàçèñû â ïðîñòðàíñòâàõ SB,n è S×B,n. Ïðè m ∈ [1 : n] îáîçíà÷èì
÷åðåç S×B,n,m ëèíåéíóþ îáîëî÷êó íàáîðà {ΦB,l}m−1

l=1−m, à ÷åðåç SB,n,m � ëèíåéíóþ
îáîëî÷êó íàáîðà {ΦB,l}ml=1−m.

Åñëè B åñòü ÿäðî Äèðèõëå

Dn−1(t) =
n−1∑

k=1−n

eikt,

òî SB,n = S×B,n = T2n−1, SB,n,m = S×B,n,m = T2m−1, ΦB,n = 0, à ΦB,l ïðè |l| < n ñóòü
îáû÷íûå ýêñïîíåíòû. Åñëè æå B = Dn, òî SB,n åñòü ñóììà T2n−1 è ëèíåéíîé
îáîëî÷êè ôóíêöèè x 7→ cosnx.
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Â ñëó÷àå, êîãäà B åñòü B-ñïëàéí

Bn,μ(t) =
∑
k∈Z

(
ei
π

n
k − 1

i π
n
k

)
μ+1

eikt, μ ∈ Z+

(çäåñü è äàëåå ïðè k = 0 äðîáü ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé 1), ïîëó÷àåì, ÷òî SB,n � ýòî
ïðîñòðàíñòâî ñïëàéíîâ Sn,μ. Ôóíêöèè

ΦBn,μ,l(x) =

(
ei
π

n
l − 1

i π
n

)
μ+1∑

ν∈Z

ei(l+2nν)x

(l + 2nν)μ+1
,

îáðàçóþùèå â í¼ì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, íàçûâàþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûìè
ñïëàéíàìè (ïî ïðèíÿòîìó ñîãëàøåíèþ ΦBn,μ,0(x) = 1).

4. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ n,m ∈ N, m 6 n, Q ⊂ [1 − m : m] è
íàáîðà öåëûõ ÷èñåë K = {κl}l∈Q îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn,m,Q,K ëèíåéíóþ îáîëî÷êó
íàáîðà {x 7→ ei(l+2nκl)x}l∈Q.

Ñëåäóþùàÿ îáùàÿ òåîðåìà äà¼ò êðèòåðèè ýêñòðåìàëüíîcòè ïîäïðîñò-
ðàíñòâà S×B,n,m â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèé B è G.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü n,m ∈ N, m 6 n, Q ⊂ [1 − m : m − 1], q = cardQ,
K = {κl}l∈Q ⊂ Z, B ∈ L2, G ∈ L1, G ⊥ Tn,m,Q,K . Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ðàâíîñèëüíû.

1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f, ïðåäñòàâèìîé â âèäå

f = G ∗ φ+ g, φ ∈ L2, g ∈ Tn,m,Q,K ,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E
(
f, S×B,n,m

)
2
6 |c∗2m−q(G)|‖φ‖2. (3)

2. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé B è G óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì.

(a) Äëÿ ëþáîãî l ∈ Q cl+2nκl(B) 6= 0 è cl+2nk(B) = 0 ïðè âñåõ k ∈ Z \ {κl}.
(b) Äëÿ ëþáîé ïàðû (l, k) ∈

(
[1− n : −m] ∪Q ∪ [m : n]

)
× Z

|cl+2nk(G)| 6 |c∗2m−q(G)|.
(c) Äëÿ êàæäîãî l ∈ [1 − m : m − 1] \ Q ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî

íîìåðà kl ∈ Z, äëÿ êîòîðîãî |cl+2nkl(G)| > |c∗2m−q(G)|. Ïðè÷¼ì åñëè
òàêîé íîìåð kl ñóùåñòâóåò, òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

i. cl+2nkl(B) 6= 0.
ii. Äëÿ ëþáîãî k∈Z èç òîãî, ÷òî |cl+2nk(G)|= |c∗2m−q(G)|, ñëåäóåò, ÷òî

cl+2nk(B) = 0.

iii. ∑
k∈Z:

|cl+2nk(G)|6=|c∗2m−q(G)|

|cl+2nk(B)|2

|cl+2nk(G)|2 − |c∗2m−q(G)|2
> 0. (4)
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Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ïðîñòðàíñòâîì SB,n,m.
Çàìå÷àíèå 1. Íåðàâåíñòâî (3) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî íà ôóíêöèÿõ âè-

äà G ∗ eil · , ãäå l ∈ {k ∈ Z : |ck(G)| = |c∗2m−q(G)|}, è èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿõ.
Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, îíî òî÷íî äàæå â ñìûñëå òåîðèè ïîïåðå÷íèêîâ.

Çàìå÷àíèå 2. Èç âñåõ óñëîâèé òåîðåìû 1 òðóäíîñòü ñîñòàâëÿåò ëèøü
ïðîâåðêà íåðàâåíñòâà (4). Îòìåòèì, ÷òî äëÿ åãî ñïðàâåäëèâîñòè äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé: B,G ∈ L2,

|cl+2nk(B)| 6 |cl+2nkl(B)|
|cl+2nkl(G)|

|cl+2nk(G)|,

∑
k∈Z:

|cl+2nk(G)|6=|c∗2m−q(G)|

1

1− |c
∗
2m−q(G)|2

|cl+2nk(G)|2

> 0.

Ñôîðìóëèðóåì ÷àñòíûå ñëó÷àè äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìàëüíîñòè
ïðîñòðàíñòâ S×B,n,m è SB,n,m, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäóëåé êîýôôèöèåí-
òîâ Ôóðüå ÿäðà G ñèììåòðè÷íî óáûâàåò, à Tn,m,Q,K åñòü {0} è ïðîñòðàíñòâî
êîíñòàíò.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü n,m ∈ N, m 6 n, B,G ∈ L2, ïðè÷¼ì êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå ôóíêöèé B è G óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. |ck(G)| = |c−k(G)| ïðè âñåõ k ∈ N,

|c0(G)| > . . . > |cm−1(G)| > |cm(G)| > |cm+1(G)| > |cm+2(G)| > . . . .

2. Äëÿ âñåõ l ∈ [1−m : m− 1] cl(B) 6= 0,

|cl+2nk(B)| 6 |cl(B)|
|cl(G)|

|cl+2nk(G)| ïðè âñåõ k ∈ Z,

∑
k∈Z

1

1−
∣∣∣ cm(G)
cl+2nk(G)

∣∣∣2 > 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f, ïðåäñòàâèìîé â âèäå

f = G ∗ φ, φ ∈ L2,

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

E
(
f, S×B,n,m

)
2
6 |cm(G)|‖φ‖2, E

(
f, SB,n,m

)
2
6 |cm(G)|‖φ‖2.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü n,m ∈ N, m 6 n, B,G ∈ L2, ïðè÷¼ì êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå ôóíêöèé B è G óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. |c0(G)| = 0, |ck(G)| = |c−k(G)| ïðè âñåõ k ∈ N,

|c1(G)| > . . . > |cm−1(G)| > |cm(G)| > |cm+1(G)| > |cm+2(G)| > . . . .

2. Äëÿ âñåõ l ∈ [1−m : m− 1] cl(B) 6= 0.
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3. c2nk(B) = 0 ïðè âñåõ k ∈ Z \ {0}.

4. Äëÿ âñåõ l ∈ [1−m : m− 1] \ {0}

|cl+2nk(B)| 6 |cl(B)|
|cl(G)|

|cl+2nk(G)| ïðè âñåõ k ∈ Z,

∑
k∈Z

1

1−
∣∣∣ cm(G)
cl+2nk(G)

∣∣∣2 > 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f, ïðåäñòàâèìîé â âèäå

f = G ∗ φ+ c, φ ∈ L2, c ∈ C èëè R,

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

E
(
f, S×B,n,m

)
2
6 |cm(G)|‖φ‖2, E

(
f, SB,n,m

)
2
6 |cm(G)|‖φ‖2.

Ïðèìåðàìè ÿäåð, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñëåäñòâèé 1 è 2 äëÿ âñåõ
m 6 n, ìîãóò ñëóæèòü ôóíêöèè G ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå âèäà

|ck(G)| =

{
1
|k|α , k 6= 0,

0, k = 0,
α > 1;

|ck(G)| = 1

(1 + a2k2)α
, ãäå α ∈ N èëè α+

1

2
∈ N, a ∈ R \ {0};

|ck(G)| = e−β|k|
γ

, ãäå γ > 2, β > 0.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå ýêñòðåìàëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ ñäâè-
ãîâ äëÿ ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîëó÷åííîå ðàíåå â [3].
Ñôîðìóëèðóåì åãî.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü n,m ∈ N, m 6 n, à ôóíêöèÿ B ∈ L2 òàêîâà, ÷òî

cl(B) 6= 0 ïðè âñåõ l ∈ [1−m : m− 1],

c2nk(B) = 0 ïðè âñåõ k ∈ Z \ {0},

|cl+2nk(B)| 6
∣∣∣∣ l

l + 2nk

∣∣∣∣r |cl(B)| ïðè âñåõ l ∈ [1−m : m− 1] \ {0}, k ∈ Z.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ W
(r)
2 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

E
(
f, S×B,n,m

)
2
6

1

mr
‖f (r)‖2, E

(
f, SB,n,m

)
2
6

1

mr
‖f (r)‖2.

Ïðèìåðàìè ôóíêöèé B, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 1 äëÿ âñåõ
m 6 n, ìîãóò ñëóæèòü ôóíêöèè ñ êîýôôèöèåíòàìè âèäà ck(B) = ck(G)γk, ãäå
γl 6= 0 ïðè l ∈ [1−m : m− 1] è |γl+2nk| 6 |γl| äëÿ âñåõ (l, k) ∈ [1−m : m− 1]×Z
òàêèõ, ÷òî cl+2nk(G) 6= 0. Åñëè γk ñóòü êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè K ∈ L1,
òî òàêàÿ ôóíêöèÿ B åñòü G∗K. Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå K ìîæíî âçÿòü ëþáóþ
ôóíêöèþ èç L1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ 1 ñëåäñòâèÿ 1.
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Ïðèìåðàìè ôóíêöèé B, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 2 äëÿ âñåõ
m 6 n, ìîãóò ñëóæèòü ôóíêöèè ñ êîýôôèöèåíòàìè âèäà

ck(B) =

{
ck(G)γk, k ∈ Z \ {0},
γ, k = 0,

ãäå γ 6= 0, γl 6= 0 ïðè l ∈ [1−m : m−1]\{0}, γ2nk = 0 äëÿ âñåõ k ∈ Z\{0} òàêèõ,
÷òî c2nk(G) 6= 0, è |γl+2nk| 6 |γl| äëÿ âñåõ (l, k) ∈ ([1−m : m− 1] \ {0})×Z òàêèõ,
÷òî cl+2nk(G) 6= 0. Åñëè γk ñóòü êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè K ∈ L1, òî
òàêàÿ ôóíêöèÿ B åñòü G∗K+γ. Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå K ìîæíî âçÿòü ñðåäíåå
Ñòåêëîâà ëþáîé ôóíêöèèK1 ∈ L1, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ 1 ñëåäñòâèÿ 1 èëè
ñëåäñòâèÿ 2, òî åñòü ôóíêöèþ K1 ∗Bn,μ, μ ∈ Z+.

Îïèñàííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò òàêæå ïîëó÷èòü ðÿä ïîäïðîñòðàíñòâ,
ýêñòðåìàëüíûõ äëÿ ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ ôóíêöèé íà îòðåçêå, îïðåäåë¼ííûõ
ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

Hr
0 = {u ∈ W

(r)
2 [0, π] : u(k)(0) = u(k)(π) = 0, 0 6 k < r, k ÷åòíî},

Hr
1 = {u ∈ W

(r)
2 [0, π] : u(k)(0) = u(k)(π) = 0, 0 6 k < r, k íå÷åòíî},

Hr
2 =

{
u ∈ W

(r)
2

[
0,
π

2

]
: u(k)(0) = u(l)

(
π

2

)
= 0, 0 6 k, l < r, k ÷åòíî, l íå÷åòíî

}
.

Âîïðîñ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè ýòèõ êëàññîâ èçó÷àëñÿ Ôëîàòåðîì
è Ñàíäå [7], êîòîðûå óêàçàëè ñåðèþ îïòèìàëüíûõ ñïëàéíîâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â
äàííîé çàäà÷å. Íàøè æå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò, ñâåäÿ çàäà÷ó ê ïåðèîäè÷åñêîé,
ïîëó÷èòü øèðîêóþ ñîâîêóïíîñòü ýêñòðåìàëüíûõ ïðèáëèæàþùèõ ïðîñòðàíñòâ,
ïîðîæä¼ííûõ ðàâíîîòñòîÿùèìè ñäâèãàìè îäíîé ôóíêöèè (â òîì ÷èñëå ïðî-
ñòðàíñòâ ñïëàéíîâ).
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Maslova Yu. V., Rulli N. A., Cross sections of a multidimensional coordinate

cone. In the book "Toric actions in Topology and Combinatorics" by V. M. Buchstaber and

T. E. Panov, the statement is formulated that every n-dimensional polytope with m hypergranes

is a�ne equivalent to the intersection of a positive m-dimensional coordinate cone with some n

- dimensional plane. Our task is to �nd all such n-dimensional planes whose intersection with an

m-dimensional coordinate cone is a�ne equivalent to a given n-dimensional polyhedron with m

hypergranes. The paper presents a solution to the problem for n = 2, that is, for polygons.

Key words: polyhedron, polygon, cross-section, multi-dimensional cone, a�ne
equivalence.

Â êíèãå Â.Ì.Áóõøòàáåðà è Ò.Å.Ïàíîâà ¾Òîðè÷åñêèå äåéñòâèÿ â òîïîëîãèè è êîì-

áèíàòîðèêå¿ ñôîðìóëèðîâàíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî âñÿêèé n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê ñ m

ãèïåðãðàíÿìè àôôèííî ýêâèâàëåíòåí ïåðåñå÷åíèþ ïîëîæèòåëüíîãî m-ìåðíîãî êîîðäèíàò-

íîãî êîíóñà ñ íåêîòîðîé n - ìåðíîé ïëîñêîñòüþ. Íàøà çàäà÷à � íàéòè âñå òàêèå n-ìåðíûå

ïëîñêîñòè, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ñ m-ìåðíûì êîîðäèíàòíûì êîíóñîì àôôèííî ýêâèâàëåíòíî

äàííîìó n-ìåðíîìó ìíîãîãðàííèêó ñ m ãèïåðãðàíÿìè. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå

çàäà÷è äëÿ n = 2, òî åñòü äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîãðàííèê, ìíîãîóãîëüíèê, ñå÷åíèÿ, ìíîãîìåðíûé êîíóñ, àô-

ôèííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Â. Ì. Áóõøòàáåð è Ò. Å. Ïàíîâ â 1 ãëàâå ñâîåé êíèãè ¾Òîðè÷åñêèå äåé-
ñòâèÿ â òîïîëîãèè è êîìáèíàòîðèêå¿ [1] ñôîðìóëèðîâàëè óòâåðæäåíèå î òîì,
÷òî âñÿêèé n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê ñ m ãèïåðãðàíÿìè àôôèííî ýêâèâàëåíòåí
ïåðåñå÷åíèþ ïîëîæèòåëüíîãî m-ìåðíîãî êîîðäèíàòíîãî êîíóñà ñ íåêîòîðîé
n-ìåðíîé ïëîñêîñòüþ. Â òîé æå ãëàâå îíè îïèñûâàþò êîíñòðóêöèþ, ïîçâîëÿ-
þùóþ ïîñòðîèòü òàêîå ïåðåñå÷åíèå, äîêàçûâàÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêîé n-ìåðíîé
ïëîñêîñòè. Íàõîæäåíèå âñåõ òàêèõ ñå÷åíèé ïîëîæèòåëüíîãî m-ìåðíîãî êîîð-
äèíàòíîãî êîíóñà ïîçâîëèëî áû ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ
äàííîé êîíñòðóêöèè â ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè.

Íàøà çàäà÷à � íàéòè âñå òàêèå n-ìåðíûå ïëîñêîñòè, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ
ñm-ìåðíûì êîîðäèíàòíûì êîíóñîì àôôèííî ýêâèâàëåíòíî äàííîìó n-ìåðíîìó
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ìíîãîãðàííèêó ñ m ãèïåðãðàíÿìè. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ
n = 2, òî åñòü äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Ïóñòü Rm � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè m. Ìíîæåñòâî

Rm
+ = {(y1, y2, ..., ym) ∈ Rm|yi ≥ 0, i = 1, 2, ...,m}

ìû áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíûì m-ìåðíûì êîîðäèíàòíûì êîíóñîì (èëè
ïðîñòî êîíóñîì Rm

+ ).
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè m-óãîëüíèê A1A2 . . . Am ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì

êîíóñà Rm
+ , òî åãî ñòîðîíû ëåæàò ïî îäíîé â êàæäîì (m − 1)-ìåðíîì êîîðäè-

íàòíîì ïîäêîíóñå, à åãî âåðøèíû � ïî îäíîé â êàæäîì (m − 2)-ìåðíîì êîîð-
äèíàòíîì ïîäêîíóñå, íî íå ëåæàò â (m− 3)-ìåðíûõ êîîðäèíàòíûõ ïîäêîíóñàõ.
Ïîýòîìó âåðøèíû A1, A2, . . . , Am ñå÷åíèÿ êîíóñà Rm

+ ìîæíî ðàñïîëîæèòü òàê:

A1 = (a1
1, a

1
2, . . . , a

1
m−2, 0, 0),

A2 = (0, a2
2, a

2
3, . . . , a

2
m−1, 0),

A3 = (0, 0, a3
3, a

3
4, . . . , a

3
m),

A4 = (a4
1, 0, 0, a

4
4, a

4
5, . . . , a

4
m),

. . . ,

Am = (am1 , a
m
2 , . . . , a

m
m−3, 0, 0, a

m
m),

ãäå aij > 0.
Òîãäà ñòîðîíû A1A2, A2A3, . . . , Ak−1Ak, . . . , Am−1Am è AmA1 m-óãîëüíèêà

áóäóò ëåæàòü ñîîòâåòñòâåííî â ïîäêîíóñàõ x1x2 . . . xm−1, x2x3 . . . xm, . . . ,
x1x2 . . . xk−3xk−1 . . . xm, . . . , x1x2 . . . xm−3xm−1xm è x1x2 . . . xm−2xm.

Ïóñòü {fk(x)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ, â êîòîðîé f0(x) =
1, f1(x) = x, f2(x) = x2−x è fn(x) = x ·(fn−1(x)−fn−2(x))+fn−3(x), ∀n > 3. ×èñ-
ëî λm = 1 + 2 cos 2π

m
� îòíîøåíèå äëèíû äèàãîíàëè, ñîåäèíÿþùåé äâå âåðøèíû

Ai è Ai+3 ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ê äëèíå åãî ñòîðîíû, áóäåì îáîçíà÷àòü
åãî ïðîñòî λ, êîãäà êîëè÷åñòâî ñòîðîí ÿñíî èç êîíòåêñòà.

1.PNG
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Óäîáíî çàïèñûâàòü êîîðäèíàòû âåðøèí m-óãîëüíèêà â âèäå êâàäðàòíîé
ìàòðèöû (aij) ïîðÿäêà m, â êîòîðîé ýëåìåíò aij � ýòî j-àÿ êîîðäèíàòà åãî i-îé
âåðøèíû.

Òîãäà ìàòðèöà êîîðäèíàò âåðøèí ñå÷åíèÿ êîíóñà Rm
+ , àôôèííî ýêâèâà-

ëåíòíîãî ïðàâèëüíîìó m-óãîëüíèêó, èìååò ñëåäóþùèé âèä:
1. åñëè m � ÷¼òíîå:



a1 f1(λ)a2 ... fm−4
2

(λ)am−2
2

fm−4
2

(λ)am
2

... f1(λ)am−3 am−2 0 0

0 a2 f1(λ)a3 ... fm−4
2

(λ)am
2

fm−4
2

(λ)am+2
2

... f1(λ)am−2 am−1 0

0 0 a3 f1(λ)a4 ... fm−4
2

(λ)am+2
2

fm−4
2

(λ)am+4
2

... f1(λ)am−1 am
... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

f2(λ)a1 ... fm−4
2

(λ)am−6
2

fm−4
2

(λ)am−4
2

... am−4 0 0 am−1 am
f1(λ)a1 f2(λ)a2 ... fm−4

2
(λ)am−4

2
fm−4

2
(λ)am−2

2
... am−3 0 0 am


,

2. åñëè m � íå÷¼òíîå:


a1 f1(λ)a2 ... fm−5
2

(λ)am−3
2

fm−5
2

(λ)am−1
2

fm−5
2

(λ)am+1
2

... f1(λ)am−3 am−2 0 0

0 a2 f1(λ)a3 ... fm−5
2

(λ)am−1
2

fm−5
2

(λ)am+1
2

fm−5
2

(λ)am+3
2

... f1(λ)am−2 am−1 0

0 0 a3 f1(λ)a4 ... fm−5
2

(λ)am+1
2

fm−5
2

(λ)am+3
2

fm−5
2

(λ)am+5
2

... f1(λ)am−1 am
... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

f2(λ)a1 ... fm−5
2

(λ)am−7
2

fm−3
2

(λ)am−5
2

fm−5
2

(λ)am−3
2

... am−4 0 0 am−1 f1(λ)am
f1(λ)a1 f2(λ)a2 ... fm−5

2
(λ)am−5

2
fm−3

2
(λ)am−3

2
fm−5

2
(λ)am−1

2
... am−3 0 0 am


,

ãäå aj � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.
Ïëîñêîñòè, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ñ êîíóñîì Rm

+ àôôèííî ýêâèâàëåíòíî
ïðàâèëüíîìó m-óãîëüíèêó, çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíå-
íèÿìè ñ ïàðàìåòðàìè u, v ∈ R:
1. åñëè m � ÷¼òíîå:

x1 = −a1u + (f1(λ)− 1)a1v + a1,

x2 = (1− f1(λ))a2u + (f2(λ)− f1(λ))a2v + f1(λ)a2,

x3 = (f1(λ)− f2(λ))a3u + (f3(λ)− f2(λ))a3v + f2(λ)a3,

...,

xm−4
2

= (fm−8
2

(λ)− fm−6
2

(λ))am−4
2
u + (fm−6

2
(λ)− fm−4

2
(λ))am−4

2
v + fm−6

2
(λ)am−4

2
,

xm−2
2

= (fm−6
2

(λ)− fm−4
2

(λ))am−2
2
u + fm−4

2
(λ)am−2

2
,

xm
2

= (fm−6
2

(λ)− fm−4
2

(λ))am
2
v + fm−4

2
(λ)am

2
,

xm+2
2

= (fm−4
2

(λ)− fm−6
2

(λ))am+2
2
u + (fm−8

2
(λ)− fm−6

2
(λ))am+2

2
v + fm−6

2
(λ)am+2

2
,

...,

xm−3 = (f2(λ)− f1(λ))am−3u + (1− f1(λ))am−3v + f1(λ)am−3,

xm−2 = (f1(λ)− 1)am−2u− am−2v + am−2,

xm−1 = am−1u,

xm = amv,

2. åñëè m � íå÷¼òíîå:
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x1 = −a1u + (f1(λ)− 1)a1v + a1,

x2 = (1− f1(λ))a2u + (f2(λ)− f1(λ))a2v + f1(λ)a2,

x3 = (f1(λ)− f2(λ))a3u + (f3(λ)− f2(λ))a3v + f2(λ)a3,

...,

xm−3
2

= (fm−7
2

(λ)− fm−5
2

(λ))am−3
2
u + (fm−3

2
(λ)− fm−5

2
(λ))am−3

2
v + fm−5

2
(λ)am−3

2
,

xm−1
2

= (fm−5
2

(λ)− fm−3
2

(λ))am−1
2
u + (fm−5

2
(λ)− fm−3

2
(λ))am−1

2
v + fm−3

2
(λ)am−1

2
,

xm+1
2

= (fm−3
2

(λ)− fm−5
2

(λ))am+1
2
u + (fm−7

2
(λ)− fm−5

2
(λ))am+1

2
v + fm−5

2
(λ)am+1

2
,

...,

xm−3 = (f2(λ)− f1(λ))am−3u + (1− f1(λ))am−3v + f1(λ)am−3,

xm−2 = (f1(λ)− 1)am−2u− am−2v + am−2,

xm−1 = am−1u,

xm = amv.

Íèæå ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ìàòðèö êîîðäèíàò âåðøèí èñêîìûõ ñå÷åíèé äëÿ
m = 3, 4, 5, 7 è 8.

Ïóñòü m = 3. Ìàòðèöà êîîðäèíàò âåðøèí ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà

(a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà):

a 0 0
0 b 0
0 0 c

 .

2.PNG

Ðèñóíîê 2.

Ïóñòü m = 4. Ìàòðèöà êîîðäèíàò âåðøèí ïðàâèëüíîãî ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèêà, ò. å. êâàäðàòà (a, b, c, d � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà):
a b 0 0
0 b c 0
0 0 c d
a 0 0 d

 . Çàìåòèì, ÷òî λ4 = 1 + 2 cos 2π
4

= 1.
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3.PNG

Ðèñóíîê 3.

Ïóñòü m = 5. Ìàòðèöà êîîðäèíàò âåðøèí ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà

(a, b, c, d, e � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà):


a λb c 0 0
0 b λc d 0
0 0 c λd e
a 0 0 d λe
λa b 0 0 e

 . Ïðè

ýòîì λ = λ5 = 1 + +2 cos 2π
5

= 1+
√

5
2

.

4.PNG

Ðèñóíîê 4.

Ïóñòü m=6. Ìàòðèöà êîîðäèíàò âåðøèí ïðàâèëüíîãî øå-
ñòèóãîëüíèêà (a, b, c, d, e, f � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà):

a λb λc d 0 0
0 b λc λd e 0
0 0 c λd λe f
a 0 0 d λe λf
λa b 0 0 e λf
λa λb c 0 0 f

 .

Ïðè ýòîì λ = λ6 = 1 + 2 cos 2π
6

= 2.
Ïóñòü m = 7. Ìàòðèöà êîîðäèíàò âåðøèí ïðàâèëüíîãî ñåìèóãîëüíèêà
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(a, b, c, d, e, f, d � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà):

a λb (λ2 − λ)c λd e 0 0
0 b λc (λ2 − λ)d λe f 0
0 0 c λd (λ2 − λ)e λf g
a 0 0 d λe (λ2 − λ)f λg
λa b 0 0 e λf (λ2 − λ)g

(λ2 − λ)a λb c 0 0 f λg
λa (λ2 − λ)b λc d 0 0 g


.

Ïóñòü m = 8. Ìàòðèöà êîîðäèíàò âåðøèí ïðàâèëüíîãî âîñüìèóãîëüíèêà
(a, b, c, d, e, f, g, h � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà):

a λb (λ2 − λ)c (λ2 − λ)d λe f 0 0
0 b λc (λ2 − λ)d (λ2 − λ)e λf g 0
0 0 c λd (λ2 − λ)e (λ2 − λ)f λg h
a 0 0 d λe (λ2 − λ)f (λ2 − λ)g λh
λa b 0 0 e λf (λ2 − λ)g (λ2 − λ)h

(λ2 − λ)a λb c 0 0 f λg (λ2 − λ)h
(λ2 − λ)a (λ2 − λ)b λc d 0 0 g λh
λa (λ2 − λ)b (λ2 − λ)c λd e 0 0 h


.

Ïðè ýòîì λ = λ8 = 1 + 2 cos 2π
8

= 1 +
√

2.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ áûë íàéäåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
íàõîäèòü ïàðàìåòðè÷åñêèå çàäàíèÿ ñåêóùèõ ïëîñêîñòåé.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà.
1. Ðàñïîëàãàåì âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà A1A2 . . . Am â (m− 2)-ìåðíûõ ïîäêî-
íóñàõ.
2. Ïðîâîäèì äèàãîíàëü A1A3, à òàêæå äèàãîíàëè A2A4, A2A5, A2A6, . . ., A2Am.
Îáîçíà÷àåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëè A1A3 ñ äèàãîíàëÿìè A2A4, A2A5,
A2A6, . . ., A2Am ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç A′4, A

′
5, . . ., A

′
m.

3. Êîîðäèíàòû âåðøèí âûðàæàåì èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:
−−−→
A3A

′
i = αi

−−−→
A3A1,−−−→

A2A
′
i = βi

−−−→
A2Ai,

ãäå αi, βi � îòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðåçêîâ â çàäàííîì m-óãîëüíèêå (ñì.
ðèñóíîê).
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5.PNG

Ðèñóíîê 5.

4. Çàïèñûâàåì ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ñåêóùåé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó A1, ñ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè (

−−−→
A1A2) è (

−−−→
A1A4).

Ñ ïîìîùüþ äàííîãî àëãîðèòìà áûëè ïîëó÷åíû ïàðàìåòðè÷åñêèå çàäà-
íèÿ ñåêóùèõ ïëîñêîñòåé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà è òðàïåöèè ñ
çàäàííûì îòíîøåíèåì îñíîâàíèé λ (λ > 0 è λ 6= 1). Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

x1 = −a1u + α−β
β
a1v + a1,

x2 = α+β−1
α

a2u− 1−β
α
a2v + 1−β

α
a2,

x3 = 1−α
1−βa3u,

x4 = a4v,

ãäå aj � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, α, β � îòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ îòðåçêîâ äèàãîíàëåé â çàäàííîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå. Â ÷àñòíîñòè, ïàðàìåò-
ðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ñ êîíóñîì R4

+ àôôèííî
ýêâèâàëåíòíî òðàïåöèè ñ çàäàííûì îòíîøåíèåì îñíîâàíèé, èìåþò ñëåäóþùèé
âèä: 

x1 = −a1u + a1,

x2 = λ−1
λ
a2u− 1

λ
a2v + 1

λ
a2,

x3 = a3u,

x4 = a4v,

ãäå aj � ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà; λ (λ > 0 è λ 6= 1) � çàäàííîå
îòíîøåíèå îñíîâàíèé òðàïåöèè.

Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè, ïîëó÷àå-
ìûå ïî îáùåìó àëãîðèòìó, â ñëó÷àå ïàðàëëåëîãðàììà íå îòëè÷àþòñÿ îò óðàâ-
íåíèé ñåêóùåé ïëîñêîñòè äëÿ ïðàâèëüíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà (êâàäðàòà), òàê
êàê îíè àôôèííî ýêâèâàëåíòíû. Òàêæå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âñå òðåóãîëüíè-
êè àôôèííî ýêâèâàëåíòíû, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà èäåíòè÷íî ðåøåíèþ äëÿ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.
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Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíû âñå ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíóñà Rm

+ ), è äðóãèõ ðåøåíèé íåò.
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Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáðàçîâàíèÿ

ÓÄÊ 378.147

ÎÒÁÎÐ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÄÈÑÖÈÏËÈÍ ÄËß ÁÈÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ

ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈÉ ÏÎÄÃÎÒÎÂÊÈ
Äàëåâñêàÿ Î. Ï.

ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò èì. À. È. Ãåðöåíà¿

Ñìèðíîâà Å. Ì., ê.ï.í.
ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

âåòåðèíàðíîé ìåäèöèíû¿

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìîòðåíî ñîäåðæàíèå êóðñà ¾Ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷å-
ñêèå ìåòîäû â áèîëîãèè¿. Ïðåäëîæåíû ïðèíöèïû îòáîðà ñîäåðæàíèÿ äàííîé äèñöèïëèíû â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîôèëåì ïîäãîòîâêè îáó÷àþùèõñÿ. Ïðîâåäåíà ñðàâíèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòè-
êà íàïîëíÿåìîñòè äàííîãî êóðñà â ðàçëè÷íûõ âóçàõ, âûäåëåíû îáùèå òåìû è ðàçëè÷èÿ. Íà
îñíîâå îïûòà ïðåïîäàâàíèÿ äàííîé äèñöèïëèíû â ÔÃÁÎÓ ÂÎ ÐÃÏÓ èì. À. È. Ãåðöåíà è
ÔÃÁÎÓ ÂÎ ÑÏáÃÓÂÌ ïðåäñòàâëåíî ñîäåðæàíèå îñíîâíûõ òåì è îñîáåííîñòè ïðåïîäàâàíèÿ
ðàçäåëîâ äèñöèïëèíû â ñâÿçè ñ èõ ïðîôåññèîíàëüíîé íàïðàâëåííîñòüþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèîëîãè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ ïîäãîòîâêè, îòáîð ñîäåðæàíèÿ, ìà-
òåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â áèîëîãèè, êîìïåòåíòíîñòíûé ïîäõîä, ïðîôåññèîíàëüíî
îðèåíòèðîâàííîå îáó÷åíèå.

Abstract. The article considers the content of the course "Mathematics and mathematical
methods in Biology". The principles of selection of the content of this discipline in accordance with
the pro�le of training of students are proposed. A comparative characteristic of the content of this
course in di�erent universities is carried out, common topics and di�erences are highlighted. Based
on the experience of teaching this discipline in the Herzen State Pedagogical University and Saint-
Petersburg State university of Veterinary Medicine , the content of the main topics and features of
teaching sections of the discipline in connection with their professional orientation are presented.

Key words: biological training areas, content selection, mathematics and mathematical
methods in biology, competency-based approach, work-related teaching.

Ïåðåõîä ê êîìïåòåíòíîñòíîé ìîäåëè îáðàçîâàíèÿ ïðèâåë ê íåîáõîäèìî-
ñòè îáíîâëåíèÿ ñîäåðæàíèÿ è ìåòîäîâ ðåàëèçàöèè ïðîãðàìì âûñøåãî îáðàçî-
âàíèÿ. Îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ ê ðåçóëüòàòàì îñâîåíèÿ ïðîãðàìì áàêàëàâðèàòà
è ìàãèñòðàòóðû ñåãîäíÿ ïðåäñòàâëåíû â ôåäåðàëüíûõ ãîñóäàðñòâåííûõ îáðà-
çîâàòåëüíûõ ñòàíäàðòàõ íàïðàâëåíèÿ â âèäå óíèâåðñàëüíûõ, îáùåïðîôåññèî-
íàëüíûõ è ïðîôåññèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé.

Â äåéñòâóþùåì ÔÃÎÑ íàïðàâëåíèé ïîäãîòîâêè 06.03.01 ¾Áèîëîãèÿ¿ è
05.03.06 ¾Ýêîëîãèÿ è ïðèðîäîïîëüçîâàíèå¿ êîìïåòåíöèè, ôîðìèðóåìûå åñòå-
ñòâåííîíàó÷íûìè è ìàòåìàòè÷åñêèìè äèñöèïëèíàìè, îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó îáùå-
ïðîôåññèîíàëüíûõ è ôîðìóëèðóþòñÿ òàê:
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ÎÏÊ-6: Ñïîñîáåí èñïîëüçîâàòü â ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè îñíîâ-
íûå çàêîíû ôèçèêè, õèìèè, íàóê î Çåìëå è áèîëîãèè, ïðèìåíÿòü ìåòîäû ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ìîäåëèðîâàíèÿ, òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðèîáðåòàòü íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå è åñòåñòâåííîíàó÷íûå çíàíèÿ,
èñïîëüçóÿ ñîâðåìåííûå îáðàçîâàòåëüíûå è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè [1].

ÎÏÊ-1: Ñïîñîáåí ïðèìåíÿòü áàçîâûå çíàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàçäåëîâ
íàóê î Çåìëå, åñòåñòâåííîíàó÷íîãî è ìàòåìàòè÷åñêîãî öèêëîâ ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷ â îáëàñòè ýêîëîãèè è ïðèðîäîïîëüçîâàíèÿ [2].

Îñíîâíûì òðåáîâàíèåì êîìïåòåíöèé ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå çàêîíîâ è ìå-
òîäîâ ôèçèêè è ìàòåìàòèêè ê ðåøåíèþ çàäà÷ ïðîôåññèîíàëüíîé îáëàñòè. Â
ñâÿçè ñ ýòèì, îòáîð ñîäåðæàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷åáíûõ äèñöèïëèí äîëæåí
ïðîâîäèòüñÿ íà îñíîâå àíàëèçà ñîâðåìåííûõ íàó÷íûõ è ïðàêòè÷åñêèõ èññëåäî-
âàíèé â îáëàñòè áèîëîãèè è ýêîëîãèè. Àíàëèç íàó÷íîé ïåðèîäèêè ([3], [4], [5])
ïîêàçàë, ÷òî â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè áèîëîãè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ïðî-
öåññîâ íàèáîëåå âîñòðåáîâàííûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè:

• äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (çàäà÷è ïîïóëÿöèîííîé ýêîëîãèè, ôèçèî-
ëîãèè è ìîðôîãåíåçà),

• ëèíåéíàÿ àëãåáðà (ãåíåòèêà, áèîèíôîðìàòèêà, äèñêðåòíûå ìîäåëè ïîïó-
ëÿöèîííîé äèíàìèêè),

• ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà (ìîðôîìåòðèÿ, áèîìåòðèÿ).

Àíàëèç ó÷åáíûõ ïðîãðàìì äèñöèïëèí ìàòåìàòè÷åñêîãî öèêëà äëÿ áèî-
ëîãè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé ðàçëè÷íûõ âóçîâ ïîêàçàë çíà÷èòåëüíûå ðàçëè÷èÿ
â ñîäåðæàíèè êóðñà, ÷òî â áîëüøåé ñòåïåíè îáúÿñíÿåòñÿ ñïåöèàëèçàöèåé âóçîâ
è â ìåíüøåé � ðàçëè÷èåì â òðóäîåìêîñòè äèñöèïëèíû (òàêæå ñðàâíèâàëèñü
ïðîãðàììû áëèçêîé òðóäîåìêîñòè, íàïðèìåð, [6], [7]).

Îäíàêî, íà îñíîâå àíàëèçà ó÷åáíûõ ïðîãðàìì ìîæíî âûäåëèòü îáùèé
íàáîð ýëåìåíòîâ ñîäåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ è èõ ðàçäåëîâ:

• ëèíåéíàÿ àëãåáðà � îïðåäåëèòåëè, ìàòðèöû, ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé;

• àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ � ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü, êðè-
âûå è ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà;

• ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç � òåîðèÿ ïðåäåëîâ, ïðîèçâîäíàÿ è èíòåãðàë ôóíê-
öèè, òåîðèÿ ðÿäîâ;

• äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ � îáûêíîâåííûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿä-
êà, îáûêíîâåííûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ;

• òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà � ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ,
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, âûáîðêà è åå êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè.
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Èçëîæåíèå ýòèõ ðàçäåëîâ, êàê ïðàâèëî, òðàäèöèîííî. Â ðàçäåëàõ ¾Ëè-
íåéíàÿ àëãåáðà¿, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿ ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ âû÷èñ-
ëåíèþ îïðåäåëèòåëåé, ïðåäåëîâ, ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðàëîâ òî÷íûìè ìåòîäà-
ìè, à òàêæå òî÷íîìó ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ è äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èç òàêèõ ðàçäåëîâ ðàáî÷åé ïðîãðàììû êàê ¾Îáðàçîâà-
òåëüíûå òåõíîëîãèè¿ è ¾Ôîíä îöåíî÷íûõ ñðåäñòâ¿ âèäíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷, êàê ïðàâèëî, íå èñïîëüçóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ïàêåòû ïðîãðàìì è îíëàéí-
êàëüêóëÿòîðû [8]).

Îòðàáîòêà íàâûêîâ òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìåòîäè÷åñêè
îïðàâäàíà, îäíàêî â ðàáîòå èññëåäîâàòåëÿ-áèîëîãà ýòîò íàâûê íå ÿâëÿåòñÿ áà-
çîâûì. Â òî æå âðåìÿ, ìàññîâîå èñïîëüçîâàíèå ñðåäñòâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ è ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé â ñîâðåìåííûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ
[9] äåëàåò öåëåñîîáðàçíûì ïðèìåíåíèå â ó÷åáíîé ðàáîòå êîìïüþòåðíûõ òåõíî-
ëîãèé ïðè ðåøåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.

Â ðàçäåëå ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ¿ îáû÷íî ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ íåñêîëüêî âèäîâ óðàâíåíèÿ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè, îäíàêî ïî÷òè íå èçó÷àþòñÿ
óðàâíåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ è òðàíñöåíäåíòíûõ êðèâûõ (ëåìíèñêàòû, ñïèðàëè,
ãèïîöèêëîèäû è äð.), à òàêæå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êàê èíñòðóìåí-
òû êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ îðãàíè÷åñêèõ ôîðì [10].

Èçó÷åíèå ðàçäåëà ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé¿ çà÷àñòóþ íà÷èíàåòñÿ ñ ýëåìåí-
òîâ êîìáèíàòîðèêè, äàëåå äàåòñÿ êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, òåî-
ðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, è çàêàí÷èâàåòñÿ ðàçäåë òåìîé ïî-
âòîðíûõ èñïûòàíèé. Ðàçäåë ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà¿ âêëþ÷àåò èçó÷åíèå
òàêèõ òåì, êàê äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ ÷èñëîâûå
õàðàêòåðèñòèêè. Ïðè ýòîì äàæå â êóðñàõ áîëüøîé òðóäîåìêîñòè [11] íåäîñòà-
òî÷íî âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ ìåòîäàì îöåíêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Òàêæå îòìå÷åíî, ÷òî â ó÷åáíûå êóðñû ðåäêî âõîäÿò çàäà÷è ïðèêëàäíî-
ãî ñîäåðæàíèÿ èëè çàäà÷è, ïîñòàâëåííûå â êîíòåêñòå íàó÷íîé îáëàñòè, ñîîò-
âåòñòâóþùåé íàïðàâëåíèþ ïîäãîòîâêè. Ýòî ëèøàåò îáó÷àþùåãîñÿ íà÷àëüíîãî
îïûòà ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé ê ðåøåíèþ çàäà÷ ïðîôåññèîíàëüíîé
îáëàñòè è îñëàáëÿåò åãî ìîòèâàöèþ ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí.

Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííîãî àíàëèçà íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé áûëî ñêîððåê-
òèðîâàíî ñîäåðæàíèå êóðñîâ ¾Ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â áèîëî-
ãèè¿ äëÿ íàïðàâëåíèÿ 06.03.01 ¾Áèîëîãèÿ¿ â ÑÏáÃÓÂÌ è ÐÃÏÓ èì. À. È.
Ãåðöåíà [12].

Â ðàçäåë ¾Ëèíåéíàÿ àëãåáðà¿ âêëþ÷åíà òåìà ¾Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ¿,
êàê âàæíûé èíñòðóìåíò ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîïóëÿöèîííîé ãåíåòèêè, ðàçðàáîòàíû
çàäàíèÿ ïðèêëàäíîãî ñîäåðæàíèÿ.

Â ðàçäåë ¾Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ¿ âêëþ÷åíà òåìà ¾Àôôèííûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ¿, îòäåëüíîå âíèìàíèå óäåëåíî àíàëèòè÷åñêîìó çàäàíèþ è ïîñòðîå-
íèþ ñïåöèàëüíûõ êðèâûõ (ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèÿ â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ). Ðàçðàáîòàíû çàäàíèÿ ïðèêëàäíîãî ñîäåðæàíèÿ (çàäà÷è ìîðôî-
ìåòðèè). Äëÿ âûïîëíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé è èññëåäîâàíèé èñïîëü-
çîâàëàñü èíòåðàêòèâíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñðåäà Geogebra. Ïðè èçó÷åíèè ýëåìåí-
òîâ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïîëåçíî è äåéñòâåííî ïîêàçàòü ñ ïîìîùüþ èí-
òåðàêòèâíîé ïðåçåíòàöèè èëè âèçóàëèçàöèè ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå èçó÷à-
åìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé è òåðìèíîâ ÷åðåç èçîáðàæåíèå ïðîåêöèîííûõ
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ïëîñêîñòåé â àíàòîìèè æèâîòíûõ. Îáó÷àþùèõñÿ íåñîìíåííî çàèíòåðåñóåò òà-
êîé ïåðåõîä èç ñóãóáî ìàòåìàòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè èçó÷àåìûõ ïîíÿòèé íà
ÿçûê èõ áóäóùåé ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè. Â ðàçäåëû ¾Ìàòåìàòè÷å-
ñêèé àíàëèç¿ è ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ áûëè âêëþ÷åíû çàäàíèÿ íà
èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è èõ èíòåãðèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêå-
òîâ ïðîãðàìì èëè îíëàéí-êàëüêóëÿòîðîâ (Desmos, Wolfram Mathematica). Çàäà-
íèÿ ïðèêëàäíîãî ñîäåðæàíèÿ ñîñòîÿëè â èññëåäîâàíèè è àäàïòàöèè èçâåñòíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé (ìîäåëè ðîñòà äåðåâüåâ, áèîõèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ìî-
äåëè èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè).

Ðàçäåë ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà¿ ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëåå âîñòðåáîâàííûì ðàçäåëîì â áèîëîãè÷åñêèõ íàóêàõ, êîòîðûé ïðåäî-
ñòàâëÿåò îáó÷àþùèìñÿ èíñòðóìåíòàðèé è ïðè¼ìû äëÿ èçó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé; âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ (íå ïîÿâëåíèÿ) îïðåäåë¼ííûõ ïðè-
çíàêîâ, ñâîéñòâ è õàðàêòåðèñòèê; ñòàòèñòè÷åñêèõ ñïîñîáîâ ñáîðà, îáðàáîòêè è
àíàëèçà èíôîðìàöèè ïî èçó÷àåìûì îáúåêòàì ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè
(îðãàíèçìû, ïîïóëÿöèè, áèîöåíîçû). Ïðè ââåäåíèè îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ñòàòèñòèêè (ìîäà, ìåäèàíà, ñðåäíåå, äèñïåðñèÿ, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå
îòêëîíåíèå è ò. ä.) íàðÿäó ñ èõ ìàòåìàòè÷åñêèìè îïðåäåëåíèÿìè ïîëåçíî äà-
âàòü íåîôèöèàëüíûå, íî äîñòóïíûå òðàêòîâêè ýòèõ ïîíÿòèé äëÿ îáó÷àþùèõñÿ.
Ýôôåêòèâíîñòü èçó÷åíèÿ äàííîãî ðàçäåëà áóäåò âûøå, åñëè ïðîäåìîíñòðèðî-
âàòü ë¼ãêîñòü è ïðàêòè÷íîñòü íàõîæäåíèÿ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ, íàïðèìåð,
ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùèõ îáðàáàòûâàòü áîëüøèå ìàññèâû äàííûõ è òåõíè÷åñêèõ
èíñòðóìåíòîâ äëÿ àíàëèçà äàííûõ, âèçóàëèçàöèè, ïðîãíîçèðîâàíèÿ, âû÷èñëå-
íèé (Microsoft Excel, Statistica, SAS, MedCalc è äð.).

Îðèåíòàöèÿ íà ïðîôèëü ïîäãîòîâêè áóäóùèõ áèîëîãîâ, òî åñòü ó÷åò òðå-
áîâàíèé ÔÃÎÑ, âûðàæåííûõ â êîìïåòåíöèÿõ, ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè âêëþ-
÷åíèÿ â êóðñ ¾Ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â áèîëîãèè¿ òàêèõ ýëå-
ìåíòîâ ñîäåðæàíèÿ êàê ïîñòàíîâêà ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ â êîíòåêñòå áèîëîãè-
÷åñêèõ íàóê, çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîò-
êè äàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ. Ýòî
ïîçâîëÿåò îáó÷àþùèìñÿ íå òîëüêî îòðàáîòàòü ìàòåìàòè÷åñêèå óìåíèÿ, íî è
ïðèîáðåñòè íàâûêè ðåøåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ çàäà÷.
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Konopleva I. V., Mironova L. V., Znaenko N. S. Examples of professionally
oriented problems at the mathematics course study.

The development of a set of professionally oriented tasks related to the training of aviation

specialists contributes to the activation of the educational process. Establishing the relationship

between the basic laws of natural science disciplines and various methods of constructing and

researching mathematical models of applied problems will allow university graduates to acquire

the skills necessary in production.

Ðàçðàáîòêà íàáîðà ïðîôåññèîíàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïîäãîòîâ-

êîé àâèàöèîííûõ ñïåöèàëèñòîâ, ñïîñîáñòâóåò àêòèâèçàöèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà. Óñòàíîâëåíèå

âçàèìîñâÿçè ìåæäó îñíîâíûìè çàêîíàìè åñòåñòâåííîíàó÷íûõ äèñöèïëèí è ðàçëè÷íûìè ìå-

òîäàìè ïîñòðîåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïîçâîëèò âû-

ïóñêíèêàì âóçîâ ïðèîáðåñòè íàâûêè, íåîáõîäèìûå â ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ïîäãîòîâêè âûïóñêíèêîâ òåõíè-
÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé âóçîâ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðàêòèêî-îðèåíòèðîâàííîãî
ïîäõîäà ê ïîäãîòîâêå ñïåöèàëèñòîâ. Â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè ïðàêòèêî-
îðèåíòèðîâàííûé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò çíàêîìñòâî ñòóäåíòîâ ñ ìåòîäàìè ñîâðå-
ìåííûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé â èõ äàëüíåéøåé ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíî-
ñòè. Ñåðüåçíûé ïðîãðåññ â ýòîì íàïðàâëåíèè âîçìîæåí ïðè èçó÷åíèè ñïåöêóð-
ñîâ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ, â ïðîãðàììó êîòîðûõ âêëþ÷åíû ìà-
òåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ïðîôåññèîíàëüíûìè
èíòåðåñàìè âûïóñêíèêîâ.

Íåîáõîäèìî êàê ìîæíî ðàíüøå çíàêîìèòü ñòóäåíòîâ ñ ñîâðåìåííûìè ïðî-
áëåìàìè, âîçíèêàþùèìè íà ñòûêå ìàòåìàòè÷åñêèõ, åñòåñòâåííîíàó÷íûõ è òåõ-
íè÷åñêèõ äèñöèïëèí, â êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ìåõàíèçìû ñëîæíûõ ýêîíîìè-
÷åñêèõ, òåõíè÷åñêèõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ñèñòåì, êîëè÷åñòâåííî îöåíèâàþòñÿ
ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â íèõ. Ìåæäèñöèïëèíàðíûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîâû-
ñèòü êà÷åñòâî îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà, óñèëèòü èíòåðåñ ñòóäåíòîâ ê èçó÷å-
íèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí [1,2]. Ñòîèò îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà ñîçäà-
íèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ðàçðàáîòêó àëãîðèòìîâ, âûáîð
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àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, ïðîâåäåíèå àíàëèçà è èíòåðïðå-
òàöèè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ
[3]�[7].

Ðàññìîòðåíèå ïðîôåññèîíàëüíî-îðèåíòèðîâàííûõ çàäà÷ è ðàçëè÷íûõ ìå-
òîäîâ èõ ðåøåíèÿ íóæíî ââîäèòü è â áàçîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå êóðñû. Íåêîòî-
ðûå çàäà÷è âåêòîðíîé àëãåáðû è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, êîòîðûå èñïîëü-
çóþòñÿ â ôèçèêå, õèìèè, òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå, àýðîäèíàìèêå è íàâèãàöèè
ïðèâåäåíû [8]. Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû ïðèêëàäíûõ çàäà÷ àâèàöèîííîé íà-
ïðàâëåííîñòè, ðàññìàòðèâàåìûå ïðè èçó÷åíèè òåìû "Îáûêíîâåííûå äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ñèñòåìû îòìå÷åíû â [4]�[6].

Ïîëåçíîé îêàçûâàåòñÿ äåÿòåëüíîñòü ïî ñîñòàâëåíèþ ïðèêëàäíûõ ïðîôåñ-
ñèîíàëüíûõ çàäà÷. Èõ ðàññìîòðåíèå ïîçâîëÿåò ñòóäåíòàì ëåã÷å ïîíÿòü èìå-
þùèåñÿ ìåæïðåäìåòíûå ñâÿçè, ñïîñîáñòâóåò àêòèâèçàöèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà.
Ïðèìåðàìè òàêèõ çàäà÷ àâèàöèîííîé íàïðàâëåííîñòè ÿâëÿþòñÿ: çàäà÷è ïëàíè-
ðîâàíèÿ àâèàòðàíñïîðòíûõ ïåðåâîçîê, ðàñïðåäåëåíèÿ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ,
íàçåìíûõ îïåðàöèé îáñëóæèâàíèÿ, óïðàâëåíèÿ ïðîöåññàìè â äåíü âûïîëíåíèÿ
ðåéñîâ, íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî äîõîäà (ïðèáûëè) àâèàòðàíñïîðòíûõ ïðåä-
ïðèÿòèé, íàçíà÷åíèÿ è îáó÷åíèÿ ðàáîòíèêîâ, îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçî-
âàíèÿ àâèàöèîííîãî òîïëèâà.

Îñíîâíûìè ïðèåìàìè ðåøåíèÿ òàêèõ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿþò-
ñÿ âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû, ðåãðåññèîííî-êîððåëÿöèîííûé àíàëèç,
àïïàðàò òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, ëèíåéíîå è äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììè-
ðîâàíèå, òåîðèÿ ãðàôîâ, òåîðèÿ èãð, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû óïðàâ-
ëåíèÿ ðèñêàìè.

Â ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììàõ ïîäãîòîâêè áîëüøàÿ ÷àñòü ýòèõ ðàçäåëîâ ìà-
òåìàòèêè èçó÷àåòñÿ îáçîðíî, ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ ïðîáëåì ÷àñòî èñïîëü-
çóåòñÿ ïðîåêòíûé ìåòîä. Îí ïðåäïîëàãàåò âûñîêóþ ñòåïåíü çàèíòåðåñîâàííîñòè
ñòóäåíòîâ è èõ ñàìîñòîÿòåëüíîñòü â ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèé. Íàä âûïîëíåíè-
åì òàêèõ ïðîåêòîâ ñòóäåíòû ÓÈÃÀ ðàáîòàþò â ïðîöåññå ïîäãîòîâêè ê åæåãîä-
íîé ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ãðàæäàíñêàÿ àâèàöèÿ:
XXI âåê". Ïîäãîòîâêà ê íåé ïðîõîäèò â íåñêîëüêî ýòàïîâ:

1. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû äëÿ èññëåäîâàòåëüñêîé ãðóïïû (2-3 êóðñàíòà).

2. Ôîðìóëèðîâêà êîíêðåòíîé çàäà÷è.

3. Ñáîð íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèè è äàííûõ.

4. Îïðåäåëåíèå ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ.

5. Èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ è ôîðìóëèðîâêà âûâîäîâ.

6. Âûñòóïëåíèå íà êîíôåðåíöèè ñ âîçìîæíîé ïóáëèêàöèåé ïîëó÷åííûõ ðå-
çóëüòàòîâ.

Äîñòàòî÷íî ñëîæíûì è òðóäîåìêèì ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ïðîöåññ âûáîðà
è ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è åå èññëåäîâàíèÿ, íî è
ñáîðà ðàñ÷åòíûõ äàííûõ è âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Èíôîðìàöèè, ñâÿ-
çàííîé ñ ôóíêöèîíèðîâàíèåì àâèàöèîííûõ ïðåäïðèÿòèé, â îòêðûòîì äîñòóïå
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ïðàêòè÷åñêè íåò, ïîýòîìó îíà ñîáèðàåòñÿ ñòóäåíòàìè èç íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé
ïî ñîîòâåòñòâóþùåé òåìàòèêå èëè â ïðîöåññå ïðîõîæäåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîé
ïðàêòèêè íà ïðåäïðèÿòèÿõ àâèàöèîííîé îòðàñëè.

Â õîäå ïîäãîòîâêè äîêëàäîâ ê êîíôåðåíöèÿì ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è
ñíèæåíèÿ ðàñõîäîâ àâèàöèîííîãî òîïëèâà çà ñ÷åò îïòèìèçàöèè î÷åðåäè íà âû-
ëåò âûëåòàþùèõ âîçäóøíûõ ñóäîâ èëè îïòèìàëüíîé ðàññòàíîâêè ñàìîëåòîâ íà
ïåððîíå àýðîïîðòà ïî êðèòåðèþ ìèíèìèçàöèè çàòðàò àâèàöèîííîãî òîïëèâà;
ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñèñòåìû öåíòðàëèçîâàííîé
çàïðàâêè âîçäóøíûõ ñóäîâ òîïëèâîì íà îñíîâå òåîðèè ìàðêîâñêèõ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ è îïðåäåëåíèå îöåíêè åå ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî; íà-
õîæäåíèå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè ïîëåòà âîçäóøíîãî ñóäíà, ïîçâîëÿþùåå âû-
ïîëíèòü çàäàííûé ìàíåâð ñ ìèíèìàëüíûì ðàñõîäîì òîïëèâà, ïðèìåíåíèå àëãî-
ðèòìà Äåéêñòðû äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìàðøðóòà ïîë�åòà ÂÑ íà ìàëûõ
âûñîòàõ, ïîñòðîåíèå ìíîãîìåðíûõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé è êîððåëÿöèîííûé
àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ñëóæáû àâèàòîïëèâíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ðàáîòû
ñëóæáû ñïàñàíèÿ ïðè àâèàöèîííîì ïðîèñøåñòâèè. Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷
èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû [9].

Ýôôåêòèâíàÿ ðàáîòà êàæäîãî êîíêðåòíîãî àýðîïîðòà ïðåäïîëàãàåò ðàç-
ðàáîòêó âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ åãî îñîáåííîñòè. Èìèòàöèîí-
íûå ìîäåëè âðåìåíè íàçåìíîãî îáñëóæèâàíèÿ ïàññàæèðîâ, îáðàáîòêè áàãàæà,
òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ ÂÑ, îïðåäåëåíèÿ íàèáîëåå çàãðóæåííûõ äíåé è
âðåìåííûõ ïðîìåæóòêîâ â òå÷åíèå ñóòîê ïîçâîëÿþò îïòèìèçèðîâàòü ðàáîòó
ñëóæá àâèàòðàíñïîðòíîãî ïðîèçâîäñòâà. Îòêëîíåíèÿ âðåìåíè ïðèë¼òà è âûëå-
òà ÂÑ îò ðàñïèñàíèÿ ïîä âëèÿíèåì ñëó÷àéíûõ ïðè÷èí òàêæå íîñèò âåðîÿò-
íîñòíûé õàðàêòåð. Àíàëèç ýòèõ îòêëîíåíèé èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå, òàê êàê
âëèÿåò íà ãðàôèê ðàáîòû àýðîïîðòîâûõ ñëóæá. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé
ìîäåëè îòêëîíåíèé âðåìåíè ïðèë¼òà ÂÑ îò ðàñïèñàíèÿ àýðîïîðòà èñïîëüçîâàë-
ñÿ êðèòåðèé χ2 è "Ïëàí-ñâîäêà äâèæåíèÿ ñàìîëåòîâ àýðîïîðòà Áàðàòàåâêà çà
2018-2019 ãã.". Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âðåìåíè ïðèë�åòà (âûëåòà) äëÿ ðåéñîâ
Ìîñêâà-Óëüÿíîâñê è Óëüÿíîâñê-Ìîñêâà â 2019 ã., îïðåäåëåíî ñðåäíåå âðåìÿ çà-
äåðæêè ðåéñîâ â êàæäîì ìåñÿöå è çà ãîä, è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå
âðåìåíè âûëåòà îò ðàñïèñàíèÿ. Äëÿ ðàçðàáîòêè èìèòàöèîííûõ ìîäåëåé ðàáîòû
àýðîïîðòîâ ïðèìåíÿëèñü ìàòåðèàëû è ïîäõîäû, èçëîæåííûå â [10].

Òàêèå ìåòîäè÷åñêèå ïðèåìû èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè ñïîñîáñòâóþò ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîìó ñòàíîâëåíèþ ñòóäåíòîâ, îíè ìîãóò îáúåäèíèòü ðàçëè÷íûå âèäû
òâîð÷åñòâà. Ðàçâèòèå ñàìîñòîÿòåëüíîñòè, îñâîåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ èññëåäî-
âàíèé, â òîì ÷èñëå ìàòåìàòè÷åñêèõ, ïîçâîëèò ïîëó÷èòü îáó÷àþùèìñÿ íåîáõî-
äèìûå â ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè íàâûêè, â òîì ÷èñëå â îáëàñòè óïðàâ-
ëåíèÿ è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.
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Lazareva E. G., Ustinova I. G., Lazarev V. R. STACK tasks in teaching mathematics:

additional questions when solving the problem. The main purpose of this article is to

demonstrate the possibility of using STACK tasks to check of carry out of solving a problem using

additional response input windows. The article presents examples of such tasks, as well as the

situations in which these tasks are useful in the learning process. It is emphasized that such tasks

can be created for various branches of mathematics. Some technical di�culties of creating such

tasks are considered.
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Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âîçìîæíîñòü èñïîëüçî-

âàíèÿ çàäàíèé òèïà STACK äëÿ ïðîâåðêè õîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíûõ

îêîí ââîäà îòâåòîâ. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû òàêèõ çàäàíèé, à òàêæå ðàññìîòðåíû

ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ýòè çàäàíèÿ ïîëåçíû â îáó÷àþùåì ïðîöåññå. Ïîä÷åðêèâàåòñÿ, ÷òî òàêèå

çàäàíèÿ âîçìîæíî ñîçäàâàòü äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè. Ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå

òåõíè÷åñêèå ñëîæíîñòè ñîçäàíèÿ òàêèõ çàäàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: öèôðîâûå òåõíîëîãèè, îáó÷åíèå ìàòåìàòèêå, çàäàíèå òèïà

STACK.

Ââåäåíèå
Êîìïüþòåðíîå îáó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ

íîâûõ ñïîñîáîâ îáó÷åíèÿ. Ñåãîäíÿøíèå ñòóäåíòû ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòî îâëàäå-
âàþò öèôðîâûìè òåõíîëîãèÿìè. Îäíàêî ïîëüçà öèôðîâûõ òåõíîëîãèé äëÿ îáó-
÷åíèÿ îñòàåòñÿ ïîä âîïðîñîì. Ïðåïîäàâàòåëè ñ÷èòàþò, ÷òî ñòóäåíòû íå îñìûñ-
ëèâàþò ó÷åáíûé ìàòåðèàë, íå ïðîïóñêàþò åãî ÷åðåç ñîáñòâåííîå ñîçíàíèå, à
ëèøü ïîâåðõíîñòíî ïðîñìàòðèâàþò èíôîðìàöèþ [1]. Ìû òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî
öèôðîâûå òåõíîëîãèè äîëæíû ïîáóæäàòü ê äåÿòåëüíîñòè, è èñïîëüçóåì äëÿ
ýòîãî çàäàíèÿõ STACK ïðè ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí [2].

STACK áûë ðàçðàáîòàí â Ýäèíáóðãñêîì óíèâåðñèòåòå Êðèñòîôåðîì
Ñàíãâèíîì (Christopher Sangwin) [3] è óñòàíàâëèâàåòñÿ, êàê äîïîëíèòåëüíûé
ïëàãèí ê MOODLE èëè ILIAS. Ýòîò ïëàãèí ñâÿçàí ñ ñèñòåìîé êîìïüþòåðíîé
àëãåáðû (CAS) Maxima, áëàãîäàðÿ ÷åìó ìîæíî ââîäèòü â êà÷åñòâå îòâåòîâ äëÿ
îöåíèâàíèÿ ñèìâîëüíûå âûðàæåíèÿ. Çàäàíèÿ òèïà STACK ñïîñîáñòâóþò ðàçâè-
òèþ èíäèâèäóàëüíîãî îáó÷åíèÿ. Ýòè çàäàíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷íûõ òåñòîâûõ
çàäàíèé òåì, ÷òî:

- âîçìîæíî ñîçäàòü äëÿ êàæäîãî ñòóäåíòà ñâîé íàáîð çàäà÷,
- âîçìîæíî ñîçäàòü ñèñòåìó ïîäñêàçîê,
- ïðåäïîëàãàåòñÿ ââîä îòâåòà â âèäå àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ,
- âîçìîæåí ðàçâåðíóòûé îòçûâ íà îòâåò ñòóäåíòà ñ äåìîíñòðàöèåé ðåøå-
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íèÿ.
Îäíàêî, íå ñìîòðÿ íà âñå ýòè ïðåèìóùåñòâà, ïðåïîäàâàòåëü âñå ðàâíî íå

ìîæåò îòñëåäèòü òî, êàêèì îáðàçîì ñòóäåíò ïîëó÷èë òîò èëè èíîé ðåçóëüòàò,
÷åì ðóêîâîäñòâîâàëñÿ ïðè îòâåòå íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìûñ-
ëèòåëüíûé ïðîöåññ ñòóäåíòà ñòàë áîëåå îòêðûò äëÿ ïðåïîäàâàòåëÿ, ìû ïðåäëà-
ãàåì ïðè ñîçäàíèè òåñòîâîãî çàäàíèÿ îðèåíòèðîâàòüñÿ íå òîëüêî íà êîíå÷íûé
îòâåò, íî òàê æå ââîäèòü ïðîìåæóòî÷íûå âîïðîñû, êîòîðûå ïîìîãëè áû ñòóäåí-
òó äåéñòâîâàòü â íóæíîì íàïðàâëåíèè, à ñèñòåìå STACK îöåíèòü ïðàâèëüíîñòü
õîäà ðåøåíèÿ ñòóäåíòà àâòîìàòè÷åñêè. Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ çàäàíèé òèïà STACK äëÿ
ïðîâåðêè õîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíûõ îêîí ââîäà îòâåòîâ.
Äëÿ ýòîãî ìû ïðèâåäåì êîíêðåòíûå ïðèìåðû çàäàíèé è ïîêàæåì, äëÿ ÷åãî â
ýòèõ çàäàíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå îêíà.

Ïðèìåðû âîïðîñîâ ñ äîïîëíèòåëüíûìè îêíàìè
Ïî íàøåìó îïûòó, çàäàíèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè îêíàìè äëÿ ââîäà ïðîìå-

æóòî÷íûõ îòâåòîâ èìåþò ñìûñë â ñëåäóþùèõ ñèòóàöèÿõ:
1) â çàäà÷å åñòü íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îäíîìó óñëî-
âèþ çàäà÷è,
2) ïðåïîäàâàòåëü õî÷åò ïîêàçàòü ñòóäåíòó õîä ðåøåíèÿ çàäà÷è, èëè æåëàåò, ÷òî-
áû ñòóäåíò èñïîëüçîâàë êîíêðåòíûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è,
3) ïðåïîäàâàòåëü õî÷åò ïðîâåðèòü, ïðàâèëüíî ëè ñòóäåíò âûïîëíÿåò ïðîìåæó-
òî÷íûå äåéñòâèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è.

Êîíå÷íî, ýòè ñèòóàöèè íå èñêëþ÷àþò, à, ñêîðåå, äîïîëíÿþò äðóã äðóãà.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû çàäàíèé, êîòîðûå ìû èñïîëüçîâàëè â ïðåïîäàâàíèè ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí. Â îñíîâíîì ýòî òèïè÷íûå çàäà÷è èç ó÷åáíèêîâ, ïðåä-
ñòàâëåííûå â òåñòîâîé ôîðìå.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèòå âûðàæåíèå
(

5
√
x + 4

3√x

)16

. Ðàçëîæèòå åãî ïî ôîðìóëå

áèíîìà Íüþòîíà.
Ñêîëüêî ñëàãàåìûõ â ýòîì ðàçëîæåíèè? Îòâåò 1
Óêàæèòå êîýôôèöèåíò ïðè x3: Îòâåò 2
Íàéäèòå ñàìûé áîëüøîé êîýôôèöèåíò â ýòîì ðàçëîæåíèè: Îòâåò 3

Â ýòîì ïðèìåðå ñîáðàíû, ôàêòè÷åñêè, òðè íåçàâèñèìûõ çàäàíèÿ. Îòâåòû
íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì, íî òðè âåðíûõ îòâåòà óâåðåííåå ãîâîðÿò î òîì, ÷òî
ñòóäåíò ðàçîáðàëñÿ ñ ôîðìóëîé áèíîìà.
Ïðèìåð 2. Íàéäèòå ïðåäåë lim

n→∞

(
1 + 1

6n

)19n
.

Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèòå ìîíîòîííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(
1 + 1

6n

)n
:

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
1 + 1

6n

)n
âîçðàñòàåò / óáûâàåò / íå ìîíîòîííà

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
1 + 1

6n

)n
îãðàíè÷åíà:

∀n ∈ N Îòâåò 2 ≤
(
1 + 1

6n

)n ≤ Îòâåò 3

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(
1 + 1

6n

)n
ðàâåí Îòâåò 4

Òîãäà lim
n→∞

(
1 + 1

6n

)19n
ðàâåí Îòâåò 5

Âòîðîå çàäàíèå, â îòëè÷èå îò ïåðâîãî, èìååò öåëüþ ïîëó÷èòü îäèí îêîí-
÷àòåëüíûé îòâåò. Ïðîìåæóòî÷íûå äåéñòâèÿ, ïðåäëîæåííûå ïðåïîäàâàòåëåì,
íàïðàâëÿþò ñòóäåíòà, óêàçûâàþò åìó, êàêóþ òåîðèþ çäåñü íóæíî ïðèìåíèòü.
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Òåì ñàìûì ñòóäåíò ïîíèìàåò, êàê îí ìîæåò îáîñíîâàòü ïîëó÷åííûé îòâåò.
Òàêîå îáîñíîâàíèå ÷àñòî âûçûâàåò ó ñòóäåíòîâ çàòðóäíåíèÿ.
Ïðèìåð 3. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = f(x) â òî÷êå x = 2.

Âûáåðèòå ñàìè êàêóþ-íèáóäü ýëåìåíòàðíóþ ôóíêöèþ: f(x) = Îòâåò 1
1. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ îò f(x) ïî x : Îòâåò 2
2. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå Âàøåé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = 2 : Îòâåò 3
3. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé: y = Îòâåò 4

Ýòèì ïðèìåðîì ìû õîòèì ïðîèëëþñòðèðîâàòü íå òîëüêî íàøó èäåþ
èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïîëåé â çàäàíèè, íî è âîçìîæíîñòè ñèñòåìû
STACK. ßñíî, ÷òî ñòóäåíò ìîæåò âïèñàòü ëþáóþ ýëåìåíòàðíóþ ôóíêöèþ â
ïîëå Îòâåò 1 . Ïðè ýòîì ñèñòåìà âîñïðèìåò åå êàê ôóíêöèþ, ïîäêëþ÷èò êîì-
ïüþòåðíóþ àëãåáðó è ïðîâåðèò âñå äàëüíåéøèå îòâåòû ñòóäåíòà, èñõîäÿ èç ýòîé
ôóíêöèè. Ïðåïîäàâàòåëü çäåñü çàäàåò ñòàíäàðòíûé ïîðÿäîê äåéñòâèé ñòóäåíòó,
è ïðîâåðÿåò, ïðàâèëüíî ëè ýòè äåéñòâèÿ âûïîëíåíû.

Çàêëþ÷åíèå
Çàäàíèÿ, ïîäîáíûå ïðèâåäåííûì ïðèìåðàì, ìû ïðèìåíÿåì ïðè ïðåïî-

äàâàíèè ðàçëè÷íûõ äèñöèïëèí: ëèíåéíîé àëãåáðû è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè,
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è äàæå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â îñíîâ-
íîì îíè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ (äîìàøíèå ðà-
áîòû). Èíîãäà ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ìåòîäè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè, êîòîðûå ñâÿçà-
íû, ïðåæäå âñåãî, ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþ âûáîðà õîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è. Íå âñåãäà
ñòóäåíò ïîíèìàåò, ïî÷åìó îí äîëæåí äåëàòü èìåííî òàêèå ïðîìåæóòî÷íûå øà-
ãè. Òàêæå áûâàåò íåïðîñòî àêêóðàòíî ñôîðìóëèðîâàòü, êàêîãî ðåçóëüòàòà íà
ïðîìåæóòî÷íîì ýòàïå ïðåïîäàâàòåëü æäåò îò ñòóäåíòà. Òåõíè÷åñêèå îñîáåííî-
ñòè ñèñòåìû STACK òàêæå âñåãäà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü.

Òåì íå ìåíåå, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ýòîé ìåòîäèêè ïðåâîñõî-
äèò ñëîæíîñòè â åå ïðèìåíåíèè. Áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè âàðüèðîâàòü ÷èñëîâûå
è ôóíêöèîíàëüíûå ïàðàìåòðû â çàäàíèÿõ STACK êàæäûé ñòóäåíò ïîëó÷àåò
ñâîé èíäèâèäóàëüíûé íàáîð çàäà÷, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ îí èìååò âîçìîæíîñòü
îáäóìàòü ñîäåðæàíèå çàäà÷è áëàãîäàðÿ äîïîëíèòåëüíûì âîïðîñàì, çàäàííûì
ïðåïîäàâàòåëåì â òåêñòå çàäàíèÿ.
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Lihovodova T. B. Independent work of students during the study of the
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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ðîëè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòà â îáðà-
çîâàòåëüíîì ïðîöåññå, öåëè è çàäà÷è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå âèäû
ñàìîñòîÿòåëüíûõ çàäàíèé â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå, ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà ñòóäåíòîâ, âè-

äû ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòà, çàäà÷è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòà.

Ïðè ïîäãîòîâêå â âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ áóäóùèõ ñïåöèàëèñòîâ ìà-
òåìàòèêà ñëóæèò ôóíäàìåíòîì äëÿ ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ.

Áóäóùåìó ñïåöèàëèñòó (áàêàëàâðó) â ñâîåé ïðîôåññèîíàëüíîé äåÿòåëü-
íîñòè íåîáõîäèìî óìåòü ïðîâîäèòü ñàìîñòîÿòåëüíûé àíàëèç, ñèíòåç, ñðàâíåíèå
è îáîáùåíèå, äåëàòü ïðàêòè÷åñêèå âûâîäû.

Ïîñëå ââåäåíèÿ ÃÎÑ òðóäîåìêîñòü ó÷åáíûõ äèñöèïëèí íà÷àëè èñ÷èñëÿòü
â ÷àñàõ îáùåé òðóäîåìêîñòè, äèäàêòè÷åñêèõ åäèíèöàõ, è ó÷åáíîå âðåìÿ ñòóäåí-
òà ñòàëî äåëèòüñÿ íà äâå ðàâíûå ÷àñòè: 50% � àóäèòîðíûå çàíÿòèÿ è 50% �
ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà.

Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà ñòóäåíòà (ÑÐÑ) � ýòî ïëàíèðóåìàÿ ó÷åáíàÿ è íà-
ó÷íàÿ ðàáîòà, âûïîëíÿåìàÿ ïî çàäàíèþ ïðåïîäàâàòåëÿ ïîä åãî ìåòîäè÷åñêèì è
íàó÷íûì ðóêîâîäñòâîì. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé
÷àñòüþ îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà ïî ëþáîé äèñöèïëèíå (íàïðèìåð, äîìàøíèå
çàäàíèÿ, êîíòðîëüíûå ðàáîòû, àòòåñòàöèè, òèïîâûå ðàñ÷åòû è ò.ä.).

Âóçû íå âñåãäà ãîòîâû ê îñâîåíèþ áîëüøèõ îáúåìîâ ÑÐÑ è òîìó åñòü
ñâîè ïðè÷èíû. Ïåðâîé ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òðàäèöèîííàÿ ìîäåëü øêîëû,
ãäå äîëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû íà óðîêàõ çàíèìàåò îêîëî 10% ó÷åáíîãî âðå-
ìåíè (ïî äàííûì èññëåäîâàíèé), ò.å. âûïóñêíèêè øêîë â îñíîâíîì íå ãîòîâû
ðàáîòàòü ñ ½êíèãîé“, ñàìîñòîÿòåëüíî èçó÷àòü ó÷åáíóþ ëèòåðàòóðó. Âòîðàÿ ïðè-
÷èíà � îðãàíèçàöèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà â âóçå, ãäå äîìèíèðóþùàÿ ðîëü ïðåïî-
äàâàòåëÿ îáðåêàåò ñòóäåíòîâ áûòü ïàññèâíûìè ñëóøàòåëÿìè. Òðåòüÿ ïðè÷èíà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷àñû, âûäåëÿåìûå íà ÑÐÑ, íå ñâÿçàíû ñ ó÷åáíîé íàãðóçêîé
ïðåïîäàâàòåëÿ.

Îñíîâíàÿ öåëü ÑÐÑ ñîñòîèò â ñîäåéñòâèè êà÷åñòâåííîìó óñâîåíèþ ñòó-

164



äåíòàìè ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà, ðàçâèòèå èõ ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâíîñòè, ãîòîâíî-
ñòè è ïîòðåáíîñòè ê ñàìîîáðàçîâàíèþ.

Äëÿ îðãàíèçàöèè ÑÐÑ ïåðâîãî êóðñà ñíà÷àëà íóæíî îïðåäåëèòü ñòåïåíü
ïîäãîòîâëåííîñòè ïî ìàòåìàòèêå, ïðîâåäåíèåì âõîäíîãî òåñòèðîâàíèÿ óðîâíÿ
çíàíèé.

Îïûò ðàáîòû ñî ñòóäåíòàìè ïåðâûõ � âòîðûõ êóðñîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ
íèõ õàðàêòåðíû ñëåäóþùèå çàòðóäíåíèÿ ïðè ó÷åáå: 1) íåïîíèìàíèå ñóùíîñòè
èçó÷àåìîãî ìàòåðèàëà; 2) ñëàáàÿ øêîëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà; 3) íåñå-
ðüåçíîå îòíîøåíèå ê ó÷åáå, íåðåãóëÿðíàÿ ïîäãîòîâêà ê çàíÿòèÿì; 4) ïñèõîëîãè-
÷åñêèå òðóäíîñòè ïåðåõîäà îò øêîëüíîé ïðîãðàììû ê âóçîâñêîé; 5) ñëîæíîñòü è
àáñòðàêòíîñòü ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà; 6) íåñôîðìèðîâàííîñòü îáùåó÷åáíûõ óìå-
íèé (íàïðèìåð, êîíñïåêòèðîâàíèå ëåêöèé, èçó÷åíèå ó÷åáíîé ëèòåðàòóðû è ò.ï.);
7) âîçðàñòàíèå îáúåìîâ è ðîëè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

Äëÿ ýôôåêòèâíîñòè îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà îñíîâíûìè çàäà÷àìè ñà-
ìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ïðè èçó÷åíèè êóðñà ìàòåìàòèêè ÿâëÿþòñÿ:

1. Ôîðìèðîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé î ñâÿçè ìàòåìàòèêè ñ äðóãèìè íàóêàìè è
âûáðàííîé ñïåöèàëüíîñòüþ;

2. Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå çíàíèé è óìåíèé;

3. Ðàçâèòèå íàâûêîâ îðãàíèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîãî ó÷åáíîãî òðóäà è êîí-
òðîëÿ íàä åãî ýôôåêòèâíîñòüþ;

4. Ôîðìèðîâàíèå ñàìîñòîÿòåëüíîãî ïîäõîäà ê èçó÷åíèþ ñîâðåìåííûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷;

5. Âûðàáîòêà óìåíèé è íàâûêîâ îáíîâëÿòü ñâîå ïðîôåññèîíàëüíîå è ìàòå-
ìàòè÷åñêîå ìàñòåðñòâî â òå÷åíèå âñåé æèçíè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, ïîìèìî êëàññè÷åñêèõ äîìàøíèõ çà-
äàíèé è êîíòðîëüíûõ ðàáîò ïî ìàòåìàòèêå, ñòóäåíòàì â ðàìêàõ ÑÐÑ ìîæíî
ïðåäëîæèòü: íàïèñàíèå ðåôåðàòà; íàïèñàíèå êîíñïåêòà òåîðåòè÷åñêèõ ðàçäå-
ëîâ, îñòàâëåííûõ íà ñàìîñòîÿòåëüíîå èçó÷åíèå; íàïèñàíèå ýññå; ñîñòàâëåíèå
îïîðíîãî êîíñïåêòà ìîäóëÿ; ñîñòàâëåíèå ãëîññàðèÿ; ñîñòàâëåíèå òåñòîâ è ýòà-
ëîííûõ îòâåòîâ ê íèì.

Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ÑÐÑ ðàçðàáàòûâàåò ñàì ïðåïîäàâàòåëü è çàðàíåå
ñîîáùàåò èõ ñòóäåíòàì.

Òàêèì îáðàçîì, âàæíîé ïåðñïåêòèâíîé öåëüþ ÑÐÑ â âóçå ÿâëÿåòñÿ ïðå-
âðàùåíèå ñòóäåíòà â àêòèâíîãî ñóáúåêòà ñîáñòâåííîãî ó÷åíèÿ è, â çàâèñèìîñòè
îò ñâîèõ ñïîñîáíîñòåé, èíòåðåñîâ è æèçíåííûõ ïëàíîâ, ãîòîâîãî âûñòðàèâàòü
èíäèâèäóàëüíóþ îáðàçîâàòåëüíóþ òðàåêòîðèþ, ðàçâèâàòü ñåáÿ êàê ïðîôåññèî-
íàëà è êàê ÷åëîâåêà.
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Pankratova A. A., Pospelov M. V. On teaching linear programming to students

of economic �elds. The article is devoted to teaching linear programming to undergraduate

students in economics. The text contains suggestions for supplementing the training exercises set

with several types of math problems. This is justi�ed by changes in the goals of teaching linear

programming.

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà îáó÷åíèþ ñòóäåíòîâ áàêàëàâðèàòà ýêîíîìè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé ëè-

íåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ. Ñôîðìóëèðîâàíû ïðåäëîæåíèÿ ïî äîïîëíåíèþ ñèñòåìû ó÷åá-

íûõ çàäàíèé íåñêîëüêèìè òèïàìè çàäà÷. Ýòî îáîñíîâûâàåòñÿ èçìåíåíèÿìè öåëåé îáó÷åíèÿ

ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ.

Íàñòîÿùàÿ çàìåòêà ïîñâÿùåíà âîïðîñó âîçìîæíîãî ñìåùåíèÿ àêöåíòîâ
ïðè ðåàëèçàöèè ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ñòóäåí-
òîâ áàêàëàâðèàòà ýêîíîìè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé. Êîíêðåòíî, ðå÷ü èä¼ò î äîïîë-
íåíèè ñîñòàâà ó÷åáíûõ çàäàíèé, êîòîðûå òðàäèöèîííî ïðåäëàãàþòñÿ â êóðñàõ
¾Èññëåäîâàíèå îïåðàöèé¿, ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå¿, ¾Ìåòîäû
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé¿ è òîìó ïîäîáíûõ, çàäàíèÿìè, íà âçãëÿä àâòîðîâ, â áîëü-
øåé ñòåïåíè îòâå÷àþùèìè ñîâðåìåííîìó ïîëîæåíèþ äåë â âûñøåì îáðàçîâà-
íèè. Ìû íå ñòàâèëè ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó îïèñàíèÿ ñêîëü-íèáóäü ïîëíîé ñèñòåìû
ó÷åáíûõ çàäàíèé ïî êàêîìó-ëèáî ó÷åáíîìó êóðñó, ñîñðåäîòî÷èâøèñü íà èäåå
¾ïåðåíîñà ôîêóñà¿ ïðîöåññà îáó÷åíèÿ ñ ôîðìèðîâàíèÿ íàâûêà ðåøåíèÿ çàäà÷è
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà îñìûñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé îñíîâû è ðàñêðû-
òèå ñóùíîñòè àëãîðèòìîâ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîäãîòîâêà ñòóäåíòîâ áàêàëàâðèàòà ýêîíîìè÷åñêèõ íà-
ïðàâëåíèé ñåãîäíÿ ÷àñòî îáñóæäàåòñÿ, ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè ïîëíîé å¼
ñèñòåìàòèçàöèè, äèñöèïëèíû ôîðìèðóþò óêðóïí¼ííûå áëîêè. Ïðàêòè÷åñêè âñå
îïèñàíèÿ òàêèõ ïîïûòîê âûäåëÿþò ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå êàê öåíòðàëü-
íûé ñâÿçóþùèé ýëåìåíò, ïîçâîëÿþùèé ïåðåõîäèòü îò ðàçäåëîâ, óñëîâíî îòíî-
ñèìûõ ê òåîðåòè÷åñêîé ìàòåìàòèêå, ê ïðèêëàäíûì ðàçäåëàì èññëåäîâàíèÿ îïå-
ðàöèé (ñì., íàïðèìåð, [3]). Ñâîþ ïîïóëÿðíîñòü ýòà òåìà íàó÷íûõ îáñóæäåíèé
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ïîëó÷èëà íå ïðîñòî èç-çà æåëàíèÿ àâòîðîâ óëó÷øèòü ñóùåñòâóþùóþ ïðàêòèêó
âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ, â áîëüøèíñòâå ðàáîò îïèñûâàþòñÿ òðóäíîñòè ðåàëèçàöèè
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà â ó÷åáíûõ ãðóïïàõ ýêîíîìè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé,
ïðîÿâëÿþùèåñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Ýòè òðóäíîñòè ñâÿçàíû, â ïåðâóþ î÷åðåäü,
ñ íåäîñòàòî÷íîé ìîòèâèðîâàííîñòüþ îáó÷àþùèõñÿ. Îñíîâíûìè ïðè÷èíàìè ýòî-
ãî, íà íàø âçãëÿä, ÿâëÿþòñÿ:

1. Îñîçíàíèå ñòóäåíòàìè áîëüøåé ÷àñòè çàäàíèé ïî ëèíåéíîìó ïðîãðàì-
ìèðîâàíèþ, ïðåäëàãàåìûõ ê ðåøåíèþ ¾âðó÷íóþ¿, áîëåå ïîäõîäÿùèìè äëÿ ðå-
øåíèÿ ñðåäñòâàìè àâòîìàòèçèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé.

2. Ðàçëè÷èå ìåñòà è ðîëè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ïðàêòè-
êå óïðàâëåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé àêòèâíîñòüþ â óñëîâèÿõ ðûíî÷íîãî è ïëàíîâîãî
õîçÿéñòâà (â êîíòåêñòå êîòîðîãî ñôîðìóëèðîâàíî ìíîãî òðàäèöèîííûõ çàäà÷ ñ
ýêîíîìè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì, âñ¼ åù¼ ïðåäëàãàåìûõ çàäà÷íèêàìè).

3. Îñîáåííîñòè ñåãîäíÿøíåé áàçîâîé ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ ýêîíîìè÷å-
ñêèõ íàïðàâëåíèé.

Î÷åâèäíûì ñïîñîáîì óñòðàíåíèÿ ïåðâîé ñôîðìóëèðîâàííîé ïðè÷èíû ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîñòåïåííûé ïåðåõîä ê ó÷åáíûì çàäàíèÿì, ïðåäïîëàãàþùèì èñïîëüçî-
âàíèå ýëåêòðîííûõ òàáëèö, ñèñòåì êîìïüþòåðíîé àëãåáðû è ïðî÷èõ ñðåäñòâ
àâòîìàòèçèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé. Îäíàêî, ïîñòðîåíèå ñèñòåìû ó÷åáíûõ çàäà-
íèé, íàïðàâëåííîé íà ôîðìèðîâàíèÿ óìåíèé èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé
òåõíèêè, íåìèíóåìî ïðèâåä¼ò ê ñìûñëîâûì ïîòåðÿì. Ñàìàÿ ãëàâíàÿ èç íèõ �
ñîêðûòèå ñàìèõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êî-
òîðûå ïåðåõîäÿò â ïîëå îòâåòñòâåííîñòè êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû. Âìåñòå ñ
ýòèì çàòåíÿåòñÿ è âîïðîñ âûáîðà ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è. Òàêèì
îáðàçîì, îáðàçóåòñÿ ïîòðåáíîñòü â ó÷åáíûõ çàäàíèÿõ, çàêðåïëÿþùèõ òåîðåòè-
÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ îá àëãîðèòìàõ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ (âîçìîæíî è ôîðìèðóþùèõ óìåíèÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ áåç êîìïüþòåðà)
è íå ïðîâîöèðóþùèõ èñïîëüçîâàíèå ñðåäñòâ àâòîìàòèçèðîâàííûõ âû÷èñëåíèé.

Îòâåòîì âòîðîé ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå ïðè÷èíå íåäîñòàòêà ìîòèâàöèè
ÿâëÿåòñÿ ñìåíà ýêîíîìè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ çàäà÷. Ìíîãèå íàó÷íûå ðàáîòû äî
ñèõ ïîð ïîñâÿùàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ïîèñêó òèïîâ çàäà÷ ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñî-
äåðæàíèåì, îòâå÷àþùèì ðåàëèÿì ðûíî÷íîé ýêîíîìèêè (ñì., íàïð. [1]). Ê ñîæà-
ëåíèþ, äàæå ñåé÷àñ, ñïóñòÿ òðè äåñÿòêà ëåò ñ íà÷àëà ýêîíîìè÷åñêîé òðàíñôîð-
ìàöèè, âîïðîñ îáíîâëåíèÿ ñîäåðæàíèÿ çàäà÷ îñòà¼òñÿ àêòóàëüíûì. Ñàìè àâòî-
ðû áîëüøèíñòâà òàêèõ ðàçðàáîòîê, âïðî÷åì, ÷àùå ïèøóò îá îáîãàùåíèè ñèñòå-
ìû ó÷åáíûõ çàäàíèé çàäà÷àìè ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì, à íå î çàìåùåíèè
óñòàðåâøåãî ýêîíîìè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ àêòóàëüíûì. Áîëüøå òîãî, ÷àñòî ýòà
ïðîñòàÿ àêòóàëèçàöèÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ñïîñî-
áîì ðåøåíèÿ âîïðîñà ìîòèâàöèè ê îáó÷åíèþ (ñì, íàïð. [2]). Ìû ìîæåì ñ ýòèì
ïîñïîðèòü, óêàçûâàÿ äâå äðóãèå ïðè÷èíû óãíåòåíèÿ ìîòèâàöèè. Êðîìå òîãî,
çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáúåêòèâíî áîëåå çíà÷èìà äëÿ óïðàâëå-
íèÿ ïëàíîâûì õîçÿéñòâîì, ÷åì ðûíî÷íûì. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ÿðêèõ çàäà÷,
ñïîñîáíûõ îêàçàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ìîòèâàöèþ ê îáó÷åíèþ. Ìû ñ÷èòà-
åì, ÷òî ýòèì è íóæíî îãðàíè÷èòüñÿ, íå ïîâûøàòü êîëè÷åñòâî çàäà÷ ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì, à, íàîáîðîò, ñíèæàòü, ñóæàÿ
èõ êðóã äî òåõ ñàìûõ äâóõ-òð¼õ ÿðêèõ òèïîâ çàäà÷. Îãîâîðèìñÿ, ÷òî ñêàçàííîå
êàñàåòñÿ èìåííî òåìû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå
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ìåòîäû äåéñòâèòåëüíî íóæäàþòñÿ â ðàñøèðåíèè çàäà÷íîé áàçû çàäàíèÿìè ñ
ýêîíîìè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì.

Ðàñêðûâàÿ òðåòüþ ñôîðìóëèðîâàííóþ ïðè÷èíó óãíåòåíèÿ ìîòèâàöèè
ñòóäåíòîâ, âñïîìíèì î ïðîôèëèçàöèè øêîëüíîãî îáðàçîâàíèÿ â 10-11 êëàñ-
ñàõ. Ñ ó÷¼òîì èíåðòíîñòè øêîëüíîãî îáðàçîâàíèÿ, åãî íåñêëîííîñòè ê ïå-
ðåìåíàì, ðàçíèöà â ïîäãîòîâêå (â òîì ÷èñëå è ìàòåìàòè÷åñêîé) âûïóñêíè-
êîâ ðàçíûõ ïðîôèëåé ñòàëà çàìåòíî è ìàññîâî ïðîÿâëÿòüñÿ ïîñëåäíèå 4-5
ëåò. Ñòóäåíòàìè-ýêîíîìèñòàìè â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñòàíîâÿòñÿ âûïóñêíèêè
åñòåñòâåííî-íàó÷íîãî, ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîãî, îáùåîáðàçîâàòåëüíîãî ïðî-
ôèëÿ (èñêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò ýêîíîìè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ íàèáîëåå ïðåñòèæ-
íûõ âóçîâ, ãäå çàìåòíà äîëÿ ñòóäåíòîâ ñ áîëåå âûñîêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãî-
òîâêîé). Òî åñòü óìåíèÿ ñòóäåíòîâ-ýêîíîìèñòîâ äàæå â ýëåìåíòàðíîé ìàòåìà-
òèêå âåñüìà îãðàíè÷åííû, à ñïîñîáíîñòü îñâàèâàòü ìàòåðèàë âûñøåé ìàòåìà-
òèêè íóæäàåòñÿ â ñïåöèàëüíîì öåëåíàïðàâëåííîì ðàçâèòèè. Ýòî îçíà÷àåò, âî-
ïåðâûõ, íåîáõîäèìîñòü áîëüøåé êîíöåíòðàöèè óñèëèé ïðåïîäàâàòåëÿ íà èäåé-
íîé ñóùíîñòè ìàòåðèàëà, â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ôîðìèðîâàíèå óìåíèé ðåøåíèÿ ñòàíäàðòíûõ çàäà÷ äîëæíî ïîòåñíèòü-
ñÿ â (è òàê óçêèõ) ðàìêàõ ó÷åáíîãî âðåìåíè. Âî-âòîðûõ, âñÿêàÿ âîçìîæíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ âíóòðèïðåäìåòíûõ ñâÿçåé ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà âûñøåé ìàòåìà-
òèêè äîëæíà áûòü îáÿçàòåëüíî èñïîëüçîâàíà äëÿ âçàèìíîé ïîääåðæêè ðàçíûõ
ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè. Â íàøåì ñëó÷àå, ìû âèäèì î÷åâèäíóþ âîçìîæíîñòü âçà-
èìîäåéñòâèÿ ñ ìàòåðèàëîì àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè (à âî ìíîãèõ ïðîãðàììàõ
îáó÷åíèÿ ýêîíîìèñòîâ ýòî âîîáùå åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü èçëîæèòü îñíîâû
àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà). Â ýòîé ñâÿçè óñèëèâàåò-
ñÿ ðîëü ñèìïëåêñ-ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: ñâÿçü
àëãîðèòìà ñî ñâîéñòâàìè âûïóêëîé ìíîãîãðàííîé îáëàñòè, íà êîòîðîé ðåøàåòñÿ
çàäà÷à îïòèìèçàöèè, íàñòîëüêî ïîíÿòíà è åñòåñòâåííà, ÷òî óïóñêàòü âîçíèêà-
þùèå ìåòîäè÷åñêèå âîçìîæíîñòè îáèäíî.

Êàêîâû æå ìîãóò áûòü ðåêîìåíäàöèè ïî ïðåîáðàçîâàíèþ ñèñòåìû çàäà÷
â ñâåòå ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé?

1. Ó÷åáíûå çàäàíèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè è ñåãîäíÿ èãðàþò îñîáóþ ðîëü
â îñâîåíèè ìàòåðèàëà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: îíè ïîçâîëÿþò ñòóäåíòàì
íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ¾ìåõàíèêó¿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îïòèìèçàöèîííîé
çàäà÷è. Îñíîâíûå òåðìèíû çàäà÷è îïòèìèçàöèè (òàêèå êàê ¾ëèíèÿ óðîâíÿ¿,
¾îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé¿ è òîìó ïîäîáíûå) ïðèîáðåòàþò âèçóàëüíûå îá-
ðàçû, èçìåíåíèå çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ îïòèìèçàöèè � êèíåñòåòè÷åñêèé îáðàç. Äëÿ ó÷åáíûõ çàäàíèé ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðíî òðåáîâàíèå ðåøåíèÿ ¾ãðàôè÷å-
ñêèì ìåòîäîì¿. Ðàáîòàÿ ñî ñòóäåíòàìè ýêîíîìè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé, ìû ÷àñòî
çàìå÷àåì, ÷òî òðóäíîñòè âîçíèêàþò äàæå íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ïðÿìûõ, çàäà-
þùèõ ãðàíèöû îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Ðàçóìååòñÿ, ýòî îáúÿñíÿåòñÿ îò-
ñóòñòâèåì èëè íåäîñòàòêîì óìåíèé èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Íàìå÷àåòñÿ
ñõåìà: íåîáõîäèìû óìåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà ïëîñêîñòè � öåëåñîîá-
ðàçíà ðåàëèçàöèÿ ìàòåðèàëà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÷åðåç ñâîéñòâà âû-
ïóêëûõ ìíîæåñòâ � â çàäà÷àõ åñòü âîçìîæíîñòü óñëîæíåíèÿ ñ ïåðåõîäîì ê
àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè â ïðîñòðàíñòâå. Òî åñòü, ðàç âñ¼ ðàâíî ïðèõîäèòñÿ
ðàáîòàòü ñ òåîðèåé è çàäà÷àìè àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òî ìîæíî ñäåëàòü
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óäîáíûå îáîáùåíèÿ îòòàëêèâàÿñü îò ¾óñòðîéñòâà¿ îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé â ñëó÷àå ïëîñêîñòè, ïðîñòðàíñòâà, ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìîñòü â çàäàíèÿõ òð¼õìåðíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. Êîíå÷íî, òðàäèöèîííûé ¾ãåîìåòðè÷åñêèé ìåòîä¿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â òð¼õìåðíûé ñëó÷àé ïåðåíåñòè òðóäíî (äâèæåíèå
ëèíèè óðîâíÿ òåðÿåò íàãëÿäíîñòü äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ). Îäíàêî ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü çàäà÷è íà îòûñêàíèå âåðøèí îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, âûÿñíåíèå
èõ ïðèíàäëåæíîñòè îäíîìó ðåáðó, ãðàíè, îäíîé ëèíèè óðîâíÿ. Ïðåäñòàâëåíèÿ,
ôîðìèðóåìûå â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷ ýòîãî òèïà, ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòîì ïî-
íèìàíèÿ îñíîâíîé ÷àñòè ìàòåðèàëà. Â òî æå âðåìÿ, çäåñü òðåáóþòñÿ çíà÷èòåëü-
íûå âû÷èñëèòåëüíûå óñèëèÿ, êðîïîòëèâàÿ ðàáîòà (çà÷àñòóþ ïðîâîöèðóþùàÿ
ìåëêèå âû÷èñëèòåëüíûå îøèáêè). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåò ïðè÷èí îòêàçûâàòü-
ñÿ îò âñïîìîãàòåëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ óíèâåðñàëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ
ïðè âûïîëíåíèè èìåííî òàêèõ çàäàíèé. Â èòîãå, ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü âêëþ-
÷åíèå ýòèõ çàäà÷ ïðåèìóùåñòâåííî â çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòó-
äåíòîâ. Êîëè÷åñòâî èõ â ñèñòåìå ó÷åáíûõ çàäàíèé äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íûì
äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé îá îáëàñòè îãðàíè÷åíèé, õàðàêòåðíîé äëÿ
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïåðâî-
íà÷àëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ó÷åáíîé ãðóïïû.

ÏÐÈÌÅÐ ÇÀÄÀÍÈß. Íàéòè âñå âåðøèíû ìíîãîãðàííîé îáëàñòè, çàäàí-
íîé ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ: 

0 ≤ z ≤ 5,

0 ≤ x + y ≤ 3,

0 ≤ x− y + z ≤ 6.

2. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ ïðîøëîãî ïóíêòà, îòìåòèì, ÷òî ðàçâèòèå
ïðåäñòàâëåíèé î ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è èõ
âåðøèí ñîçäà¼ò ñïåöèôè÷åñêèå âîçìîæíîñòè îñîçíàíèÿ ñóùíîñòè ñèìïëåêñ-
ìåòîäà óæå â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. À äëÿ ýòîãî íóæíû çàäàíèÿ, ïðåäïîëàãà-
þùèå ïîèñê âåðøèí è ð¼áåð ìíîãîãðàííîé îáëàñòè è èññëåäîâàíèå íàéäåííûõ
ýëåìåíòîâ â ñâÿçè ñ öåëåâîé ôóíêöèåé. Â ñîîòâåòñòâèå ñî ñäåëàííûìè âûøå
ïðåäëîæåíèÿìè, ýòîò òèï çàäà÷ äîëæåí âûäâèãàòüñÿ íà ïåðåäíèé ïëàí, ïî-
ñòåïåííî âûòåñíÿÿ çàäàíèÿ íà ìåõàíè÷åñêîå ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà â ñòèëå
¾ñèìïëåêñ-òàáëèö¿, à óìåíèå ðåøàòü ýòè çàäàíèÿ � âõîäèòü â ôîðìóëèðîâêó
îñíîâíîé öåëè îáó÷åíèÿ ðàçäåëó.

ÏÐÈÌÅÐ ÇÀÄÀÍÈß. Îáîçíà÷èâ ðàçëè÷íûìè áóêâàìè âåðøèíû îáëàñòè
îïòèìèçàöèè, ïåðå÷èñëèòå âñå ð¼áðà ýòîé îáëàñòè. Íàéäèòå ñàìîå äëèííîå ðåá-
ðî. Ïåðåáîðîì çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè â âåðøèíàõ íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

x1 − 2x2 + x3 + 2x4 −→ max

D :


x1 − 2x2 + x3 + 2x4 ≤ 8,

x1 ≤ 3,

xi ≥ 0 (i = 1, 2, 3, 4).
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3. Íàìå÷åííàÿ ïðåäûäóùèìè ïóíêòàìè êîíöåïöèÿ ðåàëèçàöèè ìàòåðèà-
ëà çàñòàâëÿåò äîïîëíÿòü ñîñòàâ ó÷åáíûõ çàäàíèé çàäà÷àìè îáðàòíûìè ê îñíîâ-
íûì â òîì èëè èíîì ñìûñëå. Ýòî åñòåñòâåííî, òàê êàê ðå÷ü èä¼ò ôàêòè÷åñêè îá
îòêàçå îò ïîíèìàíèÿ çàãëàâíîãî ìàòåðèàëà êàê ¾ðåöåïòà¿ ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïåðåõîäå ê ôîðìèðîâàíèþ
îñìûñëåííîãî ïîíèìàíèÿ ñóùíîñòè ìîäåëè è å¼ ìàòåìàòè÷åñêîé îáîñíîâàííî-
ñòè. Ïîýòîìó ñòîèò äîáàâèòü â ñèñòåìó ó÷åáíûå çàäàíèÿ, èìåþùèå ñìûñë îá-
ðàòíûõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïðåäëîæèòü îïèñàòü ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ
ìíîãîãðàííóþ îáëàñòü, çàäàííóþ ãåîìåòðè÷åñêèì îïèñàíèåì, èëè îïèñàòü âñå
öåëåâûå ôóíêöèè, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà çàäàí-
íîé îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé èìååò ðåøåíèå â óêàçàííîé âåðøèíå è ò.ä.
Ïî îïûòó àâòîðîâ ñòàòüè òàêèå çàäà÷è ìîãóò ñîñòàâèòü äî ÷åòâåðòè âñåõ çàäà÷,
ðåøàåìûõ ïðè ðåàëèçàöèè ðàçäåëà.

ÏÐÈÌÅÐ ÇÀÄÀÍÈß. ×åòûð¼õóãîëüíàÿ ïèðàìèäà ñ îñíîâàíèåì â ïëîñ-
êîñòè xOy èìååò âåðøèíû A(0, 2, 0), B(0,−2, 0), C(1, 0, 0), D(1,−2, 0), E(0, 0, 1).
Îïèñàòü å¼ ñ ïîìîùüþ ïÿòè îãðàíè÷åíèé-íåðàâåíñòâ. Íàéòè, ïîíèìàÿ å¼ êàê
îáëàñòü îïòèìèçàöèè, ìèíèìóì öåëåâîé ôóíêöèè x− 2y + 3z.

4. Î âîçìîæíîì óìåíüøåíèè êîëè÷åñòâà çàäàíèé, ïðåäïîëàãàþùèõ ðåøå-
íèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè, ìû óæå ïè-
ñàëè âûøå. Êñòàòè, ñîáñòâåííî ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü äå-
ëàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäñòâ àâòîìàòèçàöèè âû÷èñëåíèé, äàæå è ñïåöèàëüíî
ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîíêðåòíûõ òèïîâ (äëÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà,
ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è è ìíîãîãî äðóãîãî ïðîñòûì
ïîèñêîì â èíòåðíåòå ëåãêî ìîæíî íàéòè îíëàéí-ðåñóðñû íå òîëüêî ðåøàþùèå
çàäà÷ó, íî îôîðìëÿþùèå, à èíîãäà è âèçóàëèçèðóþùèå ïðîöåññ ðåøåíèÿ ïî
ýòàïàì). Îïèñûâàåìûé òèï çàäàíèé óòðà÷èâàåò ðîëü ôîðìèðóþùåãî äëÿ íà-
âûêîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàê êàê ñàìè ýòè íàâûêè
ñåãîäíÿ áåñïîëåçíû. Çàòî ìîæíî îòîáðàòü çàäà÷è äåéñòâèòåëüíî çíà÷èìûå äëÿ
ñîâðåìåííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ðåàëèé è îòðàáîòàòü ýòàï èíòåðïðåòàöèè óñëîâèé
çàäà÷è, ïðèâîäÿùèé èõ ê îäíîé èç ôîðì çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
ïîäõîäÿùåé äëÿ ðåàëèçàöèè òîãî èëè èíîãî àëãîðèòìà.

Â çàêëþ÷åíèå åù¼ ðàç ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ñäåëàííûå âûøå çàìå÷àíèÿ è
ñôîðìóëèðîâàííûå ïðåäëîæåíèÿ îòíîñÿòñÿ èìåííî ê ýêîíîìè÷åñêèì íàïðàâ-
ëåíèÿì áàêàëàâðèàòà. Âñ¼ âûñêàçàííîå âûøå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì àíàëèçà
îïûòà ðàáîòû àâòîðîâ òîëüêî â äâóõ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ è íå ìîæåò
ïðåòåíäîâàòü íà ñòàòóñ íàä¼æíî ïðîâåðåííîãî íàó÷íîãî çíàíèÿ. Äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ äîñòîâåðíûõ ðåçóëüòàòîâ, î÷åâèäíî, íåîáõîäèìà îðãàíèçàöèÿ ñïåöèàëüíîãî
ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.
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Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ èäåé òåîðèè èãð è èãðîâûõ çàäà÷ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ

íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè â ñðåäíåé øêîëå. Êëþ÷åâûå ñëîâà: èçó÷åíèå ìàòåìàòèêè, òåîðèÿ

èãð, âûèãðûøíûå ñòðàòåãèè.

Êàçàëîñü áû, çàäà÷è ïî òåîðèè èãð äàëåêè îò øêîëüíîé ïðîãðàììû è èõ
ðåøåíèå íàïðÿìóþ íå ñâÿçàíû íè ñ îäíèì èç ðàçäåëîâ øêîëüíîãî êóðñà. Îäíà-
êî, îïûò èíòåãðàöèè îñíîâíîãî îáùåãî è äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ãîâîðèò
î íåîæèäàííûõ ýôôåêòàõ è âîçìîæíîñòÿõ, êîòîðûå îòêðûâàþòñÿ ïðè èñïîëü-
çîâàíèè íà óðîêàõ òåì, òðàäèöèîííî îòíîñèìûõ ê ðàáîòå êðóæêîâ è ôàêóëü-
òàòèâîâ. Àâòîðû õîòÿò â ýòîé çàìåòêå ïðîäîëæèòü ðàçãîâîð, íà÷àòûé â [1, 2] è
îáñóäèòü èñïîëüçîâàíèå íà óðîêàõ ìàòåìàòèêè êîìïëåêñà èäåé, óñïåøíî ïðè-
ìåíÿþùèõñÿ â ñèñòåìå äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ. Íà ýòîò ðàç ïðåäìåòîì
ðàññìîòðåíèÿ ñòàíóò èãðû è èãðîâûå ñòðàòåãèè.

Íà÷íåì ñ èçâåñòíîé ìíîãèì ñèòóàöèè: ó÷åíèê âåðíóëñÿ ñ îëèìïèàäû è
ïðèíåñ ó÷èòåëþ óñëîâèå çàäà÷è, êîòîðóþ åìó ðåøèòü íå óäàëîñü. Âìåñòî ïî-
ìîùè â ðåøåíèè ó÷åíèê çà÷àñòóþ ñëûøèò â îòâåò ñëîâà ïðåïîäàâàòåëÿ ¾Ýòî
îëèìïèàäíàÿ çàäà÷à!¿, ÷òî è çàâåðøàåò îáñóæäåíèå. È äåëî íå òîëüêî â òîì,
÷òî ó÷èòåëü ñàì íå ìîæåò ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, � äëÿ êàæäîãî ÷åëîâåêà åñòü çàäà-
÷à, êîòîðóþ îí íå ìîæåò ðåøèòü! � à â òîì, ÷òî íà ýòîì àíàëèç ïåäàãîãè÷åñêîé
ñèòóàöèè îáû÷íî è çàêàí÷èâàåòñÿ. . .

Îòìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî íåðåäêî ó÷åíèê, ïðèõîäÿ ñ âîïðîñîì ê ó÷èòåëþ,
ïðîñòî íå ïîíèìàåò, ÷åãî îò íåãî õîòÿò â êîíêðåòíîé çàäà÷å. Ýòî ìîæåò áûòü,
â ÷àñòíîñòè, è íåïîíèìàíèå òîãî, ÷òî çíà÷èò äîêàçàòü êàêîå-òî óòâåðæäåíèå.
Îñîáåííî òðóäíî ýòî äëÿ ó÷àùèõñÿ 5-6 êëàññîâ, êîòîðûå åùå íå ñòîëêíóëèñü â
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êóðñå ãåîìåòðèè ñ çàäà÷àìè íà äîêàçàòåëüñòâî. Â íà÷àëüíîé øêîëå è 5-6 êëàñ-
ñå èõ ïðàêòè÷åñêè íåò. Òî÷íåå, îíè âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî â òåìå ¾Äåëèìîñòü è
ïðèçíàêè äåëèìîñòè¿, äà è òî â òå÷åíèå íå áîëåå 2-3 íåäåëü è äàëåêî íå ó âñåõ
ó÷èòåëåé. Â èòîãå äëÿ øêîëüíèêà ñàìî ïîíÿòèå ¾äîêàçàòü¿ íå èìååò ñòðîãî
îïðåäåëåííîãî ñìûñëà, è ðåáåíîê èñêðåííå íå ïîíèìàåò, ÷åì îòâåò ¾Íåëüçÿ, ïî-
òîìó ÷òî ó ìåíÿ íå ïîëó÷èëîñü¿ íà âîïðîñ çàäà÷è ¾Ìîæíî ëè . . . ?¿ îòëè÷àåòñÿ
îò äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ¾íè ó êîãî íå ïîëó÷èòñÿ¿. Òóò æå âîçíèêàåò âîïðîñ
î òîì, êàê ñôîðìóëèðîâàòü ãèïîòåçó, êîòîðóþ ìû õîòèì äîêàçûâàòü: ìîæíî
èëè íåëüçÿ, âåðíî ëè òî èëè èíîå óòâåðæäåíèå, âîçìîæíî èëè íåò ïîñòðîåíèå
òðåáóåìîãî â çàäà÷å ïðèìåðà è ò.ä.

Âî-âòîðûõ, íåò îòäåëüíîé ìàòåìàòèêè øêîëüíîãî óðîêà, ýëåìåíòàðíîé
è âûñøåé ìàòåìàòèêè, îëèìïèàäíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòèêè ÅÃÝ è âñòóïè-
òåëüíûõ ýêçàìåíîâ. Ýòî âîâñå íå íàó÷íûå ïîíÿòèÿ, à ïîíÿòèÿ ÷èñòî ó÷åáíûå;
ïðè ýòîì ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî çíà÷èò ¾ðåøèòü çàäà÷ó¿ è ¾äîêàçàòü óòâåðæäå-
íèå¿ îò ìåñòà, ãäå çàäà÷à íàì âñòðåòèëàñü, íå ìåíÿåòñÿ. Ñóùåñòâåííûìè æå
ïðîáëåìàìè ÿâëÿþòñÿ íåñôîðìèðîâàííîñòü ó øêîëüíèêà îïðåäåëåííûõ íàâû-
êîâ ìûøëåíèÿ, íåçíàíèå íåêîòîðûõ ïðèåìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ èëè èñïîëüçóåìûõ
â ðåøåíèè ôàêòîâ è òåîðåì è, íàêîíåö, ñïîñîáíîñòü ê äëèòåëüíîé êîíöåíòðà-
öèè âíèìàíèÿ íà çàäà÷å, êîãäà áûñòðî åå ðåøèòü íå óäàåòñÿ. Åñëè ëèêâèäàöèÿ
ïåðâûõ äâóõ ïðîáëåì çàâèñèò îò îáó÷åííîñòè, òî òðåòüÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ïñèõî-
ëîãè÷åñêîé è åå ðåøåíèå âîçìîæíî ëèøü ñ ïîìîùüþ ïîâûøåíèè ìîòèâàöèè è ñ
èñïîëüçîâàíèåì âîçìîæíîñòè äàòü ó÷àùèìñÿ õîòÿ áû èëëþçîðíîå èëè ÷àñòè÷-
íîå îùóùåíèå óñïåõà, êîãäà çàäà÷à åùå íå ðåøåíà, íî íåîáõîäèìî ïðîäîëæèòü
ïðîöåññ åå ðåøåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ñðåäñòâà äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ íàâûêîâ àíàëèçà óñëîâèÿ çàäà-
÷è, ôîðìóëèðîâêè ãèïîòåç, ñòàíîâëåíèÿ íàâûêîâ äîêàçàòåëüñòâà, ïîâûøåíèÿ
ìîòèâàöèè è ðàçâèòèÿ ñïîñîáíîñòè äëèòåëüíîé êîíöåíòðàöèè ðåáåíêà íà ïðî-
öåññå ðåøåíèÿ òðóäíîé çàäà÷è ìû õîòèì ïðåäëîæèòü èñïîëüçîâàòü â ó÷åáíîì
ïðîöåññå èãðû è èãðîâûå çàäà÷è.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íà ýòó òåìó íàïèñàíî ìíîæåñòâî ñòàòåé è áðîøþð,
îíè ïîñâÿùåíû ñîâñåì äðóãîé ïðîáëåìå: êàê ïîäãîòîâèòü øêîëüíèêà ê óñïåø-
íîìó ó÷àñòèþ â îëèìïèàäàõ äîñòàòî÷íî âûñîêîãî óðîâíÿ. Êàê ïðàâèëî, îíè
íà÷èíàþòñÿ ñ ïåðå÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ èãðîâûõ ñòðàòåãèé (ñèììåòðè÷íûå è
äîïîëíèòåëüíûå ñòðàòåãèè, ñòðàòåãèè ïåðåäà÷è õîäà, àíàëèç âûèãðûøíûõ è
ïðîèãðûøíûõ ïîçèöèé, íåêîíñòðóêòèâíûå äîêàçàòåëüñòâà è ò.ä.). Äëÿ êàæäîé
èç ñòðàòåãèé â ðàìêàõ êëàññèôèêàöèè ïðèâîäÿòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû åå
èñïîëüçîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ, äàþòñÿ çàäà÷è è ñîîáùàþòñÿ èõ ðåøå-
íèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî â ó÷åáíîì ïðîöåññå è íà óðîêàõ âðåìåíè íà òàêîå èçó÷åíèå
íåò. È íèêòî íå îáúÿñíÿåò, êîãäà è â êàêîé ìîìåíò ó÷èòåëü äîëæåí ñõâàòèòüñÿ
çà ãîëîâó è çà÷åì-òî íà÷àòü äàâàòü òàêèå çàäà÷è øêîëüíèêàì. È íàäî ëè èõ
âîîáùå ðåøàòü èõ è ÷åãî ïðè ýòîì õîòåòü îò ðåáåíêà?

Îïàñåíèÿ â èñïîëüçîâàíèè èãðîâûõ çàäà÷ îáóñëîâëåíû â ïåðâóþ î÷åðåäü
¾íåâèäèìûì¿ ðåçóëüòàòîì. Èõ íåëüçÿ áûñòðî ïðîâåðèòü ïî îòâåòàì. Íåò ãîòî-
âûõ òåñòîâ äëÿ ïðîâåðêè èòîãîâ îáó÷åíèÿ: óñâîèë íå óñâîèë, íàó÷èëñÿ èëè íå
íàó÷èëñÿ.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòñóòñòâèå áûñòðîãî è íàãëÿäíîãî ðåçóëüòàòà íå äîëæ-
íî îñòàíàâëèâàòü. Çàëîæåííûå âîçìîæíîñòè ýòîãî èíñòðóìåíòà íåîáõîäèìî èñ-
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ïîëüçîâàòü, è íà÷èíàòü ìîæíî â ëþáîì âîçðàñòå è êëàññå.
Ýòî íå òîëüêî ñïîñîá çàêðûòü íåõâàòêó çàäà÷ íà äîêàçàòåëüñòâî, íî è

1. óìåíèå àíàëèçèðîâàòü óñëîâèå çàäà÷è;

2. îñóùåñòâëÿòü ïåðåáîð âàðèàíòîâ, óïîðÿäî÷èâàòü åãî, êîíòðîëèðîâàòü
ïîëíîòó ïåðåáîðà;

3. óñïåøíûå ïåðâûå øàãè â ðåøåíèè, òàê êàê îíè ïðåäïèñàíû â ñàìîì óñëî-
âèè çàäà÷è ïðàâèëàìè èãðû;

4. äîñòóïíîñòü óñïåøíîé äåÿòåëüíîñòè è îùóùåíèå óñïåõà îò ñàìîãî ïðîöåñ-
ñà èãðû (ñ ñîñåäîì ïî ïàðòå, à äîìà � ñ áðàòîì, ñåñòðîé èëè ðîäèòåëÿìè!);

5. àçàðò áîðüáû, êàê ñðåäñòâî ïîâûøåíèÿ ñïîñîáíîñòè ê äëèòåëüíîé êîíöåí-
òðàöèè âíèìàíèÿ è ïîâûøåíèþ ìîòèâàöèè;

6. àíàëèç óñïåõîâ è íåóäà÷, ïîñòðîåíèå ïðèìåðîâ è êîíòðïðèìåðîâ, ïðîöåññ
ôîðìóëèðîâêè ãèïîòåç, èõ ïåðåâîä íà ôîðìàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê,
ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòà ïî èõ ïîäòâåðæäåíèþ èëè îïðîâåðæåíèþ, ïîèñê
âûèãðûøíîé ñòðàòåãèè;

7. ñïîñîá ïîêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äåäóêòèâíîé íàó-
êîé, êîãäà íàäî äîêàçàòü óæå ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå, íî ñàìî
ýòî óòâåðæäåíèå ïîÿâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ìûñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, è ïî-
ÿâëåíèå ôîðìóëèðîâêè, ãèïîòåçû ïîçâîëÿåò ó÷àùèìñÿ ïîçíàêîìèòüñÿ è ñ
ýòîé æèâîé, ýìïèðè÷åñêîé ÷àñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè.

È âñå ýòî � â èãðå, êîãäà êîíöåíòðàöèÿ âíèìàíèÿ äîñòèãàåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì, íå ãîâîðÿ óæ î òîì, ÷òî ñàìà ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â âèäå èãðû
è âîçìîæíîñòè âûèãðûøà äëÿ ìàëåíüêèõ äåòåé � êàê ÿðêèé ôàíòèê, êîòîðûé
ïðèâëåêàåò èõ âíèìàíèå.

Èñïîëüçîâàíèå èãðîâûõ çàäà÷ ñïîñîáñòâóåò è ïîäãîòîâêå ðåáÿò ê ïåð-
âûì øàãàì â ïðîãðàììèðîâàíèè. Çàäåéñòâîâàíû òå æå ìåõàíèçìû ìûøëåíèÿ,
êîãäà íóæíî âûäåëèòü ñòðóêòóðó è âûñòðîèòü ñõåìó âûèãðûøíîé ñòðàòåãèè,
îïèñàòü àëãîðèòì, èññëåäîâàòü êîíå÷íîñòü èëè áåñêîíå÷íîñòü èãðû. Ïðè÷åì â
áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷àõ áûâàþò è óñëîâèÿ âûáîðà ñòðàòåãèè (âåòâëåíèÿ), ñî-
äåðæàùèå êðèòåðèè, ôîðìóëèðóåìûå â âèäå íåðàâåíñòâ, äåëèìîñòè, îñòàòêîâ è
ò.ä., ÷òî äåëàåò âîñòðåáîâàííûìè è ïîçâîëÿåò àêòóàëèçèðîâàòü ìíîãèå ðàçäåëû
øêîëüíîãî êóðñà. Äîáàâèì â ðàññìîòðåíèå âîñòðåáîâàííîñòü èãð â ýêîíîìèêå,
è ìû ïîëó÷èì èñïîëüçîâàíèå èãð è çàäà÷ íà ïîèñê èãðîâûõ ñòðàòåãèé, êàê
ìîùíûé èíñòðóìåíò, êîòîðûé ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ ìûøëåíèÿ ó÷àùèõñÿ.

Ïåðåéäåì ê êîíêðåòíûì ïðèìåðàì, íà÷èíàÿ ñ çàäà÷ äëÿ ñàìûõ ìàëåíü-
êèõ.

Çàäà÷à 1. Äâîå èãðîêîâ ïî î÷åðåäè ðàçðåçàþò íîæíèöàìè ñòîðîíû êëå-
òîê áóìàæíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà 3 × 4. Çà õîä äåëàþò ðàçðåç ïî îäíîé ñòîðîíå
êëåòêè. Ïåðâûé èãðîê íà÷èíàåò ñ êðàþ, à ñëåäóþùèé ðàçðåç íà÷èíàåòñÿ â êîíöå
ïðåäûäóùåãî. Âûèãðûâàåò òîò, ïîñëå ðàçðåçà êîòîðîãî ïðÿìîóãîëüíèê ðàçâà-
ëèòñÿ íà ÷àñòè. Ó êîãî èç èãðîêîâ åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ?

Çàäà÷à 2. Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà 5× 7.
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Ïåðåéäåì ê áîëåå âêóñíûì çàäà÷àì.
Çàäà÷à 3. Íà òàðåëêå ëåæàò 9 êîíôåò. Äâîå èãðîêîâ ïî î÷åðåäè åäÿò

êîíôåòû, ïðè÷åì çà õîä ìîæíî ñúåñòü ïî ñâîåìó âûáîðó îäíó èëè äâå. Âûèã-
ðûâàåò òîò, ïîñëå õîäà êîòîðîãî òàðåëêà îïóñòååò, à ïðîèãðàâøèé ìîåò ïîñóäó.
Ó êîãî èç èãðîêîâ åñòü ñïîñîá âûèãðàòü? À åñëè êîíôåò 10? À åñëè 11?

Ýòà çàäà÷à èñïîëüçóåò äåëèìîñòü íà òðè è ïîíÿòèå îñòàòêà. Ïîýòîìó
åå åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ïðè èçó÷åíèè äåëèìîñòè è îñòàòêîâ. Åñëè ÷èñëî
êîíôåò äåëèòñÿ íà 3, òî âòîðîé èãðîê ëåãêî âûèãðûâàåò, äîïîëíÿÿ õîä ïåðâîãî
äî òðåõ. À âîò äëÿ 10 è 11 êîíôåò âûèãðûâàåò ïåðâûé. Ðàçóìååòñÿ, åñëè çà õîä
ìîæíî ñúåäàòü îò 1 äî k êîíôåò, îòâåò è âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ áóäóò çàâèñåòü
îò äåëèìîñòè è îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà k + 1.

Çàäà÷à 4. Ðåøèòå çàäà÷ó, àíàëîãè÷íóþ ïðåäûäóùåé, åñëè òîò, ïîñëå
õîäà êîòîðîãî òàðåëêà îïóñòååò, ïðîèãðûâàåò.

Çàäà÷à 5. Íà ñòîëå â ðÿä ëåæàò 11 ïèðîæíûõ. Çà õîä èãðîê ìîæåò
ñúåñòü îäíî ïèðîæíîå èëè äâà ëåæàùèõ ðÿäîì. Äâîå èãðîêîâ õîäÿò ïî î÷åðåäè.
Âûèãðûâàåò òîò, ïîñëå õîäà êîòîðîãî ïèðîæíûõ íå îñòàíåòñÿ. Ó êîãî èç èãðîêîâ
åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ, ó íà÷èíàþùåãî èëè ó âòîðîãî?

Çàäà÷à 6. À åñëè íà ñòîëå ïåðâîíà÷àëüíî áûëî 12 ïèðîæíûõ?
Çàäà÷à 7. Äâîå èãðîêîâ ïî î÷åðåäè êëàäóò íà êðóãëûé ñòîë ïÿòàêè. Ïðè

ýòîì ïÿòàêè íå ìîãóò íàëåãàòü äðóã íà äðóãà è ñâèñàòü ñî ñòîëà. Ïðîèãðûâàåò
òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Ó êîãî èç íèõ åñòü ñïîñîá âûèãðàòü? À åñëè ñòîë
êâàäðàòíûé? Ïðÿìîóãîëüíûé?

Ïîñëåäíèå òðè çàäà÷è çíàêîìÿò øêîëüíèêà ñ âàæíûì ïîíÿòèåì ñèììåò-
ðèè íà ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

Çàäà÷à 8. Èìååòñÿ øîêîëàäêà 6× 9 äîëåê ñ ïÿòüþ ïðîäîëüíûìè è âîñå-
ìüþ ïîïåðå÷íûìè óãëóáëåíèÿìè, ïî êîòîðûì å¼ ìîæíî ëîìàòü. Èãðàþò äâîå,
õîäÿò ïî î÷åðåäè. Èãðàþùèé ñâîèì õîäîì îòëàìûâàåò îò øîêîëàäêè ïîëîñêó
øèðèíû 1 è ñúåäàåò å¼. Äðóãîé èãðàþùèé çà ñâîé õîä äåëàåò òî æå ñàìîå ñ
îñòàâøåéñÿ ÷àñòüþ, è ò. ä. Òîò, êòî ðàçëàìûâàåò ïîëîñêó øèðèíû 2 íà äâå ïî-
ëîñêè øèðèíû 1, ñúåäàåò îäíó èç íèõ, à äðóãóþ ñúåäàåò åãî ïàðòíåð. Äîêàæèòå,
÷òî íà÷èíàþùèé èãðó ìîæåò äåéñòâîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî åìó äîñòàíåòñÿ
ïî êðàéíåé ìåðå íà 6 äîëåê áîëüøå, ÷åì âòîðîìó.

Çàìåòèì, ÷òî âíóòðè êàæäîé ïðèâåäåííîé çàäà÷è ñôîðìóëèðîâàíû è
ïðîïèñàíû ïðàâèëà èãðû, è ðåáåíîê îñòàâøèñü ñ çàäà÷åé îäèí íà îäèí èìå-
åò ïåðåä ñîáîé ðóêîâîäñòâî ê äåéñòâèþ. Òî åñòü îí íå ìîæåò ñïðÿòàòüñÿ çà
îòãîâîðêó, ÷òî íå çíàåò ñ ÷åãî íà÷àòü. Ðåá¼íêó ñðàçó ÿñíî, ÷òî äåëàòü. Íå íàäî
íàõîäèòüñÿ â îæèäàíèè èíñòðóêöèè è ïîäñêàçêè. Ïîëó÷àåì èíòåðåñíûé ýô-
ôåêò: äàæå ñàìîìó ëåíèâîìó è íåìîòèâèðîâàííîìó ðåáåíêó áóäåò, ÷åì çàíÿòü-
ñÿ. À äàëüøå êàê â ïîãîâîðêå � ëèõà áåäà íà÷àëî! Åìó äîñòóïåí ýêñïåðèìåíò ïî
ïðàâèëàì çàäàííîé èãðû. Êàê òîëüêî ðåáåíîê íà÷àë ýêñïåðèìåíò, òî â ëþáîì
ñëó÷àå îí ïîëó÷èò ðåçóëüòàò. Èíòåðïðåòàöèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæåò ñòàòü ñà-
ìîñòîÿòåëüíîé çàäà÷åé äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñòðàòåãèè è äàëåå äîêàçàòåëüñòâà åå
ðàáîòû. Òàê íåçàìåòíî äëÿ ñåáÿ ó÷åíèê ñïîñîáåí èçó÷èòü îáúåêò èññëåäîâàíèÿ.
Âîçìîæíî, îòâåò ñðàçó íå áóäåò ïîëó÷åí è îáðàáîòêà äàííûõ ýêñïåðèìåíòà äàñò
ëèøü ÷àñòü íóæíîé èíôîðìàöèè, è èññëåäîâàíèå ïðèäåòñÿ ïðîäîëæèòü.

Ïåðåéäåì ê çàäà÷àì äëÿ áîëåå ñòàðøåãî âîçðàñòà íà òåìó ¾Ïðèçíàêè
äåëèìîñòè¿.
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Çàäà÷à 9. Ïåòÿ è Âàñÿ âûïèñûâàþò 12-çíà÷íîå ÷èñëî, ñòàâÿ öèôðû ïî
î÷åðåäè, íà÷èíàÿ ñî ñòàðøåãî ðàçðÿäà. Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå áû
öèôðû îí íå ïèñàë, Âàñÿ âñåãäà ñìîæåò äîáèòüñÿ, ÷òîáû ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî
äåëèëîñü íà 9.

Çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ áîëåå òðóäíîé â ôîðìóëèðîâêå: Âàñÿ âûèãðûâàåò, åñëè
ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 9, Ïåòÿ � åñëè íå äåëèòñÿ. Ó êîãî èç íèõ åñòü
âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ?

Çàäà÷à 10. Äâîå èãðîêîâ ïî î÷åðåäè ïèøóò 2k-çíà÷íîå ÷èñëî, èñïîëüçóÿ
öèôðû 1, 2, 3, 4, 5. Ïåðâóþ ñëåâà öèôðó ïèøåò ïåðâûé, âòîðóþ � âòîðîé, òðåòüþ
ñíîâà ïåðâûé è ò.ä. Ìîæåò ëè ïåðâûé äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ÷èñëî
äåëèëîñü íà 9, åñëè âòîðîé õî÷åò ýòîìó ïîìåøàòü? Ðàññìîòðåòü ñëó÷àè:

1. k = 10;

2. k = 15.

Çàäà÷à 11. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè âûïèñûâàþò íà äîñêå â ðÿä ñëåâà
íàïðàâî ïðîèçâîëüíûå öèôðû. Ïðîèãðûâàåò èãðîê, ïîñëå õîäà êîòîðîãî îäíà
èëè íåñêîëüêî öèôð, çàïèñàííûõ ïîäðÿä, îáðàçóþò ÷èñëî, êðàòíîå 11. Êòî èç
èãðîêîâ ïîáåäèò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Çàäà÷à 12. Äâîå èãðîêîâ ïèøóò äâàäöàòèçíà÷íîå ÷èñëî ñëåâà íàïðà-
âî, ïî î÷åðåäè äîïèñûâàÿ ïî îäíîé öèôðå. Ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò, åñëè
ïîëó÷åííîå ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà 7, âòîðîé � åñëè äåëèòñÿ. Êòî âûèãðàåò ïðè
ïðàâèëüíîé èãðå?

Ðåøåíèå îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ïîñëåäíþþ (êðàéíþþ ñïðàâà) öèôðó ïè-
øåò âòîðîé èãðîê. Äî ýòîãî ìîìåíòà îí ìîæåò âûáèðàòü ëþáûå öèôðû. Â ïî-
ñëåäíèé ìîìåíò îí äîëæåí âûáðàòü ñðåäè äåñÿòè âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ òîò, â
êîòîðîì ïîëó÷åííîå ÷èñëî ðàçäåëèòñÿ íà 7. Õîòÿ áû îäíî òàêîå åñòü â êàæäîì
äåñÿòêå.

Çàäà÷à 13. Äâîå èãðîêîâ ïî î÷åðåäè ñòàâÿò ñëîíîâ íà êëåòêè øàõìàò-
íîé äîñêè òàê, ÷òîáû ïîñòàâëåííûé ñëîí íå áèë íè îäíîãî èç ïîñòàâëåííûõ
ðàíåå. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä. Ó êîãî èç èãðîêîâ åñòü
âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ?

Ïîäñêàçêà: ñëîíû áûâàþò áåëîïîëüíûå è ÷åðíîïîëüíûå, è îäíè íå ìîãóò
áèòü äðóãèõ.

Ðàçóìååòñÿ, â èãðîâûõ çàäà÷àõ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è ìàòåðèàë øêîëü-
íîãî êóðñà àëãåáðû è ãåîìåòðèè. Â ÷àñòíîñòè, åñòü èãðû, èñïîëüçóþùèå ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé, êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí, ìíîãî÷ëåíû áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè,
òåîðåìó Âèåòà è äðóãèå ôàêòû øêîëüíîãî êóðñà. Ïðèâåäåì ïðèìåð.

Çàäà÷à 14. Íà äîñêå íàïèñàíî óðàâíåíèå x3 + . . . x2 + . . . x + . . . = 0.
Äâîå èãðàþò â òàêóþ èãðó. Ïåðâûé ñòàâèò íà ëþáîå èç ïóñòûõ ìåñò öåëîå

÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ (ïîëîæèòåëüíîå èëè îòðèöàòåëüíîå). Çàòåì âòîðîé
ñòàâèò öåëîå ÷èñëî íà îäíî èç îñòàâøèõñÿ ìåñò. Íàêîíåö, ïåðâûé ñòàâèò öåëîå
÷èñëî íà ïîñëåäíåå ñâîáîäíîå ìåñòî. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðâûé èãðîê ìîæåò èãðàòü
òàê, ÷òîáû íåçàâèñèìî îò õîäà âòîðîãî óðàâíåíèå èìåëî öåëûé êîðåíü.

Çàäà÷à 15. Âåðíî ëè, ÷òî ïåðâûé èãðîê ìîæåò èãðàòü òàê, ÷òîáû âñå
òðè êîðíÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ îêàçàëèñü öåëûìè ÷èñëàìè?
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Ïîäñêàçêà: íàäî, ÷òîáû ïîëó÷åííûõ ìíîãî÷ëåí ìîæíî áûëî ðàçëîæèòü
íà ëèíåéíûé è êâàäðàòè÷íûé ìíîæèòåëè, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò öåëûå
êîðíè.

Íàäååìñÿ, ÷òî ïðèâåäåííûå ïðèìåðû äîñòàòî÷íî óáåäèòåëüíî äåìîíñòðè-
ðóþò âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ èãðîâûõ çàäà÷ â ó÷åáíîì ïðîöåññå.
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Svetlakov A. N. The features of conducting practical classes in higher

mathematics in a remote format. In the article the features of conducting practical classes in

higher mathematics in a remote format is discussed.

Íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü ïðè îðãàíèçàöèè çàíÿòèé ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå
â äèñòàíöèîííîì ôîðìàòå âûçûâàþò ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ.Ðåøèòü íåïðîñòûå
ïðîáëåìû ïîçâîëÿþò ñëåäóþùèå ïðè¼ìû:

1. Ðåêîìåíäóåòñÿ ñôîðìèðîâàòü èç îáó÷àþùèõñÿ áðèãàäû ïðèìåðíî ïî
ïÿòü ÷åëîâåê, îñíàù¼ííûå ñèñòåìàìè Maple, Mathcad è îäíèì èëè íåñêîëüêè-
ìè ãðàôè÷åñêèìè ïëàíøåòàìè. Ãðàôè÷åñêèìè ïëàíøåòàìè, ïðàâäà, íåäîðîãè-
ìè, ñòîèìîñòüþ îêîëî 2000 ðóáëåé áåñïëàòíî îáåñïå÷èâàþòñÿ ïðåïîäàâàòåëè
óíèâåðñèòåòîâ Âåëèêîáðèòàíèè. Íåêîòîðûå øêîëû Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà ïîëó÷à-
þò îò ãîñóäàðñòâà äî 800 ïëàíøåòîâ, íî íå ãðàôè÷åñêèõ. Óñòàíîâèòü Mathcad
Prime 6.0 ïðåäëàãàåò ñòóäåíòàì è ñîòðóäíèêàì ÐÃÏÓ èì. À. È. Ãåðöåíà, ïðàâ-
äà, â ýêñïðåññ-âåðñèè áåç ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé è ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷òî
ñåðü¼çíî ïîíèæàåò åãî öåííîñòü äëÿ çàäà÷ îáó÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñòóäåí-
òû, èìåþùèå ãðàôè÷åñêèå ïëàíøåòû, ìîãóò â ñêàéïå ïîëíîöåííî "ðàáîòàòü ó
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äîñêè". Ïðî÷èå æå ìîãóò ðåøàòü çàäà÷è (ñ ñîïðîâîæäåíèåì ïðåïîäàâàòåëÿ â
ðåàëüíîì âðåìåíè) â Mathcad èëè â îíëàéí-êàëüêóëÿòîðàõ. Ðåçóëüòàòû ïðàêòè-
÷åñêîé ðàáîòû æåëàòåëüíî ñîõðàíÿòü è ïóáëèêîâàòü. Èíòåðíåò-ïîðòàë, èñïîëü-
çóåìûé äëÿ ýòèõ öåëåé [3] ïðè îíëàéí-îáó÷åíèè, áåç êàêèõ ëèáî ñïåöèàëüíûõ
àêöèé èìååò áîëåå 1300 ïîäïèñ÷èêîâ è âõîäèò â 1500 ëó÷øèõ ïî ðåéòèíãó.

2. Äðóãîé ïðîáëåìîé, àêòóàëèçèðóþùåéñÿ â ñâÿçè ñ äèñòàíöèîííûì îáó-
÷åíèåì, ÿâëÿåòñÿ îòáîð çàäà÷. Êàê óæå ñêàçàíî â ñòàòüÿõ [4], [5] ÷àñòûì íåäî-
ñòàòêîì äåìîíñòðàöèîííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü óâèäåòü
ñâîéñòâà ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé. Â [2] ïðèìåðû ïîäáèðàëèñü ñ ó÷¼òîì ýòîãî ñî-
îáðàæåíèÿ. Äðóãèì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ðåéòèíãîâîñòè. Ïåðâûé
øàã â íàïðàâëåíèè óñòðàíåíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà ñäåëàí Â. È. Àðíîëüäîì â [1].
Ê ñîæàëåíèþ, òàêèõ ðàáîò íåìíîãî. Îïðåäåë¼ííàÿ èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà
áûëà ïðîâåäåíà íàìè âìåñòå ñî ñòóäåíòàìè èíñòèòóòà èíôîðìàöèîííûõ òåõíî-
ëîãèé è òåõíîëîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ÐÃÏÓ èì. À. È. Ãåðöåíà . Ìû ïðîðåøà-
ëè â Mathcad çàäà÷è èç ðåêîìåíäîâàííûõ äëÿ ÂÓÇîâ ìåòîäè÷åñêèõ ïîñîáèé.
Ëèøü ïðèìåðíî 40 ïðîöåíòîâ ïðèìåðîâ äîïóñêàëè ðåøåíèÿ â Mathcad áåç äî-
ïîëíèòåëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òàêèì îáðàçîì, ðåøàåìîñòü â Mathcad ìîæåò
ñëóæèòü îäíèì èç ïàðàìåòðîâ ðåéòèíãîâîñòè.

3. Åù¼ îäíà ïðîáëåìà äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ � òî, ÷òî ñèëüíî ïîâûøà-
åòñÿ âàæíîñòü êà÷åñòâà êîíòðîëÿ, îñîáåííî òåêóùåãî. Çà÷¼òû, ýêçàìåíû, êîë-
ëîêâèóìû, àòòåñòàöèè ñòàíîâÿòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ñðåäñòâ îáó÷åíèÿ. Îáó÷à-
åìûå äîëæíû çíàòü, ÷òî èõ åæåíåäåëüíûå óñïåõè (íåóäà÷è) áóäóò íåìèíóåìî
îöåíåíû êîëè÷åñòâåííî, è ýòî áóäåò ñäåëàíî ãëàñíî.
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Sudakova A. G., Novichkova O. E. On the use of the MathCad package in the

study of mathematical statistics at a military-technical university. The authors discuss

the possibilities and the advantages of using the MathCad package in the study of mathematical
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Îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïðîãðàììíîãî ïàêåòà MathCad ïðè èçó÷å-

íèè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè â âîåííî-òåõíè÷åñêîì âóçå. Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïüþòåðíûå

òåõíîëîãèè â èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè, ïàêåò MathCad, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, ìîäåëèðî-

âàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðîâåðêà ãèïîòåç

Â âîåííî-òåõíè÷åñêîì âóçå ìàòåìàòèêà ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé äèñöèïëèíîé,
êîòîðàÿ âõîäèò â ó÷åáíûé ïëàí íà÷àëüíûõ êóðñîâ îáó÷åíèÿ. Ïîëó÷åííûå êóð-
ñàíòàìè ìàòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ äîëæíû ñòàòü îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøåãî èçó-
÷åíèÿ ïðîôèëüíûõ ïðåäìåòîâ. Âñå îñíîâíûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè èçó÷àþòñÿ,
â îñíîâíîì, êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì, òî åñòü íà ëåêöèÿõ ïðîèñõîäèò èçëîæåíèå
íîâîãî ìàòåðèàëà, íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ � çàêðåïëåíèå çíàíèé è îòðàáîòêà
íàâûêîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ â òåòðàäÿõ è ó äîñêè. Îäíàêî ÷àñòü çàíÿòèé ïî íåêîòî-
ðûì èçó÷àåìûì ðàçäåëàì êóðñà ìàòåìàòèêè ìîæåò áûòü ñ óñïåõîì ïðîâåäåíà
â êîìïüþòåðíîì êëàññå.

Ñîâðåìåííîå òåõíè÷åñêîå îáðàçîâàíèå íåâîçìîæíî áåç ñâîáîäíîãî âëà-
äåíèÿ êîìïüþòåðíûìè òåõíîëîãèÿìè. Áóäóùèé âîåííûé èíæåíåð äîëæåí îá-
ëàäàòü èíôîðìàöèîííîé êóëüòóðîé, óìåòü ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ ðåøàòü íåîáõîäè-
ìûå ïðîôåññèîíàëüíûå çàäà÷è è ïðîâîäèòü íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ ðåøå-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà ïðèìåíÿþòñÿ èíòåãðèðîâàí-
íûå ïðîãðàììíûå ñèñòåìû àâòîìàòèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Â ÷àñòíî-
ñòè, øèðîêèìè âîçìîæíîñòÿìè îáëàäàåò ïàêåò MathCad, ïîçâîëÿþùèé ðåàëè-
çîâàòü îñíîâíûå ñòàíäàðòíûå ôóíêöèè âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, ïðîèçâî-
äèòü ñèìâîëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñòðîèòü ãðàôèêè ðàçëè÷íûõ
âèäîâ. Èñïîëüçîâàíèå MathCad ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü íàãëÿäíîñòü îáó÷åíèÿ,
ïîâûñèòü åãî ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü è ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïîëó-
÷åííûõ êóðñàíòàìè çíàíèé.

Íàèáîëåå àêòóàëüíî èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé â ó÷åáíîì
ïðîöåññå ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Çàíÿòèÿ â êîìïüþòåðíîì
êëàññå ïðèîáðåòàþò îñîáóþ öåííîñòü, ïîñêîëüêó ðàáîòà ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè
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äàííûìè çà÷àñòóþ ñâÿçàíà ñ áîëüøèì îáúåìîì ðóòèííûõ ðàñ÷åòîâ. MathCad
ïîçâîëÿåò îïåðàòèâíî è êà÷åñòâåííî ðåøàòü îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè: îáðàáàòûâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå, ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åò è îöåíêó
÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê, ïðîâåðÿòü ñòàòèñòè÷åñêèå ãèïîòåçû, ñòðîèòü ôóíêöè-
îíàëüíûå çàâèñèìîñòè.

Â âîåííîé ñôåðå ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé
è èçìåðåíèé, öåëüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ, çàðàíåå íåèç-
âåñòíûõ. Ðåçóëüòàòû ýòèõ íàáëþäåíèé èëè èçìåðåíèé ïîäâåðãàþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå, îñíîâíîé çàäà÷åé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îïðå-
äåëåíèå çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ è ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ðàçëè÷íûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí. Ìåòîäû îáðàáîòêè îïûòíûõ äàííûõ âûðàáàòûâàþòñÿ íà îñíîâå
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Óñòàíîâëåíèå çàêîíîìåðíîñòåé, êîòîðûì ïîä÷èíå-
íû ìàññîâûå ñëó÷àéíûå ÿâëåíèÿ, îñíîâàíî íà èçó÷åíèè ìåòîäàìè òåîðèè âåðî-
ÿòíîñòåé ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ [4].

Ê ìîìåíòó èçó÷åíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè
êóðñàíòû óæå èìåþò çíàíèÿ ïî îñíîâíûì ðàçäåëàì êóðñà ìàòåìàòèêè, âëàäåþò
ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì è èìåþò íàâûêè ðàáîòû ñ MathCad. Íà çàíÿòèÿõ
êóðñàíòû ó÷àòñÿ ìîäåëèðîâàòü çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ è îáðàáàòûâàòü ïîëó-
÷åííûå ñòàòèñòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû. Ñ ïîìîùüþ âñòðîåííûõ ôóíêöèé MathCad
êóðñàíòû ïîëó÷àþò äàííûå ïî ïÿòè îñíîâíûì çàêîíàì ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí (íîðìàëüíîìó, ïîêàçàòåëüíîìó, ðàâíîìåðíîé ïëîòíîñòè, áèíîìè-
àëüíîìó, çàêîíó Ïóàññîíà), ñòðîÿò ãðàôèêè ïëîòíîñòè (äëÿ íåïðåðûâíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé) èëè âåðîÿòíîñòè (äëÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé), à òàêæå ãðàôè-
êè ñòàòèñòè÷åñêîé (íàêîïëåííîé) âåðîÿòíîñòè. Ðàññ÷èòûâàþòñÿ ÷èñëîâûå õà-
ðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Â ñèëó áîëüøîé ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ òî-
÷å÷íîå è èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè äëÿ
äàííûõ, ñîáðàííûõ â ðàçðÿäû, â ñëó÷àå ðàâíîòî÷íûõ è íåðàâíîòî÷íûõ èçìå-
ðåíèé. Ýòè âåëè÷èíû ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëàì, à ãðàíèöû äîâåðèòåëüíûõ
èíòåðâàëîâ � ïðèâëåêàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòúþäåíòà, íîðìàëüíîå è �õè-êâàäðàò�
ïîñ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî ïàêåòà MathCad [5].

Îñîáî âàæíîé òåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà ãè-
ïîòåç. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíûé êðèòåðèé, íàçûâàåìûé
ñòàòèñòèêîé. Ðàññ÷èòûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèê è ñòðîÿòñÿ ãðà-
ôèêè, èëëþñòðèðóþùèå âîçìîæíîñòü ïðèíÿòèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû. Åñëè îïûò-
íîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè ïîïàäàåò â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü, òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà
îòâåðãàåòñÿ â ñèëó ìàëîñòè äîâåðèÿ ê íåé â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì óðîâíåì
çíà÷èìîñòè.

Ïî çàâåðøåíèþ èçó÷åíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòè-
ñòèêè êóðñàíòàì ìîæåò áûòü ïðåäëîæåíà êóðñîâàÿ ðàáîòà ïî òåìå �Ïðèìåíåíèå
ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ â MathCad�. Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èñïîëüçóåò-
ñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ âîåííî-òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà, â ÷àñòíî-
ñòè, äëÿ ñîçäàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè áîÿ.

Â ñòàíäàðòíîå çàäàíèå êóðñîâîé ðàáîòû âõîäèò:

1. ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äëÿ ïÿòè îñíîâíûõ çàêîíîâðàñïðåäå-
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ëåíèÿ (íîðìàëüíîãî, ïîêàçàòåëüíîãî, ðàâíîìåðíîé ïëîòíîñòè, áèíîìèàëü-
íîãî, çàêîíà Ïóàññîíà);

2. ïîñòðîåíèå ãèñòîãðàììû, ïîëèãîíà ÷àñòîò è ãðàôèêà íàêîïëåííîé âåðî-
ÿòíîñòè äëÿ êàæäîãî çàêîíà;

3. îïðåäåëåíèå ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê âñåõ ïðîìîäåëèðîâàííûõ çàêîíîâ;

4. ïðîâåðêà ãèïîòåç î âèäå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ (äëÿ âñåõ ïÿòè çàêîíîâ);

5. ïðîâåðêà ãèïîòåç î äèñïåðñèÿõ è î ñðåäíèõ (äëÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà);

6. ôîðìóëèðîâàíèåâûâîäîâ ïî ðåçóëüòàòàì âûïîëíåííîé ðàáîòû.

Ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðîèñõîäèò ïî çàäàííûì óñëîâèÿì
íà áàçå âñòðîåííûõ ôóíêöèé MathCad. Óêàçûâàþòñÿ êîëè÷åñòâî äàííûõ è èñ-
õîäíûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîìó çà-
êîíó. Ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåí òàáëèöåé (ðèñ 1.). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïîëèãîíà ÷àñòîò, ïîëèãîíà âåðîÿòíîñòåé, ñòàòèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ íåîáõîäèìî ñîáðàòü ïîëó÷åííûå äàííûå â ðàçðÿäû. Äëÿ ýòîãî ñîçäàþòñÿ
÷åòûðå ìàññèâà: ìàññèâ ðàçðÿäîâ, ìàññèâ ÷àñòîò, ìàññèâ âåðîÿòíîñòåé è ìàñ-
ñèâ íàêîïëåííûõ âåðîÿòíîñòåé. Ïî ïîëó÷åííûì ìàññèâàì ñòðîÿòñÿ ãðàôèêè:
ãèñòîãðàììà, ãðàôèê íàêîïëåííîé âåðîÿòíîñòè è ïîëèãîí ÷àñòîò.

Ðèñ. 1 Ìîäåëèðîâàíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ ñ ïîìîùüþ âñòðîåííûõ ôóíêöèé
MathCad

Ãèñòîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàôè÷åñêîå îôîðìëåíèå ñòàòèñòè÷å-
ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðêè äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Âñå ãðà-
ôèêè ìîæíî áûñòðî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ MathCad, íà íèõ íàãëÿäíî îòðàæà-
åòñÿ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (ðèñ.2.).

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ìîæíî ðàññ÷èòàòü òðåìÿ
ñïîñîáàìè: òåîðåòè÷åñêèì ñïîñîáîì (ïî ôîðìóëàì ñîîòâåòñòâóþùåãî çàêîíà
ðàñïðåäåëåíèÿ), ñ ïîìîùüþ âñòðîåííûõ ôóíêöèé ïðîãðàììû è èñõîäÿ èç èñ-
õîäíîãî ìàññèâà ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è
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Ðèñ. 2 Ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ MathCad
íà îñíîâå ñìîäåëèðîâàííûõ äàííûõ

äèñïåðñèè ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè âåêòîðèçàöèè. Êóðñàíòû ìî-
ãóò ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê, ïîëó÷åí-
íûõ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, äîñòàòî÷íî áëèçêè.

Ïðîâåðêà ãèïîòåç ïðîèñõîäèò ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:
1. Ôîðìóëèðîâêà íóëåâîé ãèïîòåçû è åå àëüòåðíàòèâû.

2. Âûáîð ñòàòèñòèêè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé áóäåò ïðîâîäèòüñÿ ïðîâåðêà ãèïî-
òåç.

3. Íàçíà÷åíèå óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α è ïîñòðîåíèå êðèòè÷åñêîé îáëàñòè.

4. Âû÷èñëåíèå ïî îïûòíûì äàííûì ñòàòèñòèêè è èçîáðàæåíèå åå íà ðèñóíêå.

5. Åñëè îïûòíîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè ïîïàäåò â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü, òî
íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ â ñèëó ìàëîñòè äîâåðèÿ ê íåé â ñîîòâåòñòâèè
ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè α.

6. Åñëè îïûòíîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè ïîïàäàåò â íåêðèòè÷åñêóþ îáëàñòü, òî
íåò îñíîâàíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îòâåðãíóòü íóëåâóþ ãèïîòåçó ñ çàäàííîé
âåðîÿòíîñòüþ.[1]
Âàæíàÿ çàäà÷à ðàáîòû � ïðîâåðèòü, êàêèì îáðàçîì ðàñïðåäåëåíû îïûò-

íûå äàííûå. Äëÿ âñåõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà î ñîãëàñèè
ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïðîâåðÿåìûì çàêîíîì. Ñ ïîìîùüþ MathCad
êóðñàíòû îïðåäåëÿþò ãðàíèöû èíòåðâàëîâ, ðàññ÷èòûâàþò òåîðåòè÷åñêèå âå-
ðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â èíòåðâàëû, ôîðìèðóþò ìàññèâ òåîðåòè÷åñêèõ ÷àñòîò.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïðîâåðêè ãèïîòåçû ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò îïûòíîé ñòàòèñòè-
êè (ñóììàðíîé íåâÿçêè) è ñðàâíåíèå å¼ çíà÷åíèÿ ñ êðèòè÷åñêèìè ïðè çàäàí-
íîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè. Ñòàòèñòèêîé ïðîâåðêè ãèïîòåçû î âèäå çàêîíà
ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé Ïèðñîíà. Ýòà ñòàòèñòèêà îïðåäåëÿåò èòîã
ïðîâåðêè: áóäåò ëè îòâåðãíóòà íóëåâàÿ ãèïîòåçà èëè íåò.

Ñ ïîìîùüþ âñòðîåííûõ ôóíêöèé MathCad âû÷èñëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ (êâàíòèëè) äëÿ ïîñòðîåíèÿ çîíû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Åñëè ïîëó÷åííîå
çíà÷åíèå îïûòíîé ñòàòèñòèêè ïðèíàäëåæèò çîíå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, òî íóëå-
âàÿ ãèïîòåçà íå îòâåðãàåòñÿ ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ. Çíà÷èò, ýìïèðè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïðîâåðÿåìîìó çàêîíó.
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èçîáðàæàþòñÿ íà ãðàôèêå. (Çíà÷åíèå ñóììàð-
íîé íåâÿçêè èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 3 ñòðåëî÷êîé). Íà äàííîì ðèñóíêå íàãëÿä-
íî ïðåäñòàâëåíî ïîïàäàíèå îïûòíîé ñòàòèñòèêè â �áåëóþ çîíó�, ÷òî ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ãèïîòåçà î ñîãëàñèè îïûòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ òåîðå-
òè÷åñêèì íå îòâåðãàåòñÿ ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ. Åñëè æå îïûòíîå çíà÷åíèå
ñòàòèñòèêè ïîïàëî â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü, òî ïî ïðàâèëàì ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêè íóëåâàÿ ãèïîòåçà äîëæíà áûòü îòâåðãíóòà.

Ðèñ. 3. Ãðàôèê îáëàñòè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ

Äëÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ïðåäóñìîòðåíà òàêæå ïðîâåðêà ãèïîòåç î äèñ-
ïåðñèÿõ è î ñðåäíèõ. Ïðîâåðêà ãèïîòåç î äèñïåðñèÿõ âêëþ÷àåò ñðàâíåíèå äèñ-
ïåðñèè, ðàññ÷èòàííîé ïî îïûòíûì äàííûì, ñ ãåíåðàëüíîé äèñïåðñèåé è ñðàâ-
íåíèå äèñïåðñèé, âû÷èñëåííûõ ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ïðîâåðêà ãèïîòåç î ñðåä-
íèõ âêëþ÷àåò ñðàâíåíèå ñðåäíåãî ïî âûáîðêå ñ ãåíåðàëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì è ñðàâíåíèå äâóõ îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ãèïîòåçû î
äèñïåðñèÿõ è î ñðåäíèõ ïðîâåðÿþòñÿ ïî ïîõîæåé ñõåìå. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç
î äèñïåðñèÿõ èñïîëüçóþòñÿ êðèòåðèè Ïèðñîíà è Ôèøåðà, à äëÿ ïðîâåðêè ãèïî-
òåç î ñðåäíèõ � ñòàòèñòèêè Ñòúþäåíòà è Ôèøåðà. Çàäàåòñÿ óðîâåíü çíà÷èìîñòè
α, ââîäÿòñÿ êâàíòèëè ïî çíà÷åíèÿì α/2 è 1 − α/2. Äàëåå ïî îïûòíûì äàííûì
âû÷èñëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà è èçîáðàæàåòñÿ íà ðèñóíêå. Ðèñóíîê íàãëÿäíî ïîêà-
çûâàåò, ïîïàäàåò ëè îïûòíîå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü èëè
íàõîäèòñÿ â çîíå ïðèíÿòèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû. Åñëè îïûòíîå çíà÷åíèå ëåæèò
ìåæäó êâàíòèëÿìè, òî íåò îñíîâàíèÿ îòâåðãíóòü íóëåâóþ ãèïîòåçó. Ãðàôè÷å-
ñêèå èëëþñòðàöèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ïîìîãàþò â ïîëíîé ìåðå îâëàäåòü ìåòî-
äàìè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè è íàó÷èòüñÿ ïðîâîäèòü îáðàáîòêó îïûòíûõ
äàííûõ.

Â õîäå âûïîëíåíèÿ êóðñîâîé ðàáîòû ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ êóðñàíòû ïîëó÷à-
þò âîçìîæíîñòü îñîçíàòü îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïû-
òàíèé � ìîäåëèðîâàíèå òîé èëè èíîé ñèòóàöèè áåç íåïîñðåäñòâåííîãî ïðîâåäå-
íèÿ îïûòà. Ýòî îñîáåííî âàæíî äëÿ âîåííûõ ñïåöèàëèñòîâ, ïîñêîëüêó ñïåöè-
ôèêà äåÿòåëüíîñòè íå ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ
íà ïðàêòèêå. Èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü
ñëîæíûå ðàñ÷åòû áåç îñîáûõ âðåìåííûõ çàòðàò, èçáàâëÿåò ó÷àùèõñÿ îò ðóòèí-
íûõ âû÷èñëåíèé è â ðåçóëüòàòå ñóùåñòâåííî ïîâûøàåò ýôôåêòèâíîñòü èíòåë-
ëåêòóàëüíîãî òðóäà.
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Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû ìàòåìàòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, ïðîãðàììû êîòîðûõ íà ÿçûêå

C++ èçó÷àþòñÿ â êóðñå �Èíôîðìàòèêà è ïðîãðàììèðîâàíèå� .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Èíôîðìàòèêà è ïðîãðàììèðîâàíèå, ÿçûê C++, ñòðóêòóðíîå ïðîãðàììè-

ðîâàíèå, ìàòåìàòè÷åñêèå àëãîðèòìû.

Íà÷àëà ñòðóêòóðíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ÿçûêå C++ ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâ-
íîé ÷àñòüþ äèñöèïëèíû �Èíôîðìàòèêà è ïðîãðàììèðîâàíèå� äëÿ ñòóäåíòîâ
ïåðâîãî êóðñà î÷íîé ôîðìû îáó÷åíèÿ ôàêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, èí-
ôîðìàòèêè è ìåõàíèêè Âîðîíåæñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ÏÌÌ
ÂÃÓ).

ßçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++ ðàçðàáîòàë Áüåðí Ñòðàóñòðóï, êîòîðûé â
1975 ãîäó óñïåøíî îêîí÷èë îòäåëåíèå èíôîðìàòèêè Îðõóññêîãî óíèâåðñèòåòà
(Äàíèÿ), è ðàáîòàåò â Íüþ-Äæåðñè (ÑØÀ) â êîìïàíèè AT&T Bell Labs.
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Â 1998 ãîäó Ìåæäóíàðîäíûé êîìèòåò ïî ñòàíäàðòèçàöèè ïðèíÿë ñòàí-
äàðò ÿçûêà C++ (ISO/IEC 14882 �Standard for the C++ Programming
Language�). Áüåðí Ñòðàóñòðóï îïóáëèêîâàë 5 êíèã ïî ÿçûêó C++, êîòîðûå ïå-
ðåâåäåíû íà 19 ÿçûêîâ [1].

Ó÷èòûâàÿ ñïåöèôèêó ôàêóëüòåòà ÏÌÌ ÂÃÓ, èçó÷åíèå ñòðóêòóðíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ÿçûêå C++ ñîïðîâîæäàåòñÿ ðàçðàáîòêîé ïðîãðàìì, ðåà-
ëèçóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðàêòè-
÷åñêîé íàïðàâëåííîñòè, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ëåêöèîííûõ, ïðàêòè÷å-
ñêèõ è ëàáîðàòîðíûõ çàíÿòèÿõ ïåðâîêóðñíèêîâ ïî äèñöèïëèíå �Èíôîðìàòèêà
è ïðîãðàììèðîâàíèå� â ïåðâîì ñåìåñòðå [3].

Ðàçäåë �Ëèíåéíûå àëãîðèòìû�.

1. Ïóñòü äàíû ÷åòûðå öåëûõ ÷èñëà (hour, min, sec, time). Ïåðâûå òðè èç
íèõ (hour, min, sec) � âðåìÿ çàïóñêà ðàêåòû â ÷àñàõ, ìèíóòàõ è ñåêóíäàõ, ÷åò-
âåðòîå (time) îïðåäåëÿåò âðåìÿ ïîëåòà â ñåêóíäàõ. Íàéòè è íàïå÷àòàòü âðåìÿ
âîçâðàùåíèÿ ðàêåòû íà çåìëþ.

Ðàçäåë �Àëãîðèòìû ñ âåòâëåíèÿìè�.

Ïóñòü äàíû êîîðäèíàòû òðåõ òî÷åê ïëîñêîñòè. Åñëè îíè ìîãóò áûòü âåð-
øèíàìè òðåóãîëüíèêà, îïðåäåëèòü åãî âèä (ïðÿìîóãîëüíûé, òóïîóãîëüíûé, îñò-
ðîóãîëüíûé). Âû÷èñëèòå äëèíó åãî âûñîò è âûâåäèòå èõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.

Ðàçäåë �Öèêëè÷åñêèå àëãîðèòìû�.

1. Äëÿ çàäàííûõ ÷èñåë a è p âû÷èñëèòü x = p
√
a ïî ôîðìóëå Íüþòîíà

xn+1 =
1

p

[
(p− 1)xn +

a

xp−1
n

]
; x0 = a.

Ñêîëüêî èòåðàöèé íàäî âûïîëíèòü, ÷òîáû äëÿ çàäàííîé ïîãðåøíîñòè E âûïîë-
íÿëîñü ñîîòíîøåíèå |xn+1 − xn| ≤ E?

2. Ïóñòü îòðåçîê [a, b] ðàçáèò òî÷êàìè íà n ðàâíûõ ÷àñòåé. Â êàæäîé
òî÷êå âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè

y =
x2 − 3x + 2√

2x3 − 1
.

Íàéòè òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷å-
íèÿ.

3. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà
∫
x2 dx íà

îòðåçêå [a, b], èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îòðåçîê
[a, b] ðàçáèò íà n ðàâíûõ ÷àñòåé.

4. Ââåäèòå îòðåçîê [0, n], ãäå n � öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå 2. Ïîëó÷èòå è
íàïå÷àòàéòå ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ýòîãî îòðåçêà.

×èñëà Ôèáîíà÷÷è îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . .

Ðàçäåë �Èñïîëüçîâàíèå àäðåñíîé àðèôìåòèêè ïðè ðàáîòå ñ îäíîìåðíûìè
ìàññèâàìè�.
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Ñîñòàâèòü ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìà

y = 2x8 − x6 + 4x5 − 5x2 + 6x + 1,

èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ãîðíåðà.
Óêàçàíèå. Ôîðìóëà Ãîðíåðà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n:

y = a1x
n + a2x

n−1 + · · ·+ anx + an+1

èìååò âèä
y = (. . . ((((a1x + a2)x + a3)x + · · ·+ an)x + an+1.

Ðàçäåë �Äâóìåðíûå ìàññèâû è óêàçàòåëè�.

Âîññòàíîâèòü óñëîâèå çàäà÷è.
. . .
const int M = 10, N = 20;
�oat a[M ][N ];
for (int i = 0; i < M ; i + +)
for (int j = 0; j < N ; j + +)

cin >>*(*(a + j) + i);
�oat s, max= 0;
for (int i = 0; i < M ; i + +)
{ s = 0;

for (int j = 0; j < N ; j + +)
s+=abs(*(*(a + i) + j));

if (s >max) max= s;
}
cout << s;
. . .

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì âûñêàçûâàíèå Á. Ñòðàóñòðóïà, ñ êîòîðûì ìû
ïîëíîñòüþ ñîãëàñíû [2]:

�Íàïèñàíèå õîðîøèõ ïðîãðàìì òðåáóåò óìà, âêóñà è òåðïåíèÿ�.
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Yashina E. U., Isaikova A. S. Problems of using the Moodle system in distance

leaning for students. We consider possibilities, advantages and disadvantages of the Moodle for

distance learning in mathematics at a pedagogical university.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîçìîæíîñòè, ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ÑÄÎ Moodle ïðè äèñòàí-

öèîííîì îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå â ïåäàãîãè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå.

Ïàíäåìèÿ â íàøåé ñòðàíå âûçâàëà êîðåííûå èçìåíåíèÿ ïðàêòè÷åñêè âî
âñåõ ñôåðàõ æèçíè ëþäåé, â òîì ÷èñëå è â ñôåðå îáðàçîâàíèÿ. Óíèâåðñèòå-
òû ïåðåøëè íà ïîëíîå äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå, ÷òî ïîçâîëèëî íàì îöåíèòü
ñèòóàöèþ èçíóòðè è ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû: ïðåèìóùåñòâà òàêîé ôîðìû
âåñüìà ñóáúåêòèâíû, ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î íåäîñòàòêàõ. Âî âçàèìîäåéñòâèè
"ïðåïîäàâàòåëü-ñòóäåíò" î÷åíü âàæíà îáðàòíàÿ ñâÿçü, ÷åãî êîìïüþòåðíûå òåõ-
íîëîãèè äàòü íå ìîãóò. Âèäåîêîíôåðåíöèè, òåêñòîâûå ÷àòû, ðàçëè÷íûå àóäèî-
çàïèñè - âûíóæäåííàÿ ìåðà, êîòîðîé ïðèäåðæèâàþòñÿ ñ öåëüþ íå ïðåðûâàòü
îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ. Îäíàêî äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå íàèáîëåå ýôôåêòèâ-
íî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíî áóäåò íå çàìåíÿòü, à ïîäêðåïëÿòü àóäèòîðíûå çà-
íÿòèÿ. Íåîáõîäèì òàêîé îáðàçîâàòåëüíûé ðåñóðñ, êîòîðûé äàñò âîçìîæíîñòü
ñòóäåíòàì ïîâòîðÿòü êëþ÷åâîé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ñ ëåêöèé; ðåøàòü çà-
äà÷è íà îñíîâå ïðèìåðîâ, ðàçîáðàííûõ êàê íà ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ, òàê è
â ýëåêòðîííîì êóðñå. Îäíèì èç ãëàâíûõ ïðåèìóùåñòâ äîïîëíåíèÿ î÷íîãî îá-
ðàçîâàíèÿ äèñòàíöèîííûì êóðñîì ÿâëÿåòñÿ íàãëÿäíîñòü. Ðàçëè÷íûå òàáëèöû,
ñõåìû, ðàçîáðàííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîäêðåïëÿþò ïðàêòè÷åñêóþ áàçó èçó÷àåìîé
äèñöèïëèíû.

Â êà÷åñòâå âèðòóàëüíîé îáðàçîâàòåëüíûé ïëîùàäêè äëÿ ñîçäàíèÿ ýëåê-
òðîííîãî êóðñà äëÿ ñòóäåíòîâ íàìè áûëà âûáðàíà ñèñòåìà äèñòàíöèîííîãî îáó-
÷åíèÿ "Moodle". Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ðàçíèöó ìåæäó ïîëíûì ïåðåõî-
äîì íà äèñòàíöèîííîå îáó÷åíèå è ÷àñòè÷íûì èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðíûõ
òåõíîëîãèé.

Moodle (ðàñøèôðîâûâàåòñÿ êàê Modular Object-Oriented Dynamic
Learning Environment) - áåñïëàòíàÿ îáðàçîâàòåëüíàÿ îíëàéí-ïëîùàäêà, îäíà èç
ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ñèñòåì äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ. Ìíîãèå êðóïíûå
óíèâåðñèòåòû âî âñ¼ì ìèðå âûáèðàþò Moodle â êà÷åñòâå ýëåêòðîííîé îáó÷àþ-
ùåé ïëàòôîðìû è íàø âóç íå ñòàë èñêëþ÷åíèåì, î ÷åì ìû óæå ñêàçàëè âûøå.
Moodle âûäåëÿåòñÿ ëåãêîñòüþ â àâòîðèçàöèè è îñâîåíèè. Äàííàÿ ñèñòåìà ÿâ-
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ëÿåòñÿ áåñïëàòíîé è ðóññêîÿçû÷íîé, ÷òî ãîâîðèò î åå äîñòóïíîñòè. Ñóùåñòâó-
åò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, ïîìîãàþùåé ðàçîáðàòüñÿ â
íåñêîí÷àåìûõ âîçìîæíîñòÿõ Moodle, îäíàêî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äàííóþ ïëàò-
ôîðìó ìîæíî îñâîèòü è ñàìîñòîÿòåëüíî; äàííûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî
ïîëåçíûì, íî è èíòåðåñíûì.

Ñîçäàâàÿ ýëåêòðîííûé êóðñ, ïðåïîäàâàòåëü ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîåêòèðó-
åò èíòåðôåéñ, çàâèñÿùèé îò æåëàåìîé ñòðóêòóðû êóðñà, òî åñòü ðàçäåëåíèå
íà ãëàâû, ïàðàãðàôû, òåìû è ïîäòåìû ÿâëÿåòñÿ èíäèâèäóàëüíûì è óäîáíûì
ñàìîìó ïðåïîäàâàòåëþ. Èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ ñîçäàíèÿ
ëåêöèé è òåñòèðîâàíèé, ïîääåðæàíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ôîðìàòîâ ôàéëîâ,
êîòîðûìè ìîãóò îáìåíèâàòüñÿ êàê ïðåïîäàâàòåëè è ñòóäåíòû, òàê è ñòóäåíòû
ìåæäó ñîáîé, âîçìîæíîñòè êîììóíèêàöèè - âñå ýòî îïèñûâàåò ñèëüíûå ñòîðîíû
Moodle. Îäíàêî äàííàÿ ïëàòôîðìà èìååò è íåäîñòàòêè. Íà äàííûé ìîìåíò ñè-
ñòåìà íå ìîæåò âûäåðæèâàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîëüçîâàòåëåé îäíîâðåìåííî,
÷òî â ïðèíöèïå îãðàíè÷èâàåò äîñòóï ñòóäåíòîâ ê íåîáõîäèìûì êóðñàì. Ê íåäî-
ñòàòêàì ñèñòåìû Moodle ïðè ïîëíîì äèñòàíöèîííîì îáó÷åíèè ñëåäóåò òàêæå
îòíåñòè îòñóòñòâèå âîçìîæíîñòåé â ðàìêàõ ýòîé ñèñòåìû ïðîâîäèòü ëåêöèè è
ñåìèíàðû â ðåæèìå âèäåîêîíôåðåíöèé. Ñ ýòîé öåëüþ ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü
äðóãèå ïëàòôîðìû (Zoom, Scype, è òä).

Äèñòàíöèîííàÿ ôîðìà îáó÷åíèÿ ðàññ÷èòàíà â áîëüøåé ñòåïåíè íà ñà-
ìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó ñòóäåíòîâ, îäíàêî îáó÷àþùèìñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíî îð-
ãàíèçîâàòü ñåáÿ íà ó÷¼áó, à ïðåïîäàâàòåëþ òðóäíî ýòó äåÿòåëüíîñòü êîíòðî-
ëèðîâàòü. Òàê, ñîçäàâàÿ êóðñ, ïðåïîäàâàòåëü âûñòðàèâàåò öåëóþ ñèñòåìó, ñî-
ñòîÿùóþ èç ëåêöèé, ïðàêòè÷åñêèõ çàäàíèé è òåñòèðîâàíèé. Moodle äàåò âîç-
ìîæíîñòü êîíòðîëèðîâàòü ïîñåùàåìîñòü êóðñà, ïîêàçûâàåò (â ïðîöåíòàõ) îáú-
åì ïðîéäåííîãî ñòóäåíòàìè ìàòåðèàëà. Íî íèêòî íå ìîæåò äàòü ãàðàíòèè, ÷òî
äàííûé ìàòåðèàë ñòóäåíò ïðî÷èòàë, à òåì áîëåå óñâîèë. Íàø êóðñ "Ìíîãî÷ëå-
íû" áûë ñîçäàí â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî èñòî÷íèêà ëåêöèîííûõ ìàòåðèà-
ëîâ. Ïîýòîìó âîïðîñà î ìîòèâàöèè ñòóäåíòîâ ê èñïîëüçîâàíèþ äàííîãî êóðñà
íå âîçíèêàåò. ×òî êàñàåòñÿ ïðàêòè÷åñêîé áàçû, òî áîëüøèíñòâî ðàçîáðàííûõ
ïðèìåðîâ ïîìîãóò îáó÷àþùèìñÿ â ðåøåíèè ñõîæèõ çàäà÷.

Ìàòåìàòè÷åñêèå êóðñû îòëè÷àåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ôîðìóë. ÑÄÎ
Moodle ïðåäëàãàåò äâå âîçìîæíîñòè ðàáîòû ñ ôîðìóëàìè - âñòàâêà èçîáðà-
æåíèé è èñïîëüçîâàíèå ÿçûêà, áëèçêîãî ê ÿçûêó ïðîãðàììèðîâàíèÿ TeX. Â
îòëè÷èå îò èçîáðàæåíèé, ôîðìóëû, íàáðàííûå â TeX, ìîæíî ðåäàêòèðîâàòü è
èñïðàâëÿòü, à äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ïîëåçíîé ïðè ñîñòàâëåíèè êóðñà
è ñîçäàíèè ýëåêòðîííûõ ëåêöèé. Èìåííî ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî Moodle -
óäîáíàÿ ñèñòåìà äëÿ ðàáîòû íàä ñîçäàíèåì òåêñòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîäåðæà-
íèÿ.

Îäíàêî íå âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ëåêöèé ôîðìóëû è ñèìâîëû
ñîäåðæàòñÿ â äàííîé ñèñòåìå. Èõ ìîæíî íàáðàòü âðó÷íóþ, îçíàêîìèâøèñü ñ
ÿçûêîì TeX. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî áîëåå øèðîêàÿ áàçà âñòðîåííûõ â Moodle ôîðìóë
è ñèìâîëîâ áûëà áû ïîëåçíà.

Ê ñîæàëåíèþ, Moodle íå ïðåäîñòàâëÿåò íåîáõîäèìûå èíñòðóìåíòû äëÿ
ñîçäàíèÿ æåëàåìûõ ãðàôè÷åñêèõ äîïîëíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ðàçëè÷íûå ñõåìû è
òàáëèöû, âêëþ÷åííûå â íàø êóðñ, áûëè ñîñòàâëåíû â äðóãîé ïðîãðàììå. Ìû
äîáàâèëè èõ, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ âñòàâêè ðèñóíêà. Òàê, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà
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ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) ïî ñòåïåíÿì (x − x0) ñòóäåíòû ìîãóò âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ïîäõîäÿùåé ñõåìîé (ñì. Ðèñ. 1), ðàçðàáîòàííîé â òåêñòîâîì ðåäàêòîðå
Microsoft Word.

Ðèñ. 1.

Ê ïðåèìóùåñòâàì ñèñòåìû Moodle íåñîìíåííî ñòîèò îòíåñòè øèðîêèå
âîçìîæíîñòè ïî ñîçäàíèþ ðàçëè÷íûõ òåñòîâ. Òàêîé òèï êîíòðîëÿ çíàíèé ÿâëÿ-
åòñÿ óäîáíûì, íî â ñëó÷àå íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà âàðèàíòîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ
áåññìûñëåííûì â ïðè äèñòàíöèîííîé ôîðìå ïðîâåäåíèÿ. Ìû õîòåëè ñîñòàâèòü
òåñò â ðàçäåëå "Ìíîãî÷ëåíû" , êîòîðûé ìîæíî ïðîéòè äèñòàíöèîííî ñ ïðàê-
òè÷åñêè íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ îáìåíà èíôîðìàöèåé ñòóäåíòàìè ìåæäó ñîáîé;
òåñò ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âàðèàíòîâ, ñîäåðæàùèõ âîïðîñû ðàçëè÷íûõ òè-
ïîâ; òåñò ñ îãðàíè÷åíèåì âðåìåíè è àâòîìàòè÷åñêèì ïîäñ÷¼òîì áàëëîâ. È â
ÑÄÎ Moodle ýòî âîçìîæíî.

Êîìïüþòåðíûé õàðàêòåð òåñòèðîâàíèÿ äàåò íàì âîçìîæíîñòü àâòîìàòè-
çèðîâàòü ïðîâåðêó ðåçóëüòàòîâ ñòóäåíòîâ. Êîìïüþòåð ñàì àíàëèçèðóåò îòâåòû
îáó÷àþùèõñÿ, ïîäñ÷èòûâàåò îáùåå êîëè÷åñòâî áàëëîâ è âûñòàâëÿåò îöåíêó. Â
ñëó÷àå äèñòàíöèîííîãî ïðîâåäåíèÿ òåñòèðîâàíèÿ ñëîæíî êîíòðîëèðîâàòü èñ-
ïîëüçîâàíèå ñòóäåíòàìè Èíòåðíåò-èñòî÷íèêîâ èëè ñâîèõ çàïèñåé ëåêöèé. Îä-
íàêî áîëüøîå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ïðåäîòâðàùàåò ñïèñûâàíèå ñòóäåíòîâ äðó-
ãà ó äðóãà. Â ÷àñòíîñòè íàø òåñò, èìåÿ ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, îáëàäàåò òàêîé
õàðàêòåðèñòèêîé.

Moodle ïðåäëàãàåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ïî êîíñòðóèðîâàíèþ è ñîçäàíèþ
òåñòîâ. Äëÿ ðåàëèçàöèè çàäóìàííîãî íàìè òåñòèðîâàíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèì-
ñÿ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì âàðèàíòîâ è íåâîçìîæíîñòüþ ïðåäóãàäàòü çàäàíèÿ
èëè çàó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðàâèëüíûõ âàðèàíòîâ îòâåòîâ, áàíê âîïðî-
ñîâ, ïðåäëàãàåìûé ñèñòåìîé, èñïîëüçîâàòü íåóäîáíî. Ìû ñîçäàâàëè èòîãîâûé
òåñò ñ ïîìîùüþ òåãîâ.

Âñåãî ïî ðàçäåëó "Ìíîãî÷ëåíû" áûëî ñîñòàâëåíî 86 âîïðîñîâ, êîòîðûå
ðàçäåëåíû íà 25 ãðóïï ïî ïðèíöèïó òåãîâ. Ïîìèìî ïîðÿäêîâîãî íîìåðà êàæäî-
ìó âîïðîñó ïðèñâàèâàåòñÿ òåã. Ýòîò òåã âïîñëåäñòâèè èñïîëüçîâàëñÿ ïðè ãðóï-
ïèðîâêå çàäàíèé è êîíñòðóèðîâàíèè âàðèàíòîâ. Ïîä îäíèì òåãîì ìîãóò áûòü
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íåñêîëüêî âîïðîñîâ, è ïðèíàäëåæíîñòü âîïðîñà êîíêðåòíîìó òåãó çàâèñèò îò
åãî òèïà è òåìû.

Ïðè ñîçäàíèè òåñòîâ Moodle ïðåäëàãàåò âêëþ÷åíèå âîïðîñîâ ðàçíûõ òè-
ïîâ, â íàøå òåñòèðîâàíèå áûëè âêëþ÷åíû íåêîòîðûå èç íèõ:

• âåðíî/íåâåðíî:
Íåïðèâîäèìûìè ìíîãî÷ëåíàì íàä R ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïå-
íè: ax2 + bx + c, b2 − 4ac < 0, è äðóãèõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä R
íåò.
Âûáåðèòå îäèí îòâåò:
-Âåðíî
-Íåâåðíî

• íà ñîîòâåòñòâèå:
Óñòàíîâèòå ñîîòâåòñòâèå:

1)

{
f1f2

... g

(f1, g) = 1
⇒ f2

... g

2) ∀f(x), g(x)

{
f(x)

... g(x)

f(x) 6= 0
⇒ deg(f) ≥ deg(g)

Ïðåäëàãàåìûå âàðèàíòû ñîîòâåòñòâèÿ: ñâîéñòâî äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ,
êðèòåðèé âçàèìíîé ïðîñòîòû, ñâîéñòâî âçàèìíî ïðîñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ,
ñâîéñòâî ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ.

• ìíîæåñòâåííûé âûáîð (íåñêîëüêî îòâåòîâ):
Âûáåðèòå âåðíûå óòâåðæäåíèÿ.
Âûáåðèòå îäèí èëè íåñêîëüêî îòâåòîâ:
a. R(f, g) = 0⇔ ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû f è g ðàâíû 1
b. Íîðìàëüíîé ôîðìîé íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà îò n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ
÷èñëî 0
c. Ñóììà, ðàçíîñòü è ÷àñòíîå ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ - ìíîãî÷ëåí
îò n ïåðåìåííûõ
d. Dis(f) = 0⇔ f èìååò êðàòíûå êîðíè
e. Dis(f) = 0⇔ R(f, f ′) = 1
f. Ðàñøèðåíèå ïîëÿ P òðàíñöåíäåíòíûì ÷èñëîì z îòíîñèòåëüíî äàííîãî
ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì
g. Ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî äàííîãî ïîëÿ P
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè òåñò, ñîñòîÿùèé èç 25 âîïðîñîâ, ñëó÷àéíî
âûáðàííûõ èç ñïåöèàëüíî îáðàçîâàííûõ íàìè ãðóïï ïî ïðèíöèïó òåãîâ. Âñå âî-
ïðîñû èòîãîâîãî òåñòà ïåðåìåøèâàþòñÿ, òàêæå ìåíÿåòñÿ ïîðÿäîê âàðèàíòîâ îò-
âåòîâ. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ - 30. Ñèñòåìà ñàìà âûñòàâëÿåò îöåíêó
ïî 5-áàëëüíîé øêàëå. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ïîëíîñòüþ îäèíàêîâûõ âàðèàí-
òîâ ïðàêòè÷åñêè íóëåâàÿ, ÷òî ðåøàåò ïðîáëåìó ñïèñûâàíèÿ ñòóäåíòàìè äðóã ó
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äðóãà. ÑÄÎ Moodle ïîçâîëèëà àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ ïðîâåäåíèÿ êîíòðîëÿ,
à òàêæå åãî ïðîâåðêè.

Ïðè äèñòàíöèîííîé ôîðìå ïðîâåäåíèÿ òåñòèðîâàíèÿ íåâîçìîæíî îòñëå-
äèòü èñïîëüçîâàíèå ñòóäåíòàìè ñâîèõ êîíñïåêòîâ ëåêöèé, îäíàêî Moodle ïî-
êàçûâàåò îò÷¼òû ïî èñïîëüçîâàíèþ ýëåêòðîííûõ ëåêöèé êóðñà. Ïðîñìîòðåâ
íåêîòîðûå òåìû, ìû çàìåòèëè, ÷òî ñòóäåíòû ïîëüçîâàëèñü òåîðèåé. Ñèñòåìà
Moodle íå ïîçâîëÿåò îòñëåæèâàòü âûõîäû êóðñîðà ìûøè çà ïðåäåëû îêíà, à
çíà÷èò, ñòóäåíòû ìîãëè èñïîëüçîâàòü äðóãèå Èíòåðíåò-âêëàäêè, â òîì ÷èñëå è
íàø êóðñ.

Â 2020 ãîäó 37 îáó÷àþùèõñÿ ïðîøëè èòîãîâîå òåñòèðîâàíèå ïî ðàçäåëó
"Ìíîãî÷ëåíû" â ÑÄÎ Moodle. Íà òåñòèðîâàíèå ñòóäåíòàì ïðåäîñòàâëÿëîñü 50
ìèíóò. Íåêîòîðûå îáó÷àþùèåñÿ çàâåðøàëè ïîïûòêó ðàíüøå. Ìû ïðîâåëè êî-
ëè÷åñòâåííûé è êà÷åñòâåííûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ òåñòèðîâàíèÿ. Áîëåå òîãî,
ñòóäåíòàì áûëî ïðåäëîæåíî ïðîéòè àíîíèìíîå àíêåòèðîâàíèå, â êîòîðîì îíè
îòâå÷àëè íà âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èòîãîâûì òåñòîì è ýëåêòðîííûì êóðñîì â
öåëîì.

Íàì áûëî èíòåðåñíî ïîëó÷èòü îòçûâû ñàìèõ ñòóäåíòîâ, ÷òîáû óçíàòü,
ïîëó÷èëîñü ëè òåñòèðîâàíèå òàêèì, êàêèì ìû åãî çàïëàíèðîâàëè. Êîëè÷åñòâî
âàðèàíòîâ, ðàñïðåäåëåíèå âîïðîñîâ, ñëîæíîñòü òåñòèðîâàíèÿ, âðåìåííûå ðàì-
êè, äèñòàíöèîííàÿ ôîðìà ïðîâåäåíèÿ - âñå ýòè àñïåêòû ìû çàòðîíóëè â àíêå-
òèðîâàíèè, êîòîðîå ñîñòàâèëè íà áàçå Google Forms, ïîçâîëÿþùåé ñîõðàíèòü
àíîíèìíîñòü îòâåòîâ ó÷àñòíèêîâ. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî àíîíèìíîñòü ïîìîãëà ñòó-
äåíòàì ÷åñòíî îòâå÷àòü íà âîïðîñû àíêåòû. Ñâîèìè îòâåòàìè ïîäåëèëèñü 33
ñòóäåíòà.

Íà ïåðâûé âîïðîñ îá èñïîëüçîâàíèè ýëåêòðîííîãî êóðñà â ïðîöåññå îáó÷å-
íèÿ è ïîäãîòîâêè ê òåñòèðîâàíèþ ñòóäåíòû äàëè ñëåäóþùèå îòâåòû: 28 ÷åëîâåê
(84,8%) ïîëüçîâàëèñü êóðñîì, ïÿòåðî çàõîäèëè â Moodle, ÷òîáû îòìåòèòüñÿ èëè
ñêà÷àòü íåîáõîäèìûå ôàéëû (ñì. äèàãðàììà 1).

Äèàãðàììà 1.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè êóðñà 27 ÷åëîâåê îáðàùàëèñü ê ýëåêòðîííûì ëåêöè-
ÿì, 21-ìó ñòóäåíòó áûëè ïîëåçíû ïðàêòè÷åñêèå ðàçðàáîòêè (ïîäîáðàííûå çàäà-
÷è, ðàçîáðàííûå ðåøåíèÿ, ñõåìû). Àáñîëþòíîå áîëüøèíñòâî ñòóäåíòîâ ñ÷èòàåò,
÷òî òåñòèðîâàíèå ïðîâåðÿåò çíàíèÿ ïî âñåìó ðàçäåëó.

Âàæíûì ïîêàçàòåëåì äëÿ íàñ ÿâëÿëñÿ îòâåò íà âîïðîñ: Áóäåò ëè ýëåê-
òðîííûé êóðñ ïîëåçíûì â êà÷åñòâå ïîäêðåïëÿþùåé áàçû ïðè î÷íîì ÷òåíèè
ëåêöèé? 31 ñòóäåíò îòâåòèë ïîëîæèòåëüíî, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì ñäåëàòü âûâîä,
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÷òî ÑÄÎ Moodle ñïðàâèëàñü ñî ñâîåé çàäà÷åé è âîçëîæåííûìè íà íå¼ ôóíêöè-
ÿìè.

Õî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî ìû îçíàêîìèëèñü ñ äðóãèìè íàèáîëåå ïîïóëÿðíû-
ìè Èíòåðíåò-ïëàòôîðìàìè. Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ÐÃÏÓ èì. À. È. Ãåðöå-
íà èñïîëüçóåò Moodle â êà÷åñòâå îñíîâíîé îáðàçîâàòåëüíîé îíëàéí-ïëîùàäêè,
ïîýòîìó íàø âûáîð áûë ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäåí. Âîçìîæíîñòè, êîòîðûå ïðåäî-
ñòàâëÿåò ýòà ïëîùàäêà, âñåöåëî ïîäîøëè íàì äëÿ ñîçäàíèÿ ýëåêòðîííîãî êóðñà.
È ïðåèìóùåñòâà Moodle ïîëíîñòüþ îïðàâäàíû. Òàê, íàïðèìåð, iSpring Learn -
ïëàòôîðìà äëÿ êîðïîðàòèâíîãî îíëàéí-îáó÷åíèÿ, â êîòîðîé êàæäûé îòäåëüíî
âçÿòûé ïîëüçîâàòåëü äîëæåí ïðîèçâåñòè îïëàòó äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòóïà. Ïðî-
ãðàììà ïðåäîñòàâëÿåò ïðîáíûé ïåðèîä â äâå íåäåëè, ÷òî íå ïîäõîäèò äëÿ ïîëíî-
öåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ äàííîé ïëîùàäêè â êà÷åñòâå ïîäêðåïëÿþùåé áàçû. We
Study òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïëàòíîé, çäåñü íà ñàìîì äåø¼âîì òàðèôå ïðåäëàãàåòñÿ
ìèíèìàëüíûé ôóíêöèîíàë. Ïëàòôîðìà Edmodo èìååò ïðîñòîé è ïîíÿòíûé èí-
òåðôåéñ, îäíàêî ïðîãðàììà íå ïåðåâåäåíà íà ðóññêèé ÿçûê, ÷òî çíà÷èòåëüíî
çàòðóäíÿåò ðàáîòó. Òàêèì îáðàçîì, äîñòóïíîñòü Èíòåðíåò-ïëîùàäêè Moodle, à
òàêæå åå øèðîêèé èíñòðóìåíòàðèé äëÿ ñîçäàíèÿ êóðñà íåîáõîäèìîé ñòðóêòó-
ðû è âêëþ÷åíèÿ â íåãî æåëàåìûõ ñîñòàâëÿþùèõ âûäåëÿþò âûáðàííóþ íàìè
ïëàòôîðìó ñðåäè äðóãèõ.
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Afonin A. A., Kasparov A. A. The possibility of solving the inverse problem

when reconstructing the neutron spectrum of a photoneutron source. The possibility of

solving the inverse problem when reconstructing the neutron spectrum of a photoneutron source

is considered.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïðè âîññòàíîâëåíèè ñïåêòðà

íåéòðîíîâ ôîòîíåéòðîííîãî èñòî÷íèêà.

Ñîçäàííûé íà áàçå ëèíåéíîãî óñêîðèòåëÿ ýëåêòðîíîâW-Be-ôîòîíåéòðîí-
íûé èñòî÷íèê íåéòðîíîâ [1] ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü îáëó÷åíèå ðàçëè÷íûõ îáðàç-
öîâ âî âíóòðåííåé ïîëîñòè. Ïðè ñîçäàíèè èñòî÷íèêà áûëî ïðîâåäåíî ìîäåëè-
ðîâàíèå îæèäàåìîãî ñïåêòðà íåéòðîíîâ. Ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåí
íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 12: Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà íåéòðîíîâ âíóòðè êàìåðû
äëÿ îáëó÷åíèÿ ïðè 30 μA òîêå 8 ÌýÂ ýëåêòðîíîâ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà íåéòðîíîâ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä íåéò-
ðîííî-àêòèâàöèîííîãî àíàëèçà (ÍÀÀ) [2]. Èçìåðåíèÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà òåïëî-
âûõ íåéòðîíîâ âíóòðè è âíå èñòî÷íèêà ïðîâîäèëèñü ìåòîäîì ÍÀÀ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì àêòèâàöèîííûõ äåòåêòîðîâ èç ìàòåðèàëîâ ñ èçâåñòíûìè ñå÷åíèÿìè
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àêòèâàöèè (n, γ)-ðåàêöèé. Âñå èçìåðåíèÿ îñíîâàíû íà îïðåäåëåíèè àêòèâíîñòè,
íàâåäåííîé íåéòðîíàìè â âåùåñòâå äåòåêòîðà. Â ðàìêàõ ÍÀÀ èçìåðÿåìàÿ ïëî-
ùàäü àíàëèòè÷åñêîãî ïèêà ðàäèîíóêëèäà â ãàììà ñïåêòðå i-ãî àêòèâèðîâàííîãî
äåòåêòîðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

Si =
mi gi NA pi ε

Ai λi
Ki Ji , (1)

ãäå Si � ÷èñëî îòñ÷åòîâ â àíàëèòè÷åñêîì ïèêå èçîòîïà i-ãî ýëåìåíòà (áåç ôîíà);
mi � ìàññà i-ãî ýëåìåíòà â äåòåêòîðå; gi � ñîäåðæàíèå àíàëèòè÷åñêîãî èçîòîïà
i-ãî ýëåìåíòà â åñòåñòâåííîé ñìåñè èçîòîïîâ; NA � ÷èñëî Àâîãàäðî; pi � âûõîä
ãàììà-êâàíòîâ íà îäèí ðàñïàä îáðàçîâàâøåãîñÿ ðàäèîàêòèâíîãî èçîòîïà; ε �
ýôôåêòèâíîñòü ðåãèñòðàöèè èçëó÷åíèÿ íàâåäåííîé àêòèâíîñòè; Ai � àòîìíûé
âåñ i-ãî ýëåìåíòà; λ � ïîñòîÿííàÿ ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà;

Ki = (1− e−λi ta) e−λi tv (1− e−λi ti)

è ta � âðåìÿ àêòèâàöèè; tv � âðåìÿ âûäåðæêè ïîñëå îáëó÷åíèÿ; ti � âðåìÿ
èçìåðåíèÿ.

Â ôîðìóëå (1) Ji � ñêîðîñòü i-îé ðåàêöèè èëè èíòåãðàë ñâåðòêè, êîòîðûé
ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ñóììû ñâåðòêè ïî m ýíåðãåòè÷åñêèì òî÷êàì ñïåêòðà:

Ji =

∞∫
0

σvi(E)φ(E) dE →
m∑
j=0

σvi(Ej) Φ(Ej) , (2)

σvi(E) � ñå÷åíèå àêòèâèðóþùåé ÿäåðíîé ðåàêöèè â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè íåé-
òðîíîâ ; φ(E) � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà íåéòðîíîâ è Φ(E) � ïëîòíîñòü
ïîòîêà íåéòðîíîâ.

Ñóììàðíûé èíòåãðàë ñâåðòêè (2) ïî âñåì àíàëèòè÷åñêèì ðåàêöèÿì äå-
òåêòîðîâ áûë ïðåäñòàâëåí â âèäå ôóíêöèîíàëà äëÿ ìèíèìèçàöèè � âçâåøåííîé
êâàäðàòíîé ñóììû ðàçíîñòåé èçìåðåííûõ è ðàññ÷èòàííûõ ðåøåíèé. Âîññòàíîâ-
ëåííûé ñïåêòð ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì äîñòàòî÷íî õîðîøî âîñïðîèçâî-
äèò ôîðìó ìîäåëüíîãî ñïåêòðà (ðèñ. 2).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò õîðîøåå âîñïðîèçâåäåíèå ìîäåëüíî-
ãî ñïåêòðà â îáëàñòè ÷óâñòâèòåëüíîñòè äî 3 êýÂ è óìåíüøåíèå êîðèäîðà îøèáîê
è îñöèëëÿöèé â ðåøåíèè ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà äåòåêòîðîâ.
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Ðèñ. 13: Ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñïåêòðà ïðè ìèíèìèçà-
öèè ôóíêöèîíàëà ïðè èñïîëüçîâàíèè: à � 5 (Ag, Mn, Mg, Ti, Sb), á � 6 (Ag,
Mn, Mg, Ti, Sb, As), â � 7 (Ag, Mn, Mg, Ti, Sb, As, 69Ga), ã � 8 (Ag, Mn, Mg,
Ti, Sb, As, 69Ga, 71Ga) äåòåêòîðîâ. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ìîäåëüíûé ñïåêòð,
ñïëîøíàÿ � ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñïåêòðà. Çàêðàøåí-
íûå îáëàñòè � êîðèäîð îøèáîê.
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Baranova E. V., Shvetsov G. V. Education Data Mining methods for student

digital footprint analysis.

Abstract. The article examines the problem of using modern methods of analysis of

educational data (Educational Data Mining � EDM). The authors describe the methodology

for applying EDM methods for analysis trail of students in blended learning and approaches to

identifying the relationship between the intensity of student use of digital educational environment

and successful mastering of disciplines and modules.

Keywords: student digital footprint, data mining, Educational Data Mining, Big Data,

online - learning, digital educational environment.

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ àíà-

ëèçà îáðàçîâàòåëüíûõ äàííûõ (Educational Data Mining � EDM). Îïèñûâàåòñÿ ðàçðàáîòàííàÿ

àâòîðàìè ìåòîäèêà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ EDM äëÿ àíàëèçà öèôðîâîãî ñëåäà îáó÷àþùèõñÿ â

óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî îáó÷åíèÿ è ïîäõîäû ê âûÿâëåíèþ âçàèìîñâÿçåé ìåæäó èíòåíñèâíî-

ñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ ñòóäåíòàìè öèôðîâîé îáðàçîâàòåëüíîé ñðåäû è óñïåøíîñòüþ îñâîåíèÿ

äèñöèïëèí è ìîäóëåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: öèôðîâîé ñëåä ñòóäåíòà, Data Mining, Educational Data Mining,

Big Data, îíëàéí-îáó÷åíèå, öèôðîâàÿ îáðàçîâàòåëüíàÿ ñðåäà.

194



Öèôðîâàÿ ñðåäà íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
ðåàëèçàöèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà â âûñøåì ïðîôåññèîíàëüíîì îáðàçîâàòåëüíîì
ó÷ðåæäåíèè. Ñëåäîâàòåëüíî, àêòóàëüíûì äëÿ îáðàçîâàòåëüíîé ïðàêòèêè ÿâëÿ-
åòñÿ èññëåäîâàíèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó êîíòåíòîì ëè÷íîãî ïðîôèëÿ ñòóäåíòà
è óñïåøíîñòüþ îñâîåíèÿ èì îáðàçîâàòåëüíîãî ìàðøðóòà. Â êîíòåêñòå òàêèõ
èññëåäîâàíèé ñôîðìèðîâàëîñü ïîíÿòèå ¾öèôðîâîé ñëåä¿, êîòîðîå ìîæíî îïðå-
äåëèòü, ñëåäóÿ [1], êàê ìàññèâ äàííûõ î ðåçóëüòàòàõ îáðàçîâàòåëüíîé è ïðîåêò-
íîé äåÿòåëüíîñòè ñòóäåíòà. Èçó÷åíèå öèôðîâîãî ñëåäà ñòóäåíòà ïîçâîëÿåò îñó-
ùåñòâëÿòü ìîäåëèðîâàíèå åãî êîãíèòèâíûõ îñîáåííîñòåé è èñïîëüçîâàòü òàêóþ
ìîäåëü äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ óñïåøíîñòè îñâîåíèÿ îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàì-
ìû.

Öèôðîâîé ñëåä ñòóäåíòà íà÷èíàåò ôîðìèðîâàòüñÿ ñ ìîìåíòà åãî ïîñòóï-
ëåíèÿ â óíèâåðñèòåò è ñîäåðæèò ïåðñîíàëüíûå äàííûå, èíôîðìàöèþ î ïîñòóï-
ëåíèè, íàïðàâëåíèè ïîäãîòîâêè, îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàììå, óñïåâàåìîñòè â
òå÷åíèå âñåãî ïåðèîäà îáó÷åíèÿ, à òàêæå äàííûå ó÷åáíîé àíàëèòèêè, ñîáèðàå-
ìûå àâòîìàòè÷åñêè ïðè ðàáîòå ñòóäåíòîâ â ñèñòåìàõ äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ
è íà ïëàòôîðìàõ îòêðûòîãî îáðàçîâàíèÿ ïðè ïðîõîæäåíèè ñòóäåíòàìè îíëàéí-
êóðñîâ.

Ê ìåòîäàì îáðàáîòêè èíôîðìàöèè îá îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå, â ÷àñò-
íîñòè öèôðîâîãî ñëåäà åãî ñóáúåêòîâ, ìîæíî îòíåñòè ìåòîäû Educational Data
Mining (EDM), ïðåäîñòàâëÿþùèõ îáøèðíûå âîçìîæíîñòè äëÿ àíàëèçà è èíòåð-
ïðåòàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíûå ïåðñïåê-
òèâû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ EDM, èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ èõ èñïîëüçîâàíè-
åì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà â âóçå, ÿâíî íåäîñòàòî÷íî.
Îòñóòñòâóþò ðàçðàáîòàííûå ìåòîäèêè, èíñòðóìåíòû àíàëèçà è èíòåðïðåòàöèè
äàííûõ, áàçèðóþùèåñÿ íà ýòèõ ìåòîäàõ è ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ:

• âûÿâëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê â ïðîöåññå îñâîåíèÿ îáðàçîâàòåëüíûõ ïðî-
ãðàìì, äèñöèïëèí è ìîäóëåé, âûçûâàþùèõ íàèáîëüøèå çàòðóäíåíèÿ ó
ñòóäåíòîâ;

• îïðåäåëåíèÿ âçàèìîñâÿçè è âçàèìîâëèÿíèÿ êîìïîíåíòîâ òðàäèöèîííîãî è
äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ íà óñïåøíîñòü îñâîåíèÿ ñòóäåíòàìè îáðàçîâà-
òåëüíûõ ïðîãðàìì;

• âûÿâëåíèÿ íà ðàííåì ýòàïå êîíòèíãåíòà ñòóäåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ãðóïïå
¾ðèñêà¿, ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ îò÷èñëåíèÿ ò .ä.

Èíòåëëåêòóàëüíûé àíàëèç äàííûõ � àíãëèéñêèé ñèíîíèì Data Mining
(DM) � òðàêòóåòñÿ â îòå÷åñòâåííîé è çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå, êàê ñîáèðàòåëü-
íîå íàçâàíèå öåëîé ñîâîêóïíîñòè ìåòîäîâ, äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîòîðûõ â ëèòåðà-
òóðå òàêæå èñïîëüçóþòñÿ òåðìèíû: ¾èçâëå÷åíèå èíôîðìàöèè¿, ¾ðàñêîïêà äàí-
íûõ¿, ¾èíòåëëåêòóàëüíûé àíàëèç äàííûõ¿ [2]. Â îñíîâå ïîäõîäîâ DM ëåæàò
ìåòîäû êëàññèôèêàöèè, êëàñòåðèçàöèè, ìîäåëèðîâàíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèÿ, ïî-
ñòðîåíèÿ äåðåâüåâ ðåøåíèé, ýâîëþöèîííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è íå÷åòêîé ëî-
ãèêè. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ðàçâèòèå ìåòîäîâ DM ñóùåñòâåííî ñâÿçàíî ñ èññëå-
äîâàíèÿìè â îáëàñòè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà (ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, ïîèñê
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ìîäåëåé ïðåäñòàâëåíèÿ çíàíèé, íåéðîííûå ñåòè, ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû), ðà-
áîòàìè ïî âèçóàëèçàöèè èíôîðìàöèè, ìàøèííîìó îáó÷åíèþ è ò.ä. Â îñíîâó
òåõíîëîãèè DM ïîëîæåíà êîíöåïöèÿ øàáëîíîâ (patterns), êîòîðûå îïèñûâàþò
ñîáîé çàêîíîìåðíîñòè, âûðàæåííûå â ïîíÿòíûõ ÷åëîâåêó ôîðìàõ.

Ñîâðåìåííîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì ìå-
òîäîâ èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà äàííûõ, ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ è ñòàòèñòèêè
ê ðàçíîãî ðîäà èíôîðìàöèè îá îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå ïîëó÷èëî íàçâàíèå
Educational Data Mining (EDM), â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïåðåâîäèòñÿ êàê
¾àíàëèç îáðàçîâàòåëüíûõ äàííûõ¿ [3]. Â ðàìêàõ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ðàçðàáà-
òûâàþòñÿ ìîäåëè è ìåòîäû îáðàáîòêè îáðàçîâàòåëüíûõ äàííûõ, íàïðàâëåííûå
íà ñîâåðøåíñòâîâàíèå îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà. Íàïðàâëåíèå EDM êîíêðå-
òèçèðóåò îáëàñòü èñòî÷íèêà áîëüøèõ ìàññèâîâ äàííûõ (Big Data, äàëåå BD)
ïðèìåíèòåëüíî ê îáðàçîâàòåëüíîìó ïðîöåññó.

Ðàçðàáîòàííàÿ àâòîðàìè ìåòîäèêà àíàëèçà öèôðîâîãî ñëåäà ñòóäåíòà áà-
çèðóåòñÿ íà ñôîðìóëèðîâàííûõ â [4; 5] ýòàïàõ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ EDM äëÿ
àíàëèçà è îáðàáîòêè äàííûõ.

Ïåðâûé ýòàï âêëþ÷àåò ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âûÿâëåíèå ñóùíîñòåé ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Âûäåëèì îñíîâíûå èíôîðìàöèîííûå èñòî÷-
íèêè äàííûõ:

• îáðàçîâàòåëüíàÿ ïðîãðàììà � êîìïëåêñ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê îáðà-
çîâàíèÿ (îáúåì, ñîäåðæàíèå, ïëàíèðóåìûå ðåçóëüòàòû), îðãàíèçàöèîííî-
ïåäàãîãè÷åñêèõ óñëîâèé è ôîðì àòòåñòàöèè, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí â âèäå
ó÷åáíîãî ïëàíà [6];

• äåÿòåëüíîñòü ïðîôåññîðñêî-ïðåïîäàâàòåëüñêîãî ñîñòàâà (ÏÏÑ), âêëþ÷àþ-
ùàÿ: ðàçðàáîòêó ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ (ëåêöèè, ïðàêòè÷åñêèå
çàíÿòèÿ, òåñòû), â òîì ÷èñëå â öèôðîâîì âèäå, îöåíèâàíèå ñòóäåíòîâ â
ðàìêàõ òåêóùåé, ïðîìåæóòî÷íîé óñïåâàåìîñòè è ò.ä.;

• ó÷åáíàÿ äåÿòåëüíîñòü ñòóäåíòîâ, êîòîðàÿ îöåíèâàåòñÿ â õîäå òåêóùåé,
ïðîìåæóòî÷íîé è èòîãîâîé óñïåâàåìîñòè.

Äåòàëèçàöèÿ âçàèìîñâÿçåé ìåæäó óêàçàííûìè èíôîðìàöèîííûìè èñòî÷-
íèêàìè îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà ïîçâîëèëà ðàçðàáîòàòü ñõåìó èíôîðìàöèîí-
íûõ ïîòîêîâ, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñóíêå 14.

Âòîðîé ýòàï ïðåäïîëàãàåò ïîäãîòîâêó äàííûõ äëÿ EDM è áàçèðóåòñÿ íà
ìåòîäàõ ïðîåêòèðîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è ÁÄ [7]. Íà
ýòîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ìîäåëèðîâàíèå äàííûõ, ò.å. îñóùåñòâëÿåòñÿ îïðåäåëå-
íèå è àíàëèç òðåáîâàíèé ê äàííûì, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ
EDM, ðàçðàáîòêà ñòðóêòóð îïåðàòèâíûõ, ñïðàâî÷íûõ è àðõèâíûõ áàçû äàííûõ
(ÁÄ), äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ èñòî÷íèêîâ äàííûõ, ôîðìèðóåìûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì
âíóòðåííèõ è âíåøíèõ èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 1 ñõåìû èíôîðìàöèîííûõ
ïîòîêîâ â ÐÃÏÓ èì. À. È. Ãåðöåíà ðàçðàáîòàíà è ïîëíîìàñøòàáíî âíåäðåíà â
ïðàêòèêó îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà èíòåãðèðîâàííàÿ èíôîðìàöèîííàÿ ñèñòå-
ìà óïðàâëåíèÿ ó÷åáíûì ïðîöåññîì � ÈÑÓÏ (http://oio.herzen.edu.ru). ÈÑÓÏ
èíòåãðèðîâàíà ñ ðàçëè÷íûìè êîìïîíåíòàìè ÖÎÑ, â òîì ÷èñëå ñ ÑÄÎ Moodle.
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Ðèñ. 14: Ñõåìà èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ

Ôîðìèðîâàíèå äàííûõ â ÁÄ äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà ðåàëèçóåòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííûõ ñ ó÷àñòèåì àâòîðîâ èíñòðóìåíòîâ (èíôîðìàöè-
îííûõ ñèñòåì) � êîìïîíåíòîâ ÈÑÓÏ:

• èíñòðóìåíòîì, äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ äàííûõ î ðåàëèçóåìûõ îñíîâíûõ ïðî-
ôåññèîíàëüíûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ïðîãðàììàõ ÿâëÿåòñÿ ÈÑ ¾Ó÷åáíûå è
ðàáî÷èå ïëàíû¿, îáåñïå÷èâàþùàÿ àâòîìàòè÷åñêîå ôîðìèðîâàíèå ðàáî÷èõ
ïëàíîâ è îáúåìîâ ó÷åáíûõ ïîðó÷åíèé êàôåäð;

• äëÿ ñáîðà äàííûõ î ïðîìåæóòî÷íîé óñïåâàåìîñòè ñòóäåíòîâ èñïîëüçóåò-
ñÿ ÈÑ ¾Äåêàíàò¿, îáåñïå÷èâàþùàÿ ôîðìèðîâàíèå: ïåðñîíàëüíûõ äàííûõ
ñòóäåíòîâ, èíôîðìàöèè î õàðàêòåðèñòèêàõ îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàììû
ñòóäåíòà, èíôîðìàöèè î ñòðóêòóðå è ñîñòàâå îáðàçîâàòåëüíîé ïðîãðàì-
ìû, äàííûõ îá óñïåøíîñòè îñâîåíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ îáðàçîâàòåëüíûõ
ìàðøðóòîâ [5];

• ðàñïðåäåëåíèå ó÷åáíîé íàãðóçêè ìåæäó ïðåïîäàâàòåëÿìè ðåàëèçóåòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì èíñòðóìåíòà ÈÑ ¾Íàãðóçêà êàôåäðû¿;

• ñèñòåìà, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ýëåêòðîííîãî ðàñïèñàíèÿ çàíÿ-
òèé è ýêçàìåíîâ ñòóäåíòîâ íà îñíîâå ðàáî÷èõ ïëàíîâ è ðàñïðåäåëåííîé
íàãðóçêè ïðåïîäàâàòåëåé � ÈÑ ¾Ðàñïèñàíèå.

• ÑÄÎ Moodle îáåñïå÷èâàåò õðàíåíèå ðàçëè÷íûõ äàííûõ î âçàèìîäåéñòâèè
ñòóäåíòîâ ñ öèôðîâîé ñðåäîé â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå òåêóùóþ
óñïåâàåìîñòü;
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• ê èíñòðóìåíòàì, îáåñïå÷èâàþùèì ñâÿçü ìåæäó èñòî÷íèêàìè äàííûõ,
ïðåäñòàâëåííûõ â ÈÑÓÏ è ÑÄÎ Moodle, îòíîñÿòñÿ: ÈÑ ¾Ýëåêòðîííûé
ìîíèòîðèíã¿ è âåá-ðåñóðñ ¾Ýëåêòðîííûé àòëàñ¿ � êîìïîíåíòû äëÿ ìîíè-
òîðèíãà äåÿòåëüíîñòè ïðîôåññîðñêî-ïðåïîäàâàòåëüñêîãî ñîñòàâà, ñâÿçàí-
íîé ñ îíëàéí-îáó÷åíèåì. Ñèñòåìû îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü ôîðìèðî-
âàíèÿ ïðåïîäàâàòåëåì çàÿâêè íà ñîçäàíèå ÝÓÊ â ñèñòåìå äèñòàíöèîííîãî
îáó÷åíèÿ (ÑÄÎ) Moodle, à òàêæå âîçìîæíîñòü îáðàáîòêè òàêîé çàÿâêè.

Òðåòèé ýòàï âêëþ÷àåò ñáîð è àíàëèç èòîãîâûõ äàííûõ, îïðåäåëåíèå ìåòî-
äîâ EDM äëÿ èõ îáðàáîòêè è âèçóàëèçàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â êà÷åñòâå
ìåòîäîâ EDM äëÿ âûÿâëåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó ñóùíîñòÿìè ïðåäìåòíîé îáëàñòè
áûëè èñïîëüçîâàíû êîððåëÿöèîííûé àíàëèç è ìåòîä ¾ïåðåãîíêè äàííûõ äëÿ
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèå ÷åëîâåêîì¿ (Distillation of Data for Human Judgment) [5].

Äëÿ îöåíêè èíòåíñèâíîñòè ðàáîòû ñòóäåíòîâ â ÑÄÎ Moodle áûëè âû-
äåëåíû ïîêàçàòåëè, íàïðèìåð, êîëè÷åñòâî äåéñòâèé, âûïîëíåííûõ ñ ýëåìåíòà-
ìè êóðñà, â òîì ÷èñëå: êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ ïî ñòðàíèöàì êóðñà, çàãðóçêà
ðåñóðñîâ, ïåðåõîä ïî ññûëêàì, îòïðàâêà ñîîáùåíèé íà ôîðóìàõ è ÷àòàõ. Ñðå-
äè ïîêàçàòåëåé òàêæå áûëè âûäåëåíû: àêòèâíîñòü ñòóäåíòîâ â ÷àòå(-àõ) êóð-
ñà (êîëè÷åñòâî îòïðàâëåííûõ ñîîáùåíèé â ÷àòå(-àõ)); èòîãîâàÿ îöåíêà çà êóðñ
(ôîðìèðóåòñÿ íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ áàëëîâ ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé, òåñòîâ);
âðåìÿ, ïðîâåäåííîå ñòóäåíòàìè íà êóðñå.

Äàëåå áûë âûáðàí ðÿä äèñöèïëèí, èãðàþùèõ êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîäãîòîâ-
êå ïî ðàçëè÷íûì îáðàçîâàòåëüíûì ïðîãðàììàì, îñâîåíèå êîòîðûõ áàçèðóåòñÿ
íà øèðîêîì èñïîëüçîâàíèè ÝÓÊ â ÑÄÎ Moodle: ãåîìåòðèÿ, òåîðèÿ îðãàíèçà-
öèè è óïðàâëåíèå îðãàíèçàöèîííîé ïîëèòèêîé â îáðàçîâàíèè, ñèñòåìàòèêà ðàñ-
òåíèé, èñòîðèÿ Äðåâíåãî ìèðà, çàùèòà è ñîõðàíåíèå êóëüòóðíîãî íàñëåäèÿ è
äð.

Èíôîðìàöèÿ îá óñïåøíîñòè îñâîåíèÿ ñòóäåíòàìè îáðàçîâàòåëüíîé ïðî-
ãðàììû ôîðìèðóåòñÿ â âèäå îöåíîê çà ïðîìåæóòî÷íóþ àòòåñòàöèþ ïî ìîäóëÿì,
äèñöèïëèíàì è ïðàêòèêàì â ÁÄ Herzen. Äëÿ ñâÿçè äàííûõ èç äâóõ áàç áûëà
ðàçðàáîòàíà è ðåàëèçîâàíà ìîäåëü èíòåãðàöèè (Ðèñ. 15).

Ïðèâåäåì äàííûå îá îáó÷åíèè ïÿòè ãðóïï, ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ
â êîòîðûõ, ñîñòàâëÿåò 20 ÷åëîâåê. Äëÿ êàæäîé äèñöèïëèíû, ãðóïïû ñòóäåí-
òîâ è âûáðàííîìó ïîêàçàòåëþ áûëè ðàññ÷èòàíû êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè,
îòðàæàþùèå çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ è îöåíêè ñòóäåíòîâ â ðàìêàõ
ïðîìåæóòî÷íîé àòòåñòàöèè ïî äèñöèïëèíàì (Òàáëèöà 1).

Ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå 1 ðàñ÷åòû, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ ðåçóëüòàòîâ èñ-
ñëåäîâàíèÿ, áàçèðóþòñÿ íà ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîì îáúåìå äàííûõ, îäíàêî,
ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ òðåòüåãî ïî-
êàçàòåëÿ èìåþò íàèáîëåå ñòàáèëüíî âûñîêóþ ñâÿçü, ñðåäíåå çíà÷åíèå êîòîðîé
ðàâíî 0,7108. Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå â ÝÓÊ ñðåäñòâ, îáåñïå÷èâàþùèõ âîçìîæ-
íîñòü îöåíêè òåêóùåé óñïåâàåìîñòè (çàäàíèé, òåñòîâ) ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ
âåðîÿòíîñòè ïîçâîëÿþò ñïðîãíîçèðîâàòü óñïåøíîñòü îñâîåíèÿ äèñöèïëèíû ñòó-
äåíòîì.

Â òî æå âðåìÿ, ïåðâûé ïîêàçàòåëü èìååò íàèìåíüøóþ ñâÿçü, ñðåäíåå çíà-
÷åíèå ðàâíî 0,314. Ìîæíî ñäåëàòü ïðåäâàðèòåëüíûé âûâîä î òîì, ÷òî äàííûé
ïîêàçàòåëü íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ôàêòîðîì, õàðàêòåðèçóþùèì êà÷åñòâî
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Ðèñ. 15: Ìîäåëü èíòåãðàöèè ÁÄ HERZEN è ÁÄ Moodle

èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû ñòóäåíòàìè.
Àíàëèç äàííûõ â ðàçðåçå äèñöèïëèí ïîêàçàë ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ â

çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëåé, ñâÿçàííûå, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, ñî ñïåöèôèêîé ïðåä-
ìåòíîé îáëàñòè è ñòðóêòóðîé ÝÓÊ ïî äèñöèïëèíå. Íà îñíîâå àíàëèçà ðåçóëüòà-
òîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëüçîâàòåëåé ñ ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèìè ìàòåðèàëàìè ÝÓÊ
ìîæíî ôîðìóëèðîâàòü ïðåäïîëîæåíèÿ îá ýôôåêòèâíîñòè êóðñà è ðåêîìåíäà-
öèè ïî èçìåíåíèþ îáðàçîâàòåëüíîãî ðåñóðñà ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ åãî êà÷åñòâà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò àâòîðàì ïåðåéòè ê î÷åðåäíîìó ýòàïó
èññëåäîâàíèÿ, ñ îïîðîé íà ðàñøèðåííóþ áàçó äàííûõ äëÿ àíàëèçà óñïåâàåìîñòè
êîíòèíãåíòà ñòóäåíòîâ â öåëîì ïî âñåì îáðàçîâàòåëüíûì ïðîãðàììàì, ðåàëè-
çóåìûì â óíèâåðñèòåòå.

Ïðåäëîæåííàÿ àâòîðàìè ìåòîäèêà àíàëèçà öèôðîâîãî ñëåäà ñòóäåíòîâ
â äàëüíåéøåì ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðèíÿòèÿ îáîñíîâàííûõ óïðàâëåí÷å-
ñêèõ ðåøåíèé ïðè ïðîåêòèðîâàíèè, îáíîâëåíèè è ðåàëèçàöèè îáðàçîâàòåëüíûõ
ïðîãðàìì âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ïîäãîòîâêè.
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Òàáëèöà 1: Êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè (r) äëÿ âûáðàííûõ ïîêàçàòåëåé

Äèñöèïëèíà Êîë-âî
ñòóäåí-
òîâ â
ãðóïïå

Çíà÷åíèÿ r äëÿ ïîêàçàòåëÿ

Êîëè÷åñòâî
äåéñòâèé íà
êóðñå

Àêòèâíîñòü
ñòóäåíòîâ â
÷àòå(-àõ)

Èòîãîâàÿ
îöåíêà
çà êóðñ

Âðåìÿ íà
êóðñå

Ãåîìåòðèÿ 20 0.2582 0.051 0.4014 0.5269
Òåîðèÿ îðãàíè-
çàöèè è óïðàâ-
ëåíèå îðãàíèçà-
öèîííîé ïîëè-
òèêîé â îáðàçî-
âàíèè

27 0.6349 0.0308 0.917 0.5615

Ñèñòåìàòèêà
ðàñòåíèé

16 0.1388 0.4070 0.9369 0.3882

Èñòîðèÿ Äðåâ-
íåãî ìèðà

29 0.1935 0.0494 0.6303 0.4290

Çàùèòà è ñî-
õðàíåíèå êóëü-
òóðíîãî íàñëå-
äèÿ

27 0.3447 0.5205 0.6959 0.4753
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Vilkov V. B., Chernych A. K., Flegontov A. V. Using a network model to solve

a modi�ed assignment Problem. The article considers a problem that is a modi�cation of the

assignment problem, and di�ers from it by the number of fractions of the graph under consideration

and the e�ciency criterion, which uses the truth values of the fuzzy statement ¾the corresponding

system of relations is reliable¿. An approach to solving this problem is presented, based on the use

of a network model, illustrated by an example.

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à, ÿâëÿþùàÿñÿ ìîäèôèêàöèåé çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ,

è îòëè÷àþùàÿñÿ îò íåå ÷èñëîì äîëåé ðàññìàòðèâàåìîãî ãðàôà è êðèòåðèåì ýôôåêòèâíî-

ñòè, â êà÷åñòâå êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèÿ èñòèííîñòè íå÷åòêîãî âûñêàçûâàíèÿ ¾ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñâÿçåé íàäåæíà¿. Ïðåäñòàâëåí ïîäõîä ê ðåøåíèþ óêàçàííîé çàäà÷è,

îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ñåòåâîé ìîäåëè, ïðîèëëþñòðèðîâàííûé ïðèìåðîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îðèåíòèðîâàííûé ñâÿçíûé ãðàô, àëãîðèòì ðåøåíèÿ
ìîäèôèöèðîâàííîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèè, ìàêñèìàëüíûé ïîòîê, íå÷¼òêèå ìíî-
æåñòâà.

Key words: oriented connected graph, algorithm for solving the modi�ed
assignment problem, maximum �ow, fuzzy sets.

Íàïîìíèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ [1,2].
Èìååòñÿ äâà îäèíàêîâûå ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Èç-

âåñòíû ýôôåêòèâíîñòè âñåâîçìîæíûõ ïàð ýëåìåíòîâ, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç
êàæäîãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ. Òðåáóåòñÿ êàæäîìó ýëåìåíòó îäíîãî ìíîæåñòâà ñî-
îòíåñòè åäèíñòâåííûé ýëåìåíò äðóãîãî òàê, ÷òîáû ñóììàðíàÿ ýôôåêòèâíîñòü
ïîëó÷åííîãî íàáîðà ïàð ýëåìåíòîâ áûëà áû ìàêñèìàëüíîé. Ïðè ýòîì ðàññìàò-
ðèâàåìîå îòîáðàæåíèå äîëæíî áûòü âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Îòìåòèì, ÷òî ýòà
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òðàíñïîðòíîé çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
î íàçíà÷åíèÿõ â òàêîé ïîñòàíîâêå Ã.Êóíîì áûë ïðåäëîæåí ¾âåíãåðñêèé ìåòîä¿
[3], ó÷èòûâàþùèé å¼ îñîáåííîñòè.

Çàäà÷ó î íàçíà÷åíèÿõ â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå ÷àñòî óäîáíî ôîðìóëè-
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ðîâàòü â òåðìèíàõ òåîðèè ãðàôîâ, èñïîëüçóÿ äâóäîëüíûå ãðàôû. Èòàê, ïóñòü
äàí êîíå÷íûé äâóäîëüíûé ãðàô. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ïåðâîé
äîëè ñîåäèíåíà ðåáðàìè ñ êàæäîé âåðøèíîé âòîðîé äîëè. Êàæäîå ðåáðî ÿâëÿ-
åòñÿ âçâåøåííûì, è åãî âåñ íå îòðèöàòåëüíûé. Íàéòè ïàðîñî÷åòàíèå [4,5] ìàê-
ñèìàëüíîãî âåñà (âåñ ïàðîñî÷åòàíèÿ ðàâåí ñóììå âåñîâ ðåáåð, åãî îáðàçóþùèõ)
[6].

Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V
è ìíîæåñòâîì îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð (äóã) E. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî

V =
⋃k

i=1 Vi, ãäå Vi ∩ Vj = ∅ ïðè i 6= j è E =
⋃k−1

i=1 Ei,

ãäå Vi =
{
vi1, v

i
2, ..., x

i
ni

}
, i = 1, 2, ..., k, Vi � i�ÿ äîëÿ âåðøèí ãðàôà G, à vij

� j�ÿ âåðøèíà i�îé äîëè, ïðè ýòîì, åñëè äóãà (u, v) ∈ Ei, òî u ∈ Vi è v ∈ Vi+1.
Òàêîé ãðàô áóäåì íàçûâàòü k äîëüíûì.

Ââåäåì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî k äîëüíîãî ãðàôà ðÿä ïîíÿòèé, ñõîæèõ ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîíÿòèÿìè â òåîðèè äâóäîëüíûõ ãðàôîâ.

Ïóòü, ñîñòîÿùèé èç k − 1 äóãè è ñîäåðæàùèé k ðàçëè÷íûõ âåðøèí ïî
îäíîé èç êàæäîãî èç ìíîæåñòâ Vi, i = 1, 2, ..., k, áóäåì íàçûâàòü k âåðøèííûì
àíñàìáëåì.

Ìíîæåñòâî òàêèõ k âåðøèííûõ àíñàìáëåé, ÷òî ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ
àíñàìáëÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè, ò.å. íå èìåþò îáùèõ âåð-
øèí, íàçîâåì k âåðøèííûì ñî÷åòàíèåì.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðàô G ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííûì, êàæäîé åãî äó-
ãå ñîîòíåñåíî çíà÷åíèå èñòèííîñòè íå÷åòêîãî âûñêàçûâàíèå ¾ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñâÿçü íàäåæíà¿, òîãäà âåñ k âåðøèííîãî ñî÷åòàíèÿ áóäåò ðàâåí ìèíèìàëüíîìó
èç âåñîâ äóã, îáðàçóþùèõ ýòî ñî÷åòàíèå [7,8,9].

Òðåáóåòñÿ íàéòè k âåðøèííîå ñî÷åòàíèå, ñîñòîÿùåå èç ìàêñèìàëüíîãî
÷èñëà k âåðøèííûõ àíñàìáëåé è èìåþùåå ìàêñèìàëüíûé âåñ ñðåäè âñåõ òàêèõ
ñî÷åòàíèé.

Åñëè ãðàô G èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 1, òî ãðàô G̃ � íà ðèñóíêå 2.

Ðèñ. 16: Ãðàô G.

Ïóòü íà ãðàôå G̃ îò èñòî÷íèêà äî ñòîêà áóäåì íàçûâàòü ïîëíûì ïóòåì.
Çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ ãðàôà G̃, ëþáîé ïîëíûé ïóòü íà íåì

èìååò âèä:

(s, ν1l1), (ν
1
l1
, ν̃1l1), (ν̃

1
l1
, ν2l2) . . . (ν̃

k−1
lk−1

, νklk), (νklk , ν̃
k
lk

), (ν̃klk , t)
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Ðèñ. 17: Ãðàô G̃. Ïóíêòèðîì âûäåëåíû äóãè è âåðøèíû, êîòîðûõ íåò â G

Ìåæäó k âåðøèííûìè àíñàìáëÿìè íà ãðàôå G è ïîëíûìè ïóòÿìè íà ãðà-
ôå G̃ ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå: k âåðøèííîìó àíñàìáëþ
íà ãðàôå G, ñîäåðæàùåìó âåðøèíû ν1l1 , ν

2
l2
, . . . , νklk , ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîë-

íûé ïóòü íà ãðàôå G̃, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíû

s, ν1l1 , ν̃
1
l1
, ν2l2 , ν̃

2
l2
, . . . , νklk , ν̃

k
lk
, t.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå çàäà÷è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðàô
G̃ êàê òðàíñïîðòíóþ ñåòü, äëÿ êîòîðîé ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ëþáîé êîììó-
íèêàöèè (äóãè) ðàâíà åäèíèöå. Âåñ äóã èç E òàêîé æå êàê è äëÿ ãðàôà G,
âåñ îñòàëüíûõ äóã ðàâåí åäèíèöå. Âåðøèíó s áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå
èñòî÷íèêà, âåðøèíó t â êà÷åñòâå ñòîêà.

Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà [6,10], íàéäåì íà ýòîé òðàíñïîðò-
íîé ñåòè ìàêñèìàëüíûé ïîòîê, îáîçíà÷èì åãî {x̂uν}(u,ν)∈Ẽ, ãäå x̂uν - ïîòîê ïî
äóãå (u, ν). Ïðè öåëî÷èñëåííûõ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòÿõ ýòîò àëãîðèòì äàåò
öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, â íàøåì ñëó÷àå ïîòîê x̂uν ïî äóãå (u, ν)
ìîæåò áûòü ðàâåí òîëüêî íóëþ èëè åäèíèöå.

Äóãó (u, ν), äëÿ êîòîðîé x̂uν = 1, íàçîâåì çàãðóæåííîé. Ïóòü, âñå äó-
ãè êîòîðîãî çàãðóæåííûå, áóäåì íàçûâàòü çàãðóæåííûì. Çàìåòèì, ÷òî ðàçíûå
ïîëíûå çàãðóæåííûå ïóòè íà ãðàôå G̃ ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â èñòî÷íèêå è â
ñòîêå.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ëþáîé âåðøèíû ìíîæåñòâà Vi íà ãðàôå G̃ ïðè ëþáîì
i âûõîäèò òîëüêî îäíà äóãà è â ëþáóþ âåðøèíó ìíîæåñòâà Ṽi ïðè ëþáîì i
âõîäèò òîæå òîëüêî îäíà äóãà. Ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ äóã ðàâíû åäèíè-
öå, à ñóììàðíûé ïîòîê, ïðèáûâàþùèé â ïóíêò, ðàâåí ñóììàðíîìó ïîòîêó åãî
ïîêèäàþùåìó.
ñî÷åòàíèå ñîñòîèò èç ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà àíñàìáëåé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû
ñóùåñòâîâàëî ñî÷åòàíèå èç áîëüøåãî ÷èñëà àíñàìáëåé, òî íà ãðàôå G̃ íàøëîñü
áû áîëüøåå ÷èñëî ïîëíûõ ïóòåé è òîãäà ïîëó÷åííûé ïîòîê íå áûë áû ìàêñè-
ìàëüíûì.

Äëÿ âûáîðà k âåðøèííîãî ñî÷åòàíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç ìàêñèìàëüíîãî ÷èñ-
ëà k âåðøèííûõ àíñàìáëåé è èìåþùåãî ìàêñèìàëüíûé âåñ ñðåäè âñåõ òàêèõ
ñî÷åòàíèé, íàäî â ðàññìàòðèâàåìîì ãðàôå íàéòè ìàêñèìàëüíîå k âåðøèííîå
ñî÷åòàíèå (äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ íàéòè íà ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè ìàêñèìàëüíûé
ïîòîê), íàéòè â íåì äóãó ìèíèìàëüíîãî âåñà è óáðàòü èç íåãî âñå äóãè, âåñ
êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò òîëüêî ÷òî íàéäåííîãî âåñà. Ïîëó÷åííûé ãðàô ðàñ-
ñìîòðåòü â êà÷åñòâå èñõîäíîãî è âñå ïîâòîðèòü. È òàê äàëåå, ïîêà íå ïîëó÷èì
ïîòîê ìåíüøåé âåëè÷èíû. Ñî÷åòàíèå, ïîëó÷åííîå íà ïðåäûäóùåì øàãå, è áóäåò
èñêîìûì.
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Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ïðåäëîæåííûé àëãî-
ðèòì.

Ïðèìåð. Ïóñòü âåñà äóã ãðàôà, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñóíêå 1, óêàçàíû
â òàáëèöàõ 2 è 3. Íàéòè 3 âåðøèííîå ñî÷åòàíèå, ñîñòîÿùåå èç ìàêñèìàëüíîãî
÷èñëà 3 âåðøèííûõ àíñàìáëåé è èìåþùåãî ìàêñèìàëüíûé âåñ ñðåäè âñåõ òàêèõ
ñî÷åòàíèé.

Òàáëèöà 2: Íàäåæíîñòü ñâÿçåé ìåæäó 1 è 2 äîëÿìè

Ïåðâàÿ Âòîðàÿ äîëÿ
äîëÿ ν

2
1 ν

2
2

ν
1
1 0,6 0,8
ν

1
2 0,7 0,6
ν

1
3 0,7 0,9

Òàáëèöà 3: Íàäåæíîñòü ñâÿçåé ìåæäó 2 è 3 äîëÿìè

Âòîðàÿ Òðåòüÿ äîëÿ
äîëÿ ν

3
1 ν

3
2

ν
2
1 0,9 0,6
ν

2
2 0,8 0,7

1. Ðåøàåì íà ñåòè, èçîáðàæåííîé ãðàôîì ñ ðèñóíêà 2, çàäà÷ó î ìàê-
ñèìàëüíîì ïîòîêå. Âàðèàíò çàãðóæåííûõ äóã íà ðèñóíêå 3 îòìå÷åí æèð-
íûìè ëèíèÿìè. Ýòî ïóòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíû s, ν11, ν̃

1
1, ν

2
1, ν̃

2
1, ν

3
1, ν̃

3
1, t è

s, ν13, ν̃
1
3, ν

2
2, ν̃

2
2, ν

3
2, ν̃

3
2, t îíè ñîîòâåòñòâóþò 3 âåðøèííîìó ñî÷åòàíèþ, ñîñòîÿùåìó

èç äâóõ òðåõ âåðøèííûõ àíñàìáëåé ν11, ν
2
1, ν

3
1, è ν

1
3, ν

2
2, ν

3
2. Âåñ ïîëó÷åííîãî 3

âåðøèííîãî ñî÷åòàíèÿ ðàâåí 0,6.

Ðèñ. 18: Âîçìîæíûé âàðèàíò ìàêñèìàëüíî ïîòîêà

Çàïðåùàåì èñïîëüçîâàíèå äóã, âåñ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 0,6. Íà ãðàôå
ñ ðèñóíêà 3 ýòî äóãè (ν̃11, ν

2
1), (ν̃

1
2, ν

2
2), (ν̃

2
1, ν

3
2), ïîëó÷àåì ãðàô, èçîáðàæåííûé íà

ðèñóíêå 4.
2. Â âîçìîæíîì âàðèàíòå ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà çàãðóæåííûìè ÿâëÿþòñÿ

ïóòè ν12, ν̃
1
2, ν

2
1, ν̃

2
1, ν

3
1, ν̃

3
1 è ν

1
3, ν̃

1
3, ν

2
2, ν̃

2
2, ν

3
2, ν̃

3
2, ñîîòâåòñòâóþùèå äóãè íà ðèñ. 4

âûäåëåíû æèðíûìè ëèíèÿìè. Âåñ ïîëó÷åííîãî 3 âåðøèííîãî ñî÷åòàíèÿ ðàâåí
0,7.
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Ðèñ. 19: Ãðàô ïîñëå ïåðâîãî øàãà è âàðèàíò ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà íà íåì

Çàïðåùàåì èñïîëüçîâàíèå äóã, âåñ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 0,7. Íà ãðàôå
ñ ðèñóíêà 4 ýòî äóãè (ν̃12, ν

2
1), (ν̃

1
3, ν

2
1), (ν̃

2
2, ν

3
2), ïîëó÷àåì ãðàô, èçîáðàæåííûé íà

ðèñóíêå 5.

Ðèñ. 20: Ãðàô ïîñëå âòîðîãî øàãà

3. Íà ñåòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäíåìó ãðàôó, ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ðà-
âåí åäèíèöå, ïîýòîìó ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî íà ïðåäûäóùåì øàãå, è èñêîìîå
3 âåðøèííîå ñî÷åòàíèå ñîñòîèò èç äâóõ 3 âåðøèííûõ àíñàìáëåé � ν12, ν

2
1, ν

3
1 è

ν
1
3, ν

2
2, ν

3
2 è èìååò ìàêñèìàëüíûé âåñ, ðàâíûé 0,7.
Îòìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà íå áîëåå O(E2f), ãäå

E � ÷èñëî ðåáåð, f � âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà.
Âûâîä.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî íîâîå ðåøåíèå ïðåäëîæåííîé ìîäèôèöèðîâàí-

íîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèè, íà îñíîâå êîòîðîãî íåñëîæíî ñîçäàòü êîìïüþòåðíîå
ïðèëîæåíèå.

Ïðè ýòîì íàèáîëüøèé èíòåðåñ â ïðåäëîæåííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëÿåò, íà
íàø âçãëÿä, ïðèåì, ñâÿçàííûé ñ ïîñòðîåíèåì ïî çàäàííîìó ãðàôó G ãðàôà
G̃, èñïîëüçîâàíèå êîòîðîãî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïåðåñå÷åíèÿ ïîëíûõ ïóòåé ïðè
èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà. Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ýòîò
ïðèåì ìîæåò áûòü ñ óñïåõîì ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ è ðÿäà äðóãèõ çàäà÷, ñâÿ-
çàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì k âåðøèííûõ ñî÷åòàíèé, íàïðèìåð, äëÿ òð¼õ âåðøèííîãî
ñî÷åòàíèÿ ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ ñ çàäà÷åé, ïðèâåä¼ííîé â [11].

Ìû ðåøàëè çàäà÷ó, â êîòîðîé îòûñêèâàëîñü ìàêñèìàëüíîå k âåðøèííîå
ñî÷åòàíèå, èìåþùåå ìàêñèìàëüíûé âåñ ñðåäè âñåõ òàêèõ ñî÷åòàíèé. Àëãîðèòì
ëåãêî ìîäèôèöèðóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî îòûñêàíèþ k âåðøèííîãî ñî÷å-
òàíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç l (l íå ïðåâîñõîäèò èõ ìàêñèìàëüíî ÷èñëà) k âåðøèííûõ
àíñàìáëåé è èìåþùåãî ìàêñèìàëüíûé âåñ ñðåäè âñåõ òàêèõ ñî÷åòàíèé.
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Pastuhov D. F., Pastuhov Y. F. [The stage of constructing a mathematical model of
an aneurysm. Types of �ow in a ½closed“ cuvette and contradictions in the problem
with a movable cover]

Professor of Russian Herzen State Pedagogical University (Saint Petersburg, Russia)
V. F. Zaitsev pointed out the need to start work on the construction of a mathematical model
of an aneurysm. It turned out that there is no such model at the moment. The closest models in
�uid mechanics are Newtonian �uid �ows in cuvettes with a movable lid. We divide two tasks here:
�ows in a ½closed“ and ½open“ ditch. In our work, contradictions in the solutions are indicated
boundary value problem of the �ow of a viscous liquid in a ½closed“ a cuvette with a movable lid.
The properties of solutions to various nonlinear problems are compared. An analogy is drawn with
the problems of the �ow of the Blasius plate. For the �rst time the main members of the equations
in the geometry of the cell and constructed a simple asymptotic behavior gives an overview of the
decisions and direction of research by analogy to the Blasius problem in boundary layer theory.
The transition to the boundary value problem with an ½open“ cell, which can be considered as a
simple model of the aneurysm problem, is justi�ed. Various approximations of the solution of the
�rst boundary value problem for the Navier Stokes equations and the types of �ows in a closed
cell are investigated by numerical iterative methods. This is necessary for calculating the blood
clotting process at the third stage of studying the problem. This work is a necessary step towards
constructing a mathematical model of an aneurysm.

Keywords: a mathematical model of an aneurysm, �ows in a ½closed“ and ½open“ ditch.

Ïîñâÿùàåòñÿ ïàìÿòè Â. Ô. Çàéöåâà. Ïðîôåññîð Ðîññèéñêîãî Ãîñóäàðñòâåííîãî Ïåäà-
ãîãè÷åñêîãî Óíèâåðñèòåòà èì. À.È. Ãåðöåíà (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ) Â.Ô. Çàéöåâ óêàçàë íà
íåîáõîäèìîñòü íà÷àòü ðàáîòû ïî ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè àíåâðèçìû. Îí çíàë î
ñóùåñòâîâàíèè òàêîé ëè÷íîé óãðîçû, è êàê ó÷¼íûé õîòåë èçó÷èòü ýòî ÿâëåíèå, íî íå õâàòèëî
âðåìåíè. Â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå èìååòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå [1] è îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ
ïðåäïîëîæåíèé î ïðè÷èíàõ ïîÿâëåíèÿ è ýâîëþöèè àíåâðèçìû. Íî îêàçàëîñü, ÷òî ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè íà äàííûé ìîìåíò âðåìåíè íåò. Íàèáîëåå áëèçêèå ìîäåëè â ìåõàíèêå æèäêîñòè
ýòî òå÷åíèÿ æèäêîñòè â êþâåòàõ ñ ïîäâèæíîé êðûøêîé. Ìû ðàçäåëÿåì çäåñü äâå çàäà÷è:
òå÷åíèÿ â ½çàêðûòîé“ è ½îòêðûòîé“ êþâåòå. Â íàøåé ðàáîòå óêàçàíû ïðîòèâîðå÷èÿ â ðåøå-
íèÿõ êðàåâîé çàäà÷è âèõðåâîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â ½çàêðûòîé“ êþâåòå ñ ïîäâèæíîé
êðûøêîé. Ñðàâíèâàþòñÿ ñâîéñòâà ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷. Ïðîâîäèòñÿ àíàëî-
ãèÿ ñ çàäà÷àìè îáòåêàíèÿ ïëàñòèíû Áëàçèóñà. Âïåðâûå âûäåëåíû ãëàâíûå ÷ëåíû óðàâíåíèé
â ãåîìåòðèè êþâåòû è ïîñòðîåíà ïðîñòàÿ àñèìïòîòèêà, äàþùàÿ îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î ðåøå-
íèè è íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèÿ ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé Áëàçèóñà â òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.
Îáîñíîâàí ïåðåõîä ê êðàåâîé çàäà÷å ñ ½îòêðûòîé“ êþâåòîé, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü,
êàê ïðîñòóþ ìîäåëü çàäà÷è îá àíåâðèçìå. ×èñëåííûìè èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè èññëåäî-
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âàíû ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà
è òèïû òå÷åíèé â çàêðûòîé êþâåòå. Ýòî íåîáõîäèìî äëÿ âû÷èñëåíèé ïðîöåññà ñâ¼ðòûâàíèÿ
êðîâè íà âòîðîì ýòàïå èçó÷åíèÿ ïðîáëåìû. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì øàãîì ê
ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè àíåâðèçìû.

Këþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àíåâðèçìû, âèõðåâîå òå÷åíèå âÿçêîé æèä-
êîñòè â ½çàêðûòîé“ è ½îòêðûòîé“ êþâåòå ñ ïîäâèæíîé êðûøêîé.

1. Ââåäåíèå. Â äàííîé ðàáîòå ðàçäåëÿåì îòäåëüíî äâå çàäà÷è: ½òå÷åíèÿ
â çàêðûòîé êàâåðíå ñ ïîäâèæíîé êðûøêîé“ è ½òå÷åíèÿ â îòêðûòîé êàâåðíå ñ
ïîäâèæíîé êðûøêîé“ . Ïåðâàÿ ìîäåëü (ñì. ëèòåðàòóðó â [2-8]) íàèáîëåå õîðîøî
èçó÷åíà ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà èç-çà ñâîåãî ïðèìåíåíèÿ â àâèàöèè,
êîñìîíàâòèêå.

Ïîÿñíèì, ÷òî â ½çàêðûòîé“ êàâåðíå äâèæåòñÿ êîíå÷íàÿ ìàññà æèäêî-
ñòè ïîä äåéñòâèåì èìïóëüñà, ïåðåäàâàåìîãî îò ïîäâèæíîé êðûøêè. Â çàäà÷å ñ
½îòêðûòîé“ êàâåðíå äâèæåòñÿ æèäêîñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç ìîëåêóë è ÷àñòèö, êî-
ëè÷åñòâî êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî èõ íåêîòîðóþ ÷àñòü çàáèðàåò ïîòîê,
ïðîõîäÿùèé íàä êþâåòîé. Âîçìîæíî, èññëåäîâàíèå ìîäåëåé äàñò âîçìîæíîñòü
âû÷èñëèòü, êàêîé ðàñõîä ýòîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ïîòîêà (ñ ìîäåëè ïîòîêà) íåîá-
õîäèì äëÿ ïîääåðæàíèÿ æèçíåäåÿòåëüíîñòè âñåãî îðãàíèçìà äàæå ïðè íàëè÷èè
àíåâðèçìû. Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíîé îáú¼ì ïóáëèêàöèé ïðèõîäèòñÿ íà ÷èñëåííûå
ðåøåíèÿ ðàçíûìè ìåòîäàìè çàäà÷è ñ ½çàêðûòîé“ êþâåòîé.

2. Ïðîòèâîðå÷èÿ, âîçíèêàþùèå â ìîäåëè â çàêðûòîé êàâåðíå ñ
ïîäâèæíîé êðûøêîé. Ïåðâîíà÷àëüíî âî âñåõ öèòèðóåìûõ ðàáîòàõ è â äàí-
íîé ðàáîòå äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ôóíêöèè ñêîðîñòåé, äàâëåíèÿ è
òîêà ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è äèôôåðåíöèðóåìûìè íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç.

Àíåâðèçìà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ëîêàëèçîâàííûé â ïðîñòðàíñòâå îáúåêò
ñ î÷åíü ñëîæíîé, èìåþùåé ìíîãî âàðèàíòîâ, ïîâåðõíîñòüþ, êîòîðàÿ îòäåëÿåò
îáúåì ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ïðîèñõîäÿò âàæíûå, ñëîæíûå äëÿ æèçíåäåÿ-
òåëüíîñòè âñåãî îðãàíèçìà ïðîöåññû [1]. Ïîýòîìó äëÿ ïðîñòîòû ìîäåëè â äàí-
íîé ðàáîòå ïðåäëàãàåì ñ÷èòàòü âíåøíåé ãðàíèöåé àíåâðèçìû ïîâåðõíîñòü êó-
áè÷åñêîé ½îòêðûòîé“ êþâåòû. Ïðèìåð òàêîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè ïðèâåä¼í â [9]
ñ. 17. Â êþâåòå îáðçàçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëíîñòü âèõðåé, èíåíñèâíîñòü êîòîðûõ
óìåíüøàåòñÿ ê äíó êþâåòû.

Çàìå÷àíèå 1. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ äâå äåêàðòîâûå ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû, ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë,
íà÷àëî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âûáðàíî â ½öåíòðå“ îáëàñòè. Âî âòîðîé
÷àñòè â ðàáîòû, ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ, èñïîëüçóåòñÿ âòîðàÿ ñèñòåìå äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàò, è å¼ íà÷àëî (x = 0, y = 0) óäîáíî ñâÿçàòü ñ ëåâûì íèæíèì
âíóòðåííèì óãëîì êþâåòû [9]. Îñü àáñöñèñ íàïðàâëåíà íàïðàâî, à îñü îðäèíàò
� ââåðõ.

Îòäåëüíî ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ïîäâèæíîé
÷àñòè è íåïîäâèæíîé ÷àñòè ñòåíêè òåðïÿò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â ìîäåëè ñ
½çàêðûòîé“ êþâåòîé. Ïðèìåð íå äèôôåðåíöèðóåìîé ëèíèè òîêà ïðèâåäåí â
[8]. Îíà èìååò ïåòëè, è ïèêè, òî åñòü òî÷êè â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
òîêà è ñêîðîñòåé òåðïèò ðàçðûâ. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ïðîòèâîðå÷èå ñ
ñäåëàííûìè ïðåäïîëîæåíèÿìè. Â ½îòêðûòîé“ êþâåòå ïðè ïîÿâëåíèè çàçîðà è
âíåøíåãî ïîòîêà, èçìåíÿþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ è ýòè ïðîòèâîðå÷èÿ èñ÷åçàþò.

Àíàëîãèè ñ çàäà÷åé Áëàçèóñà. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ ïå-
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ðåíîñà èíôîðìàöèè î ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ îò ãðàíèöû âãëóáü îáëàñòè. Ýòà èäåÿ
èñïîëüçîâàëàñü ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé ½ìåòîäîì R-ôóíêöèé“
[11] ñ. 31, è àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð [13-15]. Â [13] (c .8) ïîäðîáíî
îïèñàíû ïðèêëþ÷åíèÿ è ýâîëþöèÿ òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Òàì æå ïðèâå-
äåíà áîëüøàÿ è ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðàôèÿ, â êîòîðîé âûñòðàèâàëàñü èäåîëîãèÿ
½òð¼õïàëóáíîé ñòðóêòóðû“ ðåøåíèÿ. Â [14] ïðèâåäåí ½äâóõïàëóáíûé“ âàðèàíò
ýòîé òåîðèè. Ïîñòðîåííûå â [13, 15] ôîðìàëüíûå ðÿäû íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
íèêàêèõ êðàåâûõ çàäà÷, îäíàêî ëåæàò â ðóñëå èññëåäîâàíèé òåîðèè ïîãðàíè÷-
íîãî ñëîÿ.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ã. Áëàçèóñà ñòðîèò ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå òå÷åíèÿ
â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîãî ÎÄÓ.

Ýòà òåîðèÿ îêàçàëàñü ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûì ïðàêòè÷åñêèì øàãîì è èí-
ñòðóìåíòîì â èíæåíåðíûõ ðàñ÷¼òàõ. Â áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷àõ óðàâíåíèå Áëà-
çèóñà, êîíå÷íî, íå äàåò ðåøåíèÿ, îäíàêî òåîðèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ çàäà¼ò îáùåå
íàïðàâëåíèå ïðèáëèæåííûõ èññëåäîâàíèé.

Àâòîðû äàííîé ðàáîòû ïðåäïîëîæèëè è íàøëè àíàëîãèè ñ ðîëüþ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ Áëàçèóñà â òåîðèè è ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðè òå÷åíèÿõ â êþâåòå.
Àâòîðû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî è â îáùåé ïîñòàíîâêå ñóùåñòâóþò ïðîñòûå ðåøå-
íèÿ íåêîòîðîãî ïðèáëèæåííîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûå óêàçûâàþò íà
îáùèå ñâîéñòâà òå÷åíèÿ.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðè ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè êðàåâîé çàäà÷è ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå èçìåíåíèå îñíîâíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ
(ìàññà, èìïóëüñ. ýíåðãèÿ è ò.ä.), ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè (êóñî÷íî íåïðåðûâ-
íûìè) â ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèé ñïëîøíîé ñðåäû. Ïîìèìî ôèçè÷åñêèõ òðå-
áîâàíèé ê ðàçíîñòíûì ñõåìàì ïðåäúÿâëÿþòñÿ òðåáîâàíèÿ îäíîðîäíîñòè. Îíî
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôîðìóëû, ïî êîòîðûì âåä¼òñÿ ðàñ÷¼ò, äîëæíû çàïè-
ñûâàòüñÿ åäèíîîáðàçíî âî âñåé îáëàñòè, âî âñåõ óçëàõ ñåòêè, áåç ÿâíîãî âû-
äåëåíèÿ ½íåðåãóëÿðíîñòåé“ ðåøåíèÿ, íàïðèìåð òî÷åê ðàçðûâà. Ñâîéñòâà òîãî
èëè èíîãî àëãîðèòìà, êàê ïðàâèëî, òðóäíî îöåíèòü òåîðåòè÷åñêè. Ïîýòîìó ïðè
àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ, ïîìèìî àïðèîðíûõ ñîîáðàæåíèé, áîëüøóþ ðîëü èãðàþò
àïîñòåðèîðíûå èññëåäîâàíèÿ. Ñþäà â ïåðâóþ î÷åðåäü îòíîñèòñÿ îïðîáîâàíèå
àëãîðèòìîâ íà ñïåöèàëüíûõ ½òî÷íûõ“ ðåøåíèÿõ-½òåñòàõ“. Ïðè ýòîì ïðîâîäèò-
ñÿ ðàñ÷¼ò íåêîòîðûõ óïðîù¼ííûõ âàðèàíòîâ çàäà÷è, êîòîðûé íå äàåò, áûòü
ìîæåò, ïîëíóþ ôèçè÷åñêóþ êàðòèíó ïðîöåññà, íî äîïóñêàåò ïðîñòîå àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå. Â äàííîé çàäà÷å òî÷íûõ ðåøåíèé íåò. Ïîýòîìó ýòó ðîëü ìîãóò
âûïîëíÿòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, íàïðèìåð, ïîñòðîåííûå â äàííîé ðàáî-
òå. Ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðàñ÷¼òà ñ ½òåñòîì“ ïîçâîëÿåò ñóäèòü
î òî÷íîñòè àëãîðèòìà, óòî÷íèòü çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò, îöåíèòü ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè è ò.ä. [13, 55].

Â íà÷àëå 21 âåêà èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé ïåðåíîñèòñÿ â îáëàñòü ìåõàíèêè
òå÷åíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ æèäêîñòåé (êðîâè) â ñëîæíûõ îáëàñòÿõ. Ïîýòîìó ÷èñëî
Ðåéíîëüäñà â íàøèõ ðàñ÷¼òàõ ÿâëÿåòñÿ ìàëûì.

Îáñóæäåíèå êðàåâûõ óñëîâèé è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Óï-
ðîù¼ííîå èçîáðàæåíèå êþâåòû â äâóõìåðíîì ñëó÷àå ïðîäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿ-
ìîóãîëüíèê. Íà âíóòðåííèõ ïîâåðíîñòÿõ êþâåòû âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðèëèïà-
íèÿ: ïðîäîëüíàÿ u è âåðòèêàëüíàÿ v, áåçðàçìåðíûå ñêîðîñòè u = 0, v = 0 íà
âíóòðåííèõ ñòåíêàõ.
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à) Âåðõíÿÿ êðûøêà êþâåòû äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòþ u = 1, à v = 0 (ìîäå-
ëèðóÿ âíåøèé ïîòîê).

Òàê êàê â ìàëóþ ùåëü óõîäèò ìàññà æèäêîñòè, è ïðîèñõîäèò îáìåí èì-
ïóëüñîì ñ îñíîâíûì îáú¼ìîì æèäêîñòè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ùåëü ìàëà, ïðå-
íåáðå÷ü åé íåëüçÿ, ïðîñòî çäåñü èìååì äåëî ñ ½æåñòêîé çàäà÷åé“. Ñàìî ìîäåëè-
ðîâàíèå èìååò ñìûñë ïîêà ïðîèñõîäèò òàêîé îáìåí ÷àñòèöàìè êðîâè ñ äðóãèìè
ñèñòåìàìè îðãàíèçìà.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Êðàåâûå óñëîâèÿ. Êðàåâûå óñëîâèÿ â ïåðâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò íà âíóòðåííèõ áîêîâûõ ñòåíêàõ Ã â êàâåðíå (â äâóõìåðíîì
ñëó÷àå) èìåþò âèä

u|Γ = 0, v|Γ = 0, {x = ±1,−1 ≤ y ≤ 1 + m(ε)}. Re =
√
ε (1)

Ýòî óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ íà áîêîâûõ ãðàíÿõ êóáà. Íà âåðõíåé ïîäâèæíîé ãðàíè
êóáà, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ|Γtop, êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

u|Γtop = 1, y = 1, −1 ≤ x ≤ 1, v|Γtop = 0, y = 1, −1 ≤ x ≤ 1. (2)

Êðàåâûå óñëîâèÿ íà äíå êþâåòû èìåþò âèä óñëîâèé ïðèëèïàíèÿ

u|Γtop = 0, y = −1, −1 ≤ x ≤ 1, (3)

v|Γtop = 0, y = −1, −1 ≤ x ≤ 1. (4)

Íà ïåðâîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàëûé ïåðàìåòð ½âðåìÿ“, êîòîðûé ïîçâîëÿåò â ãëàâ-
íîì ñëàãàåìîì àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ [4-6] ñ÷èòàòü òå÷åíèå ½óñòàíîâèâøèìñÿ“.
Ýòîò ýòàï ôîðìèðîâàíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèå ïîäðîáíî îïèñàíî â [12] è âî ìíîãèõ
ñòàòüÿõ, ññûëêè íà êîòîðûå ïðèâåäåíû â ëèòåðàòóðå â [13]. Ïîýòîìó çäåñü ìû
åãî ïðîïóñêàåì. Òî åñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âÿçêàÿ ðåëàêñàöèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé
ïðîèñõîäèò ìíîãî áûñòðåå, ÷åì ðàçâèòèå áèîõèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ïîëíàÿ ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé ìîäåëè èìååò âèä

div Q(x, y) = 0, (Q,5)Q(x, y) = −5P(x, y) +
√
ε∆Q; (5)

∂Q(x,y, t)

∂t
= D1∆Θ(x,y, t)− (Q,5Θ(x,y, t)) + α

Θ2

Θ + Θ0

−X1Θ− γΘφ, (6)

∂φ(x,y, t)

∂t
= D2∆φ− (Q,5φ(x,y, t)) + βψ

(
1− φ

c0

)(
1 +

(
φ

φ0

)2)
−X2φ (7)

ÇäåñüQ = {u(x, y), v(x.y)} � âåêòîð ñêîðîñòåé, u(x, y) = ∂ψ
∂y
, v(x, y) = ∂ψ

∂x
, ψ(x, y) �

ôóíêöèÿ òîêà. Ñòàíäàðòíûì â ãèäðîäèíàìèêå ïðèåìîì (äèôôåðåíöèðîâàíèåì
êîìïîíåíò óðàâíåíèÿ (1) è èõ âû÷èòàíèåì) èñêëþ÷àåì ïðîèçâîäíûå äàâëåíèÿ.
Ïîëó÷èì â ãëàâíîì ÷ëåíå àñèìïòîòèêè óðàâíåíèå

∆ψo(x, y) = 0. (8)

Ñðàâíåíèå âåñîâ ñëàãàåìûõ ïðîèçâîäÿò ñî ïîìîùüþ òåõíèêè ìíîãîóãîëüíèêîâ
Íüþòîíà è Ïþèç¼ [15]. Â [14, 15] ïîäðîáíî îáúÿñíÿåòñÿ òåõíèêà èñïîëüçîâàíèÿ
ìíîãîóãîëüíèêîâ Íüþòîíà-Ïþèç¼.
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Ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïðîåê-
öèþ íåêîòîðîé òðàåêòîðèè èç òîðà ÊÀÌ (Êîëìîãîðîâà, Àðíîëüäà, Ìîçåðà)
òåîðèè íà ïëîñêîñòü z = 0.

ψ(x1, y1) = (x1bx − Cx)2 + (y1by − Cy)
2 −R2 (9)

Âñå êîíñòàíòû bx, by, Cx, Cy,m,R çäåñü ïðîèçâîëüíûå, íî èõ ñëåäóåò çàäàâàòü
òàêèìè, ÷òîáû èçîáðàæåíèå íàõîäèëîñü âî âíóòðåííåé îáëàñòè êþâåòû. Èç (9)
ñëåäóåò óðàâíåíèå ýëëèïñà èëè îêðóæíîñòè. Ýòà ôóíêöèÿ, êàê è â òåîðèè ïî-
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è, îäíàêî çàäà¼ò îáùåå
íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèÿ. Íàìè èñïîëüçîâàíû ôîðìóëû èç [16].

6.×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è â çàêðûòîé êþâåòå
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óñòàíîâëåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíîé êàâåðíå. Îïèøåì

íåêîòîðûå ïîäðîáíîñòè àëãîðèòìà. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò çàäàåì ïðîèçâîëüíûå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè òîêà (5) âî âñåé âíóòðåííåé îáëàñòè çàêðûòîé êþâåòû. ×èñ-
ëåííîå ðåøåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé Ïóàññîíà îïèñàíî â ðàáîòàõ [2,4-
6-7].

Çàìå÷àíèå î óðàâíåíèÿõ (5), (6) 4. Ïîëíóþ ñècòåìó ôåíîìåíîëîãè-
÷åñêîé ìîäåëè ñâ¼ðòûâàíèÿ êðîâè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ Ô. È. Àòàóëëàõàíîâà
ñ cîòðóäíèêàìè [17]. Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû çàòðóäíèòåëüíî ïîëó÷èòü, è
îíè èìåþò ìåñòî òîëüêî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå [18]. Èç äâóõ óðàâíåíèé (5), (6)
ñëåäóåò îäíî óðàâíåíèå ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå èìååò ñâîéñòâà ìíîãèõ
êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íà÷èíàÿ îò óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà, ïîçâîëÿþùèå â îä-
íîìåðíîì ñëó÷àå ñòðîèòü ðåøåíèÿ èìïóëüñîâ è ëîêàëèçîâàííûõ âîëí. Â öåëîì
äëÿ èçó÷åíèÿ äâóõìåðíîé ñèòóàöèè ïðèìåíÿåì ÷èñëåííûå ìåòîäû. Ñòàâèì â
êþâåòå êðàåâûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà.

Âûðàæàåì áëàãîäàðíîñòü çà èíòåðåñ è ïîëåçíûå ñîâåòû àêàäåìèêà ÐÀÍ
Â. Ï. Ìàñëîâà, ä.ô-ì.í. ïðîô. Â. Ã. Äàíèëîâó è ä.ô.-ì.í. ïðîô. Ñ. Þ. Äîáðî-
õîòîâó.
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Demidov I. A. Generation of game levels using a logistic lattice. This paper
provides an overview of some algorithms for generating game levels in rogue-like games. We propose
to obtain such levels as phase portraits of logistic lattice. This system generates a wide spectrum of
complex structures including spiral waves. The digital description of a portrait gives a possibility
to correct it to satisfy requirements for games level.

Keywords: computer simulation, dynamic system, procedural generation, cellular

automaton, coupled map lattice, logistic lattice.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ îáçîð íåêîòîðûõ àëãîðèòìîâ ãåíåðàöèè èãðîâûõ óðîâíåé
â èãðàõ æàíðà rogue-like, à òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ãåíåðàöèè, îñíîâàííûé íà èñïîëüçî-
âàíèè ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ëîãèñòè÷åñêîé ðåøåòêè. Ýòà ñèñòåìà ïîðîæäàåò øèðîêèé ñïåêòð
ñëîæíûõ òåêñòóð, â òîì ÷èñëå ñïèðàëüíûå âîëíû. ×èñëîâîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷åííîãî èçîá-
ðàæåíèÿ ïîçâîëÿåò ìîäèôèöèðîâàòü èãðîâîå ïðîñòðàíñòâî òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿòü òðåáî-
âàíèÿì èãðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå, äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïðîöåäóð-

íàÿ ãåíåðàöèÿ, êëåòî÷íûé àâòîìàò, ðåøåòêà ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé, ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåøåòêà.

Èç âñåãî ñóùåñòâóþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ æàíðîâ êîìïüþòåðíûõ èãð, â äàí-
íîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäæàíð ðîëåâûõ âèäåîèãð � roguelike, õàðàêòåð-
íîé îñîáåííîñòüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðíàÿ, òî åñòü èñïîëüçóþùàÿ àëãî-
ðèòìû äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî ñîçäàíèÿ, ñëó÷àéíàÿ ãåíåðàöèÿ èãðîâîé ìåñòíîñòè
(óðîâíÿ), ñ öåëüþ åå äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ èãðîêîì.

Îáû÷íî â èãðàõ ïîäîáíîãî æàíðà èãðîâîé óðîâåíü ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ
ñâÿçàííóþ ñòðóêòóðó ïîäçåìåëèé èëè ïåùåð (ðèñóíîê 1).

Ðèñ. 21: Ïðèìåð èãðîâîãî óðîâíÿ.
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Äâîè÷íîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà.Ìåòîä äâîè÷íîãî ðàçáèåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà (binary space partitioning) çàêëþ÷àåòñÿ â ðåêóðñèâíîì äåëåíèè íåêî-
òîðîé ïëîñêîñòè íà äâå ÷àñòè ïðîèçâîëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ, äî òåõ ïîð, ïîêà
íå áóäåò óäîâëåòâîðåíî çàäàííîå ðàíåå óñëîâèå [1]. Çàòåì, ïîñëå íåñêîëüêèõ
èòåðàöèè ðàçáèåíèÿ, â êàæäîì èç áëîêîâ ñîçäàåòñÿ ¾êîìíàòà¿ ïðîèçâîëüíîãî
ðàçìåðà. Ñîåäèíåíèÿ ìåæäó ¾êîìíàòàìè¿ ïðîèñõîäÿò ïóòåì ïðîõîäà ïî äâî-
è÷íîìó äåðåâó, â êîòîðîì ýëåìåíòû-ïîòîìêè � ýòî ðàçäåëåííûå íà î÷åðåäíîì
øàãå îáëàñòè. Ðåçóëüòàòîì âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðà, ïîäîá-
íàÿ, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 2.

Ðèñ. 22: Ðåçóëüòàò BSP-àëãîðèòìà.

Íåäîñòàòêîì èñïîëüçîâàíèåì äàííîãî ìåòîäà ìîæíî ñ÷èòàòü òî, ÷òî
ñãåíåðèðîâàííàÿ ñòðóêòóðà áåç äàëüíåéøèõ ìîäèôèêàöèé èìååò ¾êîðèäîðíî-
êîìíàòíûé¿ âèä, ÷òî â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ, íàïðèìåð ïðè ãåíåðàöèè ïåùåðû,
íå ñîîòâåòñòâóåò èãðîâîé ñèòóàöèè.

Àëãîðèòì ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà ñëó-
÷àéíîãî áëóæäàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñòðóêòóðà èãðîâîãî ïðîñòðàíñòâà
(â äàííîì ñëó÷àå ïîäçåìåëüÿ) îáðàçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîêëàäêè ïðîèçâîëü-
íîãî ìàðøðóòà íà çàäàííîì ó÷àñòêå ìåñòíîñòè [2]. Èçíà÷àëüíî, êàæäàÿ êëåòêà
íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì áóäåò ïðîèñõîäèòü ãåíåðàöèÿ, îòìå÷àåòñÿ
êàê ¾ñòåíà¿. Íà÷àëî ïðîêëàäûâàíèÿ ïóòè íà÷èíàåòñÿ èç ñëó÷àéíîé òî÷êè äàí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà. 1. Âûïîëíÿåòñÿ øàã â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè. 2. Åñëè
îêàçàâøàÿñÿ êëåòêà ïîìå÷åíà êàê ¾ñòåíà¿, òî îíà ñòàíîâèòñÿ ¾ïîëîì¿. Äàííûå
øàãè ïîâòîðÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò ïîëó÷åíà òðåáóåìàÿ ñòðóêòóðà èã-
ðîâîãî óðîâíÿ. Ïîëó÷àåìàÿ êîíôèãóðàöèÿ áóäåò ïîäîáíà òîé, ÷òî èçîáðàæåíà
íà ðèñóíêå 3.

Èç íåäîñòàòêîâ èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî àëãîðèòìà ìîæíî îòìåòèòü âåðî-
ÿòíîñòü ãåíåðàöèè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà êîðèäîðîâ, ÷òî â íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ
ìîæåò áûòü íåóìåñòíî.

Êëåòî÷íûé àâòîìàò. Ïðèìåíÿÿ êëåòî÷íûé àâòîìàò äëÿ ãåíåðàöèè èã-
ðîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ìû èçíà÷àëüíî ðàçìå÷àåì ðàáî÷óþ îáëàñòü ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì íà ¾æèâûå¿ (¾ïîë¿) è ¾íå æèâûå¿ (¾ñòåíà¿) êëåòêè [3]. Çàòåì, çàäàâ
ïðàâèëà ïåðåõîäà êëåòîê â èíîå ñîñòîÿíèå, çàïóñêàåì êëåòî÷íûé àâòîìàò, ñ
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Ðèñ. 23: Ðåçóëüòàò àëãîðèòìà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ.

êàæäîé èòåðàöèåé êîòîðîãî ñèñòåìà èãðîâîãî óðîâíÿ ïðèâîäèòñÿ ê òðåáóåìîìó
âèäó, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 4.

Ðèñ. 24: Ðåçóëüòàò ðàáîòû êëåòî÷íîãî àâòîìàòà.

Íåäîñòàòîê èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò âîçìîæíîñòü ãåíåðàöèè èçîëèðîâàííûõ îò èãðîêà ó÷àñòêîâ ìåñòíîñòè.

Èñïîëüçîâàíèå ëîãèñòè÷åñêîé ðåøåòêè. Â õîäå ïîèñêà èíûõ ìåòî-
äîâ ãåíåðàöèè ïðîèçâîëüíîãî èãðîâîãî ïðîñòðàíñòâà áûëè ðàññìîòðåíû ôàçî-
âûå ïîðòðåòû ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè ðàçëè÷íûõ ðåøåòîê
ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé. Ìû ðàññìàòðèâàåì ëîãèñòè÷åñêóþ ðåøåòêó, ãäå â óç-
ëàõ ðàçìåùåíû îäíîìåðíûå ëîãèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ, âçàèìîäåéñòâóþùèå
ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà ñâÿçè. Èçâåñòíî, ÷òî òàêèå ñèñòåìû îáëàäàþò ñëîæíîé
äèíàìèêîé, è ìîãóò ïîðîæäàòü êàê õàîòè÷åñêèå, òàê è îðãàíèçîâàííûå ñòðóê-
òóðû, â òîì ÷èñëå ñïèðàëüíûå âîëíû. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãèå ôàçîâûå ïîðòðåòû
ìîãóò áûòü âûáðàíû â êà÷åñòâå êàíäèäàòîâ íà ïåùåðîîáðàçíûå ñòðóêòóðû. Íà
ðèñóíêå 5 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà, ìîäåëèðóþùåãî ïîâåäåíèå
ëîãèñòè÷åñêîé ðåøåòêè, äëÿ íàãëÿäíîñòè ïåðåðèñîâàííûé â ÷åðíî-áåëóþ ïà-
ëèòðó öâåòîâ. Ïðè áîëåå òî÷íîì ïîäáîðå è íàñòðîéêå ïàðàìåòðîâ óâåëè÷èòñÿ
ñâÿçíîñòü ïóòåé (áåëûé öâåò) â ñãåíåðèðîâàííîé ñòðóêòóðå.
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Ðèñ. 25: Ðåçóëüòàò ðàáîòû ëîãèñòè÷åñêîé ðåøåòêè.

Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâà-
íèå áîëüøîãî ÷èñëà èçîáðàæåíèé, íå ïîâòîðÿþùèõ äðóã äðóãà. Èçìåíåíèå ïàðà-
ìåòðîâ ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ è ïàðàìåòðà ñâÿçè ìåæäó óçëàìè îáåñïå-
÷èâàåò äîñòàòî÷íîå ðàçíîîáðàçèå òàêèõ ñòðóêòóð. Êðîìå òîãî, êàæäîå ñãåíåðè-
ðîâàííîå èçîáðàæåíèå îïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèÿìè îòîáðàæåíèÿ â óçëàõ ðåøåòêè,
ò.å. ÷èñëîâîé ìàòðèöåé. Äëÿ öåëåé âèçóàëèçàöèè ýòà ìàòðèöà îòîáðàæàåòñÿ íà
âûáðàííóþ ïàëèòðó öâåòîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåîáõîäèìîé êîððåêòèðîâêè
èãðîâîãî óðîâíÿ, íàïðèìåð îáåñïå÷åíèÿ ïðîõîäà íà îïðåäåëåííîì ó÷àñòêå, íàì
íóæíî ïîäïðàâèòü äàííîå ÷èñëîâîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîç-
âîëÿåò ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè ãåíåðàöèè èãðîâûõ ïðîñòðàíñòâ â
çàäà÷àõ ðàññìîòðåííîãî òèïà.
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1. Ââåäåíèå
Äèôôóçèÿ - ýòî îäèí èç îñíîâíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè

âçàèìîäåéñòâèè ðàçëè÷íûõ âåùåñòâ. Êàê è ìíîãèå äðóãèå ïðîöåññû, ïðîöåññ
äèôôóçèè õàðàêòåðèçóåòñÿ âîçíèêíîâåíèåì ôðàêòàëüíûõ ñòðóêòóð, ïðè÷åì îá-
ùåå ïîâåäåíèå ñèñòåìû ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ çàêîíîâ èëè
ïðèíöèïîâ, íî ïîâåäåíèå ÷àñòè ïðîöåññîâ ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûì ïóòåì. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîòåêàíèÿ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ - ýòî
âàæíîå íàïðàâëåíèå â èçó÷åíèè âçàèìîäåéñòâèÿ âåùåñòâ, êîòîðîå ìîæåò ïî-
ìî÷ü ïðåäñêàçàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû, îïðåäåëèòü åå çàêîíû è ïðèíöèïû.

Ôðàêòàëüíûå ñòðóêòóðû, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè äèôôóçèîííûõ ïðî-
öåññàõ, íàçûâàþòñÿ ôðàêòàëüíûìè êëàñòåðàìè. Ôðàêòàëüíûé êëàñòåð èëè
ôðàêòàëüíûé àãðåãàò � ýòî îáúåêò ñ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé, êîòîðûé âîçíè-
êàåò ïðè ñëèïàíèè íåêèõ ÷àñòèö, äâèãàþùèõñÿ õàîòè÷íî èëè ïî îïðåäåëåííîìó
çàêîíó. Âàæíûì ñâîéñòâîì ôðàêòàëüíûõ êëàñòåðîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èõ ïëîò-
íîñòü óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà êëàñòåðà. Â êà÷åñòâå íàãëÿäíîãî
ïðèìåðà ôðàêòàëüíîãî êëàñòåðà ìîæåò âûñòóïàòü, ê ïðèìåðó, ñòðóêòóðà, âîç-
íèêàþùàÿ ïðè ðîñòå êðèñòàëëîâ [1], ëèáî æå ñòðóêòóðà, îáðàçóþùàÿñÿ ïðè
ñëèïàíèè êðàñíûõ êðîâÿíûõ òåëåö â êðîâè [2].

2. Îñíîâíûå äèôôóçèîííûå ìîäåëè.
Îñíîâíûìè ïàðàìåòðàìè äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòü

ñðåäû, âåùåñòâà. Ýòî îïðåäåëÿåò õàðàêòåð äâèæåíèÿ ÷àñòèö è îáðàçîâàíèÿ àã-
ðåãàòîâ. Ìîäåëè ïîñòðîåíèÿ ôðàêòàëüíûõ êëàñòåðîâ ìîæíî ðàçäåëèòü ïî ñëå-
äóþùèì ñâîéñòâàì [3]:

• Ïî õàðàêòåðó ïðîöåññà (êëàñòåð-÷àñòèöà èëè êëàñòåð-êëàñòåð)

• Ïî õàðàêòåðó äâèæåíèÿ ÷àñòèö èëè êëàñòåðîâ (õàîòè÷íîå èëè ïðÿìîëè-
íåéíîå)

• Ïî õàðàêòåðó ñëèïàíèÿ ÷àñòèö èëè êëàñòåðîâ (â çàâèñèìîñòè îò âåðîÿò-
íîñòè)

Ïåðâàÿ êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ îïèñûâàëà ðîñò ôðàêòàëüíîãî
êëàñòåðà, áûëà ïðåäñòàâëåíà Âèòòåíîì è Ñàíäåðîì [4] è áûëà íàçâàíà DLA-
ìîäåëüþ (Di�usion-limited aggregation). Äàííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò áðîóíîâñêîå
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äâèæåíèå ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå ïðèëèïàþò äðóã ê äðóãó ïðè ñîïðè-
êîñíîâåíèè. Ñ ïîìîùüþ äàííîé ìîäåëè ìîæíî èìèòèðîâàòü ïðîöåññû, ïðîòåêà-
þùèå â æèäêîñòÿõ èëè ãàçàõ. Òàê êàê ýòà ìîäåëü ïðåäïîëàãàëà ïðîñòîé ñïîñîá
ðîñòà êëàñòåðà, òî îíà ïðèâëåêëà âíèìàíèå ê ýòîé òåìå è ïîäòîëêíóëà ê ñîçäà-
íèþ íîâûõ äèôôóçèîííûõ ìîäåëåé è àëãîðèòìîâ.

Ôèçè÷åñêèå óñëîâèÿ, ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþùèåñÿ îò ìîäåëè DLA, îò-
âå÷àþò ìîäåëè CCA (Cluster-cluster aggregation, êëàñòåð-êëàñòåðíàÿ àãðåãà-
öèÿ) [5]. Äàííàÿ ìîäåëü ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: íà ïåðâîì ýòàïå ÷àñòèöû, êî-
òîðûå äâèãàþòñÿ ïî îïðåäåëåííûì òðàåêòîðèÿì, ñëèïàþòñÿ âî ôðàêòàëüíûå
êëàñòåðû ìàëîãî ðàçìåðà è îáúåäèíÿþòñÿ â áîëüøèå êëàñòåðû íà âòîðîì ýòàïå
ìîäåëèðîâàíèÿ.

Â ïðåäûäóùèõ äâóõ ìîäåëÿõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïðè ñòîëêíîâåíèè äâóõ
÷àñòèö èëè êëàñòåðîâ îíè ñëèïàþòñÿ ñî ñòîïðîöåíòíîé âåðîÿòíîñòüþ. Åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñëèïàíèÿ ìàëàÿ � òî òàêàÿ ìîäåëü íîñèò íàçâà-
íèå RLCA (Reaction Limited Cluster Aggregation) [6]. Êëàñòåð, êîòîðûé ïîëó-
÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ áóäåò áîëåå êîìïàêòíûì, òàê êàê êëàñòåðû
ìîãóò ãëóáæå ïðîíèêàòü äðóã â äðóãà.

Ìîäåëèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ èìååò îãðîìíîå
ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Ïîìèìî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â æèä-
êîñòÿõ èëè ãàçàõ, ìîæíî âûäåëèòü âîçìîæíîñòü èìèòàöèè âçàèìîäåéñòâèÿ äðóã
ñ äðóãîì ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ èëè ïðèìåíèìîñòü â ìåäèöèíå. Óæå ñóùåñòâó-
þò ðàáîòû, ìîäåëèðóþùèå ðîñò çëîêà÷åñòâåííûõ îïóõîëåé èëè ðàñïðîñòðàíå-
íèå íåêîòîðîãî âîñïàëèòåëüíîãî ïðîöåññà íà ïîâåðõíîñòè êîñòè [7, 8]. Ïîñòðî-
åíèå ôðàêòàëüíûõ ñòðóêòóð ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â ãîðàçäî áîëåå îáøèðíîì
÷èñëå îáëàñòåé, ÷åì ïðîñòî ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ óñëîâèé � ê ïðèìåðó
äëÿ îáðàáîòêè èëè êëàññèôèêàöèè èçîáðàæåíèé.

3. DLA-ìîäåëü
Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü DLA è åå

îïòèìèçàöèÿ. Êëàññè÷åñêàÿ DLA-ìîäåëü â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïîäðàçóìåâàåò
ïîä ñîáîé îãðàíè÷åííîå äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êâàäðàòíîé ñåòêîé. ×àñòè-
öû ïîìåùàþòñÿ â äàííîå ïðîñòðàíñòâî ïî îäíîé. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
÷àñòèöà ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïåðåìåùàåòñÿ â îäíó èç ÷åòûðåõ ñîñåäíèõ êëåòîê,
ïîêà íå äîñòèãíåò êëåòêè, ñîñåäíåé ñ óæå ñîçäàííûì êëàñòåðîì, ïîñëå ÷åãî
ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê íåìó, è â ïðîñòðàíñòâî ïîìåùàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ÷àñòèöà.

Êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü è íà òðåóãîëüíîé ñåòêå.
Â ýòîì ñëó÷àå øàãè àëãîðèòìà îñòàþòñÿ ïðåæíèìè, èçìåíÿåòñÿ òîëüêî âåðî-
ÿòíîñòü ïåðåõîäà ÷àñòèöû â ñîñåäíþþ ÿ÷åéêó. Åñëè ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â òðå-
óãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè a, b è c, òî âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ÷àñòèöà â òðåóãîëüíèê
ñî ñòîðîíîé a áóäåò ðàâíà

1
a

1
a

+ 1
b

+ 1
c

(1)

Òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå ÷èñëî øàãîâ êàæäîé îòäåëüíîé ÷àñòèöû íèêàêèì
îáðàçîì íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó è ìîæåò áûòü óñòðåìëåíî â áåñêîíå÷íîñòü, òî ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà øàãîâ, òðåáóåìîå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôðàêòàëüíîãî
êëàñòåðà, îùóòèìî ðàñòåò ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ÷àñòèö â ìîäåëè. Ïîýòîìó,
îñòðî ñòîèò âîïðîñ îá îïòèìèçàöèè êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà.
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Ïðèìåð ðàáîòû êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà DLA íà ïëîñêîé òðåóãîëüíîé ñåòêå

4. Îïòèìèçèðîâàííàÿ DLA-ìîäåëü.
Îñíîâíàÿ ñóòü îïòèìèçàöèè êëàññè÷åñêîé ìîäåëè � ýòî îïðåäåëåíèå òî÷-

êè ïðèñîåäèíåíèÿ ÷àñòèöû ê êëàñòåðó â ìîìåíò, êîãäà ÷àñòèöà áðîøåíà íà
ñåòêó, áåç íåîáõîäèìîñòè ïðîäåëûâàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî øàãîâ ñ áëóæäàíè-
åì ÷àñòèöû ïî ñåòêå. Äàííûé àëãîðèòì îïòèìèçàöèè áûëà ïðåäëîæåí â ðàáîòå
[9]. Äëÿ êâàäðàòíîé ñåòêè, ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà,
âû÷èñëÿåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà G ðàçìåðà M ×M , ãäå M � êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê
â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Çíà÷åíèÿ â ìàòðèöå � ýòî òàê íàçûâàåìûå �êîýô-
ôèöèåíòû âûáîðà�, âåëè÷èíà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò âåðõíþþ ãðàíèöó ñêîðîñòè,
ñ êîòîðîé ÷àñòèöà ïîïàäåò èç îäíîé ÿ÷åéêè îáëàñòè â äðóãóþ.

Ïðè áðîñàíèè ÷àñòèöû íà ñåòêó îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð êîýôôèöèåíòîâ âû-
áîðà, èñõîäÿ èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû è ñóùåñòâóþùèõ òî÷åê àãðå-
ãàòà. Íà èõ îñíîâàíèè ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ïðèñîåäèíåíèÿ áðîøåííîé ÷àñòèöû ê íåêîòîðîé òî÷êå àãðåãàòà. Íåêîòîðîå ñëó-
÷àéíî âûáðàííîå çíà÷åíèå èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè è îïðåäå-
ëÿåò òî÷êó, ê êîòîðîé ïðèñîåäèíèòñÿ äàííàÿ ÷àñòèöà.

Â ñëó÷àå ñ òðåóãîëüíîé ñåòêîé íåîáõîäèìî ââåñòè äîïîëíèòåëüíóþ ñóù-
íîñòü � âçâåøåííûé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíèêàìè ïðåä-
ñòàâëåííîé òðåóãîëüíîé ñåòêè. Äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, òîëüêî åñëè
ñîîòâåòñòâóþùèå èì òðåóãîëüíèêè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó, à âåñ ðåáðà îïðåäå-
ëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà èç îäíîãî òðåóãîëüíèêà â äðóãîé (1). Ïîñëå ÷åãî,
êàê è â ïëîñêîì ñëó÷àå, ñòðîèòñÿ ìàòðèöà G ðàçìåðàM×M , ãäå M � êîëè÷åñòâî
òðåóãîëüíèêîâ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.

Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû G - ýòî äîëãèé è òðóäîåìêèé ïðîöåññ, ïîýòîìó ïî-
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ñòðîåíèå îäíîãî àãðåãàòà ñ ïîìîùüþ îïòèìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìîæåò çàíè-
ìàòü áîëüøå âðåìåíè, ÷åì ïîñòðîåíèå ïî êëàññè÷åñêîìó DLA-àëãîðèòìó. Òåì
íå ìåíåå, îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì îïòèìèçèðîâàííîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì,
÷òî ïðè ïîñòðîåíèè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà àãðåãàòîâ íà îäíîé è òîé æå ïîâåðõ-
íîñòè, íåò íåîáõîäèìîñòè çàíîâî ñòðîèòü ìàòðèöó G, ïîýòîìó âû÷èñëåíèÿ íà
áîëüøèõ îáúåìàõ äàííûõ çàíèìàåò ãîðàçäî ìåíüøå âðåìåíè, ÷åì ïðè ðàáîòå ñ
êëàññè÷åñêèì àëãîðèòìîì.

5. Àëãîðèòì òðèàíãóëÿöèè ïîâåðõíîñòè
Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì òðèàíãóëÿöèè ïîâåðõíîñòè ìå-

òîäîì ìàðøèðîâàíèÿ, îïèñàííûé Ýðèêîì Õàðòìàííîì [10]. Äàííûé àëãîðèòì
íà÷èíàåò ðàáîòó ñ îäíîé òî÷êè, ïîñòåïåííî ñòðîÿ òðèàíãóëÿöèîííóþ ñåòêó, øàã
çà øàãîì äîáàâëÿÿ íîâûå òðåóãîëüíèêè.

Ïåðâûå òðè øàãà àëãîðèòìà

Îïèñàíèå àëãîðèòìà:

1. Ðÿäîì ñ ïîâåðõíîñòüþ âûáèðàåòñÿ òî÷êà s, îïðåäåëÿåòñÿ áëèæàéøàÿ ê
íåé òî÷êà p1 íà ïîâåðõíîñòè. Âîêðóã òî÷êè p1, ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõ-
íîñòè, ñòðîèòñÿ ðàâíîñòîðîííèé øåñòèóãîëüíèê q1...q6, âåðøèíû êîòîðîãî
îïðåäåëÿþò òî÷êè p2...p7 íà ïîâåðõíîñòè. Òî÷êè p1...p7 îáðàçóþò ïåðâûå 6
òðåóãîëüíèêîâ ñåòêè, à óïîðÿäî÷åííûé íàáîð òî÷åê p2...p7 áóäåì íàçûâàòü
âíåøíèì ìíîãîóãîëüíèêîì.

2. Äëÿ êàæäîé òî÷êè âî âíåøíåì ìíîãîóãîëüíèêå âûñ÷èòûâàåòñÿ âíåøíèé
óãîë � óãîë åùå íå òðèàíãóëèðîâàííîé îáëàñòè.

3. Äëÿ êàæäîé òî÷êè âî âíåøíåì ìíîãîóãîëüíèêå ïðîâåðÿåòñÿ: Åñëè òî÷-
êà pi íàõîäèòñÿ ðÿäîì ñ òî÷êîé èç âíåøíåãî ìíîãîóãîëüíèêà, êîòîðàÿ íå
ÿâëÿåòñÿ ñîñåäíåé ñ pi, òî âíåøíèé ìíîãîóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà äâà
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ìíîãîóãîëüíèêà. Åñëè òî÷êà pi íàõîäèòñÿ ðÿäîì ñ òî÷êîé ëþáîãî äðóãîãî
âíåøíåãî ìíîãîóãîëüíèêà, òî äâà âíåøíèõ ìíîãîóãîëüíèêà îáúåäèíÿþòñÿ
â îäèí.

4. Âî âíåøíåì ìíîãîóãîëüíèêå îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà ñ ìèíèìàëüíûì âíåøíèì
óãëîì. Ïîñëå ÷åãî äàííàÿ òî÷êà îêðóæàåòñÿ óãëàìè ≈ 60◦, óäàëÿåòñÿ è
âíåøíèé ìíîãîóãîëüíèê ïîïîëíÿåòñÿ íîâûìè òî÷êàìè.

5. Øàãè 2,3,4 ïîâòîðÿþòñÿ, ïîêà âíåøíèé ìíîãîóãîëüíèê íå áóäåò ñîñòîÿòü
èç òðåõ òî÷åê, îáðàçóþùèõ íîâûé òðåóãîëüíèê.

6. Ðåàëèçàöèÿ.

Ïðèìåð ðàáîòû îïòèìèçèðîâàííîãî àëãîðèòìà DLA íà ïîâåðõíîñòè x3+y2+z =
0

Íà ÿçûêå Python ðåàëèçîâàí ïðîãðàììíûé ïðîäóêò, ñïîñîáíûé ñòðîèòü
ôðàêòàëüíûå àãðåãàòû ïî êëàññè÷åñêîé ìîäåëè DLA è åå îïòèìèçèðîâàííî-
ìó âàðèàíòó íà òðèàíãóëÿöèîííîé ñåòêå, ïîñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
ìàðøèðîâàíèÿ [10]. Òàê êàê îñòàíîâêà àëãîðèòìà îáåñïå÷èâàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì
ïðîñòðàíñòâà íåêîòîðûìè êðèâûìè (ëèáî êóáîì), åãî èñïîëüçîâàíèå ïîçâîëÿåò
ñòðîèòü ôðàêòàëüíûå àãðåãàòû íà ïëîñêîñòè è ëþáûõ ïîâåðõíîñòÿõ, çàìêíóòûõ
è íåçàìêíóòûõ.

Ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìîâ ìîæíî óâèäåòü íèæå:

Êîëè÷åñòâî àãðåãàòîâ Êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì Îïòèìèçèðîâàííûé àëãîðèòì

1 àãðåãàò 3 ìèí. 49 ñåê. 5 ìèí. 13 ñåê.
5 àãðåãàòîâ 16 ìèí. 21 ñåê. 6 ìèí. 38 ñåê.
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database.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ àâòîìàòèçàöèÿ âåäåíèÿ ó÷åòà äîêóìåíòîâ íà ñðåäíåì ïðåäïðèÿòèè.

Ïðåäñòàâëåí àíàëèç áèçíåñ ïðîöåññîâ íà ïðèìåðå ñåòè ñóïåðìàðêåòîâ. Ñöåíàðèè ïîâåäåíèÿ
ïîëüçîâàòåëåé ïîêàçàíû â âèäå äèàãðàììû ïðåöåäåíòîâ. Ïîêàçàíà àðõèòåêòóðà âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ïðîãðàììíûõ êîìïîíåíòîâ è âåá-òåõíîëîãèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ìåõàíèçì ôîðìèðîâàíèÿ
è èñïîëüçîâàíèÿ øàáëîíîâ äîêóìåíòîâ â ñèñòåìå ýëåêòðîííîãî äîêóìåíòîîáîðîòà. Ïîâåäåí-
÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû äîêóìåíòîîáîðîòà â ÷àñòè èñïîëüçîâàíèÿ øàáëîíîâ ïðåäñòàâëåíà â
âèäå äèàãðàììû äåÿòåëüíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àâòîìàòèçàöèÿ, äîêóìåíòîîáîðîò, øàáëîí äîêóìåíòà, áàçà äàííûõ,

âåá-ïðèëîæåíèå.

Àâòîìàòèçàöèÿ äîêóìåíòîîáîðîòà ñòàëà íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ îðãàíèçà-
öèè äåÿòåëüíîñòè êðóïíûõ êîìïàíèé. Îäíàêî äëÿ ñðåäíèõ ïðåäïðèÿòèé òàêàÿ
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àâòîìàòèçàöèÿ îñòàåòñÿ ïîä âîïðîñîì îò÷àñòè èç-çà áîëüøîé ñòîèìîñòè êîì-
ìåð÷åñêèõ ïðîäóêòîâ, îò÷àñòè èç-çà ñëîæíîñòè èõ íàñòðîéêè. Ê ñðåäíèì ïðåä-
ïðèÿòèÿì îòíîñÿòñÿ îðãàíèçàöèè ÷èñëåííîñòüþ îò 100 äî 250 ÷åëîâåê è âûðó÷-
êîé äî 2 ìëðä. ðóá. [1]. Äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè íà ïóòè ê àâòîìàòèçàöèè
äîêóìåíòîîáîðîòà ñðåäíåãî ïðåäïðèÿòèÿ ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ íåäîñòàòêîì ðå-
ñóðñîâ íà ïîñòðîåíèå ñîáñòâåííîé ÈÒ-èíôðàñòðóêòóðû.

Ñîâðåìåííûå ñèñòåìû äîêóìåíòîîáîðîòà (ÑÝÄ) âêëþ÷àþò â ñåáÿ îãðîì-
íîå êîëè÷åñòâî ôóíêöèé [2, 3], áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ ìîæåò âîâñå è íå ïîíà-
äîáèòüñÿ äëÿ àâòîìàòèçàöèè áèçíåñ-ïðîöåññîâ ñðåäíåãî ïðåäïðèÿòèÿ. Ðÿä ñïå-
öèàëèçèðîâàííûõ ÑÝÄ îáëàäàþò ïîäñèñòåìàìè àâòîìàòè÷åñêîãî ôîðìèðîâà-
íèÿ äîêóìåíòîâ ñëîæíîé ñòðóêòóðû íà îñíîâå ñèòóàöèîííî-îðèåíòèðîâàííûõ
áàç äàííûõ [4, 5]. Òàêèå ñèñòåìû ñëîæíû â íàñòðîéêàõ è óïðàâëåíèè, õîòÿ è íå
âñåãäà òðåáóþò îò ïîëüçîâàòåëåé çíàíèÿ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íåñìîòðÿ
íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðåèìóùåñòâ, ïîëó÷àåìûõ ïðè âíåäðåíèè òàêèõ ÑÝÄ,
ðàñõîäû ïðåäïðèÿòèÿ ìîãóò òàê è íå îïðàâäàòüñÿ. Êðîìå òîãî, êîììåð÷åñêèì
ÑÝÄ ñâîéñòâåíåí ïîëóàâòîìàòè÷åñêèé õàðàêòåð ðåàëèçàöèè, ñëåäñòâèåì êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå êîíòðîëÿ ñîäåðæàíèÿ, îôîðìëåíèÿ è êà÷åñòâà äîêó-
ìåíòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ ñìûñë â ðàçðàáîòêå îáùåäîñòóïíîé ñèñòåìû
ýëåêòðîííîãî îáîðîòà îðãàíèçàöèîííî-ðàñïîðÿäèòåëüíîé äîêóìåíòàöèè, ïðåäî-
ñòàâëÿþùåé âîçìîæíîñòü ðàáîòàòü ñ øàáëîíàìè, îãðàíè÷èâàþùèìè âëèÿíèå
ïîëüçîâàòåëÿ íà ñîäåðæàòåëüíóþ ñòðóêòóðó äîêóìåíòà. Ñèñòåìà äîëæíà ïðåäî-
ñòàâëÿòü èíñòðóìåíòû çàïîëíåíèÿ øàáëîíà ñîäåðæèìûì, à òàêæå ôóíêöèþ ñî-
ãëàñîâàíèÿ, â çàâèñèìîñòè îò òèïà äîêóìåíòà.

Ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü. Îïèñàíèå è ìîäåëèðîâàíèå
Ïîòðåáíîñòè ñðåäíåãî ïðåäïðèÿòèÿ ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå ñåòè ñóïåð-

ìàðêåòîâ. Ïðåäïðèÿòèå óïðàâëÿåò ñåòüþ èç ïÿòè ñóïåðìàðêåòîâ, íàñ÷èòûâàþ-
ùåé â ñâîåì øòàòå 230 ÷åëîâåê. Ñåòü ñóïåðìàðêåòîâ çàíèìàåòñÿ ïðîäàæåé øè-
ðîêîãî àññîðòèìåíòà ïðîäóêòîâ, âêëþ÷àÿ ïðîäóêòû ïèòàíèÿ, à òàêæå òîâàðû
äëÿ äîìà. Äåÿòåëüíîñòü ïðåäïðèÿòèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ âåäåíèåì äîêóìåíòîîáî-
ðîòà â öåëÿõ ôèêñàöèè àäìèíèñòðàòèâíûõ è îðãàíèçàöèîííûõ âîïðîñîâ.

Â óñëîâèÿõ áîëüøîé êîíêóðåíöèÿ â ñåãìåíòå ðîçíè÷íîé ïðîäàæè íåîáõî-
äèìî îáåñïå÷èòü îïåðàòèâíóþ äîñòàâêó äîêóìåíòàöèè âñåì ñóïåðìàðêåòàì ñå-
òè äëÿ íåìåäëåííîãî èñïîëíåíèÿ, ïðîïèñàííûõ â íåé ïóíêòîâ. Äàííûé ïðîöåññ
ñèëüíî çàìåäëÿåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè áóìàæíîé äîêóìåíòàöèè è ïðèâîäèò ê
íåñòðóêòóðèðîâàííîìó õðàíåíèþ âàæíûõ äîêóìåíòîâ, òåì ñàìûì çàìåäëÿÿ èõ
ïîèñê, à òàêæå ïîäâåðãàÿ äîêóìåíòàöèþ ðèñêó áûòü èñïîð÷åííîé èëè óòåðÿí-
íîé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîòðóäíèêè îðãàíèçàöèè äîëæíû èìåòü ñïîñîá ýô-
ôåêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ðóêîâîäñòâîì. Ýòî ìîæåò áûòü, êàê ñðî÷íîå îïî-
âåùåíèå î íàðóøåíèÿõ, âîçíèêøèõ â ïðîèçâîäñòâåííîì ïðîöåññå èëè ïðîñüáà
íà ïåðåâîä â äðóãîé ôèëèàë ïðåäïðèÿòèÿ.

Íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ ïðåäìåòíîé îáëàñòè, áûëà ñîñòàâëåíà äèàãðàììà
âàðèàíòîâ èñïîëüçîâàíèÿ (Use Case Diagram) íà ÿçûêå UML (Uni�ed Modeling
Language) (Ðèñ. 1.). Äèàãðàììà äåìîíñòðèðóåò ôóíêöèîíàëüíûå âîçìîæíîñòè
ñèñòåìû.

Ðåøåíèÿ è ðåàëèçàöèÿ
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Ðèñ.1. Äèàãðàììà âàðèàíòîâ èñïîëüçîâàíèÿ.

Ïðåäëàãàåìûé âàðèàíò ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû çàêëþ÷àåòñÿ â îãðà-
íè÷åíèè äîñòóïà ïîëüçîâàòåëåé ê ðåäàêòèðîâàíèþ íåïîñðåäñòâåííî ôàéëà äî-
êóìåíòà, à ïðåäîñòàâëåíèå âìåñòî ýòîãî îïðåäåëåííûõ ïîëåé, ñîçäàííûõ ïðè
ðàçðàáîòêå øàáëîíà äîêóìåíòà. Òàêèì îáðàçîì, çàïîëíåííûå ñîòðóäíèêîì ïî-
ëÿ áóäóò ïîäñòàâëåíû â øàáëîí, íå íàðóøàÿ ïðèíÿòûå íà ïðåäïðèÿòèè íîðìû
îôîðìëåíèÿ äîêóìåíòà.

Äëÿ ðåàëèçàöèè äàííîé èäåè íåîáõîäèìî ïðåäóñìîòðåòü ðàçãðàíè÷åíèå
ïðàâ äîñòóïà ê ÑÝÄ, âûäåëèâ êàòåãîðèþ ½àäìèíèñòðàòîð“. Àäìèíèñòðàòîð îá-
ëàäàåò âîçìîæíîñòüþ ñîñòàâëÿòü è ðåäàêòèðîâàòü øàáëîíû äîêóìåíòîâ, îïðå-
äåëÿòü ïîëÿ, äîñòóïíûå äëÿ çàïîëíåíèÿ îñòàëüíûìè ïîëüçîâàòåëÿìè.

Áûëî ðåøåíî ðàçðàáàòûâàòü äàííóþ ñèñòåìó â âèäå âåá-ïðèëîæåíèÿ íà
ôðåéìâîðêå Django ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python. Òàêîé âèä ðåàëèçàöèè
ïîçâîëèò ñîòðóäíèêàì âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ ñèñòåìîé ÷åðåç ëþáîå óñòðîéñòâî
ñðåäñòâàìè âåá-áðàóçåðà. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ðåäàêòîðà øàáëîíîâ áûë âûáðàí
WYSIWYG òåêñòîâûé ðåäàêòîð ïîä íàçâàíèåì CKEditor, ÷àñòî èñïîëüçóåìûé
ïðè ñîçäàíèè âåá-ñàéòîâ. Äàííûé òåêñòîâûé ðåäàêòîð ïîçâîëÿåò ðàçðàáîò÷èêó
íàñòðîèòü ïàíåëü èíñòðóìåíòîâ ïîä òðåáîâàíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ, à òàêæå óñòàíî-
âèòü íåîáõîäèìûé ðàçìåð îêíà, íàïðèìåð, 297ìì * 219ìì (ôîðìàò À4).

Ïîñëå òîãî êàê àäìèíèñòðàòîð ïðåäïðèÿòèÿ ñîçäàñò øàáëîí è âñòàâèò
â íåãî ïîëÿ âèäà ½/Íàçâàíèå ïîëÿ äëÿ àâòîçàïîëíåíèÿ/“ è ½!Íàçâàíèå ïîëÿ
äëÿ ðåäàêòèðîâàíèÿ!“, øàáëîí áóäåò ñîõðàíåí â áàçå äàííûõ âåá-ïðèëîæåíèÿ
â ôîðìå äîêóìåíòà HTML. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ñîçäàíèÿ äîêóìåíòà, ñîòðóä-
íèêó äîñòàòî÷íî âûáðàòü øàáëîí èç ñïèñêà, ñîçäàííîãî àäìèíèñòðàòîðîì, è
ñèñòåìîé áóäóò ïðåäîñòàâëåíû ïîëÿ øàáëîíà äëÿ äàëüíåéøåãî èõ çàïîëíåíèÿ.
Îòïðàâêà äàííîé ôîðìû âåäåò ê ïîäñòàíîâêå, çàïîëíåííûõ ïîëåé â HTML-êîä
øàáëîíà è, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, êîíâåðòèðîâàíèþ ïîëó÷èâøåãîñÿ HTML-
äîêóìåíòà â ôîðìàò PDF.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçìåòêè HTML â ôîðìàò äîêóìåíòà PDF, èñïîëü-
çîâàíà óòèëèòà êîìàíäíîé ñòðîêè WKHTMLTOPDF, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïå-
ðåâåñòè â ôîðìàò PDF èçîáðàæåíèÿ, âåá-ñàéòû (ïî ññûëêå íà ñòðàíèöó), à
òàêæå äîêóìåíòû HTML áåç ïîòåðè êà÷åñòâà. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ïðåäå-
ëàõ âåá-ïðèëîæåíèÿ ôóíêöèé óòèëèòû WKHTMLTOPDF ïîäêëþ÷åíà áèáëèî-
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òåêà PDFKit. Â ðåçóëüòàòå, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãîòîâîãî ìîäóëÿ ïåðåâîäà HTML-
äîêóìåíòà â ôîðìàò PDF îêàçàëîñü äîñòàòî÷íûì îïèñàòü íåîáõîäèìûå îïöèè
òàêèå, êàê êîäèðîâêà, îòñòóïû è ðàçìåð ñòðàíèöû.

Àðõèòåêòóðà ñèñòåìû, îòðàæàþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå ïåðå÷èñëåííûõ ìî-
äóëåé, â ñîâîêóïíîñòè ïîçâîëÿþùèõ îðãàíèçîâàòü ñèñòåìó ðàáîòû ñ øàáëîíàìè,
ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2. Ñöåíàðèé ïîâåäåíèÿ ìîäóëåé ñèñòåìû â îòâåò íà äåé-
ñòâèÿ ïîëüçîâàòåëÿ, ñîçäàþùåãî äîêóìåíò íà îñíîâå øàáëîíà, ïðåäñòàâëåí íà
ðèñ. 3.

Õðàíåíèå èíôîðìàöèè ïîëåé øàáëîíà îðãàíèçîâàíî â ðåëÿöèîííîé áàçå
äàííûõ. Íà ðèñ. 4. ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò ìîäåëè äàííûõ ñèñòåìû äîêóìåíòî-
îáîðîòà, îòðàæàþùèé ñòðóêòóðó äàííûõ, íåîáõîäèìûõ äëÿ çàïîëíåíèÿ ïîëåé
øàáëîíà. Òàáëèöà ½Ñîäåðæàíèå“ ïðèâÿçûâàåòñÿ ê ñîçäàâàåìîìó äîêóìåíòó è
õðàíèò ñîäåðæàíèå ïîëåé øàáëîíà. Õðàíåíèå ñîäåðæàíèÿ ïîëåé âìåñòî ôàéëà
äîêóìåíòà ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòåëÿì ðåäàêòèðîâàòü äîêóìåíò è ëèøü ïðè íåîá-
õîäèìîñòè âûãðóæàòü èç ñèñòåìû â ôîðìàòå PDF. Äëÿ õðàíåíèÿ îòïðàâëåííûõ
äîêóìåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ òàáëèöà ½Ìàðøðóò“ , êîòîðàÿ ñîäåðæèò äàííûå î ïî-
ëó÷àòåëå è ñîñòîÿíèå äîêóìåíòà (ïðîñìîòðåí ëè ïîëó÷àòåëåì).

Ðèñ. 2. Àðõèòåêòóðà âçàèìîäåéñòâèÿ ìîäóëåé.

Âûâîäû.
Ïîëîæåííûé â ñèñòåìó äîêóìåíòîîáîðîòà ìåõàíèçì ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü

è èñïîëüçîâàòü øàáëîíû òèïîâûõ äîêóìåíòîâ äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàòðàò âðåìåíè
íà ½áóìàæíóþ“ ðàáîòó, ïðè ýòîì îñòàâëÿÿ âîçìîæíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ â ñëó÷àå
íåîáõîäèìîñòè äîêóìåíòîâ â ñâîáîäíîé ôîðìå.

Èñïîëüçîâàíèå ïðè ðåàëèçàöèè ñèñòåìû äîêóìåíòîîáîðîòà ñâîáîäíî ðàñ-
ïðîñòðàíÿåìûõ áèáëèîòåê è èíñòðóìåíòîâ â ñâîþ î÷åðåäü ïðåäïîëàãàåò åå ñâî-
áîäíîå ðàñïðîñòðàíåíèå.
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Ðèñ. 3. Äèàãðàììà äåÿòåëüíîñòè ïðîöåññà ½Ñîçäàíèå äîêóìåíòà“.

Ðèñ. 4. Ìîäåëü äàííûõ ïîëåé øàáëîíà.

Ðåàëèçàöèÿ ñèñòåìû äîêóìåíòîîáîðîòà â âèäå âåá-ïðèëîæåíèÿ ïîçâîëÿåò
îðãàíèçîâàòü îáëà÷íûé ñåðâèñ, ïðåäîñòàâëÿþùèé äîñòóï ê ÑÝÄ ìíîãèì ïðåä-
ïðèÿòèÿì, ïðè óñëîâèè ðàçãðàíè÷åíèÿ ïðàâ íå òîëüêî ïî êàòåãîðèÿì ïîëüçîâà-
òåëåé, íî òàêæå è ïî îòäåëüíûì ïðåäïðèÿòèÿì.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÈ
ÐÅÀÊÖÈÈ n + 2H → (np) + n

ÄËß ÏÎÈÑÊÀ ÂËÈßÍÈß 3N ñèë
Êàñïàðîâ À. À., Àôîíèí À. À., Öâåòêîâè÷ Ä. Ã.

Èíñòèòóò ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé ÐÀÍ
Ìîñêâà
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Kasparov A. A, Afonin A. A., Tsvetkovich D. G. Kinematics simulation of the

n+ 2H → (np)+n reaction to search for the in�uence of 3N forces. Kinematics simulation

of the n+ 2H → (np) + n reaction to determine the energy of the virtual np-state and the search

for the in�uence of 3N forces was carried out.

Ïðîâåäåíî êèíåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðåàêöèè n+2H → (np)+n äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ýíåðãèè âèðòóàëüíîãî np-ñîñòîÿíèÿ è ïîèñê âëèÿíèÿ 3N ñèë.

Ïðîâåäåíî êèíåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðåàêöèè n + 2H → (np) + n,
êîòîðóþ ïëàíèðóåòñÿ èññëåäîâàòü íà íåéòðîííîì êàíàëå ÐÀÄÝÊÑ ÈßÈ ÐÀÍ
â øèðîêîì èíòåðâàëå ýíåðãèè ïàäàþùèõ íåéòðîíîâ. Öåëüþ ýêñïåðèìåíòà ÿâ-
ëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ýíåðãèè âèðòóàëüíîãî np-ñîñòîÿíèÿ (äëèíû np-ðàññåÿíèÿ),
èçâëå÷åííîé â ðåàêöèè ñ òðåìÿ ÷àñòèöàìè â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè, è ïîèñê îò-
ëè÷èÿ ýòîé âåëè÷èíû îò çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííîãî â ïðÿìîì np-ðàññåÿíèè (ïîèñê
âëèÿíèÿ 3N ñèë). Â ýêñïåðèìåíòå îáà íåéòðîíà áóäóò ðåãèñòðèðîâàòüñÿ ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò îñè ïó÷êà (ãåîìåòðèÿ îòäà÷è), à ýíåðãèÿ, óãîë âûëåòà ïðîòîíà
è ýíåðãèÿ ïåðâè÷íîãî íåéòðîíà áóäóò âîññòàíàâëèâàòüñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà. Íåéòðîí-ïðîòîííîå âçàèìîäåéñòâèå
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â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ â âèäå ìàêñèìóìà â ðàñïðåäåëåíèè
âûõîäà ðåàêöèè îò îòíîñèòåëüíîé ýíåðãèè np-ïàðû, ôîðìà êîòîðîãî ÷óâñòâè-
òåëüíà ê ýíåðãèè âèðòóàëüíîãî np-ñîñòîÿíèÿ Enp (ðèñ.1).
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Ðèñ. 26: Çàâèñèìîñòü âûõîäà ðåàêöèè nd -ðàçâàëà îò îòíîñèòåëüíîé ýíåðãèè
np -ïàðû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ýíåðãèè âèðòóàëüíîãî np -ñîñòîÿíèÿ Enp : 1
� 0,06 ÌýÂ; 2 � 0,15 ÌýÂ; 3 � 0,25 ÌýÂ.

Ïðîâåäåííîå êèíåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëèëî îïòèìèçèðîâàòü
ïàðàìåòðû ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè.
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Malamanov S.Yu. Jet modeling in the ANSYS.CFX computing environment.

In operation, the simulation of the action of the magnetic �eld is absorbed on an electric current,

which is directly connected to an electric magnetic force, leading to the occurrence of a jet �ow.

Ìîäåëèðóåòñÿ âîçäåéñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ýëåêòðè÷åñêèé òîê, ïðèâîäÿùåå ê âîç-

íèêíîâåíèþ ñèëû Àìïåðà, îáóñëàâëèâàþùåé âîçíèêíîâåíèå ñòðóéíîãî òå÷åíèÿ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå âîçäåéñòâèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ
íà ýëåêòðè÷åñêèé òîê, ïðèâîäÿùåå ê ýëåêòðîìàãíèòíîé ñèëå, ñèëå Àìïåðà [JB ],
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè ïðÿìîëèíåéíîì
äâèæåíèè ïðîâîäÿùåé æèäêîñòè â òîðîèäàëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ýòè óñëîâèÿ
ðåàëèçóþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå êîëüöåâîãî çàçîðà äâóõ ñîîñíûõ öèëèíäðîâ, ìåæ-
äó ïîâåðõíîñòÿìè êîòîðûõ ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ,
îáóñëàâëèâàþùàÿ ýëåêòðè÷åñêèé òîê, à â çàçîðå ïðèêëàäûâàåòñÿ ìàãíèòíîå
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ïîëå B. Â ðåçóëüòàòå, ïðè ïîãðóæåíèè óñòðîéñòâà â ïðîâîäÿùóþ ñðåäó, cèëà
Àìïåðà âûòàëêèâàåò æèäêîñòü èç êîëüöåâîãî çàçîðà (â íàïðàâëåíèè ñòðåëêè),
ïîëó÷àþùååñÿ â ðåçóëüòàòå ýòîãî òå÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîàêñèàëüíóþ
ñòðóþ.

Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû ïðîôèëè îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè íà ðàçëè÷-
íûõ ðàññòîÿíèÿõ îò âåðõíåé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðîâ. Õîðîøî âèäíî, ÷òî ÷èñ-
ëåííîå ìîäåëèðîâàíèå àäåêâàòíî âîñïðîèçâîäèò ôèçè÷åñêóþ êàðòèíó òå÷å-
íèÿ. Ðàñ÷¼ò òå÷åíèÿ îñóùåñòâëÿëñÿ ñ ïîìîùüþ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ìîäóëÿ
ANSYS.CFX. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé è íåêîòîðûå îñîáåííîñòè
ïîñòàíîâêè ïîäîáíîãî ðîäà çàäà÷ ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [2].

Íà ðèñóíêå ïîêàçàí âèä êîàêñèàëüíîé ñòðóè, ãäå ñòðåëêè � ýòî âåêòîðà
ñêîðîñòè.

Ïðîâåä¼ííûå ðàñ÷¼òû ïîêàçûâàþò äîñòàòî÷íî õîðîøåå âîñïðîèçâåäåíèå
ïðîñòîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â óñëîæí¼ííîé ôèçè÷åñêîé îáñòàíîâêå.

230



Ëèòåðàòóðà
[1] Êèðêî È. Ì., Êèðêî Ã. Å. Ìàãíèòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà. Ñîâðåìåííîå âèäåíèå

ïðîáëåì. Ì.�Èæåâñê. ÍÈÖ Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà, Èæåâñêèé
èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, 2009. 632 ñ.

[2] Ìàëàìàíîâ Ñ.Þ. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷ î ñèëîâîì âçàèìîäåé-
ñòâèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëåé .// Èçâåñòèÿ ÐÀÍ.
Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 2015. Òîì 27. � 11. Ñ. 56�62.

231



ÓÄÊ 004.8

ÇÀÄÀ×È ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈß Â ÑÈÑÒÅÌÅ
ÌÎÍÈÒÎÐÈÍÃÀ ÀÊÒÈÂÍÎÑÒÈ È ÏÎÄÄÅÐÆÊÈ

×ÅËÎÂÅÊÀ Â ÇÀÄÀ×Å ÓÌÍÎÃÎ ÄÎÌÀ
Íåáîãàòèêîâ È. Þ., Ñîëîâüåâ È. Ï.

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
e-mail: st049100@student.spbu.ru

Nebogatikov I. Y., Soloviev I. P. The problems of recognition in a system

for activity monitoring and human support in the smart home problem. In this work

we describe a software system for monitoring the activity and support of a person in the smart

home problem. We provide the method of collecting information about activity based on the heart

rate monitor, accelerometer, and the received signal strength of Wi-Fi and Bluetooth signals. An

algorithm for recognizing human activity using hierarchical classi�cation with random forest and

K nearest neighbors is described.

Â äàííîé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ïðîãðàììíàÿ ñèñòåìà ìîíèòîðèíãà àêòèâíîñòè è ïîä-

äåðæêè ÷åëîâåêà â çàäà÷å óìíîãî äîìà. Ïðèâîäèòñÿ ìåòîä ñáîðà èíôîðìàöèè îá àêòèâíîñòè

ïî äàííûì ïóëüñîìåòðà, àêñåëåðîìåòðà, ïîêàçàòåëÿì óðîâíÿ ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà Wi-Fi

è Bluetooth. Îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ àêòèâíîñòè ÷åëîâåêà ñ èñïîëüçîâàíèåì

èåðàðõè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè è ìåòîäîâ ñëó÷àéíîãî ëåñà è K áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

Ââåäåíèå. Ñðåäè çàäà÷, ðåøàåìûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäû óìíîãî äîìà,
ìîæíî âûäåëèòü ïîäêëàññ çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ èíôîð-
ìàöèÿ î òåêóùèõ äåéñòâèÿõ îáèòàòåëÿ. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ-
ñóæäåíèÿ â êà÷åñòâå îáèòàòåëÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ åäèíñòâåííûé ÷åëîâåê âíóòðè
êâàðòèðû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ çàäà÷, â êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ î òåêó-
ùåé àêòèâíîñòè, ìîæíî ïðèâåñòè [1]: àâòîìàòè÷åñêèé âûçîâ ïîìîùè ïðè ïîëó-
÷åíèè àíîìàëüíûõ äàííûõ; ïðîãðàììèðîâàíèå ïîëüçîâàòåëüñêèõ ñöåíàðèåâ, èñ-
ïîëüçóþùèõ èíôîðìàöèþ î äåéñòâèÿõ îáèòàòåëåé â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ;
ñáîð äàííûõ äëÿ ðó÷íîãî ìîíèòîðèíãà ñïåöèàëèñòàìè; êîíòðîëü ïîääåðæàíèÿ
çäîðîâîãî ðèòìà æèçíè; çàùèòà îò ïðîíèêíîâåíèé â æèëèùå.

Â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå òåõíè÷å-
ñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ àêòèâíîñòè: ñèñòåìû âèäåî íàáëþäåíèÿ äëÿ ñèñòåì
ðàñïîçíàâàíèÿ íåæåëàòåëüíûõ ïðîíèêíîâåíèé [2], íîñèìûå äàò÷èêè è èíôîð-
ìàöèÿ èç áûòîâûõ ïðèáîðîâ äëÿ êëàññèôèêàöèè äåéñòâèé îáèòàòåëåé [3].

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ñèñòåìû ðàñïîçíàâàíèÿ àêòèâ-
íîñòè ÷åëîâåêà â ñðåäå óìíîãî äîìà, à òàêæå ïîäñèñòåìû êîíòðîëÿ ïðîäîë-
æèòåëüíîñòè àêòèâíîñòè äëÿ ïîääåðæàíèÿ ðèòìà æèçíè. Â ðàáîòå ðåøàåòñÿ
çàäà÷à êëàññèôèêàöèè, ïîñêîëüêó äëÿ ðåàëèçàöèè ñèñòåìû êîíòðîëÿ ïðîäîë-
æèòåëüíîñòè äåéñòâèé ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå çàðàíåå çàäàííûõ ïîëü-
çîâàòåëåì âèäîâ äåÿòåëüíîñòè. Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâ èíôîðìàöèè î òåêóùèõ
äåéñòâèÿõ ÷åëîâåêà èñïîëüçóþòñÿ ñìàðòôîí è ôèòíåñ-áðàñëåò.
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1. Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ àêòèâíîñòåé. Â ðàáîòå
[4] ïî äàííûì, ïîëó÷åííûì èç áðàñëåòà, çàêðåïëåííîãî íà çàïÿñòüå, îñíàùåííî-
ãî ïóëüñîìåòðîì è àêñåëåðîìåòðîì, ðàñïîçíàþòñÿ 5 òèïîâ àêòèâíîñòè ÷åëîâå-
êà: ñèäèò, ñòîèò, çàíèìàåòñÿ äîìàøíèìè äåëàìè, çàíèìàåòñÿ íà âåëîòðåíàæåðå
(íèçêàÿ àêòèâíîñòü), çàíèìàåòñÿ íà âåëîòðåíàæåðå (âûñîêàÿ àêòèâíîñòü). Ïðè-
ìåíÿþòñÿ àëãîðèòìû ñëó÷àéíûõ äåðåâüåâ è ìåòîäîâ îïîðíûõ âåêòîðîâ â ðàáîòå,
çíà÷åíèÿ òî÷íîñòè êëàññèôèêàöèè ñîñòàâëÿþò 89.2% è 85.6% ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðè ýòîì, àâòîðû ïîä÷åðêèâàþò, ÷òî äàííûå ñåðäöåáèåíèÿ óâåëè÷èâàþò êà÷å-
ñòâî ðàñïîçíàâàíèÿ çàíÿòèé íà âåëîòðåíàæåðå íà 8%.

Â ðàáîòå [5] òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ïîêàçàíèÿ àêñåëåðîìåòðà è ïóëüñîìåò-
ðà. Ðàñïîçíàþòñÿ ÷åòûðå êëàññà àêòèâíîñòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èåðàðõè÷åñêèõ
îïîðíûõ âåêòîðîâ. Êëàññèôèêàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà: íà ïåðâîì îïðå-
äåëÿåòñÿ îáùåå ñîñòîÿíèå (ñòàòè÷åñêîå, â äâèæåíèè), íà âòîðîì ïîëó÷åííîå çíà-
÷åíèå óòî÷íÿåòñÿ (ñèäèò èëè ñòîèò, èäåò èëè áåæèò). Òî÷íîñòü ïðåäñêàçàíèÿ
âèäà àêòèâíîñòè ÷åëîâåêà íà äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ñ ÷àñòîòîé 50 ãåðö, ñîñòàâ-
ëÿåò áîëåå 99%.

Â ðàáîòå [6] äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ 13 âèäîâ àêòèâíîñòè ïðèìåíÿþòñÿ àë-
ãîðèòìû íàèâíîãî áàéåñîâñêîãî êëàññèôèêàòîðà è K áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Èñ-
ïîëüçîâàëèñü äâà óñòðîéñòâà, îñíàùåííûå àêñåëåðîìåòðîì è ãèðîñêîïîì, îäèí
èç äàò÷èêîâ áûë çàêðåïëåí íà çàïÿñòüå, âòîðîé íàõîäèëñÿ â êàðìàíå áðþê.
Çíà÷åíèå F-ìåðû, ñðåäíåãî ãàðìîíè÷åñêîãî òî÷íîñòè è ïîëíîòû, äëÿ êëàññîâ
íà äàííûõ, ïîëó÷åííûõ àâòîðàìè, íàõîäèòñÿ áëèçêî ê 1.

2. Ôîðìèðîâàíèå íàáîðà äàííûõ. Ïðèìåíåíèå áûòîâûõ óñòðîéñòâ
äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ âèäîâ àêòèâíîñòè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è êëàññèôèêàöèè, îäíàêî ó÷åò ñîñòîÿíèé âñåõ ïðèáîðîâ â ñîâîêóïíîñòè
êàê îäèí êëàññ ìîæåò ïðèâåñòè ê óìåíüøåíèþ òî÷íîñòè êëàññèôèêàöèè [3]. Â
ñâÿçè ñ ýòèì â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâ äàííûõ áûëè èñïîëüçîâàíû òîëüêî íîñèìûå
óñòðîéñòâà: ñìàðòôîí è ôèòíåñ-áðàñëåò.

Ïðîòîêîëû ðàáîòû ôèòíåñ-òðåêåðîâ íå ïðåäïîëàãàþò ïåðåäà÷ó äàííûõ
àêñåëåðîìåòðà ïî Bluetooth äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïîòðåáëÿåìîé ýíåðãèè, ïîýòîìó
ïîëó÷åíèå èíôîðìàöèè îá òåêóùåé àêòèâíîñòè â ñðåäå óìíîãî äîìà âîçìîæíî
òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì èíôîðìàöèè î òåêóùåì êîëè÷åñòâå øàãîâ. Ñìàðòôîí
ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè èíäèêàòîðîâ êà÷åñòâà ñèãíàëà ïîä-
êëþ÷åíèÿ (received signal strength indication, RSSI) Bluetooth ñ ôèòíåñ-òðåêåðîì
è êà÷åñòâå ñèãíàëà ñîåäèíåíèÿ ñìàðòôîíà ñ Wi-Fi ðîóòåðîì. Ïî ïîêàçàíèÿì êà-
÷åñòâà ïîäêëþ÷åíèÿ îïðåäåëÿòñÿ ïîëîæåíèå ÷åëîâåêà âíóòðè ñðåäû îáèòàíèÿ.

Äëÿ ñáîðà èíôîðìàöèè î ïóëüñå è êîëè÷åñòâå øàãîâ áûëî èñïîëüçîâàíî
ïðèëîæåíèå Gadgetbrige äëÿ óñòðîéñòâ íà ïëàòôîðìå Android, ïðåäíàçíà÷åííîå
äëÿ çàìåíû ïðèëîæåíèé ïðîèçâîäèòåëåé ôèòíåñ-áðàñëåòîâ è óíèôèöèðóþùåå
èíòåðôåéñ âçàèìîäåéñòâèÿ óñòðîéñòâ.

Ïîëó÷åííûé íàáîð äàííûõ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ äàííûõ:

• äàííûå ïóëüñà;

• äàííûå î êîëè÷åñòâå øàãîâ;

• ïîêàçàòåëü óðîâíÿ ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà ñîåäèíåíèÿ Bluetooth;

• ïîêàçàòåëü óðîâíÿ ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà ñîåäèíåíèÿ Wi-Fi;
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• âèä àêòèâíîñòè.

Áûëà ñîáðàíà èíôîðìàöèÿ î äåâÿòè òèïàõ àêòèâíîñòè: ðàáîòà, åäà, ïðè-
ãîòîâëåíèå åäû, øàã, âèäåîèãðû, îòñóòñòâèå àêòèâíîñòè, ñïîðò, äóø, óáîðêà.
Âñåãî íàáîð ñîäåðæèò 26709 çàïèñåé.

3. Àíàëèç äàííûõ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ áûëè âûáðàíû ìåòîäû, ïðèìåíÿå-
ìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè àêòèâíîñòè ïî äàííûì àêñåëåðîìåòðà
è ñåðäöåáèåíèÿ [7]:

• ìíîãîñëîéíàÿ íåéðîííàÿ ñåòü ñ 100 ñëîÿìè, ôóíêöèåé àêòèâàöèè ReLU è
ðåøàòåëåì Adam;

• K áëèæàéøèõ ñîñåäåé, K = 10;

• ñëó÷àéíûé ëåñ ñ 100 ðåøàþùèõ äåðåâüåâ;

• íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð;

• AdaBoost ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøàþùèõ äåðåâüåâ â êà÷åñòâå áàçîâîãî êëàñ-
ñèôèêàòîðà;

• ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ.

Ïîëó÷åííûé íàáîð äàííûõ áûë ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè: òðåíèðîâî÷íàÿ
âûáîðêà (85%) è ïðîâåðî÷íàÿ âûáîðêà (15%). Ñðàâíåíèå òî÷íîñòè êëàññèôè-
êàöèè ïîêàçàíî â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1: Ñðàâíåíèå òî÷íîñòè êëàññèôèêàöèè

Àëãîðèòì Accuracy
Íåéðîííàÿ ñåòü 0.739206

K áëèæàéøèõ ñîñåäåé 0.814574
Ñëó÷àéíûé ëåñ 0.824307

Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð 0.676566
AdaBoost 0.456451

Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ 0.679062

Ìåòîäû K áëèæàéøèõ ñîñåäåé è ñëó÷àéíîãî ëåñà ïîêàçûâàþò íàèáîëü-
øóþ òî÷íîñòü êëàññèôèêàöèè, ÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè ñðàâíåíèÿ íà äàí-
íûõ, íàõîäÿùèõñÿ â îòêðûòîì äîñòóïå [7].

Çíà÷åíèÿ òî÷íîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ êëàññîâ (precision) ïîêàçàíû â òàáëèöå
2.

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, òî÷íîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ êëàññà àêòèâíîñòè
�ñïîðò� ïðè èñïîëüçîâàíèè êëàññèôèêàòîðà ñëó÷àéíîãî ëåñà çíà÷èòåëüíî íè-
æå, ÷åì ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà K áëèæàéøèõ äåðåâüåâ.

×òîáû êîìïåíñèðîâàòü ðàçëè÷èå â ðàñïîçíàâàíèè àêòèâíûõ òèïîâ äåÿ-
òåëüíîñòè, âñå âèäû àêòèâíîñòè áûëè ðàçäåëåíû íà 2 âèäà: àêòèâíûå è ïàññèâ-
íûå. Ê ïîëó÷åííûì äàííûì áûë ïðèìåíåí ìåòîä èåðàðõè÷åñêîé êëàññèôèêà-
öèè, óòî÷íÿþùèé ðåçóëüòàò ðàñïîçíàâàíèÿ ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ êëàññèôèêà-
òîðîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðàáîòû ñ íåêîòîðûì ïîäêëàññîì âñåõ âîçìîæíûõ
êëàññîâ. Áûëî èñïîëüçîâàíî òðè êëàññèôèêàòîðà:
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Òàáëèöà 2: Ñðàâíåíèå òî÷íîñòè (precision)

Äåéñòâèå
K áëèæàéøèõ

ñîñåäåé
Ñëó÷àéíûé

ëåñ
ðàáîòà 0.922006 0.946667
åäà 0.515385 0.487879

ïðèãîòîâëåíèå åäû 1.000000 1.000000
øàã 0.691877 0.767760

âèäåîèãðû 0.723958 0.788018
îòñòóòñòâèå àêòèâíîñòè 0.845517 0.877292

ñïîðò 0.578947 0.304094
äóø 0.823113 0.871795

óáîðêà 1.000000 1.000000

• ïåðâûé êëàññèôèêàòîð îïðåäåëÿåò ïàññèâíûé èëè àêòèâíûé ñåé÷àñ âèä
äåéñòâèÿ îáèòàòåëÿ;

• âòîðîé êëàññèôèêàòîð ðàñïîçíàåò âèäû äåÿòåëüíîñòè ñ íèçêèì óðîâíåì
àêòèâíîñòè: ðàáîòà, åäà, âèäåîèãðû, îòñòóòñòâèå àêòèâíîñòè;

• òðåòèé êëàññèôèêàòîð ðàñïîçíàåò âèäû äåÿòåëüíîñòè ñ âûñîêèì óðîâíåì
àêòèâíîñòè: ïðèãîòîâëåíèå åäû, øàã, ñïîðò, äóø, óáîðêà.

Ïðèíöèï ðàáîòû êëàññèôèêàòîðà ïîêàçàí íà ðèñ. 1.
Òî÷íîñòü êëàññèôèêàöèè èåðàðõè÷åñêèõ êëàññèôèêàòîðîâ, èñïîëüçóþ-

ùèå ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè àëãîðèòìîâ ñëó÷àéíîãî ëåñà è K áëèæàéøèõ ñîñå-
äåé â êà÷åñòâå áàçîâûõ, ïîêàçàíû â òàáëèöå 3. Ïîðÿäîê íàçâàíèé àëãîðèòìîâ â
òàáëèöå óêàçûâàåò, êàêîé òèï àêòèâíîñòè ðàñïîçíàåòñÿ êëàññèôèêàòîðîì: ïåð-
âûì óêàçûâàåòñÿ êëàññèôèêàòîð, êîòîðûé ðàñïîçíàåò áàçîâûé âèä àêòèâíîñòè;
âòîðûì � ïàññèâíûå âèäû äåÿòåëüíîñòè; òðåòüèì � àêòèâíûå âèäû äåÿòåëü-
íîñòè.

Òàáëèöà 3: Ñðàâíåíèå òî÷íîñòè (accuracy) èåðàðõè÷åñêèõ êëàññèôèêàòîðîâ

Êëàññèôèêàòîðû Accuracy
Ñëó÷àéíûé ëåñ,

K áëèæàéøèõ ñîñåäåé,
Ñëó÷àéíûé ëåñ

0.832135

K áëèæàéøèõ ñîñåäåé,
Ñëó÷àéíûé ëåñ,
Ñëó÷àéíûé ëåñ

0.832585

Ñëó÷àéíûé ëåñ,
Ñëó÷àéíûé ëåñ,

K áëèæàéøèõ ñîñåäåé
0.835729

Ñëó÷àéíûé ëåñ,
Ñëó÷àéíûé ëåñ,
Ñëó÷àéíûé ëåñ

0.838874
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Ðèñ. 1: Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äàííûõ àêòèâíîñòè

Â òàáëèöàõ 4, 5 ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ òî÷íîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ êàæ-
äîãî êëàññà (precision) ñ èñïîëüçîâàíèåì èåðàðõè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïðèìåíåíèå
ñëó÷àéíîãî ëåñà äëÿ ïåðâîãî êëàññèôèêàòîðà è ðàñïîçíàâàíèÿ ïàññèâíûõ âèäîâ
äåÿòåëüíîñòè, ìåòîäà K áëèæàéøèõ ñîñåäåé äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ àêòèâíûõ çàíÿ-
òèé ðåøàåò ïðîáëåìó íèçêîé òî÷íîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ àêòèâíûõ âèäîâ äåéñòâèé
îáèòàòåëÿ.

Çàêëþ÷åíèå Â ðåçóëüòàòå äàííîé ðàáîòû áûë ñîáðàí íàáîð äàííûõ
îá àêòèâíîñòè ÷åëîâåêà â ñðåäå óìíîãî äîìà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñìàðòôîíà è
ôèòíåñ-áðàñëåòà, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ âèäîâ äåéñòâèé îáèòà-
òåëåé. Ðàçðàáîòàíà è ðåàëèçîâàíà ìîäåëü êëàññèôèêàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìå-
òîäà èåðàðõè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè, ïðèìåíÿþùàÿ àëãîðèòìû ñëó÷àéíîãî ëåñà
è K áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

Ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ñèñòåìå óïðàâ-
ëåíèÿ óìíûì äîìîì äëÿ êîíòðîëÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè äåéñòâèé îáèòàòåëÿ è
ïîääåðæàíèÿ òåìïà æèçíè. Îäíàêî, äàííûé ìåõàíèçì êëàññèôèêàöèè òàêæå
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ äðóãèõ îïèñàííûõ ñöåíàðèåâ ïðèìåíåíèÿ â ñðåäå
óìíîãî äîìà.
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Òàáëèöà 4: Ñðàâíåíèå òî÷íîñòè (precision) èåðàðõè÷åñêèõ êëàññèôèêàòîðîâ

Äåéñòâèå
Ñëó÷àéíûé ëåñ,

K áëèæàéøèõ ñîñåäåé,
Ñëó÷àéíûé ëåñ

Ñëó÷àéíûé ëåñ,
Ñëó÷àéíûé ëåñ,
Ñëó÷àéíûé ëåñ

ðàáîòà 0.930738 0.949971
åäà 0.685039 0.597633

ïðèãîòîâëåíèå åäû 1.000000 1.000000
øàã 0.714697 0.714697

âèäåîèãðû 0.752679 0.785592
îòñòóòñòâèå àêòèâíîñòè 0.865587 0.878812

ñïîðò 0.474490 0.474490
äóø 0.804097 0.804097

óáîðêà 1.000000 1.000000

Òàáëèöà 5: Ñðàâíåíèå òî÷íîñòè (precision) èåðàðõè÷åñêèõ êëàññèôèêàòîðîâ

Äåéñòâèå
K áëèæàéøèõ ñîñåäåé,

Ñëó÷àéíûé ëåñ,
Ñëó÷àéíûé ëåñ

Ñëó÷àéíûé ëåñ,
Ñëó÷àéíûé ëåñ,

K áëèæàéøèõ ñîñåäåé
ðàáîòà 0.943023 0.949971
åäà 0.539604 0.597633

ïðèãîòîâëåíèå åäû 1.000000 0.996183
øàã 0.694228 0.657623

âèäåîèãðû 0.770764 0.785592
îòñòóòñòâèå àêòèâíîñòè 0.874003 0.878812

ñïîðò 0.480663 0.710843
äóø 0.846797 0.773284

óáîðêà 1.000000 1.000000
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