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Bведение

Диссертация посвящена исследованию процессов парного рождения чармониев, а
также процессов рождения калибровочных бозонов Z/W± в сопровождении J/ψ ме-
зонов или тяжелых кварков в столкновении протонов при высоких энергиях. Экспе-
риментальные данные для этих процессов, полученные недавно на Большом Адрон-
ном Коллайдере (LHC), до сих пор не получили удовлетворительного теоретического
описания. Основное внимание уделяется фрагментационным вкладам, в том числе от
множественных глюонных излучений в начальном состоянии. Данные излучения мо-
гут быть учтены в рамках kT -факторизационного подхода квантовой хромодинами-
ки (КХД) с помощью уравнения эволюции Катани-Чиафалони-Фиорани-Маркезини
(CCFM) для глюонных распределений в протоне, зависящих от поперечного импуль-
са (transverse momentum dependent, TMD).

В основе диссертации лежат результаты, полученные автором во время обучения
в аспирантуре физического факультета Московского государственного университета
имени М.В. Ломоносова в 2018 - 2022 годах. Исследования проведены в рамках ре-
ализации проектов по грантам РФФИ № 20-32-90105, РНФ № 22-22-00119 и фонда
“БАЗИС” № 18-2-6-129-1.

Актуальность темы и степень ее разработанности

В настоящее время теоретическое описание экспериментальных данных для про-
цессов инклюзивного и ассоциативного рождения связанных состояний тяжелых квар-
ков — тяжелых кваркониев — является одним из актуальных и важных направлений
современной физики высоких энергий. В ранних работах для вычисления сечений
таких процессов использовалась модель цветовых синглетов (CSM) [1–3]. В данной
модели предполагается, что образованная в результате жесткого партонного взаимо-
действия пара тяжелых кварков QQ̄ формирует связанное состояние только в том
случае, если она находится в синглетном по цвету состоянии и обладает квантовыми
числами наблюдаемого кваркония. Однако, экспериментальные данные процессов
рождения чармониев коллаборации CDF [4] показали, что предсказания в рамках
CSM значительно (более чем на порядок) недооценивают измеренные сечения. Было
сделано предположение, что расхождение может быть связано с отсутствием в моде-
ли цветовых синглетов механизмов образования тяжелых кваркониев через октетные
по цвету состояния пары QQ̄. Такие промежуточные состояния учитываются в фор-
мализме нерелятивистской КХД (NRQCD) [5–7], где предполагается их переход в
наблюдаемый кварконий посредством испускания мягкого глюона. В рамках данной
модели было получено описание экспериментально измеренных распределений по по-
перечному импульсу некоторых чармониев [8–10]. Однако поляризационные свойства
тяжелых кваркониев (в частности, J/ψ мезонов) долгое время не удавалось описать
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в рамках данного подхода. Согласно предсказаниям нерелятивистской КХД, J/ψ ме-
зон должен быть преимущественно поперечно-поляризованным в области средних и
больших поперечных импульсов, поскольку доминирующие вклады в этой области
определяются фрагментацией глюона в cc̄[3S(8)

1 ] октетное состояние пары очарован-
ных кварков (см. например, [11]). Этот результат не согласуется с данными, полу-
ченными на коллайдере LHC, которые указывают на неполяризованные мезоны [12].
Кроме того, результаты недавних расчетов в следующем за лидирующим приближе-
нии нерелятивистской КХД [13] находятся в противоречии с экспериментальными
данными коллаборации LHCb для распределений по поперечному импульсу ηc мезо-
нов [14].

Не так давно был предложен новый механизм перехода октетных состояний в
наблюдаемый кварконий [15], который позволил решить актуальную проблему депо-
ляризации для J/ψ и ψ′ мезонов в области больших поперечных импульсов. Более
того, в недавних работах [16,17] впервые удалось достичь самосогласованного описа-
ния всех экспериментальных данных для процессов инклюзивного одиночного рож-
дения семейства чармониев (J/ψ, ψ′, χcJ , ηc) в рамках нерелятивистской КХД. При
этом для описания процесса пертурбативного рождения пары тяжелых кварков в
различных цветовых состояниях использовался kT -факторизационный подход КХД,
что позволило эффективно учесть значительную часть поправок высших порядков
теории возмущений КХД в форме TMD распределений глюонов в протоне. Анало-
гичные расчеты были проведены для семейства боттомониев [18–20], в которых было
достигнуто самосогласованное описание всех экспериментальных данных как для се-
чений процессов инклюзивного одиночного рождения S- и P-волновых боттомониев,
так и их поляризационных наблюдаемых. Тем самым было предложено возможное
решение упомянутых выше трудностей нерелятивистской КХД.

В последнее время наблюдается высокий интерес к процессам парного рождения
тяжелых кваркониев, в частности, к процессу парного рождения J/ψ мезонов. Такие
процессы обеспечивают возможность дополнительной проверки механизмов образо-
вания связанных состояний тяжелых кварков. Были проведены вычисления синглет-
ных и октетных вкладов в сечения процесса парного рождения кваркониев в лиди-
рующем порядке КХД [21]. Помимо этого, были вычислены поправки к синглетному
механизму в следующем за лидирующим (NLO) порядке теории возмущений [22];
рассчитаны частичные NLO-поправки на древесном уровне (NLO*) к синглетным и
октетным вкладам [23]. Как было показано в последних работах, эти поправки игра-
ют существенную роль как в области малых, так и больших поперечных импульсов.
Следует подчеркнуть, что аккуратный учет всех NLO-вкладов значительно затруд-
нен ввиду большой сложности вычислений. Тем не менее, результаты проведенных
расчетов демонстрируют значительное (в некоторых случаях, более чем на порядок)
расхождение с последними экспериментальными данными коллаборации ATLAS [24]
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и CMS [25] в центральной области быстрот.
Аналогичная ситуация наблюдается для процессов ассоциативного рождения ка-

либровочных бозонов Z/W± и J/ψ мезонов. В рамках нерелятивистской КХД были
вычислены вклады в сечения таких процессов в следующем за лидирующим порядке
нерелятивистской КХД [26–28]. Было найдено, что NLO-поправки являются весьма
существенными при вычислении дифференциальных сечений. Однако, эксперимен-
тальные данные [29, 30] указывают на значительно более пологую форму распреде-
лений по поперечному импульсу J/ψ мезонов в сравнении с предсказаниями нереля-
тивистской КХД (расхождение при больших поперечных импульсах достигает 5-10
раз).

Таким образом, в настоящее время проблема описания сечений процессов парного
рождения J/ψ мезонов и ассоциативного рождения J/ψ+Z/W± в рамках нереляти-
вистской КХД остается нерешенной.

Кроме этого, отдельный интерес вызывают процессы двойного партонного рас-
сеяния (ДПР) [31], в которых происходит два партонных взаимодействия в одном
адронном столкновении. Поскольку вероятности однопартонных событий сами по
себе можно считать малыми, то естественно предполагать значительное подавле-
ние для вкладов ДПР. Однако, при высоких энергиях, доступных на коллайдере
LHC, открывается возможность исследования областей с очень малыми значения-
ми долей импульсов x, переносимых партонами в протоне, где партонные плотности
значительно растут. Это приводит к увеличению роли механизма двойного партон-
ного рассеяния. Одни из первых доказательств их существования было обнаружено
в ранних экспериментах CERN [32] и экспериментах Tevatron [33]. В последнее время
такие процессы являются объектом интенсивных исследований [34–37].

Изучение механизма ДПР в процессах с образованием тяжелых кваркониев явля-
ется важной и актуальной задачей. Такие вклады необходимы, например, для опи-
сания экспериментальных данных процессов парного рождения J/ψ мезонов, а в
некоторых случаях они, вообще, играют ключевую роль [38, 39]. Помимо этого, из-
влекаемая из экспериментальных данных величина эффективного сечения ДПР для
ряда процессов с образованием тяжелых кваркониев значительно меньше [24,39–43],
чем для других конечных состояний [38, 44–49]. В настоящее время данный вопрос
остается открытым.

Цели и задачи работы

Целью работы является теоретическое изучение новых механизмов, дающих вклад
в сечения процессов парного рождения J/ψ мезонов и процессов ассоциативного рож-
дения J/ψ мезонов и калибровочных бозонов Z/W± при энергиях LHC. Эти меха-
низмы связаны с учетом эффектов множественных глюонных эмиссий в начальном
состоянии и их последующей фрагментации в адроны. Такие вычисления могут быть
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проведены в рамках kT -факторизационного подхода с использованием уравнения эво-
люции CCFM.

Для достижения цели были решены следующие задачи:

1. Вычисление функций фрагментации кварков и глюонов в S- и P-волновые чар-
монии (J/ψ, ψ′, χcJ) при различных масштабах µ2 в ведущем порядке теории
возмущений с помощью уравнения эволюции DGLAP. В расчетах учитывались
дополнительные (нелидирующие) вклады в начальные функции фрагментации,
а также впервые использовались положительно определенные выражения для
этих функций, предложенные недавно [50].

2. Вычисление сечений парного рождения J/ψ мезонов в протон-протонных столк-
новениях в различных кинематических областях при энергиях LHC. В расчетах
были учтены синглетные и октетные по цвету вклады; при этом учет поправок
высших порядков теории возмущений осуществляется с помощью TMD рас-
пределений глюонов в протоне в рамках подхода kT -факторизации. Выяснение
роли глюонных эмиссий в начальном состоянии для механизмов одиночного
и двойного партонного рассеяния. Сравнение с экспериментальными данными
коллабораций ATLAS и LHCb.

3. Определение величины эффективного сечения двойного партонного рассеяния
из экспериментальных данных LHCb для процесса парного рождения J/ψ ме-
зонов.

4. Вычисление дополнительных вкладов, связанных с фрагментацией кварков и
глюонов в чармонии, в сечения процессов ассоциативного рождения J/ψ мезо-
нов и калибровочных бозонов Z/W± в центральной области быстрот в подходе
kT -факторизации при энергии

√
s = 8 ТэВ. Сравнение с экспериментальными

данными ATLAS.

5. Вычисление сечений ассоциативного рождения Z бозонов и тяжелых c, b-струй
при энергиях LHC. Сравнение с экспериментальными данными коллабораций
ATLAS и CMS. Исследование применимости подхода kT -факторизации для изу-
чения данных процессов. Проверка возможности обнаружения внутреннего оча-
рования в этих процессах.

Объект и предмет исследования

Объектом исследования являлись процессы рождения чармониев и калибровоч-
ных бозонов при высоких энергиях. В качестве предмета исследования были рас-
смотрены различные дифференциальные сечения парного рождения J/ψ мезонов и
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ассоциативного рождения J/ψ мезонов (или тяжелых кварков) и калибровочных бо-
зонов Z/W±.

Положения, выносимые на защиту

1. Учет фрагментационных вкладов от множественных излучений глюонов, возни-
кающих в процессе эволюции глюонных распределений, играет существенную
роль при описании экспериментальных данных для сечений процессов парно-
го рождения J/ψ мезонов в центральной области быстрот. В передней области
быстрот при малых поперечных импульсах, что соответствует кинематике экс-
перимента LHCb, эти вклады пренебрежимо малы, так что сечение рассмат-
риваемого процесса определяется главным образом вкладами от синглетного
механизма и механизма двойного партонного рассеяния.

2. Значение эффективного сечения σeff ≃ 15 мбн, полученное из анализа экспе-
риментальных данных LHCb для различных наблюдаемых в процессе парного
рождения J/ψ мезонов при энергиях

√
s = 7 и 13 ТэВ хорошо согласуется с ре-

зультатами измерений этого параметра во многих других процессах, изучаемых
на коллайдере Tevatron и LHC.

3. Учет новых механизмов, связанных с фрагментацией кварков и глюонов в чар-
монии, позволяет существенно улучшить согласие результатов расчетов в рам-
ках нерелятивистской КХД с экспериментальными данными LHC для процес-
сов ассоциативного рождения J/ψ мезонов и калибровочных бозонов Z/W±.

4. Учет фрагментационных механизмов образования чармониев существенно (до
2 раз) увеличивает величину вклада двойного партонного рассеяния в сечения
парного рождения J/ψ мезонов в центральной области быстрот и, тем самым,
влияет на значение параметра σeff, извлекаемого из экспериментальных данных.

Научная новизна работы

Научная новизна связана с применением подхода kT -факторизации КХД для вы-
числения сечений процессов, рассматриваемых в данной работе. В рамках этого под-
хода впервые были предложены и учтены фрагментационные вклады в сечения про-
цессов рождения чармониев от множественных глюонных излучений в начальном
состоянии, которые описываются уравнением эволюции CCFM. В расчетах впервые
использовались дополнительные (нелидирующие), положительно определенные вы-
ражения для функций фрагментации глюонов в тяжелые кварконии, полученные
недавно в работе [50]. Впервые был предложен метод вычисления дополнительных
вкладов в механизм ДПР, связанных с фрагментационным механизмом рождения
чармониев, которые оказывают существенное влияние на величину эффективного
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сечения ДПР. Показано, что эффекты множественных глюонных излучений играют
существенную роль для описания экспериментальных данных для процессов парного
рождения J/ψ мезонов в области центральных быстрот. Также продемонстрировано,
что учет новых механизмов ассоциативного рождения J/ψ мезонов и калибровочных
бозонов Z/W± значительно сокращает (до 2-3 раз) расхождения между эксперимен-
тальными данными коллаборации ATLAS и существующими теоретическими пред-
сказаниями NLO NRQCD.

Была определена величина эффективного сечения σeff ДПР из наилучшего опи-
сания экспериментальных данных для процессов парного рождения J/ψ мезонов в
передней области быстрот, которая согласуется с большинством оценок данного па-
раметра, полученных из анализа других конечных состояний. Предыдущие оценки,
полученные для этого состояния, указывали на значительно меньшую величину σeff.

Теоретическая и практическая значимость

Предложенные методы учета вкладов множественных партонных эмиссий в на-
чальном состоянии в сечения процессов парного рождения J/ψ мезонов и ассоциатив-
ного рождения J/ψ мезонов и калибровочных бозонов при высоких энергиях могут
быть использованы коллаборациями ATLAS, CMS и LHCb в анализе новых экспе-
риментальных данных. Более того, данный метод может также найти применение
для описания систем с образованием других тяжелых кваркониев и с образовани-
ем большего количества кваркониев, когда такого рода процессы станут доступны
для изучения на LHC или на коллайдерах будущих поколений. Кроме того, разрабо-
танный подход может также применяться при определении величин эффективного
сечения ДПР σeff для процессов с участием тяжелых кваркониев.

Полученные в работе результаты могут применяться для различных феномено-
логических исследований как теоретическими, так и экспериментальными группами
в НИИЯФ МГУ, ОИЯИ, ФИАН, ИФВЭ, ИЯИ, ПИЯФ и других российских и меж-
дународных научных центрах, а также в студенческих курсах.

Методология и методы исследования

Для вычисления различных сечений партонных подпроцессов используется kT -
факторизационный подход КХД, позволяющий эффективно учитывать поправки
высших порядков в виде TMD глюонных распределений в протоне, подчиняющих-
ся уравнениям эволюции BFKL или CCFM. В численных расчетах использовалось
несколько таких распределений, подчиняющихся CCFM эволюции: A0, JH’2013 set
1 и JH’2013 set 2 [51, 52]. Кроме того, применялся алгоритм генерации TMD пар-
тонных ливней, встроенный в Монте-Карло генератор событий CASCADE [53]. Для
моделирования эффектов партонных ливней в конечном состоянии, проводились вы-
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числения функций фрагментации кварков и глюонов в чармонии в широкой кине-
матической области, согласно уравнению эволюции DGLAP.

Личный вклад автора

Все представленные результаты были получены либо самим автором, либо при
его определяющем участии. Во всех опубликованных работах вклад автора является
основополагающим.

Достоверность и обоснованность результатов

Достоверность полученных результатов обеспечивается строгостью используемых
в работе методов, которые успешно применяются в современной теоретической физи-
ке высоких энергий. В процессе проведения вычислений проводилось как сравнение
с уже известными результатами вычислений других авторов, так и с различными
экспериментальными данными.

Апробация работы

Результаты, полученные в данной работе были опубликованы в 4 печатных ра-
ботах в рецензируемых журналах, индексируемых в базах данных Web of Science,
Scopus [54–57]:

1. A.V. Lipatov, G.I. Lykasov, M.A. Malyshev, A.A. Prokhorov, S.M. Turchikhin,
“Hard production of a Z boson plus heavy flavor jets at LHC and the intrinsic
charm content of a proton” // Physical Review D - 2018 - T.97 - C. 114019 (IF =
5.296)

2. A.A. Prokhorov, A.V. Lipatov, M.A. Malyshev, S.P. Baranov, “Revisiting the production
of J/ψ pairs at the LHC ” // The European Physical Journal C - 2020 - T. 80 -
C. 1046 (IF = 4.59)

3. S.P. Baranov, A.V. Lipatov, A.A. Prokhorov, “Charm fragmentation and associated
J/ψ + Z/W± production at the LHC ” // Physical Review D - 2021 - T. 104 - C.
034018 (IF = 5.296)

4. S.P. Baranov, A.V. Lipatov, A.A. Prokhorov, “Role of initial gluon emission in
double J/ψ production at central rapidities” // Physical Review D - 2022 - T.106
- C. 034020 (IF = 5.296)

Основные результаты работы были представлены на следующих конференциях:
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1. Прохоров А.А., Липатов А.В., Малышев М.А., Баранов С.П. “Ломоносовские
чтения 2020”, подсекция “Физика высоких энергий”, онлайн, Москва, 23 октября
2020

2. Прохоров А.А., Липатов А.В., Малышев М.А., Баранов С.П., “Resummation,
Evolution, Factorization 2020”, онлайн, Великобритания, 7-11 декабря 2020

3. Прохоров А.А., Липатов А.В., Баранов С.П., “50th International Symposium on
Multiparticle Dynamics (ISMD 2021)”, онлайн, Швейцария, 12-16 июля 2021

4. Прохоров А.А., Липатов А.В., Баранов С.П., “Resummation, Evolution, Factorization
2021”, онлайн, Германия, 15 - 19 ноября 2021

5. Прохоров А.А., Липатов А.В., Баранов С.П., “Ломоносовские чтения 2022”, под-
секция “Физика высоких энергий” Москва, НИИЯФ, 18 апреля 2022

6. Прохоров А.А., Липатов А.В., Баранов С.П., “International Conference on Quantum
Field Theory, High-Energy Physics, and Cosmology”, Дубна, ОИЯИ, 18 - 21 июля
2022

Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из введения, 5 глав, заключения и списка цитированной ли-
тературы. Общий объем диссертации составляет 124 страницы, включая 42 рисунка
и 2 таблицы. Список литературы содержит 152 наименований.

В первой главе описаны основные уравнения эволюции, определяющие динамику
партонных функций распределения, изложены основные идеи kT -факторизационного
подхода КХД и представлены TMD глюонные функции распределения, используе-
мые в дальнейших численных расчетах.

Вторая глава посвящена теоретическим подходам к описанию процессов рожде-
ния тяжелых кваркониев. Рассмотрен формализм нерелятивистской КХД, а также
различные фрагментационные механизмы, которые могут быть использованы в рам-
ках этого подхода.

В третьей главе рассмотрены основные механизмы парного рождения J/ψ ме-
зонов. Предложены методы учета ряда процессов парного рождения мезонов с по-
мощью фрагментационного механизма в рамках подхода kT -факторизации, а также
проведена апробация данного метода на процессе парного рождения J/ψ мезонов.
Рассмотрены дополнительные фрагментационные вклады в механизм двойного пар-
тонного рассеяния. Представлены результаты вычислений сечений парного рожде-
ния J/ψ мезонов, в рамках описанных механизмов и проведено сравнение с экспери-
ментальными данными. Получена оценка эффективного сечения ДПР.
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В четвертой главе рассмотрены процессы ассоциативного рождения Z бозонов и
тяжелых кварков. Проведено сравнение экспериментальных данных с теоретически-
ми расчетами в коллинеарном и kT -факторизационном подходах КХД. Исследована
граница применимость последнего для изучения данных процессов. Проверена воз-
можность обнаружения внутреннего очарования в этих процессах.

В пятой главе описаны фрагментационные процессы, дающие вклады в сечение
ассоциативного рождения J/ψ мезонов и калибровочных бозонов Z/W±. Приведены
результаты вычислений фрагментационных вкладов в дифференциальные сечения
изучаемых процессов и сравнение с имеющимися предсказаниями нерелятивистской
КХД и экспериментальными данными. Сделаны выводы о роли фрагментационных
вкладов.

В заключении кратко сформулированы основные результаты работы.
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1 Уравнения эволюции партонных функций распре-

деления

1.1 Глубоконеупругое рассеяние и партонная модель

В квантовой теории каждая частица имеет определенную длину волны, поэтому
частица, имеющая достаточно малую длину волны (и, соответственно, достаточно
большую энергию) может быть использована для исследования структуры частицы-
мишени. В процессе глубоконеупругого рассеяния (ГНР) лептона на нуклоне фотон,
испускаемый лептоном, может исследовать внутреннюю структуру этого нуклона. В
экспериментах по ГНР лептона на протоне, проводимых на Стэнфордском линейном
ускорителе (SLAC), было обнаружено, что нуклон состоит из нескольких упругих
центров рассеяния. Такая составная структура нашла свое объяснение в партонной
модели. В ней предполагается, что нуклон состоит из партонов (валентных квар-
ков), на которых и происходит упругое рассеяние электронов. Помимо валентных
кварков, в нуклоне находятся еще и глюоны — кванты сильного взаимодействия; од-
нако их нельзя обнаружить напрямую в процессе ГНР лептона на нуклоне. Однако,
глюоны могут образовывать кварк-антикварковые пары, которые участвуют в таком
взаимодействии.

Рассмотрим процесс глубоконеупругого рассеяния лептона l на протоне p:

l(k) + p(p) → l′(k′) +X(p′), (1)

где k и k′ - 4-векторы начального и конечного лептонов, а p и p′ - 4-векторы начально-
го протона и конечного адронного состояния X. Лептон в результате взаимодействия
отклоняется на угол θ и детектируется. Виртуальность фотона обозначим:

Q2 = −q2 = −(k − k′)2 = 4EE ′ sin2 θ/2, (2)

где E и E ′ энергия начального и конечного лептона. Введем также ν = E − E ′.
Квадрат инвариантной массы W конечной адронной системы:

W 2 = (q + p)2 = −Q2 + 2pq +M2 = −Q2 +
Q2

xB
+M2, (3)

где xB = Q2/(2pq) - переменная Бьеркена, которая в партонной модели связана с
долей импульса начального протона, уносимой партоном.

Дифференциальное сечение ГНР можно представить в виде [58]:

d2σ

dΩdE ′ =
α2

Q4

E ′

E
LµνWµν , (4)

где α = e2/4π - постоянная тонкой структуры, dΩ - телесный угол рассеяния, а Lµν

и Wµν - лептонный и адронный тензоры. Лептонный тензор для неполяризованных
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электронов имеет симметричный вид:

Lµν = 2(kµk′ν − gµν(kk′) + kνk′µ), (5)

а адронный тензор Wµν с помощью адронного тока Jµ можно представить в виде:

Wµν =
∑
X

⟨p|Jν(−q)|X⟩⟨X|Jµ(q)|p⟩2πδ(p+ q − p′), (6)

суммируя по промежуточным состояниям X.
В случае, если неполяризован и протон, то адронный тензор можно выразить с

помощью скаляров W1(ν,Q
2) и W2(ν,Q

2), зависящих только от инвариантных пере-
менных ν и q2 (здесь также был учтен закон сохранения тока ∂µJµ = 0 → qµW

µν = 0):

W µν = W1(ν,Q
2)

(
qµqν

q2
− gµν

)
+
W2(ν,Q

2)

M2

(
pµ − pq

q2
qµ
)(

pν − pq

q2
qν
)
. (7)

Сворачивая лептонный и адронный тензоры, получим дифференциальное сечение в
виде:

d2σ

dΩdE ′ =
(2αE ′)2

Q4
×
[
2W1(ν,Q

2) sin2 θ

2
+W2(ν,Q

2) cos2
θ

2

]
. (8)

Заметим, что полученное выражение содержит в себе дифференциальное сечение
Мотта, которое описывает упругое рассеяние частицы со спином 1/2 на точечной
мишени: (

d2σ

dΩdE ′

)
Мотт

=
(2αE ′)2

Q2
cos2

θ

2
. (9)

Обычно вводятся структурные функции вида F1(x,Q
2) =MW1(ν,Q

2) и F2(x,Q
2) =

νW2(ν,Q
2), тогда сечение можно переписать в виде:

d2σ

dΩdE ′ =

(
d2σ

dΩdE ′

)
Мотт

×
[
2

M
F1(x,Q

2) tan2 θ

2
+

1

ν
F2(x,Q

2)

]
(10)

Для структурных функций F1 и F2 экспериментально наблюдался приблизитель-
ный скейлинг [59], при котором для фиксированных значений величины 2Mν/Q2

структурные функции не будут зависеть от Q2, т.е. справедливо F1,2(x,Q
2) ≃ F1,2(x).

Это подтверждает идею о том, что протон состоит из партонов, на которых и про-
исходит упругое рассеяние электронов. При этом второе слагаемое в (10) описывает
составную природу протона.

Таким образом, при рассмотрении ГНР можно перейти к процессу взаимодей-
ствия фотона с партоном, который уносит долю импульса x начального протона.
Схематичный процесс изображен на Рис. 1 слева. Введем партонную функцию рас-
пределения (PDF) fi(x), которая определяет плотность вероятности нахождения пар-
тона (кварка или глюона) в адроне, несущего долю x импульса протона. Для них
можно сформулировать закон сохранения энергии-импульса:∑

i

∫
dx xfi(x) = 1, (11)
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Рис. 1: Диаграмма Фейнмана для ГНР в лидирующем порядке (слева) и поправки к
ГНР в следующем за лидирующим порядке, ведущие к нарушению скейлинга (спра-
ва).

где суммирование осуществляется по всем партонам в протоне.
Пренебрегая массой партона, можно получить выражения для структурных функ-

ций в виде [58]:

F2(x) = 2xF1(x) =
∑
q,q̄

∫
dξq(ξ)xe2qδ(x− ξ) =

∑
q,q̄

e2qxq(x). (12)

В общем случае структурная функция F2 имеет вид:

F2(x) = x

[
4

9
(u+ ū+ c+ c̄) +

1

9
(d+ d̄+ s+ s̄+ b+ b̄)

]
, (13)

где u, ū, .. -кварковые функции распределения. При этом для валентных кварков в
протоне справедливы соотношения:∫ 1

0

dx uv(x) = 2,

∫ 1

0

dx dv(x) = 1. (14)

Используя выражения для структурных функций нейтрона F en
2 и протона F ep

2 из
уравнения энергии-импульса можно получить:∫ 1

0

dx x (u+ ū+ d+ d̄) ∼ 1

2
. (15)

Проблема недостающего импульса протона решается введением глюонов (и соот-
ветствующей глюонной функции распределения g(x)) — квантов сильного взаимо-
действия, которые не могут быть исследованы с помощью электромагнитного взаи-
модействия. Согласно партонной модели, кварки в нуклоне окружены “облаком” из
глюонов и виртуальных кварк-антикварковых пар.
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1.2 Уравнение эволюции DGLAP

Экспериментально было обнаружено, что скейлинг структурных функций выпол-
няется только приближенно. Наличие глюонов позволяет объяснить логарифмиче-
ское нарушение скейлинга lnµ2 в поведении структурной функции F2. При увеличе-
нии переданного импульса µ2 фотон разрешает структуру протона при все больших и
больших масштабах. Благодаря возможности расщепления глюона на морские квар-
ки, фотон будет упруго рассеиваться и на них. Диаграмма данного процесса изоб-
ражена на Рис. 1 (справа). Основной вклад определяется процессами, для которых
каждый порядок малости αs константы сильной связи (возникающей в результа-
те расщепления глюона) усиливается большими логарифмами вида lnµ2/Λ2

QCD. Для
таких диаграмм выполняется условие сильного упорядочивания по виртуальности
испущенных глюонов:

qnT ≫ ..≫ q2T ≫ q1T . (16)

Условия упорядоченности определяют доступный для эмиссий фазовый объем. Такие
процессы приводят к росту структурной функции F2 с увеличением Q2.

Вклады, пропорциональные ∼ αns ln
n µ2/Λ2

QCD, могут быть учтены во всех по-
рядках теории возмущений с помощью уравнений эволюции Докшицера-Грибова-
Липатова-Альтарелли-Паризи (DGLAP) [60–63], которые для кварковых и глюонных
распределений принимают вид:

dqi(x, µ
2)

d lnµ2
=
αs(µ

2)

2π

∫ 1

x

dξ

ξ

[
qi(ξ, µ

2)Pqq

(
x

ξ

)
+ g(ξ, µ2)Pqg

(
x

ξ

)]
, (17)

dg(x, µ2)

d lnµ2
=
αs(µ

2)

2π

∫ 1

x

dξ

ξ

[∑
i

qi(ξ, µ
2)Pgq

(
x

ξ

)
+ g(ξ, µ2)Pgg

(
x

ξ

)]
. (18)

Эволюция DGLAP может быть представлена в виде лестничных диаграмм, для ко-
торых выполняется условие упорядоченности, как схематично изображено для ep

взаимодействий на Рис. 2.
Функции расщепления Pij(z) описывают вероятность того, что партон j испускает

(коллинеарно) партон i, несущий долю импульса z начального партона, и могут быть
представлены в виде ряда теории возмущений:

Pij(z) =
αs(µ

2)

2π
P

(0)
ij (z) +

(
αs(µ

2)

2π

)2

P
(1)
ij (z) + ... (19)

В ведущем порядке теории возмущений функции P (0)
ij (z) описывают процессы, пред-
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Рис. 2: Схематичное изображение эволюции DGLAP.

ставленные на Рис. 3 и имеют следующий аналитический вид:

P (0)
qq (z) = CF

[
1 + z2

(1− z)+
+

3

2
δ(1− z)]

]
, (20)

P (0)
gq (z) = CF

[
1 + (1− z)2

z

]
, (21)

P (0)
qg (z) = TR

[
z2 + (1− z)2

]
, (22)

P (0)
gg (z) = 2CA

[
1− z

z
+

z

(1− z)+
+ z(1− z)

]
+

11CA − 4nfTR
6

δ(1− z), (23)

где CA = Nc - количество цветов, CF = (N2
c − 1)/(2Nc), TR = 1/2, nf — количество

кварковых ароматов.
Выражение вида 1/(1− z)+ определяется согласно функционалу:∫ 1

0

dz g(z)

[
f(z)

1− z

]
+

=

∫ 1

0

dz f(z)
g(z)− g(1)

1− z
. (24)

Функции расщепления (20)-(23) удовлетворяют закону сохранения барионного числа
(независимость барионного числа от выбранного масштаба µ2):∫ 1

0

dz q(z, µ2) = 1 −→
∫ 1

0

dz Pqq(z) = 0, (25)

и также законам сохранения энергии-импульса:∫ 1

0

dz z (Pqq(z) + Pgq(z)) = 0, (26)∫ 1

0

dz z (2nfPqg(z) + Pgg(z)) = 0. (27)
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Рис. 3: Диаграммы процессов расщепления партонов в лидирующем порядке КХД.

В ведущем порядке теории возмущений бегущая константа связи αs(µ
2) вычис-

ляется из уравнения ренормгруппы в однопетлевом приближении:

dαs
d ln(µ2/Λ2)

= − b

4π
α2
s =⇒ αs(µ

2) =
4π

b ln(µ2/Λ2)
, (28)

где b = 11− 2nf/3.
Используя выражения для функций расщепления (20)-(23) и определение функ-

ционала (24), можно решить уравнения эволюции DGLAP (17)-(18) и определить
кварковые q(x, µ2) и глюонные g(x, µ2) плотности при любом масштабе µ2. Напри-
мер, в дваждылогарифмическом приближении можно получить асимптотическое по-
ведение глюонных функций в области малых x, удерживая в функции расщепления
Pgg(z) только расходящееся слагаемое ∼ 1/z. Тогда, уравнение эволюции запишется
в виде интегрального уравнения:

xg(x, µ2) = xg(x, µ2
0) +

3αs
π

∫ µ2

µ20

dµ′2

µ′2

∫ 1

x

dξ

ξ
ξg(ξ, µ′2), (29)

которое может быть решено методом последовательных приближений. Его асимпто-
тическое решение имеет вид [60–63]:

xg(x, µ2) ∼ exp

(
2

√
3αs
π

ln
µ2

µ2
0

ln
1

x

)
. (30)

и приводит к быстрому росту плотности глюонов при малых x и, соответственно,
сечению процессов рассеяния. Естественно, такой неограниченный рост сечения яв-
ляется нефизическим и приводит к нарушению условия унитарности [64]. Для устра-
нения этой проблемы необходим учет поправок высших порядков. Так, с помощью
уравнения DGLAP, учитывающего поправки следующего за лидирующим порядка,
были успешно описаны экспериментальные данные для структурных функций про-
тона, полученные на коллайдере HERA [59].

Устранить расходимости, возникающие от реальных вкладов мягких излучений
глюонов, возникающих от слагаемых вида ∼ 1/(1− z) при z → 1 в функции расщеп-
ления Pgg(z), можно также с помощью форм-фактора Судакова, который суммирует
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виртуальные поправки всех порядков. Его можно представить следующим образом:

ln∆s(µ
2, µ2

0) = −
∫
dz

∫ µ2

µ20

αs
2π

dµ′2

µ′2 Pgg(z) ≃ −
∫
dz

∫ µ2

µ20

dµ′2

µ′2
3αs(µ

′2)

π(1− z)
. (31)

Здесь в функции расщепления Pgg(z) были удержаны только расходящиеся слагае-
мые 1/(1− z) и Nc = 3. Тогда уравнение эволюции DGLAP можно записать в виде:

fg(x, µ
2) = fg(x, µ

2
0)∆s(µ

2, µ2
0) +

∫
dµ′2

µ′2 ∆s(µ
2, µ′2)

αs(µ
′2)

2π

∫
dzPgg(z)f(x/z, µ

′2), (32)

где введены обозначения xg(x, µ2) = fg(x, µ
2). Из полученного выражения видно,

что форм-фактор Судакова ∆s(µ
2, µ2

0) определяет вероятность отсутствия реальных
излучений между двумя последующими актами излучения в процессе эволюции при
характерных масштабах µ2

0 и µ2, соответственно.

1.3 Уравнение эволюции BFKL

Уравнения эволюции DGLAP позволяют эффективно просуммировать вклады
от слагаемых, пропорциональных большим логарифмам ∼ αns ln

n µ2/Λ2
QCD. Однако,

при высоких энергиях
√
s можно достичь областей, в которых суммарная энергия

частиц во взаимодействии существенно больше передаваемых импульсов, то есть
выполняется соотношение µ2/s ≪ 1. В этих областях вклады, пропорциональные
αns ln

n s/Λ2
QCD ∼ αns ln

n 1/x, становятся существенными. Процедура суммирования та-
ких слагаемых может быть выполнена в рамках подхода Балицкого-Фадина-Кураева-
Липатова (BFKL) [65–67], что приводит к TMD функциям распределения партонов.
Использование этого подхода позволяет получить уравнение эволюции в области ма-
лых x.

В основе подхода BFKL лежит гипотеза о реджезации глюонов. Расcмотрим про-
цесс qq - рассеяния в пределе высоких энергий c обменом t-канальным глюоном,
которое определяется условиями:

s≫ |t|, u ≃ −s. (33)

Аналитическое вычисление амплитуды данного процесса в ведущем порядке теории
возмущений задает следующую энергетическую зависимость:

A(0)(s, t) ∼ 8παs
s

t
. (34)

Для вычисления этой амплитуды было использовано эйкональное приближение для
qqg - вершины, соответствующее обмену мягким глюоном (q ≪ p):

V µ = −igsū(p+ q)γµu(p) =⇒ V µ ≃ −igsū(p)γµu(p) = −2igsp
µ (35)
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Учет вкладов виртуальных поправок высших порядков, которые представляются в
виде петлевых диаграмм с октетным по цвету обменом несколькими глюонами, поз-
воляет представить амплитуду в лидирующем логарифмическом приближении через
борновскую амплитуду рассеяния:

A(s, t) = A(0)(s, t)(1 + ln

(
s

|t|

)
ω(t) +

1

2
ln2

(
s

|t|

)
ω2(t) + ...) = A(0)(s, t)

(
s

|t|

)ω(t)
(36)

Второе слагаемое в этой формуле отвечает за суммирование возникающих в вирту-
альных диаграммах больших логарифмов ln s во всех порядках теории возмущений,
причем:

ω(t) =
Ncαs
4π2

∫
−q2 d2k

k2(k− q)2
, (37)

где k,q - виртуальности обменных глюонов.
Аналогичное выражение для амплитуды может быть получено в модели Редже

[68] с обменом полюсом Редже в t-канале A(s, t) ∼ (s/t)α(t). Положение этих полюсов
определяется траекторией Редже α(t), зависящей от переданных импульсов, при этом
α(0) называется интерсептом, а производная α′(0) - наклоном траектории Редже.
Таким образом, вместо обмена виртуальных глюонов можно рассматривать процесс
рассеяния с t-канальным реджезованным глюоном, или Реджеоном (R), для которого
справедливо:

αg(t) = 1 + ω(t), (38)

при этом в калибровке Фейнмана пропагатор реджезованного глюона должен иметь
вид:

Dµν(s, t) = −igµν
t

(
s

|t|

)ω(t)
, (39)

который содержит в себе виртуальные поправки всех порядков теории возмущений.
Гипотеза реджезации глюонов в настоящее время доказана [69] как в главном лога-
рифмическом, так и в следующим за ним приближениях.

Используя такое поведение амплитуд в подходе BFKL можно представить ампли-
туду множественного рождения частиц 2 → 2 + n в так называемой мультиреджев-
ской кинематике [70], в которой переданные импульсы значительно меньше энергии
рождаемых частиц и характерно сильное упорядочивание по доле продольного им-
пульса:

x1 ≫ x2 ≫ ...≫ xn. (40)

Такой процесс можно представить в виде глюонной лестницы с испусканием n ре-
альных глюонов и обменом t-канальными реджезованными глюонами, а амплитуды
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выражаются через эффективные вершины взаимодействия RRg и пропагаторы ре-
джезованных глюонов:

A2→2+n
ν1...νn

∼ pµ11 ×

{
n∏
i=1

Γνiµiµi+1
(ki,−ki+1)

1

ti

(
si
|ti|

)ω(ti)}
× 1

tn+1

(
sn+1

|tn+1|

)ω(tn+1)

× p
µn+1

2 ,

(41)

где si = (ki−1 − ki+1)
2, а ti = k2i , Γνiµiµi+1

(ki,−ki+1) - эффективная вершина взаимо-
действия RRg [71] (эффективная вершина Липатова), а константы связи и цветовые
факторы были опущены для простоты выражения.

Рассматривая все возможные лестничные диаграммы, описываемые амплитудами
(41), можно получить уравнение BFKL в лидирующем логарифмическом приближе-
нии для глюонных функций распределения fg(x, k2T ):

fg(x,k
2
T ) = f 0

g (x,k
2
T ) +

3αsk
2
T

π

∫ 1

x

dz

z

∫ ∞

µ20

dq2

q2

(
f(x/z, q2)− f(x/z,k2

T )

|q2 − k2
T |

+
f(x/z,k2

T )√
4q4 + k4

T

)
,

(42)

где f 0
g (x,k

2
T ) - начальная функция распределения глюонов.

Поскольку неинтегрированная функция распределения fg(x,k2
T ) связана с колли-

неарной функцией xg(x, µ2) соотношением:

xg(x, µ2) ≃
∫
dk2

T

k2
T

fg(x,k
2
T )Θ(µ2 − k2

T ), (43)

можно получить асимптотическое поведение глюонной функции в области малых x
эволюции BFKL:

xg(x, µ2) ∼ x−∆, (44)

где ∆ = 43αs

π
ln 2 ≃ 0.53 при αs = 0.2, что приводит к зависимости сечений процессов

рассеяния как σ ∼ s∆ [65–67, 72]. Данная зависимость соответствует результатам,
получаемым в теории полюсов Редже при высоких энергиях. Заметим, что получен-
ная величина ∆ связана с интерсептом Померона1: αP (0) = 1 + ∆. Таким образом,
можно связать пертурбативную КХД и теорию Редже, при этом обмен Помероном
между кварками может рассматриваться как обмен двумя реджезованными глюона-
ми с возникновением глюонных лестниц.

Получаемый из уравнения BFKL в главном логарифмическом приближении сте-
пенной рост сечения асимптотически нарушает условие унитарности. Следователь-
но, вычисление поправок к главному логарифмическому приближению очень важно.
Расчеты уравнения BFKL в следующем за главным логарифмическим приближении

1Померон отвечает полюсу Редже, обладающему квантовыми числами вакуума и интерсептом,
близким к единице. Обмен Помероном обеспечивает равенство полных сечений рассеяния частица-
частица и частица-античастица в пределе высоких энергий.
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были выполнены в работах [73–75]. В этом приближении возникают слагаемые, соот-
ветствующие дваждылогарифмическим вкладам в уравнениях эволюции DGLAP. Их
учет в фиксированном порядке теории возмущений приводит к осцилляциям функ-
ции Грина уравнения BFKL. Это, в свою очередь, может привести к отрицательным
сечениям и значительным поправкам величины ∆ (см. например, [75]). Однако такие
вклады могут быть эффективно просуммированы с помощью метода ренормгруппы
во всех порядках, как было показано в [76–78].

На определенном этапе резкий рост глюонных плотностей должен измениться
(чтобы сохранить условие унитарности) из-за учета дополнительных факторов, та-
ких как конечный поперечный размер партонов или их нелинейное взаимодействие,
которые приведут к эффектам насыщения (замедлению роста данных плотностей).
Для последних была разработана модель Color Glass Condensate (CGC), которая опи-
сывает насыщенную равновесную партонную систему как Бозе-конденсат глюонов с
достаточно медленным изменением полей [79].

Отметим, что из уравнения вида (32) можно получить поведение (44) для глю-
онных распределений в области t/s ≪ 1, переходя к TMD глюонным функциям
распределения f(x,k2

T ). Для этого рассмотрим лестницу эволюции глюонных рас-
пределений, изображенную на Рис.4. Условие упорядочивания (40), согласно усло-
вию связи z = xi/xi−1, отвечает пределу z → 0 при каждом испускании глюона, т.е.
иcпущенный глюон уносит основную часть энергии. При этом сильное упорядочи-
вание по виртуальности исчезает, что позволяет свободно изменяться поперечным
импульсам обменных глюонов k2

T .
Расходимости вида 1/z при z → 0 в функции расщепления Pgg(z) могут быть

эффективно устранены, по аналогии с форм-фактором Судакова (31) для расходи-
мостей z → 1, суммированием виртуальных вкладов с помощью так называемого
несудаковского форм-фактора, который задается в виде:

ln∆ns = −3αs
π

∫
dq′2

q′2

∫ 1

z

dz′

z′
Θ(kT − q′)Θ(q′ − µ0). (45)

Здесь, в функции расщепления были удержаны только расходящиеся слагаемые ∼
1/z в пределе z → 0. Проводя интегрирование в формуле, можно записать:

∆ns = exp

[
−3αs

π
ln

1

z
ln

k2
T

µ2
0

]
= zω, где ω =

3αs
π

ln
k2
T

µ2
0

. (46)

Можно ввести функцию расщепления P̃gg(x,kT ), явно зависящую от поперечного
импульса kT :

P̃gg(z, q,kT ) =
6

z
∆ns = 6z−1+ω. (47)

Тогда, уравнение эволюции BFKL можно записать в форме, аналогичной (32):

fg(x,k
2
T ) = f 0

g (x,k
2
T ) +

3αs
π

∫
dz

z
zω
∫
dq′2

q′2
fg(x/z, q

′2), (48)
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Рис. 4: Схематичное изображение эволюции BFKL.

где учитывалось ∆s = 1, потому что в пределе BFKL эмиссии при z → 1 подавлены.
Из данного уравнения, интегрируя по поперечным импульсам, согласно (43), мож-

но получить аналогичное с (44) асимптотическое поведение глюонной функции в
области малых x эволюции BFKL.

1.4 Уравнение эволюции CCFM

В работах [80–83] был предложен метод суммирования дополнительных вкладов
пропорциональных ∼ αns ln

n 1/(1− x), которые могут играть важную роль в области
промежуточных энергий (области промежуточных x), помимо больших логарифмов
αns ln

n 1/x. Такое суммирование может быть выполнено c помощью уравнения глюон-
ной эволюции Катани-Чиафалони-Фиорани-Маркезини (CCFM). В этом уравнении
партонные эмиссии подчиняются условию угловой упорядоченности, которая следует
из эффекта цветовой когерентности.

Для объяснения этого эффекта рассмотрим процесс расщепления внемассового
глюона на пару глюонов. Если в момент испускания очередного глюона простран-
ственное разделение пары вторичных глюонов окажется меньше поперечной длины
волны испущенного глюона, то последний будет чувствовать только полный цвет па-
ры глюонов (или, что то же самое, цвет изначального глюона). Это приводит к тому,
что амплитуда таких процессов будет равняться амплитуде процесса, где последний
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Рис. 5: Иллюстрация условия угловой упорядоченности испускания глюонов, осно-
ванной на эффекте цветовой когерентности.

глюон испускается из первоначального глюона, как это показано на Рис. 5. Вводя
углы разлета глюонов θ̃1 и θ̃2, условие угловой упорядоченности можно записать в
виде θ̃2 < θ̃1 (подробнее см. [84]).

Покажем, как данный эффект влияет на условия упорядочивания эволюции. Для
этого рассмотрим пару последовательных актов испускания глюонов с 4-импульсами
qi и qi+1 под углами θi и θi+1 относительно движения начального протона, соответ-
ственно. Данный процесс изображен на Рис. 6. Переменные расщепления zi опре-
деляются как zi = Ei/Ei−1 и zi+1 = Ei+1/Ei. Поперечные импульсы испускаемых
глюонов могут быть получены из соотношения:

Ei−1 = Ei + q0 = ziEi−1 + q0 =⇒ qT = (1− zi)Ei−1θi. (49)

Введем переменную, связанную с поперечным импульсом испущенного глюона:
qi = qT/(1 − zi). Тогда углы можно выразить как θi = qi/Ei−1, θi+1 = qi+1/Ei. Из
условия иерархии углов получим:

θi+1 > θi =⇒ qi+1 >
Ei
Ei−1

qi = ziqi. (50)

Обобщая рассмотрение на все эмисcии, получим условие углового упорядочивания:

q > znqn > zn−1qn−1 > ... > q1 > q0, (51)

где q будет играть роль характерного параметра эволюции, определяющегося углом
рассеяния кварк-антикварковой пары, образованной на последнем этапе эволюции.
Отметим, что в пределе z → 0 условие углового упорядочивания (51) приводит к
ослаблению ограничений на qi, а следовательно к поперечным импульсам kT обмен-
ных и qT испущенных глюонов, что характерно для эволюции BFKL. В пределе z → 1

условие углового упорядочивания сводится к упорядочиванию по виртуальности, что
соответствует эволюции DGLAP.

В лидирующем логарифмическом приближении уравнение эволюции CCFM мо-
жет быть записано в виде:

fg(x,k
2
T , q

2) = fg(x,k
2
T , q

2
0)∆s(q, q0) +

∫
dz

∫
dq′2

q′2
Θ(q − zq′)×

×∆s(q, zq
′)P̃gg(z, q

′,kT )fg(x/z,k
′2
T , q

′2),

(52)
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Рис. 6: Схематичное представление последовательного испускания глюонов, подчи-
няющихся условию углового упорядочивания.

где k′
T = kT + (1 − z)q и fg(x,k

2
T , q

2
0) — начальная TMD функция распределения

глюонов. Θ(q − zq′) представляет собой условие углового упорядочивания (51).
Используя выражение (23) и разделив расходимости при z → 1 и z → 0, функцию

расщепления P̃gg(z, q,kT ) можно переписать следующим образом:

P̃gg(z, q,kT ) =
3αs((1− z)2q2)

π

[
z

1− z
+
z(1− z)

2

]
+

+
3αs(k

2
T )

π

[
1− z

z
+
z(1− z)

2

]
∆ns(z, q

2,k2
T ).

(53)

Судаковский форм-фактор, согласно (31), задается формулой:

ln∆s(q, q0) = − 3

π

∫ q2

q21

dq′2

q′2

∫ 1− q0
q

0

dz
αs((1− z)2q′2)

1− z
, (54)

а несудаковский (45):

ln∆ns(z, q
2,k2

T ) = −3αs(k
2
T )

π

∫
dq′2

q′2

∫ 1

z

dz′

z′
Θ(kT − q′)Θ(q′ − zq) =

= −3αs(k
2
T )

π
ln
(z0
z

)
ln

(
k2
T

z0zq2

)
,

(55)
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где величина z0, соглано ограничениям из функций Θ, определяется как:

z0 =


1, если kT/q > 1

kT/q, если z < kT/q ⩽ 1

z, если kT/q ⩽ z.

(56)

Нетрудно заметить, что в асимптотике z → 0 судаковский фактор ∆s → 1 и урав-
нение эволюции CCFM (52) переходит в уравнение BFKL (48), а в пределе z → 1

исчезает несудаковский фактор ∆ns = 0 и уравнение CCFM переходит (при инте-
грировании по поперечному импульсу k2

T ) в уравнение DGLAP (32). Таким образом,
уравнение эволюции CCFM объединяет в себе оба предельных случая эволюции и
является своего рода интерполяцией между ними.

Как говорилось ранее, верхний предел эволюции q определяется максимальным
углом разлета кварк-антикарковой пары qq̄, образованной в жестком взаимодей-
ствии. Характерный масштаб q2 можно связать с кинематикой кварков и представить
в виде:

q2 ≃ ŝ+Q2
T , (57)

где ŝ = (pq+pq̄)
2 - энергия партонного подпроцесса, а QT = pqT+pq̄T - поперечный им-

пульс пары кварков. Выражение (57) обычно выбирается в роли факторизационного
масштаба µF в феноменологических расчетах при использовании TMD партонных
функций, подчиняющихся уравнению эволюции CCFM.

1.5 Подход kT -факторизации в КХД

В коллинеарном подходе, основанном на уравнении эволюции DGLAP (17), (18),
функции распределения партонов зависят только от доли импульса протона x и мас-
штаба µ2. Условие сильного упорядочивания по виртуальности (16) приводит к тому,
что поперечный импульс партонов мал, k2

T ≪ µ2, и им можно пренебречь в расчетах.
Сечение рождения частиц в коллинеарном пределе может быть представлено в фак-
торизованном виде, т.е. в виде свертки сечений партонного подпроцесса и функций
распределения партонов [85]:

dσ(pp→ H +X) =

∫
dx1
x1

dx2
x2

f1(x1, µ
2
F )f2(x2, µ

2
F )σ̂(k1, k2, µ

2
R), (58)

где σ̂ — сечение партонного подпроцесса, µ2
F и µ2

R — факторизационные и ренорма-
лизационные масштабы, f1(x1, µ2

F ), f2(x2, µ
2
F ) — коллинеарные функции распределе-

ния партонов, подчиняющиеся уравнению эволюции DGLAP, а k1 и k2 — векторы
4-импульсов сталкивающихся партонов, которые в безмассовом пределе имеют вид:

k1 =

{
x1
√
s

2
, 0,

x1
√
s

2

}
, k2 =

{
x2
√
s

2
, 0, −x2

√
s

2

}
. (59)
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Однако, предположения о коллинеарной факторизации функций распределения
партонов и сечений подпроцессов должны нарушаться при переходе в область боль-
ших энергий (и, соответственно, малых x), поскольку становится необходимо учи-
тывать зависимость функций распределения и сечений партонных подпроцессов от
поперечного импульса. Как уже было сказано, возникающие вклады ∼ αns ln

n 1/x

можно эффективно учесть с помощью уравнений эволюции BFKL или CCFM. При
этом факторизация сечений партонных подпроцессов и функций распределения пар-
тонов может быть обобщена за коллинеарное приближение:

dσ =

∫
dx1
x1

dx2
x2

dk2
1Tdk

2
2T

dϕ1

2π

dϕ2

2π
f1(x1,k

2
1T , µ

2
F )f2(x2,k

2
2T , µ

2
F )dσ̂

∗(k1, k2, µ
2
R), (60)

где σ̂∗ - сечение партонного подпроцесса вне массовой поверхности, ϕ1 и ϕ2 — ази-
мутальные углы начальных партонов, f1(x1,k2

1T , µ
2
F ), f2(x2,k

2
2T , µ

2
F ) — TMD функции

распределения партонов, подчиняющиеся уравнению эволюции BFKL или CCFM, а
k1 и k2 в безмассовом пределе имеют вид:

k1 =

{
x1
√
s

2
, k1T ,

x1
√
s

2

}
, k2 =

{
x2
√
s

2
, k2T , −

x2
√
s

2

}
, (61)

причем k2 = −k2
T . Такое обобщение факторизации называют kT -факторизацией или

TMD-факторизацией [86,87].
Теоретическое обоснование kT -факторизации было приведено для процессов по-

луинклюзивного глубоконеупругого рассеяния, процессов рождения адронов и струй
в противоположных направлениях в e+e−− аннигиляции и для процессов Дрелла-
Яна в адронных столкновениях [88–91]. В настоящее время этот подход достаточно
широко применяется для расчетов сечений различных процессов, таких как рожде-
ние тяжелых кварков, калибровочных бозонов и бозонов Хиггса, чармониев и т.д.
(cм. например [16–20,92–100] и ссылки в них).

Вычисление сечений различных процессов в подходе kT -факторизации КХД име-
ет техническое преимущество по сравнению с коллинеарным подходом, которое за-
ключается в учете значительной части поправок высших порядков коллинеарной
КХД в форме TMD функций распределения партонов. При этом, в настоящее время
большинство расчетов сечений партонных подпроцессов вне массовой поверхности
ограничены ведущим порядком. Действительно, учет следующих порядков может
приводить к известной проблеме двойного счета. Тем не менее, недавно были пред-
ложены процедуры исключения двойного счета(см. обсуждения в [101,102]).

1.6 Амплитуды вне массовой поверхности и калибровочная

инвариантность

При вычислении сечений в подходе kT -факторизации возникает вопрос о выпол-
нении условия калибровочной инвариантности амплитуд подпроцессов, зависящих
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Рис. 7: Представление суммы факторизуемой и нефакторизуемых диаграмм, в ко-
торых кварковая пара рождается от одного глюона, в виде эффективной вершины
Липатова.

от виртуальности начальных частиц. Для этого необходимо явно учитывать, что
партоны вне массовой поверхности должны быть излучены другими партонами, на-
ходящимися на массовой поверхности, что приводит к расширению набора диаграмм,
часть из которых имеет не факторизованный вид. Например, для процессов с участи-
ем пары начальных глюонов вне массовой поверхности, калибровочно-инвариантный
набор фейнмановских диаграмм приведен на Рис.7. Вычисление таких подпроцессов
может быть выполнено в рамках формализма, основанного на эффективной теории
поля в мультиреджевской кинематике [70]. При этом калибровочная инвариантность
во всех порядках теории возмущений будет обеспечиваться использованием эффек-
тивных вершин взаимодействия.

Действительно, рассмотрим соответствующий подпроцесс:

q(p1) + q(p2) → q(p′1) + q(p′2) + g(k). (62)

Амплитуды для всех диаграмм на Рис.7 не сложно вычислить, используя эйкональ-
ное приближение (35). Тогда, суммируя все вклады, полную амплитуду можно пред-
ставить в виде:

iA2→3 = (−2igs p
µ
1 t

a)

(
− i

k21

)
Γabcµνλ(k1, k2)ϵ

λ
c (k)

(
− i

k22

)
(−2igs p

ν
2 t

b), (63)

где k = k1+k2, а Γabcµνλ(k1, k2) - эффективная вершина Липатова, которая в калибровке
Фейнмана принимает вид [71]:

Γabcµνλ(k1, k2) = −gsfabc
2pν1p

µ
2

s

[
(k2 − k1)λ +

(
k21
βs

+ α

)
2p1λ −

(
k22
αs

+ β

)
2p2λ

]
, (64)

где s = (p1 + p2)
2, а для импульсов глюонов были использованы соотношения kµ1 =

αpµ1 + kµ1T и kµ2 = βpµ2 + kµ2T . Можно проверить, что выражение (64) удовлетворяет
условию калибровочной инвариантности:

Γabcµνλ(k1, k2)(k1 + k2)
λ = 0. (65)
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Отметим, что выбирая выражение для поляризационного тензора начальных глю-
онов в аксиальной калибровке:

dµν(k) = −gµν +
nµkν + kµnν

nk
− n2 kµkν

(nk)2
, (66)

nµ = apµ1 + bpµ2 (67)

получим, что его свертка с эйкональными вершинами дает следующие соотношения:

pµ1 dµν(k1) =
k1Tν
α

, pµ2 dµν(k2) =
k2Tν
β

, (68)

что приводит к нулевым амплитудам всех нефакторизуемых диаграмм, представ-
ленных на Рис. 7, поскольку для t-канального глюона выполняется соотношение
pµ1dµν(k)p

ν
2 = 0.

Аналогичного результата можно добиться, выбирая вектор поляризации для на-
чальных глюонов в виде ϵµ(k) = kµT/|kT |. В этом случае эффективная вершина вза-
имодействия (64) может быть заменена обычной трехглюонной вершиной. Таким
образом, связывая α и β c долями импульса протона x1 и x2, можно перейти к под-
процессу глюон-глюонного слияния вне массовой поверхности:

g∗(k1) + g∗(k2) → g∗(k), (69)

где для глюонов вне массовой поверхности используется поляризационный тензор:∑
ϵµ(k)ϵ∗ν(k) =

kµTk
ν
T

k2
T

, (70)

а сечение рассчитывается по формуле (60). При этом выполняется условие калибро-
вочной инвариантности амплитуд. В коллинеарном пределе |kT | → 0 выражение (70)
переходит в стандартное выражение поляризационного тензора (−gµν/2).

1.7 TMD функции распределения глюонов в протоне

При проведении расчетов сечений в подходе kT -факторизации используются TMD
распределения партонов в протоне, которые получаются с помощью аналитических
или численных решений уравнений эволюции BFKL или CCFM2. Большая часть
таких распределений включена в библиотеку TMDLIB [106]. Приведем краткое опи-
сание TMD распределений глюонов, используемых в данной работе, а именно наборы
распределений A0, JH’2013 set 1 и set 2.

В работе [51] было получено численное решение уравнения эволюции CCFM (52) с
помощью метода Монте-Карло, учитывающее только сингулярные слагаемые (z → 0

2Также TMD распределения кварков и глюонов могут быть вычислены в рамках подхода KMR
(Kimber-Martin-Ryskin) в ведущем [103, 104] или следующим за ним приближении [105], см. также
[100]
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и z → 1) в функции расщепления (53). Начальная функция распределения глюо-
нов в протоне имела общий вид, с учетом гауссова распределения по поперечному
импульсу:

fg(x,k
2
T , q

2
0) = Nxp0(1− x)p1 exp(−k2

T/k
2
0), (71)

где p1 = 4 был зафиксирован, а свободные параметры N, p0 и k0 были определены из
условия наилучшего описания экспериментальных данных коллабораций H1 и ZEUS
для структурной функции протона F2(x,Q

2) в области x < 5 · 10−3 и Q2 > 4.5 ГэВ2.
Для избежания расходимостей, возникающих при z → 1 в функции расщепления
(53) и форм-факторе Судакова (54), было введено ограничение для области интегри-
рования, задающееся параметром мягкого обрезания qsoft = 1.3 ГэВ. Кроме этого,
постулировалось отсутствие эмиссий при |kT | < kcut

T .
Функция распределения A0, предложенная в этой работе, была получена с па-

раметрами p0 = 0, k0 = kcut
T = 1.3 ГэВ. В расчетах использовалось выражение для

константы сильного взаимодействия в однопетлевом приближении с параметрами
nf = 4,ΛQCD = 250 МэВ. Для факторизационного масштаба использовалось опреде-
ление (57). Также были получены вариации данной TMD глюонной функции, отве-
чающие изменению масштаба ренормализации: µR → 2µR (A0+) и µR → µR/2 (A0−).

Как было отмечено выше, при решении уравнения эволюции в [51] были учтены
только сингулярные части функции расщепления (53). Однако для промежуточных
значений переменной x становятся важны также несингулярные компоненты. Учет
таких слагаемых был осуществлен в работе [52], в которой были представлены два
новых набора TMD глюонных функций: JH’2013 set 1 и JH’2013 set 2. В качестве
начального выражения использовалось то же самое начальное распределение в виде
(71). Численные значения соответствующих параметров были определены из дан-
ных коллаборации H1 и ZEUS для структурных функций протона. Для функции
JH’2013 set 1 параметры были получены из описания данных для F2(x,Q

2) в обла-
сти x < 5 · 10−3 и Q2 > 5ГэВ2 (p0 = −0.18074, p1 = 6.5732, k0 = kcut

T = 2.2 ГэВ).
Для функции JH’2013 set 2 дополнительно были использованы данные для F c

2 (x,Q
2)

при Q2 > 2.5ГэВ2 (p0 = −0.14739, p1 = 11.431, k0 = kcut
T = 2.2 ГэВ). В расчетах ис-

пользовалось выражение для константы сильного взаимодействия в двухпетлевом
приближении с параметрами nf = 4,ΛQCD = 200 МэВ. Помимо этого, были по-
лучены вариации TMD глюонных распределений JH’2013 mur+ (muf+) и JH’2013
mur-(muf-), соответствующие измененным масштабам: µR → 2µR (µF → 2µF ) и
µR → µR/2 (µF → µF/2).
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2 Теоретические подходы для вычисления сечений

процессов рождения тяжелых кваркониев

2.1 Формализм нерелятивистской КХД

Процессы образования тяжелых кваркониев включают различные энергетические
масштабы. Наиболее важный масштаб связан с массой тяжелых кварков mQ. Он опи-
сывает характерные расстояния, на которых образуется кварк-антикварковая пара
QQ̄. Такой процесс может быть рассчитан пертурбативными методами КХД, по-
скольку константа связи на таких масштабах мала αs(mQ)

2 ≪ 1. Следующие мас-
штабы связаны с импульсом кваркония mQv и его кинетической энергией mQv

2, где
v — скорость кварков в системе покоя кваркония. Параметр v считается малым;
его значение может быть определено из потенциальной модели. Кинетическая энер-
гия кварков должна быть скомпенсирована потенциальной энергией взаимодействия
U ∼ −αs(1/r)/r, взятой в виде цветового кулоновского потенциала, где r ∼ 1/(mQv)

- характерный размер связанного состояний. Отсюда можно получить зависимость
v ∼ αs(mQv), которая позволяет оценить величины скоростей v. Так, для чармониев
v2c ∼ 0.23 [5]. Это приводит к иерархии масштабов:mQv

2 ≪ mQv ≪ mQ; при этом дви-
жение кварков с хорошей точностью можно считать нерелятивистским. Кроме этого,
процессы на малых и больших расстояния могут быть разделены, так как происхо-
дят на различных энергетических масштабах. Для описания таких процессов была
предложена теоретико-полевая модель нерелятивистской КХД (NRQCD) [5–7], кото-
рая основана на разложении ряда теории возмущений по степеням малого параметра
v и константы связи КХД αs. В формализме NRQCD сечение процесса образования
тяжелого кваркония H в столкновении партонов a + b → H + X может быть пред-
ставлено в виде:

dσ̂(a+ b→ H +X) =
∑
n

dσ̂(a+ b→ QQ̄ [n] +X) ⟨OH (n)⟩, (72)

где a и b обозначают начальные взаимодействующие партоны. Сечение рождения
пары тяжелых кварков QQ̄ в Фоковском состоянии n = 2S+1L

(a)
J (c определенным

значением спина S, орбитального L и полного J углового моментов и цветовым пред-
ставлением a: синглетным, a = 1, и октетным, a = 8) описывает взаимодействие на
малом расстоянии (µ ∼ mQ). Взаимодействие на больших расстояниях имеет непер-
турбативную природу и описывается с помощью непертурбативных матричных эле-
ментов (NME) ⟨OH[n]⟩. Они определяют переход промежуточного состояния QQ̄[n] в
физический кварконий посредством испускания одного или нескольких мягких глю-
онов и подчиняются разложению по малому параметру v. Помимо этого, предпола-
гается, что они не зависят от типа процесса, энергии, и могут быть извлечены из
экспериментальных данных.
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Рассмотрим разложение волновых функций S-волновых чармониев ψ = J/ψ, ψ ′

и P -волновых чармониев χcJ (J = 0, 1, 2) по малому параметру v и Фоковским со-
стояниям:

|ψ⟩ = O(v0)|cc̄[3S(1)
1 ]⟩ + O(v1)|cc̄[3P (8)

J ]g⟩ + O(v2)|cc̄[3S(1,8)
1 ]gg⟩ +

+ Q(v2)|cc̄[1S(8)
0 ]g⟩,

(73)

|χcJ⟩ = O(v0)|cc̄[3P (1)
J ]⟩ + O(v1)|cc̄[3S(8)

1 ]g⟩. (74)

Первые слагаемые в формулах (73)-(74) соответствуют синглетным вкладам.
Для того, чтобы вычислить полную амплитуду процесса рождения тяжелого квар-

кония A(H), необходимо проинтегрировать амплитуду образования пары QQ̄ c соот-
ветствующей волновой функцией Ψ(a)(q) связанного состояния по импульсу относи-
тельного движения q = mQv. Учитывая разложение амплитуды по малому параметру
v, можно получить:

A(H) =

∫
d3q

(2π)3
A(q)Ψ(a)(q) = A|q=0

∫
d3q

(2π)3
Ψ(a)(q)+

+

(
∂A
∂qµ

)∣∣∣∣
q=0

∫
d3q

(2π)3
qµΨ(a)(q) + ...,

(75)

при этом:∫
d3q

(2π)3
Ψ(a)(q) =

1√
4π

R(a)(0),

∫
d3q

(2π)3
qµΨ(a)(q) = −iϵµ(Lz)

√
3√
4π

R′ (a)(0), (76)

где R(a)(x) - пространственная часть волновой функции кваркония в координат-
ном представлении [107], а ϵ(Lz) - 4-вектор поляризации, описывающий состояния с
различными проекциями орбитального момента. Первое слагаемое разложения ам-
плитуды отвечает образованию S-волновых состояний и не участвует в образовании
P -волновых кваркониев, поскольку R(a)(0) = 0 для P -волн. Второе слагаемое в раз-
ложении отвечает только рождению P -волновых кваркониев, поскольку R′ (a)(0) = 0

для S-волн.
Первые части слагаемых в разложении (75), как говорилось выше, являются ам-

плитудами рождения кварк-антикварковых пар в определенных квантовых состо-
яниях, A(a + b → cc̄[2S+1L

(a)
J ]), и могут быть расcчитаны методами пертурбативной

КХД. Учет поправок следующих порядков теории возмущений может быть выполнен
с помощью подхода kT -факторизации с использованием TMD распределений глюо-
нов. В рамках этого подхода, основной вклад в сечение рождения пары тяжелых
кварков cc̄[n] в различных Фоковских состояниях n дает процесс глюон-глюонного
слияния вне массовой поверхности:

g∗(k1) + g∗(k2) → cc̄[3S
(1)
1 ](p) + g(k), (77)

g∗(k1) + g∗(k2) → cc̄[3S
(8)
1 , 3P

(1,8)
J , 1S

(8)
0 ](p), (78)
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Рис. 8: Образование пар очарованных кварков cc̄[2S+1L
(a)
J ] в процессе внемассового

глюон-глюонного слияния, соответствующие подпроцессам (77)-(78).

примеры диаграмм которых представлены на Рис. 8. Выражения для амплитуд дан-
ных подпроцессов могут быть получены с помощью проекционных операторов:

P0 =
1√
8m3

c

(pc̄ −mc) γ5 (pc +mc) , (79)

P1 =
1√
8m3

c

(pc̄ −mc) ϵ̂(Sz) (pc +mc) , (80)

для состояний со спином S = 0 и S = 1, соответственно, где ϵ(Sz) - 4-вектор по-
ляризации. Учитывая, что импульсы кварков связаны с полным импульсом систе-
мы и движением кварков относительно чармония, можно записать pc = p/2 + q и
pc̄ = p/2 − q. Тогда полное выражение для амплитуд, учитывая разложение (75),
будут иметь вид:

A(a+ b→ cc̄[1S
(1,8)
0 ]) = Tr[C1,8P0A(a+ b→ c+ c̄]q=0, (81)

A(a+ b→ cc̄[3S
(1,8)
1 ]) = Tr[C1,8Pµ

1A(a+ b→ c+ c̄)ϵµ(p)]q=0, (82)

A(a+ b→ cc̄[3P
(1,8)
J ]) =

d

dqν
Tr[C1,8Pµ

1A(a+ b→ c+ c̄)ϵµν(p)]q=0, (83)

где ϵµ(p) и ϵµν(p) - 4-вектор и тензор поляризации чармония, а C1,8 - проекционные
операторы для синглетных и октетных цветовых состояний:

C1 =
I√
Nc

, C8 =
√
2ta, (84)

где ta - генераторы группы SU(Nc), I - единичная матрица.
Суммирование по поляризациям в амплитудах обычно выполняется согласно пра-

вилам:
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∑
Jz

ϵµ(p)ϵ∗ν(p) = dµν(p) = −gµν + pµpν

m2
, (85)

ϵµν(0)(p) ϵ
∗αβ
(0) (p) =

1

3
dµν(p)dαβ(p), (86)∑

Jz

ϵµν(1)(p)ϵ
∗αβ
(1) (p) =

1

2
[dµα(p)dνβ − dµβdνα], (87)

∑
Jz

ϵµν(2)(p)ϵ
∗αβ
(2) (p) =

1

2
[dµα(p)dνβ(p) + dµβ(p)dνα(p)]− 1

3
dµν(p)dαβ(p), (88)

где m2 = p2 и нижний индекс в тензорах поляризации определяет полный угловой
момент J = 0, 1, и 2.

Выражения для непертурбативных матричных элементов могут быть получены
из (76) и для S-волновых кваркониев H будут иметь вид [7]:

⟨OH[2S+1L
(a)
J ]⟩ = 2Nc(2J + 1)

|R(a)(0)|2

4π
, (89)

а для P -волновых кваркониев:

⟨OH[2S+1L
(a)
J ]⟩ = 6Nc(2J + 1)

|R′ (a)(0)|2

4π
. (90)

Численные значения синглетных волновых функций кваркониев |R(1)(0)|2, а так-
же их производных |R′ (1)(0)|2, могут быть получены из решения нерелятивистско-
го уравнения Шредингера в рамках потенциальных моделей (см. подробнее, напри-
мер [108, 109]). Кроме того, непертурбативные матричные элементы удовлетворяют
соотношениям:

⟨OJ/ψ,ψ′
[3P

(8)
J ]⟩ = (2J + 1)⟨OJ/ψ,ψ′

[3P
(8)
0 ]⟩, (91)

⟨OχcJ [3P
(8)
J ]⟩ = (2J + 1)⟨Oχc0 [3P

(8)
0 ]⟩, (92)

⟨OχcJ [3S
(8)
1 ]⟩ = (2J + 1)⟨Oχc0 [3S

(8)
1 ]⟩, (93)

в силу симметрии между состояниями с различным спином в нерелятивистской КХД
(соотношения Heavy Quark Spin Symmetry (HQSS) [5–7]).

Данные непертурбативные матричные элементы определяют вероятности перехо-
да кварковых пар cc̄ из октетных промежуточных состояний в синглетные. При этом
предполагается, что испущенный непертурбативный глюон, изменяющий квантовые
числа этих состояний на квантовые числа физического кваркония, имеет пренебре-
жимо малую энергию. Однако, испускание цветной частицы с бесконечно малой энер-
гией очевидным образом противоречит принципу конфайнмента в КХД, который
запрещает такие переходы. Соответственно, энергия испущенного глюона должна
быть, по крайней мере, порядка характерного масштаба КХД — ΛQCD. Пренебреже-
ние данным фактом в расчетах выражений для амплитуды чармониев приводит к
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значительной поляризации S-волновых кваркониев (J/ψ, ψ′) с ростом поперечных
импульсов [11]. Как упоминалось ранее, это противоречит данным коллаборации
CMS [12], которые указывают на неполяризованные состояния.

Возможное решение данной проблемы приведено в работе [15], где был предложен
деполяризационный механизм, основанный на классической теории мультипольного
разложения. В рамках этого механизма предполагалось, что промежуточное октет-
ное состояние кваркония имеет достаточно большое время жизни, чтобы рассмат-
ривать его как физическое состояние с определенным моментом J и его проекцией
Jz. Тогда, при хромо-электрическом переходе (испускании мягкого глюона), необ-
ходимом для перехода в синглетное состояние, проекция спина Sz и орбитального
момента lz не сохраняются, что приводит к существенной деполяризации конечного
кваркония. При этом энергия испущенного глюона полагается E ∼ ΛQCD. Процесс
перехода промежуточного октетного 3P

(8)
J состояния в синглетное 3S

(1)
1 будет описы-

ваться доминирующим дипольным E1 переходом, амплитуда которого запишется в
виде [15]:

A(cc̄[3P
(8)
0 ] → cc̄[3S

(1)
1 ] + g) ∼ qµp

µϵν(k)ϵν(q), (94)

A(cc̄[3P
(8)
1 ] → cc̄[3S

(1)
1 ] + g) ∼ ϵµναβqµϵν(p)ϵα(k)ϵβ(q), (95)

A(cc̄[3P
(8)
2 ] → cc̄[3S

(1)
1 ] + g) ∼ pµϵαβ(p)ϵα(k)[qµϵβ(q)− qβϵµ(q)], (96)

где p, k, и q = p − k — 4-импульсы начального 3P
(8)
J , конечного 3S

(1)
1 состояний и

испущенного глюона, ϵ(p), ϵ(k) и ϵ(q) — иx 4-векторы поляризации соответственно и
ϵµναβ — полностью антисимметричный тензор Леви-Чивиты. Переход от октетного
3S

(8)
1 в синглетный 3S

(1)
1 требует двух последовательных дипольных переходов:

3S
(8)
1 →3 P

(8)
J + g, 3P

(8)
J →3 S

(1)
1 + g, (97)

которые осуществляются через любое из трех промежуточных октетных состояний
3P

(8)
0 ,3 P

(8)
1 или 3P

(8)
2 . Для этих переходов справедливы соотношения (94)-(96).

Вычисления данных амплитуд в рамках подхода kT -факторизации КХД пред-
ставлено в ряде работ, например [16–20, 110], и реализовано в Монте-Карло генера-
торе PEGASUS [111]. Данный механизм деполяризации позволил решить не только
поляризационную проблему для J/ψ и ψ′ мезонов, но также и получить самосогла-
сованное описание данных для семейства чармониев (J/ψ, ψ′, χcJ , ηc).

2.1.1 Сечения процессов одиночного рождения чармониев

Сечение процессов рождения чармония H в протон-протонных столкновениях при
энергии

√
s в подходе kT -факторизации определяется сверткой сечений партонных

подпроцессов, вычисленных вне массовой поверхности, и TMD функций глюонных
распределений fg(x,k2

T , µ
2). Для процессов 2 → 2, соответствующих (77), оно может
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быть представлено в виде:

σ(pp→ H +X) =

∫
1

8π(x1x2s)F
fg(x1,k

2
1T , µ

2)fg(x2,k
2
2T , µ

2)×

× |A(g∗ + g∗ → cc̄[3S
(1)
1 ] + g) |2 ⟨OH(3S

(1)
1 )⟩ dp2

Tdk
2
1Tdk

2
2Tdydyg

dϕ1

2π

dϕ2

2π
,

(98)

а для 2 → 1, соответствующих (78):

σ(pp→ H +X) =

∫
2π

x1x2sF
fg(x1,k

2
1T , µ

2)fg(x2,k
2
2T , µ

2)×

× |A(g∗ + g∗ → cc̄[n]) |2 ⟨OH(n)⟩ dk2
1Tdk

2
2Tdy

dϕ1

2π

dϕ2

2π
,

(99)

где n обозначает состояния 3S
(8)
1 , 3P

(1,8)
J . Здесь k2

1T = −k21 ̸= 0 и k2
2T = −k22 ̸= 0 —

поперечные импульсы начальных виртуальных глюонов, ϕ1 и ϕ2 — их азимутальные
углы, y и yg — быстроты чармония H и конечного глюона в системе центра масс стал-
кивающихся протонов. Величины x1 и x2 могут быть выражены через переменные
интегрирования, согласно законам сохранения энергии-импульса:

x1
√
s = mT e

y + |kT |eyg , x2
√
s = mT e

−y + |kT |e−yg , (100)

для кинематики 2 → 2 и

x1
√
s = mT e

y, x2
√
s = mT e

−y, (101)

для кинематики 2 → 1, где m2
T = m2 + p2

T — поперечная масса чармония.
Потоковый фактор F определяет скорость внемассовой промежуточной части-

цы и, обычно, выбирается в виде F = 2x1x2s (например, см. [112]). Однако такое
определение не является однозначным для подпроцессов 2 → 1 с внемассовыми на-
чальными глюонами, для которых величина ŝ = (k1 + k2)

2 = m2 мала и значительно
отличается от классического выражения x1x2s = m2 + p2T , что значительно влияет
на поведение спектров по pT . Внемассовый потоковый фактор может быть опреде-
лен как F = 2λ1/2(ŝ, k21, k

2
2), где λ(x, y, z) = (x − y − z)2 − 4yz. При этом для многих

процессов 2 → 2 выполняется приближение λ1/2(ŝ, k21, k22) ≃ ŝ ≃ x1x2s. Выбор тако-
го потока основан на результатах вычисления процесса рождения χcJ в фотонном
слиянии: e+ e→ e′ + e′ + χcJ c различными определениями F в работе [113].

2.1.2 Непертурбативные матричные элементы для чармониев

Как говорилось ранее, величины синглетных непертурбативных матричных
элементов определяются из потенциальной модели, в то время как величины октет-
ных матричных элементов должны быть извлечены из экспериментальных данных
по рождению чармониев. Соответствующие непертурбативные матричные элемен-
ты ⟨OJ/ψ,ψ′

[3S
(8)
1 ]⟩, ⟨OJ/ψ,ψ′

[3P
(8)
J ]⟩ для J/ψ, ψ′, а также ⟨OχcJ [3P

(8)
J ]⟩ и ⟨OχcJ [3S

(8)
1 ]⟩
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для χcJ были получены из условий наилучшего описания доступных эксперимен-
тальных данных LHC по инклюзивному рождению чармониев в протон-протонных
столкновениях pp→ H+X. Подробное описание процедуры фитирования и извлече-
ния непертурбативных элементов приведено в работах [16,17]. Расчеты проводились
в подходе kT -факторизации КХД согласно уравнениям, приведенным в разделе 2.1
с учетом соотношений спиновой симметрии HQSS (91)-(93) и деполяризационного
механизма для ряда TMD глюонных распределений. В таблице приведены значения
непертурбативных матричных элементов для TMD глюонных функций JH’2013 set 1,
JH’2013 set 2 и A0, которые использовались для численных расчетов в данной работе.
Следует отметить, что для этих TMD распределений величина ⟨OJ/ψ,ψ′

[1S
(8)
0 ]⟩ ∼ 0,

поэтому данное промежуточное состояние в работе не упоминается.

A0 JH’2013 set 1 JH’2013 set 2
⟨OJ/ψ[3S

(1)
1 ]⟩/ГэВ3 1.16 1.16 1.16

⟨OJ/ψ[3S
(8)
1 ]⟩/ГэВ3 2.5× 10−3 1.2× 10−3 2.1× 10−3

⟨OJ/ψ[3P
(8)
0 ]⟩/ГэВ5 1.2× 10−2 2.4× 10−2 2.4× 10−2

⟨Oχc1 [3P
(1)
1 ]⟩/ГэВ5 0.6 0.95 0.95

⟨Oχc2 [3P
(1)
2 ]⟩/ГэВ5 0.23 0.49 0.44

⟨Oχc0 [3S
(8)
1 ]⟩/ГэВ3 2.8× 10−4 1.2× 10−4 2.9× 10−4

⟨Oψ′
[3S

(1)
1 ]⟩/ГэВ3 0.7038 0.7038 0.7038

⟨Oψ′
[3S

(8)
1 ]⟩/ГэВ3 2.3× 10−3 1.1× 10−3 2.2× 10−3

⟨Oψ′
[3P

(8)
0 ]⟩/ГэВ5 3.0× 10−3 1.5× 10−2 1.2× 10−2

Таблица 1: Непертурбативные матричные элементы чармониев для разных глюон-
ных распределений.

2.2 Фрагментационный механизм

В рамках фрагментационного подхода предполагается, что процесс рождения
партонов в жестком партонном взаимодействии и их последующий переход в ад-
ронное состояние осуществляются на различных характерных масштабах: масштаб,
соответствующий рождению партона, µF , и масштаб, соответствующий переходу в
наблюдаемый адрон, µfragm. Поэтому соответствующие физические процессы могут
быть факторизованы аналогично факторизации сечений партонного подпроцесса и
партонных распределений. Только определенные диаграммы Фейнмана, для кото-
рых будет выполняться условие факторизации, будут давать вклады в соответству-
ющую амплитуду рождения адронов. Таким образом, ключевым моментом понятия
фрагментации является универсальность, как в своем качественном описании про-
цессов рождения частиц, так и в своем количественном описании с помощью функций
фрагментации. Благодаря факторизованности процесса несущественной становится
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идентификация процесса, в котором возникает кварк или глюон, влекущий за собой
цепочку событий, заканчивающуюся образованием адрона.

Функция фрагментации Da→A(z, µ
2) описывает переход партона a в адрон A и

зависит только от характерного масштаба фрагментации µ2 = µ2
fragm и переменной

светового конуса:

z =
p+A
p+a

=
EA + pzA
Ea + pza

, (102)

где E и pz - энергия и продольный импульс частиц. Однако, переменную z с большой
точностью можно считать долей импульса в пределе pA ≫ mA, что соответствует
кинематике большинства процессов, изучаемых на LHC. Фрагментационное сечение
процесса рождения адрона A может быть представлено в виде [114]:

σ(pp→ A+X) =
∑
a

∫
σ̂(pp→ a+X)Da→A(z, µ

2)δ

(
z − p+A

p+a

)
dz, (103)

где суммирование ведется по всем возможным промежуточным партонам a.
Согласно формализму нерелятивистской КХД, фрагментационные функции для

тяжелых кваркониев могут быть представлены в факторизованном виде в виде сум-
мы слагаемых, отвечающих различным промежуточным состояниям QQ̄[n] (cм. на-
пример, [115]):

DH
g/q(z, µ

2
0) =

∑
|QQ̄(n)|

παs

(
d
(1)

g/q→|QQ̄(n)|(z, µ
2
0) +

αs
π
d
(2)

g/q→|QQ̄(n)|(z, µ
2
0) +O(α2

s)
) ⟨OH

|QQ̄(n)|⟩
m2L+3
Q

,

(104)

взятых при начальном масштабе µ2
0, который обычно выбирается равным массе обра-

зованного кваркония, µ2
0 = m2

H. Согласно (72), функция dg/q→|QQ̄(n)|(z, µ
2) описывает

формирование кварк-антикварковой пары из партона и может быть рассчитана пер-
турбативными методами КХД, по аналогии с процессами (81) - (83), а ⟨OH

|QQ̄(n)|⟩ —
непертурбативные матричные элементы, которые описывают переход в наблюдаемый
кварконий. Величины этих элементов приведены в Таблице 1.

2.2.1 Фрагментация очарованного кварка в чармонии

Рассмотрим процесс фрагментации очарованного кварка в чармоний ψ:

c∗ → ψ + c (105)

в лидирующем порядке O(α2
s) теории возмущений. Для этого обратимся к процессу:

g(k1) + g(k2) → c∗(p) + c̄(p3) → ψ(pψ) + c(p2) + c̄(p3), (106)
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Рис. 9: Примеры диаграмм Фейнмана с образованием пары cc̄[n] в состоянии n =

[2S+1L
(a)
J ], факторизуемого (слева) и нефакторизуемого (справа) типов.

примеры диаграмм Фейнмана которого изображены на Рис. 9. Сечение процесса,
описываемое левой диаграммой Рис. 9, может быть представлено в факторизован-
ном виде: процесс рождения пары очарованных кварков и процесс рождения чар-
мония из очарованного кварка, т.е. процесс фрагментации (105), в то время как се-
чение правой диаграммы не может быть факторизовано. Отметим, что дальнейшее
рассмотрение справедливо как для чармониев J/ψ, ψ′, образованных через проме-
жуточные состояния cc̄[3S

(1,8)
1 , 3P

(8)
J , 1S

(8)
0 ] → J/ψ, ψ′, так и для χcJ , идущих через

cc̄[3P
(1)
J , 3S

(8)
1 ] → χcJ , поскольку во всех случаях процессу фрагментации отвечает

одна и та же диаграмма Фейнмана.
Вклад факторизуемых диаграмм в дифференциальное сечение процесса (106) мо-

жет быть представлен в виде:

dσ(gg → ψcc̄) =
1

(2π)5
1

2ŝ
|A(gg → g∗)|2 1

ŝ2
|A(g∗ → ψcc̄)|2 λ

1/2(ŝ, p2,m2
c)

8ŝ
×

×
λ1/2(p2,m2

ψ,m
2
c)

8p2
dΩ dp2 dϕ d cos θ,

(107)

где ŝ = (k1+k2)
2 = (p+p3)

2, p = pψ+p2, dΩ — телесный угол частицы c(p3) в системе
покоя сталкивающихся глюонов, а dϕ d cos θ — телесный угол мезона ψ(pψ) в системе
покоя частицы c(p).

Аналогичным образом, вклад факторизуемых диаграмм в дифференциальное се-
чение рождение пары очарованных кварков c и c̄ может быть представлен в виде:

dσ(gg → cc̄) =
1

(2π)2
1

2ŝ
|A(gg → g∗)|2 1

ŝ2
|A(g∗ → cc̄)|2 λ

1/2(ŝ, p2,m2
c)

8ŝ
dΩ. (108)

Функцию фрагментации можно извлечь из фрагментационного сечения процес-
са рождения чармониев, которое, в свою очередь, может быть представлено в виде
свертки партонного сечения рождения пары очарованных кварков gg → cc̄ с функ-
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цией фрагментации Dc→ψ(z, µ
2) согласно формуле (103):

dσ(gg → ψcc̄) =

∫ 1

0

dσ̂(gg → cc̄) Dc→ψ(z, µ
2) δ(z −

p+ψ
p+

) dz. (109)

Таким образом, используя (107) и (108), можно получить дифференциальное вы-
ражение для функции фрагментации:

dD(c∗ → ψc) =
1

(2π)3
|A(g∗ → ψcc̄)|2

|A(g∗ → cc̄)|2
λ1/2(p2,m2

ψ,m
2
c)

8p2
dp2 dϕ d cos θ. (110)

Последнее выражение может быть сведено к обычному виду функции фрагмен-
тации с помощью:

Dc→ψ(z, µ
2
0) =

∫
D(c∗ → ψc)δ(z − p+ψ/p

+) dp2 dϕ d cos θ, (111)

где интегрирование осуществляется в пределах: ϕ ∈ [0; 2π], cos θ ∈ [−1; 1] и p2 ∈
[m2

ψ;∞].
Исследование вкладов от факторизованных и нефакторизованных диаграмм, да-

ющих вклад в полное и дифференциальные сечения процессов, а также влияние на
них кинематических ограничений, позволяет выяснить области применимости фраг-
ментационного подхода. Для такого анализа достаточно заменить в формуле (107)
амплитуду факторизуемых диаграмм на полную амплитуду |A(gg → ψcc̄)|2, кото-
рая, естественно, будет содержать также все вклады от нефакторизумых диаграмм,
и сравнить получаемые дифференциальные спектры с рассчитанными с помощью
функции фрагментации, согласно формуле (109). Так, при достаточно малых попе-
речных импульсах pT значительную роль играют вклады от нефакторизуемых диа-
грамм, следовательно фрагментационные вклады не будут доминирующими. Отме-
тим, что вопрос применимости фрагментационного механизма к описанию того или
иного процесса, в общем случае, должен рассматриваться независимо для каждого
случая. В работе [116] были проведены исследования применимости фрагментацион-
ного подхода для процесса gg → ψ + c+ c̄.

Согласно формуле (104), функции фрагментации очарованных кварков в чармо-
нии, учитывая основные вклады промежуточных cостояний 2S+1L

(1,8)
J , можно пред-

ставить в виде:

Dc→J/ψ(z, µ
2
0) =

α2
s(µ

2
0)

m3
c

d
c→3S

(1)
1
(z) ⟨OJ/ψ[3S

(1)
1 ]⟩+

2∑
J=0

α2
s(µ

2
0)

m5
c

d
c→3P

(8)
J
(z) ⟨OJ/ψ[3P

(8)
J ]⟩,

(112)

Dc→ψ′(z, µ2
0) =

α2
s(µ

2
0)

m3
c

d
c→3S

(1)
1
(z) ⟨Oψ′

[3S
(1)
1 ]⟩+

2∑
J=0

α2
s(µ

2
0)

m5
c

d
c→3P

(8)
J
(z) ⟨Oψ′

[3P
(8)
J ]⟩,

(113)

Dc→χcJ
(z, µ2

0) =
α2
s(µ

2
0)

m5
c

d
c→3P

(1)
J
(z) ⟨OχcJ [3P

(1)
J ]⟩+ α2

s(µ
2
0)

m3
c

d
c→3S

(8)
1
(z) ⟨OχcJ [3S

(8)
1 ]⟩

(114)
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Аналитические выражения для пертурбативных частей функций фрагментации
d
c→2S+1L

(1,8)
J

(z) в лидирующем порядке КХД были получены в ряде работ, например
[115,117]:

d
c→3S

(1)
1
(z) =

16

243

z(1− z)2

(2− z)6
(16− 32z + 72z2 − 32z3 + 5z4), (115)

d
c→3P

(1)
0
(z) =

16

729

z(1− z)2

(2− z)8
(192 + 384z + 528z2 − 1376z3 + 1060z4 − 376z5 + 59z6),

(116)

d
c→3P

(1)
1
(z) =

64

729

z(1− z)2

(2− z)8
(96− 288z + 496z2 − 408z3 + 202z4 − 54z5 + 7z6), (117)

d
c→3P

(1)
2
(z) =

182

3645

z(1− z)2

(2− z)8
(48− 192z + 480z2 − 668z3 + 541z4 − 184z5 + 23z6), (118)

d
c→3P

(8)
J
(z) =

2Nc

(N2
c − 1)2

d
c→3P

(1)
J
(z). (119)

2.2.2 Фрагментация глюона в чармоний

Рассмотрим процессы фрагментации глюонов в чармонии. Среди них можно вы-
делить два основных вклада. Первый из них описывает образование J/ψ, ψ′ или χcJ
мезонов через октетное промежуточное состояние cc̄[3S(8)

1 ]. Для этого обратимся к
подпроцессу3:

g∗(k1) + g∗(k2) → g∗(p) → cc̄[3S
(8)
1 ](p1), cc̄[3S

(8)
1 ] −→ ψ. (120)

с последующим непертурбативным переходом в наблюдаемый чармоний J/ψ, ψ′. Диа-
грамма данного подпроцесса изображена на Рис. 10 слева. Заметим, что такие под-
процессы с рождением глюона g∗(p) факторизуемы всегда. Из данного подпроцесса,
проводя вычисления, аналогичные (107)-(111), и учитывая (99), можно записать со-
ответствующую функцию фрагментации, которая принимает простую форму:

D(g∗ → ψ) =
παs
24m3

c

⟨Oψ[3S
(8)
1 ]⟩, Dg→ψ(z) = D(g∗ → ψ)δ(1− z). (121)

В данном уравнении учтено, что вся энергия и импульс фрагментирующего глюона
переходит в импульс очарованной пары кварков.

Второй вклад описывает образование χcJ мезонов через синглетное промежуточ-
ное cc̄[3P (1)

J ] состояние:

g∗ → χcJ + g (122)

в лидирующем порядке O(α2
s) теории возмущений. Рассмотрим процесс:

g∗(k1) + g∗(k2) → g∗(p) → χcJ(pχ) + g(p2), (123)

3Естественно, выражение для функции фрагментации также можно было получить, рассматри-
вая подпроцесс g + g → cc̄[3S

(8)
1 ] + g с начальными глюонами, лежащими на массовой поверхности.
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Рис. 10: Примеры диаграмм Фейнмана с образованием пары cc̄ в октетном состоянии
3S

(8)
1 (слева), и синглетном 3P

(1)
J (справа).

диаграмма которого изображена на Рис. 10 справа.
Дифференциальное сечение данного процесса может быть представлено в виде:

dσ(g∗g∗ → χg) =
1

(2π)2
|A(g∗g∗ → χg)|2

2λ1/2(ŝ, k21, k
2
2)

λ1/2(p2,m2
χ, p

2
2)

8p2
dΩ, (124)

где ŝ = p2 = (k1 + k2)
2 = (pχ + p2)

2, dΩ - телесный угол частицы χcJ(pχ) в системе
покоя сталкивающихся глюонов. Учитывая возможность факторизовать амплитуду:

|A(g∗g∗ → χg)|2 = |A(g∗g∗ → g∗)|2 1

ŝ2
|A(g∗ → χg)|2, (125)

выражение для дифференциальной функции фрагментации запишется в форме:

dD(g∗ → χg) =
1

(2π)3
|A(g∗ → χg)|2

λ1/2(p2,m2
χ, p

2
2)

8p2
dp2

p4
dϕ d cos θ. (126)

Следовательно, обычный вид функции фрагментации Dg→χcJ
(z, µ2

0) может быть по-
лучен аналогично формуле (111). Соответствующие численные расчеты были выпол-
нены в работе [50]. Полученные функции фрагментации являются гладкими, поло-
жительно определенными во всей области определения z и удовлетворяют условиям
Dg→χcJ

(0) = Dg→χcJ
(1) = 0, в отличие от функций фрагментации, представленных в

работах [118, 119], которые дают отрицательную интегральную вероятность рожде-
ния чармониев через эти промежуточные состояния. Следует отметить зависимость
интегральной вероятности фрагментации полученных выражений от фиктивной мас-
сы mg испущенного глюона, которая играет роль свободного регуляторного парамет-
ра. Данный параметр, естественно, должен быть больше минимального энергетиче-
ского масштаба ΛQCD. При этом, согласно идее факторизации в нерелятивистской
КХД, процесс испускания глюона должен протекать на характерных расстояниях
образования кварковой пары cc̄, поэтому в данной работе параметр был выбран в
виде mg = mc.
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Согласно формуле (104), функции фрагментации глюонов в чармонии, учитывая
основные вклады промежуточных состояний 2S+1L

(1,8)
J , можно представить в виде:

Dg→J/ψ(z, µ
2
0) =

παs(µ
2
0)

m3
c

d
g→3S

(8)
1
(z) ⟨OJ/ψ[3S

(8)
1 ]⟩+

2∑
J=0

α2
s(µ

2
0)

m5
c

d
g→3P

(8)
J
(z) ⟨OJ/ψ[3P

(8)
J ]⟩,

(127)

Dg→ψ′(z, µ2
0) =

παs(µ
2
0)

m3
c

d
g→3S

(8)
1
(z) ⟨Oψ′

[3S
(8)
1 ]⟩+

2∑
J=0

α2
s(µ

2
0)

m5
c

d
g→3P

(8)
J
(z) ⟨Oψ′

[3P
(8)
J ]⟩,

(128)

Dg→χcJ
(z, µ2

0) =
α2
s(µ

2
0)

m5
c

d
g→3P

(1)
J
(z) ⟨OχcJ [3P

(1)
J ]⟩+ παs(µ

2
0)

m3
c

d
g→3S

(8)
1
(z) ⟨OχcJ [3S

(8)
1 ]⟩,

(129)

где в лидирующем порядке КХД:

d
g→3S

(8)
1
(z) =

1

24
δ(1− z), (130)

d
g→3P

(8)
J
(z) =

Nc(N
2
c − 4)

N2
c − 1

d
g→3P

(1)
J
(z). (131)

Выражения для d
g→3P

(1)
J
(z) были получены численно, согласно (126) с mg = mc, в

связи с чем здесь не представлены.

2.2.3 Эволюция функций фрагментации

Согласно (103), дифференциальное сечение рождения чармониев H может быть
представлено в виде свертки партонных сечений рождения глюонов и очарованных
кварков с соответствующими функциями фрагментации, Dg→H(z, µ

2) и Dc→H(z, µ
2):

dσ(pp→ H +X)

dpT
=
∑
n

∫
dσ(pp→ g +X)

dpgT
Dg→H(z, µ

2) δ(z − p+/p+g ) dz +

+
∑
m

∫
dσ(pp→ c+X)

dpcT
Dc→H(z, µ

2) δ(z − p+/p+c ) dz,

(132)

где pg, pc и p — импульсы глюона, очарованного кварка и чармония H, соответствен-
но. Суммирование осуществляется по всем возможным партонам, образованным в
процессе столкновения протонов pp→ g+X и pp→ c+X. Заметим, что для расчета
сечений нужны функции фрагментации, определенные при масштабе фрагментации
µ2 >> m2

H. Возникающие при увеличении масштаба вклады, содержащие большие
логарифмы, пропорциональные ∼ ln(µ2/m2

H), могут быть эффективно просуммиро-
ваны с помощью уравнения эволюции DGLAP. Уравнения эволюции для функций
фрагментации могут быть записаны в виде, аналогичном уравнению эволюции пар-

43



тонных распределений (17)-(18) с перестановками функций расщепления:

dDg→H(x, µ
2)

d lnµ2
=
αs(µ

2)

2π

∫ 1

x

dξ

ξ

[
2Pcg

(
x

ξ

)
Dc→H(ξ, µ

2) + Pgg

(
x

ξ

)
Dg→H(ξ, µ

2)

]
, (133)

dDc→H(x, µ
2)

d lnµ2
=
αs(µ

2)

2π

∫ 1

x

dξ

ξ

[
Pcc

(
x

ξ

)
Dc→H(ξ, µ

2) + Pgc

(
x

ξ

)
Dg→H(ξ, µ

2)

]
, (134)

где Pij(z) - функции расщепления, взятые в виде (20)-(23). Дополнительно в урав-
нении эволюции перед функцией фрагментации Pcg(z) стоит фактор 2, что учи-
тывает возможность фрагментации как очарованного кварка c, так и антикварка
c̄ в чармоний в процессе g → cc̄, поскольку вероятности этих событий одинаковы
Dc→H(z, µ

2) = Dc̄→H(z, µ
2).

Уравнения эволюции (133)-(134) в данной работе были решены численно для чар-
мониев J/ψ, χcJ , ψ′ в пространстве (x, µ2). Представим здесь кратко схему вычисле-
ний. Для этого разобьем интервал x ∈ [0; 1] равномерно по x с шагом ϵ ≪ 1 и
µ2 ∈ [µ2

0;µ
2
max] по геометрической прогрессии, согласно формулам:

xi =
i

nx
= ϵi, µ2

j = µ2
0

(
µ2
max

µ2
0

) j
nµ

. (135)

Величины nx и nµ выбираются из соображений хорошей сходимости интегралов в
уравнениях эволюции. Значение функции D(x, µ2

j+1) на j +1 слое будут определять-
ся значениями функций D(x, µ2

j) на предыдущем слое j. Проводя интегрирование
уравнений (133)-(134) по µ2 в пределах слоя [µ2

j ;µ
2
j+1] и используя выражение:

Aµ =

∫ µ2j+1

µ2j

αs(µ
2)

2π
d lnµ2 =

6

33− 2nf
ln

[
ln(µ2

j+1/Λ
2)

ln(µ2
j/Λ

2)

]
, (136)

уравнения эволюции можно представить в виде:

DH
g (xi, µ

2
j+1) = DH

g (xi, µ
2
j) + Aµ

∫ 1

xi

dξ

ξ

[
2Pcg

(
xi
ξ

)
DH
c (ξ, µ

2
j) + Pgg

(
xi
ξ

)
DH
g (ξ, µ

2
j)

]
,

(137)

DH
c (xi, µ

2
j+1) = DH

c (xi, µ
2
j) + Aµ

∫ 1

xi

dξ

ξ

[
Pcc

(
xi
ξ

)
DH
c (ξ, µ

2
j) + Pgc

(
xi
ξ

)
DH
g (ξ, µ

2
j)

]
.

(138)

Функции расщепления (20)-(23) содержат расходимости при z → 1, которые в
аналитических расчетах устраняются с помощью функционала (24). Чтобы исполь-
зовать эти функции расщепления в численных расчетах, необходимо провести до-
полнительные преобразования. Перепишем выражение (24) в более удобном виде и
перейдем от переменных (z, x) к (ξ, x), полагая x = zξ:∫ 1

x

dz
f(z)

(1− z)+
D
(x
z

)
=

∫ 1

x

dz

1− z

[
f(z)D

(x
z

)
− f(1)D(x)

]
− f(1)D(x)

∫ x

0

dz

1− z

=⇒
∫ 1

x

dξx

ξ(ξ − x)

[
f

(
x

ξ

)
D(ξ)− f(1)D(x)

]
− f(1)D(x)

∫ x

0

dξ

1− ξ
.

(139)
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Рис. 11: Функции фрагментации очарованных кварков D
J/ψ
c (z, µ2) (слева) и глюо-

нов D
J/ψ
g (z, µ2) (справа), рассчитанные как функции переменной z при различных

масштабах µ2. Вычисления были выполнены для (112) и (127) с однопетлевой кон-
стантой сильного взаимодействия αs, nf = 4, ΛQCD = 200 МэВ и соответствующими
NME для JH’2013 set 1 (cм. Таблица 1).

Для функций расщепления Pgg(z) и Pqq(z) возникающие расходящиеся выражения
вида 1/(ξ−x) можно явно устранить, линейно интерполируя выражение D(ξ) между
значениями в соседних узловых точках x < ξ < x+ ϵ:

D(ξ) =
D(x)(x+ ϵ− ξ)−D(x+ ϵ)(ξ − x)

ϵ
, (140)

и далее преобразуя первый интеграл в выражении (139).
Еще одна сложность в численных расчетах возникает со слагаемым, описыва-

ющим 3S
(8)
1 октетную компоненту глюонной функции фрагментации, которая со-

держит в себе дельта функцию. Дельта функция может быть представлена как
δ(1 − x) = 1/ϵ при x > 1 − ϵ. При свертке дельта функции с расходящейся частью
функции расщепления Pgg(z) ∼ z/(1 − z)+, согласно определению (139), возникает
интеграл вида:

I =

∫ 1

x

dξx

ξ(ξ − x)
[δ(1− ξ)− δ(1− x)]−

∫ x

0

dξ

1− ξ
δ(1− x), (141)

который можно аппроксимировать следующим образом:

I =


x

1− x
, x ⩽ 1− ϵ

ln(ϵ)δ(1− x), x > 1− ϵ.
(142)

В итоге, после указанных выше преобразований, уравнения (137)-(138) будут
содержать только конечные выражения и сходящиеся интегралы, которые могут
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быть вычислены, например, с помощью метода Монте-Карло, для повышения точно-
сти расчетов. В качестве начальных функций используются функции фрагментации
(112)-(114) и (127)-(129) при µ2

0 = m2
H.

На Рис. 11 приведены результаты описываемых выше расчетов для функций
фрагментации очарованных кварков и глюонов в J/ψ мезоны. Отметим, что по-
лученные результаты для эволюции глюонной функции фрагментации D

J/ψ
g (z, µ2)

отличаются от представленных ранее (например, см. работу [120]). Одной из причин
отличия является дополнительный вклад от положительно определенного слагаемо-
го глюонной функции фрагментации g → [3P

(8)
J ] + g. Помимо этого, в нашей рабо-

те уравнения эволюции решались совместно для очарованных кварков и глюонов.
Наиболее ярко последний эффект проявляется в эволюции функций фрагментации
очарованного кварка D

J/ψ
c (z, µ2) при малых z, где видны значительные глюонные

вклады от расщепления c → g + c. Если решать уравнение эволюции (137), оставив
только глюонное слагаемое, содержащее только 3S

(8)
1 , то наши численные расчеты

хорошо согласуются с результатом [120].
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3 Процессы парного рождения J/ψ мезонов на LHC

Исследование процессов парного рождения J/ψ мезонов представляет значитель-
ный интерес в свете проверки нерелятивистской КХД, поскольку включает в себя
более сложные механизмы образования связанных состояний тяжелых кварков при
неизменных непертурбативных матричных элементах. На данный момент теорети-
ческие предсказания в рамках нерелятивистской КХД получены в следующем за
лидирующим порядке только частично и имеют значительные расхождения с по-
следними экспериментальными данными ATLAS [24], в особенности при больших
поперечных импульсах pT (J/ψ, J/ψ), инвариантных массах m(J/ψ, J/ψ) и разности
быстрот ∆y(J/ψ, J/ψ) пары J/ψ мезонов. Соответственно, необходим более полный
учет поправок высших порядков, расчет которых очень сложен, а также учет допол-
нительных механизмов рождения.

В области больших инвариантных масс m(J/ψ, J/ψ) процессы с большим разде-
лением по быстроте между двумя J/ψ мезонами могут играть значительную роль.
В этой области можно ожидать значительный фрагментационный вклад от множе-
ственных глюонных излучений, возникающих в результате неколлинеарной эволю-
ции КХД глюонных распределений. Последнее может быть эффективно учтено в
подходе kT -факторизации с помощью уравнения эволюции CCFM.

3.1 Механизмы парного рождения чармониев

Процессы парного рождения чармониев представляют собой образование в жест-
ком партонном взаимодействии двух пар очарованных кварков cc̄ в определенных
квантовых состояниях n,m = [2S+1L

(1,8)
J ] c последующим непертурбативным перехо-

дом в физические кварконии H и H′ и в лидирующем порядке теории возмущений
могут быть представлены в виде:

p+ p→ cc̄[n] + cc̄[m] → H +H′. (143)

Разложение волновых функций S-волновых (73) и P-волновых (74) чармониев по
относительной скорости движения кварков в кварконии, v, позволяет нам оценить
иерархию сечений рождения одиночных кваркониев через различные промежуточ-
ные (синглетные и октетные) состояния пары тяжелых кварков. Для процессов пар-
ного рождения тяжелых кваркониев можно составить аналогичную иерархию, опи-
раясь на информацию о процессах одиночного рождения. Зависимость дифференци-
ального сечения dσ/dp2T от поперечного импульса pT и параметра v для различных
комбинаций промежуточных состояний n и m представлена в Таблице 2.

Доминирующий вклад в сечение парного рождения J/ψ мезонов вносит механизм
синглетного рождения чармониев, протекающий с образованием двух пар очарован-
ных кварков cc̄ в промежуточных состояниях 3S

(1)
1 . В подходе kT -факторизации син-

глетный вклад в процессы парного рождения J/ψ мезонов в лидирующем порядке
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n \m 3S
(1)
1

3S
(8)
1

1S
(8)
0

3P
(8)
J

3P
(1)
J

3S
(1)
1 1/p8T v4/p6T v4/p8T v2/p8T 0

3S
(8)
1 ... v8/p4T v8/p6T v6/p6T v4/p6T

1S
(8)
0 ... ... v8/p8T v6/p8T v4/p8T

3P
(8)
J ... ... ... v4/p8T v2/p8T

3P
(1)
J ... ... ... ... 1/p8T

Таблица 2: Зависимость дифференциального сечения dσ/dp2T от поперечного импуль-
са pT и скорости относительного движения кварков внутри кваркония v для различ-
ных промежуточных состояний в процессе парного рождения pp→ cc̄[n]cc̄[m] → HH′,
где n,m = [2S+1L

(1,8)
J ] обозначают Фоковские состояния пары cc̄.

может быть описан подпроцессом глюон-глюонного слияния вне массовой поверхно-
сти порядка ∼ O(α4

s):

g∗(k1) + g∗(k2) → cc̄
[
3S

(1)
1

]
(p1) + cc̄

[
3S

(1)
1

]
(p2), (144)

c последующим непертурбативным переходом cc̄[3S
(1)
1 ] в J/ψ или ψ′ мезоны. Соответ-

ствующие диаграммы Фейнмана, приведены на Рис. 12(a). Амплитуды вне массовой
поверхности для подпроцессов (144) вычисляются с применением проекционных опе-
раторов (79)-(80). В данной работе используются калибровочно инвариантные выра-
жения, полученные в работе [121]. Соответствующее сечение рождения может быть
записано аналогично выражению (98):

σ(pp→ J/ψ + J/ψ) =

∫
1

8π(x1x2s)F
fg(x1,k

2
1T , µ

2)fg(x2,k
2
2T , µ

2)×

× |A(g∗ + g∗ → cc̄[3S
(1)
1 ] + cc̄[3S

(1)
1 ])|2 ⟨Oψ(3S

(1)
1 )⟩2 dp2

1Tdk
2
1Tdk

2
2Tdy1dy2

dϕ1

2π

dϕ2

2π

(145)

Несмотря на то, что данный процесс дает наибольший вклад в интегральное сече-
ние, он имеет зависимость ∼ 1/p8T и быстро спадает с ростом поперечных импульсов
рождающихся чармониев. При этом экспериментальные данные указывают на на-
много более пологую форму распределений по инвариантной массе m(J/ψ, J/ψ) и
разности быстрот ∆y(J/ψ, J/ψ) [24]. В этих областях могут оказаться важными сле-
дующие синглетные механизмы рождения чармониев:

g∗ + g∗ → cc̄
[
3P

(1)
J

]
+ cc̄

[
3P

(1)
J

]
, (146)

g∗ + g∗ → cc̄
[
3S

(1)
1

]
+ cc̄

[
3P

(1)
J

]
+ g, (147)

g∗ + g∗ → cc̄
[
3S

(1)
1

]
+ cc̄

[
3S

(1)
1

]
+ g + g, (148)

несмотря на их подавленность по константам связи αs, вероятностям радиационного
распада χcJ → J/ψ + γ и меньшим величинам волновых функций для P-волновых
кваркониев.
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Рис. 12: Примеры диаграмм Фейнмана, описывающих синглетные механизмы рож-
дения: a) пары J/ψ, ψ′ мезонов (подпроцесс (144)); b) пары χcJ и J/ψ, ψ′ мезонов
(подпроцессы (146)-(148)).

Рис. 13: Примеры диаграмм Фейнмана, описывающие: a) синглет-октетные механиз-
мы; b) октет-октетные механизмы парного рождения J/ψ мезонов.
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Примеры диаграмм Фейнмана для этих процессов представлены на Рис. 12(b).
В нашей работе такие вклады также будут учтены в рамках kT -факторизационного
подхода. Выражение для полных и дифференциальных сечений могут быть получе-
ны аналогично (145). Стоит отметить, что синглетный подпроцесс рождения cc̄[3S(1)

1 ]+

cc̄[3P
(1)
J ] отсутствует в лидирующем порядке теории возмущений из-за закона сохра-

нения CP -инвариантности и появляется только в следующем порядке малости O(α5
s).

Кроме того, с ростом поперечного импульса pT становятся важными синглет-
октетные и октет-октетные механизмы рождения чармониев. Такие процессы подав-
лены по малому параметру v (по значениям непертурбативных матричных элемен-
тов), однако эта малость компенсируется более слабой зависимостью от поперечного
импульса. Так, например, для процессов рождения J/ψ мезонов в промежуточной
области по поперечным импульсам начнут играть роль подпроцессы, ведущие себя
как ∼ 1/p6T :

g + g → cc̄
[
3S

(1)
1

]
+ cc̄

[
3S

(8)
1

]
+ g, (149)

g + g → cc̄
[
3P

(8)
J

]
+ cc̄

[
3S

(8)
1

]
, (150)

а в области больших pT сечение полностью определяется подпроцессом ∼ 1/p4T :

g + g → cc̄
[
3S

(8)
1

]
+ cc̄

[
3S

(8)
1

]
. (151)

Типичные диаграммы таких процессов в коллинеарном подходе представлены на
Рис. 13. Однако, как было показано в работах [21, 22], учет таких вкладов в ли-
дирующем порядке недостаточен для описания данных LHC для сечений парного
рождения J/ψ мезонов. Более того, в настоящее время аккуратный учет всех вкла-
дов высших порядков в сечения процесса парного рождения чармониев представля-
ется достаточно трудоемкой задачей и только частично выполнен в следующем за
лидирующим порядке. Тем не менее, учет основных поправок высших порядков, ко-
торые играют определяющую роль при высоких энергиях, может быть проведен в
рамках kT -факторизационного подхода. Кроме того, крайне громоздкие расчеты на
основании пертурбативной КХД могут быть упрощены при использовании фрагмен-
тационного подхода для описания сечений рассматриваемых процессов. Применение
данного подхода для описания синглет-октетных и октет-октетных механизмов рож-
дения J/ψ мезонов подробно разбирается в следующем разделе.

3.2 Роль неколлинеарной эволюции для фрагментационных

вкладов

Как было сказано ранее, подход kT -факторизации позволяет эффективно учиты-
вать поправки высших порядков коллинеарной КХД в виде TMD глюонных распре-
делений в протоне, которые подчиняются уравнению эволюции CCFM. Рассмотрим
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важность поправок, связанных с реальным излучением глюонов в начальном состо-
янии.

Возникающие в результате неколлинеарной эволюции глюонные эмиссии могут
быть рассмотрены в виде дополнительного источника рождения чармониев. Согласно
уравнению CCFM (52) и условию углового упорядочивания (51), испущенные глю-
оны (глюонный каскад) имеют ненулевые поперечные импульсы kT ̸= 0. Каждый
такой глюон может превратиться в физический чармоний с ненулевым поперечным
импульсом pHT с помощью механизма фрагментации, описанного в разделе (2.2), и да-
вать вклад в различные дифференциальные сечения, измеряемые в экспериментах
по рождению чармониев.

Следует еще раз подчеркнуть, что механизм фрагментации подразумевает фак-
торизацию жесткого взаимодействия и процесса превращения партона в чармоний.
Это приводит к тому, что процесс фрагментации глюонного каскада не зависит от
сложности расчетов процесса жесткого взаимодействия и уже для амплитуд, рассчи-
танных в лидирующем порядке, можно эффективно учесть большую часть вкладов
высших порядков коллинеарной КХД с помощью уравнения эволюции CCFM. Со-
ответственно, трудоемкий процесс расчета матричных элементов для парного рож-
дения тяжелых кваркониев в высших порядках теории возмущений в коллинеарном
подходе может быть эффективно заменен расчетами в подходе kT -факторизации.

Кроме того, для одних и тех же партонных взаимодействий (одних и те же ампли-
туд взаимодействия) можно рассчитать фрагментационные вклады в сечения рожде-
ния как одиночного чармония H, так и парного (HH′) или, даже, тройного (HH′H′′),
причем они не обязательно должны быть одного типа. Таким образом, представ-
ленный подход может быть с легкостью расширен на любые процессы с участием
чармониев и боттомониев.

Процесс расчета фрагментационных вкладов в сечения рождения чармониев мож-
но условно разбить на три этапа. На первом этапе происходит моделирование со-
бытий, соответствующих определенному партонному подпроцессу, сечение которого
рассчитывается в подходе kT -факторизации с TMD глюонными функциями распре-
деления, подчиняющимися уравнению эволюции CCFM. Сгенерированные события
записываются в файл стандартного формата Les Houches Events (*.lhe). На втором
этапе для каждого смоделированного события восстанавливается глюонный каскад
согласно обратной эволюции CCFM (восстановление глюонных излучений по извест-
ной кинематике начальных глюонов, непосредственно участвующих в жестком вза-
имодействии). Для восстановления этих эмиссий в данной работе использовалась
специальная подпрограмма TMD партонных ливней4, встроенная в Монте-Карло ге-
нератор событий CASCADE [53]. По входному lhe файлу в каждом событии вос-

4Отметим, что аналогичный метод был использован при вычислении сечений ассоциативного
рождения прямых фотонов и струй адронов [122], а также бозона Хиггса и струй [123]
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Рис. 14: Процесс фрагментационного рождения J/ψ мезонов в подходе kT -
факторизации, соответствующий подпроцессу (152) с глюонным каскадом (слева)
и в коллинеарном подходе, соответствующий подпроцессу (153) (справа). Пунктир-
ными кругами обозначены возможные каналы фрагментации глюонов в J/ψ мезоны.

станавливаются глюонные эмиссии и на выходе CASCADE создается файл HepMC.
На третьем этапе, для каждого события, записанного в файл HepMC, отбираются
соответствующие партоны как из жесткого взаимодействия, так и из восстановлен-
ного глюонного каскада, после чего осуществляется их фрагментация в физические
кварконии, согласно формуле (103). После этого вычисляются различные дифферен-
циальные сечения.

Рассмотрим применение данного метода на реальных процессах. Наиболее вероят-
ным подпроцессом в подходе kT -факторизации является подпроцесс глюон-глюонного
слияния вне массовой поверхности 2 → 1 порядка ∼ O(αs):

g∗(k1) + g∗(k2) → g∗(p). (152)

Образованный виртуальный глюон g∗(p) будет сопровождаться излучением каскад-
ных глюонов, как изображено на диаграмме Фейнмана (см. Рис. 14 слева). В рамках
фрагментационного механизма, каждый из рассматриваемых глюонов может превра-
титься в чармоний. Здесь и далее на диаграммах Фейнмана потенциальные каналы
фрагментационного рождения чармониев отмечаются пунктирными кругами.

Проведем сравнение со схожим подпроцессом глюонного слияния 2 → 2 в колли-
неарном подходе КХД, который в лидирующем порядке пропорционален ∼ O(α2

s):

g(k1) + g(k2) → g(p1) + g(p2). (153)

Пример диаграммы Фейнмана приведен на Рис. 14 (справа). В данном процессе толь-
ко два глюона g(p1) и g(p2) могут превратиться в чармонии.
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Рис. 15: Процесс фрагментационного рождения J/ψ мезонов в подходе kT -
факторизации, соответствующий подпроцессам (154) с глюонным каскадом. Пунк-
тирными кругами обозначены возможные каналы фрагментации глюонов и очаро-
ванных кварков в J/ψ мезоны.

Наглядно продемонстрируем важность учета множественных глюонных излуче-
ний. Допустим, что в подпроцессе, рассчитываемом в подходе kT -факторизации,
только три рожденных глюона имеют достаточный поперечный импульс (скажем,
условие pT ⩾ pminT следует из экспериментальных ограничений), в то время как для
подпроцесса в коллинеарном подходе оба глюона удовлетворяют этому условию. Для
случая одиночного рождения чармония H, подпроцесс 2 → 1 создает три возмож-
ных канала рождения по сравнению с двумя каналами для подпроцесса 2 → 2. В
случае парного рождения HH′ первый подпроцесс создает три возможных кана-
ла/комбинации (далее будем называть такие вклады комбинаторными), в то время
как в коллинеарном подходе будет возникать всего лишь одна пара чармониев.

Согласно соотношению k1T + k2T = pT для подпроцесса (152), увеличение попе-
речного импульса конечного глюона приводит к росту поперечного импульса одного
из начальных глюонов, что, в свою очередь, увеличивает угол допустимой эмиссии
глюонов при эволюции (57). Увеличение угла напрямую приводит к увеличению ко-
личества испускаемых глюонов. Поэтому ожидается, что возникающий комбинатор-
ный эффект будет наблюдаться в широкой кинематической области. Таким образом,
с помощью подпроцесса (152) вне массовой поверхности в подходе kT -факторизации
можно учесть не только вклады подпроцесса (153), но и эффективно включить по-
правки высших порядков коллинеарной КХД в широкой кинематической области.

Аналогичным образом можно рассмотреть подпроцессы глюонного слияния в под-
ходе kT -факторизации следующего порядка малости ∼ O(α2

s) c образованием очаро-
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ванных кварков c или других кварков q = (u, d, s, b):

g∗(k1) + g∗(k2) → c(p1) + c̄(p2), g∗(k1) + g∗(k2) → q(p1) + q̄(p2), (154)

с сопутствующим излучением каскадных глюонов. На Рис. 15 представлены типич-
ные диаграммы Фейнмана для этих процессов, где учтена фрагментация очарован-
ных кварков в чармонии.

Важно отметить, что для избежания двойного счета следующий подпроцесс по-
рядка ∼ O(α2

s) в подходе kT -факторизации не рассматривается:

g∗(k1) + g∗(k2) → g(p1) + g(p2), (155)

поскольку диаграммы такой топологии эффективно учитываются в подпроцессе (152).
Сечения всех вышеуказанных процессов могут быть рассчитаны согласно фор-

мулам (98)-(99) c заменой амплитуд в выражениях на A(g∗ + g∗ → c + c̄, q + q̄) и
A(g∗ + g∗ → g∗), соответственно.

3.2.1 Парное рождение чармониев с учетом фрагментационных вкладов

Подход kT -факторизации и учет множественных глюонных излучений позволяет
не только включить фрагментационные вклады в парное рождение чармониев, как
было показано для подпроцессов (152) и (154), но и упростить вычисление (в рамках
фрагментационного подхода) синглет-октетных и октет-октетных вкладов, таких как
(149)-(151). При этом будут эффективно учитываться не только вклады в лидирую-
щем порядке коллинеарной КХД, но и поправки высших порядков. Остановимся на
этом подробнее.

Подпроцесс (151) может быть заменен подпроцессом (152) в широкой кинемати-
ческой области, поскольку функции фрагментации глюонов (127)-(129) учитывают
переход через промежуточное октетное состояние cc̄[3S(8)

1 ]. Как было показано в раз-
деле 2.2.2, выражение для этой компоненты получается непосредственно из амплиту-
ды прямого рождения чармония, порядка ∼ O(α2

s), через промежуточное состояние
cc̄[3S

(8)
1 ] (78) в пределе s ≫ t, u, когда искомая амплитуда рождения может быть

представлена в факторизованном виде, т.е. справедлива замена:

g∗(k1) + g∗(k2) → cc̄
[
3S

(8)
1

]
=⇒ g∗(k1) + g∗(k2) → g∗(p) → cc̄

[
3S

(8)
1

]
. (156)

Вторая пара очарованных кварков в состоянии cc̄[3S
(8)
1 ] образуется от одного из

глюонов начального каскада, сопровождающего процесс жесткого взаимодействия
(см. Рис. 14). При этом возникают комбинаторные вклады, с помощью которых эф-
фективно учитываются поправки высших порядков.

Отметим также, что другие компоненты функций фрагментации, отвечающие
промежуточным состояниям n = 2S+1L

(1,8)
J , получаются из диаграмм высших поряд-

ков ∼ O(α3
s) и, вследствие этого, являются лишь поправками к прямому рождению
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Рис. 16: Подпроцессы рождения J/ψ мезонов, сопровождающийся множественным
испусканием глюонов. Пунктирными кругами обозначены возможные каналы фраг-
ментации глюонов/очарованных кварков в J/ψ мезоны.

чармониев через эти промежуточные состояния n. Таким образом, в расчетах также
учитываются дополнительные (нелидирующие) фрагментационные вклады, которые
ранее в работах не рассматривались.

Подпроцессы (149), (150) могут быть эффективно учтены в подпроцессах прямого
рождения одиночных чармониев в жестком взаимодействии:

g∗ + g∗ → cc̄
[
3S

(1)
1

]
+ g, g∗ + g∗ → cc̄

[
3P

(8)
J

]
, (157)

которые будут сопровождаться множественными глюонными излучениями с последу-
ющей фрагментацией. Схематичное изображение данных процессов с указанием воз-
можных каналов для фрагментации партонов в J/ψ мезоны представлено на Рис.16.

Аналогичным образом могут быть рассмотрены подпроцессы, приводящие к рож-
дению χcJ мезонов, такие как:

g∗ + g∗ → cc̄
[
3P

(1)
J

]
. (158)

Отметим, что вычисление амплитуд вне массовой поверхности в лидирующем
порядке для приведенных выше подпроцессов не вызывает больших затруднений, что
позволяет значительно упростить вычисление синглет-октетных и октет-октетных
вкладов в рамках фрагментационного механизма. Таким образом, полное сечение
процесса парного рождения чармониев, эффективно учитывающих такие вклады,
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может быть представлено в виде:

σ(pp→ H +H′ +X) =
∑
a

∫
σ(pp→ H′ +X)DH

a (z, µ
2) δ

(
z − pH

p a

)
dz +

+
∑
a,b

∫∫
σ(pp→ g∗/cc̄/qq̄)DH

a (z, µ
2)DH′

b (z′, µ′ 2) δ

(
z − pH

p a

)
δ

(
z′ − pH

′

p b

)
dz dz′,

(159)

где суммирование осуществляется по всем глюонам и очарованным кваркам, обра-
зованным как в результате неколлинеарной эволюции глюонов, так и жестком взаи-
модействии; pa и pb (a ̸= b) - импульсы глюонов и очарованных кварков, pH и pH

′ -
импульсы образованных чармониев.

3.3 Механизм двойного партонного рассеяния

Процессы одиночного партонного рассеяния являются наиболее известным ме-
ханизмом рождения частиц, когда во взаимодействии участвуют по одному парто-
ну сталкивающихся протонов. Однако существуют и другие механизмы рождения
частиц, такие как механизм двойного партонного рассеяния (ДПР), которое в по-
следнее время стало объектом интенсивных исследований [34–37]. ДПР возникает
из двух независимых партонных взаимодействий в одном адрон-адронном взаимо-
действии. Несмотря на небольшое сечение таких процессов, их исследование важно,
поскольку является неотъемлемой частью как в изучении и выделении различных
фонов для большого числа коллайдерных экспериментов, так и структуры самого
протона, в частности, корреляций между партонами в протоне. Вклады от ДПР рас-
тут при уменьшении поперечных импульсов рождаемых частиц (и, соответственно,
уменьшении x), поскольку полное сечение пропорционально ∼ x4 из-за четырех взаи-
модействующих партонов. Следовательно, роль ДПР увеличивается при увеличении
энергии сталкивающихся частиц, т.к. открывается возможность исследовать области
меньших x (больших партонных плотностей). Кроме того, для некоторых процессов,
например с участием кваркониев, J/ψ+Υ или J/ψ+D, где вклады одиночного пар-
тонного рассеяния появляются только в высших порядках КХД и, следовательно,
подавлены по константе связи αs, ДПР начинает играть ключевую роль в описании
экспериментальных данных.

В общем случае, для протон-протонных столкновений факторизационная фор-
мула сечения ДПР содержит два сечения партонных подпроцессов и может быть
представлена в виде [124]:

σDPSAB =
1

1 + δAB

∑
i,j,k,l

∫
F ij(x1, x2,b, µ

2
A, µ

2
B)Fkl(x′1, x

′
2,b, µ

2
A, µ

2
B) ×

× σ̂Aik(x1, x
′
1) σ̂

B
jl(x2, x

′
2) dx1 dx2 dx

′
1 dx

′
2 d

2b,

(160)
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где A и B обозначают конечные состояния, образованные при взаимодействии пар-
тонов, F ij обозначает двухпартонное распределение, которое можно рассматривать
как вероятность найти партоны i и j с продольными долями импульса x1 и x2, раз-
деленными расстоянием |b| в плоскости, поперечной к движению сталкивающихся
протонов (прицельный параметр), µ2

A и µ2
B характерные масштабы партонных вза-

имодействий, σ̂Aik и σ̂Bjl — сечения соответствующих партонных подпроцессов. Коэф-
фициент перестановок 1/(1 + δAB) необходим для правильной нормировки в случае
идентичных конечных состояний A и B.

В областях x≪ 1, характерных для столкновений протонов на LHC, можно пре-
небречь партонными корреляциями и интерференцией, что позволяется разделить
двойное партонное распределение на две независимые партонные функции распре-
деления f(x, µ2) и поперечную компоненту G(b) [125]:

F(x1, x2,b, µ
2
A, µ

2
B) = f(x1, µ

2
A)f(x2, µ

2
B)G(b) (161)

Проинтегрируем G(b) по d2b и определим величину σeff как:

σeff =
1∫

d2bG2(b)
. (162)

Она носит название эффективного сечения ДПР и определяет эффективное попе-
речное перекрытие партонных взаимодействий, которые составляют ДПР. Таким об-
разом, полное сечение ДПР можно представить в компактном виде [36]:

σDPSAB =
1

1 + δAB

∑
i,j,k,l

σAik σ
B
jl

σeff
(163)

как произведение двух однопартонных взаимодействий, которые вычисляются с по-
мощью обычных методов пертурбативной КХД. Эффективное сечение играет роль
нормирующего множителя, включающего в себя неопределенности, связанные с ДПР.
Данный параметр зачастую используется в качестве свободного параметра; его ве-
личина может быть извлечена из экспериментальных данных.

Исследование ДПР в процессах с образованием чармониев вызывает дополни-
тельный интерес с точки зрения величин эффективного сечения. Обычно величина
σeff лежит в пределах 12 - 20 мбн, что продемонстрировано на Рис. 17, где представ-
лены результаты измерений для процессов с различными конечными состояниями.
Однако, процессы с участием чармониев обычно дают значительно меньшие зна-
чения. Так, величина σeff = 8.8 − 12.5 мбн была извлечена из последних данных
коллаборации LHCb по парному рождению J/ψ мезонов в рамках нерелятивистской
КХД [40]. Более того, величины σeff = 8.2 ± 2.2 мбн [41], σeff = 6.3 ± 1.9 мбн [24],
σeff = 4.8± 2.5 мбн [42] и даже σeff = 2.2± 1.1 мбн [39], σeff = 2.2− 6.6 мбн [43] были
получены из данных экспериментов Tevatron и LHC.
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Рис. 17: Измерения эффективного сечения ДПР, σeff, для различных конечных со-
стояний, полученные в различных коллайдерных экспериментах. Рисунок взят из
работы [126].

Для процессов парного рождения чармониев HH′ формула (163) запишется в
виде:

σDPS(pp→ HH′ +X) =
1

1 + δHH′

σ1(pp→ H +X)σ2(pp→ H′ +X)

σeff
, (164)

где сечения одиночного рождения могут быть вычислены в подходе kT -факторизации
согласно формулам (98)-(99). Раздел 3.5.2 посвящен определению величины σeff из
имеющихся экспериментальных данных LHCb по парному рождению J/ψ мезонов.

3.3.1 Фрагментационные механизмы в двойном партонном рассеянии

При расчетах сечений в рамках механизма ДПР, согласно формуле (164), фраг-
ментационные вклады в сечения процессов парного рождения чармониев не учи-
тываются. Однако исследование роли фрагментационных механизмов, включающих
эффекты множественных глюонных излучений, в процессах двойного партонного
рассеяния представляется нам интересной и важной задачей. Как подчеркивалось
ранее, существует несогласованность между величинами эффективного сечения σeff,
получаемыми в некоторых процессах с участием тяжелых кваркониев и без них.
Учет дополнительных фрагментационных вкладов может пролить свет на данную
проблему.

Предложим метод, позволяющий учесть фрагментационные вклады от множе-
ственных глюонных излучений в процессах ДПР. Для краткости изложения рас-
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смотрим детально процесс парного рождения J/ψ мезонов, опуская, без ограничения
общности, вклады от радиационных распадов возбужденных состояний чармониев
(ψ′, χcJ). В стандартных расчетах сечений ДПР (164) необходимо провести суммиро-
вание по всем промежуточным состояниям, приводящим к образованию J/ψ мезонов,
т.е. рассмотреть все возможные комбинации вида:[

3S
(1,8)
1 , 3P

(8)
J

]
1
×
[
3S

(1,8)
1 , 3P

(8)
J

]
2
, (165)

где каждая из скобок соответствует одиночному рождению J/ψ мезонов. Все ука-
занные процессы отвечают только прямому рождению пары очарованных кварков в
определенном Фоковском состоянии. Однако, как было показано выше, один или оба
J/ψ мезона могут быть образованы не только в результате жесткого взаимодействия,
но и с помощью механизма фрагментации с учетом вкладов глюонных эмиссий в
процессе эволюции глюонного каскада. Согласно иерархии подпроцессов по констан-
те связи αs, рассчитываемых в подходе kT -факторизации, в первую очередь следу-
ет добавить подпроцессы (152) и (154). Обозначим эти подпроцессы, которые будут
включать в себя фрагментации от множественных глюонных излучений, как g и c,
соответственно. Очевидным образом возникают ранее не рассматриваемые вклады
вида [g, c]1 ×

[
g, c, 3S

(1)
1 , 3P

(8)
J

]
2
, учет которых может быть осуществлен с помощью

предложенного метода в рамках фрагментационного подхода (см. раздел 3.2). При
этом было исключено промежуточное состояние cc̄[3S(8)

1 ], по аналогии с тем, как это
было сделано в (156). На Рис. 18 приведен пример возникновения таких фрагмента-
ционных вкладов. Как и в случае одиночного партонного взаимодействия, благодаря
множественности испущенных глюонов возникают дополнительные комбинаторные
вклады в полное и дифференциальные сечения процесса парного рождения J/ψ ме-
зонов.

Таким образом, модифицированная схема ДПР, которая включает в себя фраг-
ментационные механизмы, в том числе и от множественных глюонных излучений,
должна учитывать всевозможные промежуточные состояния вида:[

g, c, 3S
(1)
1 , 3P

(8)
J

]
1
×
[
g, c, 3S

(1)
1 , 3P

(8)
J

]
2
. (166)

Количественное исследование данных эффектов обсуждается в разделе 3.5.3. Для
подпроцессов, в которых J/ψ мезон образуется от радиационных распадов возбуж-
денных состояний ψ′, χcJ , предложенная модификация расчетов ДПР применяется
аналогичным образом. Более того, данная схема вычислений может быть расширена
также на любые процессы с участием тяжелых кваркониев, в том числе для трой-
ного партонного рассеяния, где три жестких партонных взаимодействия происходят
одновременно. Такие механизмы были рассмотрены в работах [127, 128] и получены
первые экспериментальные свидетельства в процессе тройного рождения J/ψ мезо-
нов [129].
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Рис. 18: Пример парного рождения J/ψ мезонов в процессе двойного партонного рас-
сеяния в стандартной схеме расчетов (а) и модифицированной схеме, учитывающей
множественные глюонные излучения (b). Пунктирные круги отображают превраще-
ние партонов в J/ψ мезоны с помощью фрагментационных механизмов.

3.4 Выбор параметров и теоретические неопределенности

Для вычислении сечений жестких взаимодействий в подходе kT -факторизации
была использована программа численного интегрирования VEGAS [130]. Данная
программа позволяет проводить вычисления многократных интегралов в несколько
итераций, создавая на первом шаге функции плотности подынтегрального выраже-
ния, что позволяет значительно улучшить их сходимость. Как было отмечено выше,
для восстановления глюонного каскада использовалась специальная подпрограмма
генерации TMD партонных ливней, встроенная в Монте-Карло генератор событий
CASCADE, которая позволяет реконструировать цепочку глюонных эмиссий в на-
чальном состоянии.

Для исследования чувствительности полученных результатов к выбору TMD функ-
ций распределений глюонов, все вычисления проводились с несколькими глюонными
плотностями, подчиняющимися уравнению эволюции CCFM, а именно, A0, JH’2013
set 1 и JH’2013 set 2. Основные теоретические неопределенности в расчетах связа-
ны с выбором масштабов факторизации µF и ренормализации µR в жестком вза-
имодействии. Масштаб ренормализации выбирался в соответствии с подпроцессом,
в то время как масштаб факторизации для любых подпроцессов выбирался в виде
µ2
F = ŝ +Q2

T , согласно определению масштаба эволюции CCFM (57). Оценка таких
неопределенностей осуществлялась путем изменения масштаба µR (увеличением и
уменьшением с коэффициентом 2) и одновременным изменением глюонных плотно-
стей на A0+(-), JH’2013 set 1 mur+(mur-) и JH’2013 set 2 mur+(mur-), соответственно.
При этом, масштаб µ2

F = ŝ+Q2
T остается неизменным. Подробнее см. раздел 1.7.
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В численных расчетах использовались следующие значения:mc = 1.5 ГэВ, mJ/ψ =

3.097 ГэВ, mψ′ = 3.69 ГэВ, mχc1 = 3.51 ГэВ, mχc2 = 3.56 ГэВ, Br(ψ′ → J/ψ+2π) =

0.529, Br(χc1 → J/ψ + γ) = 0.339, Br(χc2 → J/ψ + γ) = 0.192 [131].

3.4.1 Выбор факторизационного масштаба

В целом, выбор факторизационного масштаба является очень важным вопросом.
В подходе kT -факторизации поправки высших порядков коллинеарной КХД вклю-
чены в TMD глюонные функции, в которых данный параметр определяет макси-
мальный угол глюонных эмиссий (57) и тем самым ’управляет’ этими поправками. С
одной стороны, кажется вполне естественным использовать одно и тоже определение
µF во всех вычислениях. Однако, для узкого ряда процессов в определенных кине-
матических областях, где вклады следующих за лидирующим порядков значительно
превышают вклады лидирующего порядка, выбор µF может играть ключевую роль.
В данной работе таким специфичным процессом является процесс рождения пары
J/ψ мезонов через синглетный механизм (144).

Своеобразным свойством партонного подпроцесса (144) является то, что его сече-
ние резко падает с ростом ŝ, поэтому для такого процесса характерны малые ŝ. В то
же самое время, спектры начальных глюонов по поперечному импульсу kT экспонен-
циально широкие. Это приводит к тому, что в произвольной паре взаимодействую-
щих глюонов поперечный импульс |kT | одного из глюонов будет намного больше дру-
гого. В результате, обычное выражение факторизационного масштаба (57) сводится
к линейной траектории µ2

F = ŝ + Q =⇒ µ2
F ≃ k2

T уже при небольших поперечных
импульсах J/ψ мезонов. Однако такое соотношение приводит к некоторому проти-
воречию. Согласно общему определению, глюонная плотность fg(x,k

2
T , µ

2
F ) должна

описывать вероятностное распределение по поперечному импульсу k2
T при любом за-

данном µ2
F . В то же время, вырождение масштаба µ2

F ≃ k2
T приводит к однозначному

определению kT для наперед заданного масштаба µF . Условие µ2
F ≃ k2

T приводит к
смещению фазового объема всех допустимых поперечных импульсов к узкой области,
сконцентрированной около их верхнего предела. При этом верхний предел находит-
ся в неустойчивом положении, приводящем к значительному изменению глюонной
плотности от больших значений при k2

T < µ2
F до малых при k2

T > µ2
F . Это продемон-

стрировано на Рис. 19, где приведены распределения глюонной плотности JH’2013
set 1 по поперечному импульсу kT при определенных x и µ2

F . Данный факт делает вы-
числения нестабильными по отношению к даже небольшим изменениям в масштабе
факторизации.

Эти свойства также проиллюстрированы на Рис. 20 и 21. На первом приведе-
ны дважды дифференциальные сечения парного рождения J/ψ мезонов как функ-
ции поперечных импульсов начальных глюонов dσ/d log10 |k1T |d log10 |k2T |. Поведение
модельных амплитуд вне массовой поверхности партонного подпроцесса предпола-
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Рис. 19: Эффект вариации масштаба в TMD распределении глюонов JH’2013 set
1. Изменение факторизационного масштаба в 2 раза соответствует переходу между
красным и синим распределением; в области µ2

F ≃ k2
T разница может достигать

нескольких порядков.

галось равным |A|2 ≃ 1, |A|2 ≃ 1/ŝ2 и |A|2 ≃ 1/ŝ4. Видно, что выбор масштаба в
виде µ2

F = ŝ/4 ведет к устранению линейной зависимости µ2
F ≃ k2

T , обеспечивая
нечувствительность формы распределения к свойствам матричного элемента и поз-
воляя поперечным импульсам свободно изменяться в допустимом фазовом простран-
стве, согласно определению fg(x,k

2
T , µ

2
F ). С другой стороны, выбор масштаба в виде

µ2
F = ŝ + Q2

T приводит к существенному сдвигу распределения в область больших
значений k2

T при изменении амплитуды |A|2 (уменьшении характерных ŝ).
Рис. 21 отражает такое поведение сечения на примере дифференциальных спек-

тров по поперечному импульсу пары J/ψ мезонов pT (J/ψ, J/ψ) и инвариантной массе
m(J/ψ, J/ψ). Чем больше зависимость амплитуды |A|2 от ŝ, тем сильнее происходит
сдвиг к границе нестабильности µ2

F ≃ k2
T , которая значительно влияет на форму

распределений, как видно из полученных распределений. На самом деле, проблема
является более общей и не относится только к подпроцессу (144) парного рождения
J/ψ мезонов. Вне зависимости от поведения матричного элемента, всегда существует
область, в которой выполняется условие p2T ≫ ŝ, что может привести к аналогич-
ной нестабильности. Однако, на данный момент такие области ни в экспериментах
ATLAS и CMS, ни в эксперименте LHCb не достижимы для большинства процессов.
Поэтому процесс парного рождения J/ψ мезонов является своего рода уникальным,
так как для него данная проблема проявляется при меньших pT , которые уже были
измерены экспериментально [24].

Таким образом, с одной стороны, вырождение двумерного фазового пространства
(µ2

F ,k
2
T ) в одномерное µ2

F ≃ k2
T неизбежно при увеличении pT , вне зависимости от

свойств матричного элемента. Это приводит к значительной чувствительности ре-
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Рис. 20: Дважды дифференциальное сечение парного рождения J/ψ мезонов как
функция поперечных импульсов начальных глюонов dσ/d log10 |k1T |d log10 |k2T |. Вы-
числения выполнены с различными факторизационными масштабами и различными
модельными матричными элементами |A|2 для партонных подпроцессов. Левая ко-
лонка соответствует µ2

F = ŝ+Q2
T , правая - µ2

F = ŝ/4. Верхний ряд, |A|2 ≃ 1; средний
ряд, |A|2 ≃ 1/ŝ; нижний ряд, |A|2 ≃ 1/ŝ4. Вычисления приведены для глюонного
распределения JH’2013 set 1.
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Рис. 21: Распределения по поперечному импульсу pT (J/ψ, J/ψ) (слева) и инвариант-
ной массе m(J/ψ, J/ψ) (cправа) пары J/ψ мезонов. Вычисления выполнены с фак-
торизационным масштабом µ2

F = ŝ + Q2
T и модельными матричными элементами:

верхний ряд, |A|2 ≃ 1; средний ряд, |A|2 ≃ 1/ŝ; нижний ряд, |A|2 ≃ 1/ŝ4. Вычисле-
ния приведены для глюонного распределения JH’2013 set 1.
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зультатов от выбора масштаба µF . Поскольку такое поведение наблюдается только
в достаточно редких случаях с участием подпроцессов с очень маленькими значе-
ниями ŝ, то можно просто переопределить масштаб µ2

F для последних. Определение
µ2
F связано с максимальным углом разлета кварк-антикварковой пары, образован-

ной в подпроцессе γ∗g∗ → qq̄ , следовательно процессы с другой топологией могут
допускать другие виды зависимостей масштаба µ2

F .
C другой стороны, можно следовать устоявшейся парадигме, согласно которой

определение µ2
F должно сохранять согласованность между процедурами фитиро-

вания (из которых были получены плотности глюонов) и вычислениями, в кото-
рых применяются полученные глюонные плотности. Соответственно, зависимость
µ2
F ∼ ŝ +Q2

T должна сохраняться. Таким образом, выбор µF является частью пред-
ложенной параметризации TMD функций распределения. Использование масштаба
µ2
F = (ŝ+Q2

T )/4 позволяет решить проблему нестабильности вычислений и сохраня-
ет согласованность с параметризацией, поскольку такому масштабу отвечают TMD
распределения глюонов JH’2013 set 1 muf- и JH’2013 set 2 muf- (см. раздел 1.7). Ука-
занные глюонные функции были использованы в численных расчетах, приведенных
в данной работе, наряду с JH’2013 set 1 и JH’2013 set 2.

Следует отметить, что численная неустойчивость расчетов при µ2 ≃ k2
T , вероят-

но, указывает на приближение к границам применимости подхода kT -факторизации.
Определенно, данные вопросы требуют более детального изучения, в том числе по-
иска других процессов, в которых проявлялись бы аналогичные свойства. Однако
подобные вопросы выходят за рамки настоящей работы.

3.5 Результаты расчетов

В данном разделе представлены результаты наших расчетов сечений процессов
парного рождения J/ψ мезонов в различных кинематических областях, отвечающих
экспериментам ATLAS, CMS и LHCb. Проведено сравнение фрагментационных вкла-
дов, рассчитываемых в подходе kT -факторизации и в коллинеарном приближении.
Изучена роль дополнительных фрагментационных вкладов в двойном партонном
рассеянии. Проведено сравнение полученных предсказаний с экспериментальными
данными коллабораций ATLAS и LHCb [24, 40, 132]. Определена величина эффек-
тивного сечения ДПР σeff из данных LHCb. Данные исследования представлены в
работах [55,57].

3.5.1 Роль множественных глюонных излучений

Как было показано ранее, в подходе kT -факторизации с помощью фрагмента-
ционного механизма можно эффективно учесть синглет-октетные и октет-октетные
вклады в процессы парного рождения J/ψ мезонов. Важным вопросом, требующим
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детального исследования, является роль и место комбинаторных вкладов множе-
ственных глюонных излучений, возникающих в начальном состоянии, среди других
вкладов в различных кинематических областях.

Для изучения этой роли в подходе kT -факторизации были рассчитаны сечения
ряда подпроцессов: подпроцесс (144) синглетного рождения J/ψ мезонов, как вклад,
дающий основное интегральное сечение; подпроцессов (152) и (154), учитывающих
множественные глюонные излучения для оценки комбинаторных фрагментационных
вкладов, согласно методу, описанному в разделе 3.2. Кроме этого, был рассчитан
вклад подпроцесса (153) в коллинеарном подходе для сравнения с комбинаторными
вкладами. Для расчетов фрагментационных вкладов использовались функции фраг-
ментации очарованных кварков (112) и глюонов (127), в которых были удержаны
только главные слагаемые, отвечающие переходам через промежуточные состояния
cc̄[3S

(1)
1 ] и cc̄[3S(8)

1 ], соответственно. Для них было решено совместно уравнение эволю-
ции (133)-(134). Остальные (нелидирующие) слагаемые в функциях фрагментации,
также как и вклады от радиационных распадов ψ′ и χcJ были опущены, поскольку
исследование проводилось на качественном уровне. Полные расчеты дифференци-
альных сечений будут представлены в следующих разделах.

В численных расчетах факторизационный и ренормализационный масштабы бы-
ли выбраны в виде µ2

F = µ2
R = ŝ +Q2

T . Фрагментационный масштаб, содержащийся
в D(z, µ2

fragm), был выбран как µ2
fragm = m2

Q + p2T , где mQ и pT — масса и поперечный
импульс фрагментируемого партона.

На Рис. 22 представлены результаты вычислений вкладов указанных выше под-
процессов в дифференциальные сечения парного рождения J/ψ мезонов как функ-
ции инвариантной массы m(J/ψ, J/ψ) пары J/ψ мезонов и разности быстрот между
ними ∆y(J/ψ, J/ψ) при энергии

√
s = 13 ТэВ. При отборе событий требовалось, что-

бы каждый J/ψ мезон имел поперечный импульс pT (J/ψ) > 10 ГэВ, что примерно
соответствует общим критериям отбора, используемым в анализах данных коллабо-
раций ATLAS и CMS. Для иллюстрации эффектов разных TMD плотностей глюонов,
результаты были получены с двумя TMD глюонными функциями распределения: A0
и JH’2013 set 2.

Из полученных распределений видно, что аккуратный учет комбинаторных вкла-
дов, образованных от фрагментации множественных глюонных излучений в J/ψ ме-
зоны (отмечены как “Fragm. comb.” и соответствуют подпроцессу (152)), значительно
(вплоть до 10 раз) увеличивает сечение по сравнению с вкладами, образованными в
коллинеарном подпроцессе лидирующего порядка КХД (отмечены как “Fragm.coll.”
и соответствуют (153)). Для того, чтобы подчеркнуть эффект учета поправок выс-
ших порядков в подходе kT -факторизации, были рассмотрены вклады подпроцесса
глюон-глюонного слияния вне массовой поверхности (152), в котором отбиралась
только одна пара глюонов в каждом событии: глюон, образованный в жестком взаи-
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Рис. 22: Вклады различных подпроцессов в сечение парного рождения J/ψ мезо-
нов, рассчитанные как функции инвариантной массы m(J/ψ, J/ψ) (слева) и разности
быстрот ∆y(J/ψ, J/ψ) (справа) при энергии

√
s = 13 ТэВ для глюонных плотностей

A0 (сверху) и JH’2013 set 2 (снизу). Каждый J/ψ мезон удовлетворяет условию:
pT (J/ψ) > 10 ГэВ.
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Рис. 23: Вклады различных подпроцессов в сечение парное рождение J/ψ мезонов,
рассчитанные как функции инвариантной массы m(J/ψ, J/ψ) и разности быстрот
∆y(J/ψ, J/ψ) при энергии

√
s = 13 ТэВ для глюонных плотностей A0 (сверху) и

JH’2013 set 2 (снизу). Каждый J/ψ мезон удовлетворяет условиям: 4.5 < pT (J/ψ) <

10 ГэВ и 2 < y(J/ψ) < 4.5.
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модействии и глюон из каскада с наибольшим поперечным импульсом (отмечены как
“Fragm. lead.”). Хорошая согласованность данного распределения с коллинеарными
расчетами в широкой кинематической области показывает, что отбор двух наиболее
жестких глюонов примерно соответствует коллинеарному пределу в лидирующем по-
рядке КХД. Это означает, что возникающая разница между полными сечениями, по-
лученными в рамках kT -факторизационного подхода и обычным коллинеарном при-
ближении, может быть, по большей части, отнесена к поправкам высших порядков,
которую удается эффективно учесть с помощью предложенных фрагментационных
вкладов от множественных глюонных излучений.

Кроме того, было обнаружено, что комбинаторные вклады начинают играть до-
минирующую роль в областях инвариантных масс m(J/ψ, J/ψ) > 25 ГэВ для TMD
глюонного распределения A0 (m(J/ψ, J/ψ) > 35 ГэВ для распределения JH’2013 set
2) и в областях |∆y(J/ψ, J/ψ)| > 1. Как и ожидалось, они начинают сильно превы-
шать вклады синглетного механизма (обозначенного как “CS”). Следует отметить,
что количественная разница в предсказаниях между TMD распределениями A0 и
JH’2013 set 2 связана, в первую очередь, с различными значениями непертурбатив-
ных матричных элементов (см. Таблица 1). Кроме того, было получено, что вклады
подпроцессов (154), включающих процессы фрагментации очарованных кварков, да-
ют небольшой вклад по сравнению с (152)(порядка 5%), однако их также следует
учитывать при полных расчетах.

Напротив, комбинаторный фрагментационный эффект мал в области передних
быстрот, отвечающих кинематической области коллаборации LHCb. Для иллюстра-
ции этого были проведены аналогичные вычисления, соответствующие следующим
критериям отбора: 4.5 < pT (J/ψ) < 10 ГэВ и 2 < y(J/ψ) < 4.5. Полученные ре-
зультаты для дифференциальных сечений по m(J/ψ, J/ψ) и ∆y(J/ψ, J/ψ) представ-
лены на Рис. 23. Из полученных распределений видно, что комбинаторный эффект
множественных глюонных излучений дает сравнительно небольшой вклад в сечение
рождения J/ψ мезонов в области передних быстрот и сопоставим с фрагментаци-
онным вкладом коллинеарного подпроцесса. На фоне больших вкладов синглетного
механизма рождения пары J/ψ мезонов фрагментационный механизм рождения мо-
жет быть опущен. Отметим, что наблюдаемый эффект не является неожиданным,
поскольку при больших быстротах (а, значит, при больших долях импульса x одного
из взаимодействующих глюонов) глюонные эмиссии в начальном состоянии сильно
подавлены.

Таким образом, легко видеть, что комбинаторные фрагментационные вклады иг-
рают существенную роль в области центральных быстрот, что соответствует кине-
матическим областям, исследуемым коллаборациями ATLAS и CMS. Учет множе-
ственных глюонных эмиссий в подходе kT -факторизации для амплитуд вне массовой
поверхности, вычисленных в лидирующем порядке, позволяет включить значитель-
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ную часть поправок высших порядков коллинеарной КХД (превышение над колли-
неарными расчетами в лидирующем порядке достигает 10 раз). При этом, в передней
области быстрот при небольших поперечных импульсах, отвечающих эксперименту
LHCb, эти вклады становятся намного менее существенными и в ряде случаев могут
быть безопасно опущены. Однако следует отметить, что в целом ряде процессов с
участием тяжелых кваркониев, таких как J/ψ+Υ или J/ψ+D, синглетные вклады
в ведущих порядках теории возмущений отсутствуют, а следовательно сечение, даже
в области передних быстрот, будет определяться вкладами фрагментации и ДПР.

3.5.2 Парное рождение J/ψ мезонов в передней области быстрот

В предыдущем разделе было показано, что комбинаторные вклады в процесс пар-
ного рождения J/ψ мезонов от множественных излучений глюонов пренебрежимо
малы в передней области быстрот при небольших поперечных импульсах, поэтому
экспериментальные данные коллаборации LHCb могут быть описаны только вклада-
ми от синглетного механизма рождения и механизма двойного партонного рассеяния.
Интерес к изучению данного процесса в передней области быстрот заключается как
в определении эффективного сечения ДПР σeff, так и попытке самосогласованного
описания процессов парного рождения J/ψ мезонов в подходе kT -факторизации в
рамках нерелятивистской КХД. Учитывая небольшое количество рассматриваемых
подпроцессов в передней области быстрот, сама величина эффективного сечения
может быть определена из доступных экспериментальных данных с наименьшими
неопределенностями.

Экспериментальные данные для процесса парного рождения J/ψ мезонов в обла-
сти передних быстрот были получены коллаборацией LHCb при энергиях

√
s = 7 и

13 ТэВ [40,132]. В обоих анализах отбирались события, удовлетворяющие условиям:
p(J/ψ) < 10 ГэВ и 2 < y(J/ψ) < 4.5. Для энергии

√
s = 7 ТэВ было измерено только

распределение по инвариантной массе m(J/ψ, J/ψ) пары J/ψ мезонов, в то время как
для энергии

√
s = 13 ТэВ были получены распределения по поперечному импуль-

су и быстроте, pT (J/ψ) и y(J/ψ), J/ψ мезона; по инвариантной массе и быстроте,
m(J/ψ, J/ψ) и y(J/ψ, J/ψ), пары J/ψ мезонов; разности быстрот и азимутальных
углов, ∆y(J/ψ, J/ψ) и ∆ϕ(J/ψ, J/ψ), между J/ψ мезонами; асимметрии поперечного
импульса AT . Каждое из указанных распределений было определено в фазовых объ-
емах, соответствующих поперечному импульсу пары J/ψ мезонов: pT (J/ψ, J/ψ) > 1

ГэВ, pT (J/ψ, J/ψ) > 3 ГэВ, а также без ограничений на pT (J/ψ, J/ψ) (для которо-
го тоже было приведено соответствующее распределение). Асимметрия поперечного
импульса отпределяется согласно:

AT =

∣∣∣∣pT (J/ψ1)− pT (J/ψ2)

pT (J/ψ1) + pT (J/ψ2)

∣∣∣∣ (167)

Для описания этих данных были рассчитаны сечения от подпроцесса синглетного
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механизма рождения (144). В области малых инвариантных масс (m(J/ψ, J/ψ) < 15

ГэВ) дополнительными вкладами от радиационных распадов ψ′ и χcJ в данный меха-
низм можно пренебречь. Подавленность таких вкладов можно объяснить большим
влиянием массы чармония в выделенном фазовом пространстве и меньшими зна-
чения синглетных непертурбативных матричных элементов для возбужденных со-
стояний по сравнению с J/ψ мезоном. Кроме того, было вычислено сечение ДПР
согласно (164), с учетом вкладов от ψ′, χcJ . Поскольку вклад двойного партонного
рассеяния разбивается на два независимых партонных взаимодействия, то в каждом
из них должен образовываться только один чармоний, неважно в жестком ли взаи-
модействии или с помощью фрагментационного механизма. Это означает отсутствие
комбинаторных вкладов, роль которых была показана в предыдущем разделе. Соот-
ветственно, дополнительные фрагментационные вклады в ДПР от множественных
глюонных излучений, безусловно, будут, однако они всегда будут меньше комбина-
торных, вклад которых были найден малым в передней области быстрот при таких
малых поперечных импульсах. В соответствии с этим, при расчете сечений двойного
партонного рассеяния фрагментационные вклады в (166) были опущены, т.е. учиты-
вались только промежуточные состояния (165). Факторизационный и ренормализа-
ционный масштабы были выбраны в виде µ2

F = µ2
R = ŝ+Q2

T , поскольку поперечные
импульсы J/ψ мезонов недостаточно большие для перехода в “нестабильную” об-
ласть p2T ≫ ŝ для синглетного механизма рождения, который детально обсуждался
в разделе 3.4.1.

Отметим, что в расчетах дифференциальных сечений парного рождения J/ψ ме-
зонов только синглетный вклад зависит от выбора TMD глюонных распределений.
Вклад ДПР, в котором не учитываются фрагментационные механизмы, практически
не будет зависеть от выбора глюонной функции распределения, поскольку в сечениях
одиночного рождения J/ψ мезонов изменение выбора TMD плотности глюонов ком-
пенсируется изменением непертурбативных матричных элементов (см. раздел 2.1.2).

Таким образом, в наших расчетах остается неопределенным только величина эф-
фективного сечения σeff двойного партонного рассеяния. Последнее рассматривает-
ся как независимый параметр и может быть напрямую определено из соображений
наилучшего описания экспериментальных данных LHCb согласно формуле полного
сечения парного рождения J/ψ мезонов в кинематической области LHCb:

σ(pp→ J/ψ J/ψ) = σCS(pp→ J/ψ J/ψ) +
1

2

σ1(pp→ J/ψX)σ2(pp→ J/ψX)

σeff
. (168)

Процедура фитирования была выполнена раздельно для различных кинемати-
ческих распределений, с помощью алгоритма, встроенного в программный пакет
GNUPLOT. Однако не все измерения коллаборации LHCb одинаково хорошо под-
ходят для извлечения эффективного сечения. Учет распределений, где вклады ДПР
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значительно меньше теоретических неопределенностей синглетных вкладов, приво-
дит лишь к увеличению общей ошибки определения σeff. Поэтому процедура фитиро-
вания осуществлялась для всех распределений, приведенных выше, за исключением
распределений в фазовой области, отвечающей pT (J/ψ, J/ψ) > 3 ГэВ (кроме, рас-
пределений по ∆y(J/ψ, J/ψ)). Помимо этого, из рассмотрения были исключены все
распределения по ∆ϕ(J/ψ, J/ψ).

В результате фитирования были получены среднеквадратичные значения эффек-
тивных сечений, которые составили σeff = 17.5±4.1 мбн для глюонной плотности A0
и σeff = 13.8±0.9 мбн для JH’2013 set 2. Соответствующие им неопределенности были
рассчитаны с помощью t-распределения Стьюдента на уровне доверия P = 95%. В
пределах погрешностей данные значения совпадают друг с другом. Более того, было
достигнуто значительное согласие с большинством оценок σeff, основанных на анали-
зе процессов с различными конечными состояниями, такими как, W+2 струи [44,45],
2γ + 2 струи [46], γ + 3 струи [47], 4 струи [48], J/ψ + D+, J/ψ + D0, J/ψ + Λ+

c [49],
Υ(1S) +D0 [38]. При этом, они значительно превышают предыдущие оценки, полу-
ченные для того же самого конечного состояния, J/ψ + J/ψ, а также ряда других
процессов [24,39–43].

Сравнение рассчитанных сечений с экспериментальными данными LHCb пред-
ставлено на Рис. 24 - 27 для A0 и JH’2013 set 2 TMD глюонных распределений, при
этом использовались определенные выше значения σeff. Теоретические неопределен-
ности включают в себя не только изменения масштабов, но и ошибки, связанные с
определением σeff. Как видно из распределений, было достигнуто хорошее согласие
между результатами вычислений и экспериментальными данными, за исключени-
ем области малых инвариантных масс, m(J/ψ, J/ψ) < 9 ГэВ, где наши предсказания
значительно переоценивают данные LHCb. Это расхождение связано с особенностями
подпроцесса (144), которому был посвящен раздел 3.4.1. Кроме того, из полученных
распределений видно, что для описания данных LHCb необходимы как синглетные
механизмы, так и механизмы ДПР. В частности, вклады последних существенны для
описания распределений по ∆y(J/ψ, J/ψ) при ∆y(J/ψ, J/ψ) > 1 − 1.5, что подтвер-
ждает ожидания [35, 133]. Также они важны для других распределений по быстро-
там J/ψ мезонов и формы распределения асимметрии поперечного импульса AT при
AT < 0.4.

Таким образом, нами были описаны экспериментальные данные коллаборации
LHCb по парному рождению J/ψ мезонов в передней области быстрот. Были опреде-
лены величины эффективного сечения σeff ∼ 15 мбн, которые совпадают в пределах
погрешностей с большинством оценок, основанных на анализе других процессов. По-
следнее может свидетельствовать в пользу меньшей зависимости данного параметра
от типа рождающихся частиц.
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Рис. 24: Дифференциальные сечения процесса парного рождения J/ψ мезонов как
функции инвариантной массы m(J/ψ, J/ψ) и поперечного импульса pT (J/ψ, J/ψ),
вычисленных при энергии

√
s = 13 ТэВ (сверху); как функции инвариантной массы

m(J/ψ, J/ψ) при энергии
√
s = 7 ТэВ (снизу). Кинематические условия отбора при-

ведены в тексте. Экспериментальные данные LHCb взяты из работ [40,132].
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Рис. 25: Сечение процесса парного рождения J/ψ мезонов как функции различных
кинематических переменных, вычисленных при энергии

√
s = 13 ТэВ. Кинематиче-

ские условия отбора приведены в тексте. Экспериментальные данные LHCb взяты
из работы [40].
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Рис. 26: Сечение процесса парного рождения J/ψ мезонов как функции различных
кинематических переменных, вычисленных при pT (J/ψ, J/ψ) > 1 ГэВ и энергии
√
s = 13 ТэВ. Остальные кинематические ограничения приведены в тексте. Экс-

периментальные данные LHCb взяты из работы [40].
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Рис. 27: Сечение процесса парного рождения J/ψ мезонов как функции различных
кинематических переменных, вычисленных при pT (J/ψ, J/ψ) > 3 ГэВ и энергии
√
s = 13 ТэВ. Остальные кинематические ограничения приведены в тексте. Экс-

периментальные данные LHCb взяты из работы [40].
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3.5.3 Парное рождение J/ψ мезонов в центральной области быстрот

В центральной области быстрот для процессов парного рождения J/ψ мезонов
большую роль играют комбинаторные фрагментационные вклады. Вследствие этого,
для точного количественного сравнения с экспериментальными данными коллабора-
ции ATLAS необходимо учитывать все подпроцессы, приведенные в данной главе.
Кроме того, важную роль будут играть вклады от радиационных распадов возбуж-
денных состояний ψ′ и χcJ , которые, в том числе, могут быть образованы с помо-
щью фрагментационных механизмов. Их учет позволяет включить дополнительные
каналы для фрагментации, тем сам значительно усиливая комбинаторные вклады,
возникающие от множественных глюонных излучений. Ожидается, что в данной ки-
нематической области эти эффекты также будут существенно влиять на вклад ДПР,
который может быть рассчитан по предложенной выше схеме (см. раздел 3.3.1).

Последние экспериментальные данные для процесса парного рождения J/ψ ме-
зонов в области центральных быстрот были получены коллаборацией ATLAS при
энергии

√
s = 8 ТэВ [24]. В данной работе были представлены измерения дифферен-

циальных сечений как функций поперечного импульса pT (J/ψ, J/ψ) и инвариантной
массы m(J/ψ, J/ψ) пары J/ψ мезонов, разности быстрот ∆y(J/ψ, J/ψ) и азимуталь-
ных углов ∆ϕ(J/ψ, J/ψ) в фазовом объеме, отвечающем следующим критериям от-
бора: pT (J/ψ) > 8.5 ГэВ и |y(J/ψ)| < 2.1 для каждого J/ψ мезона, |η(µ)| < 2.3 для
всех мюонов, образованных от распадов J/ψ → µ+µ−, pT (µ) > 4 ГэВ для мюонов
от триггерного J/ψ мезона и pT (µ) > 2.5 ГэВ для других мюонов. Также были при-
ведены дифференциальные сечения как функции поперечного импульса pT (J/ψ2)

следующего за лидирующим J/ψ мезона, pT (J/ψ, J/ψ) и m(J/ψ, J/ψ), соответству-
ющие отбору pT (J/ψ) > 8.5 ГэВ, |y(J/ψ)| < 2.1 для каждого J/ψ мезона без огра-
ничений на мюоны в конечном состоянии. Данные измерения были получены в двух
интервалах по быстроте следующего за лидирующим J/ψ мезона: |y(J/ψ2)| < 1.05 и
1.05 < |y(J/ψ2)| < 2.1. В наших численных расчетах данные критерии отбора были
воспроизведены в точности.

Для описания этих данных в рамках kT -факторизационного подхода были рас-
считаны сечения от подпроцессов синглетного механизма рождения чармониев (144),
(146), (147), (148); подпроцессов синглет-октетного и октет-октетного механизмов
рождения, учитываемых в рамках фрагментационного подхода (поэтому, далее, бу-
дем называть их обощенно фрагментационными подпроцессами), (152), (154), (157),(158),
включающих множественные глюонные излучения и вычисляемых согласно формуле
(159) (см. раздел 3.2.1); вклад механизма двойного партонного рассеяния, включа-
ющий в себя дополнительные фрагментационные вклады (166). Для всех вышеука-
занных подпроцессов было учтено рождение возбужденных состояний ψ′ и χcJ , для
которых моделировались радиационные распады ψ′ → J/ψ + 2π и χcJ → J/ψ + γ.
Для расчетов фрагментационных вкладов использовались соответствующие функ-
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ции фрагментации очарованных кварков (112) - (114) и глюонов (127) - (129), со-
держащие в себе все указанные в данных формулах промежуточные состояния. Для
каждого из чармониев были совместно решены уравнения эволюции (133) и (134).

Расчеты были выполнены со следующим выбором масштабов жесткого взаимо-
действия. Для подпроцессов синглетного рождения факторизационный и ренормали-
зационный масштабы были выбраны в виде µ2

F = 1
4
(ŝ+Q2

T ) и µ2
R = 1

4
(m2

ψ+
1
2
(p21T+p

2
2T )),

cоответственно, где p1T и p2T — поперечные импульсы образованных чармониев. Для
этих процессов были использованы TMD глюонные плотности JH’2013 set 1 muf-
и JH’2013 set 2 muf-, соответствующие данному µ2

F . Выбор такого масштаба был
вызван особенностью подпроцесса (144), которая проявляется в кинематической об-
ласти ATLAS (см. подробные рассуждения в разделе 3.4.1).

Для фрагментационных вкладов и вкладов ДПР были выбраны следующие мас-
штабы: µ2

F = ŝ + Q2
T , µ2

R = m2
ψ + p2T для подпроцессов с образованием глюона вне

массовой поверхности или пары очарованных кварков в определенных Фоковских
состояниях; µ2

F = ŝ +Q2
T , µ2

R = m2
c +

1
2
(p21T + p22T ) для подпроцессов с образованием

свободных кварков. Для этих процессов использовались TMD глюонные плотности
JH’2013 set 1 и JH’2013 set 2. Как и ранее, фрагментационные масштабы были вы-
браны в виде µ2

fragm = m2
Q+p

2
T , где mQ и pT — масса и поперечный импульс фрагмен-

тируемого партона. Величина эффективного сечения ДПР была выбрана σeff = 13.8

мбн, что соответствует значению, извлеченному из данных LHCb (cм. раздел 3.5.2).
Сравнение результатов численных расчетов с экспериментальными данными при-

ведено на Рис. 28 и 29. Из полученных распределений видно, что предсказания, вы-
численные с глюонной плотностью JH’2013 set 1 (для которой на рисунках также
приведены распределения для каждого из вкладов) лежат достаточно близко к экс-
периментальным данным и cогласуются со многими из них в пределах теоретических
неопределенностей. Кроме того, отчетливо видно, что комбинаторные вклады от мно-
жественных глюонных излучений, а также вклады ДПР (включающие фрагмента-
ционные механизмы), дополняют друг друга в различных кинематических областях.
В то время, как роль фрагментационных вкладов от подпроцессов (152), (154), (157),
(158) убывает с увеличением быстроты образованных J/ψ мезонов (согласно тому,
как это было показано в разделе 3.5.1), вклады ДПР начинают играть существен-
ную роль. Сумма таких вкладов, обозначеная как “DPS + Fragm.” дает значительный
вклад в распределения по инвариантной массе m(J/ψ, J/ψ) и разделению по быст-
ротам ∆y(J/ψ, J/ψ). Это означает, что аккуратный учет всех фрагментационных
вкладов чрезвычайно важен для описания экспериментальных данных ATLAS. Кро-
ме того, была подтверждена качественная оценка роли множественных глюонных
излучений, изложенная в разделе 3.5.1. Отдельно на Рис. 28 и 29 приведены рас-
пределения, идущие от подпроцессов (146)-(148) и отмеченные как “processes (2)-(4)”,
однако, на фоне фрагментационных вкладов, их роль оказалась невелика в рассмат-

78



10 12 14 16 18 20 22 24 26
) [GeV]

2
ψ(J/

T
p

4−10

3−10

2−10

1−10

1

10

210

 [p
b/

2.
5 

G
eV

] 
) 2

ψ
(J

/
T

dp
 )

ψ
+

J/
ψ

(J
/

σd  

)| < 1.05
2

ψ|y(J/

ATLAS data

sum (JH'2013 set 1)

sum (JH'2013 set 2)

DPS (JH'2013 set 1)

DPS + Fragm. (JH'2013 set 1)

processes (2)-(4) (JH'2013 set 1)

10 12 14 16 18 20 22 24 26
) [GeV]

2
ψ(J/

T
p

4−10

3−10

2−10

1−10

1

10

210

 [p
b/

2.
5 

G
eV

] 
) 2

ψ
(J

/
T

dp
 )

ψ
+

J/
ψ

(J
/

σd  

)| < 2.1
2

ψ1.05 < |y(J/

ATLAS data

sum (JH'2013 set 1)

sum (JH'2013 set 2)

DPS (JH'2013 set 1)

DPS + Fragm. (JH'2013 set 1)

processes (2)-(4) (JH'2013 set 1)

0 10 20 30 40 50 60 70
) [GeV]ψ,J/ψ(J/

T
p

3−10

2−10

1−10

1

10

210

 [p
b/

5 
G

eV
] 

)
ψ

,J
/

ψ
(J

/
T

dp
 )

ψ
+

J/
ψ

(J
/

σd  

)| < 1.05
2

ψ|y(J/

ATLAS data

sum (JH'2013 set 1)

sum (JH'2013 set 2)

DPS (JH'2013 set 1)

DPS + Fragm. (JH'2013 set 1)

processes (2)-(4) (JH'2013 set 1)

0 10 20 30 40 50 60 70
) [GeV]ψ,J/ψ(J/

T
p

3−10

2−10

1−10

1

10

210

 [p
b/

5 
G

eV
] 

)
ψ

,J
/

ψ
(J

/
T

dp
 )

ψ
+

J/
ψ

(J
/

σd  

)| < 2.1
2

ψ1.05 < |y(J/

ATLAS data

sum (JH'2013 set 1)

sum (JH'2013 set 2)

DPS (JH'2013 set 1)

DPS + Fragm. (JH'2013 set 1)

processes (2)-(4) (JH'2013 set 1)

10 20 30 40 50 60 70 80

) [GeV]ψ,J/ψm(J/

3−10

2−10

1−10

1

10

210

 [p
b/

5 
G

eV
] 

)
ψ

,J
/

ψ
dm

(J
/

 )
ψ

+
J/

ψ
(J

/
σd  

)| < 1.05
2

ψ|y(J/

ATLAS data

sum (JH'2013 set 1)

sum (JH'2013 set 2)

DPS (JH'2013 set 1)

DPS + Fragm. (JH'2013 set 1)

processes (2)-(4) (JH'2013 set 1)

10 20 30 40 50 60 70 80

) [GeV]ψ,J/ψm(J/

3−10

2−10

1−10

1

10

210

 [p
b/

5 
G

eV
] 

)
ψ

,J
/

ψ
dm

(J
/

 )
ψ

+
J/

ψ
(J

/
σd  

)| < 2.1
2

ψ1.05 < |y(J/

ATLAS data

sum (JH'2013 set 1)

sum (JH'2013 set 2)

DPS (JH'2013 set 1)

DPS + Fragm. (JH'2013 set 1)

processes (2)-(4) (JH'2013 set 1)

Рис. 28: Дифференциальное сечение процесса парного рождения J/ψ мезонов при
энергии

√
s = 8 ТэВ в областях быстрот |y(J/ψ2)| < 1.05 (левая колонка) и 1.05 <

|y(J/ψ2)| < 2.1 (правая колонка), как функции поперечного импульса, pT (J/ψ2),
следующего за лидирующим J/ψ мезона (верхний ряд); поперечного импульса,
pT (J/ψ, J/ψ), пары J/ψ (центральный ряд); инвариантной массы, m(J/ψ, J/ψ), пары
J/ψ (нижний ряд). Полные теоретические предсказания показаны для JH’2013 set 1
и JH’2013 set 2, а также отдельно представлены вклады ДПР и ДПР + фрагмента-
ции. Экспериментальные данные ATLAS взяты из работы [24].
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Рис. 29: Дифференциальное сечение процесса парного рождения J/ψ мезонов при
энергии

√
s = 8 ТэВ как функции разности быстрот, ∆y(J/ψ, J/ψ) (левое верх-

нее); азимутальному углу, ∆ϕ(J/ψ, J/ψ) (правое верхнее); инвариантной массы
m(J/ψ, J/ψ) (левое нижнее); поперечного импульса, pT (J/ψ, J/ψ) (правое нижнее).
Полные теоретические предсказания показаны для JH’2013 set 1 и JH’2013 set 2, а
также отдельно представлены вклады ДПР и ДПР + фрагментации. Эксперимен-
тальные данные ATLAS взяты из работы [24].
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Рис. 30: Вклады ДПР в сечение процесса парного рождения J/ψ мезонов как функ-
ции разности быстрот ∆y(J/ψ, J/ψ) (слева) и инвариантной массы m(J/ψ, J/ψ) пары
J/ψ мезонов (справа). Стандартные и модифицированные вклады изображены раз-
дельно.

риваемой кинематической области.
Для исследования чувствительности результатов к выбору TMD глюонной плот-

ности, все вычисления были повторены с TMD глюонным распределением JH’2013
set 2. Полученные результаты указывают на хорошее согласие результатов с разны-
ми глюонными плотностями для большого количества наблюдаемых. Присутствует
небольшое расхождение в областях больших pT (J/ψ, J/ψ) и pT (J/ψ2), которое связа-
но с разницей в поведении двух глюонных распределений в области больших попе-
речных импульсов kT .

Отдельное внимание стоит уделить схеме вычисления ДПР, предложенной в раз-
деле 3.3.1 и учитывающей подпроцессы вида (166). Проведем сравнение с процессом
рождения J/ψ мезонов в стандартной схеме расчета двойного партонного рассея-
ния, которое включает в себя промежуточные состояния (165) (для наглядности
иллюстрации, здесь вклады от распадов ψ′ и χcJ были опущены). Расчеты удо-
влетворяют критериям отбора, содержащим кинематические ограничения на мюо-
ны. Для того, чтобы подчеркнуть важность учета фрагментаций от множествен-
ных глюонных излучений, были рассмотрены три различных источника вкладов в
J/ψ мезоны. Первый из них не содержит октетное промежуточное состояние

[
3S

(8)
1

]
,

т.е. содержит только комбинации вида
[
3S

(1)
1 , 3P

(8)
J

]
×
[
3S

(1)
1 , 3P

(8)
J

]
. Второй вклю-

чает подпроцессы вида
[
3S

(8)
1

]
×
[
3S

(1,8)
1 , 3P

(8)
J

]
. Суммирование первого и второго

вкладов приводит к стандартной схеме расчетов ДПР (165). Последний вклад пред-
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ставляет собой модификацию второго и включает в себя комбинации подпроцессов
[g, c] ×

[
g, c, 3S

(1)
1 , 3P

(8)
J

]
, как это было описано в разделе 3.3.1.

Сравнение вкладов от трех обозначенных источников приведено на Рис. 30. Оче-
видно, что модифицированная часть ДПР, обозначенная как “DPS J/ψ+ J/ψ fragm.
part.” и содержащая в себе фрагментационные вклады в рождение J/ψ мезонов при-
мерно в 3 раза превышает второй вклад (“DPS J/ψ + J/ψ part. with 3S

(8)
1 “). Кроме

того, она увеличивает полное сечение ДПР примерно в 2 раза. С нашей точки зре-
ния, предложенный в данной работе метод расчета ДПР дает достаточно интересные
результаты, которые могут могут быть важны в численных оценках.

Таким образом, нами были вычислены сечения процессов парного рождения J/ψ
мезонов в центральной области быстрот при кинематических ограничениях, соот-
ветствующих экспериментальным данным коллаборации ATLAS. Учет основных ме-
ханизмов рождения, в том числе фрагментационных, позволил значительно улуч-
шить согласие теоретических предсказаний в рамках нерелятивистской КХД с экс-
периментальными данными при энергии

√
s = 8 ТэВ, особенно в областях больших

m(J/ψ, J/ψ) и ∆y(J/ψ, J/ψ), где роль множественных глюонных излучений в началь-
ном состоянии важна. Кроме того, был предложен метод включения фрагментацион-
ных вкладов в механизм ДПР, в том числе и от множественных глюонных излучений.
Новые вклады существенно влияют на полное и дифференциальные сечения в об-
ласти центральных быстрот. Это означает, что учет дополнительных механизмов в
подпроцессах двойного рассеяния может играть важную роль при оценке эффектив-
ного сечения σeff для целого ряда процессов с образованием тяжелых кваркониев.

82



4 Процессы ассоциативного рождения калибровоч-

ных Z бозонов и струй тяжелых кварков

Процессы ассоциативного рождения векторных бозонов и струй в адронных столк-
новениях играют значительную роль в физике высоких энергий, поскольку являют-
ся основными источниками фона для различных процессов Стандартной модели, в
том числе при исследовании бозона Хиггса, а также за ее пределами. Теоретическое
описание данных процессов служит важной оценкой для проверки применимости
подходов пертурбативной КХД, поскольку измеряемые дифференциальные сечения
чувствительны не только к процессу жесткого взаимодействия, но и к эволюции пар-
тонных распределений, а также вкладам высших порядков теории возмущений. От-
дельный интерес вызывают процессы с участием струй тяжелых ароматов, сформи-
рованных c, b кварками, которые экспериментально с достаточно хорошей точностью
могут быть отделены от струй, образованных легкими u, d, s кварками и глюонами.
Исследование процессов ассоциативного рождения Z+b/c-струй в протон-протонных
столкновениях при энергиях LHC может рассматриваться как дополнительный, на-
ряду с процессами глубоконеупругого рассеяния, инструмент для изучения дина-
мики партонных распределений в протоне. Сравнение предсказаний, получаемых в
kT -факторизационном и коллинеарном подходах КХД с экспериментальными данны-
ми по ассоциативному рождению Z бозонов и тяжелых c, b-струй позволит изучить
границы применимости первого подхода для изучения широкого ряда процессов с
участием векторных бозонов и тяжелых кварков.

4.1 Партонные подпроцессы

В kT -факторизационном подходе КХД основным источником вкладов в процесс
ассоциативного рождения Z бозонов и тяжелых Q = (c, b) струй являются подпро-
цессы глюон-глюонного слияния вне массовой поверхности порядка ∼ O(αα2

s):

g∗(k1) + g∗(k2) → Z(p) +Q(p1) + Q̄(p2). (169)

Полный набор фейнмановских диаграмм этих процессов представлен на Рис. 31,
а вычисления соответствующих амплитуд вне массовой поверхности были проведе-
ны в работе [134]. Поскольку в экспериментальных анализах обычно накладываются
кинематические ограничения на пары лептонов, образованные от распада Z бозо-
нов, то во всех амплитудах учитывается распад Z → l+l−. При этом пропагатор
промежуточного бозона записывается в форме резонанса Брейта-Вигнера.

Поскольку процессы глюон-глюонного слияния доминируют в области малых x

и, следовательно, небольших поперечных импульсов струй или калибровочных бозо-
нов (pT (Z, jet) < 100 ГэВ), в то время как в последних экспериментальных анализах
достигается область pT (Z, jet) ∼ 300− 500 ГэВ, то для более корректного сравнения
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Рис. 31: Калибровочно-инвариантный набор диаграмм подпроцесса слияния глюонов
вне массовой поверхности с образованием калибровочного Z бозона в сопровождении
тяжелых кварков Q.

с экспериментальными данными необходимо учитывать также вклады от подпро-
цессов, включающих кварки и антикварки в начальном состоянии. В данной работе
были рассмотрены следующие подпроцессы, примеры диаграмм которых представ-
лены на Рис. 32:
рассеяния кварков порядка ∼ O(αα2

s):

q(k1) +Q(k2) → Z(p) + q(p1) +Q(p2), (170)

аннигиляции кварков ∼ O(αα2
s):

q(k1) + q̄(k2) → Z(p) +Q(p1) + Q̄(p2) (171)

и кварк-глюонного рассеяния ∼ O(αα3
s):

q(k1) + g(k2) → Z(p) + q(p1) +Q(p2) + Q̄(p3). (172)

Отметим, что подпроцесс кварк-глюонного рассеяния Q + g → Z + Q порядка
∼ O(ααs) не рассматривается, так как он эффективно учитывается в подпроцессе
слияния глюонов вне массовой поверхности, поскольку для используемых нами TMD
распределений (A0 и JH’2013 set 1 и set 2) морские кварки образуются из расщеп-
ления глюонов только на последнем этапе эволюции, т.е. в подпроцессах необходимо
явным образом учитывать вершину g∗ → Q+ Q̄, тем самым переходя к подпроцессу
(169).

84



Рис. 32: Примеры диаграмм подпроцессов с участием кварков в начальном состоянии
с образованием калибровочного Z бозона в сопровождении тяжелого кварка Q.

Указанные кварковые подпроцессы (170)-(172) играют важную роль в областях
больших поперечных импульсов (или, соответственно, в областях больших х), где
плотность кварковой материи значительно превосходит глюонную плотность. Со-
ответственно, поперечными импульсами начальных частиц можно пренебречь, что
обосновывает применение коллинеарной факторизации для расчета сечений этих
процессов.

4.1.1 Полные и дифференциальные сечения

Cечение подпроцесса (169) глюон-глюонного слияния 2 → 3 может быть рассчи-
тано в подходе kT -факторизации согласно формуле:

σ(pp→ Z +Q+ Q̄) =

∫
1

128π3(x1x2s)F
|A(g∗ + g∗ → Z +Q+ Q̄)|2×

×fg(x1,k2
1T , µ

2)fg(x2,k
2
2T , µ

2) dk2
1Tdk

2
2Tdp

2
1Tdp

2
2Tdydy1dy2

dϕ1

2π

dϕ2

2π

dψ1

2π

dψ2

2π
,

(173)

Здесь, fg(x,k2
T , µ

2) — TMD функции распределения глюонов в протоне, k2
1T = −k21 ̸=

0 и k2
2T = −k22 ̸= 0 — поперечные импульсы начальных виртуальных глюонов, ϕ1 и

ϕ2 - их азимутальные углы.
Для подпроцесса рассеяния кварков (170) в рамках коллинеарного приближения

сечение 2 → 3 представляется в виде:

σ(pp→ Z + q +Q) =
∑
q

∫
1

256π3(x1x2s)2
|A(q +Q→ Z + q +Q)|2×

×fq(x1, µ2)fQ(x2, µ
2) dp2

1Tdp
2
2Tdydy1dy2

dψ1

2π

dψ2

2π
,

(174)

85



где fq(x, µ2) — обычные (коллинеарные) функции распределения кварков в протоне
(17). В обоих случаях, p1 и p2 — импульсы конечных кварков, ψ1 и ψ2 — азимутальные
углы этих кварков, y, y1 и y2 — быстроты калибровочного бозона и конечных кварков,
соответственно,

√
s - энергия столкновения протонов. При этом в сечении необходимо

провести суммирование по всем ароматам кварков q. Величины x1 и x2 могут быть
выражены через переменные интегрирования, согласно законам сохранения энергии-
импульса:

x1
√
s = mT e

y +m1T e
y1 +m2T e

y2 (175)

x2
√
s = mT e

−y +m1T e
−y1 +m2T e

−y2 , (176)

где mT — поперечные массы конечных частиц. Аналогичным образом может быть
представлено сечение аннигиляции (171).

Сечение подпроцесса (172) кварк-глюонного рассеяния 2 → 4 в коллинеарном
приближении будет иметь вид:

σ(pp→ Z + q +Q+ Q̄) =
∑
q

∫
1

4096π5(x1x2s)2
|A(q + g → Z + q +Q+ Q̄)|2×

×fq(x1, µ2)fg(x2, µ
2)dp2

1Tdp
2
2Tdp

2
3Tdy1dy2dy3dy

dψ1

2π

dψ2

2π

dψ3

2π
,

(177)

где p1, p2, p3 - импульсы конечных кварков, ψ1, ψ2, ψ3 - азимутальные углы этих квар-
ков, y, y1, y2, y3 - быстроты калибровочного бозона и конечных кварков. Величины x1

и x2 могут быть выражены через переменные интегрирования, аналогично (175) и
(176):

x1
√
s = mT e

y +m1T e
y1 +m2T e

y2 +m3T e
y3 (178)

x2
√
s = mT e

−y +m1T e
−y1 +m2T e

−y2 +m3T e
−y3 . (179)

4.2 Расчеты в NLO приближении коллинеарной КХД

Для расчетов сечений процессов ассоциативного рождения Z бозона и тяже-
лых струй в коллинеарном подходе КХД был использован Монте-Карло генератор
SHERPA версии 2.2.1 [135], который использует матричные элементы, получаемые
с помощью встроенных генераторов AMEGIC++ [136] и COMIX [137]. Кроме того,
для вычисления дополнительных петлевых поправок в следующем за лидирующим
порядке (NLO) используется OPENLOOPS [138]. В данной работе было проведено
моделирование процессов:

p+ p→ l+l− + n× jet, (180)

где под n понимается количество образованных партонов (обозначены как jet) в
жестком взаимодействии, причем допускаются все возможные комбинации u, d, s, c, b
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кварков/антикварков и g глюонов. При этом используются две схемы вычислений,
которые для краткости в дальнейшем будут обозначаться как LO и NLO.

В схеме LO матричные элементы рассчитываются в лидирующем порядке колли-
неарной КХД, при этом учитывается вплоть до 4-х конечных партонов в процессах
(180), т.е. n = 0, 4. Они объединяются с партонными ливнями [139] согласно схеме
объединения ME+PS@LO [140], соответствующей вычислениям амплитуд жесткого
взаимодействия в лидирующем порядке.

В схеме NLO матричные элементы рассчитываются в следующем за лидирующим
порядке коллинеарной КХД для процессов (180), включающих в себя до 2-х конечных
партонов (n = 0, 2), и в лидирующем порядке для 3-х и 4-х конечных партонов
(n = 3, 4). Они объединяются с партонными ливнями согласно схеме ME+PS@NLO
[141].

В обоих случаях используется схема 5 ароматов (5FS), согласно которой c и b

кварки рассматриваются как безмассовые при вычислениях матричного элемента,
но их масса учитывается в партонных ливнях. Кроме того, с помощью SHERPA
была воспроизведена полная цепочка адронизации и распадов нестабильных частиц.

4.3 Выбор параметров и теоретические неопределенности

Для вычислений сечений жестких взаимодействий, была использована програм-
ма численного интегрирования VEGAS. В вычислениях использовались TMD глю-
онные распределения JH’2013 set 2 для расчетов в kT -факторизационном подходе
КХД; CTEQ 66 [142] и CT14nnlo [143] для расчетов в коллинеарном приближении.
Неопределенности определялись аналогично алгоритму, представленному в 3.4. В
расчетах использовались следующие значения параметров: mu/d/s = 0 ГэВ, mc = 1.5

ГэВ, mb = 4.7 ГэВ, mZ = 91.2 ГэВ, ΓZ = 2.5 ГэВ, sin2 θW = 0.23116 [131].

4.4 Результаты расчетов

В данном разделе представлены результаты расчетов дифференциальных сече-
ний процессов ассоциативного рождения Z бозонов и тяжелых c, b-струй в протон-
протонных столкновениях на LHC при различных энергиях. Проведено сравнение
полученных предсказаний подхода комбинированной КХД, моделирования с помо-
щью Монте-Карло генератора SHERPA и экспериментальных данных коллабораций
ATLAS и CMS. Кроме этого изучена возможность обнаружения вкладов внутрен-
него внутреннего очарования в этих процесса. Были исследованы распределения по
поперечному импульсу Z бозона и c, b-струй, поскольку такие наблюдаемые дают
представление о применимости используемых моделей для описания широкого ряда
процессов с участием тяжелых кварков и калибровочных бозонов. Данные исследо-
вания отражены в работе [54].
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4.4.1 Распределения по поперечным импульсам для процессов ассоциа-
тивного рождения Z бозона и тяжелых c, b струй

Экспериментальные данные для процесса ассоциативного рождения Z бозона и
b-струи были получены коллаборацией ATLAS при энергии

√
s = 7 ТэВ [144]. Бы-

ли использованы следующие критерии отбора: лептоны, образованные от распада Z
бозона, должны иметь поперечные импульсы pT (l) > 20 ГэВ и быстроты |y(l)| < 2.5,
при этом их инвариантная масса должна лежать в диапазоне 76 ГэВ < m(ll) < 106

ГэВ. Для событий, смоделированных с помощью генератора SHERPA, струи фор-
мируются из всех стабильных частиц за исключением пары лептонов, образованных
от распада Z бозона. Реконструкция осуществляется с помощью anti−kT алгорит-
ма [145] c радиусом конуса ∆R = 0.4, который определяется как

∆R =
√
∆ϕ2 +∆y2. (181)

При этом струи должны иметь поперечный импульс pT (jet) > 20 ГэВ и быст-
роту |y(jet)| < 2.4, а также должно выполняться условие изолированности струи
∆R(jet, l) > 0.5 от каждого из вышеуказанных лептонов. Прошедшая данный отбор
струя определяется как b-струя, если в конусе ∆R(jet, B) = 0.3 относительно на-
правления струи находится хотя бы один слабораспадающийся прелестный B адрон
с pT (B) > 5 ГэВ.

Для подпроцессов (169)-(172) адронизация не проводилась, поэтому в качестве b-
струи рассматривается b кварк, который удовлетворяет ограничениям на поперечный
импульс pT (b) > 20 ГэВ и быстроту |y(b)| < 2.4, а также условиям изолированности
∆R(b, l) > 0.5.

Расчеты были выполнены с факторизационным и ренормализационным масшта-
бами, выбранными в виде µ2

F = µ2
R = m2

T (Z), где mT (Z) - поперечная масса Z бо-
зона. Были использованы партонные функции распределения JH’2013 set 2 и CTEQ
66 для вычисления сечений подпроцессов в kT -факторизационном и коллинеарном
подходах, соответственно. Результаты, полученные с помощью генератора SHERPA,
были рассчитаны по схеме вычислений NLO (см. раздел 4.2).

На Рис. 33 представлены результаты вычислений дифференциального сечения
процесса Z+b-струя как функции поперечного импульса Z бозонов во всей доступной
области по быстроте |y(Z)| < 2.5. Здесь и далее закрашенные области определяют
неопределенности, связанные с выбором масштабов µF и µR. Как видно из получен-
ных распределений, предсказания генератора SHERPA хорошо согласуются с экс-
периментальными данными во всей области pT (Z), в то время как суммарные пред-
сказания подхода kT -факторизации для подпроцессов (169) и коллинеарного подхода
для кварковых подпроцессов (170-172), обозначенные как “combined QCD”, начинают
недооценивать данные при поперечных импульсах pT (Z) > 100 ГэВ. При этом можно
наблюдать, что в области малых поперечных импульсов, где доминируют подпроцес-
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Рис. 33: Дифференциальное сечение процесса ассоциативного рождения Z бозона и
b-струи как функции поперечного импульса Z бозонов в протон-протонных столк-
новениях при

√
s = 7 ТэВ. Критерии отбора указаны в тексте. Экспериментальные

данные ATLAS были взяты из работы [144]. Предсказания Монте-Карло генератора
SHERPA были получены согласно схеме расчетов NLO.

сы глюон-глюонного слияния, kT -факторизационный подход, эффективно суммируя
поправки высших порядков и учитывая их в эволюции TMD глюонных распределе-
ний, позволяет добиться хорошего согласия как с экспериментальными данными, так
и предсказаниями коллинеарного подхода КХД в NLO. При этом, в области больших
поперечных импульсов, главную роль играют подпроцессы с участием кварков, кото-
рые учитываются только в лидирующем порядке коллинеарного приближения. Этим
объясняется возникающее расхождение с предсказаниями генератора SHERPA, ко-
торый учитывает подпроцессы в NLO, а также включает в себя эффекты партонных
ливней, т.е. допускает образование b кварков не только в жестком взаимодействии,
но в последующих партонных ливнях за счет излучения глюонов. Образовавшиеся
таким образом кварки внутри струи будут формировать B адроны, и данная струя
может быть экспериментально определена как b-струя.

Коллаборация CMS измерила спектры для процессов Z+c-струя и Z+b-струя при
энергии

√
s = 8 ТэВ [146]. Для лептонов, образованных от распада Z бозона были ис-

пользованы следующие критерии отбора: поперечный импульс pT (l) > 20 ГэВ и псев-
добыстрота |η(l)| < 2.1, а также инвариантная масса 71 ГэВ < m(ll) < 111 ГэВ. Для
событий, смоделированных с помощью генератора SHERPA, реконструкция струй
осуществляется с помощью anti−kT алгоритма с радиусом конуса ∆R = 0.5, при
этом каждая струя должна иметь pT (jet) > 25 ГэВ и |η(jet)| < 2.5 и удовлетворять
условию изолированности от лептонов ∆R(jet, l) > 0.5. Прошедшая данный отбор
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струя определяется как b-струя, если в конусе ∆R(jet, B) = 0.5 относительно на-
правления струи находится хотя бы один слабораспадающийся прелестный B адрон.
Если струя не определяется как b-струя, то она определяется как c-струя, если в
конусе ∆R(jet, C) = 0.5 находится хотя бы один слабораспадающийся очарованный
C адрон.

При расчетах в подходе kT -факторизации, в качестве b- и c-струй рассматрива-
ются b и c кварки соответственно. Общие условия отбора для струй сохраняются:
pT (c/b) > 25 ГэВ, |η(c/b)| < 2.5 и ∆R(c/b, l) > 0.5. При этом струя определяется как
c-струя, если в конусе ∆R(c, b) = 0.5 не находится b кварк. В противном случае струя
определяется как b-струя.

На Рис. 34 представлены результаты вычислений дифференциальных сечений
процесса Z + c-струя как функций поперечных импульсов Z бозона и c-струи, а так-
же отношение сечений Z + c к Z + b. Расчеты были выполнены с тем же самым
выбором масштабов и партонных функций распределения. Как и ранее, расхожде-
ния между экспериментальными данными, предсказаниями генератора SHERPA и
подходом комбинированной КХД вызвано отсутствием эффектов партонных ливней
и некоторых NLO вкладов в последнем.

Для исследования влияния партонных ливней и поправок высших порядков кол-
линеарной КХД было проведено сравнение предсказаний kT -факторизации (с учетом
дополнительных коллинеарных подпроцессов) и генератора SHERPA на партонном
уровне (моделируется только процесс жесткого взаимодействия) в схемах LO и NLO
для процесса ассоциативного рождения Z бозона и c-струи. Расчеты были выполне-
ны при энергии

√
s = 13 ТэВ в передней области быстрот Z бозона 1.5 < |y(Z)| < 2.5.

При этом были выбраны следующие критерии отбора: лептоны, образованные от рас-
пада Z бозона, должны иметь pT (l) > 27 ГэВ, |y(l)| < 2.5, а их инвариантная масса 76

ГэВ < m(ll) < 106 ГэВ. При этом очарованный кварк должен удовлетворять услови-
ям: pT (c) > 20 ГэВ, |y(c)| < 2.5, ∆R(c, l) > 0.4 и ∆R(c, b) > 0.4. Результаты расчетов
представлены на Рис. 35 в виде дифференциальных сечений по поперечным импуль-
сам Z бозона и c-струи. Из полученных распределений видно, что в области неболь-
ших поперечных импульсов (pT (Z/c) < 100 ГэВ) подход kT -факторизации хорошо
согласуется с предсказаниями коллинеарной КХД в следующем за лидирующим по-
рядке, а при увеличении поперечных импульсов переходит к пределу коллинеарной
КХД в лидирующем порядке. Отметим, что в генераторе SHERPA при вычислении
сечений жесткого взаимодействия массы c и b кварков полагаются равными нулю,
что приводит к некоторому завышению результатов SHERPA на партонном уровне,
приведенных на Рис.35, по сравнению с предсказаниями в подходе kT -факторизации,
где тяжелые кварки имеют ненулевую массу. Однако, это лишь усиливает вышеска-
занное утверждение.

Таким образом, для процессов ассоциативного рождения Z бозона и тяжелых c, b-
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Рис. 34: Дифференциальные сечения процесса ассоциативного рождения Z бозона и
c-струи (слева) и отношения сечений процессов рождения Z + c/Z + b (справа) как
функции поперечного импульса pT (Z) (сверху) и pT (jet) (снизу) в протон-протонных
столкновениях при

√
s = 8 ТэВ. Критерии отбора указаны в тексте. Эксперименталь-

ные данные CMS были взяты из работы [146]. Предсказания Монте-Карло генератора
SHERPA были получены в NLO.
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Рис. 35: Дифференциальные сечения процесса ассоциативного рождения Z бозона и
c-струи как функции поперечного импульса Z бозона pT (Z) (слева) и c-струи pT (c)

(справа) в протон-протонных столкновениях при
√
s = 13 ТэВ. Критерии отбора

указаны в тексте. Предсказания Монте-Карло генератора SHERPA были получены
на партонном уровне в LO и NLO.

струй подход kT -факторизации согласуется с предсказаниями коллинеарной КХД в
следующем за лидирующим порядке и хорошо описывает экспериментальные дан-
ные в областях небольших поперечных импульсов, вплоть до pT (Z, jet) < 100 ГэВ.
При увеличении поперечных импульсов становится необходимым учитывать также
эффекты партонных ливней и вклады кварковых подпроцессов высших порядков.
Следовательно, данный подход может применяться для описания широкого ряда
процессов с участием Z бозонов и тяжелых b, c кварков, а также адронов, содержа-
щих тяжелые кварки, в области pT < 100 ГэВ.

Отметим, что позднее стали доступны данные ATLAS и CMS для исследуемых
процессов при энергии

√
s = 13 ТэВ. Сравнение этих данных с расчетами в подходе

kT -факторизации, представленное в работе [147], подтверждает выводы, сформули-
рованные в данной работе.

4.4.2 Проверка гипотезы внутреннего очарования

Как упоминалось ранее, процессы ассоциативного рождения Z бозонов и тяжелых
c, b-струй дают возможность изучать кварк-глюонную структуру протона и, в том
числе, проверить гипотезы существования внутреннего очарования (intrinsic charm,
IC) и внутренней прелести (intrinsic beauty, IB) [148, 149]. В таких моделях предпо-
лагается существование “внутренних” пар тяжелых кварков в протоне, образующих
связанные состояния с валентными кварками, |uudcc̄⟩ и |uudbb̄⟩, причем время жиз-

92



ни этих связанных состояний не зависит от масштаба жесткого взаимодействия. В
отличие от механизмов рождения морских кварков, возникающих в пертубативной
КХД в результате расщепления глюонов g → QQ̄, существование таких состояний
обусловлено эффектами непертурбативной КХД. Конечно, в таких моделях могут
образовываться внутренние пары легких кварков, однако переносимая ими доля им-
пульса ⟨x⟩ протона пренебрежимо мала по сравнению с долей импульса тяжелых
кварков, ⟨xq⟩ ≪ ⟨xQ⟩ и будет подавлена доминирующими в этой области глюонными
вкладами. Кроме того, ожидается, что вероятность обнаружить IB будет подавле-
на по сравнению с IC, поскольку при больших x плотность вероятности ведет себя
как ∼ 1/m2

Q. Таким образом, наибольший интерес для изучения представляет поиск
проявлений внутреннего очарования.

Плотность распределений очарованных кварков при некотором начальном мас-
штабе µ2

0 можно представить в виде:

c(x, µ2
0) = csea(x, µ

2
0) + cint(x, µ

2
0), (182)

где csea(x, µ2
0) - плотность распределений морских кварков, образующихся в резуль-

тате эволюции, а cint(x, µ2
0) - плотность распределений внутренних кварков. В модели

BHPS [148] распределение IC было представлено в виде:

cint(x, µ
2
0) = c0wICx

2[(1− x)(1 + 10x+ x2) + 6x(1 + x) ln(x)], (183)

где wIC - интегральная вероятность обнаружить внутреннее очарование в протоне, c0
- нормировочная константа. Согласно данной параметризации, средняя доля импуль-
са, уносимая внутренним очарованным кварком при масштабе µ2

0 равна ⟨xc⟩ = 2/7,
что позволяет отделить IC от глюонной компоненты.

В рамках глобального КХД анализа были получены наборы партонных функций
распределения, учитывающих непертурбативные вклады от внутреннего очарова-
ния, например, CTEQ66c и CT14nnloIC. Для этого использовалась параметризация
BHPS в качестве начального распределения. Оба набора содержат партонные функ-
ции распределения, в которых на компоненту внутреннего очарования приходится
⟨x⟩IC = 0.6% импульса протона, суммируя по всем состояниям протона, что соответ-
ствует wIC = 1.1% (модель BHPS1) и ⟨x⟩IC = 2.1%, что соответствует wIC = 3.5%

(модель BHPS2), где доля импульса определяется из соотношения:

⟨x⟩IC = wIC

∫ 1

0

x[cint(x, µ
2
0) + c̄int(x, µ

2
0)]dx, (184)

а начальный масштаб задается в виде µ2
0 = m2

c .
В данной работе проверяется возможность наблюдения проявлений внутреннего

очарования в спектрах ассоциативного рождения Z бозонов и тяжелых c, b-струй.
Как было показано выше, если протон имеет конфигурацию с IC в начальном со-
стоянии, то внутренний очарованный кварк уносит долю импульса протона x > 0.1,
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что соответствует кинематическим областям pT (Z, jet) > 100 ГэВ, где подход kT -
факторизации работает хуже, чем коллинеарные расчеты с помощью генератора
SHERPA. В связи с этим, в здесь приводятся только расчеты, полученные с помощью
Монте-Карло генератора. В предыдущих работах (см. обзор [150] и ссылки внутри)
было показано, что наиболее чувствительной областью для поиска проявлений IC
является передняя область быстрот для кинематик экспериментов ATLAS и CMS,
1.5 < |y| < 2.5. Однако в этих работах учитывалось только ограниченное количество
подпроцессов и не учитывались эффекты, связанные с партонными ливнями.

В данной работе были вычислены дифференциальные сечения для процессов ас-
социативного рождения Z бозонов и c, b-струй при энергии

√
s = 13 ТэВ в передней

области быстрот Z бозона 1.5 < |y(Z)| < 2.5. При расчетах были использованы следу-
ющие критерии отбора: лептоны, образованные от распада Z бозона, должны иметь
поперечный импульс pT (l) > 27 ГэВ и быстроту |y(l)| < 2.5, а их инвариантная масса
должна лежать в диапазоне 76 ГэВ < m(ll) < 106 ГэВ. Реконструкция струй осу-
ществляется с помощью anti−kT алгоритма с радиусом конуса ∆R = 0.4, при этом
каждая струя должна иметь pT (jet) > 20 ГэВ и |y(jet)| < 2.5, а также удовлетворять
условиям изолированности от указанных выше лептонов ∆R(jet, l) > 0.4. Прошед-
шая данный отбор струя определяется как b-струя, если в конусе ∆R(jet, B) = 0.4

относительно направления струи находится хотя бы один слабораспадающийся пре-
лестный B адрон с поперечным импульсом pT (B) > 5 ГэВ. Если струя не опреде-
ляется как b-струя, то она определяется как c-струя, если в конусе ∆R(jet, C) = 0.4

находится хотя бы один слабораспадающийся очарованный C адрон, имеющий попе-
речный импульс pT (C) > 5 ГэВ. Вычисления были выполнены с факторизационным
и ренормализационным масштабами, выбранными в виде µ2

F = µ2
R = m2

T (Z), где
mT (Z) - поперечная масса Z бозона.

Результаты вычислений дифференциальных сечений процесса Z + c-струя как
функций поперечных импульсов Z бозона и c-струи представлены на Рис. 36. В рас-
четах был использован набор партонных функций распределения CT14nnlo как со-
держащих компоненты внутреннего очарования (обозначены, как BHPS1 и BHPS2),
так и без него (обозначены как “pert”). Эффекты IC становятся видимыми при
pT (Z, jet) > 200 ГэВ для обоих распределений. В модели BHPS2, при поперечных
импульсах pT (Z, jet) ∼ 300 − 500 ГэВ, вклад внутреннего очарования в спектры
достигает 20 − 25%. Подчеркнем, что полученные в данной работе оценки вкладов
IC меньше, чем было получено в [150]. Подавление этих вкладов связано непосред-
ственно с эффектами партонных ливней, которые ранее не учитывались. Детальное
исследование этих эффектов представлено в [54]. Однако, теоретические неопреде-
ленности превышают величину вкладов внутреннего очарования во всей области по-
перечных импульсов, что, в совокупности с экспериментальными ошибками, сдела-
ет процедуру оценки верхнего предела для вероятности нахождения IC в протоне,
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Рис. 36: Дифференциальные сечения процессов ассоциативного рождения Z бозо-
на и c-струи как функции поперечного импульса Z бозона pT (Z) (слева) и c-струи
pT (c) (справа) в протон-протонных столкновениях в передней области по быстроте
Z бозона, 1.5 < |y(Z)| < 2.5, при

√
s = 13 ТэВ. Критерии отбора указаны в тексте.

Предсказания Монте-Карло генератора SHERPA были получены в NLO c CT14nnlo
PDF как со вкладами внутреннего очарования (BHPS1 и BHPS2), так и без него.
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Рис. 37: Отношение дифференциальных сечений процессов рождения Z + c-струя
и Z + b-струя как функции поперечного импульса Z бозона pT (Z) (слева) и струи
pT (jet) (справа) в протон-протонных столкновениях в передней области по быстроте
Z бозона, 1.5 < |y(Z)| < 2.5, при

√
s = 13 ТэВ. Критерии отбора указаны в тексте.

Предсказания Монте-Карло генератора SHERPA были получены в NLO c CT14nnlo
PDF как со вкладами внутреннего очарования (BHPS1 и BHPS2), так и без него.
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wmaxIC , из дифференциальных спектров процесса Z+c-струя весьма затруднительной.
Следует отметить, что на данный момент экспериментальных данных для процесса
Z + c-cтруя, достигающих кинематической области pT (Z, jet) > 200 ГэВ, нет.

Тем не менее, эффект внутреннего очарования проявляется сильнее в отношении
дифференциальных сечений σ(Z+c)/σ(Z+b), в том числе значительно сокращаются
теоретические неопределенности, что делает данную кинематическую наблюдаемую
намного более перспективной для обнаружения IC. Результаты вычислений таких
распределений представлены на Рис. 37.

Таким образом, процессы ассоциативного рождения Z бозона и тяжелых c, b-
струй могут использоваться для проверки гипотезы внутреннего очарования (на-
пример, оценки верхнего предела вероятности нахождения IC в протоне), посколь-
ку распределения по поперечному импульсу Z бозонов и тяжелых струй чувстви-
тельны к таким вкладам при pT (Z, jet) > 200 ГэВ в областях передних быстрот,
1.5 < |y(Z)| < 2.5, для кинематических областей экспериментов ATLAS и CMS. При
этом, на данный момент, экспериментальных данных для процесса Z+c-струя, дости-
гающих таких больших поперечных импульсов, нет. Однако, в ближайшем будущем
можно ожидать, что данный физический анализ будет выполнен коллаборациями
ATLAS и CMS.
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5 Процессы ассоциативного рождения J/ψ мезонов

и калибровочных бозонов Z/W±

Процессы ассоциативного рождения J/ψ мезонов и калибровочных бозонов (Z
или W±) включают в себя как сильное, так и слабое взаимодействия и могут слу-
жить комплексным тестом пертурбативной КХД и электрослабой теории. Более того,
такие процессы предоставляют уникальную ’лабораторию’ для исследования меха-
низмов образования чармониев, предсказываемых нерелятивистской КХД. Помимо
этого, данные процессы служат хорошим объектом для изучения фрагментационных
механизмов, поскольку основываются на подпроцессах другой топологии, включаю-
щей новые жесткие масштабы µ ∼ m(Z,W±) благодаря большой массе калибровоч-
ных бозонов. Это позволяет, независимо от процессов парного рождения J/ψ мезо-
нов, исследовать роль множественных глюонных излучений в начальном состоянии,
рассмотренных ранее в Главе 3.

Полные расчеты в следующем за лидирующим порядке теории возмущений в
коллинеарном подходе в формализме нерелятивистской КХД для процессов прямо-
го рождения J/ψ + Z/W± были выполнены в работах [26–28]. В этих работах бы-
ло продемонстрировано, что дифференциальные сечения по поперечному импульсу
J/ψ мезонов в лидирующем порядке значительно усиливаются поправками следую-
щего за лидирующим порядков (полные вклады в NLO в 3-4 раза выше вкладов LO,
особенно в области малых поперечных импульсов). Однако, несмотря на огромную
роль поправок, полученные предсказания, в совокупности с экспериментально опре-
деленными вкладами ДПР, недооценивают экспериментальные данные, полученные
коллаборацией ATLAS при энергии

√
s = 8 ТэВ в 2-5 раз (причем расхождение уве-

личивается с возрастанием поперечного импульса J/ψ) [29]. Для процессов с рожде-
нием W± [30] расхождение еще больше, поскольку отсутствуют синглетные вклады,
появляющиеся только в следующих порядках теории возмущений КХД.

Естественно, такие расхождения между экспериментальными данными и теоре-
тическими расчетами в рамках нерелятивистской КХД требуют объяснений, в том
числе связанных с поиском новых механизмов и подпроцессов. Одним из них явля-
ется механизм фрагментации очарованного кварка, ранее не учитываемый в расче-
тах [26–28]. В связи с этим, в данной работе рассматривались только фрагментацион-
ные вклады, в том числе от множественных глюонных излучений, в процесс ассоциа-
тивного рождения J/ψ+Z/W±. Такие процессы будут дополнять расчеты, проведен-
ные другими научными группами [26–28], что позволит улучшить согласованность
теоретических предсказаний в рамках NLO-приближения нерелятивистской КХД и
имеющихся экспериментальных данных коллаборации ATLAS.
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Рис. 38: Пример диаграммы Фейнмана для процессов, учитываемых в расчетах
[26–28] (слева) и диаграммы возбуждения очарованного кварка с последующей фраг-
ментацией этого кварка в J/ψ мезон (справа).

5.1 Фрагментационные вклады в сечение рождения J/ψ+Z/W±

Основным источником фрагментационных вкладов в процессы ассоциативного
рождения J/ψ мезонов и калибровочных бозонов Z/W± является подпроцесс воз-
буждения очарованного кварка для Z бозонов (или странного кварка для W± бозо-
нов) с последующей фрагментацией очарованного кварка, c→ J/ψ+ c. Несмотря на
то, что эти процессы подавлены по константе связи αs, они имеют энергетическую за-
висимость, отличную от процессов, рассматриваемых в работах [26–28]. Кроме того,
при расчетах в kT -факторизационном подходе возникают дополнительные фрагмен-
тационные вклады от глюонов, испущенных в результате неколлинеарной эволюции.

Вышеуказанные подпроцессы могут быть рассмотрены как возбуждение морских
кварков (очарованных и странных) с последующей фрагментацией c-кварка:

g + c→ Z + c, g + s→ W− + c, c→ J/ψ + c, (185)

и аналогичные подпроцессы для антикварков c̄, s̄. Между этими процессами и про-
цессами, рассматриваемыми в [26–28], которые основаны на подпроцессах кварк-
антикварковой аннигиляции и глюон-глюонного слияния:

q + q̄ → Z/W± + J/ψ, g + g → Z/W± + J/ψ, (186)

не возникает двойного счета, поскольку подпроцессы (185) имеют другое конечное
состояние, содержащее c кварк. Это наглядно видно из сравнения диаграмм Фейнма-
на, примеры которых изображены на Рис. 38. Несмотря на подавление по константе
связи, O(αα4

s) в сравнении с O(αα2
s), подпроцессы возбуждения аромата имеют неко-

торые преимущества в кинематике. Большая массаmV испускаемого калибровочного
бозона в (186) подавляет кварковые пропагаторы и ведет к следующей зависимости
сечения σ ∼ 1/m8

V , в то время как сечение подпроцесса кваркового возбуждения
(185) пропорционально σ ∼ 1/m4

V . Это компенсирует малость сечения процесса, обу-
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Рис. 39: Примеры диаграмм Фейнмана для процессов ассоциативного рождения J/ψ
мезонов и калибровочных бозонов Z/W±, учитывающих множественные испускания
глюонов, в которых J/ψ мезон образуется с помощью фаргментационного механизма.
Пунктирными кругами обозначены возможные каналы фрагментации партонов в
J/ψ мезоны.

словленную дополнительными константами связи αs, идущими от процесса фрагмен-
тации.

Напомним, что для используемых TMD распределений, все морские кварки об-
разуются из расщепления глюонов только на последнем этапе эволюции. Таким об-
разом, включая явным образом вершину расщепления глюона в подпроцессы (185)
мы переходим к подпроцессам глюон-глюонного слияния вне массовой поверхности:

g∗ + g∗ → Z + c+ c̄, g∗ + g∗ → W− + c+ s̄, c→ J/ψ + c. (187)

Подпроцесс W++ c̄+s может быть получен с помощью зарядового сопряжения. Как
было показано в Главе 4, подобный подход позволяет получить реалистичные тео-
ретические предсказания в области экспериментов ATLAS [29, 30]. Выражения для
амплитуд вне массовой поверхности этих процессов были получены в работе [134].
Как было показано в разделе 3.2 данные подпроцессы тоже будут сопровождаться
множественными глюонными излучениями в начальном состоянии, в которых ис-
пущенные глюоны могут образовывать J/ψ мезоны с помощью фрагментационного
механизма.

Аналогичным образом могут быть рассмотрены подпроцессы:

g∗ + g∗ → Z + q + q̄, g∗ + g∗ → W± + q + q̄′, (188)
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Рис. 40: Примеры диаграмм Фейнмана для подпроцессов, учитываемых в рас-
четах фрагментационных вкладов в сечения процессов ассоциативного рождения
J/ψ+Z/W±, соответствующие глюон-глюонному слиянию вне массовой поверхности
(187),(188) и подпроцессам, включающим кварки в начальном состоянии (189),(190).

где q означает легкий кварк любого аромата. В них образование J/ψ мезонов осу-
ществляется только с помощью механизма фрагментации глюонного каскада. На
Рис. 39 схематично представлены подпроцессы (187)-(188) с учетом множественных
глюонных излучений и указанием возможных каналов фрагментационного рождения
J/ψ мезонов.

Для полноты рассмотрения необходимо также учесть подпроцессы, включающие
в себя кварки в начальном состоянии (по аналогии с тем, как это было сделано для
процесса ассоциативного рождения Z бозонов и тяжелых c, b-струй):

qv + q̄ → Z/W±, qv + g → Z/W± + qv, (189)

q + c→ Z + q + c, q + q′ → W± + q + c, (190)

где для подпроцессов (189) учитывались только валентные кварки, чтобы исклю-
чить двойной счет с подпроцессами глюонного слияния (187)-(188). Подпроцессы
(190) следующего за лидирующим порядка КХД были включены в рассмотрение
из-за дополнительных вкладов, возникающих от фрагментации очарованных квар-
ков, несмотря на подавление по αs. Согласно соображениям, приведенным в разделе
4.1, подпроцессы, включающие кварки в начальном состоянии, были рассчитаны в
коллинеарном приближении. Для этих подпроцессов начальное излучение также мо-
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жет быть учтено с помощью Монте-Карло генератора партонных ливней. Примеры
всех рассматриваемых в данной работе партонных подпроцессов изображены на Рис.
40.

5.1.1 Полные и дифференциальные сечения

Дифференциальные сечения партонных подпроцессов (187-190) могут быть запи-
саны по аналогии с (173) и (174) c соответствующей заменой амплитуд. Отдельно
отметим лишь сечение подпроцесса КХД Комптона qv + g → Z/W± + qv, которое в
коллинеарном приближении будет иметь вид:

σ(pp→ Z/W± + qv) =
∑
qv ,g

∫
1

16π(x1x2s)2
|A(qv + g → Z/W± + qv)|2×

×fqv(x1, µ2)fg(x2, µ
2)dp2

1Tdy1dy2

(191)

Здесь, qv обозначает валентные кварки, а fqv(x1, µ2) = fq(x1, µ
2) − fq̄(x1, µ

2) — соот-
ветствующую функцию распределения валентных кварков, p1 импульс кварка или
бозона, y1 и y2 — быстроты кварка и бозона. Аналогичным образом может быть
записано сечение подпроцесса pp→ Z → ll̄.

При этом полное фрагментационное сечение рождения J/ψ + Z/W± может быть
представлено в виде:

dσ(pp→ J/ψ + Z/W±)

dpT
=
∑
n

∫
dσ(pp→ g + Z/W±)

dpgT
Dg→J/ψ(z, µ

2) δ(z − p+/p+g ) dz +

+
∑
m

∫
dσ(pp→ c+ Z/W±)

dpcT
Dc→J/ψ(z, µ

2) δ(z − p+/p+c ) dz,

(192)

где суммирование осуществляется по всем партонным подпроцессам (187-190), в ко-
торых образуются очарованные кварки или глюоны, в том числе и в результате мно-
жественных глюонных излучений.

5.2 Выбор параметров и теоретические неопределенности

Для вычислений сечений жестких взаимодействий была использована программа
численного интегрирования VEGAS. Для восстановления глюонного каскада в под-
процессах, рассчитываемых в подходе kT -факторизации, использовалась специаль-
ная подпрограмма TMD партонных ливней, встроенная в Монте-Карло генератор
событий CASCADE. В случае подпроцессов, рассчитанных в коллинеарном преде-
ле, для моделирования партонных эмиссий в начальном состоянии был использован
Монте-Карло генератор PYTHIA 8.2 [151].

Вычисления были выполнены с TMD глюонными распределениями JH’2013 set
1 и JH’2013 set 2 в подходе kT -факторизации и MMHT’2014(LO) PDF в коллинеар-
ном подходе [152]. Оценка неопределенностей осуществлялась аналогично алгоритму,
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представленному в 3.4. В численных расчетах использовались следующие значения :
mc = 1.5 ГэВ, mJ/ψ = 3.097 ГэВ, mψ′ = 3.69 ГэВ, mχc1 = 3.51 ГэВ, mχc2 = 3.56 ГэВ,
mW = 80.4 ГэВ, mZ = 91.2 ГэВ, ΓW = 2.09 ГэВ, ΓZ = 2.5 ГэВ, sin2 θW = 0.23116,
Br(ψ′ → J/ψ+2π) = 0.529, Br(χc1 → J/ψ+ γ) = 0.339, Br(χc2 → J/ψ+ γ) = 0.192,
элементы матрицы Кабиббо-Кобаяси-Маскавы полагались равными Vcs = 0.97359,
Vud = 0.97446, Vus = 0.22452, Vcd = 0.22438 [131];

5.3 Результаты расчетов

В данном разделе представлены результаты расчетов фрагментационных вкла-
дов в дифференциальные сечения процессов ассоциативного рождения J/ψ мезонов
и калибровочных бозонов Z/W± в протон-протонных столкновениях на LHC в цен-
тральной области быстрот при энергии

√
s = 8 ТэВ. Проведено сравнение получен-

ных предсказаний с экспериментальными данными коллаборации ATLAS и имею-
щимися теоретическими предсказаниями нерелятивистской КХД. Исследована роль
вкладов, образованных фрагментацией множественных глюонных излучений в на-
чальном состоянии. Данные исследования представлены в работе [56].

5.3.1 Распределения по поперечному импульсу J/ψ мезонов для процес-
сов ассоциативного рождения J/ψ + Z/W±

Коллаборация ATLAS измерила дифференциальные сечения ассоциативного рож-
дения J/ψ + Z/W± как функции поперечного импульса J/ψ мезона при энергии
√
s = 8 ТэВ в центральной области быстрот [29, 30]. В случае рождения J/ψ + Z

требуется, чтобы каждый J/ψ мезон имел поперечный импульс pT (J/ψ) > 8.5 ГэВ и
быстроту |y(J/ψ)| < 2.1, в то время как мюоны, образованные от распада Z бозона
(Z → µ−µ+) должны иметь псевдобыстроты |η(µ)| < 2.5 и обладать поперечными
импульсами pT (µ) > 25 ГэВ и pT (µ) > 15 ГэВ для лидирующего и следующего за ли-
дирующим лептонов, соответственно. Инвариантная масса мюонов m(µ+µ−) должна
находиться в диапазоне, удовлетворяющем условию |m(µ+µ−) − m(Z)| < 10 ГэВ,
где m(Z) - масса Z бозона. В случае рождения J/ψ +W± применяются следующие
критерии отбора: pT (J/ψ) > 8.5 ГэВ и |y(J/ψ)| < 2.1 для J/ψ мезона; pT (µ) > 25

ГэВ и |η(µ)| < 2.4 для мюона и pT (ν) > 20 ГэВ для нейтрино, образованных от рас-
пада W± (W± → µν). Кроме того, поперечная масса калибровочного бозона W±,
определяемая как:

mT (W
±) =

√
2pT (µ)pT (ν) [1− cos(ϕ(µ)− ϕ(ν)) ], (193)

должна удовлетворять соотношению mT (W
±) > 40 ГэВ, где ϕ(µ) и ϕ(ν) - азимуталь-

ные углы мюона и нейтрино, соответственно.
Для оценки фрагментационных вкладов, в подходе kT -факторизации были рас-

считаны сечения от подпроцессов (187), (188) согласно критериям отбора, приведен-
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Рис. 41: Дифференциальные сечения процессов ассоциативного рождения J/ψ + Z

(слева) и J/ψ+W± (справа) как функции поперечного импульса J/ψ мезона в протон-
протонных столкновениях при

√
s = 8 ТэВ. Критерии отбора указаны в тексте. Экс-

периментальные данные ATLAS, предсказания нерелятивистской КХД в следующем
за лидирующим порядке и ДПР (NRQCD + DPS) были взяты из работ [29,30]. Вклад
ДПР взят с эффективным сечением σeff = 15 мбн. Теоретические неопределенности,
представленные в виде заштрихованных полос, получены только для фрагментаци-
онных вкладов от (187)-(190)) и не включают неопределенности от (186) и ДПР.

ным выше. Дополнительно, в коллинеарном подходе были получены сечения под-
процессов (189), (190). В обоих случаях были учтены множественные глюонные из-
лучения в начальном состоянии. Кроме того, для всех вышеуказанных подпроцессов
были вычислены также сечения рождения возбужденных состояний ψ′ и χcJ , с по-
следующим моделированием их распадов в наблюдаемый J/ψ мезон. Для расчетов
фрагментационных вкладов использовались соответствующие функции фрагмента-
ции очарованных кварков (112) - (114) и глюонов (127) - (129), и учитывалась их
совместная эволюция (133), (134).

Вычисления были выполнены со следующим выбором факторизационных и ре-
нормализационных масштабов. Для подпроцессов глюон-глюонного слияния вне мас-
совой поверхности они были выбраны в виде µ2

F = ŝ+Q2
T и µ2

R = m2
c +

1
2
(p21T + p22T );

для подпроцессов с кварками — µ2
F = µ2

R = m2
c +

1
2
(p21T + p22T ). В обоих случаях, p1T

и p2T — поперечные импульсы образованных кварков. Фрагментационный масштаб,
как и ранее, был выбран в виде µ2

fragm = m2
Q+ p2T , где mQ и pT — масса и поперечный

импульс фрагментируемого партона.
Результаты вычислений представлены на Рис. 41. Распределения, изображенные

синей линией и отмеченные как “NRQCD + DPS”, отвечают сумме теоретических
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предсказаний [26–28], рассчитанных в следующем за лидирующим порядке коллине-
арной КХД, и вклада от ДПР, полученного с эффективным сечением σeff = 15 мбн.
Соответствующие значения ДПР были получены в самих экспериментальных рабо-
тах [29, 30]. Оранжевая непрерывная линия, отмеченная как “NRQCD+DPS+fragm
JH’2013 set 1”, представляет собой сумму “NRQCD + DPS” и всех вычисленных в
данной работе фрагментационных вкладов в сечение рождения J/ψ + Z/W±. Тео-
ретические неопределенности, представленные в виде оранжевой заштрихованной
полосы, получены только для фрагментационных вкладов от всех указанных под-
процессов и не включают в себя неопределенности [26–28] и ДПР. Также отдель-
но приведены фрагментационные вклады от радиационных распадов возбужден-
ных состояний чармониев ψ′ и χcJ (оранжевая пунктирная линия, отмеченная как
“NRQCD+DPS+feeddown JH’2013 set 1”).

Как видно из полученных дифференциальных сечений, предложенные новые фраг-
ментационные вклады играют значительную роль для процессов ассоциативного
рождения J/ψ + Z/W±, особенно в областях больших поперечных импульсов J/ψ

мезонов. Действительно, для процессов рождения J/ψ + Z уже при p
J/ψ
T > 20 − 30

ГэВ они приблизительно равны сумме предсказаний нерелятивистской КХД в следу-
ющем за лидирующим порядке и ДПР. В случае рождения J/ψ+W± фрагментацион-
ные вклады превышают предсказания нерелятивистской КХД почти во всей области
p
J/ψ
T . Такой эффект вызван, по большей части, отсутствием синглетных вкладов в ли-

дирующем и следующем за лидирующим порядках КХД для таких процессов. Кроме
того, важную роль играют механизмы образования J/ψ мезонов от радиационных
распадов ψ′ и χcJ , которые, в свою очередь, тоже рождаются с помощью фрагмен-
тационного механизма. Как показано на Рис. 41, такие вклады составляют порядка
30% от прямых вкладов фрагментационного рождения J/ψ в широкой области по
p
J/ψ
T .

Для исследования чувствительности полученных результатов к выбору TMD глю-
онных распределений, аналогичные вычисления были проведены для глюонной функ-
ции JH’2013 set 2 и представлены красной линией. Полученные предсказания лежат
достаточно близко к предсказаниям, полученным с JH’2013 set 1, и даже совпадают
с ними в пределах теоретических неопределенностей.

Таким образом, предложенные дополнительные вклады, полученные от партон-
ных подпроцессов (187)-(190) и учитывающие множественные глюонные излучения в
начальном состоянии, позволяют значительно (до 2 — 3 раз) сократить расхождение
между экспериментальными данными коллаборации ATLAS процессов ассоциатив-
ного рождения J/ψ + Z/W± и имеющимися теоретическими расчетами в рамках
нерелятивистской КХД.
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5.3.2 Роль множественных глюонных излучений

Поскольку важность роли множественных глюонных излучений сохраняется в
процессах рождения чармониев с разной топологией, следует подробнее обсудить
вклады фрагментационных механизмов, учитываемые в процессах рождения J/ψ +

Z/W±. При этом, в отличие от процессов парного рождения J/ψ мезонов, в рас-
сматриваемых процессах фрагментация очарованного кварка играет значительную
роль. Выделим два качественно различных источника фрагментационных вкладов
в J/ψ мезоны. Первый из них основан на фрагментации очарованных кварков, об-
разованных в жестком взаимодействии, в то время как второй — на фрагментации
глюонов, образованных в результате КХД эволюции партонных плотностей. Отме-
тим, что для подпроцессов (190), рассчитываемых в коллинеарном подходе КХД,
вклад от второго очарованного кварка или антикварка, возникающего в глюонном
расщеплении в результате партонной эволюции, однако, не участвующего в жестком
взаимодействии, был отнесен к фрагментационным вкладам очарованных кварков.
Это позволило сохранить условия разделения источников фрагментации на очаро-
ванные кварки и глюоны. Напомним, что в процессах, рассчитываемых в подходе
kT -факторизации, это условие разделения выполняется автоматически, как это бы-
ло показано для перехода от подпроцессов (185) к (187).

На Рис. 42 приведены фрагментационные вклады очарованных кварков и глюо-
нов, раздельно для процессов глюон-глюонного слияния вне массовой поверхности
(красные распределения) и для процессов с участием кварков в начальном состоя-
нии (зеленое распределение). В случае глюон-глюонного слияния больший вклад при
малых поперечных импульсах pT (J/ψ) дают процессы фрагментации очарованных
кварков, в то время как при увеличении поперечных импульсов pT (J/ψ) начинают
доминировать процессы глюонной фрагментации. Обратная картина наблюдается
для процессов с участием кварков, где роль глюонной фрагментации уменьшается
с увеличением pT (J/ψ). Тем не менее, очевидно, что в обоих случаях фрагментация
множественных глюонных излучений значительно усиливает вклады фрагментации
очарованных кварков и дает ощутимый рост полных и дифференциальных сечений.

Кроме того, полученные распределения в очередной раз подчеркивают два важ-
ных свойства. Одно из них можно наблюдать в поведении полученных спектров по
поперечному импульсу pT (J/ψ). Согласно уравнению эволюции CCFM, увеличение
поперечного импульса рожденных в жестком взаимодействии частиц приводит к уве-
личению максимально возможного угла эмиссий, как это показано в (51), (57). Это
способствует росту числа допустимых глюонных эмиссий, что приводит к увели-
чению роли множественных глюонных излучений в фрагментационном механизме
рождения частиц. Второе свойство связано с тем, что подход kT -факторизации позво-
ляет учитывать большую часть поправок коллинеарной КХД, вычисляя амплитуды
жесткого взаимодействия только в лидирующем порядке. Данный эффект наглядно
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Рис. 42: Вклады, образованные фрагментацией очарованных кварков и глюонов
в процессах ассоциативного рождения J/ψ + Z (слева) и J/ψ + W± (справа) в
протон-протонных столкновениях при

√
s = 8 ТэВ. Результаты для процессов глюон-

глюонного слияния вне массовой поверхности получены с глюонной плотностью
JH’2013 set 1.

виден при сравнении вкладов, образованных процессами глюон-глюонного слияния
(учитывающий только амплитуды в лидирующем порядке) и процессов с кварками
в начальном состоянии (учитывающие также поправки следующего порядка в виде
подпроцессов (190)), а также при сравнении суммарных интегральных фрагмента-
ционных вкладов и предсказаний нерелятивистской КХД.

Таким образом, для процессов ассоциативного рождения J/ψ + Z/W± важность
эффектов множественных глюонных излучений сохраняется. Как и в случае парного
рождения J/ψ мезонов, такие вклады необходимы для описания экспериментальных
данных в центральной области быстрот и их роль будет только увеличиваться с
ростом поперечного импульса рождаемых частиц и энергии столкновения протонов.

106



Заключение

Основные результаты, полученные в данной работе:

1. Вычислены полные и дифференциальные сечения процесса парного рождения
J/ψ мезонов в подходе kT -факторизации в различных кинематических областях
при энергиях LHC. Показано, что учет фрагментационных вкладов от мно-
жественных излучений глюонов, возникающих в процессе эволюции глюонных
распределений, играет существенную роль при описании экспериментальных
данных в центральной области быстрот, что соответствует кинематикам экспе-
риментов ATLAS и CMS. Благодаря таким вкладам удалось значительно улуч-
шить согласие теоретических предсказаний в рамках нерелятивистской КХД с
экспериментальными данными ATLAS при энергии

√
s = 8 ТэВ в центральной

области быстрот, особенно в областях больших инвариантных масс m(J/ψ, J/ψ)

и разности быстрот ∆y(J/ψ, J/ψ). Показано, что в передней области быстрот
при малых поперечных импульсах, что соответствует кинематике LHCb, фраг-
ментационные вклады пренебрежимо малы, так что сечение рассматриваемого
процесса определяется вкладами синглетного механизма и механизма двойного
партонного рассеяния.

2. Из анализа экспериментальных данных коллаборации LHCb для процесса пар-
ного рождения J/ψ мезонов была получена оценка эффективного сечения двой-
ного партонного рассеяния, σeff = 17.5±4.1 мбн для глюонного распределения
A0 и σeff = 13.8±0.9 мбн для JH’2013 set 2. Полученные значения совпадают с
большинством оценок этой величины, основанных на анализе других конечных
состояний. Значительно меньшие величины σeff, полученные другими группа-
ми [24,39–43], не подтверждены.

3. Предложен метод включения фрагментационных вкладов, в том числе от мно-
жественных глюонных излучений, в механизм двойного партонного рассеяния.
Показано, что такие вклады значительно влияют на полное и дифференциаль-
ные сечения процесса парного рождения J/ψ мезонов в центральной области
быстрот и на величину эффективного сечения σeff.

4. Вычислены сечения ассоциативного рождения Z бозонов и тяжелых c, b-струй
при энергиях LHC. Было показано, что подход kT -факторизации согласуется с
предсказаниями коллинеарной КХД, вычисленными в следующем за лидирую-
щим порядке, и экспериментальными данными коллабораций ATLAS и CMS в
областях небольших поперечных импульсов pT (Z, jet) < 100 ГэВ.

5. Рассчитаны фрагментационные вклады в процессы ассоциативного рождения
J/ψ мезонов и калибровочных бозонов Z/W± при энергии

√
s = 8 ТэВ в подходе
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kT -факторизации с учетом множественных глюонных излучений. Показано, что
такие вклады значительно усиливают предсказания нерелятивистской КХД,
вычисленные в следующем за лидирующим порядке коллинеарной теории воз-
мущений, особенно в областях больших поперечных импульсов J/ψ мезонов.
Учет фрагментационных механизмов позволил существенно сократить (до 2-3
раз) расхождения с экспериментальными данными коллаборации ATLAS. Про-
демонстрирована важность учета множественных глюонных излучений в дан-
ных процессах.
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