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1. Задача сглаживания зашумленной функции 2( ) [ ]f x L a,b , a x b  , сводится к минимиза-

ции функционала Тихонова [1, с. 140 - 141; 2, с. 27 - 28]: 1
2 2
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M y y f y    , где 
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2( ) [ ]y x W a,b , 1
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2 2 2{ ( ) { ( )} }
b

W a
y y t y t dt  . У функционала ( )M y , как известно, суще-

ствует единственный минимум, а функция ( )y x , на которой достигается минимум, удовлетворяет урав-

нению Эйлера [3, с. 21 - 22, 46; 4, с. 502 - 503]: 2 1 2 1y q y f , , q          . Это урав-

нение Эйлера есть линейное неоднородное обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ) 2-го по-

рядка ( )ly x f  , где дифференциальный оператор есть 2( )ly x y q y  .  

2. В работе [5] получены аналитические решения краевых задач для данного уравнения Эйлера 
для различных способов задания краевых условий. 

Аннотация: Задача сглаживания зашумленной функции сводится к одномерной краевой вариацион-
ной задаче поиска минимума функционала Тихонова. Уравнение Эйлера заданного функционала 
представляет собой линейное неоднородное обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ) 
2-го порядка. Получены численные решения краевых задач для указанного уравнения Эйлера для 
трех различных способов задания краевых условий.  
Ключевые слова: линейное дифференциальное уравнение, уравнение Эйлера, краевая задача, 
сглаживающий функционал, краевые условия. 
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Решение 1-й краевой задачи: ( )ly x f  , a x b  , с условиями на значения функции в гра-

ничных точках: ( ) ( ) 0y a y b  , выписывается в виде [5]: 

( ) { ( ( )) ( ) ( ( ))
( ( ))

( ( )) ( ) ( ( )) }.

b

x

x
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y x sh q x a f t sh q b t dt
q sh q b a

sh q b x f t sh q t a dt


      

 

    





 

Решение 2-й краевой задачи: ( )ly x f  , a x b  , с краевыми условиями на значения про-

изводной функции: ( ) ( ) 0y a y b   , есть 

( ) { ( ( )) ( ) ( ( ))
( ( ))

( ( )) ( ) ( ( )) } .

x
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y x ch q b x f t ch q t a dt
q sh q b a
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Решение краевой задачи: ( )ly x f  , a x b  , с краевыми условиями на значения 2-й про-

изводной функции, ( ) ( ) 0y a y b   , имеет вид: 

2 1
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Здесь ( ) 0 5( )x xsh x . e e  , ( ) 0 5( )x xch x . e e  . 

3. Обычно экспериментально измеренный спектр 2( ) [ ]f x L a,b  есть функция, заданная на ко-

нечном множестве точек 0kx x kh  , 0x a , nx b , 
1

( ) ( )
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  , 1 k n  . Реше-

ние ( )y x  краевой задачи вычисляется также для значений аргумента { ,1 }kx k n  .  

Для функции ( )G x , где задано ( ) ( )G x sh x  либо ( ) ( )G x ch x , справедливо: 
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Посчитаем интеграл от функции ( )sh x  на интервале 1( )k kx , x :  
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и интеграл от гиперболического косинуса ( )ch x  -  
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Интегралы от функции ( )G x  вычисляются следующим образом: 
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4. Выпишем численные решения трех краевых задач (п. 2) для уравнения Эйлера для описанных 
выше способов задания краевых условий. 

При задании значений функции на границах отрезка, ( ) ( ) 0y a y b  , решение задачи выписы-

вается в виде: 
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При задании значений первой производной функции на границах отрезка, ( ) ( ) 0y a y b   , ре-

шение задачи выписывается в виде: 

2
1

1

2 (0 5 )
( ) { ( { }) ( ) ( { 0 5})

( { })

( ) ( ) ( { 0 5}) } .

i

i k

k

n

k

k i

sh . qh
y x ch qh n i f x ch qh k .

q sh q b a

ch qhi f x ch qh n k .





 


      

 

    





 

Решение краевой задачи с условиями на значения 2-й производной функции, 

( ) ( ) 0y a y b   , имеет вид: 
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Рис. 1. Графики функции ( )f x  и сглаженной функции ( )y x  для случаев точных и возмущен-

ных модельных данных. Параметр 
1 0 0006.  . 
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5. На рисунках (рис. 1, рис. 2) показаны графики точной и возмущенной (по закону Пуассона) мо-

дельной функции ( )f x  и сглаженной функции ( )y x , полученной как решение краевой задачи для 

уравнения 1( )ly x f   .  

Функция ( )f x  задана суммой триплета, который есть суперпозиция трех плохо разрешенных уз-

ких гауссовых линий, и двух широких гауссианов разной ширины. Ширина резонансных линий равна 3 
(рис. 1a,c) и 1 (рис. 1b,d) и 6 (рис. 2). При проведении численных расчетов были использованы значения 

1a   , 1b  , a x b  , 1200n  . 

 

 

Рис. 2. Графики функции ( )f x  и сглаженной функции ( )y x  для случаев точных и возмущен-

ных данных. Параметр 
1 0 0006.  . Заданы нулевые краевые значения 2-й производной. 
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