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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 29 àïðåëÿ 2010 ã.

Ïðåäëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë íà îñíîâàíèè ìàê-

ñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ îöåíêè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè, ïîëó÷åííîé îñðåäíåíèåì ïî ñäâèãó âî

âðåìåíè. Ïðè îòñóòñòâèè âðåìåííû� õ çàâèñèìîñòåé âíóòðè òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îöåíêè èõ

ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè äîëæíû áûòü áëèçêè ê ïîñòîÿííîé — ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ãëîáàëüíîé è ëîêàëüíîé ïðîâåðîê äëÿ äàò÷èêà ïñåâäî-

ñëó÷àéíûõ ÷èñåë URAND. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ãèïîòåçà íåçàâèñèìîñòè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè íå îòâåðãàåòñÿ íà ðàçóìíîì óðîâíå çíà÷èìîñòè ëèáî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,

ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïðîðåæèâàíèÿ, ëèáî ñ ïîìîùüþ M-àëãîðèòìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðèîäîãðàììà; îöåíêà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñ âðåìåííû�ì ñäâèãîì; ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë; áåëûé øóì 4-ãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì ìåòîä èññëåäîâàíèÿ áëèçîñòè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë è íåçàâèñèìûõ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí å(t) íà

îñíîâàíèè îöåíêè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè. Èçâåñòíî,

÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå-

çàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà îòðåçêå [–ð, ð]. Äàò-

÷èêè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë íàõîäÿò øèðîêîå ïðè-

ìåíåíèå â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ

ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íà âû-

áðàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î

òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïñåâäîñëó÷àé-

íûõ ÷èñåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ è îäè-

íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû äëÿ äèàïàçîíà ÷àñòîò

0 � ë � ð ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïî âûáîðêàì áîëü-

øèõ äëèí N ñòðîÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíêè ñ âðå-

ìåííû� ì ñäâèãîì [1]. Äëÿ ýòîãî âûáîðêà äëèíîé N ðàç-

áèâàåòñÿ íà T íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ äëèíîé n.

Îöåíêà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñ âðåìåííû� ì ñäâè-
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|ë| � ð, å(k, t) = å[t + (k – 1)n] — (2)

ïåðèîäîãðàììà, âû÷èñëåííàÿ íà k-ì îòðåçêå; å(t) —

èññëåäóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïñåâäîñëó÷àéíûõ

÷èñåë; ë — ÷àñòîòà â ðàäèàíàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

äëèíà îòðåçêà n ïîñòîÿííà, íî áîëüøàÿ, à ÷èñëî îòðåç-

êîâ T�.. Ïðè ðåøåíèè äðóãèõ çàäà÷, íàïðèìåð îöå-

íèâàíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïî âûáîðêå íåáîëü-

øîé äëèíû, äîïóñêàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå îòðåçêîâ [2].

Íèæíÿÿ ãðàíèöà äëèíû îòðåçêà ðàçáèåíèÿ áóäåò îïðå-

äåëåíà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Â ðàáîòå [3] òîëüêî äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî äàò-

÷èêà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë RANDU [4] íà îñíîâà-

íèè òåîðåòè÷åñêè âû÷èñëåííîé ïåðèîäîãðàììû äëÿ

àëãîðèòìà äàò÷èêà è ôîðìóëû (1) áûëà ïðîâåðåíà ãè-

ïîòåçà íåçàâèñèìîñòè H0. Ïîñêîëüêó îöåíêà (1) èìååò

àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå [5], òî íà

îñíîâàíèè òåîðèè ñòàöèîíàðíûõ ãàóññîâñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì [6] áûëè âû÷èñëåíû âåðõ-

íÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû ìíîæåñòâà íà óðîâíå çíà÷è-

ìîñòè 0,05. Ãèïîòåçà H0 íà îñíîâàíèè âû÷èñëåíèé [3]

áûëà îòâåðãíóòà.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåî-

ðåìà 4, â êîòîðîé áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà ïðåäåëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ïðè óñëîâèè,

÷òî èñõîäíûé ïðîöåññ èìååò ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëå-

íèå òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè.

Ïîêàæåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ïåðèîäîãðàììû (2).

Ïðèâåäåííàÿ íèæå òåîðåìà 1 [7] óñòàíàâëèâàåò åå

àñèìïòîòè÷åñêóþ íåñìåùåííîñòü.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X (t), t = 0, ±1, ±2, ..., — äåé-

ñòâèòåëüíûé âðåìåííóé ðÿä ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîò-

íîñòüþ f (ë), ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì EX (t) = cX

è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé cov [X (t), X (t + u)] =

= cXX (u). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
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òîãäà äëÿ ëþáîãî îòðåçêà ñ íîìåðîì k, k = 1, 2, ..., T,
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè ë = 2ðs�n, s — öåëîå ÷èñëî, s 0 jn,

j = 0, ±1, ±2, ..., âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè

ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü è ïåðèîäî-

ãðàììà, âû÷èñëåííàÿ òîëüêî â òî÷êàõ ë = 2ðs�n, ÿâëÿ-

åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé îöåíêîé ñïåê-

òðàëüíîé ïëîòíîñòè. Ïðèìåíåíèå ëþáîãî ñïåêòðàëü-

íîãî îêíà îñðåäíåíèÿ ïî ÷àñòîòàì ëèøàåò åå ýòîãî

ñâîéñòâà [7]. Êîâàðèàöèîííóþ ñòðóêòóðó ïåðèîäî-

ãðàììû â òî÷êàõ ë = 2ðs�n îïèñûâàåò òåîðåìà 2.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X (t), t = 0, ±1, ±2, ..., — äåéñò-

âèòåëüíûé âðåìåííóé ðÿä ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîò-

íîñòüþ f (ë), ïðè÷åì r ± s 0 jn, j = 0, ±1, ±2, ...; ì =

= 2ðr�n; ë = 2ðs�n. Òîãäà

DIn, k(ë) = f 2(ë) + O (1�n), (3)

cov[In, k(ì), In, k(ë)] = O (1�n),

0 < ë < ð, 0 < ì < ð, ë 0 ì. (4)

Ýòà òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò äâà âàæíûõ äëÿ ñòà-

òèñòè÷åñêîé ïðàêòèêè ôàêòà: âî-ïåðâûõ, äèñïåðñèÿ

ïåðèîäîãðàììû áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê ïîñòîÿííîìó

óðîâíþ f 2(ë), êàêîé áû áîëüøîé íè áûëà äëèíà âû-

áîðêè n, âî-âòîðûõ, ïåðèîäîãðàììû, âû÷èñëåííûå â

ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, àñèìïòîòè÷åñêè íå êîððåëèðîâàíû.

Èç òåîðåìû 2 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî îðäèíàòû ñòàòèñòèê

àñèìïòîòè÷åñêè íå êîððåëèðîâàíû. Èñïîëüçóÿ âûðà-

æåíèÿ (3) è (4), ïîëó÷èì

� �

�
2

2

� �Df
f

T
N

( )
( )

, ë 0 0, ë 0 ð. (5)

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî äîâåðèòåëüíûé èíòåð-

âàë îöåíêè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè, ïîñòðîåííûé íà

îñíîâàíèè îöåíêè (1) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ë,

áóäåò â T ðàç óæå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, ïîñòðî-

åííîãî íà îñíîâàíèè ïåðèîäîãðàììû (2).

Ââåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, íåîá-

õîäèìûå äëÿ èçëîæåíèÿ äàëüíåéøåãî ìàòåðèàëà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìèèíâàðèàíòîì Sk(t1 · t2 · ... · tk)

ïîðÿäêà k íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíò ïðè ñëàãàåìîì (i)k

t1 · t2 · ... · tk â ðàçëîæåíèè ëîãàðèôìà õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîé ôóíêöèè ln expE i t
j j

j

m

1

�



�

�

�

�

	




�

�

"

#

$

$

%

&

'

'1

ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí î1, î2, ..., îm â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íà÷àëà

êîîðäèíàò.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì è ëåìì ïîòðå-

áóþòñÿ ñåìèèíâàðèàíòû äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

âêëþ÷èòåëüíî.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåêîððåëèðî-

âàííûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí å(t), t = 0, 1, ..., Eå(t) = 0, Då(t) = 1, ïðè÷åì E (å(t))4

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, íàçûâàåòñÿ áåëûì øóìîì

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, åñëè âñå ñìåøàííûå ñåìèèíâà-

ðèàíòû äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ.

Â ÷àñòíîñòè, íåêîððåëèðîâàííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ â

øèðîêîì ñìûñëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ áåëûì

øóìîì âòîðîãî ïîðÿäêà ñî ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ

f (ë) = 1�2ð.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå ïåðèîäîãðàììû ÷åðåç îöåí-

êó êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè, äëÿ êàæäîãî ôèêñè-

ðîâàííîãî ë, 0 � |ë| � ð ïðåäñòàâèì 2 1, �f
N

( ) � â âèäå

ñóììû íåêîððåëèðîâàííûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëàãàåìîãî, êîòîðîå

ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè N�.:
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ãäå å(k, t ) îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (2). Îáîçíà÷èì

U
T

Z
N n k

k

T

( ) ( ),
,

� ��

�



1

1

r
Tn

t n k
N

t

n

k

T

� � � �

�

�

�



1
1 1

2

0

1

1

[ ( ( )) ].� (8)

Èç ôîðìóëû (7) ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Zn, k(ë) èìåþò îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå ïðè ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ k = 1, ..., T. Íèæå ïðèâåäåíû ëåì-

ìû, óñòàíàâëèâàþùèå âàæíûå ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí Zn, k(ë), à òàêæå òî, ÷òî ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ k

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Zn, k(ë), 0 � |ë| � ð, àñèìïòîòè-

÷åñêè íå êîððåëèðîâàíû.

Ëåììà 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü å(t) — áåëûé

øóì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàí-

íîì ë ìîìåíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Zn, k(ë), îïðåäåëåí-

íûõ ôîðìóëîé (7), âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

EZn, k(ë) = 0, 0 � |ë| � ð, (9)

DZ
n

n

n
n k,

( )
sin

sin

,�

�

�

� � �1
4

2

2 2
0 � |ë| � ð, (10)

E {Zn, k(ë)Zn, s(ë)} = 0,

0 � |ë| � ð, k 0 s, k, s = 1, ..., T. (11)
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Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì ìîìåíòîâ è

óñòàíàâëèâàåò, ÷òî âòîðûå ìîìåíòû âûáîðî÷íûõ

ôóíêöèé Zn, k(ë) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Ýòî ñëå-

äóåò èç ôîðìóëû (10) è íåðàâåíñòâà
sin

sin

2

2 2

n

n

�

�

� 1,

0 � |ë| � ð.

Ëåììà 2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü å(t) — áåëûé

øóì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, òî ÷åòâåðòûé ñåìèèíâàðè-

àíò âûáîðî÷íûõ ôóíêöèé Zn, k(ë) èìååò ñëåäóþùèé

ïîðÿäîê:

S Z O
n

n
n k4

2

{ ( )} ,
,
� �

�

�

�
�

	




�
�

ln
0 � |ë| � ð.

Èç ëåìì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-

íèÿõ k âûáîðî÷íàÿ ôóíêöèÿ UN(ë), îïðåäåëåííàÿ ôîð-

ìóëîé (8), ÿâëÿåòñÿ ñóììîé àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëü-

íûõ, íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí Zn, k(ë).

Ïîñêîëüêó EZn, k(ë) = 0, 0 � |ë| � ð, ÷òî óñòàíîâëåíî

â ôîðìóëå (9), òî EUN(ë) = 0, 0 � |ë| � ð. Èñïîëüçóÿ âû-

ðàæåíèå (10), ïîëó÷èì
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1

0 � |ë| � ð, (13)

òàê êàê ïðè p 0 k âåëè÷èíû Zn, k(ë) è Zn, p(ë) íå êîððå-

ëèðîâàíû. Êðîìå òîãî, åñëè
ln n

n
� ëi � ð, i = 1, 2, òî èç

ôîðìóëû (12) ñëåäóåò

E U U

O
T n

n

n

O
Tn

N N
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n

n
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1 2

Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Zn, k(ë), k = 1,

2, ..., T, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èìåþò êîíå÷íóþ

äèñïåðñèþ, òî ïðè T�. è, ñëåäîâàòåëüíî, N�.

(n = const) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà UN(ë), îïðåäåëåííàÿ â

ôîðìóëå (8), áóäåò èìåòü àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì

è äèñïåðñèåé, çàäàííîé â ôîðìóëå (13) [8, 9].

Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ê íóëþ ïî âåðîÿòíîñòè

îñòàòî÷íîãî ñëàãàåìîãî rN â ôîðìóëå (8) íà îñíîâà-

íèè çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü å(t) —

áåëûé øóì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, òî äëÿ ëþáîãî å > 0

ïðè N�. èìååì

P f U O

N
N N
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| ( ) ( )| ,

� ,

, � � � (14)

ãäå âûáîðî÷íûå ôóíêöèè f
N

( )� è UN (ë) îïðåäåëåíû â

ôîðìóëàõ (1) è (8) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âûðàæåíèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî

sup
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1

1

è ïðèíèìàåò ëèøü íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Íàéäåì

äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, îïðåäåëåííóþ â ïðà-

âîé ÷àñòè ïîñëåäíåé ôîðìóëû. Ïîñêîëüêó

E
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÷òî ñëåäóåò èç ôîðìóë ñâÿçè ìîìåíòîâ è ñåìèèíâà-

ðèàíòîâ [10] äëÿ áåëîãî øóìà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû âñå ñìåøàííûå ñåìèèíâàðèàíòû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè å(k, t ) ðàâíû 0, à íåñìåøàííûå

ñåìèèíâàðèàíòû äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî

ïîñòîÿííû, ïîýòîìó
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N N
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Âûðàæåíèå (14) ñëåäóåò èç ôîðìóëû (16) è íåðàâåí-

ñòâà ×åáûø¸âà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç ôîðìóëû (16) ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîðÿäîê

ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû rN

ê íóëþ ïðè N�. ðàâåí O
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Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ áåëûì

øóìîì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, òî äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè

äëÿ äèàïàçîíà ÷àñòîò îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâà-

íèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû

sup sup

0 0

2 1

� � � �

�

� �

� , � ,

� �

�

, �

f f

Df

T f
N

N

N

( ) ( )

( )

( ( ) ),

ãäå f
N

( )� è Df
N

( )� âûðàæåíû ôîðìóëàìè (1) è (5)

ñîîòâåòñòâåííî: f (ë) — ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü.

Òåîðåìà 4 ïðèâåäåíà íèæå áåç äîêàçàòåëüñòâà è

ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 íà âûáðàííîì óðîâ-

íå çíà÷èìîñòè è òàêèì îáðàçîì îöåíèòü êà÷åñòâî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë è åå îò-

êëîíåíèå îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäè-

íàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà îñíî-

âàíèè îòêëîíåíèÿ îöåíêè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè (1)

îò ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ. Ãëîáàëüíàÿ ïðîâåðêà ãè-

ïîòåçû íåçàâèñèìîñòè ïîòðåáîâàëà äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû î òîì, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé, òî

ðàñïðåäåëåíèå åå ìàêñèìóìîâ ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðå-

äåëåíèþ F (x) = exp[– exp(–x)], –. < x < ..

Óñëîâèå 1. Ïóñòü âûáîðêà äëèíîé N ðàçáèòà íà T

íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ ôèêñèðîâàííîé äëèíû n,

äëèíà îòðåçêà n è ÷èñëî îòðåçêîâ T ÿâëÿþòñÿ öåëî-

÷èñëåííûìè ôóíêöèÿìè äëèíû N, ïðè÷åì T�. ïðè

N�. è ïðè ýòîì

n

N
� 0,

ln T

n
�..

Òåîðåìà 4. Ïóñòü å(t), t = 0, 1, ..., Eå(t) = 0, Då(t) =

= 1, — áåëûé øóì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, òîãäà äëÿ ëþ-

áîãî –. < x < . èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim

( )

exp(
N

N n
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T f b

a
x e
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(18)

f
N

( )� âûðàæåíà ôîðìóëîé (1); N — äëèíà âûáîðêè;

T (÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ, íà êîòîðûå ðàç-

áèòà âûáîðêà) è n (äëèíà êàæäîãî îòðåçêà) — öåëî-

÷èñëåííûå ôóíêöèè äëèíû âûáîðêè, óäîâëåòâîðÿ-

þùèå óñëîâèþ 1.

Çíà÷åíèÿ an è bn, ïðèâåäåííûå â ôîðìóëàõ (18),

îïðåäåëÿþòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

îäèíàêîâî íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí. Òåîðåìà 4 ìîæåò áûòü äîêàçàíà òîëüêî ïðè

óñëîâèè, ÷òî äëèíà îòðåçêà ðàçáèåíèÿ n òàêîâà, ÷òî

O (ln n)�., ò.å. n äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Ýòîò ðåçóëüòàò íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è

îñîáåííî èíòåðåñåí â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îöåíêà (1)

äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë

âû÷èñëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêè íà îñíîâàíèè àëãîðèòìà

äàò÷èêà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâàíî íà òåî-

ðåìå Ì. Âóäðóôà [11] î áîëüøèõ îòêëîíåíèÿõ ìíîãî-

ìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 5. Åñëè å(t), t = 0, 1, ..., Eå(t) = 0, Då(t) =

= 1, — áåëûé øóì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, òî äëÿ âñåõ

çíà÷åíèé ëi, i = 1, 2, ln n�n � |ëi| � ð, ñóùåñòâóþò ä > 0

è N0 òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ N > N0 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-

ùåå íåðàâåíñòâî:

sup
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1 2

1

n

N N N N

N

P U z U z

z
� � �
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�

�

| |

(| ( )| , | ( )| )

( )
� � ,

� �

�

� �B z
N

exp( ),7 (19)

ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà UN îïðåäåëåíà â ôîðìóëå (8);

Ö(x) — ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ; B — íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà; ä íàõî-

äèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

0
1

4
1

1 2
/ / �7 � �| | ( ( ) ( ))| | ,

, ,
E Z Z

n k n k
k = 1, ..., T,

ãäå Zn, k çàäàíî â ôîðìóëå (7).

Ïîäîáíàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå [12] â

ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïåðèîäîãðàììíûõ

îöåíîê ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè:

f W x I x x
N N N

( ) ( ) ( ) ,� �

,

,

� �

�

8
d (20)

ãäå WN(x) — íåêîòîðàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ; IN(x) —

ïåðèîäîãðàììà, îïðåäåëåííàÿ â ôîðìóëå (2). Â ðàáî-

òå [13] çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè ìàêñèìàëüíîãî óêëî-

íåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ ãàóññîâñêîé ñòàöèîíàðíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ îöåíîê âèäà

f
N

g
s t

N
X s X t e

N

i t s

s t

N
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2
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(21)

Îöåíêè, ðàññìîòðåííûå â ðàáîòàõ [12] è [13], èñ-

ïîëüçóþò ñãëàæèâàþùèå âåñîâûå ôóíêöèè, ïðèâîäÿ-

ùèå ê óìåíüøåíèþ äèñïåðñèè îöåíêè ñïåêòðàëüíîé

ïëîòíîñòè, íî îäíîâðåìåííî óâåëè÷èâàþùèå åå ñìå-

ùåíèå. Ïîýòîìó äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ èññëåäîâà-

íèé îöåíêè (20) è (21) çíà÷èòåëüíî õóæå îöåíêè (1),

÷òî áûëî ïîäðîáíî ðàçîáðàíî â ðàáîòå [5].
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Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû äèñêóññèè «Ïðîáëåìà êà-

÷åñòâà äàò÷èêîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë», ïðîâåäåí-

íîé â æóðíàëå «Çàâîäñêàÿ ëàáîðàòîðèÿ» [14, 16, 17,

21 – 23].

Â ïóáëèêàöèè [14] íà îñíîâàíèè îöåíêè ñïåê-

òðàëüíîé ïëîòíîñòè ñ âðåìåííû� ì ñäâèãîì (1), îïðåäå-

ëåííîé â ñòàòüå [3], ïðèâåäåíà ìåòîäèêà âûÿâëåíèÿ

âðåìåííû� õ çàâèñèìîñòåé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïñåâ-

äîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, âûðàáàòûâàåìûõ äàò÷èêîì

URAND [15]. Ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ óêàçàííîãî

ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå êðèòè÷åñêîé äëèíû ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè Ná äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè á.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè N > Ná çíà÷åíèÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè áóäóò ñòàòèñòè÷åñêè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé.

Ãèïîòåçà H0 ïðîâåðÿåòñÿ íà îñíîâàíèè íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè (1) ïðè áîëüøîì çíà÷åíèè

÷èñëà îòðåçêîâ T, íà êîòîðûå ðàçáèòà âûáîðêà. Â ýòîì

ñîñòîèò îòëè÷èå ìåòîäèê ðàáîò [14] è [3]. Äîñòîèí-

ñòâîì ðàáîòû [14] ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â èññëåäîâàíèå

âêëþ÷åíû ïðîðåæåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Àâòîð ðàáîòû [16] ñïðàâåäëèâî ñ÷èòàåò, ÷òî â

ñòàòüå [3] ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ãèïî-

òåçà H0, ïîñòðîåííîå äëÿ äèàïàçîíà ÷àñòîò, øèðå ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà äëÿ êîíêðåòíîé ÷àñòîòû.

Êðîìå òîãî, îí [16] ðåêîìåíäóåò èñïîëüçîâàòü äàò÷è-

êè, îñíîâàííûå íà M-àëãîðèòìå [17].

Â êîììåíòàðèè [18, I] êðàòêî ïîâòîðåí ðåçóëü-

òàò ðàáîòû [3]: ãèïîòåçà H0 ïðîâåðåíà òîëüêî äëÿ

ìóëüòèïëèêàòèâíîãî äàò÷èêà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë

RANDU. Âïîñëåäñòâèè ïîäîáíûé ðåçóëüòàò áûë ïî-

ëó÷åí äëÿ äàò÷èêà ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë URAND

[15] íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,15. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäè-

ëèñü íà ÝÂÌ ÁÝÑÌ-6, ãèïîòåçà H0 ïðîâåðÿëàñü íà îñ-

íîâàíèè ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ

çíà÷åíèé ñòàöèîíàðíûõ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ äèñ-

êðåòíûì âðåìåíåì [6].

Â êîììåíòàðèè [18, II] ñôîðìóëèðîâàíû âàæíûå

ïîíÿòèÿ ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé ïðîâåðîê ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, êîòîðûå íå îáñó-

æäàëèñü â ñòàòüå [3]. Ïîä ëîêàëüíîé ïðîâåðêîé ïîíè-

ìàåòñÿ âûÿâëåíèå îòêëîíåíèÿ îöåíêè ñïåêòðàëüíîé

ïëîòíîñòè îò ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí äëÿ îäíîé êîíêðåòíîé ÷àñòîòû èëè

äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ðÿäà ÷àñòîò. Ãëîáàëüíàÿ ïðîâåðêà

äîëæíà áûòü âûïîëíåíà äëÿ âñåõ ÷àñòîò, íàïðèìåð, ñ

ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè

9 �

, � ,

� �

� � �

sup | ( ) , | ,f
N

0 01326 (22)

ãäå f
N

( )� — îöåíêà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè;

0,01326 — íåíîðìèðîâàííîå çíà÷åíèå ñïåêòðàëüíîé

ïëîòíîñòè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-

äåëåíèå íà [0; 1]. Îòìå÷åíî, ÷òî ëîêàëüíàÿ ïðîâåðêà

ÿâëÿåòñÿ áîëåå æåñòêîé è ýòèì îòëè÷àåòñÿ îò ãëîáàëü-

íîé. Äëÿ ãëîáàëüíîé ïðîâåðêè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü

ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ðàñïðåäåëåíèè ñòàòèñòèêè

(22) ïðè N�.. Ïñåâäîñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè URAND ïðîâåðÿëèñü áîëåå æåñòêî â ðàáîòå

[14], ÷åì â [3]. Êðîìå òîãî, â ñòàòüå [3] ñ ÷èñòî òåî-

ðåòè÷åñêèõ ïîçèöèé, íî áåç ÷èñëîâûõ ïðîâåðîê

îáîñíîâàíî [18, II], ÷òî èç ïîäõîäà À. Í. Êîëìîãîðîâà

ê ñëó÷àéíîñòè ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòìè÷åñêèå äàò÷èêè

ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë èìåþò íåóñòðàíèìûå íå-

äîñòàòêè è íå âñåãäà ãåíåðèðóþò äîñòàòî÷íî õîðîøóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Â êîììåíòàðèè [18, III] îòìå÷åíî, ÷òî âîïðîñû

îáîñíîâàíèÿ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ â ñèòóàöèÿõ, êîãäà âìåñòî èäåàëüíîãî

äàò÷èêà èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà, ïîñòàâëÿþùàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþòñÿ

ñëîæíûìè è äàëåêî íå ðåøåííûìè.

Â êîììåíòàðèè [19] ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü

äðóãîé áîëåå óïîòðåáèòåëüíûé êëàññ ìåòîäèêè

ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0, ñóòü êîòîðîé çàêëþ÷àåòñÿ â

ñëåäóþùåì. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

z1, z2, ... âåêòîðîâ èç k-ìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà

[0; 1]k, ïîëó÷åííûå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïñåâäî-

ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Êóá [0; 1]k ðàçáèâàåòñÿ íà s íåïåðå-

ñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé: A1, ..., As. Íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû

ïîïàäàíèÿ â êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñðàâíèâàþòñÿ

ñ òåîðåòè÷åñêè îæèäàåìûìè ÷àñòîòàìè, íàïðèìåð,

ñ ïîìîùüþ êðèòåðèåâ ÷2, Êîëìîãîðîâà è ò.ä. Îòìå-

÷åíû íåäîñòàòêè ìåòîäà, âêëþ÷àþùèå, â ÷àñòíîñòè,

âîïðîñ, êàêèì îáðàçîì íàäî ðàçáèâàòü êóá [0; 1]k

íà ìíîæåñòâà. Ïðèâîäÿòñÿ ñõåìà ïðîâåðêè è ïåðå÷åíü

ïðîâåðåííûõ äàò÷èêîâ: RANDU (ôèðìà IBM) [4],

URAND [15], äàò÷èêè, îñíîâàííûå íà M-àëãîðèòìå

[17], è ò.ä. Â çàêëþ÷åíèå ïåðå÷èñëåíû ðåçóëüòàòû ïðî-

âåðêè ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû ôóíêöèé.

Äàò÷èê RANDU [4] çàáðàêîâàí íà âûáîðêàõ â

104 – 105. Ñðåäè îñòàëüíûõ äàò÷èêîâ, çà èñêëþ÷åíèåì

RANDU [14], íå îñíîâàííûõ íà M-àëãîðèòìå [17],

íàèëó÷øèì îêàçàëñÿ URAND [15]. Äàò÷èêè, îñíîâàí-

íûå íà M-àëãîðèòìå [17], ïðîøëè âñå ïðîâåðêè ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî ìåòîäà.

Â êîììåíòàðèè [21] ðàçáèðàåòñÿ ñòàòüÿ [20], êîòî-

ðàÿ ñîäåðæèò îñíîâíûå ñâåäåíèÿ ïî íàó÷íîìó îáîñíî-

âàíèþ ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé. Åå àâòîð

ñ÷èòàåò, ÷òî îäíîçíà÷íûõ ðåêîìåíäàöèé ïî èñïîëü-

çîâàíèþ êîíêðåòíîãî äàò÷èêà äàòü íåëüçÿ. Òàêàÿ æå

òî÷êà çðåíèÿ âûñêàçûâàåòñÿ â ðàáîòå [17]. Êðîìå òîãî,

â ñòàòüå [20] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïñåâäîñëó÷àéíûå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè òîëüêî ôèêñèðîâàííîé äëèíû, ÷òî

íå âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò ïðîâîäèìûì èññëåäîâàíèÿì.

Â çàêëþ÷åíèå äèñêóññèè [21] âûñêàçàíî ïîæåëàíèå

ïîäðîáíî ðàññìîòðåòü äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè ðàç-

ëè÷íûõ òèïîâ äàò÷èêîâ.

×èñëîâûå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí å(t), t = 0, 1, ..., Eå(t) = 0, Då(t) = 1,

èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñïåêòðàëüíàÿ

ïëîòíîñòü òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíîìåðíî ðàñ-
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ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîñòîÿííà íà îòðåç-

êå [–ð, ð] è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f C t e
C

i t

t

( ) ( )
( )
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, ,
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�

��.

.



1

2

0

2
0 � |ë| � ð,

ãäå C (t) — êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ, â äàííîì ñëó÷àå

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

C (0) = 1, ïîýòîìó f (ë) = 0,159156. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ

èñïîëüçîâàëñÿ äàò÷èê ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë

URAND [15]. Íà îñíîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ (17) ïðîâåðèì ãèïîòåçó H0 î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè

ïðîèçâîëüíàÿ, íî ôèêñèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâè-

ñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí. Ïîñêîëüêó

sup

0

2 1

� �

� �

� ,

, �f
N

( )

� � � �

�

�

�

2

3

4� �
� �

max ( ( ) ) ( ( ) ) ,sup inf

0 0

2 1 2 1

� ,
� ,

, � , �f f
N N

òî, âûáèðàÿ óðîâåíü çíà÷èìîñòè 0 < á < 1, ïðîâåðèì

ãèïîòåçó H0. Èç óðàâíåíèÿ 1 – á = exp[– exp(–x)] íàé-

äåì x = – ln[– ln(1 – á)]. Âåëè÷èíà

f
b a x f

T

N N
( )

( ) ( )
,�

�

�

�

0 � ë � ð,

çàäàåò ãðàíèöó ëåâîñòîðîííåãî êðèòåðèÿ, íà êîòîðîì

ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà H0 íà çàäàííîì óðîâíå çíà-

÷èìîñòè á; aN è bN âûðàæåíû ôîðìóëàìè (18). Ýòîò

ìåòîä çàäàåò ãëîáàëüíóþ ïðîâåðêó [18, II]. Ïîñòðîèì

óñëîâíî íèæíþþ ãðàíèöó, ñèììåòðè÷íóþ âåðõíåé îò-

íîñèòåëüíî òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé

ïëîòíîñòè f (ë). Ýòî ïîçâîëÿåò óâèäåòü, êàê ðàñïîëî-

æåíû íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî íèæíåé

ãðàíèöû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîäõîäÿùåãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè

äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 íà îñíîâàíèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ (17) èñïîëüçóåì âûðàæåíèå
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Ñëåäóÿ ðàáîòå [14], ïðîâåäåì ëîêàëüíóþ ïðîâåðêó

ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, âûðàáàòûâàå-

ìûõ URAND [15]. Îòëè÷èå ïñåâäîñëó÷àéíûõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ÝÂÌ ÁÝÑÌ-6

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëîãî ÷èñëà m = 240, à äëÿ

Windows XP — m = 231. Ïðîðåæèâàíèå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ïðîâîäèëîñü ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó [14]:

èç ïñåâäîñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áûëè âçÿòû

ýëåìåíòû ñ íîìåðàìè 1, ô + 1, 2ô + 1, ..., à ïðîìåæóòî÷-

íûå — ïðîïóùåíû, è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà ÷èñëî ýëå-

ìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ n.

Äàëåå âû÷èñëÿëàñü îöåíêà f
N

( )� ïî ôîðìóëå (1),

|ë| � ð, èìåþùàÿ â êàæäîé òî÷êå àñèìïòîòè÷åñêè íîð-

ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, è âûáèðàëîñü ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå îöåíêè f
N

( )�
0

, êîòîðîå äîñòèãàëîñü â òî÷êå

ë0. Àíàëîãè÷íî [14] áûëà ïðîâåðåíà ãèïîòåçà íåçàâè-

ñèìîñòè H0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà çàäàííîì óðîâíå á

çíà÷èìîñòè íà îñíîâàíèè

f f u
f

T

f u
f

T

( ) ( )
( )

, ( )
( )

) ,� �

�

�

�

� �0 1 2 1 2
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"

#

$

%

&

'� �

ãäå f (ë) — íîðìèðîâàííîå çíà÷åíèå ñïåêòðàëüíîé

ïëîòíîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ îäè-

íàêîâî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà [0; 1] ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí, ðàâíîå 0,159156; u1 – á�2 — êâàíòèëü

ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ãëîáàëüíóþ è ëîêàëüíóþ ïðîâåðêè ãèïîòåçû íå-

çàâèñèìîñòè èëëþñòðèðóåò ðèñóíîê. Ðåçóëüòàòû ýòèõ

ïðîâåðîê äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïñåâäî-

ñëó÷àéíûõ ÷èñåë URAND ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Äëÿ

âû÷èñëåíèé áûëî âçÿòî ÷èñëî îòðåçêîâ T = 256,

íà÷àëüíîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíî 1, óðîâåíü

çíà÷èìîñòè á = 0,05. Îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäå-

ëèðîâàëàñü ñ ïîìîùüþ M-àëãîðèòìà [17].

Èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïðîðåæèâàíèè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ãèïîòåçà H0

ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ âûáî-

ðîê, ñîñòîÿùèõ èç 256 íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ

ïðè n � 7000. Èç 16 âûáîðîê íåñîâïàäåíèå ðåçóëü-

òàòîâ ãëîáàëüíîé è ëîêàëüíîé ïðîâåðîê ãèïîòåçû íå-

çàâèñèìîñòè îáíàðóæåíî äëÿ øåñòè âûáîðîê. Âû-

÷èñëåíèå ãðàíèö êðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà ãèïîòåçû

íåçàâèñèìîñòè, à òàêæå îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâó-

þùèõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðå-

ìàëüíûõ çíà÷åíèé è íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â

ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ ïîä÷åðêèâàþò ñòðîãîñòü

ëîêàëüíîé ïðîâåðêè ïî ñðàâíåíèþ ñ ãëîáàëüíîé.
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Îöåíêà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñ âðåìåííû� ì ñäâèãîì n = 100,

T = 256 (òîíêàÿ ëèíèÿ), ïîëó÷åííàÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë íà îñíîâàíèè M-àëãîðèòìà: æèðíàÿ ëè-

íèÿ — íîðìèðîâàííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí; ïóíêòèðíàÿ è ïîëó-

æèðíàÿ ëèíèè — ãðàíèöû ìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ íà óðîâíå çíà-

÷èìîñòè 0,05 ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà íåçàâèñèìîñòè ïðè ëîêàëü-

íîé è ãëîáàëüíîé ïðîâåðêàõ



Ïðîðåæèâàíèÿ âûáîðîê ñ îòðåçêàìè n = 500 –

6000, T = 256, ô = 128 ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òàêèå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë óäîâëå-

òâîðÿþò ãèïîòåçå íåçàâèñèìîñòè íà óðîâíå çíà÷è-

ìîñòè 0,05. Ïðè îòñóòñòâèè ïðîðåæèâàíèÿ äëÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ âûáîðîê ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè íà

óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,05 íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðèìåíåíèå

M-àëãîðèòìà ïðè ïîñòðîåíèè âûáîðêè ïðèâîäèò ê

òîìó, ÷òî ïðè ãëîáàëüíîé è ëîêàëüíîé ïðîâåðêàõ

ãèïîòåçà íåçàâèñèìîñòè íå îòâåðãàåòñÿ, åñëè äëèíà

îòðåçêà ðàçáèåíèÿ n = 100.

Â òàáëèöå äëÿ ñðàâíåíèÿ ãëîáàëüíîé è ëîêàëüíîé

ïðîâåðîê ïðèâåäåíû óðîâíè çíà÷èìîñòè, ïîñòðî-

åííûå íà îñíîâàíèè çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ìàêñèìàëüíîãî

îòêëîíåíèÿ îöåíêè (1) îò åå íîðìèðîâàííîãî òåîðå-

òè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, íà

êàêîì êîíêðåòíîì óðîâíå âûïîëíÿåòñÿ ãèïîòåçà

íåçàâèñèìîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî

ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè íå îòâåðãàåòñÿ íà ðàçóìíîì

óðîâíå çíà÷èìîñòè ëèáî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïî-

ëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïðîðåæèâàíèÿ, ëèáî ñ ïîìîùüþ

M-àëãîðèòìà. Êðîìå òîãî, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ëî-

êàëüíàÿ ïðîâåðêà, ôîðìèðóþùàÿ ìíîæåñòâî, íà êîòî-

ðîì íå îòâåðãàåòñÿ ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè, áîëåå ñòðîãàÿ, ÷åì ãëîáàëüíàÿ, îñíî-

âàííàÿ íà ïîñòðîåíèè êðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà äëÿ

äèàïàçîíà ÷àñòîò.
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Ðåçóëüòàòû ãëîáàëüíîé è ëîêàëüíîé ïðîâåðîê äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë

Äëèíà

îòðåçêà

n

Âåëè÷èíà

ïðîðåæè-

âàíèÿ ô

Çíà÷åíèå ÷àñòîòû ë
0
,

ïðè êîòîðîé îöåíêà

äîñòèãàåò ìàêñè-

ìàëüíîãî îòêëî-

íåíèÿ îò òåîðåòè-

÷åñêîé ñïåêòðàëü-

íîé ïëîòíîñòè

Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ

îöåíêè ñïåêòðàëüíîé

ïëîòíîñòè ñ âðåìåííûì

ñäâèãîì

Ãðàíèöû ìíîæåñòâà

äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû

íåçàâèñèìîñòè íà óðîâíå

çíà÷èìîñòè 0,05

Óðîâíè çíà÷èìîñòè, âû÷èñ-

ëåííûå íà îñíîâàíèè ìîäóëÿ

ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ

îöåíêè îò òåîðåòè÷åñêîé

ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè

Ãðàíèöû

ìíîæåñòâà

äëÿ ïðîâåðêè

ãèïîòåçû

íåçàâèñèìîñòè
ìèíèìóì ìàêñèìóì

ðàñïðåäåëåíèå

ýêñòðåìàëüíûõ

çíà÷åíèé

íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå

ðàñïðåäåëåíèå

ýêñòðåìàëüíûõ

çíà÷åíèé

íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå

URAND

100 0 1,13097 0,140620 0,181027

(0,132155;

0,186155)

(0,139658;

0,178651)

0,19500 0,02780 (0,137283;

0,181027)

100 16 1,38230 0,139719 0,189453 0,02008 0,00270 (0,128857;

0,189453)

100 32 1,94779 0,133854 0,185837 0,054541 0,00736 (0,132473;

0,185837)

100 64 0,69115 0,127142 0,180681 0,012448 0,00138 (0,127142;

0,191168)

100 128 1,63363 0,145760 0,178662 0,344121 0,05003 (0,139648;

0,178662)

500 0 2,22745 0,136692 0,191061

(0,127825;

0,190485)

0,041434; 0,00138 (0,127249;

0,191061)

500 128 0,46496 0,142510 0,178443 >0,35 0,03238 (0,139867;

0,178443)

1000 0 0,18850 0,141212 0,192757

(0,126046;

0,192264)

0,042157 0,00068 (0,125553;

0,192757)

1000 128 1,22522 0,144586 0,175829 >0,35 0,09296 (0,142481;

0,175829)

5000 0 1,63614 0,132222 0,195121

(0,122132;

0,196178)

0,075121 0,00032 (0,123189;

0,195121)

5000 128 2,72439 0,143608 0,174349 >0,35 0,12602 (0,143961;

0,174863)

6000 0 0,18326 0,125533 0,192777

(0,121707;

0,196603)

0,0212642 0,000064 (0,125533;

0,192777)

6000 128 1,53833 0,141664 0,175864 >0,35 0,09296 (0,142446;

0,175864)

7000 0 2,25656 0,126267 0,200711

(0,121350;

0,196960)

0,011118 0,000064 (0,117599;

0,200711)

7000 128 2,27631 0,129785 0,187112 >0,35 0,00496 (0,131197;

0,187112)

M-àëãîðèòì [17]: RANDOM(n), URAND

100 — 0,125664 0,141966 0,178584 (0,132155;

0,186155)

(0,139658;

0,178651)

0,3500227 0,05118 (0,139726;

0,178584)

Ïðèìå÷àíèå. Æèðíûì øðèôòîì ïîêàçàíû òå âûáîðêè, äëÿ êîòîðûõ ãèïîòåçà H
0

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îáîèõ ðàñïðåäåëåíèé; êóðñè-

âîì — âûáîðêè, äëÿ êîòîðûõ ãèïîòåçà H
0

âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé; îáû÷íûì øðèôòîì —

âûáîðêè, äëÿ êîòîðûõ ãèïîòåçà H
0

íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îáîèõ ðàñïðåäåëåíèé.
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