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Введение

Актуальность темы исследования. Современный уровень экспери
ментального развития колебательно-вращательной спектроскопии высокого
разрешения в ИК диапазоне для многоатомных молекул обеспечивает исклю
чительно эффективный инструментарий для дистанционного неразрушающего
изучения, который позволяет получить не только качественную, но и количе
ственную информацию для физических, атмосферных, а также астрохимиче
ских процессов [1]. При применении данного метода основными критериями
являются точность и полнота получаемых спектральных параметров [2]. При
этом высокая точность требуется, как и в интерпретации спектра, получаемого
в лабораторных условиях, так и в лазерных и лидарных диагностиках. В то
же время, полнота покрытия частотных интервалов играет ключевую роль в
наблюдении исследуемой среды при различных температурных условиях.

Помимо перечисленных критериев, с возрастанием числа атомов быст
ро усложняется получение достоверной информации исходя из ИК спектра
[3; 4]. Например, нелинейная молекула, содержащая M число атомов, имеет
3M-6 колебательных степеней свободы. Соответственно, если ограничить рас
смотрение колебательных состояний до второго обертона (т.е. не более двух
квантов возбуждения), то всего будет (3M-3)(3M-6)/2 состояний над основным.
В зависимости от симметрии молекул, правила отбора уменьшают количество
оптических переходов, однако плотность колебательных состояний квадратично
увеличивается с возрастанием числа атомов. Возрастание числа колебательных
состояний не только приводит к увеличению возможности перекрывания фун
даментальных, обертонных и комбинационных полос. Как и основное, так и
низкочастотные состояния могут быть заселены при комнатной температуре.
Как следствие, в ИК-спектре поглощения появляется также перекрывание с го
рячими полосами [3]. Более того, большее число атомов приводит к большим
значениям компонент тензора инерции и, следовательно, к малым значениям
вращательных спектроскопических постоянных. По данной причине, враща
тельные состояния будут близко-лежащими и легко доступными для заселения.
Таким образом, с ростом молекулярной массы и числа атомов быстро увеличи
вается плотность спектральных линий. При этом все вращательные переходы
над колебательным переходом находятся в определенном узком интервале.
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Для описания эффекта поглощения газофазных сред в зависимости от
температуры необходим учет переходов в порядке миллионов [5]. Требуемая
достоверная информация может быть получена только при подробной интерпре
тации экспериментальных спектров высокого разрешения. Однако существуют
многочисленные сложности при получении такой информации из реальных
спектров. Например, для поддержки однозначной интерпретации спектральных
переходов необходимо проводить высококачественный эксперимент. Одна из
необходимых стратегий состоит в охлаждении молекул до нескольких десятков
кельвинов чтобы уменьшить плотность и Доплеровское уширение спектраль
ных переходов [6]. Со стороны спектрального анализа, обычно используется
метод эффективного гамильтониана, содержащего многие десятки подгоняе
мых параметров, уточняемых итерационно при интерпретации спектральных
переходов. Для надежного «line by line» анализа исследуемого спектра требует
ся знание очень точных вращательных состояний над основным колебательным
состоянием, получаемое из микроволновой спектроскопии или в ходе повторной
интерпретации ИК-спектра. Таким образом, для получения высококачествен
ной спектроскопической информации требуется весьма трудоемкая работа и
значительные материальные ресурсы, как при проведении экспериментов, так
и при ручной интерпретации.

В настоящее время быстрое развитие квантово-химических методов
обуславливает прогресс вычислительной молекулярной спектроскопии. Её
основными задачами являются решение электронного/ядерного уравнения
Шредингера и расчёт интенсивностей спектральных переходов. Как было от
мечено в обзоре разработчиков программного пакета Гауссиан [7], важными
ролями вычислительной спектроскопии являются «поддержка и интерпрета
ция, дополнение, а также предсказание спектральных характеристик». В свою
очередь, вычисление в качестве «нулевого приближения» помогает эксперимен
таторам искать ожидаемые спектральные линии в более узком предполагаемом
диапазоне экспериментального спектра. В особенности, оно играет ключевую
роль, когда исследуемая система не может быть создана при лабораторных
условиях. В настоящее время колебательный расчёт на основе колебательной
теории возмущений второго порядка (VPT2) широко применяется в интерпре
тации колебательного и микроволнового спектра молекул, представляющих
особый интерес в астрохимических исследованиях [8; 9]. Для моделирования
колебательно-вращательных переходов, наиболее распространенный метод ос
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новывается на вариационном принципе (например, программы DVR3D[10],
VTET[11], TROVE[12], и т.д.), и методе колебательного самосогласованного
поля (VSCF, VRCI[13] в программе MULTIMODE [14]). Применение таких под
ходов основывается на глобальной потенциальной поверхности, построенной
на основе высокоточного решения электронной задачи. Решение колебательно
вращательной задачи приближается к точному с возрастанием количества
использованных базисных функций. Следовательно, расчётная точность дан
ного подхода достаточно высока, сравнима с экспериментом, и достаточна
для обеспечения однозначной интерпретации спектральных переходов. Однако
масштабируемость вариационного подхода является неустранимой проблемой и
лимитирует его применение. Для достижения требуемой точности необходимо
использовать определенное количество базисных функций для каждой степе
ни свободы, что приводит к экспоненциальному росту количества функций с
возрастанием числа атомов. В настоящее время, данный подход на практике
применяется только для трех- или четырехатомных молекул, содержащих не
более 14 электронов [15].

По сравнению с вариационным методом, теория возмущений (ТВ) истори
чески является основным методом для получения полуэмпирических моделей
и, следовательно, применяется в исследовании взаимодействующих колебатель
ных полос [16]. В зависимости от использованного порядка теории возмущений,
данный метод обеспечивает различные порядки приближения для решения
колебательно-вращательного уравнения Шредингера. Важно отметить, что тео
рия возмущений является подходящим выбором для описания так называемых
полужестких молекул. Нежескость, в том числе движение большой амплитуды,
инверсионное колебание, а также внутреннее вращение функциональных групп
молекул приводят к проблеме расходимости рядов теории возмущений, и поэто
му не рассматриваются в данной работе. В отличие от вариационного подхода,
обеспечивающего глобальное описание спектральных характеристик вплоть до
энергии диссоциации молекул, теория возмущений часто применяется для опи
сания низко-возбужденных колебательных состояний на основе используемого
разложения поверхности потенциальной энергии (ППЭ) около равновесной гео
метрии молекул. Однако необходимо отметить, что описание энергетических
характеристик (первые и старшие производные) хорошо обеспечивается около
минимума поверхности потенциальной энергии полужестких молекул, и в насто
ящее время, их расчёт представляет собой рутинную задачу в квантовой химии.
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В то же время, теория возмущений позволяет сводить решение полного гамиль
тониана к проблеме диагонализации матриц значительно меньшего размера,
ограничивая рассмотрение изолированными или сильновзаимодействующими
состояниями, и поэтому, она имеет большие масштабируемость и гибкость
для моделирования молекул большего размера. Таким образом, несмотря на
возможные ограничения при своем применении, теория возмущений является
важным альтернативным подходом и представляет собой дополнение вариаци
онного подхода, особенно когда рассматриваются молекулы большего размера.

Необходимо упомянуть, что сильное взаимодействие между колебательны
ми и колебательно-вращательными состояниями (т.е., так называемые колеба
тельный резонанс Ферми и колебательно-вращательный резонанс Кориолиса)
вносит определенную сложность при применении теории возмущений. Резонанс
между состояниями представляет собой общее явление в связи со сложностью
энергетической структуры молекул, его появление означает сильное переме
шивание волновых функций между соответствующими близкими по энергии
состояниями. В оптическом спектре, резонанс приводит к «отталкиванию»
спектральных пиков и перераспределению их интенсивности, также возмож
но приводит к появлению так называемых «темных» состояний. На практике,
определение колебательных и колебательно-вращательных резонансов обыч
но носит полуэмпирический характер. Со стороны теории возмущений, из-за
близких значений энергии состояний и их взаимодействия, наличие резонансов
приводит к аномальному поведению рядов теории возмущений и, следова
тельно, к искажению точности теоретического предсказания энергетической
структуры молекул.Для решения данной проблемы, существует различные
стратегии. Обратная задача начинается с обработки гамильтониана при по
мощи теории возмущений, затем ищет резонансные члены, рассмотренные и
обработанные как «возмущения», и потом удаляет их из результата обработки
(т.н. deperturbed approach) [17]. Прямая стратегия состоит в обработке исходно
го колебательно-вращательного гамильтониана исходя из теории возмущений.
Разумеется, что обратная стратегия является вычислительно-экономным под
ходом, а прямая стратегия имеет больше гибкости, но требует значительных
усилий в обработке. Однако в любой стратегии необходим определенный кри
терий для определения резонансов (т.е. критерий резонанса), и резонирующие
состояния требуются обрабатывать при помощи вариационного принципа. В
настоящее время, традиционно используемый критерий резонанса также носит



8

эмпирический характер. Таким образом, имеется необходимость разработать
метод для априорного определения резонанса, а также найти гибкий способ
их правильного учета при помощи теории возмущений, начиная с ab initio по
верхность потенциальной энергии. Более того, для обеспечения практической
значимости необходимо развить теоретический метод, а также разработать ком
пьютерную программу, позволяющую обрабатывать реальную молекулярную
систему и исследовать её спектроскопические характеристики.

Степень разработанности темы. Колебательно-вращательная теория
возмущений обычно реализуется с помощью метода унитарных преобразова
ний, предложенного Ван Влеком в 1920-ых годах (т.н. метод контактных
преобразований (КП)) [18]. Он изначально был сформулирован в матричном
формализме Вильсоном и Ховардом (Wilson, Howard) [19], позже было улуч
шен в операторном виде в работе Шаффера, Нильсена и Амата (Shaffer, Nielson
and Amat) [20—24]. Стоит упомянуть, что изначальная реализация метода
КП и соответствующий расчёт после его разложения основывается на кано
ническом коммутационном правиле между координатами и их сопряженными
импульсами. Из-за громоздкости формализма такой подход реализован только
до второго КП и используется среди небольшого коллектива исследователей.
С 1960-ых годов было введено понятие супероператоров в работе Примаса
(Primas) [25], позже оно было улучшено Бирссом, Чоем (Birss and Choi) [26],
Макушкином и Тютеревым [27]. Следующий теоретический шаг к экспери
ментально-определяемому гамильтониану был сделан Ватсоном (Watson) при
помощи дополнительных вращательных контактных преобразований [28—30].
В то же время, значительное число аналитических формул было выведено для
специальных целей и конкретных молекул (например, для сесктичных центро
бежных постоянных ортомбических молекул [31]). Подробный принцип работы
метода контактных преобразований, а также полученные результаты были об
суждены в монографиях Алиева и Ватсона [16; 32].

В настоящее время, в области вычислительной спектроскопии широко при
меняются полученные ранее результаты теории возмущений, интегрируемые с
квантовохимическим расчётом. Самый доступный и хорошо известный резуль
тат по второму порядку теории возмущений (VPT2) был введен в программу
Spectro, разработанную группой Ханди (Handy) [33]. Позже он был реализо
ван в известной квантово-химической программе Гауссиан в работах Бароне и
Блоино (Barone and Bloino) [7—9]. При этом также был реализован частичный
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расчет четвертого порядка для сесктичных центробежных деформационных по
стоянных в программе Гауссиан [8]. В 2005 году Ватсон продолжил работу по
четвертому и шестому порядку ТВ, чтобы рассчитать колебательную поправку
квартичных центробежных постоянных и октичные центробежные постоянные
в аналитическом виде [34; 35]. Однако из-за слишком громоздкого выражения
окончательные формулы не были приведены в его работах, а тестовый расчет
показал недостаточное согласие с экспериментальными данными. В 2018 году
колебательная теория возмущений четвертого порядка (VPT4) была реализова
на в аналитическом виде в группе Стантона (Stanton) в квантово-химической
программе CFOUR [36].

Со стороны численно-аналитического вычисления, первая попытка реали
зации колебательной теории возмущений при помощи прямой стратегии была
сделана Зайбертом (Sibert) на основе программы VANVLK в 1992 годом [37;
38]. Автором был максимально реализован 8-ой порядок теории возмущений
для 6-атомных молекул. Позже, он расширил область применения программы
для моделирования колебательно-вращательной задачи. Вместо введения вра
щательных операторов были использованы две дополнительные колебательные
степени свободы и соответствующие бозонные операторы для описания враща
тельного движения. Начиная с 2003 года группа Тютерева разработала пакет
программы MOL_CT, MIRS и TENSOR на основе неприводимых тензорных
вращательных операторов, редуцированных к точечной группе. Такой подход
успешно работает с молекулами, имеющими высокую симметрию [39; 40].

Как было отмечено выше, одно из важнейших преимуществ метода
контактных преобразований заключается в его гибкости учета резонансных
членов. При наличии резонансов, любая (прямая или обратная) стратегия
данного подхода позволяет привести гамильтониан к блок-диагональному ви
ду и правильно учитывать резонансы с помощью вариационного принципа.
Резонансный эффект можно, с одной стороны, экспериментальным образом
обнаружить при подгонке параметров ангармоничности. Однако, со стороны
теоретического предсказания, такая информация возможно недоступна или
не очевидна из гармонических частот (энергии) молекул [41]. Для иденти
фикации возможных колебательных резонансов и получения более точных
результатов из VPT2 подхода, используется приорный критерий, называемый
тестом Мартина (Martin test) [42]. Похожие критерия также применяются
в методе DCPT2 (second order degeneracy-corrected perturbation theory) [43],
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и в других методах обратной страгедии, в том числе в обобщенной теории
возмушений второго порядка (second order generalized vibrational perturbation
theory GVPT2), в гибридном-DCPT2 (Hybrid-DCPT2, HDCPT2) и обобщенном
HDCPT2 (Generalized-HDCPT2, GHDCPT2) [44], а также в методе канониче
ской колебательной теории возмущений (CVPT) [45]. Необходимо упомянуть,
все вышеупомянутые методы требуют эмпирических значений для определе
ния критериев.

В серии работ А.Д. Быкова и А.Н. Дучко [46; 47] было отмечено, что
для колебательных состояний молекул типа ассиметричного волчка можно
использовать стандартную теорию возмущений Релея-Шредингера (ТВРШ)
до высокого порядка, комбинируя её с подходящим методом для повторно
го суммирования (т.н. ресуммирование). Такой подход воспроизводит точные
значения энергии, полученные из прямой диагонализации матрицы с помо
щью одинакового набора базисных функций. При помощи так называемого
аппроксиманта Паде-Эрмита для суммирования рядов ТВРШ высокого поряд
ка, было найдено, что сингулярные точки, производимые из аппроксиманта
Паде-Эрмита, дают однозначное соответствие с колебательными резонанса
ми молекул. В данном подходе, явление колебательного резонанса трактуется
как наличие сингулярных точек, приводящих к расхождению рядов ТВРШ, и
неявно учитывается в прямом расчёте. Данный подход, подкрепленный опре
деленными математическими концепциями и теоремами, представляет собой
новую систематизированную точку зрения на понятие колебательного резо
нанса. Существует необходимость обобщения данного подхода на молекулы
произвольного типа, при этом особая сложность возникает в связи с присут
ствием вырождения в нулевом приближении.

Всё вышесказанное обосновывает актуальность и практическую необ
ходимость в построении эффективной вычислительной стратегии, создании
программного обеспечения, а также их применение для полужестких молекул
типа ассиметричного волчка. Симметрический и сферический волчки требуют
особого формализма и не рассматриваются в данной работе.

Целью данной работы является теоретическая разработка и реализация
неэмпирического систематического подхода к решению прямой колебательно
вращательной задачи с целью моделирования ИК-спектров многоатомных мо
лекул. Объектами исследования являются полужесткие молекулы диоксида
серы 32S16O2 и ацетилена 12С2H2, которые относятся к классу астрохимических
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молекул и исследуются в качестве тестовых примеров разработанных теоретиче
ских методов. Предметом исследования являются эффективный модельный
гамильтониан, энергетические и резонансные структуры молекул диоксида
серы 32S16O2 и ацетилена 12С2H2. Центральной особенностью предлагаемого
подхода является систематическое использование нормального упорядочения
колебательных и вращательных, а также их произведния с функциями Вигне
ра. Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие
задачи:

1. Развитие математического аппарата, позволяющего более эффектив
но реализовывать универсальный метод контактных преобразований
(КП), не требующий явного учета симметрии конкретных молекул.

2. Разработка алгоритма для эффективной реализации КП для молекул
типа ассиметричного волчка, исходя из неэмпирической поверхности
потенциальной функции и дипольного момента.

3. Финализация решения прямой колебательно-вращательной задачи пу
тем явного неэмпирического расчёта параметров эффективных га
мильтониана при помощи метода редукции до шестого порядка в
нормально-упорядоченном представлении.

4. Практическая проверка работоспособности разработанной вычисли
тельной стратегии моделирования ИК-спектров на практическом при
мере.

5. Исследование поведения ряда теории возмущений высокого порядка и
связанной с ним сингулярной структуры собственной энергии, отража
ющей резонансную структуру молекул.

6. Разработка метода и алгоритма расчёта ряда теории возмущений вы
сокого порядка при наличии вырождения и применение подхода для
изучения резонансной структуры линейных молекул.

Методология и методы исследования. При выполнении данной
работы в основном использованы теории возмущений, в том числе теория возму
щений Релея-Шредингера (ТВРШ), а также операторная теория возмущений
(контактных преобразований). Для выполнения моделирования ИК спектра
использована теория углового момента. В то же время для интерпретации по
ведения расходящегося ряда ТВРШ и их ресуммирования был использован
комплексный анализ. Алгоритмы для выполнения расчетов и аналитические
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выкладки осуществлялись на языке программирования FORTRAN и в матема
тической аналитической среде Wolfram Mathematica.

Научная новизна:
1. Впервые разработаны аналитические математические формулы нор

мального упорядочения вращательных операторов и D-функций
Вигнера (неприводимых сферических операторов первого ранга),
позволяющие более эффективно реализовывать метод КП для, как
и гамильтониана, так и оператора дипольного момента.

2. Впервые разработана схема вычисления редуцированных враща
тельных параметров в нормально-упорядоченном представления. В
качестве примера для диоксида серы впервые получены ab initio
вращательные центробежные постоянные до восьмого порядка вклю
чительно.

3. Впервые систематически моделированы колебательно-вращательный
спектр молекулы диоксида серы при помощи предлагаемого подхода.

4. Впервые применена аналитическая формула теории возмущений Релея
Шредингера (ТВРШ) высокого порядка в вырожденном случае для
описания колебательных состояний линейных молекул.

5. Впервые показано, что расходящийся ряд ТВРШ и его суммирование
с помощью квартичного аппроксиманта Паде-Эрмита дает качествен
ную структуру резонанса линейных молекул; именно, впервые проде
монстрирован теоретический аргумент существования межполиадных
резонансов, установленных ранее только эмпирическим образом.

Практическая значимость. Разработанная программа в качестве ос
новного результата представленной работы позволяет не только априорно
исследовать колебательно-вращательные состояния и соответствующий спектр
малоатомных молекул при помощи теории возмущений высокого порядка, но
и предоставляет возможность верифицировать полученные эмпирическим об
разом спектроскопические параметры и дополнить опущенные спектральные
переходы. Более того, разработанный теоретический подход позволяет исследо
вать молекулы типа ассиметричного волчка с большим числом атомов и с более
низкой симметрией. Ресуммирование расходящихся рядов ТВРШ и анализ их
сингулярности предоставляет теоретический подход априорно определить резо
нансную структуру колебательных состояний молекул произвольного типа.



13

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Предложенный теоретический аппарат нормального упорядочения

лестничных операторов углового момента и его использование в рамках
численно-аналитической операторной теории возмущений представля
ет эффективную систематическую вычислительную стратегию для
моделирования колебательно-вращательных спектров и предсказания
параметров эффективного гамильтониана вплоть до шестого порядка
теории для полужестких молекул типа ассиметричного волчка.

2. Определение вероятностей переходов между колебательно-вращатель
ными состояниями может быть эффективно реализовано с использова
нием нормально-упорядоченных произведений лестничных операторов
углового момента и функций Вигнера.

3. Высокая эффективность разработанного подхода доказана расчётом па
раметров эффективного гамильтониана в A-редукции для на примере
молекулы оксида серы 32S16O2 основного состояния, первой и вторых
полиад вплоть до октичных параметров, при этом использование неэм
пирических молекулярных постоянных на уровне MP2/aug-cc-pVQZ
обеспечивает согласие с экспериментальными данными со средними от
носительными отклонениями не хуже 1.5% для квартичных, 10% для
секстичных и 50% для октичных постоянных.

4. Реализация теории возмущений в вырожденном случае с анализом
сингулярности расходящихся рядов ТВРШ колебательных состояний
линейной молекулы ацетилена с использованием квартичные силовое
поле CCSD(T) подтверждает априорно ранее установленную экспери
ментально резонансную структуру, включая межполиадные резонансы,
обнаруженные в высоковозбужденной части спектра.

Достоверность реализации метода контактных преобразований под
тверждается количественным согласием теоретических значений полученных
спектроскопических параметров эффективного гамильтониана с эксперимен
тально установленными значениями, а также согласием вычислительных нами
колебательно-вращательных лайн-листов с лайн-листом в международной базе
данных Hitran. Верность реализации ТВРШ колебательных состояний линей
ных молекул и их ресуммирования обеспечивается сравнением полученных
энергий с вариационным методом. Предсказанные резонансы согласуются с ли
тературными экспериментальными источниками.
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Апробация работы. Основные результаты работы докладывались
на международной конференции: The 26th International Conference on High
Resolution Molecular Spectroscopy (Prague, Czech Republic, 2022).

Личный вклад. Все приведенные в диссертации результаты получе
ны либо лично автором, либо при его непосредственном участии. Автором
выведены и проверены математические формулы, проанализированы источни
ки экспериментальных данных и систематизированы полученные результаты.
Автор самостоятельно или совместно с соавторами публикаций выполнил теоре
тические исследования, обработал и проанализировал полученные результаты.
Теоретическое исследование формализма нормального упорядочения опера
торов углового момента и функций Вигнера проведено совместно с Д.В.
Миллионщиковым. Постановка и реализация задачи применения колебатель
ного метода ресуммирования в вырожденном случае выполнена совместно с
С.В. Краснощековым. Автор принял определяющее участие в постановке зада
чи, создании и верификации программных кодов для реализации расчетов на
основе операторной теории возмущений и методов ресуммирования, а также
провел полный анализ полученных результатов путем сравнения с эксперимен
тальными данными. Подготовка к публикациям всех полученных результатов
по материалам работы проводилась совместно с соавторами. В работах, опубли
кованных в соавторстве, основнополагающий вклад принадлежит соискателю.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 7
статьях общим объемом 8 печатных листов, опубликованных в рецензируемых
научных журналах, индексируемых в базах данных Web of Science, Scopus,
RSCI и рекомендованных к защите в диссертационном совете МГУ по специ
альности 1.4.4 – физическая химия.

1. Chang X., Efremov I. M., Millionshchikov D. V., Krasnoshchekov S. V.
Normal Ordering of the Angular Momentum Cylindrical Ladder Operators and their
Products with Wigner D-functions // The Journal of Chemical Physics. – 2023. –
Vol. 158. – P. 104802. (JIF: 4.304 WoS)

2. Chang X., Dobrolyubov E. O., Krasnoshchekov S. V. Vibrational resonance
analysis of linear molecules using resummation of divergent rayleigh–schrödinger
perturbation theory series // Spectrochimica Acta - Part A: Molecular and
Biomolecular Spectroscopy. – 2023. – Vol. 288. – P. 122071. (JIF: 4.831 WoS)



15

3. Chang X., Dobrolyubov E. O., Krasnoshchekov S. V. Fundamental studies
of vibrational resonance phenomena by multivalued resummation of divergent
Rayleigh-Schrödinger perturbation theory series: deciphering polyad structures of
three H16

2 O isotopologues // Physical Chemistry Chemical Physics. – 2022. – Vol.
24, № 11. – P. 6655–6675. (JIF: 3.945 WoS)

4. Krasnoshchekov S. V., Egor O. D., Chang X. Hypoflorous acid (HOF):
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5 рисунков и 4 таблицы. Список литературы содержит 140 наименований.



16

Глава 1. Колебательно-вращательная теория

1.1 Колебательно-вращательный гамильтониан Ватсона,
классификация порядка малости и интенсивность дипольных

переходов

Наиболее распространённый гамильтониан, описывающий колебательно
вращательное движение многоатомных молекул, был впервые предложен Виль
соном (Wilson) [48], позже он был упрощен Ватсоном (Watson) для нелинейных
[49] и линейных [50] молекул. Основная идея его получения заключается, в
первую очередь, в применении приближении Борна-Оппенгеймера для разде
ления движения ядер от электронов. Следовательно, движение ядер молекул
рассматривается при фиксированной электронной конфигурации. Следующим
шагом, первое условие Эккарта (трансляционное условие Эккарта) позволяет
отделять поступательное движение молекул как целое от внутреннего движения
[51]. В то же время второе условие Эккарта (вращательное условие Эккарта)
минимизирует взаимодействие между колебанием и вращением, что позволяет
в гармоническом приближении отделять два типа движения [16]. В гармониче
ском приближении, также можно ввести понятие о нормальных колебательных
модах при помощи представления о малых колебаниях для отделения коле
бательных движений по степеням свободы. Таким образом, для нелинейных
молекул, содержащих M атомов и имеющих 3M-6 степеней свободы, гамильто
ниан Ватсона выражается через (безразмерные) нормальные координаты 𝑞𝑖 и
сопряженные им импульсы 𝑝𝑖:

𝐻 =
1

2

∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘𝑝
2
𝑘 +

1

2

∑︁
𝛼,𝛽=𝑥,𝑦,𝑧

𝜇𝛼𝛽(𝐽𝛼 − 𝜋𝛼)(𝐽𝛽 − 𝜋𝛽)−
1

2

∑︁
𝛼=𝑥,𝑦,𝑧

𝜇𝛼𝛼 + 𝑉 (𝑞), (1.1)

где 𝜔𝑖 – гармонические частоты 𝑖-ой нормальной моды. Греческие индексы 𝛼, 𝛽

принимают значения 𝑥, 𝑦 и 𝑧, которые соответствуют осям в молекулярно-фик
сированной системе координат (МСК).

Второй член представленного гамильтониана описывает взаимодействие
между колебанием и вращением молекул. 𝜋𝛼 – оператор колебательного угло
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вого момента, выражающийся следующим образом:

𝜋𝛼 =
∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑙=1

𝜁𝛼𝑘,𝑙

√︂
𝜔𝑙

𝜔𝑘
𝑞𝑘𝑝𝑙 (1.2)

где 𝜁𝛼𝑘,𝑙 – константа Кориолиса, которая определяется следующим образом:

𝜁𝛼𝑘,𝑙 = −𝜁𝛼𝑙,𝑘 =
∑︁
𝛽,𝛾

𝜖𝛼𝛽𝛾

𝑀∑︁
𝑖=1

𝐿𝑖
𝛽,𝑘𝐿

𝑖
𝛾,𝑙 (1.3)

где 𝜖𝛼𝛽𝛾 – тензор Леви-Чивиты; 𝐿𝑖
𝛽,𝑘 – так называемая 𝐿 матрица, определяю

щая нормальные колебательные моды.
Оператор компоненты углового момента в МСК представлен в виде 𝐽𝛼.

Три компоненты углового момента являются сопряженными величинами уг
ловых скоростей Ω𝛼, описывающихся динамическим уравнением Эйлера при
помощи углов Эйлера (𝜓,𝜃,𝜒) [48]. В координатном представлении (безразмер
ные) операторы угловых моментов выражаются следующим образом:

𝐽𝑥 = −𝑖
[︂
𝑠𝑖𝑛𝜒

𝜕

𝜕𝜃
− 𝑐𝑜𝑠𝜒

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜑
+ 𝑐𝑡𝑔𝜃𝑐𝑜𝑠𝜒

𝜕

𝜕𝜒

]︂
𝐽𝑦 = −𝑖

[︂
𝑐𝑜𝑠𝜒

𝜕

𝜕𝜃
+
𝑠𝑖𝑛𝜒

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜑
− 𝑐𝑡𝑔𝜃𝑠𝑖𝑛𝜒 𝜕

𝜕𝜒

]︂
𝐽𝑧 = −𝑖 𝜕

𝜕𝜒
. (1.4)

𝜇𝛼𝛽 – эффективный обратный тензор инерции. Вместо точного определе
ния 𝜇𝛼𝛽 через геометрические параметры молекулы [32; 48] дается более удобное
его определение через нормальные координаты. Считая, что амплитуда колеба
ния мала, можно разложить обратный тензор инерции в виде ряда через 𝑞𝑖:

1

2
𝜇𝛼𝛽 = 𝜇

(0)
𝛼𝛽 + 𝜇

(1)
𝛼𝛽 + 𝜇

(2)
𝛼𝛽 + 𝜇

(3)
𝛼𝛽 + 𝜇

(4)
𝛼𝛽 + ... (1.5)

Ватсон и Алиев показали [32; 49], что все члены разложения выржаются через
первую производную тензора инерции по нормальным координатам относитель
но равновесной геометрии:

𝑎𝛼𝛽𝑖 =
2ℎ𝑐

ℏ2

(︂
𝜕𝐼𝛼𝛽
𝜕𝑞𝑖

)︂
𝑒𝑞

. (1.6)
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В данной работе обратный тензор инерции 𝜇 разлагается в виде ряда макси
мально до 4-го порядка. Члены разложения имеют следующий вид:

𝜇
(0)
𝛼𝛽 = +𝛿𝛼𝛽𝐵𝛼

𝜇
(1)
𝛼𝛽 = −𝐵𝛼𝐵𝛽

𝑀∑︁
𝑚=1

𝑎𝛼𝛽𝑚 𝑞𝑚

𝜇
(2)
𝛼𝛽 = +

3

4
𝐵𝛼𝐵𝛽

∑︁
𝛾

𝐵𝛾

𝑀∑︁
𝑚=1

𝑀∑︁
𝑛=1

𝑎𝛼𝛾𝑚 𝑎
𝛾𝛽
𝑛 𝑞𝑚𝑞𝑛

𝜇
(3)
𝛼𝛽 = −1

2
𝐵𝛼𝐵𝛽

∑︁
𝛾,𝛿

𝐵𝛾𝐵𝛿

𝑀∑︁
𝑚=1

𝑀∑︁
𝑛=1

𝑀∑︁
𝑘=1

𝑎𝛼𝛾𝑚 𝑎
𝛾𝛿
𝑛 𝑎

𝛿𝛽
𝑘 𝑞𝑚𝑞𝑛𝑞𝑘

𝜇
(4)
𝛼𝛽 = +

5

16
𝐵𝛼𝐵𝛽

∑︁
𝛾,𝛿,𝜏

𝐵𝛾𝐵𝛿𝐵𝜏

𝑀∑︁
𝑚=1

𝑀∑︁
𝑛=1

𝑀∑︁
𝑘=1

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑎𝛼𝛾𝑚 𝑎
𝛾𝛿
𝑛 𝑎

𝛿𝜏
𝑘 𝑎

𝜏𝛽
𝑙 𝑞𝑚𝑞𝑛𝑞𝑘𝑞𝑙 (1.7)

где 𝐵𝛼
𝑒 – вращательные постоянные в равновесной геометрии. Третий член в

(1.1) является псевдо-потенциалом Ватсона.
Необходимо обратить внимание, что Ватсон предложил упрощение га

мильтониана для линейных молекул [50]. Предложенный изоморфный гамиль
тониан имеет тот же самый вид как (1.1) за исключением псевдо-потенциала
Ватсона. Физическое решение уравнения Шредингера с данным гамильтониа
ном удовлетворяет условию Сэйвица:

𝜋𝑧 = 𝐽𝑧, (1.8)

что сводится к алгебраическому уравнению при использовании гармонических
функций и функций симметричного волчка.

Член 𝑉 (𝑞) в (1.1) представляет собой поверхность потенциальной энер
гии (ППЭ), которая разлагается в виде ряда Тэйлора. Необходимо обратить
внимание, что ограничение рассмотреть на полужёсткие молекулы предло
женного подхода основывается на предположении существования всего одного
глобального минимума. Также было предположено, что разложение ППЭ быст
ро сходится. На практике в основном используется разложение ППЭ 4-го или
6-го порядка (т.н. квартичное/секстичное силовое поле).

Использование гамильтониана Ватсона позволяет систематически ис
следовать внутреннее движение полужёстких молекул по порядку малости
разлагаемых членов с помощью теории возмущений. Начиная с нулевого при
ближения, полученное решение в рамках теории возмущений последовательно
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приближается к точному, однако выбор нулевого приближения, в свою очередь,
определяет точность решения в нулевом порядке, сходимость рядов теории воз
мущений и другие тонкие аспекты в практической реализации. Таким образом,
необходимо рассматривать выбор нулевого приближения и соответствующую
классификацию порядка малости каждого члена в гамильтониане (1.1).

В монографиях [16; 32] и обзоре [7] используется обозначение 𝐻𝑚𝑛 для
каждого члена в гамильтониане, где 𝑚 – суммарная степень колебательных
операторов 𝑞𝑖 и 𝑝𝑖; 𝑛 – суммарная степень вращательных операторов 𝐽𝛼. Таким
образом, можно переписать уравнение (1.1) в следующем виде:

𝐻 = 𝐻20 +𝐻30 +𝐻40 + ...

+ 𝐻21 +𝐻31 +𝐻41 + ...

+ 𝐻02 +𝐻12 +𝐻22 + ... (1.9)

Первая строка отвечает за чисто колебательные вклады (сумма гармонических
осцилляторов и ангармоничные поправки); в то же время, вторая строка опи
сывает Кориолисово взаимодействие между колебанием и вращением молекул.
Последняя строка соответствует вращению жесткого ротора и центробежному
деформационному искажению молекулы.

Выбор нулевого приближения и классификация по нему порядка малости
были подробно обсуждены в монографиях [16; 32]. Были предложены и исполь
зованы в ранних работах две схемы: Борна-Оппенгеймера и Нильсона.

Схема Борна-Оппенгеймера, введеная Ока [52] в колебательно-враща
тельную теорию молекул, основывается на оценке колебательной энергии по
смещению ядер относительно электронной энергии. Следовательно, данная
классификация основана на выборе гармонических осцилляторов 𝐻20 (стар
ший член по энергии) в качестве нулевого приближения. Соответственно –
𝐻30, (𝐻40 + 𝐻21 + 𝐻02) и (𝐻50 + 𝐻31 + 𝐻12) принимаются как возмущения
1-го, 2-го и 3-го порядков. Данная классификация также описывается фор
мулой 𝑘 = (𝑚 + 2𝑛 − 2), где 𝑘 соответствует 𝑘-ому порядку малости члена
гамильтониана 𝐻𝑚𝑛. Отметим, что гамильтониан жесткого ротора в данном
случае считается возмущением второго порядка. Данная схема классификации
порядка малости является наиболее распространённым вариантом в реализа
ции теории возмущений [7; 27; 39; 40].

С другой стороны, как было отмечено в монографии [32], порядок малости
оператора трактуется как порядок его вклада в колебательно-вращательную
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энергию. Соответственно, порядок зависит от колебательного и вращательного
возбуждений (т.е. от квантовых чисел). В схеме Нильсона как гармонические
осцилляторы 𝐻20, так и жёсткий ротор 𝐻02 были выбраны в качестве нулевого
приближения. Как было отмечено в работе [32], схема Нильсона является более
гибкой и подходящей относительно схемы Борна-Оппенгеймера, особенно в ин
фракрасной спектроскопии. В данной схеме (𝐻30+𝐻21+𝐻12), (𝐻40+𝐻22+𝐻31)
и (𝐻50 + 𝐻32 + 𝐻41) принимаются как возмущения 1-го, 2-го и 3-го порядков
соответственно. 𝑘 = (𝑚 + 𝑛 − 2) обозначает 𝑘-ый порядок малости члена га
мильтониана 𝐻𝑚𝑛.

Отметим, что чисто колебательная задача состоит из решения уравнения
Шредингера с гамильтонианом 𝐻𝑛0, (𝑛 = 2,3,4,...):

𝐻 = 𝐻20 +𝐻30 +𝐻40 + ..., (1.10)

=
1

2

𝑀∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘(𝑝
2
𝑘 + 𝑞2𝑘) +

1

3!

∑︁
𝑟,𝑠,𝑡

𝜑𝑟𝑠𝑡𝑞𝑟𝑞𝑠𝑞𝑡 +
1

4!

∑︁
𝑟,𝑠,𝑡,𝑢

𝜑𝑟𝑠𝑡𝑢𝑞𝑟𝑞𝑠𝑞𝑡𝑞𝑢

+
1

2

∑︁
𝛼=𝑥,𝑦,𝑧

𝐵𝛼
𝑒

∑︁
𝑟 ̸=𝑠,�̸�=𝑢

𝜁𝛼𝑟𝑠𝜁
𝛼
𝑡𝑢

(︂
𝜔𝑠

𝜔𝑟

)︂1/2(︂
𝜔𝑢

𝜔𝑡

)︂1/2

𝑞𝑟𝑝𝑠𝑞𝑡𝑝𝑢 + ...,

где 𝜑𝑟𝑠𝑡, 𝜑𝑟𝑠𝑡𝑢 – кубические и квартичные силовые постоянные.
В заключение данного раздела рассматривается расчёт абсолютной интен

сивности колебательно-вращательных переходов, индуцированных дипольным
моментом молекул. Абсолютная интенсивность колебательно-вращательного
перехода (интегральное сечение рассеяния или коэффициент адсорбции) опре
деляется следующим образом:

𝑘𝜎 =
8𝜋3

3ℎ𝑐

𝑁𝑎𝑔
′
𝑛𝜎

𝑄(𝑇 )

[︂
1− 𝑒𝑥𝑝

(︂
− ℎ𝑐
𝑘𝑇

𝜎

)︂]︂
𝑒𝑥𝑝

(︂
−𝐸𝐴′

𝑘𝑇

)︂
S(𝐴′′ ← 𝐴′), (1.11)

где сила линий имеет данный вид:

S(𝐴′′ ← 𝐴′) =
∑︁
𝑎′

∑︁
𝑎′′

∑︁
𝑓=𝑋,𝑌,𝑍

|⟨𝜓𝑎′|𝜇𝑓 |𝜓𝑎′′⟩|2, (1.12)

где 𝐴′, 𝐴′′ обозначают начальные и конечные энергетические уровни молекулы;
𝜎 = (𝐸𝐴′′−𝐸𝐴′)/ℎ𝑐 – волновое число соответствующего перехода; 𝑔′𝑛 – кратность
вырождения нижнего уровня, обусловленная спином тождественных ядер; 𝑎′, 𝑎′′

обозначают невырожденные состояния, соответствующие 𝑀 квантовому числу
уровней 𝐴′ и 𝐴′′; 𝑄(𝑇 ) – колебательно-вращательная статистическая сумма мо
лекулы при температуре 𝑇 ; 𝑁𝑎 – число абсорбирующих молекул в единичном
объеме (т.е., число Авогадро в нашем случае).
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Можно показать, что формулу силы линий для молекул типа асимметрич
ного волчка можно упросить, пренебрегая зависимостью от квантового числа
𝑀 , ассоциирующегося с проекцией компоненты углового момента в простран
ственной системе координат (ПСК):

S(𝐴′ ← 𝐴′′) =
∑︁
𝑎′

∑︁
𝑎′′

3|⟨𝜓𝑎′|𝜇𝑍 |𝜓𝑎′′⟩|2

= |⟨𝑣′𝐽 ′𝐾 ′𝑎𝐾 ′𝑐|𝜇𝑍 |𝑣′′𝐽 ′′𝐾 ′′𝑎𝐾 ′′𝑐 ⟩|2, (1.13)

ввиду условия ортонормированности
∑︀

𝑀 3|⟨𝐽 ′𝑀 ||𝐽 ′′𝑀⟩|2 = 1. Колебательно
вращательная волновая функция представлена в виде |𝑣′′𝐽 ′′𝐾 ′′𝑎𝐾 ′′𝑐 ⟩|; 𝐾𝑎, 𝐾𝑐 –
вращательные квантовые числа асимметричного волчка.

Таким образом, интенсивность перехода зависит только от 𝑍-компоненты
оператора дипольного момента в ПСК„ которая связана с оператором дипольно
го момента в МСК через матрицу поворота углов Эйлера (т.н. направляющим
косинусом) 𝜆𝑓,𝛼(𝜓,𝜃,𝜒), где 𝑓 = 𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝛼 = 𝑥, 𝑦, 𝑧):

𝜇𝑍 =
∑︁

𝛼=𝑥,𝑦,𝑧

𝜆𝑍,𝛼(𝜓,𝜃,𝜒)𝜇𝛼(𝑞). (1.14)

𝜇𝛼(𝑞) – оператор дипольного момента, определяемый в МСК, через нормальные
координаты 𝑞𝑖. На практике он разлагается в виде ряда Тэйлора:

𝜇𝛼(𝑞) = 𝜇𝑒𝛼 +
∑︁
𝑖

𝜕𝜇𝛼
𝜕𝑞𝑖

𝑞𝑖 +
1

2

∑︁
𝑖,𝑗

𝜕2𝜇𝛼
𝜕𝑞𝑖𝜕𝑞𝑗

𝑞𝑖𝑞𝑗 +
1

6

∑︁
𝑖,𝑗,𝑘

𝜕3𝜇𝛼
𝜕𝑞𝑖𝜕𝑞𝑗𝜕𝑞𝑘

𝑞𝑖𝑞𝑗𝑞𝑘 + ... (1.15)

1.2 Теория возмущений: метод контактных преобразований

Наиболее гибкой и эффективной реализацией теории возмущений явля
ется метод контактных преобразований. Как было ранее отмечено, данный
метод был впервые предложен физиком Ван Влеком, затем применен Шаф
фером, Нильсоном и Томасом в решении задач о колебательно-вращательных
состояниях многоатомных молекул [18—24]. Главная идея данного метода
заключается в использовании унитарно-эквивалентного, так называемого, эф
фективного гамильтониана при помощи серии унитарных преобразований,
обеспечивающих инвариантность энергетических спектров и ортонормирован
ность волновой функции (особенно, в низком энергетическом диапазоне).
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Полученный эффективный гамильтониан позволяет рассматривать как изо
лированное колебательное состояние, так и взаимодействующие резонансные
состояния.

Также отметим, что операторная теория возмущений имеет определен
ные преимущества в практической реализации (особенно, по сравнению с его
матричной реализацией или примитивной теорией возмущений Релея-Шре
дингера). Во-первых, непосредственные манипуляции с операторами вместо
матриц существенно экономят требуемую внутреннюю память для их сохране
ния в ЭВМ [53]. Во-вторых, операторная реализация теории возмущений через
унитарные преобразования позволяет эффективно рассчитывать ряды теории
возмущений при помощи теоремы Вигнера 2𝑛+ 1 (т.е., при помощи 𝑛-кратных
преобразований можно получить ряд теории возмущений 2𝑛 + 1 порядка).

1.2.1 Реализация контактных преобразований

Общая схема метода контактных преобразований основана на использова
нии унитарного преобразования к исходному гамильтониану:

𝐻𝑒𝑓𝑓 = 𝑈𝐻𝑈−1, (1.16)

где 𝐻𝑒𝑓𝑓 является эффективным гамильтонианом. Гамильтониан 𝐻 классифи
цируется по порядку малости (см. 1.1):

𝐻 = 𝐻0 + 𝜆𝐻1 + 𝜆2𝐻2 + 𝜆3𝐻3 + 𝜆4𝐻4..., (1.17)

где 𝜆 является параметром порядка малости;𝐻0,𝐻1,𝐻2,𝐻3,𝐻4 – гамильтониан
нулевого приближения и члены возмущений (1–4)-го порядков соответственно.
𝑈 – унитарный оператор, принимающий следующий вид:

𝑈 = 𝑈𝑛𝑈𝑛−1...𝑈2𝑈1, (1.18)

где 𝑈𝑛 = 𝑒𝑖𝜆
𝑛𝑆𝑛 – унитарный оператор, отвечающий за обработку гамильтониана

𝑛-го порядка малости.
Волновая функция соответственно преобразуется по следующему закону:

Ψ(𝑛) = 𝑈Ψ(0) = 𝑈𝑛𝑈𝑛−1...𝑈2𝑈1Ψ
(0), (1.19)
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где Ψ(0) – волновая функция гамильтониана нулевого приближения 𝐻(0); Ψ(𝑛)

– 𝑛-кратно преобразованная волновая функция. Очевидно, имеет место рекур
рентное соотношение:

Ψ(𝑛) = 𝑈𝑛Ψ
(𝑛−1). (1.20)

В предельном случае 𝑛 → ∞, Ψ(𝑛) → Ψ является точным решением уравне
ния Шредингера.

Аналогично, каждый 𝑛-кратно преобразованный унитарным оператором
гамильтониан 𝐻(𝑛) выражается через (𝑛− 1)-кратно преобразованный гамиль
тониан 𝐻(𝑛−1) через следующую рекуррентную формулу:

𝐻(𝑛) = 𝑒𝑖𝜆
𝑛𝑆𝑛𝐻(𝑛−1)𝑒−𝑖𝜆

𝑛𝑆𝑛. (1.21)

Данное уравнение можно разложить с помощью формулы Бейкера-Кэмпбелла
Хаусдорфа [54]:

𝑒𝑖𝑆𝐻𝑒−𝑖𝑆 = 𝐻 +
∞∑︁
𝑗=1

𝑖𝑗

𝑗!

[︁
𝑆,
[︁
𝑆, ...,

[︁
𝑗

𝑆,𝐻
]︁
...
]︁]︁
. (1.22)

Подставляя формулу (1.22) в (1.21), можно непосредственно получить раз
ложение по параметру порядка малости 𝜆 при помощи произвольного числа
преобразований 𝑛. После разложения можно собрать все члены с одним и тем
же множителем 𝜆𝑛. Отсюда следует общий вид 𝑛-кратно преобразованного га
мильтониана по порядку его малости:

𝐻(𝑛) = 𝐻
(𝑛)
0 + 𝜆𝐻

(𝑛)
1 + 𝜆2𝐻

(𝑛)
2 + 𝜆3𝐻

(𝑛)
3 + 𝜆4𝐻

(𝑛)
4 .... (1.23)

В качестве примера приводим разложения до четвертого порядка при
𝑛 = 1:

𝐻
(1)
0 = 𝐻0,

𝐻
(1)
1 = 𝐻1 + 𝑖[𝑆1, 𝐻0],

𝐻
(1)
2 = 𝐻2 + 𝑖[𝑆1, 𝐻1]−

1

2
[𝑆1, [𝑆1, 𝐻0]],

𝐻
(1)
3 = 𝐻3 + 𝑖[𝑆1, 𝐻2]−

1

2
[𝑆1, [𝑆1, 𝐻1]]−

𝑖

6
[𝑆1, [𝑆1, [𝑆1, 𝐻0]]],

𝐻
(1)
4 = 𝐻4 + 𝑖[𝑆1, 𝐻3]−

1

2
[𝑆1, [𝑆1, 𝐻2]]−

𝑖

6
[𝑆1, [𝑆1, [𝑆1, 𝐻1]]] (1.24)

+
1

24
[𝑆1, [𝑆1, [𝑆1, [𝑆1, 𝐻0]]]].
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А также при 𝑛 = 2:

𝐻
(2)
0 = 𝐻0,

𝐻
(2)
1 = 𝐻

(1)
1 ,

𝐻
(2)
2 = 𝐻

(1)
2 + 𝑖[𝑆2, 𝐻0],

𝐻
(2)
3 = 𝐻

(1)
3 + 𝑖[𝑆2, 𝐻

(1)
1 ],

𝐻
(2)
4 = 𝐻

(1)
4 + 𝑖[𝑆2, 𝐻

(1)
2 ]− 1

2
[𝑆2, [𝑆2, 𝐻0]]. (1.25)

Общая формула для 𝑛-кратно преобразованного гамильтониана 𝑘-го по
рядка малости 𝐻(𝑁)

𝑘 была выведена Макушкином при помощи математической
индукции [27]:

𝐻
(𝑛)
𝑘 = 𝐻

(𝑛−1)
𝑘 +

⌊𝑘/𝑛⌋∑︁
𝑗=1

𝑖𝑗

𝑗 !
[𝑆𝑛,[𝑆𝑛, ... [⏟  ⏞  

𝑗

𝑆𝑛, 𝐻
(𝑛−1)
𝑘−𝑛𝑗 ]...], (1.26)

где ⌊𝑘/𝑛⌋ обозначает целую часть 𝑘/𝑛. Отсюда следует, что 𝐻(𝑛)
0 ≡ 𝐻0.

Предложенное преобразование работает и для других операторов фи
зических величин, связанных с оптическими процессами, индуцированными
электромагнитным полем (например, дипольный момент). Для этого рассмот
рим тождественное преобразование матричного элемента оператора дипольного
момента, который необходимо рассчитать в формуле (1.13):

⟨Ψ(0)|𝜇𝑍 |Ψ(0)⟩ = ⟨Ψ(0)|𝑈−1𝑈𝜇𝑍𝑈−1𝑈 |Ψ(0)⟩
= ⟨Ψ(𝑛)|𝑈𝜇𝑍𝑈−1|Ψ(𝑛)⟩, (1.27)

ввиду (1.18) и (1.19).
Таким образом, для 𝑍-компоненты оператора дипольного момента имеет

место преобразование:

𝑀
(𝑛)
𝑍 = 𝑈𝜇𝑍𝑈

−1

= 𝑒𝑖𝑆𝑛𝑒𝑖𝑆𝑛−1...𝑒𝑖𝑆1𝜇𝑍𝑒
−𝑖𝑆1...𝑒−𝑖𝑆𝑛−1𝑒−𝑖𝑆𝑛. (1.28)

Все вышеизложенные формулы, в том числе (1.24), (1.25) и (1.26), следует ис
пользовать аналогично для преобразования дипольного момента.
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1.2.2 Выбор генераторов преобразования и представление
вторичного квантования

Унитарный оператор, введенный в предыдущем разделе, и его эрмито
вый генератор 𝑆𝑛 в общем случае являются произвольными. Генератор 𝑆𝑛

необходимо выбирать так, чтобы преобразованный эффективный гамильто
ниан 𝐻𝑒𝑓𝑓 являлся диагональным оператором в представлении, создаваемом
гамильтонианом нулевого приближения 𝐻0. Соответственно, каждый генератор
преобразования 𝑆𝑛 приводит 𝐻(𝑛)

𝑛 к (блок-) диагональному виду. Для осуществ
ления данной цели требуется решить следующее уравнение:

𝐻(𝑛)
𝑛 = 𝐻(𝑛−1)

𝑛 + 𝑖[𝑆𝑛, 𝐻
(𝑛−1)
0 ], (1.29)

которое следует из (1.26) для 𝑛 = 𝑘. Еще раз отметим, что 𝐻(𝑛)
0 ≡ 𝐻0. Данное

уравнение является операторным. Один из вариантов его решения заключает
ся в умножении волновых функций нулевого порядка Ψ

(0)
𝑖 , Ψ(0)

𝑗 с двух сторон,
откуда следует:

⟨Ψ(0)
𝑖 |𝐻

(𝑛)
𝑛 |Ψ

(0)
𝑗 ⟩ = ⟨Ψ

(0)
𝑖 |𝐻

(𝑛−1)
𝑛 |Ψ(0)

𝑗 ⟩+ 𝑖⟨Ψ(0)
𝑖 |𝑆𝑛𝐻0 −𝐻0𝑆𝑛|Ψ(0)

𝑗 ⟩. (1.30)

Если полученный преобразованный гамильтониан будет диагональным, то
для 𝑖 ̸= 𝑗 левая часть (1.30) обращается в нуль. Ввиду собственности волновой
функции нулевого порядка для 𝐻0, получим уравнение:

⟨Ψ(0)
𝑖 |𝐻

(𝑛−1)
𝑛 |Ψ(0)

𝑗 ⟩ = 𝑖(𝐸
(0)
𝑖 − 𝐸

(0)
𝑗 )⟨Ψ(0)

𝑖 |𝑆𝑛|Ψ(0)
𝑗 ⟩, (1.31)

для определения матричного элемента генератора 𝑆𝑛, где 𝐸(0)
𝑖 , 𝐸

(0)
𝑗 – собствен

ные значения волновых функций нулевого порядка Ψ
(0)
𝑖 ,Ψ

(0)
𝑗 . Отметим, что

данное условие необходимо соблюдать при любом порядке теории возмущений
𝑛 и 𝑖 ̸= 𝑗. Идея использования матричного представления генераторов уни
тарных преобразований 𝑆𝑛 разработана в проекционном формализме метода
контактных преобразований [7; 27; 36; 55; 56].

Решение уравнения (1.29) в операторном виде было введено Шаффером,
Нильсеном, и Аматом на основе канонического коммутационного правила меж
ду координатами и их сопряженными импульсами [20—24]. С 1960-ых годов
было предложено использовать представление вторичного квантования для
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решения уравнения (1.29) в случае колебательной задачи при помощи комму
тационного свойства гармонических осцилляторов [25—27]:

[𝐻0, (𝑎
†
𝑘)

𝑙 𝑎𝑚𝑘 ] = (𝑙 −𝑚)𝜔𝑘 (𝑎†𝑘)
𝑙 𝑎𝑚𝑘 , (1.32)

где 𝐻0 - гамильтониан, представлен в виде суммы гармонических осциллято
ров, и

𝑎†𝑘 =
1√
2
(𝑞𝑘 − 𝑖𝑝𝑘),

𝑎𝑘 =
1√
2
(𝑞𝑘 + 𝑖𝑝𝑘) (1.33)

являются операторами рождения и уничтожения в представлении вторичного
квантования [57]. Имеет место следующее каноническое коммутационное соот
ношение:

[𝑎†𝑘, 𝑎𝑙] = 𝛿𝑘,𝑙, (1.34)

где 𝛿𝑘,𝑙 – символ Кронекера. На основе данного соотношения уравнение (1.32)
можно проверить с помощью математической индукции. Операторы рождения
и уничтожения 𝑎†𝑘,𝑎𝑘 действуют на гармоническую функцию следующим об
разом:

𝑎†𝑘|𝜈1, 𝜈2,...,𝜈3𝑀−6⟩ =
√
𝜈𝑘 + 1|𝜈1, 𝜈2,...,𝜈3𝑀−6⟩,

𝑎𝑘|𝜈1, 𝜈2,...,𝜈3𝑀−6⟩ =
√
𝜈𝑘|𝜈1, 𝜈2,...,𝜈3𝑀−6⟩, (1.35)

где 𝜈𝑖 – колебательное квантовое число 𝑖-ой нормальной моды. Данное
представление называется представлением вторичного квантования (или
представлением Фока). Следовательно, гамильтониан Ватсона (1.1) можно
трансформировать в представление вторичного квантования непосредственно
через обратное преобразование (1.33):

𝑞𝑘 =
1√
2
(𝑎†𝑘 + 𝑎𝑘),

𝑝𝑘 =
𝑖√
2
(𝑎†𝑘 − 𝑎𝑘). (1.36)

Далее отметим, что оператор, представленный через операторы рождения
и уничтожения, считается диагональным, если для каждой колебательной сте
пени свободы степени операторов рождения и уничтожения равны. Уравнение
(1.32) занимает особое место в области колебательной и колебательно-враща
тельной теории, откуда следует, что оператор

∏︀𝑀
𝑘=1(𝑎

†
𝑘)

𝑙𝑘 𝑎𝑚𝑘

𝑘 , который состоит
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из произведения операторов рождения и уничтожения по каждой колебатель
ной степени свободы, можно использовать в качестве базиса для представления
гамильтониана. Очень важным следствием является тот факт, что если га
мильтониан представлен в виде линейной комбинации операторного базиса
следующим образом:

𝐻 =
∑︁
𝑗

ℎ𝑗

(︃
𝑀∏︁
𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑟𝑗𝑘𝑎

𝑠𝑗𝑘
𝑘 +

𝑀∏︁
𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑠𝑗𝑘𝑎

𝑟𝑗𝑘
𝑘

)︃
, (1.37)

то можно аннулировать соответствующие недиагональные члены с помощью
генератора преобразования 𝑆𝑛 следующим образом:

𝑆𝑛 = −𝑖
∑︁
𝑗

ℎ𝑗

(︃
𝑀∑︁
𝑘=1

(𝑟𝑗𝑘 − 𝑠𝑗𝑘)𝜔𝑘

)︃−1(︃ 𝑀∏︁
𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑟𝑗𝑘𝑎

𝑠𝑗𝑘
𝑘 −

𝑀∏︁
𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑠𝑗𝑘𝑎

𝑟𝑗𝑘
𝑘

)︃
. (1.38)

где ℎ𝑗 является вещественным числом для колебательного гамильтониана.
Другими словами, в представлении вторичного квантования оператор

ное уравнение (1.29) превращается в алгебраическое при помощи соотношения
(1.32) и, следовательно, его решение можно непосредственно получить, исходя
из соответствующего члена гамильтониана (1.37).
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1.2.3 Нормально-упорядоченные представления операторов,
расчёт колебательных и вращательных коммутаторов

Результаты, описанные в данном разделе, опубликованы в статьях
[57—59] 1

Необходимо отметить, что гамильтониан Ватсона (1.1), переведенный в
представление вторичного квантования по формуле (1.33) в разделе 1.2.2, может
иметь вид, отличающийся от (1.37), вследствие коммутационного соотношения
(1.34) между операторами рождения и уничтожения. С другой стороны, после
решения операторного уравнения (1.29) для определения генератора преобра
зования 𝑆𝑛, следует рассчитывать коммутаторы в (1.24), (1.25) и (1.26), что в
общем случае является нетривиальной задачей с точки зрения не только теории,
но и программирования. Для решения упомянутых двух задач можно ввести
нормальное упорядочение операторов рождения и уничтожения каждой степе
ни свободы с помощью математической индукции [37]:

(𝑎†)𝑘(𝑎)𝑙(𝑎†)𝑚(𝑎)𝑛 = (𝑎†)𝑘+𝑚(𝑎)𝑙+𝑛+

𝑚𝑖𝑛(𝑙,𝑚)∑︁
𝑖=1

1

𝑖!

[︃
𝑖−1∏︁
𝑗=0

(𝑙 − 𝑗)(𝑚− 𝑗)

]︃
(𝑎†)𝑘+𝑚−𝑖(𝑎)𝑙+𝑛−𝑖.

(1.39)
Вышеизложенное обсуждение имеет место в случае чисто колебательной

задачи (1.10). Следовательно, также стоит обратить особое внимание на вид
гамильтониана при решении колебательно-вращательной задачи. В данном слу
чае ℎ𝑗 в гамильтониане вида (1.37) может содержать еще и вращательные
операторы. Генератор (1.38) операторного уравнения (1.29) является точным

1При подготовке данного раздела диссертации использованы следующие публикации, выпол
ненные автором в соавторстве, в которых, согласно Положению о присуждении ученых степеней в
МГУ, отражены основные результаты, положения и выводы исследования: [54] Krasnoshchekov S.
V., Chang X. Ladder operators for morse oscillator and a perturbed vibrational problem // International
Reviews in Physical Chemistry. – 2019. – Vol. 38, № 1. – P. 63–113. [55] Chang X., Krasnoshchekov S.
V., Pupyshev V. I., Millionshchikov D. V. Normal ordering of the su(1, 1) ladder operators for the quasi
number states of the morse oscillator // Physics Letters, Section A: General, Atomic and Solid State
Physics. – 2020. – Vol. 384, № 19. – P. 126493–1–126493–8. [56] Chang X., Efremov I. M., Millionshchikov
D. V., Krasnoshchekov S. V. Normal Ordering of the Angular Momentum Cylindrical Ladder Operators
and their Products with Wigner D-functions // The Journal of Chemical Physics. – 2023. – Vol. 158.
– P. 104802. Подготовка полученных результатов проводилась совместно с соавторами, вклад Чан
Сюаньхао в научных трудах составляет 70%.
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решением, если в качестве нулевого выбирается приближение гармонического
осциллятора, поскольку операторы угловых моментов всегда коммутируют с ко
лебательными операторами, а также с гамильтонианом нулевого приближения.
Как было обсуждено в разделе 1.1, данное обстоятельство соответствует схе
ме классификации порядка малости Борна-Оппенгеймера, что в свою очередь
требует большего числа унитарных преобразований (1.18).

Однако для применения схемы Нильсона необходимо использовать в каче
стве нулевого приближение гармонического осциллятора и жесткого ротатора,
что приводит к появлению дополнительного коммутатора при решении опера
торного уравнения (1.29):

𝐻 ′ = 𝐻 + 𝑖[𝑆,𝐻0]

= 𝐻 + 𝑖[𝑆,𝐻20] + 𝑖[𝑆,𝐻02]. (1.40)

Отсутствие верхних и части нижних индексов выполнено для простоты изло
жения. Наличие второго коммутатора 𝑖[𝑆,𝐻02] приводит к тому факту, что
генератор вида (1.38) становится приближенным решением рассматриваемого
уравнения. В таком случае, в первую очередь, требуется рассчитать коммута
тор с вращательными операторами. В схеме контактных преобразований также
существует общий случай, который требует расчёт коммутатора операторов,
одновременно содержащих вращательную часть. В данном случае необходимо
рассматривать коммутатор, разделяя его колебательную и вращательную ча
сти:

[𝑆(𝑉 )𝑆(𝑅), 𝐻(𝑉 )𝐻(𝑅)] = 𝑆(𝑉 )𝐻(𝑉 )𝑆(𝑅)𝐻(𝑅) −𝐻(𝑉 )𝑆(𝑉 )𝐻(𝑅)𝑆(𝑅)

= [𝑆(𝑉 ), 𝐻(𝑉 )]𝑆(𝑅)𝐻(𝑅) + [𝑆(𝑅), 𝐻(𝑅)]𝐻(𝑉 )𝑆(𝑉 ),

(1.41)

где колебательную часть можно также рассчитать с помощью формулы (1.39).
Однако расчёт вращательного коммутатора в общем случае остается нерешен
ной задачей.

Вращательные операторы (компоненты операторов углового момента (1.4)
в МСК), рассмотренные в разделе 1.1, удовлетворяют известным коммутацион
ным соотношениям SU(2):

[𝐽𝛼, 𝐽𝛽] = −𝑖
∑︁
𝛾

𝜖𝛼𝛽𝛾𝐽𝛾. (1.42)
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Традиционной подход предполагает использование симметризованных
вращательных операторов 𝐽𝑝

𝑥𝐽
𝑞
𝑦𝐽

𝑟
𝑧 +𝐽

𝑟
𝑧𝐽

𝑞
𝑦𝐽

𝑝
𝑥 (обладающих эрмитовостью и инва

риантностью относительно операций симметрии точечной группы и инверсии по
времени) в качестве базисов для представления угловой части гамильтониана.
Аналогично (1.37), колебательно-вращательный гамильтониан (1.37) представ
ляется в следующем виде:

𝐻 =
∑︁
𝑗

ℎ𝑗
(︀
𝐽𝑝𝑗
𝑥 𝐽

𝑞𝑗
𝑦 𝐽

𝑟𝑗
𝑧 + 𝐽𝑝𝑗

𝑧 𝐽
𝑞𝑗
𝑦 𝐽

𝑟𝑗
𝑥

)︀(︃ 𝑀∏︁
𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑟𝑗𝑘𝑎

𝑠𝑗𝑘
𝑘 +

𝑀∏︁
𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑠𝑗𝑘𝑎

𝑟𝑗𝑘
𝑘

)︃
. (1.43)

Соответственно, генератор 𝑆𝑛 имеет подобную форму, аналогичную (1.38):

𝑆𝑘 = −𝑖
∑︁
𝑗

ℎ𝑗

(︃
𝑀∑︁
𝑘=1

(𝑟𝑗𝑘 − 𝑠𝑗𝑘)𝜔𝑘

)︃−1
(1.44)

×
(︀
𝐽𝑝𝑗
𝑥 𝐽

𝑞𝑗
𝑦 𝐽

𝑟𝑗
𝑧 + 𝐽𝑝𝑗

𝑧 𝐽
𝑞𝑗
𝑦 𝐽

𝑟𝑗
𝑥

)︀(︃ 𝑀∏︁
𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑟𝑗𝑘𝑎

𝑠𝑗𝑘
𝑘 −

𝑀∏︁
𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑠𝑗𝑘𝑎

𝑟𝑗𝑘
𝑘

)︃
.

Для вращательных операторов (компоненты операторов углового момента
в МСК) имеет место следующее соотношение [28]:

𝑖[𝐻02, 𝐽
𝑝
𝑥𝐽

𝑞
𝑦𝐽

𝑟
𝑧 + 𝐽𝑟

𝑧𝐽
𝑞
𝑦𝐽

𝑝
𝑥] ≈ 2𝑝(𝐵𝑧 −𝐵𝑦)(𝐽

𝑝−1
𝑥 𝐽𝑞+1

𝑦 𝐽𝑟+1
𝑧 + 𝐽𝑟+1

𝑧 𝐽𝑞+1
𝑦 𝐽𝑝−1

𝑥 )

+ 2𝑞(𝐵𝑥 −𝐵𝑧)(𝐽
𝑝+1
𝑥 𝐽𝑞−1

𝑦 𝐽𝑟+1
𝑧 + 𝐽𝑟+1

𝑧 𝐽𝑞−1
𝑦 𝐽𝑝+1

𝑥 )

+ 2𝑟(𝐵𝑦 −𝐵𝑥)(𝐽
𝑝+1
𝑥 𝐽𝑞+1

𝑦 𝐽𝑟−1
𝑧 + 𝐽𝑟−1

𝑧 𝐽𝑞+1
𝑦 𝐽𝑝+1

𝑥 ).

Данное уравнение позволяет приближенно рассчитать вращательные комму
таторы с жестким ротатором 𝐻02. Однако, как упоминалось ранее, расчёт
вращательных коммутаторов в общем случае всё еще является нерешенной
проблемой. Недавно, Ватсон предложил расчёт вращательных коммутаторов
с помощью классического коммутатора Пуассона [34; 35] в качестве прибли
жения:

[𝐴, 𝐵]𝑅 = 𝑖{𝐴, 𝐵}𝑅 = −𝑖
∑︁
𝛼𝛽𝛾

𝜕𝐴

𝜕𝐽𝛼

𝜕𝐵

𝜕𝐽𝛽
𝜖𝛼𝛽𝛾𝐽𝛾. (1.45)

На практике можно представить операторы углового момента в следу
ющем виде:

𝐽𝑥 =
1

2
(𝐽+ + 𝐽−),

𝐽𝑦 =
𝑖

2
(𝐽+ − 𝐽−),

𝐽𝑧 ≡ 𝐽0, (1.46)
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где 𝐽+, 𝐽− – операторы «рождения и уничтожения» углового момента. Опера
торы 𝐽𝑧, 𝐽+ и 𝐽− действуют на вращательную функцию следующим образом:

𝐽𝑧|𝐽,𝑘⟩ = 𝑘|𝐽,𝑘⟩,
𝐽±|𝐽,𝑘⟩ = (𝐽(𝐽 + 1)− 𝑘(𝑘 ± 1))1/2|𝐽,𝑘 ± 1⟩, (1.47)

и удовлетворяют следующим коммутационным соотношениям:

[𝐽𝑧, 𝐽+] = +𝐽+,

[𝐽𝑧, 𝐽−] = −𝐽−,
[𝐽+, 𝐽−] = 2𝐽𝑧,

(1.48)

Для решения проблемы, связанной с вычислением вращательных ком
мутаторов, предлагается следующее уравнение, полученное на основе метода
математической индукции [58; 59]:

: 𝐽𝑎
𝑧 𝐽

𝑏
+𝐽

𝑐
−𝐽

𝑑
𝑧 𝐽

𝑒
+𝐽

𝑓
− : =

𝑑∑︁
𝑘=0

(︂
𝑑

𝑘

)︂
(𝑐− 𝑏)𝑘

𝑒∑︁
𝑚=0

(︂
𝑒

𝑚

)︂
𝑐!

(𝑐−𝑚)!

𝑚⩽𝑒∑︁
𝑙=0

𝑠(𝑚,𝑙)×

×
𝑙∑︁

𝑟=0

(−2)𝑟
(︂
𝑙

𝑟

)︂
(2𝑏− 𝑐+ 𝑒)𝑙−𝑟 𝐽𝑎+𝑑−𝑘+𝑟

𝑧 𝐽 𝑏+𝑒−𝑚
+ 𝐽 𝑐−𝑚+𝑓

− ,

(1.49)

где
(︀
𝑎
𝑏

)︀
= 𝑎!

𝑏!(𝑎−𝑏)! – биномиальный коэффициент; 𝑠(𝑚,𝑙) – число Стирлин
га первого рода. Данная формула позволяет провести алгебраический расчёт
вращательного коммутатора в уравнении (1.41) (аналогично нормальному упо
рядочению колебательных операторов рождения и уничтожения (1.39)). В
таком случае также предлагается нормально-упорядоченное представление га
мильтониана, соответствующего формуле (1.49):

𝐻 =
∑︁
𝑗

ℎ𝑗
(︀
𝐽𝑝𝑗
𝑧 𝐽

𝑞𝑗
+ 𝐽

𝑟𝑗
−
)︀(︃ 𝑀∏︁

𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑟𝑗𝑘𝑎

𝑠𝑗𝑘
𝑘 +

𝑀∏︁
𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑠𝑗𝑘𝑎

𝑟𝑗𝑘
𝑘

)︃
. (1.50)

и переопределим соответствующий генератор 𝑆𝑛 в приведенном представлении
по аналогии (1.38):

𝑆𝑛 = −𝑖
∑︁
𝑗

ℎ𝑗

(︃
𝑀∑︁
𝑘=1

(𝑟𝑗𝑘 − 𝑠𝑗𝑘)𝜔𝑘

)︃−1 (︀
𝐽𝑝𝑗
𝑧 𝐽

𝑞𝑗
+ 𝐽

𝑟𝑗
−
)︀(︃ 𝑀∏︁

𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑟𝑗𝑘𝑎

𝑠𝑗𝑘
𝑘 −

𝑀∏︁
𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑠𝑗𝑘𝑎

𝑟𝑗𝑘
𝑘

)︃
,

(1.51)
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где коэффициенты ℎ𝑗 являются в общем случае комплексными числами.
Таким образом, на основе формулы (1.49) предлагается нормально упоря

доченное представление гамильтониана (1.50) и генератора преобразования 𝑆𝑛

(1.51), а также простой вариант расчёта вращательных коммутаторов. Необхо
димо обратить внимание на упомянутый выше факт, что такой генератор 𝑆𝑛

всё еще является приближенным решением уравнения (1.29) (см. (1.40)).
Вспомним, что генератор унитарного преобразования 𝑆, построенный при

решении чисто колебательной задачи (1.38), обрабатывает недиагональные чле
ны гамильтониана (1.37) строго по свойству (1.32). Однако при реализации
колебательно-вращательной задачи возникает дополнительный вращательный
комутатор 𝑖[𝑆,𝐻02] в (1.40), что, в свою очередь, приводит к появлению дру
гих возможных недиагональных членов. Таким образом гамильтониан после
преобразования в общем случае не будет диагональным.

Для выхода из данного обстоятельства необходимо вспомнить тот факт,
что колебательная энергия в общем случае намного больше вращательной
энергии на 1-2 порядка (если вращательное возбуждение относительно не вы
сокое). Для детального анализа рассмотрим матричный элемент коммутатора
[𝑆,𝐻20 + 𝐻02] из уравнения (1.40), аналогично (1.30):

⟨Ψ(0)
𝑖 |[𝑆,𝐻20+𝐻02]|Ψ(0)

𝑗 ⟩ = ((𝐸𝑣)𝑗 − (𝐸𝑣)𝑖) ⟨Ψ(0)
𝑖 |𝑆|Ψ

(0)
𝑗 ⟩+((𝐸𝑟)𝑗 − (𝐸𝑟)𝑖) ⟨Ψ(0)

𝑖 |𝑆|Ψ
(0)
𝑗 ⟩,

(1.52)
где (𝐸𝑣)𝑖 и (𝐸𝑟)𝑖 – колебательная и вращательная энергия i-го состояния со
ответственно.

Из сравнения значений колебательной и вращательной энергий следует,
что второй член в формуле (1.52) меньше первого, откуда следует, что ком
мутатор [𝑆,𝐻02] настолько мал по сравнению с колебательным коммутатором,
что можно считать его в качестве возмущения (относительно [𝑆,𝐻20], а так
же относительно соответствующего члена гамильтониана, возникающего после
преобразования). По этой причине можно принимать соответствующий комму
татор [𝑆,𝐻02] в качестве члена гамильтониана следующего порядка малости.
Можно показать, что в общем случае вращательные коммутаторы в (1.41) все
гда на один порядок меньше относительно колебательного коммутатора [32].

Таким образом, следует изменить схему разложения контактных преоб
разований по порядку малости (1.24), (1.25) и (1.26). При 𝑛 = 1 имеют место
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следующие формулы:

𝐻
(1)
0 = 𝐻20,

𝐻
(1)
1 = 𝐻1 + 𝑖[𝑆1, 𝐻20],

𝐻
(1)
2 = 𝐻2 + 𝑖[𝑆1, 𝐻1]−

1

2
[𝑆1, [𝑆1, 𝐻20]] + 𝑖[𝑆1, 𝐻02],

𝐻
(1)
3 = 𝐻3 + 𝑖[𝑆1, 𝐻2]−

1

2
[𝑆1, [𝑆1, 𝐻1]]−

𝑖

6
[𝑆1, [𝑆1, [𝑆1, 𝐻20]]]

− 1

2
[𝑆1, [𝑆1, 𝐻02]],

𝐻
(1)
4 = 𝐻4 + 𝑖[𝑆1, 𝐻3]−

1

2
[𝑆1, [𝑆1, 𝐻2]]−

𝑖

6
[𝑆1, [𝑆1, [𝑆1, 𝐻1]]]

+
1

24
[𝑆1, [𝑆1, [𝑆1, [𝑆1, 𝐻20]]]]−

𝑖

6
[𝑆1, [𝑆1, [𝑆1, 𝐻02]]], (1.53)

при 𝑛 = 2:

𝐻
(2)
0 = 𝐻20,

𝐻
(2)
1 = 𝐻

(1)
1 ,

𝐻
(2)
2 = 𝐻

(1)
2 + 𝑖[𝑆2, 𝐻20],

𝐻
(2)
3 = 𝐻

(1)
3 + 𝑖[𝑆2, 𝐻

(1)
1 ] + 𝑖[𝑆2, 𝐻02],

𝐻
(2)
4 = 𝐻

(1)
4 + 𝑖[𝑆2, 𝐻

(1)
2 ]− 1

2
[𝑆2, [𝑆2, 𝐻20]]. (1.54)

Несмотря на тот факт, что с возрастанием числа преобразований уменьшает
ся число необходимых добавленных вращательных коммутаторов, оказывается,
что соответствующие коммутаторы в первом и втором преобразованиях явля
ются непренебрегаемыми вкладами для преобразований старших порядков.

Напомним, что применение контактных преобразований к оператору ди
польного момента индуцирует эффективный оператор дипольного момента
(1.28), разложение которого также реализуется по формуле Бейкера–Кэмп
белла–Хаусдорфа. Однако в данном случае особого внимания заслуживает
расчёт возникающих коммутаторов.

Отметим, что оператор дипольного момента в ЛСК связан с МСК через
направляющие косинусы 𝜆𝑍,𝛼 ≡ 𝜆𝑍,𝛼(𝜓,𝜃,𝜒) (1.14), определяемые через углы Эй
лера 𝜓,𝜃,𝜒. В то же время соответствующей зависимостью обладают операторы
углового момента молекул в МСК (1.4). По этой причине вращательные опера
торы молекул 𝐽𝑥, 𝐽𝑦, 𝐽𝑧, в общем случае, не коммутируют с направляющими
косинусами, возникающими в операторе дипольного момента и его контактных
преобразованиях (1.28).
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Действительно, имеет место коммутационное соотношение:

[𝐽𝛼, 𝜆𝑓𝛽] = −𝑖
∑︁
𝛾

𝜖𝛼𝛽𝛾𝜆𝑓𝛾, (1.55)

откуда следует, что коммутатор между оператором углового момента и направ
ляющим косинусом линейен относительно направляющего косинуса аналогично
(1.42).

Аналогично (1.46) и (1.49) по методу математической индукции можно
определить соотношение при переходе к «операторам рождения и уничто
жения» направляющих косинусов. Соответствующая реализация возможна с
помощью D-функций Вигнера 𝐷𝐽

𝐾,𝑀 ≡ 𝐷𝐽
𝐾,𝑀(𝜓,𝜃,𝜒) [60—62]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜆𝑍𝑥 =
1√
2
(𝐷1

0,1 −𝐷1
0,−1),

𝜆𝑍𝑦 =
𝑖√
2
(𝐷1

0,1 +𝐷1
0,−1),

𝜆𝑍𝑧 = 𝐷1
0,0.

(1.56)

Представим также обратные преобразования:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐷1

0, 1 =
1√
2
(𝜆𝑍𝑥 − 𝑖𝜆𝑍𝑦)

𝐷1
0, 0 = 𝜆𝑍𝑧

𝐷1
0,−1 = −

1√
2
(𝜆𝑍𝑥 + 𝑖𝜆𝑍𝑦)

(1.57)

Отметим, что фазовой множитель D функции Вигнера 𝐷𝐽
𝐾,𝑀 определен в соот

ветствии с работой Едмондса (Edmonds [61]).
Подставляя формулы (1.49) и (1.56) в (1.55), можно получить следующие

коммутационные соотношения:

[𝐽+,𝐷
1
0,1] = 0, [𝐽+,𝐷

1
0,0] = −

√
2 ·𝐷1

0,1, [𝐽+,𝐷
1
0,−1] = −

√
2 ·𝐷1

0,0

[𝐽𝑧,𝐷
1
0,1] = 𝐷1

0,1, [𝐽𝑧,𝐷
1
0,0] = 0, [𝐽𝑧,𝐷

1
0,−1] = −𝐷1

0,−1

[𝐽−,𝐷
1
0,1] = −

√
2 ·𝐷1

0,0, [𝐽−,𝐷
1
0,0] = −

√
2 ·𝐷1

0,−1, [𝐽−,𝐷
1
0,−1] = 0

(1.58)
Данные соотношения, с одной стороны, можно непосредственно проверить,
используя координатное представление операторов угловых моментов (1.4) и
функциональные виды частного случая D-функции Вигнера 𝐷1

0,1, 𝐷1
0,−1, 𝐷1

0,0.
С другой стороны отметим, что можно трактовать представленные D-функции
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Вигнера в качестве неприводимых cферических тензорных операторов перво
го ранга 𝑇 (𝑘)

𝑞 , 𝑞 = 1, 𝑘 = ±1, что непосредственно соответствует определению
Рака (Racah, [61]):

[𝐽+, 𝑇
(𝑘)
𝑞 ] = 𝑒+𝑖𝛿(𝑞(𝑞 + 1)− 𝑘(𝑘 + 1))1/2𝑇 (𝑘+1)

𝑞 ,

[𝐽−, 𝑇
(𝑘)
𝑞 ] = 𝑒−𝑖𝛿(𝑞(𝑞 + 1)− 𝑘(𝑘 − 1))1/2𝑇 (𝑘−1)

𝑞 ,

[𝐽𝑧, 𝑇
(𝑘)
𝑞 ] = 𝑘𝑇 (𝑘)

𝑞 ,

(1.59)

где 𝛿 определяет относительные фазы, в нашем случае 𝛿 = 𝜋, 𝑒±𝑖𝛿 = ∓1.
Отметим, что в следствие (1.55) степень направляющих косинусов (и

D-функции Вигнера) в операторе дипольного момента всегда будет 1. По
этой причине достаточно рассматривать коммутаторы типа [𝐽𝑎

𝑚, 𝐷
1
0,𝑘] (𝑚, 𝑘 =

0,±1, 𝑎 = 0,1,2,...). Полученные соотношения представлены следующим обра
зом [59]:

: 𝐽𝑎
𝑧 𝐽

𝑏
+𝐽

𝑐
−𝐷

1
0,−1 : = 𝐷1

0,−1(𝐽𝑧 − 1)𝑎𝐽 𝑏
+𝐽

𝑐
−

− 𝐷1
0,0

√
2𝑏𝐽𝑎

𝑧 𝐽
𝑏−1
+ 𝐽 𝑐

−

+ 𝐷1
0,1𝑏(𝑏− 1)(𝐽𝑧 + 1)𝑎𝐽 𝑏−2

+ 𝐽 𝑐
−, (1.60)

: 𝐽𝑎
𝑧 𝐽

𝑏
+𝐽

𝑐
−𝐷

1
0,0 : = −𝐷1

0,−1
√
2𝑐(𝐽𝑧 − 1)𝑎𝐽 𝑏

+𝐽
𝑐−1
−

+ 𝐷1
0,0

(︀
𝐽𝑎
𝑧 𝐽

𝑏
+𝐽

𝑐
− + 2𝑏𝑐𝐽𝑎

𝑧 𝐽
𝑏−1
+ 𝐽 𝑐−1

−
)︀

− 𝐷1
0,1(𝐽𝑧 + 1)𝑎(

√
2𝑏𝐽 𝑏−1

+ 𝐽 𝑐
−

+
√
2𝑏(𝑏− 1)𝑐𝐽 𝑏−2

+ 𝐽 𝑐−1
− ), (1.61)

: 𝐽𝑎
𝑧 𝐽

𝑏
+𝐽

𝑐
−𝐷

1
0,1 : = 𝐷1

0,−1𝑐(𝑐− 1)(𝐽𝑧 − 1)𝑎𝐽 𝑏
+𝐽

𝑐−2
−

− 𝐷1
0,0(
√
2𝑐𝐽𝑎

𝑧 𝐽
𝑏
+𝐽

𝑐−1
−

+
√
2𝑏𝑐(𝑐− 1)𝐽𝑎

𝑧 𝐽
𝑏−1
+ 𝐽 𝑐−2

− )

+ 𝐷1
0,1(𝐽𝑧 + 1)𝑎(𝐽 𝑏

+𝐽
𝑐
− + 2𝑏𝑐𝐽 𝑏−1

+ 𝐽 𝑐−1
−

+ 𝑏(𝑏− 1)𝑐(𝑐− 1)𝐽 𝑏−2
+ 𝐽 𝑐−2

− ), (1.62)

где 𝑎, 𝑏 и 𝑐 – натуральные числа.
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Другим способом, можно переписать уравнения (1.60), (1.61) и (1.62) в
более компактном виде:

𝐽𝑎
𝑧 𝐽

𝑏
+𝐽

𝑐
− ·𝐷1

0,𝜀=0,±1 =
1∑︁

𝜃=−1

(−
√
2)𝜀+𝜃𝐷1

0,𝜃(𝐽𝑧 + 𝜃)𝑎 ×

×
min {𝜀,𝜃}∑︁
𝑘=−1

2−𝑘
(︂

𝑐

𝜀− 𝑘

)︂(︂
𝑏

𝜃 − 𝑘

)︂
𝐽 𝑏−𝜃+𝑘
+ 𝐽 𝑐−𝜀+𝑘

− . (1.63)

Таким образом, предлагается следующяя нормально-упорядоченная фор
ма оператора дипольного момента

𝑀 =
∑︁
𝑗

ℎ𝑗(𝐷
1
0,1)

𝑎𝑗(𝐷1
0,0)

𝑏𝑗(𝐷1
0,−1)

𝑐𝑗
(︀
𝐽𝑝𝑗
𝑧 𝐽

𝑞𝑗
+ 𝐽

𝑟𝑗
−
)︀(︃ 𝑀∏︁

𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑟𝑗𝑘𝑎

𝑠𝑗𝑘
𝑘 +

𝑀∏︁
𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑠𝑗𝑘𝑎

𝑟𝑗𝑘
𝑘

)︃
,

(1.64)
где сумма натуральных чисел 𝑎𝑗, 𝑏𝑗, 𝑐𝑗 всегда равняется 1.

1.2.4 Критерии колебательных резонансов в методе контактных
преобразований

До сих пор мы рассматривали ситуацию, когда в исследуемой системе
отсутствует резонансный эффект. В данном случае было предположено, что
после обработки с помощью теории возмущений колебательно-вращательный
гамильтониан сводится к диагональному виду и имеет хорошую сходимость
к «точному» решению. Однако при изучении реальных систем резонансные
эффекты широко распространены в молекулярной динамике и присутствуют
практически во всех молекулах начиная с трехатомных [45]. Как было отме
чено во введении, в экспериментальном спектре соответствующие резонансные
эффекты приводят к перераспределению интенсивности между «ярким» и «тем
ным» колебательными состояниями и отталкиванию соответствующих пиков. С
точки зрения квантовой механики наличие резонансов означает сильное пере
мешивание волновых функций между соответствующими близкими по энергии
состояниями

В рамках метода контактных преобразований и теории возмущений, резо
нансные взаимодействия обычно вызывают появление аномально больших по
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абсолютной величине ангармонических постоянных и приводят к затруднени
ям в обратной спектроскопической задаче при подгонке констант эффективного
гамильтониана к наблюдаемым уровням энергии. Как видно из общего выра
жения для S-оператора (1.44) (или в нормально упорядоченной форме (1.51)),
численный коэффициент исходного элементарного недиагонального оператора,
входящего в состав гамильтониана, делится на линейную комбинацию гармони
ческих частот, взятых с весами соответствующих операторов:

𝑆𝑘 = −𝑖
∑︁
𝑗

ℎ𝑗

(︃
𝑀∑︁
𝑘=1

(𝑟𝑗𝑘 − 𝑠𝑗𝑘)𝜔𝑘

)︃−1

×
(︀
𝐽𝑝𝑗
𝑥 𝐽

𝑞𝑗
𝑦 𝐽

𝑟𝑗
𝑧 + 𝐽𝑝𝑗

𝑧 𝐽
𝑞𝑗
𝑦 𝐽

𝑟𝑗
𝑥

)︀(︃ 𝑀∏︁
𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑟𝑗𝑘𝑎

𝑠𝑗𝑘
𝑘 −

𝑀∏︁
𝑘=1

(𝑎†𝑘)
𝑠𝑗𝑘𝑎

𝑟𝑗𝑘
𝑘

)︃

Аномально большое значение коэффициента ℎ𝑗 (
∑︀
𝑘

(𝑟𝑗𝑘 − 𝑠𝑗𝑘)𝜔𝑘)
−1 соот

ветствует эффекту колебательного резонанса, возникающего в случаях, когда
гармонические энергии двух состояний располагаются близко относительно
друг друга, или когда коэффициент их взаимодействия ℎ𝑗 (например, коэффи
циент силового поля) принимает большое значение. В таком случае исходный
оператор в гамильтониане нельзя считать малым, и теория возмущений расхо
дится. Общий подход обработки резонансных эффектов состоит в отделении
резонансных слагаемых из рядов теории возмущений и в последующей числен
ной диагонализации с помощью вариационного принципа.

В ходе обработки резонансов, исходя из метода контактных преобразо
ваний (как было отмечено во введении, т.н. прямая стратегия), Краснощеков
[45] отметил, что подходящий критерий для чисто колебательных резонансов
является следующим:

Ξ ≡ ℎ

(︃
𝑀∑︁
𝑘=1

(𝑟𝑘 − 𝑠𝑘)𝜔𝑘

)︃−1
≈ 0.1. (1.65)

Нижний индекс 𝑗 для нумерации членов в гамильтониане отпущены. Данный
критерий подходит для колебательного резонанса, возникающего в любом по
рядке теории возмущений [45].
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1.3 Эффективный гамильтониан и вращательная редукция
Ватсона

Колебательно-вращательный гамильтониан, обработанный при помощи
теории возмущений описанной в предыдущем параграфе, не единственно
определяемый. Как было отмечено в работе Ватсона [28], можно привести до
полнительное унитарное преобразование следующего вида:

𝐻 ′ = 𝑒−𝑖𝑆𝑟𝑜𝑡𝐻𝑒𝑖𝑆𝑟𝑜𝑡 (1.66)

где эрмитовый генератор преобразования

𝑆𝑟𝑜𝑡 =
∑︁
𝑝,𝑞,𝑟

𝑆𝑝𝑞𝑟(𝐽
𝑝
𝑥𝐽

𝑞
𝑦𝐽

𝑟
𝑧 + 𝐽𝑝

𝑧𝐽
𝑞
𝑦𝐽

𝑟
𝑥)

содержит только вращательные операторы (т.е. имеет место вращательное
унитарное преобразование) и произвольные вещественные параметры 𝑆𝑝𝑞𝑟.
Разумеется, разные унитарно-эквивалентные гамильтонианы определены с точ
ностью до вращательного унитарного преобразования (1.66) (см. [28]).

Однако, со стороны решения обратной задачи, в рамках которой подгоня
ются интерпретируемые спектроскопические переходы при помощи модельного
гамильтониана, используемый гамильтониан должен быть инвариантен отно
сительно предлагаемого вращательного унитарного преобразования, а также
его параметризации [28; 49]. Также возникает вопрос об экспериментально
определяемых спектроскопических параметрах, которые не должны обладать
зависимостью от любого параметра в предлагаемом вращательном преобра
зовании. Такие определяемые параметры должны быть функциями от тех
параметров, получаемых в результате обработки по теории возмущений.

Ватсон предложил вращательный гамильтониан следующего вида (т.н.
A-редуцированный гамильтониан):

𝐻𝐴−𝑟𝑒𝑑. = 𝐸𝜈 + [𝐴𝜈 − 1

2
(𝐵𝜈 + 𝐶𝜈)]𝐽2

𝑧 +
1

2
(𝐵𝜈 + 𝐶𝜈)𝐽2 +

1

2
(𝐵𝜈 − 𝐶𝜈)𝐽2

𝑥𝑦

− ∆𝐽𝐽
4 −∆𝐽𝐾𝐽

2𝐽2
𝑧 −∆𝐾𝐽

4
𝑧 − 2𝛿𝐽𝐽

2𝐽2
𝑥𝑦 − 𝛿𝐾

[︀
𝐽2
𝑧 , 𝐽

2
𝑥𝑦

]︀
+

+ 𝐻𝐽𝐽
6 +𝐻𝐽𝐾𝐽

4𝐽2
𝑧 +𝐻𝐾𝐽𝐽

2𝐽4
𝑧 +𝐻𝐾𝐽

6
𝑧

+
[︀
ℎ𝐽𝐽

4 + ℎ𝐽𝐾𝐽
2𝐽2

𝑧 + ℎ𝐾𝐽
4
𝑧 , 𝐽

2
𝑥𝑦

]︀
+

+ 𝐿𝐽𝐽
8 + 𝐿𝐽𝐽𝐾𝐽

6𝐽2
𝑧 + 𝐿𝐽𝐾𝐽

4𝐽4
𝑧 + 𝐿𝐾𝐾𝐽𝐽

2𝐽6
𝑧 + 𝐿𝐾𝐽

8
𝑧

+
[︀
𝑙𝐽𝐽

6 + 𝑙𝐽𝐾𝐽
4𝐽2

𝑧 + 𝑙𝐾𝐽𝐽
2𝐽4

𝑧 + 𝑙𝐾𝐽
6
𝑧 , 𝐽

2
𝑥𝑦

]︀
+
+ ..., (1.67)
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где 𝐽2
𝑥𝑦 = 𝐽2

𝑥 − 𝐽2
𝑦 ; [𝐴,𝐵]+ = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 обозначает квантово-механический

антикоммутатор; 𝐸𝜈 – колебательная энергия; 𝐴𝜈, 𝐵𝜈 и 𝐶𝜈 – эффективные вра
щательные постоянные, связанные с колебательным состоянием 𝜈; ∆𝐾 , ∆𝐽𝐾 ,
∆𝐽 и остальные множители при операторах углового момента – параметры цен
тробежного деформационного искажения различных порядков.

Отметим, что в отличие от гамильтониана описанного в виде (1.50) или
(1.43), данный гамильтониан является усредненным над колебательным состо
янием 𝜈. Таким образом, определен гамильтониан следующего вида

𝐻 =
∑︁
𝑝,𝑞,𝑟

ℎ𝑝𝑞𝑟(𝐽
𝑝
𝑥𝐽

𝑞
𝑦𝐽

𝑟
𝑧 + 𝐽𝑝

𝑧𝐽
𝑞
𝑦𝐽

𝑟
𝑥), (1.68)

вид которого следует из (1.43) по уравнению (1.35). Аналогично, новые коэф
фициенты ℎ𝑝𝑞𝑟 следуют из ℎ𝑗 в (1.43).

Отметим, что сумма 𝑝+ 𝑞+ 𝑟 в гамильтониане (1.68) всегда четная ввиду
симметричного учета [28]. Для орторомбических молекул, 𝑝,𝑞,𝑟 также четные,
например, если 𝑝 + 𝑞 + 𝑟 = 2, то коэффициенты ℎ𝑝𝑞𝑟 соответствуют враща
тельным постоянным 𝐵𝛼 (𝛼 = 𝑥, 𝑦, 𝑧); если 𝑝 + 𝑞 + 𝑟 = 4, то коэффициенты
ℎ𝑝𝑞𝑟 соответствуют квартичным центробежным деформационным постоянным
𝜏𝛼𝛼𝛽𝛽, предложенным Вильсона [48]. В случае равенство суммы 𝑝+ 𝑞+ 𝑟 = 6 ко
эффициенты ℎ𝑝𝑞𝑟 соответствуют секстичным центробежным деформационным
постоянным Φ𝛼𝛽𝛾.

На основе уравнения (1.68), Ватсон предложил следующую систему
уравнений для определения редуцированных параметров квартичного центро
бежного деформационного искажения (в (1.67), см. [28]):

∆𝐽 =
1

2
(−𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦)

∆𝐽𝐾 =
1

2
(3𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 − 2𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦 − 2𝜏𝑥𝑥𝑧𝑧 + 3𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 − 2𝜏𝑧𝑧𝑦𝑦)

∆𝐾 = (−𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝜏𝑥𝑥𝑧𝑧 − 𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝜏𝑧𝑧𝑦𝑦 − 𝜏𝑧𝑧𝑧𝑧)

𝛿𝐽 =
1

4
(𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝛿𝐾 = − 1

2(𝐵𝑥 −𝐵𝑦)
(−𝐵𝑥𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 +𝐵𝑥𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦 +𝐵𝑦𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦 − 2𝐵𝑧𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦 −𝐵𝑦𝜏𝑥𝑥𝑧𝑧

− 𝐵𝑥𝜏𝑦𝑦𝑧𝑧 +𝐵𝑧𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 +𝐵𝑥𝜏𝑥𝑥𝑧𝑧 −𝐵𝑦𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 +𝐵𝑧𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 +𝐵𝑦𝜏𝑦𝑦𝑧𝑧), (1.69)

где 𝐵𝑥, 𝐵𝑦 и 𝐵𝑧 соответствуют 𝐴𝜈, 𝐵𝜈 и 𝐶𝜈 через молекулярные оси 𝐼(𝑟), 𝐼𝐼(𝑟)
или 𝐼𝐼𝐼(𝑟) представлений [32].
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Вывод формул (1.69) представляет собой громоздкую задачу и не рас
сматривается в данном параграфе. Важно отметить, что Ватсон также получил
аналитические формулы для определения секстичных [49] и октичных [35] цен
тробежных постоянных, присутствующих в эффективном гамильтониане (1.67).

При работе с гамильтонианом, представленным при помощью нормально
упорядоченных вращательных операторов (1.50), возникает дополнительный
вопрос о определении параметров ℎ𝑝𝑞𝑟, имеющих место в выражении (1.68). В
данном случае, в первую очередь, следует анализировать колебательно-усред
ненный вращательный гамильтониан, полученный из (1.50):

𝐻 =
∑︁
𝑝,𝑞,𝑟

𝐶𝑝𝑞𝑟(𝐽
𝑝
𝑧𝐽

𝑞
+𝐽

𝑟
−), (1.70)

обладающий аналогичным смыслом, как и в выражении (1.68). В данном вы
ражении коэффициенты 𝐶𝑝𝑞𝑟 представляют собой в общем случае комплексные
параметры. Соответственно, сумма 𝑝+𝑞+𝑟 не является четным числом. Данный
случай возникает в программной реализации с использованием предложенной
формулы для нормального упорядочения вращательных операторов. Для по
лучения параметров эффективного гамильтониана, представляемых в (1.67),
требуется решить следующую дополнительную систему уравнения (для орто
ромбических молекул) для определения ℎ𝑝𝑞𝑟:

𝐶040 =
1

16
𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 −

1

8
𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦 +

1

16
𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐶400 = 𝜏𝑧𝑧𝑧𝑧

𝐶022 =
3

8
𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 +

1

4
𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦 +

3

8
𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐶022 =
1

4
𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 −

1

4
𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦

𝐶220 =
1

2
𝜏𝑥𝑥𝑧𝑧 −

1

2
𝜏𝑦𝑦𝑧𝑧

𝐶211 = 𝜏𝑥𝑥𝑧𝑧 + 𝜏𝑦𝑦𝑧𝑧

𝐶200 =
3

4
𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 −

1

2
𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦 +

3

4
𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 +𝐵𝑧

𝐶020 = 𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜏𝑥𝑥𝑧𝑧 − 𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 − 𝜏𝑦𝑦𝑧𝑧 +
𝐵𝑥

4
− 𝐵𝑦

4

𝐶011 =
1

2
𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦 +

1

2
𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 +

𝐵𝑥

2
+
𝐵𝑦

2
. (1.71)

Для секстичных и октичных членов также необходимо составлять соответству
ющие системы уравнений. Полученные уравнения имеют громоздкую форму
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и не представлены в данной диссертации. Важно подчеркнуть, что систему
уравнений для обратного определения параметров ℎ𝑝𝑞𝑟 любого порядка мож
но получить непосредственно с помощью метода неопределенных множителей,
сравнивая выражения ((1.70) и (1.68)).

1.4 Результаты первой главы

В данной главе:
– предложен подробный обзор получения колебательно-вращательных

энергетических уровней и волновых функций в рамках приближения
Борна-Оппенгеймера с помощью метода контактных преобразований;

– рассмотрены разные схемы классификации порядка малости в рамках
метода контактных преобразований и соответствующая проблема о вы
боре генераторов контактных преобразований;

– предложено нормальное упорядочение операторов углового момента и
D-функций Вигнера для эффективного расчёта преобразований как га
мильтониана, так и оператора дипольного момента;

– представлен общий принцип проведения вращательной редукции в
нормально-упорядоченном представлении преобразованного гамильто
ниана.
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Глава 2. Теории ресуммирования колебательных состояний

2.1 Применение теории возмущений Релея-Шредингера (ТВРШ) в
колебательной и колебательно-вращательной спектроскопии

В первой главе была рассмотрена основная схема метода контактных
преобразований, которая позволяет воспроизвести не только эксперименталь
но определяемые спектроскопические параметры, но и положения, а также
интенсивности спектральных переходов при помощи преобразованных (эф
фективных) операторов Гамильтона и дипольного момента. Особое внимание
следует обратить в случае присутствия резонансных эффектов, распространён
ных в реальных молекулярных системах. Их правильный учет непосредственно
влияет на качество интерпретации экспериментального спектра.

На рисунке 2.1 представлен анализ из работы [63], в которой был ин
терпретирован ИК-спектр высокого разрешения молекулы Фреон-22 (CHF2Cl,
дифторхлорметан) в области 750-850 см−1. В этой области находятся фундамен
тальная и обертонная полосы 𝜈4, 2𝜈6, соответственно. Колебательные энергии
двух состояний отличаются в относительно малой степени (𝜈4 – 812,93 см−1, 2𝜈6
– 825.41 см−1), поэтому между ними присутствует сильный резонанс Ферми.
Более того, указанные состояния (𝜈4 и 2𝜈6) относительно близко расположены
по отношению к двум «темным» состояниям, 𝜈6+ 𝜈9 (778.61 см−1) и 2𝜈9 (732.41
см−1), которые из-за правил отбора не присутствуют в ИК-спектре. Можно
предположить, что взаимодействие между 𝜈6+ 𝜈9, 2𝜈9 и 𝜈4, 2𝜈6 осуществляется
посредством резонанса Кориолиса. Из рис. 2.1 видно, что при подгонке интер
претированных 3874 переходов использование разных моделей, включающих
возможные резонансные взаимодействия между состояниями 𝜈4, 2𝜈6, 𝜈6 + 𝜈9

и 2𝜈9, приводит к разным уровням точности воспроизведения энергетических
уровней. Необходимо отметить, что при включении резонансов Кориолиса с
темными состояниями 𝜈6+𝜈9 и 2𝜈9 точность воспроизведения уровней по подго
ночной модели выше на порядок, чем при исключении всех типов резонансов.
Более того, высокая воспроизводимость энергетических уровней в данном слу
чае сохраняется и для высоких значений квантового числа 𝐽 .
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Рисунок 2.1 — Сравнение ошибок для разных моделей гамильтониана

Таким образом, правильный учет тонких резонансных эффектов играет
ключевую роль при интерпретации экспериментального спектра. Однако про
блема заключается в том, что как и экспериментальное определение, так и
критерий резонансов носят полуэмпирический характер. Большое количество
исследований описывает схемы для определении колебательных резонансов, на
пример, по критерию, описанному в разделе 1.2.4, или по тесту Мартина [42].
В свою очередь, исследование критерия определения колебательно-вращатель
ного резонанса Кориолиса представлено только лишь в работе Мартина [42].

Одно из возможных решений заключается в определении так называемого
«полиадного квантового числа», позволяеющего сгруппировать близко лежа
щие колебательные состояния по энергии и типам симметрии [64]. Полиадное
квантовое число 𝑃 представляет собой линейную комбинацию квантовых чисел
𝜈𝑘 нормальных мод, умноженных на натуральные коэффициенты 𝑐𝑘 [65—67]:

𝑃 = 𝑐1𝜈1 + 𝑐2𝜈2 + ...𝑐3𝑀−6𝜈3𝑀−6 =
3𝑀−6∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝜈𝑘. (2.1)

Поскольку «полиадная» концепция используется при группировке близко ле
жащих колебательных состояний, которые возможно находятся в резонансе, то
разумеется, что близко расположеные по энергии состояния должны иметь оди
наковое полиадное квантовое число, что является основным его определением.
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Следует отметить, что гармонические энергии молекулы определяются
следующим образом:

𝐸(0)(𝜈1, 𝜈2,...,𝜈3𝑀−6) =
3𝑀−6∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘𝜈𝑘. (2.2)

Разумеется, что можно использовать векторное представление 𝜈 ≡
(𝜈1, 𝜈2,...,𝜈3𝑀−6) для обозначения колебательных состояний. Если два коле
бательных состояния находятся в резонансе, то их гармонические энергии
относительно схожи в такой степени, что имеется следующее соотношение:

∆𝐸 = 𝐸(0)(𝜈1, 𝜈2,...,𝜈3𝑀−6)− 𝐸(0)(𝜈 ′1, 𝜈
′
2,...,𝜈

′
3𝑀−6) =

3𝑀−6∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘(𝜈𝑘 − 𝜈 ′𝑘) ≈ 0. (2.3)

Отсюда можно определить так называемый резонансный вектор 𝑅 = 𝜈 − 𝜈 ′,
который является «необходимым» условием для определения существования
колебательного резонанса.

Следует напомнить, что два близко лежащих колебательных состояния 𝜈,
𝜈 ′ должны иметь одинаковое полиадное квантовое число 𝑃 :

𝑃 = 𝑐 · 𝜈 = 𝑐 · 𝜈 ′, (2.4)

где 𝑐 ≡ (𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐3𝑀−6) является векторным представлением полиады. Отсю
да следует, что 𝑐 · (𝜈 − 𝜈 ′) = 0. Разумеется, если два состояния находятся в
резонансе, то «полиадный» вектор 𝑐 параллелен «частотному» вектору 𝜔 и
в то же время ортогонален резонансному вектору 𝑅. Необходимо отметить,
что понятие полиадного вектора носит «приближенный» характер и является
идеализированным в связи с определением колебательных резонансов в молеку
лярной системе. Количество полиадных векторов определяется максимальным
набором линейно независимых резонансных векторов.

Келльман продемонстрировал следующие утверждения [65]:
– количество полиадных векторов не превышает количество колебатель

ных степеней свободы 3𝑀 − 6;
– Каждый полиадный вектор соответствует «приближенным» интегра

лам движения;
– (3𝑀 − 6)-мерное векторное пространство колебательных состояний 𝜈

разделены на два ортогональных подпространства: резонансных и по
лиадных векторов.
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Также было предложено, что при одинаковом полиадном квантовом числе коле
бательные состояния, имеющие различные типы симметрии, взаимодействуют
посредством резонанса Кориолиса [64].

Метод полиадных векторов был успешно применен в ряде систем, содер
жащих от трех (СO2, H2O и т.д.) до шести (C2H4) атомов. Для применения
данного подхода необходимо точно определить, по крайней мере, все возможные
колебательные резонансы в исследуемой молекулярной системе. Необходи
мо упомянуть, что при увеличении разрешения экспериментального спектра
или расширении спектрального диапазона до высоковозбужденной области
имеет возможность наличие дополнительного «межполиадного» резонанса, на
рушающего ортогональность полиадых векторов [64]. Такие резонансы были
обнаружены как в высоковозбужденных спектрах воды [68], диоксида углерода
и их изотопологов [69—71], так и в спектре молекулы ацетилена [72].

На основании вышеизложенного, существует необходимость исследовать
высокочувствительный и по возможности априорный критерий для определе
ния колебательных резонансов и, следовательно, для определения полиадного
квантового числа молекул. В данной главе рассматриваются теория возму
щений Релея-Шредингера и её ресуммирование, предоставляющие точную
информацию о наличии колебательных резонансов, а также обсуждаются
основные концепции для анализа сходимости/расходимости рядов теории воз
мущений и техника суммирования в случае их расходимости.

2.2 Теоретическая основа ТВРШ

Метод Релея-Шредингера является простейшим вариантом теории возму
щений для решения стационарного уравнения Шредингера [73]. Использование
данного метода позволяет оценить колебательную энергию соответствующего
вклада гамильтониана Ватсона.

Несмотря на тот факт, что данный метод редко используется на практике,
оказывается, с его помощью можно исследовать априорный критерий наличия
колебательных резонансов[74—76]. В этом разделе рассматриваются общая схе
ма теории возмущений Релея-Шредингера (ТВРШ) в произвольном порядке,
её удобство и ограничение, а также соответствующее обобщение при наличии
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вырождения, что в данном случае предоставляет возможность исследовать ря
ды ТВРШ.

2.2.1 ТВРШ в невырожденном случае

Рассмотрим уравнение Шредингера следующего вида:

(𝐻0 + 𝜆𝑉 )Ψ𝑛 = 𝐸𝑛Ψ𝑛 (2.5)

где 𝐻0 – нулевое приближение и 𝑉 – член возмущения. Математическая основа
ТВРШ предполагает существование следующих разложений по формальному
параметру возмущения 𝜆:

𝐸𝑛 =
∑︁
𝑖=0

𝜆𝑖𝐸(𝑖)
𝑛 ,

Ψ𝑛 =
∑︁
𝑖=0

𝜆𝑖Ψ(𝑖)
𝑛 , (2.6)

которые обеспечивается в большинстве физических случаев теоремой Релли
ха (Rellich theorem) [77]. Подставляя уравнение (2.6) в (2.5) и классифицируя
их по порядку 𝜆, можно непосредственно получить следующее уравнение для
определения поправки 𝐸

(𝑖)
𝑛 и Ψ

(𝑖)
𝑛 в каждом порядке:

𝐻0Ψ
(𝑖)
𝑛 + 𝑉Ψ(𝑖−1)

𝑛 −
𝑖∑︁

𝑗=0

𝐸(𝑗)
𝑛 Ψ(𝑖−𝑗)

𝑛 = 0. (2.7)

Полученное уравнение легко решить, если провести разложение 𝑖-ой по
правки волновой функции Ψ

(𝑖)
𝑛 с помощью базисных функций нулевого порядка

Ψ
(0)
𝑚 :

Ψ(𝑖)
𝑛 =

∑︁
𝑚

𝐶(𝑖)
𝑚,𝑛Ψ

(0)
𝑚 , (2.8)

𝐶(𝑖)
𝑚,𝑛 = ⟨Ψ(0)

𝑚 |Ψ(𝑖)
𝑛 ⟩. (2.9)

Поправки к энергетическому уровню и волновой функции 𝑖-го порядка
можно получить через следующие рекуррентные формулы:

𝐸(𝑖)
𝑛 =

∑︁
𝑚

⟨Ψ(0)
𝑛 |𝑉 |Ψ(0)

𝑚 ⟩𝐶(𝑖−1)
𝑚,𝑛 ,
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𝐶(𝑖)
𝑚,𝑛 =

[︃
𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝐸(𝑗)
𝑛 𝐶(𝑖−𝑗)

𝑚,𝑛 −
∑︁
𝑙

⟨Ψ(0)
𝑚 |𝑉 |Ψ

(0)
𝑙 ⟩𝐶

(𝑖−1)
𝑙,𝑛

]︃
×(𝐸(0)

𝑚 − 𝐸(0)
𝑛 )−1. (2.10)

Отметим, что из условия промежуточной нормировки следует уравнение:

𝐶(𝑖)
𝑛,𝑛 = 𝛿𝑖,0 (2.11)

Удобство ТВРШ, во-первых, заключается в её легко-реализуемости и
универсальности. Данный метод является основой колебательной теории воз
мущений второго порядка (VPT2) [8; 9], а также четвертого порядка (VPT4)
[36]. Несмотря на бесконечные суммирования по всему Гильбертову простран
ству, выбирая гармонические осцилляторы в качестве нулевого приближения
и, соответственно, используя разложение потенциальной функции в виде ряда
Тэйлора, можно получить замкнутое выражение для коэффициентов Данхэмов
ского разложения при помощи правила отбора колебательных операторов 𝑞𝑖, 𝑝𝑖.

Во-вторых, данный подход также можно использовать в описании ко
лебательно-вращательной энергии, используя схему классификации порядка
малости Борна-Оппенгеймера. Однако особое внимание надо обратить на разра
ботку операторов угловых моментов, которые в общем случае не коммутируют
друг с другом. Следовательно, после расчёта ряда ТВРШ будет получен не
численный ряд, а ряд, состоящий из вращательных операторов. Как было
упомянуто в главе 1.2.2, такой вариант колебательно-вращательной теории
возмущений является прототипом метода контактного преобразования в про
екционном формализме [55; 56].

Однако недостаток метода ТВРШ заключается в его расходимости при
наличии резонансов. При использовании ТВРШ по формуле (2.10) было пред
положено, что ряд быстро сходится к точному решению, если коэффициенты
поправки волновой функции 𝐶(𝑖)

𝑚,𝑛 достаточно малы. Как видно из (2.10), коэф
фициенты 𝐶

(𝑖)
𝑚,𝑛 зависят от разности энергии нулевого порядка и, следовательно,

имеют возможность стать большим в случае резонанса. В данном случае нельзя
считать коэффициенты 𝐶

(𝑖)
𝑚,𝑛 малыми и, следовательно, сумма ряда плохо схо

дится или расходится от точного значения энергии. Также отметим, что ТВРШ
не работает в случае присутствия вырождения. Если вырожденные нормальные
моды присутствуют в молекуле, то необходимо модифицировать данный метод,
что будет рассматриваться в следующем подпараграфе.
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Еще раз следует напомнить, что, несмотря на перечисленные особенно
сти, рекуррентные формулы (2.10) предоставляют возможность рассчитывать
поправку ТВ до произвольного порядка. Данный факт является необходимым
и предварительным этапом для их ресуммирования [46]. Метод колебательно
го ресуммирования позволяет правильно суммировать расходящиеся ряды и
представляет собой новый способ интерпретации резонансов с точки зрения
математического анализа[74—76]. Данный метод будет подробно обсужден в
разделе 2.3.

2.2.2 ТВРШ в вырожденном случае

Результаты, описанные в данном разделе, сформулированы в работе [75]
2

Особое затруднение при реализации ТВРШ возникают при наличии вы
рождения в нулевом приближении, что приводит к занулению знаменателя в
(2.10). Соответствующее объясняние заключается в том, что в вырожденном
Гильбертовом пространстве любая линейная комбинация волновых функций
является собственной для гамильтониана нулевого приближения, что наблю
дается при исследовании линейных молекул, молекул типа симметричного и
сферического волчка, которые содержат вырожденные нормальные колебатель
ные моды, обладающие одинаковыми частотами колебаний, и что приводит к
вырождению состояний гармонического гамильтониана. В случае наличия двух
мерного вырождения нормальных мод для линейной молекулы и молекулы типа
симметричного волчка ввиду двумерного неприводимого представления соот
ветствующей симметрии точечной группы молекул, в нулевом приближении
гамильтониана возникают двумерные изотропные гармонические осцилляторы,

2При подготовке данного раздела диссертации использованы следующие публикации, выполнен
ные автором в соавторстве, в которых, согласно Положению о присуждении ученых степеней в МГУ,
отражены основные результаты, положения и выводы исследования: [73] Chang X., Dobrolyubov
E. O., Krasnoshchekov S. V. Vibrational resonance analysis of linear molecules using resummation of
divergent rayleigh–schrödinger perturbation theory series // Spectrochimica Acta - Part A: Molecular
and Biomolecular Spectroscopy. – 2023. – Vol. 288. – P. 122071. Подготовка полученных результатов
проводилась совместно с соавторами, вклад соискателя составляет 75%.
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имеющие кратность вырождения 𝑁 + 1, где 𝑁 – главное квантовое число.
Аналогичным образом в молекуле сферического волчка существуют трехмер
ные изотропные гармонические осцилляторы. Такие вырождения существуют
в нулевом приближении и расщепляются, если в гамильтониане учитывается
возмущение системы, что понижает симметрию гамильтониана. В колебатель
ной задаче ангармоническое силовое поле играет такую роль. Для линейной
молекулы вырождение расщепляется посредством так называемого колебатель
ного l-удвоения [78]. В то же время для молекулы сферического волчка имеет
место тетраэдрическое расщепление. Таким образом, необходимо разработать
теорию возмущений Релея-Шредингера в случае вырождения

Описание теории возмущений Релея-Шредингера в случае вырождения
можно найти в учебных материалах по квантовой механике [73]. Соответству
ющее применение связано с эффектом Штарка при расщеплении электронных
термом атомов во внешнем электрическом поле. Однако в литературе теория
возмущений Релея-Шредингера в случае вырождения рассматривается как пра
вило только в первом приближении. При исследовании расходимости рядов
ТВРШ, что является рассматриваемой задачей настоящей работы, необходи
мо разработать рекуррентную формулу для расчёта рядов до произвольного
порядка.

Как было отмечено, в вырожденном Гильбертовом пространстве имеется
определенная свобода в выборе базисных функций нулевого порядка. Решение
ТВРШ первого порядка заключается в диагонализации матрицы возмущений
в вырожденном подпространстве для обеспечения правильной ориентации вол
новой функции нулевого порядка. При рассмотрении поправок более высокого
порядка возникает дополнительное затруднение из-за возможного расщепления
состояний при использовании разложения возмущенной части гамильтониана
(в нашем случае, разложение потенциальной функции). Тогда, возможно, необ
ходима корректировка ориентации волновых функций нулевого порядка на
каждом соответствующем порядке [27]. Подробное обсуждение данного вопро
са и его решение в произвольном порядке было предложено Хиршфельдером
(Hirschfelder) и его соавторами на основе ТВРШ [79] и Ловдином (Löwdin) при
помощи метода разделения [80] в 1960-х годах.

Однако на наш взгляд имеется возможность получить ряды теории возму
щений, используя более упрощенную рекурсивную формулу, чем приведенная в
работе [79; 80]. Следует напомнить, что для линейной молекулы кратность вы
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рождения колебательных состояний может быть заранее разрешена при помощи
условия Сэйвица и неприводимых представлений симметрии молекул (для мо
лекулы типа симметричного и сферического волчка можно по неприводимому
представлению). В качестве известного примера для линейных молекул и мо
лекул типа симметричного волчка, содержащих две или более вырожденные
колебательные моды, применение второго порядка теории возмущений к ку
бическому силовому полю и первого порядка ТВ к квартичному приводит к
Данхэмовском разложению, имеющему двукратное вырождение по знаку кван
товых чисел 𝑙 [78; 81]. Такие вырожденные состояния далее расщепляются
с помощью колебательного эффекта 𝑙-удвоения на основе части кубическо
го и квартичного силовых полей [82]. В результате обработки вырождение
состояний, удовлетворяющих условию Сэйвица 𝜋𝑧 = 0 (следует из (1.8)), рас
щепляется максимально во втором порядке теории возмущений.

Далее необходимо сформулировать нашу модификацию ТВРШ произволь
ного порядка в случае вырождения. Все возмущения, в том числе кубическое и
квартичное силовые поля, рассматриваются как единое возмущение V в (2.5).
Все вырождения предполагаются снятыми при разработке теории возмуще
ний первого порядка. Мы используем Ψ

(0)
𝑛,𝛼 и 𝐸

(0)
𝑛,𝛼 для обозначения волновой

функции и энергии нулевого порядка, где 𝛼 = 1,...,𝑔 — индекс в вырожден
ном подпространстве. Уравнение первого порядка из (2.7) переформулируется
в следующем виде:

(𝐻0 − 𝐸(0)
𝑛,𝛼)Ψ

(1)
𝑛,𝛼 + 𝑉Ψ(0)

𝑛,𝛼 = 𝐸(1)
𝑛,𝛼Ψ

(0)
𝑛,𝛼. (2.12)

Стоит обратить внимание, что первый член (2.12) исчезает ввиду ортого
нальности при интегрировании с бра ⟨Ψ(0)

𝑛,𝛽| функцией левой части уравнения.
В результате получим следующую формулу:

⟨Ψ(0)
𝑛,𝛽|𝑉 |Ψ

(0)
𝑛,𝛼⟩ = 𝐸(1)

𝑛,𝛼𝛿𝛼,𝛽. (2.13)

Данное уравнение подразумевает, что правильный выбор (ориентация)
функции нулевого порядка приводит к диагонализации матрицы возмущения
в вырожденном подпространстве. Если функцию нулевого порядка разложить
по базису, определяемому гамильтонианом нулевого приближения, то можно
получить известные секулярные уравнения для первой поправки энергии.

Далее мы используем 𝜓
(0)
𝑛,𝛼 для обозначения базисных функций, определяе

мых гамильтонианом нулевого порядка. После решения секулярных уравнений
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будут определяться коэффициенты линейной комбинации базисных функций
(нулевого порядка) следующим образом:

Ψ(0)
𝑛,𝛼 =

𝑔∑︁
𝛽=1

𝐶
(0)
𝑛,𝛽,𝛼𝜓

(0)
𝑛,𝛽. (2.14)

Поправки более высокого порядка можно получить, используя (2.7) и
(2.14). Рекурсивные формулы для каждого порядка энергий и разложений вол
новых функций имеют следующий вид:

𝐸(𝑖)
𝑛,𝛼 = ⟨Ψ(0)

𝑛,𝛼|𝑉 |Ψ(𝑖−1)
𝑛,𝛼 ⟩ −

𝑖−1∑︁
𝑘=1

𝐸(𝑘)
𝑛,𝛼⟨Ψ(0)

𝑛,𝛼|Ψ(𝑖−𝑘)
𝑛,𝛼 ⟩ (2.15)

=
∑︁

�̸�=𝑛, 𝛽

⟨Ψ(0)
𝑛,𝛼|𝑉 |Ψ

(0)
𝑚,𝛽⟩𝐶

(𝑖−1)
𝑚,𝑛,𝛽,𝛼 −

𝑖−1∑︁
𝑘=2

∑︁
𝛽

𝐸(𝑘)
𝑛,𝛼𝐶

(0)
𝑛,𝛽,𝛼𝐶

(𝑖−𝑘)
𝑛,𝑛,𝛽,𝛼

𝐶
(𝑖)
𝑚,𝑛,𝛽,𝛼 = (𝐸

(0)
𝑚,𝛽 − 𝐸

(0)
𝑛,𝛼)

−1 (2.16)

×

⎡⎣ 𝑖−1∑︁
𝑗=1

𝐸(𝑗)
𝑛,𝛼𝐶

(𝑖−𝑗)
𝑚,𝑛,𝛽,𝛼 −

∑︁
𝑙 ̸=𝑛, 𝛾

⟨Ψ(0)
𝑚,𝛽|𝑉 |Ψ

(0)
𝑙,𝛾 ⟩𝐶

(𝑖−1)
𝑙,𝑛,𝛾,𝛼

⎤⎦
где 𝐶(𝑖)

𝑚,𝑛,𝛽,𝛼 = ⟨Ψ(0)
𝑚,𝛽|Ψ

(𝑖)
𝑛,𝛼⟩. Черта сверху обозначает комплексно-сопряженное

значение коэффициента. Функция Ψ
(0)
𝑛,𝛼, где 𝑛 нумерует вырожденное подпро

странство, должна быть заменена при помощи (2.14). Особое внимание следует
обратить на поправку волновых функций внутри вырожденного подпростран
ства, где 𝐶(𝑖)

𝑛,𝑛,𝛽,𝛼 определяется следующим образом:

𝐶
(𝑖)
𝑛,𝑛,𝛽,𝛼 = ⟨𝜓(0)

𝑛,𝛽|Ψ
(𝑖)
𝑛,𝛼⟩, 𝑖 = 0, 1, 2,... (2.17)

Отметим, что 𝐶
(0)
𝑛,𝑛,𝛽,𝛼 ≡ 𝐶

(0)
𝑛,𝛽,𝛼.

В отличие от условия промежуточной нормировки в невырожденном
случае, данные коэффициенты должны быть определены путем решения сле
дующих уравнений, полученных из (2.7):∑︁

𝛾

𝐶
(0)
𝑛,𝛽,𝛾𝐶

(𝑖−1)
𝑛,𝑛,𝛾,𝛼 = (𝐸(1)

𝑛,𝛼 − 𝐸
(1)
𝑛,𝛽)

−1 (2.18)

×

[︃ ∑︁
𝑚 ̸=𝑛, 𝛾,𝛿

𝐶
(0)
𝑛,𝛽,𝛾𝐶

(𝑖−1)
𝑚,𝑛,𝛿,𝛼⟨𝜓

(0)
𝑛,𝛾|𝑉 |Ψ

(0)
𝑚,𝛿⟩

−
𝑖−1∑︁
𝑘=2

𝐸(𝑘)
𝑛,𝛼

∑︁
𝛾

𝐶
(0)
𝑛,𝛽,𝛾𝐶

(𝑖−𝑘)
𝑛,𝑛,𝛾,𝛼

]︃
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для 𝑖 = 2,3,... и 𝛼, 𝛽 = 1,...,𝑔.
Следует отметить, что поправка (𝑖− 1)-го порядка внутри вырожденного

подпространства должна быть получена перед вычислением поправки 𝑖-го по
рядка вне подпространства. При 𝑖 = 1 правая часть уравнения обращается в
нуль из-за ортогональности собственных векторов. Система данных уравнений
иногда плохо обусловлена из-за расходимости рядов ТВРШ, и поэтому в про
граммном коде, написанном на языке Фортрана или Си необходимо применить
алгоритм сингулярного разложения (Singular Value Decomposition, SVD) для
её рещения.

Аналогичная реализация ТВРШ в вырожденном случае рассмотрена в ра
боте [77], где было использовано условие промежуточной нормировки и были
пропущены вклады внутри вырожденного подпространства (2.18). Для тести
рования полученная формула (2.15), (2.16) и (2.18) в данной диссертации была
проверена на примере двумерного изотропного гармонического осциллятора с
простым возмущением. Такая модель имеет аналитическое решение, с одной сто
роны, позволяющее получить соответствующее разложение в качестве точного
ряда исследуемого состояния. С другой стороны, можно получить ряд ТВРШ
того же состояния с помощью вышеизложенных формул и созданной компью
терной программы. Полученные результаты находятся в согласии между собой.
Наш опыт показывает, что ряд возмущений, полученный без учета (2.18) (как
было предложено в [77]) сохраняет справедливость только для 2-кратно вы
рожденных состояний.
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2.3 Основные понятия, связанные с расходимостью рядов ТВРШ

Результаты, описанные в данном разделе, представлены в работах [74] 3

Сходимость или расходимость степенного ряд (в настоящей работе –
ряд теории возмущений, получаемый из раздела 2.2) объясняется с помощью
комплексного анализа и положение сингулярности его исходной функции на
комплексной плоскости. Как было отмечено в параграфе 2.2, гамильтониан
уравнения Шредингера рассматривается в виде суммы нулевого приближение
и возмущения, умноженного на формальный параметр возмущения 𝜆 для даль
нейшего удобства. Тогда решение (т.е. энергия и волновая функция) в общем
случае является функцией от параметра 𝜆 и, следовательно, разлагается в виде
рядов (см. формулу (2.6)). Поскольку параметр 𝜆 формальный, то физическо
му решению соответствует точка 𝜆 = 1.

Из теории комплексного анализа хорошо известно, что вещественная
функция имеет продолжение на комплексной плоскости (т.н. аналитическое
продолжение). Соответственно сингулярная точка, находящаяся на комплекс
ной плоскости, ограничивает радиус сходимости степенного ряда исходной
функции. Поэтому если 𝜆 трактуется как комплексный параметр, то как соб
ственная энергия, так и ряд ТВРШ будут являться комплекснозначными. Если
собственное значение имеет сингулярность внутри единичной окружности на
комплексной плоскости, то его степенной ряд имеет радиус сходимости меньше
одного, и, следовательно, сумма ряда расходится от точной в точке 𝜆 = 1.

В данном параграфе рассматриваются тип сингулярности в задаче на
собственные значения и поведение рядов ТВРШ в зависимости от характера
сингулярности (т.н. теорема Каца и теорема Дарбу [83]). На основе пред

3При подготовке данного раздела диссертации использованы следующие публикации, выполнен
ные автором в соавторстве, в которых, согласно Положению о присуждении ученых степеней в МГУ,
отражены основные результаты, положения и выводы исследования: [72] Chang X., Dobrolyubov
E. O., Krasnoshchekov S. V. Fundamental studies of vibrational resonance phenomena by multivalued
resummation of divergent Rayleigh-Schrödinger perturbation theory series: deciphering polyad structures
of three H16

2 O isotopologues // Physical Chemistry Chemical Physics. – 2022. – Vol. 24, № 11. – P.
6655–6675. Подготовка полученных результатов проводилась совместно с соавторами, вклад соиска
теля составляет 60%.
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ложенных понятий к обсуждению предлагается техника, применяемая для
суммирования расходящихся рядов ТВРШ (т.н. метод ресуммирования).

2.3.1 Модельное решение двухуровневой системы

Рассмотрим задачу на собственные значения матрицы 2 × 2:

(𝐻0 + 𝜆𝐻1)𝑣 =

[︃(︃
𝑎0 0

0 𝑏0

)︃
+ 𝜆

(︃
𝑎1 𝑐

𝑐 𝑏1

)︃]︃
𝑣 = 𝐸𝑣, (2.19)

где 𝑣 – двумерный вектор столбец. 𝑎0, 𝑏0 – энергии нулевого приближения 𝐻0;
предполагается, что 𝑎0 < 𝑏0; 𝑐, 𝑎1 и 𝑏1 – вещественные параметры. Cобственные
значения следуют из корня уравнения характеристического полинома:

(𝑎0 + 𝜆𝑎1 − 𝐸)(𝑏0 + 𝜆𝑏1 − 𝐸)− 𝜆2𝑐2 = 0. (2.20)

Решение данного уравнения представлено в следующем виде:

𝐸±(𝜆) = 1
2

(︂
𝑎+ 𝑏±

√︁
(𝑎− 𝑏)2 + 4𝑐2𝜆2

)︂
, (2.21)

𝑣±(𝜆) =

(︃
− 1

2𝑐𝜆(𝑏− 𝑎∓
√︁
(𝑎− 𝑏)2 + 4𝑐2𝜆2)

1

)︃
, (2.22)

где 𝑎 = 𝑎0 + 𝜆𝑎1, 𝑏 = 𝑏0 + 𝜆𝑏1. Отметим, что собственные значения и векторы
содержат дискриминант квадратного уравнения (𝑎− 𝑏)2+4𝑐2𝜆2, который легко
преобразуется в следующий вид:√︁

(𝑎− 𝑏)2 + 4𝑐2𝜆2 =

√︂(︁
(𝑎1 − 𝑏1)2 + 4𝑐2

)︁
|𝜆1|2

√︁
(1− 𝜆/𝜆1)(1− 𝜆/𝜆*1), (2.23)

где

𝜆1 =
𝑏0 − 𝑎0

𝑎1 − 𝑏1 + 2𝑐𝑖
=

(𝑏0 − 𝑎0)
(𝑎1 − 𝑏1)2 + 4𝑐2

(𝑎1 − 𝑏1 − 2𝑐𝑖), (2.24)

является корнем дискриминанта. Модуль корня обозначается |𝜆1|. Когда 𝜆 =

𝜆1, получим два одинаковых собственных значения. Разумеется, что ввиду эр
митовости гамильтониана 𝜆1 только находится на комплексной плоскости.

Выражение
√︀

(1− 𝜆/𝜆1) можно разложить в виде ряда по формуле:

(1 + 𝑥)1/2 =
∑︁
𝑛

(︂
1/2

𝑛

)︂
𝑥𝑛, (2.25)
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который сходится при |𝑥| < 1.
Отметим, во-первых, что дискриминант (2.23) контролирует разложения

собственных значений и векторов (2.21). Если модуль |𝜆1| < 1, то их разло
жения по (2.25) расходятся. Исходя из комплексного анализа известно, что
радиус сходимости формулы (2.25) контролирует точка ветвления второго по
рядка 𝑥 = −1, что в данном случае соответствует паре сопряженных точек
ветвления второго порядка 𝜆1, 𝜆*1, где два собственных значения принимают
одинаковое комплексное значение.

Во-вторых, из формулы (2.24) следует, что если 𝑎1 > 𝑏1, то две точки
ветвления находятся на правой половине комплексной плоскости. При 𝑎1 = 𝑏1

точки находится вдоль мнимой оси и 𝑐 обуславливает мнимую часть точки.
Нужно отметить: чем больше параметры 𝑐 и 𝑎1 − 𝑏1 и в то же время чем мень
ше разница между нулевыми уровнями 𝑎0 и 𝑏0, тем ближе точки ветвления к
началу системы координат и, следовательно, тем меньше радиус сходимости.
Точки ветвления находятся в начале координаты или вдоль вещественной оси
только для 𝑏0 = 𝑎0 или 𝑐 = 0. Данные тривиальные случаи соответствуют
вырождению нулевого состояния или отсутствию взаимодействия и не рассмат
риваются в нашей задаче.

В самом деле, удобно ввести полярную систему координат для 𝜆1:

|𝜆1| =
(𝑏0 − 𝑎0)2

(𝑎1 − 𝑏1)2 + 4𝑐2
,

𝜃 = 𝐴𝑟𝑔(𝜆1). (2.26)

Выражение (2.23) можно переписать через полярную систему координат и раз
ложить в виде ряда:

√︁
(1− 𝜆/𝜆1)(1− 𝜆/𝜆*1) =

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝜆𝑘|𝜆1|−𝑘
𝑘∑︁

𝑛=0

(︂
1/2

𝑘 − 𝑛

)︂(︂
1/2

𝑛

)︂
𝐶𝑜𝑠[(2𝑛− 𝑘)𝜃],

(2.27)
где биномальный коэффициент:(︂

1/2

𝑘

)︂
=

(︂
2𝑘

𝑘

)︂
(−1)𝑘+1

22𝑘(2𝑘 − 1)
(2.28)

содержит (−1)𝑘, который также влияет на знак в выражение (2.27).
Следует отметить, что коэффициент разложения геометрически увеличи

вается с |𝜆|𝑘, в то же время функция косинуса контролирует периодичность
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Рисунок 2.2 — Различные типы расходящихся рядов для двумерной модели.
Абсцисса – порядок разложения, ординат – 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑃𝑛) · 𝑙𝑜𝑔(|𝑃𝑛| + 1), где 𝑃𝑛 —

коэффициент разложения корня дискриминанта (2.27).

коэффициентов в разложении (2.27). Если 𝜆1 находится бесконечно близко
к положительной вещественной оси, то коэффициенты разложения – знак
постоянные; eсли 𝜆1 находится бесконечно близко к отрицательной оси, то
коэффициенты разложения – знакпеременные. А если 𝜃 = 𝜋/2, коэффициенты
ряда только имеют четный степень. В логарифмической шкале абсолютное зна
чение коэффициентов разложения линейно меняется с возрастанием порядка.
Также отметим, что в двухуровневой системе собственные значения и векторы
(2.21) отличаются знаком, откуда следует, что коэффициенты их разложения
также отличаются знаком. Масштабированные коэффициенты разложения до
50-го порядка для пяти выбранных значений 𝜃 = 𝜀, 𝜋/4, 𝜋/2, 3𝜋/4, 𝜋−𝜀 (𝜀 = 0,1)
представлены на рисунке 2.2.
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2.3.2 Теорема Каца и теорема Дарбу

В общем случае можно трактовать два собственных решения, соединенные
корнями дискриминанта на комплексной плоскости, как ветви многозначной
функции, а корень общего дискриминанта – как точку ветвления второго поряд
ка, вокруг чего можно переходить из одной ветви к другой. В зависимости от
положения сингулярности разложение дискриминанта показывает различные
поведения расходимости. Такими выводами можно не только ограничиваться в
рамках двумерной задачи. Во многомерной задаче основной тип сингулярности
определяется теоремой Каца. Соответствующее поведение ряда собственного
значения, получаемого с помощью теории возмущений [73], контролируется тео
ремой Дарбу.

Теорема Каца : Рассмотрим задачу на собственные значения эрмито
вой матрицы 𝑛 × 𝑛:

𝐻(𝜆)𝑣 = 𝐸𝑣

где матричные элементы 𝐻 – голономные функции от 𝜆. Предположим,
что при действительном значении 𝜆 собственные значения разные. Пусть
𝐸0(𝜆), 𝐸1(𝜆), 𝐸2(𝜆), ..., 𝐸𝑛(𝜆) – собственные значения заданной симметрии (на
пример, с одинаковыми квантовыми числами углового момента) в порядке
возрастания их значения. Тогда для каждой пары 𝐸𝑗(𝜆), 𝐸𝑘(𝜆) существует ком
плексно-сопряженная пара точек ветвления 𝜆𝑗𝑘, 𝜆

*
𝑗𝑘 с ненулевыми мнимыми

частями, которые соединяют функции 𝐸𝑗(𝜆) и 𝐸𝑘(𝜆). В окрестности 𝜆𝑗𝑘 функ
ции имеют следующий вид [84]:

𝐸𝑗𝑘 = ±𝛾𝑗𝑘
√︀
𝜆− 𝜆𝑗𝑘, (2.29)

где 𝐸𝑗𝑘 = 𝐸𝑗(𝜆𝑗𝑘) = 𝐸𝑘(𝜆𝑗𝑘). Более того, имеет место выражение:

𝛾𝑗𝑘 = 2

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜆

⧸︂
𝑑2𝑝

𝑑𝐸2

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝜆=𝜆𝑗𝑘,𝐸=𝐸𝑗𝑘

, (2.30)

где 𝑝(𝐸(𝜆)) - характеристический полином.
Таким образом, для каждой ветви 𝐸𝑗(𝜆) имеется 𝑛 комплексно-сопряжен

ных точек ветвления второго порядка. Если часть из них находится внутри
единичной окружности, то они приводят к расходимости ряда возмущений со
ответствующего собственного значения 𝐸𝑗(𝜆).
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Теорема Дарбу [85] утверждает, что поведение асимптотического ряда (в
нашем случае, ряд ТВРШ) определяется структурой сингулярности, ближай
шей к началу системы координат (т.н. доминантная сингулярность).

Теорема Дарбу : Если функция 𝑓(𝜆) имеет алгебраическую сингу
лярность в точке 𝜆𝑗, то в окрестности 𝜆𝑗 функция ведет себя согласно
функциональной форме:

𝑓(𝜆) ∼ (1− 𝜆/𝜆𝑗)𝛼𝐹 (𝜆) +𝐺(𝜆), (2.31)

где 𝐹 (𝜆) и 𝐺(𝜆) являются функциями, не имеющими сингулярность при 𝜆 ⩽ 𝜆𝑗;
𝛼 определяется типом сингулярной точки 𝜆𝑗, для точки ветвления второго по
рядка 𝛼 = 1/2. Символ ∼ означает, что левая часть уравнения асимптотически
равна степенному ряду в пределе 𝜆 → 0. Другими словами, коэффициенты
разложения функции 𝑓(𝜆) сходятся к коэффициентам разложения (1− 𝜆/𝜆𝑗)𝛼

в высоком порядке.
Авторы работы [85] адаптировали вышеописанные две теоремы. Таким

образом, функция 𝑓𝑗(𝜆), имеющая сопряженные сингулярные точки ветвления
𝜆𝑗, 𝜆

*
𝑗 , асимптотически определяется следующим выражением:

𝑓𝑗(𝜆) ∼
1

2
|𝐹 (𝜆𝑗)|

∞∑︁
𝑘=0

(︂
1/2

𝑘

)︂
(−1)𝑘𝜆𝑘|𝜆𝑗|−𝑘 cos(Ω− 𝑘𝜃), (2.32)

где
𝜆𝑗 = |𝜆𝑗|𝑒𝑖𝜃, 𝐹 (𝜆𝑗) = |𝐹 (𝜆𝑗)|𝑒𝑖Ω, (2.33)

являются координатами сингулярности и функции 𝐹 (𝑧) в полярной системе ко
ординат. Можно отметить, что данная формула имеет подобный вид как (2.27).
Отсюда также можно сделать подобные выводы, полученные в двухмерной мо
дели, в том числе о знак-переменных и знак-постоянных коэффициентах.

Если одновременно несколько сингулярных точек влияет на разложение,
то можно симулировать такой ряд с помощью формулы:

Φ(𝜆) =
∑︁
𝑗

𝑓𝑗(𝜆). (2.34)
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2.3.3 Колебательный метод ресуммирования с помощью
алгебраических аппроксимантов Паде-Эрмита

В разделе 2.3.2 была проанализирована основная причина, приводящая к
расходимости степенного ряда (что соответствует в нашем случае ряду ТВРШ).
Отметим, что степенной ряд расходится ввиду того факта, что аналитическое
продолжение исходной функции содержит сингулярность на комплексной плос
кости, которая ограничивает радиус сходимости ряда Тэйлора. Разумеется, что
степенной ряд Тэйлора не описывает существующую сингулярность на ком
плексной плоскости. Однако, если известно причина расходимости, то можно
предложить решение данной проблемы.

На практике используется дополнительная алгебраическая процедура для
получения сходящейся суммы расходящегося ряда. Данный метод называет
ся пересуммированием или ресуммированием расходящегося ряда. Довольно
известным примером является квартичный ангармонический осциллятор, кото
рый имеет аналог в квантовой теории поля (т.н. 𝜓4 теории). Его решение имеет
сингулярность типа Бендера-Ву (Bender, Wu) и, следовательно, имеет нулевой
радиус расходимости [86]. Соответственно, суммирование расходящихся рядов
ТВРШ было проведено при помощи так называемого аппроксиманта Паде или
ресуммирования Бореля [87; 88], что позволяет получить правильную сумму
собственной энергии на основе полученного ряда ТВРШ. В работах [84; 85] об
суждается применимость алгебраических аппроксимантов для ресуммирования
рядов электронной теории возмущений Меллера-Плессета. Помимо обработки
энергетических рядов ресуммирование может быть использовано для анализа
поправок к ангармоническим волновым функциям [89]. В колебательной теории
Фрид и Эзра (Fried, Ezra [90]) предложили метод реконструкции для обработ
ки квазивырожденных уровней.

Наибольший интерес для нас представляют работы, в которых ресумми
рование расходящихся рядов ТВРШ применяется для исследования задачи об
ангармонических колебаниях малоатомных молекул. Среди них можно отме
тить серию публикаций группы Быкова по поиску резонансных взаимодействий
в трёхатомных молекулах с симметрией 𝐶2𝑣 и 𝐶𝑠 [91—93] и три работы по
формальдегиду [46; 94; 95]. С помощью ресуммирования рядов ТВРШ авто
рам удалось с высокой точностью воспроизвести вариационные энергии VCI
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колебательных состояний и определить многие из ранее экспериментально об
наруженных резонансов.

Метод ресуммирования, использованный в работах Быкова, основывает
ся на обобщенном аппроксиманте Паде-Эрмита [46]. В наиболее общем виде
аппроксиманты Паде-Эрмита определяют следующим образом [96]

(i) Пусть функция 𝑓(𝑧) является аналитической в некоторой окресности
точки, в которой известно её разложение в степенной ряд.

(ii) Пусть 𝑔0, 𝑔1, ..., 𝑔𝑛 являются функциями, причём ∀𝑖 ∈ 0, ..., 𝑛 𝑔𝑖(𝑓(𝑧))

аналитичны в окресности точки их разложения в степенной ряд.
(iii) Пусть 𝐴0, 𝐴1, ..., 𝐴𝑛 ∈ 𝑍+ ∪ {−1} и 𝑁 =

∑︀𝑛
𝑖=0𝐴𝑖.

(iv) Пусть 𝑎0(𝑧), 𝑎1(𝑧), ..., 𝑎𝑛(𝑧) являются полиномами со степенями
𝑑𝑒𝑔(𝑎𝑖(𝑧)) ⩽ 𝐴𝑖 ∀𝑖 ∈ {0, ..., 𝑛}, причём:

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑧)𝑔𝑖(𝑓(𝑧)) = 𝑂(𝑧𝑁+𝑛) (2.35)

Определённые таким образом полиномы 𝑎𝑖(𝑧) называют формой Паде-Эрмита
(𝐴𝑛, 𝐴𝑛−1, ..., 𝐴0) системы 𝑔𝑖(𝑓(𝑧)).

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑧)𝑔𝑖(𝑦(𝑧)) = 0 (2.36)

Аппроксимантом Паде-Эрмита функции 𝑓(𝑧) называют множество решений
(2.36), полученное относительно 𝑦(𝑧). Разновидность аппроксимантов Паде
Эрмита обсуждается в работах [97; 98]. В рамках данной работы представляют
интерес алгебраические аппроксиманты, которые могут быть определены, ес
ли в (2.36) положить 𝑔𝑖(𝑓(𝑧)) = 𝑓(𝑧)𝑖, где 𝑓(𝑧) является аппроксимируемой
функцией. На практике вместо функции 𝑓(𝑧) используется его степенной ряд,
полученный из рекуррентных формул ТВРШ.

В зависимости от строения сингулярной структуры алгебраические ап
проксиманты можно выделить в три основные группы:

1 Аппроксиманты Тейлора, или ряды Тейлора (𝑛 = 1, 𝐴1 = 0)
2 Аппроксиманты Паде (𝑛 = 1)
3 Квадратичные, кубические, квартичные и др. аппроксиманты (соотв.
𝑛 = 2, 3, 4, ...)

Отсюда можно видеть, что ряд Тейлора являются одним из вариантов аппрокси
манта, однако, он является аналитической функцией и не имеют особых точек.
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Аппроксимант Паде представляет собой частное двух полиномов задан
ных порядков (𝑚 ⩾ 0, 𝑛 ⩾ 1):

𝑃 [𝑚,𝑛](𝑧) =
𝑎0 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧

2 + ...+ 𝑎𝑚𝑧
𝑚

1 + 𝑏1𝑧 + 𝑏2𝑧2 + ...+ 𝑏𝑛𝑧𝑛
= 𝑃 (𝑧)/𝑄(𝑧). (2.37)

Из выражения (2.37) видно, что аппроксимант Паде имеет 𝑛 полюсов, соответ
ствующих решениям уравнения 1 + 𝑏1𝑧 + 𝑏2𝑧

2 + ...+ 𝑏𝑛𝑧
𝑛 = 0. Для построения

аппроксиманта Паде необходимо 𝑚 + 𝑛 + 1 коэффициентов ряда Тейлора им
митируемой функции, поскольку коэффициент при нулевой степени полинома
𝑄(𝑧) приравнивается к некоторому числу, как правило к единице.

Квадратичный аппроксимант Паде-Эрмита может быть представлен в ви
де решения квадратного уравнения относительно 𝑓(𝑧):

𝑓(𝑧) = 𝑃 [𝑛,𝑚,𝑘] =
−𝑄(𝑧)±

√︀
𝑄2(𝑧)− 4𝑅(𝑧)𝑃 (𝑧)

2𝑅(𝑧)
. (2.38)

В выражении (2.38) 𝑅(𝑧), 𝑄(𝑧) и 𝑃 (𝑧) являются полиномами со степенями,
соответственно, 𝑛, 𝑚 и 𝑘. Важно отметить, что в квадратичном аппрокси
манте имеется 𝑛 полюсов, которые следуют из корней знаменателя, а также
𝑚𝑎𝑥(2𝑚,𝑛+𝑘) точек ветвления, соответствующих корням квадратного дискри
минанта 𝑄2(𝑧)− 4𝑅(𝑧)𝑃 (𝑧) = 0. Это означает, что при помощи квадратичного
аппроксиманта можно имитировать функции с сингулярной структурой, а имен
но, с точками ветвления второго порядка.

Аналогичным образом, кубические и квартичные аппроксиманты также
могут быть определены через выражение типа (2.38), как решения уравнений
третьей и четвёртой степеней. Полученное аналитическое решение имеет гро
моздкий вид и не представлено в данной работе. Действительно, можно дать
более обобщенное определение для аппроксимантов произвольного порядка.
Для их определения необходимо решить уравнение следующего вида:

𝑃 (𝑧) +𝑄(𝑧)𝑓(𝑧) +𝑅(𝑧)𝑓 2(𝑧) + ...+ 𝑆(𝑧)𝑓𝑛(𝑧) = 0. (2.39)

Фундаментальным свойством аппроксимантов второй и более высоких сте
пеней является их многозначность, поскольку уравнение (2.39) для определения
аппроксиманта Паде-Эрмита имеет несколько решений. Значения коэффици
ентов полиномов 𝑃 (𝑧), 𝑄(𝑧), 𝑅(𝑧),...,𝑆(𝑧) в выражении (2.39) должны быть
определены при помощи численного решения данного уравнения методом
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неопределенных множителей. После этого может быть решена прикладная зада
ча о значениях аппроксимируемой функции при единичном значении параметра
𝑧, выполняющем роль параметра возмущения 𝜆 в нашей задаче.

Важной информацией являются координаты точек ветвления исследуемой
функции. Очевидно, что точкам ветвления отвечают корни дискриминантов
уравнений (2.39). В отличие от задачи поиска аналитического вида корней ал
гебраического уравнения, которая разрешима для уравнений не выше четвёртой
степени, дискриминант полиномиального уравнения 𝑛-ой степени будет поли
номом со степенью 2(𝑛 − 1). Это означает, что для практических приложений
многозначных алгебраических аппроксимантов необходимы процедуры поиска
корней полиномов произвольных степеней с учётом наличия комплексных ре
шений. Данная проблема относится к численному анализу и достаточно хорошо
разработана. Наконец, следует добавить, что помимо точек ветвления в сингу
лярную структуру многозначных аппроксимантов входят полюсы, однако такие
точки менее важны для анализа физического смысла решений задачи.

2.4 Результаты второй главы

В данной главе:
– рассмотрены метод теории возмущений Релея-Шредингера и его пер

спектива в теории полиады колебательно-вращательной спектроскопии;
– разработан метод теории возмущений Релея-Шредингера в вырожден

ном случае;
– проиллюстрирована причина расходимости рядов ТВРШ ввиду нали

чия колебательного резонанса с помощью двумерной системы;
– рассмотрены теорема Каца, теорема Дарбу и основное определение ап

проксиманта Паде-Эрмита.
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Глава 3. Расчёт колебательно-вращательной теории возмущений: на
примере молекулы диоксида серы

Результаты были опубликованы в тезисе доклада Результаты, описан
ные в данной главе, представлены в тезисе доклада [99].

Диоксид серы (32S16O2) представляет собой относительно малую тяжелую
молекулу, в связи с чем теория возмущений, примененная для данной молекулы,
хорошо сходится. Более того, колебательно-вращательные резонансы данной мо
лекулы не сильные, поэтому она является подходящим выбором для тестового
расчета в рамках построенных нами теории и программы.

3.1 Метод расчетов, выбор ab initio силового поля и оператор
дипольного момента

Силовые постоянные, геометрия, гармонические частоты 𝜔𝑘, а также вра
щательные постоянные 𝐵𝛼 были получены из квантовохимического расчёта на
уровне теории MP2/aug-cc-pVQZ с применением аналитических вторых произ
водных электронной энергии. Для расчёта был использован программный пакет
Гауссиан09 (Gaussian09, [100]). Далее расчеты квартичных/секстичных силовых
полей были проведены 9-точечным методом конечных разностей в программе
ANCO [45; 101—105], в которую была добавлена функция для моделирования
колебательно-вращательных спектров на основе формализма, описанного в гла
ве 1. Аналогичным образом, было выполнено разложение функции дипольного
момента до 3-го порядка.
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3.1.1 Эффективный гамильтониан и колебательно-вращательные
состояния

Для обработки гамильтониана Ватсона было использовано 2, 4 и 6
контактных преобразований, обозначенных как CVPT2, CVPT4 и CVPT6 со
ответственно. Согласно работе [106] для изолированного состояния 𝜈2, а также
для резонирующих состояний 𝜈1, 2𝜈2 и 𝜈3 была построена блочно-диагональная
матрица. Диагонализация эффективного гамильтониана дает спектр собствен
ных энергий и собственные функции колебательно-вращательных состояний.
Отнесение взаимодействующих колебательных состояний выполняется на ос
нове метода, предложенного Кваном (Kwan, [107]), основная идея которого
заключается в рассмотрении суммы квадратов коэффициентов разложения
по базису гармонических функций. Хорошо известно, что вращательная вол
новая функция имеет определенную симметрию (т.н., симметрия Ванга [32;
108]). Отнесение квантовых чисел вращательных состояний над колебатель
ным необходимо подтверждаться через симметрию Ванга и их корреляцию с
четностью квантовых чисел 𝐾𝑎, 𝐾𝑐. Для сравнения вращательных констант
высокого порядка (в том числе основного, трех фундаментальных, а также
2𝜈2 состояний) с экспериментально определяемыми значениями, мы используем
A-редуцированный гамильтониан и 𝐼(𝑟) представление. При генерации коле
бательно-вращательных энергий и переходов 𝐼𝐼(𝑟) представление выбирается
встроенным алгоритмом программы ANCO. Также важно отметить, что в те
кущей реализации теории возмущений (метода контактных преобразований) не
учитывается симметрия исследуемой молекулы, все необходимые вклады для
получения преобразованного гамильтониана в определенном порядке теории
возмущений были учтены.

3.1.2 Эффективный дипольный момент и интенсивность ИК
переходов

Интенсивности колебательно-колебательных переходов рассчитываются
по формуле (1.11) (см. также работу [109]). Важно отметить, что вместо
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расчёта матричного элемента 𝜇𝑍 мы вычисляем унитарно эквивалентный мат
ричный элемент эффективного оператора дипольного момента. Мы используем
два унитарных оператора для преобразования оператора дипольного момента.
Критерий для очень слабых интенсивностей составляет 10−3 км/моль (при
близительно 0,166 · 10−25 см/молекула). Для молекулы диоксида серы (т.е.
материнская молекула 32S16O2) переходы из основного колебательного состо
яния запрещены для нечетных 𝐾𝑎 + 𝐾𝑐 из-за статистики ядерных спинов
[110]. Интенсивность каждого перехода рассчитывается при комнатной тем
пературе 𝑇 = 296𝐾 и, соответственно, статистическая сумма 𝑄(𝑇 ) = 6339,1

взята из базы данных HITRAN [5]. Колебательно-вращательные переходы трех
фундаментальных полос генерируются при помощи энергетических уровней,
полученных методом CVPT2 и CVPT4 соответственно, с максимальными кван
товыми числами 𝐽𝑚𝑎𝑥 = 60, 𝐾𝑎,𝑚𝑎𝑥 = 25 из основного состояния. На следующем
шаге два набора рассчитанных списков линий (лайн-листов) сравниваются с
соответствующими переходами с одинаковыми квантовыми числами из базы
данных HITRAN [5].

3.2 Сравнение расчётных спектроскопических параметров с
экспериментальными значениями

Как было упомянуто в параграфе 3.1, мы рассчитали A-редуцированные
центробежные деформационные постоянные, усредненные над колебательны
ми уровнями, и сравнили их с экспериментально определенными значениями,
взятыми из работы [106; 110—112], а также с теоретическими значениями, рас
считанными ранее с использованием различных программ и силовых полей.

Основноe колебательноe состояниe. В таблице 1 представлены рас
четные редуцированные квартичные, секстичные и октичные центробежные
деформационные постоянные, полученные в рамках CVPT2, CVPT4 и CVPT6,
соответственно. Отметим, что включение части или всех вращательных ком
мутаторов (см. обсуждение в первой главе) приводит к разным результатам
на уровне CVPT4. Как было сделано в классической работе Алиева и Ватсона
[31], вращательный коммутатор [𝑆1, 𝐻02], возникающий в первом контактном
преобразовании, трактуется как возмущение второго порядка малости. Следо
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вательно, от него следуют два трехкратных коммутатора с 𝐻02 и двукратный
коммутатор, ассоциированный с 𝑆2 в преобразованном гамильтониане четверто
го порядка малости. При этом необходимо обратить внимание на тот факт, что
все вторичные коммутаторы рассматривались как чисто колебательные (см. гла
ву 1). По нашему опыту игнорирование исходного члена [𝑆1, 𝐻02], возникающего
в первом контактном преобразовании, приводит к некорректной оценке одного
из секстичных параметров Φ𝑎𝑏𝑐 (из-за неполного учета Кориолисова вклада,
см. формулу (7) в [31]) и, следовательно, к недооценке значения параметра
ℎ𝐾 . Мы обозначаем данный случай (т.е. игнорирование вращательных комму
таторов) как CVPT4(V). В то же время при вычислении всех вращательных
коммутаторов в контактном преобразовании мы получили другой, но лучший
результат, обозначенный как CVPT4(R). Также важно отметить, что согласно
работе Ватсона [35] на CVPT6 уровне все вращательные коммутаторы должны
быть включены для получения удовлетворительных значений октичных пара
метров. Данный случай обозначен как CVPT6(R).

С другой стороны, три набора параметров, полученных в результате работ
Вудса (Woods, [113]) и Мартина (Martin, [114]), а также рассчитанных при помо
щи программного пакета Gaussian09 [100], были представлены в таблице 1. Вудс
построил поверхность потенциальной энергии на уровне CCSD(T)/cc-pVQZ и
рассчитал спектроскопические параметры по теории возмущений второго по
рядка [113]. Мартин рассчитал не только параметры в приближении второго
порядка малости, но и секстичные центробежные постоянные (т.е. результат
4-го порядка теории возмущений, см. [31]) на основе программы SPECTRO
[33] и потенциальной функции, построенной на более точном уровне расчёта
[114]. Позже были доступны аналитические вторые производные на MP2 уровне
теории и последующий подход VPT2 в пакете программы Гауссиан09 [8; 100].
Поэтому мы также провели расчет VPT2, используя метод MP2/aug-cc-pVQZ
с тем же самым квартичным силовым полем. Более того, Ватсон рассчитал ок
тичные центробежные постоянные, используя силовое поле Мартина [35] (см.
Таблицу 1). Необходимо отметить, что все вращательные постоянные высокого
порядка (от квартичных) были вычислены ранее только в равновесной геомет
рии с использованием одних и тех же аналитических формул (т. е. формул
VPT2 и секстических постоянных [8; 31]).

Из таблицы 1 видно, что почти все наши параметры в результате
вычисления на CVPT2 уровне совпадают с результатом полученным в про
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грамме Гауссиан09. Небольшое различие для 𝛿𝐾 обусловлено использованной
для редукции формулой: вместо равновесных вращательных постоянных 𝐵𝑒

𝛼

использовались колебательно-усредненные 𝐵𝑣
𝛼 постоянные [8]. Далее, наши сек

стичные параметры на CVPT4(V) уровне согласуются с результатами из работы
Мартина и с расчётом в программном пакете. Включение всех вращатель
ных коммутаторов CVPT4(R) приводит к изменению знака параметра ℎ𝐽𝐾 и
небольшим вкладам во все остальные параметры. Наконец, наши октичные па
раметры в высокой степени совпадают с расчётом Ватсона. Такой результат
непосредственно подтверждает правильность нашей программной реализации
контактных преобразований.

На следующем шаге мы сравнили наш расчет с экспериментальными
значениями. С 90-х годов был проведен повторный анализ инфракрасных и
микроволновых спектров диоксида серы высокого разрешения Фло и Лаффер
ти (𝜈2, 𝜈1, 2𝜈2, 𝜈3) (Flaud и Lafferty, [111]), Мюллером и Брюнкеном (основное
состояние и 𝜈2) (Muller, [110]) и Улениковым [106; 112]. Включение членов более
высокого порядка в модельный гамильтониан и большего количества переходов
с высокими значениями 𝐾𝑎 в процедуру подгонки приводит к более точному
воспроизведению параметров, которые представлены в таблице 1.

Сравнение трёх наборов экспериментальных и вычисленных значений по
казывает, что наш расчет методами CVPT4(V) и CVPT4(R) дает более точные
∆𝐾 и 𝛿𝐾 соответственно, благодаря учету вкладов от колебательного усредне
ния основного состояния (т.е. учет вкладов от 𝜏 𝑖𝛼𝛽𝛾𝛿, аналогичных 𝛼𝑖

𝛾). Наши
значения для квартичных центробежных постоянных также сходятся к экспе
риментальным на уровне CVPT6(R) и дают относительную среднюю ошибку
(RME) 1,12% по сравнению с результатом Уленикова (в то же время для VPT2 в
программе Гауссиан RME составил 4,61%). Несмотря на то, что CVPT4(R) дает
иное значение ℎ𝐽𝐾 с отрицательным знаком, секстичные постоянные, получен
ные на уровне CVPT6(R), сходятся к результату Уленикова и дают RME 4,46%
(в то же время при исключении 𝐻𝐽𝐾 и ℎ𝐽𝐾 RME составил 8,14% для VPT2 в
программе Гауссиан). Наконец без учета 𝐿𝐽𝐽𝐾 и 𝑙𝐽𝐾 наши октичные парамет
ры дают RME 16,71%. Важно отметить, что для расчета октичных параметров
в равновесной геометрии требуется лишь квартичное силовое поле. Расчет на
уровне CVPT8 будет выполнен для их уточнения с учетом колебательного
усреднения с помощью более высококачественного секстичного силового поля.
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Возбужденные колебательныe состояния. Полная реализация мето
да контактных преобразований позволяет рассчитать не только вращательные
постоянные основного колебательного состояния, но и колебательно-возбуж
денных. В частности уровень расчёта CVPT4 дает колебательную поправку к
квартичным центробежным постоянным. В то же время на уровне CVPT6 воз
никает дополнительная поправка к квантичным центробежным постоянным, а
также колебательная поправка к секстичным постоянным. Итоговые значения
можно использовать в качестве начального приближения для интерпретации
низколежащих колебательных полос. Мы сравнили A-редуцированные вра
щательные постоянные, вычисленные на уровне CVPT6(R), с постоянными,
полученными в группе Уленикова, для состояний 𝜈2, 𝜈1, 𝜈3 и 2𝜈2, соответственно.
Результаты сравнения представлены в Таблице 2.

Несмотря на тот факт, что точность расчёта колебательных энергий огра
ничена уровнем электронной теории, теория возмущений 6-го порядка дает
почти одинаковые относительные погрешности для исследуемых колебательных
состояний (т.е. 3,75% для 𝜈2, 4,15% для 𝜈1, 3,53 % для 𝜈3, 3,75% для 2𝜈2). Относи
тельная средняя ошибка для вращательных постоянных𝐵𝛼 принимает значение
от 2,81% до 2,85%, в то же время для квартичных центробежных постоянных
– от 1,14% до 1,36%. Эти значения хорошо сходятся к экспериментальным и
их RME находятся на том же самом уровне, что для основного колебатель
ного состояния. Однако для секстичных параметров RME увеличивается (с
3,98% для 2𝜈2 до 9,93% для 𝜈1) из-за менее точной оценки параметров 𝐻𝐽𝐾

и ℎ𝐽𝐾 . Ситуация ухудшается для октичных постоянных, оцениваемых только
в равновесной геометрии. Необходимо отметить, что оценка для состояния 2𝜈2,
связанного с очень слабой полосой в оптическом спектре, дает удовлетворитель
ное приближение до секстических постоянных. Данная полоса не наблюдается
в обычных лабораторных условиях. Начальные значения ее вращательных по
стоянных анализировались по горячей полосе 2𝜈2 − 𝜈2 [111] или оценивались
по 𝜈2 [106]. Первый анализ данной полосы был впервые выполнен Улениковым
[106], в рамках которого были интерпретированы более 600 колебательно-вра
щательных переходов.

В конце этого раздела мы хотели, во-первых, отметить замечание Шевенке
и Хуанга (Schwenke, Huang, [115]) о достоверности подгоночных вращательных
параметров высокого порядка диоксида серы. Как было упомянуто в их рабо
те, «ученые иногда утверждают, что не существует «точных» вращательных
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констант высокого порядка в эффективном гамильтониане. Исходя из нашего
опыта это утверждение не на 100% справедливо для всех констант высокого
порядка». По их мнению большинство подогнанных вращательных постоянных
«систематичные, надежные и, вероятно, предсказуемые из одного изотополога к
другому». Вычисление на уровне VPT2 и VPT4 (что можно видеть из таблицы
1), не позволяет сделать утверждение о их достоверности (например секстич
ные постоянные 𝐻𝐽𝐾 и ℎ𝐽𝐾 имеют неправильный знак). Однако, наш расчёт
на уровне CVPT6 непосредственно подтверждает утверждение Шевенке и Ху
анга (как для знаков, так и для их абсолютных значений), по крайней мере до
приближения шестого порядка.

Во-вторых, нам хотелось прокомментировать качество рассчитанных нами
колебательно-усредненных квартичных центробежных постоянных. Как было
упомянуто в работе [116], предполагается, что точность, обеспечиваемая теори
ей на уровне MP2 с трижды или четырежды валентно-расщепленным базисом,
достаточна для предсказания квартичных центробежных постоянных. Погреш
ность для VPT2 метода в основном находится в пределах нескольких процентов
(от 1% до 10% для основного состояния) [117]. В то же время наш расчет на
MP2/CVPT4(R) уровне улучшил отклонение с 0,1% до 3% и снова подтвер
дил предположение, сделанное в работе [116]. Однако, следует напомнить, что
стартовый уровень точности для диоксида серы по BRTHE стратегии в работе
Швенке как минимум на 2 порядка выше расчётной точности[117].

Наконец необходимо отметить, что Ватсон опубликовал аналитические
формулы для описания колебательной зависимости квартичных центробежных
постоянных 𝜏 𝑖𝛼𝛽𝛾𝛿 и проверил их на примере трехатомных молекул [34]. Однако,
он показал только ошибки возбужденных состояний относительно основного.
После тщательной проверки полнота его формулы вызывает сомнения. По наше
му мнению необходимо рассчитать не менее 27 (колебательных) коммутаторов,
однако, только 13 коммутаторов было рассчитано в его работе.
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Таблица 1 — Расчетные и экспериментально-определенные A-редуцированные центробежно-деформационные посто
янные основного колебательного состояния молекулы диоксида серы 32S16O2

Теор. Теор. Теор. Теор. Теор. Теор. Теор. Эксп. Эксп. Эксп.
CVPT2 CVPT4(V) CVPT4(R) CVPT6(R) Вудс 1 VPT22 Мартин3 Флуад 4 Мюллер 5 Улеников6

A 1.965746 1.966047 1.966113 1.966131 1.964510 1.965745 2.021807 2.027354 2.027354 2.027354
B 0.334830 0.334854 0.334838 0.334837 0.341780 0.334829 0.345621 0.344174 0.344174 0.344174
C 0.285412 0.285430 0.285419 0.285418 0.291130 0.285413 0.295164 0.293527 0.293527 0.293527
106 *∆𝐽 0.2223 0.2227 0.2231 0.2232 0.2170 0.2223 0.2195 0.2206 0.2205 0.2205
106 *∆𝐽𝐾 -3.7853 -3.8700 -3.8845 -3.8902 -3.6390 -3.7853 -3.8133 -3.9011 -3.9012 -3.9012
106 *∆𝐾 79.7979 83.8746 83.9041 84.0923 75.7690 79.7979 82.1549 86.4070 86.4037 86.4015
106 * 𝛿𝐽 0.0569 0.0570 0.0572 0.0572 0.0570 0.0569 0.0563 0.0567 0.0567 0.0567
106 * 𝛿𝐾 0.7570 0.7176 0.8386 0.8413 0.7270 0.7493 0.7533 0.8456 0.8463 0.8463
1012 *𝐻𝐽 0.3801 0.3803 0.3859 0.3801 0.3776 0.3821 0.3759 0.3746
1012 *𝐻𝐽𝐾 -0.1549 -0.1247 1.3860 -0.1412 -0.3947 1.3250 1.1600 1.1603
1012 *𝐻𝐾𝐽 -597.9326 -598.3840 -647.5335 -597.9722 -595.8812 -649.4890 -649.3600 -649.6069
1012 *𝐻𝐾 10772.9094 10773.5277 11986.1209 10772.8803 11050.0867 12412.9000 12375.0000 12360.4280
1012 * ℎ𝐽 0.1849 0.1850 0.1875 0.1849 0.1825 0.1831 0.1829 0.1830
1012 * ℎ𝐽𝐾 0.1181 -0.4181 -0.2406 0.0510 0.1629 -0.3787 -0.2300 -0.2430
1012 * ℎ𝐾 479.7810 480.5198 556.6921 468.9422 477.7218 557.9130 567.0000 567.9872
1017 * 𝐿𝐽 -0.1254 -0.1201 -0.3099 -0.1160 -0.1104
1017 * 𝐿𝐽𝐽𝐾 0.6358 -0.9507 -12.0140 -0.8800 -0.9951
1013 * 𝐿𝐽𝐾 -0.0943 -0.0811 0.0073 -0.1090 -0.1097
1012 * 𝐿𝐾𝐾𝐽 0.1571 0.1460 0.1445 0.1800 0.1808
1011 * 𝐿𝐾 -0.2168 -0.2097 -0.2767 -0.2650 -0.2609
1018 * 𝑙𝐽 -0.6251 -0.5971 -0.5970 -0.6076
1017 * 𝑙𝐽𝐾 -0.1656 -0.3903 -0.2000
1014 * 𝑙𝐾𝐽 0.3251 0.2502 0.2700 0.2544
1012 * 𝑙𝐾 -0.2278 -0.2318 -0.3200 -0.3192

1. См. [113].
2. Рассчитано на уровне теории MP2/aug-cc-pVQZ в программе Гауссиан09.
3. См. [35; 114].
4. См. [111].
5. См. [110].
6. См. [106].
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Таблица 2 — Расчетные и экспериментально-определенные A-редуцированные центробежно-деформационные посто
янные колебательно-возбужденных состояний молекулы диоксида серы S32O16

2
𝜈1 𝜈2 𝜈3 2𝜈2

Теор. Эксп. Теор. Эксп. Теор. Эксп. Теор. Эксп.
CVPT6(R) Улеников𝑎 RME CVPT6(R) Улеников𝑏 RME CVPT6(R) Улеников𝑎 RME CVPT6(R) Улеников𝑎 RME

𝐸𝑣 1103.8372 1151.6858 4.15% 498.4523 517.8726 3.75% 1313.9836 1362.0603 3.53% 996.3700 1035.1500 3.75%
A 1.9680 2.0284 2.0041 2.0666 1.9476 2.0066 2.0434 2.1077
B 0.3332 0.3425 0.3349 0.3443 0.3337 0.3430 0.3349 0.3443
C 0.2842 0.2923 2.82% 0.2849 0.2930 2.84% 0.2842 0.2923 2.81% 0.2843 0.2925 2.85%
106 *∆𝐽 0.2225 0.2193 0.2237 0.2210 0.2250 0.2234 0.2243 0.2216
106 *∆𝐽𝐾 -3.9351 -3.9052 -4.0582 -4.0713 -3.9007 -3.9212 -4.2301 -4.2550
106 *∆𝐾 85.6205 87.7853 93.0215 95.8135 82.7821 84.8702 102.6225 106.3102
106 * 𝛿𝐽 0.0570 0.0568 0.0576 0.0571 0.0580 0.0572 0.0580 0.0574
106 * 𝛿𝐾 0.8406 0.8463 1.14% 1.0295 1.0354 1.20% 0.8461 0.8542 1.21% 1.2308 1.2385 1.36%
1012 *𝐻𝐽 0.3858 0.3711 0.3881 0.3790 0.3956 0.3831 0.3903 0.3733
1012 *𝐻𝐽𝐾 1.4026 1.1603 4.4299 4.3610 1.4080 1.1603 7.7617 7.9840
1012 *𝐻𝐾𝐽 -661.3817 -656.7380 -738.8298 -756.3200 -641.5943 -651.5550 -831.0199 -864.4971
1012 *𝐻𝐾 12321.5129 12726.1400 14323.0665 15377.3000 11740.1884 12029.8400 16660.6181 18291.8000
1012 * ℎ𝐽 0.1871 0.1845 0.1888 0.1826 0.1919 0.1849 0.1900 0.1835
1012 * ℎ𝐽𝐾 -0.3357 -0.2430 -0.7588 -0.6330 -0.2173 -0.2430 -1.3066 -1.3097
1012 * ℎ𝐾 560.9015 567.9872 9.93% 729.5303 751.7700 5.62% 557.3187 577.2890 6.63% 917.6415 954.9630 3.98%
1017 * 𝐿𝐽 -0.1254 -0.1104 -0.1254 -0.1608 -0.1253 -0.1017 -0.1254 -0.0957
1017 * 𝐿𝐽𝐽𝐾 0.6011 -0.9951 1.4785 2.8400 1.2757 -0.9951 2.4525 -7.1900
1013 * 𝐿𝐽𝐾 -0.0963 -0.1104 -0.1106 -0.1651 -0.0922 -0.1097 -0.1284 -0.1993
1012 * 𝐿𝐾𝐾𝐽 0.1577 0.1868 0.1616 0.2385 0.1566 0.1750 0.1664 0.2966
1011 * 𝐿𝐾 -0.2168 -0.2714 -0.2171 -0.4024 -0.2168 -0.2494 -0.2174 -0.4789
1018 * 𝑙𝐽 -0.6251 -0.6076 -0.6251 -0.5040 -0.6248 0.6076 -0.6251 -0.6919
1017 * 𝑙𝐽𝐾 -0.1470 -0.0550 -4.5700 0.3054 0.0253 -0.2400
1014 * 𝑙𝐾𝐽 0.3174 0.2849 0.4500 0.6240 0.3570 0.2544 0.5933 0.2730
1012 * 𝑙𝐾 -0.2341 0.3250 35.48%𝑐 -0.2637 -0.4857 32.99%𝑐 -0.2192 -0.3151 19.49%𝑐 -0.3019 -0.5895 48.69%𝑐

a. См. [106].
b. См. [112] .
c. 𝐿𝐽𝐽𝐾 и 𝑙𝐽𝐾 были исключены.
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3.3 Сравнительный анализ расчётных и экспериментальных
спектров

На основе расчета, проведенного нами на уровне CVPT2 с применением
рассчитаного на уровне MP2 электронной теории квартичного силового поля
были воспроизведены три фундаментальных частоты 1103,87 см−1, 498,61 см−1

и 1313,61 см−1 для 𝜈1 , 𝜈2 и 𝜈3, соответственно, которые совпали с результа
том MP2/VPT2, полученным в программе Гауссиан09. С другой стороны были
взяты из базы данных Хитрана (HITRAN, [5]) центры трех фундаментальные
колебательных полос. Важно отметить, что из-за статистики ядерных спинов
чисто колебательные переходы в молекуле 32S16O2 запрещены. Соответственно
были взяты переходы с наиболее низким вращательным возбуждением:

– 1149,39 см−1 (111 основного состояния → 000 колебательного состояния
𝜈1);

– 515,55 см−1 (111 основного состояния → 000 колебательного состояния
𝜈2);

– 1360,78 см−1 (202 основного состояния → 101 колебательного состояния
𝜈3).

В то же время полученные нами на уровне CVPT2 значения центров фундамен
тальных полос составили: 1101,62 см−1, 496,36 см−1 и 1312,36 см−1. На уровне
CVPT4, соответственно, значения частот составили: 1101,77 см−1 , 496,22 см−1

и 1312,74 см−1 для 𝜈1, 𝜈2 и 𝜈3, соответственно.
Несмотря на относительно большие отклонения (20 – 50 см−1) центров по

лос между данными из базы Хитрана и нашими расчетами, мы можем сместить
все расчетные полосы на значения этих отклонений и затем проанализировать
погрешность расчётных колебательно-вращательных переходов. На рисунке 3.1
(a-c, слева) представлены списки линий из базы данных Хитрана (синие) и вы
численные нами на уровне CVPT4 (красные). С правой стороны сверху вниз
представлены три диаграммы, содержащие расхождение волновых чисел пе
рехода по сравнению с базой Хитрана на уровнях CVPT2/CVPT4, а также
относительную ошибку интенсивности соответствующего перехода (с использо
ванием положения линии Хитрана) для 𝜈2, 𝜈1 и 𝜈3, соответственно. Еще раз
отметим, что отнесение вращательных квантовых чисел должно быть провере
но при помощи корреляции между симметрией Ванга (𝑂±, 𝐸±) и четностью 𝐾𝑎,
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𝐾𝑐 квантовых чисел, особенно для высоких значений 𝐾𝑎 [118]. Для 𝐼𝐼(𝑟) пред
ставления 𝑒𝑒 и 𝑜𝑜 соответствуют 𝐸+, 𝐸− если 𝐽 принимает четное значение, в то
же время они соответствуют 𝐸−, 𝐸+ если 𝐽 принимает нечетное значение [32].

Для 𝜈2 полосы наши расчёты на уровне CVPT2/CVPT4 генерируют
3272/3268 переходов, из которых 3243/3232 были сопоставлены с базой данных
Хитрана. Ошибочное сопоставление возникает из-за неправильного отнесе
ния квантовых чисел 𝐾𝑎, 𝐾𝑐 и, соответственно, вместе с ними "сопостав
ленные"переходы с неверными квантовыми числами 𝐾𝑎, 𝐾𝑐 должны быть
исключены из набора данных. Важно отметить, что 3054 перехода, сгенери
рованных CVPT2/CVPT4 с наивысшим значением 𝐾𝑎 = 15 из основного
состояния, имеют однозначное соответствие с переходами базы данных Хит
рана. Небольшая часть энергетических уровней начиная с 𝐾𝑎 = 16 теряет
соотношение между четностью 𝐾𝑎, 𝐾𝑐 и симметрией 𝑂±, 𝐸±, однако это при
водит только к небольшому количеству (менее 1%) неправильно отнесенных
переходов, поскольку наибольшее значение 𝐾𝑎 в нашем списке линий равно 25.

После смещения всей полосы на значения 19,1920/19,3366 см−1 (т.е. на
ошибку центра полосы на CVPT2/CVPT4 уровне, соответственно) была вычис
лена ошибка волновых чисел (𝜈CVPT − 𝜈HITRAN), представленная на рисунке
3.1 (а) (первая и вторая диаграммы с правой стороны). Отсюда можно ви
деть, что ошибка возрастает почти линейно с увеличением волнового числа.
Такое поведение сохраняется в диапазоне от 480 до 600 см−1 и соответствую
щая ошибка меняется от -4 до 2 см−1 на CVPT2 уровне. Следует отметить,
что нелинейное увеличение погрешности в двух пределах данной полосы от
ражает недостаточную сходимость ряда теории возмущений. В то же время
на CVPT4 уровне не только был расширен радиус сходимости (т.е. линей
ная прогрессия ошибки относительно волнового числа), но и была снижена
ошибка волнового числа между соответствующими предсказанными и экспе
риментальными переходами. Далее была вычислена относительная ошибка
((𝐼CVPT− 𝐼ХИТРАН)/𝐼HITRAN * 100%) для каждой пары составленных переходов.
Относительные ошибки большинства переходов от 450-500 см−1 составляет око
ло 0%, однако, с увеличением волнового числа они увеличиваются. Дальше
необходимо отметить, что интенсивности переходов 𝑃 -ветви хорошо оценива
ются по рассчитанному на уровне MP2 дипольному моменту, в то же время
интенсивности большинства переходов в 𝑅-ветви (особенно, для слабых перехо
дов) превышают экспериментальные значения.
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Подобный анализ был также проведен для 𝜈1 и 𝜈3 полос(рис. 3.1 (b-c)). Для
полосы 𝜈3 с помощью CVPT2/CVPT4 было вычислено 2855/2861 переходов,
из которых 2722/2761 были сопоставлены с базой данных Хитрана. Неверные
отнесения происходят только для вращательных уровней с 𝐾𝑎 ⩾ 17 и, соот
ветственно, все 2199 переходов с 𝐾𝑎 ⩽ 15 были соотнесены с базой данных.
Однако, для 𝜈1 полосы было больше случаев рассогласования и неправильного
отнесения квантовых чисел из-за появления резонанса. 2871/2867 переходов бы
ли рассчитаны с помощью CVPT2/CVPT4, из которых только 2354/2351 были
соотнесены с базой данных. Следует отметить, что на рисунке 3.1 (b, справа)
показаны только правильно-сопоставленные данные.

В самом деле, стоит уделить больше внимания на линейную прогрессию
ошибки волнового числа. Чтобы более подробно и наглядно проиллюстрировать
такую зависимость, на рисунке 3.2 показаны две подветви 𝜈2 полосы и соответ
ствующие ошибки волновых чисел (где ось 𝑥 – волновое число Хитрана). На
первом графике представлены три типа перехода:

1. 𝐽0,𝐽 → 𝐽 + 11,𝐽+1(𝐽 = 0,2,...,58);
2. 𝐽0,𝐽 → 𝐽1,𝐽−1(𝐽 = 2,4,...,46);
3. 𝐽0,𝐽 → 𝐽 − 11,𝐽−1(𝐽 = 2,4,...,60).

На втором графике были показаны все переходы с 𝐾𝑎 = 1 из основного коле
бательного состояния. Видно, что в наборе данных действительно существует
линейная зависимость ошибки от волнового числа и, следовательно, линейная
аппроксимация может применяться для анализа подветвей с разными кванто
выми числами 𝐾𝑎.

В заключение мы еще раз ссылаемся на работу Швенке в 2014 году
[119], где они провели ab initio расчёт ИК-интенсивности, используя программу
VTET и поверхность дипольного момента на MP2 уровне электронной теории.
Отметим, что вместо относительной ошибки, используемой в нашей работе,
для анализа интенсивностей перехода Швенке использовал 𝛿-отклонение. Од
нако, разница между двумя способами незначительная. Как было отмечено,
𝛿-отклонение интенсивности составляет 20% для полос 𝜈1 и 𝜈3. Такая особен
ность также наблюдается в нашем расчете (см. рис. 3.1 (b-c)).
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Рисунок 3.1 — Списки линий, рассчитанные на CVPT4 уровне и взятые из
базы данных Хитрана (слева); Погрешности волновых чисел колебательно-вра
щательных переходов на CVPT2/CVPT4 уровнях, и относительные ошибки для
интенсивности переходов (справа) для 𝜈2 полосы (a), 𝜈1 полосы (b) и 𝜈3 полосы

(c), соответственно.
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Рисунок 3.2 — Две подветви (красные – из Хитрана, синие – на CVPT4 уровне)
𝜈2 полосы с квантовым числом 𝐾𝑎 = 0 (вверху) и 𝐾𝑎 = 1 (внизу), а также

соответствующая погрешность волновых чисел.
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3.4 Результаты третьей главы

В данной главе:
– проведены расчёты теории возмущений (метода контактных преоб

разований) на основе построенных ab initio локальных поверхностей
потенциальной энергии и дипольного момента;

– вычислены эффективные спектроскопические постоянные как для ос
новного, так и для возбужденных колебательных состояний;

– проведено сравнение полученных спектроскопических постоянных с тео
ретическими и экспериментальными значениями, опубликованными в
литературе;

– вычислены волновые числа и интенсивности колебательно-вращатель
ных переходов;

– проведено сравнение полос переходов с экспериментальными данными;
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Глава 4. Применение колебательной теории ресуммирования к
исследованию резонансной структуры линейной молекулы:

ацетилен

4.1 Программа расчёта алгебраических аппроксимантов
Паде-Эрмита

Результаты, описанные в данном разделе, представлены в работах [74;
76; 120] 4

Как было отмечено выше, подходящим выбором порядка аппроксиман
та является диагональный вариант, при котором показатели степени (их
«порядок» в нашей терминологии) всех полиномов 𝑃 (𝑧), 𝑄(𝑧), 𝑅(𝑧),...,𝑆(𝑧)

одинаковы. Рассмотрим теперь вопрос о численных методах их определения.
Очевидным подходом для расчета аппроксимантов Паде и Паде-Эрмита вто
рой, а также и более высоких степеней, является решение системы линейных
уравнений.

Для этой цели раскроем скобки в основном уравнении (2.39) (возьмем
для определенности диагональный аппроксимант второй степени, обозначен
ный как [𝑛,𝑛,𝑛])

𝑅𝑛(𝑧)𝑓
2(𝑧) +𝑄𝑛(𝑧)𝑓(𝑧) + 𝑃𝑛(𝑧) = 0, (4.1)

4При подготовке данного раздела диссертации использованы следующие публикации, выполнен
ные автором в соавторстве, в которых, согласно Положению о присуждении ученых степеней в МГУ,
отражены основные результаты, положения и выводы исследования: [72] Chang X., Dobrolyubov
E. O., Krasnoshchekov S. V. Fundamental studies of vibrational resonance phenomena by multivalued
resummation of divergent Rayleigh-Schrödinger perturbation theory series: deciphering polyad structures
of three H16

2 O isotopologues // Physical Chemistry Chemical Physics. – 2022. – Vol. 24, № 11. – P.
6655–6675. [74] Krasnoshchekov S. V., Egor O. D., Chang X.Hypoflorous acid (HOF): A molecule with a
rare (1, -2, -1) vibrational resonance and (8,3,2) polyad structure revealed by padé-hermite resummation
of divergent Rayleigh-Schrödinger perturbation theory series // Journal of Quantitative Spectroscopy and
Radiative Transfer. – 2021. – Vol. 268. – P. 107620. [81] Краснощеков С. В., Добролюбов Е. О., Чан С.
Фундаментальный анализ сингулярных и резонансных явлений в колебательных полиадах молеку
лы дифторсилилена // Оптика и спектроскопия. – 2020. – Т. 128, № 12. – С. 1795–1805. Подготовка
полученных результатов проводилась совместно с соавторами, вклад соискателя составляет 50%.
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где используется численные коэффициенты аппроксимируемого ряда до сте
пени 3𝑛 + 2 и неизвестные коэффициенты аппроксимирующих полиномов
𝑃 (𝑧), 𝑄(𝑧), 𝑅(𝑧). В итоге получится 3𝑛 + 2 линейных уравнений, число кото
рых равно числу неизвестных коэффициентов. Эта система может быть решена
стандартными средствами линейной алгебры. Принципиальной проблемой тако
го подхода является потенциальная высокая степень численной неустойчивости,
поскольку проводится большое число сложений слагаемых, существенно разли
чающихся по порядку величины. Напомним, что для компилируемых языков
программирования (Си, Фортран и др.) максимальной стандартной длиной ман
тиссы является 16-байтное число (десятичная дробь) с плавающей точкой (т.е.
Real(Kind=16) на языке Фортрана), у которого примерно 34 значащих деся
тичных цифр при диапазоне экспоненты 10−4931...10+4931 (113 бит мантиссы
и 15 бит экспоненты в стандарте IEEE 754). Такая длина мантиссы может
быть достаточна для решения прикладных задач ресуммирования коротких ря
дов (10–20 членов) с не очень высокими степенями коэффициентов. Однако,
ресуммирование более длинных и/или быстро расходящихся рядов требует ис
пользования существующих пакетов арифметики повышенной точности [121].
Необходимость большого объема дополнительного программирования, очевид
но, является лимитирующим фактором для широкого использования техники
ресуммирования в различных физических теориях. Указанный подход был
успешно реализован в серии публикации в группе Быкова [46; 122] и дис
сертации Дучко (2017) [47], где заявленная точность расчетов составила 150
значащих цифр.

Удобной альтернативной возможностью расчета аппроксимантов Паде
Эрмита является использование специализированных сред аналитического
программирования и расчетов, таких как Maplesoft MapleTM [123], Wolfram
MathematicaTM [124] , и ряда других. Использование таких систем существен
но упрощает программирование и, главным образом, расчеты с расширенной
арифметикой любой заданной точности. Более того, необходимо учитывать
адаптацию расчета не только аппроксимантов, но и самих рядов возмуще
ний. Недостатком работы с такими системами являются необходимость в
программном интерфейсе для передачи входных данных и результатов, от
носительно низкая скорость работы и ограничения при масштабировании
задачи на большие порядки аппроксимантов. Таким образом, существует объ
ективная потребность в реализации алгоритмов расчета аппроксимантов на
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компилируемых языках (Си, Фортран), что позволило бы их интегрировать
непосредственно в прикладные пакеты, проводящие расчеты коэффициентов
расходящихся рядов.

Хотя определение вида аппроксимантов путем составления и решения
системы линейных уравнений является простой и достаточно надежной тех
никой при проведении вычислений с большим числом значащих цифр [46; 47],
разработана группа специализированных методов, основанных на применении
рекуррентных формул, позволяющих построить иерархию аппроксимантов от
тривиального до требуемого [125; 126]. Подробный способ расчета аппрокси
мантов Паде-Эрмита был рассмотрен в работе [127] и является обобщением
алгоритма, предложенного ранее в работах [125; 126]. Отличительной осо
бенностью данной работы является возможность одновременной обработки
нескольких расходящихся рядов. Предложенный в работе алгоритм легко адап
тирован для задачи обработки одного ряда, что демонстрирует универсальность
применения этого подхода. Алгоритм последовательно рассчитывает иерархию
аппроксимантов:

(01, 02, ..., 0𝑘), (11, 02, ..., 0𝑘), ...,(𝑚1,𝑚2, ...,𝑚𝑘),(𝑚1+1,𝑚2, ...,𝑚𝑘),...,(𝑛1,𝑛2, ..., 𝑛𝑘),

где 𝑘 соответствует порядку аппроксимантов, в то же время индексы 𝑛𝑖 обо
значают степени аппроксимирующих полиномов. Необходимое число шагов
рассчитывается по формуле

(𝑘 + 1)× (𝑛+ 1)− 2

Как было отмечено в разделе 2.3.3, многозначный характер и точки
ветвления собственных значений колебательных состояний, контролируемый
комплексным параметром возмущения 𝜆, симулируется при помощи корней
дискриминанта используемого аппроксиманта Паде–Эрмита на комплексной
плоскости. Однако важно отметить, что для определения корректной суммы ря
да достаточно знать вид аппроксиманта, а задача нахождения точек ветвления
(т.е. корни дискриминанта) требует дополнительных алгоритмов поиска корней
дискриминантов, которые также являются полиномами высоких степеней. Для
диагонального аппроксиманта степени N и порядка 𝑛 степень дискриминанта
будет весьма высокой, 2 * 𝑛 * (𝑁 − 1). Поиск действительных и комплексных
корней дискриминантов должен проводиться с помощью специализированных
алгоритмов, например ZRHQR [128—130].
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Необходимо отметить, что рекуррентная иерархическая схема расчета ал
гебраических аппроксимантов Паде-Эрмита была реализована в работе [127]
на языке Maple (version 5). В связи с необходимостью анализа рядов коле
бательной теории возмущений в данной работе реализован алгоритм расчета
алгебраических аппроксимантов Паде-Эрмита на компилируемом языке про
граммирования Fortran’95. После тщательного изучения теории ТВРШ и
алгебраических аппроксимантов созданы нами две программы: RSPT и Pade,
назначенные соответственно для расчёта рядов ТВРШ колебательных состо
яний высокого порядка (обычно выше 100 в зависимости от поведения их
расходимости) и для расчёта алгебраических аппроксимантов Паде-Эрмита до
квартичного порядка включительно. Как отмечалось ранее, для обработки как
и рядов теории возмущения Релея-Шрёдингера высоких порядков, так и мето
да ресуммирования при помощи алгебраического аппроксиманта Паде-Эрмита,
требуется применение длинной арифметики. В связи с данным обстоятельством
в обоих программах был интегрирован пакет арифметики повышенной точно
сти FMLIB 1.4, разработанный Смитом (Smith) для языка Fortran 95 [121].

Разработанный нами программный комплекс был успешно применен для
исследования ряда трехатомных молекул, в том числе дифторсилилен (SiF2

[120]), фторноватистая кислота (HOF [76]), а также изотопологи молекулы
воды (H2O, D2O и HDO, см. [74]). Высокочувствительность данного подхода
позволяет нам исследовать как хорошо известные резонансы, обнаруженные
ранее в ходе эксперимента, так и менее известные резонансы, возникающие
в высоковозбужденной области ИК-спектра (т.н. межполиадный резонанс,
разбивающий обычную полиадную структуру). В работе [120] была изучена
сингулярная структура нижних колебательных состояний молекулы дифтор
силилена (до четырех квантов суммарного возбуждения) путем рядов ТВРШ
высоких порядков и квартичных аппроксимантов Падэ-Эрмита с сочетани
ем квантово-механически квартичной поверхностью потенциальной энергии
на уровне MP2/cc-pVTZ. В работе [76] аналогичным образом была изучена
сингулярная структура колебательных состояний молекулы фторноватистой
кислоты. Помимо хорошо известных резонансов Ферми и Дарлинг-Деннисо
на в этой молекуле, с помощью данного подхода был обнаружен резонанс
третьего порядка (0,2, − 3), откуда следует полиадное квантовое число 𝑃 =

8𝜈1+3𝜈2+2𝜈3, которое конкурирует с хорошо известной полиадной структурой
𝑃 = 5𝜈1 + 2𝜈2 + 1𝜈3. В работе [74] с помощью предложенного подхода впер
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вые теоретически изучен межполиадный резонанс молекулы воды (0,5, − 2),
который ранее только обнаружен в высоковозбужденной области спектра во
дяного пара [68].

Данный программный комплекс был разработан далее для изучения
линейной молекулы [75] на основе теории, описанной в разделе 2.2.2. Для
молекулы диоксида углерода также воспроизведен межполиадный резонанс
(3,0,− 2), обнаруженный ранее в работе [69—71]. Однако, для четырехатомных
молекул необходимо применить теорию возмущений Релея-Шредингера высо
кого порядка в вырожденном случае, представленнную в главе 2. В данной
главе проведено исследование резонансной структуры линейной молекулы аце
тилена (12C2H2) на основе ab initio квартичного силового поля и разработанной
техники ресуммирования.

4.2 Квартичное силовое поле и анализ теории возмущений второго
порядка (VPT2)

Ab initio силовое поле ацетилена 12C2H2, предоставляющее наилучшую
оценку гармонических частот и описание ангармонизма, было рассчитанно на
уровне квантовохимического теории связанных кластеров CCSD(T) в иссле
довании Мартина (Martin) и его сотрудников [114]. Качество силового поля
протестировано нами при помощи воспроизведения фундаментальных частот
с использованием численной теории возмущений второго порядка (VPT2) с
изоморфным колебательным гамильтонианом, описанным в разделе 1.1, в про
грамме аналитического вычисления Wolfram Mathematica [124].

Средняя абсолютная ошибка, представленная в исследовании Мартина
[82; 114; 131] 1,96 см−1, была успешно воспроизведена по сравнению с экспери
ментальными значениями (см. таблицу 3), что утверждает правильность нашей
численной реализации и качество силового поля.
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Таблица 3 — Гармонические и рассчитанные фундаментальные ча
стоты (𝜔𝑘, 𝜈𝑘) молекулы ацетилена 12C2H2

Моды Симметрия 𝜔𝑘, см−1 𝜈𝑘,
VPT2a,
см−1

VCIb,
см−1

Наблюдаемые,
см−1

C2H2, D∞ℎ
d

𝜈1 Σ+
𝑔 3506.86 3371.02 3514.47 3372.85

𝜈2 Σ+
𝑔 2011.17 1975.06 1997.37 1974.32

𝜈3 Σ+
𝑢 3414.35 3286.85 3430.27 3281.90

𝜈4 Π𝑔 621.69 612.22 569.11 612.87
𝜈5 Π𝑢 748.62 731.97 689.68 730.36
a Описание метода представлено в тексте.
b Выбор базисных функций описан в разделе 4.3.
d Квартичное силовое поле было взято из работы [114]. Резонансы

не учитываются.

4.3 Расчет рядов теории возмущений и алгебраических
аппроксимантов Паде-Эрмита

4.3.1 Расчёт рядов ТВРШ высокого порядка

Как было отмечено в работе [46], значение ресуммирования ряда ТВРШ
сходится к одному из собственных значений, полученных линейным вариаци
онным методом (т.е., численной диагонализации матрицы, VCI) при помощи
того же набора базисных функций. Следовательно, необходимо использовать
единый базисный набор как для получения рядов ТВРШ, так и для вариаци
онного (VCI) расчета.

В отличие от традиционного подхода мы работаем в декартовом пред
ставлении, используя произведение функций гармонических осцилляторов в
качестве базиса. По этой причине проекционное преобразование в подпро
странство Сэйвица необходимо выполнено для уменьшения размера матрицы
гамильтониана (т.е., матрицы VCI). Энергии, полученные из вариационного
расчёта, будут дальше рассматриваться как «точные» значения для анализа
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надежности метода ресуммирования колебательных состояний. Однако нужно
отметить, что в зависимости от качества силового поля отклонение собствен
ных энергий, воспроизведенных при помощи вариационного расчета (VCI), от
наблюдаемых значений может быть значительным (см. таблицу 3).

В дальнейшем следует обратить определенное внимание на адекват
ность и надежность ab initio квартичного силового поля молекулы ацетилена.
Движение большой амплитуды валентной связи C-H, как правило, не мо
жет достаточно точно описываться с помощью квартичного силового поля.
Необходимо отметить, что фундаментальные частоты, воспроизведенные с ис
пользованием теории возмущений второго порядка (т.е. VPT2, см. [32]) в
высокой степени согласуются с экспериментальными данными. Однако, при
этом нет известных резонансов были учтены (особенно для 𝜈1, 𝜈2 и 𝜈3 мод,
которые имеют высокую возбужденную энергию и участвуют в сложных резо
нанснах). Упомянутые недостатки не были учтены в работе Мартина. В нашей
работе было замечено, что включение базисных функций, гармоническая энер
гия которых выше 8300 см−1, приводит к резкому падению точности расчета
VCI по сравнению с экспериментом, что соответствует проблеме экстрополяци
онной способности используемого квартичного силового поля. В связи с данным
фактором в нашем расчете количество сгенерированных базисных функций
молекулы ацетилена было ограничено условием полиадного квантового числа
𝑃 ⩽ 11, где 𝑃 = 5𝜈1 + 3𝜈2 + 5𝜈3 + 𝜈4 + 𝜈5 [65; 131]. Данное условие порождает
2507 декартовых гармонических функций, 240 функций из которых образует
подпространство, удовлетворяющее условию Сайвеца 𝑙 = 0 (см. (1.8) в 1.1 и
раздел 2.2.2). Максимальная гармоническая энергия данного набора функций
составила около 8200 см−1 относительно энергии нулевого колебания (Zero Point
Vibrational Energy, ZPVE). Колебательные состояния, гармоническая энергия
которых была не больше 7200 см−1 относительно ZPVE, были исследованы в
нашей работе. Такое ограничение позволяет нам рассматривать колебательные
состояния с максимально двумя квантами возбуждения по 𝜈1 и 𝜈3 модам. Для
всех исследуемых колебательных состояний ряды ТВРШ были рассчитанны
до 210-го порядка.
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4.3.2 Расчёт алгебраических аппроксимантов Паде-Эрмита

В данной работе расчет целевого ряда ТВРШ и соответствующих ап
проксиманта Пада-Эрмита был проведен с 400 десятичными знаками. Для
ресуммирования рядов ТВРШ колебательных состояний молекулы ацети
лена использовался диагональный квартичный аппроксимаант Паде-Эрмита
30-го порядка (Diagonal quartic Padé-Hermite approximant [74]). Доступность
аппроксимантов высоких степеней позволяет изучить как и устойчивость то
чек ветвления (𝜎𝑖) с повышением степени аппроксимантов, так и точность
совпадения положений точек ветвления для резонирующих состояний (𝛿𝑖).
Утверждение стабильных точек ветвления произведено исходя из их устой
чивости до максимального порядка аппроксимантов. (т.е. условие изменения
расстояния между точками комплексной плоскости не больше 10−8, 𝜎𝑖 =

|𝜆[𝑛−1]𝑖 | − |𝜆[𝑛]𝑖 | < 10−8). Две устойчивые точки считаются совпадающими, ес
ли расстояние между ними меньше 10−8.

4.4 Точность ресуммирования расходящихся рядов ТВРШ

Мы изучили 165 колебательных состояний молекулы ацетилен 12C2H2 до
7200 см−1 относительно ZPVE. Выбранные энергетические уровни C2H2, рассчи
танные колебательным методом ресуммирования при помощи аппроксиманта
Паде-Эрмита, а таже их абсолютные ошибки по сравнению с расчётом VCI,
представлены в таблице 4. Из таблицы 4 можно увидеть, что как невырож
денные, так и вырожденные колебательные состояния, были пересуммированы
с высокой точность (особенно, для низковозбужденных колебательных состо
яний).

Для молекулы ацетилена все исследованные ряды ТВРШ демонстрируют
быструю расходимость, следовательно, они были ресуммированы с помощью
квартичного аппроксимаанта Паде-Эрмита 30-го порядка. Отметим, что невы
рожденное основное колебательное состояние показало быструю расходимость.
Его пересуммирование с помощью аппроксимаанта Паде-Эрмита предоставляет
абсолютную ошибку 8·10−34 см−1 по сравнению с результатом VCI. Аналогичная
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точность была получена также для первой двукратной вырожденной пары, т.е.,
3-го и 4-го состояний, что предоставляет правильное описание колебательного
l-удвоения между ними. Более того, удовлетворительные результаты были по
лучены для ресуммирования трехкратных вырожденных состояний (т.е., 10-ое,
11-ое и 12-ое в таблице 4), одно из которых дает ошибку в порядке 10−29 см−1,
а для остальных двух состояний – ошибка около 10−6 см−1. Полученный ре
зультат непосредственно демонстрирует правильность нашей формулы ТВРШ
в случае вырождения.

Однако необходимо отметить, что точность метода ресуммирования зна
чительно падает при возрастании энергии возбуждения. Например, для 32-го
состояния погрешность между расчетом VCI и методом ресуммированием до
стигает 18,57 см−1 (см. таблицу 4). Подобная ситуация наблюдалась также в
работах [46; 74; 76]. Такое обстоятельство объясняется неполным моделировани
ем сингулярностей через аппроксиманты 30-ого порядка. Однако недостаточная
точность ресуммирования, однако, не влияет на другие характеристики, полу
ченные из анализа поведения рядов ТВРШ и соответствующего аппроксиманта
(в том числе антизнаковое поведение рядов ТВРШ и расположение (стабиль
ных) точек ветвления резонирующих колебательных состояний). Это будет
обсуждено и иллюстрировано в следующем разделе.

4.5 Анализ сингулярных точек и соответствующих типов
колебательных резонансов

Результаты, описанные в данном разделе, сформулированы в работе [75]
5

5При подготовке данного раздела диссертации использованы следующие публикации, выполнен
ные автором в соавторстве, в которых, согласно Положению о присуждении ученых степеней в МГУ,
отражены основные результаты, положения и выводы исследования: [73] Chang X., Dobrolyubov
E. O., Krasnoshchekov S. V. Vibrational resonance analysis of linear molecules using resummation of
divergent rayleigh–schrödinger perturbation theory series // Spectrochimica Acta - Part A: Molecular
and Biomolecular Spectroscopy. – 2023. – Vol. 288. – P. 122071. Подготовка полученных результатов
проводилась совместно с соавторами, вклад соискателя составляет 75%.



87

Исследование природы ангармонических резонансов молекулы ацетилена
на основе эмпирического анализа колебательных спектров или теории возму
щений имеет довольно долгую историю [72; 81; 82; 131—136]. Согласно работе
Германа (Herman, см. [131]), ангармонические колебательные резонансы моле
кулы ацетилена 12C2H2 были сгруппированы в 4 категории: изгибный резонансы
Дарлинга-Деннисона (bending Darling-Dennison coupling, 𝐾44/55), растяженный
резонанс Дарлинга-Деннисона (stretching Darling-Dennison coupling, 𝐾11/33),
растяженно-изгибные резонансы (stretch-bend resonances, 𝐾3/245, 𝐾1/255, 𝐾1/244,
𝐾33/1244, 𝐾14/35) и колебательное 𝑙-удвоение (𝑟45). Отметим, что мы использу
ем обозначения, введенные в работе Германа, где количество повтора целового
числа соответствует числу возбуждения соответствующей нормальной моды.
Помимо выше перечисленных типов, резонанс 𝐾34/15 был предложен в работе
[137] по методу колебательной полиады Кельмана (Kellman, [65]). Более того,
в последней работе Германа [72] были введены два межполиадных резонанса
𝐾2/55 и 𝐾3/4555. Все перечисленные типы резонансов будут дальше рассмат
риваться.

В таблице 4 представлены точки Каца, связанные резонанирующие состоя
ния и идентифицированные типы резонансов соответствующего колебательного
состояния до 6-й полиады. Необходимо отметить, что молекула ацетилена об
ладает шестью колебательными степенями свободы и, в связи с этим, сложную
резонансную структуру, что приводит к аномально большому количеству сингу
лярных точек. Поэтому в результате нашего расчета получены многочисленные
типы резонансов. На наш взгляд, тип потенциального резонанса, выведенного
из анализа совпадения точки Каца колебательных состояний, следует счи
тать достоверным, если существует хотя бы одна доминирующая точка Каца,
которая свяжет состояния по предложенному типу резонанса и приводит к ан
тизнаковому поведению соответствующих рядов ТВРШ.

На рисунке 4.1 представлены избранные ряды ТВРШ резонирующих
колебательных состояний в логарифмическом масштабе до 100-го порядка,
которые демонстрируют антизнаковые поведения. Напоминим, что знак-посто
янное/переменное и периодическое поведение ряда ТВРШ зависит от фазового
угла доминирующей сингулярности по теореме Дарбу (см. раздел 2.3). Все
представленные ряды ТВРШ демонстрируют идеальное соответствие между
координатой их доминирующей сигулярности, смоделированной с помощью
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Рисунок 4.1 — Антизнаковый ряд Рэлея–Шрёдингера резонирующих состояний
для молекулы ацетилена: (а) резонанс 𝐾3/245, (б) резонанс 𝐾1/255, (в) новый
резонанс 𝐾22/444455, (г)-(д) резонанс 𝐾24444/555555 = 𝐾2/55 + 2𝐾44/55, (е) новый
резонанс 𝐾2/4444. Абсцисс соответствует порядку ТВРШ, ординат – sign(𝐸𝑛)

log10(|𝐸𝑛|).

квартичного аппроксиманта (см. также таблицу 4) и их знак-постоянным/пе
ременным поведением.

Изгибные резонансы Дарлинга-Деннисона: Резонанс 𝐾44/55 был
предложен Пливой [82] в 1972 году. Позже он был предложен в высоковозбуж
денных изгибных уровнях в изотопологе 12C2D2 Хьюэт с соавторами (Huet,
[133]) в 1991 году, а также в 12C2H2 Филдом и его коллегами (Field, [138])
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в 1993 году. Изгибный резонансы Дарлинга-Деннисона первого рода возни
кает между колебательными состояниями с условем ∆𝜈4 = ±2, ∆𝜈5 = ∓2
и ∆𝑙4 = ∆𝑙5 = 0. В нашем расчете она наблюдается между состояниями
(0,0,0,20,00) и (0,0,0,00,20) для точки Каца 𝜆𝑖 = (−0,2358, 0,0151𝑖), |𝜆𝑖| = 0,2362.

Изгибный резонансы Дарлинга-Деннисона второго рода имеет место меж
ду состояниями с изменением квантовых чисел: ∆𝜈4 = ±2, ∆𝜈5 = ∓2 и
∆𝑙4 = ±2, ∆𝑙5 = ∓2. Соответствующее совпадение точки Каца впервые
было найдено между состояниями (0,0,0,3−1, 11) и (0,0,0,11, 3−1) в точке
𝜆𝑖 = (−0,2547, 0,2877𝑖), |𝜆𝑖| = 0,3842 внутри единичной окружности. Допол
нительные ветви двух пар состояний совпадают с другой основной ветвью с
погрешностью около 0,1 см−1.

Растяженный резонанс Дарлинга-Деннисона: Резонанс 𝐾11/33 был
предложен Миллсом (Mills, см. [132]) в 1985 году и использован Хьюэт [134] в
1989 году. Данный резонанс возникает между состояниями обертона первой и
третьей мод (2,0,0,00,00) и (0,0,2,00,00). Поскольку эти состояния значительно
возбуждены, их ресуммирование с помощью квартичного аппроксимаанта Паде
Эрмита 30-го порядка не дает точного совпадения со значениями VCI. Однако,
имеет место приблизительное совпадение доминирующих сингулярных точек
между состояниями 2𝜈1 и 2𝜈3 соответственно: 𝜆𝑖 = (−0,02796, 10−8𝑖), |𝜆𝑖| =
0.02796 и 𝜆𝑖 = (−0,02802, 10−9𝑖), |𝜆𝑖| = 0,02802.

Мы считаем, что повышение точности ресуммирования (например, с ис
пользованием аппроксиманта более высокой степени) могло бы значительно
улучшить уровень совпадения между этими двумя точками. Также следует
отметить, что точки расположены практически на отрицательной оси, что сви
детельствует о достаточно сильной ангармоничности валентного колебания C-H
[46].

Растяженно-изгибные резонансы: Резонанс 𝐾3/245 был впервые про
анализирован Лафферти (Lafferty, см. [139]) в 1964 году. Данный резонанс
перемешивает волновые функции фундаментального состояния 𝜈3 и комбинаци
онного состояния 𝜈2+𝜈4+𝜈5 и, следовательно, перераспределяет интенсивность
соответствующих полос. Теоретический расчет соответствующего резонансного
параметра был выполнен Борро, Миллсом и Венути (Borro, Mills и Venuti, [81])
с использованием VPT2.

Экспериментальное наблюдение данного резонанса подтверждается
нашим расчетом. Действительно, точки Каца соответствующих состояний
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(0,0,1,00,00) и (0,1,0,11,1−1) совпадает в 𝜆𝑖 = (0,0487, 0,0052𝑖), где модуль
точки равен |𝜆𝑖| = 0,0490. Общая точка Каца является доминирующей для
обоих состояний, и следовательно, их ряды ТВРШ демонстрируют регулярное
антизнаковое поведение (см. рис.4.1 (a)). Более того, их дополнительные ветви
совпадают с отклонением около 10−4 см−1. Мы также отметили, состояние
𝜈3 имеет несколько дополнительных сингулярных точек, одна из которых
совпадает с состоянием (0,0,0,1−1,31). Данная точка будет обсуждена ниже.

В качестве другого примера, резонанс 𝐾3/245 также проявляется между
высоковозбужденными состояниями (0,1,0,11,3−1) и (0,0,1,00,20) через общую
точку Каца 𝜆𝑖 = (0,0283, 0,0783𝑖), |𝜆𝑖| = 0,0832. Данная точка Каца контроли
рует ряды обоих состояний и приводит к их антизнаковому характеру. Кроме
того, она также соединяется с состоянием (1,0,0,1−1,11), порождая другие типы
резонансов 𝐾1/255 и 𝐾14/35, которые следует обсудить.

Резонанс 𝐾1/255 был трактован как относительно слабый резонанс меж
ду фундаментальным состоянием 𝜈1 и комбинационным состоянием 𝜈2 + 2𝜈5 в
12C2H2. Однако, он представляет собой более сильный резонанс в изотополо
ге 13C2H2 (см. работу [140]). Данный резонанс был включен в эффективный
гамильтониан между состояниями с измененим квантовых чисел ∆𝜈1 =

±1, ∆𝜈𝑣2 = ∓1, ∆𝜈5 = ∓2 и ∆𝑙4 = ∆𝑙5 = 0 в работе Германа [135] в 1994
году. Аналитическая формула резонансного параметра, выраженная через ко
эффициенты квартичного силового поля, была приведена в [81].

Соответствующее совпадение точки Каца для данного резонанса между
состояниями (1,0,0,00,00) и (0,1,0,00,20) подтверждается нашим расчетом с до
минирующей точкой в 𝜆𝑖 = (−0,0028, 0,0003𝑖), |𝜆𝑖| = 0,0028. Антизнаковое
поведение соответствующих рядов ТВРШ было демонстрировано на рис.4.1,
(b). Совпадение альтернативной ветвей для обоих состояний с отклонением око
ло 0,1 см−1. Положение доминирующей точки Каца близко к началу координат
и довольно стабильно (𝜎 = 10−155), что соответствует довольно сильному ре
зонансу.

Состояние 𝜈1 также связано через другие точки Каца, например, с со
стоянием (0,0,0,60,00) при 𝜆𝑖 = (−0,0613, 5 · 10−6𝑖), с состояниями (0,0,0,60,00)

и (0,1,0,00,20) при 𝜆𝑖 = (−0,0703, 7 · 10−6𝑖) и с (0,0,0,4−2,22) при 𝜆𝑖 =

(−0,1036, 0,0001𝑖), которые будут обсуждены ниже.
Резонанс 𝐾14/35 был введен Германом при исследовании высоковозбуж

денной области 𝜈1 + 𝜈3 в 12C2H2 [131; 135] для описания взаимодействия между
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состояниями (1,1,0,1,1) и (0,1,1,00,20). В нашем расчете наблюдается совпадение
точек Каца соответствующего резонанса между состояниями с минимальным
возбуждением (1,0,0,20,00) и (0,0,1,1−1, 11) при 𝜆𝑖 = (−0,0324, 0,0691𝑖), |𝜆𝑖| =
0,0763. Между этими двумя состояниями не наблюдаются антизнаковое по
ведение и совпадение альтернативных ветвей аппроксимантов, так как для
состояния (1,0,0,20,00) существует точка Каца, расположенная ближе к началу
системы координат и соответствующая более сильному резонансу 𝐾1/255, связа
ная его с состоянием (0,1,0,20,20) при 𝜆𝑖 = (−0,0009, 2 · 10−5𝑖), |𝜆𝑖| = 0,0009.
Между этими двумя состояниями было обнаружено антизнаковое поведение.

Также был обнаружен резонанс типа 𝐾14/35 между состояни
ями (1,1,0,11,1−1) и (0,1,1,00, 20) в нашем расчете в точке 𝜆𝑖 =

(0,0337, 0,0770𝑖), |𝜆𝑖| = 0,0841. Однако данный тип резонанса 𝐾14/35 всегда
слабее других и не доминирует ни в одном из рядов ТВРШ в нашем расчете.

Резонанс 𝐾1/244 был обнаружен в моногалогенацетиленах HCCF и HCCCl
между фундаментальным состоянием 𝜈1 и комбинационным состоянием 𝜈2 +

2𝜈4. Данный резонанс был включен в эффективный гамильтониан 12C2H2 как
слабый резонанс[135]. Резонанс высокого порядка 𝐾33/1244 был введен Смитом
и Винн (Smith и Winn [136]) в 1988 году на основе исследования Нильсена и
его сотрудников. Резонанс 𝐾34/15 был предложен в монографии [137]. Все три
упомянутые резонанса не поддерживаются нашим анализом для 12C2H2.

Межполиадные резонансы: Два межполиадных резонанса, 𝐾2/55 и
𝐾3/4555, были предложены Германом и его коллегами [72] в 2011 году. Резонанс
𝐾2/55 связывает состояния (0,0,1,3, 3), (0,1,1,3,1), 𝐾3/4555 связывает состояния
(0,0,1,1,5), (0,0,2,0,2) состояния, принадлежащие в 10-ой и 11-ой полиадах, со
ответственно.

Энергии упомянутых состояний превышают диапазон нашего расчета. Од
нако, в нашем расчете два резонанса неоднократно встречаются. Например,
резонанс 𝐾2/55 наблюдается между состояниями (0,1,0,00,00) и (0,0,0,00,20),
соединенный точкой Каца 𝜆𝑖 = (0,3118, 0,9211𝑖), |𝜆𝑖| = 0,9725. Данная точка до
статочно близко находится к единичной окружности на комплексной плоскости,
что соответствует слабому резонансу между этими состояниями. Антизнаковое
поведение не возникло, так как состояние 2𝜈5 находится в сильном резонансе с
2𝜈4. Однако, существует совпадение дополнительных ветвей между (0,1,0,00,00)

и (0,0,0,00,20) с погрешностью на порядке 0,1 см−1.
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Резонанс 𝐾3/4555 впервые был обнаружен в нашем расчёте между состо
яниями (0,0,0,1−1, 31) и (0,0,1,00,00). Соответствующая точка Каца находится
в 𝜆𝑖 = (0,3209, 0,3634𝑖), |𝜆𝑖| = 0,4849. По той же причине, как в предыду
щем случае, антизнаковое поведение и совпадение дополнительных ветвей не
обнаружено между ними.

Оба межполиадных резонанса усиливаются с возрастанием энергии воз
буждения. Однако, как относительно-слабые резонансы, для них не существует
состояний, ряды ТВРШ которых данные резонансы доминируют.

Новый резонанс: Наш дальнейший анализ точек Каца демонстрирует
три новых резонанса, подтвержденных антизнаковым поведением соответству
ющих рядов ТВРШ.

Во-первых, мы отметили, что существует комплексный растяженно-изгиб
ный резонанс 𝐾22/444455, многократно встречающийся в нашем расчете. Данный
резонанс сохраняет полиадный вектор 𝑃 = 5𝜈1 + 3𝜈2 + 5𝜈3 + 𝜈4 + 𝜈5 молекулы
ацетилена. Однако, он составлен не в виде линейной комбинации других класси
ческих резонансов, а суммой межполиадных резонансов𝐾2/55 и𝐾2/4444. Данный
резонанс первый раз появляется между рядами ТВРШ состояний (0,0,0,4−2,22)

и (0,2,0,00,00), антизнаковый характер соответствующих рядов представлен на
рисунке 4.1 (c). Аналогичный резонанс был также обнаружен в 6-ой и 8-ой
полиадах (см. 4).

Более того, мы также обнаружили два новых интерполиадных резонанса:
𝐾2/4444 и 𝐾24444/555555, которые неоднократно продемонстрированы в таблице 4.
Резонанс 𝐾24444/555555 может быть составлен в виде линейной комбинации меж
полиадного резонанса 𝐾2/55 и изгибного резонанса Дарлинга-Деннисона 𝐾44/55.
Данный резонанс связывает колебательые состояния с большим количеством
колебательных квантов, однако, он достаточно сильный, чтобы привести к анти
знаковому поведению, например, между (0,0,0,00,60) и (0,1, 0,40,00) (см. рис.4.1
(d)). В качестве дополнительного примера, он также доминирует в состояниях
(0,0,0,2−2,62) и (0,1,0,60,00) (см. рис. 4.1 (e)).

𝐾2/4444 впервые встречается между 𝜈2 и 4𝜈4 как относительно слабый
резонанс. Он также возникает в состоянии 𝜈1, конкурируя с резонансом
𝐾1/255. Данный резонанс впервые становится доминирующим для состояний
(0,1,0,1−1,11) и (0,0,0,51,1−1), что приводит к антизнаковому поведению, пока
занному на рис. 4.1 (f). Более того, из таблицы 4 видно, что большое количество
состояний связано линейными комбинациями 𝐾2/4444 с другими классическими
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резонансами. По этой причине мы считаем, что 𝐾2/4444 можно рассматривать
как независимый межполиадный резонанс.

4.6 Результаты четвёртой главы

В данной главе
– рассмотрен численный метод построения аппроксиманта Паде-Эрмита;
– проведены расчёты теории возмущений Релея-Шредингера и их ресум

мирование для колебательных состояний молекулы ацетилена;
– проведен сингулярный анализ рядов ТВРШ и показано соответствие

между точек Каца и колебательными резонансами молекулы ацетилена;
– теоретически обоснованы и обнаружены межполиадные резонансы,

предложенные ранне на основе спектрального анализа в работе [72].
Описание построенной программы было подробно обсуждено в статье [74]. Ос
новной результат, полученный в данной главе, был опубликован в статье [75].
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Таблица 4 — Ресуммирование расходящихся рядов ТВРШ колебательных состояний моле
кулы C2H2, координаты точки Каца и приведенные типы резонансов с помощи квартичного
аппроксиманта Паде-Эрмита (𝑃 = 5𝜈1 + 3𝜈2 + 5𝜈3 + 𝜈4 + 𝜈5, polyads 0-6)

No. Полиада,
Состояние,
(𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈𝑙44 ,𝜈

𝑙5
5 )

Колебательная
энергия,
см−1

Абсолютная
погреш
ность,
см−1

Координата
точки Каца,
(Re𝜆𝑖, Im𝜆𝑖)

Модуль,
|𝜆𝑖|

Стабильность,
𝜎𝑖

Партнерное
состо
яние

Тип
резо
нанса

P = 0
1 (0, 0, 0, 00, 00) 5766.34 8 · 10−34 - -

P = 2
2 (0, 0, 0, 20, 00) 6996.06 6 · 10−25 (-0.2358, 0.0151) 0.2362 1 · 10−08 (0, 0, 0, 00, 20) 𝐾44/55

(-0.3848, 0.5290) 0.6541 6 · 10−13 (0, 0, 0, 00, 20) 𝐾44/55

3 (0, 0, 0, 1−1,11) 7075.50 1 · 10−29 - -
4 (0, 0, 0, 11,1−1) 7116.12 1 · 10−29 - -
5 (0, 0, 0, 00, 20) 7217.98 4 · 10−24 (-0.2358, 0.0151) 0.2362 4 · 10−21 (0, 0, 0, 20, 00) 𝐾44/55

(-0.3848, 0.5290) 0.6541 2 · 10−10 (0, 0, 0, 20, 00) 𝐾44/55

( 0.3118, 0.9211) 0.9725 4 · 10−10 (0, 1, 0, 00, 00) 𝐾2/55

P = 3
6 (0, 1, 0, 00, 00) 7763.71 5 · 10−31 (-0.1657, 0.0004) 0.1657 2 · 10−37 (0, 0, 0, 40, 00) 𝐾2/4444 (Новый)

( 0.3118, 0.9211) 0.9725 4 · 10−14 (0, 0, 0, 00, 20) 𝐾2/55

P = 4
7 (0, 0, 0, 40, 00) 8420.89 2 · 10−12 (-0.1657, 0.0004) 0.1657 2 · 10−13 (0, 1, 0, 00, 00) 𝐾2/4444

(-0.1654, 0.0575) 0.1751 1 · 10−18 (0, 0, 0, 20, 20) 𝐾44/55

8 (0, 0, 0, 3−1,11) 8489.70 1 · 10−20 (-0.2547, 0.2877) 0.3842 1 · 10−12 (0, 0, 0, 11,3−1) 𝐾44/55

9 (0, 0, 0, 31,1−1) 8488.92 3 · 10−12 (-0.1903, 0.0703) 0.2028 6 · 10−11 (0, 0, 0, 1−1,31) 𝐾44/55

(-0.1743, 0.2184) 0.2794 1 · 10−14 (0, 0, 0, 1−1,31) 𝐾44/55
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Таблица 4 – Продолжение
No. Полиада,

Состояние,
(𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈𝑙44 ,𝜈

𝑙5
5 )

Колебательная
энергия,
см−1

Абсолютная
погреш
ность,
см−1

Координата
точки Каца,
(Re𝜆𝑖, Im𝜆𝑖)

Модуль,
|𝜆𝑖|

Стабильность,
𝜎𝑖

Партнерное
состо
яние

Тип
резо
нанса

10 (0, 0, 0, 2−2,22) 8536.05 1 · 10−6 - -
11 (0, 0, 0, 20, 20) 8634.54 5 · 10−6 (-0.1654, 0.0575) 0.1751 3 · 10−18 (0, 0, 0, 40, 00) 𝐾44/55

( 0.0313, 0.4226) 0.4238 2 · 10−11 (0, 0, 0, 00, 40) 𝐾44/55

12 (0, 0, 0, 22,2−2) 8552.20 2 · 10−29 - -
13 (0, 0, 0, 1−1,31) 8730.79 6 · 10−8 (-0.1903, 0.0703) 0.2028 1 · 10−16 (0, 0, 0, 31,1−1) 𝐾44/55

(-0.1743, 0.2184) 0.2794 2 · 10−14 (0, 0, 0, 31,1−1) 𝐾44/55

( 0.3209, 0.3634) 0.4848 2 · 10−12 (0, 0, 1, 00, 00) 𝐾3/4555

14 (0, 0, 0, 11,3−1) 8697.88 1 · 10−29 (-0.2547, 0.2877) 0.3842 1 · 10−12 (0, 0, 0, 3−1,11) 𝐾44/55

( 0.2594, 0.6172) 0.6695 2 · 10−11 (0, 1, 0, 1−1,11) 𝐾2/55

15 (0, 0, 0, 00, 40) 8837.78 2 · 10−7 ( 0.0313, 0.4226) 0.4238 5 · 10−11 (0, 0, 0, 20, 20) 𝐾44/55

( 0.3012, 0.3718) 0.4785 1 · 10−08 (0, 1, 0, 20, 00) 𝐾44/55 +𝐾2/55

P = 5
16 (0, 1, 0, 20, 00) 9093.86 3 · 10−9 (-0.1200, 0.0004) 0.1200 1 · 10−35 (0, 0, 0, 60, 00) 𝐾2/4444

( 0.3012, 0.3718) 0.4785 1 · 10−11 (0, 0, 0, 00, 40) 𝐾44/55 +𝐾2/55

17 (0, 1, 0, 1−1,11) 9227.13 5 · 10−6 (-0.1357, 0.0004) 0.1357 7 · 10−37 (0, 0, 0, 51,1−1) 𝐾2/4444

(-0.2303, 0.0004) 0.2303 6 · 10−16 (0, 0, 0, 3−3,33) 𝐾2/4444 +𝐾44/55

( 0.2594, 0.6172) 0.6695 2 · 10−16 (0, 0, 0, 11,3−1) 𝐾2/55

18 (0, 1, 0, 11,1−1) 9208.43 1 · 10−29 ( 0.0487, 0.0055) 0.0490 6 · 10−75 (0, 0, 1, 00, 00) 𝐾3/245

(-0.0900, 4 · 10−5) 0.0900 7 · 10−10 (0, 0, 0, 5−1,11) 𝐾2/4444

(0, 0, 1, 0, 0, 0, 0) 𝐾3/245

(-0.1074, 0.0003) 0.1074 4 · 10−33 (0, 0, 0, 5−1,11) 𝐾2/4444

(-0.1518, 0.0005) 0.1518 8 · 10−21 (0, 0, 0, 33,3−3) 𝐾2/4444 +𝐾44/55

(-0.2064, 0.0003) 0.2064 1 · 10−10 (0, 0, 0, 31,3−1) 𝐾2/4444 +𝐾44/55
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Таблица 4 – Продолжение
No. Полиада,

Состояние,
(𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈𝑙44 ,𝜈

𝑙5
5 )

Колебательная
энергия,
см−1

Абсолютная
погреш
ность,
см−1

Координата
точки Каца,
(Re𝜆𝑖, Im𝜆𝑖)

Модуль,
|𝜆𝑖|

Стабильность,
𝜎𝑖

Партнерное
состо
яние

Тип
резо
нанса

19 (0, 0, 1, 00, 00) 9196.62 3 · 10−24 ( 0.0487, 0.0055) 0.0490 1 · 10−71 (0, 1, 0, 11,1−1) 𝐾3/245

(-0.0900, 4 · 10−5) 0.0900 3 · 10−36 (0, 0, 0, 5−1,11) 𝐾2/4444

(0, 1, 0, 11,1−1) 𝐾3/245

( 0.1280, 0.0001) 0.1280 8 · 10−23 (0, 0, 0, 33,3−3) 𝐾2/4444 +𝐾44/55

( 0.1696, 0.0001) 0.1696 3 · 10−14 (0, 0, 0, 31,3−1) 𝐾2/4444 +𝐾44/55

( 0.3209, 0.3634) 0.4848 8 · 10−14 (0, 0, 0, 1−1,31) 𝐾3/4555

20 (1, 0, 0, 00, 00) 9280.82 6 · 10−4 (-0.0028, 0.0003) 0.0028 2 · 10−155 (0, 1, 0, 00, 20) 𝐾1/255

(-0.0613, 5 · 10−6) 0.0613 8 · 10−35 (0, 1, 0, 00, 20) 𝐾1/255

(0, 0, 0, 60, 00) 𝐾1/255 +𝐾2/4444 +𝐾44/55

(-0.0703, 7 · 10−6) 0.0703 2 · 10−16 (0, 1, 0, 00, 20) 𝐾1/255

(0, 0, 0, 60, 00) 𝐾1/255 +𝐾2/4444 +𝐾44/55

(-0.0936, 0.0001) 0.0936 2 · 10−25 (0, 1, 0, 00, 20) 𝐾1/255

(0, 0, 0, 4−2,22) 𝐾1/255 +𝐾2/4444

(-0.1387, 3 · 10−5) 0.1387 2 · 10−9 (0, 0, 0, 42,2−2) 𝐾1/255 +𝐾2/4444

21 (0, 1, 0, 00, 20) 9339.77 1 · 10−6 (-0.0028, 0.0003) 0.0028 3 · 10−157 (1, 0, 0, 00, 00) 𝐾1/255

(-0.0613, 5 · 10−6) 0.0613 2 · 10−17 (1, 0, 0, 00, 00) 𝐾1/255

(0, 0, 0, 60, 00) 𝐾2/4444 +𝐾44/55

(-0.0703, 7 · 10−6) 0.0703 7 · 10−34 (1, 0, 0, 00, 00) 𝐾1/255

(0, 0, 0, 60, 00) 𝐾2/4444 +𝐾44/55

(-0.0936, 0.0001) 0.0936 6 · 10−14 (1, 0, 0, 00, 00) 𝐾1/255

(0, 0, 0, 4−2,22) 𝐾1/255 +𝐾2/4444

P = 6
22 (0, 0, 0, 60, 00) 10038.12 2 · 10−5 (-0.0613, 5 · 10−6) 0.0613 1 · 10−33 (1, 0, 0, 00, 00) 𝐾2/4444 +𝐾44/55 +𝐾1/255
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Таблица 4 – Продолжение
No. Полиада,

Состояние,
(𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈𝑙44 ,𝜈

𝑙5
5 )

Колебательная
энергия,
см−1

Абсолютная
погреш
ность,
см−1

Координата
точки Каца,
(Re𝜆𝑖, Im𝜆𝑖)

Модуль,
|𝜆𝑖|

Стабильность,
𝜎𝑖

Партнерное
состо
яние

Тип
резо
нанса

(0, 1, 0, 00, 20) 𝐾2/4444 +𝐾44/55

(-0.0703, 7 · 10−6) 0.0703 3 · 10−27 (0, 1, 0, 00, 20) 𝐾2/4444 +𝐾44/55

(1, 0, 0, 00, 00) 𝐾2/4444 +𝐾44/55 +𝐾1/255

(-0.1200, 0.0004) 0.1200 1 · 10−11 (0, 1, 0, 20, 00) 𝐾2/4444

(-0.1114, 0.0471) 0.1210 3 · 10−18 (0, 0, 0, 4−2,22) 𝐾44/55

( 0.1446, 1 · 10−7) 0.1446 1 · 10−25 (0, 2, 0, 00, 00) 𝐾22/444455 +𝐾44/55 (Новый)
23 (0, 0, 0, 5−1,11) 10135.28 1 · 10−3 (-0.0900, 4 · 10−5) 0.0900 1 · 10−24 (0, 0, 1, 00, 00) 𝐾2/4444

(0, 1, 0, 11,1−1) 𝐾3/245

(-0.1074, 0.0003) 0.1074 2 · 10−18 (0, 1, 0, 11,1−1) 𝐾2/4444

(-0.0997, 0.0811) 0.1285 2 · 10−18 (0, 0, 0, 33,3−3) 𝐾44/55

24 (0, 0, 0, 51,1−1) 10081.90 8 · 10−10 (-0.1357, 0.0004) 0.1357 1 · 10−21 (0, 1, 0, 1−1,11) 𝐾2/4444

(-0.1438, 0.0802) 0.1647 4 · 10−18 (0, 0, 0, 3−1,31) 𝐾44/55

(-0.0309, 0.3421) 0.3435 2 · 10−11 (0, 0, 0, 3−3,33) 𝐾44/55

25 (0, 0, 0, 4−2,22) 10310.54 2 · 10−3 ( 0.0111, 6 · 10−10) 0.0111 2 · 10−92 (0, 2, 0, 00,00) 𝐾22/444455 (Новый)
(-0.0936, 0.0001) 0.0936 5 · 10−16 (1, 0, 0, 00, 00) 𝐾2/4444 +𝐾1/255

(0, 1, 0, 00, 20) 𝐾2/4444

(-0.1114, 0.0471) 0.1210 3 · 10−13 (0, 0, 0, 60, 00) 𝐾44/55

(-0.1003, 0.1049) 0.1451 5 · 10−10 (0, 0, 0, 2−2,42) 𝐾44/55

(-0.0751, 0.1982) 0.2119 1 · 10−8 (0, 0, 0, 2−2,42) 𝐾44/55

26 (0, 0, 0, 40, 20) 10159.89 4 · 10−10 (-0.1380, 0.1155) 0.1799 5 · 10−15 (0, 0, 0, 22, 42) 𝐾44/55

(-0.1324, 0.1226) 0.1804 6 · 10−16 (0, 0, 0, 22, 42) 𝐾44/55

(-0.0973, 0.2529) 0.2709 4 · 10−13 (0, 0, 0, 22, 42) 𝐾44/55

27 (0, 0, 0, 42,2−2) 10145.38 6 · 10−6 (-0.1387, 3 · 10−5) 0.1387 2 · 10−11 (1, 0, 0, 00, 00) 𝐾1/255 +𝐾2/4444
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Таблица 4 – Продолжение
No. Полиада,

Состояние,
(𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈𝑙44 ,𝜈

𝑙5
5 )

Колебательная
энергия,
см−1

Абсолютная
погреш
ность,
см−1

Координата
точки Каца,
(Re𝜆𝑖, Im𝜆𝑖)

Модуль,
|𝜆𝑖|

Стабильность,
𝜎𝑖

Партнерное
состо
яние

Тип
резо
нанса

(-0.1428, 0.0130) 0.1434 6 · 10−16 (0, 0, 0, 2−2,42) 𝐾44/55

( 0.1837, 2 · 10−9) 0.1837 2 · 10−88 (0, 2, 0, 00, 00) 𝐾22/444455

28 (0, 2, 0, 00, 00) 9832.52 2 · 10−11 ( 0.0111, 6 · 10−10) 0.0111 2 · 10−93 (0, 0, 0, 4−2,22) 𝐾22/444455

(-0.0546, 8 · 10−8) 0.0546 1 · 10−16 (0, 0, 0, 2−2,42) 𝐾22/444455 +𝐾44/55

( 0.1446, 1 · 10−7) 0.1446 7 · 10−33 (0, 0, 0, 60, 00) 𝐾22/444455 +𝐾44/55

( 0.1837, 2 · 10−9) 0.1837 1 · 10−78 (0, 0, 0, 42,2−2) 𝐾22/444455

29 (0, 0, 0, 3−3,33) 10219.61 5 · 10−8 (-0.2303, 0.0004) 0.2303 1 · 10−11 (0, 0, 0, 3−3,33) 𝐾2/4444 +𝐾44/55

(-0.0309, 0.3421) 0.3435 3 · 10−11 (0, 0, 0, 51,1−1) 𝐾44/55

30 (0, 0, 0, 3−1,31) 10333.75 9 · 10−4 (-0.1438, 0.0802) 0.1647 2 · 10−15 (0, 0, 0, 51,1−1) 𝐾44/55

(-0.0092, 0.2859) 0.2861 2 · 10−11 (0, 0, 0, 1−1,51) 𝐾44/55

31 (0, 0, 0, 31,3−1) 10217.26 3 · 10−4 ( 0.1696, 0.0001) 0.1696 9 · 10−14 (0, 0, 1, 00, 00) 𝐾2/4444 +𝐾44/55

(-0.2064, 0.0003) 0.2064 1 · 10−8 (0, 1, 0, 11,1−1) 𝐾2/4444 +𝐾44/55

32 (0, 0, 0, 33,3−3) 10414.81 2 · 10+2 ( 0.1280, 0.0001) 0.1280 5 · 10−14 (0, 0, 1, 00, 00) 𝐾2/4444 +𝐾44/55

(-0.0997, 0.0811) 0.1285 1 · 10−16 (0, 0, 0, 5−1,11) 𝐾44/55

(-0.1518, 0.0005) 0.1518 1 · 10−8 (0, 1, 0, 11,1−1) 𝐾2/4444 +𝐾44/55

(-0.0156, 0.2065) 0.2070 4 · 10−12 (0, 0, 0, 11,5−1) 𝐾44/55

33 (0, 0, 0, 2−2,42) 10549.75 1 · 10+1 (-0.0546, 8 · 10−8) 0.0546 2 · 10−39 (0, 2, 0, 00,00) 𝐾22/444455 +𝐾44/55

(-0.1428, 0.0130) 0.1434 1 · 10−9 (0, 0, 0, 42,2−2) 𝐾44/55

(-0.1003, 0.1049) 0.1451 1 · 10−12 (0, 0, 0, 4−2,22) 𝐾44/55

(-0.0751, 0.1982) 0.2119 2 · 10−9 (0, 0, 0, 4−2,22) 𝐾44/55

( 0.0618, 0.2481) 0.2556 6 · 10−9 (0, 0, 0, 00, 60) 𝐾44/55

34 (0, 0, 0, 20, 40) 10363.91 2 · 10−4 - -
35 (0, 0, 0, 22,4−2) 10426.63 1 · 10−3 (-0.1380, 0.1155) 0.1799 1 · 10−9 (0, 0, 0, 40, 20) 𝐾44/55



99

Таблица 4 – Продолжение
No. Полиада,

Состояние,
(𝜈1,𝜈2,𝜈3,𝜈𝑙44 ,𝜈

𝑙5
5 )

Колебательная
энергия,
см−1

Абсолютная
погреш
ность,
см−1

Координата
точки Каца,
(Re𝜆𝑖, Im𝜆𝑖)

Модуль,
|𝜆𝑖|

Стабильность,
𝜎𝑖

Партнерное
состо
яние

Тип
резо
нанса

(-0.1324, 0.1226) 0.1804 2 · 10−19 (0, 0, 0, 40, 20) 𝐾44/55

(-0.0973, 0.2529) 0.2709 4 · 10−12 (0, 0, 0, 40, 20) 𝐾44/55

( 0.1551, 0.3769) 0.4075 2 · 10−8 (0, 1, 0, 2−2,22) 𝐾2/55

( 0.3827, 0.1781) 0.4221 2 · 10−12 (0, 0, 1, 11,1−1) 𝐾3/4555

( 0.5430, 0.1455) 0.5624 8 · 10−9 (0, 0, 1, 11,1−1) 𝐾3/4555

36 (0, 0, 0, 1−1,51) 10495.36 2 · 10−3 (-0.0092, 0.2859) 0.2861 8 · 10−13 (0, 0, 0, 3−1,31) 𝐾44/55

( 0.2069, 0.2784) 0.3469 1 · 10−8 (0, 1, 0, 31,1−1) 𝐾44/55

37 (0, 0, 0, 11,5−1) 10624.37 1 · 10+2 ( 0.1245, 0.0004) 0.1245 1 · 10−29 (0, 0, 1, 20, 00) 𝐾34/555

(-0.0156, 0.2065) 0.2070 5 · 10−14 (0, 0, 0, 33,3−3) 𝐾44/55

38 (0, 0, 0, 00, 60) 10821.96 1 · 10+2 ( 0.0061, 1 · 10−11) 0.0061 1 · 10−111 (0, 1, 0, 40, 00) 𝐾2/55 + 2𝐾44/55 (Новый)
( 0.0618, 0.2481) 0.2556 8 · 10−10 (0, 0, 0, 2−2,42) 𝐾44/55
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем:
1. Разработан математический аппарат на основе нормально-упорядочен

ных операторов угловых моментов и D функции Вигнера, позволяющий
эффективно реализовывать метод контактных преобразований (КП) га
мильтониана Ватсона и оператора дипольного момента полужестких
молекул типа асимметричного волчка.

2. Разработан алгоритм для эффективной реализации КП и моделиро
вания колебательно-вращательных спектров, а также предсказания
параметров эффективного гамильтониана вплоть до шестого порядка
теории возмущений.

3. Разработана рекуррентная формула теории возмущений Релея-Шре
дингера в наличии вырождения, позволяющая получить ряды теории
возмущений произвольного порядка для линейных молекул, молекул
типа симметричного и сферического волчка.

4. Проиллюстрировано поведение расходимости рядов ТВРШ в зависи
мости от положения сингулярной точки на комплексной плоскости с
помощью предложенной двумерной системы.

5. На примере трехатомной молекулы диоксида серы было предсказаны
редуцированные вращательные параметры эффективных гамильтони
ана вплоть до октичных включительно для трех фундаментальных
полос и слабой полосы 2𝜈2 при помощи разработанного математиче
ского аппарата и эффективного алгоритма для реализации метода
контактных преобразований. При этом использование неэмпирических
молекулярных постоянных на MP2/aug-cc-pVQZ уровне обеспечивает
соответствие с экспериментальными данными со средними относи
тельными отклонениями не хуже 1.5% для квартичных, 10% для
секстичных и 30% для октичных постоянных. Моделированы списки
линий диоксида серы 32S16O2 в соответственных частотных интерва
лах. Полученные списки линий были проанализированы сравнением с
использованием данных из международной базы Хитрана.

6. Были исследованы поведение рядов ТВРШ и сингулярная структу
ра колебательных состояний линейной молекулы ацетилена 12C2H2 с
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использованием неэмпирического квартичного силового поля. С помо
щью разработанного метода теоретически подтверждена резонансная
структура линейной молекулы ацетилена, определенная ранее в ходе
эксперимента, и предсказаны межполиадные резонансы, возникающие
в высоковозбужденной области ИК-спектра молекулы ацетилена.

Разработанные методы возмущений (колебательный метод ресуммирова
ния и метод контактных преобразований) имеют многочисленные приложения
как в теории, так и в поддержке практических исследований. В первую очередь,
разработанная программная реализация на основе метода контактных преоб
разований предоставляет надежное и гибкое обеспечение для рассмотрения
инфракрасного/микроволнового спектров высокого разрешения. Полученные
спектроскопические постоянные и списки линий служат как поддержкой на
чальной интерпретации экспериментального спектра (например, дополнением
при анализе опущенных спектральных переходов), так и верификацией подо
гнанных и расчетных моделей гамильтониана. Разработанный математический
аппарат предоставляет универсальный способ исследования молекул типа асим
метричного волчка, потому что реализация метода контактных преобразований
с его использованием не требует явного учета симметрии конкретных молекул.
Разный порядок теории возмущений, реализованный в программном обеспе
чении, представляет систематическую вычислительную стратегию для моде
лирования колебательно-вращательных спектров и предсказания параметров
эффективного гамильтониана на разном уровне приближения. Разработанный
колебательный метод ресуммирования представляет новый и универсальный
способ определения резонансную структуру молекул, по которой может по
строить достоверный блок-диагональный (эффективный) гамильтониан при
помощи контактных преобразований.

Разработанные в рамках излагаемой работы методы рекомендуются к
применению в ряде физико-химических задачей. Информация, полученная в
результате теоретического анализа ИК-спектроскопии высокого разрешения,
предоставляет систематизированное знание ядерного движения, что позволя
ет провести качественную и количественную идентификацию как материнских
молекул, так и их изотопологов. Точное решение уравнения Шредингера,
описывающее внутреннее движение молекул, позволяет рассматривать внутрен
нюю сумму по состояниям газофазных молекул (следовательно, рассматривать
термодинамические свойства газофазных сред) и дальнейший динамический
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процесс, связанный с перераспределением энергии (т.н. внутри-молекулярная
колебательная динамика). В результате решения обратной спектроскопической
задачи также можно определить точные геометрические параметры моле
кул. Высококачественная информация, полученная в результате интерпретации
спектра высокого разрешения, также необходимо для построения высокоточной
поверхности потенциальной энергии и дипольного момента и для дистанцион
ного исследования атмосфер земли, межзвездной среды и экзопланета.

В заключение автор выражает благодарность и большую признательность
научному руководителю, доктору физико-математических наук, Красноще
ков С. В. за поддержку, помощь, обсуждение результатов и научное руководство
в ходе аспирантской учебы. Автор также выражает благодарность доктору
химических наук Немухину А. В., доктору физико-математических наук Хре
новой М. Г. за помощь, оказанную при работе над диссертацией, доктору
физико-математических наук Ляховичу С. Л., доктору физико-математических
наук Уленикову О. Н., доктору физико-математических наук Бехтеревой Е. С.,
доктору физико-математических наук Перевалову В. И. за ценные советы и
консультации в ходе выполнения полевых исследований, руководителю ино
странного отдела химического факультета МГУ имени М.В. Ломоносова,
Белоусовой М. Е. и коллективу работников лаборатории квантовой химии и
молекулярного моделирования кафедры физической химии за помощь в прове
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