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Abstract. New equations for fatigue curves on defect levels at symmetric axial loading with a 

constant component of torque are presented and their analysis is carried out for aluminum alloy 

D16T at high- and very high fatigue. 

Key words: complex loading, brittle failure, aluminum alloy D16T, fatigue curves, high cycle 

fatigue, very high cycle fatigue. 

 

Аннотация. Представляются новые уравнения для кривых усталости по уровням 

дефектности при симметричном осевом нагружении с постоянной компонентой 

касательного напряжения и проводится их анализ для алюминиевого сплава Д16Т в 

областях много- и гигацикловой усталости. 

Ключевые слова: сложное нагружение, хрупкое разрушение, алюминиевый сплав Д16Т, 

кривые усталости, многоцикловая усталость, гигацикловая усталость. 

 

Проблема усталостного разрушения материалов и элементов конструкций при 

различных видах статических и циклических нагрузок, несмотря на многочисленные 

теоретико-экспериментальные исследования, остается актуальной [1,2]. Это особенно 

относится к усталостным разрушениям при различных видах комбинированного 

нагружения статическими и циклическими нагрузками, которые характерны, например, 

для большинства вращающихся валов, лопаток газовых турбин, элементов фюзеляжа 

воздушных судов, деталей каркасов, шпангоутов и др. Получение экспериментальных 

кривых усталости, которые описывают зависимости долговечности от амплитуды цикла 

напряжения для каждого значения постоянной компоненты является дорогостоящей и 

трудоемкой работой. Предлагаются эмпирические зависимости предельной амплитуды 

осевого напряжения от величины касательного напряжения при заданном числе циклов.  

Применяется концепция эквивалентного напряжения, при этом, например, нагружение 

осевым симметричным напряжением и постоянным касательным напряжением заменяется 

на некоторый эквивалентный симметричный цикл. Такие подходы обеспечивают 

удовлетворительные результаты, в основном, для конкретного материала и при некоторых 

параметрах процесса. Таким образом, анализ известных результатов приводит к 

необходимости построения модели усталостного разрушения при сложном нагружении и 

получении следствий для конкретных процессов, чему и посвящено это исследование.               

В данной работе исследуются процессы нагружения циклической осевой силой и 
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постоянным крутящим моментом на интервале времени  τ ∈ [0, 𝑡] следующего вида:                                       

               11 sin ,а    12 ,m    0, t .                                                            (1)  

где τm – постоянное значение  касательного напряжения, σа – амплитуда осевого 

напряжения, ω – частота нагружения. Постановка задачи о нахождении вероятности 

хрупкого разрушения по уровням дефектности при нагружении (1) основывается на 

подходе теории предельных процессов нагружения [3] и теории усталостного масштабно-

структурного разрушения [4,5].  

Кратко представим основные гипотезы модели [4,5]. Выделяется шесть масштабно-

структурных уровней разрушения (до образования макротрещины-лидера длины L ) и 

вводится понятие дефекта j  ого масштабного уровня в некотором представительном 

объеме 
cV  (

3

cV L ). Дефект j  ого уровня описывается своим линейным размером 

 j jl l   и плотностью дефектов ( ),j jq q   в обьеме 
cV :    lim ( ) / ,

c
j j

V V
q q V 

 
  

1,...6,j  0, ,t    где ( )j jq q    –среднее количество дефектов в объёме V  в момент 

времени .Предельное состояние дефекта j  ого уровня определяется предельным 

линейным размером ,f jl и предельной плотностью ,f jq  в объёме 
cV . Вводится непрерывная 

возрастающая усредняющая функция j  ого уровня  * * ,j jl l  0, ,t    имеющая 

размерность длины, и определяемая выражением:       * ,j j j cl l q V


   ,const 

1,...6j  . В предельном состоянии усредняющая функция  * *

j jl l   достигает своего 

предельного значения *

, ,f jl 1,...6j  . Полагается, что образование дефекта j  ого 

масштабного уровня начинается с достижения усредняющей функцией  1j   ого уровня 

предельного значения в момент времени 1jt  , 2,...6j  . Вследствие случайного 

распределения дефектов по объему 
cV процесс усталостного разрушения является 

стохастическим, а значения 
*

jl  для каждого момента времени   – случайными 

величинами. Вводится функция ( )j jF F   распределения вероятности неразрушения 

(функция надежности) на j  ом уровне,  т. е. вероятности, с которой случайное значение 

усредняющей функции *

jl  в момент времени  принимает значения меньше своего 

предельного значения:  * *
.j f jjF P l l  , 1,...6j  . Вероятность разрушения определяется 

как: 
,( ) ( )j j th jQ Q F   , 0, ,t    1,...6j  , где  , 0,1j thQ   - некоторое заданное 

значение вероятности (в данной работе 
, 1j thQ  ). Формирование дефекта каждого уровня 

происходит вследствие последовательного образования, роста и слияния дефектов всех 

предыдущих уровней. Это должно быть отражено при построении определяющих 

соотношений ( )j jQ Q  , 1,...6j  . Кривые усталости по уровням дефектности 

определяются уравнениями: ,( )j j j thQ t Q , 1,...6j  , где jt - долговечность на j  ом 

уровне. Вводится функция 
5 6( ) ( )Q Q Q   , 0, ,t     0 thQ Q  , определяющая 

макроразрушение материала, достижение ею соответствующей вероятности thQ  

определяет ft  – долговечность по образованию макротрещины конечной длины. 

Дальнейшее развитие макротрещины описывается методами и подходами механики 

разрушения.  

Для одноосного нагружения вида (1), 0,m   определяющие соотношения для 

вероятности разрушения ( )j jQ Q   записываются в следующем виде [4]:  
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[0, ]

( ) ( ) max ( )j j j
z t

Q z   


 ,   
0

1
( ) ( , ) ( ) ,

t

j jz K z t t dt
t

    1,...6j                                 (2)  

при условии, что  2( ) ( 0, )L t     (является функцией с интегрируемым квадратом

2 2

0

( )
t

d M    , M const ). Функции ( , )j jK K z t , 1,...6j   – положительно 

определенные симметрические ядра интегральных операторов, и функции 
2

( )jK  

интегрируемы по Лебегу. Тогда для ( )j jQ Q  справедливы такие выражения:  

[0, ] 0

( )
( ) ( ) max ,k k

j jj z t k
k

D z
Q   





 


  1,...6j  ;   

0

1
D ( ) ( )

t

k kt t dt
t
  , 1,...k   , 0, ,t              (3)   

где 
j

k , 1,...k   , 1,...6j   – характеристические числа ядра, соответствующие 

собственным функциям ( )k z , 1,...k   , на отрезке  0,z t . В соотношениях (3) ряды 

сходятся абсолютно и равномерно. Выбираются ядра интегрального оператора, 

собственными функциями которых является полная ортогональная в   2 0,L t  система 

тригонометрических функций вида: 

𝛺0 = 1, 𝛺1 = 𝑠𝑖𝑛
2𝜋𝑧

𝑡
, 𝛺2 = 𝑐𝑜𝑠

2𝜋𝑧

𝑡
, . . .  𝛺2𝑘−1 = 𝑠𝑖𝑛

2𝜋𝑧𝑘

𝑡
, 𝛺2𝑘 = 𝑐𝑜𝑠

2𝜋𝑧𝑘

𝑡
, 𝑘 ∈ ℕ         

(4) Для одноосного нагружения вида (1), 0,m   функции ( )j j    в (3) выбираются в 

виде: 

                             

1

lgj

j

n

n




 ,    
1lg lg jn n  ,      1,...6j                                (5) 

где n - число циклов нагружения,  
1jn 
 – число циклов (долговечность) при разрушении на 

 1j  ом уровне.  Алгоритм определения 
j

k , 1,...k   ,  представлен в работе [4]. Таким 

образом, вероятность разрушения ( )j jQ Q   определяется следующими зависимостями:            

           1

1

lg lg ( )
( )

lg lg ( )( , )

j aa
j

j j jj j

n n
Q n

N nN

 

 









,    

1a j   ,
1lg lg jn n  , 0 0n  , 1,...6j                   (6) 

где ( , )j j jN   , 1,...6j   – материальные функции при числе циклов 
jN  при 

разрушении на j  ом уровне (т.е. достижении функции  * *

j jl l   своего предельного 

значения *

,f jl ). Кривые усталости по уровням дефектности определяются такими 

уравнениями ( fN  – долговечность по образованию макротрещины конечной длины): 

                         ( ) 1j jQ n  ,    1,...6j  ,      ( ) 1fQ N  ,                                                           (7) 

С целью описания процесса разрушения при нагружении циклической осевой 

силой и постоянным крутящим моментом (1) рассматривается координатный тетраэдр с 

наклонной гранью, имеющей нормаль �⃗� 1 и две ортогональные оси �⃗� 2 и  �⃗� 3 (касательные 

векторы на этой грани) при условии выполнения следующих уравнений:   

�⃗� 𝑖=𝑛𝑖𝑚*𝑒𝑚⃗⃗⃗⃗  ⃗,              ||�⃗� 𝑖|| =1,             (�⃗� 𝑖 , �⃗� 𝑗) =  𝛿𝑖𝑗,                                                      (8) 

где 𝑒𝑚⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑚 = 1,2,3 – орты прямоугольной декартовой системы координат в вершине 

тетраэдра. Так как компоненты этих векторов связаны соотношениями ортогональности 

(8), среди них имеются три независимые координаты, в качестве которых выбираются 

(𝑛11, 𝑛12, 𝑛21) . Процесс нагружения   ( )n nP P  , 0, ,t     в системе координат �⃗� 𝑖, 𝑖 =

1,2,3,  представляется таким образом: 
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𝑃𝑛
⃗⃗  ⃗ =

3

1i

 𝑃𝑖𝑛𝑖⃗⃗  ⃗ ,                                                                                                                       (9) 

𝑃𝑖 = (𝑃𝑛,⃗⃗⃗⃗  ⃗ �⃗� 𝑖) =  
3

, 1m j

 𝜎𝑚𝑗 ∗ 𝑛1𝑗(𝑒𝑚⃗⃗⃗⃗  ⃗, �⃗� 𝑖) =
3

, 1m j

 𝜎𝑚𝑗𝑛1𝑗 𝑛𝑖𝑚 =
3

, 1m j

 (𝑆𝑚𝑗 + 𝜎0 𝛿𝑚𝑗)𝑛1𝑗𝑛𝑖𝑚,,      (10) 

𝑆𝑚𝑗 = 𝜎𝑚𝑗 − 𝜎0𝛿𝑚𝑗,   , 1,2,3,m j     
3

0

1

/ 3ii

i




 , 

где 𝜎𝑚𝑗 = 𝜎𝑚𝑗( ), 𝜎0, 𝑆𝑚𝑗–  компоненты тензора напряжений, среднего напряжения и 

девиатора напряжений соответственно.        

Для каждого j  ого уровня дефектности вводятся четыре оператора П𝑖
𝑗
=

П𝑖
𝑗
(𝑧, 𝑃𝑖(𝜏))𝜏=0

𝑡 , i=1,2,3, П0
𝑗
= П0

𝑗
(𝑧, 𝜎0(𝜏))𝜏=0

𝑡 ,  j = 1, . . . , 6,  которые рассматриваются в виде 

операторов Гильберта-Шмидта (2), (3) при условии, что функция 𝑓 = 𝑓(𝜏) (под которой 

понимаются функции 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖(𝜏), i=1,2,3, и σ0 = σ0(𝜏)) является действительной функцией 

с интегрируемым квадратом. Таким образом, для каждого из этих операторов можно 

записать: 

П𝑖
𝑗
(𝑧,  𝑓(𝜏))

𝜏 =0  

𝑡

=  ∫ 𝐾𝑖
𝑗(𝑧, �̃�)𝑓(�̃�)𝑑�̃� =  ∑

𝐷𝑘𝛺𝑘(𝑧)

𝜆
𝑖𝑘
𝑗

∞
𝑘=0

𝑡

0
, i=0,1,2,3,  j = 1, . . . , 6,       (11) 

где 𝐾𝑖
𝑗
= 𝐾𝑖

𝑗
(𝑧, �̃�) – положительно определенное симметрическое ядро, 𝜆𝑖𝑘

𝑗
= 𝜆𝑖𝑘

𝑗
(𝑘, 𝑡) – 

собственные значения оператора, соответствующие собственным функциям 𝛺𝑘 = 𝛺𝑘(𝑧), 

которые выбираются в виде (4), i=0,1,2,3,  j = 1, . . . , 6.  В выражение (11) входят величины 

𝐷𝑘  , 0,1,...k   , которые представляются таким образом: 

   
0

( ) ( ),k k
k

f D 




     0
0

1
D ( ) ,

t

f d
t

     
0

2
D ( ) ( ) ,

t

k k f d
t

     1,...k                             (12) 

Таким образом, в рамках подхода теории предельных процессов нагружения [3] и 

теории усталостного масштабно-структурного разрушения [4,5] определяющие 

соотношения для вероятности разрушения ( )j jQ Q  , 1,...6j  , при процессе нагружения 

  ( )n nP P  , 0, ,t     записываются в таком виде:   

 
11 12 21

0 1 2 3
[0, ], , ,

( ) ( ) max ,  j=1, ... ,6
j j j j

j j
z t n n n

Q П П П П  


    ,                              

(13) 

а кривые усталости по уровням дефектности определяются такими уравнениями:  

                               ( ) 1j jQ t  , 1,...6j  ,                                                                                    (14) 

где t
j

- долговечность на j ом уровне. Функции  П𝒊
𝒋
= П𝒊

𝒋
(𝒛,  𝒇(𝝉))

𝝉 =𝟎  

𝒕

,i=0,1,2,3, 1,...6j 

, определяются по (11). Для нагружения (1) имеем следующие выражения модели 

(максимальное значение по времени реализовано при 𝑠𝑖𝑛
(2𝜋𝑧)

𝑡
= 1): 

 2

2 2 2

1 1 11 12 13 1 12 11 1
, ,

11 12 21

11 21 12 22 13 23 2 12 21 11 22

3 11 31 12 32

2 1 1 1
( ) lg lg ( , , ) max ( , ) 2 ( , )

3 3 3 3

2 1 1
( , )

3 3 3

2 1 1
( , )

3 3

j

j j

j j a m j a m a j
n n n

j a m

j

j a

Q n n n n N n n n n n N

N n n n n n n n n n n

N n n n n

        

    

  

      

     

  

  
  

 

 
 
 

 13 33 3 12 31 11 32 11 12 21, , , ,
3

mn n n n n n n n n  
 
 

  

 (15) 

                               ( ) 1,j jQ n      1,...6j  ,      1lg lg jn n  .                                               (16)   

В выражения (15) входят неизвестные базовые характеристики модели: материальные 
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константы 1 2 3, ,    и материальные функции каждого уровня: 0 1( , ), ( , ),
j j

j jN N     

2 3( , ), ( , )
j j

j jN N    , 1,...6j  , которые должны быть найдены из системы базовых 

экспериментов. Для их нахождения рассматриваются: одноосные однократное и 

симметричное нагружения, однократный и симметричный сдвиг, двухосные равномерные 

однократное и симметричное нагружения и определяются максимальные значения в (15) 

по (𝑛11, 𝑛12, 𝑛21) и условии (16).   

Проведены исследования развития много- и гигацикловой  усталости (в области по 

числу циклов 
4 10

10 ,10fN     )для алюминиевого сплава Д16Т (пределы текучести 

𝜎𝑠 = 340 МПа,  �̃�𝑠 = 476 МПа,  𝜏𝑠 =  157 МПа,  пределы усталости 𝜎−1 = 170 МПа,  �̃�−1 =
238 МПа,  𝜏−1 = 109.9 МПа  при N4=5*105циклов при одноосном, двухосном 

равномерном нагружениях и сдвиге соответственно,  𝑁1 = 5 ∗ 108 циклов,  𝑁2 = 5 ∗
107циклов,  N3=5*106циклов,  𝑁5 = 105циклов, 𝑁6 = 103циклов, частота 50Гц). 

Получены следующие значения материальных функций: 𝜆0 = 𝜆1 = 0.001,   𝜆2 = 𝜆3 =
0.002; 𝜆0

1(𝜔, 𝑁1)=0.004, 𝜆1
1(𝜔, 𝑁1)=0, 𝜆2

1(𝜔, 𝑁1)=𝜆3
1(𝜔, 𝑁1)=0.004;  𝜆0

2(𝜔, 𝑁2)=0.008, 𝜆1
2(𝜔, 

𝑁2)=0, 𝜆2
1(𝜔, 𝑁2)=𝜆3

1(𝜔, 𝑁2)=0.009 ; 𝜆0
3(𝜔, 𝑁3)=0.009, 𝜆1

3(𝜔, 𝑁3)=0, 𝜆2
3(𝜔, 𝑁3)=𝜆3

1(𝜔, 

𝑁3)=0.01;  𝜆0
4(𝜔, 𝑁4)=0.007, 𝜆1

3(𝜔, 𝑁4)=0, 𝜆2
3(𝜔, 𝑁4)=𝜆3

1(𝜔, 𝑁4)=0.008; 𝜆0
5(𝜔, 𝑁5)=0.008, 𝜆1

3(𝜔, 

𝑁5)=0.0002, 𝜆2
3(𝜔, 𝑁5)=𝜆3

1(𝜔, 𝑁5)=0.008. 

На рис. 1 а при одноосном симметричном нагружении представлены кривые 

усталости по уровням дефектности сплава Д16Т. Опытные данные [6,7] при частоте 50 Гц 

отмечены ромбами, в области гигацикловой усталости при частоте 20кГц - точками и 

хорошо описываются построенной кривой усталости по макроразрушению во всем 

диапазоне много- и гигацикловой усталости. (Цифрами указаны соответствующие уровни 

дефектности). Изучены механизмы много- и гигацикловой усталости. В области 

многоцикловой усталости активность поверхностного слоя (неоднородности химического 

состава самого слоя, остаточные напряжения, окисление поверхности) в энергетическом 

обмене с окружающей средой в значительной мере определяет образование и развитие 

микродефектов. В области гигацикловой усталости, в среднем, 610fN циклов , 

наблюдается механизм хрупкого разрушения, связанный с возникновением очагов 

микроразрушения в обьеме тела (т. н. «рыбьих глаз»), представляющих собой 

мелкозернистую область, окружающую структурную неоднородность сплава (стыки 

зерен, включения, неоднородность микроструктуры материала), вследствие, в т.ч., 

образования технологических дефектов в процессах штампования, термообработки, литья 

и др. 

Написана программа по нахождению максимального значения в в выражениях (15) 

по 𝑛11, 𝑛12, 𝑛21. В результате расчета получены кривые усталости при отношении 

0.2m

s




 , представленные на рис. 1 б  и при  0.5m

s




  на рис. 1 в (сплошная кривая по 

макроразрушению проходит ниже). На рис. 1 б опытные данные [6,7] при симметричном 

осевом нагружении с частотой 50 Гц указаны треугольниками, с частотой 20 кГц – 

ромбами. Кривые усталости при симметричном нагружении (с рис.1 а) обозначены 

пунктиром и по макроразрушению – сплошными кривыми, расположенными выше.  Из 

проведенного анализа следует, что, например, при амплитуде напряжения 170МПа  и  

отношении 0.2m

s




  долговечность уменьшается на 40%, а при 0.5m

s




  - примерно на 

порядок. При долговечности 
5

10 циклов   и  0 . 2m

s




 амплитуда цикла уменьшается на 

8%, а при 0.5m

s




   - на 27%, что соответствует известным опытным данным.  Все 

построенные кривые удовлетворительно соответствуют опытным данным.  
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                   а                                        б                                             в 

Рис. 1 Кривые усталости по уровням дефектности для сплава Д16Т 

  

Также проведены расчеты для сплава Д16Т по данным [8] при 0.5m

вр




  ( вр  - 

временное сопротивление) и получено удовлетворительное соответствие опытным 

данным.   
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