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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ В СТРУННОЙ
КОСМОЛОГИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

Построено точное решение уравнений Фридмана с фантомным скалярным
полем материи, происходящим из полевой теории струн, и явно показано отсут-
ствие сингулярности типа “большой разрыв”. Особенностями рассматриваемой
модели являются духовый знак кинетического члена и специальная полиноми-
альная форма эффективного тахионного потенциала. Предложенное решение
устойчиво относительно малых изменений начальных условий и специальных
изменений формы потенциала.

Ключевые слова: струны, полевая теория струн, космология, браны, тахион, фантом,
темная энергия, большой разрыв.

1. ВВЕДЕНИЕ

Комбинированный анализ данных, полученных при изучении суперновых ти-
па Ia, галактических кластеров, а также данных эксперимента WMAP (Wilkinson
Microwave Anisotropy Probe), убедительно показывает ускоренное расширение Все-
ленной [1]–[3]. Космологическое ускорение указывает на то, что в настоящее время
во Вселенной доминирует равномерно распределенная медленно изменяющаяся кос-
мическая жидкость с отрицательным давлением, называемая темной энергией [4],
[5] (об альтернативных подходах см., например, [6]).

Для спецификации различных типов космической жидкости обычно используется
феноменологическое соотношение p = w% между плотностями давления p и энергии
% каждой из компонент жидкости, где w – параметр уравнения состояния, или,
для краткости, параметр состояния. Компонента с отрицательным w соответствует
темной энергии. Современные эксперименты, в том числе WMAP, свидетельствуют
о том, что в настоящее время параметр состояния темной энергии близок к −1
(см. работы [3], [7], [8]). В частности, из существующих оценок [2], полученных по
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результатам наблюдений, вытекает, что с вероятностью 0.95 значение w лежит в
интервале

−1.46 < w < −0.78.

С теоретической точки зрения указанная выше область w охватывает три суще-
ственно различных случая: w > −1, w = −1 и w < −1.
• Случай w > −1 реализуется в моделях квинтэссенции [9]–[11], которые являют-

ся космологическими моделями со скалярным полем. Такие типы моделей вполне
приемлемы, однако возникает вопрос о происхождении этого скалярного поля. Для
согласия с астрономическими экспериментальными данными скалярное поле долж-
но быть очень легким и, следовательно, не принадлежащим к набору полей Стан-
дартной Модели [12].
• Случай w = −1 описывается с помощью космологической константы. Этот

сценарий допустим с общей точки зрения, однако существует проблема, связанная
с порядком величины космологической константы, которая оказывается в 10120 раз
меньше естественного теоретического предсказания [5].
• Случай w < −1 называется фантомным [13] и может быть реализован с помо-

щью скалярного поля с духовым (фантомным) кинетическим членом. В этом случае
все энергетические условия нарушаются, и возникают проблемы нестабильности на
классическом и квантовом уровнях [13]–[20]. Поскольку нет экспериментального
подтверждения того, что случай w < −1 невозможен, и, более того, предложена
прямая стратегия экспериментальной проверки неравенства w < −1 [21], интересно
найти непротиворечивую модель, в которой условие w < −1 выполняется1).

Отметим, что в моделях κ-эссенции [10] можно встретить как значения w < −1,
так и значения w > −1. При этом динамический переход из области w > −1 в
область w < −1 и обратно запрещен при достаточно общих предположениях [23] и
возможен только при специальных условиях [24].

Напомним, что в моделях с постоянным значением w < −1 и пространственно
плоской метрикой Фридмана происходит обращение в бесконечность масштабного
множителя и, следовательно, гибель Вселенной в конечный момент времени. Эта
проблема известна как проблема “большого разрыва” [15], см. также [16]. Наиболее
простой путь обхода этой проблемы в моделях с w < −1 – это введение скалярного
поля φ с отрицательной временно́й компонентой кинетического члена [8], [17]. По-
явление таких слагаемых возможно за счет квантовых эффектов [18], [25]. Однако
во всех предлагаемых моделях возникает проблема нестабильности.

Возможный способ избежать проблемы нестабильности в моделях с w < −1 со-
стоит в рассмотрении фантомной модели как эффективной модели, возникающей
из более фундаментальной теории, которая не имеет отрицательного кинетическо-
го члена. В частности, если рассмотреть модель с высшими производными типа
φe−�φ, то в простейшем приближении φe−�φ ' φ2 − φ�φ такая модель приводит
к кинетическому слагаемому с неправильным (духовым) знаком. Оказывается, что
именно возможность такого типа и реализуется в полевой теории струн [20]. При

1)Отметим модель, приведенную в работе [22], в которой значение w < −1 является результатом
введения аксиона.
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этом все вопросы, связанные с нестабильностью теории с высшими производными,
снимаются, поскольку рассматриваемая модель является приближением к теории
струн.

Целью настоящей статьи является построение точного решения в полиномиаль-
ной модели, которая в некотором приближении близка к модели, возникающей в тео-
рии струн, а именно, в теории фермионной NSR-струны с учетом (GSO−)-сектора.
В качестве скалярного поля φ выступает тахион открытой струны, описывающий
согласно гипотезе А. Сена [11] распад браны, при котором происходит медленный пе-
реход в стабильный вакуум, соответствующий состояниям замкнутой струны. Дру-
гие модели темной энергии, рассматривающие Вселенную как брану, представлены
в работах [26].

Особенностями предлагаемой модели являются духовый знак кинетического чле-
на и специальная форма потенциала:

V (φ) =
1
2
(1− φ2)2 +

1
12m2

p

φ2(3− φ2)2. (1)

В первом приближении из полевой теории открытых струн в плоской метрике (что
соответствует mp = ∞) может быть получено лишь первое слагаемое в правой ча-
сти (1) [27]. Второе слагаемое позволяет сохранить вид интерполирующего реше-
ния, полученного в плоской метрике, в случае Вселенной Фридмана, то есть при
произвольном mp. Отметим, что появление высших степеней φ возможно, если мы
будем учитывать более тяжелые струнные возбуждения [28], однако нет основания
ожидать, что из теории струн получатся точные значения коэффициентов потенци-
ала (1). Анализ стабильности решения, проводимый в этой статье, указывает на то,
что построенное решение является притягивающим, и не происходит существенного
изменения в поведении решений при некотором изменении параметров потенциала.
Это дает основания предполагать, что качественное поведение физических пара-
метров H, w, q в модели с потенциалом (1) при определенных условиях окажется
близким к поведению соответствующих величин в модели с потенциалом, взятым
из теории струн.

Построенное решение не имеет сингулярностей и на больших временах становит-
ся де-ситтеровским. Это не противоречит общим теоремам теории относительности,
поскольку в рассматриваемой модели нарушены энергетические условия (обсужде-
ние этого вопроса см. в работе [29]).

Статья организована следующим образом. В разделе 2 мы описываем космоло-
гическую модель, являющуюся приближением для модели, возникающей в полевой
теории струн, и строим решения уравнений Фридмана для специального полиноми-
ального потенциала. В разделе 3 мы в деталях рассматриваем динамику фантома
и устанавливаем, что наше решение описывает ускоряющуюся Вселенную. В разде-
ле 4 мы изучаем стабильность решения относительно изменений начальных условий
и специальных изменений формы потенциала. В разделе 5 мы суммируем резуль-
таты и отмечаем пути обобщения предложенной модели.
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2. ГРАВИТАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ

2.1. Уравнения движения. Рассмотрим гравитационную модель с фантом-
ным скалярным полем и пространственно плоской метрикой Фридмана. Так как
происхождение фантомного поля, рассматриваемого в этой работе, связано с теори-
ей струн, в действие следует включить характерную массу струны Ms и безразмер-
ную константу взаимодействия открытых струн go. Действие имеет вид

S =
∫

d4x
√
−g

(
M2

p

2M2
s

R +
1
g2
o

(
+

1
2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ)

))
, (2)

где Mp – масса Планка, а gµν – пространственно плоская метрика Фридмана,

ds2 = − dt2 + a2(t)(dx2
1 + dx2

2 + dx2
3),

a(t) есть масштабный фактор. Координаты (t, xi) и поле φ являются безразмерны-
ми. Введем безразмерный параметр m2

p = g2
oM2

p/M2
s .

Независимые уравнения движения имеют вид

3H2 =
1

m2
p

%, 3H2 + 2Ḣ = − 1
m2

p

p. (3)

Здесь H – параметр Хаббла, H ≡ ȧ(t)/a(t), а точка обозначает производную по
времени. Пусть скалярное поле зависит только от времени, т.е. φ = φ(t), тогда

% = −1
2
φ̇2 + V (φ), p = −1

2
φ̇2 − V (φ). (4)

Перепишем систему (3) в следующем виде:

Ḣ =
1

2m2
p

φ̇2, 3H2 =
1

m2
p

(
V (φ)− 1

2
φ̇2

)
. (5)

Помимо уравнений (5) из действия (2) получается уравнение движения для поля φ:

φ̈ + 3Hφ̇− V ′
φ = 0, V ′

φ ≡
dV

dφ
. (6)

Данное уравнение фактически является следствием системы (3). Выразив H через
φ и φ̇, получаем

φ̈ + sign(H)
√

3
mp

φ̇

√
−1

2
φ̇2 + V (φ)− V ′

φ = 0. (7)

Множитель sign(H) определяет надлежащую ветвь функции квадратного корня.
Расширению Вселенной соответствует H > 0.

2.2. Связь с теорией струн. В настоящее время один из возможных сценариев
развития Вселенной связан с представлением ее как D3-браны (три пространствен-
ных и одна временна́я переменная), вложенной в многомерное пространство-время.
D-браны естественным образом возникают в теории открытых струн. Мы будем рас-
сматривать неэкстремальную брану. Эта D-брана нестабильна и эволюционирует в
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стабильное состояние. Этот процесс описывается динамикой открытой фермионной
струны, концы которой закреплены на бране, и которая содержит как (GSO+)-, так
и (GSO−)-секторы (см. работы [28] и приведенные в этих обзорах соответствующие
ссылки). Если ограничиться только низшим возбуждением (тахионом), то дина-
мика D-браны будет описываться действием тахиона открытой струны. Имеется
два общепринятых способа описания поведения тахиона: в рамках приближения
Дирака–Борна–Инфельда или на основании ковариантной полевой теории струн с
использованием метода обрезания по уровням [30]. Метод обрезания по уровням
оправдал себя при проверке гипотезы Сена, поэтому его естественно использовать
для анализа динамики D-бран, см. [31]–[33]. Действие тахиона, получающееся из
полевой теории фермионной струны в приближении медленно изменяющегося вспо-
могательного поля [32], имеет вид

Sflat =
1
g2
o

∫
dx

(
−1

2
∂µϕ∂µϕ +

1
4
ϕ2 − 81

256
ϕ̃4

)
,

где ϕ есть безразмерное поле тахиона, координаты и константа go также безраз-
мерны. Тильда означает действие нелокального оператора exp

(
− ln

(
4

3
√

3

)
∂µ∂µ

)
на

поле ϕ, а индекс flat здесь и далее указывает на то, что мы имеем дело с плос-
кой фоновой метрикой. Отметим, что в случае бозонной струны будет иметь место
кубическое взаимодействие. В случае пространственно однородных конфигураций
остается только зависимость от времени τ , и действие принимает вид

S
(τ)
flat =

1
g2
o

∫
dτ

(
+

1
2

(
dϕ

dτ

)2

+
1
4
ϕ2 − 81

256

(
e
ln( 4

3
√

3
) d2

dτ2 ϕ
)4
)

.

Вводя обозначение φ = 9
4
√

2
exp
(
ln
(

4
3
√

3

)
d2

dτ2

)
ϕ и переходя к переменной t = τ/2,

запишем уравнение движения, вытекающие из последнего выражения для действия,
в виде (

− d2

dt2
+ 2
)

eã d2

dt2 φ = 2φ3,

где ã = − ln
(

4
3
√

3

)
/4 > 0. По существу это уравнение является интегральным, по-

скольку для полей определенного класса экспонента, содержащая бесконечное чис-
ло производных, может быть заменена интегральным оператором [31], что приводит
нас к уравнению (

− d2

dt2
+ 2
)

1√
4πã

∫
e

(t−t′)2

4ã φ(t′)dt′ = 2φ3(t). (8)

Отметим, что если в уравнении (8) пренебречь первым слагаемым, то получится
уравнение для p-адической струны (в нашем случае p = 3) [34]. В этом случае
доказано существование решения, интерполирующего между двумя вакуумами [35].
Численно это решение было ранее построено в [36].

Уравнение (8) исследовалось в работах [32], [33] и было численно показано суще-
ствование роллингового решения, т.е. решения, интерполирующего между двумя
вакуумами потенциала

Vflat(φ) =
1
2
(1− φ2)2. (9)
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Интересно, что поведение роллингового решения при больших временах может быть
эффективно описано лагранжианом с духовым знаком кинетического члена и таким
же, как и раньше, потенциалом. Соответствующее действие имеет вид

S
(t)
eff,flat =

∫
dt

(
−1

2
φ̇2 − 1

2
(1− φ2)2

)
. (10)

Как известно, уравнение движения, вытекающее из действия (10),

φ̈ + 2φ(1− φ2) = 0, (11)

имеет интерполирующее решение – кинк

φ(t) = th(t). (12)

2.3. Построение решения. Система уравнений (5) с произвольным полиноми-
альным потенциалом V (φ) неинтегрируема. Численный анализ уравнений Фридма-
на для потенциала (9) был проведен в статье [20]. Известно, см., например [19], [37],
что всегда можно найти потенциал V (φ), если φ(t) или H(t) заданы явно. Это легко
сделать, предположив, что H(t) является функцией от φ(t), называемой суперпо-
тенциалом, т.е. H(t) = W (φ(t)). Используя равенство Ḣ = W ′

φφ̇, из системы (5)
получаем

φ̇ = 2m2
pW ′

φ, (13)

V = 2m4
pW ′

φ
2 + 3m2

pW 2. (14)

Найдем потенциал, который соответствует полю φ вида (12). Функция φ удовле-
творяет условию

φ̇ = 1− φ2, (15)

следовательно, из (13) вытекает, что

W =
1

2m2
p

(
φ− 1

3
φ3

)
+ C,

где C – константа интегрирования. Зная W (φ), из (14) получаем потенциал V (φ).
Различные значения C соответствуют различным значениям V (φ). Требование чет-
ности полинома V (φ) равносильно условию C = 0. В этом случае

V (φ) =
1
2
(1− φ2)2 +

1
12m2

p

φ2(3− φ2)2. (16)

Легко проверить, что если φ(t) – решение системы (13), (14) с некоторым потен-
циалом V (φ), то и φ(−t) будет являться решением с тем же потенциалом. Например,
φ2(t) = th(−t) = − th(t) – решение уравнений (13), (14) с потенциалом (16). Отме-
тим, что решения φ = ± th(t) соответствуют одной и той же функции H(t), но двум
разным функциям W (φ).
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Мы построили потенциал V , используя явный вид решения системы (13), (14).
Теперь рассмотрим более общую задачу и будем искать решение, исходя из следую-
щих двух требований: φ(t) является гладкой функцией с ненулевыми асимптотика-
ми φ(±∞) = ±A, суперпотенциал W (φ) является полиномом по φ не выше третьей
степени. В первом требовании без ограничения общности можно выбрать A = 1.
Второе требование гарантирует, что потенциал V (φ) будет полиномом по φ не выше
шестой степени. Сформулированные условия позволяют переписать уравнение (13)
в следующем виде:

φ̇ = α + βφ + γφ2. (17)

Из асимптотических условий следует, что

γ = −α, β = 0. (18)

Решая уравнение (17) с учетом (18), получаем

φ(t) = th(α(t− t0)).

Решение φ(t) = cth(α(t − t0)) нами не рассматривается, поскольку оно не является
гладкой функцией. Таким образом, с точностью до изменения масштаба и сдвига
времени получаем решение (12). Очевидно, что потенциал, получаемый из уравне-
ния (14), с точностью до общего множителя совпадает с выражением (16). Инте-
ресно, что в рамках приведенных условий на решение и суперпотенциал, потенциал
в виде полинома шестой степени является минимально возможным для существо-
вания интерполирующего решения. Также можно показать, что любое решение
уравнений движения в плоском пространстве с потенциалом четвертой степени бу-
дет решением уравнений Фридмана либо с полиномиальным потенциалом шестой
степени, либо с неполиномиальным потенциалом [38].

Интересно отметить, что мы построили точное решение без какого-либо прибли-
жения. Одним из стандартных подходов к анализу космологических решений в
присутствии скалярного поля φ является так называемое приближение медленного
скатывания, которое технически означает пренебрежение членами φ̈ в уравнении
(6) и φ̇2 в выражении для энергии (4). Однако, как это следует из (15), для нашего
решения имеют место соотношения

φ̈ = −2φ(1− φ2), φ̇2 = (1− φ2)2.

Очевидно, что приближение медленного скатывания в этом случае выполняется,
только когда φ близко к 1. Указанное приближение описывает наше решение при
очень больших временах и неприменимо в начальные (близкие к нулю) моменты
времени.

Параметр Хаббла для построенного решения имеет вид

H =
1

2m2
p

φ

(
1− 1

3
φ2

)
=

1
2m2

p

th(t)
(

1− 1
3

th2(t)
)

.
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Этот параметр стремится к 1/(3m2
p) при t → ∞, при этом φ → 1. Зная H(t), легко

получить явное выражение для масштабного множителя:

a = a0
eφ2/(12m2

p)

(1− φ2)1/(6m2
p)

= a0(ch(t))1/3m2
p exp

(
ch2(t)− 1

12m2
p ch2(t)

)
, (19)

где a0 – произвольная константа.

3. КОСМОЛОГИЧЕСКИЕ СЛЕДСТВИЯ

3.1. Ускорение. Функция a(t) обладает следующим асимптотическим поведе-
нием при t →∞:

a(t) ∼ et/(3m2
p). (20)

Как следует из формул (19) и (20), Вселенная ускоренно расширяется. Параметр
замедления отрицателен и равен

q(t) = − äa

ȧ2
= − 2

sh2(t)
− 5 + ch(4t)

2(2 + ch(2t))2
.

Соответствующие графики представлены на рис. 1. Здесь и далее все графики, для
которых параметр mp не указан явно, построены при mp = 1.
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Рис. 1. Масштабный фактор a(t) (а), a0 = 1; параметр Хаббла H(t) (б) и
параметр замедления q(t) (в).

На рис. 2 представлены “jerk”-параметр j = ˙̈aa2/ȧ3 и “kerk”-параметр k = −¨̈aa3/ȧ4.

Подставляя полученное решение (12) и потенциал (16) в выражения для плотно-
сти давления и энергии, получаем

p(φ) = −(1− φ2)2 − 1
12m2

p

φ2(3− φ2)2, %(φ) =
1

12m2
p

φ2(3− φ2)2.

Следовательно, параметр состояния w имеет вид

w ≡ p

%
= −1− 12m2

p

(1− φ2)2

φ2(3− φ2)2
= −1− 12m2

p

ch2(t)
sh2(t)(1 + 2 ch2(t))2

.
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Рис. 2. “jerk”-Параметр (а), “kerk”-параметр (б) и его тонкая структура в
окрестности k = 0 (в).

Отметим, что функция w(φ) меньше −1 при |φ| 6= 1 и равна −1 при |φ| = 1. Точка
φ = 1 соответствует бесконечно удаленному будущему. Графики давления p(t) и
плотностей энергии %(t), а также параметра состояния w(t) представлены на рис. 3.
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Рис. 3. Давление p(t) (а), плотность энергии %(t) (б) и параметр состояния
w(t) (в).

Таким образом, в рассмотренной модели ускоренно расширяющейся Вселенной
фантомное скалярное поле описывает темную энергию с параметром w < −1.

3.2. Эволюция точного решения уравнения (7). Решение (12) уравнения (7)
есть функция, описывающая интерполяцию поля φ между точками −1 и 1 (но не
наоборот). Это поле имеет конечную скорость φ̇(t), удовлетворяющую нулевому на-
чальному условию; потенциал задается формулой (16), а “трение” пропорциональ-

но sign(H)
√
−φ̇2/2 + V (φ) и зависит от координаты φ и скорости φ̇. Множитель

sign(H) делает “трение” отрицательным для отрицательных φ, т.е. частица ускоря-
ется за счет него. В самом деле, выражение для коэффициента “трения” на решении
равно φ(3− φ2)/(2

√
3mp) как для положительных, так и для отрицательных φ.
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Обсудим эволюцию явно построенного решения. Эволюция фантомного поля эк-
вивалентна эволюции нормального поля в перевернутом потенциале. Форма по-
тенциала V существенно зависит от значения mp, см. рис. 4, где перевернутый
потенциал −V нарисован при разных значениях mp.
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Рис. 4. Потенциал −V при различных значениях mp. На рис. 4а кривым
(в порядке сверху вниз) соответствуют следующие значения m2

p: m2
p = ∞,

m2
p = 1, m2

p = 1/2 и m2
p = 1/4, на рис. 4б – значения m2

p = 17/24 и m2
p = 7/12.

Две вертикальные линии φ = ±1 проведены для наглядности.

Для анализа экстремума потенциала приведем следующие соотношения:

V (0) =
1
2
, V (±1) =

1
3m2

p

, V ′
φ =

1
2m2

p

φ(1− φ2)((3− 4m2
p)− φ2),

V ′′
φ (0) =

3− 4m2
p

2m2
p

, V ′′
φ (±1) =

2(2m2
p − 1)

m2
p

.

(21)

Очевидно, что экстремумы в точках φ = ±1 и φ = 0 не зависят от mp, в то время как
два других экстремума есть функции mp. Более того, от конкретного значения mp

зависит, является ли данный экстремум максимумом или минимумом. Возможные
значения mp можно разделить на следующие области, определяющие структуру
экстремумов перевернутого потенциала −V .
• При mp = ∞ потенциал V (φ) является хорошо известным хиггсовским потен-

циалом.
• При 3/4 6 m2

p < ∞ перевернутый потенциал −V , являясь потенциалом шестой
степени, имеет качественное сходство с перевернутым хиггсовским потенциалом:
обладает локальным минимумом в точке φ = 0 и максимумами в точках φ = ±1.
• При 1/2 < m2

p < 3/4 в перевернутом потенциале точка φ = 0 становится локаль-
ным максимумом, и возникают два дополнительных минимума на интервале (−1, 1),
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создавая две ямы и один холм на пути нашего поля φ в ходе интерполяции меж-
ду точками −1 и 1, см. рис. 4б. Более детальный анализ этого случая показывает
следующее.

1. При 2/3 6 m2
p < 3/4 точки φ = ±1 находятся не ниже, чем φ = 0 в переверну-

том потенциале.
2. При 1/2 < m2

p < 2/3 точки φ = ±1 находятся ниже, чем φ = 0 в перевер-
нутом потенциале. Это означает, что наше поле φ стартует из точки φ = −1 с
нулевой начальной скоростью, катится вниз, в яму, и затем поднимается к точке,
которая выше его начального положения. Это противоречит интуиции до тех пор,
пока не принимается во внимание фактор sign(H) в коэффициенте “трения”, нали-
чие которого влечет, что “трение” отрицательно при отрицательных φ. Казалось
бы, можно опровергнуть последнее утверждение, естественно обратив время и рас-
смотрев обратное движение. Это противоречие легко разрешимо, так как в случае
обращенного времени функция H будет иметь обратный знак.
• При m2

p = 1/2 перевернутый потенциал имеет только один экстремум (макси-
мум в точке φ = 0), а точки φ = ±1 являются точками перегиба.
• При m2

p < 1/2 два минимума, возникающие из последнего множителя в выра-
жении для V ′ в (21), выходят за интервал −1 < φ < 1 и становятся максимумами,
а точки φ = ±1 становятся минимумами перевернутого потенциала. Точка φ = 0
остается максимумом. В этом случае поле φ, стартуя из φ = −1, с самого начала
поднимается на холм, а затем скатывается вниз и останавливается в точке φ = 1.
Такое поведение кажется невероятным, однако оказывается возможным благодаря
отрицательному “трению” для отрицательных φ.

При изучении космологической эволюции фантомного поля мы используем толь-
ко одну часть решения (12), начинающуюся в момент времени t = tin > 0. В этот
момент поле находится в точке φin = φ(tin) = th(tin), и ему необходимо сообщить
начальную скорость φ̇(tin) = 1− φ2

in = ch−2(tin). Для больших m2
p (при слабом вза-

имодействии с гравитацией) фантомное поле использует начальную кинетическую
энергию, чтобы взобраться на холм при φ = 1. Увеличивая взаимодействие с грави-
тацией, т.е. уменьшая m2

p, мы уменьшаем высоту холма в точке φ = 1 перевернутого
потенциала. При m2

p = 2/3 разность высот холмов в точках φ = 0 и φ = 1 стано-
вится равной нулю, и вся начальная кинетическая энергия уходит на работу против
“трения”. Для m2

p < 2/3 “трение” становится сильнее, и частица имеет достаточно
кинетической энергии, чтобы достичь холма при φ = 1, который теперь ниже, чем
холм в точке φ = 0.

4. СТАБИЛЬНОСТЬ РЕШЕНИЙ

4.1. Изменение начальных данных. Рассмотрим поведение решений систе-
мы уравнений (5) в окрестности точного решения

φ0(t) = th(t), H0(t) =
1

2m2
p

th(t)
(

1− 1
3

th2(t)
)

2 Теоретическая и математическая физика, т. 148, № 1, 2006 г.
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с целью изучения его стабильности. Подставляя

φ(t) = φ0(t) + εφ1(t), H(t) = H0(t) + εH1(t)

в систему (5), мы получаем в первом порядке по ε следующие уравнения:

Ḣ1 =
1

m2
p

(1− th2(t))φ̇1,

φ̇1 =

(
18− 24m2

p + 24(m2
p − 1) th2(t) + 6 th4(t)

)
th(t)

12m2
p(1− th2(t))

φ1 −

− (3− th2(t)) th(t)
1− th2(t)

H1.

(22)

Система (22) имеет следующее решение:

φ1(t) = 2m2
pC1

(
1− th2(t)

)
+

+ 2m2
pC2

2J(t) + (ch(2t)− 1)(ch(t))2−1/m2
p exp

(
1

2m2
p(ch(2t)+1)

)
ch(2t) + 1

,

H1(t) = C1(1− th2(t))2 −
4m2

pC2J(t)
(ch(2t) + 1)2

,

(23)

где

J(t) =
∫ t

0

sh(τ)(ch(τ))1−1/m2
p
(
2(2m2

p − 1) ch2(τ)− 1
)
exp
{

1
4m2

p ch2(τ)

}
dτ.

Если C2 = 0, то H1(t) и φ1(t) являются ограниченными функциями на всей вре-
менно́й оси t ∈ (−∞,∞) и для всех значений mp и могут быть представлены в
следующем виде:

φ(t) = φ0((1 + εC1)t) + O(ε2), H(t) = H0((1 + εC1)t) + O(ε2).

Рассмотрим случай C2 6= 0. Легко заметить, что если m2
p > 1/2, то φ1(t) стре-

мится к бесконечности при t →∞, следовательно, наши решения нестабильны. При
m2

p = 1/2 из (23) следует, что

H1(t) = (th2(t)− 1)2(C1 − C2J2),

φ1(t) = −(th2(t)− 1)(C1 − C2J2)−
1
2
C2e

− th2(t)/2,

где J2 =
∫ t

0
e− th2(τ)/2 th(τ) dτ . Таким образом, функции H1 и φ1 являются огра-

ниченными. При m2
p < 1/2 функции φ1(t) и H1(t) также являются ограниченны-

ми. Таким образом, при m2
p 6 1/2 наши решения стабильны, первые поправки –

ограниченные функции. Напомним, что при m2
p < 1/2 точки φ = ±1 являются

минимумами, а при m2
p = 1/2 – точками перегиба потенциала.

Для изучения поведения решений с начальными условиями, существенно отлича-
ющимися от начальных условий точного решения, и для ответа на вопрос, являются
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ли траектории точного решения притягивающими или отталкивающими, построим
фазовые портреты при различных значениях m2

p.
Подчеркнем, что требование того, что H(t) – действительная функция, влечет

ограничение на максимальное значение φ̇(t)2, а именно, для всех φ должно выпол-
няться неравенство φ̇2 6 2V (φ). Например, если φ(0) = 0, то физический смысл
имеют только решения с φ̇(0) 6 1, иными словами, точное решение стартует из этой
точки с максимально возможной скоростью.

Мы не можем найти точные решения системы (5) при условиях φ(0) = 0 и φ̇ < 1,
поэтому приведем результаты численных вычислений.

На рис. 5 представлены фазовые портреты для m2
p > 1/2, т.е. в области неста-

бильности нашего решения. Как видно из графиков, эволюция решений заканчи-
вается в точках минимума перевернутого потенциала −V : в нуле при m2

p = 100 и
m2

p = 1 и в точке φ =
√

2/3 ≈ 0.816 при m2
p = 7/12 (см. рис. 4).
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Рис. 5. Фазовые портреты для различных значений m2
p > 1/2. Жирные

линии изображают решения с начальным условием φ̇(0) = 1/2.

Рассмотрим фазовые портреты при m2
p 6 1/2, представленные на рис. 6. В случае

m2
p = 1/2, когда φ = ±1 являются точками перегиба, решение с начальной скоростью

φ̇(0) = 1/2, как и точное решение, стремится к точке φ = 1, однако совпадает с ним
только в этой точке. При m2

p = 1/4 и m2
p = 1/100 численные решения близки к

точному решению и при φ < 1, причем чем меньше m2
p, тем меньше значение φ, при

котором решения с начальными скоростями φ̇(0) = 1/2 и φ̇(0) = 1 обретают почти
равные скорости. Таким образом, поведение первых поправок и фазовые портреты
указывают на стабильность полученного точного решения при m2

p 6 1/2.

4.2. Изменение формы потенциала. В этом пункте мы исследуем влияние
изменения коэффициентов во втором члене потенциала (16) на поведение решений
системы (5). Рассмотрим динамику системы (5) с потенциалом

Ṽ (φ) =
1
2
(1− φ2)2 +

y

12m2
p

φ2(3− φ2)2.

2∗
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Рис. 6. Фазовые портреты при m2
p 6 1/2. Жирные линии изображают

решения с начальными условиями φ̇(0) = 1/2 и φ̇(0) = 1.

Параметр y введен так, что точки φ = ±1 остаются экстремумами потенциала.
Отметим, что с точностью до сдвига на константу и умножения на общий множи-
тель, это единственно возможная модификация четного потенциала (16), оставля-
ющая φ = ±1 экстремальными точками. Уравнение (7) отличается от уравнения
движения кинка (11) наличием слагаемого типа “трения” и дополнительным членом
в потенциале, пропорциональным 1/m2

p. Введение параметра y позволяет разде-
лить эффекты “трения” и дополнительного слагаемого в потенциале и ответить на
вопрос, какой из них обеспечивает стабильность решения.

Для анализа стабильности удобно построить фазовые портреты при различных
параметрах mp и y и расположить их в виде таблицы, как это сделано на рис. 7 и 8.
Опираясь на приведенные фазовые портреты и анализ, выполненный в разделах 3
и 4, мы заключаем, что стабилизация решения возникает благодаря дополнитель-
ному слагаемому в потенциале. А именно, полученное решение является притяги-
вающим при m2

p/y 6 1/2 вне зависимости от численного фактора в коэффициенте
“трения”.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы проанализировали точно решаемую модель ускоренно расширяющейся Все-
ленной с доминирующей темной энергией. Параметр состояния в рассмотренной
модели всегда меньше −1 и стремится к −1 при t → ∞. Такое поведение парамет-
ра состояния приводит к отсутствию в нашей модели сингулярности типа “большой
разрыв”, которая имеет место в моделях с постоянным w < −1. Отметим, что
данные свойства параметра состояния сохранятся и при включении в нашу модель
взаимодействия с холодной темной материей [39]. Также показано, что решение ста-
бильно относительно малых изменений начальных данных при m2

p 6 1/2 и малых
изменений параметров потенциала. Простейший способ получить точно решаемую
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Рис. 7. Фазовые портреты при m2
p 6 1/2 и различных значениях y.
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Рис. 8. Фазовые портреты при m2
p > 1/2 и различных значениях y.

модель, в которой w пересекает барьер космологической постоянной w = −1, состоит
в введении дополнительного скалярного поля [40].
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