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Глава 11. Дифференциальные уравнения вращательного движения
твердого тела в переменных Андуайе и Пуанкаре.
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11.4. Доказательство каноничности преобразования от переменных Эйлера 
     , , , , ,p p p  к переменным Андуайе L G H l g h, , , , , .  
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11.5. Канонические уравнения вращательного движения твердого тела в переменных 
Андуайе. 
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Уравнения движения в переменных Андуайе:
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11.7.1.  Канонические уравнения в переменных Пуанкаре.  
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Уравнения вращательного движения в переменных действие-угол



12.2. Дифференциальные уравнения возмущенного вращательного движения в переменных 
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12.2. Дифференциальные уравнения возмущенного вращательного движения в переменных  
G h, , , , ,    . 
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12.3. К выводу уравнений возмущенного вращательного движения твердого тела в 
случае непотенциальных сил. 
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Глава 17. Интегрирование задачи Эйлера-Пуансо методом Гамильтона-Якоби. 
 
17.1.   Канонические уравнения задачи Эйлера-Пуансо в переменных Андуайе. Первые интегралы. 
17.2.   Уравнение Гамильтона-Якоби в задаче Эйлера-Пуансо. Полный интеграл. Общий интеграл. 
17.3.   Параметры задачи. Области интегрирования. 
17.4.   Обращение интегралов задачи Эйлера-Пуансо в случае a  0  ( 0 1  ). 

17.4.1. Определение переменной  l l t , , ,  1 1 2 . 

17.4.2. Определение переменной  g t, , ,  2 1 2 . 

17.4.3. Определение переменной  L t, , ,... 1 2 .  
17.4.4. Формулы для проекций угловой скорости вращения тела p q r, , . 

17.5.   Обращение общего интеграла задачи Эйлера-Пуансо в случае a  0  (1   ). 

17.5.1. Определение переменной  l l t , , ,  2 1 2 . 

17.5.2. Определение переменной  g t, , ,  2 1 2 .  

17.5.3. Определение переменной  L t, , 1 2 . 
17.6.   Канонические уравнения возмущенного движения в переменных Якоби. 
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Глава 20. Переменные действие-угол в задаче Эйлера - Пуансо. 
 
20.1. Переменные действие-угол. 
20.2. Некоторые свойства переменных действие-угол. 
20.3. Переменные действие-угол в задаче Эйлера-Пуансо (движения в областях I, II) 
20.3.1. Переменные действия (области I, II). 

20.3.2. Вычисление частных производных 
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20.3.4. Преобразующая функция и формулы канонического преобразования от переменных Андуайе к 
переменным действие-угол (области движения I, II). 
20.3.5. Гамильтониан задачи Эйлера-Пуансо в переменных действие I I1 2, . 
20.3.6. Канонические уравнения задачи Эйлера-Пуансо в переменных действие-угол. 
20.3.7. Формулы для частот задачи Эйлера-Пуансо. 
20.4. Переменные действие-угол (переменные Пуассона) в областях III и IV. 
20.4.1. Переменные действия в областях III и IV. 
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20.4.3. Формулы преобразования от переменных Андуайе к каноническим переменным действие-угол 
(области движения III и IV). 
20.4.4. Канонические уравнения задачи Эйлера-Пуансо в переменных действие-угол и формулы для 
частот движения в областях III и IV. 



Глава 21. Решение задачи Эйлера-Пуансо в тета-функциях. Формулы для 
направляющих косинусов ~ ,B Bi j i j  и проекций векторов угловой скорости и углового 
ускорения на оси твердого тела (движения в областях I и III). 
 
21.1. Формулы связи эллиптических функций Якоби и их производных с тета-функциями  l . Значения 

      l l l0 0 1 2 3 4, , , ,  . 
21.2. Выражение эллиптического интеграла третьего рода через функции Якоби и тета- функции. 
21.3. Решение задачи Эйлера-Пуансо в тета-функциях (область движений I). 
21.3.1. Решение задачи Эйлера-Пуансо в эллиптических функциях и интегралах. 
21.3.2. Параметры a,  в случае движений в области I и выражение переменной Андуайе  в тета-
функциях. 
21.3.3. О значениях тета-функций  l z  и их производных     l z l 1 2 3 4, , ,  при z i  . 

21.3.4. Выражение usn221   в тета-функциях. 
21.3.5. Формулы решения задачи Эйлера-Пуансо в тета-функциях (область I). 
21.3.6. Выражения компонент угловой скорости тела p q r, ,  и компонент углового ускорения   , , p q r  в 
тета-функциях. 
21.4. Решение задачи Эйлера-Пуансо в тета-функциях (область движений III). 
21.4.1. Решение задачи Эйлера-Пуансо в эллиптических функция и интегралах. 
21.4.2. Параметры a,  в случае движений в области III и выражение переменной Андуайе в тета-
функциях. 
21.4.3. О значениях тета-функций  l z  и их производных     l z l 1 2 3 4, , ,  при z i  . 
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21.4.5. Формулы решения задачи Эйлера-Пуансо в тета-функциях (область III). 
21.4.6. Выражения компонент угловой скорости тела p q r, ,  и компонент углового ускорения  , , p q r  в 
тета-функциях. 
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23.4. Ряды Фурье для направляющих косинусов ~Bi j  в случае движений в области I. 
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23.9. Ряды Фурье для проекций векторов угловой скорости и углового ускорения ( p q r, ,  
и  , , p q r  ) в случае движений в области I. 
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24.2.2. Ряды Фурье для направляющих косинусов bi j . 
            Область движений III. 
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25. Ряды Фурье для произведений направляющих косинусов  и их квадратов  
(движения в областях I и III). 

 
Рис. 25.1. Диаграмма взаимных произведений направляющих косинусов bi j . 
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25.3. Ряды Фурье для произведений и квадратов направляющих косинусов ~Bi j . 
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25.3.2. Свойства функций Ri j . Выражение контурного интеграла через вычеты. 
Формула для вычетов.   
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25.3.6.1. Общие формулы для рядов Фурье. Выражения коэффициентов t Pi j k i j k; ;, .  
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Приложение 3.  Контроль правильности рядов Фурье для произведений и квадратов 
направляющих косинусов i j nkb b . 

[10]   b b b b b b11 12 21 22 31 32 0   , 
[11]   b b b b b b11 13 21 23 31 33 0   , 
[12]   b b b b b b12 13 22 23 32 33 0   . 

 
[13]   b b b b b33 11 22 21 12  . 
[14]   b b b b b32 21 13 11 23  , 
[15]   b b b b b31 23 12 22 13  , 

[16]   b b b b b23 31 12 11 32  ,    
[17]   b b b b b22 11 33 31 13  ,     
[18]   b b b b b21 32 13 12 33  ,     
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[4]     b b b b b b11 21 12 22 13 23 0   , 
[5]     b b b b b b11 31 12 32 13 33 0   , 
[6]     b b b b b b21 31 22 32 23 33 0   , 
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[20]   b b b b b12 31 23 21 33  , 
[21]   b b b b b11 22 33 32 23  . 
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26.2. Ряды Фурье для проекций вектора угловой скорости и вектора углового ускорения на 
         оси промежуточной системы координат, связанной с вектором кинетического момента. 



1. Ряды Фурье функций : 2ie  , 2ie  , cos 2 , sin 2 , 2cos  , 2sin  , cos 2g , sin 2g , 2cos g , 2sin g .

2. Ряды Фурье функций: 4ie  , 4ie  , cos 4 , sin 4 , 2cos 2 , 2sin 2 , cos 4g , sin 4g , 2cos 2g , 2sin 2g . 

3. Ряды Фурье функций: cos , sin , 2cos
2
 , 2sin

2
 . 

4.  О разложениях скоростей l , L , g ,   и правых частей уравнений Андуайе для задачи Эйлера-Пуансо. 

5. Ряды Фурье функций: 2cos l , 2sin l , cos 2l , sin 2l . 

6. Ряды Фурье функций: 2cos  , 2sin  , cos 2 , sin 2 . 

7. Ряды Фурье функций: 2cos cos l , 2cos sin l , cos cos 2l , cos sin 2l . 

8. Ряды Фурье функций для переменных: g , g , g . 

9. Ряды Фурье функций для переменных: l , l , l . 
10. Ряды Фурье функции sin sin cosl l  и переменных  ,  ,  . 

11. Решение задачи Эйлера-Пуансо в рядах Фурье для переменных Андуайе. 
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16.8. Соотношения между углами  ,  и   в задаче Эйлера-Пуансо для 
осесимметричного тела. Ряды невозмущенного движения сфероида. 
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30.1. Уравнения возмущенного вращательного движения деформируемого 
тела. 
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30.2.1. Возмущения модуля углового момента G .  
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30.2.2. Возмущения эксцентриситета фазовой траектории  . 
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30.2.3. Возмущения наклонности вектора кинетического момента  . 

     ;0 ,0 ;0 , 2 ;0 ,2 2
1 1

cos cos cos 2 
 

    
 

            ν ν ν ν ν ν
ν ν ν

   

   ;2 , 1 2 ;2 ,2 1 2
1 1; 1 1;

1 1

cos 2 cos 2 2m m
m m

m m   
 
 

       
 

    
   

            ν ν ν ν
ν ν

 

 (22) (33)
5 0,0 0,0

;0,0 2 csc
b R c RP

G


 



 ν ν

ν
ν

,    

 5 0,1 ;
;0,

cos ( ) ( )csc f RP
G

 


    








 ν
ν

, 

 5 0,2 ;2
;0,2

2 cos ( ) ( )
2

csc b RP
G




    








 
ν

ν
ν

, 

 5 2 , ;
;2 ,

cos ( ) ( )
2

csc m
m

f R
m

P
G

 
 

    


 





  
ν

ν
ν

 5 2 ,2 ;2
;2 ,2

2 cos ( ) ( )
2 2

csc m
m

b R
m

P
G

 
 

    


 





  
ν

ν
ν

. 



30.2.4. Возмущения долготы восходящего узла плоскости  
Андуайе ортогональной вектору кинетического момента 
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30.2.5. Возмущения переменной 1 . 
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30.2.6. Возмущения переменной 2 . 
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30.3. Возмущенное вращательное движение небесного тела в случае малых значений 
параметра  . 
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30.3.2. Возмущения наклонности вектора кинетического момента  .  

 0 0

2

1 1 cosU Uctg ec
G G h

   
 

 
 

1 1

2

csc cos U U
G h
    

 
 
 
 

 

 (22) (33)
5 0,0 0,0 cos( )2 csc
b R c RP

G


 


 


  ν ν
ν

ν ν

 

   5 0,1 ;
2

1

cos ( ) ( )
coscsc f RP

G
 



    








  

 
  ν

ν ν

   

   5 0,2 ;2
2

1

2 cos ( ) ( )
cos 2

2
csc b RP

G




    








   

  ν
ν

ν ν

                   

                        5 2 , ;
1 2

1 1;
1

cos ( ) ( )
cos 2

2
csc m

m

f R
m

m
P
G

  




    
  

 




 



    

    ν
ν ν

 

              5 2 ,2 ;2
1 2

1 1;
1

2 cos ( ) ( )
cos 2 2

2 2
csc m

m

b R
m

m
P
G

 




    
  

 




 



   

    ν
ν

ν ν

. 



30.3.3. Возмущения переменной  .   
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Возмущения от дополнительной части возмущающей функции порядка   



30.3.4. Возмущения угловой переменной  .  
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30.3.5. Возмущения угловой переменной  .  

 2
0

121
1U dt dtUctg
G



 

 


   



30.3.6. Возмущения долготы восходящего узла плоскости Андуайе h .   

0 11 csc cscdt dtU Uh
G G

   
 

  

    ,1 , 1(1)
2,1 1 2 1 2

( ) ( )1 csc sin( 2 ) sin( 2 )
2 2 2

R RPh B
G

 
      

 
  

                
 ν ν

ν ν
ν ν ν

   

         ,1 , 1(1)
0,1 2 2

( ) ( )1 csc sin( ) sin( )
2

R RP B
G

 
   

 
  

          
 ν ν

ν ν
ν ν ν

,              

 (1) 2 2 2
2,1

1 (1 1 )
4

B    

        , (1) 2 2 2

0,1 3

1 (1 1 )B    


       .   
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(Земли).  
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30.4.1. Гравитационная составляющая чандлеровского движения полюса.  

 2 2
1 2 3 (0) 2 (1) (2) 2

0 0 02

2

2 2 2 2 3

3(1 3cos ) 3sin 2 sin
2)

3 ( )

8 (1 ( )

b b b
A A A

n A C

G
  




    

        




  

K EK E

K


2 2 2 2 2
1 2 (1 ) ( )b D            ,  2 2

2 2b D  ,                       
2 2

3 ( )b D     , 2 2[ (1 ) ]D      . 

 (0) 2 (1) (2) 2
2

2

3(1 3cos ) 3sin 2 sin
2

3 ( )(2 )
4 1

A A An A C D
C

  
 

      
 


0 0 0



30.4.2. Постоянная прецессии.
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Вклад чандлеровского движения полюса в постоянную прецессии.   
11

0 (1 0.222921 10 )p p   



У фонтана с сыновьями Сашей
(3 года) и Мишей (4 года),
г. Сарагосса, Испания, 1992 г.

Спасибо за внимание!


