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Общая характеристика работы

Актуальность работы.
Теорема Хаага является важным результатом аксиоматического подхода в

квантовой теории поля. В традиционной формулировке теории поля предполага-
ется, что полевые операторы удовлетворяют каноническим коммутационным со-
отношениям (ККС) в заданный момент времени. Аксиоматический подход поз-
волил взглянуть на эту идею с новой точки зрения.

В случае системы с конечным числом степеней свободы 𝑛 можно пока-
зать [1], что любые два представления коммутационных соотношений в форме
Вейля связаны унитарным преобразованием, т. е. являются унитарно эквива-
лентными. В частности, всегда существует унитарный оператор 𝑉 (𝑡2, 𝑡1), свя-
зывающий операторы координаты 𝑄𝑛 и импульса 𝑃𝑛 (образующие элементы
алгебры коммутационных соотношений) в разные моменты времени:

𝑄𝑛(𝑡2) = 𝑉 (𝑡2, 𝑡1)𝑄𝑛(𝑡1)𝑉
−1(𝑡2, 𝑡1),

𝑃𝑛(𝑡2) = 𝑉 (𝑡2, 𝑡1)𝑃𝑛(𝑡1)𝑉
−1(𝑡2, 𝑡1).

(1)

Используемое в обычной формулировке теории возмущений представ-
ление взаимодействия является, по сути, попыткой перенести этот результат в
теорию поля, т. е., в теорию систем с бесконечным числом степеней свободы. В
этом случае предполагается, что канонические переменные (например, 𝜙(𝑡, 𝑥⃗)) в
каждый момент времени связаны унитарным преобразованием с каноническими
переменными свободного поля 𝜙(0)(𝑡, 𝑥⃗):

𝑉 (𝑡)𝜙(𝑡, 𝑥⃗)𝑉 −1(𝑡) = 𝜙(0)(𝑡, 𝑥⃗). (2)

Зависимость от времени оператора 𝑉 отражает наличие взаимодействия. Опера-
тор рассеяния в представлении взаимодействия определяется так:

𝑆 = lim
𝑡→∞

𝑉 (𝑡)𝑉 (−𝑡)*. (3)

Однако, как выясняется в рамках алгебраического подхода, существует множе-
ство унитарно неэквивалентных представлений ККС, и уже этот факт ставит
под сомнение рассуждения, приводящие к (2). Результаты исследований Р. Хаага
показывают [2], что, действительно, эти рассуждения неверны: за исключением
случая, когда 𝜙(𝑡, 𝑥⃗) — свободное поле, не существует математически корректно
определенного оператора 𝑉 , удовлетворяющего (2).

Теорема Хаага в своей более поздней формулировке [3] содержит так-
же утверждение о числе совпадающих функций Уайтмана (вакуумных средних
от произведения полевых операторов) в двух теориях, связанных унитарным
преобразованием. Функции Уайтмана играют важную роль: зная эти функции,
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можно в некотором смысле полностью восстановить теоретико-полевую модель.
Кроме того, теорема указывает, что если в двух теориях не совпадают опреде-
ленное число функций Уайтмана, то необходимо использовать неэквивалентные
представления коммутационных соотношений.

В связи с важностью роли функций Уайтмана значительный интерес
представляет обобщение утверждения теоремы Хаага на различные специ-
альные варианты теории поля. Настоящая работа посвящена исследованию
этой возможности для двух вариантов: некоммутативной квантовой теории по-
ля (НКТП) и теории в пространстве с индефинитной метрикой.

Идея введения некоммутирующих пространственно-временных перемен-
ных берет свои истоки из принципов квантовой механики. Так, при квантовании
координатам 𝑞𝑖 и сопряженным к ним импульсам 𝑝𝑖 ставятся в соответствие эр-
митовы операторы 𝑞𝑖 и 𝑝𝑖 , действующие в гильбертовом пространстве векторов
состояний. После этого согласно принципу соответствия постулируются канони-
ческие коммутационные соотношения: [𝑞𝑖, 𝑝𝑗] = 𝑖𝛿𝑖𝑗 . Так получается некое кван-
товое фазовое пространство. Фон Нейман [4] был первым, кто строго описал
такие пространства, при этом сам он называл область своих изысканий “геомет-
рией без точек” (“pointless geometry”) на основании того факта, что в квантовом
фазовом пространстве понятие точки бессмысленно в силу принципа неопре-
деленности Гейзенберга. Эти работы привели к разработке теории алгебр фон
Неймана и положили начало развитию некоммутативной геометрии [5], занима-
ющейся изучением реализации некоммутативных 𝐶*-алгебр на топологических
пространствах. С построением этой области математики и связано активное раз-
витие некоммутативной квантовой теории поля, начало которой было заложено
в работах Маркова [6, 7] и Снейдера [8, 9]. Подобно квантованию классического
фазового пространства, некоммутативное пространство-время вводится заменой
пространственно-временных координат на эрмитовы генераторы некоммутатив-
ной алгебры операторов в некотором гильбертовом пространстве. В наиболее
простом варианте некоммутативной теории в пространстве Минковского соот-
ношения между координатами имеют вид:

[𝑥̂𝜇, 𝑥̂𝜈] = 𝑖𝜃𝜇𝜈, (4)

где 𝜃𝜇𝜈 - постоянная антисимметричная матрица.
Новый этап в развитии теорий этого рода связан с появлением аргументов

в пользу их обобщения на сверхмалые расстояния и сверхвысокие энергии [10],
а также с установлением связи НКТП с теорией струн [11]. Так, было пока-
зано, что некоммутативные теории возникают в низкоэнергетическом пределе
теории струн во внешних полях специального вида. Некоммутативные теории
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представляют и самостоятельный интерес как один из вариантов модели с до-
полнительными пространственными измерениями [12–16].

Основы аксиоматического подхода к НКТП в формулировке Уайтмана
были заложены в работах [17–22]. Для некоммутативной теории типа “space-
space” (т. е., когда время коммутирует с пространственными переменными,
𝜃0𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, 3) были получены аналоги постулатов спектральности и
локальности, получены свойства аналитичности функций Уайтмана, доказана
𝐶𝑃𝑇 -теорема для простейшего случая скалярного поля. В работе [21] рассмат-
ривалась и теорема Хаага, однако её доказательство было получено лишь для
частного случая 𝑆𝑂(1, 1)-инвариантной НКТП типа “space-space”. В связи с ак-
тивным развитием теорий в пространствах многих измерений интересно было
бы получить многомерное обобщение теоремы и ее следствий, в том числе и
для случая “time-space” некоммутативности (время некоммутативно с простран-
ственными переменными), поскольку и для этого класса в последнее время были
получены варианты последовательной теории [23, 24].

Другим интересным вариантом является теория поля в пространстве с
индефинитной метрикой. Хорошо известно, что индефинитную метрику и нефи-
зические частицы необходимо вводить в калибровочных теориях, чтобы исполь-
зовать ковариантную калибровку. Например, при квантовании электромагнитно-
го поля рассматриваются операторы 𝑎±𝑛 как операторы рождения и уничтожения
четырех независимых сортов фотонов: двух поперечных, “продольных” и “вре-
менных”. Однако такое квантование оказывается несовместимым с предполо-
жением о вещественности поля или положительности метрики. Чтобы преодо-
леть эту трудность, Блейлер [25] и Гупта [26] использовали формальный при-
ем, основанный на том, что соответствующие нулевой компоненте потенциала
“временные” и “продольные” фотоны в действительности не существуют, а их
возникновение в промежуточных рассуждениях связано с переходом от наблю-
даемых величин (векторов E и H) к ненаблюдаемому 4-потенциалу 𝐴. Чтобы
сохранить самосопряженность оператора 𝑎𝑛, вводится индефинитная метрика в
пространстве амплитуд состояния.

Представления канонических коммутационных соотношений в простран-
ствах с индефинитной метрикой были изучены сравнительно недавно [27], [28].
При этом оказалось, что для описания реалистичных физических ситуаций необ-
ходимо работать в классе пространств Крейна [29]. В работе [27] показано, что,
помимо фоковского представления, в пространстве Крейна возможно представ-
ление ККС с отрицательным спектром оператора числа частиц 𝑁 = 𝑎+𝑎 (так на-
зываемый антифоковский случай). Именно этот случай соответствует теории с
нефизическими частицами. В работе [28] был получен аналог вейлевского пред-
ставления алгебры ККС для случая нефизических частиц. Обобщение теоремы
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Хаага на случай нефизических частиц было бы следующим логичным шагом,
позволяющим продвинуться в изучении свойств единственности представлений
ККС в пространствах с индефинитной метрикой для систем с бесконечным чис-
лом степеней свободы.

Целью диссертационной работы является исследование возможности
обобщения теоремы Хаага и ее следствий на два специальных класса теорий.
В качестве первого класса рассматривается некоммутативная квантовая теория
поля в двух своих вариантах перестановочных соотношений операторов вре-
менных и пространственных координат: “space-space” и “time-space”. В качестве
второго класса рассматривается теория поля в пространстве с индефинитной
метрикой. Для достижения указанной цели были поставлены и решены следую-
щие задачи:

1. Рассмотрение общего случая 𝑆𝑂(1, 𝑘)-инвариантной теории с произволь-
ным фиксированным числом некоммутативных координат. Определение
числа совпадающих функций Уайтмана в двух таких теориях, связанных
унитарным преобразованием.

2. Вывод следствий из теоремы Хаага для процессов рассеяния частиц в мно-
гомерном некоммутативном пространстве.

3. Доказательство теоремы Хаага в некоммутативной теории типа “time-
space”.

4. Исследование антифоковской реализации канонических коммутационных
соотношений в пространстве Крейна с помощью методов алгебраического
подхода к КТП.

Научная новизна:

1. Впервые было получено обобщение теоремы Хаага для квантовой теории
поля на некоммутативном четырехмерном пространстве-времени в вариан-
тах как пространственной, так и пространственно-временной некоммута-
тивности.

2. Рассмотрен общий случай SO(1, k)-инвариантной теории с произвольным
фиксированным числом некоммутативных координат, в котором была уста-
новлена зависимость числа совпадающих функций Уайтмана в теориях,
связанных унитарным преобразованием, от числа коммутативных размер-
ностей пространства.

3. Получены следствия обобщенной теоремы Хаага для некоторых процессов
рассеяния в многомерном коммутативном и некоммутативном простран-
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стве. Установлено равенство амплитуд и полных сечений упругого рассе-
яния в теориях, связанных унитарным преобразованием. Доказано, что ра-
венство некоторого числа функций Уайтмана в двух теориях приводит так-
же к равенству амплитуд некоторых неупругих процессов.

4. С помощью методов алгебраического подхода впервые было показано, что
обобщение теоремы Хаага может быть получено для теории, в которой ре-
гулярные представления канонических коммутационных соотношений реа-
лизованы в пространстве с индефинитной метрикой.

Научная и практическая значимость. Результаты диссертации важны как для
фундаментальной теории, так и для экспериментальных исследований при высо-
ких энергиях. Полученные в рамках некоммутативной теории результаты могут
быть полезны в теоретическом исследовании процессов в пространствах с до-
полнительными (компактными и некомпактными) измерениями. В этом случае
они позволяют получить связь различных характеристик процессов рассеяния
частиц в многомерном пространстве в двух теориях, связанных унитарным пре-
образованием. Доказательство теоремы Хаага для нефизических частиц имеет
большое теоретическое значение в исследовании представлений коммутацион-
ных соотношений в пространствах с индефинитной метрикой для систем с бес-
конечным числом степеней свободы.

На защиту выносятся следующие результаты и положения:

1. Обобщение теоремы Хаага в квантовой теории поля на некомму-
тативном четырехмерном пространстве-времени может быть получено
как для пространственного (”space-space”), так и для пространственно-
временного (”time-space”) вариантов некоммутативности.

2. В двух 𝑆𝑂(1, 𝑘)-инвариантных некоммутативных теориях, связанных уни-
тарным преобразованием, совпадают все функции Уайтмана вплоть до
(𝑘 + 1)-точечных.

3. Для НКТП типа ”space-space” существует аналог редукционных формул
Лемана-Циммермана-Симанзика. При этом равенство первых (𝑘+1) функ-
ций Уайтмана в двух теориях приводит к равенству амплитуд соответству-
ющих неупругих процессов рассеяния “𝑚 → 𝑛”, если 𝑛+𝑚 6 𝑘+1. Кроме
того, совпадают амплитуды и полные сечения упругого рассеяния “2 → 2”.

4. Обобщение теоремы Хаага может быть получено для теории, в которой ре-
гулярные представления канонических коммутационных соотношений реа-
лизованы в пространстве с индефинитной метрикой.
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Апробация работы. Результаты работы были представлены на следую-
щих международных и всероссийских конференциях, научно-методических се-
минарах: 19th International workshop on high energy physics and quantum field
theory “QFTHEP” (Москва, 2010 г.); 16th International seminar on high energy
physics “QUARKS” (Коломна, 2010 г.); 15th International conference on symmetry
methods in physics “SYMPHYS” (Дубна, 2011 г.); международная научная кон-
ференция студентов, аспирантов и молодых учёных «Ломоносов» (Москва,
2012г., 2013 г.); cеминар отдела теоретической физики высоких энергий НИИЯФ
МГУ (Москва, 2013 г.).

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 7 печатных рабо-
тах, из них 3 статьи в рецензируемых журналах и 4 работы в сборниках трудов
конференций. Библиографические данные печатных работ приведены в конце
автореферата.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,
трех глав, заключения и списка использованных источников. Общий объем дис-
сертации составляет 93 страницы. Список литературы содержит 52 наименова-
ния.

Содержание работы

Во введении дана общая характеристика работы, обоснована актуаль-
ность выбранного направления исследований, сформулированы цель и задачи
работы.

В первой главе представлен обзор основных результатов аксиоматиче-
ского подхода в квантовой теории поля, связанных с теоремой Хаага и получен-
ных в рамках как стандартной, так и некоммутативной теории. В первой части
обзора изложены основы уайтмановского подхода в стандартной теории поля.
Приведены аналитические свойства функций Уайтмана, формулировки теоремы
реконструкции и теоремы Хаага.

Во второй части обзора приведены основные положения некоммутатив-
ной теории поля, а также результаты, связанные с развитием уайтмановского
подхода в ней. Описаны основные варианты НКТП, а также трудности, встреча-
ющиеся в таких теоретических построениях. Представлены постулаты форма-
лизма Уайтмана для НКТП. В заключительных параграфах первой главы пред-
ставлены результаты, связанные с возможностью распространения теоремы Ха-
ага и её следствий на 𝑆𝑂(1, 1)-инвариантную НКТП типа “space-space”.

Вторая глава посвящена обобщению теоремы Хаага на различные вари-
анты НКТП.
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В разделе 2.1 рассмотрен случай некоммутативности типа “space-space”
в 𝑆𝑂(1, 𝑘)-инвариантной теории. Такая теория инвариантна относительно соб-
ственных преобразований Лоренца в (𝑘 + 1) - мерном пространстве, затраги-
вающих одну временную переменную и 𝑘 коммутативных пространственных
переменных. При этом задано произвольное четное число 𝑚 некоммутативных
пространственных переменных.

Коммутационные соотнощения между координатами для случая, когда
𝑚 = 2𝑛, имеют вид: [︀

𝑥̂𝑖, 𝑥̂𝑗
]︀
= 𝑖𝜃𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑛, (5)

где 𝜃𝑖𝑗 — действительная матрица размерности 2𝑛 × 2𝑛. Остальные (𝑘 + 1) пе-
ременных (включая время) коммутативны, т. е. коммутируют между собой и со
всеми 𝑥̂𝑗 из (5). Линейной заменой переменных соотношения (5) можно приве-
сти к более удобному виду

[𝑥̂1, 𝑥̂2] = 𝑖𝜃1, , . . . , [𝑥̂2𝑛−1, 𝑥̂2𝑛] = 𝑖𝜃𝑛. (6)

Здесь 𝜃1, . . . , 𝜃𝑛 — положительные действительные параметры, а остальные ком-
мутаторы равны нулю. Некоммутативные поля Φ(𝑥̂1, . . . , 𝑥̂2𝑛) в этом случае
реализуются как операторы в гильбертовом пространстве квантовой механики
частицы в 𝑛-мерном пространстве с координатами и импульсами

𝑞1 =
𝑥̂1√
𝜃1
, 𝑝1 =

𝑥̂2√
𝜃1
, . . . , 𝑞𝑛 =

𝑥̂2𝑛−1

√
𝜃𝑛

, 𝑝𝑛 =
𝑥̂2𝑛√
𝜃𝑛
. (7)

Для доказательства первой части утверждения теоремы Хаага использу-
ются аналитические свойства функций Уайтмана, которые обобщаются на рас-
сматриваемый вариант НКТП благодаря коммутативности временной перемен-
ной. Именно, в такой теории можно по-прежнему выделять точки Иоста, веще-
ственные точки аналитичности функций Уайтмана. На основании того факта,
что две функции Уайтмана, совпадающие в точках Йоста, совпадают тожде-
ственно, и проводится обобщение первой части теоремы. Доказывается, что в
двух теориях, связанных унитарным преобразованием, совпадают все функции
Уайтмана вплоть до (𝑘 + 1)-точечных.

Доказательство второй части теоремы проводится на основе равенства
двухточечных функций Уайтмана в двух теориях, а также на основе условия
локальной коммутативности. В итоге приводится обобщенный вариант теоремы:

Теорема. Пусть:

∙ 𝜙𝑗(𝑓, 𝑡), 𝑗 = 1, 2 — два неприводимых набора операторов скалярного ней-
трального поля в момент времени 𝑡, определенных в гильбертовых про-
странствах ℋ𝑗;
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∙ обе теории являются некоммутативными с 𝜃0𝑖 = 0 и 𝑆𝑂(1, 𝑘)-
инвариантными;

∙ вакуум Ψ0𝑗 является единственным нормированным 𝑆𝑂(1, 𝑘)-
инвариантным состоянием в ℋ𝑗;

∙ выполнен постулат спектральности;

∙ две теории связаны унитарным преобразованием.

Тогда:

1. первые 𝑘 + 1 функции Уайтмана совпадают в обеих теориях;

2. если 𝜙1(𝑥) — свободное поле массы m, то 𝜙2(𝑥) — также свободное поле
той же массы.

В заключении раздела 2.1 выводятся следствия из теоремы для комму-
тативной 𝑆 𝑂 (1, 𝑘)-инвариантной теории при 𝑘 > 3. В этом случае рассмат-
риваются процессы рассеяния в (𝑘 + 1)-мерном коммутативном пространстве-
времени, так что 𝑆 𝑂 (1, 𝑘)-симметрия сохраняется, а некоммутативность от-
сутствует. На основании редукционных формул Лемана-Циммермана-Симанзика
для процесса “𝑚 → 𝑛”

< 𝑝′1, . . . , 𝑝
′
𝑛|𝑝1, . . . , 𝑝𝑚 >𝑖∼

∼
∫︁

𝑑 𝑥1 . . . 𝑑 𝑥𝑛+𝑚 exp{𝑖 (−𝑝1 𝑥1 − . . .− 𝑝𝑚 𝑥𝑚 + 𝑝′1 𝑥𝑚+1 + . . .+ 𝑝′𝑛 𝑥𝑛+𝑚)}×

×
𝑛+𝑚∏︁
𝑗=1

(�𝑗 −𝑚2) ⟨Ψ0𝑖|𝑇 𝜙𝑖 (𝑥1) . . . 𝜙𝑖 (𝑥𝑛+𝑚)|Ψ0𝑖⟩,

𝑖 = 1, 2

(8)

и доказанного утверждения теоремы устанавливается равенство амплитуд
неупругого процесса “𝑚 → 𝑛” в двух теориях, если 𝑛+𝑚 6 𝑘 + 1.

В разделе 2.2 выводится аналог редукционных формул Лемана-
Циммермана-Симанзика для некоммутативной теории. Применимость редукци-
онных формул здесь неочевидна, поскольку вместо стоящего в функциях Грина
хронологического произведения операторов нужно использовать упорядоченное
⋆-произведение вследствие деформации алгебры операторов:

𝐺𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = ⟨Ψ0|𝑇 (𝜙(𝑥1) ⋆ . . . ⋆ 𝜙(𝑥𝑛))|Ψ0⟩, (9)

10



где ⋆-произведение операторов, взятых в различных точках, определяется сле-
дующим образом:

𝜙(𝑥1) ⋆ . . . ⋆ 𝜙(𝑥𝑛) =
∏︁
𝑎<𝑏

exp

(︂
𝑖

2
𝜃𝜇𝜈

𝜕

𝜕𝑥𝜇𝑎

𝜕

𝜕𝑥𝜈𝑏

)︂
𝜙(𝑥1) . . . 𝜙(𝑥𝑛),

𝑎, 𝑏 = 1, 2, . . . 𝑛,

(10)

а хронологическое ⋆-произведение операторов является естественным обобще-
нием обычного 𝑇 -произведения :

𝑇 (𝜙1(𝑥1) ⋆ . . . ⋆ 𝜙𝑛(𝑥𝑛)) = 𝜙𝜎1
(𝑥𝜎1

) ⋆ . . . ⋆ 𝜙𝜎𝑛
(𝑥𝜎𝑛

), (11)

где 𝜎1, . . . , 𝜎𝑛— перестановка индексов 1, . . . , 𝑛, такая, что

𝑥0𝜎1
> 𝑥0𝜎2

> . . . > 𝑥0𝜎𝑛
.

Для 𝑆𝑂(1, 𝑑)-инвариантной теории с некоторым числом дополнительных
некоммутативных размерностей 𝑙 окончательное выражение для редукционных
формул получено в следующем виде:

⟨Ψ0|𝑎−𝑜𝑢𝑡(𝑝1) . . . 𝑎−𝑜𝑢𝑡(𝑝𝑘) 𝑎+𝑖𝑛(𝑝𝑘+1) . . . 𝑎
+
𝑖𝑛(𝑝𝑛)|Ψ0⟩ =

[︂
1

𝑖(2𝜋)(𝑑+𝑙)/2

]︂𝑛
×

× exp

[︃
𝑖

2
𝜃𝜇𝜈

∑︁
𝑎<𝑏

𝑝𝜇𝑎, 𝑛𝑐𝑝
𝜈
𝑏, 𝑛𝑐

]︃⃒⃒⃒⃒
⃒
−𝑝𝑜𝑢𝑡

𝑛∏︁
𝑗=1

𝑝2𝑗 −𝑚2√︀
2𝜔(𝑝𝑗)

𝐺𝑛(−𝑝1, . . . , −𝑝𝑘, 𝑝𝑛, . . . , 𝑝𝑘+1),

(12)

где 𝐺𝑛(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) — фурье-образ функции Грина:

𝐺𝑛(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) =

∫︁
𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 exp

⎡⎣−𝑖
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗𝑥𝑗

⎤⎦ 𝐺(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Отличие от стандартных формул выражается в наличии дополнительного фазо-
вого множителя

𝑁(𝑝1, 𝑛𝑐, . . . , 𝑝𝑛, 𝑛𝑐) = exp

[︃
𝑖

2
𝜃𝜇𝜈

∑︁
𝑎<𝑏

𝑝𝜇𝑎, 𝑛𝑐𝑝
𝜈
𝑏, 𝑛𝑐

]︃⃒⃒⃒⃒
⃒
−𝑝𝑜𝑢𝑡

,

где ограничитель |−𝑝𝑜𝑢𝑡
указывает на то, что выходящие импульсы нужно взять

со знаком “минус”.
Соотношение (12) позволяет распространить полученные в разделе 2.1

результаты для рассеяния частиц на некоммутативную теорию. Соответствую-
щие результаты приводятся в разделе 2.3.
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Раздел 2.4 посвящен распространению теоремы Хаага на случай тео-
рии с некоммутативностью типа “time-space”. Такая теория является 𝑆𝑂(1, 1)-
инвариантной, однако теперь все переменные являются некоммутативными,
и свойства аналитичности функций Уайтмана нарушаются. В частности, в
такой теории нельзя выделить точки Йоста. Функции Уайтмана принадле-
жат пространству обобщенных функций (𝒮𝛽)′, сопряженному к пространству
Гельфанда-Шилова 𝒮𝛽, 𝛽 < 1/2.

При доказательстве второй части теоремы (о свободном поле) также воз-
никает проблема: в отличие от коммутативной 𝑆𝑂(1, 1)-теории здесь нельзя
сформулировать условие локальной коммутативности, которое требуется для до-
казательства равенства нулю тока для поля, унитарно эквивалентного свободно-
му полю.

Доказательство теоремы Хаага осуществляется следующим способом,
обходящим перечисленные трудности: производится обрыв ряда разложения экс-
поненты в ⋆-произведении (10) до некоторого конечного числа членов 𝑘. Полу-
ченные таким образом функции Уайтмана 𝑊𝑘 становятся обобщенными функ-
циями умеренного роста. После этого формулируется локальная теория: с ис-
пользованием теоремы реконструкции по функционалам 𝑊𝑘 восстанавливают-
ся гильбертово пространство ℋ𝑘, представление группы Пуанкаре и операто-
ры поля 𝜙(𝑘)(𝑥). Далее стандартным способом получаются все основные свой-
ства аналитичности функций Уайтмана 𝑊𝑘. На основании 𝑆𝑂(1, 1)-симметрии
выводится утверждение о совпадении двухточечных функций Уайтмана. Кроме
того, операторы поля 𝜙(𝑘)(𝑓) рассматриваемой локальной теории будут удовле-
творять условию локальной коммутативности. Далее повторяются рассуждения
раздела 2.1. После этого осуществляется предельный переход при 𝑘 → ∞ от
такой локальной теории к некоммутативной теории, при этом свойства слабой
сходимости функционалов из пространств 𝒮 ′ (обобщенных функции умеренного
роста) и (𝒮𝛽)′ используются для доказательства корректности такого перехода.
Утверждение теоремы Хаага выполнено для полей 𝜙(𝑘)(𝑥) и функций 𝑊𝑘, сле-
довательно, оно выполнено и для их предельных значений — полей и функций
Уайтмана 𝑊⋆(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) в НКТП.

Глава 3 посвящена рассмотрению возможности обобщения теоремы Ха-
ага на теории с индефинитной метрикой.

В разделах 3.1 и 3.2 приводятся необходимые сведения из алгебраиче-
ского подхода к квантовой теории поля. В разделе 3.1 обсуждается обобщен-
ная формулировка представления канонических коммутационных соотношений
в форме Вейля, охватывающая физические системы с любым числом степеней
свободы (конечным или бесконечным). В разделе 3.2 приводится алгебраическая
формулировка теоремы Хаага.
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В разделе 3.3 рассматриваются некоторые свойства пространства Крейна,
являющегося важным частным случаем пространства с индефинитной метрикой.

В разделе 3.4 рассмотрены представления канонических коммутацион-
ных соотношений в пространстве Крейна. Основное внимание уделено классу
антифоковских представлений, который характеризуется наличием отрицатель-
ного спектра у оператора числа частиц 𝑁 = 𝑎+𝑎. Этот случай соответствует
теории с нефизическими частицами.

В разделе 3.5 проводится обобщение теоремы Хаага на выбранный класс
теорий. Для этого сначала строится аналог представления Вейля для антифоков-
ской реализации в пространстве Крейна в соответствии с [28]. Вводятся опера-
торы 𝑏𝑘 и 𝑏+𝑘 , связанные с операторами антифоковского представления 𝑎𝑘 и 𝑎+𝑘
посредством соотношений:

𝑏𝑘 = 𝑎+𝑘 , 𝑏+𝑘 = 𝑎𝑘. (13)

Знак “ + ” обозначают сопряжение по отношению к индефинитному скалярно-
му произведению. В терминах новых операторов коммутационные соотношения
принимают вид:

[𝑏𝑘, 𝑏
+
𝑙 ] = −𝛿𝑘𝑙. (14)

Известно [29], что в пространстве Крейна можно ввести положительно опре-
деленное произведение и операцию сопряжения “ * ” относительно него. Для
антифоковского представления известна связь между двумя сопряжениями [28]:

𝑏*𝑙 = −𝑏+𝑙 . (15)

При этом перестановочные соотношения перепишутся в виде:

[𝑏𝑘, 𝑏
*
𝑙 ] = 𝛿𝑘𝑙 I. (16)

Далее вводятся операторы “координаты” и “импульса”:

𝑃𝑘 =
(𝑏𝑘 − 𝑏*𝑘)√

2𝑖
, 𝑄̃𝑘 =

(𝑏𝑘 + 𝑏*𝑘)√
2

, (17)

которые являются симметричными операторами, определенными на некоторых
плотных областях в “эффективном” гильбертовом пространстве. Следовательно,
операторы

𝑈𝑘(𝛼) = exp{𝑖𝛼𝑃𝑘}, 𝑉𝑙(𝛽) = exp{𝑖𝛽𝑄̃𝑙}, 𝛼, 𝛽 ∈ R, (18)

образуют представление Вейля. На основании построенного представления Вей-
ля, с использованием алгебраической формулировки раздела 3.2 делается утвер-
ждение теоремы Хаага для случая нефизических частиц.
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Заключение

В заключение сформулируем основные результаты диссертационной ра-
боты.

1. Получено обобщение теоремы Хаага для квантовой теории поля на неком-
мутативном четырехмерном пространстве-времени в вариантах как про-
странственной (”space-space”), так и пространственно-временной (”time-
space”) некоммутативности.

2. Рассмотрен общий случай 𝑆𝑂(1, 𝑘)-инвариантной теории с произвольным
фиксированным числом некоммутативных координат, в котором было уста-
новлено, что в двух теориях, связанных унитарным преобразованием, сов-
падают все функции Уайтмана вплоть до (𝑘 + 1)-точечных.

3. Получены следствия обобщенной теоремы Хаага для некоторых процес-
сов рассеяния в многомерном коммутативном и некоммутативном про-
странстве. C помощью некоммутативного аналога редукционных формул
Лемана-Циммермана-Симанзика установлено равенство амплитуд и полных
сечений упругого рассеяния в теориях, связанных унитарным преобразова-
нием. Доказано, что равенство первых (𝑘 + 1) функций Уайтмана в двух
теориях приводит также к равенству амплитуд соответствующих неупругих
процессов рассеяния частиц “𝑚 → 𝑛”, если 𝑛+𝑚 6 𝑘 + 1.

4. Рассмотрены теории с индефинитной метрикой. С помощью методов алгеб-
раического подхода показано, что обобщение теоремы Хаага может быть
получено для теории, в которой регулярные представления канонических
коммутационных соотношений реализованы в пространстве с индефинит-
ным скалярным произведением.
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