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Œ‰ÂÒÒÍÓÂ ËÁ‰‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó «Mathesis» Ò 1904 ÔÓ 1925 „Ó‰
‚˚ÔÛÒÍ‡ÎÓ Û‰Ë‚ËÚÂÎ¸ÌÓ ËÌÚÂÂÒÌ˚Â ÍÌË„Ë. ÕÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ
ÌËı ÒÚ‡ÎË ÍÎ‡ÒÒËÍÓÈ, ˜‡ÒÚ¸ ÒÂÈ˜‡Ò ÌÂÁ‡ÒÎÛÊÂÌÌÓ Á‡·˚Ú‡.

flÒÌÓÒÚ¸ Ë ‰ÓÒÚÛÔÌÓÒÚ¸ ËÁÎÓÊÂÌËˇ, ÔÓ‰·Ó Ì‡Û˜ÌÓ-ÔÓÔÛ-
ÎˇÌ˚ı ÍÌË„ ÔÓÏÓÊÂÚ ÎÛ˜¯Â ÔÓÌˇÚ¸ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÛ, ÙËÁËÍÛ,
‡ÒÚÓÌÓÏË˛, ‰Û„ËÂ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Ì‡ÛÍË, ‡ Ú‡ÍÊÂ ËÒÚÓË˛
Ëı ÔÓÁÌ‡ÌËˇ.

◊ÚÂÌËÂ ˝ÚËı ÍÌË„ Á‡‚Â‰ÓÏÓ ·Û‰ÂÚ ÔÓÎÂÁÌÓ ÏÓÎÓ‰ÓÏÛ ÔÓ-
ÍÓÎÂÌË˛, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÚÂÏ, ÍÚÓ Á‡ÌËÏ‡ÂÚÒˇ Â„Ó Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ Ë
‚ÓÒÔËÚ‡ÌËÂÏ.

  2014 „Ó‰Û ˝ÎÂÍÚÓÌÌ‡ˇ ÍÓÎÎÂÍˆËˇ ÒÓ·‡Ì‡ Ô‡ÍÚË˜Â-
ÒÍË ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ Ë ‚˚ÔÛ˘ÂÌ‡ Ì‡ ‰ËÒÍÂ ÎÓÍ‡Î¸Ì‡ˇ ‚ÂÒËˇ ‡-
ıË‚‡.

Ã≈’¿Õ»«Ã€ œ. À. ◊≈¡€ÿ≈¬¿
tcheb.ru

¬ ÔÓÂÍÚÂ ÒÓ·Ë‡˛ÚÒˇ ‚ÒÂ ÏÂı‡ÌËÁÏ˚, ÒÓÁ‰‡ÌÌ˚Â œ‡-
ÙÌÛÚËÂÏ À¸‚Ó‚Ë˜ÂÏ ◊Â·˚¯Â‚˚Ï (1821—1894), ‚ÂÎËÍËÏ
ÓÒÒËÈÒÍËÏ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓÏ. «‡‰‡˜‡ ÔÓÂÍÚ‡ — Ì‡‚ÒÂ„‰‡ ÒÓ-
ı‡ÌËÚ¸ ÛÌËÍ‡Î¸ÌÓÂ Ì‡ÒÎÂ‰ËÂ ÔÛÚÂÏ ÒÓÁ‰‡ÌËˇ ‚˚ÒÓÍÓÚÓ˜-
Ì˚ı ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌ˚ı ÏÓ‰ÂÎÂÈ ÛˆÂÎÂ‚¯Ëı ÏÂı‡ÌËÁÏÓ‚, ‚ÓÒ-
ÒÓÁ‰‡Ú¸ ÛÊÂ ÛÚ‡˜ÂÌÌ˚Â ÔÓ ‡ıË‚Ì˚Ï ‰ÓÍÛÏÂÌÚ‡Ï. œÓ
‰Ó„Ó‚ÓÂÌÌÓÒÚË Ò ÏÛÁÂˇÏË ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÒˇ
Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Ú˘‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ËÁÏÂÂÌËˇ ‚ÒÂı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÓË„Ë-
Ì‡ÎÓ‚.
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ÙÓÌ‰‡ «Ã‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ˝Ú˛‰˚».
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6 ÍÎ‡ÒÒ

1. ‘ÂÏÂ Ó„ÓÓ‰ËÎ ÒÌ‡ÛÊË Û˜‡ÒÚÓÍ ÁÂÏÎË Ë ‡Á‰ÂÎËÎ
Â„Ó Ì‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍË ÒÓ ÒÚÓÓÌÓÈ 50 Ï. ¬ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÚÂ-
Û„ÓÎ¸ÌËÍ‡ı ÓÌ ‚˚Ò‡‰ËÎ Í‡ÔÛÒÚÛ, ‡ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÔÛÒÚËÎ Ô‡-
ÒÚËÒ¸ ÍÓÁ. œÓÏÓ„ËÚÂ ÙÂÏÂÛ ÔÓÒÚÓËÚ¸ ÔÓ ÎËÌËˇÏ ÒÂÚÍË
‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â Á‡·Ó˚ Í‡Í ÏÓÊÌÓ ÏÂÌ¸¯ÂÈ Ó·˘ÂÈ ‰ÎËÌ˚,
˜ÚÓ·˚ Á‡˘ËÚËÚ¸ ‚Ò˛ Í‡ÔÛÒÚÛ ÓÚ ÍÓÁ.1 (Ã. ¿.’‡˜‡ÚÛˇÌ)

2. Õ‡ ‰‚Ûı Í‡ÚÓ˜Í‡ı Á‡ÔËÒ‡Ì˚ ˜ÂÚ˚Â ‡ÁÎË˜Ì˚Â ˆËÙ-
˚ — ÔÓ Ó‰ÌÓÈ Ò Í‡Ê‰ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚ Í‡ÚÓ˜ÍË. ÃÓÊÂÚ ÎË ÓÍ‡-
Á‡Ú¸Òˇ Ú‡Í, ˜ÚÓ ‚ÒˇÍÓÂ ‰‚ÛÁÌ‡˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÌÓ
ÒÎÓÊËÚ¸ ËÁ ˝ÚËı Í‡ÚÓ˜ÂÍ, ·Û‰ÂÚ ÔÓÒÚ˚Ï? (ÕÂÎ¸Áˇ ÔÂÂ-
‚Ó‡˜Ë‚‡Ú¸ ˆËÙ˚ ‚‚Âı ÌÓ„‡ÏË, Ú. Â. ‰ÂÎ‡Ú¸ ËÁ ˆËÙ˚ 6
ˆËÙÛ 9 Ë Ì‡Ó·ÓÓÚ.) (¿. ¬.ÿ‡ÔÓ‚‡ÎÓ‚)

3. —Â‰Ë ‚ÒÂı „‡ÌÂÈ ‚ÓÒ¸ÏË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı ÔÓ ‡ÁÏÂÛ ÍÛ-
·ËÍÓ‚ ÚÂÚ¸ ÒËÌËÂ, ‡ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â — Í‡ÒÌ˚Â. »Á ˝ÚËı ÍÛ·Ë-
ÍÓ‚ ÒÎÓÊËÎË ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÍÛ·. “ÂÔÂ¸ ÒÂ‰Ë ‚Ë‰ËÏ˚ı „‡ÌÂÈ
ÍÛ·ËÍÓ‚ Ó‚ÌÓ ÚÂÚ¸ — Í‡ÒÌ˚Â. ƒÓÍ‡ÊËÚÂ, ˜ÚÓ ËÁ ˝ÚËı ÍÛ-
·ËÍÓ‚ ÏÓÊÌÓ ÒÎÓÊËÚ¸ ÍÛ·, ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ Í‡ÒÌ˚È ÒÌ‡ÛÊË.

(¿. ¬.ÿ‡ÔÓ‚‡ÎÓ‚)

4. –‡ÁÂÊ¸ÚÂ ÙË„ÛÛ Ì‡ ‰‚ÂÌ‡‰ˆ‡Ú¸ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı ˜‡ÒÚÂÈ.
(≈. ¬. ¡‡Í‡Â‚)

1œÓÎÌ˚È ·‡ÎÎ ‰‡‚‡ÎÒˇ Á‡ ÔËÏÂ Á‡·Ó‡ ‰ÎËÌÓÈ ÏÂÌÂÂ 700 Ï.
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5. √ÛÔÔ‡ ÚÛËÒÚÓ‚ ‰ÂÎËÚ ÔÂ˜ÂÌ¸Â. ≈ÒÎË ÓÌË ‡Á‰ÂÎˇÚ
ÔÓÓ‚ÌÛ ‰‚Â Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â Ô‡˜ÍË, ÓÒÚ‡ÌÂÚÒˇ Ó‰ÌÓ ÎË¯ÌÂÂ ÔÂ-
˜ÂÌ¸Â. ¿ ÂÒÎË ‡Á‰ÂÎˇÚ ÔÓÓ‚ÌÛ ÚË Ú‡ÍËÂ ÊÂ Ô‡˜ÍË, ÓÒÚ‡-
ÌÂÚÒˇ 13 ÎË¯ÌËı ÔÂ˜ÂÌËÈ. —ÍÓÎ¸ÍÓ ÚÛËÒÚÓ‚ ‚ „ÛÔÔÂ?

(». ¬. –‡ÒÍËÌ‡)

6.  Ó˘ÂÈ ¡ÂÒÒÏÂÚÌ˚È ‚ÁˇÎ ‚ ÔÎÂÌ 43 ˜ÂÎÓ‚ÂÍ‡ Ë Û‚ÂÁ
Ëı Ì‡ ÓÒÚÓ‚. ŒÚÔ‡‚ËÎÒˇ »‚‡Ì-÷‡Â‚Ë˜ Ì‡ ‰‚ÛıÏÂÒÚÌÓÈ
ÎÓ‰ÍÂ ‚˚Û˜‡Ú¸ Ëı. ¿  Ó˘ÂÈ ÂÏÛ Ë „Ó‚ÓËÚ:

— Õ‡‰ÓÂÎÓ ÏÌÂ ˝ÚËı ‰‡ÏÓÂ‰Ó‚ ÍÓÏËÚ¸, ÔÛÒÚ¸ ÔÎ˚‚ÛÚ
ÓÚÒ˛‰‡ Ì‡ Ú‚ÓÂÈ ÎÓ‰ÍÂ ÔÓ‰Ó·Û-ÔÓÁ‰ÓÓ‚Û. »ÏÂÈ ‚ ‚Ë‰Û: Ò
ÓÒÚÓ‚‡ Ì‡ ·ÂÂ„ ‰ÓÔÎ˚Ú¸ ÏÓÊÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚‰‚ÓÂÏ, ‡ Ó·‡ÚÌÓ Ë
Ó‰ËÌ ÒÔ‡‚ËÚÒˇ. œÂÂ‰ ÔÂÂÔ‡‚ÓÈ ˇ ÒÍ‡ÊÛ Í‡Ê‰ÓÏÛ ÌÂ ÏÂ-
ÌÂÂ ˜ÂÏ ÔÓ 40 ‰Û„Ëı ÔÎÂÌÌËÍÓ‚, ˜ÚÓ ˝ÚÓ Ó·ÓÓÚÌË.  ÓÏÛ
ÔÓ ÍÓ„Ó ÒÍ‡ÊÛ, Ò‡Ï ‚˚·ÂÂ¯¸. ≈ÒÎË ÔÎÂÌÌËÍ ÔÓ ÍÓ„Ó-ÚÓ
ÒÎ˚¯‡Î, ˜ÚÓ ÚÓÚ Ó·ÓÓÚÂÌ¸, ÓÌ Ò ÌËÏ ‚ ÎÓ‰ÍÛ ÌÂ Òˇ‰ÂÚ, ‡ Ì‡
·ÂÂ„Û Ì‡ıÓ‰ËÚ¸Òˇ ÒÏÓÊÂÚ. fl Á‡ÍÓÎ‰Û˛ Ëı Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ Ì‡
ÒÛ¯Â ÓÌË ÏÓÎ˜‡ÎË, Á‡ÚÓ ‚ ÎÓ‰ÍÂ ‡ÒÒÍ‡Á˚‚‡ÎË ‰Û„ ‰Û„Û
ÔÓ ‚ÒÂı ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ËÏ Ó·ÓÓÚÌÂÈ. œÓÍ‡ ıÓÚ¸ Ó‰ËÌ ÔÎÂÌÌËÍ
ÓÒÚ‡ÂÚÒˇ Ì‡ ÓÒÚÓ‚Â, ÚÂ·Â Ò ÌËÏË ÔÎ‡‚‡Ú¸ ÌÂÎ¸Áˇ. ÀË¯¸ ÍÓ-
„‰‡ ‚ÒÂ 43 ÓÍ‡ÊÛÚÒˇ Ì‡ ÚÓÏ ·ÂÂ„Û, Ó‰ÌÓÏÛ ËÁ ÌËı ÏÓÊÌÓ
·Û‰ÂÚ Á‡ ÚÓ·ÓÈ ÔËÔÎ˚Ú¸. ¿ ÍÓÎË ÌÂ ÒÛÏÂÂ¯¸ ÛÒÚÓËÚ¸ ËÏ
ÔÂÂÔ‡‚Û — ÓÒÚ‡ÌÂ¯¸Òˇ Û ÏÂÌˇ Ì‡‚ÒÂ„‰‡.

≈ÒÚ¸ ÎË Û »‚‡Ì‡ ÒÔÓÒÓ· ÔÓÈÚË ËÒÔ˚Ú‡ÌËÂ Ë ‚ÂÌÛÚ¸Òˇ
Ò ÔÎÂÌÌËÍ‡ÏË ‰ÓÏÓÈ? (¿. ¬.ÿ‡ÔÓ‚‡ÎÓ‚)

7 ÍÎ‡ÒÒ

1. —Ï. Á‡‰‡˜Û 1 ‰Îˇ 6 ÍÎ‡ÒÒ‡.

2. ” ‡ÔÚÂÍ‡ˇ ÂÒÚ¸ ÚË „Ë¸ÍË, Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÚÓ˚ı ÓÌ
Ó‰ÌÓÏÛ ÔÓÍÛÔ‡ÚÂÎ˛ ÓÚ‚ÂÒËÎ 100 „ ÈÓ‰‡, ‰Û„ÓÏÛ — 101 „ ÏÂ-
‰‡, ‡ ÚÂÚ¸ÂÏÛ — 102 „ ÔÂÂÍËÒË ‚Ó‰ÓÓ‰‡. √Ë¸ÍË ÓÌ ÒÚ‡‚ËÎ
‚ÒÂ„‰‡ Ì‡ Ó‰ÌÛ ˜‡¯Û ‚ÂÒÓ‚, ‡ ÚÓ‚‡ — Ì‡ ‰Û„Û˛. ÃÓ„ÎÓ ÎË
·˚Ú¸ Ú‡Í, ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡ˇ „Ë¸Í‡ ÎÂ„˜Â 90 „? (¿.¬.ÿ‡ÔÓ‚‡ÎÓ‚)

3. —Ï. Á‡‰‡˜Û 3 ‰Îˇ 6 ÍÎ‡ÒÒ‡.

4. ƒ‡Ì Í‚‡‰‡Ú ABCD. Õ‡ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËË ‰Ë‡„ÓÌ‡ÎË AC
Á‡ ÚÓ˜ÍÛ C ÓÚÏÂ˜ÂÌ‡ Ú‡Í‡ˇ ÚÓ˜Í‡ K, ˜ÚÓ BK=AC. Õ‡È‰ËÚÂ
Û„ÓÎ BKC. (≈. ¬. ¡‡Í‡Â‚)
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5. ÃÓÊÌÓ ÎË Ú‡Í ‡ÒÒÚ‡‚ËÚ¸ ˆËÙ˚ 1, 2, ..., 8 ‚ ÍÎÂÚ-
Í‡ı ‡) ·ÛÍ‚˚ ÿ; ·) ÔÓÎÓÒÍË (ÒÏ. ËÒ.), ˜ÚÓ·˚ ÔË Î˛·ÓÏ
‡ÁÂÁ‡ÌËË ÙË„Û˚ Ì‡ ‰‚Â ˜‡ÒÚË ÒÛÏÏ‡ ‚ÒÂı ˆËÙ ‚ Ó‰ÌÓÈ
ËÁ ˜‡ÒÚÂÈ ‰ÂÎËÎ‡Ò¸ Ì‡ ÒÛÏÏÛ ‚ÒÂı ˆËÙ ‚ ‰Û„ÓÈ? (–ÂÁ‡Ú¸
ÏÓÊÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ „‡ÌËˆ‡Ï ÍÎÂÚÓÍ. ¬ Í‡Ê‰ÓÈ ÍÎÂÚÍÂ ‰ÓÎÊ-
Ì‡ ÒÚÓˇÚ¸ Ó‰Ì‡ ˆËÙ‡, Í‡Ê‰Û˛ ˆËÙÛ ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸
ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ËÌ ‡Á.) (¿. ¬.ÿ‡ÔÓ‚‡ÎÓ‚)

‡) ·)

6. —Â‰Ë 49 ¯ÍÓÎ¸ÌËÍÓ‚ Í‡Ê‰˚È ÁÌ‡ÍÓÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ ˜ÂÏ Ò
25 ‰Û„ËÏË. ƒÓÍ‡ÊËÚÂ, ˜ÚÓ ÏÓÊÌÓ Ëı ‡Á·ËÚ¸ Ì‡ „ÛÔÔ˚
ËÁ 2 ËÎË 3 ˜ÂÎÓ‚ÂÍ Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ Í‡Ê‰˚È ·˚Î ÁÌ‡ÍÓÏ ÒÓ ‚ÒÂÏË
‚ Ò‚ÓÂÈ „ÛÔÔÂ. (¿. ¬.ÿ‡ÔÓ‚‡ÎÓ‚)

8 ÍÎ‡ÒÒ

1. «‡ÏÂÌËÚÂ ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË ABC = DEF ·ÛÍ‚˚ ˆËÙ‡ÏË
Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÒÚ‡ÎÓ ‚ÂÌ˚Ï, ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡‚ Í‡Ê‰Û˛
ˆËÙÛ ÓÚ 1 ‰Ó 6 Ó‚ÌÓ Ó‰ËÌ ‡Á. (œÓˇÒÌÂÌËÂ:ABC — ‰‚ÛÁÌ‡˜-
ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ËÁ ˆËÙ A Ë B, ‚ÓÁ‚Â‰ÂÌÌÓÂ ‚ ÒÚÂÔÂÌ¸ C. ƒÓÒÚ‡-
ÚÓ˜ÌÓ ÔË‚ÂÒÚË Ó‰ËÌ ÒÔÓÒÓ· Á‡ÏÂÌ˚.) (≈. ¬. ¡‡Í‡Â‚)

2. Õ‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ‰‡Ì˚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ABC Ë 10 ÔˇÏ˚ı,
ÒÂ‰Ë ÍÓÚÓ˚ı ÌÂÚ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ‰Û„ ‰Û„Û. ŒÍ‡Á‡ÎÓÒ¸,
˜ÚÓ Í‡Ê‰‡ˇ ËÁ ÔˇÏ˚ı ‡‚ÌÓÛ‰‡ÎÂÌ‡ ÓÚ Í‡ÍËı-ÚÓ ‰‚Ûı ‚Â-
¯ËÌ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ABC. ƒÓÍ‡ÊËÚÂ, ˜ÚÓ ıÓÚˇ ·˚ ÚË ËÁ ˝ÚËı
ÔˇÏ˚ı ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒˇ ‚ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ. (—. ¬.Ã‡ÍÂÎÓ‚)

3. œÓ ÍÛ„Û Ì‡ÔËÒ‡ÌÓ 100 ÌÂÌÛÎÂ‚˚ı ˜ËÒÂÎ. ÃÂÊ‰Û Í‡Ê-
‰˚ÏË ‰‚ÛÏˇ ÒÓÒÂ‰ÌËÏË ˜ËÒÎ‡ÏË Ì‡ÔËÒ‡ÎË Ëı ÔÓËÁ‚Â‰Â-
ÌËÂ, ‡ ÔÂÊÌËÂ ˜ËÒÎ‡ ÒÚÂÎË.  ÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı
˜ËÒÂÎ ÌÂ ËÁÏÂÌËÎÓÒ¸.  ‡ÍÓÂ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔÓ-
ÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ ÏÓ„ÎÓ ·˚Ú¸ Ì‡ÔËÒ‡ÌÓ ËÁÌ‡˜‡Î¸ÌÓ?

(¡. –.‘ÂÌÍËÌ)

4. ¬ ‚˚ÔÛÍÎÓÏ ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ ABCDEF ‚ÒÂ ÒÚÓÓÌ˚
‡‚Ì˚ Ë AD=BE= CF. ƒÓÍ‡ÊËÚÂ, ˜ÚÓ ‚ ÌÂ„Ó ÏÓÊÌÓ ‚ÔË-
Ò‡Ú¸ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ (ÚÓ ÂÒÚ¸ ‚ÌÛÚË ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û-
ÂÚ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸, Í‡Ò‡˛˘‡ˇÒˇ ‚ÒÂı Â„Ó ÒÚÓÓÌ). (¡.¿.Œ·ÛıÓ‚)

5



5. œÂÔÓ‰‡‚‡ÚÂÎ¸ ‚˚ÒÚ‡‚ËÎ ÓˆÂÌÍË ÔÓ ¯Í‡ÎÂ ÓÚ 0 ‰Ó 100.
¬ Û˜Â·ÌÓÈ ˜‡ÒÚË ÏÓ„ÛÚ ÏÂÌˇÚ¸ ‚ÂıÌ˛˛ „‡ÌËˆÛ ¯Í‡Î˚
Ì‡ Î˛·ÓÂ ‰Û„ÓÂ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ, ÔÂÂÒ˜ËÚ˚‚‡ˇ ÓˆÂÌÍË
ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ Ë ÓÍÛ„Îˇˇ ‰Ó ˆÂÎ˚ı. ÕÂˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔË
ÓÍÛ„ÎÂÌËË ÏÂÌˇÂÚÒˇ ‰Ó ·ÎËÊ‡È¯Â„Ó ˆÂÎÓ„Ó; ÂÒÎË ‰Ó·Ì‡ˇ
˜‡ÒÚ¸ ‡‚Ì‡ 0,5, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÓÍÛ„ÎÂÌËˇ Û˜Â·Ì‡ˇ ˜‡ÒÚ¸ ÏÓ-
ÊÂÚ ‚˚·Ë‡Ú¸ Î˛·ÓÂ, ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ ‰Îˇ Í‡Ê‰ÓÈ ÓˆÂÌÍË. (Õ‡ÔË-
ÏÂ, ÓˆÂÌÍ‡ 37 ÔÓ ¯Í‡ÎÂ 100 ÔÓÒÎÂ ÔÂÂÒ˜ÂÚ‡ ‚ ¯Í‡ÎÛ 40
ÔÂÂÈ‰ÂÚ ‚ 37 · (40/100)= 14,8 Ë ·Û‰ÂÚ ÓÍÛ„ÎÂÌ‡ ‰Ó 15.)
—ÚÛ‰ÂÌÚ˚ œÂÚˇ Ë ¬‡Òˇ ÔÓÎÛ˜ËÎË ÓˆÂÌÍË a Ë b, ÓÚÎË˜Ì˚Â
ÓÚ 0 Ë 100.

ƒÓÍ‡ÊËÚÂ, ˜ÚÓ Û˜Â·Ì‡ˇ ˜‡ÒÚ¸ ÏÓÊÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ
ÔÂÂÒ˜ÂÚÓ‚ Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ Û œÂÚË ÒÚ‡Î‡ ÓˆÂÌÍ‡ b, ‡ Û ¬‡ÒË —
ÓˆÂÌÍ‡ a (ÔÂÂÒ˜ËÚ˚‚‡˛ÚÒˇ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ Ó·Â ÓˆÂÌÍË).

(¡. ¿. ¬˚ÒÓÍ‡ÌÓ‚, Õ.fi.ÃÂ‰‚Â‰¸, ¬. ¿. ¡‡„ËÌ)

6.  ÛÁÌÂ˜ËÍ ÛÏÂÂÚ Ô˚„‡Ú¸ ÔÓ ÍÎÂÚ˜‡ÚÓÈ ÔÓÎÓÒÍÂ ¯ËË-
ÌÓÈ ‚ 1 ÍÎÂÚÍÛ Ì‡ 8, 9 ËÎË 10 ÍÎÂÚÓÍ ‚ Î˛·Û˛ ÒÚÓÓÌÛ. (œ˚-
ÊÓÍ Ì‡ k ÍÎÂÚÓÍ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÏÂÊ‰Û Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï Ë ÍÓÌÂ˜-
Ì˚Ï ÔÓÎÓÊÂÌËˇÏË Ô˚ÊÍ‡ Ì‡ıÓ‰ˇÚÒˇ k�1 ÍÎÂÚÓÍ.) ¡Û‰ÂÏ
Ì‡Á˚‚‡Ú¸ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ n ÔÓÔ˚„Ë‚‡ÂÏ˚Ï, ÂÒÎË ÍÛÁ-
ÌÂ˜ËÍ ÏÓÊÂÚ, Ì‡˜‡‚ Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÍÎÂÚÍË, Ó·ÓÈÚË ÔÓÎÓÒÍÛ
‰ÎËÌ˚ n, ÔÓ·˚‚‡‚ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ ÍÎÂÚÍÂ Ó‚ÌÓ Ó‰ËÌ ‡Á. ƒÓ-
Í‡ÊËÚÂ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÔÓÔ˚„Ë‚‡ÂÏÓÂ n, ·ÓÎ¸¯ÂÂ 50.

(≈. ¬. ¡‡Í‡Â‚)

9 ÍÎ‡ÒÒ

1. Õ‡È‰ËÚÂ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ, ‚ÒÂ ˆËÙ˚ ‚
‰ÂÒˇÚË˜ÌÓÈ Á‡ÔËÒË ÍÓÚÓÓ„Ó ‡ÁÎË˜Ì˚ Ë ÍÓÚÓÓÂ ÛÏÂÌ¸¯‡-
ÂÚÒˇ ‚ 5 ‡Á, ÂÒÎË Á‡˜ÂÍÌÛÚ¸ ÔÂ‚Û˛ ˆËÙÛ.

(Ã. ¿. ≈‚‰ÓÍËÏÓ‚)

2. ¬ ¯‡ıÏ‡ÚÌÓÏ ÚÛÌËÂ Í‡Ê‰˚È Û˜‡ÒÚÌËÍ ‚ÒÚÂÚËÎÒˇ
Ò Í‡Ê‰˚Ï Ó‰ËÌ ‡Á. ¬ Í‡Ê‰ÓÏ ÚÛÂ Í‡Ê‰˚È Û˜‡ÒÚÌËÍ ÔÓ-
‚Ó‰ËÎ ÔÓ Ó‰ÌÓÈ ‚ÒÚÂ˜Â. ÕÂ ÏÂÌ¸¯Â ˜ÂÏ ‚ ÔÓÎÓ‚ËÌÂ ‚ÒÂı
‚ÒÚÂ˜ Ó·‡ Û˜‡ÒÚÌËÍ‡ ·˚ÎË ÁÂÏÎˇÍ‡ÏË (ËÁ Ó‰ÌÓ„Ó „ÓÓ‰‡).
ƒÓÍ‡ÊËÚÂ, ˜ÚÓ ‚ Í‡Ê‰ÓÏ ÚÛÂ ·˚Î‡ ıÓÚˇ ·˚ Ó‰Ì‡ ‚ÒÚÂ˜‡
ÏÂÊ‰Û ÁÂÏÎˇÍ‡ÏË. (¡. –.‘ÂÌÍËÌ)

3. —Û˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÎË ÍÎÂÚ˜‡Ú˚È ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ, ÍÓÚÓ˚È
ÏÓÊÌÓ ÔÓ‰ÂÎËÚ¸ Ì‡ ‰‚Â ‡‚Ì˚Â ˜‡ÒÚË ‡ÁÂÁÓÏ Ú‡ÍÓÈ ÙÓÏ˚
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(ÒÏ. ËÒÛÌÓÍ)? –‡ÁÂÁ ‰ÓÎÊÂÌ ÎÂÊ‡Ú¸ ‚ÌÛÚË ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸-
ÌËÍ‡ (Ì‡ „‡ÌËˆÛ ÏÓ„ÛÚ ‚˚ıÓ‰ËÚ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÍÓÌˆ˚ ‡ÁÂÁ‡).

(fi. —.Ã‡ÍÂÎÓ‚, Û˜ÂÌËÍ 7 ÍÎ‡ÒÒ‡)

‡) ·)

4. Õ‡È‰ËÚÂ ‚ÒÂ Ú‡ÍËÂ Ô‡˚ Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ a Ë k, ˜ÚÓ
‰Îˇ ‚ÒˇÍÓ„Ó Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓ„Ó n, ‚Á‡ËÏÌÓ ÔÓÒÚÓ„Ó c a, ˜ËÒÎÓ
ak
n+1 �1 ‰ÂÎËÚÒˇ Ì‡ n. (¿. ¡.ÃÂÌ¸˘ËÍÓ‚)

5. œÂÚˇ ‡ÒÍ‡ÒËÎ Í‡Ê‰Û˛ ÍÎÂÚÍÛ Í‚‡‰‡Ú‡ 1000⇥1000
‚ Ó‰ËÌ ËÁ 10 ˆ‚ÂÚÓ‚. “‡ÍÊÂ ÓÌ ÔË‰ÛÏ‡Î Ú‡ÍÓÈ 10-ÍÎÂÚÓ˜-
Ì˚È ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ‘, ˜ÚÓ ÔË Î˛·ÓÏ ÒÔÓÒÓ·Â ‚˚ÂÁ‡Ú¸
ËÁ ˝ÚÓ„Ó Í‚‡‰‡Ú‡ ÔÓ „‡ÌËˆ‡Ï ÍÎÂÚÓÍ ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ, ‡‚-
Ì˚È ‘, ‚ ÌÂÏ ‚ÒÂ 10 ÍÎÂÚÓÍ ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒˇ ‡ÁÌÓ„Ó ˆ‚ÂÚ‡.
Œ·ˇÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÎË ‘ — ÔˇÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ? (≈. ¬. ¡‡Í‡Â‚)

6. ¬ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ ABC c Û„ÎÓÏ A, ‡‚Ì˚Ï 45�, ÔÓ‚Â-
‰ÂÌ‡ ÏÂ‰Ë‡Ì‡ AM. œˇÏ‡ˇ b ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡ ÔˇÏÓÈ AM ÓÚ-
ÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚˚ÒÓÚ˚ BB1, ‡ ÔˇÏ‡ˇ c ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡ ÔˇÏÓÈ
AM ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚˚ÒÓÚ˚ CC1. œˇÏ˚Â b Ë c ÔÂÂÒÂÍÎËÒ¸
‚ ÚÓ˜ÍÂ X. ƒÓÍ‡ÊËÚÂ, ˜ÚÓ AX=BC. (≈. ¬. ¡‡Í‡Â‚)

10 ÍÎ‡ÒÒ

1.  ‚‡‰‡ÚÌ˚È ÚÂı˜ÎÂÌ x2 + bx+ c ËÏÂÂÚ ‰‚‡ ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸Ì˚ı ÍÓÌˇ.  ‡Ê‰˚È ËÁ ÚÂı Â„Ó ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ (‚ÍÎ˛-
˜‡ˇ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÔË x2) Û‚ÂÎË˜ËÎË Ì‡ 1. ÃÓ„ÎÓ ÎË ÓÍ‡-
Á‡Ú¸Òˇ, ˜ÚÓ Ó·‡ ÍÓÌˇ ÚÂı˜ÎÂÌ‡ Ú‡ÍÊÂ Û‚ÂÎË˜ËÎËÒ¸ Ì‡ 1?

(Ã. ¿. ≈‚‰ÓÍËÏÓ‚)

2. ¬ÒÂ Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡, ·Ó́Î¸¯ËÂ Â‰ËÌËˆ˚, ‡ÒÍ‡ÒË-
ÎË ‚ ‰‚‡ ˆ‚ÂÚ‡ — ÒËÌËÈ Ë Í‡ÒÌ˚È — Ú‡Í, ˜ÚÓ ÒÛÏÏ‡ Î˛·˚ı
‰‚Ûı ÒËÌËı (‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı) — ÒËÌˇˇ, ‡ ÔÓËÁ‚Â-
‰ÂÌËÂ Î˛·˚ı ‰‚Ûı Í‡ÒÌ˚ı (‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı) —
Í‡ÒÌÓÂ. »Á‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ ÔË ‡ÒÍ‡¯Ë‚‡ÌËË ·˚ÎË ËÒÔÓÎ¸-
ÁÓ‚‡Ì˚ Ó·‡ ˆ‚ÂÚ‡ Ë ˜ÚÓ ˜ËÒÎÓ 1024 ÔÓÍ‡ÒËÎË ‚ ÒËÌËÈ ˆ‚ÂÚ.
 ‡ÍÓ„Ó ˆ‚ÂÚ‡ ÔË ˝ÚÓÏ ÏÓ„ÎÓ ÓÍ‡Á‡Ú¸Òˇ ˜ËÒÎÓ 2017?

(Ã. ¿. ≈‚‰ÓÍËÏÓ‚)

3. “Ó˜Í‡ O— ˆÂÌÚ ÓÔËÒ‡ÌÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ÓÒÚÓÛ„ÓÎ¸-
ÌÓ„Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC. ŒÔËÒ‡ÌÌ‡ˇ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸-
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ÌËÍ‡ AOC ‚ÚÓË˜ÌÓ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÒÚÓÓÌ˚ AB Ë BC ‚ ÚÓ˜Í‡ı
E Ë F. ŒÍ‡Á‡ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ ÔˇÏ‡ˇ EF ‰ÂÎËÚ ÔÎÓ˘‡‰¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸-
ÌËÍ‡ ABC ÔÓÔÓÎ‡Ï. Õ‡È‰ËÚÂ Û„ÓÎ B. (Ã. ¿. ≈‚‰ÓÍËÏÓ‚)

4. ” ¬‡ÒË ÂÒÚ¸ Í‡ÏÂÌ¸ (Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚È, ·ÂÁ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÔÓÎÓ-
ÒÚÂÈ), ËÏÂ˛˘ËÈ ÙÓÏÛ ‚˚ÔÛÍÎÓ„Ó ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ‡, Û ÍÓÚÓ-
Ó„Ó ÂÒÚ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÂÛ„ÓÎ¸Ì˚Â Ë ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì˚Â „‡ÌË. ¬‡-
Òˇ ÛÚ‚ÂÊ‰‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÓÌ ‡Á·ËÎ ˝ÚÓÚ Í‡ÏÂÌ¸ Ì‡ ‰‚Â ˜‡ÒÚË Ú‡Í,
˜ÚÓ ÏÓÊÌÓ ÒÎÓÊËÚ¸ ËÁ ÌËı ÍÛ· (·ÂÁ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÔÓÎÓÒÚÂÈ).
ÃÓ„ÛÚ ÎË ÒÎÓ‚‡ ¬‡ÒË ·˚Ú¸ Ô‡‚‰ÓÈ? (Ã. ¿. ≈‚‰ÓÍËÏÓ‚)

5. œË Í‡ÍËı Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ı n ‰Îˇ ‚ÒˇÍÓ„Ó Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓ„Ó
k>n Ì‡È‰ÂÚÒˇ ˜ËÒÎÓ Ò ÒÛÏÏÓÈ ˆËÙ k, Í‡ÚÌÓÂ n?

(¿. √. ÛÁÌÂˆÓ‚, ». ¬.ÀÓÒÂ‚)

6. ¬ ◊ËÍ‡„Ó ÓÛ‰ÛÂÚ 36 ÔÂÒÚÛÔÌ˚ı ·‡Ì‰, ÌÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ
ÍÓÚÓ˚ı ‚‡Ê‰Û˛Ú ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ.  ‡Ê‰˚È „‡Ì„ÒÚÂ ÒÓÒÚÓËÚ
‚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ·‡Ì‰‡ı, ÔË˜ÂÏ Î˛·˚Â ‰‚‡ „‡Ì„ÒÚÂ‡ ÒÓÒÚÓˇÚ
‚ ‡ÁÌ˚ı Ì‡·Ó‡ı ·‡Ì‰. »Á‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ ÌË Ó‰ËÌ „‡Ì„ÒÚÂ ÌÂ
ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ‰‚Ûı ·‡Ì‰‡ı, ‚‡Ê‰Û˛˘Ëı ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ.  ÓÏÂ
ÚÓ„Ó, ÓÍ‡Á‡ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡ˇ ·‡Ì‰‡, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÌÂ ÒÓÒÚÓËÚ
ÌÂÍÓÚÓ˚È „‡Ì„ÒÚÂ, ‚‡Ê‰ÛÂÚ Ò Í‡ÍÓÈ-ÚÓ ·‡Ì‰ÓÈ, ‚ ÍÓÚÓ-
ÓÈ ‰‡ÌÌ˚È „‡Ì„ÒÚÂ ÒÓÒÚÓËÚ.  ‡ÍÓÂ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ÍÓÎË˜Â-
ÒÚ‚Ó „‡Ì„ÒÚÂÓ‚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚ ◊ËÍ‡„Ó? (‘ÓÎ¸ÍÎÓ)

11 ÍÎ‡ÒÒ (1-È ‰ÂÌ¸)

1. Õ‡È‰ËÚÂ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ, Í‡ÚÌÓÂ 80,
‚ ÍÓÚÓÓÏ ÏÓÊÌÓ Ú‡Í ÔÂÂÒÚ‡‚ËÚ¸ ‰‚Â Â„Ó ‡ÁÎË˜Ì˚Â ˆËÙ˚,
˜ÚÓ ÔÓÎÛ˜Ë‚¯ÂÂÒˇ ˜ËÒÎÓ Ú‡ÍÊÂ ·Û‰ÂÚ Í‡ÚÌÓ 80.

(¿. ¬. ¡Â„ÛÌˆ)

2. Õ‡ ‚ÔËÒ‡ÌÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC, Í‡Ò‡-
˛˘ÂÈÒˇ ÒÚÓÓÌ˚ AC ‚ ÚÓ˜ÍÂ S, Ì‡¯Î‡Ò¸ Ú‡Í‡ˇ ÚÓ˜Í‡ Q,
˜ÚÓ ÒÂÂ‰ËÌ˚ ÓÚÂÁÍÓ‚ AQ Ë QC Ú‡ÍÊÂ ÎÂÊ‡Ú Ì‡ ‚ÔËÒ‡ÌÌÓÈ
ÓÍÛÊÌÓÒÚË. ƒÓÍ‡ÊËÚÂ, ˜ÚÓ QS— ·ËÒÒÂÍÚËÒ‡ Û„Î‡ AQC.

(Ã.fi. ¬‡ÒËÎ¸Â‚)

3. œÛÒÚ¸ x0 — ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ÍÓÂÌ¸ Û‡‚ÌÂÌËˇ x2017 �
�x�1=0, ‡ y0 — ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ÍÓÂÌ¸ Û‡‚ÌÂÌËˇ y4034�
� y=3x0.

‡) —‡‚ÌËÚÂ x0 Ë y0.
·) Õ‡È‰ËÚÂ ‰ÂÒˇÚ˚È ÁÌ‡Í ÔÓÒÎÂ Á‡ÔˇÚÓÈ ˜ËÒÎ‡ |x0 � y0|.

(». ¿.ÿÂÈÔ‡Í)
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4. “Ë ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚ‡ ÂÁ‰ˇÚ ‚ Ó‰ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÔÓ ÍÛ„-
ÎÓÏÛ ÚÂÍÛ ‰ÎËÌÓÈ 300 ÏÂÚÓ‚.  ‡Ê‰˚È ËÁ ÌËı ‰‚ËÊÂÚÒˇ ÒÓ
Ò‚ÓÂÈ ÔÓÒÚÓˇÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛, ‚ÒÂ ÒÍÓÓÒÚË ‡ÁÎË˜Ì˚. ‘ÓÚÓ-
„‡Ù ÒÏÓÊÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ Û‰‡˜Ì˚È ÒÌËÏÓÍ ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚÓ‚, ÂÒ-
ÎË ‚ÒÂ ÓÌË ÓÍ‡ÊÛÚÒˇ Ì‡ Í‡ÍÓÏ-ÎË·Ó Û˜‡ÒÚÍÂ ÚÂÍ‡ ‰ÎËÌÓÈ d
ÏÂÚÓ‚. œË Í‡ÍÓÏ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÏ d ÙÓÚÓ„‡Ù ‡ÌÓ ËÎË ÔÓÁ‰-
ÌÓ Á‡‚Â‰ÓÏÓ ÒÏÓÊÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ Û‰‡˜Ì˚È ÒÌËÏÓÍ?

(Œ.Õ. ÓÒÛıËÌ)

5. Õ‡ „‡Ìˇı Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ÍÛ·‡ ÓÚÏÂÚËÎË 8 ÚÓ˜ÂÍ, ÍÓÚÓ˚Â
ÒÎÛÊ‡Ú ‚Â¯ËÌ‡ÏË ÏÂÌ¸¯Â„Ó ÍÛ·‡. Õ‡È‰ËÚÂ ‚ÒÂ ÁÌ‡˜ÂÌËˇ,
ÍÓÚÓ˚Â ÏÓÊÂÚ ÔËÌËÏ‡Ú¸ ‰ÎËÌ‡ Â·‡ ˝ÚÓ„Ó ÍÛ·‡.

(Ã. ¿. ≈‚‰ÓÍËÏÓ‚)

6. —Ï. Á‡‰‡˜Û 6 ‰Îˇ 10 ÍÎ‡ÒÒ‡.

11 ÍÎ‡ÒÒ (2-È ‰ÂÌ¸)

1. ƒ‡Ì˚ ‰‚Â ÌÂÔÓÒÚÓˇÌÌ˚Â ÔÓ„ÂÒÒËË (an) Ë (bn), Ó‰-
Ì‡ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍ‡ˇ, ‡ ‰Û„‡ˇ — „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡ˇ.
»Á‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ a1=b1, a2 :b2=2 Ë a4 :b4=8. ◊ÂÏÛ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
‡‚ÌÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ a3 : b3? (ƒ. ¬. √Óˇ¯ËÌ)

2. ÕÂÁÌ‡ÈÍ‡ ÁÌ‡ÍÓÏ ÚÓÎ¸ÍÓ Ò ‰ÂÒˇÚË˜Ì˚ÏË ÎÓ„‡ËÙÏ‡-
ÏË Ë Ò˜ËÚ‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÎÓ„‡ËÙÏ ÒÛÏÏ˚ ‰‚Ûı ˜ËÒÂÎ ‡‚ÂÌ ÔÓËÁ-
‚Â‰ÂÌË˛ Ëı ÎÓ„‡ËÙÏÓ‚, ‡ ÎÓ„‡ËÙÏ ‡ÁÌÓÒÚË ‰‚Ûı ˜ËÒÂÎ
‡‚ÂÌ ˜‡ÒÚÌÓÏÛ Ëı ÎÓ„‡ËÙÏÓ‚. ÃÓÊÂÚ ÎË ÕÂÁÌ‡ÈÍ‡ ÔÓ‰Ó-
·‡Ú¸ ıÓÚˇ ·˚ Ó‰ÌÛ Ô‡Û ˜ËÒÂÎ, ‰Îˇ ÍÓÚÓÓÈ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ
‚ÂÌ˚ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ Ó·‡ ˝ÚËı ‡‚ÂÌÒÚ‚‡? (¿. ¬. ¡Â„ÛÌˆ)

3. ƒÂÚÂÍÚË‚ ÕËÓ ¬ÛÎ¸Ù ‡ÒÒÎÂ‰ÛÂÚ ÔÂÒÚÛÔÎÂÌËÂ. ¬ ‰Â-
ÎÂ Á‡ÏÂ¯‡Ì˚ 80 ˜ÂÎÓ‚ÂÍ, ÒÂ‰Ë ÍÓÚÓ˚ı Ó‰ËÌ — ÔÂÒÚÛÔ-
ÌËÍ, Â˘Â Ó‰ËÌ — Ò‚Ë‰ÂÚÂÎ¸ ÔÂÒÚÛÔÎÂÌËˇ (ÌÓ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌÓ,
ÍÚÓ ˝ÚÓ).  ‡Ê‰˚È ‰ÂÌ¸ ‰ÂÚÂÍÚË‚ ÏÓÊÂÚ ÔË„Î‡ÒËÚ¸ Í ÒÂ·Â
Ó‰ÌÓ„Ó ËÎË ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ËÁ ˝ÚËı 80 ˜ÂÎÓ‚ÂÍ, Ë ÂÒÎË ÒÂ‰Ë
ÔË„Î‡¯ÂÌÌ˚ı ÂÒÚ¸ Ò‚Ë‰ÂÚÂÎ¸, ÌÓ ÌÂÚ ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡, ÚÓ Ò‚Ë-
‰ÂÚÂÎ¸ ÒÓÓ·˘ËÚ, ÍÚÓ ÔÂÒÚÛÔÌËÍ. ÃÓÊÂÚ ÎË ‰ÂÚÂÍÚË‚ Á‡‚Â-
‰ÓÏÓ ‡ÒÍ˚Ú¸ ‰ÂÎÓ Á‡ 12 ‰ÌÂÈ? (Œ.Õ. ÓÒÛıËÌ)

4. ¬ÌÛÚË ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC ‚ÁˇÚ‡ Ú‡Í‡ˇ ÚÓ˜Í‡ D, ˜ÚÓ
BD=CD, \BDC=120�. ¬ÌÂ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC ‚ÁˇÚ‡ Ú‡Í‡ˇ
ÚÓ˜Í‡ E, ˜ÚÓ AE=CE, \AEC=60� Ë ÚÓ˜ÍË B Ë E Ì‡ıÓ‰ˇÚÒˇ
‚ ‡ÁÌ˚ı ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚˇı ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ AC. ƒÓÍ‡ÊËÚÂ, ˜ÚÓ
\AFD=90�, „‰Â F— ÒÂÂ‰ËÌ‡ ÓÚÂÁÍ‡ BE. (Œ.Õ. ÓÒÛıËÌ)
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5. “‡·ÎËˆ‡ ‡ÁÏÂÓÏ 2017⇥2017 Á‡ÔÓÎÌÂÌ‡ ÌÂÌÛÎÂ‚˚ÏË
ˆËÙ‡ÏË. —Â‰Ë 4034 ˜ËÒÂÎ, ‰ÂÒˇÚË˜Ì˚Â Á‡ÔËÒË ÍÓÚÓ˚ı
ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ÒÓ ÒÚÓÍ‡ÏË Ë ÒÚÓÎ·ˆ‡ÏË ˝ÚÓÈ Ú‡·ÎËˆ˚, ˜ËÚ‡-
ÂÏ˚ÏË ÒÎÂ‚‡ Ì‡Ô‡‚Ó Ë Ò‚ÂıÛ ‚ÌËÁ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚ÒÂ,
ÍÓÏÂ Ó‰ÌÓ„Ó, ‰ÂÎˇÚÒˇ Ì‡ ÔÓÒÚÓÂ ˜ËÒÎÓ p, ‡ ÓÒÚ‡‚¯ÂÂÒˇ
˜ËÒÎÓ Ì‡ p ÌÂ ‰ÂÎËÚÒˇ. Õ‡È‰ËÚÂ ‚ÒÂ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËˇ p.

(¿. ¬. √‡Î‡ÚÂÌÍÓ)
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6 ÍÎ‡ÒÒ

1. ŒÚ‚ÂÚ. Õ‡ ËÒÛÌÍÂ ÒÎÂ‚‡ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, Í‡Í ÔÓÒÚÓËÚ¸
Á‡·Ó˚ Ó·˘ÂÈ ‰ÎËÌÓÈ 650 Ï.

 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. ÃÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ Á‡·Ó ÏÂÌ¸¯ÂÈ ‰ÎËÌ˚
ÔÓÒÚÓËÚ¸ ÌÂÎ¸Áˇ. Õ‡ ËÒÛÌÍÂ ÒÔ‡‚‡ ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ 13 ÔÛÌÍÚËÌ˚ı
ÎËÌËÈ.  ‡Ê‰‡ˇ ËÁ ÌËı ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÛÚÂÏ, ÔÓ ÍÓÚÓÓÏÛ Ó‰Ì‡ ËÁ
ÍÓÁ ‰Ó·ÂÂÚÒˇ ‰Ó Í‡ÔÛÒÚ˚. «Ì‡˜ËÚ, Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚ Í‡Ê‰Û˛ ÎËÌË˛
ÔÂÂÍ˚Ú¸ Á‡·ÓÓÏ. ÕÓ ÏÓÊÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÌËÍ‡ÍËÂ ‰‚Â ÎËÌËË
ÌÂÎ¸Áˇ ÔÂÂ˜ÂÍÌÛÚ¸ Ó‰ÌÓÈ ÒÚÓÓÌÓÈ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡. «Ì‡˜ËÚ, Ì‡
ÔÂÂ˜ÂÍË‚‡ÌËÂ ‚ÒÂı 13 ÎËÌËÈ ÔÓÚÂ·ÛÂÚÒˇ Í‡Í ÏËÌËÏÛÏ 13 Á‡-
·ÓÓ‚ ÔÓ 50 Ï.

2. ŒÚ‚ÂÚ. ÕÂÚ, ÌÂ ÏÓÊÂÚ.
–Â¯ÂÌËÂ. ¬ÒÂ ‰‚ÛÁÌ‡˜Ì˚Â ˜ËÒÎ‡, ÓÍ‡Ì˜Ë‚‡˛˘ËÂÒˇ Ì‡ 0,

2, 4, 6 ËÎË 8, ˜ÂÚÌ˚, ‡ ÓÍ‡Ì˜Ë‚‡˛˘ËÂÒˇ Ì‡ 5 Í‡ÚÌ˚ Ôˇ-
ÚË. œÓ˝ÚÓÏÛ Ú‡ÍËÂ ˜ËÒÎ‡ ÌÂ ·Û‰ÛÚ ÔÓÒÚ˚ÏË, Ë ÔËÒ‡Ú¸ ˝ÚË
ˆËÙ˚ Ì‡ Í‡ÚÓ˜Í‡ı ÌÂ ËÏÂÂÚ ÒÏ˚ÒÎ‡. ŒÒÚ‡˛ÚÒˇ ˆËÙ˚ 1,
3, 7 Ë 9. ≈ÒÎË ˆËÙ˚ 3 Ë 9 Á‡ÔËÒ‡Ì˚ Ì‡ ‡ÁÌ˚ı Í‡ÚÓ˜Í‡ı,
ÚÓ ËÁ ÌËı ÏÓÊÌÓ ÒÎÓÊËÚ¸ ÒÓÒÚ‡‚ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ 39. ≈ÒÎË ÊÂ ÓÌË
Á‡ÔËÒ‡Ì˚ Ì‡ Ó‰ÌÓÈ Í‡ÚÓ˜ÍÂ, ÚÓ Ì‡ ‚ÚÓÓÈ Á‡ÔËÒ‡Ì˚ 1 Ë 7,
Ë ÚÓ„‰‡ ÏÓÊÌÓ ÒÎÓÊËÚ¸ ÒÓÒÚ‡‚ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ 91=7 ·13.

3. –Â¯ÂÌËÂ. ” ‚ÓÒ¸ÏË ÍÛ·ËÍÓ‚ 8 · 6= 48 „‡ÌÂÈ. »Á ÌËı
48 : 3 = 16 ÒËÌËı. Õ‡ „‡Ìˇı ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÛ·‡ 2 ⇥ 2 ⇥ 2 Ï˚
‚Ë‰ËÏ 6 ·4=24 „‡ÌË Ï‡ÎÂÌ¸ÍËı ÍÛ·ËÍÓ‚, ËÁ ÌËı 24 : 3=8
Í‡ÒÌ˚Â, ‡ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â 24�8=16 ÒËÌËÂ. »Ú‡Í, ‚ÒÂ 16 ÒËÌËı
„‡ÌÂÈ Ï‡ÎÂÌ¸ÍËı ÍÛ·ËÍÓ‚ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
·ÓÎ¸¯Ó„Ó, Ú. Â. ‚ÒÂ ÌÂ‚Ë‰ËÏ˚Â „‡ÌË Í‡ÒÌ˚Â. “ÂÔÂ¸ ÏÓÊ-
ÌÓ Í‡Ê‰˚È ÍÛ·ËÍ ÔÓ‚ÂÌÛÚ¸ Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ÚË Â„Ó ÒÍ˚Ú˚Â
Í‡ÒÌ˚Â „‡ÌË ÓÍ‡Á‡ÎËÒ¸ ÒÌ‡ÛÊË.

ÃÓÊÌÓ Ó·ÓÈÚËÒ¸ Ë ·ÂÁ ÔÓ‰Ò˜ÂÚ‡ ˜ËÒÎ‡ „‡ÌÂÈ. œÓ ÛÒÎÓ-
‚Ë˛ ÒËÌËÂ „‡ÌË ÒÓÒÚ‡‚Îˇ˛Ú 1/3 ÓÚ Ëı Ó·˘Â„Ó ˜ËÒÎ‡. Õ‡ ÔÓ-
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‚ÂıÌÓÒÚË ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÍÛ·‡ Ï˚ ‚Ë‰ËÏ Ó‚ÌÓ ÔÓÎÓ‚ËÌÛ „‡ÌÂÈ
Í‡Ê‰Ó„Ó ÍÛ·ËÍ‡ (ÚË ËÁ ¯ÂÒÚË), Ú. Â. Ï˚ ‚Ë‰ËÏ ÔÓÎÓ‚ËÌÛ
‚ÒÂı „‡ÌÂÈ. —ËÌËı ËÁ ÌËı 2/3, Ú. Â. 2/3 ·1/2=1/3 ÓÚ Ëı Ó·-
˘Â„Ó ˜ËÒÎ‡. «Ì‡˜ËÚ, ‚ÒÂ ÒËÌËÂ „‡ÌË ÒÌ‡ÛÊË, Ë Ï˚ ÏÓÊÂÏ
ÔÓ‚ÂÌÛÚ¸ Í‡Ê‰˚È ÍÛ·ËÍ, ÒÔˇÚ‡‚ ˝ÚË „‡ÌË ‚Ó‚ÌÛÚ¸.

4. ŒÚ‚ÂÚ. —Ï. ËÒÛÌÓÍ.

5. ŒÚ‚ÂÚ. 23.
–Â¯ÂÌËÂ. –‡Á‰‡‰ËÏ ÚË ‡Á‡ ÔÓ ‰‚Â

Ô‡˜ÍË, ÓÒÚ‡ÌÂÚÒˇ 3 ·1=3 ÔÂ˜ÂÌ¸ˇ. ÕÓ ÚÂ
ÊÂ ¯ÂÒÚ¸ Ô‡˜ÂÍ ÏÓÊÌÓ ‡Á‰‡Ú¸ ËÌ‡˜Â —
ÚË Ë Â˘Â ÚË, Ë ÚÓ„‰‡ ÓÒÚ‡ÌÂÚÒˇ 2 ·13=
= 26 ÔÂ˜ÂÌËÈ. «Ì‡˜ËÚ, 26 � 3 = 23 ÔÂ˜Â-
Ì¸ˇ ÏÓÊÌÓ ÔÓ‰ÂÎËÚ¸ ÏÂÊ‰Û ÚÛËÒÚ‡ÏË ÔÓÓ‚ÌÛ. œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
˜ËÒÎÓ 23 ÔÓÒÚÓÂ, ˝ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, ÚÓÎ¸ÍÓ ÂÒÎË ÚÛËÒÚÓ‚ 23.
¬ÚÓÓÂ Â¯ÂÌËÂ. –‡Á‰ÂÎËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ‰‚Â Ô‡˜ÍË ÔÂ˜ÂÌ¸ˇ.

ŒÒÚ‡ÎÓÒ¸ Ó‰ÌÓ ÎË¯ÌÂÂ. –‡Á‰ÂÎËÏ ÚÂÚ¸˛ Ô‡˜ÍÛ. ¬ ÌÂÈ 13�
�1=12 ÎË¯ÌËı ÔÂ˜ÂÌËÈ. ÕÓ ÚÓ„‰‡ ‚ ‰‚Ûı Ô‡˜Í‡ı ‰ÓÎÊÌÓ
·˚ÎÓ ·˚Ú¸ 12 ·2=24 ÎË¯ÌËı ÔÂ˜ÂÌ¸ˇ. œÓ˜ÂÏÛ ÊÂ Ì‡ Ò‡ÏÓÏ
‰ÂÎÂ Ó‰ÌÓ? œÓÚÓÏÛ ˜ÚÓ 24�1=23 ÔÂ˜ÂÌ¸ˇ ÚÛËÒÚ˚ ÒÏÓ„ÎË
‡Á‰ÂÎËÚ¸ ÔÓÓ‚ÌÛ. œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ˜ËÒÎÓ 23 ÔÓÒÚÓÂ, ˝ÚÓ ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌÓ, ÚÓÎ¸ÍÓ ÂÒÎË ÚÛËÒÚÓ‚ 23.

 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ.  ÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÔÂ˜ÂÌËÈ ‚ Ô‡˜ÍÂ ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëˇ Á‡‰‡-
˜Ë ÛÁÌ‡Ú¸ ÌÂÎ¸Áˇ. »ı ÏÓ„ÎÓ ·˚Ú¸ 12, 35, 58 Ë Ú. ‰.

6. ŒÚ‚ÂÚ. ƒ‡, ÂÒÚ¸.
–Â¯ÂÌËÂ. »‚‡Ì ÏÓÊÂÚ ‡Á·ËÚ¸ ÔÎÂÌÌËÍÓ‚ Ì‡ ‰‚‡‰ˆ‡Ú¸

Ô‡ Ë Ó‰ÌÛ ÚÓÈÍÛ Ë ‚ÂÎÂÚ¸  Ó˘Â˛ ÒÍ‡Á‡Ú¸ Í‡Ê‰ÓÏÛ, ˜ÚÓ
‚ÒÂ, ÍÓÏÂ ‚ıÓ‰ˇ˘Ëı Ò ÌËÏ ‚ Ó‰ÌÛ Ô‡Û (ÚÓÈÍÛ), — Ó·ÓÓÚ-
ÌË. “Ó„‰‡ ÛÒÎÓ‚ËÂ ·Û‰ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ, ‡ ÔÂÂÔ‡‚ËÚ¸Òˇ ÔÎÂÌ-
ÌËÍË ÒÏÓ„ÛÚ ‚ÓÚ Í‡Í. Õ‡ÁÓ‚ÂÏ ÔÎÂÌÌËÍÓ‚ ËÁ ÚÓÈÍË A, B
Ë C. —Ì‡˜‡Î‡ ÔÂÂÔ‡‚Îˇ˛ÚÒˇ A Ë B, ÔÓÚÓÏ A ‚ÓÁ‚‡˘‡ÂÚÒˇ
Ó·‡ÚÌÓ. «‡ÚÂÏ ÔÂÂÔ‡‚ÎˇÂÚÒˇ ÌÂÍÓÚÓ‡ˇ Ô‡‡, ‡ ‚ÓÁ‚‡˘‡-
ÂÚÒˇ B. ¬ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Ó‰Ì‡ Ô‡‡ ÔÎÂÌÌËÍÓ‚ ÔÂÂÔ‡‚ÎÂÌ‡ Ì‡
·ÂÂ„, ‡ ‚ÒÂ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÎÓ‰ÍÓÈ Ì‡ıÓ‰ˇÚÒˇ Ì‡ ÓÒÚÓ‚Â.
¿Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÔÂÂÔ‡‚Îˇ˛ÚÒˇ ‚ÒÂ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â Ô‡˚. «‡ÚÂÏ ÔÂ-
ÂÔ‡‚Îˇ˛ÚÒˇ A Ë B, A ‚ÓÁ‚‡˘‡ÂÚÒˇ Ë ÔÂÂ‚ÓÁËÚ C. œÓÒÎÂ
˝ÚÓ„Ó C ÏÓÊÂÚ ÓÚÔ‡‚ËÚ¸Òˇ Á‡ »‚‡ÌÓÏ. «‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔË Ú‡-
ÍÓÈ ÔÂÂÔ‡‚Â ÌËÍÚÓ ‚ ÎÓ‰ÍÂ ÌËÍ‡ÍÓÈ ÌÓ‚ÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË
Ó· Ó·ÓÓÚÌˇı ÌÂ ÛÁÌ‡Î.
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 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. ¿Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚È ÒÔÓÒÓ· ÔÂÂÔ‡‚˚ ‡·ÓÚ‡ÂÚ ÔË
Î˛·ÓÏ ‡Á·ËÂÌËË ÔÎÂÌÌËÍÓ‚ Ì‡ Ô‡˚ Ë ÚÓÈÍË.

7 ÍÎ‡ÒÒ

1. —Ï. Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë 1 ‰Îˇ 6 ÍÎ‡ÒÒ‡.

2. ŒÚ‚ÂÚ. ƒ‡, ÏÓ„ÎÓ.
–Â¯ÂÌËÂ.œÓ‰ÓÈ‰ÛÚ „Ë¸ÍË Ò ‚ÂÒ‡ÏË 49,5 „, 50,5 „ Ë 51,5 „.

œÂ‚‡ˇ Ë ‚ÚÓ‡ˇ „Ë¸ÍË ‚ÏÂÒÚÂ ‚ÂÒˇÚ 100 „, ÔÂ‚‡ˇ Ë ÚÂ-
Ú¸ˇ — 101 „, ‡ ‚ÚÓ‡ˇ Ë ÚÂÚ¸ˇ — 102 „.

 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. Õ‡ÈÚË ÔËÏÂ Ë ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÓÌ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌ,
ÏÓÊÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. ƒÎˇ Ì‡˜‡Î‡ Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÌË ‚ Ó‰ÌÓÏ
ËÁ ‚Á‚Â¯Ë‚‡ÌËÈ ÌÂ Û˜‡ÒÚ‚Ó‚‡Î‡ Ó‚ÌÓ Ó‰Ì‡ „Ë¸Í‡: ËÌ‡˜Â ÂÂ ‚ÂÒ
·˚Î ·˚ ·ÓÎ¸¯Â 90 „.

≈ÒÎË ‚ Í‡ÍÓÏ-ÚÓ ‚Á‚Â¯Ë‚‡ÌËË Û˜‡ÒÚ‚Ó‚‡ÎË ‚ÒÂ ÚË „Ë¸ÍË, ÚÓ
˝ÚÓ ÏÓ„ÎÓ ·˚Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÂÚ¸Â ‚Á‚Â¯Ë‚‡ÌËÂ, Ú. Â. ÒÛÏÏ‡ ‚ÂÒÓ‚ ‚ÒÂı
„ËÂÍ ‡‚Ì‡ 102 „. “Ó„‰‡, ˜ÚÓ·˚ ‡ÔÚÂÍ‡¸ ÏÓ„ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ 100 „ Ë
101 „, Ó‰Ì‡ ËÁ „ËÂÍ ‰ÓÎÊÌ‡ ‚ÂÒËÚ¸ 1 „, ‡ ‰Û„‡ˇ — 2 „. ÕÓ ÚÓ„‰‡
ÓÒÚ‡‚¯‡ˇÒˇ „Ë¸Í‡ ‚ÂÒËÚ 99 „, ˜ÚÓ Ì‡Ï ÌÂ ÔÓ‰ıÓ‰ËÚ.

«Ì‡˜ËÚ, ‚ Í‡Ê‰ÓÏ ‚Á‚Â¯Ë‚‡ÌËË Û˜‡ÒÚ‚Ó‚‡ÎË Ó‚ÌÓ ÔÓ ‰‚Â
„Ë¸ÍË, ÔËÚÓÏ Í‡Ê‰˚È ‡Á — ‡ÁÌ˚Â. ≈ÒÎË ÒÎÓÊËÚ¸ ‚ÂÒ‡ ‚ÒÂı „Ë-
ÂÍ ‚Ó ‚ÒÂı ÚÂı ‚Á‚Â¯Ë‚‡ÌËˇı, ÚÓ, Ò Ó‰ÌÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ
Û‰‚ÓÂÌÌ˚È ‚ÂÒ ‚ÒÂı ÚÂı „ËÂÍ, ‡ Ò ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, 100+ 101+
+102=303 „. «Ì‡˜ËÚ, ÒÛÏÏ‡ ‚ÂÒÓ‚ ‚ÒÂı ÚÂı „ËÂÍ ‡‚Ì‡ 151,5 „.
œÓ˝ÚÓÏÛ ‚ÂÒ Ò‡ÏÓÈ ÎÂ„ÍÓÈ „Ë¸ÍË ‡‚ÂÌ 151,5 � 102 = 49,5 „,
‚ÂÒ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ — 151,5 � 101 = 50,5 „, ‡ ‚ÂÒ Ò‡ÏÓÈ ÚˇÊÂÎÓÈ —
151,5�100=51,5 „.

3. —Ï. Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë 3 ‰Îˇ 6 ÍÎ‡ÒÒ‡.

4. ŒÚ‚ÂÚ. 30�.
–Â¯ÂÌËÂ. œÓ‚Â‰ÂÏ ÓÚÂÁÍË DK Ë BD (ÒÏ. ËÒÛÌÓÍ). œÓ-

ÒÍÓÎ¸ÍÛ Í‡ÚËÌÍ‡ ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔˇÏÓÈ AC,

A D

B C

K

ËÏÂÂÏ DK=BK. œÓ ÛÒÎÓ‚Ë˛ BK=
=AC. ¿ Ú‡Í Í‡Í ‰Ë‡„ÓÌ‡ÎË ‚ Í‚‡‰-
‡ÚÂ ‡‚Ì˚, AC=BD. “‡ÍËÏ Ó·‡-
ÁÓÏ, ‚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ BKD ‚ÒÂ ÒÚÓ-
ÓÌ˚ ‡‚Ì˚, Ú. Â. ÓÌ ‡‚ÌÓÒÚÓÓÌ-
ÌËÈ, Ë \BKD = 60�. ŒÔˇÚ¸ ÊÂ ‚
ÒËÎÛ ÒËÏÏÂÚËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ôˇ-
ÏÓÈ AC ËÏÂÂÏ \BKC=\DKC, ‡ ‚
ÒÛÏÏÂ ˝ÚË Û„Î˚ ÒÓÒÚ‡‚Îˇ˛Ú Û„ÓÎ ‚
60�, Ú. Â. Í‡Ê‰˚È ËÁ ÌËı ‡‚ÂÌ 30�.
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 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. –‡‚ÂÌÒÚ‚‡ DK=BK Ë \BKC= \DKC ÏÓÊÌÓ
‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ Ë ÌÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛˇ ÔÓÌˇÚËÂ ÒËÏÏÂÚËË.

ƒÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ı BCK Ë DCK ÒÚÓÓÌ‡ CK Ó·-
˘‡ˇ, BC=CD Í‡Í ÒÚÓÓÌ˚ Í‚‡‰‡Ú‡, \BCK=\DCK, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
Í‡Ê‰˚È ËÁ ÌËı ÒÏÂÊÂÌ Û„ÎÛ ‚ 45�. «Ì‡˜ËÚ, ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍË BCK Ë
DCK ‡‚Ì˚ ÔÓ ‰‚ÛÏ ÒÚÓÓÌ‡Ï Ë Û„ÎÛ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË. —ÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓ, DK= BK Ë \BKC= \DKC Í‡Í ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚
‡‚Ì˚ı ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚.

12

3

4

5 67 8

5. ŒÚ‚ÂÚ. ‡) ƒ‡, ÏÓÊÌÓ: ÒÏ. ËÒÛÌÓÍ.
·) ÕÂÚ, ÌÂÎ¸Áˇ.
–Â¯ÂÌËÂ. ‡) œÛÒÚ¸ ÒÛÏÏ‡ ˜ËÒÂÎ ‚ Ó‰ÌÓÈ

ËÁ ˜‡ÒÚÂÈ ‡‚Ì‡ x, ‚ ‰Û„ÓÈ y Ë y ‰ÂÎËÚÒˇ
Ì‡ x. “Ó„‰‡ Ë x+ y ‰ÂÎËÚÒˇ Ì‡ x, ‡ ˝ÚÓ ÒÛÏÏ‡ ‚ÒÂı ˜ËÒÂÎ,
ÓÌ‡ ‡‚Ì‡ 1+2+3+4+5+6+7+8=36. «Ì‡˜ËÚ, ÏÂÌ¸¯‡ˇ
ËÁ ÒÛÏÏ ˜‡ÒÚÂÈ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ‰ÂÎËÚÂÎÂÏ ˜ËÒÎ‡ 36. ¬ÂÌÓ Ë Ó·-
‡ÚÌÓÂ: ÂÒÎË 36 ‰ÂÎËÚÒˇ Ì‡ x, ÚÓ Ë ÓÒÚ‡‚¯‡ˇÒˇ ÒÛÏÏ‡ 36�x
‰ÂÎËÚÒˇ Ì‡ x.

ƒÎˇ ÙË„Û˚, Á‡ÔÓÎÌÂÌÌÓÈ Í‡Í Ì‡ ËÒÛÌÍÂ, ÔË ‡ÁÂ-
Á‡ÌËË Ì‡ ‰‚Â ˜‡ÒÚË ÔÓÎÛ˜‡˛ÚÒˇ Ú‡ÍËÂ ÏÂÌ¸¯ËÂ ÒÛÏÏ˚: 2,
2+ 7= 9, 2+ 7+ 3= 12, 1, 6+ 8+ 4= 18, 8+ 4= 12, 4.  ‡Í
‚Ë‰ËÏ, ‚ÒÂ ÓÌË ˇ‚Îˇ˛ÚÒˇ ‰ÂÎËÚÂÎˇÏË ˜ËÒÎ‡ 36.

≈ÒÚ¸ Ë ‰Û„ËÂ ‡ÒÒÚ‡ÌÓ‚ÍË, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Óˇ˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ë˛
Á‡‰‡˜Ë.

·) ¬˚ÔË¯ÂÏ ‚ÒÂ ‰ÂÎËÚÂÎË ˜ËÒÎ‡ 36, ÏÂÌ¸¯ËÂ ˝ÚÓ„Ó ˜ËÒ-
Î‡, Ë Ëı ‰ÓÔÓÎÌÂÌËˇ ‰Ó 36: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 24, 27,
30, 32, 33, 34, 35.

œÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‡ÒÒÚ‡‚ËÚ¸ ˜ËÒÎ‡ ‚ ÔÓÎÓÒÍÂ ÚÂ·ÛÂ-
Ï˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Û‰‡ÎÓÒ¸. ¬˚ÔË¯ÂÏ ÒÛÏÏÛ ˜ËÒÂÎ ‚ ÔÂ‚ÓÈ ÍÎÂÚ-
ÍÂ, ÔÂ‚˚ı ‰‚Ûı ÍÎÂÚÍ‡ı, ÔÂ‚˚ı ÚÂı ÍÎÂÚÍ‡ı Ë Ú.‰. ” Ì‡Ò
ÔÓÎÛ˜ËÚÒˇ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡˛˘‡ˇ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ËÁ ‚ÓÒ¸ÏË ˜Ë-
ÒÂÎ, ÔÂ‚ÓÂ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â 8, ‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‡‚ÌÓ 36.
œË ˝ÚÓÏ ÒÓÒÂ‰ÌËÂ ˜ÎÂÌ˚ ˝ÚÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‡ÁÎË-
˜‡˛ÚÒˇ ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â ˜ÂÏ Ì‡ 8.

≈ÒÎË ‚ ˝ÚÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÂÒÚ¸ ˜ËÒÎÓ 18, ÚÓ ÔÂ‰˚-
‰Û˘ÂÂ ˜ËÒÎÓ ‰ÓÎÊÌÓ ·˚Ú¸ ÌÂ ÏÂÌÂÂ 18�8=10. ≈‰ËÌÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÏÂÊ‰Û 10 Ë 18 ‚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË — ˝ÚÓ 12.
—ÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ Á‡ 18 ÏÓÊÂÚ ˜ËÒÎÓ ÌÂ ·ÓÎÂÂ 18+8=26, ÔÓ‰ıÓ‰ËÚ
ÚÓÎ¸ÍÓ 24. ÕÓ ÚÓ„‰‡ ‚ ‰‚Ûı ‡ÁÌ˚ı ÍÎÂÚÍ‡ı ‰ÓÎÊÌÓ ÒÚÓˇÚ¸
˜ËÒÎÓ 6=18�12=24�18.
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—ÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ˜ËÒÎ‡ 18 ‚ ˝ÚÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÌÂÚ.
ÕÓ ÚÓ„‰‡ ÔÓÒÏÓÚËÏ Ì‡ ÚÓÚ ÏÓÏÂÌÚ, ÍÓ„‰‡ ÔÓÒÎÂ ˜ËÒÎ‡, ÏÂÌ¸-
¯Â„Ó 18, Ë‰ÂÚ ˜ËÒÎÓ, ·ÓÎ¸¯ÂÂ 18. –‡ÁÌÓÒÚ¸ ˝ÚËı ˜ËÒÂÎ ‰ÓÎÊ-
Ì‡ ·˚Ú¸ ‡‚Ì‡ Í‡Í ÏËÌËÏÛÏ 24� 12= 12. ÕÓ ÓÌË ‰ÓÎÊÌ˚
ÓÚÎË˜‡Ú¸Òˇ Ì‡ ˜ËÒÎÓ, ÌÂ ·ÓÎ¸¯ÂÂ 8. œÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ.

6. –Â¯ÂÌËÂ.œÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ, ˜ÚÓ ÒÌ‡˜‡Î‡ ‚ÒÂ 49 ¯ÍÓÎ¸ÌËÍÓ‚
ÒÚÓˇÚ ‚ ÍÓË‰ÓÂ, Ë ·Û‰ÂÏ ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ Á‡ÔÛÒÍ‡Ú¸ Ëı ‚ ÍÎ‡ÒÒ.
œË ˝ÚÓÏ ·Û‰ÂÏ ‰ÂÎ‡Ú¸ ˝ÚÓ Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ ‚ ÍÎ‡ÒÒÂ ‚ Î˛·ÓÈ
ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ‰ÂÚË ·˚ÎË ‡Á·ËÚ˚ Ì‡ ÚÂ·ÛÂÏ˚Â „ÛÔÔ˚.

œÛÒÚ¸ ‚ ÍÓË‰ÓÂ ÒÚÓËÚ ¯ÍÓÎ¸ÌËÍ ‘Â‰Ó. ≈ÒÎË ÓÌ ÁÌ‡-
ÍÓÏ Ò Í‡ÍËÏ-ÚÓ ‰Û„ËÏ ¯ÍÓÎ¸ÌËÍÓÏ, ÒÚÓˇ˘ËÏ ‚ ÍÓË‰ÓÂ,
ÚÓ ÔÓÒÚÓ Á‡ÔÛÒÚËÏ Ëı ‰‚ÓËı ‚ ÍÎ‡ÒÒ.

»Ì‡˜Â ‚ÒÂ ÁÌ‡ÍÓÏ˚Â ‘Â‰Ó‡ ÛÊÂ ‚ ÍÎ‡ÒÒÂ. “‡Í Í‡Í ‚
ÍÎ‡ÒÒÂ ÏÂÌÂÂ 50 ¯ÍÓÎ¸ÌËÍÓ‚, ÓÌË ‡Á·ËÚ˚ ÏÂÌÂÂ ˜ÂÏ Ì‡ 25
„ÛÔÔ. «Ì‡˜ËÚ, ÒÂ‰Ë ÁÌ‡ÍÓÏ˚ı ‘Â‰Ó‡ Í‡ÍËÂ-ÚÓ ‰‚ÓÂ Ì‡-
ıÓ‰ˇÚÒˇ ‚ Ó‰ÌÓÈ „ÛÔÔÂ. ≈ÒÎË ˝ÚÓ „ÛÔÔ‡ ËÁ 2 ¯ÍÓÎ¸ÌËÍÓ‚,
ÚÓ ‚ÔÛÒÚËÏ ‘Â‰Ó‡ ‚ ÍÎ‡ÒÒ, ‰Ó·‡‚Ë‚ Â„Ó Í ˝ÚÓÈ „ÛÔÔÂ. ≈Ò-
ÎË ÊÂ ˝ÚÓ „ÛÔÔ‡ ËÁ 3 ¯ÍÓÎ¸ÌËÍÓ‚, ÚÓ ÔÓÔÓÒËÏ Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ
ÁÌ‡ÍÓÏ˚ı ‘Â‰Ó‡ Ó·‡ÁÓ‚‡Ú¸ Ò ÌËÏ „ÛÔÔÛ, ‡ ÓÒÚ‡‚¯ËıÒˇ
¯ÍÓÎ¸ÌËÍÓ‚ ÓÒÚ‡‚ËÏ ‚‰‚ÓÂÏ.

“‡Í, ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ ‚ÔÛÒÍ‡ˇ ¯ÍÓÎ¸ÌËÍÓ‚ ‚ ÍÎ‡ÒÒ, Ï˚ ‰Ó-
·¸ÂÏÒˇ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ¯ÍÓÎ¸ÌËÍË ·Û‰ÛÚ ‡Á‰ÂÎÂÌ˚ Ì‡ ÚÂ·Û-
ÂÏ˚Â „ÛÔÔ˚.

8 ÍÎ‡ÒÒ

1. ŒÚ‚ÂÚ. 165 =324.
–Â¯ÂÌËÂ. ›ÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚ÂÌÓ, Ú‡Í Í‡Í (24)5=220=(25)4.

 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. ÕÂÚÛ‰ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ‰Û„Ëı Â¯ÂÌËÈ ÌÂÚ
(ÌÂ Ò˜ËÚ‡ˇ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË Ô‡‚ÓÈ Ë ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚÂÈ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡).

2.–Â¯ÂÌËÂ. —Ì‡˜‡Î‡ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ, ‚ Í‡ÍËı ÒÎÛ˜‡ˇı ÔˇÏ‡ˇ
‡‚ÌÓÛ‰‡ÎÂÌ‡ ÓÚ ‰‚Ûı ÚÓ˜ÂÍ.
ÀÂÏÏ‡. œÛÒÚ¸ ÔˇÏ‡ˇ ` ‡‚ÌÓÛ‰‡ÎÂÌ‡ ÓÚ A Ë B, ÚÓ„‰‡

ÎË·Ó ÓÌ‡ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì‡ AB, ÎË·Ó ÔÓıÓ‰ËÚ ˜ÂÂÁ ÒÂÂ‰ËÌÛ
ÓÚÂÁÍ‡ AB.

A

A0

B

B0

A

A0

B

B0

M
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ƒÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. “Ó˜ÍË A Ë B ÎË·Ó Ì‡ıÓ‰ˇÚÒˇ ÔÓ Ó‰ÌÛ
ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ `, ÎË·Ó ÔÓ ‡ÁÌ˚Â. Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ A0 Ë B0 ÔÓ-
ÂÍˆËË A Ë B Ì‡ ` ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ≈ÒÎË A Ë B ÎÂÊ‡Ú ÔÓ Ó‰ÌÛ
ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ `, ÚÓ AA0B0B— ÔˇÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ, Ë AB k `. ≈ÒÎË A
Ë B ÎÂÊ‡Ú ÔÓ ‡ÁÌ˚Â ÒÚÓÓÌ˚ ÓÚ `, ÚÓ ÓÚÂÁÓÍ AB Ë Ôˇ-
Ï‡ˇ ` ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒˇ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍÂ M. “Ó„‰‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸-
ÌËÍË AA0M Ë BB0M ‡‚Ì˚ Í‡Í ÔˇÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚Â Ò ‡‚Ì˚ÏË
Í‡ÚÂÚ‡ÏË AA0 Ë BB0 Ë ‡‚Ì˚ÏË Û„Î‡ÏË ÔË ‚Â¯ËÌÂM. œÓ-
˝ÚÓÏÛ AM=MB. —ÎÛ˜‡Ë, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ` ÔÓıÓ‰ËÚ ˜ÂÂÁ A Ë B
ËÎË A0=B0, ‡Á·Ë‡˛ÚÒˇ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ. ÀÂÏÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.

“ÂÔÂ¸ Â¯ËÏ Á‡‰‡˜Û. œÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÔÓÚË‚ÌÓÂ: ÔÛÒÚ¸
ÌËÍ‡ÍËÂ ÚË ÔˇÏ˚Â ÌÂ ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒˇ ‚ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ. –‡Ò-
ÒÏÓÚËÏ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÒÚÓÓÌÛ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ Ë ÔˇÏ˚Â,
‡‚ÌÓÛ‰‡ÎÂÌÌ˚Â ÓÚ ÂÂ ÍÓÌˆÓ‚: ÌÂ ·ÓÎÂÂ Ó‰ÌÓÈ ÔˇÏÓÈ Ô‡-
‡ÎÂÎ¸ÌÓ ÒÚÓÓÌÂ, Ë ÌÂ ·ÓÎÂÂ ‰‚Ûı ÔˇÏ˚ı ÔÓıÓ‰ˇÚ ˜ÂÂÁ
ÒÂÂ‰ËÌÛ ÒÚÓÓÌ˚. ¬ÒÂ„Ó ‰Îˇ ÚÂı ÒÚÓÓÌ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÌÂ ·ÓÎÂÂ
‰Â‚ˇÚË ÔˇÏ˚ı. œÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ.

3. ŒÚ‚ÂÚ. 34.
–Â¯ÂÌËÂ. œË‚Â‰ÂÏ ÔËÏÂ ‰Îˇ 34 ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜Ë-

ÒÂÎ. ¬ÓÁ¸ÏÂÏ ‚ÒÂ ˜ËÒÎ‡ ‡‚Ì˚ÏË 1 ÔÓ ÏÓ‰ÛÎ˛, ‡ ÁÌ‡ÍË ‡Ò-
ÒÚ‡‚ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

+

+
�

�
+��

+
�
�

+� �
+
�
�

(ÒÌ‡˜‡Î‡ +, ÔÓÚÓÏ 33 „ÛÔÔ˚ +��, Ò˜ËÚ‡ˇ ÔÓÚË‚ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ
ÒÚÂÎÍË). “ÛÚ ‚ÒÂ„Ó Ó‰Ì‡ Ô‡‡ ÒÓÒÂ‰ÌËı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜Ë-
ÒÂÎ Ë 33 Ô‡˚ ÒÓÒÂ‰ÌËı ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı — ÓÌË Ë ‰‡‰ÛÚ 34 ÔÓ-
ÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËˇ; ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËˇ ·Û-
‰ÛÚ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË.

ƒÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ ·˚ÎÓ ÌÂ ÏÂÌÂÂ 34.
œÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Ëı ÌÂ ·ÓÎÂÂ 33. ŒÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡
‚ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËË ÏÓ„ÛÚ Ó·‡ÁÓ‚˚‚‡Ú¸Òˇ, ÚÓÎ¸ÍÓ ÂÒÎË Ó‰ËÌ
ËÁ ÒÓÏÌÓÊËÚÂÎÂÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È, ÔË˜ÂÏ Í‡Ê‰ÓÂ ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÏÓÊÂÚ Û˜‡ÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ ‚ ‰‚Ûı Ú‡ÍËı
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ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËˇı. —ÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ ÌÂ ·Ó-
ÎÂÂ 66. ÕÓ ÚÓ„‰‡ ‚ÒÂ„Ó ˜ËÒÂÎ ÌÂ ·ÓÎÂÂ 99, ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ.

4. –Â¯ÂÌËÂ. Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ O ÚÓ˜ÍÛ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËˇ ‰Ë‡„Ó-
Ì‡ÎÂÈAD ËBE (ÒÏ. ËÒÛÌÓÍ Ò‚ÂıÛ). »Á ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸-
ÌËÍÓ‚ ABD Ë EDB (ÓÌË ‡‚Ì˚ ÔÓ ÚÂÏ ÒÚÓÓÌ‡Ï) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ,
˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓˇÌËˇ ÓÚ ÚÓ˜ÂÍ A Ë E ‰Ó ÔˇÏÓÈ BD ‡‚Ì˚, Ú. Â.
AE kBD Ë ABDE ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ‡‚ÌÓ·ÓÍÓÈ Ú‡ÔÂˆËÂÈ.

A

BD

E

C

F

O

œÓ‚Â‰ÂÏ ÒÂÂ‰ËÌÌ˚È ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛ-
Îˇ ` Í ÓÚÂÁÍÛ AE. œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ABDE—
‡‚ÌÓ·ÓÍ‡ˇ Ú‡ÔÂˆËˇ, ÔˇÏ‡ˇ ` ˇ‚ÎˇÂÚ-
Òˇ ÒÂÂ‰ËÌÌ˚Ï ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎˇÓÏ Ë Í ÓÚ-
ÂÁÍÛ BD, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÓıÓ‰ËÚ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜-
ÍÛ O. »Á ‡‚ÌÓ·Â‰ÂÌÌÓÒÚË ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌË-
ÍÓ‚ BCD Ë AFE ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÔˇÏ‡ˇ `
ÔÓıÓ‰ËÚ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË C Ë F, Ú. Â. ‰Ë‡-
„ÓÌ‡ÎË ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒˇ ‚
Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ, ÔË˜ÂÏ ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸ CF ˇ‚-
ÎˇÂÚÒˇ ·ËÒÒÂÍÚËÒÓÈ Û„ÎÓ‚ C Ë F. ¿Ì‡-
ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒˇ, ˜ÚÓ ‰Ë‡„ÓÌ‡ÎË
AD, BE ˇ‚Îˇ˛ÚÒˇ ·ËÒÒÂÍÚËÒ‡ÏË Û„ÎÓ‚
A ËD, B Ë E ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
·ËÒÒÂÍÚËÒ˚ ‚ÒÂı Û„ÎÓ‚ ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌË-
Í‡ ÔÂÂÒÂÍÎËÒ¸ ‚ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ, ÚÓ ‡ÒÒÚÓ-
ˇÌËˇ ÓÚ ÚÓ˜ÍË O ‰Ó ÒÚÓÓÌ ‡‚Ì˚, Ú. Â.
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚ÔËÒ‡ÌÌ‡ˇ ‚ ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌËÍ
ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ (ÒÏ. ËÒÛÌÓÍ ‚ ˆÂÌÚÂ).

 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. ÿÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ËÁ ÛÒÎÓ-
‚Ëˇ Á‡‰‡˜Ë ÌÂ Ó·ˇÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ Ô‡‚ËÎ¸Ì˚È.
–‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚‡ Ô‡‚ËÎ¸Ì˚ı ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡
Ò Ó·˘ËÏ ˆÂÌÚÓÏ Ë ÔÓÔ‡ÌÓ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚-
ÏË ÒÚÓÓÌ‡ÏË, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ÏË Í‡Í Ì‡ Ë-
ÒÛÌÍÂ ÒÌËÁÛ.

œÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÒÓÂ‰ËÌËÏ Ëı ‚Â¯ËÌ˚. œÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È ¯ÂÒÚË-
Û„ÓÎ¸ÌËÍ ·Û‰ÂÚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓˇÚ¸ ÛÒÎÓ‚Ë˛ Á‡‰‡˜Ë. ÕÂÒÎÓÊÌÓ ÔÓÍ‡-
Á‡Ú¸, ˜ÚÓ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‚ÒÂ ÔÓ‰ıÓ‰ˇ˘ËÂ ÔÓ‰
ÛÒÎÓ‚ËÂ ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌËÍË.

5. –Â¯ÂÌËÂ. ŒˆÂÌÍÛ «a ·‡ÎÎÓ‚ ËÁ n ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı» ·Û‰ÂÏ
Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ Í‡ÚÍÓ a/n ËÎË an . ŒˆÂÌÍË 0/n Ë n/n ·Û‰ÂÏ Ì‡-
Á˚‚‡Ú¸ Í‡ÈÌËÏË.
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ÀÂÏÏ‡ 1. ≈ÒÎË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌˇÚ¸ ¯Í‡Î˚ ‚ ÔÓˇ‰-
ÍÂ 100 �» 99 �» 98 �» 97 �» ... �» 3 �» 2, ÚÓ Î˛·‡ˇ ÌÂÍ‡ÈÌˇˇ
ÓˆÂÌÍ‡ a/100 ÔÂ‚‡ÚËÚÒˇ ‚ 1/2.
ƒÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ƒÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÔË ˝ÚËı Á‡-

ÏÂÌ‡ı ¯Í‡Î ÌÂÍ‡ÈÌËÂ ÓˆÂÌÍË ÓÒÚ‡˛ÚÒˇ ÌÂÍ‡ÈÌËÏË, Ú‡Í
Í‡Í ÔË ‚ÒÂı k> 1 ÓˆÂÌÍ‡ 1/k ·ÎËÊÂ Í Î˛·ÓÈ ÌÂÍ‡ÈÌÂÈ
ÓˆÂÌÍÂ ‚Ë‰‡ a/(k+1), ˜ÂÏ 0/k; ÁÌ‡˜ËÚ, Ì‡ Ó˜ÂÂ‰ÌÓÏ ¯‡„Â
ÔÓÒÎÂ ÓÍÛ„ÎÂÌËˇ ÓˆÂÌÍ‡ 0/k ÌÂ ÏÓ„Î‡ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸Òˇ (‡Ì‡ÎÓ-
„Ë˜ÌÓ Ò k/k). “‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÍÓÌˆÂ ÓÒÚ‡ÌÂÚÒˇ ÌÂÍÓÚÓ‡ˇ
ÌÂÍ‡ÈÌˇˇ ÓˆÂÌÍ‡ ‚ ‰‚Ûı·‡ÎÎ¸ÌÓÈ ¯Í‡ÎÂ, Ú. Â. 1/2. ÀÂÏÏ‡
‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.
ÀÂÏÏ‡ 2.ƒ‡ÌÓ Ì‡ÚÛ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ k. ≈ÒÎË ÏÂÌˇÚ¸ ¯Í‡Î˚

‚ ÔÓˇ‰ÍÂ

2 �» 3 �» 4 �» 6 �» 8 �» ... �» 2 ·2s �» 3 ·2s �» 2 ·2s+1 �» ... �» 2k,

ÚÓ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ËÁ ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÓˆÂÌÍË 1/2 Î˛·Û˛ ÓˆÂÌÍÛ
‚Ë‰‡ (2r +1)/2k, „‰Â 06 r <2k�1.

0 1
4

1
3

1
2

2
3

3
4

1

0 1
8

1
6

1
4

2
6

3
8

1
2

5
8

4
6

3
4

5
6

7
8

1

0 1
8

1
4

3
8

1
2

5
8

3
4

7
8

1
16

3
16

5
16

7
16

9
16

11
16

13
16

15
16

1

œÂ‚˚Â ¯ÂÒÚ¸ ¯‡„Ó‚ ‡Î„ÓËÚÏ‡ ËÁ ÎÂÏÏ˚ 2 ‚ Â¯ÂÌËË Á‡‰‡˜Ë 5.
 ‡Ê‰‡ˇ ÒÎÂ‰Û˛˘‡ˇ Ô‡‡ ¯‡„Ó‚ ÒÓ‰ÂÊËÚ ‰‚Â «ÍÓÔËË» ÔÂ‰˚‰Û-
˘ÂÈ Ô‡˚, ÒÊ‡Ú˚Â ‚ ‰‚‡ ‡Á‡.

ƒÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ¡Û‰ÂÏ ‚ÂÒÚË ËÌ‰ÛÍˆË˛ ÔÓ k.
¡‡Á‡: k=1. ÕËÍ‡ÍËı ÓÔÂ‡ˆËÈ ÌÂ ÔÓËÁÓ¯ÎÓ, Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ

ÒÓÒÚÓˇÌËÂ 1/2.
œÂÂıÓ‰: ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ÎÂÏÏ˚ ‚ÂÌÓ

‰Îˇ Ô‡‡ÏÂÚ‡ k� 1; ‰ÓÍ‡ÊÂÏ Â„Ó ‰Îˇ Ô‡‡ÏÂÚ‡ k. Õ‡¯‡
ˆÂÎ¸ — ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÓˆÂÌÍÛ (2r + 1)/2k. –‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È,
ÍÓ„‰‡ r ÌÂ˜ÂÚÌÓ. œÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌË˛ ËÌ‰ÛÍˆËË Á‡ ÔÂ‚˚Â
2(k� 2) Á‡ÏÂÌ ¯Í‡Î ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÓˆÂÌÍÛ r/2k�1. ¬˚-
ˇÒÌËÏ, ˜ÚÓ ÔÓËÁÓÈ‰ÂÚ ÔË ÔÂÂıÓ‰Â ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ¯Í‡ÎÛ
(2k�1 �» 3 ·2k�2):

3 ·2k�2 = 3/2 ·2k�1; r �» 3r
2

.
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›ÚÓ ÔÓÎÛˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ ÓÍÛ„ÎËÏ ‰Ó (3r +1)/2. œË ÔÂÂ‚Ó‰Â
‚ ÙËÌ‡Î¸ÌÛ˛ ¯Í‡ÎÛ (3 ·2k�2 �» 2k) ÓˆÂÌÍ‡ (3r +1)/2 ÔÂÂÈ-
‰ÂÚ ‚

4
3
· 3r +1

2
= 2r + 2

3
,

˜ÚÓ ÓÍÛ„ÎˇÂÚÒˇ ‰Ó 2r + 1. —ÎÛ˜‡È ˜ÂÚÌÓ„Ó r ‡Á·Ë‡ÂÚÒˇ
‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, ÔË ˝ÚÓÏ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘‡ˇ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚ¸ ÓˆÂÌÓÍ:

(r +1)/2k�1 �» 3r +2
2

.
3 ·2k�2 �» (2r +1)/2k.

ÀÂÏÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.
ÀÂÏÏ‡ 3. ¬ÒˇÍ‡ˇ ÌÂÍ‡ÈÌˇˇ ÓˆÂÌÍ‡ ‚Ë‰‡ a/100 ÏÓÊÂÚ

·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ËÁ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÌÂ˜ÂÚÌÓÈ ÓˆÂÌÍË ÔÓ ¯Í‡ÎÂ ÓÚ 0
‰Ó 256 ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Á‡ÏÂÌ˚ ¯Í‡Î 256�» 100.
ƒÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ŒÚ ÔÓÚË‚ÌÓ„Ó: ÔÛÒÚ¸ ÌÂÍÓÚÓ‡ˇ ÓˆÂÌ-

Í‡ a/100 ÌÂ ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒˇ Ú‡ÍËÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ. “Ó„‰‡ ‚ ËÌÚÂ‚‡-

ÎÂ
⇣
a

100
� 1

200
,
a

100
+

1
200

⌘
ÌÂÚ ‰Ó·ÂÈ ‚Ë‰‡

2r +1
256

. ÕÓ ‰ÎËÌ‡

˝ÚÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ ‡‚Ì‡
1

100
, ‡ ‡ÒÒÚÓˇÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÒÓÒÂ‰ÌËÏË

‰Ó·ˇÏË Ú‡ÍÓ„Ó ‚Ë‰‡ ‡‚ÌÓ
1

128
, ˜ÚÓ ÏÂÌ¸¯Â. œÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ,

ÎÂÏÏ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.
“ÂÔÂ¸ Â¯ËÏ Á‡‰‡˜Û. ¬ Ì‡˜‡ÎÂ ·Û‰ÂÏ ‰ÂÈÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ÔÓ ‡Î-

„ÓËÚÏÛ ËÁ ÎÂÏÏ˚ 1 Ë ÔË‚Â‰ÂÏ Ó·Â ÓˆÂÌÍË Í ÒÓÒÚÓˇÌË˛
1/2. «‡ÚÂÏ, ‰ÂÈÒÚ‚Ûˇ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÎÂÏÏÂ 2, ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸
ËÁ ‰‚Ûı ˝ÍÁÂÏÔÎˇÓ‚ 1/2 Î˛·Û˛ Ô‡Û ÌÂ˜ÂÚÌ˚ı ÓˆÂÌÓÍ ÔÓ
¯Í‡ÎÂ ÓÚ 0 ‰Ó 256. ÀÂÏÏ‡ 3 „‡‡ÌÚËÛÂÚ Ì‡Ï, ˜ÚÓ ÔË ‚ÓÁ-
‚‡ÚÂ ‚ ËÒıÓ‰ÌÛ˛ ¯Í‡ÎÛ ÓÚ 0 ‰Ó 100 ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Î˛·Û˛
Ô‡Û ÓˆÂÌÓÍ.

 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. œÓ ÒÛÚË, ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Á‡ÏÂÌ ¯Í‡Î
ÏÓÊÌÓ ËÁ Î˛·˚ı ËÒıÓ‰Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Î˛·˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚
Î˛·Ó„Ó ˜ËÒÎ‡ Û˜‡ÒÚÌËÍÓ‚.

6. –Â¯ÂÌËÂ. –‡ÒÒÏÓÚËÏ n= 62. –‡ÒÍ‡ÒËÏ ˜ËÒÎ‡ ÓÚ 1
‰Ó 62 ‚ ·ÂÎ˚È Ë ˜ÂÌ˚È ˆ‚ÂÚ‡ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ˜ËÒ-
Î‡ 1, 2, ..., 8 — ‚ ˜ÂÌ˚È ˆ‚ÂÚ; 9, 10, 11, ..., 18 — ‚ ·ÂÎ˚È;
19, 20, ..., 26 — ÒÌÓ‚‡ ‚ ˜ÂÌ˚È, Ë Ú‡Í ‰‡ÎÂÂ, ˜ÂÂ‰Ûˇ ˜Â-
Ì˚Â ·ÎÓÍË ËÁ ‚ÓÒ¸ÏË Ë ·ÂÎ˚Â ·ÎÓÍË ËÁ ‰ÂÒˇÚË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ. ◊ÂÌ˚ı ˜ËÒÂÎ ÔÓÎÛ˜ËÚÒˇ 32, ‡ ·ÂÎ˚ı — 30.

œÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ n= 62 ÔÓÔ˚„Ë‚‡ÂÏÓ. “Ó„‰‡ ÍÛÁÌÂ-
˜ËÍÛ ÔË‰ÂÚÒˇ ıÓÚˇ ·˚ 31 ‡Á ÔËÁÂÏÎËÚ¸Òˇ Ì‡ ˜ÂÌÛ˛
ÍÎÂÚÍÛ. ÕÓ Ì‡ ˜ÂÌÛ˛ ÍÎÂÚÍÛ ÏÓÊÌÓ ÔÓÔ‡ÒÚ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ Ò ·ÂÎÓÈ.
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¡ÂÎ˚ı ÍÎÂÚÓÍ ‚ÒÂ„Ó 30, ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ò ‡ÁÌ˚ı ÍÎÂÚÓÍ ÔÂÂÔ˚-
„Ë‚‡Ú¸ Ì‡ ˜ÂÌ˚Â ÌÂ ÔÓÎÛ˜ËÚÒˇ. œÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ.

 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. ÕÂÚÛ‰ÌÓ ÔË‚ÂÒÚË ‡Î„ÓËÚÏ, ÍÓÚÓ˚È ÔÓ-
Ô˚„Ë‚‡ÂÚ ‚ÒÂ ˜ËÒÎ‡ ‚Ë‰‡ 17k+ 19m+ , „‰Â = 0, 1, �1. ¬ ˜‡ÒÚ-
ÌÓÒÚË, ˜ËÒÎ‡ 51, 52, ..., 58 ÔÓÔ˚„Ë‚‡ÂÏ˚; ÍÓÏÂ ˝ÚÓ„Ó, Ì‡˜ËÌ‡ˇ
Ò 118, ‚ÒÂ Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îˇ˛ÚÒˇ ‚ Ú‡ÍÓÏ ‚Ë‰Â, Ë,
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓÔ˚„Ë‚‡ÂÏ˚. –‡ÁÛÏÂÂÚÒˇ, ÓÚÒ˛‰‡ ÌÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ,
˜ÚÓ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ ÌÂÔÓÔ˚„Ë‚‡ÂÏ˚.

9 ÍÎ‡ÒÒ

1. ŒÚ‚ÂÚ. 3750.
–Â¯ÂÌËÂ. œÓ ÛÒÎÓ‚Ë˛ aA=5A („‰Â A— ˜ËÒÎÓ, ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌ-

ÌÓÂ ËÁ ‚ÒÂı ˆËÙ, ÍÓÏÂ ÔÂ‚ÓÈ, a— ÔÂ‚‡ˇ ˆËÙ‡). œÛÒÚ¸
n— ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ˆËÙ ‚ ˜ËÒÎÂ aA. ŒÚÒ˛‰‡, 4A = a · 10n�1 )
)A= 25a · 10n�3. ≈ÒÎË n> 4, ÚÓ Û ˜ËÒÎ‡ A, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, Ë Û
ËÒÍÓÏÓ„Ó ˜ËÒÎ‡, ÂÒÚ¸ ‰‚Â ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ËÂ ˆËÙ˚ (‰‚‡ ÌÛÎˇ Ì‡
ÍÓÌˆÂ). ≈ÒÎË ÊÂ n=4, ÚÓ A=250a. flÒÌÓ, ˜ÚÓ ˜ÂÏ ·ÓÎ¸¯Â a,
ÚÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ËÒıÓ‰ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ. œË a> 4 ˜ËÒÎÓ 250a ÒÓÒÚÓËÚ
ËÁ 4 ˆËÙ, ‡ ÌÂ ËÁ ÚÂı. œË a=3 Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ A=750, ‡
ËÒıÓ‰ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡‚ÌÓ 3750. «Ì‡˜ËÚ, Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ËÒÍÓÏÓÂ
˜ËÒÎÓ ‡‚ÌÓ 3750.

2. –Â¯ÂÌËÂ. œÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ Í‡ÍÓÏ-ÚÓ ÚÛÂ ÌÂ ·˚ÎÓ
Ë„˚ ÏÂÊ‰Û ÁÂÏÎˇÍ‡ÏË. “Ó„‰‡ Û˜‡ÒÚÌËÍË ‡Á·Ë‚‡˛ÚÒˇ Ì‡
Ô‡˚ Î˛‰ÂÈ ËÁ ‡ÁÌ˚ı „ÓÓ‰Ó‚. –‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó
Û˜‡ÒÚÌËÍ‡. ¬ Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡Â ÂÒÚ¸ ÌÂ ·ÓÎÂÂ Ó‰ÌÓ„Ó Â„Ó ÁÂÏÎˇÍ‡,
Ú‡ÍÊÂ ‚ÚÓÓÈ Û˜‡ÒÚÌËÍ ËÁ Â„Ó Ô‡˚ ÌÂ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ Â„Ó ÁÂÏÎˇ-
ÍÓÏ. ÕÓ ÚÓ„‰‡ ‚ÒÂ„Ó ÁÂÏÎˇÍÓ‚ Û ÌÂ„Ó ÏÂÌ¸¯Â ÔÓÎÓ‚ËÌ˚ ËÁ
‚ÒÂı Û˜‡ÒÚÌËÍÓ‚. «Ì‡˜ËÚ, Í‡Ê‰˚È Û˜‡ÒÚÌËÍ Ò˚„‡Î ·ÓÎ¸¯Â
Ë„ Ò ÌÂÁÂÏÎˇÍ‡ÏË, ˜ÂÏ Ò ÁÂÏÎˇÍ‡ÏË, Ë ‚ ÒÛÏÏÂ Ë„ ÏÂÊ‰Û
ÁÂÏÎˇÍ‡ÏË ·˚ÎÓ ÏÂÌ¸¯Â ÔÓÎÓ‚ËÌ˚. œÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ.

3. ŒÚ‚ÂÚ. œË‚Â‰ÂÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Â ÔËÏÂ˚ Ú‡ÍËı ÙË„Û.

‡)
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·)

 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. œÓ‰Ó·Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÏÓÊÌÓ ÔÓÒÚÓËÚ¸ ÙË„ÛÛ
‰Îˇ Î˛·Ó„Ó ÌÂÒ‡ÏÓÔÂÂÒÂÍ‡˛˘Â„ÓÒˇ ‡ÁÂÁ‡.

4. ŒÚ‚ÂÚ. a=1, k— Î˛·ÓÂ.
–Â¯ÂÌËÂ. ≈ÒÎË a= 1, ÚÓ ak

n+1 � 1= 0, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ‰ÂÎËÚÒˇ
Ì‡ n. œÛÒÚ¸ ÚÂÔÂ¸ a> 2. ¬ÓÁ¸ÏÂÏ n= ak � 1, ÚÓ„‰‡ ak ⌘ 1
(mod n), Ë ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

0⌘akn+1�1⌘ (ak)kn�1
·a�1⌘1k

n�1
·a�1⌘a�1 (mod ak�1).

“‡ÍÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË k=1, ÌÓ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ak
n+1�

�1=a2 �1 ‰ÓÎÊÌÓ ‰ÂÎËÚ¸Òˇ Ì‡ ‚ÒÂ n, ˜ÚÓ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ. “‡-
ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ô‡˚, ‚ ÍÓÚÓ˚ı a>2, Ì‡Ï ÌÂ ÔÓ‰ıÓ‰ˇÚ.

5. ŒÚ‚ÂÚ. ÕÂÚ, ÌÂ Ó·ˇÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ.
–Â¯ÂÌËÂ. “‡Í‡ˇ ÙË„Û‡, ÓÚÎË˜Ì‡ˇ ÓÚ ÔˇÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡,

ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ. Õ‡ ËÒÛÌÍÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ÒÂ 4 ‚‡Ë‡ÌÚ‡ ‡Ò-
ÔÓÎÓÊÂÌËˇ ‘ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ„Ó ÔÂÂÌÓÒ‡.

œÓÌÛÏÂÛÂÏ ˆ‚ÂÚ‡ ˜ËÒÎ‡ÏË ÓÚ 1 ‰Ó 10, ‡ ÒÚÓÍË Ë ÒÚÓÎ·-
ˆ˚ ˜ËÒÎ‡ÏË ÓÚ 1 ‰Ó 1000. –‡ÒÍ‡ÒËÏ ÍÎÂÚÍÛ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡-
ÏË (i, j) ‚ ˆ‚ÂÚ Ò ÌÓÏÂÓÏ (i� 1+ 5(j� 1)) mod 10+ 1. «‡-
ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ô‡‚ÓÂ ‚ÂıÌÂÂ Ë ÎÂ‚ÓÂ ÌËÊÌÂÂ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌËˇ
ÒÓ‰ÂÊ‡Ú ÔÓ Ó‰ÌÓÈ ‰ÓÏËÌÓ¯ÍÂ ‚ ÔˇÚË ÔÓ‰ˇ‰ Ë‰Û˘Ëı ÒÚÓ-
Í‡ı. «Ì‡˜ËÚ, Ú‡Ï ÂÒÚ¸ ‚ÒÂ Ô‡˚ (1, 6), (2, 7), (3, 8), (4, 9),
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(5, 10). ¬ ÒÎÛ˜‡ˇı Ô‡‚Ó„Ó ÌËÊÌÂ„Ó Ë ÎÂ‚Ó„Ó ‚ÂıÌÂ„Ó ‡Ò-
ÔÓÎÓÊÂÌËÈ ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËÂ ÚÓ ÊÂ, ÌÛÊÌÓ ÎË¯¸ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ
‚ÂıÌˇˇ Ë ÌËÊÌˇˇ ÍÎÂÚÍË ËÏÂ˛Ú ‡ÁÌ˚Â ˆ‚ÂÚ‡, ‰‡˛˘ËÂ
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚È ÓÒÚ‡ÚÓÍ ÔË ‰ÂÎÂÌËË Ì‡ 5. ¿ ÁÌ‡˜ËÚ, Ë ‚ ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â ˆ‚ÂÚ‡ ÍÎÂÚÓÍ ÙË„ÛÍË ‡ÁÎË˜Ì˚.
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 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. ƒ‡ÌÌ˚È ÔËÏÂ ÌÂ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È, ÏÓÊÌÓ Ú‡Í-
ÊÂ ÔË‰ÛÏ‡Ú¸ ÔËÏÂ ‡ÒÍ‡ÒÍË ‰Îˇ Ú‡ÍÓÈ ÙË„Û˚:

6. –Â¯ÂÌËÂ. Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÚÓ˜ÍË, ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ‚Â¯ËÌ‡Ï
ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÂÂ‰ËÌ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı ÒÚÓ-
ÓÌ, ˜ÂÂÁ A0, B0, C0 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. Œ˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÚÓ˜ÍË A,
B, C ˇ‚Îˇ˛ÚÒˇ ÒÂÂ‰ËÌ‡ÏË ÒÚÓÓÌ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ A0B0C0. ¬˚-
ÒÓÚ‡ BB1 ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎˇÌ‡ ÔˇÏÓÈ AC, ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, Ë ÔˇÏÓÈ
A0C0. œÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÚÓ˜ÍË A0 Ë C0 ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸-
ÌÓ BB1. ÕÂÒÎÓÊÌÓ ÔÓÌˇÚ¸, ˜ÚÓ ÚÓ˜Í‡ A0 ÎÂÊËÚ Ì‡ ÏÂ‰Ë‡ÌÂ
AM. “Ó„‰‡ ÚÓ˜Í‡ C0 ÎÂÊËÚ Ì‡ ÔˇÏÓÈ b ‚ ÒËÎÛ ÒËÏÏÂÚËË.
¿Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÏÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ B0 ÎÂÊËÚ Ì‡ ÔˇÏÓÈ c.
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A B

C

M

C1

B1

A0B0

C0

X

L
K
H

b

c

ƒÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ b?c. Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ K Ë L ÚÓ˜ÍË ÔÂÂÒÂ-
˜ÂÌËˇ ÔˇÏÓÈ AM Ò ÔˇÏ˚ÏË BB1 Ë CC1 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‡
ÚÓ˜ÍÛ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËˇ ‚˚ÒÓÚ ˜ÂÂÁ H. “Ó„‰‡ ‚ÂÌ˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ
‡‚ÂÌÒÚ‚‡:

\(AM, BB1) = \(BB1, b), \(AM, CC1) = \(CC1, c),

\(b, c) = \(b, AM)+\(AM, c) =
= 2\(BB1, AM)+2\(AM, CC1) = 2\(BB1, CC1) =
= 2\(B1H,HC1) = 2\(B1A, AC1) = 2\(BA, AC) = 90�.

–‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ B0XC0. B0C0=2BC, ÔË˜ÂÏ A—
ÒÂÂ‰ËÌ‡ B0C0, \B0XC0=90�. “Ó„‰‡ AX=AB0=AC0=BC.

10 ÍÎ‡ÒÒ

1. ŒÚ‚ÂÚ. ÕÂÚ, ÌÂ ÏÓ„ÎÓ.
–Â¯ÂÌËÂ. œÛÒÚ¸ x1, x2 — ÍÓÌË Û‡‚ÌÂÌËˇ x2 + bx+ c=0.

“Ó„‰‡ ÔÓ ÚÂÓÂÏÂ ¬ËÂÚ‡

x1 +x2 = �b, (1)

x1x2 = c. (2)

œÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ‚ÂÌÓ, ÚÓ„‰‡

x1 +1+x2 +1 = �b+1
2

, (3)

(x1 +1)(x2 +1) = c+1
2

. (4)
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œÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ (1) ‚ (3) Ë Ì‡È‰ÂÏ b=5.
œÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ (1) Ë (2) ‚ (4) Ë Ì‡È‰ÂÏ c=9.
—Ú‡ÎÓ ·˚Ú¸, ËÒÍÓÏ˚È Í‚‡‰‡ÚÌ˚È ÚÂı˜ÎÂÌ, ÂÒÎË ÓÌ ÒÛ-

˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ x2 +5x+9. Œ‰Ì‡ÍÓ ÊÂ ‰ËÒÍËÏËÌ‡ÌÚ
Ú‡ÍÓ„Ó ÚÂı˜ÎÂÌ‡ ÓÚËˆ‡ÚÂÎÂÌ. «Ì‡˜ËÚ, ÓÔËÒ‡ÌÌ‡ˇ ‚ Á‡‰‡˜Â
ÒËÚÛ‡ˆËˇ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌ‡.

2. ŒÚ‚ÂÚ.  ‡ÒÌÓ„Ó.
–Â¯ÂÌËÂ. «‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÂÒÎË ˜ËÒÎÓ bn ÒËÌÂ„Ó ˆ‚ÂÚ‡, ÚÓ

˜ËÒÎÓ b ÚÓÊÂ ÒËÌÂ„Ó ˆ‚ÂÚ‡ (‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒˇ ÓÚ ÔÓÚË‚ÌÓ„Ó).
“‡Í Í‡Í 1024=210, ËÁ ˝ÚÓ„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ˜ËÒÎÓ 2 ÒËÌÂÂ.

“‡ÍÊÂ Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÂÒÎË ˜ËÒÎÓ a ÒËÌÂ„Ó ˆ‚ÂÚ‡, ÚÓ Î˛·ÓÂ
˜ËÒÎÓ n · a (n 2 N) ÚÓÊÂ ÒËÌÂ„Ó ˆ‚ÂÚ‡ (ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëˇ
Á‡‰‡˜Ë ÔË ÔÓÏÓ˘Ë ÔËÌˆËÔ‡ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ËÌ‰ÛÍˆËË).
«Ì‡˜ËÚ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ 2 ÒËÌÂÂ, ÚÓ ‚ÒÂ ˜ÂÚÌ˚Â ˜ËÒÎ‡ Ú‡ÍÊÂ ÒË-
ÌËÂ.

œÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ 2017 ÒËÌÂ„Ó ˆ‚ÂÚ‡. “Ó„‰‡ ‚ÒÂ ÌÂ˜ÂÚ-
Ì˚Â ˜ËÒÎ‡, Ì‡˜ËÌ‡ˇ Ò 2017, ÚÓÊÂ ·Û‰ÛÚ ÒËÌÂ„Ó ˆ‚ÂÚ‡. “‡-
ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÒÂ ˜ËÒÎ‡, Ì‡˜ËÌ‡ˇ Ò 2017, ÒËÌËÂ. œÓ ÛÒÎÓ-
‚Ë˛, Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ Ó·‡ ˆ‚ÂÚ‡. ›ÚÓ ÁÌ‡˜ËÚ, ˜ÚÓ Í‡ÍÓÂ-ÚÓ
ÌÂ˜ÂÚÌÓÂ ˜ËÒÎÓ k (k<2017) ÔÓÍ‡¯ÂÌÓ ‚ Í‡ÒÌ˚È ˆ‚ÂÚ. ÕÓ
ÚÓ„‰‡ Ë Î˛·‡ˇ ÒÚÂÔÂÌ¸ k ÚÓÊÂ Í‡ÒÌ‡ˇ. “‡Í Í‡Í k>2, ÚÓ ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÒÚÂÔÂÌ¸, ÍÓÚÓ‡ˇ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ 2017. œÓÎÛ˜‡ÂÚÒˇ,
˜ÚÓ ÓÌ‡ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ÔÓÍ‡¯ÂÌ‡ Ë ‚ ÒËÌËÈ, Ë ‚ Í‡ÒÌ˚È
ˆ‚ÂÚ‡, ˜ÚÓ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ. œÓ˝ÚÓÏÛ 2017 ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ
Í‡ÒÌÓ„Ó ˆ‚ÂÚ‡.

 ‡ÒÌ˚Ï ÓÌÓ Í‡Í ‡Á ·Û‰ÂÚ, ÂÒÎË Ï˚ ÔÓÍ‡ÒËÏ ‚ÒÂ ˜ÂÚ-
Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ ‚ ÒËÌËÈ ˆ‚ÂÚ, ‡ ÌÂ˜ÂÚÌ˚Â — ‚ Í‡ÒÌ˚È. ÀÂ„ÍÓ
Û·Â‰ËÚ¸Òˇ, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌ‡ˇ ‡ÒÍ‡ÒÍ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓˇÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛
Á‡‰‡˜Ë.

3. ŒÚ‚ÂÚ. \B=45�.
œÂ‚ÓÂ Â¯ÂÌËÂ. Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸, ÓÔËÒ‡Ì-

ÌÛ˛ ÓÍÓÎÓ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC, ˜ÂÂÁ 1 — ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸, ÓÔË-
Ò‡ÌÌÛ˛ ÓÍÓÎÓ ACO. œÛÒÚ¸ \ABC= . “Ó„‰‡ \AOC=2 , Í‡Í
ˆÂÌÚ‡Î¸Ì˚È ‰Îˇ Û„Î‡ ABC ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÍÛÊÌÓÒÚË .
\AEC=\AOC=2 , Í‡Í ÓÔË‡˛˘ËÂÒˇ Ì‡ ‰Û„Û AC ÓÍÛÊÌÓ-
ÒÚË 1. “‡Í Í‡Í Û„ÓÎ AEC ‚ÌÂ¯ÌËÈ ‰Îˇ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ CEB,
\ECB = 2 � = , ÁÌ‡˜ËÚ, ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ CEB— ‡‚ÌÓ·Â‰-
ÂÌÌ˚È. ¿Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, \AFC= 2 , Û„ÓÎ AFC ‚ÌÂ¯ÌËÈ ‰Îˇ
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A

B

C

N

F

M

E
O

1

ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ AFB, ÁÌ‡˜ËÚ, \BAF = , ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ABF
ÚÓÊÂ ‡‚ÌÓ·Â‰ÂÌÌ˚È.

œÓ ÙÓÏÛÎÂ ‰ÎËÌ˚ ÓÒÌÓ‚‡ÌËˇ ‡‚ÌÓ·Â‰ÂÌÌÓ„Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸-
ÌËÍ‡ AB=2 · BF · cos Ë BC=2 · BE · cos . œÂÂÏÌÓÊË‚ ˝ÚË
‡‚ÂÌÒÚ‚‡, ÔÓÎÛ˜ËÏ: AB·BC=4 ·BE ·BF ·cos2 .  ÓÏÂ ÚÓ„Ó,
ËÁ ÓÚÌÓ¯ÂÌËˇ ÔÎÓ˘‡‰ÂÈ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓ‚ ABC Ë AEF, ‰‡ÌÌÓ-

„Ó ‚ ÛÒÎÓ‚ËË, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ:
SBAC
SBEF

=
AB ·BC
BE ·BF

= 2. ŒÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ,

˜ÚÓ 1=2 · cos2 . “‡Í Í‡Í 2 <180�, ËÏÂÂÏ cos >0, ÁÌ‡˜ËÚ,

cos =
1p
2
) =45�.

¬ÚÓÓÂ Â¯ÂÌËÂ. Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸, ÓÔË-
Ò‡ÌÌÛ˛ ÓÍÓÎÓ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC, ˜ÂÂÁ 1 — ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸,

ÓÔËÒ‡ÌÌÛ˛ ÓÍÓÎÓ ACO. «‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ \ABC= 1
2
\AOC, Ú‡Í

Í‡Í Û„ÓÎ AOC— ˆÂÌÚ‡Î¸Ì˚È ‰Îˇ Û„Î‡ ABC ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
ÓÍÛÊÌÓÒÚË . “‡ÍÊÂ Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ \BEO=\OCA, Ú‡Í Í‡Í
Û„ÓÎ BEO ‰ÓÔÓÎÌˇÂÚ Û„ÓÎAEO ‰Ó 180�, ‡ Û„ÓÎAEO ÓÔË‡ÂÚ-
Òˇ Ì‡ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ‰Û„Û ‰Îˇ ‰Û„Ë ÓÍÛÊÌÓÒÚË 1, Ì‡ ÍÓ-

ÚÓÛ˛ ÓÔË‡ÂÚÒˇ Û„ÓÎ ACO. «‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ
1
2
\AOC+\ACO=

=90�, Ú‡Í Í‡Í ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ AOC ‡‚ÌÓ·Â‰ÂÌÌ˚È (AO=CO
Í‡Í ‡‰ËÛÒ˚ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ). «Ì‡˜ËÚ, \ABC+\BEO= 90�,
Ú. Â. ÔˇÏ‡ˇ EO— ‚˚ÒÓÚ‡ ‚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ BEC (ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛ-
ÎˇÌ‡ˇ ÒÚÓÓÌÂ BC). ¿Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, FO— ‚˚ÒÓÚ‡ ‚ ÚÂÛ„ÓÎ¸-
ÌËÍÂ AFB. “‡Í Í‡Í O— ˆÂÌÚ ÓÔËÒ‡ÌÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ÚÂ-
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Û„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC, ÚÓ ‚˚ÒÓÚ˚ EO Ë FO ‰ÂÎˇÚ ÒÚÓÓÌ˚ AB Ë CB
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓÔÓÎ‡Ï. œÛÒÚ¸M ËN— ÒÂÂ‰ËÌ˚ AB Ë BC,
ÚÓ„‰‡ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ BMN ÔÓ‰Ó·ÂÌ BFE, ÔË˜ÂÏ ÍÓ˝ÙÙËˆË-
ÂÌÚ ÔÓ‰Ó·Ëˇ ‡‚ÂÌ

p
2 (Ú‡Í Í‡Í ÓÚÂÁÓÍ EF ‰ÂÎËÚ ÔÎÓ˘‡‰¸

ABC ÔÓÔÓÎ‡Ï, Ú. Â. ÔÎÓ˘‡‰¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ BFE ‡‚ÌÓ ÔÓÎÓ-
‚ËÌÂ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC; ‡ ÔÎÓ˘‡‰¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡
BMN ‡‚Ì‡ ˜ÂÚ‚ÂÚË ÔÎÓ˘‡‰Ë ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC, Ú‡Í Í‡Í
M Ë N— ÒÂÂ‰ËÌ˚ ÒÚÓÓÌ AB Ë CB ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ). œÓ˝ÚÓ-
ÏÛ, ÂÒÎË ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸, ÔÓÒÚÓÂÌÌÛ˛ Ì‡ EF Í‡Í
Ì‡ ‰Ë‡ÏÂÚÂ (‡‰ËÛÒ‡ r), ÚÓ MN=

p
2 · r Ë Û„ÓÎ ABC ‡‚ÂÌ

ÔÓÎÛ‡ÁÌÓÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‰Û„ ˝ÚÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË, Ú. Â.

\ABC= 1
2
· (180��90�)=45�.

4. ŒÚ‚ÂÚ. ƒ‡, ÏÓ„ÛÚ.
–Â¯ÂÌËÂ. ¡Û‰ÂÏ Â¯‡Ú¸ Ó·‡ÚÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û: ÔÓÒÏÓÚËÏ,

Í‡Í ÏÓÊÌÓ ‡ÁÂÁ‡Ú¸ ÍÛ· Ì‡ ‰‚Â ˜‡ÒÚË, ˜ÚÓ·˚ ËÁ ÌËı ÏÓÊÌÓ
·˚ÎÓ ÒÎÓÊËÚ¸ ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ ÚÓÎ¸ÍÓ Ò ÚÂÛ„ÓÎ¸Ì˚ÏË Ë ¯Â-
ÒÚËÛ„ÓÎ¸Ì˚ÏË „‡ÌˇÏË. –‡ÒÒÏÓÚËÏ ÍÛ· ABCDA1B1C1D1.
Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÒÂÂ‰ËÌ˚ Â„Ó ÒÚÓÓÌ AB, BC, CC1, C1D1, A1D1,
AA1 ˜ÂÂÁ K, L, M, N, P Ë Q ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. »Á‚ÂÒÚÌ˚È
Ù‡ÍÚ: ˝ÚË ¯ÂÒÚ¸ ÚÓ˜ÂÍ ÎÂÊ‡Ú ‚ Ó‰ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ë Ó·‡ÁÛ-
˛Ú Ô‡‚ËÎ¸Ì˚È ¯ÂÒÚËÛ„ÓÎ¸ÌËÍ (Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ «„Î‡‚ÌÓÂ
ÒÂ˜ÂÌËÂ ÍÛ·‡»). –‡ÁÂÊÂÏ ÍÛ· ÔÓ ˝ÚÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (ÒÏ. ËÒ.
ÒÎÂ‚‡) Ë ÒÍÎÂËÏ ‰‚Â ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ˜‡ÒÚË (ÓÌË ‡‚Ì˚ ÏÂÊ‰Û
ÒÓ·ÓÈ, Ú‡Í Í‡Í ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓ-ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚) ÔÓ ÔˇÚËÛ„ÓÎ¸ÌË-
Í‡Ï ADCLK Ë C1B1A1PN. œÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍ (ÒÏ.
ËÒ. ÒÔ‡‚‡) ËÏÂÂÚ ˜ÂÚ˚Â ÚÂÛ„ÓÎ¸Ì˚ı Ë ˜ÂÚ˚Â ¯ÂÒÚË-
Û„ÓÎ¸Ì˚ı „‡ÌË, ÚÓ ÂÒÚ¸ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÚÂÏ ÏÌÓ„Ó„‡ÌÌËÍÓÏ,
ÔÓ ÍÓÚÓ˚È „Ó‚ÓËÎ ¬‡Òˇ.

A

B
C

D

L

K

Q

P

N

M

A1

B1
C1

D1
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5. ŒÚ‚ÂÚ. œË ‚ÒÂı Ì‡ÚÛ‡Î¸Ì˚ı n, ÌÂ Í‡ÚÌ˚ı ÚÂÏ.
–Â¯ÂÌËÂ. «‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ n, Í‡ÚÌÓÂ ÚÂÏ, Ì‡Ï ÌÂ ÔÓ‰ÓÈ‰ÂÚ,

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔË k= n+ 1 Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ, ˜ÚÓ ˜ËÒÎÓ Ò ÒÛÏÏÓÈ
ˆËÙ, ÌÂ Í‡ÚÌÓÈ 3, ·Û‰ÂÚ ‰ÂÎËÚ¸Òˇ Ì‡ 3. œÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ‚ÒÂ
ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ˜ËÒÎ‡ Ì‡Ï ÔÓ‰ÓÈ‰ÛÚ.

–‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ n ÌÂ Í‡ÚÌÓ ‰‚ÛÏ, ÚÂÏ Ë ÔˇÚË.
“‡Í Í‡Í n ‚Á‡ËÏÌÓ ÔÓÒÚÓ Ò 9, ÚÓ Ì‡È‰ÂÚÒˇ m6n Ú‡ÍÓÂ, ˜ÚÓ
9m⌘�k (mod n). “Ó„‰‡ 10 · m+1 · (k�m) ...n.

—Û˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ d, ˜ÚÓ 10d ⌘ 1 (mod n). ƒÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸-
ÌÓ, ÒÂ‰Ë ÓÒÚ‡ÚÍÓ‚ ˜ËÒÂÎ 10, 102, 103, ..., 10n ÔÓ ÏÓ‰ÛÎ˛ n
‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ‰‚‡ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı (ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ„Ó n�1 ÌÂÌÛ-
ÎÂ‚ÓÈ ÓÒÚ‡ÚÓÍ). œÛÒÚ¸ ˝ÚÓ ÓÒÚ‡ÚÍË ÒÚÂÔÂÌÂÈ 10a Ë 10b (a<b),
ÚÓ„‰‡ 10a�b⌘1 (mod n), Ú‡Í Í‡Í 10 Ë n ‚Á‡ËÏÌÓ ÔÓÒÚ˚. (œÓ
ÚÂÓÂÏÂ ›ÈÎÂ‡ 10 (n)⌘1 (mod n), Ú. Â. ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â d ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ ‚˚·‡ÌÓ ˜ËÒÎÓ (n) ‚ÒÂı ˜ËÒÂÎ ÓÚ 1 ‰Ó n, ‚Á‡ÏÌÓ ÔÓ-
ÒÚ˚ı Ò n.)

«Ì‡˜ËÚ,

N = ((10d+1 +102d+1 + ...+10md+1)+

+ (10d+ ...+10(k�m)d))
... n,

ÔË ˝ÚÓÏ ÌÂÒÎÓÊÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÒÛÏÏ‡ ˆËÙ ˜ËÒÎ‡ N ‡‚-
Ì‡ k.

ŒÒÚ‡ÎÓÒ¸ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ n=n0 ·2i ·5j, „‰Â n0

ÌÂ Í‡ÚÌÓ ‰‚ÛÏ, ÚÂÏ Ë ÔˇÚË. ¬ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ï˚ ÛÊÂ ÛÏÂ-
ÂÏ ÒÚÓËÚ¸ ˜ËÒÎÓ N0 Ò ÒÛÏÏÓÈ ˆËÙ k, Í‡ÚÌÓÂ n0. “Ó„‰‡
N=N0 · 10i+j ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ ÒÛÏÏÛ ˆËÙ k, ÌÓ
ÚÂÔÂ¸ ÛÊÂ ·Û‰ÂÚ Í‡ÚÌÓ n.

6. ŒÚ‚ÂÚ. 312 =531 441.
–Â¯ÂÌËÂ. ¡Û‰ÂÏ Â¯‡Ú¸ Á‡‰‡˜Û ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡

˜ËÒÎÓ ·‡Ì‰ ‡‚ÌÓ N ÔË N> 2. ƒÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸-
ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ „‡Ì„ÒÚÂÓ‚ ‡‚ÌÓ 3n, ÂÒÎË N= 3n; 4 · 3n�1, ÂÒÎË
N = 3n + 1; 2 · 3n, ÂÒÎË N = 3n + 2. ƒÎˇ Û‰Ó·ÒÚ‚‡ Ó·ÓÁÌ‡-
˜ËÏ ˝ÚË ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ˜ÂÂÁ g(N), ÔË˜ÂÏ ·Û‰ÂÏ Ú‡ÍÊÂ Ò˜ËÚ‡Ú¸
g(0)=g(1)=1. —‡ÁÛ Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ g(m)g(k�m)6g(k) ‰Îˇ
Î˛·˚ı k,m (‰Îˇ ÍÓÚÓ˚ı ˝ÚË ‚˚‡ÊÂÌËˇ ËÏÂ˛Ú ÒÏ˚ÒÎ) —
˝ÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÔË„Ó‰ËÚÒˇ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ.

œËÏÂ ÒÚÓËÚÒˇ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ‡ÁÓ·¸ÂÏ ‚ÒÂ ·‡Ì-
‰˚ Ì‡ „ÛÔÔ˚ ÔÓ ÚË Ë, ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, Ó‰ÌÛ „ÛÔÔÛ ËÁ ‰‚Ûı ËÎË
˜ÂÚ˚Âı ·‡Ì‰ Ë Ó·˙ˇ‚ËÏ ‚‡Ê‰Û˛˘ËÏË ·‡Ì‰˚, ÔÓÔ‡‚¯ËÂ
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‚ Ó‰ÌÛ „ÛÔÔÛ. “Ó„‰‡ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó „‡Ì„ÒÚÂ-
Ó‚ — ˝ÚÓ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÒÔÓÒÓ·Ó‚ ‚˚·‡Ú¸ ÔÓ Ó‰ÌÓÈ ·‡Ì‰Â ËÁ
Í‡Ê‰ÓÈ „ÛÔÔ˚, Ú. Â. 3N/3, 4 · 3(N�4)/3 ËÎË 2 · 3(N�2)/3 ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ƒÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ·ÓÎ¸¯Â ˜ÂÏ g(N) „‡Ì„ÒÚÂÓ‚ ·˚Ú¸ ÌÂ ÏÓ-
ÊÂÚ. Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ f(N) Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÂ ˜ËÒÎÓ
„‡Ì„ÒÚÂÓ‚ ÔË N>2, ‰Îˇ N=0, 1 ÔÓÎÓÊËÏ f(0)= f(1)=1.
Õ‡Ï ÌÛÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ f(N)6 g(N). ¡Û‰ÂÏ ‰ÓÍ‡Á˚‚‡Ú¸
˝ÚÓ ÔÓ ËÌ‰ÛÍˆËË. ¡‡Á‡ N=2 Ó˜Â‚Ë‰Ì‡.

œÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‰Îˇ ‚ÒÂı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ N<k, ÛÊÂ ‰ÓÍ‡Á‡-
ÌÓ, ˜ÚÓ f(N)6 g(N). ƒÓÍ‡ÊÂÏ ‰Îˇ N= k. –‡ÒÒÏÓÚËÏ „‡Ù
‚‡Ê‰˚ ·‡Ì‰. ≈ÒÎË ÓÌ ÌÂÒ‚ˇÁÂÌ, ÚÓ Â„Ó ‚Â¯ËÌ˚ ÏÓÊÌÓ
‡Á·ËÚ¸ Ì‡ ‰‚‡ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‡ÁÏÂ‡ m Ë k�m, ÌÂ ÒÓÂ‰Ë-
ÌÂÌÌ˚ı ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ Â·‡ÏË. ≈ÒÎË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ
·‡Ì‰˚ ËÁ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, ÚÓ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ ‡ÒÒÏ‡Ú-
Ë‚‡ÂÏ˚ı f(k) „‡Ì„ÒÚÂÓ‚ ÏÓ„ÛÚ ÒÓÒÚÓˇÚ¸ ‚ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı Ì‡-
·Ó‡ı ·‡Ì‰, ÔË ˝ÚÓÏ ÔÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌË˛ ËÌ‰ÛÍˆËË ÏÓÊÂÚ
ÔÓÎÛ˜ËÚ¸Òˇ ÌÂ ·ÓÎÂÂ f(m) ‡ÁÎË˜Ì˚ı Ì‡·ÓÓ‚. ¿Ì‡ÎÓ„Ë˜-
ÌÓ, ‰Îˇ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÏÓÊÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸Òˇ ÌÂ ·ÓÎÂÂ
f(k�m) ‡ÁÎË˜Ì˚ı Ì‡·ÓÓ‚. œË ˝ÚÓÏ ÂÒÎË ‰Îˇ ‰‚Ûı „‡Ì„-
ÒÚÂÓ‚ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ë Ì‡·Ó ·‡Ì‰ ËÁ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡,
‚ ÍÓÚÓ˚ı ÓÌË ÒÓÒÚÓˇÚ, Ë Ì‡·Ó ·‡Ì‰ ËÁ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚‡, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÓÌË ÒÓÒÚÓˇÚ, ÚÓ ‰Îˇ ÌËı ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ‚ÒÂ
·‡Ì‰˚, ‡ ˝ÚÓ Á‡ÔÂ˘ÂÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂÏ. «Ì‡˜ËÚ, ‚ÒÂ„Ó „‡Ì„ÒÚÂÓ‚
ÌÂ ·ÓÎÂÂ f(m)f(k�m). “Ó„‰‡ ËÏÂÂÏ:

f(k) 6 f(m)f(k�m) 6 g(m)g(k�m) 6 g(k).
“ÂÔÂ¸ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È Ò‚ˇÁÌÓ„Ó „‡Ù‡. œÛÒÚ¸ ‚ Ì‡-

¯ÂÏ „‡ÙÂ ÂÒÚ¸ ‚Â¯ËÌ‡ V ÒÚÂÔÂÌË ÌÂ ÏÂÌ¸¯Â ˜ÂÏ 3. ŒÒÚ‡-
‚ËÏ ÚÓÎ¸ÍÓ „‡Ì„ÒÚÂÓ‚, ÒÓÒÚÓˇ˘Ëı ‚ ·‡Ì‰Â V , Ë ‡ÒÔÛÒÚËÏ
·‡Ì‰Û V Ë ‚ÒÂ ‚‡Ê‰Û˛˘ËÂ Ò ÌÂÈ ·‡Ì‰˚. «‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÛÒÎÓ-
‚ËÂ Á‡‰‡˜Ë ÓÒÚ‡ÎÓÒ¸ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÌ˚Ï, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÌË Ó‰ËÌ ËÁ
„‡Ì„ÒÚÂÓ‚, ÒÓÒÚÓˇ‚¯Ëı ‚ V , ÌÂ ÒÓÒÚÓˇÎ ‚ ·‡Ì‰‡ı, ‚‡Ê‰Û-
˛˘Ëı c V , ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ Î˛·˚Â ‰‚‡ „‡Ì„ÒÚÂ‡ ÒÓ-
ÒÚÓˇÚ ‚ ‡ÁÌÓÏ Ì‡·ÓÂ ·‡Ì‰. œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ·˚ÎÓ ‡ÒÔÛ˘ÂÌÓ ÌÂ
ÏÂÌÂÂ ˜ÂÚ˚Âı ·‡Ì‰, ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ˜ËÒÎÓ „‡Ì„ÒÚÂÓ‚, ÒÓ-
ÒÚÓˇ‚¯Ëı ‚ ·‡Ì‰Â V , ·˚ÎÓ ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ f(k�4). — ‰Û„ÓÈ
ÒÚÓÓÌ˚, ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó „‡Ì„ÒÚÂÓ‚, ÌÂ ÒÓÒÚÓˇ˘Ëı ‚ ·‡Ì‰Â V ,
·Û‰ÂÚ ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â ˜ÂÏ f(k�1), ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÏÓÊÌÓ Û·‡Ú¸ ·‡Ì-
‰Û V Ë ÓÒÚ‡‚ËÚ¸ „‡Ì„ÒÚÂÓ‚, ÌÂ ÒÓÒÚÓˇ‚¯Ëı ‚ ÌÂÈ, Ë ÛÒÎÓ‚ËÂ
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Á‡‰‡˜Ë ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ ·Û‰ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌˇÚ¸Òˇ. “‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

f(k) 6 f(k�1)+ f(k�4) 6 g(k�1)+ g(k�4) 6 g(k).
ŒÒÚ‡ÎÒˇ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ „‡Ù ‚‡Ê‰˚ ·‡Ì‰ — Ò‚ˇÁÌ˚È „‡Ù,

‚ ÍÓÚÓÓÏ ‚ÒÂ ‚Â¯ËÌ˚ ËÏÂ˛Ú ÒÚÂÔÂÌ¸ ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â 2. “Ó„‰‡
˝ÚÓÚ „‡Ù — ˆÂÔÓ˜Í‡ ËÁ k ‚Â¯ËÌ ËÎË ˆËÍÎ Ì‡ k ‚Â¯ËÌ‡ı.
≈ÒÎË k64, ÚÓ Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ f(k)6g(k). »Ì‡˜Â ‚ÓÁ¸ÏÂÏ ÚË
ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ‚Â¯ËÌ˚, ÌÂ ˇ‚Îˇ˛˘ËÂÒˇ Í‡ÈÌËÏË ‚
ˆÂÔÓ˜ÍÂ. Œ˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÏËÌËÏÛÏ ‚ Ó‰ÌÛ ËÁ ˝ÚËı ·‡Ì‰ ‚ıÓ-
‰ËÚ Í‡Ê‰˚È „‡Ì„ÒÚÂ, ÔË ˝ÚÓÏ ‚ Í‡Ê‰Û˛ ËÁ ˝ÚËı ÚÂı ·‡Ì‰
‚ıÓ‰ËÚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ f(k� 3) „‡Ì„ÒÚÂ‡, Ú‡Í Í‡Í ÂÒÎË „‡Ì„-
ÒÚÂ ‚ıÓ‰ËÚ ‚ ·‡Ì‰Û, ÚÓ ÓÌ ÌÂ ‚ıÓ‰ËÚ ‚ ‰‚Â ‚‡Ê‰Û˛˘ËÂ
Ò ÌÂÈ, ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı k� 3 ·‡Ì‰ Ë „‡Ì„ÒÚÂÓ‚,
‚ıÓ‰ˇ˘Ëı ‚ ‚˚·‡ÌÌÛ˛ ·‡Ì‰Û, ÛÒÎÓ‚ËÂ Á‡‰‡˜Ë ÔÓ‰ÓÎÊËÚ
‚˚ÔÓÎÌˇÚ¸Òˇ. »ÏÂÂÏ:

f(k) 6 3f(k�3) 6 3g(k�3) 6 g(k).
“‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, f(k)6g(k) Ë ÓˆÂÌÍ‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. “Ó„‰‡, ÂÒ-

ÎË ·‡Ì‰ 36, ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó „‡Ì„ÒÚÂÓ‚ ‡‚ÌÓ
312 =531441.

 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. «‡‰‡˜‡ ‚ Ó·˘ÂÏ ‚Ë‰Â ·˚Î‡ Â¯ÂÌ‡ ‚ ‡·ÓÚÂ
ƒÊ. ”. ÃÛÌ‡ Ë À. ÃÓÁÂ‡ ‚ 1965 „Ó‰Û (Moon J. W., Moser L. On
cliques in graphs // Israel J. Math. — 1965. — V. 3. — P. 23–28.).

11 ÍÎ‡ÒÒ, ÔÂ‚˚È ‰ÂÌ¸

1. ŒÚ‚ÂÚ. 1520.
–Â¯ÂÌËÂ. «‡ÏÂÚËÏ Ò‡ÁÛ, ˜ÚÓ Ë ‰Ó, Ë ÔÓÒÎÂ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍË

ˆËÙ ˜ËÒÎÓ ‰ÂÎËÚÒˇ Ì‡ 10 Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‰ÓÎÊÌÓ ÓÍ‡Ì˜Ë‚‡Ú¸Òˇ
Ì‡ 0. œÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÌÂÚ ÚÂıÁÌ‡˜Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, Ó·Î‡‰‡˛˘Ëı
ÓÔËÒ‡ÌÌ˚Ï ‚ ÛÒÎÓ‚ËË Á‡‰‡˜Ë Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ. ƒÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÒ-
ÎË ab0=100a+10b=80k Ë ba0=100b+10a=80l, a< b, ÚÓ
ˆËÙ˚ a Ë b ˜ÂÚÌ˚, ÔË˜ÂÏ ba0�ab0=90(b�a)=80(l�k),
ÔÓ˝ÚÓÏÛ b�a ‰ÂÎËÚÒˇ Ì‡ 8. ›ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË b=8,
a=0, ÌÓ 0 ÌÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‚ÓÈ ˆËÙÓÈ ˜ËÒÎ‡.

œÓÔÓ·ÛÂÏ Ì‡ÈÚË ÚÂ·ÛÂÏÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒÂ‰Ë ˜ÂÚ˚ÂıÁÌ‡˜-
Ì˚ı ˜ËÒÂÎ, Ì‡˜ËÌ‡˛˘ËıÒˇ Ò 1, Ú.Â. ˜ËÒÂÎ ‚Ë‰‡ 1ab0=1000+
+ 100a+ 10b. ≈ÒÎË ÔÓÏÂÌˇÚ¸ ÏÂÒÚ‡ÏË ˆËÙ˚ 1 Ë b, ÚÓ ÓÌÓ
ÌÂ ·Û‰ÂÚ ‰ÂÎËÚ¸Òˇ Ì‡ 80. ≈ÒÎË ÔÂÂÒÚ‡‚ËÚ¸ ˆËÙ˚ a Ë b,
a< b, ÚÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌË˛ ‰Îˇ ÚÂıÁÌ‡˜Ì˚ı ˜ËÒÂÎ
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ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚È ‚‡Ë‡ÌÚ b=8, a=0, ÌÓ ˜ËÒÎÓ 1080
ÌÂ Í‡ÚÌÓ 80. «Ì‡˜ËÚ, ÏÓÊÂÚ ÔÓ‰ÓÈÚË ÚÓÎ¸ÍÓ ˜ËÒÎÓ, ‚ ÍÓÚÓ-
ÓÏ ÔÂÂÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ˆËÙ˚ 1 Ë a, „‰Â a>1. ≈ÒÎË ˜ËÒÎ‡ 1ab0
Ë a1b0 Í‡ÚÌ˚ 80, ÚÓ Ëı ‡ÁÌÓÒÚ¸ a1b0� 1ab0= 900(a� 1)
Ú‡ÍÊÂ Í‡ÚÌ‡ 80, Ú. Â. 900(a�1)=80m, 45(a�1)=4m. «Ì‡-
˜ËÚ, a�1 ‰ÂÎËÚÒˇ Ì‡ 4, ˜ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË a=5 ËÎË
a=9. ÕÓ ÛÊÂ ÔË a=5 Ë b=2 ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ˜ËÒÎÓ 1520=19 ·80,
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Óˇ˛˘ÂÂ ÛÒÎÓ‚Ë˛ Á‡‰‡˜Ë, Ú‡Í Í‡Í 5120=64 ·80.

2.œÂ‚ÓÂ Â¯ÂÌËÂ. œÛÒÚ¸ K Ë L— ÒÂÂ‰ËÌ˚ ÓÚÂÁÍÓ‚ AQ
Ë QC ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÎÂÊ‡Ú Ì‡ ‚ÔË-
Ò‡ÌÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË (cÏ. ËÒÛÌÓÍ). ŒÚÂÁÓÍ KL — ÒÂ‰Ìˇˇ
ÎËÌËˇ ‚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ AQC, ÔÓ˝ÚÓÏÛ KL kAC. œ‡‡ÎÎÂÎ¸-
Ì˚Â ÔˇÏ˚Â KL Ë AC ‚˚ÒÂÍ‡˛Ú Ì‡ ‚ÔËÒ‡ÌÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË
‡‚Ì˚Â ‰Û„Ë KS Ë SL. «Ì‡˜ËÚ, ÓÔË‡˛˘ËÂÒˇ Ì‡ ÌËı Û„Î˚
KQS Ë SQL ‡‚Ì˚.

A

B

CS

K L

Q

x y

a/2 b/2

¬ÚÓÓÂ Â¯ÂÌËÂ.œÛÒÚ¸ AQ=a, QC=b, AS=x, SC=y. œÓ

ÚÂÓÂÏÂ Ó Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Ë ÒÂÍÛ˘ÂÈ ËÏÂÂÏ a · a
2
=x2, b · b

2
=y2.

ŒÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ x :a= y : b, Ú. Â. ÚÓ˜Í‡ S ‰ÂÎËÚ ÒÚÓÓÌÛ
AC ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ AQC Ì‡ ˜‡ÒÚË, ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â ÔËÎÂ-
Ê‡˘ËÏ ÒÚÓÓÌ‡Ï. ¬ Ú‡ÍÓÏ ÊÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËË ˝ÚÛ ÒÚÓÓÌÛ ‰Â-
ÎËÚ Ë ÓÒÌÓ‚‡ÌËÂ ·ËÒÒÂÍÚËÒ˚ Û„Î‡ Q ‚ ˝ÚÓÏ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍÂ.
œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÚÓ˜Í‡, ‰ÂÎˇ˘‡ˇ ÓÚÂÁÓÍ ‚ Á‡‰‡ÌÌÓÏ ÓÚÌÓ¯ÂÌËË,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ, ÓÚÂÁÓÍ QS ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ·ËÒÒÂÍÚË-
ÒÓÈ.

 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. ŒÚÏÂÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ Î˛·ÓÔ˚ÚÌ˚È Ù‡ÍÚ: ÓÔË-
Ò‡ÌÌ‡ˇ ÓÍÓÎÓ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡AQC ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ Í‡Ò‡ÂÚÒˇ ‚ÔËÒ‡ÌÌÓÈ
‚ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ABC ÓÍÛÊÌÓÒÚË ‚ ÚÓ˜ÍÂ Q. ƒÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÒÎË
O— ÚÓ˜Í‡ Ì‡ ‚ÔËÒ‡ÌÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË, ‰Ë‡ÏÂÚ‡Î¸ÌÓ ÔÓÚË‚ÓÔÓ-
ÎÓÊÌ‡ˇ Q, ÚÓ \QKO=\QLO=90� Í‡Í ÓÔË‡˛˘ËÂÒˇ Ì‡ ‰Ë‡ÏÂÚ,
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ÔÓ˝ÚÓÏÛ O ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ÚÓ˜ÍÓÈ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËˇ ÒÂÂ‰ËÌÌ˚ı ÔÂÔÂÌ‰Ë-
ÍÛÎˇÓ‚ KO Ë LO ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ AQC, Ú. Â. ˆÂÌÚÓÏ Â„Ó ÓÔËÒ‡Ì-
ÌÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË, ÔË˜ÂÏ Ó·˘‡ˇ ÚÓ˜Í‡ Q ˝ÚËı ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ ÎÂ-
ÊËÚ Ì‡ ÎËÌËË Ëı ˆÂÌÚÓ‚. (›ÚÓÚ Ù‡ÍÚ ÏÓÊÌÓ Ó·ÓÒÌÓ‚‡Ú¸ Ë ËÌ‡˜Â:
„ÓÏÓÚÂÚËˇ Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ Q Ë ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ 2 ÔÂÂ‚Ó‰ËÚ
‚ÔËÒ‡ÌÌÛ˛ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ABC ‚ ÓÔËÒ‡ÌÌÛ˛ ÓÍÛÊ-
ÌÓÒÚ¸ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ AQC, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ˝ÚË ÓÍÛÊÌÓÒÚË Í‡Ò‡˛ÚÒˇ ‚
ÚÓ˜ÍÂ Q.) ”Ú‚ÂÊ‰ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÚÂÔÂ¸ ËÁ ÎÂÏÏ˚ ¿ıËÏÂ-
‰‡: ÂÒÎË ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ ‚ÔËÒ‡Ì‡ ‚ ÒÂ„ÏÂÌÚ ÓÍÛÊÌÓÒÚË, ÒÚˇ„Ë‚‡Â-
Ï˚È ıÓ‰ÓÈ AC, Ë Í‡Ò‡ÂÚÒˇ ‰Û„Ë ‚ ÚÓ˜ÍÂ Q, ‡ ıÓ‰˚ — ‚ ÚÓ˜ÍÂ S,
ÚÓ ÔˇÏ‡ˇ QS ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ·ËÒÒÂÍÚËÒÓÈ Û„Î‡ AQC.

3. ŒÚ‚ÂÚ. ‡) x0 > y0; ·) 0.
–Â¯ÂÌËÂ.ƒÎˇ Í‡ÚÍÓÒÚË Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÒÚÂÔÂÌ¸ 2017 ˜ÂÂÁ n.
‡) «‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ y0 >1, Ú‡Í Í‡Í y2n

0 �y0 =3x0 >0. ¿Ì‡ÎÓ-
„Ë˜ÌÓ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ x0 Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓˇÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ xn0 �x0 =1>
>0, ÚÓ Ë x0>1. —ÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, 1+x0+x2

0>3x0, Ú‡Í Í‡Í ˝ÚÓ
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‡‚ÌÓÒËÎ¸ÌÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û (1�x0)2>0, ÍÓÚÓÓÂ
‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÔË x0 6= 1. “Ó„‰‡ x2n

0 � x0 = 1 + x0 + x2
0 > 3x0 =

=y2n
0 �y0. œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÙÛÌÍˆËˇ f(t)= t2n� t ÒÚÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡-

ÂÚ ÔË t>1 (Ú‡Í Í‡Í ÔË ˝ÚËı t ËÏÂÂÏ f 0(t)=2nt2n�1�1>0),
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ x0 > y0.

·) œÓ‚ÂËÏ, ˜ÚÓ x0 <1+
1
n

. ƒÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ,
⇣

1+
1
n

⌘n
�1� 1

n
= 1+

n(n�1)
2n2 + n�

1
n
=

3
2
� 3

2n
+ n > 1

ÔË n>3 (˜ÂÂÁ n>0 Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ˚ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â ·Ë-
ÌÓÏË‡Î¸ÌÓ„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËˇ), ‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ‚ ÒËÎÛ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËˇ
ÔË t > 1 ÙÛÌÍˆËË g(t) = tn � t ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

x0 <1+
1
n

.

ƒ‡ÎÂÂ, ‚˚˜ÚÂÏ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ x2n
0 � x0 = 1+ x0 + x2

0 ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚Ó y2n

0 � y0 =3x0. œÓÎÛ˜ËÏ

x2n
0 � y2n

0 � (x0 � y0) = (1�x0)2 <
1
n2 .

œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

x2n
0 �y2n

0 = (x0 �y0)(x2n�1
0 +x2n�2

0 y0 + ...+x0y2n�2
0 +y2n�1

0 )>
> 2n(x0 � y0),

ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

(2n�1)(x0 � y0) 6 x2n
0 � y2n

0 � (x0 � y0) <
1
n2 .
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“‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

0 < x0 � y0 <
1

(2n�1)n2 =
1

20172 ·4033
<

1
16 · 109 <

1
1010 ,

‡ ÁÌ‡˜ËÚ, ÔÂ‚˚Â 10 ÁÌ‡ÍÓ‚ ÔÓÒÎÂ Á‡ÔˇÚÓÈ ‡ÁÌÓÒÚË x0 �y0

‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛.

4. ŒÚ‚ÂÚ. 75.
–Â¯ÂÌËÂ. ¬Ò˛‰Û ‰‡ÎÂÂ ·Û‰ÂÏ ·ÂÁ Ó„‡ÌË˜ÂÌËˇ Ó·˘ÌÓÒÚË

Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚ˚ Â‰ÛÚ ÔÓ ÚÂÍÛ ÔÓÚË‚ ˜‡-
ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍË, ÔË˜ÂÏ ÔÂ‚˚È ËÁ ÌËı — Ò‡Ï˚È ·˚ÒÚ˚È, ‡
ÚÂÚËÈ — Ò‡Ï˚È ÏÂ‰ÎÂÌÌ˚È, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ‰‚ËÊÂ-
ÌËÂ ‚ÒÂı ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚÓ‚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÚÓÓ„Ó ËÁ ÌËı (Ú. Â.
‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÓÚÒ˜ÂÚ‡, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ‚ÚÓÓÈ ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚ ÓÒÚ‡ÂÚÒˇ
ÌÂÔÓ‰‚ËÊÂÌ).

Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ A ÚÓ˜ÍÛ, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÔÓÒÚÓˇÌÌÓ Ì‡ıÓ-
‰ËÚÒˇ ‚ÚÓÓÈ ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚ. “Ó„‰‡ ÔÂ‚˚È Ë ÚÂÚËÈ ‚ÂÎÓ-
ÒËÔÂ‰ËÒÚ˚ ‰‚ËÊÛÚÒˇ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍË ÔÓÚË‚ Ë ÔÓ
˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ŒÌË ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍË ‚ÒÚÂ-
˜‡˛ÚÒˇ ‰Û„ Ò ‰Û„ÓÏ ˜ÂÂÁ ‡‚Ì˚Â ÔÓÏÂÊÛÚÍË ‚ÂÏÂÌË,
ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Â‰ÛÚ Ò ÔÓÒÚÓˇÌÌ˚ÏË ÒÍÓÓÒÚˇÏË Ì‡‚ÒÚÂ˜Û ‰Û„
‰Û„Û. Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ B1, B2, B3, ... ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚Â

A

B1

B2
B3

Bm�1

BmBm+1

ÚÓ˜ÍË Ëı ‚ÒÚÂ˜ Ò Ì‡˜‡Î‡ Ì‡·Î˛‰Â-
ÌËˇ Á‡ ˝ÚËÏË ÒÔÓÚÒÏÂÌ‡ÏË (ÒÏ. Ë-
ÒÛÌÓÍ). À˛·˚Â ‰‚Â ÒÓÒÂ‰ÌËÂ ÚÓ˜ÍË Bn
Ë Bn+1 (n— ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ Ì‡ÚÛ‡Î¸-
ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ) ‡ÁÎË˜Ì˚, Ú‡Í Í‡Í ÔÂ-
‚˚È ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚ ÌÂ ÒÏÓÊÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸
ÔÓÎÌ˚È ÍÛ„ ÔÓÚË‚ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍË,
ÌÂ ‚ÒÚÂÚË‚¯ËÒ¸ ÔË ˝ÚÓÏ Ò ÚÂÚ¸ËÏ.
Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ n ÏÂÌ¸¯Û˛ ËÁ ‰‚Ûı

‰Û„ ÚÂÍ‡ Ò ÍÓÌˆ‡ÏË Bn, Bn+1. ≈Â ‰ÎËÌ‡ ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ
150 ÏÂÚÓ‚. œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÚÂ˜Ë ÔÓËÒıÓ‰ˇÚ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍË
ÒÓ Ò‰‚Ë„ÓÏ ‚ Ó‰ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË, ‚ÒÂ ‰Û„Ë n ‡‚Ì˚ ÏÂÊ-
‰Û ÒÓ·ÓÈ Ë Ó·˙Â‰ËÌÂÌËÂ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ËÁ ÌËı ÔÓÍ˚‚‡ÂÚ ‚ÂÒ¸
ÚÂÍ. «Ì‡˜ËÚ, Ì‡È‰ÂÚÒˇ Ú‡Í‡ˇ ‰Û„‡ m, ÒÓ‰ÂÊ‡˘‡ˇ ÚÓ˜ÍÛ
A, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ‰Û„ BmA ËÎË ABm+1 ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ
75 ÏÂÚÓ‚. “‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ Í‡ÍÓÈ-ÚÓ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÒÚÂ˜Ë ÔÂ-
‚Ó„Ó Ë ÚÂÚ¸Â„Ó ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚÓ‚ ÓÌË ·Û‰ÛÚ Ì‡ıÓ‰ËÚ¸Òˇ ÓÚ
‚ÚÓÓ„Ó ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚ‡ ÌÂ ‰‡Î¸¯Â 75 ÏÂÚÓ‚. œÓ˝ÚÓÏÛ ÙÓÚÓ-
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„‡Ù Á‡‚Â‰ÓÏÓ ÒÏÓÊÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ Û‰‡˜Ì˚È ÒÌËÏÓÍ, ÂÒÎË d ÌÂ
·ÓÎ¸¯Â 75 ÏÂÚÓ‚.

œË‚Â‰ÂÏ ÔËÏÂ ‰‚ËÊÂÌËˇ ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚÓ‚, ÔË ÍÓÚÓ-
ÓÏ ÌË ‚ Í‡ÍÓÈ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ÓÌË ÌÂ ÏÓ„ÛÚ ÓÍ‡Á‡Ú¸Òˇ Ì‡
Í‡ÍÓÏ-ÎË·Ó Û˜‡ÒÚÍÂ ÚÂÍ‡ ‰ÎËÌÓÈ ÏÂÌ¸¯Â 75 ÏÂÚÓ‚. œÛÒÚ¸
ÒÍÓÓÒÚË ‚ÂÎÓÒËÔÂ‰ËÒÚÓ‚ Ó·‡ÁÛ˛Ú ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÔÓ-
„ÂÒÒË˛, ‡ ‚ ÏÓÏÂÌÚ Í‡ÍÓÈ-ÚÓ ËÁ ‚ÒÚÂ˜ ÔÂ‚Ó„Ó Ë ÚÂÚ¸Â„Ó

A

C B

ËÁ ÌËı ‚ÚÓÓÈ ·˚Î ‚ÔÂÂ‰Ë Ì‡ 75 ÏÂÚ-
Ó‚. “Ó„‰‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÚÓ˜ÍË A, „‰Â
ÔÓÒÚÓˇÌÌÓ Ì‡ıÓ‰ËÚÒˇ ‚ÚÓÓÈ ‚ÂÎÓÒË-
ÔÂ‰ËÒÚ, ÔÂ‚˚È Ë ÚÂÚËÈ ‰‚ËÊÛÚÒˇ Ò
‡‚Ì˚ÏË ÔÓ ‚ÂÎË˜ËÌÂ, ÌÓ ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË
ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ÒÍÓÓÒÚˇÏË. —ÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ÓÌË ·Û‰ÛÚ ‚ÒÚÂ˜‡Ú¸Òˇ ÔÓÓ˜Â-
Â‰ÌÓ ‚ ÚÓ˜Í‡ı B Ë C, ÓÚÒÚÓˇ˘Ëı ÓÚ
ÚÓ˜ÍË A Ì‡ 75 ÏÂÚÓ‚, ‡ Ëı ÔÓÎÓÊÂÌËˇ
‚ Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ·Û‰ÛÚ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸-
ÌÓ ÔˇÏÓÈ BC (ÒÏ. ËÒÛÌÓÍ). «Ì‡˜ËÚ, ‚ Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ
‚ÂÏÂÌË ‡ÒÒÚÓˇÌËÂ ÓÚ Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ ÌËı ‰Ó ÚÓ˜ÍË A ·Û‰ÂÚ ÌÂ
ÏÂÌ¸¯Â 75 ÏÂÚÓ‚.

5. ŒÚ‚ÂÚ.
h

1p
2
; 1

⌘
.

–Â¯ÂÌËÂ. œÛÒÚ¸ ‰ÎËÌ‡ Â·‡ ÏÂÌ¸¯Â„Ó ÍÛ·‡ ‡‚Ì‡ a<1.
–‡ÒÍ‡ÒËÏ Â„Ó ‚Â¯ËÌ˚ ‚ ˜ÂÌ˚È Ë ·ÂÎ˚È ˆ‚ÂÚ‡ Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚
‚Â¯ËÌ˚, ÒÓÂ‰ËÌÂÌÌ˚Â Â·ÓÏ, ·˚ÎË ÓÍ‡¯ÂÌ˚ ‚ ‡ÁÌ˚Â
ˆ‚ÂÚ‡. “Ó„‰‡ ‡ÒÒÚÓˇÌËÂ ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏˇ ÚÓ˜Í‡ÏË Ó‰-
ÌÓ„Ó ˆ‚ÂÚ‡ ‡‚ÌÓ a

p
2. Õ‡ÁÓ‚ÂÏ ‰‚Â ˜ÂÌ˚Â Ë ‰‚Â ·ÂÎ˚Â

‚Â¯ËÌ˚, ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘ËÂ Ó‰ÌÓÈ „‡ÌË ÏÂÌ¸¯Â„Ó ÍÛ·‡, ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË. –‡ÒÒÏÓÚËÏ 4 ·ÂÎ˚Â ‚Â¯ËÌ˚.  Û· ËÏÂÂÚ
3 Ô‡˚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı „‡ÌÂÈ, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓ ÔËÌ-
ˆËÔÛ ƒËËıÎÂ Í‡ÍËÂ-ÚÓ ‰‚Â ·ÂÎ˚Â ‚Â¯ËÌ˚ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú
Ó‰ÌÓÈ Ô‡Â ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı „‡ÌÂÈ ·ÓÎ¸¯Â„Ó (Â‰ËÌË˜ÌÓ-
„Ó) ÍÛ·‡. ¬ÓÁÏÓÊÌ˚ ‰‚‡ ÒÎÛ˜‡ˇ.
—ÎÛ˜‡È 1. ƒ‚Â ·ÂÎ˚Â ‚Â¯ËÌ˚ ÓÍ‡Á‡ÎËÒ¸ ‚ Ó‰ÌÓÈ „‡-

ÌË Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ÍÛ·‡. “Ó„‰‡ ‰‚Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ËÏ ˜Â-
Ì˚Â ‚Â¯ËÌ˚ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ÚÓÈ ÊÂ „‡ÌË Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ÍÛ·‡
(ËÌ‡˜Â Ó‰Ì‡ ËÁ ˜ÂÌ˚ı ‚Â¯ËÌ ÎÂÊ‡Î‡ ·˚ ‚ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â„Ó
ÍÛ·‡). ¡ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ˝ÚË 4 ÚÓ˜ÍË Ó·ˇÁ‡Ì˚ ÎÂÊ‡Ú¸ Ì‡ Â·‡ı
·ÓÎ¸¯Â„Ó ÍÛ·‡, Ú‡Í Í‡Í ËÌ‡˜Â ‚Â¯ËÌ˚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÈ
„‡ÌË ÏÂÌ¸¯Â„Ó ÍÛ·‡ ÎÂÊ‡ÎË ·˚ ÒÚÓ„Ó ‚ÌÛÚË Â‰ËÌË˜ÌÓ-
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„Ó ÍÛ·‡, ˜ÚÓ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛ Á‡‰‡˜Ë. œÓÎÛ˜‡ÂÏ Í‚‡‰-
‡Ú ÒÓ ÒÚÓÓÌÓÈ a, ‚ÔËÒ‡ÌÌ˚È ‚ Â‰ËÌË˜Ì˚È Í‚‡‰‡Ú (ÒÏ.

a

x

1�x

1�x

ËÒÛÌÓÍ). œÛÒÚ¸ ‚Â¯ËÌ˚ ÏÂÌ¸¯Â„Ó
Í‚‡‰‡Ú‡ ‡Á·Ë‚‡˛Ú ÒÚÓÓÌ˚ ·ÓÎ¸¯Â-
„Ó Ì‡ ÓÚÂÁÍË ‰ÎËÌ x Ë 1�x. “Ó„‰‡

a2 = x2 + (1�x)2 > 1
2
(x+1�x)2 =

1
2
,

ÔÓ˝ÚÓÏÛ a> 1p
2
.  Ó„‰‡ x ÔÓ·Â„‡ÂÚ ÔÓ-

ÎÛËÌÚÂ‚‡Î
⇣

0;
1
2

i
, ËÒÍÓÏ‡ˇ ‰ÎËÌ‡ a

ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚ÒÂ ÁÌ‡˜ÂÌËˇ ËÁ ÔÓÎÛËÌÚÂ‚‡Î‡
h

1p
2
; 1

⌘
. œË

˝ÚÓÏ ‚ÒÂ ‚Â¯ËÌ˚ ÔÓÎÛ˜‡˛˘Â„ÓÒˇ Ï‡ÎÓ„Ó ÍÛ·‡ ·Û‰ÛÚ ÎÂ-
Ê‡Ú¸ Ì‡ „‡Ìˇı Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ÍÛ·‡.
—ÎÛ˜‡È 2. ƒ‚Â ·ÂÎ˚Â ‚Â¯ËÌ˚ ÓÍ‡Á‡ÎËÒ¸ Ì‡ ‡ÁÌ˚ı ÔÓ-

ÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı „‡Ìˇı Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ÍÛ·‡. “Ó„‰‡ ‡ÒÒÚÓˇÌËÂ
ÏÂÊ‰Û ÌËÏË, ‡‚ÌÓÂ a

p
2, ÌÂ ÏÂÌ¸¯Â 1. œÓ˝ÚÓÏÛ Ë ‚ ˝ÚÓÏ

ÒÎÛ˜‡Â
1p
2
6a<1.

6. —Ï. Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë 6 ‰Îˇ 10 ÍÎ‡ÒÒ‡.

11 ÍÎ‡ÒÒ, ‚ÚÓÓÈ ‰ÂÌ¸

1. ŒÚ‚ÂÚ. �5 ËÎË �3,2.
–Â¯ÂÌËÂ. œÛÒÚ¸ a1=b1=a 6=0, ‡ÁÌÓÒÚ¸ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ

ÔÓ„ÂÒÒËË ‡‚Ì‡ d, ‡ ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎ¸ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡‚ÂÌ q.
œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓ„ÂÒÒËË ÌÂÔÓÒÚÓˇÌÌ˚, d 6=0 Ë q 6=1. ¬ÓÁÏÓÊ-
Ì˚ ‰‚‡ ÒÎÛ˜‡ˇ.

1) œÛÒÚ¸ (an)— ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍ‡ˇ ÔÓ„ÂÒÒËˇ, ‡ (bn)— „ÂÓ-
ÏÂÚË˜ÂÒÍ‡ˇ. “Ó„‰‡ ÔÓ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ a+ d= 2aq, a+
+3d=8aq3, ËÎË d=a(2q�1), 3d=a(8q3�1)=d(4q2+2q+1),
2q2 + q� 1= 0, ÓÚÍÛ‰‡ q= 1/2 ËÎË q=�1. ≈ÒÎË q= 1/2, ÚÓ
d=a(2q�1)=0, ˜ÚÓ ÔÓ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ. ≈ÒÎË q=�1,

ÚÓ d=�3a Ë a3 : b3 =
a+2d
aq2 =�5.

2) œÛÒÚ¸ ÚÂÔÂ¸ (an)— „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡ˇ, ‡ (bn)— ‡ËÙÏÂ-
ÚË˜ÂÒÍ‡ˇ ÔÓ„ÂÒÒËˇ. “Ó„‰‡ 2(a+ d)= aq, 8(a+ 3d)= aq3,
ÔÓ˝ÚÓÏÛ 2d= a(q� 2), 24d= a(q3 � 8)= 2d(q2 + 2q+ 4), q2 +
+2q�8=0, ÓÚÍÛ‰‡ q=2 ËÎË q=�4. ¬ ÔÂ‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÌÓ‚‡
d=0, ˜ÚÓ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛, ‡ ‚Ó ‚ÚÓÓÏ q=�4, d=�3a

Ë a3 : b3 =
aq2

a+2d
=�16

5
.
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2. ŒÚ‚ÂÚ. ÕÂÚ.
–Â¯ÂÌËÂ. œÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Ú‡ÍËÂ ˜ËÒÎ‡ x Ë y ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û-

˛Ú. “Ó„‰‡ ÓÌË Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Óˇ˛Ú ÒËÒÚÂÏÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ
8
<

:

lg(x+ y) = lg x · lg y,

lg(x� y) = lg x
lg y

.

ÀÓ„‡ËÙÏ ‚ ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‚ÚÓÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËˇ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ
ÔË x>y. ≈ÒÎË 0<y<x61, ÚÓ ÎÂ‚‡ˇ ˜‡ÒÚ¸ ‚ÚÓÓ„Ó Û‡‚ÌÂ-
ÌËˇ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡, ‡ Ô‡‚‡ˇ ˜‡ÒÚ¸ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡ — ÔÓÎÛ-
˜‡ÂÏ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ. ≈ÒÎË 0 < y< 1 Ë x> 1, ÚÓ ÎÂ‚‡ˇ ˜‡ÒÚ¸
ÔÂ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËˇ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡, ‡ Ô‡‚‡ˇ ˜‡ÒÚ¸ ÌÂÔÓÎÓ-
ÊËÚÂÎ¸Ì‡, ÒÌÓ‚‡ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ.

œÛÒÚ¸ x> y> 1. ¬ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÒÂ ÎÓ„‡ËÙÏ˚ ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸Ì˚. —ÎÓÊËÏ Û‡‚ÌÂÌËˇ ÒËÒÚÂÏ˚ Ë ÔËÏÂÌËÏ ÌÂ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚Ó ÏÂÊ‰Û ÒÂ‰ÌËÏ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍËÏ Ë ÒÂ‰ÌËÏ „ÂÓÏÂÚË-
˜ÂÒÍËÏ:

lg(x2 � y2) = lg(x+ y)+ lg(x� y) = lg x · lg y+ lg x
lg y

>

> 2
p
(lg x)2 = 2 lg x = lg x2.

ŒÚÒ˛‰‡ x2 �y2 >x2, ˜ÚÓ ÔË ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÏ y ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ.
«Ì‡˜ËÚ, ÕÂÁÌ‡ÈÍ‡ ÌÂ ÒÏÓÊÂÚ ÔÓ‰Ó·‡Ú¸ ˜ËÒÎ‡ x Ë y, Û‰Ó-

‚ÎÂÚ‚Óˇ˛˘ËÂ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ Ó·ÓËÏ Û‡‚ÌÂÌËˇÏ ÒËÒÚÂÏ˚.

3. ŒÚ‚ÂÚ. ƒ‡, ÏÓÊÂÚ.
–Â¯ÂÌËÂ. œÂ‚˚È ÒÔÓÒÓ·. ƒÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÕËÓ ¬ÛÎ¸Ù Á‡-

‚Â‰ÓÏÓ ÒÏÓÊÂÚ Ì‡ÈÚË ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡ Á‡ 12 ‰ÌÂÈ. À˛‰ÂÈ, Á‡ÏÂ-
¯‡ÌÌ˚ı ‚ ‰ÂÎÂ, ·Û‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡ÂÏ˚ÏË. —ÓÔÓÒÚ‡-
‚ËÏ Í‡Ê‰ÓÏÛ ËÁ 80 ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡ÂÏ˚ı Ò‚ÓÈ ÛÔÓˇ‰Ó˜ÂÌÌ˚È Ì‡-
·Ó (a, b, c, d) ËÁ ˜ÂÚ˚Âı ÌÂ Ó·ˇÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˆËÙ
a, b, c Ë d, Í‡Ê‰‡ˇ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÏÓÊÂÚ ÔËÌËÏ‡Ú¸ ÁÌ‡˜ÂÌËˇ
0, 1 ËÎË 2. ›ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ„Ó Ú‡ÍËı ‡ÁÎË˜-
Ì˚ı Ì‡·ÓÓ‚ 34 =81. œÛÒÚ¸ ‚ ‰ÂÌ¸ ‡ÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËˇ ÔÓ‰ ÌÓÏÂ-
ÓÏ k (k=1, 2, ..., 12) ÕËÓ ¬ÛÎ¸Ù ÔË„Î‡ÒËÚ Í ÒÂ·Â ÚÂı Ë
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÂı ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡ÂÏ˚ı, Ì‡·Ó ˆËÙ ÍÓÚÓ˚ı Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ó-
ˇÂÚ k-ÏÛ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚: a= 0, a= 1, a= 2, b= 0, b= 1, b= 2,
c= 0, c= 1, c= 2, d= 0, d= 1, d= 2. “Ó„‰‡ ‚ Ó‰ËÌ ËÁ ˝ÚËı
‰ÌÂÈ ÓÌ ÔË„Î‡ÒËÚ Í ÒÂ·Â Ò‚Ë‰ÂÚÂÎˇ, ÌÓ ÔË ˝ÚÓÏ ÌÂ ÔË-
„Î‡ÒËÚ ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡, Ú‡Í Í‡Í Ëı Ì‡·Ó˚ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒˇ ıÓÚˇ
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·˚ ‚ Ó‰ÌÓÈ ˆËÙÂ. «Ì‡˜ËÚ, ÔÂÒÚÛÔÎÂÌËÂ ·Û‰ÂÚ ‡ÒÍ˚ÚÓ
Á‡ 12 ‰ÌÂÈ.
¬ÚÓÓÈ ÒÔÓÒÓ·. –‡ÁÓ·¸ÂÏ ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡ÂÏ˚ı Ì‡ 16 „ÛÔÔ ÔÓ

5 ˜ÂÎÓ‚ÂÍ. œË ˝ÚÓÏ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ „ÛÔÔ ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ Ò‚ÓÈ ÛÔÓ-
ˇ‰Ó˜ÂÌÌ˚È Ì‡·Ó (a, b, c, d) ËÁ ˜ÂÚ˚Âı ÌÂ Ó·ˇÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ
‡ÁÎË˜Ì˚ı ˆËÙ a, b, c Ë d, Í‡Ê‰‡ˇ ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÏÓÊÂÚ ÔË-
ÌËÏ‡Ú¸ ÁÌ‡˜ÂÌËˇ 0 ËÎË 1 (˝ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ„Ó
Ú‡ÍËı ‡ÁÎË˜Ì˚ı Ì‡·ÓÓ‚ 24 =16), ‡ ÂÂ ˜ÎÂÌÓ‚ Á‡ÌÛÏÂÛÂÏ
˜ËÒÎ‡ÏË ÓÚ 1 ‰Ó 5.

œÛÒÚ¸ ‚ ‰ÂÌ¸ ‡ÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËˇ ÔÓ‰ ÌÓÏÂÓÏ k (k=1, ..., 8)
ÕËÓ ¬ÛÎ¸Ù ÔË„Î‡ÒËÚ Í ÒÂ·Â ÚÂı Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÂı ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡Â-
Ï˚ı, Ì‡·Ó ˆËÙ ÍÓÚÓ˚ı Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓˇÂÚ k-ÏÛ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚:
a=0, a=1, b=0, b=1, c=0, c=1, d=0, d=1.

≈ÒÎË ÔÂÒÚÛÔÌËÍ Ë Ò‚Ë‰ÂÚÂÎ¸ ÔÓÔ‡ÎË ‚ ‡ÁÌ˚Â „ÛÔÔ˚,
ÚÓ ÔÂÒÚÛÔÎÂÌËÂ ·Û‰ÂÚ ‡ÒÍ˚ÚÓ ‚ Ó‰ËÌ ËÁ ˝ÚËı ‰ÌÂÈ, Ú‡Í
Í‡Í Ì‡·Ó˚ ˆËÙ „ÛÔÔ˚ Ò‚Ë‰ÂÚÂÎˇ Ë „ÛÔÔ˚ ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡
ÓÚÎË˜‡˛ÚÒˇ ıÓÚˇ ·˚ ‚ Ó‰ÌÓÈ ˆËÙÂ.

œÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Ò‚Ë‰ÂÚÂÎ¸ Ì‡ıÓ‰ËÚÒˇ ‚ Ó‰ÌÓÈ „ÛÔÔÂ
Ò ÔÂÒÚÛÔÌËÍÓÏ. Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ m Ë n ÌÓÏÂ‡ Ò‚Ë‰ÂÚÂÎˇ
Ë ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡ ‚ ˝ÚÓÈ „ÛÔÔÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. œÛÒÚ¸ Ì‡ 9-È
‰ÂÌ¸ ÕËÓ ¬ÛÎ¸Ù ÔË„Î‡ÒËÚ ËÁ Í‡Ê‰ÓÈ „ÛÔÔ˚ ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡-
ÂÏ˚ı Ò ÌÓÏÂ‡ÏË 1 Ë 2, Ì‡ 10-È ‰ÂÌ¸ — ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡ÂÏ˚ı Ò
ÌÓÏÂ‡ÏË 3 Ë 4, Ì‡ 11-È ‰ÂÌ¸ — ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡ÂÏ˚ı Ò ÌÓÏÂ‡ÏË
1, 3 Ë 5, Ì‡ 12-È ‰ÂÌ¸ — ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡ÂÏ˚ı Ò ÌÓÏÂ‡ÏË 2, 4 Ë
5. “Ó„‰‡ Ì‡È‰ÂÚÒˇ Ó‰ËÌ ËÁ ˝ÚËı ‰ÌÂÈ, ‚ ÍÓÚÓ˚È ËÁ Í‡Ê‰ÓÈ
„ÛÔÔ˚ ·˚ÎË ÔË„Î‡¯ÂÌ˚ ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡ÂÏ˚Â Ò ÌÓÏÂÓÏ m, ÌÓ
ÔË ˝ÚÓÏ ÌÂ ·˚ÎË ÔË„Î‡¯ÂÌ˚ ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡ÂÏ˚Â Ò ÌÓÏÂÓÏ n.
«Ì‡˜ËÚ, ‚ ˝ÚÓÚ ‰ÂÌ¸ ÔÂÒÚÛÔÎÂÌËÂ ·Û‰ÂÚ ‡ÒÍ˚ÚÓ.
“ÂÚËÈ ÒÔÓÒÓ·. œÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÕËÓ ¬ÛÎ¸Ù ÒÏÓÊÂÚ Ì‡È-

ÚË ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡ ‰‡ÊÂ Á‡ 9 ‰ÌÂÈ. ƒÎˇ ˝ÚÓ„Ó ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ Í‡Ê-
‰ÓÏÛ ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡ÂÏÓÏÛ Ò‚ÓÈ ÍÓ‰ — ÛÔÓˇ‰Ó˜ÂÌÌ˚È Ì‡·Ó ËÁ
‰Â‚ˇÚË ˆËÙ, ˜ÂÚ˚Â ËÁ ÍÓÚÓ˚ı Â‰ËÌËˆ˚, ‡ ÔˇÚ¸ ÌÛÎË (˝ÚÓ
ÏÓÊÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸, Ú‡Í Í‡Í ‚ÒÂ„Ó Ú‡ÍËı ÍÓ‰Ó‚ C4

9 =126>80).
œÛÒÚ¸ ÕËÓ ¬ÛÎ¸Ù ‚ k-È ‰ÂÌ¸ (k=1, 2, ..., 9) ÔË„Î‡ÒËÚ Í

ÒÂ·Â ÚÂı Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÂı ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡ÂÏ˚ı, k-ˇ ˆËÙ‡ ÍÓ‰‡ ÍÓÚÓ-
˚ı ‡‚Ì‡ 1. œÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ ÍÓ‰˚ ÒÓ‰ÂÊ‡Ú Ó‚ÌÓ ÔÓ 4 Â‰Ë-
ÌËˆ˚, Ì‡È‰ÂÚÒˇ Ú‡ÍÓÂ ˜ËÒÎÓm ÓÚ 1 ‰Ó 9, ˜ÚÓ Ì‡m-Ï ÏÂÒÚÂ Û
Ò‚Ë‰ÂÚÂÎˇ ÒÚÓËÚ Â‰ËÌËˆ‡, ‡ Û ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡ — ÌÓÎ¸. «Ì‡˜ËÚ,
‚ m-È ‰ÂÌ¸ Ò‚Ë‰ÂÚÂÎ¸ ·Û‰ÂÚ ÔË„Î‡¯ÂÌ Í ÕËÓ ¬ÛÎ¸ÙÛ ·ÂÁ
ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡, Ë ÔÂÒÚÛÔÎÂÌËÂ ·Û‰ÂÚ ‡ÒÍ˚ÚÓ.
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 ÓÏÏÂÌÚ‡ËÈ. œÓÎ¸ÁÛˇÒ¸ ÏÂÚÓ‰ÓÏ, ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌÌ˚Ï ‚ ÚÂ-
Ú¸ÂÏ ÒÔÓÒÓ·Â Â¯ÂÌËˇ, ÏÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ Á‡ 12 ‰ÌÂÈ ‰ÂÚÂÍÚË‚
ÒÏÓÊÂÚ ‡ÒÍ˚Ú¸ ‰ÂÎÓ, ÂÒÎË ‚ ÌÂÏ Á‡ÏÂ¯‡Ì˚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ C6

12 =924
ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡ÂÏ˚ı.

¡ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ˝Ú‡ ÓˆÂÌÍ‡ ÚÓ˜Ì‡ˇ, ˜ÚÓ ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ËÁ ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó
Ù‡ÍÚ‡. œÛÒÚ¸A— ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó n-˝ÎÂ-
ÏÂÌÚÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡. –‡ÒÒÏÓÚËÏ Ú‡ÍÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó B ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚‡ A, ˜ÚÓ ÌËÍ‡ÍËÂ ‰‚‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ËÁ B ÌÂ ‚ÎÓÊÂÌ˚ ‰Û„ ‚ ‰Û-
„‡ (Ú‡ÍÓÂ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó B Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒˇ ‡ÌÚËˆÂÔ¸˛). ƒÓÍ‡Á‡ÌÌ‡ˇ
‚ 1928 „Ó‰Û ÚÂÓÂÏ‡ ÿÔÂÌÂ‡ [1] ÛÚ‚ÂÊ‰‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸-
ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÂÚ ÒÓ‰ÂÊ‡Ú¸ B, ‡‚ÌÓ Cbn/2cn .
«‰ÂÒ¸ bn/2c Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ, ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ˇ-
˘ÂÂ n/2.

»Á ˝ÚÓÈ ÚÂÓÂÏ˚ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡-
ÂÏ˚ı, ÒÂ‰Ë ÍÓÚÓ˚ı Á‡‚Â‰ÓÏÓ ÏÓÊÌÓ ‚˚ˇ‚ËÚ¸ ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡ Á‡
n ‰ÌÂÈ, ‡‚ÌÓ Cbn/2cn . ƒÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÏ Í‡Ê‰ÓÏÛ ËÁ ÔÓ-
‰ÓÁÂ‚‡ÂÏ˚ı ÍÓ‰ ËÁ ÌÛÎÂÈ Ë Â‰ËÌËˆ ‰ÎËÌ˚ n, ‚ ÍÓÚÓÓÏ Ì‡ k-Ï
ÏÂÒÚÂ ÒÚÓËÚ 1, ÂÒÎË ‚ k-È ‰ÂÌ¸ ÓÌ ·˚Î ÔË„Î‡¯ÂÌ Í ÕËÓ ¬ÛÎ¸ÙÛ,
Ë 0 ‚ ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â. “‡ÍÓÈ ÍÓ‰ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎˇÂÚ ÔÓ‰-
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‰ÌÂÈ, ‚ ÍÓÚÓ˚Â ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡ÂÏ˚È ÔÓ·˚‚‡Î Û ‰ÂÚÂÍÚË‚‡.
◊ÚÓ·˚ ‰ÂÎÓ ·˚ÎÓ ‡ÒÍ˚ÚÓ, ‚ Í‡ÍÓÈ-ÚÓ ‰ÂÌ¸ Ò‚Ë‰ÂÚÂÎ¸ ‰ÓÎÊÂÌ
ÔÓ·˚‚‡Ú¸ Û ÕËÓ ¬ÛÎ¸Ù‡ ·ÂÁ ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡. ›ÚÓ ÔÓËÁÓÈ‰ÂÚ, ÂÒ-
ÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ˜ËÒÎÓ k (k= 1, 2, ..., n), ˜ÚÓ Ì‡ k-Ï ÏÂÒÚÂ
‚ ÍÓ‰Â Ò‚Ë‰ÂÚÂÎˇ ÒÚÓËÚ 1, ‡ ‚ ÍÓ‰Â ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡ ÒÚÓËÚ 0. Ã‡Í-
ÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÍÓ‰Ó‚, ÔË ÍÓÚÓÓÏ ˝ÚÓ ÏÓÊÌÓ „‡‡ÌÚËÓ‚‡Ú¸,
‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÚÂÓÂÏÓÈ ÿÔÂÌÂ‡ Í‡Í ‡Á ‡‚ÌÓ Cbn/2cn (ÔË
˝ÚÓÏ ‚ Í‡Ê‰ÓÏ ÍÓ‰Â ·Û‰ÂÚ Ó‚ÌÓ bn/2c Â‰ËÌËˆ).

»Á ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ ÏÓÊÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ Ë Ú‡ÍÓÈ ‚˚‚Ó‰:
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‰ÌÂÈ, Á‡ ÍÓÚÓÓÂ ÏÓÊÌÓ Á‡‚Â‰ÓÏÓ ‚˚ˇ‚ËÚ¸
ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡ ÒÂ‰Ë 80 ÔÓ‰ÓÁÂ‚‡ÂÏ˚ı, ‡‚ÌÓ ‰Â‚ˇÚË, Ú‡Í Í‡Í Á‡
8 ‰ÌÂÈ ÔÂÒÚÛÔÌËÍ‡ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ÎË¯¸ ÒÂ‰Ë ÌÂ ·ÓÎÂÂ C4

8 = 70
˜ÂÎÓ‚ÂÍ.

[1] https://en.wikipedia.org/wiki/Sperner’s_theorem.

4. –Â¯ÂÌËÂ. ¡ÂÁ Ó„‡ÌË˜ÂÌËˇ Ó·˘ÌÓÒÚË ·Û‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸,
˜ÚÓ ‚Â¯ËÌ˚A,B, C ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ABC ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ ‚ ÛÍ‡-
Á‡ÌÌÓÏ ÔÓˇ‰ÍÂ ÔÓ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍÂ (ÒÏ. ËÒÛÌÓÍ Ì‡ Ò. 38).
Œ·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ K Ë L ÒÂÂ‰ËÌ˚ ÓÚÂÁÍÓ‚ BC Ë CE ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ. “Ó„‰‡ \DKC=\CLA= 90� Ë \CDK=\ACL= 60�.
—ÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

CK
DK

=
AL
CL

= tg 60� =
p

3.
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F

K

L

D

E

«Ì‡˜ËÚ, ÂÒÎË ‚ÂÍÚÓ DK� ÔÓ‚ÂÌÛÚ¸ Ì‡ 90� ÔÓÚË‚ ˜‡ÒÓ-
‚ÓÈ ÒÚÂÎÍË, ‡ Á‡ÚÂÏ ÛÏÌÓÊËÚ¸ Ì‡

p
3, ÚÓ ÔÓÎÛ˜ËÚÒˇ ‚ÂÍÚÓ,

‡‚Ì˚È ‚ÂÍÚÓÛ CK� . ¿Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, ÂÒÎË ‚ÂÍÚÓ CL� ÔÓ‚Â-
ÌÛÚ¸ Ì‡ 90� ÔÓÚË‚ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍË, ‡ Á‡ÚÂÏ ÛÏÌÓÊËÚ¸ Ì‡p

3, ÚÓ ÔÓÎÛ˜ËÚÒˇ ‚ÂÍÚÓ, ‡‚Ì˚È ‚ÂÍÚÓÛ AL� . œÓ ÚÂÓÂÏÂ
Ó ÒÂ‰ÌÂÈ ÎËÌËË ‰Îˇ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ BCE ËÏÂÂÏ CK� =LF� Ë
KF� =CL� . œÓ˝ÚÓÏÛ ÔË ÔÓ‚ÓÓÚÂ Ì‡ 90� ÔÓÚË‚ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎ-
ÍË Ë ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ÛÏÌÓÊÂÌËË Ì‡

p
3 ‚ÂÍÚÓ DK� ÔÂÂÈ‰ÂÚ

‚ ‡‚Ì˚È ‚ÂÍÚÓÛ LF� , ‚ÂÍÚÓ KF� — ‚ ‡‚Ì˚È ‚ÂÍÚÓÛ AL� .
—ÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÂÍÚÓ DF� =DK� +KF� ÔË Ú‡ÍÓÏ ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËË ÔÂÂÈ‰ÂÚ ‚ ‡‚Ì˚È ‚ÂÍÚÓÛ AF� =AL� +LF� . «Ì‡˜ËÚ,
‚ÂÍÚÓ˚ DF� Ë AF� ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎˇÌ˚, Ú. Â. \AFD=90�. ◊ÚÓ
Ë ÚÂ·Ó‚‡ÎÓÒ¸ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸.

5. ŒÚ‚ÂÚ. 2 Ë 5.
–Â¯ÂÌËÂ. «‡ÌÛÏÂÛÂÏ ÒÚÓÍË (ÒÌËÁÛ ‚‚Âı) Ë ÒÚÓÎ·ˆ˚

(ÒÔ‡‚‡ Ì‡ÎÂ‚Ó) ˜ËÒÎ‡ÏË ÓÚ 0 ‰Ó 2016, ‡ ˜ÂÂÁ ai,j Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ
ˆËÙÛ, ÒÚÓˇ˘Û˛ Ì‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËË i-È ÒÚÓÍË Ë j-„Ó ÒÚÓÎ·ˆ‡.
œË Ú‡ÍÓÈ ÌÛÏÂ‡ˆËË ÒÚÓÍ Ë ÒÚÓÎ·ˆÓ‚ ˆËÙ˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡ÂÏ˚ı ˜ËÒÂÎ, ÒÚÓˇ˘ËÂ ‚ ÏÎ‡‰¯Ëı ‡Áˇ‰‡ı, ËÏÂ˛Ú ÏÂÌ¸-
¯ËÈ ÌÓÏÂ ÒÚÓÍË (ÒÚÓÎ·ˆ‡).
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≈ÒÎË ˜ÂÂÁ vi Ó·ÓÁÌ‡˜ËÚ¸ ˜ËÒÎÓ, Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÏÓÂ ˆËÙ‡ÏË
i-È ÒÚÓÍË, ‡ ˜ÂÂÁ wj — ˜ËÒÎÓ, Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÏÓÂ ˆËÙ‡ÏË j-„Ó

ÒÚÓÎ·ˆ‡, ÚÓ vi=
2016P
j=0

10jai,j, wj=
2016P
i=0

10iai,j.

œÓÍ‡ÊÂÏ ÒÌ‡˜‡Î‡, ˜ÚÓ ÓÔËÒ‡ÌÌ‡ˇ ‚ ÛÒÎÓ‚ËË Á‡‰‡˜Ë ÒË-
ÚÛ‡ˆËˇ ‚ÓÁÏÓÊÌ‡ ‰Îˇ p=2 Ë p=5. œÛÒÚ¸, Ì‡ÔËÏÂ, ai,j=1
ÔË ‚ÒÂı i, j>1 (˝ÚË ˆËÙ˚ ÏÓÊÌÓ ‚˚·‡Ú¸ Ë Î˛·˚ÏË ‰Û-
„ËÏË), a0,2016 = 1, ‡ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ˆËÙ˚ ‡‚Ì˚ p. “Ó„‰‡ ‚ÒÂ
˜ËÒÎ‡, ˜ËÚ‡ÂÏ˚Â ÔÓ ÒÚÓÍ‡Ï Ë ÒÚÓÎ·ˆ‡Ï, ÍÓÏÂ w2016, Á‡-
Í‡Ì˜Ë‚‡˛ÚÒˇ Ì‡ p Ë, Í‡Í ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ, ‰ÂÎˇÚÒˇ Ì‡ p, ‡ w2016

Á‡Í‡Ì˜Ë‚‡ÂÚÒˇ Ì‡ 1 Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ì‡ p ÌÂ ‰ÂÎËÚÒˇ.
“ÂÔÂ¸ ‰ÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ‰Îˇ ‚ÒÂı ‰Û„Ëı p ÓÔËÒ‡ÌÌ‡ˇ ÒË-

ÚÛ‡ˆËˇ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌ‡. œÂ‰ÔÓÎ‡„‡ˇ ÔÓÚË‚ÌÓÂ, ‡ÒÒÏÓÚËÏ
‚ÂÎË˜ËÌÛ

S =
2016P
i,j=0

10i+jai,j.

— Ó‰ÌÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÓÌ‡ ‡‚Ì‡

S =
2016P
i=0

10i
2016P
j=0

10 jai,j =
2016P
i=0

10ivi.

— ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

S =
2016P
j=0

10 jwj.

≈ÒÎË ‚ÒÂ ˜ËÒÎ‡ vi, wj (i, j= 0, 1, 2, ..., 2016), ÍÓÏÂ Ó‰ÌÓ„Ó,
‰ÂÎˇÚÒˇ Ì‡ p, ‡ ÓÒÚ‡‚¯ÂÂÒˇ Ì‡ p ÌÂ ‰ÂÎËÚÒˇ, ÚÓ ‚ Ó‰ÌÓÈ ËÁ
‰‚Ûı ÔÓÒÎÂ‰ÌËı ÒÛÏÏ ‚ÒÂ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â ‰ÂÎˇÚÒˇ Ì‡ p (ÁÌ‡˜ËÚ, S
‰ÂÎËÚÒˇ Ì‡ p), ‡ ‚ ‰Û„ÓÈ ÒÛÏÏÂ ‚ÒÂ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â, ÍÓÏÂ Ó‰ÌÓ-
„Ó, ‰ÂÎˇÚÒˇ Ì‡ p, ‡ ÓÒÚ‡‚¯ÂÂÒˇ, ‚ ÒËÎÛ ‚Á‡ËÏÌÓÈ ÔÓÒÚÓÚ˚ p
Ë ÒÚÂÔÂÌÂÈ ‰ÂÒˇÚÍË, Ì‡ p ÌÂ ‰ÂÎËÚÒˇ (ÁÌ‡˜ËÚ, S ÌÂ ‰ÂÎËÚÒˇ
Ì‡ p). œÓÚË‚ÓÂ˜ËÂ.
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—“¿“»—“» ¿ –≈ÿ≈Õ»fl «¿ƒ¿◊

6 ÍÎ‡ÒÒ (4951 ‡·ÓÚ‡)

1 2 3 4 5 6

8 23
7 39 0
6 639 69 2
5 214 0 170 1
4 1426 255 11 0 5 1
3 0 61 88 0 11 64
2 0 262 402 9 1461 17
1 2109 843 107 83 287 17
0 1450 3564 4163 4254 2943 4860

7 ÍÎ‡ÒÒ (3106 ‡·ÓÚ)

1 2 3 4 5 6

8 12 15
7 3 0
6 324 308 8 3
5 6 7 31 3
4 1203 440 268 22 30 3
3 1 40 85 4 211 2
2 0 72 469 598 46 312
1 1274 300 25 222 140 4
0 628 2254 1929 1945 2625 2764

8 ÍÎ‡ÒÒ (1845 ‡·ÓÚ)

1 2 3 4 5 6

+ 1055 209 157 57 3 0
± 19 183 48 7 4 0
⌥ 0 62 221 27 4 0
� 380 755 1152 1301 665 559
0 391 636 267 453 1169 1286
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9 ÍÎ‡ÒÒ (1200 ‡·ÓÚ)

1 2 3‡ 3· 4 5 6

+ 239 106 757 119 5 42 2
± 61 28 0 1 0 18 0
⌥ 95 90 0 0 3 6 8
� 675 724 363 1000 485 659 402
0 130 252 80 80 707 475 788

10 ÍÎ‡ÒÒ (1096 ‡·ÓÚ)

1 2 3 4 5 6

+ 388 251 143 43 12 2
± 58 28 3 23 2 1
⌥ 20 40 9 18 3 3
� 476 637 384 377 519 428
0 154 140 557 635 560 662

11 ÍÎ‡ÒÒ, ÔÂ‚˚È ‰ÂÌ¸ (636 ‡·ÓÚ)

1 2 3‡ 3· 4 5 6

+ 335 321 68 11 29 9 0
± 79 19 20 0 10 14 0
⌥ 54 8 84 9 41 70 7
� 168 288 464 616 556 543 629

11 ÍÎ‡ÒÒ, ‚ÚÓÓÈ ‰ÂÌ¸ (255 ‡·ÓÚ)

1 2 3 4 5

+ 115 42 50 41 8
± 66 4 4 10 1
⌥ 36 17 10 14 15
� 38 192 191 190 231
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Ã≈’¿Õ» Œ-Ã¿“≈Ã¿“»◊≈— »…
‘¿ ”À‹“≈“ Ã√”

ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ ‚Â‰Û˘ËÏ Û˜Â·ÌÓ-Ì‡Û˜Ì˚Ï ˆÂÌÚÓÏ ‚ Ó·Î‡ÒÚË Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë ÏÂı‡ÌËÍË. Õ‡ Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚÂ ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú Ì‡Û˜Ì˚Â
¯ÍÓÎ˚, ‚ÓÁ„Î‡‚ÎˇÂÏ˚Â Û˜ÂÌ˚ÏË Ò‡ÏÓ„Ó ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡.
”˜Â·Ì˚Â ÔÎ‡Ì˚ Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚ‡ Óı‚‡Ú˚‚‡˛Ú ‚ÒÂ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚Â
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËˇ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë ÏÂı‡ÌËÍË. ƒËÔÎÓÏ ÏÂı‡ÌËÍÓ-
Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚ‡ ÔËÁÌ‡Ì ‚Ó ‚ÒÂÏ ÏËÂ. ¬˚-
ÔÛÒÍÌËÍË Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚ‡ ÚÛ‰ˇÚÒˇ ‚Ó ‚ÒÂı ÍÛÔÌ˚ı Ì‡Û˜ÌÓ-
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÒÍËı ˆÂÌÚ‡ı, Û˜Â·Ì˚ı Ë ËÌ˚ı Û˜ÂÊ‰ÂÌË-
ˇı, ÌÂ Ó·ˇÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ Ò‚ˇÁ‡ÌÌ˚ı Ò Ï‡ÚÂÏ‡-
ÚËÍÓÈ Ë ÏÂı‡ÌËÍÓÈ. Õ‡ ÏÂıÏ‡ÚÂ Û˜‡Ú ÌÂ ÒÚÓÎ¸ÍÓ ÂˆÂÔÚ‡Ï
Â¯ÂÌËˇ ÍÓÌÍÂÚÌ˚ı Á‡‰‡˜, ÒÍÓÎ¸ÍÓ ÛÏÂÌË˛ ‰ÛÏ‡Ú¸ Ò‡ÏÓ-
ÒÚÓˇÚÂÎ¸ÌÓ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ËÁ‚ÎÂÍ‡Ú¸ ÁÌ‡ÌËˇ ËÁ ‡ÁÌ˚ı ËÒÚÓ˜ÌË-
ÍÓ‚. »ÏÂÌÌÓ ˝ÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎˇÂÚ ‚˚ÔÛÒÍÌËÍ‡Ï Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚ‡ ·˚ÒÚ-
Ó ‚ÍÎ˛˜‡Ú¸Òˇ Ë ·˚Ú¸ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ÏË Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ‚ Î˛·ÓÈ
ËÌÓÈ ÒÙÂÂ ‰ÂˇÚÂÎ¸ÌÓÒÚË — ÓÚ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÈ ËÎË ÙËÌ‡ÌÒÓ-
‚ÓÈ ‰Ó ÛÔ‡‚ÎÂÌËˇ ÔÓËÁ‚Ó‰ÒÚ‚ÓÏ Ë ÔÓÎËÚËÍË.

‘¿ ”À‹“≈“ Ã¿“≈Ã¿“» » Õ»” ¬ÿ›

ÒÓÁ‰‡Ì ‚ 2007 „. ÔË Û˜‡ÒÚËË ÕÂÁ‡‚ËÒËÏÓ„Ó ÃÓÒÍÓ‚ÒÍÓ„Ó
”ÌË‚ÂÒËÚÂÚ‡. ”ÊÂ ‚ 2013 „. ÃÂÊ‰ÛÌ‡Ó‰Ì˚È ˝ÍÒÔÂÚÌ˚È
ÒÓ‚ÂÚ, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘ËÈ ÙËÎ‰ÒÓ‚ÒÍËı Î‡ÛÂ‡ÚÓ‚ œ. ƒÂÎËÌˇ,
¿. ŒÍÛÌ¸ÍÓ‚‡, —. —ÏËÌÓ‚‡ Ë ‰Û„Ëı ‚˚‰‡˛˘ËıÒˇ Ï‡ÚÂÏ‡-
ÚËÍÓ‚, ‚˚ÒÓÍÓ ÓˆÂÌËÎ ÛÒÔÂıË Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚ‡: «—ÔÛÒÚˇ 5 ÎÂÚ ÔÓ-
ÒÎÂ Â„Ó ÒÓÁ‰‡ÌËˇ, Õ»” ¬ÿ› ÒÚ‡Î ÎË‰ÂÓÏ ÓÒÒËÈÒÍÓ„Ó ‚˚Ò-
¯Â„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËˇ. Õ‡Ë·ÓÎÂÂ ‚ÔÂ˜‡ÚÎˇÂÚ
·‡Í‡Î‡‚Ë‡Ú Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚ‡ — ÔÓ Ì‡¯ÂÏÛ ÏÌÂÌË˛, Ó‰ËÌ ËÁ ÎÛ˜-
¯Ëı ‚ ÏËÂ. ŒÌ ÔË‚ÎÂÍ‡ÂÚ Ò‡Ï˚È ÒËÎ¸Ì˚È ‚ –ÓÒÒËË ÍÓÌ-
ÚËÌ„ÂÌÚ ÒÚÛ‰ÂÌÚÓ‚-Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÓ‚, ÔÂ‰Î‡„‡ˇ ËÏ ÚÛ‰ÌÛ˛, ÌÓ
ËÌÚÂÂÒÌÛ˛ Ë Ú˘‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓ‡·ÓÚ‡ÌÌÛ˛ ÔÓ„‡ÏÏÛ.»

Õ‡ ÒÚ‡¯Ëı ÍÛÒ‡ı ÒÚÛ‰ÂÌÚ ‚˚·Ë‡ÂÚ ËÌ‰Ë‚Ë‰Û‡Î¸Ì˚È
Û˜Â·Ì˚È ÔÎ‡Ì, ÔÓÁ‚ÓÎˇ˛˘ËÈ „ÎÛ·ÓÍÓ ËÁÛ˜ËÚ¸ Á‡ËÌÚÂÂÒÓ-
‚‡‚¯Û˛ Ó·Î‡ÒÚ¸ ˜ËÒÚÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË ËÎË ÂÂ ÔËÎÓÊÂÌËÈ.
¡Î‡„Ó‰‡ˇ ˝ÚÓÏÛ ‚˚ÔÛÒÍÌËÍË, Ì‡ˆÂÎÂÌÌ˚Â Ì‡ ‡Í‡‰ÂÏË˜Â-
ÒÍÛ˛ Í‡¸ÂÛ, ÔÓÒÚÛÔ‡˛Ú ‚ ÎÛ˜¯ËÂ ‡ÒÔË‡ÌÚÛ˚ ÏË‡, ‡
ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ÌÂËÁÏÂÌÌÓ ‚ÓÒÚÂ·Ó‚‡Ì˚ ‚ IT, ÙËÌ‡ÌÒ‡ı Ë Î˛-
·˚ı ‰Û„Ëı Ì‡ÛÍÓÂÏÍËı ÔËÎÓÊÂÌËˇı.
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¬ 2017 „. ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò ÷ÂÌÚÓÏ œÂ‰‡„Ó„Ë˜ÂÒÍÓ„Ó Ã‡ÒÚÂ-
ÒÚ‚‡ Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚ ÓÚÍ˚‚‡ÂÚ ÌÓ‚Û˛ ÔÓ„‡ÏÏÛ ·‡Í‡Î‡‚Ë‡-
Ú‡ ‰Îˇ ÔÓ‰„ÓÚÓ‚ÍË ‚˚ÒÓÍÓÍ‚‡ÎËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÂÔÓ‰‡‚‡-
ÚÂÎÂÈ ÙËÁÏ‡Ú¯ÍÓÎ.

‘»«“≈’-ÿ ŒÀ¿
œ–» À¿ƒÕŒ… Ã¿“≈Ã¿“» » » »Õ‘Œ–Ã¿“» »

”ÌËÍ‡Î¸Ì‡ˇ Ì‡Û˜ÌÓ-Ó·‡ÁÓ‚‡ÚÂÎ¸Ì‡ˇ ÿÍÓÎ‡, ÒÓÁ‰‡ÌÌ‡ˇ ‚
2016 „Ó‰Û ‚ ÃÓÒÍÓ‚ÒÍÓÏ ÙËÁËÍÓ-ÚÂıÌË˜ÂÒÍÓÏ ËÌÒÚËÚÛÚÂ.
¬ ÂÂ ÒÓÒÚ‡‚ ‚ıÓ‰ˇÚ Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚ ËÌÌÓ‚‡ˆËÈ Ë ‚˚ÒÓÍËı ÚÂı-
ÌÓÎÓ„ËÈ (‘»¬“), Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚ ÛÔ‡‚ÎÂÌËˇ Ë ÔËÍÎ‡‰ÌÓÈ Ï‡-
ÚÂÏ‡ÚËÍË (‘”œÃ), ˇ‰ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌ˚ı Î‡·Ó‡ÚÓËÈ.

‘»¬“ — ÔËÁÌ‡ÌÌ˚È ÎË‰Â ‚ Ó·Î‡ÒÚË Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËˇ Ë Ì‡-
ÛÍË Ì‡ ÒÚ˚ÍÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË, ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËˇ Ë computer
science. Õ‡ ‘»¬“ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÛÌËÍ‡Î¸Ì˚Â Û˜Â·Ì˚Â ÔÎ‡-
Ì˚ ÔÓ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ, ‚ ÍÓÚÓ˚ı Ú‡‰ËˆËÓÌÌÓÂ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸-
ÌÓÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ‰ÍÂÔÎÂÌÓ ÌÂ ËÏÂ˛˘ËÏ
‡Ì‡ÎÓ„Ó‚ Ì‡·ÓÓÏ ÍÛÒÓ‚ ÔÓ ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ: ÍÓÏ-
·ËÌ‡ÚÓËÍÂ, ÚÂÓËË „‡ÙÓ‚, ÎÓ„ËÍÂ Ë ÚÂÓËË ‡Î„ÓËÚÏÓ‚,
ÚÂÓËË ˜ËÒÂÎ, ‰ËÒÍÂÚÌ˚Ï ÙÛÌÍˆËˇÏ, ‰ËÒÍÂÚÌÓÏÛ ‡Ì‡ÎË-
ÁÛ, ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË.

‘”œÃ — ÒËÎ¸ÌÂÈ¯ËÈ Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚ ‚ Ó·Î‡ÒÚË Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËˇ
Ë Ì‡ÛÍË Ì‡ ÒÚ˚ÍÂ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË, ÙËÁËÍË, ÏÂı‡ÌËÍË Ë ËÌÙÓ-
Ï‡ˆËÓÌÌ˚ı ÚÂıÌÓÎÓ„ËÈ. Õ‡ ‘”œÃ Á‡ Ò˜ÂÚ Ô‡‚ËÎ¸ÌÓ„Ó ÒÓ-
˜ÂÚ‡ÌËˇ ÎÛ˜¯ÂÈ ‚ ÒÚ‡ÌÂ ÔÓ„‡ÏÏ˚ ÔÓ ÙËÁËÍÂ Ë ÒÓ‚ÂÏÂÌ-
Ì˚ı Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÍÛÒÓ‚ Á‡ÍÎ‡‰˚‚‡˛ÚÒˇ ÓÒÌÓ‚˚ ‰Îˇ ËÒ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ ‚ Ó·Î‡ÒÚË Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËˇ, ‚˚-
˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË, ÏÂı‡ÌËÍË, ÓÔÚËÏËÁ‡ˆËË, ÒÚ‡ÚË-
ÒÚËÍË Ë ÒÚÓı‡ÒÚËÍË.

Õ‡ Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚ‡ı ÿÍÓÎ˚ ‚Â‰ÂÚÒˇ ·ÓÎ¸¯‡ˇ Ì‡Û˜Ì‡ˇ Ë ËÒ-
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÒÍ‡ˇ ‡·ÓÚ‡, Í ÍÓÚÓÓÈ ÒÚÛ‰ÂÌÚ˚ ‡ÍÚË‚ÌÓ ÔË-
‚ÎÂÍ‡˛ÚÒˇ ÛÊÂ Ì‡ ‡ÌÌËı ÍÛÒ‡ı. œÓ ÓÍÓÌ˜‡ÌËË Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂ-
Ú‡ ÒÚÛ‰ÂÌÚ ËÏÂÂÚ ¯ËÓÍËÈ ÒÔÂÍÚ ÔÂÒÔÂÍÚË‚ — Á‡ÌˇÚËˇ ˜Ë-
ÒÚÓÈ Ì‡ÛÍÓÈ, ÔËÍÎ‡‰Ì˚Â ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËˇ, ‡Ì‡ÎËÚËÍ‡ Ë ‡Á-
‡·ÓÚÍ‡ ‚ ÍÛÔÌÂÈ¯Ëı ÍÓÏÔ‡ÌËˇı –ÓÒÒËË Ë ÏË‡, ‡ Ú‡ÍÊÂ
‚ Î‡·Ó‡ÚÓËˇı ÿÍÓÎ˚ Ë ‚ ÒËÎ¸ÌÂÈ¯Ëı ËÌÒÚËÚÛÚ‡ı –ÓÒ-
ÒËÈÒÍÓÈ ‡Í‡‰ÂÏËË Ì‡ÛÍ.
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¡»¡À»Œ“≈ ¿ —¿…“¿ Math.Ru
www.math.ru/lib

¬ ˝ÚÓÈ ·Ë·ÎËÓÚÂÍÂ ‚˚ Ì‡È‰ÂÚÂ Ë Ò‡Ï˚Â ÔÂ‚˚Â ÓÒÒËÈÒÍËÂ
Û˜Â·ÌËÍË Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË («¿ËÙÏÂÚËÍ‡» À. ‘. Ã‡„ÌËˆÍÓ„Ó Ë
„ÂÓÏÂÚËˇ fl. ¬. ¡˛Ò‡), Ë Ì‡Û˜ÌÓ-ÔÓÔÛÎˇÌÛ˛ ÎËÚÂ‡ÚÛÛ
ÒÓ‚ÂÚÒÍÓ„Ó ÔÂËÓ‰‡, ‡ Ú‡ÍÊÂ ËÌÚÂÂÒÌ˚Â ÍÌË„Ë ÒÓ‚ÂÏÂÌ-
Ì˚ı Û˜ÂÌ˚ı (‚ÒÂ„Ó ÓÍÓÎÓ 500 ÍÌË„).

Ã¿“≈Ã¿“»◊≈— »≈ ›“fiƒ€
www.etudes.ru

Õ‡ Ò‡ÈÚÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ˝Ú˛‰˚, ‚˚ÔÓÎÌÂÌÌ˚Â Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡-
ÌËÂÏ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÌÓÈ 3D-„‡ÙËÍË, Û‚ÎÂÍ‡ÚÂÎ¸-
ÌÓ Ë ËÌÚÂÂÒÌÓ ‡ÒÒÍ‡Á˚‚‡˛˘ËÂ Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍÂ Ë ÂÂ ÔËÎÓ-
ÊÂÌËˇı. œË„Î‡¯‡ÂÏ ÒÓ‚Â¯ËÚ¸ ÔÓÁÌ‡‚‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ˝ÍÒÍÛ-
ÒËË ÔÓ Í‡ÒË‚˚Ï Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏ Á‡‰‡˜‡Ï. »ı ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡
ÔÓÌˇÚÌ‡ ¯ÍÓÎ¸ÌËÍÛ, ÌÓ ‰Ó ÒËı ÔÓ ÌÂÍÓÚÓ˚Â Á‡‰‡˜Ë ÌÂ
Â¯ÂÌ˚ Û˜ÂÌ˚ÏË.

œ–Œ≈ “ ««¿ƒ¿◊»»
www.problems.ru

¬ÒÂ Á‡‰‡˜Ë ÃÓÒÍÓ‚ÒÍËı ÓÎËÏÔË‡‰ (Ò 1935 „.) ‡ÁÏÂ˘ÂÌ˚ Ì‡
Ò‡ÈÚÂ www.problems.ru

œ–Œ≈ “ ««¿ƒ¿◊» œŒ √≈ŒÃ≈“–»»»
zadachi.mccme.ru

¡ÓÎÂÂ 7000 Á‡‰‡˜ ÔÓ ÔÎ‡ÌËÏÂÚËË Ë 2500 Á‡‰‡˜ ÔÓ ÒÚÂÂÓ-
ÏÂÚËË Ò Â¯ÂÌËˇÏË, ˜ÂÚÂÊ‡ÏË, ‡ÚË·ÛÚ‡ÏË ‰Îˇ ÚÂÏ‡ÚË-
˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓËÒÍ‡ Ë ÔÓÒÎÂÊË‚‡ÌËˇ ‚Á‡ËÏÓÒ‚ˇÁÂÈ.
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Õ¿”◊ÕŒ-œŒœ”Àfl–Õ€≈ ∆”–Õ¿À€ ¬ »Õ“≈–Õ≈“≈

œÂ‚˚Â Ì‡Û˜ÌÓ-ÔÓÔÛÎˇÌ˚Â ÊÛÌ‡Î˚ Ì‡˜‡ÎË ‚˚ıÓ‰ËÚ¸ ‚
–ÓÒÒËË ·ÓÎÂÂ ‰‚Ûı ‚ÂÍÓ‚ Ì‡Á‡‰. Õ‡ Ëı ÒÚ‡Ú¸ˇı ‚˚ÓÒÎÓ ÌÂ
Ó‰ÌÓ ÔÓÍÓÎÂÌËÂ ÓÒÒËÈÒÍËı Û˜ÂÌ˚ı, ËÌÊÂÌÂÓ‚, ÔÓÒÚÓ ‰Û-
Ï‡˛˘Ëı Ë ˜ËÚ‡˛˘Ëı Î˛‰ÂÈ Ò‡Ï˚ı ‡ÁÌ˚ı Ó‰Ó‚ Á‡ÌˇÚËÈ.
—ÂÈ˜‡Ò ÒÚ‡˚Â ÌÓÏÂ‡ ˝ÚËı ÊÛÌ‡ÎÓ‚ ‰ÓÒÚÛÔÌ˚ ˜ËÚ‡ÚÂÎˇÏ
ÎË¯¸ ‚ ÌË˜ÚÓÊÌÓÏ ˜ËÒÎÂ ·Ë·ÎËÓÚÂÍ. ›ÎÂÍÚÓÌÌ˚Â ‡ıË‚˚
ÔËÁ‚‡Ì˚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ Ëı Ï‡ÚÂË‡Î˚ ‰ÓÒÚÛÔÌ˚ÏË ‰Îˇ ¯ËÓÍÓÈ
‡Û‰ËÚÓËË.

¬ —“Õ» ⁄ Œœ€“ÕŒ… ‘»«» »

» ›À≈Ã≈Õ“¿–ÕŒ… Ã¿“≈Ã¿“» » (1886—1917)
vofem.ru

∆ÛÌ‡Î, Ù‡ÍÚË˜ÂÒÍË Á‡ÎÓÊË‚¯ËÈ Ú‡‰ËˆËË Ê‡Ì‡ ‚ ÎË-
ÚÂ‡ÚÛÂ Ì‡ ÛÒÒÍÓÏ ˇÁ˚ÍÂ. «‡ 31 „Ó‰ Â„Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËˇ
‚˚¯ÎÓ 674 ‚˚ÔÛÒÍ‡ ¬.Œ.‘.›.Ã.

Õ‡ ÒÚ‡ÌËˆ‡ı ÊÛÌ‡Î‡ ÔÂ˜‡Ú‡ÎËÒ¸ Ë Ì‡Û˜Ì˚Â ÒÚ‡Ú¸Ë, Ë,
Ì‡ÔËÏÂ, Á‡‰‡˜Ë ‰Îˇ Û˜ÂÌËÍÓ‚ Ë ‰Îˇ Û˜ËÚÂÎÂÈ, Ì‡Û˜Ì‡ˇ
ıÓÌËÍ‡, Ó·ÁÓ˚ ËÁ‰‡‚‡ÂÏÓÈ ÎËÚÂ‡ÚÛ˚ Ë ÏÌÓ„ÓÂ ‰Û„ÓÂ.
—Â‰Ë ÔÓÒÚÓˇÌÌ˚ı Û·ËÍ ÊÛÌ‡Î‡ ·˚ÎË, Ì‡ÔËÏÂ: «—Ú‡-
Ú¸Ë, ÔÓÒ‚ˇ˘ÂÌÌ˚Â ‚ÓÔÓÒ‡Ï ÔÂÔÓ‰‡‚‡ÌËˇ Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË Ë
ÙËÁËÍË», «ŒÔ˚Ú˚ Ë ÔË·Ó˚», «Ã‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ÏÂÎÓ˜Ë»,
«¡Ë·ÎËÓ„‡ÙË˜ÂÒÍËÈ ÓÚ‰ÂÎ».

—Ú‡Ú¸Ë ÒÓÒÚ‡‚ÎˇÎËÒ¸ Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓÔÛÎˇÌÓ, Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ
˝ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ·ÂÁ Û˘Â·‡ ‰Îˇ Ì‡Û˜ÌÓÈ ÒÚÓÓÌ˚ ‰ÂÎ‡.

∆”–Õ¿À «œ–»–Œƒ¿» (1912—)
priroda.ras.ru

≈ÊÂÏÂÒˇ˜Ì˚È Ì‡Û˜ÌÓ-ÔÓÔÛÎˇÌ˚È ÊÛÌ‡Î –ÓÒÒËÈÒÍÓÈ ‡Í‡-
‰ÂÏËË Ì‡ÛÍ (–¿Õ) «œËÓ‰‡» — Ó‰ÌÓ ËÁ ÒÚ‡ÂÈ¯Ëı ‚ –ÓÒ-
ÒËË ËÁ‰‡ÌËÈ. œÂ‚˚È ÌÓÏÂ ˝ÚÓ„Ó ÊÛÌ‡Î‡ ‚˚¯ÂÎ ‚ 1912
„Ó‰Û.

‘‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÔÂÂ‰ ‚‡ÏË Ó„ÓÏÌ‡ˇ ˝ÌˆËÍÎÓÔÂ‰Ëˇ ÔÓ ÂÒÚÂ-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ì‡ÛÍ‡Ï, ÒÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌ‡ˇ Ë Â„ÛÎˇÌÓ ÔÓÔÓÎÌˇ‚¯‡-
ˇÒˇ ÓÚÂ˜ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË Û˜ÂÌ˚ÏË Ì‡ ÔÓÚˇÊÂÌËË 100 ÎÂÚ.
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∆”–Õ¿À « ¬¿Õ“» (1970—)
kvant.ras.ru

œÂ‚˚È ÌÓÏÂ « ‚‡ÌÚ‡» ‚˚¯ÂÎ ‚ ˇÌ‚‡Â 1970 „Ó‰‡. Ã‡ÚÂ-
Ë‡Î˚, Ì‡ÍÓÔÎÂÌÌ˚Â ‚ ÊÛÌ‡ÎÂ Ò ˝ÚÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË, ·ÂÒˆÂÌÌ˚.
ÕÂ ‡Á ‰Ó‚Ó‰ËÎÓÒ¸ ÒÔ‡¯Ë‚‡Ú¸ ÏÓÎÓ‰˚ı Û˜ÂÌ˚ı, ÏÌÓ„Ó„Ó
‰Ó·Ë‚¯ËıÒˇ ‚ Ì‡ÛÍÂ, Ë Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸Ì˚ı Û˜ËÚÂÎÂÈ: «◊ÚÓ ÔÓ-
‚ÎËˇÎÓ Ì‡ ‚˚·Ó ÔÓÙÂÒÒËË?» ŒÚ‚ÂÚ˚ ÔÓ˜ÚË ‚ÒÂ„‰‡ ·˚ÎË Ó‰-
ÌË Ë ÚÂ ÊÂ: ”˜ËÚÂÎ¸ (¯ÍÓÎ¸Ì˚È Û˜ËÚÂÎ¸, ÒÛÏÂ‚¯ËÈ Û‚ÎÂ˜¸
Ò‚ÓËÏ ÔÂ‰ÏÂÚÓÏ) Ë « ‚‡ÌÚ».

œfl“Õ¿ƒ÷¿“¿fl √Œ–Œƒ— ¿fl ”—“Õ¿fl ŒÀ»Ãœ»¿ƒ¿
œŒ √≈ŒÃ≈“–»» ƒÀfl 8—11  À¿——Œ¬

ÒÓÒÚÓËÚÒˇ 16 ‡ÔÂÎˇ 2017 „Ó‰‡

ŒÎËÏÔË‡‰‡ ‡ÒÒ˜ËÚ‡Ì‡ Ì‡ ¯ÍÓÎ¸ÌËÍÓ‚, ÛÒÔÂ¯ÌÓ ‚˚ÒÚÛ-
Ô‡˛˘Ëı ‚ „ÓÓ‰ÒÍËı Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÓÎËÏÔË‡‰‡ı, ‡ Ú‡ÍÊÂ
Ì‡ ¯ÍÓÎ¸ÌËÍÓ‚, Û‚ÎÂÍ‡˛˘ËıÒˇ „ÂÓÏÂÚËÂÈ.

ŒÎËÏÔË‡‰‡ ÔÓ „ÂÓÏÂÚËË ÔÓ‚Ó‰ËÚÒˇ ‚ ‡ÏÍ‡ı ¬ÒÂÓÒ-
ÒËÈÒÍÓÈ ÓÎËÏÔË‡‰˚ ÔÓ „ÂÓÏÂÚËË Ô‡ÏˇÚË »„Óˇ ‘Â‰ÓÓ-
‚Ë˜‡ ÿ‡˚„ËÌ‡. ¬ ÌÂÈ ÏÓ„ÛÚ ÔËÌˇÚ¸ Û˜‡ÒÚËÂ ¯ÍÓÎ¸ÌË-
ÍË 8—11 ÍÎ‡ÒÒÓ‚. œËÁÂ˚ ÓÎËÏÔË‡‰˚ ·Û‰ÛÚ Ì‡„‡Ê‰ÂÌ˚
‰ËÔÎÓÏ‡ÏË Ó„ÍÓÏËÚÂÚ‡ Ë Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÎËÚÂ‡ÚÛÓÈ.
œÓ·Â‰ËÚÂÎË ÓÎËÏÔË‡‰˚ — Û˜‡˘ËÂÒˇ 8—10 ÍÎ‡ÒÒÓ‚ — ·Û‰ÛÚ
ÔË„Î‡¯ÂÌ˚ Ì‡ ÙËÌ‡Î¸Ì˚È ÚÛ ¬ÒÂÓÒÒËÈÒÍÓÈ ÓÎËÏÔË‡-
‰˚ ÔÓ „ÂÓÏÂÚËË ËÏ. ». ‘. ÿ‡˚„ËÌ‡, ÍÓÚÓ˚È ÒÓÒÚÓËÚÒˇ
‚ Ë˛ÎÂ 2017 „Ó‰‡ ‚ „. ƒÛ·ÌÂ ÔÓ‰ ÃÓÒÍ‚ÓÈ.

ƒÎˇ Û˜‡ÒÚËˇ ‚ ÓÎËÏÔË‡‰Â ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ‡ ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸Ì‡ˇ
Â„ËÒÚ‡ˆËˇ. œÓ‰Ó·ÌÓÒÚË Ì‡ Ò‡ÈÚÂ

olympiads.mccme.ru/ustn

¬€≈«ƒÕ€≈ Ã¿“≈Ã¿“»◊≈— »≈ ÿ ŒÀ€

œÓ‰Ó·ÌÛ˛ ÓÔÂ‡ÚË‚ÌÛ˛ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ó ‚˚ÂÁ‰Ì˚ı Ï‡ÚÂÏ‡-
ÚË˜ÂÒÍËı Ë ÓÍÓÎÓÏ‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ¯ÍÓÎ‡ı ÒÏÓÚËÚÂ Ì‡ ÒÚ‡-
ÌËˆÂ www.mccme.ru/leto
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—ÂÏÌ‡‰ˆ‡Ú‡ˇ ÎÂÚÌˇˇ ¯ÍÓÎ‡
«—Œ¬–≈Ã≈ÕÕ¿fl Ã¿“≈Ã¿“» ¿»,

ÔÓÒ‚ˇ˘ÂÌÌ‡ˇ Ô‡ÏˇÚË ¬ËÚ‡ÎËˇ ¿ÌÓÎ¸‰‡

ÔÓÈ‰ÂÚ Ò 19 ÔÓ 30 Ë˛Îˇ 2017 „Ó‰‡ ‚ ƒÛ·ÌÂ (Ì‡ ·‡ÁÂ ‰ÓÏ‡ ÓÚ-
‰˚ı‡ «–‡ÚÏËÌÓ») ‰Îˇ ÒÚ‡¯Ëı ¯ÍÓÎ¸ÌËÍÓ‚ (ÓÍÓÌ˜Ë‚¯Ëı
10 ËÎË 11 ÍÎ‡ÒÒ) Ë ÒÚÛ‰ÂÌÚÓ‚ ÏÎ‡‰¯Ëı ÍÛÒÓ‚ (ÓÍÓÌ˜Ë‚¯Ëı
I ËÎË II ÍÛÒ).

Ã‡ÚÂÏ‡ÚËÍË ÍÛÔÌÂÈ¯Ëı Ì‡Û˜Ì˚ı Ë Û˜Â·Ì˚ı ˆÂÌÚÓ‚
ÔÓ‚Â‰ÛÚ ‚ ‡ÏÍ‡ı ¯ÍÓÎ˚ ÎÂÍˆËÓÌÌ˚Â Ë ÒÂÏËÌ‡ÒÍËÂ Û˜Â·-
Ì˚Â ÍÛÒ˚ ‰Îˇ ÒÚ‡¯Ëı ¯ÍÓÎ¸ÌËÍÓ‚ Ë ÒÚÛ‰ÂÌÚÓ‚ ÏÎ‡‰¯Ëı
ÍÛÒÓ‚. ÕÂ ÏÂÌÂÂ ‚‡ÊÌ˚Ï, ˜ÂÏ Ò‡ÏË Á‡ÌˇÚËˇ, ·Û‰ÂÚ ÊË‚ÓÂ
Ó·˘ÂÌËÂ ¯ÍÓÎ¸ÌËÍÓ‚ Ë ÒÚÛ‰ÂÌÚÓ‚ Ò ‡Í‡‰ÂÏËÍ‡ÏË Ë ÔÓ-
ÙÂÒÒÓ‡ÏË, Ó·˘ÂÌËÂ, ÔÓÁ‚ÓÎˇ˛˘ÂÂ Ó·ÒÛ‰ËÚ¸ ËÌÚÂÂÒÌ˚È
‚ÓÔÓÒ, ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Í‚‡ÎËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚È ÓÚ‚ÂÚ ÓÚ Á‡ÌËÏ‡˛-
˘Â„ÓÒˇ ‰‡ÌÌ˚Ï ‡Á‰ÂÎÓÏ ÒÚ‡¯Â„Ó — ÔÓÒÚÓ «ÔËÓ·˘ËÚ¸Òˇ
Í ·ÓÎ¸¯ÓÈ Ì‡ÛÍÂ». —ÎÛ¯‡ÚÂÎË ÒÏÓ„ÛÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÍÓÌÍÂÚ-
Ì˚Â ÓËÂÌÚË˚ ‚ ‡ÁÌ˚ı Ó·Î‡ÒÚˇı Ì‡ÛÍË, ˜ÚÓ ÔÓÏÓÊÂÚ ËÏ
‚˚·‡Ú¸ ÒÂ·Â ÒÙÂÛ ËÌÚÂÂÒÓ‚.

ŒÚÎË˜ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ˜ÂÚÓÈ ¯ÍÓÎ˚ ˇ‚ÎˇÂÚÒˇ Í‡Í ‚˚ÒÓ˜‡È-
¯ËÈ Ì‡Û˜Ì˚È ÛÓ‚ÂÌ¸ ÔÂÔÓ‰‡‚‡ÚÂÎÂÈ, Ú‡Í Ë Ó˜ÂÌ¸ ‚˚ÒÓ-
ÍËÈ ÛÓ‚ÂÌ¸ Û˜‡ÒÚÌËÍÓ‚. ≈ÒÎË ‚˚ ıÓÚËÚÂ Û˜‡ÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ‚ ‡-
·ÓÚÂ ¯ÍÓÎ˚, Á‡ÔÓÎÌËÚÂ ‰Ó 10 Ï‡ˇ ‡ÌÍÂÚÛ Û˜‡ÒÚÌËÍ‡.

œÂ‰ÒÂ‰‡ÚÂÎ¸ Ì‡Û˜ÌÓ„Ó ÍÓÏËÚÂÚ‡ ¯ÍÓÎ˚ — ÔÓÙÂÒÒÓ
¿. ¡. —ÓÒËÌÒÍËÈ.

œÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ÒÓ„Î‡ÒËÂ ÔÓ‚ÂÒÚË Á‡ÌˇÚËˇ Ì‡ ¯ÍÓÎÂ
‰‡ÎË ‡Í‡‰ÂÏËÍ –¿Õ ¬. ¿. ¬‡ÒËÎ¸Â‚, ˜ÎÂÌ˚-ÍÓÂÒÔÓÌ‰ÂÌ-
Ú˚ –¿Õ À. ƒ. ¡ÂÍÎÂÏË¯Â‚, ¬. Ã. ¡Ûı¯Ú‡·Â, ¿. √.  ÛÁÌÂ-
ˆÓ‚, ». ¿. œ‡ÌËÌ, ¬. fi. œÓÚ‡ÒÓ‚, ‡ Ú‡ÍÊÂ ». ¬. ¿Ê‡ÌˆÂ‚,
¿. ». ¡ÛÙÂÚÓ‚, ¿. œ. ¬ÂÒÂÎÓ‚, fi. —. »Î¸ˇ¯ÂÌÍÓ, ¬. ¿.  ÎÂÔ-
ˆ˚Ì, √. fi. œ‡ÌËÌ‡, ≈. fi. —ÏËÌÓ‚, ¿. ¡. —ÓÒËÌÒÍËÈ, ¬. ¿. “Ë-
ÏÓËÌ, ¬. Ã. “ËıÓÏËÓ‚ Ë ‰Û„ËÂ.

Ã‡ÚÂË‡Î˚ ÔÓ¯Â‰¯Ëı ¯ÍÓÎ Ë ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ó Àÿ—Ã-
2017 ÒÏÓÚËÚÂ Ì‡ Ò‡ÈÚÂ

www.mccme.ru/dubna

 ÓÌÚ‡ÍÚÌ˚È e-mail Ó„ÍÓÏËÚÂÚ‡ dubna@mccme.ru
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Œ√À¿¬À≈Õ»≈

”ÒÎÓ‚Ëˇ Á‡‰‡˜ • 3

–Â¯ÂÌËˇ Á‡‰‡˜

6 ÍÎ‡ÒÒ • 11
7 ÍÎ‡ÒÒ • 13
8 ÍÎ‡ÒÒ • 15
9 ÍÎ‡ÒÒ • 20

10 ÍÎ‡ÒÒ • 23
11 ÍÎ‡ÒÒ, ÔÂ‚˚È ‰ÂÌ¸ • 29
11 ÍÎ‡ÒÒ, ‚ÚÓÓÈ ‰ÂÌ¸ • 34

—Ú‡ÚËÒÚËÍ‡ Â¯ÂÌËˇ Á‡‰‡˜ • 40

LXXX ÃÓÒÍÓ‚ÒÍ‡ˇ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍ‡ˇ ÓÎËÏÔË‡‰‡
«‡‰‡˜Ë Ë Â¯ÂÌËˇ

œÓ‰ÔËÒ‡ÌÓ ‚ ÔÂ˜‡Ú¸ 29.03.2017 „.
‘ÓÏ‡Ú ·ÛÏ‡„Ë 60⇥90/16. Œ·˙ÂÏ 3 ÔÂ˜. Î.

√‡ÌËÚÛ‡ ÿÍÓÎ¸Ì‡ˇ. “Ë‡Ê 1000 ˝ÍÁ. «‡Í‡Á .

»Á‰‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÃÓÒÍÓ‚ÒÍÓ„Ó ˆÂÌÚ‡
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËˇ
119002, ÃÓÒÍ‚‡, ¡ÓÎ. ¬Î‡Ò¸Â‚ÒÍËÈ ÔÂ., 11.

“ÂÎ. (499) 241-08-04



»Õ‘Œ–Ã¿÷»fl Œ Õ¿¡Œ–≈
‚ ÏÓÒÍÓ‚ÒÍËÂ ÒÔÂˆË‡ÎËÁËÓ‚‡ÌÌ˚Â ¯ÍÓÎ˚ Ë ÍÎ‡ÒÒ˚

Ì‡ 2017/2018 Û˜Â·Ì˚È „Ó‰

ÿÍÓÎ‡ “ÂÎÂÙÓÌ, URL ¿‰ÂÒ  Î‡ÒÒ˚

2 (499) 137-17-69
sch2.ru

ÛÎ. ‘ÓÚËÂ‚ÓÈ, 18
(Ï. «ŒÍÚˇ·¸ÒÍ‡ˇ»)

6—7 ÙËÁ.-Ï‡Ú.;
‰Ó·Ó ‚ 8—10

ÙËÁ.-Ï‡Ú.

54
(499) 245-54-25
(499) 245-99-72
moscowschool54.ru

ÛÎ. ƒÓ‚‡ÚÓ‡, 5/9
(Ï. «—ÔÓÚË‚Ì‡ˇ») 8 Ï‡ÚÂÏ.

57
(495) 691-85-72
(495) 691-54-58

sch57.ru

Ã‡Î. «Ì‡ÏÂÌÒÍËÈ ÔÂ.,
7/10, ÒÚ. 5

(Ï. «¡ÓÓ‚ËˆÍ‡ˇ»)

8, 9 Ï‡ÚÂÏ.,
8 ·ËÓÎ.-ÏÂ‰.,
9 „ÛÏ., ·ËÓÎ.,

91 (495) 690-35-58
91.ru

ÛÎ. œÓ‚‡ÒÍ‡ˇ, 14
(Ï. «¿·‡ÚÒÍ‡ˇ») 8, 10

179 (495) 692-48-51
www.179.ru

ÛÎ. ¡ÓÎ. ƒÏËÚÓ‚Í‡, 5/6,
ÒÚ. 7 (Ï. «ŒıÓÚÌ˚È ˇ‰»)

6 ËÁÓ·.,
7—9 Ï‡ÚÂÏ.,

9 ·ËÓÎ.

218
(499) 976-19-85
blinkov@mccme.ru
school218.ru

ƒÏËÚÓ‚ÒÍÓÂ ¯., 5‡
(Ï. «ƒÏËÚÓ‚ÒÍ‡ˇ»)

8, 10 (ËÌ‰Ë‚Ë‰.
Û˜. ÔÎ‡Ì);

444
(495) 465-23-52
(495) 465-60-52
schv444.mskobr.ru

ÛÎ. ÕËÊ. œÂ‚ÓÏ‡ÈÒÍ‡ˇ, 14
(Ï. «œÂ‚ÓÏ‡ÈÒÍ‡ˇ»)

5;
‰Ó·Ó ‚ 6—10

1329 sch1329.mskobr.ru ÕËÍÛÎËÌÒÍ‡ˇ ÛÎËˆ‡, 10
(Ï. «fi„Ó-«‡Ô‡‰Ì‡ˇ») 5—10

1534 gym1534.ru
gym1534@mail.ru

ÛÎ.  Â‰Ó‚‡, 11
(Ï. «¿Í‡‰ÂÏË˜ÂÒÍ‡ˇ»)

5 Ï‡ÚÂÏ.;
‰Ó·Ó ‚ 7 Ï‡ÚÂÏ.,
8—10 ÙËÁ.-Ï‡Ú.

Ë ·ËÓÎ.-ıËÏ.

1543
(495) 433-16-44
(495) 434-26-44

www.1543.ru

ÛÎ. 26 ¡‡ÍËÌÒÍËı
ÍÓÏËÒÒ‡Ó‚, 3, ÍÓÔ. 5
(Ï. «fi„Ó-«‡Ô‡‰Ì‡ˇ»)

8 Ï‡ÚÂÏ.,
ÙËÁ.-ıËÏ.,
·ËÓÎ., „ÛÏ.

2007 (495) 716-29-35
fmsh2007.ru

ÛÎ. √Ó˜‡ÍÓ‚‡, 9, ÍÓÔ. 1
(Ï. «ÛÎ. √Ó˜‡ÍÓ‚‡») 5; ‰Ó·Ó ‚ 6—10

«2⇥2» mathbaby.ru
nabor@mathbaby.ru

‚ ¯Í. 444, 1329, 2086,
1210, 1580

4—9 Ï‡ÚÂÏ.;
‰Ó·Ó

‚ 6—9 Ï‡ÚÂÏ.

 Û˜‡-
ÚÓ‚ÒÍ‡ˇ
¯ÍÓÎ‡

(499) 194-10-44
kurchat.mskobr.ru

ÛÎ. Ã‡¯‡Î‡ ¬‡ÒËÎÂ‚ÒÍÓ„Ó,
9, ÍÓÔ. 1

(Ï. «ŸÛÍËÌÒÍ‡ˇ»)

5 Ï‡ÚÂÏ., 10
ÙËÁ.-Ï‡Ú.; ‰Ó·Ó
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