
Ãëàâà II

Ìåòîäû óñðåäíåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèñòóïàåì ê èçëîæåíèþ ìåòîäîâ òåîðèè óñðåäíåíèÿ,
ïîçâîëÿþùèõ èññëåäîâàòü ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷
ñ áûñòðî ìåíÿþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè. Îäèí èç ýôôåêòèâíûõ èíñòðó-
ìåíòîâ ýòîé òåîðèè � ýòî ëåììà î êîìïåíñèðîâàííîé êîìïàêòíîñòè, ôîð-
ìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé äàíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

§ 5. Êîìïåíñèðîâàííàÿ êîìïàêòíîñòü

Â çàäà÷àõ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ÷àñòî òðåáóåòñÿ ïåðåéòè ê ïðåäåëó â
âûðàæåíèÿõ âèäà

(uε(x), vε(x)) = uε,1(x)vε,1(x) + · · ·+ uε,d(x)vε,d(x),

ãäå âåêòîð-ôóíêöèè uε è vε ñõîäÿòñÿ ñëàáî â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì
ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå H èëè â ñîïðÿæåííûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ B è B′. Ïðè ýòîì ñõîäèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â íåêî-
òîðîé ñëàáîé òîïîëîãèè, ñêàæåì, â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé.
Â ïðîñòîì ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ñõîäèòñÿ ñèëüíî â H, òà-
êîé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä íå ñîñòàâëÿåò òðóäà. Â îáùåì ñëó÷àå ñîìíîæèòå-
ëè äîëæíû îáëàäàòü íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, �êîìïåí-
ñèðóþùèìè� îòñóòñòâèå ñèëüíîé ñõîäèìîñòè. Ïðàâèëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà
òàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ìåòîäà êîìïåíñè-
ðîâàííîé êîìïàêòíîñòè, ê èçëîæåíèþ êîòîðîãî ìû ïåðåõîäèì. Âàæíûì
ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå �ðîòîð�äèâåðãåíöèÿ�.

5.1. Óñëîâèå ðîòîð�äèâåðãåíöèÿ.
Ëåììà 5.1 (î êîìïåíñèðîâàííîé êîìïàêòíîñòè). Ïóñòü â îáëàñòè

Ω ⊂ Rd çàäàíû äâà ñåìåéñòâà âåêòîð-ôóíêöèé uε ∈ (L2(Ω))d è vε ∈
(L2(Ω))d òàêèå, ÷òî uε ⇀ u0 ñëàáî â [L2(Ω)]d ïðè ε → 0, vε ⇀ v0 ñëà-
áî â [L2(Ω)]d ïðè ε → 0 è rot uε = 0, div vε → f0 ñèëüíî â H−1(Ω) ïðè
ε → 0. Òîãäà

(uε, vε)
∗
⇀ (u0, v0) ∗ -ñëàáî â L1(Ω) ïðè ε → 0. (5.1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u0 =
0, v0 = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, f0 = 0. Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü
(uε, vε) â âèäå (uε, vε) = (uε − u0, vε − v0) − (u0, v0) + (uε, v0) + (u0, vε) è
çàìåòèòü, ÷òî ∗-ñëàáûé ïðåäåë ñóììû ïîñëåäíèõ òðåõ ñëàãàåìûõ ðàâåí
(u0, v0). Ðàâåíñòâî f0 = 0 ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé äèâåðãåíöèè
(ñì. îïðåäåëåíèå 1.4). Ñâîéñòâî ∗-ñëàáîé ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå L1(Ω)
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü (uε, vε) ê
íóëþ â ïðîñòðàíñòâå L1(Q) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî øàðà Q ⊂⊂ Ω. Â øàðå Q
ëþáîå áåçâèõðåâîå ïîëå (rotuε = 0) áóäåò ïîòåíöèàëüíûì, ò.å. ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ Uε òàêàÿ, ÷òî uε = ∇xUε. Ôóíêöèÿ Uε âûáèðàåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ
òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû. Çàôèêñèðóåì âûáîð ýòîé êîíñòàíòû,
ïîëàãàÿ

〈Uε〉Q ≡ 1
|Q|

∫

Q

Uε(x) dx = 0.

Ïîñêîëüêó ∇xUε ⇀ 0 ñëàáî â L2(Q), èìååì Uε ⇀ 0 ñëàáî â H1(Q). Äåé-
ñòâèòåëüíî, òàê êàê 〈Uε〉Q = 0, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ïóàíêàðå

∫

Q

U2
ε dx 6 C

∫

Q

|∇Uε|2dx,

ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Uε} îãðàíè÷åíà â L2(Q) è, ñëåäîâàòåëüíî, Uε ⇀ 0
â L2(Q) è Uε ⇀ 0 â H1(Q). Èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè â H1(Q) ñëåäóåò ñèëüíàÿ
ñõîäèìîñòü â L2(Q) (èç ñëàáîé êîìïàêòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â H1(Q)
ñëåäóåò ñèëüíàÿ êîìïàêòíîñòü â L2(Q)). Òàêèì îáðàçîì, Uε → 0 ñèëüíî â
L2(Q) ïðè ε → 0.

Äëÿ ëþáîé ϕ(x) ∈ C∞0 (Q) èìååì
∫

Q

(uε, vε)ϕ dx =
∫

Q

(∇xUε, vε)ϕ dx

=
∫

Q

(vε,∇x(Uεϕ)) dx−
∫

Q

(vε,∇xϕ) Uε dx

= −[div vε, Uεϕ]−
∫

Q

(vε,∇xϕ)Uε dx.

Òàê êàê div vε → 0 ñèëüíî â H−1(Q), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Uεϕ îãðàíè÷åíà
â

◦
H1(Q), èìååì [div vε, Uεϕ] → 0 ïðè ε → 0. Àíàëîãè÷íî, òàê êàê Uε → 0

ñèëüíî â L2(Q) è (vε,∇xϕ) îãðàíè÷åíà â L2(Q), èìååì
∫

Q

(vε,∇xϕ) Uε dx → 0

ïðè ε → 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
∫

Q

(uε, vε)ϕdx → 0 ∀ ϕ ∈ C∞0 (Q).

Ëåììà äîêàçàíà. ¤
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Çàìå÷àíèå 5.1. Ëåììà 5.1 äàåò ëèøü îäíî èç âîçìîæíûõ óñëîâèé,
ïðè êîòîðûõ ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó â ïðîèçâåäåíèè äâóõ ñëàáî ñõî-
äÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ýòîò âîïðîñ èçó÷åí
â áîëüøîé îáùíîñòè (ñì., íàïðèìåð, [42]).

5.2. Òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ïðîèçâîëüíûõ ðåøåíèé. Ðàññìîòðèì
ñåìåéñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âèäà

Lε =
∂

∂xi

(
aε

ij(x)
∂

∂xj

)

ñ èçìåðèìûìè îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè aε
ij(x), óäîâëåòâîðÿþùè-

ìè óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè

λ|ξ|2 6
d∑

i,j=1

aε
ij(x)ξiξj 6 Λ|ξ|2 (5.2)

äëÿ ëþáûõ ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd è x ∈ Ω, ãäå ïîñòîÿííûå λ > 0, Λ > 0
íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ε. Îïåðàòîðû ýòîãî ñåìåéñòâà ìîæíî èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê îïåðàòîðû Lε :

◦
H1(Ω) → H−1(Ω), äåéñòâóþùèå èç

◦
H1(Ω) â

H−1(Ω). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè (5.2) âëå-
÷åò êîýðöèòèâíîñòü êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ ñåìåéñòâà {Lε} â ñìûñëå îïðå-
äåëåíèÿ 1.9, ïðè÷åì ïîñòîÿííûå κ1 è κ2 ìîæíî âûáðàòü îáùèìè äëÿ âñåõ
îïåðàòîðîâ ñåìåéñòâà.

Çàäà÷à 5.1. Íàéäèòå âûðàæåíèÿ äëÿ κ1 è κ2 ÷åðåç ïîñòîÿííûå ýë-
ëèïòè÷íîñòè λ è Λ.

Âàæíûì ïðèìåðîì ñëóæèò ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {Lε} ñ êîýôôèöè-
åíòàìè âèäà aε

ij(x) = aij(x/ε), ãäå ôóíêöèè aij(y) îãðàíè÷åíû, èçìåðèìû,
ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäîì 1 ïî âñåì ïåðåìåííûì y1, . . . , yd è óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ ýëëèïòè÷íîñòè λ|ξ|2 6

d∑
i,j=1

aij(y)ξiξj 6 Λ|ξ|2. Ñîãëàñíî òåîðå-

ìå 1.2 èç ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ {Lε} ìîæíî âûáðàòü G-ñõîäÿùóþñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ Lε′ òàêóþ, ÷òî Lε′

G→ A0, ãäå A0 � àáñòðàêòíûé
êîýðöèòèâíûé îïåðàòîð (âîçìîæíî, ñ äðóãèìè ïîñòîÿííûìè κ′1 è κ′2). Íè-
æå ìû ïîêàæåì, ÷òî A0 � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ýòîò ïðèìåð èëëþñòðèðóåò âàæíîå ñâîéñòâî G-ñõîäèìîñòè: ðåøåíèÿ
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðà Lε ñõîäÿòñÿ ïðè ε → 0 ê ðåøåíèÿì ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðà A0 â îòñóòñòâèè ñõîäèìîñòè
êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ îïåðàòîðîâ.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðèëîæåíèÿõ óðàâíåíèå âèäà Lεu = f îïèñûâàåò ïî-
âåäåíèå ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ â ñðåäå ñ áûñòðî ìåíÿþùèìèñÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè (ìèêðîñòðóêòóðà), â òî âðåìÿ êàê îïåðàòîð
A0 ñëóæèò äëÿ îïèñàíèÿ îäíîðîäíîé ñðåäû.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííîå îïèñàíèå ñðåä ñ áûñòðî ìåíÿþùèìèñÿ
ïðîñòðàíñòâåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìîæåò áûòü äàíî ñ ïîìîùüþ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ îäíîðîäíûõ ñðåä.

Êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà A0 îáû÷íî íàçûâàþò óñðåäíåííûìè èëè
ýôôåêòèâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîñòðîåíèå óñðåäíåííûõ õàðàêòåðèñòèê,
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à òàêæå äåòàëüíîå èçó÷åíèå áëèçîñòè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòî-
ðîâ Lε è A0 ñîñòàâëÿþò â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïðåäìåò òåîðèè óñðåäíå-
íèÿ. Âî ìíîãèõ êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî õîòÿ G-ïðåäåëüíûé
îïåðàòîð è îïèñûâàåò ðàññìàòðèâàåìûé â ñèëüíî íåîäíîðîäíîé ñðåäå ïðî-
öåññ ïðèáëèæåííî, ñàì ýòîò îïåðàòîð èìååò çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòóþ
ñòðóêòóðó, ïîýòîìó èçó÷àòü åãî ñâîéñòâà çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì ñâîéñòâà
èñõîäíûõ îïåðàòîðîâ. Ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè ìîäåëèðîâàíèè
òåõ èëè èíûõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå, ñ ïîìîùüþ
êîìïüþòåðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ÷èñëåííîì àíàëèçå ïðîöåññà â ñèëüíî
íåîäíîðîäíîé ñðåäå äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ øàã äèñêðåòèçàöèè äîëæåí áûòü çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû, à ýòî ñâÿçàíî ñ î÷åíü
áîëüøèì îáúåìîì âû÷èñëåíèé. Îáû÷íî êîýôôèöèåíòû G-ïðåäåëüíîãî îïå-
ðàòîðà ìåäëåííî ìåíÿþòñÿ, è äëÿ ðàñ÷åòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçíîñò-
íûå ìåòîäû ñî ñðàâíèòåëüíî êðóïíûì øàãîì.

Ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ ëåììû î êîìïåíñèðîâàííîé êîìïàêòíîñòè
ìîæíî óñòàíîâèòü ðåçóëüòàò îá óñðåäíåíèè äëÿ ââåäåííîãî âûøå ýëëèï-
òè÷åñêîãî îïåðàòîðà Lε ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè âèäà aε

ij(x) ≡
aij(x/ε). Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

2 ≡ [0, 1]× · · · × [0, 1], A(y) ≡ {aij(y)}, 〈w〉2 ≡
∫

2

w(y) dy

è äëÿ êàæäîãî ïîñòîÿííîãî âåêòîðà ζ ∈ Rd îïðåäåëèì 1-ïåðèîäè÷åñêóþ
âåêòîð�ôóíêöèþ wζ(y), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) rotywζ(y) = 0, wζ(y) ∈ (L2,per(2))d,
(2) divy(A(y)wζ(y)) = 0,
(3) 〈wζ(y)〉Y = ζ.
Çàäà÷à 5.2. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîé 1-ïåðèîäè÷åñêîé

ôóíêöèè wζ(y) ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè.
Óêàçàíèå. Ïîñêîëüêó rotywζ(y) = 0, ôóíêöèþ wζ(y) ìîæíî èñêàòü â

âèäå wζ(y) = ∇Uζ(y) + ζ, ãäå Uζ(y) � ñêàëÿðíàÿ 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ èç H1(2). Òîãäà çàäà÷à îòûñêàíèÿ wζ(y) ñâåäåòñÿ ê ðåøåíèþ ýëëèï-
òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Uζ(y) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ìîæíî ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû Ôðåäãîëüìà.

Äëÿ âåêòîðîâ ξ, ñîâïàäàþùèõ ñ îäíèì èç êîîðäèíàòíûõ îðòîâ ek =
(0, . . . , 1, . . . , 0) (åäèíèöà íà k-é ïîçèöèè), âåêòîð�ôóíêöèè wek

(y) ≡ wk(y),
k = 1, . . . , d, èìåþò âèä wk(y) = ∇Uk + ek, ãäå Uk(y) 1-ïåðèîäè÷íû ïî
ïåðåìåííûì y1, . . . , yd è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

d∑

i,j=1

∂

∂yi

(
aij(y)

∂Uk

∂yj

)
= −

d∑

j=1

∂akj

∂yj
(y), y ∈ 2.

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé.
Îïðåäåëèì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ óñðåäíåííîãî îïåðàòîðà Â ïî

ôîðìóëå Âζ ≡ 〈A(y)wζ(y)〉2 äëÿ âñåõ ζ ∈ Rd. Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêò-
íî, ïîñêîëüêó âåêòîð�ôóíêöèÿ wζ(y) çàâèñèò îò âåêòîðà ζ ∈ Rd ëèíåéíî
(ïðîâåðüòå!).
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Çàäà÷à 5.3. Äîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíòû âik ìàòðèöû óñðåäíåííîãî
îïåðàòîðà Â ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ôóíêöèè Uk(y), k = 1, . . . , d, ïî ôîð-
ìóëàì

âik ≡
∫

2

[
aik(y) + aij(y)

∂Uk(y)
∂yj

]
dy, i, k = 1, . . . , d. (5.3)

Çàäà÷à 5.4. Äîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíòû âij ìàòðèöû Â óäîâëåòâî-
ðÿþò îöåíêå

λ|ξ|2 6
d∑

i,j=1

âijξiξj 6 Λ|ξ|2.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü è f ∈ H−1(Ω). Òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé {uε} çàäà÷ Äèðèõëå

d∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

(x

ε

)∂uε

∂xj

)
= f(x) â Ω, uε(x) ∈

◦
H1(Ω), (5.4)

ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ u0(x) çàäà÷è
d∑

i,j=1

∂

∂xi

(
âij

∂u0

∂xj

)
= f(x) â Ω, u0(x) ∈

◦
H1(Ω), (5.5)

ñëàáî â
◦

H1(Ω) è ñèëüíî â L2(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì èç {uε(x)} ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uε′(x)}
òàêóþ, ÷òî uε′(x) ⇀ u0(x) ñëàáî â

◦
H1(Ω) è ñèëüíî â L2(Ω), ∇uε′(x) ⇀

∇u0(x) ñëàáî â L2(Ω), p ε′(x) ⇀ p 0(x) ñëàáî â L2(Ω), ãäå p ε(x) ≡ A(x/ε)
∇uε(x) � ïîòîê uε. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó ñëàáîé êîìïàêòíîñòè åäè-
íè÷íûõ øàðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ

◦
H1(Ω), L2(Ω) è òåîðåìû Ðåëëèõà.

Ïîëîæèì q ε(x) ≡ A(x/ε)wζ(x/ε), ãäå âåêòîð�ôóíêöèÿ wζ(y) îïðåäå-
ëåíà âûøå. Òîãäà ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèé (p ε(x), wζ(x/ε)) = (∇uε(x), q ε(x)).
Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî äâóõ ñêàëÿðíûõ ïðîèç-
âåäåíèé âåêòîðîâ èç Rd (ïðè êàæäîì x ∈ Ω). Ïåðåéäåì â ëåâîé è ïðàâîé ÷à-
ñòÿõ ýòîãî ðàâåíñòâà ê ïðåäåëó ïðè ε′ → 0, ïîëüçóÿñü ëåììîé î êîìïåíñèðî-
âàííîé êîìïàêòíîñòè. Â ñàìîì äåëå, äëÿ âåêòîð�ôóíêöèé â ëåâîé ÷àñòè ðà-
âåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ div p ε = f , rot wζ = 0, à äëÿ âåêòîð�ôóíêöèé
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ div q ε = 0, rot∇uε = 0.

Çàäà÷à 5.5. Äîêàæèòå, ÷òî wζ(·/ε) ⇀ ζ è q ε ⇀ Âζ ñëàáî â L2(Ω) ïðè
ε → 0.

Ïðè ε′ → 0 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (p 0, ζ) = (∇u0, Âζ), êîòîðîå âû-
ïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó â Ω è â L2(Ω). Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ζ ∈ Rd

èìååì p 0 = Â∇u0. Ïîñêîëüêó div p ε(x) = f(x), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
div p 0(x) = f(x) â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó div(Â∇u0) = f .
Âñïîìèíàÿ, ÷òî u0(x) ∈

◦
H1(Ω), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî u0(x) � ðåøåíèå

çàäà÷è (5.5). Ïîñêîëüêó ýòà çàäà÷à Äèðèõëå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,
ïðåäåëîì ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uε′(x)} ñëóæèò u0(x)
è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñåìåéñòâî {uε(x)} ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè u0(x). ¤
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Çäåñü âîçíèêàåò âàæíûé âîïðîñ: çàâèñèò ëè ïîñòðîåííûé G-ïðåäåëü-
íûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè îò âû-
áîðà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â êðàåâîé çàäà÷å? Âåäü, êðîìå ðàññìîòðåííûõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå èìåþòñÿ äðóãèå åñòåñòâåííûå êðàåâûå óñëî-
âèÿ. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëüíûé � êîýôôèöèåíòû G-ïðåäåëüíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî êîýôôèöèåíòàìè äî-
ïðåäåëüíûõ îïåðàòîðîâ è íå çàâèñÿò îò âûáîðà êðàåâûõ óñëîâèé. Â ÷àñòíî-
ñòè, ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ óñðåäíåííîé çàäà÷è (5.5) çàäàåò óñðåäíåííîå
óðàâíåíèå è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω ïîñòàâëåíû äðóãèå
êðàåâûå óñëîâèÿ. Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî ôàêòà ðàññìîòðèì â îáëàñòè Ω
çàäà÷ó Íåéìàíà

d∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

(x

ε

) ∂vε

∂xj

)
= f̃(x) â Ω,

∫

Ω

f̃(x) dx = 0,

d∑

i,j=1

aε
ij

∂vε

∂xj
νi = 0 íà ∂Ω,

∫

Ω

vε(x) dx = 0,

(5.6)

è ôîðìàëüíî óñðåäíåííóþ çàäà÷ó
d∑

i,j=1

âij
∂2v0

∂xi∂xj
= f̃(x) â Ω,

d∑

i,j=1

âij
∂v0

∂xj
νi = 0 íà ∂Ω,

∫

Ω

v0(x) dx = 0,

(5.7)

ãäå ν = (ν1, . . . , νd) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå ∂Ω,
f̃ ∈ L2(Ω).

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü aε
ij òå æå, ÷òî â çàäà÷å (5.4), à âij � êàê â

çàäà÷å (5.5). Òîãäà vε ⇀ v0 ñëàáî â H1(Ω) ïðè ε → 0 è aε∇vε ⇀ a0∇v0

ñëàáî â (L2(Ω))d ïðè ε → 0, ãäå vε � ðåøåíèå çàäà÷è (5.6), à v0 � ðåøåíèå
çàäà÷è (5.7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü aε∇vε îãðà-
íè÷åíà ðàâíîìåðíî ïî ε â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vε

îãðàíè÷åíà â ïðîñòðàíñòâå H1(Ω). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ðåëëèõà, çàêëþ÷à-
åì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ε′ → 0 è ôóíêöèè v∗ è q0 ∈
(L2(Ω))d òàêèå, ÷òî vε ⇀ v∗ ñëàáî â H1(Ω) ïðè ε′ → 0 è aε∇vε ⇀ q0 ñëàáî
â (L2(Ω))d ïðè ε′ → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, div q0 = f̃ .

Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî (∇vε, [aε∇uε]) = ([∇vεa
ε],∇uε), ãäå uε � ðåøå-

íèå çàäà÷è (5.4) ñ ïðîèçâîëüíûì ôèêñèðîâàííûì f . Îáå ïàðû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ýòîãî ðàâåíñòâà, óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì ëåììû î êîìïåíñèðîâàííîé êîìïàêòíîñòè. Ïåðåõîäîì ê ∗-ñëàáîìó
ïðåäåëó ïðè ε′ → 0 ïî ëåììå î êîìïåíñèðîâàííîé êîìïàêòíîñòè ïîëó÷àåì

(∇v∗, â∇u0) = (q0,∇u0), (5.8)
ïî÷òè âñþäó â Ω, ãäå u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (5.5). Äàëåå, â ñèëó ïðîèç-
âîëüíîñòè f çàêëþ÷àåì, ÷òî (5.8) èìååò ìåñòî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
u0 ∈

◦
H1(Ω). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â∇v∗ = q0 â L2(Ω) è div(â∇v∗) = f̃ â ïðî-

ñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé â Ω. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ v∗ óäîâëå-
òâîðÿåò â îáëàñòè Ω óðàâíåíèþ div(â∇v∗) = f̃ .
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Ðàâåíñòâî
∫

Ω

v∗ dx = 0 ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè vε → v∗. Îñòàëîñü ïðî-

âåðèòü âûïîëíåíèå êðàåâîãî óñëîâèÿ (â∇v∗, ν) = 0 íà ∂Ω. Äëÿ ýòîãî âû-
ïèøåì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî çàäà÷è (5.6)∫

Ω

aij

(x

ε

) ∂

∂xj
vε

∂

∂xi
ϕ dx =

∫

Ω

f̃ϕ dx ∀ϕ ∈ C∞(Rn)

è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ε → 0. Ââèäó ñõîäèìîñòè qε ê â∇v∗∫

Ω

âij
∂

∂xj
v∗

∂

∂xi
ϕdx =

∫

Ω

f̃ϕ dx ∀ϕ ∈ C∞(Rn),

ò.å. äëÿ ôóíêöèè v∗ ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî çàäà÷è (5.7), ÷òî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. ¤

Îáðàòèì âíèìàíèå íà îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ôóíêöèé qε. Åñëè ïðî-
äîëæèòü ôóíêöèè qε è f̃ íóëåì íà âñå ïðîñòðàíñòâî Rn, òî ïðîäîëæåííûå
ôóíêöèè q̃ε è ˜̃

f óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ divq̃ε = ˜̃
f(x) â Rd â ïðîñòðàí-

ñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé.
Çàäà÷à 5.6. Äîêàæèòå ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.
Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü óñëîâèåì (qε, ν) = 0 íà ∂Ω.
Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò î íåçàâèñèìîñòè óñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ îò

êðàåâûõ óñëîâèé â íàèáîëåå îáùåé ôîðìå.
Òåîðåìà 5.3 (î ñõîäèìîñòè ïðîèçâîëüíûõ ðåøåíèé). Ïóñòü aε

ij(x) �
òå æå, ÷òî â çàäà÷å (5.4), è âij çàäàíû ôîðìóëîé (5.3). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ íåêîòîðûõ g ∈ (L2(Ω))d è f ∈ H−1(Ω) ôóíêöèè vε ∈ H1(Ω) óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

d∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

(x

ε

)( ∂vε

∂xj
+ gj

))
= f(x) â Ω

è vε′ ⇀ v∗ ñëàáî â H1(Ω) ïðè ε′ → 0. Òîãäà v∗ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
div(â(∇v∗ + g)) = f â Ω

è èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïîòîêîâ a ε′(∇vε′ + g)⇀â(∇v∗ + g) ñëàáî â
L2(Ω) ïðè ε′ → 0.

5.3. Î ñòðóêòóðå G-ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà. Îäíèì èç êëþ÷åâûõ ðå-
çóëüòàòîâ òåîðèè G-ñõîäèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåò-
ñÿ ïîëíîòà êëàññà ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â äèâåðãåíòíîé
ôîðìå îòíîñèòåëüíî G-ñõîäèìîñòè. Èçó÷èì ñòðóêòóðó G-ïðåäåëüíîãî îïå-
ðàòîðà ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ.

Ïóñòü Aε
G→ A0 ïðè ε → 0, ãäå

Aε ≡
d∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aε

ij(x)
∂

∂xj

)
,

λ|ξ|2 6
d∑

i,j=1

aε
ij(x)ξiξj 6 Λ|ξ|2, x ∈ Ω1,

(5.9)
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è A0 :
◦

H1(Ω) → H−1(Ω) � àáñòðàêòíûé êîýðöèòèâíûé îïåðàòîð (ñì. òåîðå-
ìó 1.2). Â äàííîì ñëó÷àå A0 óæå íå áóäåò äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, îäíàêî îí îñòàíåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì â äèâåðãåíòíîé ôîðìå. Äîêàæåì ýòî.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îáëàñòü Ω1 òàêóþ, ÷òî Ω ⊂⊂ Ω1, è ïðîäîëæèì
îïåðàòîð Aε â Ω1, ïîëîæèâ aε(x) = Λ Id äëÿ x ∈ Ω1 \ Ω. Âûáåðåì èç Aε

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêóþ, ÷òî Aε′
G→ A0 â Ω1, è îïðåäåëèì ôóíêöèè

uξ
ε(x) êàê ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

Aεu
ξ
ε = A0[ϕ(x)(x, ξ)], uξ

ε ∈
◦

H1(Ω1), (x, ξ) =
d∑

i=1

xiξi,

ãäå ϕ ∈ C∞0 (Ω1) � ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ϕ = 1 â Ω, è ξ � ïðî-
èçâîëüíûé âåêòîð èç Rd. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ G-ñõîäèìîñòè ∇uξ

ε′ ⇀ ξ â
L2(Ω).

Ïóñòü qξ(x) � ñëàáûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè aε′(x)∇uξ
ε′(x) â L2(Ω)

ïî íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε′ ïðè ε′ → 0. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðà-
âèëî �ðîòîð�äèâåðãåíöèÿ�, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ ξ, η ∈ Rd ïîëó÷àåì

(∇uη
ε′ , aε′(x)∇uξ

ε′)
∗
⇀ (η, qξ(x)), (∇uξ

ε′ , aε′(x)∇uη
ε′)

∗
⇀ (ξ, qη(x)) â Ω.

Â ñèëó ñèììåòðèè ìàòðèöû aε(x) èìååì (η, qξ(x)) = (ξ, qη(x)) äëÿ âñåõ
ξ, η ∈ Rd â L2(Ω). Ïîýòîìó qξ(x) ëèíåéíà ïî ξ, ò.å. qξ(x) = â(x)ξ, ïîñêîëü-
êó (η, qα1ξ1+α2ξ2(x)) = (α1ξ1 + α2ξ2, q

η(x)) = α1(ξ1, q
η(x)) + α2(ξ2, q

η(x)) =
(η, α1q

ξ1(x)) + (η, α2q
ξ2(x)) = (η, α1q

ξ1(x) + α2q
ξ2(x)) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

η, ξ1, ξ2 ∈ Rd, α1, α2 ∈ R è â(x) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ((η, a0(x)ξ) =
(ξ, â(x)η) äëÿ ëþáûõ ξ, η ∈ Rd).

Îïðåäåëèì ôóíêöèè vε(x) êàê ðåøåíèÿ çàäà÷

Aεvε = f(x), f ∈ H−1(Ω), vε ∈
◦

H1(Ω).

Â ñèëó ïðàâèëà �ðîòîð�äèâåðãåíöèÿ� (∇uξ
ε′′ , aε′′(x)∇vε′′)

∗
⇀ (ξ, p0(x)) â Ω

ïî íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε′′, ãäå p0(x) � ñëàáûé ïðåäåë â L2(Ω)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè aε′′(x)∇vε′′ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê æå íà îñíîâå ïðà-
âèëà �ðîòîð�äèâåðãåíöèÿ� è ñèììåòðèè ìàòðèö aε′′(x), â(x) èìååì

(∇uξ
ε′′ , aε′′(x)∇vε′′) = (∇vε′′ , aε′′(x)∇uξ

ε′′)
∗
⇀ (∇v0(x), â(x)ξ)

= (ξ, â(x)∇v0(x)).

Ñëåäîâàòåëüíî, (ξ, p0(x)) = (ξ, â(x)∇v0(x)) â L2(Ω), è â ñèëó ïðîèçâîëüíî-
ñòè ξ ∈ Rd èìååì p0(x) = â(x)∇v0(x), ò.å. aε(x)∇vε ⇀ â(x)∇v0(x) â L2(Ω).

Çàäà÷à 5.7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìàòðèöû â(x) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
λ|ξ|2 6 (â(x)ξ, ξ) 6 Λ|ξ|2 ñ òåìè æå ïîñòîÿííûìè λ, Λ, ÷òî è â (5.9).

Äàëåå, ïîñêîëüêó div(aε∇vε) = f , èìååì div p0 = f . Ïîýòîìó div(â∇v0)
= f â Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, A0 � ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðà-
òîð â äèâåðãåíòíîé ôîðìå. Èòàê, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü Aε ≡
d∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aε

ij(x)
∂

∂xj

)
, ãäå aε

ij � îãðàíè-

÷åííûå èçìåðèìûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî λ|ξ|2 6
d∑

i,j=1

aε
ijξiξj 6 Λ|ξ|2 ïî÷òè
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âñþäó â Ω, è ïóñòü Aε
G→ A0. Òîãäà A0 � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âè-

äà A0 ≡
d∑

i,j=1

∂

∂xi

(
âij(x)

∂

∂xj

)
, ãäå âij � îãðàíè÷åííûå èçìåðèìûå ôóíêöèè

òàêèå, ÷òî λ|ξ|2 6
d∑

i,j=1

âijξiξj 6 Λ|ξ|2.

5.4. Ïðèìåð óñðåäíåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è. Ëåììà î êîìïåíñèðî-
âàííîé êîìïàêòíîñòè ìîæåò òàêæå ñ óñïåõîì ïðèìåíÿòüñÿ ïðè àíàëèçå
ðåøåíèé íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôè-
öèåíòàìè.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

−divx A
(x

ε
,∇xuε(x)

)
= f(x) â Ω, uε = v íà ∂Ω, v ∈ H1(Ω), (5.10)

ãäå îòîáðàæåíèå A : Rd × Rd → Rd óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(1) A(ξ, η) 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó,
(2) |A(ξ, η2)−A(ξ, η1)| 6 κ1|η2 − η1| äëÿ âñåõ ξ, η1, η2 ∈ Rd,
(3) (A(ξ, η2)−A(ξ, η1), η2 − η1) > κ2|η2 − η1|2 äëÿ âñåõ ξ, η1, η2 ∈ Rd.

Çäåñü 0 < κ2 < κ1.
Îïðåäåëèì ôîðìàëüíî óñðåäíåííóþ ñèñòåìó

−divx Â(∇xu0(x))) = f(x) â Ω, u0 = v íà ∂Ω, (5.11)
â êîòîðîé îòîáðàæåíèå Â : Rd → Rd çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

Â(η) ≡
∫

2

A(ξ, η +∇ξNη(ξ)) dξ (5.12)

è 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ξ ôóíêöèÿ Nη(ξ) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
divξ A(ξ, η +∇ξNη(ξ)) = 0 â 2. (5.13)

Çàäà÷à 5.8. Ïðîâåðüòå, ÷òî Â(η) � ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ îöåíêå (Â(η1)− Â(η2), η1 − η2) > κ|η1 − η2|2.

Òåîðåìà 5.5. uε ⇀ u0 ñëàáî â H1(Ω) ïðè ε → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ñâîéñòâ (2) è (3) ôóíêöèè
A(ξ, η) ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ïî ε îãðàíè÷åííîñòü {uε} è Eε := A(x/ε,∇xuε)
â ïðîñòðàíñòâàõ H1(Ω) è [L2(Ω)]d ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðå-
ìå Ðåëëèõà ìîæíî âûáðàòü ñëàáî ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (îáî-
çíà÷àåìûå òàê æå, êàê èñõîäíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

uε ⇀ u0 ñëàáî â H1(Ω), Eε ⇀ E0 ñëàáî â [L2(Ω)]d (5.14)
ïðè ε → 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî E0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

−div E0 = f â Ω. (5.15)

Ïîêàæåì, ÷òî E0 = Â(∇xu0(x)). Äëÿ ýòîãî ââåäåì ôóíêöèþ vε(x) =
(η, x)+ εNη(x/ε), ãäå ôóíêöèÿ Nη(ξ) çàäàíà âûøå. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè A

äëÿ âñåõ η ∈ Rd è íåîòðèöàòåëüíûõ ϕ ∈ C∞(Ω) èìååì∫

Ω

(
A

(x

ε
,∇xuε

)
−A

(x

ε
,∇xvε

)
,∇xuε −∇xvε

)
ϕ(x) dx > 0. (5.16)
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

divxE1
ε ≡ divxA

(x

ε
, η +∇xNη

(x

ε

))
= 0

è ïðè ε → 0

A
(x

ε
,∇xvε

)
=A

(
ξ, η +

1
ε
∇ξNη(ξ)

)∣∣∣∣
ξ=x/ε

⇀

∫

2

A(ξ, η +∇ξNη(ξ)) dξ ≡ A(η)

ñëàáî â [L2(Ω)]d, ∇uε ⇀ ∇u0(x) ñëàáî â [L2(Ω)]d, ∇vε ⇀ η ñëàáî â [L2(Ω)]d.
Ïîýòîìó ïî ëåììå 5.1 î êîìïåíñèðîâàííîé êîìïàêòíîñòè ìîæíî ïåðåéòè
ê ïðåäåëó ïðè ε → 0 â (5.16), ÷òî äàåò íàì íåðàâåíñòâî

∫

Ω

(E0(x)− Â(η),∇xu0(x)− η)ϕ(x) dx > 0. (5.17)

Ïîñêîëüêó (5.17) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ϕ ∈ C∞(Ω),

(E0(x)− Â(η),∇u0(x)− η) > 0 ∀ η ∈ Rd è ï.â. x ∈ Ω. (5.18)
Ñîãëàñíî òåîðèè ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ (ñì. [73]) èç (5.18) ñëåäóåò

E0(x) − Â(∇u0(x)) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å. E0(x) −
Â(∇u(x)) 6= 0, ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà îòëè÷íà îò íóëÿ:
[E0(x)− Â(∇u(x))]i 6= 0 â L2(Ω). Ïóñòü x0 � òî÷êà Ëåáåãà ôóíêöèé E0(x)
è ∇u0(x), ïðè÷åì [E0(x0) − Â(∇u0(x0))]i 6= 0. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
[E0(x0)− Â(∇u0(x0))]i > 0. Âûáåðåì ηδ = ∇u0(x0) + δei, ãäå ei � i-é êîîð-
äèíàòíûé âåêòîð â Rd. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ íåðàâåíñòâî (5.18)
áóäåò íàðóøåíî íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû (ïðîâåðüòå!). Àíàëî-
ãè÷íî â ñëó÷àå [E0(x0) − Â(∇u0(x0))]i < 0, ïîëîæèâ ηδ = ∇u0(x0) − δei è
âûáðàâ δ äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ (5.18) íà ìíîæå-
ñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, ÷òî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî E0(x) = Â(∇u0(x)).

Òàê êàê E0 óäîâëåòâîðÿåò (5.15), −divx(Â(∇xu0(x)) = f â Ω. ¤

§ 6. Òåîðåìà óñðåäíåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ
ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ïóñòü çàäàíà ñëó÷àéíàÿ d × d ìàòðèöà A(ω) ñ êîýôôèöèåíòàìè aij(ω) ∈
L∞(Ω), óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω óñëîâèþ ýëëèïòè÷íîñòè

κ1|η|2 6 aij(ω)ηiηj 6 κ2|η|2. (6.1)
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: äëÿ ëþáîãî η ∈ Rd íàéòè vη ∈ V pot

2 (Ω)
òàêóþ, ÷òî ∫

Ω

ϕiaij(ηj + (vη)j) dµ = 0 ∀ ϕ ∈ V pot
2 (Ω). (6.2)

Ïî ëåììå 2.2 î ðàçëîæåíèè Âåéëÿ çàäà÷ó (6.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê: äëÿ
ëþáîãî η ∈ Rd íàéòè vη ∈ V pot

2 (Ω) òàêóþ, ÷òî A(η + vη) ∈ Lsol
2 (Ω).

Çàäà÷à 6.1. Äîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèå vη çàäà÷è (6.2) ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííî.
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Íà òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íîå ýëëèïòè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå. Åñëè u(x) � ïîòåíöèàë âåêòîðà v(x) = v(T (x)ω), à aij(x) =
aij(T (x)ω), òî

div(A(T (x)ω) (η +∇u)) = 0. (6.3)
Îáðàòíî, åñëè ïîòåíöèàë ïî÷òè âñåõ ðåàëèçàöèé âåêòîðà v ∈ V pot

2 (Ω) óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (6.3), òî âåêòîð A(ω)(η + v(ω)) ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîè-
äàëüíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî (6.2).

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à â òðàíñïîíèðîâàí-
íîé ôîðìå: äëÿ ëþáîãî ζ ∈ Rd íàéòè wζ ∈ V pot

2 (Ω) òàêóþ, ÷òî
(wζ + ζ)tA ∈ Lsol

2 (Ω). (6.4)
Îòìåòèì, ÷òî ïðåäûäóùèå ïîñòðîåíèÿ íå òðåáîâàëè ýðãîäè÷íîñòè äè-

íàìè÷åñêîé ñèñòåìû T (x). Ðàññìîòðèì σ-àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ Ω, èíâà-
ðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû T (x) (äîêàæèòå, ÷òî ýòî
äåéñòâèòåëüíî σ-àëãåáðà). Åñëè ñèñòåìà T (x) ýðãîäè÷íà, òî ýòà σ-àëãåáðà
òðèâèàëüíà, ò.å. ñîäåðæèò òîëüêî äâà ïîäìíîæåñòâà Ω � ïóñòîå ìíîæåñòâî
è âñå ìíîæåñòâî Ω. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû T (x) ýòà σ-àëãåáðà ìîæåò
îêàçàòüñÿ íåòðèâèàëüíîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ẽ(u) óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ôóíêöèè u(ω) îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû èíâàðèàíòíûõ ïîäìíî-
æåñòâ Ω, ò.å. ôóíêöèþ, èçìåðèìóþ îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû è òàêóþ, ÷òî∫

B

Ẽ(u) dµ =
∫

B

u dµ äëÿ ëþáîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ Ω.

Çàäà÷à 6.2. Ïóñòü u ∈ V pot
2 (Ω), v ∈ Lsol

2 (Ω). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
E(u · v) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî Ẽ(u · v) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω. (Âåëè÷èíà
Ẽ(u · v) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ óæå íå â R1, à â L1(Ω).) Åñëè Ẽ(u · v) = 0
ïî÷òè âñþäó, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð�ôóíêöèè u è v óñëîâíî îðòî-
ãîíàëüíû.

Îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìóþ óñðåäíåííóþ ìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ
ìàòðèöå aij(ω). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíà Ẽ(A(η + vη)) ëèíåéíà ïî
η ∈ Rd. Ïîýòîìó Ẽ(A(η + vη)) = Âη (ïðîâåðüòå!), ãäå Â = Â(ω) � íåêîòî-
ðàÿ ìàòðèöà ñ êîýôôèöèåíòàìè âij , èçìåðèìûìè îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû
èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ. Ìàòðèöà Â(ω) íàçûâàåòñÿ óñðåäíåííîé äëÿ
ìàòðèöû A(ω). Åñëè ñèñòåìà T (x) ýðãîäè÷íà, òî ìàòðèöà âij íå ñëó÷àéíà.

Ëåììà 6.1. Åñëè èñõîäíàÿ ìàòðèöà A(ω) ñèììåòðè÷íà, òî óñðåä-
íåííàÿ ìàòðèöà Â òàêæå ñèììåòðè÷íà. Ìàòðèöà Â ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííàÿ è óäîâëåòâîðÿåò (6.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ζ è η èç Rd

ζtÂη = Ẽ(ζtA(η + vη)) = Ẽ((ζ + vζ)tA(η + vη)) = Ẽ((η + vη)tA(ζ + vζ))

= Ẽ(ηtA(ζ + vζ)) = ηtÂζ,

ò.å. Â ñèììåòðè÷íà. Äàëåå, òàê êàê A(η + v) è v óñëîâíî îðòîãîíàëüíû,
ηÂη = Ẽ(ηA(η + v)) = Ẽ((η + v)A(η + v)) > κ1Ẽ((η + v)2)

> κ1(Ẽ(η + v))2 = κ1η
2.

Ñîõðàíåíèå âåðõíåé êîíñòàíòû ýëëèïòè÷íîñòè κ2 äëÿ ìàòðèöû Â áóäåò
äîêàçàíî íèæå íà îñíîâàíèè îáùèõ òåîðåì î G-ñõîäèìîñòè. ¤
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Ïóñòü A(ω) � ñëó÷àéíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè aij ∈ L∞(Ω), óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ýëëèïòè÷íîñòè, è A(x) = A(T (x)ω) � îäíà èç åå
òèïè÷íûõ ðåàëèçàöèé. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

uε ∈
◦

H1(D), div (Aε∇uε) = f, (6.5)
ãäå Aε(x) = A(x/ε), D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rd. Ïóñòü u0 � ðåøåíèå
çàäà÷è

u0 ∈
◦

H1(D), div (Â∇u0) = f. (6.6)
Òåîðåìà 6.1. Äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω

uε ⇀ u0 â
◦

H1(D) Aε∇uε ⇀ Â∇u0 â L2(D) ïðè ε → 0,

ãäå uε è u0 � ðåøåíèÿ çàäà÷ (6.5) è (6.6) ñîîòâåòñòâåííî.
Åñëè ñèñòåìà T (x) ýðãîäè÷íà, òî ìàòðèöà Â(ω) íå çàâèñèò îò ω,

ò.å. ÿâëÿåòñÿ íåñëó÷àéíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå u0 ïðåäåëüíîé çà-
äà÷è � äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé î êîìïåíñèðîâàííîé êîìïàêò-
íîñòè. Ñåìåéñòâî ðåøåíèé uε îãðàíè÷åíî â

◦
H1(D), à ïîòîêè pε = Aε∇uε

îãðàíè÷åíû â L2(D). Îáîçíà÷èì ÷åðåç u0 è p0 ñîîòâåòñòâåííî èõ ñëà-
áûå ïðåäåëû. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (6.4) è ïîëîæèì wζ(x) = wζ(T (x)ω),
q(x) = wt

ζ(x)A(x), wε
ζ(x) = wζ(x/ε), qε(x) = q(x/ε). Çàìåòèì, ÷òî rotwε

ζ = 0
è div qε = 0. Òåîðåìà Áèðêãîôà ñîâìåñòíî ñ çàäà÷åé (2.1) äàþò wε

ζ ⇀ ζ,
qε ⇀ ζtÂ â L2(D) ïðè ε → 0. Ïðè ýòîì pεwε

ζ = qε∇uε. Ïðè ε → 0 ââèäó
ëåììû êîìïåíñèðîâàííîé êîìïàêòíîñòè ïîëó÷àåì p0ζ = ζtÂ∇u0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, p0 = Â∇u0. Òàê êàê div p0 = f , çàêëþ÷àåì, ÷òî u0 � ðåøåíèå
óñðåäíåííîé çàäà÷è (6.6), à Â � óñðåäíåííàÿ ìàòðèöà. Åñëè ñèñòåìà T (x)
ýðãîäè÷åñêàÿ, òî óñðåäíåííàÿ ìàòðèöà íå çàâèñèò îò ω. ¤

§ 7. Ìåòîä äâóõìàñøòàáíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

7.1. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü çàäàíà êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ýëëèïòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöè-
åíòàìè. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà äâóõìàñøòàáíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëî-
æåíèé äëÿ àíàëèçà ðåøåíèé òàêîé çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü ε � ìàëûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ïåðèîä. Ðåøåíèå êðàåâîé
çàäà÷è èùåòñÿ â âèäå ôîðìàëüíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà

uε ∼
∞∑

j=0

εjuj(x, ξ)
∣∣∣
ξ=x/ε

, (7.1)

ãäå (ìåäëåííûå) ïåðåìåííûå x îïèñûâàþò ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà ìî-
äåëè, à (áûñòðûå èëè ëîêàëüíûå) ïåðåìåííûå ξ � åå ìèêðîñêîïè÷åñêèå
ñâîéñòâà. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè uj(x, ξ) ÿâëÿþòñÿ 1-ïåðèîäè-
÷åñêèìè ïî áûñòðûì ïåðåìåííûì ξ. Ïîäñòàâëÿÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä (7.1)
â èçó÷àåìóþ çàäà÷ó, èñïîëüçóÿ ìíîãîêðàòíî ôîðìóëó

∂

∂xi
u
(
x,

x

ε

)
=

∂

∂xi
u(x, ξ) +

1
ε

∂

∂ξi
u(x, ξ)

∣∣∣
ξ=x/ε

(7.2)
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è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε â ïîëó÷åí-
íîì âûðàæåíèè, íàéäåì öåïî÷êó óðàâíåíèé äëÿ uj(x, ξ).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð: Íàéòè ñòàöèîíàðíîå òåïëîâîå ïîëå
â ñòåðæíå äëèíû l (òîëùèíîé ñòåðæíÿ áóäåì ïðåíåáðåãàòü) ñ áûñòðî îñ-
öèëëèðóþùèì êîýôôèöèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè, ò.å. ñòåðæåíü ñîñòîèò èç
î÷åíü ìåëêèõ ÷åðåäóþùèõñÿ êóñî÷êîâ, ðàçíûõ ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ìàòå-
ðèàëîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà êîíöàõ ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâàÿ
òåìïåðàòóðà. Òåìïåðàòóðà â ñòåðæíå ìîäåëèðóåòñÿ óðàâíåíèåì

d

dx

(
a
(x

ε

)du

dx

)
= f(x), u(0) = u(l) = 0, (7.3)

ãäå a(ξ) � 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è a(ξ) > 0. Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü
â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà (7.1). Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â óðàâíå-
íèå. Èñïîëüçóÿ (7.2) è ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε,
ïîëó÷àåì

[
ε−2 ∂

∂ξ

(
a(ξ)

∂u0(x, ξ)
∂ξ

)
+ ε−1

{
∂

∂ξ

(
a(ξ)

∂u1(x, ξ)
∂ξ

)
+

∂

∂ξ

(
a(ξ)

∂u0(x, ξ)
∂x

)

+
∂

∂x

(
a(ξ)

∂u0(x, ξ)
∂ξ

)}
+ ε0

{
∂

∂ξ

(
a(ξ)

∂u2(x, ξ)
∂ξ

)
+

∂

∂ξ

(
a(ξ)

∂u1(x, ξ)
∂x

)

+
∂

∂x

(
a(ξ)

∂u1(x, ξ)
∂ξ

)
+

∂

∂x

(
a(ξ)

∂u0(x, ξ)
∂x

)}
+ . . .

]∣∣∣∣
ξ=x/ε

∼ f(x).

Ïðèðàâíèâàÿ ñëàãàåìûå ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷èì
∂

∂ξ

(
a(ξ)

∂u0(x, ξ)
∂ξ

)
= 0, (7.4)

∂

∂ξ

(
a(ξ)

∂u1(x, ξ)
∂ξ

)
+

∂

∂ξ

(
a(ξ)

∂u0(x, ξ)
∂x

)
+

∂

∂x

(
a(ξ)

∂u0(x, ξ)
∂ξ

)
= 0, (7.5)

∂

∂ξ

(
a(ξ)

∂u2(x, ξ)
∂ξ

)
+

∂

∂ξ

(
a(ξ)

∂u1(x, ξ)
∂x

)
+

∂

∂x

(
a(ξ)

∂u1(x, ξ)
∂ξ

)

+
∂

∂x

(
a(ξ)

∂u0(x, ξ)
∂x

)
= f(x). (7.6)

Îñíîâîïîëàãàþùèì ïðåäïîëîæåíèåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü
ïåðåìåííûõ x è ξ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòè óðàâíåíèÿ êàê ðåêóððåíòíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ ξ ÿâëÿåòñÿ
àðãóìåíòîì, à x � ïàðàìåòðîì.

Çàäà÷à 7.1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ d

dξ

(
a(ξ)

d

dξ
v(ξ)

)
= 0 ñîñòîèò èç êîíñòàíò.

Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèè (7.4) èìååòñÿ ïàðàìåòð x, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
êîíñòàíòà ìîæåò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðà, ò.å. u0(x, ξ) = u0(x). Ó÷èòûâàÿ
ýòîò ôàêò, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (7.5) â âèäå

∂

∂ξ

(
a(ξ)

(∂u1(x, ξ)
∂ξ

+
du0(x)

dx

))
= 0. (7.7)

Èíòåãðèðóÿ (7.5) ïî ïåðåìåííîé ξ è ïîäåëèâ íà a(ξ), íàéäåì
∂u1(x, ξ)

∂ξ
+

du0(x)
dx

=
C1(x)
a(ξ)

. (7.8)
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Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè u1(x, ξ) ïî ïåðåìåííîé ξ äîëæíî âûïîëíÿò-
ñÿ ðàâåíñòâî du0(x)

dx
= C1(x)

〈 1
a(ξ)

〉
, ò.å. C1(x) =

du0(x)
dx

〈 1
a(ξ)

〉−1

. Òàêèì
îáðàçîì,

∂u1(x, ξ)
∂ξ

=
(〈 1

a(ξ)

〉−1 1
a(ξ)

− 1
)du0(x)

dx

è, ñëåäîâàòåëüíî, u1(x, ξ) = N1(ξ)
du0(x)

dx
+ M1(x), ãäå

N1(ξ) =

ξ∫

0

(〈 1
a(ξ)

〉−1 1
a(ξ)

− 1
)

dξ,

à M1(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, íàïðèìåð, íóëåâàÿ.
Ìîæíî òàêæå íàéòè u1(x, ξ), èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü óðàâíåíèÿ (7.7).

Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó ëèíåéíîñòè ðåøåíèå äîëæíî èìåòü âèä

u1(x, ξ) = N(ξ)
du0(x)

dx
+ C2(x).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (7.7), èìååì
d

dξ

(
a(ξ)

d

dξ

(
N(ξ) + ξ

))
= 0. (7.9)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé íà ÿ÷åéêå (èëè íà ïåðèîäå). Îäíèì èç
åå ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ N1(ξ).

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (7.6) â âèäå
∂

∂ξ

(
a(ξ)

∂u2(x, ξ)
∂ξ

)
−

{
d

dξ
(a(ξ)N1(ξ))− a(ξ)

(dN1(ξ)
dξ

+ 1
)}

d2u0(x)
dx2

+ f(x).

(7.10)
Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ýòîé çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî èíòåãðàë ïî ïåðèîäó îò ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí íóëþ,
ïðèíèìàåò âèä 〈

a(ξ)
(dN1(ξ)

dξ
+ 1

)〉d2u0(x)
dx2

= f(x).

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ôîðìóëû äëÿ N1(ξ), à òàêæå êðàåâûõ óñëîâèé â èñõîäíîé
çàäà÷å (7.3), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì

〈 1
a(ξ)

〉−1 d2u0(x, ξ)
dx2

= f(x), u0(0) = u0(l) = 0. (7.11)

Åñëè ôóíêöèÿ u0(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7.11), òî çàäà÷à (7.6)
ðàçðåøèìà â êëàññå 1-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî ξ ôóíêöèé è ïåðâûå òðè ÷ëåíà
ðàçëîæåíèÿ (7.1) ôîðìàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ è êðàåâîìó óñëî-
âèþ ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà ε. Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ ε ôóíêöèÿ
u0(x) äîëæíà äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðèáëèæàòü èñõîäíóþ ôóíêöèþ uε(x),
ò.å. ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â íåîäíîðîäíîì ñòåðæíå ñ êîýôôèöèåíòîì
òåïëîïðîâîäíîñòè a(x/ε) ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû
â îäíîðîäíîì ñòåðæíå ñ êîýôôèöèåíòîì

〈 1
a(ξ)

〉−1

.

Òàê âûãëÿäèò èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíîãî (èëè �óñðåäíåííîãî�)
óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ïðèáëèæåííî ïðîöåññ, ïðîòåêàþùèé â ñèëüíî
íåîäíîðîäíîé ñðåäå, ñ ïîìîùüþ äâóõìàñøòàáíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëî-
æåíèé. Èñïîëüçîâàííûé ìåòîä ýôôåêòèâíî ðàáîòàåò â çíà÷èòåëüíî áîëåå
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îáùèõ ñèòóàöèÿõ. Òàê, íàïðèìåð, óäàåòñÿ ñ óñïåõîì ïðèìåíèòü åãî ïðè
àíàëèçå òàê íàçûâàåìûõ ïåðôîðèðîâàííûõ ñðåä.

7.2. Ïåðôîðèðîâàííûå îáëàñòè. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â
Rd, B � ïåðèîäè÷åñêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rd ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé.
Ïîä ïåðèîäè÷íîñòüþ ìíîæåñòâà ìû ïîíèìàåì ñâîéñòâî åãî èíâàðèàíò-
íîñòè ïðè öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãàõ âäîëü ëþáîãî áàçèñíîãî îðòà e1, . . . , ed

ïðîñòðàíñòâà Rd, ò.å. B = B + ej , j = 1, 2, . . . , d. Ìû íå äåëàåì íèêàêèõ
ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà B, îäíàêî ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî ìíîæåñòâî Rd \B ñâÿçíî.

ε

Ωε

1

B

Ðèñ. 7.1

ε

Ωε

1

B

Ðèñ. 7.2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç εB ãîìîòåòè÷åñêîå ñæàòèå ìíîæåñòâà B â 1/ε ðàç, ò.å.
εB = {x : x/ε ∈ B}. Ïîëîæèì Ωε = Ω \ εB (ðèñ. 7.1) è ïîòðåáóåì, ÷òîáû
ìíîæåñòâî Ωε áûëî ñâÿçíûì (îòêðûòûì îíî áóäåò ïî îïðåäåëåíèþ). Çàìå-
òèì, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ïåðèîäè÷åñêóþ �ðåøåòêó� B, ÷òî åå äî-
ïîëíåíèå áóäåò ñîñòîÿòü èç íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ êîìïîíåíò (ðèñ.
7.2). Òàêèå ñëó÷àè ìû çàïðåùàåì: ìíîæåñòâî Ωε äîëæíî áûòü ñâÿçíûì.

Îáîçíà÷èì Sε = ∂(εB) ∩ Ω è Γε = ∂Ω \ εB. Î÷åâèäíî, ÷òî Sε � ÷àñòü
ãðàíèöû ìíîæåñòâà Ωε, ëåæàùàÿ íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà εB, à Γε � ÷àñòü
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ãðàíèöû Ωε, ëåæàùàÿ íà ãðàíèöå Ω. Ïóñòü aij(y), i, j = 1, 2, . . . , d, � ãëàä-

êèå 1-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî λ|ξ|2 6
d∑

i,j=1

aij(y)ξiξj 6 Λ|ξ|2,
λ > 0. Îïðåäåëèì ôóíêöèè uε (0 < ε < 1) êàê ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

d∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

(x

ε

)∂uε

∂xj

)
= f(x) â Ωε, f ∈ C∞(Ω),

d∑

i,j=1

(aij

(x

ε

)∂uε

∂xj
ni = 0 íà Sε, uε = 0 íà Γε.

(7.12)

Íàøà öåëü � èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå uε ïðè ε → 0.
Ïðèìåíèì ê ýòîé çàäà÷å ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. Ïîïðî-

áóåì ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â
âèäå

uε(x) = u0(x) + ε

d∑

i=1

Ni

(x

ε

)∂u0

∂xi
(x),

ãäå ôóíêöèè u0(x) è Ni(ξ), i = 1, 2, . . . , d, ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Ñ ýòîé
öåëüþ ïîäñòàâèì ôóíêöèþ uε(x) â óðàâíåíèå è êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è
(7.12) è ïîñòàðàåìñÿ âûáðàòü ôóíêöèè u0(x) è Ni(ξ) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
â ïðàâîé ÷àñòè è êðàåâûõ óñëîâèÿõ ïîñëå ïîäñòàíîâêè âîçíèêëè ìàëûå
�íåâÿçêè�. Ïðîâåäÿ íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
ôóíêöèè Ni(ξ) äîëæíû áûòü ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ çàäà÷:

d∑

k,j=1

∂

∂ξk

(
akj(ξ)

∂Ni

∂ξj

)
= −

d∑

k=1

∂

∂ξk
aki(ξ) â Rd \B,

Ni(ξ) 1-ïåðèîäè÷íû,
∫

Y

Ni(ξ)dξ = 0,

d∑

k,j=1

akj(ξ)
∂Ni

∂ξj
νk = −

d∑

k=1

aki(ξ)νk íà ∂B,

(7.13)

ãäå ν = (ν1, ν2, . . . , νd) � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå ìíîæåñòâà B, Y =
2\B, 2 = [0, 1]d. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ñòîêñà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíå-
íèå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ â ýòîé çàäà÷å, ïîýòîìó îíà èìååò ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

Îïðåäåëèì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ âij ïî ôîðìóëå

âij =
∫

Y

[
aij(ξ) + aik

∂Nj

∂ξk

]
dξ

è u0(x) êàê ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå
d∑

i,j=1

∂

∂xi

(
âij

∂u0

∂xj

)
= |Y |f(x) â Ω, u0

∣∣
∂Ω

= 0, (7.14)

ãäå |Y | � îáúåì ìíîæåñòâà Y . Ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà, åñëè ìàòðèöà âij ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ âåëè÷èí âij äàíû ÿâíûå ôîð-
ìóëû, ïîýòîìó ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû âij ìîæíî ïðîâå-
ðèòü íåïîñðåäñòâåííî.
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Çàäà÷à 7.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ óñðåäíåííîé ìàòðèöû âij âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî λ̃|Y | |ξ|2 6
d∑

i,j=1

âijξiξj 6 Λ|Y | |ξ|2, λ̃ > 0. Îòìåòèì, ÷òî ïîñòî-

ÿííàÿ λ̃ ìîæåò áûòü ìåíüøå λ.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíû ôóíêöèè u0(x) è Ni(ξ), i = 1, 2, . . . , d.
Ïîäñòàâèì ðàçíîñòü òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèé â óðàâíåíèå (7.12)
è íàéäåì òåì ñàìûì âåëè÷èíó íåâÿçêè â óðàâíåíèè è êðàåâîì óñëîâèè.
Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Lε ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð â ëåâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (7.12). Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

Lε(uε − uε) = −ε(alk(ξ)Ns(ξ))
∣∣
ξ=x/ε

∂3u0(x)
∂xl∂xk∂xs

+
[
âpq − apq(ξ)− apj(ξ)

∂Nq(ξ)
∂ξj

− ∂

∂ξj
(alp(ξ)Nq(ξ))

] ∣∣∣∣
ξ=x/ε

∂2u0(x)
∂xp∂xq

â Ωε,

(uε − uε)
∣∣
Γε

= −ε

d∑

i=1

Ni

(x

ε

)∂u0

∂xi
(x),

akj

(x

ε

)∂(uε − uε)
∂xj

νk

∣∣∣
Sε

= −εakj

(x

ε

)
Ni

(x

ε

)∂2u0(x)
∂xi∂xi

νk.

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò îäíî ñëàãàåìîå ïîðÿäêà ε,
äðóãîå æå ñëàãàåìîå íå ñîäåðæèò ìíîæèòåëÿ ε è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷-
íóþ ñóììó ôóíêöèé âèäà h(x/ε)w(x), ãäå h(ξ) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ñ íóëåâûì ñðåäíèì ïî 2 (ïîñëå åå ïðîäîëæåíèÿ íóëåì ñ 2 ∩ B íà 2), à
w(x) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ íåâÿçêà â ãðàíè÷íîì óñëîâèè íà Sε ñîäåðæèò ìíî-
æèòåëü ε, â äåéñòâèòåëüíîñòè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé â èíòåãðàëüíûõ íîð-
ìàõ, ïîñêîëüêó ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè Sε ðàñòåò êàê 1/ε ïðè ε → 0.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî ìàëîñòè ðàçíîñòè (uε − uε) òðåáóåò
áîëåå äåëèêàòíîãî àíàëèçà, îñíîâîé êîòîðîãî ñëóæèò ñëåäóþùåå âñïîìî-
ãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 7.1. Ðåøåíèå vε(x) êðàåâîé çàäà÷è

Lεvε(x)f0(x) +
d∑

i=1

∂fi

∂xi
(x) â Ωε, f0 ∈ L2(Ω), fi ∈ H1(Ω),

vε

∣∣
Γε

= ψ
∣∣
Γε

, ψ ∈ H1(Ωε), aij

(x

ε

)∂vε

∂xi
νj

∣∣∣
Sε

= νifi

∣∣
Sε

,

óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖vε‖H1(Ωε) 6 C

[
‖f0‖L2(Ω) +

d∑

i=1

‖fi‖L2(Ω) + ‖ψ‖H1(Ωε)

]
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò ε.

Îòëîæèì íåíàäîëãî äîêàçàòåëüñòâî ëåììû è ïîêàæåì ñíà÷àëà, êàê ñ
åå ïîìîùüþ ìîæíî óñòàíîâèòü îöåíêó âåëè÷èíû ‖uε − uε‖H1(Ωε).
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Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó
∂

∂ξk

(
akj(ξ)

∂Npq

∂ξj
(ξ)

)

= − ∂

∂ξk
(akp(ξ)Nq(ξ))− apj(ξ)

∂Nq

∂ξj
(ξ)− apq(ξ) + âpq â Rd \B,

Npq 1-ïåðèîäè÷íû ïî ξ,
∫

Y

Npq(ξ) dξ = 0,

aij(ξ)
∂Npq

∂ξj
(ξ)νi = −νkakp(ξ)Nq(ξ) íà ∂B.

Ýòà êðàåâàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà âñëåäñòâèå óñëîâèÿ∫

Y

(
∂

∂ξj

(
apj(ξ)Nq(ξ)

)
+ apj(ξ)

∂Nq

∂ξj
(ξ) + apq(ξ)− âpq

)
dξ

+
∫

∂B∩2

νj(ξ)apj(ξ)Nq(ξ) dσ(ξ) =
∫

Y

(
apj(ξ)

∂Nq

∂ξj
(ξ) + apq(ξ)− âpq

)
dξ = 0,

êîòîðîå âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ âpq. Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ôóíê-
öèé Npq(ξ) êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ (uε − uε) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Lε(uε − uε) = εfε
0 (x) + ε

d∑

i=1

∂fε
i

∂xi
(x) â

(uε − uε) = −εNs

(x

ε

)∂u0

∂xs
(x) íà Γε,

aij

(x

ε

)∂(uε − uε)
∂xj

νi = ενjf
ε
j íà Sε,

ãäå

fε
0 (x) = −akh

(x

ε

)
Ns

(x

ε

) ∂3u0(x)
∂xh∂xk∂xs

− akj

(x

ε

)∂Npq

∂ξj

(x

ε

) ∂3u0(x)
∂xp∂xq∂xk

,

fε
k(x) = akj

(x

ε

)∂Npq

∂ξj

(x

ε

)∂2u0(x)
∂xp∂xq

.

Òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó, ïîñêîëüêó ‖fε
0‖L2(Ωε) +

d∑
i=1

‖fε
i ‖L2(Ωε) 6

C, ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò ε. Âûðàæåíèå
∥∥∥εNs(x/ε)

∂u0

∂xs

∥∥∥
H1/2(Γε)

îöå-
íèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé C1

√
ε (ñì. çàäà÷ó 13.5 íèæå). Ñëåäîâàòåëüíî,

‖uε−uε‖H1(Ωε) 6 C2
√

ε, ãäå ïîñòîÿííàÿ C2 îò ε íå çàâèñèò. Òàêèì îáðàçîì,
ìû îöåíèëè ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ uε ê òî÷íîìó ðåøåíèþ uε

ïðè ε → 0.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.1. Ïîëîæèì wε = vε−ψ. Òîãäà wε ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

Lεwε = f(x) +
d∑

i=1

∂fi

∂xi
− Lεψ â Ωε,

wε

∣∣
Γε

= 0, aij

(x

ε

)∂wε

∂xi
νj

∣∣∣
Sε

= −νifi − aij

(x

ε

) ∂ψ

∂xj
νi.
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Óìíîæàÿ óðàâíåíèå íà wε è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

−
∫

Ωε

aij

(x

ε

)∂wε

∂xi

∂wε

∂xj
dx =

∫

Ωε

f(x)wε(x)dx−
∫

Ωε

fi(x)
∂wε

∂xi
(x)dx

+
∫

Ωε

aij

(x

ε

) ∂ψ

∂xj

∂wε

∂xi
dx; (7.15)

çäåñü âñå ãðàíè÷íûå èíòåãðàëû âçàèìíî ñîêðàòèëèñü ââèäó âûáîðà êðàå-
âûõ óñëîâèé. Èç (7.15) íåòðóäíî âûâåñòè îöåíêó äëÿ ‖wε‖H1(Ωε). Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç H1(Ωε,Γε) çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé èç C∞(Ωε), îáðàùàþ-
ùèõñÿ â íóëü â îêðåñòíîñòè Γε, ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà H1(Ωε). Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî H1(Ω,Γε). Îöåíêà äëÿ ‖wε‖H1(Ωε) ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà íà îñíîâå íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà â ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè Ωε

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè vε ∈ H1(Ωε, Γε)

‖vε‖2H1(Ωε) 6 C

∫

Ωε

aij

(x

ε

)∂vε

∂xi

∂vε

∂xj
dx, (7.16)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò ε. Ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-
ìûì àíàëîãîì ñòàíäàðòíîãî íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà, îäíàêî òðóäíîñòü â
åãî äîêàçàòåëüñòâå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ C íå äîëæíà çàâèñåòü
îò ε. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà èçâåñòíîì ôàêòå ñóùåñòâîâàíèÿ îïåðà-
òîðà ïðîäîëæåíèÿ Pε : H1(Ωε, Γε) → H1(Ω) ôóíêöèé u ∈ H1(Ωε, Γε) â
îáëàñòü Ω (áåç ïåðôîðàöèè), êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâè-
ÿì: (1) Pεu

∣∣
Ωε

= u, (2) ‖Pεu‖2L2(Ω) 6 C‖u‖2L2(Ωε), (3) ‖∇(Pεu)‖2L2(Ω) 6
C‖∇u‖2L2(Ωε). Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ îïåðàòîðà Pε ñ ïåðå÷èñëåí-
íûìè ñâîéñòâàìè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [97, 98, 7].

Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ Pε íà îñíîâàíèè íåðàâåí-
ñòâà Ôðèäðèõñà äëÿ ôóíêöèé èç H1(Ω, Γε) ñ êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò
ïàðàìåòðà ε (ñì., íàïðèìåð, [128, 129]), èìååì

‖vε‖2H1(Ωε) 6 ‖Pεvε‖2H1(Ω) 6 C1

∫

Ω

|∇(Pεvε)|2dx

6 C2

∫

Ωε

|∇vε|2dx 6 C3

∫

Ωε

aij

(x

ε

)∂vε

∂xi

∂vε

∂xj
dx,

÷òî è äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî (7.16). Òåïåðü èç (7.15) ïîëó÷àåì

1
C
‖wε‖2H1(Ωε) 6 1

α

∫

Ωε

w2
ε(x)dx + α

∫

Ωε

f2
0 (x)dx + α

∫

Ωε

d∑

i=1

f2
i (x)dx

+
1
α

∫

Ωε

d∑

i=1

∣∣∣∣
∂wε

∂xi

∣∣∣∣
2

dx + Λα

∫

Ωε

d∑

i=1

∣∣∣∣
∂ψ

∂xi

∣∣∣∣
2

dx +
Λ
α

∫

Ωε

d∑

i=1

∣∣∣∣
∂wε

∂xi

∣∣∣∣
2

dx,

ãäå α = const > 0. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ α ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé èìååì
‖wε‖2H1(Ωε) 6 K

{
‖f0‖2L2(Ω) +

d∑
i=1

‖fi‖2L2(Ω) + ‖ψ‖2H1(Ωε)

}
. ¤

Ðàññìîòðåííûé àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä ïîçâîëèë íå òîëüêî ïîëó÷èòü
ðåçóëüòàò îá óñðåäíåíèè, íî è îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ èñ-
õîäíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé çàäà÷è. Ýòî îäíî èç ïðåèìóùåñòâ
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ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. Íåäîñòàòîê � ïîâûøåííûå òðåáîâà-
íèÿ ãëàäêîñòè äàííûõ. Ïðè äðóãèõ ìåòîäàõ (íàïðèìåð, êîìïåíñèðîâàííîé
êîìïàêòíîñòè) ìîæíî ñóùåñòâåííî ñíèçèòü òðåáîâàíèÿ ðåãóëÿðíîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò îá óñðåäíåíèè ñïðàâåäëèâ è â òîì ñëó÷àå, êî-
ãäà îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ ñ óêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè íå ñóùåñòâóåò;
äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû îá óñðåäíåíèè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïåðèîäè÷å-
ñêîå ïåðôîðèðîâàííîå ìíîæåñòâî áûëî îòêðûòûì è ñâÿçíûì (ñì. [53]).

Àíàëèç ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ â ïåðôîðèðîâàííûõ îáëà-
ñòÿõ ïðèâåë ê ïîíèìàíèþ ñëåäóþùåãî èíòåðåñíîãî ÿâëåíèÿ. ×òîáû ïðî-
öåññ, ïðîòåêàþùèé â ïåðôîðèðîâàííîé ñðåäå, èìåë ýôôåêòèâíûå (óñðåä-
íåííûå) õàðàêòåðèñòèêè, ò.å. äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñðåäíèõ ìàêðîñêîïè÷å-
ñêèõ ïîêàçàòåëåé, ñâÿçíîñòü ïåðôîðèðîâàííîãî ìíîæåñòâà íå îáÿçàòåëüíà.
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêîé ïðîöåññ (íàïðèìåð, äèôôóçèÿ èëè ýëåêòðè÷å-
ñêèé òîê) ìîæåò ïðîòåêàòü êàê â åäèíîì öåëîì âî ìíîæåñòâå, ñîñòîÿùåì
èç áîëüøîãî ÷èñëà íåñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Íóæíî ëèøü, ÷òîáû çàìûêàíèÿ
êîìïîíåíò èìåëè íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå è ýòî ïåðåñå÷åíèå îáëàäàëî íåêî-
òîðûìè ñâîéñòâàìè (�íå ñëèøêîì ìàëî�). Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà.

Ðèñ. 7.3

Ðèñ. 7.4

Íà ðèñ. 7.3 ïîêàçàíà ñèñòåìà ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûõ êàñàþùèõñÿ
äðóã äðóãà íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ êðóãîâ. Çàìûêàíèÿ êðóãîâ ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êàõ êàñàíèÿ. Íà ðèñ. 7.4 èçîáðàæåíà ñèñòåìà ïåðèîäè÷åñêè
ïîâòîðÿþùèõñÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, çàìûêàíèÿ êîòî-
ðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ïî êàíòîðîâûì ìíîæåñòâàì, ðàñïîëîæåííûì íà êàæäîì
èç ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ ñòàíäàðòíîé ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè.
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Â ïåðâîì ñëó÷àå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîöåññà íå ïðî-
èñõîäèò, è óñðåäíåíèå íå èìååò ìåñòà; âñÿ ñòðóêòóðà ðàñïàäàåòñÿ íà íåñâÿ-
çàííûå ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòû. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîöåññ ïðîòåêàåò âî
âñåé ñòðóêòóðå êàê â åäèíîì öåëîì. Â ÷åì æå ïðè÷èíà ýòîãî?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ åìêîñòü ïåðå-
ñå÷åíèÿ çàìûêàíèé îòêðûòûõ øàðîâ ðàâíà íóëþ, à âî âòîðîì � ïåðåñå-
÷åíèå çàìûêàíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàíòîðîâî ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè
è åãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ åìêîñòü ïîëîæèòåëüíà. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå
áóäåò èçëîæåíà òåõíèêà p-ñâÿçíîñòè, êîòîðàÿ ïîçâîëèò ñôîðìóëèðîâàòü è
äîêàçàòü óòâåðæäåíèå îá óñðåäíåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèõ ñîáîé îáúåäèíåíèå íåñâÿçíûõ êîìïîíåíò.

§ 8. Òåõíèêà p-ñâÿçíîñòè (ïî Â. Â. Æèêîâó)

8.1. p-Ñâÿçíîñòü íà òîðå ïåðèîäè÷íîñòè. Ïóñòü 2 = [0, 1)d � ÿ÷åé-
êà èëè òîð ïåðèîäè÷íîñòè, F � îòêðûòîå ïåðèîäè÷åñêîå ìíîæåñòâî. Ìû
ðàññìàòðèâàåì ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà F è ïðèíàäëå-
æàùèå ïðîñòðàíñòâó L2,per(F ). Ñîîòíîøåíèå a = divb, ãäå a ∈ L2,per(F ),
b ∈ (L2,per(F ))d, áóäåì çäåñü ïîíèìàòü â îáîáùåííîì ñìûñëå∫

F∩2

aϕdx = −
∫

F∩2

(b,∇ϕ) dx ∀ ϕ ∈ C∞per(2). (8.1)

Óñëîâèìñÿ ïðîäîëæàòü ôóíêöèè èç L2,per(F ) íóëåì íà âñå ïðîñòðàíñòâî
Rd. Òîãäà ∫

2

aϕ dx = −
∫

2

(b,∇ϕ) dx, ϕ ∈ C∞per(2).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè a = 0, òî âåêòîð b íàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì èëè F -
ñîëåíîèäàëüíûì, ò.å.∫

F∩2

(b,∇ϕ) dx =
∫

2

(b,∇ϕ) dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞per(2).

Çàäà÷à 8.1. Èç îáëàñòè Ω ⊂ R3 âûáðîøåí øàð B. Â îñòàâøåìñÿ øàðî-
âîì ñëîå çàäàí ãëàäêèé ñîëåíîèäàëüíûé âåêòîð b(x), ò.å. ∂b1

∂x1
+

∂b2

∂x2
+

∂b3

∂x3
=

0. Ïðè êàêîì óñëîâèè ýòîò âåêòîð îñòàíåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì ïðè ïðîäîë-
æåíèè åãî íóëåì íà âûáðîøåííûé øàð?

Îòâåò. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå: (b, n)
∣∣
∂B

= 0, ãäå n �
íîðìàëü ê ãðàíèöå øàðà.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà W 1
p,per(F ) êàê çàìûêàíèå ìíîæåñòâà

C∞per(2) ïî íîðìå ( ∫

F∩2

(up + |∇u|p) dx

)1/p

.

Â ñëó÷àå p = 2 èñïîëüçóåì òàêæå îáîçíà÷åíèå H1
per(F ) = W 1

2,per(F ).
Îïðåäåëåíèå 8.1. Îòêðûòîå ïåðèîäè÷åñêîå ìíîæåñòâî F p-ñâÿçíîå,

åñëè u ∈ W 1
p,per(F ) è ∇u = 0 âëå÷åò u ≡ const ïî÷òè âñþäó íà F .
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Ïðåäëîæåíèå 8.1. Åñëè ìíîæåñòâî F ñâÿçíî íà òîðå ïåðèîäè÷íî-
ñòè, òî îíî p-ñâÿçíî ïðè ëþáîì p > 1.

Çàäà÷à 8.2. Äîêàæèòå ïðåäëîæåíèå 8.1.

8.2. 2-Ñâÿçíûå ìíîæåñòâà.
Ïðèìåð 8.1. Äîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåííîå â êîíöå ï. 7.2 ïåðèîäè÷åñêîå

ìíîæåñòâî F , ñîñòîÿùåå èç íåñâÿçíûõ êîìïîíåíò, çàìûêàíèÿ êîòîðûõ ïå-
ðåñåêàþòñÿ ïî êàíòîðîâó ìíîæåñòâó (ñì. ðèñ. 8.1), ÿâëÿåòñÿ 2-ñâÿçíûì.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un}, un ∈
C∞(F ) òàêàÿ, ÷òî un → u â H1(F ), u ∈ H1(F ), ∇un → 0 â L2(F ) è
ïðè ýòîì u 6≡ const â F . Î÷åâèäíî, ÷òî u = C1 â F0 è u = C2 â F1, ãäå
F0 =

(
(0, 1

2 )× (0, 1)
) ∩ F , F1 = ((1/2, 1) × (0, 1)) ∩ F . Ïóñòü C1 6= C2. Íå

îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u ≡ 0 â F0 è u ≡ 1 â F1.

x2

F0 F1

0 1/2 1 x1

F0

K

F1

K u = 1

u = 0

Ðèñ. 8.1

G(x)

0 (2, 1) (1, 1) (2, 2) I x

Ðèñ. 8.2
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Ïðèâåäåì ýòî óòâåðæäåíèå ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çàìåòèì, ÷òî êàíòîðîâî ìíî-
æåñòâî K ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü ãðàíèöû êàê ìíîæåñòâà F0, òàê è ìíî-
æåñòâà F1. Ïóñòü G(x) � �êàíòîðîâà ëåñòíèöà�, ò.å. íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,
ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå (2k − 1)/n íà êàæäîì (n, k)-ì èíòåðâàëå äîïîëíå-
íèÿ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà (ñì. ðèñ. 8.2). Îïðåäåëèì ìåðó dµ ñ íîñèòåëåì â
K ïî ôîðìóëå ∫

[0,1]

f(x) dµ =
∫

[0,1]

f(x) dG,

ãäå â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò èíòåãðàë Ëåáåãà �- Ñòèëòüåñà, ò.å. µ(0, α) = G(α).
Ëåììà 8.1. Ïóñòü w(x) ∈ C∞(F 0). Òîãäà ñóùåñòâóåò íå çàâèñÿùàÿ

îò w(x) ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî
∫

K

w2(x) dµ 6 C‖w‖2H1(F0)
.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ îáëàñòè F1.
Ñ ïîìîùüþ ëåììû 8.1 ëåãêî ìîæíî ïðèâåñòè ê ïðîòèâîðå÷èþ ïðåä-

ïîëîæåíèå î íåïîñòîÿíñòâå ôóíêöèè u. Ñ îäíîé ñòîðîíû,∫

K

u2
n(x) dµ 6 C

∫

F0

(u2
n(x) + |∇un|2) dx → 0

ïðè n →∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,∫

K

[un(x)− 1]2 dµ 6 C

∫

F1

(
[un(x)− 1]2 + |∇un|2

)
dx → 0

ïðè n →∞. Îòñþäà
∫

K

1 dµ = 0, è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.1. Ïóñòü G(x) � îïðåäåëåííàÿ âûøå �êàí-
òîðîâà ëåñòíèöà� è P : H1(F0) → H1(2−) � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ôóíê-
öèé èç H1(F0) íà îáëàñòü 2− = (0, 1/2)× (0, 1) òàêîé, ÷òî

(1) ‖Pu‖L2(2−) 6 C‖u‖L2(F0) äëÿ âñåõ u ∈ H1(F0),
(2) ‖∇(Pu)‖L2(2−) 6 C‖∇u‖L2(F0) äëÿ âñåõ u ∈ H1(F0),
(3) åñëè u ∈ C(F 0), òî ‖Pu‖C(2−) 6 C‖u‖C(F 0)

,
ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò ôóíêöèè u ∈ H1(F0). Òàêîé îïåðàòîð ñóùåñòâóåò
â ñèëó ëèïøèöåâîñòè ãðàíèöû F0 (ñì., íàïðèìåð, [84]).

Çàäà÷à 8.3. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ P .
Èç ñâîéñòâ îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

∫

K

w(x) dµ =

1∫

0

Pw(x) dG ∀w ∈ C∞(F 0).

Çàäà÷à 8.4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ã�åëüäåðîâà ôóíêöèÿ ñ ïîêàçàòåëåì
α > 1/2, îïðåäåëåííàÿ íà íà [0, 1], ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H1/2[0, 1].

Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå îïðåäåëåíèå íîðìû â H1/2 èç ï. 1.1.
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Çàäà÷à 8.5. Äîêàæèòå, ÷òî �êàíòîðîâà ëåñòíèöà� G(x) ÿâëÿåòñÿ ã�åëüäåðîâîé
ñ ïîêàçàòåëåì α = (ln 2)/(ln 3>1/2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò H1/2[0, 1].

Çàäà÷à 8.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ(x) ∈ H1/2[0, 1]
1∫

0

ϕ2 dG 6 C‖ϕ‖2H1/2[0,1],

ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò ϕ(x) ∈ H1/2[0, 1].
Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ðåçóëüòàòàìè çàäà÷è 8.5.
Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.1. Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ

âûøå çàäà÷, òåîðåìû î ñëåäàõ è ñâîéñòâ îïåðàòîðà ïðîäîëæåíèÿ èìååì
( ∫

K

w2(x) dµ

)1/2

=
( 1∫

0

[Pw(x)]2 dG

)1/2

6 C‖Pw‖H1/2[0,1] 6 C‖Pw‖H1(2−)

6 C1‖w‖H1(F0),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ¤

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé 2-ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ ñëóæèò ñëåäóþùàÿ ëåì-
ìà îá àïïðîêñèìàöèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈f〉F ñðåäíåå çíà÷åíèå
∫

F∩2

f(x) dx ôóíêöèè f(x).

Ëåììà 8.2 (îá àïïðîêñèìàöèè). Ïóñòü ìíîæåñòâî F 2-ñâÿçíî è
a ∈ L2,per(F ) èìååò íóëåâîå ñðåäíåå 〈a〉F = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0
íàéäóòñÿ a0, b1, . . . , bd ∈ L2,per(F ) òàêèå, ÷òî ‖a0‖L2,per(F ) 6 δ, a − a0 =
div b â 2, b = (b1, . . . , bd).

Çàäà÷à 8.7. Ïóñòü F � ñâÿçíîå ïåðèîäè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñ ëèïøèöå-
âîé ãðàíèöåé. Âåðíî ëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âûáðàòü a0 = 0?

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.2. Ïóñòü S �ìíîæåñòâî âñåõ ς ∈ L2,per(F ),
äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâëåíèå ς = div ϑ, ϑ ∈ (L2,per(F ))d. Òðåáóåòñÿ äîêà-
çàòü, ÷òî S ïëîòíî â ïîäïðîñòðàíñòâå X = {a ∈ L2,per(F ), 〈a〉F = 0}. Ïóñòü
α ∈ L2,per(F ) è 〈α〉F = 0, 〈ας〉F = 0 äëÿ ëþáîãî ς ∈ S. Åñëè ìû ïîêàæåì,
÷òî α = 0 â L2,per(F ), òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó
−∆u + u = α â F

ñ îäíîðîäíûì êðàåâûìè óñëîâèåì Íåéìàíà íà ∂F . Ïî îïðåäåëåíèþ u ∈
H1

per(F ) åñòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, åñëè
∫

F∩2

((∇u,∇ϕ) + uϕ) dx =
∫

F∩2

αϕdx ∀ϕ ∈ C∞per(F ). (8.2)

Èç òåîðåìû Ðèññà ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è. Èç
(8.2) ñëåäóåò ðàâåíñòâî α− u = −∆u, ïîýòîìó α− u ∈ S è, ñëåäîâàòåëüíî,
〈α(α− u)〉F = 0. Îòñþäà

〈α2〉F = 〈uα〉F 6 〈u2〉1/2
F 〈α2〉1/2

F , (8.3)
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ò.å. 〈α2〉F 6 〈u2〉F . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óðàâíåíèÿ (8.2) ñëåäóåò
∫

F∩2

(|∇u|2 + u2) dx =
∫

F∩2

αu dx 6 〈α2〉
1
2
F 〈u2〉1/2

F ,

îòêóäà 〈!u2〉F 6 〈α2〉F . Ñëåäîâàòåëüíî, 〈u2〉F = 〈α2〉F è
∫

F∩2

|∇u|2 dx = 0.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 2-ñâÿçíîñòè u ≡ const. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (8.3),
ïîëó÷àåì 〈α2〉F = 〈uα〉F = u〈α〉F . Òàê êàê 〈α〉F = 0, èìååì α = 0 â
L2,per(F ). ¤

Âåðíåìñÿ ê ïðîèçâîëüíûì ìíîæåñòâàì F .
Çàìå÷àíèå 8.1. Åñëè F ñâÿçíî íà òîðå ïåðèîäè÷íîñòè, òî ëåììó 8.2

ìîæíî äîêàçàòü ñîâñåì ïðîñòî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî
{ d∑

i=1

∂ϕi

∂xi
: ϕi ∈ C∞per(F ), supp ϕi ⊂ F

}

ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå X. Ýòî óòâåðæäåíèå ìû îñòàâëÿåì â âèäå çàäà÷è.
Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ëåììû 8.2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rd. Îáîçíà÷àÿ F ε := εF , ââî-
äèì, êàê è ðàíåå, ïåðôîðèðîâàííóþ îáëàñòü Ωε êàê ïåðåñå÷åíèå Ω ∩ F ε.

Ëåììà 8.3. Ïóñòü F � 2-ñâÿçíîå ìíîæåñòâî è a(ξ) ∈ L2,per(F )
èìååò íóëåâîå ñðåäíåå, 〈a〉F = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåìåéñòâî wε(x) ∈
C∞0 (Ω) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

lim
ε→0

∫

Ωε

(|wε|2 + |∇wε|2) dx = A < ∞.

Òîãäà
lim
ε→0

∫

Ωε

a
(x

ε

)
wε(x) dx = 0. (8.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 8.2 èìååì
∫

Ωε

a
(x

ε

)
wε(x) dx =

∫

Ωε

a0

(x

ε

)
wε(x) dx−

d∑

i=1

ε

∫

Ωε

bi

(x

ε

)∂wε

∂xi
dx.

Òàê êàê ïî ñâîéñòâó ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

lim
ε→0

∫

Ωε

∣∣∣ bi

(x

ε

)∣∣∣
2

dx = |Ω|〈b2
i 〉F , lim

ε→0

∫

Ωε

∣∣∣a0

(x

ε

)∣∣∣
2

dx = |Ω|〈a2
0〉F 6 |Ω|δ2,

òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. ¤

8.3. Ñâîéñòâà p-ñâÿçíûõ ìèêðîñòðóêòóð. Ïóñòü çàäàíî ñåìåéñòâî
ôóíêöèé uε ∈ C∞(Ω), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∫

Ωε

(|uε|2 + |∇uε|2) dx 6 C < ∞. (8.5)
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Èçó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñåìåéñòâà ôóíêöèé χε(x)uε(x) ïðè
ε → 0, ãäå χε(x) = χ(x/ε) è χ(ξ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà
F :

χ(ξ) =
{

1, ξ ∈ F,

0, ξ /∈ F.

Ýòà ñåìåéñòâî îãðàíè÷åíî â L2(Ω), è áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî

χεuε ⇀ θu, ñëàáî â L2(Ω), θ = |2 ∩ F |. (8.6)
Âàæíûé âîïðîñ: ïðèíàäëåæèò ëè ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ u ïðîñòðàíñòâó Ñî-
áîëåâà H1(Ω)? Èç ñàìîé îöåíêè (8.5) íà ∇uε ýòî âîâñå íå ñëåäóåò. Îòâåò
áóäåò çàâèñåòü îò òîãî, íàñêîëüêî áîãàò çàïàñ F -ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîðîâ.

Çàäà÷à 8.8. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïåðèîäè÷åñêîãî ìíîæåñòâà F è ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè uε ∈ H1(Ωε) òàêèõ, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ u íå ïðèíàä-
ëåæèò ïðîñòðàíñòâó H1(Ω).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà èìååò êëþ÷åâîå çíà÷åíèå.
Ëåììà 8.4. Ïóñòü ìíîæåñòâî F 2-ñâÿçíî, z � ñîëåíîèäàëüíûé âåê-

òîð è ζ = 〈z〉F � åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå. Ïîëîæèì zε(x) = z(x/ε) Òîãäà äëÿ
uε è u èìååì

(i) (∇u, ζ) ∈ L2(Ω),
(ii) äëÿ ëþáîé ϕ ∈ C∞(Ω)

lim
ε→0

∫

Ωε

ϕ(x)(∇uε(x), zε(x)) dx =
∫

Ω

ϕ(x)(∇u(x), ζ) dx.

Êðîìå òîãî, åñëè uε(x) ∈ C∞0 (Ω), òî u
∣∣
∂Ω

= 0 â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
∫

Ω

u(∇ϕ, ζ) dx = −
∫

Ω

ϕ(∇u, ζ) dx, ϕ ∈ C∞(Ω). (8.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñâîéñòâó ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
∫

Ω

∣∣∣z
(x

ε

)∣∣∣
2

dx 6 2|Ω|〈z2〉F

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε. Ñëåäîâàòåëüíî,
∫

Ωε

|(∇uε, zε)| dx 6
( ∫

Ωε

|∇uε|2 dx

)1/2( ∫

Ω

|zε|2 dx

)1/2

6 C1 < ∞.

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ

lε(ϕ) =
∫

Ωε

ϕ(∇uε, zε) dx

íà C(Ω) îãðàíè÷åíà ïî íîðìå. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñ÷èòàåì ýòó ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ, òàê ÷òî

lim
ε→0

∫

Ωε

ϕ(∇uε, zε) dx = l(ϕ).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

|lε(ϕ)| 6
( ∫

Ωε

|∇uε|2 dx

)1/2( ∫

Ωε

|ϕ|2|zε|2 dx

)1/2

6 C

( ∫

Ωε

|ϕ|2|zε|2 dx

)1/2

.

Ïî ñâîéñòâó ñðåäíåãî

lim
ε→0

∫

Ω

|ϕ|2|zε|2 dx = 〈z2〉F
∫

Ω

|ϕ|2 dx.

Â ðåçóëüòàòå èìååì

|l(ϕ)| 6 C2

( ∫

Ω

|ϕ|2 dx

)1/2

,

ò.å. l(ϕ) � íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë â L2(Ω). Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ
v0 ∈ L2(Ω) òàêàÿ, ÷òî

lim
ε→0

∫

Ωε

ϕ(∇uε, zε) dx =
∫

Ω

ϕv0 dx, ϕ ∈ C∞(Ω).

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî v0 = (∇u, ζ). Äëÿ ýòîãî íàäî äîêàçàòü, ÷òî

lim
ε→0

∫

Ωε

ϕ(∇uε, zε) dx = −
∫

Ω

u(∇ϕ, ζ) dx ∀ ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Â ñëó÷àå uε ∈ C∞0 (Ω) äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàâåíñòâà (8.7) íåîáõîäèìî äîêàçàòü
ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ëþáûõ ϕ ∈ C∞(Ω). Èìååì∫

Ωε

ϕ(∇uε, zε) dx =
∫

Ωε

(∇(ϕuε), zε) dx−
∫

Ωε

uε(∇ϕ, zε) dx

= −
∫

Ωε

uε(∇ϕ, zε) dx, (8.8)

òàê êàê ïåðâûé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ â ñèëó ñîëåíîèäàëüíîñòè zε è ôèíèò-
íîñòè ϕuε. Äàëåå,∫

Ωε

uε(∇ϕ, zε) dx =
1
θ

∫

Ω

χεuε(∇ϕ, ζ) dx +
∫

Ωε

uε

(
∇ϕ,

(
zε − ζχε

θ

))
dx.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ ê
∫

Ω

u(∇ϕ, ζ) dx

â ñèëó (8.6). Âòîðîå ñëàãàåìîå ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïî ëåììå 8.3 ïðè a = zj−χζj

θ

è wε = uε
∂ϕ

∂xj
. ¤

Äîêàæåì, ÷òî èìååòñÿ äîñòàòî÷íûé çàïàñ ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîðîâ.
Ïðåäëîæåíèå 8.2. Åñëè F ñâÿçíî â Rd, òî ëþáîé âåêòîð èç Rd

ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì íåêîòîðîãî F -ñîëåíîèäàëüíîãî âåêòîðà.
Ñëåäñòâèå 8.1. Åñëè F ñâÿçíî â Rd, òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ u ïðè-

íàäëåæèò H1(Ω). Åñëè uε ∈ C∞0 (Ω) è ∂Ω ëèïøèöåâà, òî u ∈
◦

H1(Ω).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíåå óòâåð-
æäåíèå. Èç (8.6) èìååì∫

Ω

u∇ϕdx = −
∫

Ω

ϕ∇u dx ∀ ϕ ∈ C∞(Ω).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî u ∈ H1(Rd) è u(x) = 0 âíå îáëàñòè Ω. Ââèäó ëèïøèöå-
âîñòè ãðàíèöû u ∈

◦
H1(Ω). ¤

8.4. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà óñðåäíåííîé ìàòðèöû. Ïóñòü A(x) �
èçìåðèìàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà, çàäàííàÿ íà F è ïîä-
÷èíåííàÿ óñëîâèþ ýëëèïòè÷íîñòè αE 6 A(x) 6 1

αE, α > 0, x ∈ F . Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Vpot çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {∇ϕ,ϕ ∈ C∞per(F )} â ïðîñòðàíñòâå
(L2,per(F ))d. Âåêòîð�ôóíêöèè èç Vpot áóäåì íàçûâàòü ïîòåíöèàëüíûìè. Â
îòëè÷èå îò ñîëåíîèäàëüíûõ îíè çàäàíû òîëüêî íà F .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî η ∈ Rd ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ çàäà÷ó: Íàéòè
vη ∈ Vpot òàêóþ, ÷òî

div(A(η + vη)) = 0,

èëè, â ïîäðîáíîé çàïèñè: Íàéòè vη ∈ Vpot òàêóþ, ÷òî∫

2∩F

(A(η + vη),∇ϕ) dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞per. (8.9)

Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
Ââåäåì â Vpot ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

[u, v] :=
∫

2∩F

(A(x)u, v) dx.

Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû A(x)
ýòî äåéñòâèòåëüíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Çàäà÷à (8.9) òîãäà çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå: Íàéòè v(x) ∈ Vpot òàêóþ, ÷òî

[vη,∇ϕ] = −
∫

2∩F

(A(x)η,∇ϕ) dx ∀ ϕ ∈ C∞per(F ).

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà çàäàåò ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà Vpot, ïî òåîðåìå Ðèññà òàêîé ýëåìåíò vη(x) ∈
Vpot ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåí åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå vη çàâèñèò îò η ëèíåéíî, ïðè ýòîì âåêòîð A(η+
vη) ñîëåíîèäàëåí. Îïðåäåëèì ìàòðèöó Ahom ðàâåíñòâîì

Ahomη =
∫

2∩F

A(η + vη) dx (8.10)

è ïðîâåðèì, ÷òî îíà ñèììåòðè÷íà. Ðàññìîòðåâ çàäà÷ó (8.9), çàìåíèâ η íà
ζ è vη � íà wζ , ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

ζAhomη =
(

ζ,

∫

2∩F

A(η + vη) dx

)
=

∫

2∩F

(A(ζ + wζ), (η + vη)) dx

=
∫

2∩F

(A(ζ + wζ), η) dx = ηAhomζ,
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è ñèììåòðè÷íîñòü äîêàçàíà. Ñïðàâåäëèâî âàðèàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå

ηAhomη = min
v∈Vpot

∫

2∩F

(η + vη)A(η + vη) dx,

òàê êàê (8.9) åñòü óðàâíåíèå Ýéëåðà äàííîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Âîçíèêà-
åò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, êîãäà ìàò-
ðèöà Ahom âûðîæäàåòñÿ? Î÷åâèäíî,
÷òî ýòî ïðîèñõîäèò òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà η + vη = 0, ò.å. êîãäà ïîñòîÿííûé
âåêòîð ïîòåíöèàëåí.
Çàäà÷à 8.9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïåðè-
îäè÷åñêîãî ìíîæåñòâà F è ïîñòîÿí-
íîãî (íå ðàâíîãî íóëþ) ïîòåíöèàëü-
íîãî âåêòîðà íà F (îòâåò óêàçàí íà
ðèñ. 8.3).

F

Ðèñ. 8.3
Åñëè ìàòðèöà Ahom ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, òî êàæäûé âåêòîð

ζ ∈ Rd ñëóæèò ñðåäíèì çíà÷åíèåì íåêîòîðîé ñîëåíîèäàëüíîé âåêòîð�
ôóíêöèè ââèäó (8.10).

Ëåììà 8.5. Åñëè F ñâÿçíî â Rd, òî óñðåäíåííàÿ ìàòðèöà ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âàðèàöèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èìååì

ηAhomη > α min
v∈Vpot

∫

2∩F

|η + v|2 dx = α inf
ϕ∈C∞per(2)

∫

2∩F

|η +∇ϕ|2 dx.

Ïóñòü F1 � îòêðûòîå ñâÿçíîå ïåðèîäè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî F ñ ãëàäêîé
ãðàíèöåé.

Çàäà÷à 8.10. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìíîæåñòâà F1.
Â ñèëó î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

inf
ϕ∈C∞per(2)

∫

2∩F

|η +∇ϕ|2 dx > inf
ϕ∈C∞per(2)

∫

2∩F1

|η +∇ϕ|2 dx

è äîñòèæèìîñòè èíôèìóìà â åãî ïðàâîé ÷àñòè, íàõîäèì

ηAhomη > α min
ϕ∈C∞per(2)

∫

2∩F1

|η +∇ϕ|2 dx.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â ïðàâîé ÷àñòè çàäàåò óñðåäíåííóþ ìàòðèöó äëÿ îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà íà ãëàäêîé ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå F1, è ïîëîæèòåëüíàÿ
îïðåäåëåííîñòü ýòîé ìàòðèöû ñëåäóåò èç çàäà÷è 7.2. ¤

8.5. Ëåììà î ñõîäèìîñòè ïîòîêîâ. Òåïåðü ïîäãîòîâëåí íåîáõîäèìûé
ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ óñðåäíåíèÿ â ïåðôîðè-
ðîâàííûõ îáëàñòÿõ Ωε â ñëó÷àå, êîãäà Ωε = Ω ∩ εF , ãäå F � ïðîèçâîëüíîå
2-ñâÿçíîå ïåðèîäè÷åñêîå ìíîæåñòâî. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, F íå îáÿçà-
òåëüíî ãåîìåòðè÷åñêè ñâÿçíî. Ïîä÷åðêíåì òàêæå, ÷òî ìû íå íàêëàäûâàåì
íèêàêèõ óñëîâèé íà ãëàäêîñòü åãî ãðàíèöû.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó
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− div
(
A

(x

ε

)
∇uε

)
+ uε = f(x) â Ωε,

aij(x)
∂uε

∂xi
νj = 0 íà Sε, uε

∣∣
Γε

= 0,
(8.11)

êîòîðóþ ìû ïîíèìàåì â îáîáùåííîì ñìûñëå, ò.å. ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è
íàçîâåì ôóíêöèþ uε èç H1(Ωε, Γε) òàêóþ, ÷òî

∫

Ωε

[(
A

(x

ε

)
∇uε,∇ψ

)
+ (uε, ψ)

]
dx =

∫

Ωε

f(x)ψ(x) dx (8.12)

äëÿ êàæäîé ψ ∈ H1(Ωε, Γε). Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è ýëåìåíòàðíî âûòåêàåò èç ëåììû Ëàêñà � Ìèëüãðàìà. Êðîìå
òîãî, ïîëàãàÿ ψ(x) ≡ uε(x), íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó ‖uε‖H1(Ωε) 6 C, ãäå
ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò ε.

Ïîëàãàÿ â â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (8.12) ψ(x) = εw(x/ε)ϕ(x), ãäå
ϕ(x) ∈ C∞0 (Ω), w(ξ) ∈ C∞per(2), ïîëó÷èì

∫

Ωε

(
A

(x

ε

)
∇uε,∇ξw

(x

ε

))
ϕ(x) dx + ε

∫

Ωε

(
A

(x

ε

)
∇uε,∇ϕ(x)

)
w

(x

ε

)
dx

+ ε

∫

Ωε

uεw
(x

ε

)
ϕ(x) dx = ε

∫

Ωε

f(x)w
(x

ε

)
ϕ(x) dx.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∫

Ωε

(
A

(x

ε

)
∇uε,∇ξw

(x

ε

))
ϕ(x) dx → 0 ïðè ε → 0 (8.13)

äëÿ ëþáûõ ϕ(x) ∈ C∞0 (Ω), w(ξ) ∈ C∞per(2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç u(x) ñëàáûé
ïðåäåë â L2(Ω) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {χε′uε′}, ãäå χε � õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè Ωε. Êàêîìó óðàâíåíèþ è êàêîìó êðàåâîìó óñëîâèþ
óäîâëåòâîðÿåò ýòà ôóíêöèÿ? Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç χε õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îáëàñòè Ωε.
Ëåììà 8.6. Ïóñòü {uε} � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé èç H1(Ωε)

òàêèõ, ÷òî ‖uε‖H1(Ω) 6 C è χεuε ⇀ u ñëàáî â L2(Ω) ïðè ε → 0. Ïóñòü
òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
ε→0

∫

Ωε

(
A

(x

ε

)
∇uε,∇ξw

(x

ε

))
ϕ(x) dx = 0 ∀w ∈ C∞per(2), ϕ ∈ C∞0 (Ω).

(8.14)
Òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïîòîêîâ χεAε∇uε ⇀ Ahom∇u ñëàáî â
L2(Ω) ïðè ε → 0, ò.å.

∫

Ωε

ϕ(x)A
(x

ε

)
∇uε(x) dx →

∫

Ω

ϕ(x)Ahom∇u dx ∀ϕ ∈ L2(Ω).

Çäåñü (·, ·) � åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå d-ìåðíûõ âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.6. Ïóñòü vη ∈ Vpot � ðåøåíèå çàäà÷è (8.9).
Òîãäà âåêòîð z(ξ) = χ(ξ)A(ξ)(η+vη) ñîëåíîèäàëüíûé, ò.å. div(χεAε(η+v)) =
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0 â 2 â îáîáùåííîì ñìûñëå, è 〈z〉F = Ahomη. Ïîëîæèì zε(x) = z(x/ε). Ïî
ëåììå 8.4 ∫

Ω

ϕ∇uεzε dx →
∫

Ω

ϕ∇uAhomη dx ïðè ε → 0. (8.15)

Çàìå÷àíèå 8.2. Îòìåòèì, ÷òî ëåììà î êîìïåíñèðîâàííîé êîìïàêò-
íîñòè íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ âûâîäà ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ
(8.15), ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå uε íå äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâî H1(2).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàâåíñòâî (8.14) ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè âìåñòî
∇ξw(x/ε) âçÿòü vη(x/ε) (äîêàæèòå!), ò.å.

∫

Ω

χε(x)
(
A

(x

ε

)
∇uε(x), vη

(x

ε

))
ϕ(x) dx → 0 ïðè ε → 0.

Ïîýòîìó ∫

Ωε

ϕAε∇uεη dx →
∫

Ω

ϕ∇uAhomη dx.

Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè η ∈ Rd ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå î ñõîäè-
ìîñòè ïîòîêîâ. ¤

Ìû âèäèì, ÷òî ëþáîé ñëàáûé ïðåäåë u(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøå-
íèé çàäà÷ (8.11) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ div

(
Ahom∇u

)
+ u = f â ñìûñëå

òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Îäíàêî u(x) íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò
H1(Ω) è ìàòðèöà Ahom íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ïîýòî-
ìó ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà u(x) ìîæåò îêàçàòüñÿ íåýëëèïòè÷åñêèì. Ìû
íå ìîæåì óòâåðæäàòü òàêæå, ÷òî u

∣∣
∂Ω

= 0. ×òîáû ïîíÿòü, áóäåò ëè ïðå-
äåëüíîå óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêèì, ìû äîëæíû èçó÷èòü ìíîæåñòâî ñîëå-
íîèäàëüíûõ âåêòîð�ôóíêöèé íà F è âûÿñíèòü, êàêèå ïîñòîÿííûå âåêòîðû
èç Rd ìîãóò ñëóæèòü ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé íà F . Åñëè ýòî ìíîæåñòâî ñîñòàâëÿåò âñå ïðîñòðàíñòâî Rd, òî ïðå-
äåëüíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé; åñëè æå ðàçìåðíîñòü óêàçàííîãî
ïðîñòðàíñòâà ìåíüøå d, òî Ahom � âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà è ôóíêöèÿ u
èìååò ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî Ñîáîëåâó òîëüêî â îïðåäåëåííûõ íàïðàâëå-
íèÿõ (ñì. ëåììó 8.4 è ðàâåíñòâî (8.10)).

§ 9. Ìåòîä äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè

9.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêè. Èçëîæèì åùå îäèí
øèðîêî èñïîëüçóåìûé ìåòîä àíàëèçà çàäà÷ òåîðèè óñðåäíåíèÿ � ìåòîä
äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè. Ïåðâîíà÷àëüíî ìåòîä áûë ïðåäëîæåí Íãóåò-
ñåíãîì [94], à çàòåì ðàçâèò â ðàáîòàõ Àëëåðà [3] è ðÿäà äðóãèõ àâòîðîâ.
Ââåäåì îïðåäåëåíèå äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè.

Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü.
Îïðåäåëåíèå 9.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uε(x) ∈ L2(Ω), îãðàíè÷åííàÿ â

L2(Ω) ðàâíîìåðíî ïî ε, íàçûâàåòñÿ äâóõìàñøòàáíî ñõîäÿùåéñÿ ê ôóíêöèè
u(x, ξ) ∈ L2(Ω×2), åñëè äëÿ ëþáûõ ϕ(x) ∈ C∞0 (Ω) è Φ(ξ) ∈ C∞per(2)
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∫

Ω

uε(x)ϕ(x)Φ
(x

ε

)
dx →

∫

Ω×2

u(x, ξ)ϕ(x)Φ(ξ) dxdξ ïðè ε → 0.

Äâóõìàñøòàáíàÿ ñõîäèìîñòü îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

uε(x) 2→ u(x, ξ) ïðè ε → 0.

Åñëè uε(x) → u(x) ñèëüíî â L2(Ω) ïðè ε → 0, òî uε(x) 2→ u(x) ïðè ε →
0 (ïðîâåðüòå!). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè F (ξ) � 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,
òî F (x/ε) ⇀ 〈F 〉2 ñëàáî â Ω è F (x/ε) 2→ F (ξ). Ïîíÿòèå äâóõìàñøòàáíîé
ñõîäèìîñòè îáîáùàåò ïîíÿòèå ñëàáîé ñõîäèìîñòè.

Çàäà÷à 9.1. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ïåðåìåííîé ξ ôóíêöèÿ u(x, ξ)
íåïðåðûâíà íà Ω×2. Äîêàæèòå, ÷òî u(x, x/ε) 2→ u(x, ξ).

Çàäà÷à 9.2. Ïóñòü f(ξ) ∈ L2(2) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Èìååò
ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {f(x/ε2)} äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë? Åñëè
�äà�, òî ÷åìó îí ðàâåí?

Ñôîðìóëèðóåì (ïîêà áåç äîêàçàòåëüñòâà) îñíîâíûå òåîðåìû î äâóõ-
ìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèé, äîêàçàííûå âïåðâûå Íãóåòñåíãîì.

Òåîðåìà 9.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∫

Ω

|uε(x)|2 dx < C,

ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò ε > 0. Òîãäà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uε(x)}
ìîæíî âûáðàòü äâóõìàñøòàáíî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåìà 9.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî uε(x) ∈ H1(Ω) è
∫

Ω

(|uε(x)|2 + |∇xuε(x)|2) dx < C,

ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò ε > 0. Òîãäà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uε(x)}
ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uε′(x)} òàêóþ, ÷òî uε′

2→ u(x)
ïðè ε′ → 0 è ∇xuε′

2→ ∇xu(x) +∇ξu
(1)(x, ξ) ïðè ε′ → 0, ãäå u(x) ∈ H1(Ω)

è u(1)(x, ξ) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x ∈ Ω è ξ ∈ 2 òàêàÿ, ÷òî
u(1) ∈ L2(Ω,H1

per(2)).

Òåîðåìà 9.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî uε(x) ∈ H1(Ω),
∫

Ω

|uε(x)|2 dx < C, ε2

∫

Ω

|∇xuε(x)|2 dx < C,

ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò ε > 0. Òîãäà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uε(x)}
ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêóþ, ÷òî uε′

2→ u(x, ξ) ïðè
ε′ → 0 è ε∇xuε′

2→ ∇ξu(x, ξ) ïðè ε′ → 0, ãäå u(x, ξ) ∈ L2(Ω,H1
per(2)).

Ïóñòü Ωh
ε := Ω ∩ εE, Ωs

ε := Ω\Ωh
ε , ãäå E � îòêðûòîå ñâÿçíîå ïåðèîäè-

÷åñêîå ìíîæåñòâî â Rd, 2h := 2 ∩ E, 2s := 2\2h.
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Òåîðåìà 9.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî uε(x) ∈ H1(Ω),
∫

Ωh
ε

(|uε(x)|2 + |∇xuε(x)|2) dx < C, ε2

∫

Ω

|∇uε(x)|2 dx +
∫

Ω

u2
ε dx < C,

ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò ε > 0. Òîãäà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé
{uε(x)} ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêóþ, ÷òî uε′

2→ u(x, ξ)
ïðè ε′ → 0, u(x, ξ) ∈ L2(Ω,H1

per(2)), ïðè÷åì u(x, ξ) = u(x) ïðè ξ ∈ 2h,
u(x) ∈ H1(Ω) è èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü χΩh

ε′
∇xuε′

2→ χ2h(∇xu(x) +

∇ξu
(1)(x, ξ)) ïðè ε′ → 0, ãäå u(1)(x, ξ) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ

x ∈ Ω è ξ ∈ 2, u(1)(x, ξ) ∈ L2(Ω,H1
per(2h)). Êðîìå òîãî ε′χΩs

ε′
∇xuε′

2→
∇ξu(x, ξ) ïðè ε′ → 0.

Òåîðåìû 9.1�9.4 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óäîáíûé è ýôôåêòèâíûé èíñòðó-
ìåíò èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ óñðåäíåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâà äàíû íèæå, à ñåé÷àñ
ïîêàæåì, êàê ïðèìåíÿþòñÿ ýòè òåîðåìû íà ïðèìåðå çàäà÷è óñðåäíåíèÿ äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.

9.2. Äâà ïðèìåðà. 1. Ïóñòü uε(x) ∈ H1(Ω) � ðåøåíèÿ çàäà÷ Äèðèõëå

Lεuε ≡
d∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

(x

ε

)∂uε

∂xj

)
= f(x) â Ω, (9.1)

ãäå uε ∈
◦

H1(Ω), f(x) ∈ L2(Ω). Ðåøåíèå çàäà÷è (9.1) ìû ïîíèìàåì, êàê
îáû÷íî, â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

−
∫

Ω

aij

(x

ε

)∂uε

∂xj

∂v

∂xi
dx =

∫

Ω

f(x)v(x) dx, (9.2)

êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîé ïðîáíîé ôóíêöèè v ∈
◦

H1(Ω).
Èçó÷èì ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé uε(x) ñ ïîìîùüþ òåîðåì
9.1�9.4. Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå ìû óæå èññëåäîâàëè ýòó çàäà÷ó è ïîëó÷èëè
ðåçóëüòàò îá åå óñðåäíåíèè äðóãèìè ìåòîäàìè. Çäåñü ìû äîêàæåì òåîðåìû
îá óñðåäíåíèè, èñïîëüçóÿ òåõíèêó äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè.

Ïîäñòàâèì ñíà÷àëà â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè â èíòåãðàëüíîå òîæ-
äåñòâî (9.2) ôóíêöèþ âèäà εϕ(x)Φ(x/ε), ãäå ϕ ∈ C∞0 (Ω), à Φ(ξ) � ãëàäêàÿ
1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ξ1, . . . , ξd ôóíêöèÿ. Ïîëó÷èì

−
∫

Ω

aij

(x

ε

)∂uε

∂xj

∂Φ
∂ξi

ϕ(x) dx− ε

∫

Ω

aij

(x

ε

)∂uε

∂xj
Φ

(x

ε

) ∂ϕ

∂xi
dx

= ε

∫

Ω

f(x)ϕ(x)Φ
(x

ε

)
dx. (9.3)

Ïîñêîëüêó äëÿ ðåøåíèé uε(x) çàäà÷è (9.1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖uε‖H1(Ω) 6
C, ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò ε, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uε} ìîæíî âûáðàòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uε′} òàêóþ, ÷òî (òåîðåìà 9.2)

uε′
2→ u(x),∇xuε′

2→ ∇xu(x) +∇ξu
(1)(x, ξ) ïðè ε′ → 0, (9.4)
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ãäå u(1)(x, ξ) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ íà Ω× 2 êëàññà L2(Ω,H1
per(2)). Ïåðå-

õîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε′ → 0 â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (9.3), ïîëó÷èì
∫

Ω×2

aij(ξ)
[

∂

∂xi
u(x) +

∂

∂ξi
u(1)(x, ξ)

]
∂Φ
∂ξi

ϕ(x) dx dξ = 0 (9.5)

äëÿ ëþáûõ Φ è ϕ. Ïîñêîëüêó ϕ(x) ïðîèçâîëüíà, èç (9.5) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
∫

2

aij(ξ)
∂u(1)(x, ξ)

∂ξi

∂Φ(ξ)
∂ξi

dξ = −
∫

2

aij(ξ)
∂u(x)
∂xi

∂Φ(ξ)
∂ξi

dξ

äëÿ ëþáîé Φ ∈ C∞per(2); çäåñü x ∈ Ω èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà. Îïðåäåëèì
ôóíêöèè Np(ξ) ∈ H1

per(2) êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷: Íàéòè Np(ξ) ∈
H1

per(2) òàêèå, ÷òî
∫

2

aij(ξ)
∂Np(ξ)

∂ξi

∂Φ(ξ)
∂ξi

dξ = −
∫

2

aip(ξ)
∂Φ(ξ)
∂ξi

dξ

äëÿ ëþáîé Φ ∈ C∞per(2). Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ôóíêöèé ñëåäóåò èç ëåììû
Ëàêñà � Ìèëüãðàìà. Ôóíêöèÿ u(1)(x, ξ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

u(1)(x, ξ) =
d∑

p=1

Np(ξ)
∂u(x)
∂xp

. (9.6)

Äàëåå ïîäñòàâèì â èñõîäíîå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (9.2) ïðîáíóþ ôóíê-
öèþ v(x) ∈

◦
H1(Ω), íå çàâèñÿùóþ îò ε è ξ, è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ε′ → 0,

âíîâü èñïîëüçóÿ òåîðåìó 9.2. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

−
∫

Ω×2

aij(ξ)
(

∂u(x)
∂xj

+
∂u(1)(x, ξ)

∂ξj

)
∂v(x)
∂xi

dx dξ =
∫

Ω

f(x)v(x) dx.

Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëåíèå (9.6) äëÿ ôóíêöèè u(1)(x, ξ)
è ïîìåíÿâ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ (ñíà÷àëà èíòåãðèðóåì ïî ξ, ïîòîì �
ïî x), ïîëó÷èì

−
∫

Ω

{∫

2

(
aij(ξ) +

∂N j

∂ξk
aik(ξ)

)
dξ

}
∂u(x)
∂xj

∂v(x)
∂xi

dx =
∫

Ω

f(x)v(x) dx.

Îáîçíà÷àÿ

âij ≡
∫

2

(
aij(ξ) +

∂N j

∂ξk
aik(ξ)

)
dξ,

ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) óäîâëåòâîðÿåò óñðåäíåííîé êðàåâîé
çàäà÷å, çàïèñàííîé â âèäå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

−
∫

Ω

âij
∂u(x)
∂xj

∂v(x)
∂xi

dx =
∫

Ω

f(x)v(x) dx ∀ v(x) ∈
◦

H1(Ω). (9.7)

Çàäà÷à 9.3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) ∈ H1(Ω), îïðåäåëåííàÿ â
(9.4), ïðèíàäëåæèò

◦
H1(Ω).
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Íàéäåííûå çäåñü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ
ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè äðóãèìè ìåòîäàìè â ïðåäûäóùèõ
ïàðàãðàôàõ. Ðàíåå óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî (âij) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íàÿ ìàòðèöà.

Ïîñêîëüêó ðåøåíèå çàäà÷è (9.7x) åäèíñòâåííî, ê u(x) ñõîäèòñÿ íå
òîëüêî âûáðàííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uε′}, íî è âñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {uε}. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 9.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé uε(x) çàäà÷è (9.1) ñõî-
äèòñÿ äâóõìàñøòàáíî ê u(x) ∈

◦
H1(Ω) � ðåøåíèþ çàäà÷è (9.7); ïðè ýòîì

∇xuε
2→ ∇xu(x) +

d∑
p=1

∇ξN
p(ξ)

∂u(x)
∂xp

.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèÿõ ìû èñïîëüçîâàëè
òîëüêî òåîðåìó 9.2, îñòàëüíûå òåîðåìû �íå ðàáîòàëè�. Îäíàêî ñóùåñòâóåò
øèðîêèé êëàññ çàäà÷, â êîòîðûõ àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ òåîðåìû 9.1, 9.3, 9.4.

2. Â ýòîì ïðèìåðå èñïîëüçîâàíû ðóêîïèñíûå ìàòåðèàëû, ïðåäîñòàâ-
ëåííûå Â. Â. Æèêîâûì (ñì. òàêæå [55]).

Ïóñòü Fi, i = 1, 2, . . . , k, � ñâÿçíûå îòêðûòûå ïåðèîäè÷åñêèå ìíî-
æåñòâà ñ ëèïøèöåâûìè ãðàíèöàìè òàêèå, ÷òî F i ∩ F j = ∅. Îáîçíà÷èì
F = F1 ∪ · · · ∪ Fk è S = Rd\F . Áóäåì íàçûâàòü îáëàñòè Fi æåñòêèìè
ôàçàìè, à S � ìÿãêîé ôàçîé. Ïîëîæèì F ε = εF , F ε

j = εFj , Sε = εS.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

aε(x) =
{

1 â F ε,

ε2 â Sε

è ðàññìîòðèì â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω çàäà÷ó Äèðèõëå

− div(aε∇uε) + λuε = f â Ω, uε ∈
◦

H1(Ω), f ∈ C∞(Ω),

ãäå λ � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà â âèäå
èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà èìååò âèä∫

Ωh
ε

∇uε∇ψ dx + ε2

∫

Ωs
ε

∇uε∇ψ dx + λ

∫

Ω

uεψ dx =
∫

Ω

fψ dx (9.8)

äëÿ ëþáîé ψ ∈
◦

H1(Ω), ãäå Ωh
ε = Ω ∩ F ε, Ωs

ε = Ω ∩ Sε. Äëÿ êàæäîãî ôèê-
ñèðîâàííîãî ε > 0 çàäà÷à (9.8) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, íî ïîñêîëüêó íèæ-
íÿÿ êîíñòàíòà ýëëèïòè÷íîñòè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ aε(x) âûðîæäàåòñÿ ïðè
ε → 0, îöåíêà ‖uε‖H1(Ω) < C, ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò ε, íå
èìååò ìåñòà. Ýíåðãåòè÷åñêàÿ îöåíêà äëÿ ýòîé çàäà÷è ïðèíèìàåò âèä (äî-
êàæèòå!)∫

Ωh
ε

|∇uε|2 dx + ε2

∫

Ωs
ε

|∇uε|2 dx + λ

∫

Ω

(uε)2 dx 6 C(λ)
∫

Ω

f2(x) dx.

Ââåäåì ôóíêöèè Φ0(ξ),Φ1(ξ), . . . , Φk(ξ) ∈ H1
per(2 ∩ S), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

ðåøåíèÿìè çàäà÷
−∆ξΦ0(ξ) + λΦ0(ξ) = 1 â S, Φ0(ξ)

∣∣
∂S

= 0,

−∆ξΦi(ξ) + λΦi(ξ) = 0 â S, Φi(ξ)
∣∣
∂Fj

= δij .
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Îïðåäåëèì íà Fj 1-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè Np
j (ξ), p = 1, . . . , d, j = 1, . . . , k,

ïðèíàäëåæàùèå H1
per(Fj) è óäîâëåòâîðÿþùèå èíòåãðàëüíûì òîæäåñòâàì

∫

2∩Fj

(
ek +∇ξN

k
j (ξ)

)∇ξΨ(ξ) dξ = 0 ∀ Ψ(ξ) ∈ H1
per(2 ∩ Fj). (9.9)

Íàì òàêæå ïîòðåáóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè Ej(ξ) ∈ H1
per(2 ∩ S),

j = 1, . . . , k, îïðåäåëåííûå êàê ðåøåíèÿ çàäà÷

∆ξEj(ξ) = 0 â S, Ej(ξ)
∣∣
∂Fi

= δij ,

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïðîäîëæèì ôóíêöèè Φj è Ej íà Rd
ξ òàê, ÷òî

Φ0 ≡ 0 â 2 \ S, Φj ≡ 1 â Fj , Φj ≡ 0 â Fi ïðè j 6= i; Ej ≡ 1 â Fj , Ej ≡ 0 â Ei

ïðè j 6= i. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî E1 + E2 + · · ·+ Ek ≡ 1 â Rd (äîêàæèòå!).
Çàäà÷à 9.4. Äîêàæèòå (èñïîëüçóÿ îáîáùåííóþ ïîñòàíîâêó êðàåâûõ

çàäà÷ è ëåììó Ëàêñà �Ìèëüãðàìà) ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü Φ0(ξ),
Φi(ξ), Ej(ξ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Âj ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè aj
il ≡

〈
δil + ∂Ni

j

∂xl

〉
2∩Fj

. Òå-
ïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 9.6. Äëÿ ðåøåíèé uε(x) çàäà÷è (9.8) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

lim
ε→0

∫

Ω∩F ε
j

(
uε(x)− uj(x)

)2
dx = 0, j = 1, . . . , k,

lim
ε→0

∫

Ω∩Sε

(
uε(x)− u0(x,

x

ε
)
)2

dx = 0,

lim
ε→0

∫

Ω∩F ε
j

(
∇xuε(x)−∇xuj(x)−

d∑

k=1

∇ξN
k
j

(x

ε

)∂uj

∂xk
(x)

)2

dx = 0

(ïî j ñóììèðîâàíèå íå âûïîëíÿåòñÿ, j = 1, . . . , k), è

lim
ε→0

ε2

∫

Ω∩Sε

(
∇xuε(x)−∇xu0(x, ξ)

∣∣
ξ= x

ε )

)2

dx = 0,

ãäå uj(x), j = 1, . . . , k, � ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

− div(Âj∇xuj) +
k∑

i=1

cjiui(x) + λθjuj(x) + λ

k∑

i=1

bjiui(x)

= f(x)
{
〈Ej〉 − λ

∫

S∩2

Ej(ξ)Φ0(ξ) dξ

}
, j = 1, . . . , k, (9.10)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

uj = 0 íà ∂Ω, j = 1, . . . , k. (9.11)
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Çäåñü

cji =
∫

S∩2

(∇ξEj(ξ),∇ξΦi(ξ)) dξ � ìàòðèöà ñâÿçè,

bji =
∫

S∩2

Ej(ξ)Φi(ξ) dξ � ìàòðèöà ïàìÿòè,

θj = 〈1〉Fj∩2 � êîýôôèöèåíò ïîðèñòîñòè

è u0(x, ξ) ≡
k∑

j=1

Φj(ξ)uj(x) + Φ0(ξ)f(x).

Çàäà÷à 9.5. Äîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ñâÿçè cji óäîâëå-
òâîðÿþò ðàâåíñòâó cij = cji = 〈∇ξEj ,∇ξEi〉. Ïîýòîìó cij íå çàâèñÿò îò λ.

Çàìå÷àíèå 9.1. Ìîæíî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû ïðåäåëüíîé ñèñòå-
ìû (9.10), ïîëüçóÿñü òîëüêî ôóíêöèÿìè Φj , áåç èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèé
Ej , j = 1, . . . , k. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëüíàÿ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

− div(Âj∇xuj) +
k∑

i=1

〈∇ξΦi,∇ξΦj〉ui(x) + λθjuj(x) + λ

k∑

i=1

〈Φi, Φj〉ui(x)

= f(x)
∫

S∩2

Φj(ξ)dξ, j = 1, . . . , k, (9.12)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (9.11).
Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 9.6, îáñóäèì åå

ôîðìóëèðîâêó. Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó óñðåäíåíèÿ äëÿ ñåìåéñòâà çà-
äà÷ Äèðèõëå ñ îïåðàòîðàìè, íèæíÿÿ ïîñòîÿííàÿ ýëëèïòè÷íîñòè êîòîðûõ
íå îòäåëåíà îò íóëÿ ïðè ε → 0, îíà âûðîæäàåòñÿ êàê ε2 íà ìíîæåñòâå, ãåî-
ìåòðèÿ êîòîðîãî òàêæå çàâèñèò îò ε. Îòêàç îò óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ýëëèï-
òè÷íîñòè ïðèâîäèò ê íîâîìó èíòåðåñíîìó ÿâëåíèþ: ÷òîáû îïèñàòü ïðåäåë
ðåøåíèé ïðè ε → 0, íåäîñòàòî÷íî îäíîé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè u0(x), êàê ýòî
áûëî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå: çäåñü íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé u1(x), . . . , uk(x). Êàæäàÿ èç
ýòèõ ôóíêöèé îïèñûâàåò ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ íå âî âñåé îáëàñòè
Ω, à òîëüêî â åå ÷àñòè F̃ ε

j = F ε
j ∩ Ω, ïðè÷åì ýòà ÷àñòü çàâèñèò îò ε. Î÷å-

âèäíî, ÷òî F̃ ε
j ∩ F̃ ε

i = ∅, i 6= j, íî
k⋃

i=1

F̃ ε
i 6= Ω, ò.å. â îáëàñòè S̃ε = Ω\

k⋃
i=1

F̃ ε
i

íè îäíà èç ôóíêöèé ui(x), i = 1, . . . , k, íå ïðèáëèæàåò ðåøåíèå uε(x).
Â îáëàñòè S̃ε ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {uε(x)} áûñòðî îñöèëëè-

ðóåò. Îäíàêî òåîðåìà 9.6 ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü âåëè÷èíó è õàðàêòåð ýòèõ
îñöèëëÿöèé, òàê êàê óêàçûâàåò â ÿâíîì âèäå ôóíêöèþ u0(x, x/ε), ñ êîòîðîé
�ñáëèæàåòñÿ� ôóíêöèÿ uε(x) íà S̃ε ïðè ε → 0 (ñì. ðèñ. 9.1).

Âàæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïàðàìåòð λ âõîäèò â ïðåäåëüíóþ çàäà÷ó
íåëèíåéíî (ìàòðèöà ïàìÿòè çàâèñèò îò λ). Ïîýòîìó ïðè èíòåðïðåòàöèè λ
êàê ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, ïîÿâëÿþùåãîñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëà-
ñà â ñîîòâåòñòâóþùåé ýâîëþöèîííîé çàäà÷å, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îáðàòíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà â ïðåäåëüíîé çàäà÷å âîçíèêàþò èíòåãðàëüíûå
îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåäå ñ �ïîñëåäåéñòâèåì� èëè �ïàìÿòüþ�. Ýòî
âàæíîå ÿâëåíèå äåòàëüíî èçó÷àëîñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Îíî ïðåäñòàâëÿåò
ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ ðÿäîì ïðèêëàäíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ,
â ÷àñòíîñòè, â íåôòåäîáû÷å (ñì., íàïðèìåð, [5, 125, 29, 27, 28, 29, 123]).
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F̃ ε
1

F̃ ε
2

S̃ε

F̃ ε
i

F̃ ε
k

. . .

‖ui(x)− uε(x)‖ → 0

‖u0(x, x
e )− uε(x)‖ → 0

Ðèñ. 9.1

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.6. Ïîäñòàâèâ â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî
(9.8) ïðîáíóþ ôóíêöèþ âèäà ψ(x) = Ej(x/ε)ϕ(x), ãäå ϕ(x) ∈ C∞0 (Rd), ïî-
ëó÷èì

∫

eF ε
j

∇uε∇ϕdx + ε

∫

eSε

∇uε∇ξEjϕdx + ε2

∫

eSε

∇uε∇ϕEj dx

+ λ

∫

eF ε
j

uεϕdx + λ

∫

eSε

uεϕEj dx =
∫

Ω

fϕEj dx. (9.13)

Ïîäñòàâëÿÿ ϕ = εΨ(x/ε)v(x), ãäå Ψ(ξ) � ãëàäêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ, v(x) ∈ C∞0 (Ω), è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî äâóõìàñøòàáíî ñõîäÿùåéñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uε}, ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 9.4 ðàâåíñòâî

∫

Ω×(2∩Fj)

[∇xuj(x) +∇ξu
(1)
j (x, ξ)]∇ξΨ(ξ)v(x) dx dξ = 0.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè v(x)
∫

2∩Fj

∇ξu
(1)
j (x, ξ)∇ξΨ(ξ) dξ = −∇xuj(x)

∫

2∩Fj

∇ξΨ(ξ) dξ

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω. Ñëåäîâàòåëüíî,

u
(1)
j (x, ξ) =

d∑
p=1

∂uj

∂xp
Np

j (ξ) ïðè ξ ∈ 2 ∩ Fj , (9.14)

ãäå ôóíêöèè Np
j (ξ) áûëè îïðåäåëåíû ðàíåå êàê ðåøåíèÿ çàäà÷ (9.9).
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Ïîäñòàâèì â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (9.13) â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíê-
öèè ϕ = Ψ(x/ε)v(x), ãäå Ψ(ξ) � 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ξ1, . . . , ξd ôóíêöèÿ
òàêàÿ, ÷òî suppΨ(ξ) ⊂ 2 ∩ S. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî äâóõìàñøòàáíî ñõî-
äÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uε′} è ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 9.3, ïîëó÷èì

∫

Ω×(2∩S)

∇ξu(x, ξ)∇ξEj(ξ)Ψ(ξ)v(x) dx dξ +
∫

Ω×(2∩S)

∇ξu(x, ξ)Ej(ξ)∇ξΨ(ξ)v(x) dx dξ

+ λ

∫

Ω×(2∩S)

u(x, ξ)Ej(ξ)Ψ(ξ)v(x) dx dξ =
∫

Ω×(2∩S)

Ejf(x)Ψ(ξ)v(x) dx dξ.

Ïîñêîëüêó v(x) ∈ C∞0 (Ω) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, çàêëþ÷àåì, ÷òî
∫

2∩S

∇ξu(x, ξ)∇ξEj(ξ)Ψ(ξ) dξ +
∫

2∩S

∇ξu(x, ξ)Ej(ξ)∇ξΨ(ξ) dξ

+ λ

∫

(2∩S)

u(x, ξ)Ej(ξ)Ψ(ξ) dξ =
( ∫

(2∩S)

Ej(ξ)Ψ(ξ) dξ

)
f(x)

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω, èëè
∫

2∩S

∇ξu(x, ξ)∇ξ (Ej(ξ)Ψ(ξ)) dξ + λ

∫

(2∩S)

u(x, ξ) (Ej(ξ)Ψ(ξ)) dξ

=
( ∫

(2∩S)

Ej(ξ)Ψ(ξ) dξ

)
f(x).

Ïîñëåäíåå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ
−∆ξu(x, ξ) + λu(x, ξ) = f(x), ξ ∈ 2 ∩ S,

ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè Ej(ξ)Ψ(ξ) â 2 ∩ S (äîêàæèòå, ÷òî Ej > 0 â S !)
Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó u(x, ·) ∈ H1

per(2) ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω, äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ u(x, ξ)

∣∣
∂Fj

= uj(x). Îòñþäà ïîëó÷àåì

u(x, ξ) = u0(x, ξ) =
k∑

j=1

Φj(ξ)uj(x) + f(x)Φ0(ξ), ξ ∈ 2 ∩ S, (9.15)

ãäå Φj(ξ) è Φ0(ξ) îïðåäåëåíû ðàíåå.
Òåïåðü âûáåðåì â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (9.13) ïðîáíóþ ôóíêöèþ

ϕ = ϕ(x) è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ε′ → 0 ïî äâóõìàñøòàáíî ñõîäÿùåéñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èìååì

∫

Ω×(2∩Fj)

[∇xuj(x) +∇ξu
(1)
j (x, ξ)]∇xϕ(x) dx dξ

+
∫

Ω×(2∩S)

∇ξu(x, ξ)ϕ(x)∇ξEj(ξ) dx dξ + λ

∫

Ω×(2∩Fj)

uj(x)ϕ(x) dx dξ

+ λ

∫

Ω×(2∩S)

u(x, ξ)ϕ(x)Ej(ξ) dx dξ = λ

∫

Ω×2

f(x)ϕ(x)Ej(ξ) dx dξ.
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Ïîäñòàâèâ â ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷åííûå ðàíåå ïðåäñòàâëåíèÿ (9.14) è (9.15),
îêîí÷àòåëüíî ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

− div
∫

2∩Fj

(
∇xuj(x) +

∂uj

∂xp
∇ξN

p
j (ξ)

)
dξ +

k∑

i=1

(
ui(x)

∫

2∩S

∇ξΦi(ξ)∇ξEj(ξ) dξ

)

+ f(x)
∫

2∩S

∇ξΦ0(ξ)∇ξEj(ξ) dξ + λθjuj(x) + λ

k∑

i=1

ui(x)
∫

2∩S

Φi(ξ)Ej(ξ) dξ

+ λ

( ∫

S∩2

Φ0(ξ)Ej(ξ) dξ

)
f(x) = f(x)

∫

2

Ej(ξ) dξ,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå (9.10).
Îòìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííîì âûâîäå ñèñòåìû (9.10) ìîæíî âçÿòü âìå-

ñòî âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîáíûõ ôóíêöèé Ej ôóíêöèè Φj . Â ýòîì ñëó÷àå
ïðåäåëüíàÿ ñèñòåìà (9.10) ïðèìåò âèä (9.12).

Ìû äîêàçàëè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû î äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè
ôóíêöèé uε(x). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè ïî íîðìå
ïðîñòðàíñòâà L2(Ω) çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî â îïðåäåëåíèè äâóõìàñøòàáíîé
ñõîäèìîñòè â êà÷åñòâå �ïðîáíûõ� ìîæíî áðàòü íå òîëüêî ôóíêöèè âèäà
ϕ(x)ψ(ξ), íî òàêæå ôóíêöèè èç áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ, íàïðèìåð Ψ(x, ξ) ∈
C(Ω×2) (ïðîâåðüòå!). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç L2(Ω×
2) íå ïîäõîäèò â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîòîìó, ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè v(x, ξ) ∈ L2(Ω, 2) ñëåä v(x, x/ε), âîîáùå ãîâîðÿ,
íå îïðåäåëåí. Ê òîìó æå èçâåñòíû ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {uε(x)},
äâóõìàñøòàáíî ñõîäÿùèõñÿ ê ôóíêöèè u0 ∈ L2(Ω×2), è ïðîáíûõ ôóíêöèé
v(x, ξ) èç L2(Ω×2) òàêèõ, ÷òî

lim
ε→0

∫

Ω

uε(x)v
(
x,

x

ε

)
dx 6=

∫

Ω×2

u0(x, ξ)v(x, ξ) dx dξ.

Çàäà÷à 9.6. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uε(x)} èìååò ìåñòî îöåí-
êà ‖uε‖L2(Ω) 6 C, ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò ε, è {uε(x)} ñõîäèòñÿ â ñìûñëå
äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè ê ôóíêöèè u(x, ξ) ∈ L2(Ω×2). Äîêàæèòå, ÷òî

lim
ε→0

‖uε(x)‖2L2(Ω) >
∫

Ω×2

u2(x, ξ) dx dξ.

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå �ñãëàæåííóþ� ôóíêöèþ uδ(x, ξ), áëèçêóþ ê
u(x, ξ) ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(Ω×2) è äàëåå ðàññìîòðèòå íåðàâåíñòâî

∫

Ω

(
uε(x)− uδ

(
x,

x

ε

))2

dx > 0.

Çàäà÷à 9.7. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {uε(x)}, ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åííàÿ â L2(Ω), ñõîäèòñÿ äâóõìàñøòàáíî ê ôóíêöèè u(x, ξ) ∈ C(Ω×
2), è ïóñòü

lim
ε→0

‖uε(x)‖2L2(Ω) =
∫

Ω×2

u2(x, ξ) dx dξ. (9.16)

Äîêàæèòå, ÷òî lim
ε→0

‖uε(x)− u(x, x/ε)‖L2(Ω) = 0.
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Óêàçàíèå. Ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó â èíòåãðàëå
∫

Ω

(uε(x)−u(x, x/ε))2dx

ïðè ε → 0, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè.
Çàìå÷àíèå 9.2. Åñëè äâóõìàñøòàáíî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{uε(x)} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (9.16), òî åå íàçûâàþò ñèëüíî äâóõìàñ-
øòàáíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Ñîãëàñíî çàäà÷å 9.7, åñëè ñèëüíûé äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë u(x, ξ)
óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè (ìû òðå-
áóåì íåïðåðûâíîñòü íà Ω × 2), òî ‖uε(x) − u(x, x/ε)‖L2(Ω) → 0 ïðè ε → 0,
ò.å. â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå ñèëüíîé äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè ìîæíî ïå-
ðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ îáû÷íîé ñõîäèìîñòè ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà
L2(Ω). Ýòîò ôàêò âåñüìà âàæåí â ïðèëîæåíèÿõ, ïîñêîëüêó äâóõìàñøòàá-
íàÿ ñõîäèìîñòü, êàê è ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü, íå äàåò ïîëíîé èíôîðìàöèè îá
àñèìïòîòè÷åñêîé ñòðóêòóðå ôóíêöèé uε. Ýòà èíôîðìàöèÿ ÷àñòî áûâàåò
î÷åíü ïîëåçíà ïðè îïèñàíèè ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â íåîäíîðîä-
íûõ ñðåäàõ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè u(x, ξ) íà
Ω×2 ìîæåò áûòü îñëàáëåíî. Â äåéñòâèòåëüíîñòè íàì íóæíû òàêèå óñëî-
âèÿ íà u(x, ξ), ïðè êîòîðûõ ñóæåíèå u(x, x/ε) êîððåêòíî îïðåäåëåíî â ïðî-
ñòðàíñòâå L2(Ω) è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

lim
ε→0

∫

Ω

u2
(
x,

x

ε

)
dx =

∫

Ω×2

u2(x, ξ) dx dξ.

Çäåñü ÷àñòî ïðåäïîëàãàþò âûïîëíåííûì òàê íàçûâàåìîå óñëîâèå Êàðàòåî-
äîðè: u(x, ξ) ∈ L2(Ω; Cper(2)).

Âîçâðàùàÿñü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, ïðîäîëæèì ôóíêöèè Np
j ,

ïåðâîíà÷àëüíî îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâàõ Fj , íà âñþ ÿ÷åéêó ïåðèîäè÷-
íîñòè 2 òàê, ÷òîáû ïðîäîëæåíèÿ ïðèíàäëåæàëè ïðîñòðàíñòâó H1

per(2) è
íîñèòåëü ïðîäîëæåíèÿ ëåæàë â ìíîæåñòâå F j ∪S. Â èíòåãðàëüíîì òîæäå-
ñòâå (9.8) ïîëîæèì

ψ ≡ ψε(x) ≡ u
(
x,

x

ε

)
+ ε

k∑

j=1

u
(1)
j

(
x,

x

ε

)
+ δ(1)

ε (x) + δ(2)
ε (x),

ãäå

u(x, ξ) =
{

u0(x, ξ), ξ ∈ S,

uj(x), ξ ∈ Fj , j = 1, . . . , k ,

u
(1)
j îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (9.14), à δ

(1)
ε è δ

(2)
ε � ôóíêöèè òèïà ïîãðà-

íè÷íîãî ñëîÿ â îêðåñòíîñòè ∂Ω, îáåñïå÷èâàþùèå ïðèíàäëåæíîñòü ψε(x)

ïðîñòðàíñòâó
◦

H1(Ω), ïðè÷åì ‖δ(1)
ε ‖H1(Ω) → 0 ïðè ε → 0, è ‖δ(2)

ε ‖L2(Ω) → 0,
ε‖∇δ

(2)
ε ‖ → 0 ïðè ε → 0, supp δ

(2)
ε ⊂ Ωs

ε. Íèæå ýòè ôóíêöèè áóäóò çàäàíû
â ÿâíîì âèäå.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ïîñòàâëåííûõ óñëîâèÿõ ôóíêöèè u(x, x/ε)
è u

(1)
j (x, x/ε), j = 1, . . . , k, ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó H1(Ω), ïîýòîìó ψε

ìîæåò áûòü âçÿòà â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè â (9.8).
Ôóíêöèè δ

(1)
ε , δ

(2)
ε �ïîäïðàâëÿþò� íåíóëåâûå íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω

çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ε
k∑

j=1

u
(1)
j è fΦ0, äåëàÿ ñóììó íóëåâîé íà ∂Ω. Â êà÷åñòâå
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δ
(1)
ε (x) è δ

(2)
ε (x) ìîæíî âûáðàòü ôóíêöèè

δ(1)
ε (x) = −ε

[ k∑

j=1

u
(1)
j (x, x/ε)

]
γ
(ρ(x)

ε

)
,

δ(2)
ε (x) = −f(x)Φ0

(x

ε

)
γ
(ρ(x)

ε

)
,

ãäå ρ(x) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ãðàíèöû îáëàñòè Ω, à γ(s) > 0 �
ôóíêöèÿ êëàññà C∞0 (R), ðàâíàÿ 1 â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Çàäà÷à 9.8. Ïðîâåðüòå, ÷òî òàê îïðåäåëåííûå ôóíêöèè δ
(1)
ε è δ

(2)
ε äåé-

ñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò óêàçàííûì âûøå óñëîâèÿì.

Ïåðåéäåì â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (9.8) ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, âû-
áðàâ â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè ψε(x). Íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà

∇xψε(x) = ∇xuj(x) +∇ξu
(1)
j

(
x,

x

ε

)
+ �äîáàâêè� (x ∈ F j

ε )

è ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé

uε(x) 2→ u(x, ξ), χΩ∩Sε(x)ε∇uε(x) 2→ ∇ξu(x, ξ),

χΩ∩F j
ε
(x)(∇uε(x)) 2→ (∇xuj(x) +∇ξu

(1)
j (x, ξ))χFj (ξ)

ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî u(x, ξ) è u
(1)
j (x, ξ) � íåïðåðûâíûå êóñî÷íî-ãëàäêèå ôóíê-

öèè, ïîëó÷èì

∫

Ω×(2∩S)

|∇ξu0(x, ξ)|2 dx dξ +
k∑

j=1

∫

Ω×(2∩Fj)

|∇xuj(x) +∇ξu
(1)
j (x, ξ)|2 dx dξ

+ λ

∫

Ω×2

u2(x, ξ) dx dξ =
∫

Ω×2

f(x)u(x, ξ) dx dξ. (9.17)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî ïðîèçâîëüíîé ñõîäÿùåéñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ðàâåíñòâå

ε2

∫

Ωs
ε

|∇uε|2dx +
∫

Ωh
ε

|∇uε|2dx + λ

∫

Ω

(uε)2dx =
∫

Ω

fuεdx

(âûòåêàþùèì èç (9.8) ïðè ψ = uε), ïîëó÷èì

ε2 lim
ε→0

∫

Ωs
ε

|∇uε(x)|2 dx + lim
ε→0

∫

Ωh
ε

|∇uε(x)|2 dx + λ lim
ε→0

∫

Ω

(uε(x))2 dx

=
∫

Ω×2

f(x)u0(x, ξ) dx dξ. (9.18)
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Ïîñêîëüêó âñå ñëàãàåìûå â ëåâûõ ÷àñòÿõ (9.17) ïî÷ëåííî íå áîëüøå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ â (9.18), íàõîäèì

ε2 lim
ε→0

∫

Ωs
ε

|∇uε(x)|2 dx =
∫

Ω×(2∩S)

|∇u0(x, ξ)|2 dx dξ,

lim
ε→0

∫

Ωh
ε

|∇uε(x)|2 dx =
k∑

j=1

∫

Ω×(2∩Fj)

|∇xuj(x) +∇ξu
(1)
j (x, ξ)|2 dx dξ,

lim
ε→0

∫

Ω

(uε(x))2 dx =
∫

Ω×2

(u(x, ξ))2 dx dξ.

Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòà çàäà÷è 9.7 (çàìåòèì, ÷òî ïðè f ∈ C∞(Ω) ôóíêöèè
u(x, ξ), u

(1)
j (x, ξ) íåïðåðûâíû) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤

9.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì Íãóåòñåíãà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.1. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû ‖uε‖L2(Ω) 6
C. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ψ(x, ξ) ∈ Cper(Ω,2), ãäå Cper(Ω, 2) � ïðîñòðàíñòâî
íåïðåðûâíûõ 1-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî ξ ôóíêöèé íà Ω×2, èìååì∣∣∣∣

∫

Ω

uε(x)ψ
(
x,

x

ε

)
dx

∣∣∣∣ 6 C‖ψ
(
x,

x

ε

)
‖L2(Ω) 6 C‖ψ(x, ξ)‖Cper(Ω,2),

ïðè ýòîì Cper(Ω, 2) � ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ψ‖ =
sup |ψ(x, ξ)|, ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì x ∈ Ω, ξ ∈ 2. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè ôèêñèðîâàííîì ε èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë µε íà Cper(Ω,2) :

〈µε, ψ〉 =
∫

Ω

uε(x)ψ
(
x,

x

ε

)
dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç µε ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü µε′ òàêóþ,
÷òî µε′ → µ0 ïðè ε′ → 0 â ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà Cper(Ω,2), ò.å.
äëÿ ëþáîé ψ ∈ Cper(Ω, 2) èìååì 〈µε′ , ψ〉 → 〈µ0, ψ〉 èëè

lim
ε→0

∫

Ω

uε(x)ψ
(
x,

x

ε

)
dx = 〈µ0, ψ〉.

Çàäà÷à 9.9. Ïóñòü ψ(x, ξ) � íåïðåðûâíàÿ íà Ω×2 ôóíêöèÿ, 1-ïåðèî-
äè÷åñêàÿ ïî ξ. Äîêàæèòå, ÷òî lim

ε→0
‖ψ(x, xε)‖L2(Ω) = ‖ψ(x, ξ)‖L2(Ω×2).

Ââèäó çàäà÷è 9.9 〈µ0, ψ〉 6 C lim
ε→0

‖ψ(x, x/ε)‖L2(Ω) = C‖ψ(x, ξ)‖L2(Ω×2).
Ïîñêîëüêó Cper(Ω, 2) ïëîòíî â L2(Ω×2), â ñèëó ïîñëåäíåé îöåíêè ìîæíî
ïðîäîëæèòü µ0 íà L2(Ω × 2) êàê íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë. Ïî òåîðåìå
Ðèññà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u(x, ξ) ∈ L2(Ω×2) òàêàÿ, ÷òî

〈µ0, ψ〉 =
∫

Ω×2

u(x, ξ)ψ(x, ξ) dx dξ, u(x, ξ) ∈ L2(Ω×2).

Òåîðåìà 9.1 äîêàçàíà. ¤
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.2. Ïî òåîðåìå 9.1 è óñëîâèþ ‖∇uε‖L2(Ω) 6
C ñóùåñòâóåò âåêòîð�ôóíêöèÿ χ0(x, ξ) òàêàÿ, ÷òî ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ε′ → 0 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

lim
ε′→0

∫

Ω

(
∇uε′(x), ψ

(
x,

x

ε′

))
dx =

∫

Ω×2

χ0(x, ξ)ψ(x, ξ) dx dξ (9.19)

äëÿ ëþáîé âåêòîð�ôóíêöèè ψ(x, ξ) ∈ (C∞0 (Ω, C∞per(2)))d (çäåñü è äàëåå îáî-
çíà÷àåì ÷åðåç C∞0 (Ω, C∞per(2)) ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ â Ω × 2

ôóíêöèé, 1-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî ξ è ôèíèòíûõ â Ω). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì,
ïîëó÷àåì

ε

∫

Ω

(
∇uε(x), ψ

(
x,

x

ε

))
dx = −

∫

Ω

uε(x)
[
divξψ

(
x,

x

ε

)
+ εdivxψ

(
x,

x

ε

)]
dx.

(9.20)
Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü è âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà
ñõîäÿòñÿ ê íóëþ ïðè ε → 0, èìååì

lim
ε→0

∫

Ω

uε(x)divξψ
(
x,

x

ε

)
dx = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ∫

Ω×2

u0(x, ξ)divξψ(x, ξ) dx dξ = 0,

ãäå u0(x, ξ) � äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë ñåìåéñòâà {uε} ïî íåêîòîðîé ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε′ → 0, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé îáåñïå÷èâàåòñÿ òåîðå-
ìîé 9.1. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ψ(x, ξ) èç ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî ∫

2

u0(x, ξ) div Ψ(ξ) dξ = 0 ïðè ï.â. x ∈ Ω

äëÿ ëþáîé Ψ(ξ) ∈ (C∞per(2))d. Ïîêàæåì, ÷òî u0 íå çàâèñèò îò ξ. Äëÿ ýòîãî
îïðåäåëèì îáîáùåííóþ ôóíêöèþ, äåéñòâóþùóþ â ïðîñòðàíñòâå C∞per(2) ïî
ôîðìóëå

〈F, Φ〉 =
∫

2

u0(x, ξ)Φ(ξ) dξ.

Òîãäà (
∂

∂ξk
F , Φ

)
= −

∫

2

u0(x, ξ)
(

∂

∂ξk
Φ(ξ)

)
dξ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå u0(x, ξ) ïî ïåðåìåííûì ξ1, . . . , ξd

ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó u0(x, ξ) = u(x) ∈ L2(Ω). Ïóñòü ïðîáíàÿ âåêòîð�
ôóíêöèÿ ψ(x, ξ) òàêîâà, ÷òî divξ ψ(x, ξ) = 0. Òîãäà∫

Ω

uε(x)divxψ(x, ξ)
∣∣∣
ξ=x/ε

dx → −
∫

Ω×2

(χ0(x, ξ), ψ(x, ξ)) dx dξ

ïðè ε → 0, ÷òî âûòåêàåò èç (9.19) è (9.20).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû,∫

Ω

uε(x)divxψ(x, ξ) dx →
∫

Ω×2

u0(x)divxψ(x, ξ) dx dξ
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ïðè ε → 0. Òàêèì îáðàçîì,
∫

Ω×2

(χ0(x, ξ), ψ(x, ξ)) dx dξ =
∫

Ω×2

u0(x)divxψ(x, ξ) dx dξ

äëÿ ëþáîé ψ(x, ξ) òàêîé, ÷òî divξψ(x, ξ) = 0. Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî u0(x) ∈ H1(Ω). Â ñàìîì äåëå, ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåíèå �äåéñòâèÿ� ôóíêöèè u0(x) íà ïðîèçâîäíûå îò
ïðîáíûõ ôóíêöèé. Èç íåãî íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó (ïðîâåðüòå!)

∣∣∣∣
∫

Ω

u0(x)
∂ϕ

∂xi
dx

∣∣∣∣ 6 C‖ϕ‖L2(Ω), i = 1, . . . , d,

÷òî âëå÷åò ïðèíàäëåæíîñòü u0(x) ïðîñòðàíñòâó H1(Ω). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷à-
ñòÿì â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

∫

Ω×2

([χ0(x, ξ)−∇xu0(x)] , ψ(x, ξ)) dx dξ = 0.

Ìû âèäèì, ÷òî âåêòîð�ôóíêöèÿ χ0(x, ξ) − ∇xu0(x) îðòîãîíàëüíà â
(L2(2))d ïîäïðîñòðàíñòâó âåêòîð�ôóíêöèé Ψ(ξ), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ divξΨ(ξ) = 0. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u

(1)
j (x, ξ) ∈ L2(Ω,H1

per(2))

òàêàÿ, ÷òî ∇ξu
(1)
j (x, ξ) = χ0(x, ξ) − ∇xu0(x) ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω. Ñóùå-

ñòâîâàíèå u
(1)
j (x, ξ) äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è â ï. 4.2 ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû äå Ðàìà. Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà èññëåäóåìûå ôóíêöèè çàäàíû íà
òîðå, ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïîòåí-
öèàëà, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé â ðÿäû Ôóðüå.
Òîãäà çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè �ïîòåíöèàëà� âåêòîðà v(ξ), îðòîãîíàëüíîãî
âñåì ñîëåíîèäàëüíûì âåêòîðàì, ñâåäåòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷å îïðå-
äåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ An â ðàçëîæåíèè V (ξ) =

∑
n∈Zd\0

Anei(ξ,n) èñêîìîãî

ïîòåíöèàëà V (x) òàêîãî, ÷òî∇V = v(ξ) â 2 (ïðîâåðüòå!). Êðîìå òîãî, ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ îöåíêà ‖V ‖H1(2) 6 C‖v‖L2(2) (íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå íà òîðå),
ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò v(ξ).

Ïî òåîðåìå Ôóáèíè ôóíêöèÿ ‖χ0(x, ξ) − ∇xu0(x)‖L2(2) êâàäðàòè÷íî
èíòåãðèðóåìà ïî x ∈ Ω, ïîýòîìó u

(1)
j (x, ξ) ∈ L2(Ω,H1(2)). ¤

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.3. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ε∇uε

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà â L2(Ω), ïî òåîðåìå 9.1 èç íåå ìîæíî âûáðàòü ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ε′} (øòðèõ ïðè ε ìû â äàëüíåéøåì îïóñêàåì) òàêóþ,
÷òî äëÿ ëþáîé ïðîáíîé ôóíêöèè ψ(x, ξ)

∫

Ω

ε∇uεψ
(
x,

x

ε

)
dx →

∫

Ω×2

χ(x, ξ)ψ(x, ξ) dx dξ (9.21)

ïðè ε → 0, ãäå χ(x, ξ) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èç L2 (Ω×2). Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì â ëåâîé ÷àñòè (9.21), ïîëó÷àåì

∫

Ω

uε

(
divξψ

(
x,

x

ε

)
+ εdivxψ

(
x,

x

ε

))
dx →

∫

Ω×2

u0(x, ξ)divξψ(x, ξ) dx dξ
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ïðè ε → 0, ãäå u0(x, ξ) � äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë {uε(x)}. Ïîýòîìó∫

Ω×2

(χ(x, ξ)−∇ξu0(x, ξ)) ψ(x, ξ) dx dξ = 0 ∀ ψ(x, ξ),

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 9.3. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåí-
ñòâî ìîæåò áûòü îáîñíîâàíî ìåòîäàìè òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé òàê
æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9.2. ¤

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.4. Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.1 èç ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {uε} ìîæíî âûäåëèòü äâóõìàñøòàáíî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {uε′} òàêóþ, ÷òî uε′(x) 2→ u0(x, ξ) (â äàëüíåéøåì øòðèõ ïðè
ε áóäåì îïóñêàòü). Îïðåäåëèì ôóíêöèè zi

ε(x) ∈ L2(Ω) ïî ôîðìóëå

zi
ε(x) =





∂uε

∂xi
â 2h,

0 â 2s.

Òîãäà äëÿ ëþáîé v ∈ L2(Ω)∫

Ω

zi
εv dx =

∫

Ωh
ε

∂uε

∂xi
v dx. (9.22)

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 9.1 èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zi
ε} ìîæíî âûäåëèòü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zi
ε′} (øòðèõ áóäåì îïóñêàòü) òàêóþ, ÷òî∫

Ω

zi
εw

εϕdx →
∫

Ω×2h

zi(x, ξ)w(ξ)ϕ(x) dx dξ, (9.23)

ãäå zi(x, ξ) ∈ L2(Ω × 2), wε = w(x/ε), w(ξ) ∈ C∞per(2). Âûáèðàÿ ïðîáíûå
ôóíêöèè w(ξ) ñ íîñèòåëåì â 2s, óáåæäàåìñÿ, ÷òî zi(x, ·) = 0 âíå 2h.

Ïîäñòàâèì â (9.22) â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè v = εwεϕ, ϕ(x) ∈
C∞0 (Ω), supp w(ξ) ∈ 2h. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì

ε

∫

Ω

zi
εw

εϕ dx = −
∫

Ω

uε
∂w

∂ξi

(x

ε

)
ϕdx− ε

∫

Ω

uεw
ε ∂ϕ

∂xi
dx. (9.24)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïîëó÷èì∫

Ω×2

u0(x, ξ)
∂w

∂ξi
(ξ)ϕ(x) dx dξ = 0 ∀ w(ξ) ∈ C∞per(2), supp w ∈ 2h.

Îòñþäà â ñèëó ñâÿçíîñòè E ñëåäóåò, ÷òî u0(x, ξ) = u(x), åñëè ξ ∈ 2h.

Çàäà÷à 9.10. Äîêàæèòå, ÷òî u ∈ H1(Ω).
Óêàçàíèå. Ïóñòü ψ(x, ξ) = (ϕ(x)Φ1(ξ), . . . , ϕ(x)Φd(ξ)), suppψ(x, ·) ∈

2h ïðè âñåõ x ∈ Ω, divξψ(x, ξ) = 0. Ïîëîæèì

ζ ≡
∫

2h

Φ(ξ) dξ, Φ(ξ) = (Φ1(ξ), . . . , Φd(ξ).

Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà (ïðîâåðüòå!)∫

Ω

u(x)(∇ϕ(x), ζ)dx = −
∫

Ω×2h

(
z(x, ξ), ψ(x, ξ)

)
dx dξ,
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ãäå z(x, ξ) = (z1(x, ξ), . . . , zd(x, ξ)) � äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âåêòîð�ôóíêöèé

zε(x) =
{∇uε(x), x ∈ Ωh

ε ,

0, x ∈ Ωs
ε,

u0(x, ξ) = u(x) ïðè ξ ∈ 2h, u0(x, ξ) � äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ôóíêöèé uε(x).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò �äåéñòâèå� îáîáùåííîé ôóíêöèè
∇u(x) íà ãëàäêèå ôèíèòíûå ôóíêöèè; u(x) ∈ H1(Ω), åñëè âåêòîð ζ ∈ Rd

ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíûì, ÷òî âîçìîæíî áëàãîäàðÿ ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà E (ýòîò âîïðîñ óæå îáñóæäàëñÿ â §8.

Äîêàæåì, ÷òî zi(x, ξ) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå ïðè x ∈ Ω, ξ ∈ 2h

zi(x, ξ) =
∂u

∂xi
(x) +

∂u(1)

∂ξi
(x, ξ), (9.25)

ãäå u(1)(x, ξ) ∈ L2(Ω,H1
per(2h)). Îáîçíà÷èì, êàê è âûøå, ÷åðåç z(x, ξ) âåêòîð�

ôóíêöèþ ñ êîìïîíåíòàìè z1, . . . , zd. Ïóñòü w(ξ) � âåêòîð�ôóíêöèÿ èç
H1(2h) ñ íîñèòåëåì â 2h òàêàÿ, ÷òî divξ w(ξ) = 0. Òîãäà èç (9.24) ñëåäóåò∫

Ω

(zε, w
ε)ϕdx = −

∫

Ω

uε(wε,∇xϕ) dx.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0 íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ äâóõìàñøòàáíîé ñõî-
äèìîñòè, ïîëó÷èì∫

Ω

( ∫

2h

(z(x, ξ), w(ξ)) dξ

)
ϕ(x) dx = −

∫

Ω

u(x)
( ∫

2h

w(ξ) dξ

)
∇xϕ(x) dx

èëè, ó÷èòûâàÿ ïðèíàäëåæíîñòü u(x) ïðîñòðàíñòâó H1(Ω),∫

Ω×2h

[(z(x, ξ)−∇xu), w(ξ)]ϕ(x) dx dξ = 0.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ϕ(x) ∈ C∞0 (Ω) ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω∫

2h

(z −∇xu)w(ξ) dξ = 0

äëÿ ëþáîé w(ξ) ∈ L2(2h) òàêîé, ÷òî div w = 0. Ïîýòîìó äëÿ ïî÷òè âñåõ
x ∈ Ω ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u(1)(x, ξ) ∈ H1

per(2h) òàêàÿ, ÷òî ∇ξu
(1)(x, ξ) =

z − ∇xu(x). Âûáðàâ ïðè êàæäîì x àääèòèâíóþ êîíñòàíòó òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî

∫

2h

u(1)(x, ξ)dξ = 0, íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà Ïóàíêàðå èìååì

‖u(1)‖L2(2h) 6 C‖z −∇xu‖L2(2h). Îòñþäà u
(1)
j (x, ξ) ∈ L2(Ω,H1

per(2h)). ¤

Çàäà÷à 9.11. Äîêàæèòå, ÷òî u ∈
◦

H1(Ω), åñëè uε ∈
◦

H1(Ω).
Óêàçàíèå. Ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè ε → 0 äîêàæèòå

ðàâåíñòâî ∫

Ω

∂u

∂xi
ϕdx = −

∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx ∀ ϕ ∈ C∞(Ω),

êîòîðîå âëå÷åò òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå u ∈
◦

H1(Ω).
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§ 10. Óñðåäíåíèå òîíêèõ ñòðóêòóð è ñèíãóëÿðíûõ ìåð
Âîïðîñàì àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òîíêèõ ñòðóêòóð, òàêèõ êàê îáîëî÷-
êè, ïëàñòèíû, òîíêèå ïëåíêè, ñòåðæíåâûå êîíñòðóêöèè è ò.ï., óäåëÿåòñÿ
ìíîãî âíèìàíèÿ êàê â ìàòåìàòè÷åñêîé, òàê è â ôèçè÷åñêîé è ìåõàíè÷å-
ñêîé ëèòåðàòóðå. Êàê ïðàâèëî, öåëüþ òàêîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà
ÿâëÿåòñÿ ïîíèæåíèå ðàçìåðíîñòè, ò.å. ñâåä�åíèå èñõîäíîé çàäà÷è ê çàäà÷å
íà ñòðóêòóðå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå â òîíêîé òðåõ-
ìåðíîé ïëàñòèíå çàìåíÿåòñÿ óðàâíåíèåì â äâóìåðíîé îáëàñòè, ñèñòåìà,
îïèñûâàþùàÿ ñòåðæíåâóþ êîíñòðóêöèþ, ñâîäèòñÿ ê ñîâîêóïíîñòè îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ò.ä.

Îáû÷íî ðåäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ ïðîùå, îñîáåííî ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, óìåíüøåíèå ÷èñëà
ïåðåìåííûõ ñóùåñòâåííî ñíèæàåò îáúåì âû÷èñëåíèé. Ðàçóìååòñÿ, ïðîöå-
äóðà ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè òðåáóåò ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ, â ñëó÷àå çàäà÷
óñðåäíåíèÿ òîíêèõ ñòðóêòóð âîçíèêàåò òàêæå âîïðîñ î êîììóòàòèâíîñòè
ñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàììû. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ òàêèõ çàäà÷
îïèñàíû â ëèòåðàòóðå, îäíàêî, êàê ïðàâèëî, îíè ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ëèøü
ïðè âåñüìà ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ãåîìåòðèþ è ãëàäêîñòü ñòðóê-
òóðû. Èìååòñÿ îáøèðíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ëèòåðàòóðà ïî äàííîìó ïðåäìåòó,
ãäå íà ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè áûëè ïîëó÷åíû àñèìïòîòèêè äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ êîíêðåòíûõ ìîäåëåé.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ ïî-
ñòðîåíèå îáùåé òåîðèè óñðåäíåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ìåð, âêëþ÷àÿ ñèíãó-
ëÿðíûå, ÷àñòè÷íî ñèíãóëÿðíûå ìåðû, à òàêæå ìåðû,ñõîäÿùèåñÿ ê ñèíãó-
ëÿðíûì. Ïîïûòêè ñîçäàíèÿ òàêîé òåîðèè áûëè ïðåäïðèíÿòû â ðàáîòàõ
[53, 54, 31, 55, 32]. Â ýòîì ïàðàãðàôå, ñëåäóÿ ýòèì è áîëåå ïîçäíèì ðàáî-
òàì, ìû îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ñ ïðîèçâîëüíîé ìåðîé, ââåäåì
ñõîäèìîñòü â ïåðåìåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïðèäàäèì ñìûñë óðàâíåíèÿì â
ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé. Áóäåò äàíî åñòåñòâåííîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ óñðåäíåííîãî îïåðàòîðà è ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû óñðåäíåíèÿ
(òàê íàçûâàåìàÿ ñâÿçíîñòü èëè ýðãîäè÷íîñòü ìåðû). Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî
óñëîâèÿ ìåòîä äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè áóäåò àäàïòèðîâàí ê ðàññìàò-
ðèâàåìûì çàäà÷àì.

Ïîÿñíèì èäåþ ââåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ñ ìåðîé íà ïðîñòîì
ïðèìåðå. Ïóñòü µ � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíå÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà â ãëàäêîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G. Ðàññìîòðèì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó

inf
ϕ∈C∞0 (G)

∫

G

(
a(x)∇ϕ(x) · ∇ϕ(x) + ϕ2(x)− 2f(x)ϕ(x)

)
dµ(x),

ãäå a(x) � íåïðåðûâíàÿ â G ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà êîýôôè-
öèåíòîâ, f(x) � íåïðåðûâíàÿ â G çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Ìû õîòèì òàê îïðåäå-
ëèòü ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ ìåðîé µ, ÷òîáû â íåì äîñòèãàëñÿ ìèíèìóì â
âàðèàöèîííîé çàäà÷å, è ôóíêöèÿ, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, ìîãëà
áûòü íàéäåíà êàê ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.
10.1. Ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé.

10.1.1. Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà. Ïóñòü µ(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíå÷-
íàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà ñòàíäàðòíîì n-ìåðíîì òîðå Tn ≡ Rn/Zn. Â äàëü-
íåéøåì áóäåì îòîæäåñòâëÿòü åå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðèîäè÷åñêîé ìåðîé
â Rn. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

∫

Tn

dµ(x) = 1.
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Íàïîìíèì, ÷òî L2(Tn, dµ) � ýòî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ïî Áîðåëþ
ôóíêöèé g(x) òàêèõ, ÷òî

∫

Tn

g2(x)dµ(x) < ∞. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâî

îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(g1, g2) =
∫

Tn

g1(x)g2(x)dµ(x), g1, g2 ∈ L2(Tn, dµ).

Îïðåäåëèì òåïåðü ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà ñ ìåðîé µ.
Îïðåäåëåíèå 10.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u ∈ L2(Tn, dµ) ïðè-

íàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H1(Tn, dµ), åñëè íàéäóòñÿ âåêòîð�ôóíêöèÿ z ∈
(L2(Tn, dµ))n è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕk ∈ C∞(Tn) òàêèå, ÷òî

ϕk −→ u â L2(Tn, dµ), ∇ϕk −→ z â (L2(Tn, dµ))n ïðè k →∞.

Ôóíêöèþ z(x) íàçûâàþò ãðàäèåíòîì èëè µ-ãðàäèåíòîì ôóíêöèè u(x) è
îáîçíà÷àþò z = ∇µu.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà H1(Rn, dµ) è H1
loc(Rn, dµ), à

òàêæå ïðîñòðàíñòâî H1(G, dµ) äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè G ⊂ Rn è (ëî-
êàëüíî) êîíå÷íîé áîðåëåâñêîé ìåðû µ â G.

Îòìåòèì, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèè êëàññà H1(Tn, µ). âîîáùå ãîâîðÿ,
íå åäèíñòâåí. Â ÷àñòíîñòè, íóëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü íåòðèâèàëüíûé
ãðàäèåíò. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 10.1. Â êâàäðàòå [−1/2, 1/2]2 ðàññìîòðèì ñåãìåíò {−1/4 6
x1 6 1/4, x2 = 0} è îïðåäåëèì ìåðó µ(x) êàê óäâîåííóþ ìåðó Ëåáåãà íà
ýòîì ñåãìåíòå:

dµ = 2χ(x1) dx1 × δ(x2), (10.1)
ãäå χ(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà [−1/4, 1/4] è δ(t) � ìàññà
Äèðàêà, ñêîíöåíòðèðîâàííàÿ â íóëå. Ïóñòü ψ(x) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ íî-
ñèòåëåì â îêðåñòíîñòè ñåãìåíòà, è ïóñòü â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè
ñåãìåíòà ψ(x) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé âèäà θ(x1)x2. Ïîñêîëüêó ψ = 0 íà íî-
ñèòåëå ìåðû µ, ψ = 0 êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà L2(T2, µ). Â îïðåäåëåíèè
10.1 âûáåðåì ϕk(x) = ψ(x) ïðè âñåõ k. Òîãäà z(x) = ∇µψ(x) = (0, θ(x1)).
Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ âèäà (0, θ(x1)) ñ ãëàäêîé θ(s) ñëó-
æèò µ-ãðàäèåíòîì íóëåâîé ôóíêöèè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî óòâåðæäåíèå
ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé θ(s) ∈ L2 (äîêàæèòå!).

Çàäà÷à 10.1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ãðàäèåíòîâ íóëÿ îáðàçóåò çà-
ìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà (L2(Tn, µ))n. Ìíîæåñòâî ãðàäèåí-
òîâ ëþáîé ôóíêöèè èç H1(Tn, µ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó îäíîãî èç åå
ãðàäèåíòîâ è ìíîæåñòâà ãðàäèåíòîâ íóëÿ.

Ïîäïðîñòðàíñòâî ãðàäèåíòîâ íóëÿ áóäåì îáîçíà÷àòü Γµ(0).

Çàäà÷à 10.2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïàð âèäà {(u, z)}, u ∈ H1(Rn, µ),
z = ∇µu, îáðàçóåò çàìêíóòîå â (L2(Rn, µ))n+1 ïîäïðîñòðàíñòâî. Åñëè uk →
u0 ïðè k → ∞ â L2(Rn, µ), è zk = ∇µuk → z0 â (L2(Rn, µ))n, òî u0 ∈
H1(Rn, µ), è z0 = ∇µu0.

Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ íèæå, îáîçíà÷èì H:
H(Rn, µ) = {(u, z) : u ∈ H1(Rn, µ), z = ∇µu)}. (10.2)

Ïðîñòðàíñòâî H(Tn, µ) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ïðèìåð 10.2 (ñåãìåíò, ðèñ. 10.1). Èçó÷èì âèä ïðîñòðàíñòâà H1(Tn, µ)
(èëè ïðîñòðàíñòâà H1(Rn, µ)), êîãäà µ � îäíîìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà ñåã-
ìåíòå I. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî I = {x ∈ Rn : 0 6
x1 6 a, x2 = x3 = · · · = xn = 0}.

− 1
2

− 1
4

1
4

1
2

1
2

− 1
2

Ðèñ.10.1

Ïðåäëîæåíèå 10.1. Ïðîñòðàíñòâî H1(Tn, µ) ñîñòîèò èç âñåõ áî-
ðåëåâñêèõ ôóíêöèé u(x) òàêèõ, ÷òî u(s, 0, 0, . . . , 0) ∈ H1(0, a). Ïðè ýòîì
∇µu(x) = (u′x1

(x1, 0), ψ2(x1), . . . , ψn(x1)), ãäå u′x1
≡ d

ds
u(s, 0, 0, . . . , 0)|s=x1 ,

è ψ2, ψ3, . . . , ψn � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè êëàññà L2(0, a).
Çàìå÷àíèå 10.1. Ïîñêîëüêó ìåðà µ äîïîëíåíèÿ ê ñåãìåíòó I ðàâíà

íóëþ, ôóíêöèþ u êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà L2(Tn, µ) äîñòàòî÷íî çàäàòü
òîëüêî íà ñåãìåíòå I.

Çàäà÷à 10.3. Äîêàæèòå ïðåäëîæåíèå 10.1.
Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ íåòðóäíî îïèñàòü ñòðóê-

òóðó ïðîñòðàíñòâà H1(Tn, µ). Äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäå-
íèé ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Ïðèìåð 10.3 (åæ, ðèñ. 10.2). Ðàññìîòðèì ñåãìåíòû I1, I2, IN , íà÷èíà-
þùèåñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, ñ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè v1, v2, . . . , vN ,
ïðè÷åì vi

|vi| 6=
vj

|vj | ïðè i 6= j. Ïóñòü µ1, µ2, . . . , µN � ñòàíäàðòíûå îäíîìåð-
íûå ìåðû Ëåáåãà íà ñåãìåíòàõ I1, . . . , IN ñîîòâåòñòâåííî, è λ1, . . . , λN �
ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Îïðåäåëèì ìåðó µ ðàâåíñòâîì µ =
N∑

j=1

λjµj .

Çàäà÷à 10.4. Ïîêàæèòå, ÷òî áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ u(x) ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó H1(Tn, µ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ñóæåíèå íà êàæäûé
èç ñåãìåíòîâ Ij ÿâëÿåòñÿ H1-ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé, è âäîëü âñåõ
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I2

v2

I1

v1

IN

vN

. . .

.

.

Ðèñ. 10.2

ñåãìåíòîâ çíà÷åíèÿ â íóëå ñîâïàäàþò (íàïîìíèì, ÷òî H1-ôóíêöèÿ îäíîé
ïåðåìåííîé íåïðåðûâíà).

Ïðèìåð 10.4 (àðìèðîâàííûå ïëåíêè, ðèñ. 10.3). Ïóñòü ñåãìåíò I è ìåðà
µòàêèå æå, êàê â ïðèìåðå 10.2, è ïóñòü dx � ñòàíäàðòíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà
äâóìåðíîì òîðå T2. Îïðåäåëèì ìåðó µ̃ íà T2 ðàâåíñòâîì dµ̃(x) = dµ(x)+dx.

Ðèñ. 10.3

Çàäà÷à 10.5. Äîêàæèòå, ÷òî áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ u(x) ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó H1(T2, µ̃) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u ∈ H1(T2), è ñóæåíèå
(ñëåä) u(x) íà ñåãìåíò I ÿâëÿåòñÿ H1-ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé.

Çàìå÷àíèå 10.2. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ, â
ðàçìåðíîñòÿõ 3 è âûøå ñëåä H1-ôóíêöèè íà îäíîìåðíîì ñåãìåíòå íå îïðå-
äåëåí, ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî H1(Tn, µ̃), n > 3, èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå
ïðîñòðàíñòâ H1(Tn) è H1(Tn, µ) (äîêàæèòå!).

Ïðèìåð 10.5 (ñî÷ëåíåíèå, ðèñ. 10.4). Ïóñòü G = [−1/8, 1/8]3,
Π = {x ∈ [−1/2, 1/2]3 : x3 = 0, (x1, x2) ∈ [0, 3/8]× [−1/8, 1/8]},
I = {x ∈ [−1/2, 1/2]3 : x3 = x2 = 0, 1/4 6 x1 6 1/2g},
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µ1 � ñòàíäàðòíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà ñåãìåíòå I, µ2 � ïëîñêàÿ ìåðà Ëåáåãà íà
Π è dx � îáúåìíàÿ ìåðà Ëåáåãà â êóáå G. Îïðåäåëèì ìåðó

dµ(x) = dµ1(x) + dµ2(x) + dx.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè êëàññà H1(G) åå ñëåä íà G ∩ Π îïðåäåëåí è
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà H1/2(Π). Ñëåä ôóíêöèè êëàññà H1(Π)
íà ñåãìåíòå Π ∩ I òàêæå êîððåêòíî îïðåäåëåí.

1
8

− 1
8

2
8

3
8

4
8

I

Π

G

Ðèñ. 10.4

Çàäà÷à 10.6. Îïèøèòå ñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà H1(T3, µ).

10.1.2. Ñõîäèìîñòü â ïåðåìåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â çàäà÷àõ óñðåä-
íåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ñåìåéñòâîì ìåð,
ïîëó÷àåìûõ ìàñøòàáèðîâàíèåì (à èíîãäà åùå è ñãëàæèâàíèåì) çàäàííîé
ïåðèîäè÷åñêîé ìåðû. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ïåðåõîäèì ê îïðåäåëåíèþ ñõîäè-
ìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé â ïåðåìåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µk, k = 1, 2 . . . , çàäàííûõ â Rn (ëèáî â
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G), ñõîäèòñÿ ñëàáî ê ìåðå µ ïðè k →∞.

Îïðåäåëåíèå 10.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
{gk}, gk ∈ L2(Rn, µk), ñõîäèòñÿ ñëàáî â L2(Rn, µk) ê ôóíêöèè g ∈ L2(Rn, µ)
ïðè k → ∞, åñëè ‖gk‖L2(Rn,µ) 6 C è äëÿ ëþáîé ϕ ∈ C∞0 (Rn) ñïðàâåäëèâî
ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
k→∞

∫

Rn

gk(x)ϕ(x)dµk(x) =
∫

Rn

g(x)ϕ(x)dµ(x).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gk} íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñõîäÿùåéñÿ ê g(x) â L2(Rn, µk)
ïðè k →∞, åñëè îíà ñõîäèòñÿ ñëàáî è

lim
k→∞

∫

Rn

gk(x)hk(x)dµk(x) =
∫

Rn

g(x)h(x)dµ(x)

äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {hk(x)}, êîòîðàÿ ñëàáî ñõîäèòñÿ ê h(x) ∈
L2(Rn, µ) â L2(Rn, µk).
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Çàäà÷à 10.7. Ïóñòü {gk} ñõîäèòñÿ ñëàáî ê g(x) â L2(Rn, µk) ïðè k →∞.
Ïîêàæèòå, ÷òî {gk} ñõîäèòñÿ ñèëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
k→∞

‖gk‖L2(Rn,µk) = ‖g‖L2(Rn,µ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåð ðàññìîòðèì ìàñ-
øòàáèðîâàíèå ôèêñèðîâàííîé ïåðèîäè÷åñêîé ìåðû. Ïóñòü µ � ïðîèçâîëü-
íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà òàêàÿ, ÷òî µ(Tn) = 1. Îáîçíà÷èì
µε(x) = εnµ(x/ε). Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áîðåëåâñêîãî ìíî-
æåñòâà B äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå µε(B) = εnµ(ε−1B).

Çàäà÷à 10.8. Äîêàæèòå, ÷òî ìåðû µε(x) ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê ñòàíäàðòíîé
ìåðå Ëåáåãà dx â Rn.

Âàæíîå ñâîéñòâî ñëàáîé êîìïàêòíîñòè îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ â ñå-
ïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå îñòàåòñÿ â ñèëå äëÿ ñõîäèìîñòè â
ïåðåìåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ëåììà 10.1. Ïóñòü {µk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áîðåëåâñêèõ ìåð
â Rn, ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ê ìåðå µ. Òîãäà èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôóíêöèé gk(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ îöåíêå ‖gk‖L2(Rn,µk) 6 C, ìîæíî âû-
äåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè
g(x) ∈ L2(Rn, µ).

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü äîêàçàíî òàê æå, êàê â êëàññè÷åñêîì
ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà â ôèêñèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå,
ïîýòîìó ìû îñòàâëÿåì äîêàçàòåëüñòâî ÷èòàòåëþ.

10.1.3. Ïîòåíöèàëüíûå è ñîëåíîèäàëüíûå âåêòîð-ôóíêöèè. Â çàäà÷àõ
óñðåäíåíèÿ âàæíóþ ðîëü áóäóò èãðàòü ïîòåíöèàëüíûå è ñîëåíîèäàëüíûå
ôóíêöèè. Íèæå ìû äàäèì èõ îïðåäåëåíèÿ è îáñóäèì îñíîâíûå ñâîéñòâà.
Âñþäó â ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî µ � ìåðà Ðàäîíà â Rn èëè íà
òîðå Tn.

Îïðåäåëåíèå 10.3. Ïðîñòðàíñòâî L2
pot(Rn, µ) ïîòåíöèàëüíûõ âåêòîð-

ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê çàìûêàíèå ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà
{∇ϕ : ϕ ∈ C∞0 (Rn)} ïî íîðìå (L2(Rn, µ))n. Àíàëîãè÷íî (L2

pot(Tn, µ)) îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {∇ϕ : ϕ ∈ C∞(Tn)} ïî íîðìå ïðî-
ñòðàíñòâà (L2(Tn, µ))n.

Îïðåäåëåíèå 10.4. Ïðîñòðàíñòâîì ñîëåíîèäàëüíûõ âåêòîð-ôóíêöèé
L2

sol(Rn, µ) íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå â (L2(Tn, µ))n ê ïðîñòðàí-
ñòâó L2

pot(Rn, µ). Àíàëîãè÷íî L2
pot(Tn, µ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê îðòîãîíàëüíîå

äîïîëíåíèå ê L2
pot(Tn, µ) â (L2(Tn, µ))n.

10.1.4. Ñãëàæèâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ìåð. Âîïðîñû àïïðîêñèìàöèè.
Ïóñòü K(x) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ èç C∞0 òàêàÿ, ÷òî

∫

Rn

K(x)dx = 1

è K(−x) = K(x). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìåðû Ðàäîíà µ(x) â Rn èëè íà Tn

(ìåðó íà Tn ïðåäñòàâèì êàê ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ìåðó â Rn)
ïîëîæèì

dµδ(x) ≡ dK δ(µ)(x) = ρδ(x)dx, (10.3)
ãäå

ρδ(x) = δ−n

∫

Rn

K
(x− y

δ

)
dµ(y). (10.4)
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Ìåðû µδ ñõîäÿòñÿ ëîêàëüíî ñëàáî â Rn ê ìåðå µ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ(x) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ïðè δ → 0

∣∣∣
∫

Rn

ϕ(x)dµδ(x)−
∫

Rn

ϕ(x)dµ(x)
∣∣∣

=
∣∣∣
∫

Rn

δ−nϕ(x)K
(x− y

δ

)
dµ(y)dx−

∫

Rn

δ−nϕ(y)K
(x− y

δ

)
dµ(y)dx

∣∣∣

6
∫

Rn

δ−n|ϕ(x)− ϕ(y)|K
(x− y

δ

)
dµ(y)dx 6 max

|x−y|6CKδ
|ϕ(x)− ϕ(y)|,

ãäå êîíñòàíòà CK âûáðàíà òàê, ÷òî K(y) = 0 ïðè |y| > CK . Ïðàâàÿ ÷àñòü
â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè δ → 0 â ñèëó ðàâíîìåðíîé
íåïðåðûâíîñòè ϕ(x).

Îïðåäåëèì òàêæå îáû÷íûé îïåðàòîð ñãëàæèâàíèÿ ðàâåíñòâîì

ϕδ(x) ≡ (K̃ δϕ)(x) = δ−n

∫

Rn

K
(y

δ

)
ϕ(x− y)dy. (10.5)

Òîãäà ∫

Rn

ϕδ(x)dµ(x) =
∫

Rn

ϕ(x)dµδ(x) (10.6)

(ïðîâåðüòå!). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñïåöèàëüíûé
îïåðàòîð ñãëàæèâàíèÿ, ñîãëàñîâàííûé ñ ìåðîé µ.

Ëåììà 10.2. Äëÿ êàæäîãî v ∈ L2(Rn, µ) íàéäåòñÿ vδ ∈ L2(Rn, µ)
òàêàÿ, ÷òî ∫

Rn

vδ(x)ϕ(x)dµδ(x) =
∫

Rn

v(x)ϕδ(x)dµ(x) (10.7)

äëÿ âñåõ ϕ ∈ C0(Rn). Ïðè δ → 0 ñåìåéñòâî {vδ(x)} ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê v(x)
â L2(Rn, µδ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì Fδ(ϕ) =
∫

Rn

v(x)ϕδ(x)dµ(x). Òîãäà äëÿ âñåõ

ϕ ∈ C0(Rn)

F 2
δ (ϕ) 6

( ∫

Rn

v2(x)dµ(x)
) ∫

Rn

(ϕδ)2dµ(x).

Ïóñòü C(v) =
∫

Rn

v2(x)dµ(x). Â ñèëó èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà Éåíñåíà

∫

Rn

(ϕδ(x))2dµ(x) 6
∫

Rn

(ϕ2(x))δdµ(x),

ïîýòîìó

F 2
δ (ϕ) 6 C(v)

∫

Rn

(ϕ2(x))δdµ(x) = C(v)
∫

Rn

ϕ2(x)dµδ(x);
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çäåñü èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî (10.6). Òåì ñàìûì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
Fδ(ϕ) îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå L2(Rn, µδ) è ïî òåîðåìå Ðèññà Fδ(ϕ) ïðåä-
ñòàâ�èì â âèäå

Fδ(ϕ) =
∫

Rn

vδ(x)ϕ(x)dµδ(x), vδ ∈ L2(Rn, µδ),

ïðè÷åì ∫

Rn

v2
δ (x)dµδ(x) 6

∫

Rn

v2(x)dµ(x). (10.8)

Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîé ϕ ∈ C0(Rn) ôóíêöèè ϕδ(x) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê
ϕ(x), èìååì

∫

Rn

vδ(x)ϕ(x)dµδ(x) =
∫

Rn

v(x)ϕδ(x)dµ(x) −→
∫

Rn

v(x)ϕ(x)dµ(x),

ò.å. vδ ⇀ v ñëàáî â L2(Rn, µδ). Ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü íåìåäëåííî ñëåäóåò èç
íåðàâåíñòâà (10.8). ¤

Ââåäåì ïîíÿòèå äèâåðãåíöèè îòíîñèòåëüíî ìåðû µ.
Îïðåäåëåíèå 10.5. Ïóñòü g ∈ L2(Rn, µ) è v ∈ (L2(Rn, µ))n. Ïèøåì

g(x) = divµv(x), åñëè
∫

Rn

g(x)ϕ(x)dµ(x) = −
∫

Rn

v(x) · ∇ϕ(x)dµ(x) ∀ ϕ ∈ C∞0 (Rn).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â îïðåäåëåíèè 10.5 âìåñòî ãëàäêèõ ôóíêöèé ϕ ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ϕ ∈ H1(Rn, µ).

10.1.5. Ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìåðîé µ. Ïóñòü a(x) =
{aij(x)} � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå ñèììåò-
ðè÷íûõ n × n ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷-
íîñòè Λ|ξ|2 6 aij(x)ξiξj 6 Λ−1|ξ|2, Λ > 0, ξ ∈ Rn, ïðè âñåõ x ∈ Rn. Ïóñòü
f ∈ L2(Rn, µ) è λ > 0.

Îïðåäåëåíèå 10.6. Ñêàæåì, ÷òî ïàðà (u,∇µu), ãäå u ∈ H1(Rn, µ) è
∇µu � íåêîòîðûé åå µ-ãðàäèåíò, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

−divµ(a(x)∇µu(x)) + λu(x) = f(x) (10.9)
â L2(Rn, µ), åñëè äëÿ ëþáîé v ∈ H1(Rn, µ) è ëþáîãî åå ãðàäèåíòà ∇µv
âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

∫

Rn

a(x)∇µu(x) · ∇µv(x)dµ(x) + λ

∫

Rn

u(x)v(x)dµ(x) =
∫

Rn

f(x)v(x)dµ(x).

(10.10)
Ôóíêöèþ u ∈ H1(Rn, µ) íàçîâåì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (10.9,) åñëè ðàâåí-
ñòâî 10.10 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàêîãî-òî èç ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè u.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íà òîðå
Tn. Êðàåâûå çàäà÷è â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ áóäóò îáñóæäàòüñÿ íèæå.

Îòìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ âìåñòî ïðîáíûõ ôóíêöèé v ∈
H1(Rn, µ) ìîæíî áðàòü ôóíêöèè êëàññà C∞0 (Rn).
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Ëåììà 10.3. Óðàâíåíèå (10.9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (u,∇µu),
u ∈ H1(Rn, µ). Ïðè ýòîì âûáîð µ-ãðàäèåíòà ôóíêöèè u îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðà a(x)∇µu(x) ïîäïðîñòðàíñòâó
Γµ(0) ãðàäèåíòîâ íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåí-
íîñòè ìàòðèöû a(x) ëåâàÿ ÷àñòü â (10.10) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â H(Rn, µ), â òî âðåìÿ êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû ÿâëÿ-
åòñÿ íåïðåðûâíûì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì â H(Rn, µ). Ïî òåîðåìå Ðèññà
íàéäåòñÿ (u,∇µu) ∈ H(Rn, µ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (10.10). Âûáðàâ òåïåðü â
êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè â (10.10) ïàðó (0, z), z ∈ Γµ(0), ïðèõîäèì ê âû-
âîäó, ÷òî a(x)∇µu îðòîãîíàëüíà Γµ(0). Åùå ðàç èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ðèññà,
çàêëþ÷àåì, ÷òî âî ìíîæåñòâå µ-ãðàäèåíòîâ ôóíêöèè u íàéäåòñÿ åäèíñòâåí-
íûé ýëåìåíò z, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óêàçàííîå óñëîâèå îðòîãîíàëü-
íîñòè. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ u ∈ H1(Rn, µ). ¤

Åñëè a(x) � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, (10.10) ïðèíèìàåò âèä
∫

Rn

∇µu(x) · ∇µv(x)dµ(x) + λ

∫

Rn

u(x)v(x)dµ(x) =
∫

Rn

f(x)v(x)dµ(x). (10.11)

Âûðàæåíèå divµ∇µu íàçûâàåòñÿ µ-ëàïëàñèàíîì ôóíêöèè u.
Òàíãåíöèàëüíûì ãðàäèåíòîì ôóíêöèè u ∈ H1(Rn, µ) íàçûâàåòñÿ òà-

êîé åå µ-ãðàäèåíò z, êîòîðûé îðòîãîíàëåí Γµ(0), ò.å. z � ýòî ïðîåêöèÿ
ïðîèçâîëüíîãî µ-ãðàäèåíòà ôóíêöèè u íà (Γµ(0))⊥ (îðòîãîíàëüíîå äîïîë-
íåíèå Γµ(0) â (L2(Rn, µ)n)). Ïî ëåììå 10.3 ãðàäèåíò, âûáèðàåìûé ðåøåíèåì
çàäà÷è (10.11), òàíãåíöèàëåí.

10.1.6. Ýðãîäè÷íîñòü ìåðû è åå ñëåäñòâèÿ. Ñâîéñòâî 2-ñâÿçíîñòè èëè
ýðãîäè÷íîñòè ìåðû îêàçûâàåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì ïðè óñðåäíåíèè ïåðèî-
äè÷åñêèõ ìåð, à òàêæå ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ è óðàâ-
íåíèé, ñâÿçàííûõ ñ òàêèìè ìåðàìè.

Îïðåäåëåíèå 10.7. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ìåðà µ ýðãîäè÷íà èëè 2-ñâÿçíà, åñ-
ëè u = const µ-ï.í. äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1(Tn, µ) òàêîé, ÷òî íåêîòîðûé
åå ãðàäèåíò ðàâåí íóëþ.

Âàæíûì ñëåäñòâèåì 2-ñâÿçíîñòè ìåðû ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî àïïðîêñè-
ìàöèè.

Ëåììà 10.4. Ïóñòü ìåðà µ � 2-ñâÿçíà. Òîãäà ìíîæåñòâî ôóíêöèé
{g(x) ∈ L2(Tn, µ) : g(x) = divµv(x)} ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå

{u ∈ L2(Tn) :
∫

Tn

u(x)dµ(x) = 0)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ íåíóëåâîé
ýëåìåíò ζ ∈ L2(Tn, µ),

∫

Rn

ζ(x)dµ(x) = 0, êîòîðûé îðòîãîíàëåí ëþáîé ôóíê-

öèè âèäà divµv(x). Âûáèðàÿ ôóíêöèþ ζ â êà÷åñòâå ïðàâîé ÷àñòè â (10.11),
ïîëàãàÿ λ = 1 è èñïîëüçóÿ u(x) êàê ïðîáíóþ ôóíêöèþ, íàõîäèì

∫

Tn

|∇µu(x)|2dµ(x) +
∫

Tn

(u(x))2dµ(x) =
∫

Tn

u(x)ζ(x)dµ(x),
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îòêóäà ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì îöåíêó∫

Tn

(u(x))2dµ(x) 6
∫

Tn

(ζ(x))2dµ(x).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå (10.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå∫

Tn

(ζ(x)− u(x))v(x)dµ(x) =
∫

Tn

∇µu(x) · ∇µv(x)dµ(x) ∀ v ∈ H1(Tn, µ),

ïîýòîìó ζ − u = divµu. Ââèäó âûáîðà ζ èìååì
∫

Tn

(ζ − u)ζdµ(x) = 0,

îòêóäà
0 6

∫

Tn

(ζ − u)2dµ(x) = −
∫

Tn

(ζ − u)udµ(x).

Îêîí÷àòåëüíî, â ñèëó óðàâíåíèÿ íàõîäèì∫

Tn

|∇µu(x)|2dµ(x) =
∫

Tn

(ζ − u)udµ(x) 6 0,

÷òî äàåò ∇µu = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, u = const ââèäó ýðãîäè÷íîñòè ìåðû µ.
Èòàê, ζ = const. Ïîñêîëüêó ñðåäíåå çíà÷åíèå ζ ðàâíî íóëþ, èìååì ζ = 0,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ íåòðèâèàëüíîñòè ζ. ¤

Ïðèâåäåì ïðèìåðû 2-ñâÿçíûõ è 2-íåñâÿçíûõ ìåð. Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî
ïðèìåðà ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè.

Çàäà÷à 10.9. Ïóñòü Q � îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî íà òîðå Tn è
ìåðà µ çàäàíà ðàâåíñòâîì dµ(x) = χQdx. Òîãäà ìåðà µ 2-ñâÿçíà.

Çàäà÷à 10.10. Åñëè Q = Q1 ∪ Q2, ïðè÷åì Q1 è Q2 � îòêðûòûå ìíî-
æåñòâà íà Tn òàêèå, ÷òî dist(Q1, Q2) > 0, òî ìåðà µ, çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì
dµ(x) = χQdx, íå áóäåò 2-ñâÿçíîé.

10.1.7. Ïîñòðîåíèå ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Ïóñòü ìàòðèöà êî-
ýôôèöèåíòîâ aij(x) â (10.9) ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Ëåììà 10.5. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
−divµ(a(x)∇µu(x)) + u(x) = f, f ∈ L2(Rn, µ), (10.12)

ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå L2(Rn, µ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (10.12)
÷åðåç D . Äîïóñòèì, ÷òî íàéäåòñÿ íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò g ∈ L2(Rn, µ),
îðòîãîíàëüíûé D . Îáîçíà÷èì ÷åðåç u0(x) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

−divµ(a(x)∇µu0(x)) + u0(x) = g.

Èñïîëüçóÿ u0(x) êàê ïðîáíóþ ôóíêöèþ â (10.12), à u(x) � â ïîñëåäíåì
óðàâíåíèè, è âû÷èòàÿ ïîëó÷åííûå èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà, óáåæäàåìñÿ,
÷òî

∫

Rn

f(x)u0(x)dµ(x) = 0 ïðè âñåõ f ∈ L2(Rn, µ). Ïîýòîìó u0 = 0 è, ñëåäî-

âàòåëüíî, g = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè g. ¤
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Íà ýëåìåíòå u ∈ D , ò.å. íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (10.12) ïîëîæèì Au =
f − u. Òîãäà îïåðàòîð (A + I)−1 îòîáðàæàåò ôóíêöèè f ∈ L2(Rn, µ) â ñî-
îòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10.12). Ýòîò îïåðàòîð íåîòðèöàòåëåí,
îãðàíè÷åí è ñèììåòðè÷åí, ïîýòîìó îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûé.

Áóäåì îáîçíà÷àòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà ÷åðåç D(A).
Óðàâíåíèå (10.9) ìîæíî òåïåðü çàïèñàòü â îïåðàòîðíîé ôîðìå Au+λu = f .

10.1.8. Âàðèàöèîííûå çàäà÷è. Óðàâíåíèå (10.9) èëè ýêâèâàëåíòíîå åìó
óðàâíåíèå Au + λu = f ñëóæèò óðàâíåíèåì Ýéëåðà ñîîòâåòñòâóþùåé âà-
ðèàöèîííîé çàäà÷è âèäà

inf
u∈H1(Rn,µ)

{ ∫

Rn

(a(x)∇µu(x) · ∇µu(x) + λu2(x))dµ(x)−
∫

Rn

2f(x)u(x)dµ(x)
}

(10.13)
Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ìîæíî äîêàçàòü òàê æå, êàê äëÿ êëàññè÷åñêèõ
âàðèàöèîííûõ çàäà÷ â ïðîñòðàíñòâå H1(Rn).

Ïðåäëîæåíèå 10.2. Ïóñòü f ∈ L2(Rn, µ). Òîãäà ïðè êàæäîì λ >
0 çàäà÷à (10.13) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà â ïðîñòðàíñòâå
H1(Rn, µ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (10.9).

Çàäà÷à 10.11. Äîêàæèòå ïðåäëîæåíèå 10.2.
Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü èçó÷åíà âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à

inf
u∈H1(Rn,µ)

{ ∫

Rn

(a(x)∇µu(x) · ∇µu(x) + (x)u2(x))dµ(x)−
∫

Rn

2f(x)u(x)dµ(x)
}

,

(10.14)
ñ ôóíêöèåé c(x), óäîâëåòâîðÿþùåé îöåíêå Λ 6 c(x) 6 Λ−1 ïðè âñåõ x ∈ Rn,
Λ > 0, è ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå

−divµ(a(x)∇µu(x)) + c(x)u(x) = f(x). (10.15)
Òàêèå æå óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äëÿ àíàëîãè÷íûõ âàðè-

àöèîííûõ çàäà÷ è óðàâíåíèé, çàäàííûõ íà òîðå.

10.1.9. Êðàåâûå çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé. Íàðÿäó ñ çàäà÷àìè
âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn ðàçâèòàÿ âûøå òåõíèêà ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü
ðàçëè÷íûå êðàåâûå çàäà÷è, çàäàííûå â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé. Çäåñü íà
ïðèìåðå çàäà÷è Äèðèõëå ìû ïîêàæåì, êàê ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû òàêèå
çàäà÷è.

Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü â Rn è µ(dx) � êîíå÷íàÿ
ïîëîæèòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà â G.

Îïðåäåëåíèå 10.8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî u ∈ L2(G,µ) ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó H1

0 (G,µ), è z ∈ (L2(G,µ))n � ãðàäèåíò ôóíêöèè u, åñëè
íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕk ∈ C∞0 (G), òàêàÿ ÷òî

ϕk −→ u â L2(G,µ), ∇ϕk −→ z â (L2(G,µ))n ïðè k →∞.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå âèäà
−diva(x)∇µu(x) + c(x)u(x) = f(x) â L2(G,µ), u

∣∣
∂G

= 0. (10.16)
Êàê è ïðåæäå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàòðèöà a(x) ñèììåòðè÷íà è óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè â G è, êðîìå òîãî, c(x) îãðàíè-
÷åíà è îòäåëåíà îò íóëÿ ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé ïðè âñåõ x ∈ G. Ïóñòü
f(x) ∈ L2(G,µ).
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Îïðåäåëåíèå 10.9. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî u ∈ H1
0 (G,µ) ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì çàäà÷è (10.16), åñëè äëÿ ëþáîé v ∈ H1
0 (G,µ) âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëü-

íîå òîæäåñòâî∫

G

a(x)
(∇µu(x) · ∇µv(x) + c(x)u(x)v(x)

)
dµ(x) =

∫

G

f(x)v(x)dµ(x).

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (10.16) ïðîâåðÿþòñÿ
òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 10.3. Íàïîìíèì, ÷òî âûáîð ãðàäè-
åíòà ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ïðèâåäåííîå âûøå èíòåãðàëüíîå
òîæäåñòâî, îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

10.1.10. Äâîéñòâåííîå îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà. Ïðè àíà-
ëèçå ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ñ ìåðîé ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì äâîéñòâåí-
íîå îïðåäåëåíèå òàêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå è äîêàæåì ýê-
âèâàëåíòíîñòü îñíîâíîìó îïðåäåëåíèþ 10.1.

Îïðåäåëåíèå 10.10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî u(x) ∈ H1(Rn, µ), è z(x) ∈
(L2(Rn, µ))n åñòü µ-ãðàäèåíò u(x), åñëè∫

Rn

u(x)g(x)dµ(x) = −
∫

Rn

z(x) · v(x)dµ(x) (10.17)

äëÿ g(x) = divµv(x).
Ïðîâåðèì ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé ïðîñòðàíñòâà H1(Rn, µ).
Ïðåäëîæåíèå 10.3. Îïðåäåëåíèÿ 10.10 è 10.1 ýêâèâàëåíòíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ H1(Rn, µ) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 10.1. Ïî-

ñêîëüêó â îïðåäåëåíèè 10.5 â êà÷åñòâå ïðîáíûõ ôóíêöèé ìîæíî âçÿòü ëþ-
áûå ôóíêöèè èç u ∈ H1(Rn, µ), ïàðà (u,∇µu) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
(10.17) è ïîýòîìó u ∈ H1(Rn, µ) â ñìûñëå âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî
ôóíêöèé (u, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ (10.17), îáðàçóåò çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â (L2(Rn, µ))n+1. Äîïóñòèì, ÷òî îíî øèðå ìíîæåñòâà {(u,∇µu) : u ∈
H1(Rn, µ)}. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî (u0, z0) ∈ (L2(Rn, µ))n+1 âû-
ïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî (10.17) è ðàâåíñòâî∫

Rn

u0(x)u(x)dµ(x) = −
∫

Rn

z0(x) · ∇µu(x)dµ(x), ∀u ∈ H1(Rn, µ).

(Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ýëåìåíòà (u0, z0)!) Ïî îïðåäåëåíèþ îïå-
ðàòîðà µ-äèâåðãåíöèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî u0 = divµz0. Âûáèðàÿ (u0, z0) â
êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè â (10.17), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ∫

Rn

u2
0dµ(x) = −

∫

Rn

|z0|2dµ(x),

êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè (u0, z0). ¤

10.1.11. Àïïðîêñèìàöèÿ ñ ïîìîùüþ ñãëàæèâàíèÿ. Äâîéñòâåííîå îïðå-
äåëåíèå ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, îáñóæäàâøååñÿ âûøå, ïîçâîëÿåò ðàññìîò-
ðåòü âîïðîñû àïïðîêñèìàöèè ñèíãóëÿðíûõ ìåð ïóòåì ñãëàæèâàíèÿ. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ðàäîíîâîé ìåðû µ â Rn (èëè íà òîðå) îïðåäåëèì ìåðó µδ

ðàâåíñòâàìè (10.3)�(10.4). Íàïîìíèì, ÷òî òàê îïðåäåëåííûå ìåðû µδ ëî-
êàëüíî ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê µ ïðè δ → 0.
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Ëåììà 10.6. Ïóñòü g(x) = divµv(x). Òîãäà íàéäóòñÿ gδ ∈ L2(Rn, µδ)
è vδ ∈ (L2(Rn, µδ))n òàêèå, ÷òî

divµδvδ = gδ (10.18)
è ïðè δ → 0

gδ → g ñèëüíî â L2(Rn, µδ), vδ → v ñèëüíî â (L2(Rn, µδ))n. (10.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ôóíêöèè gδ è
vδ, êàê â ëåììå 10.2. Òðåáóåìàÿ ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ ýòîé
ëåììîé. Ïðîâåðèì ñîîòíîøåíèå (10.18). Äëÿ ϕ ∈ C∞0 (Rn, µ) èìååì

∫

Rn

vδ(x) · ∇ϕ(x)dµδ(x) =
∫

Rn

v(x) · ∇(ϕδ)(x)dµ(x)

=
∫

Rn

g(x)ϕδ(x)dµ(x) =
∫

Rn

gδ(x)ϕ(x)dµδ(x).

¤

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ìåðà µδ ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëåíà ðàâåí-
ñòâàìè (10.3)�(10.4), íî uδ ∈ H1(Rn, µδ) � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî, íå ñâÿ-
çàííîå ñî ñãëàæèâàíèåì êàêîé-ëèáî ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü uδ ∈ H1(Rn, µδ), è ïóñòü ïðè δ → 0

uδ ⇀ u ñëàáî â L2(Rn, µδ), ∇µδ

uδ ⇀ z ñëàáî â (L2(Rn, µδ))n.

Òîãäà u ∈ H1(Rn, µ), è z = ∇µu.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôóíêöèé g(x) è v(x), ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì
g(x) = divµv(x), áóäåì èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèè gδ è vδ, ïîñòðîåííûå
â ëåììå 10.6, òàê ÷òî gδ(x) = divµδvδ(x). Òîãäà

∫

Rn

uδ(x)gδ(x)dµδ(x) =
∫

Rn

∇µδ

uδ(x)vδ(x)dµδ(x).

Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè δ → 0 è ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ñèëüíîé ñõîäè-
ìîñòè ôóíêöèé gδ è vδ, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

∫

Rn

u(x)g(x)dµ(x) =
∫

Rn

z(x) · v(x)dµ(x).

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà íà-
õîäèì u ∈ H1(Rn, µ) è z = ∇µu. ¤

Ïðåäûäóùèå óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü âàæíûé ðåçóëüòàò îá
àïïðîêñèìàöèè è ñõîäèìîñòè ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü µ � ìåðà Ðàäîíà â Rn, è µδ � ñãëàæåííûå ìåðû. Ðàññìîòðèì
ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå

−divµa(x)∇µu + λu = f â L2(Rn, µ) (10.20)
è ñåìåéñòâî àïïðîêñèìàöèîííûõ óðàâíåíèé âèäà

−divµδaδ(x)∇µδ

u + λu = fδ â L2(Rn, µδ). (10.21)
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Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü
Λ|ξ|2 6 a(x)ξ · ξ 6 Λ−1|ξ|2, Λ|ξ|2 6 aδ(x)ξ · ξ 6 Λ−1|ξ|2 ∀ξ ∈ Rn, x ∈ Rn,

è aδ(x) → a(x) ñèëüíî â L2(Rn, µδ), fδ(x) → f(x) ñèëüíî â L2(Rn, µδ). Òîãäà
ðåøåíèå uδ(x) óðàâíåíèÿ (10.21) ñèëüíî ñõîäèòñÿ ïðè δ → 0 ê ðåøåíèþ
u(x) óðàâíåíèÿ (10.20) â L2(Rn, µ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî (uδ,∇µδ

uδ) óäîâëåòâîðÿåò îöåí-
êå ‖uδ‖L2(Rn,µδ)+‖∇µδ

uδ‖(L2(Rn,µδ))n 6 C, ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè δk → 0
èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü (uδ,∇µδ

uδ) → (u0, z0) â (L2(Rn, µδ))n+1.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 10.1 èìååì u0 ∈ H1(Rn, µδ) è v0 = ∇µu0. Äàëåå, ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî

aδ(x)∇µδ

uδ(x) ⇀ a(x)∇µu0(x) ñëàáî â (L2(Rn, µδ))n.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå∫

Rn

(
aδ(x)∇µδ

uδ(x) · ∇ϕ(x) + λuδ(x)ϕ(x)
)
dµδ(x) =

∫

Rn

fδ(x)ϕ(x)dµδ(x),

çàêëþ÷àåì, ÷òî (u0(x),∇µu0(x)) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.20). Ñèëüíàÿ
ñõîäèìîñòü ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèåìà, îñíîâàííîãî íà ñõîäèìîñòè
ýíåðãèé. Èñïîëüçóÿ (uδ,∇µδ

uδ) êàê ïðîáíóþ ôóíêöèþ â èíòåãðàëüíîì òîæ-
äåñòâå óðàâíåíèÿ (10.21) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü fδ,
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì

lim
δ→0

∫

Rn

(
aδ(x)∇µδ

uδ(x) · ∇µδ

uδ(x) + λu2
δ

)
dµδ(x)

= lim
δ→0

∫

Rn

uδ(x)fδ(x)dµδ(x) =
∫

Rn

u(x)f(x)dµ(x)

=
∫

Rn

(
a(x)∇µu(x) · ∇µu(x) + λu2

)
dµ(x).

Îáà êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíà â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëóíåïðåðûâíû
ñíèçó ïðè ñëàáîé ñõîäèìîñòè:

lim inf
δ→0

∫

Rn

aδ(x)∇µδ

uδ(x) · ∇µδ

uδ(x)dµδ(x) >
∫

Rn

a(x)∇µu(x) · ∇µu(x)dµ(x),

lim inf
δ→0

∫

Rn

λu2
δ(x)dµδ(x) >

∫

Rn

λu2(x)dµ(x),

ïîýòîìó ïðåäûäóùåå ñîîòíîøåíèå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà
îáà ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà. Ýòî âëå÷åò ñèëüíóþ
ñõîäèìîñòü. ¤

10.1.12. Íåâûðîæäåííîñòü ïåðèîäè÷åñêîé ìåðû. Ïóñòü µ � ïåðèîäè-
÷åñêàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ ìåðà Ðàäîíà â Rn. Êàê îáû÷íî, ìû îòîæäåñòâëÿåì åå
ñ ìåðîé íà òîðå Tn. Äëÿ êàæäîãî ξ ∈ Rn ðàññìîòðèì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó

Âξ · ξ = min
v∈L2

pot(Tn)

∫

Tn

(ξ + v(x)) · (ξ + v(x))dµ(x).
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìèíèìóì ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìîé â Rn, ìàòðèöó êîòîðîé îáîçíà÷èì ÷åðåç Â è áóäåì íàçûâàòü åå
ýôôåêòèâíîé.

Îïðåäåëåíèå 10.11. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ìåðà Ðàäîíà µ íàçûâàåòñÿ íåâû-
ðîæäåííîé, åñëè Â ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, ò.å. Âξ · ξ > c|ξ|2, c > 0.

Ìàòðèöà Â ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â íåêîòîðûõ íàïðàâëåíèÿõ èëè âñþ-
äó. Ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ, îáðàçóþùèõ ÿäðî ìàòðèöû Â, îáîçíà÷èì
K µ.

Çàäà÷à 10.12. Ïóñòü a(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî Λ|ξ|2 6
a(x)ξ · ξ 6 Λ−1|ξ|2 µ-ï.â. Ïîëîæèì

Â1ξ · ξ = min
v∈L2

pot(Tn)

∫

Tn

a(x)(ξ + v(x)) · (ξ + v(x))dµ(x). (10.22)

Äîêàæèòå, ÷òî ÿäðî ìàòðèöû Â1 ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì ìàòðèöû Â.

Áóäåì íàçûâàòü Â1 ýôôåêòèâíîé ìàòðèöåé îïåðàòîðà−divµ(a(x)∇µ·).
Óðàâíåíèå Ýéëåðà âàðèàöèîííîé çàäà÷è (10.22) ïðèíèìàåò âèä: Íàéòè
vξ(x) ∈ L2

pot(Tn, µ) òàêóþ, ÷òî
a(x)(ξ + vξ(x)) ∈ L2

sol(Tn, µ). (10.23)
Îáîçíà÷èâ Πpot îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ â (L2(Tn, µ))n

íà ïîäïðîñòðàíñòâî L2
pot(Tn, µ), ìû ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (10.23) â ñëåäó-

þùåì âèäå: Íàéòè vξ(x) ∈ L2
pot(Tn, µ) òàêóþ, ÷òî

Πpot(a(x)vξ(x)) = −Πpot(a(x)ξ).

Çàäà÷à 10.13. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé v ∈ L2
pot(Tn, µ)

â Πpot

(
a(x)vξ(x)

)
, êîýðöèòèâåí â L2

pot(Tn, µ).

Îòñþäà ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (10.23). Ìàòðèöà
Â1 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Â1ξ =
∫

Tn

a(x)(vξ(x) + ξ))dµ(x), ξ ∈ Rn. (10.24)

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç V (x) ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçîâàíû âåêòîð-ôóíê-
öèÿìè ve1(x), . . . , ven(x) (ej � áàçèñíûå îðòû â Rn), ïåðåïèøåì (10.24) â
ìàòðè÷íîé ôîðìå

Â1 =
∫

Tn

a(x)(Id + V (x)))dµ(x). (10.25)

Ïðåäëîæåíèå 10.4. ßäðî K µ ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû Â (èëè Â1)
ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ïîñòîÿííûõ ïîòåíöèàëüíûõ âåêòîðîâ, ò.å.
ξ ∈ K µ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ ξ ïðè µ-ï.â.
x, ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé. Âåêòîð η ∈ Rn ëåæèò â îðòîãîíàëüíîì
äîïîëíåíèè ê K µ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ v ∈
L2

sol(Tn, µ) òàêàÿ, ÷òî
∫

Tn

v(x)dµ(x) = η.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç âàðèàöèîííîé ôîð-
ìóëû (10.22). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäïîëîæèì ñíà-
÷àëà, ÷òî η =

∫
Tn

v(x)dµ(x) äëÿ íåêîòîðîé v ∈ L2
sol(Tn, µ). Åñëè ξ ∈ K µ, òî

âåêòîð ξ ïîòåíöèàëåí, ïîýòîìó 0 =
∫

Tn

ξ · v(x)dµ(x) = ξ · η. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ

îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Â1ξ, ξ ∈ Rn, ñîâïàäàåò ñ
îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê K µ. Â ñèëó (10.24) ëþáîé âåêòîð âèäà Â1ξ
ÿâëÿåòñÿ µ-ñðåäíèì çíà÷åíèåì íåêîòîðîé ôóíêöèè êëàññà L2

sol(Tn, µ). ¤

Ðàññìîòðèì ìîäèôèöèðîâàííóþ ÿ÷åè÷íóþ çàäà÷ó: Íàéòè v+
ξ (x) ∈

L2
pot(Tn, µ) òàêóþ, ÷òî

a(x)(Πeffξ + v+
ξ (x)) ∈ L2

sol(Tn, µ), (10.26)

ãäå Πeff � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà îðòîãîíàëüíîå äî-
ïîëíåíèå ê K µ. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
óñòàíàâëèâàþòñÿ òàê æå êàê äëÿ çàäà÷è (10.23). Èç ïðåäëîæåíèÿ 10.4 âû-
òåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 10.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî a(x)(ξ+vξ(x)) = a(x)(Πeffξ+
v+). Ýôôåêòèâíàÿ ìàòðèöà Â1, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (10.24), ìîæåò
áûòü òàêæå îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå

Â1ξ =
∫

Tn

a(x)(v+
ξ (x) + Πeffξ))dµ(x), ξ ∈ Rn. (10.27)

10.2. Äâóõìàñøòàáíàÿ ñõîäèìîñòü â ïåðåìåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Òåõíèêà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè (ñì. §9) áûëà ââåäåíà â ðàáîòàõ [94,
3] è îêàçàëàñü î÷åíü ýôôåêòèâíîé âî ìíîãèõ çàäà÷àõ óñðåäíåíèÿ. Çäåñü ìû
ðàñøèðèì êëàññè÷åñêîå ïîíÿòèå äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè íà ñëó÷àé ïå-
ðåìåííûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ïåðèîäè÷åñêîé áûñòðîîñöèëëèðóþùåé ìåðîé. Áó-
äóò äàíû îïðåäåëåíèÿ è ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà òàêîé ñõîäèìîñòè.
Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ýòè âîïðîñû èññëåäîâàëèñü â [32, 55, 57].

Ïóñòü µ � ïåðèîäè÷åñêàÿ ìåðà Ðàäîíà â Rn ñ ïåðèîäîì åäèíèöà ïî
êàæäîìó èç êîîðäèíàòíûõ íàïðàâëåíèé, è ïóñòü ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî. Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
µε(dx) = εnµ(dx

ε ), ò.å. µε(B) = εnµ(ε−1B) äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæå-
ñòâà B ⊂ Rn. Íàïîìíèì (ñì. çàäà÷ó 10.8), ÷òî ñåìåéñòâî ìåð µε ñëàáî ñõî-
äèòñÿ ïðè ε → 0 ê ìåðå µ(2)dx, ãäå 2 = [0, 1)n. Â ÷àñòíîñòè, åñëè µ(2) = 1,
òî µε ñõîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîé ìåðå Ëåáåãà. Ïóñòü G � æîðäàíîâà îáëàñòü
â Rn (çäåñü ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ëèïøèöåâû è ãëàäêèå îáëàñòè ëèáî âñå
ïðîñòðàíñòâî Rn).

Îïðåäåëåíèå 10.12. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðè ε → 0 ñåìåéñòâî ôóíê-
öèé uε ∈ L2(G, µε) äâóõìàñøòàáíî ñõîäèòñÿ â L2(G,µε) ê ôóíêöèè u(x, y)
∈ L2(G×2, dx× µ(y)), åñëè ‖uε‖L2(G,µε) 6 C, ε > 0 è

∫

G

uε(x)ϕ(x)ψ
(x

ε

)
dµε(x) −→

∫

G

∫

2

u(x, y)ϕ(x)ψ(y)dxdµ(y) ïðè ε → 0

äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé ϕ ∈ C∞0 (G) è ψ ∈ C∞per(2).
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Çàìå÷àíèå 10.3. Êàê óæå îáñóæäàëîñü â §9, â äàííîì îïðåäåëåíèè
ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé èç êëàññà L2(G×
2, dx×µ(y)). Òåì íå ìåíåå, êëàññ ïðîáíûõ ôóíêöèé â îïðåäåëåíèè äâóõìàñ-
øòàáíîé ñõîäèìîñòè ìîæíî ðàñøèðèòü, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà C(G,Cper(2)) (äîêàæèòå!).

Äðóãèì äîïóñòèìûì êëàññîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà

ψ(x, y) =
N∑
1

ϕi(x)gi(y), (10.28)

ãäå ϕi ∈ C∞(G), gi ∈ L2(2, µ) è N � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî (äîêàæèòå!).
Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ðàâíîìåðíîé èíòåãðèðóåìîñòè ìîãóò

áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíû ôóíêöèè Êàðàòåîäîðè (ñì. [57, ëåììà 3.1, òåî-
ðåìà 3.3]), íî ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ëèøü ïðîáíûìè ôóíêöèÿìè èç îäíîãî
èç óêàçàííûõ âûøå êëàññîâ.

Ïðèâåäåì ïðîñòîå òåõíè÷åñêîå óòâåðæäåíèå (ñâîéñòâî ñðåäíåãî çíà-
÷åíèÿ), êîòîðîå ìíîãîêðàòíî èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 10.7. Ïóñòü g(x, y) ∈ C(G;Cper(2)), ò.å. g(x, y) íåïðåðûâíà
ïî îáîèì àðãóìåíòàì â G×2 è 2-ïåðèîäè÷íà ïî y. Òîãäà

lim
ε→0

∫

G

g
(
x,

x

ε

)
dµε(x) =

∫

G×2

g(x, y)dxdµ(y). (10.29)

Çàäà÷à 10.14. Äîêàæèòå ëåììó 10.7.
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ôóíêöèé (10.28) òðèâèàëüíî.
Îïèñàíèå ñâîéñòâ äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè íà÷íåì ñ ðåçóëüòàòà î

ñëàáîé êîìïàêòíîñòè ñåìåéñòâà îãðàíè÷åííûõ â L2(G,µε) ôóíêöèé.
Ïðåäëîæåíèå 10.5. Ïóñòü uε ∈ L2(G, µε) è ‖uε‖L2(G,µε) 6 C. Òîãäà

ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè εk → 0 ôóíêöèè uε ñõîäÿòñÿ äâóõìàñøòàáíî
â L2(G,µε) ê íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x, y) ∈ L2(G×2, dx× µ(y)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå â
C(G; Cper(2)) ñåìåéñòâî ôóíêöèé {gj(x, y)}, j = 1, 2, . . . . Ýòî ñåìåéñòâî
òàêæå ïëîòíî â L2(G×2, dx× µ(y)). Îáîçíà÷èì

Hε(ψ) ≡
∫

G

uε(x)ψ
(
x,

x

ε

)
µε(x).

Ïî ëåììå 10.7 äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ψ(x, y) èìååì

lim sup
ε→0

H 2
ε (ψ) 6 lim sup

ε→0
‖uε‖2L2(G,µε)

∫

G

ψ2
(
x,

x

ε

)
dµε(x)

6 C‖ψ(x, y)‖2L2(G×2,dx×µ(y)). (10.30)
Âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk òàêóþ, ÷òî Hεk

(ψ1) ñõîäèòñÿ, è îáîçíà-
÷èì ïðåäåë ÷åðåç H0(ψ1). Äàëåå, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εk âûáåðåì ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé èñïîëüçóåì òî æå îáîçíà÷åíèå εk, òàê ÷òî
Hεk

(ψ2) ñõîäèòñÿ. Ïðåäåë îáîçíà÷èì ÷åðåç H0(ψ2). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðî-
öåññ è ïðèìåíÿÿ äèàãîíàëüíóþ ïðîöåäóðó, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
εk → 0 òàêóþ, ÷òî Hεk

(ψj) ñõîäèòñÿ ê H0(ψj) ïðè âñåõ j = 1, 2, . . . . Ïî
ïîñòðîåíèþ è â ñèëó (10.30) îòîáðàæåíèå H0(ψ), ψ ∈ {ψj}, ïðîäîëæàåòñÿ
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äî íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â L2(G× 2, dx× µ(y)), ïðè÷åì äëÿ
ëþáîé ψ ∈ C(G; Cper(2)) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
k→∞

Hεk
(ψ) = H0(ψ).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ðèññà, íàõîäèì ôóíêöèþ u(x, y) ∈ L2(G×2, dx× µ(y))
òàêóþ, ÷òî

H0(ψ) =
∫

G×2

ψ(x, y)u(x, y)dxdµ(y)

äëÿ ëþáîé ψ(x, y) ∈ L2(G×2, dx×µ(y)), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ¤

Åùå îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ
ïîëóíåïðåðûâíîñòü L2-íîðìû â òîïîëîãèè ýòîé ñõîäèìîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 10.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ uε(x) ñõîäèòñÿ
äâóõìàñøòàáíî â L2(G,µε) ê ôóíêöèè u(x, y). Òîãäà

lim inf
ε→0

∥∥uε
∥∥

L2(G,µε)
>

∥∥u(x, y)
∥∥

L2(G×2,dx×µ(y))
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü u(x, y) â
êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè, ïîñêîëüêó îíà íå îáÿçàíà áûòü íåïðåðûâíîé.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ïî y ôóíêöèþ
uδ(x, y), àïïðîêñèìèðóþùóþ u(x, y) â íîðìå L2, òàê ÷òî∥∥u(x, y)− uδ(x, y)

∥∥
L2(G×2,dx×µ(y))

6 δ.

Ïî îïðåäåëåíèþ äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè è â ñèëó ëåììû 10.7 èìååì

0 6 lim inf
ε→0

∫

G

(
uε(x)− uδ

(
x,

x

ε

))2

dµε(x)

6 lim inf
ε→0

∫

G

(uε(x))2dµε(x)−2lim
ε→0

∫

G

uε(x)uδ

(
x,

x

ε

)
dµε(x)+ lim

ε→0

∫

G

u2
δ

(
x,

x

ε

)
dµε(x)

= lim inf
ε→0

∫

G

(uε(x))2dµε(x)−2
∫

G×2

u(x, y)uδ(x, y)dxdµ(y)+
∫

G×2

u2
δ(x, y)dxdµ(y).

Îòñþäà

lim inf
ε→0

∫

G

(uε(x))2dµε(x) > 2
∫

G×2

u(x, y)uδ(x, y)dxdµ(y)−
∫

G×2

u2
δ(x, y)dxdµ(y).

Ââèäó âûáîðà uδ âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ ïðè δ → 0 ê âåëè÷èíå
‖u(x, y)‖2L2(G×2,dx×µ(y)). Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü îò δ íå çàâèñèò, ïåðåõîäîì
ê ïðåäåëó ïî δ ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. ¤

Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå ñèëüíîé äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè.
Îïðåäåëåíèå 10.13. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé uε(x) ∈

L2(G,µε) ñõîäèòñÿ ñèëüíî äâóõìàñøòàáíî â L2(G,µε) ê u(x, y) ∈ L2(G ×
2, dx×µ(y)), åñëè uε(x) ñõîäèòñÿ ê u(x, y) äâóõìàñøòàáíî â L2(G,µε) è äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vε(x), ñõîäÿùåéñÿ äâóõìàñøòàáíî â L2(G,µε) ê
v(x, y), ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå∫

G

uε(x)vε(x) dµε(x) −→
∫

G×2

u(x, y)v(x, y)dxdµ(y) ïðè ε → 0.
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Ìîæíî äàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå, íå èñïîëüçóþùåå âñïîìîãà-
òåëüíîãî ñåìåéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 10.14. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé uε(x) ∈
L2(G,µε) ñõîäèòñÿ ñèëüíî äâóõìàñøòàáíî â L2(G, µε) ê u(x, y) ∈ L2(G ×
2, dx× µ(y)), åñëè uε(x) ñõîäèòñÿ ê u(x, y) äâóõìàñøòàáíî â L2(G,µε) è

lim
ε→0

∫

G

|uε(x)|2dµε(x) =
∫

G×2

|u(x, y)|2dxdµ(y).

Çàäà÷à 10.15. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé 10.13 è 10.14
ñèëüíîé äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè.

Ïðè óñðåäíåíèè áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû î
ñòðóêòóðå äâóõìàñøòàáíîãî ïðåäåëà. Îíè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé
ïåðåìåííûõ ïðîñòðàíñòâ ðåçóëüòàòîâ èç §9.

Ïðåäëîæåíèå 10.7. Ïóñòü uε(x) ∈ H1(G,µε) è
∥∥uε

∥∥
L2(G,µε)

6 C, lim
ε→0

ε
∥∥∇µuε(x)

∥∥
(L2(G,µε))n = 0.

Òîãäà ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè uε ñõîäèòñÿ äâóõìàñøòàáíî â L2(G,µε)
ê íåêîòîðîé ôóíêöèè u0(x), êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 10.5 ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôóíêöèè uε(x) ñõîäÿòñÿ äâóõìàñøòàáíî â L2(G,µε) ê u(x, y) ∈ L2(G ×
2, dx× µ(y)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé v(y) ∈ (L2(G,µε))n è g(y) ∈
L2(G,µε) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå g(y) = divµv(y). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ϕ(x) ∈
C∞0 (G) èìååì

∫

G

uε(x)ϕ(x)g
(x

ε

)
dµε(x) = −ε

∫

G

∇µ
(
uε(x)ϕ(x)

) · v
(x

ε

)
dµε(x).

Ïåðåõîäîì ê äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó ïîëó÷èì∫

G×2

u(x, y)ϕ(x)g(y)dxdµ(y) = 0.

Ïîñêîëüêó ϕ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç C∞0 (G), èìååì
∫

G×2

u(x, y)g(y)dµ(y) = 0

ïðè ïî÷òè âñåõ x. Íà îñíîâàíèè ëåììû 10.4 âûâîäèì, ÷òî∫

G×2

u(x, y)g(y)dµ(y) = 0

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g(y) ∈ L2(2, µ) ñ íóëåâûì ñðåäíèì îòíîñèòåëüíî ìåðû
µ. Ïîýòîìó u(x, y) íå çàâèñèò îò y, ò.å. u(x, y) = u(x). ¤

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç K µ ìû îáîçíà÷èëè ÿäðî ìàòðèöû Â. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Πeff îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ â Rn íà îðòîãîíàëü-
íîå äîïîëíåíèå ê K µ. Ïîëîæèì ∇eff = Πeff∇ è îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî
Heff(G) = {u ∈ L2(G) : Πeff∇u ∈ (L2(G))n}.
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Òåîðåìà 10.3. Ïóñòü uε óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì∥∥uε
∥∥

L2(G,µε)
6 C,

∥∥∇µεuε
∥∥

(L2(G,µε))n 6 C.

Òîãäà ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè ε → 0

uε(x) ⇀ u0(x) äâóõìàñøòàáíî â L2(G,µε), (10.31)

∇µuε(x) ⇀ ∇effu0(x) + u1(x, y) äâóõìàñøòàáíî â (L2(G,µε)), (10.32)
ïðè÷åì u0 ∈ Heff(G) è u1 ∈ L2(G; L2

pot(2, µ)).

Çàìå÷àíèå 10.4. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåâûðîæäåííûõ ìåð Heff(G) ñîâ-
ïàäàåò ñ H1(G) è ∇eff = ∇. Â ÷àñòíîñòè, åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10.3
µ(y) � íåâûðîæäåííàÿ ìåðà, òî u0 ∈ H1(G) è ∇effu0 = ∇u0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåçàâèñèìîñòü u0 îò y äîêàçàíà â ïðåäëîæåíèè 10.7.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç q(x, y) äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè∇µεuε

â (L2(G,µε))n. Åãî ñóùåñòâîâàíèå ãàðàíòèðóåòñÿ ïðåäëîæåíèåì 10.5. Âû-
áåðåì ïðîáíóþ ôóíêöèþ âèäà ϕ(x)v(x/ε), ãäå ϕ(x) ∈ C∞0 (G) è v(y) ∈
L2

sol(2, µ), è îáîçíà÷èì ξ =
∫
2

v(y)dµ(y). Òîãäà
∫

G

∇µεuε(x) · v
(x

ε

)
ϕ(x)dµε(x) =

∫

G

∇µε
(
uε(x)ϕ(x)

) · v
(x

ε

)
dµε(x)

−
∫

G

uε(x)∇ϕ(x) · v
(x

ε

)
dµε(x) = −

∫

G

uε(x)∇ϕ(x) · v
(x

ε

)
dµε(x)

Ïîñëå ïåðåõîäà ê äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó∫

G×2

q(x, y) · v(y)ϕ(x)dxdµ(y) = −
∫

G×2

u0(x)v(y) · ∇ϕ(x)dxdµ(y)

− ξ ·
∫

G

u0(x)ϕ(x)dx.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé, çàêëþ÷àåì, ÷òî

ξ · ∇u0(x) = −
∫

2

q(x, y) · v(y)dµ(y) (10.33)

äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ G. Ïîñêîëüêó q ∈ L2(G×2, dx×µ(y)), èìååì ξ ·∇u0(x) ∈
L2(G). Âêëþ÷åíèå ∇effu0 ∈ (L2(G))n ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 10.4.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî u1(x, y) ∈ L2(G; L2
pot(2)). Ñ ýòîé öåëüþ ïðå-

îáðàçóåì ðàâåíñòâî (10.33) ê âèäó
∫

2

(
(q(x, y)−∇effu0(x)

) · v(y)dµ(y) = 0

äëÿ ïî÷òè âñåõ x. Òîãäà ((q(x, y)−∇effu0(x)) ∈ L2(G; L2
pot(2)). ¤

Ïðèâåäåì åùå îäèí ðåçóëüòàò î ñòðóêòóðå äâóõìàñøòàáíîãî ïðåäåëà.
Òåîðåìà 10.4. Ïðè âûïîëíåíèè îöåíîê∥∥uε

∥∥
L2(G,µε)

6 C, ε
∥∥∇µεuε

∥∥
(L2(G,µε))n 6 C.
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íàéäóòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk → 0 è u0(x, y) ∈ L2(G;H1
per(2, µ))

òàêèå, ÷òî

uε(x) ⇀ u0(x, y) äâóõìàñøòàáíî â L2(G,µε), (10.34)

ε∇µuε(x) ⇀ ∇µ
yu0(x, y) äâóõìàñøòàáíî â (L2(G,µε)). (10.35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g(y) = divµv(y). Òîãäà g(x/ε) = εdivµε
v(x/ε)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
∫

G

uε(x)ϕ(x)g
(x

ε

)
dµε(x) = −

∫

G

ε∇µε
(
uε(x)ϕ(x)

) · v
(x

ε

)
dµε(x)

äëÿ ëþáîé ϕ(x) ∈ C∞0 (G). Îáîçíà÷èì äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ε∇µεuε(x) â (L2(G,µε))n ÷åðåç q(x, y). Ïåðåõîäÿ â ïðåäûäóùåì
ðàâåíñòâå ê äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó, íàõîäèì

∫

G×2

u0(x, y)ϕ(x)g(y)dxµ(dy) = −
∫

G×2

q(x, y)ϕ(x)v(y)dxµ(dy).

Ïîýòîìó ïðè ïî÷òè âñåõ x ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
∫

2

u0(x, y)g(y)µ(dy) = −
∫

2

q(x, y)v(y)µ(dy).

Ñëåäîâàòåëüíî, q(x, y) = ∇µu0(x, y); çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè äâîéñòâåííîå
îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà H1(Tn, µ). ¤

Ïðè èçó÷åíèè êðàåâûõ çàäà÷ âîçíèêàåò âîïðîñ î âûïîëíåíèè êðàåâûõ
óñëîâèé äëÿ äâóõìàñøòàáíîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé.

Ïóñòü K µ � ÿäðî ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû Â ïåðèîäè÷åñêîé ìåðû Ðà-
äîíà µ â Rn è Πeff � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð â Rn íà îðòîãîíàëüíîå äî-
ïîëíåíèå ê K µ. Ââåäåì íîðìó

‖u‖2Heff(G) =
∫

G

(
u2(x) + |Πeff∇u(x)|2)dx

è îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Heff
0 (G) êàê çàìûêàíèå ìíîæåñòâà C∞0 (G) ôóíê-

öèé ïî ýòîé íîðìå. Èçâåñòíî (ñì. [138, ãë. X, § 2, ëåììà 2.6]), ÷òî ýòî ïðî-
ñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ôóíêöèé u(x) ñ íîñèòåëåì â G, äëÿ
êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∫

Rn

(
u2(x) + |Πeff∇u(x)|2)dx 6 ∞.

Èç òåîðåìû 10.3 âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 10.2. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 10.3, è
ïóñòü uε ∈ H1

0 (G; µε). Òîãäà ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ u0(x) ∈ Heff
0 (G). Â ÷àñò-

íîñòè, åñëè µ íåâûðîæäåíà, òî u0 ∈ H1
0 (G).
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10.3. Óñðåäíåíèå. Ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû î äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè
è äðóãèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå âûøå, äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá óñðåä-
íåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïåðåìåííûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ.

Ïóñòü µ � ïåðèîäè÷åñêàÿ ìåðà Ðàäîíà â Rn è µε = εnµ(dx/ε). Íà÷íåì
ñ èçó÷åíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà

−divµε

(
a
(x

ε

)
∇µεu

)
+ c

(x

ε

)
u = fε(x) â L2(Rn, µε), (10.36)

çàäàííîãî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå. Êàê è ðàíåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî a(y) ðàâ-
íîìåðíî ýëëèïòè÷íà, ò.å. Λ|ξ|2 6 a(y)ξ · ξ 6 Λ−1|ξ|2 ïðè µ-ï.â. y ∈ 2 è ïðè
âñåõ ξ ∈ Rn, à òàêæå ÷òî 0 < c0 6 c(y) 6 c1.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ vξ(y) êàê ðåøåíèå çàäà÷è (10.23), è ìàòðèöó Â1

ïî ôîðìóëå (10.25) ëèáî (10.22). Îáîçíà÷èì ĉ =
∫

2

c(y)dµ(y). Óðàâíåíèå

−div
(
Â1∇u

)
+ ĉu = f(x), x ∈ Rn, (10.37)

áóäåì íàçûâàòü óñðåäíåííûì è åãî ðåøåíèå îáîçíà÷àòü ÷åðåç u0(x). Â íà-
øèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòî óðàâíåíèå êîýðöèòèâíî, ïîýòîìó îíî èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå â L2(Rn).

Òåîðåìà 10.5. Ïóñòü fε(x) ñõîäèòñÿ ñèëüíî (ñëàáî) â L2(Rn, µε) ê
ôóíêöèè f(x) ∈ L2(Rn). Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå óñëî-
âèé ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

uε(x) −→ u0(x) ñèëüíî (ñëàáî) â L2(Rn, µε) ïðè ε → 0,

ãäå uε(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.36). Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ñõîäè-
ìîñòü ïîòîêîâ

a
(x

ε

)
∇µεuε ⇀ Â1∇effu0(x) ñëàáî â (L2(Rn, µε))n ïðè ε → 0

è, â ñëó÷àå ñèëüíîé ñõîäèìîñòè fε ê f , ñõîäèìîñòü ýíåðãèé

lim
ε→0

∫

Rn

a
(x

ε

)
∇µεuε(x) · ∇µεuε(x)dµε(x) =

∫

Rn

Â1∇effu0 · ∇effu0dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ uε(x) â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè â èí-
òåãðàëüíîì òîæäåñòâå óðàâíåíèÿ (10.36), ïðèõîäèì ê àïðèîðíîé îöåíêå

‖uε‖L2(Rn,µε) + ‖∇µεuε‖(L2(Rn,µε))n 6 C‖fε‖L2(Rn,µε).

Ïî òåîðåìå 10.3 ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk → 0 òàêóþ,
÷òî uε ⇀ u0(x) ñëàáî â L2(Rn, µε) ïðè εk → 0 è ∇µεuε ⇀ ∇effu0(x) +
u1(x, y) äâóõìàñøòàáíî â L2(Rn, µε) ïðè εk → 0, ïðè÷åì u0 ∈ Heff(Rn)
è u1 ∈ L2(G; L2

pot(2, µ)). Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî çàäà÷è
(10.36) ïðîáíóþ ôóíêöèþ âèäà εϕ(x)g(x/ε), ϕ ∈ C∞0 (Rn), g(y) ∈ H1(2, µ),
íàõîäèì

ε

∫

Rn

a
(x

ε

)
∇µεuε(x) ·

{
ϕ(x)∇µεg

(x

ε

)
+ g

(x

ε

)
∇ϕ(x)

}
dµε(x)

+ε

∫

Rn

c
(x

ε

)
uε(x)ϕ(x)g

(x

ε

)
dµε(x) = ε

∫

Rn

fε(x)ϕ(x)g
(x

ε

)
dµε(x).
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Ïåðåõîä â ýòîì ðàâåíñòâå ê äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó ïðèâîäèò ê ñîîòíî-
øåíèþ ∫

Rn×2

a(y)
(∇effu0(x) + u1(x, y)

) · ϕ(x)∇µg(y)dxdµ(y) = 0,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî∫

2

a(y)
(∇effu0(x) + u1(x, y)

)∇µg(y)µ(y) = 0

ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ Rn. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå çàäà÷è (10.27) çàâèñèò îò ξ
ëèíåéíî, è ∇effu0(x) = Πeff∇u0(x), èìååì u1(x, y) = v+

(∇effu0(x))
(y).

Âûáðàâ òåïåðü â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (x), ïîëó÷èì∫

Rn

a
(x

ε

)
∇µεuε(x) · ∇ϕ(x)dµε(x)

∫

Rn

c
(x

ε

)
uε(x)ϕ(x)dµε(x)

=
∫

Rn

fε(x)ϕ(x)dµε(x).

Ïîñëå ïåðåõîäà ê äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó ïîëó÷èì∫

Rn×2

a(y)
(∇effu0(x) + v+

(∇effu0(x))
(y)

) · ∇ϕ(x)dxdµ(y)

∫

Rn×2

c(y)u0(x)ϕ(x)dxdµ(y) =
∫

Rn×2

f(x)ϕ(x)dxdµ(y). (10.38)

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.1∫

Rn×2

a(y)
(∇effu0(x) + v+

(∇effu0(x))
(y)

)
dµ(y) = Â1∇effu0(x)

ïîýòîìó óðàâíåíèå (10.38) ïðèíèìàåò âèä∫

Rn

Â1∇effu0(x) · ∇ϕ(x)dx +
∫

Rn

ĉu0(x)ϕ(x)dx =
∫

Rn

f(x)ϕ(x)dx.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðåäåëüíîé çàäà÷è
âñå ñåìåéñòâî uε(x) ñõîäèòñÿ ê u0(x).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî uε(x) ñõîäèòñÿ ê u0(x) ñèëüíî â L2(Rn, µε), åñëè
fε ñõîäÿòñÿ ñèëüíî. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå

−divµε

(
a
(x

ε

)
∇µεzε

)
+ c

(x

ε

)
zε = uε(x) â L2(Rn, µε). (10.39)

Ïîñêîëüêó uε ñõîäÿòñÿ ñëàáî â L2(Rn, µε) ê u0(x), ïî äîêàçàííîìó óæå
óòâåðæäåíèþ zε(x) ñõîäÿòñÿ â òîì æå ïåðåìåííîì ïðîñòðàíñòâå ê ðåøåíèþ
z0(x) óðàâíåíèÿ

−div(Â1∇effz0(x)) + ĉz0 = u0(x).
Èñïîëüçóÿ ïðîáíóþ ôóíêöèþ uε â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå óðàâíåíèÿ (10.39)
è ïðîáíóþ ôóíêöèþ zε(x) â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå óðàâíåíèÿ (10.36), à
çàòåì âû÷èòàÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, íàéäåì∫

Rn

(uε(x))2dµε(x) =
∫

Rn

fε(x)zε(x)dµε(x).
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Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî ñ ïðåäåëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó∫

Rn

(u0(x))2dx =
∫

Rn

f(x)z0(x)dx.

Âûïîëíèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèÿõ, ïîëó÷àåì

lim
ε→0

∫

Rn

(uε(x))2dµε(x) =
∫

Rn

f(x)z0(x)dx =
∫

Rn

(u0(x))2dx.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ïîòîêîâ âñïîìíèì, ÷òî
a
(x

ε

)
∇µεuε ⇀ a(y)(∇effu0(x) + v+

∇effu0(x)
) äâóõìàñøòàáíî â L2(Rn, µε).

Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìàÿ ñõîäèìîñòü ïîòîêîâ, ïîñêîëüêó∫

2

(
a(y)(∇effu0(x) + v+

∇effu0(x)
)
)
dµ(y) = Â1∇effu0(x).

Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ýíåðãèé îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ. ¤

Òåîðåìà îá óñðåäíåíèè ñïðàâåäëèâà òàêæå äëÿ êðàåâûõ çàäà÷. Ïðîèë-
ëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå çàäà÷è Äèðèõëå. Ïóñòü G � ëèïøèöåâà îãðà-
íè÷åííàÿ îáëàñòü. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå
−divµε

(
a
(x

ε

)∇µεuε
)

+ c
(x

ε

)
uε = fε(x) â L2(G,µε), uε ∈ H1

0 (G,µε).

(10.40)
Ïðèâîäèìîå íèæå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü äîêàçàíî òàê æå, êàê ïðåäû-
äóùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 10.6. Ïóñòü fε(x) ñõîäèòñÿ ñèëüíî (ñëàáî) â L2(G,µε) ê
f(x) ∈ L2(G). Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10.5 ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñî-
îòíîøåíèå

uε(x) −→ u0(x) ñèëüíî (ñëàáî) â L2(G,µε)ïðè ε → 0,

ãäå uε(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.40) è u0(x) � ðåøåíèå óñðåäíåííîé
çàäà÷è

−div(Â1∇effu0) + ĉu0 = f â G, u0 ∈ Heff
0 (G).

Òàêæå èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïîòîêîâ
a
(x

ε

)
∇µεuε ⇀ Â1∇effu0(x) ñëàáî â (L2(G,µε))n ïðèε → 0

è, â ñëó÷àå ñèëüíîé ñõîäèìîñòè fε, ñõîäèìîñòü ýíåðãèé

lim
ε→0

∫

G

a
(x

ε

)
∇µεuε(x) · ∇µεuε(x)dµε(x) =

∫

G

Â1∇effu0 · ∇effu0dx.

10.4. Êîììåíòàðèè. Ðàçâèòàÿ âûøå òåõíèêà ìîæåò óñïåøíî ïðèìåíÿòü-
ñÿ ïðè èçó÷åíèè çàäà÷ óñðåäíåíèÿ äëÿ âûñîêî êîíòðàñòíûõ ñèíãóëÿðíûõ
è òîíêèõ ñòðóêòóð, íàïðèìåð, ñèíãóëÿðíûõ çàäà÷ äâîéíîé ïîðèñòîñòè [55,
26], äëÿ óñðåäíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ â ïåðåìåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ,
çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ òîíêèõ êàðêàñîâ [56, 60, 107], íåëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ â ïåðåìåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ [57, 78] è ìíîãèõ äðóãèõ.

Ïîìèìî ñîáñòâåííî ðåçóëüòàòîâ îá óñðåäíåíèè áîëüøîé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿþò òàêæå èçó÷åíèå áëèçêèõ âîïðîñîâ, òàêèõ êàê öåíòðàëüíàÿ ïðå-
äåëüíàÿ òåîðåìà, ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è, êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû ïðè
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ïåðåõîäå ê ïðåäåëó ïî ðàçìåðó ïåðèîäà è ïî òîëùèíå ñòðóêòóðû (ñì.
[130, 56]) è ìíîãèõ äðóãèõ.

§ 11. Ìåòîä ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

11.1. Ïðîñòîé ïðèìåð. Íà÷íåì èçëîæåíèå ìåòîäà �ñðàùèâàíèÿ� àñèìï-
òîòèê ñ ïðîñòîãî ïðèìåðà, ïðèâåäåííîãî â [63]. Ýòîò ïðèìåð íå èìååò íèêà-
êîãî îòíîøåíèÿ ê êðàåâûì çàäà÷àì, íî îí íàãëÿäíî è äîñòóïíî èëëþñòðè-
ðóåò ñàì ìåòîä ñîãëàñîâàíèÿ ðàçëîæåíèé. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíê-
öèþ, çàâèñÿùóþ îò ìàëîãî ïàðàìåòðà (îáû÷íî ýòî ðåøåíèå ñèíãóëÿðíî
âîçìóùåííîé êðàåâîé çàäà÷è), ìû ïðèáëèæàåì ðàçëè÷íûìè àñèìïòîòè÷å-
ñêèìè ðÿäàìè, îäíèì (âíåøíåå ðàçëîæåíèå) � âñþäó â îáëàñòè çà èñêëþ-
÷åíèåì ìàëîé îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, à äðóãèì (âíóòðåííåå
ðàçëîæåíèå) � â ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà, íàçûâàåìîé ïîãðà-
íè÷íûì ñëîåì. Çàòåì èç ýòèõ äâóõ ðÿäîâ ñòðîèòñÿ íîâûé àñèìïòîòè÷åñêèé
ðÿä (ñîñòàâíîå ðàçëîæåíèå) êàê ñóììà îòðåçêîâ âíåøíåãî è âíóòðåííåãî
ðàçëîæåíèé ìèíóñ èõ îáùàÿ ÷àñòü.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

fε(x) =
ex

x + ε
, (11.1)

çàäàííóþ íà îòðåçêå [0, 1]. Ìû õîòèì èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ýòîé ôóíêöèè
ïðè ε → 0. Ïðè ôèêñèðîâàííîì ε îíà íå èìååò íèêàêèõ îñîáåííîñòåé íà
îòðåçêå [0, 1], íî ïðè ñòðåìëåíèè ε → 0 îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè fε(x) ïðè-
áëèæàåòñÿ ê îòðåçêó [0, 1], ïîýòîìó ïðè ε → 0 ìîæíî îæèäàòü ïðîáëåìû
ñî ñõîäèìîñòüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε â îêðåñòíîñòè òî÷êè
x = 0.

Ïðè ëþáîì x > 0 ôóíêöèÿ (11.1) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì
ε ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fε(x) =
ex

x

(
1− ε

x
+

ε2

x2
− ε3

x3
+ . . .

)
, (11.2)

è ýòà àñèìïòîòèêà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé ïî x íà ìíîæåñòâå x > δ > 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x > δ

∣∣∣∣∣fε(x)− ex

x

n∑

i=0

(−1)i εi

xi

∣∣∣∣∣ =
ex

x + ε

εn+1

xn+1
6 3εn+1

δn+2
(11.3)

è ïðè ìàëûõ x ðÿä (11.2) íå ïðèáëèæàåò ôóíêöèþ fε(x). Ëåãêî îöåíèòü
ðàçíîñòü (11.3), íàïðèìåð, ïðè x 6 ε. Èìååì

∣∣∣∣fε(x)− ex

x

n∑

i=0

(−1)i εi

xi

∣∣∣∣ =
ex

x + ε

εn+1

xn+1
>

1
2ε

.

×òîáû ïðåäñòàâèòü ôóíêöèþ fε(x) ðÿäîì â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0,
ââåäåì �áûñòðûå� ïåðåìåííûå ξ = x/ε è ðàçëîæèì ôóíêöèþ fε(x) â äðóãîé
àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä

fε(εξ) =
eεξ

ε(1 + ξ)
=

1
ε(1 + ξ)

(
1 + εξ + ε2 ξ2

2
+ . . .

)
. (11.4)
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Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà ðàçíîñòè ôóíêöèè fε è ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà ïîëó-
÷àåòñÿ òàê æå ïðîñòî. Èìåííî,

∣∣∣∣fε(εξ)− 1
ε(1 + ξ)

k∑

i=0

(εξ)i

i!

∣∣∣∣ =
3

ε(1 + ξ)
(εξ)k+1

(k + 1)!
, (11.5)

ïîýòîìó ïðè ξ ¿ 1/ε ðÿä (11.4) äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ fε(εξ).
Äàäèì îïèñàíèå èíòåðâàëîâ,
ãäå ðÿäû (11.2) è (11.4) õî-
ðîøî ïðèáëèæàþò ôóíêöèþ
fε(x) (ñì. ðèñ. 10.1). Ïóñòü
0 < α < β < 1. Îïðåäåëèì
îòðåçêè Ω = {x : εβ 6 x 6 1},
ω = {x : 0 6 x 6 εα}
è çàìåòèì, ÷òî â ñèëó

Ωβ

ωα

Ðèñ. 11.1

(11.3) ðÿä (11.2) õîðîøî ïðèáëèæàåò ôóíêöèþ fε(x) â Ω, à â ñèëó (11.5)
ðÿä (11.4) õîðîøî ïðèáëèæàåò ôóíêöèþ fε(x) â ω. Ïðè ýòîì íà îòðåçêå
{x : εβ 6 x 6 εα} � ïåðåñå÷åíèè îòðåçêîâ Ω è ω � îáà ðÿäà õîðîøî
àïïðîêñèìèðóþò ôóíêöèþ fε(x) è, â ÷àñòíîñòè, áëèçêè äðóã äðóãó. Áëà-
ãîäàðÿ ýòîìó îáñòîÿòåëüñòâó ó íàñ åñòü âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü íîâûé (ñî-
ñòàâíîé) àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä, êîòîðûé áóäåò ïðèáëèæàòü ôóíêöèþ fε(x)
óæå íà âñåì îòðåçêå [0, 1].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sx
n ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (11.2), à ÷åðåç σξ

m ÷àñòè÷-
íóþ ñóììó ðÿäà (11.4), ò.å.

Sx
n :=

n∑

i=0

(−1)i ex

xi+1
εi, σξ

m :=
m+1∑

i=0

ξi

(1 + ξ) i!
εi−1.

Ïîëàãàÿ, êàê îáû÷íî, x = εξ, çàìåòèì, ÷òî Sx
n è σξ

m áëèçêè ïðè ìàëûõ x è
áîëüøèõ ξ, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó Ω ∩ ω.

Ñðàâíèì ýòè ðÿäû ñëåäóþùèì îáðàçîì.
� Ðàçëîæèì âñå ÷ëåíû Sx

n â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì x â îêðåñòíîñòè
òî÷êè x = 0, çàòåì çàìåíèì x íà εξ è âûïèøåì ñóììó Sξ,x

m,n âñåõ ÷ëåíîâ ñî
ñòåïåíÿìè εs, ãäå s 6 m:

Sξ,x
m,n =

n∑

j=0

m+1∑

i=0

(−1)j ξ−j−1+i

i!
εi−1.

� Ðàçëîæèì âñå ÷ëåíû σξ
m â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ξ â îêðåñòíîñòè +∞,

çàìåíèì ξ íà x/ε è âûïèøåì ñóììó σx,ξ
n,m âñåõ ÷ëåíîâ ñî ñòåïåíÿìè εs, ãäå

s 6 n:

σx,ξ
n,m =

m+1∑

j=0

n∑

i=0

(−1)i x
j−i−1

j!
εi.

Ïîäñòàâèâ â Sξ,x
m,n âìåñòî ξ ïåðåìåííóþ x

ε , óáåæäàåìñÿ, ÷òî

Sξ,x
m,n ≡ σx,ξ

n,m. (11.6)

Ýòî îáùàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèê (11.2) è (11.4), à (11.6) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèì îïèñàíèåì ñîãëàñîâàííîñòè âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèé.
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Òåïåðü ñòðîèì ñîñòàâíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
fn

ε (x) = (Sx
n + σξ

n − Sξ,x
n,n)

∣∣
ξ=x/ε

=
n∑

i=0

(−1)i ex

xi+1
εi +

n+1∑

i=0

xi

(ε + x) i!
−

n∑

j=0

n+1∑

i=0

(−1)j xi−j−1

i!
εj . (11.7)

Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ fn
ε (x) ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðóåò fε(x) âñþäó íà

îòðåçêå [0, 1] (ñì. ðèñ. 11.2).

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

σζ
−1

Sx
0

fε
0 (x)

fε(x)

Ðèñ. 11.2. Ãðàôèêè ôóíêöèé è ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäîâ
ïðè ε = 1/10; çäåñü |f1/10(x)− f◦1/10(x)| < 0.07

Äåéñòâèòåëüíî, íà îòðåçêå ω ôóíêöèÿ fε(x) áëèçêà ê σξ
n, à ðàçíîñòü

Sx
n − Sξ,x

n,n ìàëà. Íà îòðåçêå Ω ôóíêöèÿ fε(x) áëèçêà ê Sx
n, à ðàçíîñòü σξ

n −
Sξ,x

n,n ≡ σξ
n−σx,ξ

n,n ìàëà. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (11.7) äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå
fε(x) íà âñåì èíòåðâàëå [0, 1].

11.2. Çàäà÷à Äèðèõëå â îáëàñòè ñ ìàëîé ïîëîñòüþ. Ïóñòü Ω è ω �
îãðàíè÷åííûå îáëàñòè â R3 ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ãðàíèöàìè
è ñîäåðæàùèå íà÷àëî êîîðäèíàò, 0 < ε ¿ 1 � ìàëûé ïàðàìåòð, ωε = {x :
ε−1x ∈ ω}, Ωε = Ω\ωε, Γ = ∂Ω, Γε = ∂Ωε, γ = ∂ω, γε = ∂ωε, f ∈ C∞(Γ).
Ïðèìåð òàêîé îáëàñòè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 11.3.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè ïðè ε → 0 ðåøåíèÿ
ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:

∆uε = 0 ïðè x ∈ Ωε, uε = f ïðè x ∈ Γ, (11.8)
uε = 0 ïðè x ∈ γε. (11.9)

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, âíåøíåå ðàçëîæåíèå èìååò âèä

uε(x) = u0(x) +
∞∑

i=1

εiui(x), (11.10)
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ãäå u0 � ðåøåíèå çàäà÷è
∆u0 = 0 ïðè x ∈ Ω, u0 = f ïðè x ∈ Γ. (11.11)

Γ

ω ε

γ ε

Ω

Ðèñ. 11.3

Ïîëèíîì Y (x), x ∈ Rd, ãàðìîíè÷åñêèé, åñëè ∆Y (x) = 0, è îäíîðîäíûé
ñòåïåíè i, åñëè Y (x) � ñóììà ìîíîìîâ îäíîé è òîé æå ñòåïåíè i.

Çàäà÷à 11.1. Äîêàæèòå, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè {0} äëÿ ãàðìîíè-
÷åñêîé ôóíêöèè u0(x) èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå u0(x) =

∞∑
i=0

Y
(0)
i (x), ãäå

Y
(0)
i (x) � îäíîðîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû ñòåïåíè i.

Çàäà÷à 11.2. Ïóñòü u0(x) =
∞∑

i=1

∑
|α|=i

Dαu0(x)
α!

∣∣∣
x=0

xα � ðÿä Òåéëîðà

äëÿ ôóíêöèè u0(x) â íóëå. Áóäóò ëè ïîëèíîìû Yi(x) ≡ ∑
|α|=i

Dαu0(x)
α!

∣∣∣
x=0

xα

ãàðìîíè÷åñêèìè? Çäåñü α = (αH1(Ω), . . . , αd), α! = αH1(Ω)! · · ·αd!, Dα =
∂αH1(Ω)

∂x
αH1(Ω)

H1(Ω)

· · · ∂αd

∂xαd

d

, xα = x
αH1(Ω)

H1(Ω) · · ·xαd

d , |α| = αH1(Ω) + · · ·+ αd.

Ïóñòü u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (11.11). Èçâåñòíî, ÷òî u0 ïðèíàäëåæèò
C∞(Ω) (íàïîìíèì, ÷òî f ∈ C∞(Γ)) è â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðåäñòàâèìà â
âèäå ðÿäà (ñì. çàäà÷ó 11.1)

u0(x) =
∞∑

i=0

Y
(0)
i (x). (11.12)

Çäåñü è äàëåå Y
(m)
i è X

(q,p)
i îáîçíà÷àþò îäíîðîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå ïîëè-

íîìû ñòåïåíè i. Î÷åâèäíî, ÷òî Y
(0)
0 = u0(0). Òàê êàê ôóíêöèÿ u0 óäîâëå-

òâîðÿåò (11.8), à îòâåðñòèå ωε ìàëî, åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ uε áëèçêà ê u0. Î÷åâèäíûì �íåäîñòàòêîì� u0 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà íå
óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (11.9). Ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè ìàëîãî
îòâåðñòèÿ ωε àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ (11.8), (11.9) áóäåì èñêàòü â äðóãîì
âèäå, ïðè ýòîì áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû â îêðåñòíîñòè ωε áûëè óäîâëåòâî-
ðåíû êàê óðàâíåíèå (11.8), òàê è ãðàíè÷íîå óñëîâèå (11.9). Òàê êàê îáëàñòü
ωε ïîëó÷åíà èç ôèêñèðîâàííîé îáëàñòè ω ñæàòèåì ïîñëåäíåé â ε−1 ðàç, â
îêðåñòíîñòè ωε ðåøåíèå åñòåñòâåííî èñêàòü â âèäå ðÿäà vε ñ êîýôôèöèåí-
òàìè, çàâèñÿùèìè îò �âíóòðåííèõ� ïåðåìåííûõ ξ = xε−1.
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Ñíà÷àëà äàäèì íåñòðîãîå îïèñàíèå èäåè ìåòîäà ñîãëàñîâàíèÿ. Îáî-
çíà÷èì r = |x|. Åñëè 0 < q < 1, òî ïðè εq < r < 2εq äëÿ ρ = |ξ| ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî ε−1+q < ρ < 2ε−1+q, ò.å. â óêàçàííîé îáëàñòè x ìàëî, à ξ �
âåëèêî. Îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà äëÿ uε(x) (îò êîòîðîãî ó íàñ åñòü ïîêà
íóëåâîé ÷ëåí u0(x)) è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà vε(ξ) (ñòðóêòóðó êîòîðîãî ìû
ïîêà âîîáùå íå çíàåì) òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíè ñîâïàäàëè â óêàçàííîé ïðîìå-
æóòî÷íîé çîíå, ãäå x � ìàëî, à ξ � âåëèêî. Òîãäà â ýòîé çîíå ìû ìîæåì
�ïåðåñêî÷èòü� ñ îäíîãî ðàçëîæåíèÿ íà äðóãîå. Äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè
ïîëàãàåì q = 1/2.

Îïðåäåëèì âíà÷àëå ñòðóêòóðó ðÿäîâ vε è uε. Ïåðåõîäÿ â (11.12) ê
ïåðåìåííûì ξ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ε1/2 < r < 2ε1/2 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
ïðè ε−1/2 < ρ < 2ε−1/2)

u0(x) =
∞∑

i=0

εiY
(0)
i (ξ). (11.13)

Èç (11.13) è óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ðÿäîâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ÷ëåíîâ vi(ξ) ðàç-
ëîæåíèÿ vε(ξ) =

∞∑
i=0

εivi(ξ) äîëæíû èìåòü ìåñòî àñèìïòîòèêè

vi(ξ) ∼ Y
(0)
i (ξ) ïðè ρ →∞. (11.14)

Ïîäñòàâëÿÿ (11.14) â (11.8) è (11.9), ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì ξ è âûïè-
ñûâàÿ îòäåëüíî ðàâåíñòâà ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷àåì ñèñòåìó
êðàåâûõ çàäà÷

∆ξvi = 0 â R3\ω, vi = 0 íà γ. (11.15)
Ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ íå îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, òàê êàê äëÿ íèõ îòñóò-
ñòâóþò óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíî-
ãî ãàðìîíè÷åñêîãî ïîëèíîìà Y

(0)
i (ξ) ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ vi = V

(0)
i çàäà-

÷è (11.15), èìåþùèå ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè íà áåñêîíå÷íîñòè Y
(0)
i (ξ).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèâ V
(0)
i â âèäå ñóììû Y

(0)
i è ãàðìîíè÷åñêîé â R3\ω

ôóíêöèè (óáûâàþùåé íà áåñêîíå÷íîñòè), äëÿ êîòîðîé ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå
íà γ ðàâíî −Y

(0)
i (ξ)

∣∣∣
γ
, ïîëó÷èì ðåøåíèÿ çàäà÷è (11.15), èìåþùèå íà áåñ-

êîíå÷íîñòè àñèìïòîòèêè

V
(0)
i (ξ) = Y

(0)
i (ξ) +

∞∑

j=0

X
(i,0)
j (ξ)ρ−2j−1 (11.16)

è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿþùèå (11.14).
Çàäà÷à 11.3. Äîêàæèòå åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå

∆V = 0 â R3\ω, V |∂ω = ϕ, V → 0 ïðè |ξ| → 0.

Çàäà÷à 11.4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ óáûâàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ãàð-
ìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ â R3\ω ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ïðè |ξ| >
R0 â âèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà V (ξ) =

∞∑
j=0

Xj(ξ)ρ−2j−1, ãäå Xj(ξ) � îäíîðîä-

íûå ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû ñòåïåíè j.

Çàäà÷à 11.5. Äîêàæèòå, ÷òî óêàçàííîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè i > 1 ôóíêöèÿ V
(0)
i +

i−1∑
j=0

ajV
(0)
j òàêæå óäîâëåòâîðÿ-

åò (11.14), (11.15) äëÿ ëþáûõ ïîñòîÿííûõ ai. Ïîëîæèì v0 = V
(0)
0 , à òî÷íûé

âèä îñòàëüíûõ vi óòî÷íèì â äàëüíåéøåì.
Äàëåå, ïåðåïèñûâàÿ àñèìïòîòèêó (11.16) äëÿ v0 âî �âíåøíèõ� ïåðå-

ìåííûõ x, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ε1/2 < r < 2ε1/2 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïðè
ε−1/2 < ρ < 2ε−1/2)

v0

(x

ε

)
= Y

(0)
0 +

∞∑

j=0

εj+1X
(0,0)
j (x)r−2j−1. (11.17)

Èç (11.17) è óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ðÿäîâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ÷ëåíîâ ðàçëîæå-
íèÿ (11.10), uε(x) =

∞∑
i=0

εiui(x) äîëæíû áûòü âûïîëíåíû àñèìïòîòè÷åñêèå
óñëîâèÿ

u0(x) ∼ Y
(0)
0 , uj+1(x) ∼ X

(0,0)
j (x)r−2j−1 ïðè r → 0. (11.18)

Ïîäñòàâëÿÿ (11.10) â (11.8) è âûïèñûâàÿ îòäåëüíî ðàâåíñòâà ïðè îäèíàêî-
âûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷àåì ñèñòåìó êðàåâûõ çàäà÷

∆ui = 0 â Ω\{0}, ui = δ0
i f ïðè x ∈ Γ, (11.19)

ãäå δj
i � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Îòìåòèì, ÷òî uj ïðè j > 1 èìåþò ñèíãóëÿðíî-

ñòè â íóëå, ïîýòîìó íóëü íå ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé. Î÷åâèäíî,
÷òî u0 óäîâëåòâîðÿåò (11.18), (11.19) è äëÿ ëþáûõ îäíîðîäíûõ ãàðìîíè-
÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (11.19), èìåþùèå
ãëàâíûå ÷ëåíû àñèìïòîòèê â îêðåñòíîñòè íóëÿ âèäà (11.18). Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäñòàâèâ uj+1 â âèäå ñóììû X

(0,0)
j r−2j−1 è ãàðìîíè÷åñêîé â Ω ôóíê-

öèè, ïîëó÷èì ðåøåíèÿ (11.19), èìåþùèå â íóëå àñèìïòîòèêè (11.18). Îä-

íàêî ïðè i > 1 ôóíêöèÿ ui+1 +
i−1∑
j=0

ajuj+1 òàêæå óäîâëåòâîðÿåò (11.18) è

(11.19) äëÿ ëþáûõ ïîñòîÿííûõ ai. Ïîýòîìó âèä ìëàäøèõ ÷ëåíîâ àñèìïòî-
òèê â íóëå äëÿ ui+1 ïðè i > 1 áóäåò óòî÷íÿòüñÿ (â îòëè÷èå îò ôóíêöèè u0,
êîòîðóþ ìû îïðåäåëèëè íà ýòîì øàãó îêîí÷àòåëüíî).

Ïðèñòóïèì ê èçëîæåíèþ ìåòîäà ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàç-
ëîæåíèé íà ñòðîãîì óðîâíå.

Ïóñòü ôóíêöèè Ui(x) ïðåäñòàâëåíû â âèäå ðÿäîâ Ëîðàíà âèäà

Ui(x) =
+∞∑

j=−∞
Φij(x), (11.20)

ãäå Φij � îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè j ïðè j > 0 âèäà

Φij(x) =
Φ̃ij(x)
r2j+1

, (11.21)

ãäå Φ̃ij(x) � îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè −j − 1 ïðè j < 0. Äëÿ ôóíê-
öèé U(x, ε), çàäàííûõ ðÿäîì U(x, ε) =

∞∑
i=0

εiUi(x), îïðåäåëèì îïåðàòîð
Ki(U(x, ε)) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ki(U(x, ε)) ≡
∞∑

l=−i

Φl,i−l(ξ).
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Ýòîò îïåðàòîð ïîëó÷åí çàìåíîé êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà U(x, ε) íà èõ ðÿäû
(11.20), (11.21) â íóëå, ïåðåõîäîì ê ïåðåìåííûì ξ = x/ε è ñóììèðîâàíèåì
â ïîëó÷åííîì äâîéíîì ðÿäó ÷ëåíîâ ïðè εi. Ïîëîæèì äàëåå KN (U(x, ε)) :=∑
i6N

Ki(U(x, ε)). Ïóñòü ôóíêöèè Vi(ξ) ïðåäñòàâëåíû â âèäå ðÿäîâ Ëîðàíà

Vi(ξ) =
+∞∑

j=−∞
Wij(ξ), (11.22)

ãäå Wij � îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè j ïðè j > 0 âèäà

Wij(ξ) =
W̃ij(ξ)
ρ2j+1

, (11.23)

ãäå W̃ij(ξ) � îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè −j − 1 ïðè j < 0. Äëÿ ôóíê-
öèé V (ξ, ε), çàäàííûõ ðÿäàìè V (ξ, ε) =

∞∑
i=0

εiVi(ξ), îïðåäåëèì îïåðàòîð
Mi(V (ξ, ε)):

Mi(V (ξ, ε)) ≡
∞∑

l=−i

Wl,−i+l(ξ).

Ýòîò îïåðàòîð ïîëó÷åí çàìåíîé êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà V (ξ, ε) ðÿäàìè (11.22),
(11.23) íà áåñêîíå÷íîñòè, ïåðåõîäîì ê ïåðåìåííûì x = εξ è ñóììèðîâàíè-
åì â ïîëó÷åííîì äâîéíîì ðÿäó ÷ëåíîâ ïðè εi. Äàëåå ïîëàãàåì

MN (V (ξ, ε)) =
∑

i6N

Mi(V (ξ, ε)).

Ôóíêöèÿ u(x) îäíîðîäíà ñòåïåíè i, åñëè u(κx) = κix äëÿ ëþáûõ
x ∈ Rd è κ > 0 (i ìîæåò áûòü ëþáûì âåùåñòâåííûì ÷èñëîì).

Çàäà÷à 11.6. Ïóñòü u(x) � îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè i, äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ ïðè x 6= 0. Áóäåò ëè ∂u

∂xk
(x) îäíîðîäíîé ôóíêöèåé? Åñëè �äà�, òî

êàêîâà åå ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè?
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ûε,N è v̂ε,N ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ uε è vε ñîîòâåò-

ñòâåííî, à ÷åðåç H
(m)
i (x) è h

(q)
i (ξ) � îäíîðîäíûå ôóíêöèè ñòåïåíè i.

Îïðåäåëåíèå 11.1. Ôóíêöèÿ u(x) èìååò äèôôåðåíöèðóåìóþ àñèìïòî-
òèêó ïðè x → 0, åñëè ñóùåñòâóþò îäíîðîäíûå ñòåïåíè j ôóíêöèè Uj(x)
(j öåëîå) òàêèå, ÷òî

Dα

(
u(x)−

N∑

j=−i

Uj(x)
)

= O(|x|1+N−|α|) ∀ N > i ïðè |α| > 0.

Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå äàåòñÿ äëÿ àñèìïòîòèêè íà áåñêîíå÷íîñòè
è äëÿ (àñèìïòîòè÷åñêèõ) ðàâåíñòâ.

Ëåììà 11.1. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû ðÿäà ôóíêöèè uε ïðèíàäëåæàò
C∞(Ω\{0}) è èìåþò ïðè r → 0 äèôôåðåíöèðóåìûå àñèìïòîòèêè

ui(x) =
∞∑

j=−i

Hj(x),



§ 11. Ìåòîä ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé 121

à êîýôôèöèåíòû ðÿäà vε, óäîâëåòâîðÿþùåãî (11.14), ïðèíàäëåæàò ïðî-
ñòðàíñòâó C∞(R3\ω) è èìåþò ïðè ρ → ∞ äèôôåðåíöèðóåìûå àñèìïòî-
òèêè

vi(ξ) =
i∑

j=−∞
hj(ξ).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî N > 0 ñïðàâåäëèâû äèôôåðåíöèðóåìûå ðàâåíñòâà
ûε,N (x)−KN (ûε,N (x)) = O(rN+1 + εNr) ïðè r → 0,

v̂ε,N (ξ)−MN (v̂ε,N (ξ)) = O(ρ−N−1 + εNρ−1) ïðè ρ →∞.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ëåììû âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ KN

è MN è àñèìïòîòèê ui è vi, íî íèêàê íå ñâÿçàíà íè ñ êðàåâûìè çàäà÷àìè
äëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ, íè òåì áîëåå ñ �ñîãëàñîâàííîñòüþ� ýòèõ ðÿäîâ.

Ïóñòü χ(t) � ñðåçàþùàÿ
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ
ïðè t < 1 è åäèíèöå ïðè t > 2
(ñì. ðèñ. 11.4). Îáîçíà÷èì
ũε,N (x) = χ(rε−1/2)ûε,N (x) +
(1− χ(rε−1/2))v̂ε,N (ξ).

Íà ðèñ. 11.5 ïðåäñòàâëåíû
çîíû äåéñòâèÿ ñëàãàåìûõ â
ïðàâîé ÷àñòè. 0 1 2 t

χ(t)

1

Ðèñ. 11.4. Ñðåçàþùàÿ ôóíêöèÿ

I
II

III

ωε

2
√

ε

Ω

Γ

√
ε

Ðèñ. 11.5. I � çîíà äåéñòâèÿ ðÿäà ûε,N (x), II � çîíà ñî-
ãëàñîâàíèÿ, III � çîíà äåéñòâèÿ ðÿäà v̂ε,N (ξ)
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Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ũε,N (x) ñðàçó âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Ëåììà 11.2. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû ðÿäà uε ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàí-
ñòâó C∞(Ω\{0}) è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè êðàåâûõ çàäà÷ (11.19), à êîýôôè-
öèåíòû ðÿäà vε ïðèíàäëåæàò C∞(R3\ω) è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè êðàåâûõ
çàäà÷ (11.15). Òîãäà ôóíêöèÿ ũε,N (x) ïðèíàäëåæèò C∞(Ωε) è ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

∆ũε,N = FN ïðè x ∈ Ωε, ũε,N = f ïðè x ∈ Γ, ũε,N = 0 ïðè x ∈ γε,

ãäå

FN (x, ε) = 2
3∑

j=1

χxj
(rε−1/2)(ûε,N (x)− v̂ε,N (ξ))xj

+ (ûε,N (x)− v̂ε,N (ξ))∆χ(rε−1/2). (11.24)
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íèêàê íå ñâÿçàíî íè ñ àñèìï-

òîòèêàìè êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ uε è vε (â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè ñîîò-
âåòñòâåííî), íè òåì áîëåå ñ ñîãëàñîâàííîñòüþ ðÿäîâ. Ñîãëàñîâàíèå ðÿäîâ
áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ðÿäîâ, ÷òî �ïî-
ðÿäîê ìàëîñòè� ïðàâîé ÷àñòè (11.24) ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî âìåñòå ñ N .

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ñîãëàñîâàíèÿ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 11.2 è

KN (ûε,N (x)) = MN (v̂ε,N (ξ)). (11.25)
Òîãäà

|FN | 6 CNε
N−1

2 . (11.26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (11.25) è ëåììû 11.1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ε1/2 < r <
2ε1/2 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

ûε,N (x)− v̂ε,N (ξ) = O(ε
N+1

2 ), (ûε,N (x)− v̂ε,N (ξ))xj = O(εN/2). (11.27)
Òàê êàê íîñèòåëè ôóíêöèé χxi(rε

−1/2) è ∆χ(rε−1/2) ëåæàò â êîëüöå ε1/2 <
r < 2ε1/2 è ε1/2|χxj (rε

−1/2)|+ ε|∆χ(rε−1/2)| 6 C, èç (11.27) è (11.24) âûòå-
êàåò (11.26). ¤

Çàìåòèì, ÷òî âûáðàâ u0 è v0, ìû óæå îáåñïå÷èëè ðàâåíñòâî (11.25) ïðè
N = 0. Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ôîðìàëüíîé ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ îñòàëü-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ. Áóäåì èñêàòü vi â âèäå

vi(ξ) =
i∑

j=0

V
(j)
i (ξ), (11.28)

ãäå V
(0)
i � ïîñòðîåííûå ðàíåå ôóíêöèè, à îñòàëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå ñëàãà-

åìûå áóäóò îïðåäåëåíû íà ñëåäóþùèõ øàãàõ ñîãëàñîâàíèÿ. Ïîëîæèì

v
(n)
i =

min{n,i}∑

j=0

V
(j)
i (ξ), v(n)

ε (ξ) =
∞∑

i=0

εiv
(n)
i (ξ)

è îáîçíà÷èì ÷åðåç v̂
(n)
ε,N (ξ) ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ v

(n)
ε (ξ). Ïî îïðåäåëå-

íèþ v̂
(N)
ε,N = v̂ε,N . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðîäåëàííîé ïðîöåäóðû

ñîãëàñîâàíèÿ (ò.å. â ñèëó (11.13), (11.16)) ìû óæå äîáèëèñü òîãî, ÷òî
KN (ûε,0(x)) = M0(v̂

(0)
ε,N (ξ)). (11.29)
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Äàëåå, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Mq

MH1(Ω)(v̂
(0)
ε,N (ξ)) = M0(v̂

(0)
ε,N (ξ)) + MH1(Ω)(v̂

(0)
ε,N (ξ)), (11.30)

ãäå â ñèëó (11.28) è (11.16)

MH1(Ω)(v̂
(0)
ε,N (ξ)) = εX

(0,0)
0 r−1. (11.31)

×òîáû �óñòðàíèòü� íåâÿçêó εX
(0,0)
0 r−1, ìû ââåëè êîýôôèöèåíò uH1(Ω)(x),

êîòîðûé â îêðåñòíîñòè íóëÿ çàäàåòñÿ ðÿäîì

uH1(Ω)(x) = X
(0,0)
0 r−1 +

∞∑

i=0

Y
(1)
i (x). (11.32)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Kq è (11.32) èìååì
KN (ûε,1(x)) = KN (ûε,0(x)) + KN (εuH1(Ω)(x)), (11.33)

KN (εuH1(Ω)(x)) = X
(0,0)
0 ρ−1 + ε

N−1∑

i=0

εiY
(1)
i (ξ). (11.34)

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (11.34) óæå ñîãëàñîâàíî ñ
v0 = V

(0)
0 . Äëÿ óñòðàíåíèÿ îñòàëüíûõ íåâÿçîê â ïðàâîé ÷àñòè (11.34) ìû

�óòî÷íÿåì� vi ïðè i > 1, äîáàâëÿÿ ê ðÿäó v
(0)
ε ñëàãàåìûå εiV

(1)
i è òðåáóÿ,

÷òîáû, âî-ïåðâûõ, V
(1)
i óäîâëåòâîðÿëè (11.15) (òîãäà êîýôôèöèåíòû v

(1)
i

áóäóò ïî-ïðåæíåìó ðåøåíèÿìè (11.15)) è, âî-âòîðûõ, èìåëè ãëàâíûå ÷ëåíû
àñèìïòîòèê íà áåñêîíå÷íîñòè

V
(1)
i (ξ) ∼ Y

(1)
i−1(ξ) (11.35)

(÷òîáû óñòðàíèòü âîçíèêøèå íåâÿçêè â ïðàâîé ÷àñòè (11.34)). Òàêèå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (11.15), î÷åâèäíî, ñóùåñòâóþò. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò ðå-
øåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ïðåäñòàâèìûå íà áåñêîíå÷íîñòè â âèäå ðÿäà V

(1)
i (ξ) =

Y
(1)
i−1(ξ) +

∞∑
j=0

X
(i,1)
j (ξ)ρ−2j−1. Â ðåçóëüòàòå, â ñèëó (11.29)�(11.35) ìû ïîëó-

÷àåì ðàâåíñòâî
KN (ûε,m(x)) = MH1(Ω)(v̂

(m)
ε,N (ξ)) (11.36)

äëÿ m = 1, èç êîòîðîãî â ñèëó ðàâåíñòâà v̂
(m)
ε,m(ξ) = v̂ε,m(ξ) âûòåêàåò (11.25)

äëÿ N = 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðîäåëàíû äâà øàãà ñîãëàñîâàíèÿ (íàçîâåì èõ
íóëåâûì è ïåðâûì), ïðè ýòîì ïîñòðîåíû êîýôôèöèåíòû u0(x), uH1(Ω)(x)
è v

(1)
j (ξ), j 6 N (è òåì ñàìûì â ñèëó (11.28) îêîí÷àòåëüíî îïðåäåëåíû v0

è vH1(Ω)) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâî (11.36) äëÿ m = 1, à ñ íèì è
ðàâåíñòâî (11.25) äëÿ N = 1. Äàëüíåéøèé àëãîðèòì ñîãëàñîâàíèÿ ïîëíî-
ñòüþ àíàëîãè÷åí. Íà n-ì øàãå, óñòðàíÿÿ íåâÿçêó âî âíåøíåì ðàçëîæåíèè,
îïðåäåëÿåì êîýôôèöèåíò un. Äàëåå, äëÿ óñòðàíåíèÿ íåâÿçîê, âîçíèêøèõ
óæå èç-çà un, âî âíóòðåííåì ðàçëîæåíèè ââîäèì ñëàãàåìûå V

(n)
i è â ðå-

çóëüòàòå äîáèâàåìñÿ ðàâåíñòâà (11.36) äëÿ m = n, à, ñëåäîâàòåëüíî, è
ðàâåíñòâà (11.25) äëÿ N = n. Ñîáåðåì âìåñòå îïðåäåëåíèÿ âñåõ âñïîìî-
ãàòåëüíûõ ôóíêöèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàç-
ëîæåíèÿ ìåòîäîì ñîãëàñîâàíèÿ, è ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
â âèäå ñòðîãèõ óòâåðæäåíèé.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèè Y
(0)
j (x) êàê ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû ñòåïåíè j

â ðàçëîæåíèÿõ u0(x) =
∞∑

j=1

Y
(0)
j (ξ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0, ãäå u0(x) � ðå-

øåíèå êðàåâîé çàäà÷è
∆u0 = 0 â Ω, u0 = f íà ∂Ω.

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ïîëèíîìà Y
(0)
j ôóíêöèþ V

(0)
j (ξ),

ãàðìîíè÷åñêóþ â R3\ω è ðàâíóþ ñóììå Y
(0)
j (ξ) è óáûâàþùåé íà áåñêîíå÷-

íîñòè ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè Ṽ
(0)
j (ξ) òàê, ÷òî Y

(0)
j (ξ) + Ṽ

(0)
j (ξ) = 0 íà

ω. Ýòèìè óñëîâèÿìè Ṽ
(0)
j (ξ) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ðàçëîæèì Ṽ

(0)
j (ξ) â

ðÿä ïðè |ξ| > R0 (R0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî):

Ṽ
(0)
j (ξ) =

∞∑

i=0

X
(j,0)
i (ξ)ρ−2i−1,

ãäå X
(j,0)
i (ξ) � ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû ñòåïåíè i. Òàêîå ðàçëîæåíèå îä-

íîçíà÷íî, è òåì ñàìûì îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû
X

(j,0)
i (ξ). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ũH1(Ω)(x) â Ω\{0} ñ îñîáåííîñòüþ â òî÷-

êå {0} ïî ôîðìóëå ũH1(Ω)(x) = X
(0,0)
0 r−1 è ïîñòðîèì ãàðìîíè÷åñêóþ â Ω

ôóíêöèþ uH1(Ω)(x) òàêóþ, ÷òî uH1(Ω)(x) + ũH1(Ω)(x) = 0 íà ∂Ω. Ðàçëî-
æèì ôóíêöèþ uH1(Ω)(x) â ðÿä ïî îäíîðîäíûì ãàðìîíè÷åñêèì ïîëèíîìàì
â δ0-îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò:

uH1(Ω)(x) =
∞∑

j=0

Y
(1)
j (x).

Ýòî ðàçëîæåíèå îïðåäåëÿåò ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû Y
(1)
j (x). Ïîâòî-

ðèì øàã èíäóêöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ X
(j,q)
i (ξ) è

Y
(q+1)
j (x) ïðè q = 1. Äëÿ ýòîãî òàê æå, êàê íà ïðåäûäóùåì øàãå, ââåäåì

ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè Ṽ
(q)
j (ξ) ïî ïîëèíîìó Y

(j,q)
j (ξ) òàê, ÷òîáû Ṽ

(q)
j (ξ)+

Y
(j,q)
j (ξ) = 0 íà ω, ïîñëå ÷åãî X

(j,q)
i (ξ) îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ Ṽ

(q)
j (ξ)

=
∞∑

i=0

X
(j,q)
i (ξ)ρ−2i−1. Ïîëàãàåì

ũq+1(x) =
q∑

j=0

q−j∑
t=0

X
(q−j,t)
j (x)r−2j−1,

ãäå X
(q,t)
j (x) ââåäåíû ðàíåå, è îïðåäåëÿåì ãàðìîíè÷åñêóþ â Ω ôóíêöèþ

uq+1(x) òàêóþ, ÷òî uq+1(x) + ũq+1(x) = 0 íà ∂Ω. Ðàçëàãàåì uq+1(x) â ðÿä
ïî îäíîðîäíûì ïîëèíîìàì â îêðåñòíîñòè |x| < δ0 òî÷êè {0}:

uq+1(x) =
∞∑

j=0

Y
(q+1)
j (x).

Â ðåçóëüòàòå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû Y
(q+1)
j (x).

Âûïîëíåííûé øàã èíäóêöèè ïðèìåíèì ïðè ëþáîì q = 0, 1, 2, . . . , ïî-
ýòîìó îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû Y

(q)
j (x) è X

(q,t)
j (ξ)

ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ q.
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Òåîðåìà 11.2. Ïóñòü N � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî n 6 N ñóùåñòâóþò ôóíêöèè uq(x) ∈ C∞(Ω\{0}), 0 6 q 6 n,
ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè êðàåâûõ çàäà÷ (11.19) è èìåþùèå â íóëå àñèìï-
òîòèêè (11.12) ïðè q = 0 è

uq(x) =
q−1∑

j=0

( q−1−j∑
t=0

X
(q−1−j,t)
j (x)

)
r−2j−1 +

∞∑

j=0

Y
(q)
j (x) ïðè q > 0,

è ôóíêöèè V
(t)
i (ξ) ∈ C∞(R3\ω), 0 6 t 6 i 6 n, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè

êðàåâûõ çàäà÷ (11.15) è èìåþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè àñèìïòîòèêè

V
(t)
i (ξ) = Y

(t)
i−t(ξ) +

∞∑

j=0

X
(i,t)
j (ξ)ρ−2j−1.

Ïðè÷åì ñàìè ôóíêöèè uq è V
(t)
i îò n è N íå çàâèñÿò.

Òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 11.1. Ïóñòü uq è V
(t)
i óäîâëåòâîðÿþò óòâåðæäåíèÿì

òåîðåìû 11.2, à vi îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (11.28). Òîãäà ýòè êîýôôè-
öèåíòû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷ (11.15) è (11.19), ïðè ýòîì ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî (11.25) (óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ).

Èç òåîðåì 11.1 è 11.2, ñëåäñòâèÿ 11.1, ëåììû 11.2 è ïðèíöèïà ìàêñè-
ìóìà âûòåêàåò, ÷òî

|uε(x)− ũε,N (x)| 6 CNεNH1(Ω) , (11.37)
ãäå NH1(Ω) = (N − 1)/2. Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëà â âûáîðå N ñëåäóåò, ÷òî
ïîñòðîåíî ïîëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ (11.8), (11.9). Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ |ũε,L(x) − ũε,L+1(x)| = O(εL/2), ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî îöåíêà (11.37) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è äëÿ NH1(Ω) = N/2.

Çàäà÷à 11.7. Ïîëó÷èòå îöåíêó áëèçîñòè ôóíêöèé uε(x) è ũε,N (x) â
íîðìå ïðîñòðàíñòâà H1(Ωε).

Äëÿ æåëàþùèõ áîëåå ïîäðîáíî îçíàêîìèòüñÿ ñ ìåòîäîì ñîãëàñîâà-
íèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (èëè, êàê åãî èíîãäà íàçûâàþò, ìåòî-
äîì ñðàùèâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé) ìû ðåêîìåíäóåì ìîíî-
ãðàôèþ [63], à äëÿ îçíàêîìëåíèÿ ñ äðóãèìè âåðñèÿìè ýòîãî ìåòîäà ìîãóò
îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè ðàáîòû [80, 36]. Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä ñîãëàñîâàíèÿ
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèê â çàäà÷àõ óñðåäíåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [39]).

11.3. Âîçìóùåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ñìåíîé òèïà ãðàíè÷íîãî óñëî-
âèÿ íà ìàëîì ó÷àñòêå ãðàíèöû. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R2

ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ãðàíèöåé, ñîâïàäàþùàÿ â îêðåñòíîñòè íà-
÷àëà êîîðäèíàò ñ ïîëóïëîñêîñòüþ x2 > 0, ν � âíåøíÿÿ íîðìàëü, γ è γε �
èíòåðâàëû (−1, 1) è (−ε, ε) ñîîòâåòñòâåííî íà îñè OxH1(Ω), 0 < ε ¿ 1 �
ìàëûé ïàðàìåòð, Γε = ∂Ω\γε, f ∈ C∞(Ω). Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîñòðîèì
àñèìïòîòèêó ïðè ε → 0 ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

∆uε = f ïðè x ∈ Ω, uε = 0 ïðè x ∈ Γε,
∂uε

∂ν
= 0 ïðè x ∈ γε. (11.38)
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Âíåøíåå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ uε èùåì â âèäå

uε(x) = u0(x) +
∞∑

i=1

εiui(x), (11.39)

ãäå u0 � ðåøåíèå çàäà÷è
∆u0 = f â Ω, u0 = 0 íà ∂Ω. (11.40)

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ôóíêöèÿ f òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ðåøåíèå u0 çàäà÷è Äèðèõëå (11.40) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî ÷åðåç ãðà-
íèöó {x2 = 0} â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü òàê, ÷òî ïðîäîëæåííàÿ ôóíêöèÿ
áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà

u0(x) =
∞∑

j=1

a
(0)
j rj sin(jθ) (11.41)

â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, ãäå (r, θ) �
ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, à a

(0)
i � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà.

Çàäà÷à 11.8. Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå ïðîäîëæåíèå ñóùåñòâóåò.

Êðîìå òîãî, â ñèëó ñâîéñòâ ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé u0 ∈
C∞(Ω). Òàê êàê ôóíêöèÿ u0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ â (11.38), à äëèíà
γε ìàëà, åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ uε áëèçêà ê u0. Î÷åâèä-
íûì �íåäîñòàòêîì� u0 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó
óñëîâèþ íà γε. Ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè γε àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ (11.38)
áóäåì èñêàòü â äðóãîì âèäå, ò.å. ñòðîèòü âíóòðåííåå ðàçëîæåíèå. Ïîñêîëü-
êó îáëàñòü γε ïîëó÷åíà èç ôèêñèðîâàííîé îáëàñòè γ ñæàòèåì ïîñëåäíåé
â ε−1 ðàç, â îêðåñòíîñòè γε ðåøåíèå åñòåñòâåííî èñêàòü â âèäå ðÿäà vε ñ
êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò �âíóòðåííèõ� ïåðåìåííûõ ξ = xε−1.

Åñëè 0 < q < 1, òî ïðè εq < r < 2εq äëÿ ρ = |ξ| ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî ε−1+q < ρ < 2ε−1+q, ò.å. â óêàçàííîé îáëàñòè x ìàëî, à ξ � âåëèêî. Îò
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ uε(x) (îò êîòîðîãî ó íàñ åñòü ïîêà íóëåâîé ÷ëåí
u0(x)) è vε(ξ) (ñòðóêòóðó êîòîðîãî ìû ïîêà âîîáùå íå çíàåì) òðåáóåòñÿ,
÷òîáû îíè ñîâïàäàëè â óêàçàííîé ïðîìåæóòî÷íîé çîíå, ãäå x ìàëî, à ξ �
âåëèêî. Òîãäà, ãðóáî ãîâîðÿ, â ýòîé çîíå ìû ìîæåì �ïåðåéòè� ñ îäíîãî ðàç-
ëîæåíèÿ íà äðóãîå. Äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëàãàòü q = 1/2.

Èñõîäÿ èç ýòîãî ñîîáðàæåíèÿ, îïðåäåëèì âíà÷àëå ñòðóêòóðó ðÿäîâ vε

è uε. Ïåðåõîäÿ â (11.41) ê ïåðåìåííûì ξ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ε1/2 < r < 2ε1/2

(èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïðè ε−1/2 < ρ < 2ε−1/2)

u0(x) =
∞∑

j=1

εja
(0)
j ρj sin(jθ). (11.42)

Èç (11.42) è óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ðÿäîâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èñêîìîãî �âíóò-
ðåííåãî� ðàçëîæåíèÿ

vε(ξ) =
∞∑

j=1

εjvj(ξ) (11.43)

äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

vj(ξ) ∼ a
(0)
j ρj sin(jθ) ïðè ρ →∞. (11.44)
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Ïîäñòàâëÿÿ (11.43) â (11.38), ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì ξ, âûïèñûâàÿ ôîð-
ìàëüíûå ðàâåíñòâà ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷àåì ñèñòåìó êðàåâûõ
çàäà÷

∆ξvj = 0 ïðè ξ2 > 0, vj = 0 ïðè ξ ∈ Γ,
∂vj

∂ξ2
= 0 ïðè ξ ∈ γ, (11.45)

ãäå Γ = {ξ ∈ R2 : ξ2 = 0}\γ (ñì. ðèñ. 11.6).

x2 ζ2

Ω

Γε

Γ γ Γ

−1 0 1 ζ1x1
−ε ε

γε

Ðèñ. 11.6

Îïðåäåëèì ïðè j > 1 ôóíêöèþ Xj(ξ) = Im(zj−1
√

z2 − 1), ãäå z =
ξH1(Ω)+i ξ2, Im îáîçíà÷àåò ìíèìóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, è i � ìíèìàÿ
åäèíèöà.

Çàäà÷à 11.9. Äîêàæèòå, ÷òî Xj(ξ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (11.45)
è èìååò ïðè ρ →∞ àñèìïòîòèêó

Xj(ξ) = ρj sin(jθ) +
j−1∑

k=1

β̃
(j)
−kρk sin(kθ) +

∞∑

k=1

β̃
(j)
k ρ−k sin(kθ).

Èç ðåçóëüòàòà çàäà÷è 11.9 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå êîìáè-
íàöèè Vj(ξ) ôóíêöèé Xj(ξ), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (11.45) è èìåþò
ïðè ρ →∞ àñèìïòîòèêè Yj(ξ) = ρj sin(jθ) +

∞∑
k=1

β
(j)
k ρ−k sin(kθ).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè
vH1(Ω)(ξ) = a

(0)
H1(Ω)YH1(Ω)(ξ),

v2(ξ) = a
(0)
2 Y2(ξ),

vn(ξ) = a(0)
n Yn(ξ) +

n−2∑

j=1

A
(n−j)
j Yj(ξ) ïðè n > 3

(11.46)

óäîâëåòâîðÿþò (11.44), (11.45) ïðè ëþáûõ ïîñòîÿííûõ A
(k)
j , k > 2. Ýòè

ïîñòîÿííûå ìû îïðåäåëèì ïîçäíåå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî a
(0)
j óæå îïðåäåëåíû

èç ðàçëîæåíèÿ (11.41) ôóíêöèè u0 â íóëå. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (11.46)
vH1(Ω) è v2 îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.
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Èç (11.46) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ε1/2 < r < 2ε1/2 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
ïðè ε−1/2 < ρ < 2ε−1/2):

vn(ξ) = a(0)
n ρn sin(nθ) +

n−2∑

j=1

A
(n−j)
j ρj sin(jθ) +

∞∑

k=1

b
(n)
k ρ−k sin(kθ), (11.47)

ïðè÷åì, òàê êàê vH1(Ω), v2 óæå îïðåäåëåíû, îïðåäåëåíû è b
(1)
k , b

(2)
k .

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî, îïðåäåëÿÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì n âñå êîýôôèöèåíòû
A

(n−j)
j â (11.46), ìû îïðåäåëÿåì vi è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîýôôèöèåíòû b

(n)
k

â (11.47).
Ïåðåõîäÿ â (11.47) ê âíåøíèì ïåðåìåííûì x è ïîäñòàâëÿÿ (11.47) â

(11.43), èç óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ðÿäîâ uε(x) è vε(ξ) ïîëó÷àåì, ÷òî ÷ëåíû
ðÿäà (11.39) èìåþò ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè ïðè r → 0:

u0(x) ∼
∞∑

j=1

a
(0)
j rj sin(jθ), uk+1(x) ∼

k∑

j=1

b
(k+1−j)
j r−j sin(jθ) (11.48)

Ïîäñòàâëÿÿ (11.39) â (11.38), ôîðìàëüíî âûïèñûâàÿ ðàâåíñòâà ïðè îäèíà-
êîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷àåì ñèñòåìó êðàåâûõ çàäà÷

∆uj = δ0
j f ïðè x ∈ Ω, uj = 0 ïðè x ∈ ∂Ω\{0}, (11.49)

ãäå δj
i � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïî ïîñòðîåíèþ u0 óäîâëåòâîðÿåò (11.48), (11.49).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z̃k(x) ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ â Ω, ðàâíóþ −r−k sin(kθ)
íà ∂Ω\{0} è ïðîäîëæåííóþ íóëåì â {0}. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ r−k sin(kθ)
îáðàùàåòñÿ â íóëü âñþäó íà îñè x2 = 0 è ïîýòîìó çàäàåò ãëàäêîå êðàåâîå
óñëîâèå íà ∂Ω. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ Zk(x) = r−k sin(kθ)+ Z̃k(x) ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì (11.49) ñ àñèìïòîòèêîé Zk(x) = r−k sin(kθ) +

∞∑
j=1

α
(k)
j rj sin(jθ) ïðè

r → 0. Î÷åâèäíî,÷òî ôóíêöèè

uk+1(x) =
k∑

j=1

b
(k+1−j)
j Zj(x), k > 1, (11.50)

óäîâëåòâîðÿþò (11.48) è (11.49). Ïðè÷åì, òàê êàê êîýôôèöèåíòû b
(1)
j è

b
(2)
j óæå âûáðàíû (èç ðàçëîæåíèé (11.47) äëÿ vH1(Ω) è v2), â ñèëó (11.50)
îïðåäåëåíû òàêæå u2 è u3. Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû b

(i)
j óòî÷íèì íèæå

(è òåì ñàìûì îïðåäåëèì îñòàëüíûå um).
Âåðíåìñÿ ê �èäåéíîé� ÷àñòè ìåòîäà ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ

ðàçëîæåíèé. Êàê è âûøå, íà ðÿäàõ U(x, ε) âèäà (11.39) îïðåäåëèì îïåðà-
òîð Kj(U(x, ε)) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàìåíèì êîýôôèöèåíòû ðÿäà U(x, ε)
èõ àñèìïòîòèêàìè ïðè r → 0, ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì ξ è â ïîëó÷åííîì
äâîéíîì ðÿäó îñòàâèì òîëüêî ÷ëåíû âèäà εjΦ(ξ). Ïîëó÷åííóþ ñóììó îáî-
çíà÷èì Kj(U(x, ε)) è ïîëîæèì

KN (U(x, ε)) def=
N∑

j=1

Kj(U(x, ε)).

Íà ðÿäàõ V (ξ, ε) âèäà (11.43) îïðåäåëèì îïåðàòîð Mj(V (ξ, ε)). Äëÿ
ýòîãî çàìåíèì êîýôôèöèåíòû ðÿäà V (ξ, ε) íà èõ àñèìïòîòèêè íà áåñêîíå÷-
íîñòè, ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì x è â ïîëó÷åííîì äâîéíîì ðÿäó îñòàâèì
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òîëüêî ÷ëåíû âèäà εjΨ(x). Ïîëó÷åííóþ ñóììó îáîçíà÷èì Mj(V (ξ, ε)) è
ïîëîæèì

MN (V (ξ, ε)) =
N∑

j=1

Mj(V (ξ, ε)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H
(m)
j (x) è h

(q)
j (ξ) îäíîðîäíûå ôóíêöèè ñòåïåíè j, ÷å-

ðåç ûε,N è v̂ε,N � ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ uε è vε ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì
R2

+ = {ξ : ξ2 > 0}.
Ëåììà 11.3. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû ðÿäà uε ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàí-

ñòâó C∞(Ω\{0}) è èìåþò ïðè r → 0 äèôôåðåíöèðóåìûå àñèìïòîòèêè

uk(x) =
∞∑

j=−k+1+κk

H
(k)
j (x)

(κk � öåëûå ÷èñëà), à êîýôôèöèåíòû ðÿäà vε ïðèíàäëåæàò C∞(R2
+) è

èìåþò ïðè ρ →∞ äèôôåðåíöèðóåìûå àñèìïòîòèêè vk(ξ) =
k∑

j=−∞
h

(k)
j (ξ).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî N > 0 ñïðàâåäëèâû äèôôåðåíöèðóåìûå ðàâåíñòâà
ûε,N (x)−KN (ûε,N (x)) = O(rN+1 + εNr) ïðè r → 0,

v̂ε,N (ξ)−MN (v̂ε,N (ξ)) = O(ρ−N−1 + εNρ−1) ïðè ρ →∞.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ëåììû âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ KN

è MN è àñèìïòîòèê ui è vi, íî íèêàê íå ñâÿçàíà ñ êðàåâûìè çàäà÷àìè äëÿ
ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ è òåì áîëåå ñ �ñîãëàñîâàííîñòüþ� ýòèõ ðÿäîâ.

Ïóñòü χ(t) � ñðåçàþùàÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
ðàâíàÿ íóëþ ïðè t < 1 è åäèíèöå ïðè t > 2. Îáîçíà÷èì

ũε,N (x) = χ(rε−1/2)uε,N (x) + (1− χ(rε−1/2))vε,N (ξ).
Èç îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 11.4. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû ðÿäà uε ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàí-
ñòâó C∞(Ω\{0}) è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè êðàåâûõ çàäà÷ (11.49), à êîýôôè-
öèåíòû ðÿäà vε ïðèíàäëåæàò C∞(R2

+\γ)∩H1
loc(R2

+) è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ-
ìè êðàåâûõ çàäà÷ (11.45). Òîãäà ôóíêöèÿ ũε,N (x) ïðèíàäëåæèò C∞(Ω\γε)∩
H1(Ω) è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

∆ũε,N = FN + f ïðè x ∈ Ωε,

uε,N = 0 ïðè x ∈ Γε,
∂uε,N

∂ν
= 0 ïðè x ∈ γε,

ãäå

FN (x, ε) = 2
2∑

j=1

χxj (rε
−1/2)(ûε,N (x)− v̂ε,N (ξ))xj

+ (ûε,N (x)− v̂ε,N (ξ))∆χ(rε−1/2). (11.51)
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íèêàê íå ñâÿçàíî íè ñ àñèìï-

òîòèêàìè êîýôôèöèåíòîâ ðÿäîâ uε è vε (â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè ñîîò-
âåòñòâåííî), íè òåì áîëåå ñ ñîãëàñîâàííîñòüþ ðÿäîâ. Ñîãëàñîâàíèå ðÿäîâ
çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðÿäîâ òàêèõ, ÷òî �ïîðÿäîê
ìàëîñòè� ïðàâîé ÷àñòè (11.51) ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî âìåñòå ñ N .

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ñîãëàñîâàíèÿ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 11.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåìì 11.3 è 11.4, è ïóñòü
KN (ûε,N (x)) = MN (v̂ε,N (ξ)). (11.52)

Òîãäà
|FN | 6 CNε

N−1
2 . (11.53)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 11.3 è (11.52) ïðè ε1/2 < r < 2ε1/2

ûε,N (x)− v̂ε,N (ξ) = O(εN+1/2),

(ûε,N (x)− v̂ε,N (ξ))xj = O(εN/2).
(11.54)

Òàê êàê íîñèòåëè ôóíêöèé χxi
(rε−1/2) è ∆χ(rε−1/2) ëåæàò â êîëüöå ε1/2 <

r < 2ε1/2 è ε1/2|χxj
(rε−1/2)|+ ε|∆χ(rε−1/2)| 6 C, èç (11.51) è (11.52) âûòå-

êàåò (11.53). ¤
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôîðìàëüíîãî ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ

çàäà÷è (11.38) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü âîçìîæíîñòü âûáîðà êîýôôèöèåíòîâ
A

(k)
j â (11.46) (à ñëåäîâàòåëüíî, è b

(n)
k â (11.48) ïðè n > 2) òàê, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî (11.52) äëÿ ëþáîãî n. Èç (11.50) ñëåäóåò, ÷òî

uk+1(x) =
k∑

j=1

b
(k+1−j)
j r−j sin(jθ)

+
∞∑

j=1

a
(k+1)
j rj sin(jθ) ïðè r → 0, (11.55)

ïðè÷åì, òàê êàê u2 è u3 óæå îïðåäåëåíû, îïðåäåëåíû òàêæå a
(2)
j è a

(3)
j .

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî, îïðåäåëÿÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì k âñå b
(k+1−j)
j â (11.55),

ìû îïðåäåëÿåì uk+1, à ñ íåé è âñå a
(k+1)
j .

Ïåðåõîäÿ â (11.55) ê âíóòðåííèì ïåðåìåííûì è ïîäñòàâëÿÿ (11.55) è
àñèìïòîòèêó u0 èç (11.48) â (11.43) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ε−1/2 < ρ < 2ε−1/2

uε(x) =
∞∑

n=1

εnVn(ξ),

Vn(ξ) = a(0)
n ρn sin(nθ) +

n−2∑

j=1

a
(n−j)
j ρj sin(jθ) +

∞∑

k=1

b
(n)
k ρ−k sin(kθ),

(11.56)

Èç îïðåäåëåíèÿ MN è KN ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà
(11.52) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðÿäû (11.47) è (11.56) ñîâïàäàëè äëÿ ëþáîãî N .

Òàê êàê âñå a
(3)
j óæå áûëè îïðåäåëåíû, ïîëîæèâ A

(3)
j = a

(3)
j , ìû, âî-

ïåðâûõ, îïðåäåëÿåì v3, à âî-âòîðûõ, íàõîäèì ðàñòóùèå íà áåñêîíå÷íîñòè
êàê O(ρk−2) ñëàãàåìûå äëÿ vk ïðè k > 4 â (11.46). Îïðåäåëèâ v3, ìû òåì
ñàìûì îïðåäåëèëè âñå b

(3)
j . Â ñâîþ î÷åðåäü, çíàÿ b

(3)
j , ìû, âî-ïåðâûõ, ïîë-

íîñòüþ îïðåäåëÿåì u4 è, âî-âòîðûõ, íàõîäèì ðàñòóùèå â íóëå êàê O(r−k+3)
ñëàãàåìûå äëÿ uk ïðè k > 5 â (11.55). Íàêîíåö, îïðåäåëèâ u4, ìû òåì ñà-
ìûì îïðåäåëèëè âñå a

(4)
j . Äàëåå ýòà öåïî÷êà ïîâòîðÿåòñÿ:

A
(4)
j = a

(4)
j ⇒ v4 ⇒ b

(4)
j ⇒ u5 ⇒ a

(5)
j ⇒ A

(5)
j = a

(5)
j ⇒ . . .

Èñïîëüçóÿ ýòè ïîñòðîåíèÿ, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
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Òåîðåìà 11.4. Ñóùåñòâóþò ðÿäû (11.43) è (11.39), êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 11.3 è äëÿ êîýôôèöèåíòîâ êîòîðûõ ñïðàâåä-
ëèâû ðàâåíñòâà (11.46) è (11.50).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà ïîëíàÿ ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ
êðàåâîé çàäà÷è (11.38).

Ïåðåéäåì ê îáîñíîâàíèþ ïîñòðîåííîé àñèìïòîòèêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
H1(Ω; Γε) çàìûêàíèå ôóíêöèé èç C∞(Ω), îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â îêðåñò-
íîñòè Γε, ïî íîðìå H1(Ω). Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (11.38) ïîíèìàåòñÿ ýëå-
ìåíò uε ∈ H1(Ω; Γε), óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

−(∇uε,∇v)L2(Ω) = (f, v)L2(Ω) ∀ v ∈ H1(Ω; Γε). (11.57)

Ëåììà 11.5. Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (11.38) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε‖H1(Ω) 6 C‖f‖L2(Ω), (11.58)
ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò ε è f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ â (11.57) v = uε, ëåãêî ïîëó÷èòü ðàâíî-
ìåðíóþ ïî ε àïðèîðíóþ îöåíêó

‖uε‖H1(Ω) 6 C0

(‖f‖L2(Ω) + ‖uε‖L2(Ω)

)
. (11.59)

Äîïóñòèì, ÷òî îöåíêà (11.58) íåâåðíà. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü εn → 0 ïðè n → ∞ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ∈ L2(Ω) òàêèå,
÷òî

‖uεn‖H1(Ω) > n‖fn‖L2(Ω). (11.60)

Èç (11.59) è (11.60) ïîëó÷àåì, ÷òî
‖uεn‖H1(Ω) < 2C0‖uεn‖L2(Ω), (11.61)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ‖uεn‖L2(Ω) = 1. Òîãäà â
ñèëó (11.61) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εn},
íà êîòîðîé uεn ñõîäèòñÿ ñëàáî â H1(Ω) è ñèëüíî â L2(Ω) ê u∗ ∈ H1(Ω),
ïðè÷åì ‖u∗‖L2(Ω) = 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî u∗ ∈

◦
H1(Ω). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

èç (11.60) è (11.61) ñëåäóåò, ÷òî ‖fn‖L2(Ω) → 0. Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ èç

◦
H1(Ω) â (11.57). Ïîäñòàâëÿÿ â (11.57) uε = uεn è f = fn è

ïåðåõîäÿ â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè n →∞, óáåæäàåìñÿ, ÷òî
u∗ � íåòðèâèàëüíîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå

∆u∗ = 0 â Ω, u∗ = 0 íà ∂Ω.

Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò îöåíêà (11.58). ¤

Èç ëåììû 11.4 è îöåíîê (11.51) è (11.58) âûòåêàåò îöåíêà
‖uε − ũε,N‖H1(Ω) 6 CNεN/2.

Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëà â âûáîðå N ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåíî ïîëíîå àñèìï-
òîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ (11.38).

Ðàññìîòðåííûé ìåòîä ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé øè-
ðîêî ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå â òåîðèè óñðåäíåíèÿ. Â ï. 15.2 íèæå ìû ïðèìåíèì
ýòîò ìåòîä ê êðàåâûì çàäà÷àì ñ áûñòðî ìåíÿþùèìñÿ òèïîì ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé.
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§ 12. Ìåòîä Áîãîëþáîâà

12.1. Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ. Ìåòîä Áîãîëþáîâà
áûë ñîçäàí äëÿ àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ ãðóïïû ïåðå-
ìåííûõ, õàðàêòåðíûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè êîòîðûõ ñóùåñòâåí-
íî ðàçëè÷åí. ×àñòî ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå äâóõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì ïà-
ðàìåòðû äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû áûñòðî îñöèëëèðóþò ïî îòíîøåíèþ ê îä-
íîé èç íèõ (�áûñòðàÿ� ïåðåìåííàÿ) è ìåäëåííî ìåíÿþòñÿ ïî îòíîøåíèþ
ê äðóãîé (�ìåäëåííàÿ� ïåðåìåííàÿ). Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêîé ñèñòå-
ìû ÿâëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîäâåðæåííàÿ âîçäåéñòâèþ âíåøíåé
áûñòðî îñöèëëèðóþùåé ñèëû (âèáðàöèè). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè àíàëèçå
ýâîëþöèè òàêîé ñèñòåìû íà çíà÷èòåëüíûõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè ãëàâíóþ
ðîëü èãðàåò ñðåäíåå çíà÷åíèå âíåøíåé ñèëû ïî ïåðèîäó åå èçìåíåíèÿ âî
âðåìåíè, à ñàìî çíà÷åíèå ñèëû â êîíêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè íå ÿâëÿ-
åòñÿ ñóùåñòâåííûì. Íà ôîðìàëüíîì ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïðè óñðåäíåíèè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû ïî ÿâíî âõîäÿùåìó âðåìåíè
ïîëó÷åííàÿ óïðîùåííàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü ðåøåíèÿ, �õîðîøî ïðèáëè-
æàþùèå� ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû íà áîëüøîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ âåñüìà ñëîæíûå ñèñòåìû òàêîãî
âèäà, êîãäà áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ïî âðåìåíè ôóíêöèè íå âõîäÿò â ðàñ-
ñìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó ÿâíî, îäíàêî ôàçîâûå ïåðåìåííûå ñèñòåìû ìîæíî
ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû, ïðè÷åì ïåðåìåííûå ïåðâîé ãðóïïû ýâîëþöèîíè-
ðóþò âî âðåìåíè ìåäëåííî, à ïåðåìåííûå âòîðîé ãðóïïû � áûñòðî, è äëÿ
áûñòðîé ýâîëþöèè õàðàêòåðíà öèêëè÷íîñòü. Ïðåäñòàâèì ñåáå, íàïðèìåð,
èñêóññòâåííûé ñïóòíèê Çåìëè, äâèæóùèéñÿ ïî îðáèòå è îäíîâðåìåííî ñî-
âåðøàþùèé âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ. Íà ñïóò-
íèê, êðîìå ñèëû ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè, äåéñòâóþò ðàçëè÷íûå âèäû ñëàáûõ
âçàèìîäåéñòâèé (ìàãíèòíîå ïîëå Çåìëè, ñèëû ñâåòîâîãî äàâëåíèÿ è ïð.).
Ïîä äåéñòâèåì ýòèõ ñëàáûõ ñèë íà áîëüøîì èíòåðâàëå âðåìåíè íà÷èíà-
þò ìåäëåííî ýâîëþöèîíèðîâàòü õàðàêòåðèñòèêè áûñòðîãî âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ, òàê, íàïðèìåð, ìîæåò ìåä-
ëåííî èçìåíÿòüñÿ íàïðàâëåíèå îñè âðàùåíèÿ è ïð. Êàê ìîæíî îïèñàòü
ýòó ìåäëåííóþ ýâîëþöèþ? Êîíå÷íî, ìû ìîæåì ïûòàòüñÿ èíòåãðèðîâàòü
ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íàøåé ñèñòåìû íà
áîëüøîì èíòåðâàëå âðåìåíè, íî ïðè ýòîì íåèçáåæíî áóäåò íàêàïëèâàòüñÿ
îøèáêà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìåòîä óñðåäíåíèÿ ïðåäëàãàåò äðóãîé
ñïîñîá � ïîñòðîèòü áîëåå ïðîñòóþ �óñðåäíåííóþ� ñèñòåìó, ïàðàìåòðû êî-
òîðîé çàâèñÿò òîëüêî îò ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ, à åå ðåøåíèÿ íà áîëüøîì
èíòåðâàëå âðåìåíè �õîðîøî ïðèáëèæàþò� èñòèííîå ðåøåíèå. Èäåÿ óñðåä-
íåíèÿ â ýòîé ñèòóàöèè îñíîâàíà íà òîì, ÷òî ýâîëþöèÿ ìåäëåííûõ ïåðåìåí-
íûõ ñóùåñòâåííî çàâèñèò òîëüêî îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ áûñòðûõ ïåðåìåí-
íûõ ïî õàðàêòåðíîìó îòðåçêó âðåìåíè èõ öèêëè÷åñêîãî (íå îáÿçàòåëüíî
ïåðèîäè÷åñêîãî, íî áëèçêîãî ê ïåðèîäè÷åñêîìó) èçìåíåíèÿ. Ïîä÷åðêíåì,
÷òî èçíà÷àëüíî ìåäëåííûå è áûñòðûå ïåðåìåííûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé,
è äèíàìèêà ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ èõ âçàèìíûì âëèÿíèåì äðóã íà äðóãà.
Â ðåçóëüòàòå æå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ñèñòåìà äëÿ ìåäëåííûõ
ïåðåìåííûõ ñòàíîâèòñÿ çàìêíóòîé; åå ìîæíî èññëåäîâàòü íåçàâèñèìî. Â
ýòîì ñëó÷àå îáû÷íî ãîâîðÿò, ÷òî óäàëîñü îñóùåñòâèòü àñèìïòîòè÷åñêóþ
äåêîìïîçèöèþ èñõîäíîé ñèñòåìû.

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ýòî íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé èìå-
åò ìàëî îáùåãî ñ îñíîâíîé òåìîé íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè. Îäíàêî èìåííî
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ìåòîä Áîãîëþáîâà ïîñëóæèë ïðîîáðàçîì àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà óñðåä-
íåíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû ñ ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðî-
ñòðóêòóðîé (êîòîðûé èçëîæåí â [9, 16]). Ôàêòè÷åñêè, çäåñü òîæå îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ äåêîìïîçèöèÿ � èñêóññòâåííî ââîäÿòñÿ íåçàâè-
ñèìûå áûñòðûå ïåðåìåííûå, îïèñûâàþùèå èçìåíåíèÿ ñðåäû â ìàñøòàáàõ
îäíîãî ìàëîãî ïåðèîäà (ÿ÷åéêè). Äàëåå ìû çàïèñûâàåì óðàâíåíèÿ, õàðàê-
òåðèçóþùèå ñðåäó, â ýòèõ áûñòðûõ ïåðåìåííûõ, ïðè ýòîì ìåäëåííûå (èñ-
õîäíûå) ïåðåìåííûå âõîäÿò â ðàññìàòðèâàåìûå óðàâíåíèÿ êàê ïàðàìåò-
ðû. Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ýòèõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå óðàâíåíèé, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò
ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ. Òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ �óñðåäíåííûìè�, îíè
îïèñûâàþò ìàêðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû.

Â ìåòîäå óñðåäíåíèÿ Áîãîëþáîâà òàêæå äåëàåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ,
èñêëþ÷àþùàÿ â èñõîäíîé ñèñòåìå çàâèñèìîñòü îò áûñòðûõ ïåðåìåííûõ â
ãëàâíûõ (ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó) ÷ëåíàõ. Ýòà çàìåíà âîçìîæíà òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ìåäëåííûå ïåðåìåííûå óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðîé çàìêíóòîé
ñèñòåìå óðàâíåíèé, ïðè÷åì ýòà ñèñòåìà âîçíèêàåò èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìî-
ñòè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ â áûñòðûõ ïåðåìåííûõ.

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ñíà÷àëà äàäèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû Áîãîëþáîâà (íå îïèðàþùóþñÿ íà èäåþ çàìåíû ïåðåìåííûõ), à çàòåì
ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ (â âèäå çàäà÷), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
ìîæíî íàéòè óêàçàííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ.

Ìåòîä Áîãîëþáîâà (ñì. [19]) áóäåò èçëîæåí â ïðîñòåéøåé ñèòóàöèè.
Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü Q := {(x, t) : x ∈ Ω, 0 6 t < +∞} � îáëàñòü â Rd+1, ãäå Ω �
öèëèíäðè÷åñêàÿ îáëàñòü â Rd. Ðàññìîòðèì â îáëàñòè Q íåëèíåéíóþ íåàâ-
òîíîìíóþ ñèñòåìó ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε

dXε

dt
= εF (t,Xε) (12.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
Xε(0) = X0, (12.2)

ãäå ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, F (t, x) ∈ C([0,∞); Lip(Ω)),

‖F (t, ·)‖ 6 M ; (12.3)

âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå ‖ · ‖ îáîçíà÷àåò ëèïøèöåâó íîðìó â îáëàñòè Ω.
Òåîðåìà 12.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Ω ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíûé ïî

x êîíå÷íûé ïðåäåë

G(x) = lim
T→∞

1
T

T∫

0

F (t, x) dt ∈ C(Ω) (12.4)

è çàäà÷à äëÿ óñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ
dYε

dt
= εG(Yε), Yε(0) = X0 (12.5)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Yε(t), îïðåäåëåííîå ïðè ε = 1 íà îòðåçêå
[0, T1]. Òîãäà ðàçíîñòü (Xε(t)− Yε(t)) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ íà îò-
ðåçêå 0 6 t 6 T/ε, 0 < T < T1 ïðè ε → 0, ãäå Xε(t) � ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè (12.1), (12.2), à Yε(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (12.5).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ > 0 � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè X0 ∈ Ω äî ãðà-
íèöû îáëàñòè Ω. Òîãäà â ñèëó íåðàâåíñòâà (12.3) ðåøåíèå Xε(t) áóäåò îïðå-
äåëåíî ïî êðàéíåé ìåðå íà ïðîìåæóòêå 0 6 t 6 ρ

Mε
√

d
.

Çàäà÷à 12.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè óñëîâèè (12.3) ðåøåíèå ñóùåñòâóåò
ïðè t ∈

[
0,

ρ

Mε
√

d

]
, íå ïîêèäàÿ ïðè ýòîì îáëàñòè Ω.

Ââåäåì �ìåäëåííîå� âðåìÿ τ = εt è ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (12.1) è
(12.5) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dX

dτ
= F (τ/ε, X) = Gε(τ, X), (12.6)

dY

dτ
= G(Y ). (12.7)

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Gε(τ, x) (äîîïðåäåëåííàÿ çíà÷åíèåì G(x) ïðè ε =
0) áóäåò èíòåãðàëüíî íåïðåðûâíîé ïî ε ïðè ε = 0, ò.å. ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
ε→0

t∫

0

Gε(τ, x)dτ , ðàâíûé
t∫

0

G(x)dτ . Äåéñòâèòåëüíî,

lim
ε→0

t∫

0

Gε(τ, x)dτ = lim
ε→0

t∫

0

F (τ/ε, x)dτ = lim
ε→0

ε

t/ε∫

0

F (s, x)ds

= t lim
ε→0

1
t/ε

t/ε∫

0

F (s, x)ds = tG(x) =

t∫

0

G(x)dτ.

Çàïèøåì (12.6), (12.7) â èíòåãðàëüíîé ôîðìå. Äëÿ ëþáîãî τ ∈ [0, T ]

Xε(τ) = X0 +

τ∫

0

Gε(s,Xε(s)) ds (12.8)

Y (τ) = X0 +

τ∫

0

G(Y (s)) ds. (12.9)

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ðåøåíèé {Xε(τ)}, ãäå ε > 0, τ ∈ [0, T ]. Ïî-
êàæåì, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðå-
ðûâíî íà îòðåçêå [0, T ]. Ýòî ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïðî-
èçâîäíîé dXε

dτ
. Äåéñòâèòåëüíî, èìåÿ â âèäó ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü

Gε(s,X) ≡ F (s/ε, X), èç ðàâåíñòâà (12.8) ïîëó÷àåì

‖Xε(τ)‖ 6 ‖X0‖+

τ∫

0

‖Gε(s,Xε(s))‖ ds 6 ‖X0‖+ TM.

Àíàëîãè÷íî èç (12.6) ìîæíî âûâåñòè ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü ïðîèç-
âîäíûõ dXε

dτ
íà îòðåçêå [0, T ], ÷òî äàåò ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü.

Ïî òåîðåìå Àðöåëà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xε(τ) ìîæíî âûáðàòü ðàâ-
íîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ íà [0, T ] ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò.å. ñóùåñòâóþò Y ∗(τ)
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è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εk òàêèå, ÷òî
Xεk

(τ) ⇒ Y ∗(τ) ðàâíîìåðíî ïðè εk → 0. (12.10)
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè εk → 0 â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (12.8), ò.å. â

Xεk
(τ) = X0 +

τ∫

0

Gεk
(s,Xεk

(s)) ds,

ïîëó÷èì

Y ∗(τ) = X0 +

τ∫

0

G(Y ∗(s)) ds 0 6 τ 6 T. (12.11)

Äåéñòâèòåëüíî,
∣∣∣∣

τ∫

0

Gεk
(s, Xεk

) ds−
τ∫

0

G(Y ∗) ds

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣

τ∫

0

Gεk
(s,Xεk

) ds−
τ∫

0

Gεk
(s, Y ∗) ds

∣∣∣∣

+
∣∣∣∣

τ∫

0

Gεk
(s, Y ∗) ds−

τ∫

0

G(Y ∗) ds

∣∣∣∣ → 0 ïðè ε → 0.

Çàäà÷à 12.2. Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíóþ íåïðåðûâíîñòü Gε(s,X), ïîêà-
æèòå, ÷òî âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ ê íóëþ.

Óðàâíåíèå (12.11) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå
dY ∗

dτ
= G(Y ∗), Y ∗(0) = X0.

Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé t, ïðèõîäèì ê çàäà÷å (12.5). Â ñèëó åäèíñòâåí-
íîñòè åå ðåøåíèÿ ïðåäåë íå çàâèñèò îò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ¤

Çàìå÷àíèå 12.1. Åñëè F (t,X) ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî t, â òåîðåìå 12.1 èìå-
åò ìåñòî íå òîëüêî ñõîäèìîñòü, íî è îöåíêà íà èíòåðâàëå [0, T/ε]

|Xε(t)− Yε(t)| 6 C(T )ε,
ãäå ïîñòîÿííàÿ C(T ) > 0 çàâèñèò îò T > 0, íî íå çàâèñèò îò ε > 0 (ñì. [19]).

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ ìîæ-
íî íàéòè â [20]. Ïóñòü âåêòîð�ôóíêöèè F (θ, X) è F0(θ, X) ïåðèîäè÷íû ïî
θ, è ïóñòü

G(Y ) =
1
θ0

θ0∫

0

F (θ, Y ) dθ, (12.12)

ãäå θ0 � ïåðèîä ôóíêöèè F (θ, Y ) ïî ïåðåìåííîé θ.
Òåîðåìà 12.2. Ïóñòü ω(x) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-

öèÿ òàêàÿ, ÷òî ω(x) > C > 0, è âåêòîð�ôóíêöèè Xε(t) è Yε(t) ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè ñèñòåì óðàâíåíèé

dXε

dt
= εF (θε, Xε),

dθε

dt
= ω(Xε) + εF0(θε, Xε),

Xε(t0) = X0, θ(t0) = θ0;
dYε

dt
= εG(Yε), Yε(t0) = X0.
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Òîãäà íà èíòåðâàëå [t0, T/ε], T = const, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
|Xε(t)− Yε(t)| 6 C(T )ε,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C(T ) > 0 çàâèñèò îò T > 0, íî íå çàâèñèò îò ε > 0 Çäåñü
G(x) çàäàíà ôîðìóëîé (12.12) (ñì. òàêæå ðèñ. 12.1).

x

0 t0 T/ε t

Cε
Yε(t)

Xε(t)

Ðèñ. 12.1. |Xε(t0)−Xε(T/ε)| ∼ 1 è |Xε(t)− Yε(t)| ∼ Cε.

Íàìåòèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12.2. Ìû ïðèìåíèì ìåòîä (ñì., íà-
ïðèìåð, [21]), îòëè÷íûé îò ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 12.1.

Ïîïûòàåìñÿ íàéòè òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ôàçîâûõ êîîðäèíàò (X, θ) ê
íîâûì ôàçîâûì ïåðåìåííûì (Z, θ), ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, Z = X + εk(X, θ) è,
âî-âòîðûõ, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ íàøà ñèñòåìà ïðèíÿëà áîëåå ïðîñòîé
âèä, à èìåííî, Ż = εf(Z)+R(ε, Z, θ), ãäå |R| 6 Cε2, ò.å. ñëàãàåìîå ïîðÿäêà
ε íåçàâèñèìî îò ïåðåìåííîé θ. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ω(X)
∂k

∂θ
= −[F (θ, X)−G(X)]. (12.13)

Çàäà÷à 12.3. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå (12.13) ïðè êàæäîì X èìååò
ïåðèîäè÷åñêîå ïî θ ðåøåíèå.

Çàäà÷à 12.4. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ k(X, θ), îïðåäåëÿþùàÿ çà-
ìåíó ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (12.13), òî äëÿ ïåðåìåííîé Z

ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå Ż = εG(Z) + R(ε, Z, θ), ãäå |R| 6 Cε2.
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ïðàâóþ ÷àñòü óñðåäíåííîé ñè-

ñòåìû, ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (12.13).
Çàäà÷à 12.5. Îïèðàÿñü íà ïðåäûäóùèå çàäà÷è, çàâåðøèòå äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû 12.2.
Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïóñòü x0 � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (ñòàöèîíàðíîå

ðåøåíèå) ñèñòåìû Ẋ = F (X). Áóäåì íàçûâàòü x0 óñòîé÷èâûì ïî ïåðâîìó

ïðèáëèæåíèþ, åñëè âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ìàòðèöû
(

∂F i

∂xj
(x0)

)d

i,j=1

èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, ò.å. ëåæàò â ëåâîé êîìïëåêñíîé
ïîëóïëîñêîñòè.

Â äàëüíåéøåì ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå èíòåãðàëüíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû.
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Îïðåäåëåíèå 12.2. Ïîä èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ìû ïîíèìà-
åì ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü I â ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Rd+1 3
(x1, . . . , xd, t) ñèñòåìû Ẋ = F (t, X) òàêóþ, ÷òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ íàøåé
ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì â íåêîòîðîé σ-îêðåñòíîñòè I ñòðåìèòñÿ ê
I ïðè t → +∞ è ïðè ýòîì ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ Y (t) ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì Y (t0) ∈ I öåëèêîì ëåæèò â I (ñì. ðèñ. 12.2).

xd

t

x1

X(t)

Y (t)

I

Ðèñ. 12.2

Òåîðåìà 12.3. Ïóñòü ôóíêöèè F è G òå æå, ÷òî â óñëîâèè òåîðå-
ìû 12.2, è x0 � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ñèñòåìû

dYε

dt
= εG(Yε),

óñòîé÷èâàÿ ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé σ-îêðåñòíîñòè
Uσ òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò ε0(σ) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ε < ε0(σ) â Uσ

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë (ò.å. àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå X∗

ε (t)) ñèñòåìû
dXε

dt
= εFε(t,Xε),

ïðè÷åì ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ t ∈ (−∞, +∞) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
|X∗

ε (t)− x0| 6 Cε,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò t è ε (ñì. ðèñ. 12.3).

xd

t

x1

X∗
ε (t)

ξ0

Uσ

Ðèñ. 12.3
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Ïóñòü Ẋ = A(t)X � ëèíåéíàÿ íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, X(t) �
íåêîòîðîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 12.3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì (ïîêàçàòåëåì
Ëÿïóíîâà) ðåøåíèÿ X(t) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

λ[x] ≡ lim
t→∞

ln |X(t)|
t

.

Ïóñòü X0(t) � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íåêîòîðîé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëè-
íåéíîé ñèñòåìû Ẋ = F (X). Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

Ẏ = F ′(X0(t))Y, (12.14)
ÿâëÿþùóþñÿ ëèíåàðèçàöèåé èñõîäíîé ñèñòåìû íà ïåðèîäè÷åñêîì ðåøåíèè
X0(t). Çàìåòèì, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Y0(t) = Ẋ0(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû Ẏ = F ′(X0(t))Y . Â ñàìîì äåëå, äèôôåðåí-
öèðóÿ óðàâíåíèå Ẋ = F (X) ïî t, ïîëó÷èì Ẍ0 = F ′(X0(t))Ẋ0(t), îòêóäà
Ẏ0 = F ′(X0(t))Y0. Ïîýòîìó îäíî èç ðåøåíèé (åñëè X0(t) 6≡ const) ÿâëÿåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé, íå ðàâíîé òîæäåñòâåííî íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ðàâåí íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 12.4. Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå X0(t) óñòîé÷èâî â ëèíåé-
íîì ïðèáëèæåíèè, åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè îñòàëüíûõ (d− 1)
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (12.14) îòðèöà-
òåëüíû.

xd

t

x1 Iε

Yε = Y (εωt)

Ðèñ. 12.4. Iε = {(x, t) : x = fε(t, θ), t > 0, 0 6 θ 6 2π}.

Òåîðåìà 12.4. Ïóñòü ôóíêöèè F è G òå æå, ÷òî â óñëîâèè òåî-
ðåìû 12.2, è Yε = Y (εωt) � óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë (ñ ïåðèîäîì
(2π)/(εω)) ñèñòåìû óðàâíåíèé

dYε

dt
= εG(Yε),

ãäå G(x) çàäàíà ôîðìóëîé (12.12), Y (θ) � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Òî-
ãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé σ-îêðåñòíîñòè Uσ ýòîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà ñóùå-
ñòâóåò ε0(σ) òàêîå, ÷òî äëÿ ε < ε0(σ) ñèñòåìà óðàâíåíèé

dXε

dt
= εF (t,Xε)
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èìååò â Uσ åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå äâóìåðíîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîá-
ðàçèå Iε, çàäàâàåìîå óðàâíåíèåì x = fε(t, θ) ñ ãëàäêîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ïî
t, θ ôóíêöèåé fε(t, θ). Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ t ∈ (−∞, +∞)

|fε(t, θ)− Y (θ)| 6 Cε,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò t è ε (ñì. ðèñ. 12.4).
Çàìå÷àíèå 12.2. Òåîðåìû 12.2�12.4 äîêàçàíû â [20] ïðè çíà÷èòåëüíî

áîëåå îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, çàâèñèìîñòü ïðàâûõ ÷àñòåé îò
âðåìåíè t íå îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü ïåðèîäè÷åñêîé. Âî-âòîðûõ, óñòîé-
÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ïðåäåëüíîãî öèêëà äëÿ óñðåäíåííîé ñè-
ñòåìû � íå îáÿçàòåëüíîå óñëîâèå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà
èëè äâóìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû. Äåòà-
ëè ÷èòàòåëü ìîæåò èçó÷èòü, îáðàòèâøèñü ê [20]. Â íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè
ìû ïðèâåëè ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ òåîðåì â óïðîùåííîì âàðèàíòå.

Â [20] âìåñòî óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåì ïî ÿâíî
âõîäÿùåìó âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïî
ïàðàìåòðó T0 ñðåäíåãî

lim
T→+∞

1
T

T0+T∫

T0

f(t) dt,

à âìåñòî óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
èëè ïðåäåëüíîãî öèêëà óñðåäíåííîé ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ áîëåå øèðîêîå
ñâîéñòâî îòñóòñòâèÿ íà ìíèìîé îñè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè êîðíåé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìàòðèöû F ′(x0) (äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû) èëè
îòñóòñòâèÿ íóëåâûõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû Ẏ = F ′(X0(εωt))Y ,
êðîìå îäíîãî, êîòîðûé åñòü âñåãäà (äëÿ íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû).

12.2. Íåñêîëüêî èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ.
12.2.1. Ìàÿòíèê ñ èçìåíÿþùåéñÿ äëèíîé. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå (óðàâíåíèå Õèëëà), îïèñûâàþùåå äâèæåíèå ìàÿòíèêà ñ
ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùåéñÿ ïî çàäàííîìó çàêîíó äëèíîé (�êà÷åëè�) (ýòî
èçìåíåíèå äëèíû îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé εf(t), çäåñü ε � ìàëûé ïîëîæè-
òåëüíûé ïàðàìåòð)

ẍ + ν2x = −εf(t)x. (12.15)
Çàìåíà ïåðåìåííûõ (x, ẋ) 7−→ (a, b), ãäå

x = a sin νt + b cos νt, ẋ = aν cos νt− bν sin νt, (12.16)
ïðèâîäèò ýòî óðàâíåíèå ê âèäó

ȧ = − ε

ν
f(t)[a sin νt + b cos νt] cos νt,

ḃ =
ε

ν
f(t)[a sin νt + b cos νt] sin νt.

(12.17)

Çàäà÷à 12.6. Âûâåäèòå ñèñòåìó (12.17) èç óðàâíåíèÿ (12.15).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(t) = a0 sin λt. Ïðè λ = 2ν óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè

ïðàâûõ ÷àñòåé ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
ȧ = −a0ε

2ν
a〈sin2 2νt〉t ≡ −a0ε

4ν
a,

ḃ =
a0ε

2ν
b〈sin2 2νt〉t ≡ a0ε

4ν
b,
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ãäå

〈sin2 2νt〉t := lim
T→∞

1
T

T∫

0

sin2 2νt dt =
1
2
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îäíà èç àìïëèòóä a, b ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñ-
òóùåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè λ = 2ν àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî ðàñòåò. Òàêèì îáðàçîì, ïðè λ = 2ν äàæå ñ ïîìîùüþ ñêîëü
óãîäíî ìàëîãî ïåðèîäè÷åñêîãî èçìåíåíèÿ äëèíû ìàÿòíèêà ìîæíî �ðàñêà-
÷àòü� åãî äî ïðîèçâîëüíî áîëüøîé àìïëèòóäû.

12.2.2. Ìàÿòíèê ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà. Ìåõàíèêàì õîðîøî
èçâåñòíî çàìå÷àòåëüíîå ÿâëåíèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïåðåâåðíóòûé ìà-
ÿòíèê íà âèáðèðóþùåé îñíîâå (ñ âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà) ïðè îïðå-
äåëåííûõ ÷àñòîòàõ âèáðàöèè íå ïàäàåò, à îñòàåòñÿ â âåðòèêàëüíîì ïîëî-
æåíèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåóñòîé÷èâîå âåðõíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñòà-
íîâèòñÿ óñòîé÷èâûì. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ Áîãîëþáîâà ìîæíî
îáúÿñíèòü ýòî ÿâëåíèå.

Äâèæåíèå ìàÿòíèêà, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî îñöèëëèðóåò â âåðòè-
êàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî çàêîíó δ(t) = a sin ωt, ãäå δ(t) � îòêëîíåíèå òî÷êè
ïîäâåñà â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

d2θ

dt2
+ λ

dθ

dt
+

g − aω2 sin ωt

l
sin θ = 0,

ãäå λ � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, l � äëèíà ïîäâåñà, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ. Ââåäåì ñíà÷àëà íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ τ = ωt, à òàêæå
ïîñòîÿííûå

ω0 =
√

g

l
, α =

λ

2ω0
k, k2 =

g

ω2l

(
l

a

)2

.

Ïîñêîëüêó
d

dτ
=

1
ω

d

dt
,

d2

dτ2
=

1
ω2

d2

dt2
,

óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íîâîé ïåðåìåííîé τ ïðèìåò âèä
d2θ

dτ2
+

λ

ω

dθ

dτ
+

g − aω2 sin τ

ω2l
sin θ = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ââåäåííûå âûøå êîíñòàíòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
g

ω2l
=

(ω0

ω

)2

= k2(a/l)2,
λ

ω
=

λ

ω0

ω0

ω
=

λ

ω0
k

a

l
= 2α

a

l
.

Ïîýòîìó ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
d2θ

dτ2
+ 2α

a

l

dθ

dτ
+

{
k2

(a

l

)2

− a

l
sin τ

}
sin θ = 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü âåëè÷èíó ε = a/l ìàëûì ïàðàìåòðîì. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

d2θ

dτ2
+ 2εα

dθ

dτ
+

{
k2ε2 − ε sin τ

}
sin θ = 0.

Çàìåíó ïåðåìåííûõ (12.16) çäåñü ïðèìåíèòü íåïîñðåäñòâåííî íåëüçÿ,
òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå ν = 0. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ (θ, θ̇) 7−→ (ϕ,ψ)
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ñîãëàñíî ôîðìóëàì θ = ϕ − ε sin τ sin ϕ, θ̇ = εψ − ε cos τ sin ϕ. Ýòà çàìåíà
ïåðåìåííûõ ïðèâîäèò èñõîäíîå óðàâíåíèå ê ñèñòåìå â íîðìàëüíîé ôîðìå

dϕ

dτ
= εψ + ε2[· · · ],

dψ

dτ
= ε[− sin2 τ sin ϕ cosϕ− k2 sinϕ + ψ cos τ cos ϕ− 2αψ

+ 2α cos τ sin ϕ] + ε2[· · · ].

(12.18)

Çäåñü ìû íå âûïèñûâàåì â ÿâíîì âèäå âûðàæåíèÿ ïðè ñòåïåíÿõ ε âûøå
ïåðâîé. Ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî τ ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

dϕ̃

dτ
= εψ̃,

dψ̃

dτ
= −ε[2αψ̃ + (k2 +

1
2

cos ϕ̃) sin ϕ̃],
(12.19)

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà àâòîíîìíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà
d2ϕ

dτ2
+ 2εα

dϕ

dτ
+ ε2(k2 +

1
2

cosϕ) sin ϕ = 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1/2 − k2 > 0 ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ ϕ = π áóäåò óñòîé÷èâûì ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ó èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ áóäåò óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë (ñì. òåîðåìó 12.3) âèäà θε(t) =
ϕε(t/ε)− ε sin(t/ε) sin ϕε(t/ε), ãäå ϕε(τ) � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(12.18) â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè π.

12.2.3. Óðàâíåíèå Âàí-äåð-Ïîëÿ. Ðàññìîòðèì íåàâòîíîìíîå óðàâíåíèå
âòîðîãî ïîðÿäêà

ẍ + ν2x = εf(t, x, ẋ) (12.20)
ñ ìàëûì íåëèíåéíûì ÷ëåíîì εf . Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ (x, ẋ) 7−→
(a, θ) ñîãëàñíî ôîðìóëàì

x = a cos θ, ẋ = −νa sin θ. (12.21)
Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò (âûïîëíèòå ýòè âû÷èñëåíèÿ!), ÷òî óðàâíåíèå (12.20)
â íîâûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ȧ = − ε

ν
f(t, a cos θ,−aν sin θ) sin θ,

θ̇ = ν − ε

aν
f(t, a cos θ,−aν sin θ) cos θ.

(12.22)

Cèñòåìà (12.22) äîïóñêàåò ïðèìåíåíèå òåîðåìû 12.2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
çàìåíà (12.16) ïðèâîäèò óðàâíåíèå (12.20) ê âèäó

ȧ = − ε

ν
f(t, a sin νt + b cos νt, aν cos νt− bν sin νt) cos νt,

ḃ = − ε

aν
f(t, a sin νt + b cos νt, aν cos νt− bν sin νt) sin νt,

(12.23)

ò.å. ê âèäó, äëÿ êîòîðîãî âîçìîæíî ïðèìåíåíèå òåîðåìû 12.1. Â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ óäîáíî èñïîëüçîâàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ (12.16), à â íåêîòîðûõ �
(12.21). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Âàí-äåð-Ïîëÿ

ẍ + ν2x = ε(1− bx2)ẋ
è ïðèìåíèì ê ýòîìó óðàâíåíèþ ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ (12.21) òåîðå-
ìó 12.2. Óñðåäíåííîå óðàâíåíèå äëÿ ïåðåìåííîé a ïðèìåò âèä

ȧ = − ε

ν
ϕ(a),
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ãäå

ϕ(a) =

2π∫

0

(1− ba2 cos2 y)a sin2 y dy ≡ a

2

(
ba2

4
− 1

)
.

Óðàâíåíèå ϕ(a) = 0 ïðè b > 0 èìååò äâà íåîòðèöàòåëüíûõ êîðíÿ
a1 = 0 è a2 = 2

√
1/b, à ïðè b < 0 � îäèí êîðåíü a1 = 0. Ïðè b > 0 â ñèëó

óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â òî÷êå a2 è íåóñòîé÷èâîñòè â òî÷êå
a1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðà-
åêòîðèé ñèñòåìû Âàí-äåð-Ïîëÿ: âñå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïðèáëèæàþòñÿ ê
óñòîé÷èâîìó ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ ñ àìïëèòóäîé 2

√
1/b ëèáî èçíóòðè

öèêëà, ëèáî èçâíå (ñì. ðèñ. 12.5).

x

2
√

l
b

ẋ

Ðèñ. 12.5

Òåîðåìà 12.2 ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî îïèñàííàÿ âûøå êà÷åñòâåí-
íàÿ êàðòèíà ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé èìååò ìåñòî íà èíòåðâàëå âðå-
ìåíè ïîðÿäêà 1/ε.

12.2.4. Óðàâíåíèå òèïà Äóôôèíãà. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ẍ + ν2x = εf(x, ẋ) + εg(t) (12.24)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Äóôôèíãà, åñëè f(x, ẋ) = −x3. Ïîñëå çàìåíû ïåðå-
ìåííûõ (12.21) ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ȧ = − ε

ν
f(a cos θ,−aν sin θ) sin θ − ε

ν
g(t) sin θ,

θ̇ = ν − ε

aν
f(a cos θ,−aν sin θ) cos θ − ε

νa
g(t) cos θ.

(12.25)

Ïóñòü �âíåøíåå âîçäåéñòâèå� g(t) èìååò âèä g(t) = a0 cos λt. Îáîçíà÷àÿ
z = λt, ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó (12.25) ê âèäó

ȧ = − ε

ν
f(a cos θ,−aν sin θ) sin θ − ε

ν
a0 cos z sin θ,

θ̇ = ν − ε

aν
f(a cos θ,−aν sin θ) cos θ − εa0

νa
cos z cos θ,

ż = λ.

(12.26)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòîòà λ �âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ� áëèçêà ê ñîáñòâåííîé
÷àñòîòå ν êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû áåç âîçìóùåíèÿ, ò.å. λ = ν + εh, ãäå h �
âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ ðàññòðîéêîé. Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ δ = z − θ
è ïåðåéäåì îò ïåðåìåííûõ (a, θ, z) ê ïåðåìåííûì (a, δ, z). Ïîëàãàÿ z =
(ν + εh)t â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå è çàìå÷àÿ, ÷òî ñèñòåìà èìååò íîðìàëüíóþ
ôîðìó (ñì. óñëîâèå òåîðåìû 12.1), óñðåäíÿåì ïðàâûå ÷àñòè íàøåé ñèñòåìû
ïî âðåìåíè t. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó

ȧ = − ε

2νπ

( 2π∫

0

f(a cos y,−aν sin y) sin y dy − a0π sin δ

)
,

δ̇ =
ε

2πaν

( 2π∫

0

f(a cos y,−aν sin y) cos y dy + a0π cos δ

)
+ εh.

(12.27)

Çàäà÷à 12.7. Ïðîâåðüòå, ÷òî â ïåðåìåííûõ (a, δ, z) ñèñòåìà (12.26) èìå-
åò âèä (12.27).

Äëÿ óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà f(a cos y,−aν sin y) = −a3 sin3 y, ïîýòîìó
èíòåãðàëû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñèñòåìû (12.27) ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ, è îíà ïðè-
íèìàåò âèä

ȧ = − ε

2ν
a0 sin δ,

δ̇ = − ε

2πaν

(
3
4
a3 − a0π cos δ

)
+ εh.

(12.28)

Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè (ã, δ̃) ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ èç àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

0 = sin δ̃,

0 =
3
4
ã3 − a0π cos δ̃ − 2πνãh.

Îòñþäà δ̃ = 0, è äëÿ ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé ã ïî-
ëó÷àåì êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå

ã3 − 8
3
πνhã− 4

3
a0π = 0. (12.29)

Íàøà öåëü � èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ñëàáî íåëèíåéíîé êîëåáàòåëüíîé
ñèñòåìû (íåëèíåéíûé ÷ëåí εf(x, ẋ) ìàë âìåñòå ñ ε) ïðè âîçäåéñòâèè íà òà-
êóþ ñèñòåìó ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé ñ ÷àñòîòîé áëèçêîé ê ÷àñòîòå ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû (ïðè ε = 0 ñèñòåìà ëèíåéíà). Ïðè âîçìó-
ùåíèè ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé ñ ïåðèîäîì, áëèçêèì
ê ïåðèîäó ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà, âîçíèêàåò õîðîøî èçâåñò-
íîå ÿâëåíèå ðåçîíàíñà: àìïëèòóäà êîëåáàíèé íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñ
óìåíüøåíèåì ðàññòðîéêè. Ïðè àíàëèçå íàñòîÿùåãî ïðèìåðà ìû óâèäèì,
÷òî íàëè÷èå ñëàáîé íåëèíåéíîñòè ñóùåñòâåííî ìåíÿåò êà÷åñòâåííóþ êàð-
òèíó êîëåáàíèé.

Èòàê ìû ïðîâåðèëè, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà
ẍ + ν2x = −εx3 + εa0 cos((ν + εh)t), (12.30)

ÿâëÿþùåãîñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (12.24), ñòàöèîíàðíûå òî÷êè àìïëèòóäû
x̃ óäîâëåòâîðÿþò êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ (12.29). Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿåò çàâèñèìîñòü êîðíåé óðàâíåíèÿ (12.29), ò.å. àìïëèòóä ñòàöèîíàð-
íûõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ, îò ðàññòðîéêè h.
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Íà ðèñ. 12.6 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ
êîðíåé (èõ ìîæåò áûòü îäèí, äâà èëè òðè) îò h. Æèðíîé ëèíèåé èçîáðàæå-
íû âåòâè êîðíåé óðàâíåíèÿ (12.29), ñîîòâåòñòâóþùèå óñòîé÷èâûì öèêëàì,
òîíêîé � íåóñòîé÷èâûì.

hh0

x̃

x̃0

Ðèñ. 12.6. �Æèðíàÿ ëèíèÿ� çàäàåò âåëè÷èíó àìïëèòóä
óñòîé÷èâûõ öèêëîâ, �òîíêàÿ ëèíèÿ� � âåëè÷èíó àìïëèòóä
íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ, h ��ðàññòðîéêà�

Èç óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè (ã, δ̃) ñèñòåìû (12.28) âûòåêàåò
(ïî òåîðåìå 12.3) ñóùåñòâîâàíèå â îêðåñòíîñòè ýòîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè
ïðåäåëüíîãî öèêëà äëÿ íåóñðåäíåííîé ñèñòåìû, ïîýòîìó èñõîäíîå óðàâíå-
íèå îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì âèäà xε(t) = aε(t) cos(λεt − δε(t)),
ãäå λε = ν+εh, aε(t) è δε(t) � ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì (2π)/(λε),
ïðè÷åì aε(t) → ã, δε(t) → δ̃ ïðè ε → 0. Ýòîò ïðåäåëüíûé öèêë ïðè ε → 0
ïåðåõîäèò â öèêë ã cos(νt + δ̃). Çàìåòèì, ÷òî äèàãðàììà êîðíåé, èçîáðà-
æåííàÿ íà ðèñ. 12.6, ïðèâîäèò ê äîâîëüíî íåîæèäàííîìó ðåçóëüòàòó: ïðè
ñòðåìëåíèè �ðàññòðîéêè� h ê íóëþ àìïëèòóäà ñòàöèîíàðíûõ óñòîé÷èâûõ
êîëåáàíèé ìîæåò è íå óâåëè÷èâàòüñÿ (êàê ýòî ïðîèñõîäèò â ëèíåéíûõ ñè-
ñòåìàõ ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû ê ÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé ñèñòåìû), à ìîæåò è óìåíüøàòüñÿ, èëè óâåëè÷èâàòüñÿ �ñêà÷êîì�
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå h0.




