
Ãëàâà III

Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ

§ 13. Óñðåäíåíèå óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.
Êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ òåîðèè óñðåä-
íåíèÿ ê ýëëèïòè÷åñêèì ñèñòåìàì íà ïðèìåðå ñòàöèîíàðíîé ëèíåéíîé ñè-
ñòåìû òåîðèè óïðóãîñòè ñ îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèåì Äèðèõëå.

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêèé ìèêðîíåîäíîðîäíûé ìàòåðèàë, çàíèìàþ-
ùèé îáëàñòü Ω. ×åðåç ε îáîçíà÷àåì ïåðèîä ìèêðîñòðóêòóðû, òàê ÷òî õàðàê-
òåðèñòèêè òàêîãî ìàòåðèàëà çàäàþòñÿ òåíçîðîì óïðóãîñòè akl

ij = akl
ij (x/ε),

ãäå akl
ij (ξ) � 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà òåíçîðîâ

óïðóãîñòè äàíû â §3. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä

Lεuε ≡ ∂

∂xp

(
Apq

(x

ε

)∂uε(x)
∂xq

)
= f(x), (13.1)

ãäå uε(x) ∈
◦

H1(Ω), îïåðàòîð Lε ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíîìó ìàòåðèàëó, à f �
ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ïðèìåðîì ìèêðîíåîäíîðîäíîãî ìàòåðèà-
ëà ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé (êîìïîçè-
öèîííûé) ìàòåðèàë, ñîñòîÿùèé èç
äâóõ èëè íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ
îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ, îáðàçó-
þùèõ ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.
Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ýòî-
ãî êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî êóá ïåðèîäè÷-
íîñòè 2 ôóíêöèè akl

ij (ξ) ñîäåðæèò
íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îá-
ëàñòåé Q1, Q2, . . . , QN ñ ãëàäêèìè
ãðàíèöàìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà ïîëî-
æèòåëüíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà.

Ω2

Ω1

2\(Ω1 ∪ Ω2)

Ðèñ. 13.1
Ïóñòü òåíçîð óïðóãîñòè akl

ij (x/ε) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ â êàæ-
äîé èç îáëàñòåé Ωi, ÿâëÿþùèõñÿ îáúåäèíåíèåì ãîìîòåòè÷åñêè ñæàòûõ è
ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåííûõ îáëàñòåé Qi, i = 1, . . . , N , à òàêæå â îáëàñòè
Ω\

( N⋃
i=1

Ωi

)
, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íûì ìàòåðèàëîì èëè ìàòðèöåé.

Òàêîé òåíçîð ñîîòâåòñòâóåò ìàòåðèàëó ñ �âêëþ÷åíèÿìè� èç N ðàçëè÷íûõ
ìàòåðèàëîâ (ñì. ðèñ. 13.1).

145



146 Ãëàâà III. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ

Âîçìîæíà èíàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà �âêëþ÷åíèÿ� îáðàçóþò íåîãðàíè÷åí-
2\Ω1

Ω1

Ðèñ. 13.2

íóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó è ìîãóò
èìåòü îáùèå òî÷êè äðóã ñ äðóãîì.
Òàê, íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü ñëó÷àé �àðìèðîâàííîãî� ìàòåðè-
àëà, êîãäà �âêëþ÷åíèÿ� ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé ñòåðæíè, ïåðåñåêàþùèå îá-
ëàñòü àðìèðîâàíèÿ â íåñêîëüêèõ ðàç-
ëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè 2 ñîäåð-
æèò ÷àñòü íåîãðàíè÷åííîãî ïåðèîäè-
÷åñêîãî ìíîæåñòâà, ðàñïîëîæåííîãî
âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rd. Êîìïîçè-
öèîííûé ìàòåðèàë çàäàåòñÿ òåíçîðîì
akl

ij (x/ε), ïðèíèìàþùèì ïîñòîÿííûå
çíà÷åíèÿ íà Ω1 è Ω\Ω1 (ñì. ðèñ. 13.2).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñðåäíåííîãî (ýôôåêòèâíîãî) òåíçîðà ðàññìîòðèì
�âñïîìîãàòåëüíóþ� çàäà÷ó íà êóáå ïåðèîäè÷íîñòè 2 â êëàññå ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé

∂

∂ξk

(
Akj(ξ)

∂

∂ξj
Nq(ξ)

)
= − ∂

∂ξk
Akq(ξ) â 2, q = 1, . . . , d, (13.2)

ãäå Akj(ξ) � d×d-ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè akj
il (ξ) ïðè êàæäûõ kj, à Nq(ξ) �

èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ñ 1-ïåðèîäè÷åñêèìè ïî ξ1, . . . , ξd êîìïîíåíòàìè.
Ðàçðåøèìîñòü òàêîé çàäà÷è � ñëåäñòâèå ëåììû Ëàêñà � Ìèëüãðàìà è
íåðàâåíñòâà Êîðíà äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Çàäà÷à 13.1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Êîðíà
‖u‖H1(2) 6 C‖e(u)‖L2(2)

äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, ãäå u(x) � 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ξ1, . . . , ξd âåê-
òîð-ôóíêöèÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì, ò.å.

∫

2

u(x) dx = 0, C > 0 � ïîñòîÿííàÿ,

íå çàâèñÿùàÿ îò u(x).

Îïðåäåëèì ìàòðèöû ôóíêöèé Âpq ñ ïîñòîÿííûìè ýëåìåíòàìè

Âpq =
∫

2

(
Apq(ξ) + Apj(ξ)

∂Nq(ξ)
∂ξj

)
dξ. (13.3)

Ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Âpq ââåäåì êðàåâóþ çàäà÷ó

L̂u0 :=
∂

∂xp

(
Âpq ∂u0(x)

∂xq

)
= f(x), u0 ∈

◦
H1(Ω). (13.4)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà (13.4) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé òåî-
ðèè óïðóãîñòè, ò.å. äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Âpq ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ ñèì-
ìåòðèè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî âàæíîãî
ôàêòà îñíîâàíî íà äâóõ óòâåðæäåíèÿõ, êîòîðûå ïðåäëàãàåì â âèäå çàäà÷.

Çàäà÷à 13.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìàòðèö Âpq(ξ) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâ-
ëåíèå

Âpq =
∫

2

∂

∂ξk
((Np)∗ + ξpE)Akj(ξ)

∂

∂ξj
(Nq + ξqE) dξ,
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ãäå ∗ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Çàäà÷à 13.3. Äîêàæèòå, ÷òî âåëè÷èíà

âpq
ij ηipηjp :=

∫

2

∂

∂ξk
[(ηp)∗((Np)∗ + ξpE)]Akj(ξ)

∂

∂ξj
[(Nq + ξqE)ηq] dξ

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó κ0ηikηik 6 âpq
ij ηipηjp, ãäå âpq

ij � ýëåìåíòû ìàò-
ðèöû Âpq, ηij � ýëåìåíòû ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðè÷åñêîé d× d-ìàòðèöû.

Ïðîâåðèì, ÷òî ñèñòåìà (13.4) îïèñûâàåò �óñðåäíåííûå� õàðàêòåðèñòè-
êè ðàññìàòðèâàåìîãî ìàòåðèàëà. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì âåêòîð-ôóíêöèþ

ũ(x) = u0(x) + εNp
(x

ε

)∂u0(x)
∂xp

,

êîòîðàÿ áóäåò èãðàòü ðîëü �ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ� çàäà÷è (13.1). Âû-
÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

Lε(uε − ũ) = −εAhkNs ∂3u0

∂xh∂xk∂xs

+
[
Âpq −Apq −Apj ∂Nq

∂ξj
− ∂

∂ξh
(AhpNq)

]
∂2u0

∂xp∂xq
. (13.5)

Òåïåðü íàäî óñòàíîâèòü, ÷òî âåëè÷èíà ‖uε − ũ‖H1(Ω) ìàëà, èñõîäÿ èç �ìà-
ëîñòè� ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (13.5) è ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (uε − ũ)

∣∣
∂Ω

=
ϕ
∣∣
∂Ω

, ãäå ϕ � âåêòîð-ôóíêöèÿ, ó êîòîðîé ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ (ò.å. ñëåä) íà
∂Ω ñîâïàäàþò ñ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè íà ∂Ω ðàçíîñòè uε−ũ, ϕ ∈ H1(Ω).
Â êàêîì ñìûñëå ìàëà ïðàâàÿ ÷àñòü (13.5)? Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîäåðæèò ÿâíî
ìàëûé ïàðàìåòð. Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäå-
íèåì, êîòîðîå ìû ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Çàäà÷à 13.4. Ïóñòü h(ξ) � êóñî÷íî ãëàäêàÿ 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ξ1, . . . ,

ξd ôóíêöèÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì, ò.å.
∫

2

h(ξ) dξ = 0. Äîêàæèòå, ÷òî

h(ξ) =
d∑

i=1

∂hi(ξ)
∂ξi

,

ãäå hi(ξ) � êóñî÷íî ãëàäêèå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ íóëåâûì ñðåäíèì.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü (13.5) â âèäå

ε
∂

∂xi

(
gi

(x

ε

) ∂2u0

∂xp∂xq

)
− εgi

(x

ε

) ∂3u0

∂xi∂xp∂xq
,

ãäå gi(ξ) = hi(ξ)−Aip(ξ)Nq(ξ) è
d∑

i=1

∂hi

∂ξi
= Âpq −Apq −Apj ∂Nq

∂ξj
, òàê êàê

∫

2

[
Âpq −Apq −Apj ∂Nq

∂ξj

]
dξ = 0

â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ Âpq.
Òåïåðü îöåíèì ñëåä uε − ũ íà ∂Ω â íîðìå ïðîñòðàíñòâà H1/2(∂Ω).
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Çàäà÷à 13.5. Ïóñòü N(ξ) ∈ H1(2) � 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ξ1, . . . , ξd

ôóíêöèÿ, u(x) ∈ C∞(Ω). Äîêàæèòå, ÷òî
∥∥∥N

(x

ε

)
u(x)

∥∥∥
H1/2(∂Ω)

6 C√
ε
.

Íà îñíîâàíèè çàäà÷è 13.5 è îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ñè-
ñòåìû òåîðèè óïðóãîñòè èìååì ‖uε − ũ‖H1(Ω) 6 C

√
ε. Òàêèì îáðàçîì, ũ �

äåéñòâèòåëüíî �ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå� çàäà÷è (13.1) ïðè ìàëûõ ε.
Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿþò-

ñÿ òàê íàçûâàåìûå ñëîèñòûå ìàòåðèàëû. Ìàòåðèàë íàçûâàåòñÿ ñëîèñòûì,
åñëè âñå êîýôôèöèåíòû òåíçîðà óïðóãîñòè çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîãî ïå-
ðåìåííîãî, ò.å. ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå êîîðäèíàò akl

ij = akl
ij (x1/ε).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèé ñëîèñòûé ìàòåðèàë îïèñûâàåòñÿ ñèñòå-
ìîé Ëàìå. Òîãäà ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèììåòðè÷íà è ïðèíèìàåò âèä




λ + 2µ λ λ 0 0 0
λ + 2µ λ 0 0 0

λ + 2µ 0 0 0
µ 0 0

µ 0
µ




,

ïðè÷åì êàæäûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé àðãóìåíòà x1/ε.
Ïîñòðîèì ìàòðèöó �óñðåäíåííîé� ñèñòåìû òåîðèè óïðóãîñòè ïî ôîðìóëå
(13.3), ïîëüçóÿñü òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî â ñèñòåìå (13.4) âñå óðàâíåíèÿ
ïðåâðàùàþòñÿ â îáûêíîâåííûå è èõ ìîæíî ÿâíî ðåøèòü. Âûïîëíÿÿ íåîá-
õîäèìûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì �óñðåäíåííóþ� ìàòðèöó




1〈
1

λ+2µ

〉 〈 λ
λ+2µ 〉〈 1

λ+2µ 〉−1 〈 λ
λ+2µ 〉〈 1

λ+2µ 〉−1
0 0 0

〈λ+2µ〉+

〈
λ

λ+2µ

〉
〈

1
λ+2µ

〉−D λ2
λ+2µ

E
〈λ〉+

〈
λ

λ+2µ

〉
〈

1
λ+2µ

〉−D λ2
λ+2µ

E
0 0 0

〈λ+2µ〉+

〈
λ

λ+2µ

〉
〈

1
λ+2µ

〉−D λ2
λ+2µ

E
0 0 0

1
〈µ−1〉 0 0

1
〈µ−1〉 0

1
〈µ−1〉




êîòîðàÿ òîæå áóäåò ñèììåòðè÷íîé. Çäåñü 〈·〉 îçíà÷àåò, êàê îáû÷íî, ñðåäíåå

ïî ïåðèîäó, ò.å. 〈f〉 =

1∫

0

f(t) dt.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà òåîðèè óïðóãîñòè ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé Ëàìå, à èìååò áîëåå ñëîæíóþ
ñòðóêòóðó (õàðàêòåðèçóþùóþ àíèçîòðîïíûé, òî÷íåå, îðòîòðîïíûé ìàòå-
ðèàë).
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§ 14. Çàäà÷à î ôèëüòðàöèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
÷åðåç ïîðèñòóþ ñðåäó. Çàêîí Äàðñè

14.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü Ωε � ïåðôîðèðîâàííàÿ îáëàñòü (íà
ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå), ïîëó÷åííàÿ èç îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω
ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé ∂Ω èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâ âèäà ε(Ξ0 + m), ãäå
m = (m1, . . . , md) ∈ Zd, ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, Ξ0 � çà-
ìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî åäèíè÷íîãî êóáà 2 ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ òà-
êîå, ÷òî Rd \ ⋃

m∈Zd

(Ξ0 + m) � îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëàãàåì

òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî 2\Ξ0 ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ îáëàñòåé Qj

(j = 1, . . . , k) ñ ëèïøèöåâûìè ãðàíèöàìè: 2\Ξ0 =
k⋃

j=1

Qj . Êðîìå òîãî, ìû

èñêëþ÷àåì èç îáëàñòè Ω òîëüêî òå ìíîæåñòâà âèäà ε(Ξ0 +m), äëÿ êîòîðûõ
dist(∂Ω, ε(Ξ0 + m) > k0ε, k0 > 0, � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò
ε > 0 (ñì. ðèñ. 14.1).

Ω ε

Ðèñ. 14.1

Èñêëþ÷àåìûå èç îáëàñòè Ω �ïðåïÿòñòâèÿ� ìîãóò áûòü, êàê íåñâÿçàí-
íûìè ìåæäó ñîáîé îòäåëüíûìè �äèñïåðñíûìè� âêëþ÷åíèÿìè, òàê è �êèð-
ïè÷èêàìè� ñ âûðåçàííûìè â íèõ �êàíàëàìè�, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ñ �ñî-
ñåäÿìè� ïî ãðàíÿì (ñì. ðèñ. 14.2).

Ξ0 Ξ0

Ðèñ. 14.2
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Â ïåðâîì ñëó÷àå æèäêîñòü, íàõîäÿùàÿñÿ â îáëàñòè Ωε, îáòåêàåò ïðå-

Ðèñ. 14.3

ïÿòñòâèÿ (ãðàíèöà êîòîðûõ ìîæåò
áûòü è íåãëàäêîé, íàïðèìåð, èçîáðà-
æåííûé íà ðèñ. 14.3 êðóã íà ïëîñêî-
ñòè, îáúåäèíåííûé ñ îòðåçêàìè).

Âî âòîðîì ñëó÷àå æèäêîñòü
�ôèëüòðóåòñÿ� ÷åðåç ñèñòåìó êà-
íàëîâ. Çàìåòèì, ÷òî è â òîì,
è â äðóãîì ñëó÷àå ïðåïÿòñòâèÿ
íàõîäÿòñÿ íà ïîëîæèòåëüíîì ðàñ-
ñòîÿíèè îò ãðàíèöû îáëàñòè ∂Ω,
÷òî ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü ïîÿâ-

ëåíèå íåëèïøèöåâûõ ó÷àñòêîâ ãðàíèöû Ωε, âîçìîæíîå ïðè ïåðåñå÷åíèè
ïðåïÿòñòâèé ñ ãðàíèöåé ∂Ω.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ñòîêñà
−∇pε + ∆uε + f = 0 â Ωε, div uε = 0 â Ωε, uε

∣∣
∂Ωε = 0, (14.1)

ãäå f ∈ L2(Ω), è (pε, uε) � îáîáùåííîå ðåøåíèå, ïîíèìàåìîå â ñìûñëå
(4.2) èëè (4.3). Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ (pε, uε)

ζ 1

ζ 2

Ξ

Ξ0

2\Ξ0

Ðèñ. 14.4

çàäà÷è (14.1) ïðè ε → 0.
Îïðåäåëèì ôóíêöèè (qk, vk(ξ)),

k = 1, 2, êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ
âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ÿ÷åé-
êå ïåðèîäè÷íîñòè Ξ ≡ 2\Ξ0 (ñì.
ðèñ. 14.4):
−∇ξq

k + ∆ξv
k + ek = 0 â Ξ,

divξ vk = 0 â Ξ,

vk
∣∣
∂Ξ0

= 0, (14.2)
vk, qk 1-ïåðèîäè÷åñêèå
ïî ξ1, . . . , ξd,

ãäå e1, . . . , ed � îðòû êîîðäèíàòíûõ
îñåé 0ξ1, . . . , 0ξd. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷ Ñòîêñà â êëàññå ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðîâåäåííîìó â ï. 4.2 äî-
êàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ñòîêñà äëÿ ïðîèçâîëüíîé
îáëàñòè Ω (äîêàæèòå!).

Îïðåäåëèì ìàòðèöó

Kij ≡
∫

Ξ

vi
j(ξ) dξ, ξ = (ξ1, . . . , ξd),

ãäå vi
j(ξ) � j-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà vi. Áóäåì íàçûâàòü Kij ìàòðèöåé ýô-

ôåêòèâíîé ôèëüòðàöèè èëè ìàòðèöåé Äàðñè.
Çàäà÷à 14.1. Äîêàæèòå, ÷òî Kij ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ.

Äàëåå îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèþ u0(x) êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðà-
åâîé çàäà÷è â îáëàñòè Ω (áåç îòâåðñòèé):

div u0 = 0 â Ω, u0
i = Kij

(
fj − ∂p0

∂xj

)
â Ω, (u0, ν) = 0 íà ∂Ω, (14.3)

ãäå u0
i � i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîð-ôóíêöèè u0, ν � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè

ê îáëàñòè Ω.
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Çàäà÷à (14.3) ðàçðåøèìà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì çàäà÷ó Íåéìà-
íà äëÿ p0(x)

∂

∂xj
(Kijfi) =

∂

∂xi

(
Kij

∂p0

∂xj

)
â Ω, νjKijfj =

∂p0

∂ν̃
íà ∂Ω, (14.4)

ãäå ∂

∂ν̃
≡ νiKij

∂

∂xj
� ïðîèçâîäíàÿ ïî êîíîðìàëè. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ýòîé çàäà÷è (êàê êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà) âûïîëíå-
íî, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ðåøåíèå p0 ∈ H1(Ω). Äàëåå îïðåäåëèì
êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè u0 ôîðìóëîé u0

i = Kij

(
fj − ∂p0

∂xj

)
. Ôóíêöèÿ

u0 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H(Ω, div), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 14.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî u ïðèíàäëåæèò H(Ω,div), åñ-
ëè u(x) ∈ L2(Ω) è div u ∈ L2(Ω). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ýòîì (ãèëüáåð-
òîâîì) ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(u, v)H(Ω,div) =
∫

Ω

(u, v) dx +
∫

Ω

(div u)(div v) dx.

Õîòÿ ïðîñòðàíñòâî H(Ω,div) ñîñòîèò èç ôóíêöèé, êîòîðûå, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå èìåþò ñëåäîâ íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ ðàçìåðíîñòè (d − 1), âñå
æå áëàãîäàðÿ óñëîâèþ div u ∈ L2(Ω) ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåä íîðìàëüíîé
êîìïîíåíòû (u, ν) íà ∂Ω êàê íåêîòîðóþ îáîáùåííóþ ôóíêöèþ. Â ñàìîì
äåëå, äëÿ ãëàäêîé âåêòîð-ôóíêöèè u(x) íà Ω è ãëàäêîé ôóíêöèè Φ(x) íà
Ω, ðàâíîé ϕ(x) íà ∂Ω, èìååì î÷åâèäíîå òîæäåñòâî

∫

Ω

ui
∂Φ
∂xi

dx +
∫

Ω

(div u)Φ dx =
∫

∂Ω

(ui, νi)ϕ(x) dσ.

Ðàññìàòðèâàÿ èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà êàê �äåéñòâèå� îáîáùåí-
íîé ôóíêöèè (u, ν) íà ãëàäêóþ ïðîáíóþ ôóíêöèþ ϕ(x), èìååì îöåíêó

|〈(u, ν), ϕ〉| 6 C‖u‖H(Ω,div)‖Φ‖H1(Ω) 6 C‖u‖H(Ω,div)‖ϕ‖H1/2(∂Ω), (14.5)
ãäå Φ � ïðîäîëæåíèå ϕ â îáëàñòü Ω, óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå

‖Φ‖H1(Ω) 6 C‖ϕ‖H1/2(∂Ω).

Ýòà îöåíêà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îáîáùåííóþ ôóíêöèþ (u, ν) êàê ëèíåé-
íûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà H1/2(∂Ω), íå òîëüêî äëÿ ãëàäêèõ, íî è
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé u(x) ∈ H(Ω, div). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü un → u
â H(Ω, div), ãäå un � ãëàäêèå ôóíêöèè. Äëÿ ϕ ∈ H1/2(∂Ω) ïîëîæèì

〈(u, ν), ϕ〉 ≡ lim
n→∞

〈(un, ν), ϕ〉.

Òîãäà íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà u åñòü ýëåìåíò H−1/2(∂Ω). Ñóùåñòâîâàíèå
ïðåäåëà è êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îáåñïå÷èâàþòñÿ íåðàâåíñòâîì (14.5).

Çàäà÷à 14.2. Ïóñòü uk ⇀ u ñëàáî â H(Ω,div) ïðè k →∞. Äîêàæèòå,
÷òî (uk, ν) → (u, ν) â [H1/2(∂Ω)]′ ñëàáî.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ uk âèäà (uk, ν)
∣∣
∂Ω

= 0 �íàñëå-
äóåòñÿ� ñëàáûì ïðåäåëîì u â ïðîñòðàíñòâå H(Ω, div). Îòìåòèì, ÷òî ïðè
ñëàáîé ñõîäèìîñòè â L2(Ω) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íèêàê íå
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íàñëåäóþòñÿ. Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uk = sin2 kx íà îò-
ðåçêå [0, 1]. Âñå äîïðåäåëüíûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ uk(0) = 0,
à ñëàáûé ïðåäåë åñòü ïîñòîÿííàÿ u = C (êàêàÿ îíà?), îòëè÷íàÿ îò íóëÿ,
ïîýòîìó u(0) 6= 0.

Çàäà÷à 14.3. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîíåíòà p0(x) ðåøåíèÿ (u0, p0) çàäà÷è
(14.3), ãäå u0 ∈ H(Ω, div), p0(x) ∈ H1(Ω), ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì
çàäà÷è Íåéìàíà (14.4).

14.2. Òåîðåìà óñðåäíåíèÿ. Ïðèâîäèìûé íèæå ðåçóëüòàò î ïðåäåëüíîì
ïåðåõîäå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòîêñà â ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè, ïðèâî-
äÿùèé ê òàê íàçûâàåìîìó �çàêîíó Äàðñè�, íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå áûë
èçâåñòåí ñïåöèàëèñòàì ïî òåîðèè ôèëüòðàöèè æèäêîñòè íåñêîëüêî äåñÿò-
êîâ ëåò íàçàä, îäíàêî ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâûâàíèå ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà îò çàäà÷è Ñòîêñà â ïîðèñòîé ñðåäå ê çàêîíó Äàðñè â îäíîðîäíîé
ñðåäå âûçûâàëî çíà÷èòåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè.

Â ðàáîòå Òàðòàðà, îïóáëèêîâàííîé â ïðèëîæåíèè ê ìîíîãðàôèè [112],
óêàçàííûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä áûë îñóùåñòâëåí äëÿ îãðàíè÷åííîé îáëà-
ñòè Ω. Ðàíåå òàêîé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä âûïîëíåí Âîëêîâûì [34] ìåòîäîì
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé äëÿ íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Â ðàáîòå Æè-
êîâà [52] áûëè ñóùåñòâåííî îñëàáëåíû óñëîâèÿ ãëàäêîñòè ãðàíèöû ïðå-
ïÿòñòâèÿ (âêëþ÷åíèÿ) Ξ0, èìåííî: áûëè ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå êëàññû
îáëàñòåé Ξ0 ñ íåëèïøèöåâûìè ãðàíèöàìè ∂Ξ0. Ñàíäðàêîâ [110] èññëåäîâàë
çàäà÷è íåñòàöèîíàðíîé ôèëüòðàöèè, êîãäà âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà
îáëàñòü ñ æèäêîñòüþ, çàâèñèò îò âðåìåíè.

Ìû ïðåäëàãàåì çäåñü äâà ðàçíûõ ïîäõîäà: ïåðâûé � îïèðàþùèéñÿ
íà òåõíèêó ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâàõ (áëèçêèé ê
ðàáîòå Òàðòàðà), à âòîðîé � èñïîëüçóþùèé òåõíèêó äâóõìàñøòàáíîé ñõî-
äèìîñòè (áëèçêèé ê ðàáîòå Àëëåðà [3]). Âòîðîé ïîäõîä äàåò áîëåå ñèëüíûé
è ïîëíûé ðåçóëüòàò: ñ åãî ïîìîùüþ óäàåòñÿ äîêàçàòü ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü
äàâëåíèÿ, à òàêæå ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòèêå ñêî-
ðîñòè ôèëüòðàöèè.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåãî ðàçäåëà.
Òåîðåìà 14.1. Ïóñòü ũε(x) � ðåøåíèå uε(x), ïðîäîëæåííîå íóëåì

íà Ω \ Ωε. Ïðè âñåõ ε > 0 ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå Pε(x) äàâëåíèÿ pε(x)

íà Ω\Ωε òàêîå, ÷òî ũε

ε2
⇀ u0 ñëàáî â L2(Ω) è Pε → p0 ñèëüíî â L2(Ω), ãäå

(u0, p0) � ðåøåíèå çàäà÷è (14.3).
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî∫

Ω

∂ũi
ε

∂xj

∂ũi
ε

∂xj
dx = −

∫

Ω

f iũi
ε dx,

îòêóäà ∫

Ω

|∇ũε|2 dx 6 C‖ũε‖L2(Ω). (14.6)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ôðèäðèõñà äëÿ îáëàñòè Ωε.

Çàäà÷à 14.4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè u(x) ∈
◦

H1(Ωε)
‖u‖L2(Ωε) 6 Cε‖∇u‖L2(Ωε), (14.7)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò ε è ôóíêöèè u(x).
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Íà îñíîâàíèè (14.6) è (14.7) èìååì
∫

Ω

|∇ũε|2 dx 6 Cε




∫

Ω

|∇ũε|2 dx




1/2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, 


∫

Ω

|∇ũε|2 dx




1/2

6 Cε.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà (14.7) åùå ðàç, ïîëó÷èì ‖ũε‖L2(Ω) 6
Cε2. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî

∥∥∥ ũε

ε2

∥∥∥
L2(Ω)

6 C. (14.8)

Âàæíûì øàãîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 14.1. Ïðè âñåõ ε > 0 äàâëåíèå pε(x) äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå

ñ îáëàñòè Ωε íà Ω (ïðîäîëæåíèå îáîçíà÷èì Pε(x)) òàêîå, ÷òî èç ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Pε′(x)}, ε′ → 0, ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Pε′′(x)}, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì Pε′′ ⇀ p∗ ñëàáî â L2(Ω) ïðè
ε′′ → 0, p∗ ∈ L2(Ω) è äëÿ ëþáûõ Φ(ξ) ∈ L2(Ξ), ϕ(x) ∈ C∞0 (Ω)

lim
ε′′→0

∫

Ω

Pε′′(x)Φ(
x

ε′′
)ϕ(x) dx =

∫

Ω

p∗(x)ϕ(x) dx

∫

Ξ

Φ(ξ) dξ. (14.9)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïðèâåäåì â ï. 14.3 íèæå, à ñåé÷àñ ïîêà-
æåì, êàê ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé íà (p∗(x), u∗(x)),
ãäå p∗(x) è u∗(x) � ñëàáûå ïðåäåëû ïðîèçâîëüíûõ ñõîäÿùèõñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé {Pε′(x)} è

{ ũε′(x)
ε′2

}
ïðè ε′ → 0. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì âñïîìî-

ãàòåëüíóþ ñèñòåìó (14.2) â ïåðåìåííûõ x = εξ (qk
ε ≡ qk(x/ε), vk

ε ≡ vk(x/ε)):
− ε∇xqk

ε + ε2∆xvk
ε + ek = 0 â Eε, divx vk

ε = 0 â Eε,

vk
∣∣
∂Eε

= 0, vk
ε , qk

ε ε-ïåðèîäè÷åñêèå ïî x1, . . . , xd,
(14.10)

ãäå Eε = Rd\ ⋃
m∈Zd

ε(Ξ0 + m).

Ïóñòü ϕ(x) ∈ C∞0 (Ω) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Óìíîæàÿ (14.10) íà
ũεϕ(x) ñêàëÿðíî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ñ÷èòàÿ, ÷òî âåêòîðû vk

ε ïðîäîë-
æåíû íóëåì íà Rd\Eε, ïîëó÷èì

∫

Ω

∂(vk
ε)i

∂xj

∂((ũε)iϕ)
∂xj

dx =
1
ε

∫

Ω

qk
ε div(ũεϕ) dx +

1
ε2

∫

Ω

ekϕũε dx.

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ó÷èòûâàÿ îöåíêó (14.8) è îáîçíà÷àÿ

Iε,k
1 :=

∫

Ω

∂(vk
ε)i

∂xj

∂((ũε)iϕ)
∂xj

dx.

Ïîëó÷èì
lim
ε→0

Iε,k
1 =

∫

Ω

ϕu∗k dx.
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Óìíîæàÿ òåïåðü (14.1) íà ϕvk
ε ñêàëÿðíî è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïî îáëàñòè

Ω, âûâîäèì ðàâåíñòâî
∫

Ω

∂(ũε)i

∂xj

∂(ϕ(vk
ε)i)

∂xj
dx =

∫

Ω

fiϕ(vk
ε)i dx +

∫

Ω

Pε
∂ϕ

∂xi
(vk

ε)i dx.

Ïåðåéäåì â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû Kij .
Îáîçíà÷èâ

Iε,k
2 :=

∫

Ω

∂(ũε)i

∂xj

∂(ϕ(vk
ε)i)

∂xj
dx,

ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ëåììû 14.1

lim
ε→0

Iε,k
2 = Kki

∫

Ω

fiϕdx + Kki

∫

Ω

p∗
∂ϕ

∂xi
dx.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ïîêàæèòå!), ÷òî lim
ε→0

(Iε,k
1 − Iε,k

2 ) = 0, ïîýòîìó

〈u∗k, ϕ〉 = Kki

〈
fi − ∂p∗

∂xi
, ϕ

〉

èëè, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ϕ(x) ∈ C∞0 (Ω),

u∗k = Kki

(
fi − ∂p∗

∂xi

)
.

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ (14.3). Òåîðåìà äîêàçàíà, îäíàêî, íå â
ïîëíîì îáúåìå! Óñòàíîâëåíà ëèøü ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü pε(x) ê p0(x). Íèæå
áóäåò äîêàçàíà äâóõìàñøòàáíàÿ ñõîäèìîñòü pε(x) ê p0(x). ¤

14.3. Âûâîä çàêîíà Äàðñè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äâóõìàñøòàáíîé
ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 14.2. Ïóñòü f(x) ∈ L2(Ωε), îáëàñòü Ξ ïðåäñòàâèìà â âèäå
îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà îáëàñòåé Qj, j = 1, . . . , k, ñ ëèïøèöåâûìè
ãðàíèöàìè è

∫

Ωε

f(x) dx = 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð-ôóíêöèÿ uε(x) ∈

◦
H1(Ωε) òàêàÿ, ÷òî div uε(x) = f(x) è âûïîëíåíû îöåíêè

‖∇uε(x)‖L2(Ωε) 6 C

ε
‖f(x)‖L2(Ωε), ‖uε(x)‖L2(Ωε) 6 C‖f(x)‖L2(Ω),

ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò ôóíêöèè f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14.2 íà íåñêîëüêî
øàãîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìû ïðåäëàãàåì â âèäå çàäà÷.

Øàã 1. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî îáëàñòü Ξ èìååò ëèïøèöåâó ãðàíèöó.

Çàäà÷à 14.5. Ïóñòü îáëàñòü Ξ èìååò ëèïøèöåâó ãðàíèöó. Äîêàæèòå, ÷òî â
îáëàñòè Ωε ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðåu−

Z

Ωε

u(x) dx


L2(Ωε)

6 K‖∇u‖L2(Ωε)

äëÿ ëþáîé u ∈ H1(Ωε), ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ K > 0 íå çàâèñèò îò ε > 0.
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Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ðåçóëüòàò î ïðîäîëæåíèè ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
u ∈ H1(Ωε) â îáëàñòü Ω ñ ñîîòâåòñòâóþùåé (ðàâíîìåðíîé ïî ε) îöåíêîé äëÿ íîð-
ìû ïðîäîëæåíèÿ â H1(Ω). Ýòîò ðåçóëüòàò äîêàçàí, íàïðèìåð, â [97, 98]; ìû óæå
ññûëàëèñü íà íåãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà äëÿ ïåðôîðèðî-
âàííîé îáëàñòè â ðàçäåëå 7.2. Ïðèâåäåì åãî ôîðìóëèðîâêó.

Òåîðåìà 14.3. Ñóùåñòâóåò îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ Pε : H1(Ωε) → H1(Ω),
ôóíêöèé u ∈ H1(Ωε) íà îáëàñòü Ω (áåç ïåðôîðàöèè) òàêîé, ÷òî

1) ‖Pεu‖2L2(Ω) 6 C‖u‖2L2(Ωε) äëÿ ëþáîé u ∈ H1(Ωε), ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0

íå çàâèñèò îò ε > 0,
2) ‖∇(Pεu)‖2L2(Ω) 6 C‖∇u‖2L2(Ωε) äëÿ ëþáîé u ∈ H1(Ωε), ãäå ïîñòîÿííàÿ

C > 0 íå çàâèñèò îò ε > 0,
3) åñëè u(x) ≡ 1 íà Ωε, òî Pεu = 1 íà Ω.

Ñôîðìóëèðóåì åùå äâå çàäà÷è.

Çàäà÷à 14.6. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà

∆V = f â Ωε,

Z

Ωε

f(x)dx = 0,
∂V

∂n
= 0 íà ∂Ωε,

ïîíèìàåìîé â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà, ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖∇V ‖L2(Ωε) 6 K‖f‖L2(Ωε),

ãäå ïîñòîÿííàÿ K > 0 íå çàâèñèò îò ε.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 14.5.
Çàäà÷à 14.7. Äîêàæèòå, ÷òî (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k0 èç îïðåäåëåíèÿ

ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè Ωε) îáëàñòü Ωε ïðåäñòàâèìà â âèäå îáúåäèíåíèÿ îá-

ëàñòåé Ωε
i , i = 1, . . . , N(ε): Ωε =

N(ε)S
i=1

Ωε
i òàê, ÷òî äëÿ êàæäîé Ωε

i ñïðàâåäëèâà

îöåíêà òåîðåìû 1.7 ñ ïîñòîÿííîé C > 0, íå çàâèñÿùåé îò i = 1, . . . , N(ε) è ε > 0.

Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ çàäà÷è 14.7 ÷èñëî N(ε) ìîæåò ðàñòè ê áåñêîíå÷-
íîñòè ñ óìåíüøåíèåì ε.

Ïîñòðîèì ðàçáèåíèå åäèíèöû 1 =
N(ε)P
i=1

ψε
i â îáëàñòè Ωε òàêîå, ÷òî

(1) supp ψε
i ⊂ Ω

ε
i ,

(2) |∇ψε
i | 6 M/ε, ãäå M > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò i = 1, . . . , N(ε),

(3) äëÿ êàæäîãî x ∈ Ωε ñóììà
N(ε)P
i=1

ψε
i (x) ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì L îòëè÷íûõ

îò íóëÿ ñëàãàåìûõ, ïðè÷åì L îò ε íå çàâèñèò.

Çàäà÷à 14.8. Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû ñóùåñòâóåò.

Ïîëîæèì fi = div(ψε
i · F ), F = ∇V , ãäå ôóíêöèÿ V îïðåäåëåíà â óñëîâèè

çàäà÷è 14.6. Òîãäà
N(ε)P
i=1

fi = f â Ωε è, ãëàâíîå,
Z

Ωε
i

fi(x) dx = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, Z

Ωε
i

fi dx =

Z

∂Ωε
i

ψε
i

�
F , n

�
dσ = 0,

ïîñêîëüêó (F , n) = 0 íà ∂Ωε è ψε
i = 0 íà ∂Ωε

i \∂Ωε.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.7 ñóùåñòâóþò ôóíêöèè wi ∈
◦

H1(Ωε
i ) òàêèå, ÷òî div wi =

fi â Ωε
i è ‖wi‖ ◦

H1(Ωε
i )

6 C‖fi‖L2(Ωε
i ), ãäå C íå çàâèñèò îò i = 1, . . . , N(ε) è ε > 0.

Ïîëîæèì w =
N(ε)P
i=1

wi. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Ωε îòëè÷íî îò íóëÿ íå áîëåå,

÷åì L ñëàãàåìûõ ‖fi‖2L2(Ωε
i ), è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖fi‖2L2(Ωε
i ) 6 2‖f‖2L2(Ωε

i ) + 2
M2

ε2
K2‖f‖2L2(Ωε

i ).

Ïîýòîìó

‖w‖2◦
H1(Ωε)

6 2C

N(ε)X

i=1

‖fi‖2L2(Ωε
i ) 6 2CL

�
2 +

2M

ε
K

�2

‖f‖2L2(Ωε).

Òåïåðü ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî uε = w óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 14.2.

Øàã 2. Ïóñòü ãðàíèöà îáëàñòè Ξ íå ëèïøèöåâà, íî Ξ =
kS

j=1
Qj , ãäå îáëàñòè

Qj èìåþò ëèïøèöåâû ãðàíèöû.

Çàäà÷à 14.9. Ïóñòü f ∈ L2(Ω
ε) è

Z

Ωε

f(x) dx = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâó-

þò ôóíêöèè ef1, . . . , efk òàêèå, ÷òî
1) supp efj ⊂ eΩε

j , ãäå ∂eΩε
j ëèïøèöåâà è eΩε

j ⊂ Ωε ìîæíî ïðåäñòàâèòü (êàê â

óñëîâèè çàäà÷è 14.8) â âèäå eΩε
j =

N(ε)S
i

Ωε
i,j , ïðè÷åì äëÿ Ωε

i,j âûïîëíåíà îöåíêà
òåîðåìû 1.7 ñ ïîñòîÿííîé C, íå çàâèñÿùåé îò i, ε,

2)
Z

eΩε
j

efj dx = 0, j = 1, . . . , k,

3)
Z

eΩε
j

ef2
j dx 6 C1(k)

Z

Ωε

|f |2 dx, j = 1, . . . , k, ãäå C1(k) çàâèñèò òîëüêî îò k,

3) f =
kP

j=1

efj .

Óêàçàíèå. Ïðåäñòàâëåíèå f =
P
j

efi ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ïîñòðî-

åíî ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.7. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
îöåíêè 3) ñóùåñòâåííî, ÷òî lim

ε→0
|eΩε

i ∩ eΩε
j | > 0, i, j = 1, . . . , k.

Ïîñòðîèì òåïåðü (â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàííûì ðàíåå) ôóíêöèè ewj ∈
◦

H1(eΩε
j),

äëÿ êîòîðûõ div ewj = efj è ‖ ewj‖ ◦
H1(eΩε

j)
6 C‖ efj‖L2(eΩε

j)
. Ñóììèðóÿ ýòè îöåíêè ïî

j è ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì 3) ôóíêöèé efj (çàäà÷à 14.9), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå
òåîðåìû 14.2 â ïîëíîì îáúåìå. ¤

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ñòîêñà
∇pε − ε2∆uε = f â Ωε, div uε = 0 â Ωε,

uε = 0 íà ∂Ωε,

∫

Ωε

pε(x) dx = 0. (14.11)
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Çäåñü ìû ââîäèì ìàëûé ïàðàìåòð ε2 ïðè ÷ëåíå ∆uε äëÿ íîðìèðîâêè âåê-
òîðà ñêîðîñòåé uε(x) òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Ïðè òàêîé íîðìèðîâêå ñêîðîñòè
ôèëüòðàöèè áóäóò èìåòü êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè ε → 0.

Óìíîæàÿ ñêàëÿðíî ïåðâîå óðàâíåíèå â (14.11) íà uε è èíòåãðèðóÿ ïî
÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

ε2

∫

Ωε

(∇uε,∇uε) dx =
∫

Ωε

(f, uε) dx. (14.12)

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî è íåðàâåíñòâó Ôðèäðèõñà äëÿ
îáëàñòè Ωε (çàäà÷à 14.4) èìååì

ε2

∫

Ωε

(∇uε,∇uε) dx 6
( ∫

Ωε

|f |2 dx

)1/2( ∫

Ωε

|uε|2 dx

)1/2

6 C

( ∫

Ωε

|f |2 dx

)1/2( ∫

Ωε

|ε∇uε|2 dx

)1/2

,

îòêóäà ∫

Ωε

|ε∇uε|2 dx 6 C. (14.13)

Äàëåå, åùå ðàç ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà, ïîëó÷àåì
∫

Ωε

|uε|2 dx 6 C

∫

Ωε

|ε∇uε|2 dx 6 C ′. (14.14)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè {ε∇uε} è {uε} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â L2(Ωε).
Äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü äàâëåíèÿ pε(x) â L2(Ωε). Äëÿ ýòîãî íà îñ-

íîâàíèè òåîðåìû 14.2 ïîñòðîèì âåêòîð-ôóíêöèþ vε ∈
◦

H1(Ωε) òàêóþ, ÷òî
div vε(x) = pε(x) â Ωε è

‖∇vε‖L2(Ωε) 6 C

ε
‖pε‖L2(Ωε), ‖vε‖L2(Ωε) 6 C‖pε‖L2(Ωε). (14.15)

Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå â (14.11) íà vε(x) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì â Ωε,
ïîëó÷èì ∫

Ωε

p2
ε dx = ε2

∫

Ωε

(∇uε,∇vε) dx−
∫

Ωε

f(x)vε(x) dx.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ îãðàíè÷åííîñòüþ â L2(Ωε) ôóíêöèé ε∇uε, îöåíêàìè
(14.15) äëÿ ε∇vε, vε(x) è íåðàâåíñòâîì Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî. Ïîëó÷èì

∫

Ωε

p2
ε(x) dx 6 C(‖ε∇vε‖L2(Ωε) + ‖vε‖L2(Ωε)) 6 C ′‖pε‖L2(Ωε).

Îòñþäà ‖pε‖L2(Ωε) 6 C, ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò ε > 0.

Ïðîäîëæèì äàâëåíèå pε(x) íà âñþ îáëàñòü Ω ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pε(x) =





pε(x), x ∈ Y ε
s,j ,

1
|Y ε

s,j |
∫

Y ε
s,j

pε(x) dx, x ∈ Y ε
h,j , (14.16)
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ãäå Y ε
h,j è Y ε

s,j � îáëàñòè âèäà ε(Ξ0 + m) è ε((Ξ) + m), çàíóìåðîâàííûå
îäíèì ñêàëÿðíûì èíäåêñîì j = 1, . . . , N(ε), ïðè÷åì ε(Ξ0 + m) ⊂ Ω. Ôóíê-
öèè uε(x) ïðîäîëæèì íóëåì â Ω (ñîõðàíèâ çà ïðîäîëæåííîé ôóíêöèåé
òî æå îáîçíà÷åíèå). Ñîãëàñíî òåîðåìàì 9.1 è 9.3 â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè
{uε(x)} è {Pε(x)} èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî âûáðàòü äâóõìàñ-
øòàáíî ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèå, ÷òî uε(x) 2→ u0(x, ξ) â Ω
è Pε(x) 2→ p(x, ξ) â Ω.

Ëåììà 14.2. Äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë äàâëåíèÿ p(x, ξ) íå çàâèñèò
îò ïåðåìåííîé ξ, ò.å. p(x, ξ) = p(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ(x, ξ) � ïðîèçâîëüíàÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ
âåêòîð-ôóíêöèÿ, ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ïåðåìåííîé ξ è èìåþùàÿ êîìïàêòíûé
â Ω íîñèòåëü ïî ïåðåìåííîé x. Ïðîñòðàíñòâî òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì
C∞0 (Ω, C∞per(2)). Ïîêàæåì, ÷òî

∫

Ω

Pε(x)divξψ
(
x,

x

ε

)
dx → 0 ïðè ε → 0.

Äåéñòâèòåëüíî,∫

Ω

Pε(x)divξψ
(
x,

x

ε

)
dx = ε

∫

Ω

Pε(x) div
(
ψ

(
x,

x

ε

))
dx

− ε

∫

Ω

Pε(x)divxψ
(
x,

x

ε

)
dx.

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè Pε âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ê íóëþ ïåðâîãî
ñëàãàåìîãî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðîäîëæåíèÿ Pε

ε

∫

Ω

Pε(x)div
(
ψ

(
x,

x

ε

))
dx = ε

∑

j

∫

Y ε
s,j

pε(x)
[
div ψ +

1
|Y ε

s,j |
∫

Y ε
h,j

div ψ dx

]
dx

+ ε

∫

Ωε
bnd

Pε(x)div
(
ψ

(
x,

x

ε

))
dx,

ãäå

Ωε
bnd ≡ Ω\

N(ε)⋃

j=1

(Y ε
s,j ∪ Y ε

h,j) = Ω \
⋃

{m:dist(∂Ω,ε(Ξ0+m))>k0ε}
ε(2 + m).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ψ(x, ξ) èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü â Ω, âòîðîé èí-
òåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε.
Ñëåäîâàòåëüíî,

ε

∫

Ω

Pε div ψ
(
x,

x

ε

)
dx = ε

∑

j

∫

Y ε
s,j

pε(x)
[
div ψ +

1
|Y ε

s,j |
∫

Y ε
h,j

div ψ dx

]
dx

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε. Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó, çàêëþ÷åííóþ â êâàäðàòíûå
ñêîáêè â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå, ÷åðåç κε

s,j è çàìåòèì, ÷òî

|κε
s,j | =

∣∣∣∣
∫

Y ε
s,j

[
divψ +

1
|Y ε

s,j |
∫

Y ε
h,j

divψ dx

]
dx

∣∣∣∣ 6 Cεd
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(ïðîâåðüòå!). Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 14.2 ñóùåñòâóåò âåêòîð-ôóíêöèÿ
wε(x) ∈

◦
H1(Ωε) òàêàÿ, ÷òî ε∇wε(x) è wε(x) ðàâíîìåðíî ïî ε îãðàíè÷åíû â

L2(Ωε) è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

div wε(x) =





div ψ +
1

|Y ε
s,j |

∫

Y ε
h,j

divψ dx− κε
s,j

|Y ε
s,j |

, x ∈ Y ε
s,j , j = 1, . . . , N(ε),

0, x ∈ Ωε\
N(ε)⋃
j=1

Y ε
s,j .

Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè wε(x) è ñèñòåìû Ñòîêñà (14.11)

ε

∫

Ω

Pε(x)div
(
ψ

(
x,

x

ε

))
dx = ε

∫

Ωε

pε div wε dx + O(ε)

= ε

∫

Ωε

(ε∇uε, ε∇wε) dx− ε

∫

Ωε

(f, wε) dx + O(ε).

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè â L2(Ωε) ôóíêöèé ε∇uε, ε∇wε, wε è íåðàâåíñòâà
Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

ε

∫

Ω

Pε(x)div
(
ψ

(
x,

x

ε

))
dx → 0 ïðè ε → 0

è, ñëåäîâàòåëüíî,∫

Ω

Pε(x)divξψ
(
x,

x

ε

)
dx → 0 ïðè ε → 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0 äâóõìàñøòàáíî â
òîì æå ñàìîì èíòåãðàëå, ïîëó÷èì∫

Ω×Ξ

p(x, ξ)divξψ(x, ξ) dx dξ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∇ξp(x, ξ) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω â ñìûñëå òåîðèè îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó p(x, ξ) = p(x), ò.å. ôóíêöèÿ Pε íå çàâèñèò îò
ïåðåìåííîé ξ. ¤

Çàìåòèì, ÷òî ìû çäåñü ôàêòè÷åñêè äîêàçàëè ëåììó 14.1 (åå äîêàçà-
òåëüñòâî áûëî îòëîæåíî), è ïîýòîìó ïî÷òè çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 14.1 îá óñðåäíåíèè. Îñòàëîñü óñòàíîâèòü ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü ïðî-
äîëæåíèé Pε(x) ê ïðåäåëüíîìó äàâëåíèþ p(x).

Äàäèì åùå îäèí âûâîä òåîðåìû 14.1, êîòîðûé íåïîñðåäñòâåííî îïè-
ðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû î äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè. Ïðèâîäèìûå çäåñü
ðàññóæäåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ äîêàçàòåëüñòâà, ïðåäëî-
æåííîãî Àëëåðîì [3].

Çàïèøåì óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè â âèäå∫

Ω

(uε,∇xϕ) dx = 0, ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Ïåðåõîäÿ ê äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó, ïîëó÷àåì∫

Ω×Ξ

(u0(x, ξ),∇xϕ) dx dξ = 0,
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÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèè ϕ(x) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

divx

∫

Ξ

[u0(x, ξ)] dξ = 0. (14.17)

Ñ ïîìîùüþ îöåíîê (14.14) ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî u0(x, ξ) ∈ L2(Ω, [
◦

H1
per(Ξ)]d).

Ââåäåì ôóíêöèîíàëüíûé êëàññ

A =
{

ψ(x, ξ) ∈ C∞0 (Ω, C∞per(2)) :ψ(x, ξ) = 0 ïðè ξ ∈ Ξ0, divξ ψ(x, ξ) = 0,

divx

∫

Ξ

ψ(x, ξ) dξ = 0
}

.

Óìíîæàÿ (14.11) ñêàëÿðíî íà òåñòîâóþ âåêòîð-ôóíêöèþ ψ(x, x/ε), ψ(x, ξ) ∈
A , è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

ε−1

∫

Ω

Pεdivξψ
(
x,

x

ε

)
dx +

∫

Ω

Pεdivxψ
(
x,

x

ε

)
dx

+
∫

Ω

(
ε∇uε,∇ξψ

(
x,

x

ε

))
dx + ε2

∫

Ω

(
∇uε,∇xψ

(
x,

x

ε

))
dx

=
∫

Ω

(
f(x), ψ

(
x,

x

ε

))
dx.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó äâóõìàñøòàáíî íà îñíîâàíèè òåîðåìû 9.3 è ó÷èòûâàÿ
ñâîéñòâà ôóíêöèè ψ(x, ξ), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

∫

Ω×Ξ

(∇ξu0(x, ξ),∇ξψ(x, ξ)) dx dξ =
∫

Ω×Ξ

(f(x), ψ(x, ξ)) dx dξ. (14.18)

Îïðåäåëèì òåïåðü îáîáùåííóþ âåêòîðíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ∆ξu0(x, ξ) +

f(x) èç L2

(
Ω, [H−1

per(Ξ)]d
)
, äåéñòâóþùóþ íà îñíîâíûå ôóíêöèè ψ(x, ξ) ∈

L2(Ω, [
◦

H1
per(Ξ)]d) ïî ïðàâèëó

〈∆ξu0 + f, ψ〉 ≡
∫

Ω×Ξ

[−(∇ξu0(x, ξ),∇ξψ(x, ξ)) + (f, ψ)] dx dξ.

Îïðåäåëèì òàêæå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî V êàê çàìûêàíèå ââåäåí-
íîãî âûøå êëàññà A ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(Ω, [

◦
H1

per(Ξ)]d). Ðàâåíñòâî
(14.18) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ ëþáîé ψ(x, ξ) ∈ V .

Ëåììà 14.3. Ïóñòü

〈∆ξu0 + f, ψ〉 = 0 ∀ψ(x, ξ) ∈ V.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè Φ ∈ L2(Ω) è Φ1 ∈ L2(Ω, L2(Ξ)) òàêèå, ÷òî

∆ξu0(x, ξ) + f(x) = ∇ξΦ1(x, ξ) +∇xΦ(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé V1 è V2 êàê çàìû-
êàíèÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(Ω, [

◦
H1

per(Ξ)]d) êëàññîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé

A1 =
{
ϕ(x, ξ) ∈ C∞0,per(Ω× Ξ) : divξ ψ(x, ξ) = 0

}
,

A2 =
{

ϕ(x, ξ) ∈ C∞0,per(Ω× Ξ) : divx

[∫

Ξ

ψ(x, ξ) dξ

]
= 0

}

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

V1 = {ψ(x, ξ) ∈ L2(Ω, [
◦
H1

per(Ξ)]d); divξψ = 0 â Ω× Ξ},

V2 =
{

ψ(x, ξ) ∈ L2(Ω, [
◦

H1
per(Ξ)]d); divx

[ ∫

Ξ

ψ dξ

]
= 0 â Ω,

( ∫

Ξ

ψ dξ, n(ξ)
)

= 0 íà ∂Ω
}

,

ãäå n(ξ) � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ∂Ω. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ
ðàâåíñòâ âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì èç [121]: Ïóñòü O �
ìíîæåñòâî áåçäèâåðãåíòíûõ C∞0 (G)�ôóíêöèé â îãðàíè÷åííîé ëèïøèöå-
âîé îáëàñòè G. Òîãäà çàìûêàíèÿ O â ïðîñòðàíñòâàõ L2(G) è H1(G) ñîâ-
ïàäàþò ñ ìíîæåñòâàìè {u ∈ (L2(G))d : div u = 0 â G, (u, n) = 0 íà ∂G} è
{u ∈ [

◦
H1

per(G)]d : div u = 0 â ∂G} ñîîòâåòñòâåííî. ¤

Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü òðåáóåìûå óòâåðæäåíèÿ î çàìûêàíèè êëàñ-
ñîâ A1 è A2 â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöû ìíîæåñòâ Ω è Ξ ëèïøèöåâû. Â íàøåì
ñëó÷àå ìíîæåñòâî Ξ ìîæåò íå áûòü ëèïøèöåâûì: îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ëèïøèöåâûõ îáëàñòåé. Îäíàêî àíàëèç äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1.6 â [121] ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà òåîðåìà îñòàåòñÿ
â ñèëå è äëÿ òàêèõ ìíîæåñòâ. Äåëî â òîì, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå èç [121]
ëèïøèöåâîñòü ãðàíèöû èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðè ïðèìåíåíèè òåîðåìû äå
Ðàìà. Â íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè òåîðåìà äå Ðàìà áûëà äîêàçàíà äëÿ ìíî-
æåñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ëèïøèöåâûõ îáëàñòåé,
ïîýòîìó óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.1.6 â [121] îñòàåòñÿ â ñèëå è äëÿ òàêèõ
ìíîæåñòâ.

Çàäà÷à 14.10. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîðíîçíà÷íàÿ îáîá-
ùåííàÿ ôóíêöèÿ F èç L2

(
Ω,H−1

per(Ξ)
)
, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ 〈F, ψ〉 =

0 äëÿ âñåõ ψ ∈ V1 èìååò âèä F = ∇ξΦ1(x, ξ), ãäå Φ1 ∈ L2(Ω, L2,per(Ξ)).
Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü àíàëîãîì òåîðåìû äå Ðàìà äëÿ îáëàñòè Ξ.

Çàäà÷à 14.11. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîðíîçíà÷íàÿ îáîá-
ùåííàÿ ôóíêöèÿ G èç L2

(
Ω,H−1

per(Ξ)
)
, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ 〈G, ψ〉 =

0 äëÿ âñåõ ψ ∈ V2, èìååò âèä G = ∇xΦ(x), ãäå Φ ∈ L2(Ω).
Óêàçàíèå. Äîêàæèòå ñíà÷àëà, ÷òî G íå çàâèñèò îò ξ (êàê îáîáùåííàÿ

ôóíêöèÿ), à çàòåì âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé äå Ðàìà äëÿ îáëàñòè Ω.

Çàäà÷à 14.12. Ïóñòü W⊥ � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèîíàëîâ èç L2(Ω,H−1(Ξ)) òàêèõ, ÷òî äëÿ F ∈ W⊥ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
〈F,ψ〉 = 0 äëÿ âñåõ ψ ∈ W , ãäå W � íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà L2(Ω, H1

per(Ξ)). Äîêàæèòå ôîðìóëó (W1 ∩W2)⊥ = W⊥
1 ⊕W⊥

2 .
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Óêàçàíèå. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è 14.12 íå ñâÿçàíî ñ êîíêðåòíûì âèäîì
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ â óñëîâèè çàäà÷è, à ÿâëÿåòñÿ îáùèì óòâåð-
æäåíèåì èç ëèíåéíîé àëãåáðû.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû 14.3 ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííûì ñëåäñòâèåì ðåçóëüòàòîâ çàäà÷ 14.10�14.12.

Òåîðåìà 14.4. Äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë (u0(x, ξ), p(x)) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (uε(x), Pε(x)) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(Ω,H1

per(2)) ⊕
L2(Ω) è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

∇ξp1(x, ξ) +∇xp(x)−∆ξu0(x, ξ) = f(x) â Ω× Ξ,

divξu0(x, ξ) = 0 â Ω× Ξ, divx

∫

Ξ

u0(x, ξ) dξ = 0,

u0(x, ξ) = 0 â Ω× Ξ0,




∫

Ξ

u0(x, ξ) dξ, n


 = 0 íà ∂Ω,

(14.19)

ãäå p1(x, ξ) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà L2(Ω, L2,per(Ξ)).
Çàìå÷àíèå 14.1. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ðåøåíèåì ñèñòåìû (14.19) ÿâ-

ëÿåòñÿ òðîéêà ôóíêöèé (u0(x, ξ), p(x), p1(x, ξ)): èìåííî â òàêîé ïîñòàíîâêå
çàäà÷à êîððåêòíà. Îäíàêî ôóíêöèÿ p1(x, ξ) èãðàåò âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü
è âêëàäà â äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë íå äàåò.

Çàìå÷àíèå 14.2. Òåîðåìà 14.4 óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ïðåäåëüíàÿ â ñìûñ-
ëå äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè ïàðà ôóíêöèé (u0(x, ξ), p(x)) óäîâëåòâîðÿ-
åò êàê âåêòîð-ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ x è ξ íåêîòîðîé �åäèíîé� êðàåâîé
çàäà÷å ïî ïåðåìåííûì x è ξ. Âàæíî çàôèêñèðîâàòü ýòó �äâóõìàñøòàáíóþ�
ïðåäåëüíóþ çàäà÷ó. Äàëåå èç íåå íåòðóäíî âûâåñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíê-
öèé îò x è ξ â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíêöèé òîëüêî îò x è òîëüêî
îò ξ, ò.å. îñóùåñòâèòü àñèìïòîòè÷åñêóþ äåêîìïîçèöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14.4. Ïîñêîëüêó ε∇uε ðàâíîìåðíî îãðàíè-
÷åíû â L2(Ωε), ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 9.3 äëÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ðàâåíñòâå

ε

∫

Ω

div uε(x)Φ
(
x,

x

ε

)
dx = 0

ïðè ε → 0, ïîëó÷èì
∫

Ω×Ξ

divξu0(x, ξ)Φ(x, ξ) dx dξ = 0,

ãäå Φ(x, ξ) � ïðîèçâîëüíàÿ òåñòîâàÿ ôóíêöèÿ. Òàê êàê Φ(x, ξ) ïðîèçâîëüíà,
divξu0(x, ξ) = 0, (14.20)

è òåì ñàìûì âòîðîå ðàâåíñòâî â (14.19) ïðîâåðåíî.

Ðàâåíñòâî
( ∫

Ξ

u0(x, ξ) dξ, n

)
= 0 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñõîäèìîñòè

uε(x) ⇀

∫

Ξ

u0(x, ξ) dξ ïðè ε → 0 ñëàáî â L2(Ω)
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è óñëîâèÿ (uε(x), n) = 0, êîòîðîå ñîãëàñíî çàäà÷å 14.2 ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ
ñëàáîãî ïðåäåëà, òàê êàê uε(x) ∈ [H(div,Ω)]d. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ âòî-
ðîå ðàâåíñòâî â (14.19). Äàëåå, ñîãëàñíî ëåììå 14.3 èìååì ∇ξp1(x, ξ) +
∇xΦ(x)−∆ξu0(x, ξ) = f(x) â Ω×Ξ ñ íåêîòîðûìè p1(x, ξ) ∈ L2(Ω, L2,per(Ξ))
è Φ(x) ∈ L2(Ω). Èñïîëüçóÿ òåñòîâóþ ôóíêöèþ ϕ(x) ∈ C∞0 (Ω) â èñõîä-
íîì óðàâíåíèè (14.11) è ïåðåõîäÿ ê äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó, óáåæäàåì-
ñÿ (óáåäèòåñü!), ÷òî ∇Φ(x) = ∇p(x), ò.å. p(x) = Φ(x)+const, ÷òî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. ¤

Çàäà÷à 14.13. Åäèíñòâåííî ëè ðåøåíèå çàäà÷è (14.19)?

Ââåäåì òåïåðü âåêòîð-ôóíêöèè vi(ξ) è ôóíêöèè qi(ξ) êàê ïåðèîäè÷å-
ñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷
∇ξqi(ξ)−∆ξvi(ξ) = ei â Ξ, divξvi(ξ) = 0 â Ξ, vi(ξ) = 0 íà ∂Ξ0, (14.21)

ãäå ei � åäèíè÷íûå îðòû â íàïðàâëåíèÿõ 0ξi. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé
ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ

u0(x, ξ) =
d∑

i=1

(
fi(x)− ∂p

∂xi

)
vi(ξ) (14.22)

óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (14.19). Ñîîòíîøåíèå (14.22) �
ýòî òàê íàçûâàåìûé çàêîí Äàðñè, ñâÿçûâàþùèé âíåøíèå ñèëû, äåéñòâóþ-
ùèå íà æèäêîñòü, è ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ ôèëüòðàöèè æèäêî-
ñòè. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ðàâåíñòâà

divx

[ ∫

Ξ

u0(x, ξ) dξ

]
= 0,

( ∫

Ξ

u0(x, ξ) dξ, n

)
= 0,

ïîëó÷àåì

divx

[ d∑

i=1

(
fi(x)− ∂p

∂xi

) ∫

Ξ

vi(ξ) dξ

]
= 0,

( d∑

i=1

(
fi(x)− ∂p

∂xi

)∫

Ξ

vi(ξ) dξ, n

)
= 0.

(14.23)

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (14.23) � óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè, âòîðîå � óñëîâèå
íåïðîòåêàíèÿ ÷åðåç ãðàíèöó ∂Ω.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âûâåëè çàêîí Äàðñè èç ñèñòåìû óðàâíåíèé Ñòîêñà
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè.

Çàìå÷àíèå 14.3. Ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðóþ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìà-
öèþ î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè ñêîðîñòåé uε ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåìîé 14.1, à
èìåííî, ìû íàøëè íå òîëüêî ñëàáûé ïðåäåë ñêîðîñòåé, êàê â óòâåðæäåíèè
òåîðåìû 14.1, íî è èõ äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë.

Â çàâåðøåíèå ýòîãî ïàðàãðàôà äîêàæåì, ÷òî ýòîò äâóõìàñøòàáíûé
ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñèëüíûì äâóõìàñøòàáíûì ïðåäåëîì (ñì. çàìå÷à-
íèå 9.2). Êðîìå òîãî, ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äàâëåíèé pε(x) ñõî-
äèòñÿ ê p(x) ñèëüíî: ‖pε(x)−p(x)‖L2(Ωε) → 0 ïðè ε → 0. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ: ôóíêöèÿ f(x) è
ãðàíèöà îáëàñòè Ω ñ÷èòàþòñÿ ãëàäêèìè. Óñëîâèÿ íà ãðàíèöó ïðåïÿòñòâèé
∂Ξ0 îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé.
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Çàäà÷à 14.14. Ïóñòü uε
2→ u ñèëüíî, ãäå ôóíêöèÿ u = u(x) çàâèñèò

òîëüêî îò x ∈ Ω. Âåðíî ëè, ÷òî uε(x) ñõîäèòñÿ ê u(x) ñèëüíî?

Ïðîäîëæèâ ôóíêöèþ uε íóëåì â Ω \ Ωε è ñîõðàíèâ çà íåé ïðåæíåå
îáîçíà÷åíèå, ïðåîáðàçóåì òîæäåñòâî (14.12) ê âèäó

∫

Ω

(ε∇uε, ε∇uε) dx =
∫

Ω

(f, uε) dx.

Ïîñêîëüêó f � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî
ïåðåéòè ê äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó, ÷òî äàåò

lim
ε→0

∫

Ω

(ε∇uε, ε∇uε) dx =
∫

Ω×Ξ

(f(x), u0(x, ξ)) dx dξ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ u0 ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå V è ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíà â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (14.18) â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè:

∫

Ω×Ξ

(∇ξu0(x, ξ),∇ξu0(x, ξ)) dx dξ =
∫

Ω×Ξ

(
f(x), u0(x, ξ)

)
dx dξ.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∫

Ω×Ξ

(∇ξu0(x, ξ),∇ξu0(x, ξ)) dx dξ =
∫

Ω×Ξ

(f(x), u0(x, ξ)) dx dξ

= lim
ε→0

∫

Ω

(ε∇uε, ε∇uε) dx.

Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü ε∇uε
2→ ∇ξu0(x, ξ) ñèëüíàÿ.

Çàäà÷à 14.15. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé vε(x) ∈ L2(Ω) ñõî-
äèòñÿ ñèëüíî äâóõìàñøòàáíî ê ôóíêöèè v(x, ξ) ∈ L2(Ω × 2) è ôóíêöèÿ

v(x, ξ) èìååò âèä v(x, ξ) =
k∑

i=1

ϕi(x)Φi(ξ), ãäå ϕi(x) � ãëàäêèå â Ω ôóíêöèè,

Φi(ξ) ∈ H1
per(2). Òîãäà ‖vε(x)− v(x, x/ε)‖L2(Ω) → 0 ïðè ε → 0.

Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòà çàäà÷è 14.15 èìååì
∥∥∥ε∇uε −∇ξu0

(
x,

x

ε

)∥∥∥
L2(Ω)

→ 0,

ïîýòîìó ε∇uε = ∇ξu0(x, x/ε)+ δε(x), ‖δε(x)‖L2(Ω) → 0 ïðè ε → 0. Íî òîãäà
ïåðâîå óðàâíåíèå â ñèñòåìå Ñòîêñà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∇pε(x)− ε div
(
ε∇u0

(
x,

x

ε

)
+ δε

1(x)
)

= f(x) â Ωε, (14.24)

ãäå �íåâÿçêà� δε
1 òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ‖δε

1(x)‖L2(Ω) → 0 ïðè ε → 0.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðà (p(x),

u0(x, x/ε)) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

∇p(x)− ε div
(
ε∇u0

(
x,

x

ε

))
= f(x) + εδε

2(x) â Ω, (14.25)

ãäå �íåâÿçêà� δε
2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ‖δε

2(x)‖H−1(Ωε) → 0 ïðè ε → 0.
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Çàäà÷à 14.16. Äîêàæèòå ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.
Óêàçàíèå. Îïðåäåëèì ôóíêöèè

uε
0(x) =

(
fi(x)− ∂

∂xi
p(x)

)
vi

(x

ε

)
,

pε
1(x) = p(x) + ε

(
fi(x)− ∂

∂xi
p(x)

)
qi

(x

ε

)
,

ãäå (qi(ξ), vi(ξ)) � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (14.21) íà ÿ÷åéêå Ξ, ïðè-
÷åì 〈qi(·)〉Ξ = 0. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò,÷òî

∇pε
1(x)− ε2∆uε

0(x) = ε
[
∇

(
fi(x)− ∂

∂xi
p(x)

)]
qi

(x

ε

)

− ε2
[
∆

(
fi(x)− ∂

∂xi
p(x)

)]
vi

(x

ε

)

− 2ε
(
∇

(
fi(x)− ∂

∂xi
p(x)

)
,∇ξvi

(x

ε

))
+ f(x).

Ïîêàæèòå, ÷òî íîðìà â ïðîñòðàíñòâå H−1(Ωε) ïåðâûõ òðåõ ñëàãàåìûõ â
ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà ε2.

Âû÷èòàÿ èç (14.24) ðàâåíñòâî (14.25), ïîëó÷àåì
∇(pε − p) = ε div δε

1(x)− εδε
2(x) â Ωε. (14.26)

Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (14.26) ÷åðåç wε(x) (ýòî ýëåìåíò H−1(Ωε)). Òîãäà

∇(pε − p) = wε â Ωε,
‖wε(x)‖H−1(Ωε)

ε
→ 0 ïðè ε → 0. (14.27)

Äëÿ îöåíêè (pε − p) âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì

‖q(x)‖L2(Ωε) 6 C

ε
‖∇q(x)‖H−1(Ωε),

∫

Ωε

q(x) dx = 0, (14.28)

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0, íå çàâèñÿùåé îò ε >
0, è ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì óæå èñïîëüçîâàííîãî ðàíåå
óòâåðæäåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è

div Q(x) = q(x) â Ωε,

∫

Ωε

q(x) dx = 0, Q(x) ∈
◦

H1(Ωε),

ñ îöåíêàìè

‖Q(x)‖H1(Ωε) 6 C

ε
‖q(x)‖L2(Ωε), ‖Q(x)‖L2(Ωε) 6 C‖q(x)‖L2(Ωε),

ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò ε > 0.

Çàäà÷à 14.17. Ïîëó÷èòå íåðàâåíñòâî (14.28) èç óòâåðæäåíèÿ î ðàçðå-
øèìîñòè ïðèâåäåííîé âûøå êðàåâîé çàäà÷è.

Ïðèìåíÿÿ (14.28) ê ðàâåíñòâó (14.27), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ε >
0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ kε òàêàÿ, ÷òî ‖p− pε − kε‖L2(Ωε) → 0 ïðè ε → 0.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî
‖pε(x)− p(x)‖L2(Ωε) → 0 (14.29)

ïðè äîëæíîì âûáîðå àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé â äàâëåíèè pε.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî

‖Pε(x)− p(x)‖L2(Ω) → 0, (14.30)
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ãäå Pε(x) � ðàíåå îïðåäåëåííîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé pε(x) â îáëàñòü Ω.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ p0

ε(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p0
ε(x) =





p(x), x ∈ Y ε
s,i, i = 1, . . . , N(ε),

1
|Y ε

s,i|
∫

Y ε
s,i

p(x) dx, x ∈ Y ε
h,i, i = 1, . . . , N(ε).

Çàäà÷à 14.18. Äîêàæèòå, ÷òî ‖p0
ε(x)− p(x)‖L2(Ω) → 0 ïðè ε → 0.

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè Y ε
h,i

è îáðàòèòå âíèìàíèå íà âåëè÷èíó ïîñòîÿííîé â íåðàâåíñòâå Ïóàíêàðå.

Èìååì
‖Pε(x)− p(x)‖L2(Ω) 6 ‖Pε(x)− p0

ε(x) + p0
ε(x)− p(x)‖L2(Ω)

6 ‖pε(x)− p(x)‖L2(Ωε) + ‖Pε(x)− p0
ε(x)‖L2(Ωε

h) + ‖p0
ε(x)− p(x)‖L2(Ω).

Ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìîå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè ε → 0 â ñèëó (14.29) è
çàäà÷è 14.18. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè ε → 0. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

[〈f〉G − 〈g〉G]2 6 1
|G|

∫

G

(f − g)2 dx, (14.31)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáûõ f, g ∈ L2(G), ãäå G � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü è
〈f〉G ≡ 1

|G|
∫

G

f(ξ)dξ..

Çàäà÷à 14.19. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî (14.31).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (14.31) ïîëó÷àåì îöåíêó

‖Pε(x)− p0
ε(x)‖2L2(Ωε

h) 6 |Ωε
h|

|Ωε| ‖pε(x)− p(x)‖L2(Ωε),

è (14.30) äîêàçàíî.
Â èòîãå, òåîðåìà 14.1 äîêàçàíà â ïîëíîì îáúåìå: ìû óñòàíîâèëè ñèëü-

íóþ ñõîäèìîñòü â L2(Ω) ïðîäîëæåíèé äàâëåíèÿ Pε(x) ê ïðåäåëüíîìó äàâ-
ëåíèþ p(x); êðîìå òîãî, ìû óòî÷íèëè óòâåðæäåíèå òåîðåìû 14.1 î ñõîäè-
ìîñòè ñêîðîñòåé, à èìåííî, äîêàçàëè, ÷òî èìååò ìåñòî íå òîëüêî ñëàáàÿ
ñõîäèìîñòü, íî òàêæå è ñõîäèìîñòü ‖∇ξu0(x, x/ε)− ε∇uε(x)‖L2(Ω) → 0 ïðè
ε → 0, ãîâîðÿùàÿ î �ñáëèæåíèè� îñöèëëèðóþùåé ôóíêöèè, ÿâíî çàäàâàå-
ìîé ôîðìóëîé (14.22), è ðåøåíèÿ uε â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω).

Çàäà÷à 14.20. Äîêàæèòå, ÷òî ‖u0(x, x/ε)−uε(x)‖L2(Ω) → 0 ïðè ε → 0.

Ñôîðìóëèðóåì äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ñêîðîñòåé è äàâëåíèé.

Òåîðåìà 14.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) è ãðàíèöà îáëàñòè
Ω ãëàäêèå, à îáëàñòü Ξ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáîáùåííîé ëèïøèöåâî-
ñòè, ò.å. ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà ëèïøèöåâûõ îáëàñòåé. Òîãäà äëÿ ïðîäîëæåíèé äàâëåíèÿ Pε (çàäàííûõ
ôîðìóëîé (14.16)) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñêîðîñòåé uε (ïðîäîëæåííûõ íó-
ëåì â Ω \ Ωε) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
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lim
ε→0

‖Pε(x)− p(x)‖L2(Ω) = 0,

lim
ε→0

‖uε(x)− u0(x, x/ε)‖L2(Ω) = 0,

lim
ε→0

ε‖∇uε(x)−∇u0(x, x/ε)‖L2(Ω) = 0,

ãäå u0(x, ξ) îïðåäåëåíà â (14.22), à p(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà
d∑

i,j=1

Kij
∂2p(x)
∂xi∂xj

=
d∑

i,j=1

Kij
∂fi(x)
∂xj

â Ω,

d∑

i,j=1

Kij
∂p(x)
∂xi

nj =
d∑

i,j=1

Kijfi(x)nj íà ∂Ω;

çäåñü Kij =
∫

Ξ

(vi)j dξ è vi(ξ) � ðåøåíèÿ çàäà÷ Ñòîêñà â îáëàñòè Ξ

∇ξqi(ξ)−∆ξvi(ξ) = ei â Ξ, div vi = 0, vi ∈ H1
per(Ξ), vi(ξ) = 0 íà ∂Ξ0.

§ 15. Êðàåâûå çàäà÷è ñ áûñòðî ìåíÿþùèìñÿ òèïîì ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé

15.1. Òåîðåìà óñðåäíåíèÿ.
15.1.1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ìíîãèå ðàáîòû,

ïîñâÿùåííûå èññëåäîâàíèþ çàäà÷ ñ áûñòðî ìåíÿþùèìñÿ òèïîì ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé, äàòèðóþòñÿ ñåðåäèíîé 80-õ [44, 126, 77]. Ïîëíûé àíàëèç çàäà÷è ñ
ïåðèîäè÷åñêèì ÷åðåäîâàíèåì òèïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äàí â [127]. Íåïå-
ðèîäè÷åñêèé ñëó÷àé (â òîì ÷èñëå è ñëó÷àéíûé) èññëåäîâàëñÿ â [99, 15, 51].

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâîäèì ïðèìåð àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà
çàäà÷è ñ áûñòðûì ÷åðåäîâàíèåì òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñëåäóÿ, â îñíîâ-
íîì, ðàáîòå [126].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåìáðàíà ñ ÷àñòè÷íî çàêðåïëåííîé ãðàíèöåé. Ïóñòü
ó÷àñòêè çàêðåïëåíèÿ ãðàíèöû èìåþò äëèíó ïîðÿäêà ε1 è ÷åðåäóþòñÿ ñî
ñâîáîäíûìè ó÷àñòêàìè äëèíû ïîðÿäêà ε2. Âîçíèêàåò âîïðîñ: Ïðè êàêîì
ñîîòíîøåíèè ìåæäó ïàðàìåòðàìè ε1 è ε2 ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ òàêîé ìåì-
áðàíû ïðè ìàëûõ ε1 è ε2 áëèçêî ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ çàêðåïëåííîé
ìåìáðàíû?

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ìåìáðàíà àñèìïòîòè÷åñêè âåäåò ñåáÿ êàê çàêðåï-
ëåííàÿ, åñëè ε1 è ε2 èìåþò îäèí è òîò æå ïîðÿäîê. Îäíàêî, êîãäà ε2 èìååò
ïîðÿäîê | ln ε1|δ−1, ãäå δ ∈ (0, 1), ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ìåìáðàíû ïðè ìà-
ëûõ ε1 áëèçêî ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ñâîáîäíîé ìåìáðàíû.

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà

L[uε] ≡ ∂

∂xj
(aij(x)

∂uε

∂xi
) = f(x) â Ω ⊂ R2,

uε = 0 íà Γε
D,

∂uε

∂γ
≡ aij(x)

∂uε

∂xi
νj = 0 íà Γε

N .

(15.1)

Êàê îáû÷íî, ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ1|ξ|2 > aij(x)ξiξj > λ2|ξ|2, ãäå λ1 > 0, λ2 > 0,
îáëàñòü Ω ⊂ R2 èìååò ãëàäêóþ ãðàíèöó ∂Ω, êîýôôèöèåíòû aij(x) ñóòü
îãðàíè÷åííûå èçìåðèìûå ôóíêöèè â Ω. Ïóñòü Γε

D =
⋃
i

Γi
D, Γε

N =
⋃
j

Γj
N ,

Γi
D

Γi
N

Ω

Ðèñ. 15.1

Γε
D ∪ Γε

N = ∂Ω, |Γi
D| = ε1, |Γj

N | = ε2

äëÿ âñåõ i, j; çäåñü ÷åðåç |l| îáîçíà÷å-
íà äëèíà êðèâîé l (ñì. ðèñ. 15.1).

Âûäåëèì äâà ñëó÷àÿ.
(a). ε1 = O(ε), ε2 = O(ε).
(b). ε1 = O(ε), ε2 = O(| ln ε|δ−1), ãäå

δ ∈ (0, 1).
Ðåøåíèå çàäà÷è (15.1) èùåì â ïðî-

ñòðàíñòâå H1(Ω,Γε
D) = {v(x)|v(x) ∈

H1(Ω), v(x)
∣∣
Γε

D

= 0} ñ íîðìîé

‖v‖H1(Ω,Γε
D) =

( ∫

Ω

(v2 + |∇v|2) dx

)1/2

.

Îïðåäåëåíèå 15.1. Ôóíêöèÿ uε ∈ H1(Ω, Γε
D) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì

ðåøåíèåì çàäà÷è (15.1), åñëè äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ H1(Ω,Γε
D)

∫

Ω

aij(x)
∂uε

∂xi

∂ϕ

∂xj
dx = −

∫

Ω

f(x)ϕ(x) dx. (15.2)

Èññëåäóåì ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé uε ïðè ε → 0.

15.1.2. Ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå. Çäåñü ìû èçó÷èì ñëó÷àé (a), ïî-
ëàãàÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè ε1 = k1ε, ε2 = k2ε, ãäå k1, k2 > 0. Äëÿ ýòî-
ãî íàì ïîòðåáóåòñÿ íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå êëàññè÷åñêîìó íåðàâåíñòâó
Ôðèäðèõñà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ìîæíî íàéòè â [79] (çäåñü îíî ôîð-
ìóëèðóåòñÿ â âèäå çàäà÷è).

Çàäà÷à 15.1. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé
è ïóñòü u ∈ H1(Ω) îáðàùàåòñÿ â íóëü íà Γ ⊂ ∂Ω, ïðè÷åì |Γ| > 0, ãäå |Γ| �
ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà Γ. Äîêàæèòå, ÷òî

∫

Ω

u2(x) dx 6 C

∫

Ω

|∇u(x)|2 dx, (15.3)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò òîëüêî îò Ω è |Γ| è íå çàâèñèò îò ôóíêöèè u:

C 6 C1(Ω) +
C2(Ω)
|Γ| .

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (15.3) â ïðîñòðàíñòâå H1(Ω,Γε
D) ìîæíî ââåñòè

íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

[u, ϕ] =
∫

Ω

(∇u,∇ϕ) dx,

êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íîðìà ‖u‖ = [u, u]1/2.

Òåîðåìà 15.1. Îáîáùåííîå ðåøåíèå uε çàäà÷è (15.1) ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî.
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Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (15.1)
äîêàçûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûì ïóòåì íà îñíîâå ëåììû Ëàêñà � Ìèëüãðàìà
(ñì., íàïðèìåð, [64, 84]).

Ïîëó÷èì òåïåðü ðàâíîìåðíûå ïî ε îöåíêè ðåøåíèÿ uε. Äëÿ ðåøåíèÿ
uε çàäà÷è (15.1) â ñëó÷àå (a) íåðàâåíñòâî (15.3) âûïîëíåíî ðàâíîìåðíî ïî
ε, òàê êàê |Γε

D| > const |∂Ω|, ãäå const íå çàâèñèò îò ε.
Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî, íåðàâåíñòâî (15.3) è

óñëîâèå ýëëèïòè÷íîñòè îïåðàòîðà L, ïîëó÷èì

λ2

∫

Ω

|∇uε|2 dx 6
∣∣∣∣
∫

Ω

aij(x)
∂uε

∂xi

∂uε

∂xj
dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

Ω

f(x)uε(x) dx

∣∣∣∣

6
(∫

Ω

f2(x) dx

)1/2(∫

Ω

u2
ε(x) dx

)1/2

6 M

(∫

Ω

|∇uε(x)|2 dx

)1/2

,

ãäå M = C

(∫

Ω

f2(x) dx

)1/2

. Òàêèì îáðàçîì,

∫

Ω

|∇uε|2 dx 6 M1,

ãäå M1 íå çàâèñèò îò ε.
Ïî òåîðåìå Ðåëëèõà ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εk}, ñòðå-

ìÿùóþñÿ ê íóëþ, òàêóþ, ÷òî
(i) uε → U ∈ H1(Ω) ïðè εk → 0 â íîðìå L2(Ω),
(ii) ∂uε

∂xj
⇀

∂U

∂xj
ïðè εk → 0 ñëàáî â L2(Ω), j = 1, 2.

Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (15.2) ïðè
εk → 0, ïîëó÷èì

∫

Ω

aij(x)
∂U

∂xi

∂v

∂xj
dx = −

∫

Ω

f(x)v(x) dx ∀ v ∈
◦

H1 (Ω).

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ U îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ∂Ω. Ñäåëàåì ëîêàëü-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò (x1, x2) → (y1, y2) â îêðåñòíîñòè òî÷êè pi,
ÿâëÿþùåéñÿ ïðàâûì êîíöîì êóñêà Γi

D, òàêîå, ÷òî ãðàíèöà ∂Ω â ýòîé îêðåñò-
íîñòè ïåðåéäåò â ïðÿìóþ y2 = 0, à òî÷êà pi � â íà÷àëî êîîðäèíàò. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîëîñó øèðèíîé ω â îêðåñòíîñòè òî÷êè pi (ñì. ðèñ. 15.2).

Ïîëîæèì

γ1 = {(y1, y2) : y2 = ω, −k1ε < y1 < 0},
γ2 = {(y1, y2) : y2 = ω, 0 < y1 < k2ε},
Q1 = {(y1, y2) : 0 < y2 < ω, −k1ε < y1 < 0},
Q2 =

{
(y1, y2) : 0 < y2 < ω, −k1ε +

k1

ω
y2 < y1 <

k1

ω
y2

}
,

ãäå k1, k2 � íå çàâèñÿùèå îò ε ïîñòîÿííûå, îïðåäåëåííûå â íà÷àëå ýòîãî
ðàçäåëà. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà |γ1| = |γ2|. Äðóãèå ñëó÷àè
èññëåäóþòñÿ àíàëîãè÷íî, è ìû îñòàâëÿåì èõ ÷èòàòåëþ.
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Γi
HΓi

D

b1 0 y1

ω

Ω
γ1γ2

b2

y2

Q1

Q2

∂Ω

Ðèñ. 15.2

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ uε ïðèíàäëåæèò C1(Ω) è èíòåãðà-
ëû îò ïðîèçâîäíûõ uε(x) ïî îäíîìåðíûì êðèâûì ìîæíî ïîíèìàòü â êëàñ-
ñè÷åñêîì ñìûñëå. Îäíàêî íóæíàÿ íàì îöåíêà (15.5) îñòàåòñÿ âåðíîé òàêæå
äëÿ uε(x) ∈ H1(Ω, ΓD

ε ), ÷òî ëåãêî ñëåäóåò èç ïëîòíîñòè C1(Ω) ôóíêöèé, îá-
ðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ΓD

ε , â ïðîñòðàíñòâå H1(Ω, ΓD
ε ).

Çàäà÷à 15.2. Êàê äîïîëíèòü ðàññóæäåíèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü (15.5) äëÿ
uε(x) ∈ H1(Ω, ΓD

ε )?
Èìååì

uε(y1, ω) =

ω∫

0

∂uε

∂y2
dy2,

åñëè y1 ∈ γ1. Ïîýòîìó

u2
ε(y1, ω) 6 ω

ω∫

0

(∂uε

∂y2

)2

dy2, (15.4)

Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (15.4) ïî γ1 è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êîøè � Áóíÿ-
êîâñêîãî, ïîëó÷èì

∫

γ1

u2
ε(y1, ω) dy1 6 ω

∫

γ1

ω∫

0

(∂uε

∂y2

)2

dy2 dy1 6 ω

∫

Q1

|∇uε|2 dy1 dy2.

Îöåíèì uε(y1, ω), ãäå y1 ∈ γ2. Èìååì

uε(y1, ω) =

b2∫

b1

∂uε

∂l
dl,

ãäå b1 è b2 � òî÷êè, ëåæàùèå ñîîòâåòñòâåííî íà Γi
D è γ2 è ïðèíàäëåæàùèå

ïðÿìîé l, ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíå ïàðàëëåëîãðàììà Q2, âåðøèíàìè êîòîðîãî
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ÿâëÿþòñÿ êîíöû îòðåçêîâ Γi
D è γ2. Ïîýòîìó

u2
ε(y1, ω) 6

√
ω2 + ε2k2

1

b2∫

b1

(∂uε

∂l

)2

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî γ2, ïîëó÷èì
∫

γ2

u2
ε(y1, ω) dy1 6

√
ω2 + ε2k2

1

∫

γ2

b2∫

b1

(∂uε

∂l

)2

dl dy1

=
ω2 + ε2k2

1

ω

∫

Q2

(
∂uε

∂l

)2

dy1 dy2 6 ω2 + ε2k2
1

ω

∫

Q2

|∇uε|2 dy1 dy2.

Ñäåëàâ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò (y1, y2) → (x1, x2) è ïðî-
ñóììèðîâàâ ïî âñåì îêðåñòíîñòÿì, îáðàçóþùèì ïîêðûòèå ∂Ω, íàõîäèì

∫

eγ

u2
ε(x) ds 6 C4

ω2 + ε2k2
1

ω

∫

Q

|∇uε|2 dx 6 C4M1
ω2 + ε2k2

1

ω
, (15.5)

ãäå γ̃ � êðèâàÿ, âñå òî÷êè êîòîðîé îòñòîÿò îò ∂Ω íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà
ω, à Q � ñëîé ìåæäó γ̃ è ∂Ω; ïîñòîÿííûå C4 è M1 íå çàâèñÿò îò ε.

Ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà ñëåäà H1(Ω) â L2(γ̃) (ñì. [115,
116]), ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (15.5) ïðè εk → 0:

∫

eγ

U2 ds 6 ωM1C4. (15.6)

Ïîñêîëüêó ω � ïðîèçâîëüíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è U ∈ H1(Ω),
èç (15.6) ñëåäóåò U = 0 íà ∂Ω. Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè óòâåðæäåíèå î íåïðå-
ðûâíîñòè ñëåäà ôóíêöèè èç H1(Ω) ïðè ñòðåìëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîâåðõíîñòåé, íà êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåä, ê íåêîòîðîé ïðåäåëüíîé
ïîâåðõíîñòè (êàê òî÷íî ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ýòî?).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 15.2. Â ñëó÷àå (a) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé uε çàäà÷è

(15.1) ñõîäèòñÿ ïðè ε → 0 â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(Ω) è ñëàáî â H1(Ω)
ê ðåøåíèþ çàäà÷è Äèðèõëå

L[U ] = f(x) â Ω, U = 0 íà ∂Ω. (15.7)

Âûøå ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {εk}. Ñõî-
äèìîñòü {uε} ïðè ε → 0 ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (15.7).

15.1.3. Ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à Íåéìàíà. Îöåíèì ðåøåíèå uε çàäà÷è (15.1)
â ñëó÷àå (b). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∫

Ω

f(x) dx = 0. (15.8)

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñîãëàñîâàíèÿ â çàäà÷å Íåé-
ìàíà ñ îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèåì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íàðóøå-
íèè ýòîãî ðàâåíñòâà L2(Ω)-íîðìà ðåøåíèÿ uε íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò
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(âçðûâàåòñÿ) ïðè ε → 0. Îáîçíà÷èì

〈uε〉 =
1
|Ω|

∫

Ω

uε(x) dx.

Ïîëàãàÿ ϕ = uε â (15.2), ïîëó÷àåì

λ2

∫

Ω

|∇uε|2 dx 6
∣∣∣∣
∫

Ω

aij(x)
∂uε

∂xi

∂uε

∂xj
dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

Ω

f(x)uε(x) dx

∣∣∣∣

=
∣∣∣∣
∫

Ω

f(x)uε(x)dx−
∫

Ω

f(x)〈uε〉dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

Ω

f(x)(uε(x)− 〈uε〉)dx

∣∣∣∣

6
(∫

Ω

f2(x) dx

)1/2 (∫

Ω

(uε(x)− 〈uε〉)2 dx

)1/2

6 K

(∫

Ω

f2(x) dx

)1/2(∫

Ω

|∇uε|2 dx

)1/2

.

Òàêèì îáðàçîì,
∫

Ω

|∇uε|2dx 6 K

λ2

∫

Ω

f2 dx, (15.9)

ãäå K íå çàâèñèò îò ε.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (uε(x) − 〈uε〉). Èç (15.9) è íåðàâåí-

ñòâà Ïóàíêàðå ñëåäóåò îöåíêà ‖uε − 〈uε〉‖H1(Ω) 6 C0, ãäå C0 íå çàâèñèò îò
ε. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ðåëëèõà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ U ∈ H1(Ω) òàêàÿ, ÷òî
uε − 〈uε〉 ñõîäèòñÿ ê U â íîðìå L2(Ω) è ñëàáî â H1(Ω) ïî ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè εk → 0. Ïî ïîñòðîåíèþ 〈U〉 = 0. Ïîêàæåì, ÷òî U � îáîáùåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è

L[U ] = f(x) â Ω,
∂U

∂ν
≡ aij(x)

∂U

∂xi
νj = 0 íà ∂Ω, (15.10)

ò.å. U óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó
∫

Ω

aij(x)
∂U

∂xi

∂ϕ

∂xj
dx = −

∫

Ω

f(x)ϕ(x) dx ∀ ϕ ∈ H1(Ω).

Ïóñòü òî÷êà pi � ñåðåäèíà êðèâîé Γi
D. Ñäåëàåì ëîêàëüíóþ çàìåíó êîîðäè-

íàò (x1, x2) → (y1, y2) â îêðåñòíîñòè êðèâîé Γi
D òàêóþ, ÷òî â îêðåñòíîñòè

òî÷êè pi ãðàíèöà ∂Ω ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ y2 = 0, à òî÷êà pi � â íà÷àëî
êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 15.3).

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà îáðàçà ó÷àñòêà
Γi

D ðàâíà ε.
Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (ρ, θ), ãäå ρ = (y2

1 + y2
2)1/2. Ïóñòü ψ ∈

C∞(R) òàêàÿ, ÷òî ψ(s) = 0 ïðè |s| 6 1, ψ(s) = 1 ïðè |s| > 2, 0 6 ψ 6 1. Îáî-
çíà÷èì ψi

ε = ψ
( ln ε

ln ρ

)
. Ïóñòü ζ = ϕψε, ãäå ϕ � ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç H1(Ω),

à ψε =
∏
i

ψi
ε. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ψi

ε(ρ) ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé åäèíèöå ïðè
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ρ > √
ε (ñì. ðèñ. 15.3) â ñèëó åå îïðåäåëåíèÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â êîîðäè-

íàòàõ (y1, y2) ôóíêöèè ψi
ε íå çàâèñÿò îò i, îäíàêî ïðè âîçâðàòå â èñõîäíûå

êîîðäèíàòû (x1, x2) çàâèñèìîñòü îò i ñòàíîâèòñÿ íåòðèâèàëüíîé.
y2

Qi

y10
θ

ρ

√
ε

ε

Γi
D

Ðèñ. 15.3

Èñïîëüçóÿ ζ â êà÷åñòâå òåñòîâîé ôóíêöèè, èìååì
∫

Ω

aij(x)
∂uε

∂xi

∂ζ

∂xj
dx = −

∫

Ω

f(x)ζ(x) dx.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ζ = ϕψε, ïîëó÷èì
∫

Ω

[aij(x)
∂uε

∂xi

∂ψε

∂xj
ϕ + aij(x)

∂uε

∂xi

∂ϕ

∂xj
ψε] dx = −

∫

Ω

f(x)ζ(x) dx.

Òàê êàê ψε ñòðåìèòñÿ ïðè ε → 0 â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω) ê ôóíêöèè, òîæäå-
ñòâåííî ðàâíîé åäèíèöå, èìååì

∫

Ω

f(x)ϕ(x)ψε(x) dx →
∫

Ω

f(x)ϕ(x) dx ïðè ε → 0.

Ïîñêîëüêó uε − 〈uε〉 ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè U ∈ H1(Ω) ñëàáî â
H1(Ω) ïðè εk → 0, ïðèõîäèì ê ïðåäåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ

∫

Ω

aij(x)
∂uε

∂xi

∂ϕ

∂xj
ψε dx →

∫

Ω

aij(x)
∂U

∂xi

∂ϕ

∂xj
dx ïðè ε → 0.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî
∫

Ω

aij(x)
∂uε

∂xi

∂ψε

∂xj
ϕdx → 0 ïðè ε → 0. Äëÿ ýòîãî,

èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî, íàõîäèì
∣∣∣∣
∫

Ω

aij(x)
∂uε

∂xi

∂ψε

∂xj
ϕdx

∣∣∣∣ 6
(∫

Ω

ϕ2
2∑

j=1

(aij(x)
∂uε

∂xi
)2dx

)1/2(∫

Ω

|∇ψε|2 dx

)1/2

6 C5

(∫

Ω

|∇uε|2 dx

)1/2(∫

Ω

|∇ψε|2 dx

)1/2

.
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Îáîçíà÷èì Qε = {(ρ, θ) : ρ 6 √
ε}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∫

Ω

|∇ψε|2 dx 6 C6

∑

i

∫

Qi

(∂ψi
ε

∂ρ

)2

ρ dρ dθ.

Ïîëîæèì s = (ln ε/ ln ρ). Òîãäà
∫

Qi

(
∂ψi

ε

∂ρ

)2

ρ dρ dθ =
∫

Qi

(
∂ψ

∂s

)2(
∂s

∂ρ

)2

ρ dρ dθ

= ln2 ε

∫

Qi

(
∂ψ

∂s

)2( 1
ln ρ

)4 1
ρ2

ρ dρ dθ

6 C7 ln2 ε

∫

Qi

(
1

ln ρ

)4

d(ln ρ) dθ 6 C8

| ln ε| .

Òàê êàê êîëè÷åñòâî ó÷àñòêîâ Γi
D åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà | ln ε|1−δ, èìååì

∣∣∣∣
∫

Ω

aij(x)
∂uε

∂xi

∂ψε

∂xj
ϕdx

∣∣∣∣ 6 C9

| ln ε|δ/2
.

Ïîýòîìó ∫

Ω

aij(x)
∂uε

∂xi

∂ψε

∂xj
ϕdx → 0 ïðè ε → 0.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 15.3. Â ñëó÷àå (b) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé uε − 〈uε〉,

ãäå uε � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (15.1), à 〈uε〉 =
1
|Ω|

∫

Ω

uεxdx, ñõîäèòñÿ

ïðè ε → 0 ñëàáî â H1(Ω) è â íîðìå L2(Ω) ê ðåøåíèþ çàäà÷è Íåéìàíà
(15.10).

Âûøå ýòî óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè εk.
Ñõîäèìîñòü âñåãî ñåìåéñòâà {uε−〈uε〉} ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

çàäà÷è (15.10), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ
∫

Ω

U dx = 0.

15.2. Ñîãëàñîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. Â ðÿäå ðàáîò ñå-
ðåäèíû 90-õ ãîäîâ ìåòîäû ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïðè-
ìåíÿëèñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ñ áûñòðîé ñìåíîé òèïà ãðàíè÷íîãî óñëî-
âèÿ (ñì., íàïðèìåð, [39] è áèáëèîãðàôèþ òàì). Ðàññìîòðèì îäíó èç òàêèõ
çàäà÷.

Ïóñòü N À 1 � öåëîå ÷èñëî, ε = 2N−1, (r, θ) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû,
δε = {(r, θ) : r = 1,−εa(ε) < θ < εa(ε)}, 0 < a(ε) < π/2, Γε � îáúåäèíåíèå
äóã, ïîëó÷åííûõ èç δε ïîâîðîòàìè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãëû,
êðàòíûå επ, Ω � åäèíè÷íûé êðóã ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, γε =
∂D\Γε. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè ïðè ε → 0 ðåøåíèÿ
êðàåâîé çàäà÷è

∆uε = f ïðè x ∈ Ω, uε = 0 ïðè x ∈ Γε,
∂uε

∂r
= 0 ïðè x ∈ γε, (15.11)
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â ñëó÷àå ε ln a(ε) → 0 ïðè ε → 0.

Ω
Γε ξ2

γa Γa

−a(ε) a(ε) ξ1
x1

δε

γε

Ðèñ. 15.4

Òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [127]),
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è (15.11) ñõîäèòñÿ ñèëüíî â L2(Ω) è ñëà-
áî â H1(Ω) ê ðåøåíèþ u0 çàäà÷è Äèðèõëå â êðóãå. Ïîýòîìó âíå ìàëîé
îêðåñòíîñòè ∂Ω ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ åñòåñòâåííî
èñêàòü â âèäå u0. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî f çàâèñèò
òîëüêî îò r è òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ∂Ω. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ a

(0)
1 òàêàÿ, ÷òî

u0(x) = a
(0)
1

∞∑

i=1

1
i
(1− r)i ïðè r → 1. (15.12)

Çàäà÷à 15.3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ u0(x) äîïóñ-
êàåò ïðåäñòàâëåíèå (15.12) â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû åäèíè÷íîãî êðóãà Ω.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u0 íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì çàäà÷è
(15.11), â îêðåñòíîñòè ∂Ω áóäåì èñêàòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ uε â äðóãîì
âèäå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëèíà ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè èìååò ïîðÿäîê O(ε), â
îêðåñòíîñòè ∂Ω ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå ðÿäà vε(ξ1, ξ2) ñ êîýôôèöèåí-
òàìè, çàâèñÿùèìè îò �âíóòðåííèõ� ïåðåìåííûõ ξ = (ξ1, ξ2), ãäå ξ1 = ε−1θ,
ξ2 = ε−1(1 − r). Ïåðåõîäÿ â (15.12) ê ïåðåìåííûì ξ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè
ε1/2 < (1− r) < 2ε1/2 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïðè ε−1/2 < ξ2 < 2ε−1/2)

u0(x) = a
(0)
1

∞∑

i=1

εi 1
i
ξi
2. (15.13)

Èç òðåáîâàíèÿ ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (ñì. ïï. 11.1�
11.3) ïîëó÷àåì, ÷òî êîìïîíåíòû ðÿäà

vε(ξ) =
∞∑

i=1

εivi(ξ) (15.14)

äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

vi(ξ) ∼ a
(0)
1

i
ξi
2 ïðè ξ2 →∞. (15.15)
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Ïîäñòàâëÿÿ (15.14) â (15.11), ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì ξ, âûïèñûâàÿ îòäåëü-
íî ôîðìàëüíûå ðàâåíñòâà ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðàåâûõ çàäà÷:

∆vi =
i−1∑

j=1

(
ξj−1
2

∂

∂ξ2
− (j + 1)ξj

2

∂2

∂ξ2
1

)
vi−j ïðè ξ2 > 0,

vi = 0 ïðè ξ ∈ Γa,
∂vi

∂ξ2
= 0 ïðè ξ ∈ γa,

(15.16)

ãäå Γa � îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ íà ïðÿìîé ξ2 = 0, ïîëó÷åííûõ èç (−a, a)
ñäâèãàìè, êðàòíûìè π, à γa � äîïîëíåíèå Γa äî îñè Oξ1. Â ñèëó (15.16)
óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ ðÿäà (15.14) èìåþò âèä

∆v1 = 0 ïðè ξ2 > 0, (15.17)

∆v2 =
( ∂

∂ξ2
− 2ξj

2

∂2

∂ξ2
1

)
v1 ïðè ξ2 > 0. (15.18)

Ââåäåì ôóíêöèþ
Y (ξ) = Re ln (sin z + (sin2 z − sin2 a)1/2)− ln sin a,

ãäå z = ξ1 + iξ2. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Y π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ïåðåìåííîé
ξ1, óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ Íåéìàíà íà γa, ðàâíà
íóëþ íà Γa è èìååò àñèìïòîòèêó

Y (ξ) = ξ2 − ln sin a + O(e−ξ2) ïðè ξ2 →∞. (15.19)

Çàäà÷à 15.4. Äîêàæèòå ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ

v1(ξ) = a
(0)
1 Y (ξ) (15.20)

óäîâëåòâîðÿåò (15.15)�(15.17). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî Y ãàðìîíè÷å-
ñêàÿ, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

v2(ξ) =
a
(0)
1

2
ξ2
2

∂Y (ξ)
∂ξ2

+ A
(1)
1 Y (ξ) (15.21)

óäîâëåòâîðÿåò (15.15), (15.16), (15.18) ïðè ëþáîé ïîñòîÿííîé A
(1)
1 (ïðîâåðü-

òå!). Èç (15.19)�(15.21) ñëåäóåò, ÷òî

εv1(ξ) + ε2v2(ξ) = a
(0)
1

(
(1− r) +

1
2
(1− r)2

)

+ ε(A(1)
1 (1− r)− a

(0)
1 ln sin a)− ε2A

(1)
1 ln sin a + O

(
(1− r)e−

1−r
ε

)
(15.22)

ïðè ε1/2 < (1 − r) < 2ε1/2 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ε−1/2 < ξ2 < 2ε−1/2). Èç
(15.22) è óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ ÷ëåíîâ ðÿäà �âíåøíåãî� ðàçëîæåíèÿ

uε(x) = u0(x) + εu1(x) + ε2u2(x) + ... (15.23)
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

u1(x) ∼ −a
(0)
1 ln sin a + A

(1)
1 (1− r), u2(x) ∼ A

(1)
1 ïðè r → 1. (15.24)

Ïîäñòàâëÿÿ (15.23) â (15.11), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ u1 è u2:
∆uk = 0 ïðè x ∈ Ω. (15.25)

Äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ðÿäîâ (15.14) è (15.23) ñëåäóåò ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå
ôóíêöèé uk, k = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþùèõ (15.24) è (15.25). Î÷åâèäíî, ÷òî
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ôóíêöèè u1(x) = −a
(0)
1 ln sin a, u2(x) = 0 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (15.25) è ïðè

A
(1)
1 = 0 óäîâëåòâîðÿþò (15.24). Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíû ïåðâûå ÷ëåíû

v1, v2, u0, u1, u2 àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (15.14) è (15.23). Äàëüíåé-
øèå ïîñòðîåíèå è îáîñíîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé àíàëîãè÷íû
ïîñòðîåíèþ è îáîñíîâàíèþ èç ï. 11.3. Â ÷àñòíîñòè, íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî

v3(ξ) = a
(0)
1

(1
8
ξ4
2

∂2

∂ξ2
2

+
1
6
ξ3
2

∂

∂ξ2

)
Y (ξ)

è, ñëåäîâàòåëüíî, u3 = 0.
Çàäà÷à 15.5. Ìû çäåñü íå ôîðìóëèðóåì, êàê â ï. 11.2 è 11.3, ñòðîãîå

óòâåðæäåíèå î áëèçîñòè ðåøåíèÿ uε(x) èñõîäíîé çàäà÷è è îòðåçêà ñîîò-
âåòñòâóþùåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òàêîå
óòâåðæäåíèå ïî àíàëîãèè ñ ðåçóëüòàòàìè ï. 11.2 è 11.3.

Çàìå÷àíèå 15.1. Â [37] ïîêàçàíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü ñëó÷àå
(êîãäà ε ln a(ε) → 0) àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (15.11)
ìîæíî ïîñòðîèòü áîëåå ïðîñòûì ìåòîäîì ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî òèïà [33]. Íî êîãäà ïðåäåëüíûìè çàäà÷àìè ÿâëÿþòñÿ âòîðàÿ è
òðåòüÿ êðàåâûå çàäà÷è, ò.å.

a(ε) = exp(−1/ε2A), a(ε) = exp(−1/εA), A > 0,

ñîîòâåòñòâåííî (ñì. [127]), ìåòîä ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæå-
íèé (â êîìáèíàöèè ñ ìåòîäîì ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî
òèïà è ìåòîäîì äâóõ ìàñøòàáîâ) èñïîëüçóåòñÿ ïî ñóùåñòâó [38, 39, 22].

§ 16. Âîçíèêíîâåíèå ïîòåíöèàëà (èëè �ñòðàííîãî ÷ëåíà�)
â óñðåäíåííîì óðàâíåíèè

16.1. Îá óñðåäíåíèè ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå â ïåðôîðèðîâàí-
íîé îáëàñòè ñ ìàëîé ñóììàðíîé êîíöåíòðàöèåé îòâåðñòèé. Ïóñòü
Ω � îáëàñòü â R3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, G0 = {x : |x| < 1} � åäèíè÷íûé øàð
â R3. Ïîëîæèì

Ωε = Ω\
⋃

z∈Z3

(ε3G0 + 2εz),

ò.å. Ωε � îáëàñòü ñ øàðîîáðàçíûìè ïîëîñòÿìè ðàäèóñà ε3, ðàñïîëîæåííû-
ìè â âåðøèíàõ êóáè÷åñêîé ðåøåòêè ñ ïåðèîäîì 2ε.

Ðàññìîòðèì êðàåâûå çàäà÷è

∆uε = f(x) â Ωε, uε ∈
◦

H1(Ωε), (16.1)

(∆ + µ)u = f(x) â Ω, u ∈
◦

H1(Ω), µ = −π/2. (16.2)
Ìû ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèÿ uε è u çàäà÷ (16.1) è (16.2) áëèçêè ïðè ìàëûõ
ε, ò.å. çàäà÷à (16.2) ÿâëÿåòñÿ óñðåäíåííîé äëÿ (16.1). Èíòåðåñíûé ýôôåêò,
âîçíèêàþùèé ïðè òàêîì óñðåäíåíèè, ñîñòîèò â òîì, ÷òî óñðåäíåííûé îïå-
ðàòîð íå ìåíÿåòñÿ â ñâîåé ñòàðøåé ÷àñòè, íî ïðèîáðåòàåò äîïîëíèòåëüíûé
ïîòåíöèàë µI, ãäå I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Âïåðâûå ýòîò ýôôåêò áûë
óñòàíîâëåí è äåòàëüíî èçó÷åí â ìîíîãðàôèè [82], ïðè÷åì ìåòîäû, èñïîëü-
çîâàííûå â [82], ïîçâîëÿþò ðàññìîòðåòü ìîäåëè ñ ïðîèçâîëüíûì (íåïå-
ðèîäè÷åñêèì) ðàñïîëîæåíèåì îòâåðñòèé. Îíè îïèðàþòñÿ, â îñíîâíîì, íà
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ìåòîä ïîòåíöèàëîâ äëÿ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû
èññëåäóåì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà îòâåðñòèÿ ðàñïîëîæåíû ïåðèîäè÷åñêè
è êàæäîå îòâåðñòèå èìååò ôîðìó øàðà. Â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ äîêàçàòü
òåîðåìó óñðåäíåíèÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå, à òàêæå ïîëó÷èòü êâàëèôèöèðî-
âàííûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàç-
ðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷, êàê ñ
ïåðèîäè÷åñêè, òàê è íåïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûìè îòâåðñòèÿìè, êîòî-
ðûå íå îïèðàþòñÿ íà òåõíèêó ïîòåíöèàëîâ (ñì., íàïðèìåð, [135, 100]).

2ε

2ε3

Ωε

Ðèñ. 16.1

Òåîðåìà 16.1. Ïóñòü f ∈ L2(Ω). Òîãäà äëÿ ðåøåíèé çàäà÷ (16.1)
è (16.2) èìåþò ìåñòî ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

lim
ε→0

‖uε − wεu‖H1(Ωε) = 0, lim
ε→0

‖uε − u‖L2(Ωε) = 0,

ãäå wε(x) � 2ε-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèÿìè

wε =





0, x ∈ ⋃
z∈Z3

(ε3G0 + 2εz),

1, x ∈ R3\ ⋃
z∈Z3

ε(G0 + 2z),

(1/r − 1/ε3)
(1/ε− 1/ε3)

, x ∈ ⋃
z∈Z3

(εG0\ε3G0 + 2εz).

(16.3)

Åñëè f ∈ Cα(Ω) äëÿ íåêîòîðîãî α > 0, òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè
‖uε − wεu‖H1(Ωε) 6 Cε‖f‖Cα(Ω), ‖uε − u‖L2(Ωε) 6 Cε‖f‖Cα(Ω),

ãäå C íå çàâèñèò îò ε è îò f(x).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ã�åëüäåðîâû ôóíêöèè f . Äëÿ

ïðàâûõ ÷àñòåé îáùåãî âèäà òðåáóåìûå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü àï-
ïðîêñèìàöèåé ñ èñïîëüçîâàíèåì àïðèîðíûõ îöåíîê. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû îïèðàåòñÿ íà ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷.

Çàäà÷à 16.1. Äîêàæèòå, ÷òî ‖wε − 1‖L2(Ωε) → 0 ïðè ε → 0 è ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà ‖wε − 1‖L2(Ωε) 6 Cε2, ãäå C íå çàâèñèò îò ε.
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Çàäà÷à 16.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈
◦

H1(Ω) èìååò
ìåñòî îöåíêà ‖(∆wε − µ)u‖H−1(Ωε) 6 Cε‖u‖ ◦

H1(Ω)
, ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå

çàâèñèò îò ε è u(x).
Ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ îñíîâàíû íà èññëåäîâàíèè ÿâíîãî âèäà ôóíêöèè

wε(x) è îïðåäåëåíèÿ íîðìû â ïðîñòðàíñòâå H−1(Ωε).
Ðàññìîòðèì òîæäåñòâà
∆(uε − wεu) = f −∆uwε − 2(∇u,∇wε)− u∆wε

= f(1− wε)− (∆wε − µ)u + µ(wε − 1)u− 2(∇u,∇wε).

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ. Åñëè
óäàñòñÿ îöåíèòü êàæäîå èç íèõ â íîðìå ïðîñòðàíñòâà H−1(Ωε) ÷åðåç âå-
ëè÷èíó εC‖f‖Cα(Ω), òî òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà. Ýòî ìîæíî ëåãêî ñäåëàòü
(ïðîäåëàéòå!), ïîëüçóÿñü îöåíêàìè çàäà÷ (16.1) è (16.2), à òàêæå îöåíêîé
Øàóäåðà ‖u‖Cα+2(Ω) 6 K‖f‖Cα(Ω) äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (16.2) (ñì.,
íàïðèìåð, [40]); çäåñü α > 0, K > 0 � ïîñòîÿííûå, à K > 0 íå çàâèñèò îò
ôóíêöèè f(x).

Âòîðîå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ïåðâîãî è îïðåäåëåíèÿ wε. ¤

16.2. Óñðåäíåíèå êðàåâîé çàäà÷è â ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè ñ
îñöèëëèðóþùèì òðåòüèì êðàåâûì óñëîâèåì íà ãðàíèöå ïîëî-
ñòåé. Ðàññìîòðèì ýëëèïòè÷åñêóþ çàäà÷ó â ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè ñ
òðåòüèì êðàåâûì óñëîâèåì (óñëîâèåì Ôóðüå) íà ãðàíèöå (ïîâåðõíîñòè)
ïåðôîðàöèè. Ïîñòàíîâêà 3-ãî êðàåâîãî óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ïîëîñòåé âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íåíóëåâîãî ïîòåíöèàëà â óñðåäíåí-
íîì óðàâíåíèè.

Çàìåòèì, ÷òî (d− 1)-ìåðíûé îáúåì ïîâåðõíîñòè ïåðôîðàöèè íåîãðà-
íè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè ãîìîòåòè÷åñêîì ñæàòèè ïåðôîðèðîâàííîé ñðåäû,
ò.å. ïðè ñòðåìëåíèè ïåðèîäà ê íóëþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîñòàíîâêà 3-ãî êðà-
åâîãî óñëîâèÿ íà ãðàíèöå îòâåðñòèé ìîæåò ïðèâåñòè ê âûðîæäåíèþ ëèáî
íåîãðàíè÷åííîìó ðîñòó ðåøåíèé (â çàâèñèìîñòè îò çíàêà êîýôôèöèåíòà â
óñëîâèè Ôóðüå).

ßâëåíèÿ âûðîæäåíèÿ èëè íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà ðåøåíèé íå âîçíè-
êàåò, åñëè êîýôôèöèåíòû â òðåòüåì êðàåâîì óñëîâèè ìàëû ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå (âûðîæäàþòñÿ ïðè ñòðåìëåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà ê íóëþ) ëèáî
ñðåäíåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ ïî ïîâåðõíîñòè ïîëîñòåé ðàâíî íóëþ.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì îáà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë, âîç-
íèêàþùèé â ïðåäåëüíîì îïåðàòîðå, çàâèñèò òîëüêî îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòà ïî ïîâåðõíîñòè îòâåðñòèÿ, â òî âðåìÿ êàê îñöèëëÿöèÿ êî-
ýôôèöèåíòà îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî íå äàåò âêëàäà â ïðåäåëüíûé îïåðàòîð
(ñì. [12, 133]). Âî âòîðîì ñëó÷àå (ñì. [13]) êîððåêòíîñòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé êðàåâîé çàäà÷è íå âûòåêàåò èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà è òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Ñîãëàñ-
íî [106] êîððåêòíîñòü èñõîäíîé çàäà÷è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ
ïåðèîäà ìèêðîñòðóêòóðû ñëåäóåò èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ôîð-
ìàëüíî óñðåäíåííîãî îïåðàòîðà. Â ÷àñòíîñòè, âàæíóþ ðîëü èãðàþò îöåíêè
ïîòåíöèàëà â óñðåäíåííîì óðàâíåíèè. Çäåñü ïðåäëîæåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ
òàêèõ îöåíîê â òåðìèíàõ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è òèïà Ñòåêëîâà.

16.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü Ω � ãëàäêàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
â Rd, d > 2. Ïîëîæèì Jε = {j ∈ Zd : dist(εj, ∂Ω) > ε

√
d} è 2 ≡ {ξ| − 1/2 <

ξj < 1/2, j = 1, . . . , d}. Çàäàâ 1-ïåðèîäè÷åñêóþ ïî ξ ãëàäêóþ ôóíêöèþ
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F (ξ) òàêóþ, ÷òî F (ξ)
∣∣
ξ∈∂2

> const > 0, F (0) = −1, ∇ξF 6= 0 ïðè ξ ∈ 2\{0},
ïîëîæèì Qε

j = {x ∈ ε(2 + j)|F (x/ε) 6 0} è ââåäåì ïåðôîðèðîâàííóþ
îáëàñòü Ωε = Ω\ ⋃

j∈Jε

Qε
j . Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåïðèâåäåííîé êîíñòðóêöèåé

ãðàíèöà ∂Ωε ñîñòîèò èç ∂Ω è ãðàíèöû âêëþ÷åíèé Sε ⊂ Ω, Sε = (∂Ωε) ∩ Ω.
Ïóñòü Q = {ξ| − 1/2 < ξj < 1/2, j = 1, . . . , d, F (ξ) 6 0} � âêëþ÷åíèå,

S = {ξ|F (ξ) = 0}� ãðàíèöà âêëþ÷åíèÿ Q è ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé
íîðìàëè ê S â �ðàñòÿíóòûõ� êîîðäèíàòàõ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

−Lεuε :=
∂

∂xk

(
akj

(x

ε

)∂uε

∂xj

)
= f(x) â Ωε,

∂uε

∂γ
+ p

(x

ε

)
uε + εq

(x

ε

)
uε = 0 íà Sε, uε = 0 íà ∂Ω,

(16.4)

ãäå ∂uε

∂γ
:= νε

kakj

(x

ε

)∂uε

∂xj
, è νε = (νε

1 , . . . , νε
d) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé

íîðìàëè ê ãðàíèöå âêëþ÷åíèé. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà {akj(ξ)}
ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, ò.å. κ1η

2 6 akjηkηj 6 κ2η
2

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà η ∈ Rd, ãäå κ1 è κ2 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, è
÷òî âñå ôóíêöèè akj(ξ), p(ξ) è q(ξ) 1-ïåðèîäè÷åñêèå ïî ξ ∈ Rd. Ïóñòü

〈p(ξ)〉S = 0, (16.5)

ãäå 〈·〉S :=
∫

S

· dσ è σ � ýëåìåíò (d− 1)-ìåðíîãî îáúåìà íà ïîâåðõíîñòè S.

Îïåðàòîð êðàåâîé çàäà÷è (16.4) áóäåì îáîçíà÷àòü Aε.

16.2.2. Ôîðìàëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå
â âèäå ôîðìàëüíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà

uε(x) ∼ u0(x) + εu1(x, ξ) + ε2u2(x, ξ) + . . . , ξ = x/ε, (16.6)
ãäå âñå ôóíêöèè ui(x, ξ) ïåðèîäè÷íû ïî ξ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

−Lxxϕ(x, ξ) :=
∂

∂xk

(
akj(ξ)

∂ϕ(x, ξ)
∂xj

)
,

∂ϕ(x, ξ)
∂γx

:= akj(ξ)
∂ϕ(x, ξ)

∂xj
νk,

−Lxξϕ(x, ξ) :=
∂

∂xk

(
akj(ξ)

∂ϕ(x, ξ)
∂ξj

)
,

−Lξxϕ(x, ξ) :=
∂

∂ξk

(
akj(ξ)

∂ϕ(x, ξ)
∂xj

)
,

−Lξξϕ(x, ξ) :=
∂

∂ξk

(
akj(ξ)

∂ϕ(x, ξ)
∂ξj

)
,

∂ϕ(x, ξ)
∂γξ

:= akj(ξ)
∂ϕ(x, ξ)

∂ξj
νk.

Ïîäñòàâëÿÿ (16.6) â óðàâíåíèå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (16.4) è ãðóïïèðóÿ
÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü çàäà÷, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ èìååò âèä

Lξξu1 + Lξxu0 = 0 â 2\Q,
∂u1

∂γξ
+

∂u0

∂γx
+ p(ξ)u0 = 0 íà S, (16.7)
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ãäå x ∈ Ω èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà. Âûïèøåì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî çàäà-
÷è (16.7):

∫

2\Q

akj
∂u1

∂ξj

∂v

∂ξk
dξ +

∫

2\Q

akj
∂u0

∂xj

∂v

∂ξk
dξ +

∫

S

p(ξ)u0v dσ = 0, (16.8)

ãäå v ∈ H1
per(2\Q). Âèä èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà ïîäñêàçûâàåò ñòðóêòóðó

ôóíêöèè u1(x, ξ):

u1(x, ξ) = M(ξ)u0(x) + Ni(ξ)
∂u0(x)

∂xi
. (16.9)

Ïîäñòàâëÿÿ (16.9) â (16.8) è ãðóïïèðóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû, ïðèõîäèì
ê ñëåäóþùèì çàäà÷àì äëÿ ôóíêöèé Ni(ξ) è M(ξ):

∫

2\Q

akj
∂Ni

∂ξj

∂v

∂ξk
dξ +

∫

2\Q

aki
∂v

∂ξk
dξ = 0 (16.10)

èëè â êëàññè÷åñêîé ôîðìå

Lξξ (Ni(ξ) + ξi) = 0 â 2\Q,
∂Ni(ξ)

∂γξ
= −aki(ξ)νk íà S,

ãäå i = 1, . . . , d, è
∫

2\Q

akj
∂M

∂ξj

∂v

∂ξk
dξ +

∫

S

p(ξ)v dσ = 0 (16.11)

èëè â êëàññè÷åñêîé ôîðìå

LξξM(ξ) = 0 â 2\Q,
∂M(ξ)

∂γξ
= −p(ξ) íà S.

Óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ÷àñòÿì â çàäà÷å (16.10) è ñëåäóåò èç (16.5) â çàäà÷å (16.11). Çàìåòèì, ÷òî
ôóíêöèè M(ξ) è Ni(ξ) îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû,
åñòåñòâåííûì óñëîâèåì íîðìèðîâêè ÿâëÿåòñÿ 〈M〉2\Q = 〈Ni〉2\Q = 0 äëÿ
âñåõ i = 1, . . . , d. Äàëåå ýòè óñëîâèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à â ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò âèä
Lξξu2 + Lxξu1 + Lξxu1 + Lxxu0 = −f â 2\Q,

∂u2

∂γξ
+

∂u1

∂γx
+ p(ξ)u1 + q(ξ)u0 = 0 íà S.

(16.12)

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 16.1. Ôóíêöèè M(ξ) è Nk(ξ) ñâÿçàíû èíòåãðàëüíûì ðàâåí-

ñòâîì ∫

2\Q

akj
∂M

∂ξj
dξ −

∫

S

pNk dσ = 0, k = 1, 2, . . . , d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì Ni(ξ) â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè â (16.11):
∫

2\Q

akj
∂M

∂ξj

∂Ni

∂ξk
dξ +

∫

S

p(ξ)Ni dσ = 0.
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Àíàëîãè÷íî ïîäñòàâèì M(ξ) êàê ïðîáíóþ ôóíêöèþ â (16.10):
∫

2\Q

akj
∂Ni

∂ξj

∂M

∂ξk
dξ +

∫

2\Q

aki
∂M

∂ξk
dξ = 0.

Ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû {akj}
∫

2\Q

akj
∂M

∂ξj
dξ =

∫

S

pNk dσ.

Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Çàïèøåì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî çàäà÷è (16.12):
∫

2\Q

akj
∂u2

∂ξj

∂v

∂ξk
dξ +

∫

2\Q

akj
∂u1

∂xj

∂v

∂ξk
dξ +

∫

S

p(ξ)u1v dσ + u0(x)
∫

S

q(ξ)v dσ

−
∫

2\Q

akj
∂M

∂ξj
vdξ

∂u0

∂xk
−

∫

2\Q

(
aij

∂Nk

∂ξj
+ aik

)
vdξ

∂2u0

∂xi∂xk
+ |2\Q|f = 0.

Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå äëÿ
ôóíêöèè u0(x). Îíî ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ôîðìàëüíûì óñðåäíåííûì (ïðå-
äåëüíûì) óðàâíåíèåì. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 16.1, çàïèøåì åãî â âèäå

âkj
∂2u0(x)
∂xk∂xj

− u0(x)
( ∫

S

q(ξ) dσ +
∫

S

p(ξ)M(ξ) dσ

)
= |2\Q|f(x), (16.13)

ãäå

âik :=
∫

2\Q

(
aij(ξ)

∂Nk(ξ)
∂ξj

+ aik(ξ)
)

dξ.

Òàêèì îáðàçîì, óñðåäíåííàÿ çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä

âkj
∂2u0(x)
∂xk∂xj

− 〈q〉S u0(x) + mu0(x) = |2\Q|f(x) â Ω,

u0(x) = 0 íà ∂Ω,

(16.14)

ãäå m := −〈pM〉S è Â � îïåðàòîð êðàåâîé çàäà÷è (16.14).
Çàìå÷àíèå 16.1. Ïîòåíöèàë m â ïðåäåëüíîì óðàâíåíèè âñåãäà ïîëî-

æèòåëåí, è òåì ñàìûì íàëè÷èå ýòîãî ïîòåíöèàëà ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòå-
ðå êîýðöèòèâíîñòè çàäà÷è (16.14). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàäà÷à (16.14) êîð-
ðåêòíà, åñëè m〈q〉S < λ0, ãäå λ0 � ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà
âij

∂

∂xi

∂

∂xj
â ïðîñòðàíñòâå

◦
H1(Ω).

16.2.3. Îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ è îöåíêè. Ñíà÷àëà ìû ïîëó÷èì îöåí-
êè óñðåäíåííîãî ïîòåíöèàëà â (16.14), à çàòåì ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðå-
çóëüòàò ðàçäåëà.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó òèïà Ñòåêëîâà
∂

∂ξk

(
akj(ξ)

∂θ

∂ξj

)
= 0 â 2\Q,

∂θ

∂γ
= Υθ íà S, 〈θ〉S = 0, (16.15)
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â ïðîñòðàíñòâå 1-ïåðèîäè÷åñêèõ ïî ξ ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Υ1 ïåð-
âîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è, êîòîðîå ìîæåò áûòü íàéäåíî êàê
ìèíèìóì âàðèàöèîííîé çàäà÷è

Υ1 = inf
a(ψ, ψ)
〈ψ2〉S ,

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî ψ ∈ H1
per(2)\{0} òàêèì, ÷òî 〈ψ〉S = 0, è

a(u, v) :=
∫

2\Q

akj
∂u

∂ξj

∂v

∂ξk
dξ.

Ëåììà 16.2. Êîíñòàíòà m ïîëîæèòåëüíà è èìååò ìåñòî îöåíêà

〈p2〉S 〈p
2〉S

a(p, p)
6 m 6 〈p2〉S

Υ1
, (16.16)

ãäå p(ξ) � êîýôôèöèåíò â êðàåâîì óñëîâèè èñõîäíîé çàäà÷è.
Çàìå÷àíèå 16.2. Îáà íåðàâåíñòâà â (16.16) îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà

íà ôóíêöèÿõ p(ξ), ïðèíàäëåæàùèõ ñîáñòâåííîìó ïîäïðîñòðàíñòâó çàäà÷è
(16.15), ñîîòâåòñòâóþùåìó ïåðâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ Υ1.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 16.2. Ïîäñòàâèì M(ξ) â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíê-
öèè â (16.11): ∫

2\Q

akj
∂M

∂ξj

∂M

∂ξk
dξ +

∫

S

p(ξ)M dσ = 0.

Òàêèì îáðàçîì,

m = −〈pM〉S =
〈

akj
∂M

∂ξj

∂M

∂ξk

〉

2\Q
> 0,

åñëè M 6= 0. Îòìåòèì, ÷òî M ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà p = 0.

Ðàññìîòðèì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó
inf

ψ∈H1
per(2)

H(ψ) ≡ inf
ψ∈H1

per(2)
{a(ψ, ψ) + 2〈pψ〉S}. (16.17)

Â ñèëó (16.11) íà ôóíêöèè M äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì â çàäà÷å (16.17). Ñëå-
äîâàòåëüíî,
− inf

ψ∈H1
per(2)

{a(ψ, ψ) + 2〈pψ〉S} = −a(M, M)− 2〈pM〉S = −〈pM〉S = m.

Ïîäñòàâëÿÿ ψ = −tp â ôóíêöèîíàë H(ψ), ïîëó÷àåì H(−tp) = t2a(p, p) −
2t〈p2〉S . ×òîáû íàéòè ìèíèìóì ïî t ôóíêöèè H(−tp), ïðèðàâíèâàåì ê íóëþ
ïðîèçâîäíóþ ïî t ôóíêöèè H(−tp), ò.å. 0 = H ′

t(−t0p) = 2t0a(p, p)− 2〈p2〉S .
Äàëåå, t0 =

〈p2〉S
a(p, p)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

H(−t0p) =
(〈p2〉S)2

a(p, p)
− 2

(〈p2〉S)2

a(p, p)
= − (〈p2〉S)2

a(p, p)
.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (16.16) äîêàçàíî.
Ïîäñòàâëÿÿ ψ = −tϕ è ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì

H(−t0ϕ) = − (〈pϕ〉S)2

a(ϕ,ϕ)
.
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Ïîñêîëüêó
m = sup

ϕ∈H1
per(2)

(〈pϕ〉S)2

a(ϕ,ϕ)
(16.18)

è ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè ϕ = M , äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ϕ èìååì m >
(〈pϕ〉S)2

a(ϕ, ϕ)
. Èç (16.18) ñëåäóåò, ÷òî

1
m

= inf
ϕ∈H1

per(2)\{0}
a(ϕ,ϕ)

(〈pϕ〉S)2
> inf

ϕ∈H1
per(2)\{0},

〈ϕ〉S=0

a(ϕ,ϕ)
〈p2〉S〈ϕ2〉S =

Υ1

〈p2〉S .

Îêîí÷àòåëüíî, m 6 〈p2〉S
Υ1

, ãäå Υ1 � ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è
(16.15). Òåì ñàìûì äîêàçàíî âòîðîå íåðàâåíñòâî â (16.16). ¤

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îáîñíîâàíèå ïîñòðîåííîé àñèìïòîòèêè ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (16.4) è îöåíêó îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà.

Òåîðåìà 16.2. Ïóñòü f(x) ∈ H1(Ω), p(ξ), q(ξ) � 1-ïåðèîäè÷åñêèå
C1-ôóíêöèè, u0 � ðåøåíèå çàäà÷è (16.14), u1 èìååò âèä (16.9), M(ξ) è
Ni(ξ) � ôóíêöèè, ïîñòðîåííûå âûøå. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

m < λ0 + 〈q〉S , (16.19)
ãäå λ0 îïðåäåëåíî â çàìå÷àíèè 16.1. Òîãäà ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε
çàäà÷à (16.4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå uε è ‖uε − u0‖L2(Ωε) → 0 ïðè
ε → 0. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u0 + εu1 − uε‖H1(Ωε) 6 K1

√
ε, (16.20)

ãäå êîíñòàíòà K1 > 0 íå çàâèñèò îò ε.

16.2.4. Ïðåäâàðèòåëüíûå ëåììû. Ïðèâåäåì òåõíè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ,
êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì. Äîêàçàòåëüñòâà ïåðâûõ äâóõ
ëåìì ñîäåðæàòñÿ â [12, 132], ïîýòîìó çäåñü äàíû òîëüêî èõ ôîðìóëèðîâêè.

Ëåììà 16.3. Ïóñòü ζ(x, ξ) � 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ξ ôóíêöèÿ êëàññà
C1(Ω, S), è ïóñòü

Z(x) ≡
∫

S

ζ(x, ξ) dσ. (16.21)

Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∣∣∣ 1
|2\Q|

∫

Ωε

Z(x)u(x)v(x) dx− ε

∫

Sε

ζ
(
x,

x

ε

)
u(x)v(x) dσε

∣∣∣

6 C2ε‖u‖H1(Ωε)‖v‖H1(Ωε) (16.22)
äëÿ ëþáûõ u(x), v(x) ∈ H1(Ωε), ãäå êîíñòàíòà C2 íå çàâèñèò îò ε.

Çàìå÷àíèå 16.3. Ïîäîáíûå îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû â [104, 105, 106].
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ëåììû 1.1.
Ëåììà 16.4. Ïóñòü ζ(x, ξ) � 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî ξ ôóíêöèÿ êëàññà

C1(Ω, L∞(2\Q)), è ïóñòü
∫

2\Q

ζ(x, ξ) dξ ≡ 0. (16.23)
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Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∣∣∣ 1
|2\Q|

∫

Ωε

ζ
(
x,

x

ε

)
u(x)v(x) dx

∣∣∣ 6 C3ε‖u‖H1(Ωε)‖v‖H1(Ωε)

äëÿ ëþáûõ u(x), v(x) ∈ H1(Ωε), ãäå êîíñòàíòà C3 íå çàâèñèò îò ε.
Ïóñòü ÷èñëî λ0 îïðåäåëåíî òàê æå, êàê â çàìå÷àíèè 16.1.
Ëåììà 16.5. Åñëè m < λ0 + 〈q〉S, òî çàäà÷à (16.14) êîýðöèòèâíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ âàðèàöèîííûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé îïåðàòîðà Â, íàõîäèì

inf
v∈

◦
H1(Ω),

‖v‖L2(Ω)=1

(−Âv, v)L2(Ω) = inf
v∈

◦
H1(Ω),

‖v‖L2(Ω)=1

∫

Ω

âij
∂v

∂xi

∂v

∂xj
+ (〈q〉S −m) v2 dx

= inf
v∈

◦
H1(Ω),

‖v‖L2(Ω)=1

∫

Ω

âij
∂v

∂xi

∂v

∂xj
dx + (〈q〉S −m) = λ0 + 〈q〉S −m.

Òåì ñàìûì â óñëîâèÿõ ëåììû (−Âv, v)L2(Ω) > C4‖v‖2L2(Ω), C4 > 0, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ¤

Ëåììà 16.6. Åñëè p ∈ C1(S), 〈p〉
S

= 0, òî äëÿ ëþáûõ u(ξ), v(ξ) ∈
H1(2) (áåç óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∣∣∣∣
∫

S

p(ξ)u(ξ)v(ξ) dσ

∣∣∣∣ 6 C5(‖∇u‖L2(2)‖v‖L2(2) + ‖u‖L2(2)‖∇v‖L2(2)), (16.24)

ãäå êîíñòàíòà C5 íå çàâèñèò îò ε.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à

∆ξΨ(ξ) = 0 â 2\Q,
∂Ψ
∂n

= p(ξ) íà S,
∂Ψ
∂n

= 0 íà ∂2 (16.25)
ðàçðåøèìà è ðåøåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé.

Óìíîæèì óðàâíåíèå (16.25) íà ôóíêöèþ uv, ãäå u(ξ), v(ξ) ∈ H1(2), è
ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè 2\Q. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

∣∣∣∣
∫

S

p(ξ) u(ξ)v(ξ) dσ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

∫

2\Q

∆ξΨ(ξ)u(ξ)v(ξ) dξ −
∫

S

p(ξ) u(ξ)v(ξ) dσ

∣∣∣∣

6
∣∣∣∣

∫

2\Q

((∇ξΨ(ξ)),∇ξ(u(ξ)v(ξ)))dξ

∣∣∣∣

6 C5(‖∇u‖L2(2)‖v‖L2(2) + ‖u‖L2(2)‖∇v‖L2(2)). (16.26)
Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Ëåììà 16.7. Êîýðöèòèâíîñòü óñðåäíåííîé çàäà÷è (16.14) âëå÷åò
êîýðöèòèâíîñòü èñõîäíîé çàäà÷è (16.4) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî∫

Sε

p
(x

ε

)
u2(x) ds 6 C6

(
α

∫

Ωε

|∇u|2 dx +
1
α

∫

Ωε

u2 dx

)
(16.27)
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äëÿ ëþáîãî α > 0. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ëåììû 16.6
∣∣∣∣
∫

S

p(ξ)u2(ξ) dσ

∣∣∣∣ 6 2C5‖∇u‖L2(2)‖u‖L2(2) 6 C7

(
α

ε

∫

2

|∇u|2 dξ+
ε

α

∫

2

u2 dξ

)
.

Ïåðåõîäÿ ê êîîðäèíàòàì x = εξ è ñóììèðóÿ ïî âñåì ÿ÷åéêàì, ïîëó÷àåì
èñêîìîå íåðàâåíñòâî (ñì. òàêæå [104, 105]).

Äîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå Λ, íå çàâèñÿùåå îò ε è
òàêîå, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à

Lεuε + Λuε = −f(x) â Ωε,

∂uε

∂γ
+ p

(x

ε

)
uε + εq

(x

ε

)
uε = 0 íà Sε, uε = 0 íà ∂Ω

(16.28)

êîððåêòíà äëÿ ëþáîãî ε > 0.
Â ñèëó ëåìì 16.3 è 16.6

∫

Ωε

aik

(x

ε

) ∂v

∂xk

∂v

∂xi
dx +

∫

Sε

p
(x

ε

)
v2ds + ε

∫

Sε

q
(x

ε

)
v2ds +

∫

Ωε

Λv2 dx

>κ1‖∇v‖2L2(Ωε)−(C6α + O(ε))‖∇u‖2L2(Ωε)+
(
〈q〉S−C6

α
+Λ

)
‖v‖2L2(Ωε).

(16.29)
Âûáèðàÿ äîñòàòî÷íî ìàëîå α, à çàòåì äîñòàòî÷íî áîëüøîå Λ, äîáèâàåì-
ñÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â ïðàâîé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà (16.29) è òåì ñàìûì ïîëó÷àåì íåîáõîäèìóþ îöåíêó.

Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è
(−Aε + Λ)−1uk

ε = λk
εuk

ε , (16.30)
(−Â + Λ)−1uk = λkuk, (16.31)

ãäå Aε � îïåðàòîð êðàåâîé çàäà÷è (16.4) è Â � îïåðàòîð óñðåäíåííîé çà-
äà÷è (16.14). Ïîä (−Aε + Λ)−1 ìû ïîíèìàåì îïåðàòîð, êîòîðûé ïðîèç-
âîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L2(Ωε) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ðåøåíèå uε ∈ H1(Ωε)
çàäà÷è (16.28). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð (−Â + Λ)−1. Ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå ñâîéñòâî êîýðöèòèâíîñòè, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîðû
(−Aε+Λ)−1 è (−Â+Λ)−1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì C1�C4 òåîðåìû 1.9 î ñõî-
äèìîñòè ñïåêòðîâ ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ (ñì. [98, ãë. III]). Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî λ0

ε → λ0

ïðè ε → 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ0
ε è µ0 ïåðâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòî-

ðîâ −Aε è −Â ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà µ0
ε ≡ −Λ+1/λ0

ε → µ0 ≡ −Λ+1/λ0 ïðè
ε → 0 è ââèäó âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü
îïåðàòîðà −Â âëå÷åò ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü îïåðàòîðà −Aε ïðè
âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε. ¤

Çàìå÷àíèå 16.4. Ïðèåì, ñâÿçàííûé ñ ïåðåõîäîì ê âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷å ñìåùåíèåì ïî ñïåêòðó, áûë èñïîëüçîâàí [106, ëåììà 3], ãäå êîýð-
öèòèâíîñòü çàäà÷è (16.28) äîêàçûâàëàñü àíàëîãè÷íûì ìåòîäîì.

16.2.5. Îáîñíîâàíèå àñèìïòîòèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 16.2. ×òîáû îöåíèòü H1-íîðìó îñòàòêà ‖u0+
εu1−uε‖H1(Ωε), ïîäñòàâèì âûðàæåíèå zε(x, x/ε) = u0(x)+εu1(x, x/ε)−uε(x)
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â óðàâíåíèå (16.4):

Lε

(
zε

(
x,

x

ε

))
=

1
ε
Lξxu0(x)

∣∣∣
ξ=x/ε

+ Lxxu0(x) + εLxxu1(x, ξ)
∣∣∣
ξ=x/ε

+ Lξxu1(x, ξ)
∣∣∣
ξ=x/ε

+ Lxξu1(x, ξ)
∣∣∣
ξ=x/ε

+
1
ε
Lξξu1(x, ξ)

∣∣∣
ξ=x/ε

−Lεuε(x). (16.32)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ
Lξξu1(x, ξ) = −Lξxu0(x), Lεuε(x) = −f(x),

−Lξxu1(x, ξ) =
∂

∂ξi

(
aij(ξ)

∂u0(x)
∂xj

M(ξ)
)

+
∂

∂ξi

(
aij(ξ)

∂2u0(x)
∂xj∂xk

Nk(ξ)
)
,

−Lxξu1(x, ξ) = aij(ξ)
∂u0(x)

∂xi

∂M(ξ)
∂ξj

+ aij(ξ)
∂2u0(x)
∂xi ∂xk

∂Nk(ξ)
∂ξj

è
âkj

∂2u0(x)
∂xk∂xj

− 〈q〉S u0(x) + mu0(x) = |2\Q|f(x) â Ω,

ïåðåïèøåì (16.32) â îáëàñòè Ωε ñëåäóþùèì îáðàçîì:
−Lε(zε(x, x/ε)) = −εLxxu1(x, ξ)

∣∣
ξ=x/ε

+
∂

∂ξi

(
aij(ξ)

∂u0(x)
∂xj

M(ξ)
)∣∣∣

ξ=x/ε
+

∂

∂ξi

(
aij(ξ)

∂2u0(x)
∂xj ∂xk

Nk(ξ)
)∣∣∣

ξ=x/ε

+ aij(ξ)
∂u0(x)

∂xi

∂M(ξ)
∂ξj

∣∣∣
ξ=x/ε

+ aij(ξ)
∂2u0(x)
∂xi ∂xk

∂Nk(ξ)
∂ξj

∣∣∣
ξ=x/ε

−Lxxu0(x)− 1
|2\Q| âkj

∂2u0(x)
∂xk∂xj

+
(〈q〉S −m)
|2\Q| u0(x). (16.33)

Àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷èâ
∂

∂γx
g
(
x,

x

ε

)
= νεa

(x

ε

)
∇xg(x, ξ)

∣∣∣
ξ=x/ε

,

∂

∂γξ
g
(
x,

x

ε

)
= νεa

(x

ε

)
∇ξg(x, ξ)

∣∣∣
ξ=x/ε

,

íà Sε ïîëó÷àåì
∂zε

(
x,

x

ε

)

∂γ
− p

(x

ε

)
zε − εq

(x

ε

)
zε

= −∂uε(x)
∂γ

+
∂u0(x)

∂γ
+ ε

∂

∂γx
u1

(
x,

x

ε

)
+

∂

∂γξ
u1

(
x,

x

ε

)

= p
(x

ε

)
uε(x) + εq

(x

ε

)
uε(x) +

∂u0(x)
∂γ

+ ε
∂

∂γx
u1

(
x,

x

ε

)

+ u0(x)
∂

∂γξ
M

(x

ε

)
+

∂u0(x)
∂xi

∂

∂γξ
Ni

(x

ε

)
.

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (16.33) íà v(x) ∈
◦

H1(Ω) è èíòåãðèðóÿ ïî Ωε, íàõîäèì

−
∫

Ωε

Lε

(
zε

(
x,

x

ε

))
v(x) dx = −ε

∫

Ωε

Lxxu1(x, ξ)
∣∣∣
ξ=x/ε

v(x) dx
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+
∫

Ωε

∂

∂ξi

(
aij(ξ)

∂u0(x)
∂xj

M(ξ)
)∣∣∣

ξ=x/ε
v(x) dx

+
∫

Ωε

∂

∂ξi

(
aij(ξ)

∂2u0(x)
∂xj ∂xk

Nk(ξ)
)∣∣∣

ξ=x/ε
v(x) dx

+
∫

Ωε

aij(ξ)
∂u0(x)

∂xi

∂M(ξ)
∂ξj

∣∣∣
ξ=x/ε

v(x) dx

+
∫

Ωε

aij(ξ)
∂2u0(x)
∂xi ∂xk

∂Nk(ξ)
∂ξj

∣∣∣
ξ=x/ε

v(x) dx

−
∫

Ωε

Lεu0(x)v(x) dx− 1
|2\Q|

∫

Ωε

âkj
∂2u0(x)
∂xk∂xj

v(x) dx

+
1

|2\Q|
∫

Ωε

t(〈q〉S −m) u0(x) v(x) dx. (16.34)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ãðèíà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü
ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (16.34) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−
∫

Ωε

Lε

(
zε

(
x,

x

ε

))
v(x) dx =

∫

Sε

∂zε

∂γ
v(x) ds−

∫

Ωε

∇zε∇v(x) dx

=
∫

Sε

p
(x

ε

)
uε(x) v(x) ds + ε

∫

Sε

q
(x

ε

)
uε(x) v(x) ds

+
∫

Sε

∂u0(x)
∂γx

v(x) ds + ε

∫

Sε

∂u1(x, ξ)
∂γx

∣∣∣
ξ=x/ε

v(x) ds

+
∫

Sε

(
u0(x)

∂M(ξ)
∂γξ

+
∂u0(x)

∂xi

∂Ni(ξ)
∂γξ

)∣∣∣
ξ=x/ε

v(x) ds

−
∫

Ωε

∇zε

(
x,

x

ε

)
∇v(x) dx. (16.35)

Èç (16.34) è (16.35) âûâîäèì
∫

Ωε

∇zε

(
x,

x

ε

)
∇v(x) dx =

∫

Sε

p
(x

ε

)
uε(x) v(x) ds + ε

∫

Sε

q
(x

ε

)
uε(x) v(x) ds

+
∫

Sε

∂u0(x)
∂γ

v(x) ds + ε

∫

Sε

∂

∂γx
u1

(
x,

x

ε

)
v(x) ds +

∫

Sε

(
u0(x)

∂

∂γξ
M

(x

ε

)

+
∂u0(x)

∂xi

∂

∂γξ
Ni

(x

ε

))
v(x) ds−

∫

Ωε

∂

∂ξi

(
aij(ξ)

∂u0(x)
∂xj

M(ξ)
)∣∣∣

ξ=x/ε
v(x) dx
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−
∫

Ωε

∂

∂ξi

(
aij(ξ)

∂2u0(x)
∂xj ∂xk

Nk(ξ)
)∣∣∣

ξ=x/ε
v(x) dx

−
∫

Ωε

aij(ξ)
∂u0(x)

∂xi

∂M(ξ)
∂ξj

∣∣∣
ξ=x/ε

v(x) dx+ε

∫

Ωε

Lxxu1(x, ξ)
∣∣∣
ξ=x/ε

v(x) dx

−
∫

Ωε

aij(ξ)
∂2u0(x)
∂xi∂xk

∂Nk(ξ)
∂ξj

∣∣∣
ξ=x/ε

v(x) dx +
∫

Ωε

Lxxu0(x)v(x) dx

+
1

|2\Q|
∫

Ωε

âkj
∂2u0(x)
∂xk∂xj

v(x) dx− 1
|2\Q|

∫

Ωε

(〈q〉S −m)u0(x) v(x) dx. (16.36)

Ââèäó î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ
∂

∂ξi

(
aij(ξ)

∂2u0(x)
∂xj∂xk

Nk(ξ)
)∣∣∣

ξ=x/ε

= ε
∂

∂xi

(
aij(ξ)

∂2u0(x)
∂xj∂xk

Nk(ξ)
∣∣∣
ξ=x/ε

)
− ε

∂

∂xi

(
aij(ξ)

∂2u0(x)
∂xj∂xk

Nk(ξ)
)∣∣∣

ξ=x/ε
,

ïî ôîðìóëå Ñòîêñà ïîëó÷èì
∫

Ωε

∂

∂ξi

(
aij(ξ)

∂2u0(x)
∂xj ∂xk

Nk(ξ)
)∣∣∣

ξ=x/ε
v(x) dx

+
∫

Ωε

∂

∂ξi

(
aij(ξ)

∂u0(x)
∂xj

M(ξ)
)∣∣∣

ξ=x/ε
v(x) dx

= ε

∫

Sε

∂

∂γx
u1

(
x,

x

ε

)
v(x) ds + O(ε)‖v‖H1(Ωε). (16.37)

Èñïîëüçóÿ (16.36) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â (16.7) è (16.14), îöåíèì
∣∣∣∣

∫

Ωε

∇zε

(
x,

x

ε

)
∇v(x) dx +

∫

Sε

(
p
(x

ε

)
+ εq

(x

ε

))
zε

(
x,

x

ε

)
v(x) ds

∣∣∣∣

6 ε

∣∣∣∣ε
∫

Sε

q
(x

ε

)
u1(x,

x

ε
) v(x) ds

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∫

Sε

u0
∂

∂γξ
M

(x

ε

)
v ds +

∫

Sε

p
(x

ε

)
u0v ds

∣∣∣∣

+
∣∣∣∣ε

∫

Sε

q
(x

ε

)
u0(x) v(x) ds− 1

|2\Q|
∫

Ωε

〈q〉Su0(x) v(x) dx

∣∣∣∣

+
∣∣∣∣ε

∫

Ωε

Lxxu1(x, ξ)
∣∣∣
ξ=x/ε

v(x) dx

∣∣∣∣ + O(ε)‖v‖H1(Ωε)

+
∣∣∣∣
∫

Sε

(∂u0(x)
∂γ

+
∂u0(x)

∂xi

∂

∂γξ
Ni

(
x,

x

ε

))
v(x) ds

∣∣∣∣

+
∣∣∣∣
∫

Sε

εM
(x

ε

)
p
(x

ε

)
u0(x) v(x) ds +

1
|2\Q|

∫

Ωε

mu0(x)v(x) dx

∣∣∣∣
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+
∣∣∣∣
∫

Sε

εp
(x

ε

)∂u0

∂xk
Nk

(x

ε

)
v(x) ds−

∫

Ωε

aij

(x

ε

)∂u0

∂xi

∂M(ξ)
∂ξj

∣∣∣
ξ=x/ε

v(x) dx

∣∣∣∣

+
∣∣∣∣
∫

Ωε

(
âkj

|2\Q|
∂2u0(x)
∂xk∂xj

v(x)− aij(ξ)
∂2u0(x)
∂xi∂xk

∂Nk(ξ)
∂ξj

∣∣∣
ξ=x/ε

v(x)

+ Lxxu0(x)v(x)
)

dx

∣∣∣∣ = I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6 + I7 + I8. (16.38)

Îöåíèì I3. Ñîãëàñíî ëåììå 16.3

I3 =
∣∣∣∣ε

∫

Sε

q
(x

ε

)
u0(x) v(x) ds− 1

|2\Q|
∫

Ωε

〈q〉Su0(x) v(x) dx

∣∣∣∣

6 C2ε‖u0‖H1(Ωε)‖v‖H1(Ωε).

Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ ëåììû 16.3 îöåíèâàåòñÿ I6:
I6 6 C8ε‖v‖H1(Ωε),

à ñ ïîìîùüþ ëåììû 16.4 � I8:
I8 6 C10ε‖v‖H1(Ωε).

Äëÿ I1 è I4 èìååì îöåíêó
|I1|+ |I4| 6 C11ε‖v‖H1(Ωε). (16.39)

Çàäà÷à 16.3. Äîêàæèòå îöåíêó (16.39).
Òîæäåñòâà I2 ≡ 0 è I5 ≡ 0 âûòåêàþò èç (16.10)�(16.11). Èç ëåììû 16.1

ñëåäóåò, ÷òî |I7| 6 Cε. Ôóíêöèÿ zε íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå ∂Ω, ïî-
ñêîëüêó ôóíêöèÿ u1 (�êîððåêòîð�) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ∂Ω. Ââîäÿ ñðåç-
êó χε(x) â ε-îêðåñòíîñòè âíåøíåé ãðàíèöû, χε(x) ≡ χ((ρ(x))/ε), ãäå χ(t) =
0 ïðè t < 0 è χ(t) = 1 ïðè t > 1, χ ∈ C∞(R) è ρ(x) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
x ∈ Ω äî ∂Ω, ðàññìîòðèì òåñòîâóþ ôóíêöèþ v = u0 + εχε(x)u1 − uε. Ïðè
ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ (óáåäèòåñü!), ÷òî ‖εu1(1 − χε)‖H1(Ωε) 6 C12

√
ε.

Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ v â (16.38) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäûäóùèå
îöåíêè v, ïðèõîäèì ê èñêîìîìó íåðàâåíñòâó (16.20). ¤

§ 17. Ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ñðåäàõ ñ áûñòðî ïóëüñèðóþùåé
ïåðôîðàöèåé
17.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïðèìåðû. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì
èçó÷àòü ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ � óðàâíå-
íèå òåïëîïðîâîäíîñòè, íà ìíîæåñòâå ñ ïåðèîäè÷åñêîé ïåðôîðàöèåé, ãåî-
ìåòðèÿ êîòîðîé áûñòðî ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòè
èçìåíåíèÿ ãåîìåòðèè ìèêðîñòðóêòóðû ïåðèîäè÷íû ïî âðåìåíè è àâòîìî-
äåëüíû, ò.å. ñîãëàñîâàíû ñ àâòîìîäåëüíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ x → εx,
t → ε2t, ìû ïîñòðîèì óñðåäíåííóþ ìîäåëü, äîêàæåì òåîðåìó î ñõîäèìîñòè
è èññëåäóåì ñâîéñòâà óñðåäíåííîé çàäà÷è. Â ÷àñòíîñòè, áóäåò ïîêàçàíî,
÷òî îñöèëëÿöèÿ ïåðôîðàöèè âî âðåìåíè ìîæåò ïðèâåñòè â ïðèñóòñòâèþ
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùåé êîíâåêöèè â ýôôåêòèâíîé äèíàìèêå. Â ýòîì
ñëó÷àå íàáëþäàåòñÿ ýôôåêòèâíàÿ äèôôóçèÿ íà ôîíå áîëüøîé êîíâåêöèè
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è òåîðåìà óñðåäíåíèÿ ñïðàâåäëèâà â äâèæóùèõñÿ êîîðäèíàòàõ. Ýòà çàäà÷à
èçó÷àëàñü â [136].

Îïðåäåëèì ïóëüñèðóþùóþ ïåðôîðàöèþ. Ïóñòü Ft : Rd → Rd � 1-
ïåðèîäè÷åñêîå ïî t ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ òàêèõ, ÷òî Ft(x + k) =
Ft(x) + k ïðè âñåõ x ∈ Rd, k ∈ Zd, è −∞ < t < ∞. Ïóñòü Gref � 2-
ïåðèîäè÷åñêîå ñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Rd ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé,
ãäå 2 = [0, 1]d. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äîïîëíåíèå ê Gref ìîæåò áûòü, êàê äèñ-
ïåðñíûì, òàê è ìíîæåñòâîì c íåîãðàíè÷åííîé êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè.

Ïîëîæèì G(t) = Ft(Gref) è íàçîâåì ìíîæåñòâî Qε
T = {(x, t) ∈ Rd+1 :

0 6 t 6 T ; x/ε ∈ G(t/ε2)} ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòüþ ñ ïóëüñèðóþùåé
ãðàíèöåé; çäåñü ε > 0.

Ðèñ. 17.1

Ðèñ. 17.2

Ïðèìåð 17.1. Òèïè÷íûé ïðèìåð äèñïåðñíîé ïåðôîðàöèè äàåò ìíîæå-
ñòâî âèäà Gref = Rd \ ⋃

k∈Zd

(B0 +k), ãäå B0 � øàð ðàäèóñà r < 1/2 ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò.
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Åñëè äèôôåîìîðôèçìû Ft íå çàâèñÿò îò t, ìû èìååì îáû÷íóþ çàäà÷å
óñðåäíåíèÿ â ïåðôîðèðîâàííîé ñðåäå.

Íà ìíîæåñòâå Qε
T ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∂

∂t
uε(x, t)−∆uε(x, t) = f(x, t) â Qε

T ,

∂

∂nε(t)
uε(x, t) = 0 íà ∂Qε

T ∩ {0 < t < T},

uε
∣∣
t=0

= g(x) íà εG(0),

(17.1)

ãäå nε(t)) = nε(x, t) � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà
Gε

T ïëîñêîñòüþ t = const, ò.å. ê ãðàíèöå ìíîæåñòâà εG(t/ε2) â Rd.
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f(x, t) è g(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

f ∈ L2(0, T ;L2(Rd)), g ∈ L2(Rd). (17.2)
Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå Gε(t) = εG(t/ε2).

Ïðåäëîæåíèå 17.1. Ïðè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå óñëîâèÿõ äëÿ êàæ-
äîãî ε > 0 óðàâíåíèå (17.1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî â ïðîñòðàíñòâå V =
L2(0, T ;H1(Gε(t))) ∩ L∞(0, T ; L2(Gε(t))).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíà ïåðåìåííûõ (y, t) = (εF−1
(t/ε2)(x/ε), t) â óðàâ-

íåíèè (17.1) ïîçâîëÿåò �âûïðÿìèòü� ãðàíèöó îáëàñòè Qε
T òàê, ÷òî â íîâûõ

ïåðåìåííûõ (y, t) çàäà÷à (17.1) çàäàíà â öèëèíäðå Q̃ε
T = (εGref) × (0, T ) è

èìååò âèä
∂

∂t
uε(y, t)− aε

ij(y, t)
∂2

∂yi∂yj
uε(y, t)− bε

i (y, t)
∂

∂xi
uε(y, t) = f(y, t) â Q̃ε

T ,

∂uε

∂nε
a

= 0 íà ε∂Gref × (0, T ), uε
∣∣
t=0

= g(y).

(17.3)
ãäå f(y, t) = f(x(y), t) è g(y) = g(x(y)), nε

a(y, t) � êîíîðìàëü ê ãðàíè-
öå ε∂Gref : (nε

a)i(y, t) = aε
ij(y, t)nε

j(y, t), è nε
j(y, t) � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê

ε∂Gref . Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

aε
ij(y, t) =

d∑

k=1

(∂(F−1
t/ε2)i

∂xk

)(x

ε

)(∂(F−1
t/ε2)j

∂xk

)(x

ε

)
,

b ε
i (y, t) =

1
ε

d∑

k=1

{ ∂

∂xk

(∂(F−1
t/ε2)i

∂xk

)}(x

ε

)
.

Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (17.3) õîðîøî èçâåñòíà (ñì., íàïðèìåð, [72]). Ïðè
ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ íà äàííûå çàäà÷è (17.1) ðåøåíèå ïðè-
íàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(0, T ;H1(εGref)) ∩ L∞(0, T ; L2(εGref)). Ñäåëàâ
îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. ¤

Çàìå÷àíèå 17.1. Â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì â óðàâíåíèè (17.3) êîýôôèöè-
åíòîâ, ðàñòóùèõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïðè ε → 0, èñïîëüçîâàííûé ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 17.1 ìåòîä íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàâíîìåð-
íûå ïî ε îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (17.1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G �ïåðôîðèðîâàííóþ� (d + 1)-ìåðíóþ ÿ÷åéêó ïåðè-
îäè÷íîñòè: G = {(z, τ) ∈ [0, 1]d+1 : z ∈ G(τ)}. Â äàëüíåéøåì, êàê ïðè
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ïîëó÷åíèè ðàâíîìåðíûõ àïðèîðíûõ îöåíîê, òàê è ïðè àñèìïòîòè÷åñêîì
àíàëèçå çàäà÷è (17.1), âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à íà G

∂p

∂τ
+ ∆zp = 0 â G,

∂p

∂nz(τ)
+ nτp = 0 íà ∂G,

p(z, τ)1-ïåðèîäè÷íà ïî z è τ ,

(17.4)

ãäå nz è nτ � ïðîñòðàíñòâåííàÿ è âðåìåííàÿ êîìïîíåíòû (d + 1)-ìåðíîãî
åäèíè÷íîãî âåêòîðà íîðìàëè n(z, τ) ê ∂G. Çàäà÷à (17.4) ñëóæèò ôîðìàëüíî
ñîïðÿæåííîé, ò.å. ïîëó÷åííîé ôîðìàëüíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì,
äëÿ çàäà÷è

∂v

∂τ
−∆zv = 0 â G,

∂v

∂nz(τ)
= 0 íà ∂G,

v(z, τ)1-ïåðèîäè÷íà ïî z è τ .

(17.5)

Èçó÷èì ïîäðîáíåå ñâîéñòâà çàäà÷è (17.4).
Òåîðåìà 17.1. Çàäà÷à (17.4) èìååò íåòðèâèàëüíîå ïåðèîäè÷åñêîå

ðåøåíèå p(z, τ) 6≡ 0. Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû è íå ìåíÿåò çíàê, òàê ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåé
íîðìèðîâêå p(z, τ) > 0 ïðè âñåõ z è τ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ìíîæåñòâå Q− = {(z, τ) ∈ Rd+1 : τ < 0, z ∈ G(τ)}
ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó âèäà

∂q

∂τ
+ ∆zq = 0 â Q−,

∂q

∂nz(τ)
+ nτq = 0 íà ∂Q− ∩ {τ < 0},

q(z, τ)
∣∣
τ=0

= ψ(z) â G(0),

(17.6)

ãäå ψ(z) � 1-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî z ôóíêöèÿ. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ òàê-
æå áóäåò ïåðèîäè÷íî ïî z. Òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ
17.1, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (17.6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòî-
ðîå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C((−∞, 0); L2(G(τ))), åñëè ψ ∈ L2(G(0)), è
ïðîñòðàíñòâó C((−∞, 0); C(G(τ))), åñëè ψ ∈ C(G(0)). Ðàññìîòðèì îòîáðà-
æåíèå çà îäèí ïåðèîä:

S : ψ(·) → q(·,−1). (17.7)

Çàäà÷à 17.1. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð S ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé â ñåáÿ.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà.
Â ñèëó ñãëàæèâàþùèõ ñâîéñòâ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îïåðàòîð

S íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò C(G(0)) â C1(G(−1)) = C1(G(0)), ïðè÷åì ïî-
ñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî áëàãîäàðÿ ïåðèîäè÷íîñòè ìíîæåñòâà G(τ)
ïî τ . Ïîñêîëüêó C1(G(0)) êîìïàêòíî âëîæåíî â C(G(0)), îïåðàòîð S êîì-
ïàêòåí â C(G(0)). Ìû ïðîâåðèëè óñëîâèÿ òåîðåì 2.9.2 è 2.11.1 èç [69],
ñîãëàñíî êîòîðûì íàéäóòñÿ λ0 > 0 è ψ0(·) > 0 òàêèå, ÷òî Sψ0(z) = λ0ψ0(z).
Áîëåå òîãî, ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ0 îäíîêðàòíî è âñå îñòàëüíûå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ λj , j > 0, óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå |λk| < λ0.
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî λ0 = 1. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì, ÷òî èíòåãðàë îò
ôóíêöèè q(·, τ) ïî ñå÷åíèþ Gper(τ) = G(τ ∩ [0, 1]d) íå çàâèñèò îò âûáîðà
ñå÷åíèÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ôîðìóëå
Ñòîêñà è â ñèëó óðàâíåíèÿ (17.6) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ τ1 è τ2, τ1 < τ2, èìååì∫

Gper(τ2)

q(z, τ2)dz −
∫

Gper(τ1)

q(z, τ1)dz

=

τ2∫

τ1

∫

Gper(τ)

∂q(z, τ)
∂τ

dzdτ −
τ2∫

τ1

∫

∂Gper(τ)

q(z, τ)nτ (z, τ)dSz,τ

= −
τ2∫

τ1

∫

Gper(τ)

∆q(z, τ)dzdτ −−
τ2∫

τ1

∫

∂Gper(τ)

q(z, τ)nτ (z, τ)dSz,τ

= −
τ2∫

τ1

∫

∂Gper(τ)

(
∂q(z, τ)

∂nz
+ q(z, τ)nτ (z, τ)

)
dSz,τ = 0,

ãäå dSz,τ � ýëåìåíò îáúåìà íà ∂G. Ïóñòü q0(z, τ) � ðåøåíèå çàäà÷è (17.6)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ψ0(z). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî∫

Gper(0)

ψ0(z)dz = 1. (17.8)

Òîãäà

λ0 =
∫

Gper(−1)

λ0ψ0(z) =
∫

Gper(−1)

q0(z,−1)dz =
∫

Gper(0)

q0(z, 0)dz

=
∫

Gper(0)

ψ0(z)dz = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèâ p(z, τ) = q0(z, τ), ìû ïðèõîäèì ê èñêîìîìó ïî-
ëîæèòåëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (17.4). Åäèíñòâåííîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ ñëåäóåò èç îäíîêðàòíîñòè λ0. ¤

Çàäà÷à 17.2. Äîêàæèòå åäèíñòâåííîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî íîðìèðîâêà (17.8) âëå÷åò ðàâåíñòâî∫

Gper(τ)

p(z, τ)dzdτ = 1,

êîòîðîå âñþäó â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåòñÿ âûïîëíåííûì.
Íàðÿäó ñ (17.6) ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíóþ çàäà÷ó

∂

∂τ
v −∆zv = f(z, τ) â G

∂v

∂n(τ)
v = g(z, τ) íà ∂G,

v(z, τ) 1-ïåðèîäè÷íà ïî z è τ ,

(17.9)

ãäå f è g � [0, 1]d+1-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, f ∈ L2(G), g ∈ L2(∂G).
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Òåîðåìà 17.2. Çàäà÷à (17.9) ðàçðåøèìà â ïðîñòðàíñòâå ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ïî z è τ ôóíêöèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∫

Gper

f(z, τ)p(z, τ)dzdτ +
∫

∂Gper

g(z, τ)p(z, τ)dSzdτ = 0. (17.10)

Ïðè óñëîâèè (17.10) ðåøåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé
êîíñòàíòû è ïðèíàäëåæèò Lper

2 (0, 1; H1
per(G(τ))) ∩ Lper

∞ (0, 1; Lper
2 (G(τ))).

Çàìå÷àíèå 17.2. Êðàåâîå óñëîâèå â (17.9) ìîæíî çàïèñàòü êàê
∂v

∂nz(τ)
v = g(z, τ) íà ∂G. (17.11)

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ ïðèíèìàåò âèä
∫

Gper

f(z, τ)p(z, τ)dzdτ +
∫

∂Gper

g(z, τ)p(z, τ)dSz,τ = 0. (17.12)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 17.2. Íà÷íåì ñ ïðîâåðêè íåîáõîäèìîñòè óñëî-
âèÿ (17.10). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ v(z, τ) èìååì

0 =
∫

Gper(1)

v(z, 1)p(z, 1)dz −
∫

Gper(0)

v(z, 0)p(z, 0)dz

=
∫

Gper

∂(v(z, τ)p(z, τ))
∂τ

dzdτ −
∫

∂Gper

v(z, τ)p(z, τ)nτ (z, τ)dSz,τ

=
∫

Gper

p(z, τ)∆zv(z, τ)dzdτ −
∫

Gper

v(z, τ)∆zp(z, τ)dzdτ

+
∫

Gper

p(z, τ)f(z, τ)dzdτ −
∫

∂Gper

v(z, τ)p(z, τ)nτ (z, τ)dSz,τ .

Ïî ôîðìóëå Ñòîêñà
∫

Gper

p(z, τ)∆zv(z, τ)dzdτ −
∫

Gper

v(z, τ)∆zp(z, τ)dzdτ

=
∫

∂Gper

∂v(z, τ)
∂n(τ)

p(z, τ)dSzdτ −
∫

∂Gper

∂p(z, τ)
∂n(τ)

v(z, τ)dSzdτ

=
∫

∂Gper

g(z, τ)p(z, τ)dSzdτ −
∫

∂Gper

∂p(z, τ)
∂nz(τ)

v(z, τ)dSz,τ .

Ïîäñòàâèâ ýòî ðàâåíñòâî â ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó, íàõîäèì

0 =
∫

Gper

p(z, τ)f(z, τ)dzdτ +
∫

∂Gper

g(z, τ)p(z, τ)dSzdτ

−
∫

∂Gper

v(z, τ)
(∂p(z, τ)

∂nz(τ)
+ p(z, τ)nτ (z, τ)

)
dSz,τ
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=
∫

Gper

p(z, τ)f(z, τ)dzdτ +
∫

∂Gper

g(z, τ)p(z, τ)dSzdτ.

Äîêàæåì òåïåðü äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ (17.10). Ïóñòü ôóíêöèè f è
g óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ. Íà ìíîæåñòâå Q+ = {(z, τ) ∈ Rd+1 : τ >
0, z ∈ G(τ)} ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

∂v+

∂τ
+ ∆zv+ = f â Q+,

∂v+

∂n(τ)
= g íà ∂Q+ ∩ {τ > 0},

v+(z, 0) = 0 â G(0).

(17.13)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòîêñà, ëåãêî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî∫

Gper(0)

v+(z, 0)p(z, 0)dz =
∫

Gper(1)

v+(z, 1)p(z, 1)dz = 0.

Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ p(z, 1) = p(z, 0) ëåæèò â îäíîìåðíîì ÿäðå îïåðà-
òîðà (I−S), ãäå I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, à S çàäàí â (17.7). Òàêèì îáðàçîì,
v+(z, 1) îðòîãîíàëüíà îäíîìåðíîìó ÿäðó îïåðàòîðà (I−S). Ïîýòîìó â ñèëó
êîìïàêòíîñòè S óðàâíåíèå

(I− S∗)ϕ = v+(·, 1) (17.14)
äëÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà S∗ ðàçðåøèìî. Ïîêàæåì, ÷òî S∗ åñòü îòîáðà-
æåíèå çà ïåðèîä â çàäà÷å

∂w

∂τ
−∆zw = 0 â Q+,

∂w

∂n(τ)
= 0 íà ∂Q+ ∩ {τ > 0},

w(z, 0) = ϕ â G(0),

(17.15)

ò.å. S∗ϕ = w(·, 1). Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî

J
def=

∫

Gper(1)

ψ(z)w(z, 1)dz −
∫

Gper(0)

q(z,−1)ϕ(z)dz = 0 ∀ϕ,ψ ∈ Cper(G(0)),

ãäå ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà S ôóíêöèè ψ è q(z, τ) ñóòü íà÷àëüíîå óñëî-
âèå è ðåøåíèå â çàäà÷å (17.6). Ïðèìåíÿÿ ìíîãîêðàòíî ôîðìóëó Ñòîêñà,
ïðåîáðàçóåì J ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J =
∫

G

∂(q(z, τ − 1)w(z, τ))
∂τ

dzdτ −
∫

∂G

q(z, τ − 1)w(z, τ)nτ (z, τ)dSz,τ

=
∫

G

q(z, τ − 1)∆zw(z, τ)dzdτ −
∫

G

w(z, τ)∆zq(z, τ − 1)dzdτ

−
∫

∂G

q(z, τ − 1)w(z, τ)nτ (z, τ)dSz,τ =
∫

∂G

q(z, τ − 1)
∂w(z, τ)
∂nz(τ)

dSz,τ

−
∫

∂G

w(z, τ)
(∂q(z, τ)

∂nz(τ)
+ q(z, τ)nτ (z, τ)

)
dSz,τ = 0.
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Âûáðàâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ϕ â (17.15) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(17.14) è ïîëîæèâ v(z, τ) = w(z, τ) + v+(z, τ), ïîëó÷èì òðåáóåìîå ïåðèî-
äè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (17.9). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (17.14), (17.15)

v(z, 1) = w(z, 1) + v+(z, 1) = S∗ϕ + (ϕ− S∗ϕ) = ϕ,

â òî âðåìÿ êàê ñîãëàñíî âûáîðó íà÷àëüíûõ óñëîâèé â (17.13) è (17.15)
v(z, 0) = ϕ + 0 = ϕ.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà (äîêàæèòå!). ¤

17.2. Ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýíåðãåòè÷åñêèõ îöå-
íîê ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è (17.4) â êà÷åñòâå âåñîâîé ôóíê-
öèè. Íàðÿäó ñ (17.1) ðàññìîòðèì òàêæå ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ñ íåîäíîðîäíûì
êðàåâûì óñëîâèåì Íåéìàíà íà ãðàíèöå ïåðôîðàöèè:

∂vε

∂t
−∆vε = F (x, t) â Qε

T ,

∂vε

∂nε(t)
= h(x, t) íà ∂Qε

T ∩ {t > 0}, vε(x, 0) = H(x).
(17.16)

Ëåììà 17.1. Ðåøåíèå çàäà÷è (17.1) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå∫

Qε
T

|∇uε(x, t)|2dxdt + max
06t6T

∫

Gε(t)

(uε(x, t))2dx

6 C(‖f‖2L2(Rd×(0,T )) + ‖q‖2L2(Rd)). (17.17)
Ïóñòü F ∈ L2(Rd × (0, T )), h ∈ L2(∂Qε

T ), H ∈ L2(Rd). Òîãäà ðåøåíèå vε

çàäà÷è (17.16) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå∫

Qε
T

|∇vε(x, t)|2dxdt + max
06t6T

∫

Gε(t)

(vε(x, t))2dx

6 C(‖F‖2L2(Rd×(0,T )) + ‖H‖2L2(Rd) + ε−1‖h‖2L2(∂Qε
T )). (17.18)

Åñëè h â çàäà÷å (17.16) ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì íà ∂Qε
T íåêîòîðîé ôóíêöèè h̃ èç

L2(0, T ; H1(Gε(t))), òî∫

Qε
T

|∇vε(x, t)|2dxdt + max
06t6T

∫

Gε(t)

(vε(x, t))2dx

6 C(‖F‖2L2(Rd×(0,T )) + ‖H‖2L2(Rd) + ε−2‖h̃‖2L2(0,T ;H1(Gε(t)))). (17.19)
Âî âñåõ îöåíêàõ êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì (17.16) íà ôóíêöèþ vε(x, t)p(x/ε, t/ε2) è
ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïî ìíîæåñòâó Qε

t = {(x, s) ∈
Qε

T : s 6 t}. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (17.4) è ïðèìåíÿÿ ìíîãîêðàòíî ôîð-
ìóëó Ñòîêñà, ïîñëå ïðîñòûõ íî ãðîìîçäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

0 =
1
2

∫

Qε
t

p
(x

ε
,

s

ε2

) ∂

∂s
(vε)2 dx ds−

∫

Qε
t

p
(x

ε
,

s

ε2

)
vε∆vε dx ds

−
∫

Qε
t

f(x, t)p
(x

ε
,

s

ε2

)
vε dx ds = 1/2

∫

Gε(t)

(vε(x, t))2p
(x

ε
,

t

ε2

)
dx
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− 1
2

∫

Gε(0)

H2(x)p
(x

ε
, 0

)
dx +

1
2

∫

∂Qε
t

(vε)2p
(x

ε
,

s

ε2

)
nε

s(x, s)dSε
x,s

− 1
2ε2

∫

Qε
t

(vε)2
( ∂

∂s
p
)(x

ε
,

s

ε2

)
dx ds +

∫

Qε
t

p
(x

ε
,

s

ε2

)
|∇vε|2 dx ds

+
1
2ε

∫

Qε
t

(∇xp)
(x

ε
,

s

ε2

)
∇((vε)2) dx ds

−
∫

∂Qε
t

p
(x

ε
,

s

ε2

)
vεh(x, t)dSε

x,s −
∫

Qε
t

F (x, s)vεp
(x

ε
,

s

ε2

)
dx ds

=
1
2

∫

Gε(t)

(vε(x, t))2p
(x

ε
,

t

ε2

)
dx

− 1
2

∫

Gε(0)

H2(x)p(
x

ε
, 0) dx +

1
2

∫

∂Qε
t

(vε)2p
(x

ε
,

s

ε2

)
nε

s(x, s)dSε
x,s

− 1
2ε2

∫

Qε
t

(vε)2
( ∂

∂s
p
)(x

ε
,

s

ε2

)
dx ds +

∫

Qε
t

p
(x

ε
,

s

ε2

)
|∇vε|2 dx ds

+
1
2

∫

∂Qε
t

(vε)2
∂

∂nε
s

p
(x

ε
,

s

ε2

)
dSε

x,s −
1

2ε2

∫

Qε
t

(vε)2(∆p)
(x

ε
,

s

ε2

)
dx ds

−
∫

∂Qε
t

vεh(x, s)p
(x

ε
,

s

ε2

)
dSε

x,s −
∫

Qε
t

F (x, s)vεp
(x

ε
,

s

ε2

)
dx ds

=
1
2

∫

Gε(t)

(vε(x, t))2p
(x

ε
,

t

ε2

)
dx +

∫

Qε
t

p
(x

ε
,

s

ε2

)
|∇vε|2 dx ds

− 1
2

∫

Gε(0)

H2(x)p
(x

ε
, 0

)
dx−

∫

∂Qε
t

vεh(x, s)p
(x

ε
,

s

ε2

)
dSε

x,s

−
∫

Qε
t

F (x, s)vεp
(x

ε
,

s

ε2

)
dx ds.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ îöåíîê 0 < c 6 p(z, τ) 6 c−1 è íåðàâåíñòâà
Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì

∫

Gε(t)

(vε(x, t))2dx +
∫

Qε
t

|∇vε|2 dx ds

6 C(‖H‖2L2(Rd) + ‖vε‖L2(∂Qε
t )‖h‖L2(∂Qε

t ) + ‖vε‖L2(Qε
t )‖F‖L2(Qε

t )). (17.20)

Ïî òåîðåìå î ñëåäàõ [75] â ðàñòÿíóòûõ êîîðäèíàòàõ z = x/ε ïðè êàæ-
äîì t ∈ [0, T ] èìååì ‖vε(εz)‖2L2(∂G(t)) 6 C‖vε(εz)‖2H1(G(t)), ÷òî â èñõîäíûõ
êîîðäèíàòàõ x äàåò ‖vε‖2L2(∂Gε(t)) 6 Cε−1‖vε‖2H1(Gε(t)). Ñëåäîâàòåëüíî,
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‖vε‖2L2(∂Qε
t ) =

∫

∂Qε
t

(vε)2dSε
x,s =

∫

∂Qε
t

(vε)2
∣∣∣ dSε

x,s

dSε
xds

∣∣∣dSε
xds 6 C1ε

−1

∫

∂Qε
t

(vε)2dSε
xds

6 C2ε
−2

t∫

0

‖vε‖2L2(Gε(s))ds = c2ε
−2‖vε‖2L2(0,t;H1(Gε(s))),

ò.å.
‖vε‖L2(∂Qε

t )) 6 Cε−1‖vε‖L2(0,t;H1(Gε(s))) (17.21)
ïðè âñåõ t ∈ [0, T ]. Èç (17.20) è (17.21) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïîëó÷àåì
îöåíêó (17.18) è, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, (17.17). Îöåíêà (17.19) âûâîäèòñÿ èç
(17.18) íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà (17.21) ¤

17.3. Ôîðìàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå. Ïåðåéäåì ê ïîñòðî-
åíèþ ôîðìàëüíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ uε çàäà÷è (17.1).
Ñëåäóÿ îáùåé ñõåìå, èçëîæåííîé â §7, ïðåäñòàâèì uε â âèäå àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî ðÿäà

uε ∼ u0

(
x− α

ε
t, t

)
+ ε

{
∇xu0

(
x− α

ε
t, t

)
χ
(x

ε
,

t

ε2

)
+ u1

(
x− α

ε
t, t

)}

+ ε2
{
∇x∇xu0

(
x− α

ε
t, t

)
ξ
(x

ε
,

t

ε2

)

+∇xu1

(
x− α

ε
t, t

)
χ
(x

ε
,

t

ε2

)
+ u2

(
x− α

ε
t, t

)}
+ . . . , (17.22)

â êîòîðîì χ(z, τ) è ξ(z, τ) � âåêòîðíîçíà÷íûå è ìàòðè÷íîçíà÷íûå [0, 1]d+1-
ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ýòî-
ãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ïðèñóòñòâèå äâèæóùèõñÿ êîîðäèíàò (x− (α/ε)t) ñ ïàðà-
ìåòðîì α ∈ Rd, íàçíà÷åíèå êîòîðûõ áóäåò îáúÿñíåíî íèæå.

Ïîäñòàâëÿÿ ðÿä (17.22) â óðàâíåíèå (17.1), èñïîëüçóÿ ôîðìóëû
∂

∂x
γ
(
x,

x

ε

)
=

( ∂

∂x
γ(x, z) +

1
ε

∂

∂z
γ(x, z)

)∣∣∣
z=x/ε

,

∂

∂t
γ
(
t,

t

ε2

)
=

( ∂

∂t
γ(t, τ) +

1
ε2

∂

∂τ
γ(t, τ)

)∣∣∣
t=t/ε2

è ïðèðàâíèâàÿ ÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïðèõîäèì ê öåïî÷êå
óðàâíåíèé, ïåðâîå èç êîòîðûõ èìååò âèä

( ∂

∂τ
χ−∆zχ

)
∇xu0

(
x− α

ε
t, t

)
= −α∇xu0

(
x− α

ε
t, t

)
,

(x, t) ∈ Rd × (0, T ), (z, τ) ∈ G

∂

∂n(τ)
χ∇xu0

(
x− α

ε
t, t

)
+ n(z, τ)∇xu0

(
x− α

ε
t, t

)
= 0,

(x, t) ∈ Rd × (0, T ), (z, τ) ∈ ∂G.

(17.23)

Çàäà÷à 17.3. Âûïîëíèòå óêàçàííóþ âûøå ïîäñòàíîâêó è ïîëó÷èòå
óðàâíåíèå è êðàåâîå óñëîâèå (17.23).

Ïîñêîëüêó u0 íå çàâèñèò îò z è τ , ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å
∂

∂τ
χ−∆zχ = −α â G,

∂

∂n(τ)
χ = −n(z, τ) íà ∂G, (17.24)
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ðåøåíèå êîòîðîé áóäåì èñêàòü â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, ïåðèîäè÷åñêèõ ïî
z è τ . Ïî òåîðåìå 17.2 ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

α = −
∫

∂G

p(z, τ)n(z, τ)dSzdτ, (17.25)

÷òî îäíîçíà÷íî äèêòóåò íàì âûáîð âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà α.
Ñëåäóþùåå óðàâíåíèå (ïî ïåðåìåííûì τ è z; ïåðåìåííûå x è t âõîäÿò

â íåãî êàê ïàðàìåòðû) â öåïî÷êå èìååò âèä
( ∂

∂τ
ξij −∆zξij

) ∂2

∂xi∂xj
u0

(
x− α

ε
t, t

)
+

∂

∂s
u0

(
x− α

ε
t, s

)∣∣∣
s=t

−∆u0

(
x− α

ε
t, t

)
+ 2

∂

∂zi
χj

∂2

∂xi∂xj
u0

(
x− α

ε
t, t

)

−αiχj
∂2

∂xi∂xj
u0

(
x−α

ε
t, t

)
+

(
∂

∂τ
χ−∆zχ

)
∇xu1

(
x−α

ε
t, t

)
=f(x, t),

(x, t) ∈ Rd × (0, T ), (z, τ) ∈ G, (17.26)
∂

∂n(τ)
ξij

∂2

∂xi∂xj
u0

(
x− α

ε
t, t

)
+ ni(z, τ)χj

∂2

∂xi∂xj
u0

(
x− α

ε
t, t

)

+
∂

∂n(τ)
χi

∂

∂xj
u1

(
x− α

ε
t, t

)
+ ni(z, τ)

∂

∂xj
u1

(
x− α

ε
t, t

)
= 0,

(x, t) ∈ Rd × (0, T ), (z, τ) ∈ ∂G.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ ðàâåíñòâàõ ñóììà âñåõ ÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ ãðàäè-
åíò ôóíêöèè u1, ðàâíà íóëþ, êàê â óðàâíåíèè, òàê è â êðàåâîì óñëîâèè,
ïîñêîëüêó χ(z, τ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (17.24). Óñëîâèå ðàçðåøèìî-
ñòè (ñîãëàñîâàíèÿ) ýòîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè
ξij(z, τ)

∂2

∂xi∂xj
u0

(
x − α

ε
t, t

)
ïåðåìåííûõ z è τ ñîãëàñíî òåîðåìå 17.2 ïðè-

íèìàåò âèä
∂

∂s
u0

(
x− α

ε
t, s

)∣∣∣
s=t

− âij
∂2

∂xi∂xj
u0

(
x− α

ε
t, t

)
= f(x, t), (17.27)

ãäå óñðåäíåííàÿ ìàòðèöà âij îïðåäåëåíà ôîðìóëîé

âij = δij + αi

∫

G

χj(z, τ)p(z, τ)dzdτ + 2
∫

G

∂

∂zj
χj(z, τ)p(z, τ)dzdτ

+
∫

∂G

χj(z, τ)ni(z, τ)dSzdτ.

Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé χ è p, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ïðàâóþ ÷àñòü
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ê âèäó

âij =
∫

G

(I +∇zχ(z, τ))p(z, τ)(I +∇zχ(z, τ))∗dzdτ,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû âij .
Çàäà÷à 17.4. Äîêàæèòå ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû âij .
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17.4. Òåîðåìà óñðåäíåíèÿ.
Òåîðåìà 17.3. (i) Ïóñòü g ∈ L2(Rd) è f ≡ 0 â çàäà÷å (17.1). Òîãäà

lim
ε↓0

∥∥∥uε − u0

(
x− α

ε
t, t

)∥∥∥
L2(Qε

T )
= 0, (17.28)

ãäå u0 = u0(x, t) � ðåøåíèå óñðåäíåííîé çàäà÷è Êîøè
∂

∂t
u0 = âij

∂2

∂xi∂xj
u0 â Rd × (0, T ), u0(x, 0) = g(x). (17.29)

(ii) Åñëè g ∈ H1(Rd) è f ≡ 0, òî

lim
ε↓0

∥∥∥uε−u0

(
x−α

ε
t, t

)
−∇u0

(
x−α

ε
t, t

)
χ
(x

ε
,

t

ε2

)∥∥∥
L2(0,T ;H1(Gε(t)))

=0. (17.30)

(iii) Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü â (17.1) èìååò âèä f(x, t) = F (x − (αt)/ε, t),
F ∈ L2(Rd × (0, T )), è g ∈ L2(Rd), òî (17.28) ñïðàâåäëèâî ñ ôóíêöèåé u0

òàêîé, ÷òî
∂

∂t
u0 = âij

∂2

∂xi∂xj
u0 + F (x, t), u0(x, 0) = g(x). (17.31)

(iv) Åñëè f ∈ L2(Rd × (0, T )) íå çàâèñèò îò ε è α 6= 0, òî (17.28) è
(17.29) îñòàþòñÿ â ñèëå.

Çàìå÷àíèå 17.3. Óòâåðæäåíèå (i) òåîðåìû 17.3 ìîæåò áûòü ñôîðìó-
ëèðîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: â äâèæóùèõñÿ êîîðäèíàòàõ y = x + (αt)/ε
ðåøåíèå uε(x + (αy)/ε, t) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ u0(x, t) çàäà÷è (17.29) â íîð-
ìå L2(0, T ;L2(Gε(t)+(αt)/ε)). Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî
óòâåðæäåíèå (iii).

Çàìå÷àíèå 17.4. Ôóíêöèÿ U0
ε = u0(x− (αt)/ε, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ
∂

∂t
U0

ε = âij
∂2

∂xi∂xj
U0

ε +
α

ε
∇U0

ε = f
(
x +

α

ε
t, t

)
,

ò.å. ýôôåêòèâíàÿ äèíàìèêà ïðè ìàëûõ ε âêëþ÷àåò â ñåáÿ áîëüøóþ êîíâåê-
öèþ ïîðÿäêà ε−1 â íàïðàâëåíèè âåêòîðà α.

Çàìå÷àíèå 17.5. Åñëè ãåîìåòðèÿ âêëþ÷åíèé îáëàäàåò äîñòàòî÷íûì
çàïàñîì ñèììåòðèé, òî α = 0. Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà:

1) ïðè âñåõ t ìíîæåñòâî G(t) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé,
ñîõðàíÿþùèõ êóá ïåðèîäîâ [−1/2, 1/2]d,

2) äëÿ êàæäîãî äâèæåíèÿ S, ñîõðàíÿþùåãî êóá ïåðèîäîâ, íàéäåòñÿ
t0 > 0 òàêîå, ÷òî G(t + t0) = SG(t) ïðè âñåõ t.

Çàäà÷à 17.5. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîð α, ïîñòðîåííûé âûøå, â óñëîâèÿõ
îáîèõ ïðèìåðîâ èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ êóá
ïåðèîäîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 17.3. Ïóñòü f è g � ãëàäêèå ôóíêöèè. Â
ýòîì ñëó÷àå u0 òàêæå ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì

wε = uε − u0

(
x− α

ε
t, t

)
− ε

{
∇xu0

(
x− α

ε
t, t

)
χ
(x

ε
,

t

ε2

)
+ u1

(
x− α

ε
t, t

)}

−ε2
{
∇x∇xu0

(
x−α

ε
t, t

)
ξ
(x

ε
,

t

ε2

)
+∇xu1

(
x−α

ε
t, t

)
χ
(x

ε
,

t

ε2

)
+u2

(
x−α

ε
t, t

)}
.
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Ïðè ïîäñòàíîâêå wε â óðàâíåíèå (17.1) ïîëó÷àåì
∂

∂t
wε −∆wε = f + ε2vε

1(x, t) â Qε
T ,

∂

∂nε(t)
wε(x, t) = ε3vε

2(x, t) íà ∂Qε
T ∩ {0 < t < T},

wε
∣∣
t=0

= g(x) + εvε
3(x) íà εG(0),

ãäå vε
1(x, t), vε

2(x, t) è vε
3(x) óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì

‖vε
1‖L2(Qε

T ) 6 C, ‖vε
2‖L2(∂Qε

T ) 6 Cε−1, ‖vε
3‖L2(Gε(0)) 6 C,

÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíå-
íèé (17.4), (17.24) è (17.27) (ïðîâåðüòå!). Èç (17.18) ñëåäóåò îöåíêà

‖wε‖L2(0,T ;H1(Gε(t))) 6 Cε.

Àïïðîêñèìèðóÿ ôóíêöèè g ∈ L2(Rd) è f ∈ L2(Rd× (0, T )) ãëàäêèìè ôóíê-
öèÿìè gn → g â L2(Rd) (H1(Rd)) è fn → f â L2(Rd × (0, T )), ñ ïîìîùüþ
ëåììû 17.1 ëåãêî ïîëó÷èòü âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. ¤

Çàìå÷àíèå 17.6. Â ñëó÷àå ãëàäêèõ äàííûõ â çàäà÷å (17.1) è ãëàäêîé
ãðàíèöû �äûðîê�, êàê â ïðèìåðå 17.1, ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëíîå àñèìïòîòè-
÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ uε, ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàÿ óðàâíåíèÿ öåïî÷-
êè, â êîòîðîé ìû ðàññìîòðåëè òîëüêî ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 17.7. Èìåþòñÿ ïðèìåðû ñòðóêòóð, â êîòîðûõ α 6= 0.

§ 18. Óñðåäíåíèå íåàâòîíîìíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñî ñëó-
÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ýòîò ïàðàãðàô ïîñâÿùåí óñðåäíåíèþ íåàâòîíîìíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè, âîçíèêàþùèõ ïðè îïèñàíèè ðàç-
ëè÷íûõ ÿâëåíèé â ñðåäàõ ñ ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé, õàðàêòåðè-
ñòèêè êîòîðîé ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè è ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ñòàöèîíàð-
íûìè áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè ïðîöåññàìè. Ìû ðàññìîòðèì ìîäåëüíûå
çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðîâ â äèâåðãåíòíîé ôîðìå è äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ìëàäøè-
ìè ÷ëåíàìè.

Îñîáûé èíòåðåñ çàñëóæèâàþò îïåðàòîðû ñ àñèìïòîòè÷åñêè ðàñòóùè-
ìè ìëàäøèìè ÷ëåíàìè. Òàêèå îïåðàòîðû âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ïðè àâòîìîäåëüíîì ñæàòèè ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè ïîâåäå-
íèÿ ïðîöåññà íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ
êîíâåêöèè�äèôôóçèè

∂

∂τ
v(y, τ) = div(a(y, τ)∇v(y, τ)) + b(y, τ)∇v(y, τ),

â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû ìàòðè÷íîé ôóíêöèè a(y, τ) è âåêòîð-ôóíêöèè
b(y, τ) ïåðèîäè÷íû ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó àðãóìåíòó y è ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àé-
íûìè ñòàöèîíàðíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè τ . Áóäåì èçó÷àòü ïîâåäåíèå ðå-
øåíèé íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ïîðÿäêà ε−2, ãäå ε � ìàëûé (ïîëîæèòåëüíûé)
ïàðàìåòð. Ââîäÿ ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü ε è âûïîëíÿÿ àâòîìîäåëüíóþ çà-
ìåíó ïåðåìåííûõ x = εy, t = ε2τ , ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

∂

∂t
vε(x, t) = div

(
a
(x

ε
,

t

ε2

)
∇vε(x, t)

)
+

1
ε
b
(x

ε
,

t

ε2

)
∇vε(x, t). (18.1)
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Èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ýòî-
ãî óðàâíåíèÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïðè ε → 0.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ïîäâåðæåííûå ñëó÷àéíûì âíåøíèì âîçäåé-
ñòâèÿì. Íàøà çàäà÷à � èçó÷èòü ñèñòåìàòè÷åñêèå èçìåíåíèÿ ôàçîâîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ñâÿçàííûå ñ âíåøíèìè âîçìóùåíèÿìè óêàçàííîãî òèïà.
Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ îïèñàòü ýòè èçìåíåíèÿ óäàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ àïïàðàòà ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ìåð íà ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ äàíû â §2.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â
äèâåðãåíòíîé ôîðìå ðåçóëüòàòû îá óñðåäíåíèè óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêè-
ìè êîýôôèöèåíòàìè è ñî ñëó÷àéíûìè ñòîõàñòè÷åñêè îäíîðîäíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè ñõîæè: â îáîèõ ñëó÷àÿõ óòâåðæäàåòñÿ íàëè÷èå ïðåäåëüíîãî
îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Êàðòèíà ðàçèòåëüíî ìåíÿåòñÿ ïðè àâòîìîäåëüíîì óñðåäíåíèè îïåðà-
òîðîâ ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ ñ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè, ÷àñòî íå óäàåòñÿ îáîáùèòü íà àíàëîãè÷-
íûå ñëó÷àéíûå îïåðàòîðû. Â ÷àñòíîñòè, ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèÿ âèäà

∂

∂t
v = ∆v +

1
ε
b
(x

ε

)
∇v

ñî ñëó÷àéíûìè ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîãóò íà-
áëþäàþòñÿ ÿâëåíèÿ ñóïåð- è ñóáäèôôóçèè (ñì. ïðèìåðû â [1, 114]).

Óðàâíåíèå (18.1) è äðóãèå óðàâíåíèÿ, èçó÷àåìûå â ýòîì ïàðàãðàôå,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîìåæóòî÷íûé ñëó÷àé; äëÿ íèõ ðåçóëüòàò î ï.í. ñõî-
äèìîñòè ðåøåíèé ê äåòåðìèíèðîâàííîìó ïðåäåëó ìîæåò íå áûòü ñïðàâåä-
ëèâûì. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðè óñðåäíåíèè òàêèõ óðàâíåíèé ïðåäåëüíàÿ
äèíàìèêà ìîæåò îñòàâàòüñÿ ñëó÷àéíîé, è ÷òî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è
ñõîäÿòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ â ýíåðãåòè÷åñêîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, â òî âðåìÿ êàê ñõîäèìîñòü ï.í. èëè ïî âåðîÿòíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå èìååò ìåñòà.

18.1. Óðàâíåíèÿ ñ áîëüøèì ïîòåíöèàëîì.
18.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íà÷íåì ñ èçó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ

∂

∂t
uε(x, t)=div

(
a
(x

ε
,

t

εα

)
∇uε(x, t)

)
+

1
ε1∧α

2
g
(x

ε
,

t

εα

)
uε(x, t)+f(x,t), (18.2)

ãäå α > 0 � çàäàííûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, 1∧ α
2 = min{1, α/2}. Äëÿ

îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷ó Êîøè â Rd×(0, T )
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

uε(x, 0) = u0(x) (18.3)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî u0 ∈ L2(Rd) è f ∈ L2((0, T ) × Rd). Îäíàêî îòìåòèì,
÷òî íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû òåìè æå ìåòîäàìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû
áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû íèæå.

Â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êîýôôèöèåíòîâ
óðàâíåíèÿ (18.2) óïðàâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ñòàöèîíàðíûì äèôôóçèîí-
íûì ïðîöåññîì ξs, è çàäà÷à (18.2), (18.3) ïðèíèìàåò âèä
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∂

∂t
uε(x, t) = div

(
a
(x

ε
, ξ t

εα

)
∇uε(x, t)

)

+
1

ε1∧α
2

g
(x

ε
, ξ t

εα

)
uε(x, t) + f(x, t), (18.4)

uε(x, 0) = u0(x),

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå óñëîâèÿ íà äàííûå çàäà÷è (18.2), (18.3).
H1. Êîýôôèöèåíòû aij(y, s) è g(y, s) ïåðèîäè÷íû ïî ïåðåìåííîé y ñ

ïåðèîäîì åäèíèöà ïî êàæäîìó êîîðäèíàòíîìó íàïðàâëåíèþ.
H2. Ôóíêöèè aij(y, s) è g(y, s) ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ñòàöèîíàðíû-

ìè ïðîöåññàìè ïî ïåðåìåííîé s, çàäàííûìè íà âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå (Ω, F ,P), ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå ïåðèîäè-
÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû aij(y, s) =
aij(y, s, ω), g(y, s) = g(y, s, ω) èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû
B(Td)×B(−∞,+∞)×F , ãäå B îáîçíà÷àåò áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó.

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ñ÷èòàåì, ÷òî â Ω çàäàíà ñëó÷àé-
íàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà Tτ è ïðîöåññû aij(y, s) è
g(y, s) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåéñòâèå ýòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
íà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ãij(y) è g̃(y) ñî çíà÷åíèÿìè â L∞(Td), ò.å.

aij(y, s, ω) = ãij(y, Tsω), g(y, s, ω) = g̃(y, Tsω). (18.5)
Îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è ýðãîäè÷íîñòè
áûëè äàíû â §2.

H3. Ðàâíîìåðíàÿ ïàðàáîëè÷íîñòü:

λ−1|ζ|2 6 aij(y, τ)ζiζj 6 λ|ζ|2, λ > 0, |g(y, s)| 6 λ

ïðè âñåõ y, τ è ζ ∈ Rd.
H4. Öåíòðèðîâàíèå. Ïîëíîå ñðåäíåå ôóíêöèè g(z, s) ðàâíî íóëþ, ò.å.

〈g〉 def= E
∫

[0,1]d

g(z, s)dz = 0 ∀ s.

Åùå îäíî óñëîâèå áóäåò çàäàíî â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåìå-
øèâàíèÿ. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ èç §2.

Ïóñòü ξs � ïðîèçâîëüíûé ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íà âå-
ðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, F ,P). Îáîçíà÷èì ÷åðåç F6t σ-àëãåáðó, ïî-
ðîæäåííóþ ïðîöåññîì ξs ïðè âñåõ s 6 t, à ÷åðåç F>t � σ-àëãåáðó, ïîðîæ-
äåííóþ ξs ïðè âñåõ s > t. Èíûìè ñëîâàìè, F6t ( F>t ) � ýòî ìèíèìàëüíàÿ
σ-àëãåáðà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðîöåññ ξs èçìåðèì ïðè âñåõ s 6 t (s > t).
Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé σ-àëãåáðû õîðîøî èçâåñòíî â òåîðèè ìåðû.

Êîýôôèöèåíò ñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ïðîöåññà ξs � ýòî ôóíêöèÿ
κ(γ) = sup

E1∈F6t, E2∈F>(t+γ)

|P(E1)P(E2)−P(E1 ∩ E2)|,

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì E1 è E2, èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî F6t è
F>(t+γ) ñîîòâåòñòâåííî. Ââèäó ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà âûðàæåíèå â ïðà-
âîé ÷àñòè íå çàâèñèò îò t; â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå t ìîæíî âûáðàòü 0. Êîýô-
ôèöèåíòû ðàâíîìåðíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ ϕ(γ) è ìàêñèìàëüíîé êîððåëÿöèè
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ρ(γ) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

ϕ(γ) = sup
E1 ∈ F6t, E2 ∈ F>(t+γ)

P(E2) 6= 0

∣∣∣∣∣P(E1)− P(E1 ∩ E2)
P(E2)

∣∣∣∣∣,

ρ(γ) = sup
η1, η2

∣∣∣∣∣
E((η1 −Eη1)(η2 −Eη2))√

Eη2
1 Eη2

2

∣∣∣∣∣,

η1 ∈ L2(Ω, F6t,P), η2 ∈ L2(Ω, F>(t+γ),P).

Ïîñòðîèì σ-àëãåáðû F6t è F>t, ïîðîæäåííûå íàáîðîì êîýôôèöèåí-
òîâ îïåðàòîðà (18.2), è ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ïåðåìåøèâàíèÿ,
è ïîòðåáóåì, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå.

H5. Ïåðåìåøèâàíèå. Ñïðàâåäëèâî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ ñîîò-
íîøåíèé:

∞∫

0

κ(γ)dγ < ∞,

∞∫

0

√
ϕ(γ)dγ < ∞,

∞∫

0

ρ(γ)dγ < ∞

Çàìå÷àíèå 18.1. Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà {aij(s), g(s)} îáùåãî âè-
äà ñî çíà÷åíèÿìè â L∞(Td) (è òåì ñàìûì â L2(Td)) ïðèâåäåì ïðèìåð ïî-
ñòðîåíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî ïðîöåññà íàä íîâûì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì (Ω̃, F̃ , P̃) ñ äåéñòâèåì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû T̃τ òàê, ÷òî {ãij(s), g̃(s)}
= T̃s({aij(0), g(0)}). Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîöåññ {aij(s),
g(s)} íåïðåðûâåí ïî s êàê ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â L2(Td).

Ââåäåì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω̃, F̃ , P̃), êîòîðîå ñîñòîèò èç
Ω̃ = (C(R; L2(Td)(n

2+1))) ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîì-
ïàêòàõ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðû íà íåì è âåðîÿòíîñò-
íîé ìåðû P̃, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì P̃(A ) = P{({aij(·)}, g(·)) ∈ A }.
Ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòîáðàæåíèå ({aij(·)}, g(·)) : Ω → Ω̃ èçìå-
ðèìî, ïîýòîìó îïðåäåëåíèå ìåðû P̃ êîððåêòíî. Íà Ω̃ çàäàäèì ôóíêöèè
aij(s, ω̃) = ω̃ij(s), g(s, ω̃) = ω̃(n2+1)(s). Èç îïðåäåëåíèÿ P̃ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî
ýòè ñëó÷àéíûå ôóíêöèè èìåþò òå æå êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî
è èñõîäíûå êîýôôèöèåíòû (ïðîâåðüòå!). Â íîâîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Ω̃ ââåäåì ãðóïïó T̃τ ñäâèãîâ âòîðîãî àðãóìåíòà: T̃τ (ω̃(y, s) = ω̃(y, s+τ).

Çàäà÷à 18.1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòà ãðóïïà
ïðåîáðàçîâàíèé ñîõðàíÿåò ìåðó P̃, íåïðåðûâíà è ýðãîäè÷íà.

Çàìå÷àíèå 18.2. Óñëîâèå H4 â äåéñòâèòåëüíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè-
÷åíèåì, îíî âñåãäà ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ïîñðåäñòâîì çàìåíû íåèçâåñò-
íîé ôóíêöèè âèäà ũε(x, t) = exp(〈g〉/ε)u(x, t), ãäå 〈g〉 � ïîëíîå ñðåäíåå g.
Åñëè 〈g〉 6= 0, òî óñðåäíåíèå ïðîèñõîäèò íà ôîíå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà
èëè óáûâàíèÿ.

Óñëîâèÿ H1�H3 îáåñïå÷èâàþò ïðè êàæäîì ε > 0 êîððåêòíîñòü èñõîä-
íîé çàäà÷è Êîøè.

Ëåììà 18.1. Ïðè óñëîâèÿõ H1�H3 ïðè êàæäîì ε > 0 çàäà÷à (18.2),
(18.3) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà äëÿ âñåõ ω ∈ Ω, è åå ðåøåíèå åñòü èçìåðèìîå
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îòîáðàæåíèå uε : (Ω, F ) → (L2(0, T ; H1(Rd))∩C((0, T ); L2(Rd)), B). Êðîìå
òîãî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖uε‖C((0,T );L2(Rd)) + ‖uε‖L2((0,T );H1(Rd)) 6 C(ε). (18.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è àïðèîðíàÿ îöåíêà
(18.6) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè òåîðèè ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé. Èçìåðèìîñòü ðåøåíèÿ ëåãêî âûâîäèòñÿ èç íåïðåðûâíîé
çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò äàííûõ çàäà÷è. ¤

18.1.2. Ôàêòîðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ. Èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïî-
âåäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (18.2), (18.3) ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ñ ïî-
ìîùüþ ôàêòîðèçàöèè. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå uε â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

uε(x, t) = vε(x, t) exp

(
1

ε1∧α
2

t∫

0

〈g〉
( s

εα

)
ds

)
,

〈g〉(s) def=
∫

[0,1]d

g(z, s)dz.

(18.7)

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ vε óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å
∂

∂t
vε(x, t) = div

(
a
(x

ε
,

t

εα

)
∇vε(x, t)

)
+

1
ε1∧α

2
g̃
(x

ε
,

t

εα

)
vε(x, t)

+ f(x, t) exp
(
− 1

ε1∧α
2

t∫

0

〈g〉
( s

εα

)
ds

)
,

vε(x, 0) = u0(x),

(18.8)

ãäå g̃(z, s) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ g(z, s)− 〈g〉(s). Óðàâíåíèå (18.8) áóäåò èñ-
ñëåäîâàíî íèæå, à ñåé÷àñ ìû ïåðåõîäèì ê èçó÷åíèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî
ìíîæèòåëÿ â (18.7).

Ëåììà 18.2. Ïóñòü âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ H5.
Òîãäà ïðè α 6 2 ïðîöåññ

ζε
t =

1
ε1∧α

2

t∫

0

〈g〉
( s

εα

)
ds (18.9)

óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîé öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå (ïðèí-
öèïó èíâàðèàíòíîñòè) ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèôôóçèåé, çàäàâàåìîé âû-
ðàæåíèåì

σ2 = 2

∞∫

0

E(〈g〉(0)〈g〉(s))ds, (18.10)

ò.å. {ζε
t } ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé C[0,∞) ê ïðîöåññó {σWt}, ãäå Wt � ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðî-
öåññ. Åñëè α > 2, òî {ζε

· } ñõîäèòñÿ ê íóëþ ï.í. ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ.
Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû, ôóíêöèîíàëüíàÿ öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëü-

íàÿ òåîðåìà äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ ñ õîðîøèìè ñâîéñòâàìè ïåðåìå-
øèâàíèÿ, � ýòî îäèí èç êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ñòàöèîíàðíûõ
ïðîöåññîâ (ñì. §2). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èìååòñÿ, íàïðèìåð,
â [76, ãë. 9]. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåãêî ñëåäóåò èç ïåðâîãî.
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Â ñëó÷àå α 6 2 ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ëåììû 18.2 ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü
ïî ðàñïðåäåëåíèþ

exp
(

1
εα/2

t∫

0

〈g〉
( s

εα

)
ds

)
L→ exp(σWt) (18.11)

â ïðîñòðàíñòâå C[0,∞). Ïðè α > 2 ï.í. èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäè-
ìîñòü íà êîìïàêòàõ

exp
(1

ε
〈g〉

( t

εα

))
→ 1. (18.12)

18.1.3. Àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ ôàêòîðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ. Íàì ïî-
íàäîáÿòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè äëÿ óðàâíåíèÿ

∂

∂t
zε(x, t) = div

(
a
(x

ε
,

t

εα

)
∇zε(x, t)

)

+
1

ε1∧α
2

g̃
(x

ε
,

t

εα

)
zε(x, t) + h(x, t), zε(x, 0) = z0(x),

(18.13)

êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò (18.8) íàëè÷èåì ïðàâîé ÷àñòè îáùåãî âèäà.
Ïðåäëîæåíèå 18.1. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (18.13) ñïðàâåäëèâà àïðè-

îðíàÿ îöåíêà
‖zε‖L∞((0,T );L2(Rd)) + ‖zε‖L2(0,T ;H1(Rd))

6 C(‖z0‖L2(Rd) + ‖h‖L2(0,T ;H−1(Rd)), (18.14)
ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ g̃(y, s) èìååò íóëåâîå ñðåä-
íåå ïî ïåðèîäó ïðè êàæäûõ s è ω. Ïîýòîìó óðàâíåíèå ∆Q̃ = g̃ ðàçðåøè-
ìî â ïðîñòðàíñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì q̃ = ∇yQ̃. Â ñèëó
ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè g̃ âûïîëíåíà îöåíêà |q̃(y, s)| 6 C (ïðîâåðü-
òå!). Òåì ñàìûì ïîñòðîåíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
divy q̃(y, s) = g̃(y, s), êîòîðîå â êîîðäèíàòàõ x = εy, t = ε2s èìååò âèä

εdivxq̃ε(x, t) = g̃ε(x, t); (18.15)
çäåñü è äàëåå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè F (y, s) èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ

F ε(x, t) = F
(x

ε
,

t

ε2

)
,

∂

∂yi
F ε(x, t) =

∂

∂yi
F

(
y,

t

ε2

)∣∣∣
y=x/ε

,

∂

∂s
F ε(x, t) =

∂

∂s
F

(x

ε
, s

)∣∣∣
s=t/ε2

(18.16)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (18.13) íà zε è ïðîèíòåãðèðóåì ðåçóëüòàò íà ìíî-
æåñòâå Rd × (0, T ). Ýòî äàåò

∫

Rd

(zε(x, t))2dx−
∫

Rd

(z0(x))2dx

= −
t∫

0

∫

Rd

aij,ε(x, τ)∇zε(x, τ) · ∇zε(x, τ) dxdτ
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+ ε−1

t∫

0

∫

Rd

g̃ε(x, τ)(zε(x, τ))2dxdτ +

t∫

0

∫

Rd

zε(x, τ)h(x, τ) dxdτ.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ (18.15) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì
∫

Rd

(zε(x, t))2dx +

t∫

0

∫

Rd

aij,ε(x, τ)∇zε(x, τ) · ∇zε(x, τ) dxdτ

=
∫

Rd

(z0(x))2dx +

t∫

0

∫

Rd

zε(x, τ)q̃ε(x, τ) · ∇zε(x, τ)dxdτ

+

t∫

0

∫

Rd

zε(x, τ)h(x, τ) dxdτ. (18.17)

Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ÷åðåç Rε(t). Ïðè êàæäîì γ > 0
îíà óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

|Rε(t)| 6
∫

Rd

(z0(x))2dx + γ−1

t∫

0

∫

Rd

|zε(x, τ)q̃ε(x, τ)|2dxdτ

+ γ

t∫

0

∫

Rd

|∇zε(x, τ)|2dxdτ +

t∫

0

‖zε(·, τ)‖H1(Rd)‖h(·, τ)‖H−1(Rd)dτ

6
∫

Rd

(z0(x))2dx + Cγ−1

t∫

0

∫

Rd

|zε(x, τ)|2dxdτ + γ

t∫

0

∫

Rd

|∇zε(x, τ)|2dxdτ

+ γ−1

t∫

0

‖h(·, τ)‖2H−1(Rd)dτ + γ

t∫

0

∫

Rd

(|zε(·, τ)|2 + |∇zε(·, τ)|2) dxdτ.

Îñòàëîñü âûáðàòü γ äîñòàòî÷íî ìàëûì è ïîäñòàâèòü ýòî íåðàâåíñòâî â
(18.17), ïîñëå ÷åãî (18.14) ñëåäóåò èç ëåììû Ãðîíóîëëà. ¤

18.1.4. Âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è. Äëÿ ïåðåõîäà ê ïðåäåëó â óðàâíåíèè
(18.8) íàì ïîíàäîáèòñÿ íàáîð âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷, ÿâëÿþùèõñÿ ïî ñóòè
�ÿ÷åè÷íûìè� çàäà÷àìè äëÿ (18.8). Â ýòîì ðàçäåëå ìû ââåäåì âñïîìîãàòåëü-
íûå óðàâíåíèÿ è èçó÷èì èõ ñâîéñòâà.

Îáîçíà÷èì A =
∂

∂yi
aij(y, s)

∂

∂yj
è ðàññìîòðèì â öèëèíäðå Td×(−∞, +∞)

äâà óðàâíåíèÿ
∂

∂s
χj(y, s)−Aχj(y, s) =

∂

∂yi
aij(y, s), (18.18)

∂

∂s
G(y, s)−AG(y, s) = g̃(y, s). (18.19)

Ïðåäëîæåíèå 18.2. Óðàâíåíèÿ (18.18) è (18.19) èìåþò ñòàöèî-
íàðíûå ðåøåíèÿ â êëàññå L∞((−∞, +∞); C(Td))∩Lloc

2 ((−∞, +∞); H1(Td)).
Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî ñ
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òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè
‖χ‖L2((N,N+1);H1(Td)) 6 C, ‖χ‖L∞((−∞,∞);L2(Td)) 6 C,

‖G‖L2((N,N+1);H1(Td)) 6 C, ‖G‖L∞((−∞,∞);L2(Td)) 6 C,
(18.20)

ðàâíîìåðíûå ïî N ∈ R, ïðè÷åì êîíñòàíòà C íåñëó÷àéíà è çàâèñèò òîëü-
êî îò âåëè÷èíû λ â óñëîâèè H3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè óðàâíåíèå (18.18) è
ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîò-
ðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ Êîøè âèäà

∂

∂s
χj

N (y, s)−Aχj
N (y, s) =

∂

∂yi
aij(y, s)1[N,N+1)(s),

(y, s) ∈ Td × (N, +∞),

χj
N (y, N) = 0.

(18.21)

Ïðè s < N äîîïðåäåëèì ðåøåíèÿ χj
N (y, s) íóëåì. Â ñèëó èçâåñòíûõ îöåíîê

Íýøà (ñì. [72]) ôóíêöèÿ χj
N íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

‖χj
N‖L∞((−∞,N+1]×Td) 6 c1(λ).

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü â (18.21) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè s > N + 1, ïî
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ïîñëåäíÿÿ îöåíêà âåðíà ïðè âñåõ s:

‖χj
N‖L∞((−∞,+∞)×Td) 6 c1(λ).

Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî χj
N (y, s) ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò ïðè (s−N) →∞.

Ëåììà 18.3. Íàéäóòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûå íå çàâèñÿùèå îò N êîí-
ñòàíòû c2(λ) > 0 è c3(λ) > 0 òàêèå, ÷òî

|χj
N (y, s)| 6 c2 exp(−c3(s−N)). (18.22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî
∫

Td

χj
N (y, s)dy = 0 (18.23)

ïðè êàæäîì s ∈ R. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ (18.18) ïî öè-
ëèíäðó (s1, s2)× Td, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

∫

Td

χj
N (y, s1)dy =

∫

Td

χj
N (y, s2)dy.

Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî, ïîñêîëüêó χj
N (y, N) = 0.

Â ñèëó (18.23) ê ôóíêöèè χj
N (·, s) ïðèìåíèìî ïðè êàæäîì s íåðàâåí-

ñòâî Ïóàíêàðå. Â ñîâîêóïíîñòè ñ H3 ýòî äàåò
∫

Td

aij(y, s)
∂

∂yi
χk

N (y, s)
∂

∂yj
χk

N (y, s)dy > λ−1

∫

Td

|∇yχk
N (y, s)|2dy

> c4λ
−1

∫

Td

|χk
N (y, s)|2dy. (18.24)
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Óìíîæàÿ (18.18) íà χj
N (y, s) è èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî öèëèí-

äðó (Td × (s1, s2), íàõîäèì

‖χk
N (·, s2)‖2L2(Td) − ‖χk

N (·, s1)‖2L2(Td) 6 −c4λ
−1

s2∫

s1

‖χk
N (·, s)‖2L2(Td)ds (18.25)

ïðè âñåõ s1 è s2 òàêèõ, ÷òî N + 1 6 s1 6 s2.
Çàäà÷à 18.2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè óñëîâèè (18.25) ‖χk

N (·, s)‖2L2(Td) ìî-
íîòîííî óáûâàåò ïðè s > N + 1 è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖χk
N (·, s)‖2L2(Td) 6 c2 exp(−c3(s− (N + 1))

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü îöåíêó Íýøà. ¤

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ χ(y, s) ôîðìóëîé

χk(y, s) =
+∞∑

N=−∞
χk

N (y, s). (18.26)

Ïî ïîñòðîåíèþ è â ñèëó ëåììû 18.3 î÷åâèäíî, ÷òî χj(y, s) ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ (18.18) è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (18.20). Ïðîâåðèì ñòà-
öèîíàðíîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ. Èíâàðèàíòíîñòü ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíî öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ è
ñòàöèîíàðíîñòè êîýôôèöèåíòîâ aij(·, s). Äàëåå, ìû ìîæåì ïîâòîðèòü ïðè-
âåäåííóþ âûøå ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ, èñïîëüçóÿ âìåñòî öåëî-
÷èñëåííîãî ðàçáèåíèÿ îñè âðåìåíè ðàçáèåíèå ñ ðàöèîíàëüíûì øàãîì âèäà
q = 1/l. Âíîâü ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ χ(y, s). ×òîáû óáåäèòüñÿ â
ýòîì, äîñòàòî÷íî îáúåäèíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ðåøåíèÿ
â áëîêè äëèíû l è èñïîëüçîâàòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Îò-
ñþäà ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé îòíîñèòåëüíî
âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ñäâèãîâ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷åò ñòàöèîíàðíîñòü.

Åäèíñòâåííîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî (âîîáùå ãî-
âîðÿ, ñëó÷àéíîé) êîíñòàíòû ìîæåò áûòü äîêàçàíà òàê æå, êàê ëåììà 18.3.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ ñòàöè-
îíàðíûõ ðåøåíèé ñ íóëåâûì ñðåäíèì ïî òîðó, òî èõ ðàçíîñòü áóäåò ýêñïî-
íåíöèàëüíî çàòóõàòü ïðè s →∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñòàöèîíàðíîñòè. Ïðåä-
ëîæåíèå äîêàçàíî. ¤

Âûáîð àääèòèâíîé êîíñòàíòû äëÿ ðåøåíèé χk(y, s) è G(y, s) ìîæåò
áûòü çàôèêñèðîâàí ñ ïîìîùüþ óñëîâèé íîðìèðîâêè:∫

Td

χj(y, s)dy = 0,

∫

Td

G(y, s)dy = 0, (18.27)

êîòîðûå âñþäó â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè. Îòìåòèì,
÷òî óñëîâèÿ (18.27) êîððåêòíû, ïîñêîëüêó, êàê ìû âèäåëè ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ïðåäëîæåíèÿ 18.2, ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû íå çàâèñÿò îò s.

Ïîëîæèì χ̃k(y, ω) = χk(y, 0, ω) è G̃(y, ω) = G(y, 0, ω). Êîððåêòíîñòü
ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè χk(y, s) è G(y, s) ïî s.

Ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ aij(y, s+τ, ω) = aij(y, s, Tτω), â ñèëó åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (18.18) èìååì χk(y, s + τ, ω) = χk(y, s, Tτω). Â
÷àñòíîñòè, χk(y, s, ω) = χk(y, 0, Tsω) = χ̃k(y, Tsω). Àíàëîãè÷íî G(y, s, ω) =
G(y, 0, Tsω) = G̃(y, Tsω).
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Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ åùå äâà ñåìåéñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ
ôóíêöèé. Ïåðâîå èç íèõ ïðè êàæäîì s ∈ R íàéäåì èç óðàâíåíèé

∂

∂yi
aij(y, s)

∂

∂yj
ψk(y, s) = − ∂

∂yi
aik(y, s). (18.28)

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷ îá-
ñóæäàëèñü â §7. Íàïîìíèì, ÷òî ýòè çàäà÷è ðàçðåøèìû ïðè êàæäûõ s ∈ R
è ω ∈ Ω, ïîñêîëüêó ñðåäíåå ïî ïåðèîäó ïðàâûõ ÷àñòåé îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Ðåøåíèÿ ψk(y, s) îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ñëó-
÷àéíîé ôóíêöèè àðãóìåíòà s, ñëóæàùåãî â (18.28) ïàðàìåòðîì.

×òîáû ïîñòðîèòü âòîðîå ñåìåéñòâî, îïðåäåëèì ñíà÷àëà ôóíêöèè
aij(y) = Eaij(y, s), g(y) = Eg̃(y, s) = Eg(y, s), (18.29)

êîòîðûå íå çàâèñÿò îò s â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé aij è
g. Ïîñëå ýòîãî íàéäåì ψ

k
(y) è G(y) èç óðàâíåíèé

∂

∂yi
aij(y)

∂

∂yj
ψ

k
(y) = − ∂

∂yi
aik(y), (18.30)

∂

∂yi
aij(y)

∂

∂yj
G(y) = −g(y). (18.31)

18.1.5. Óñðåäíåíèå ôàêòîðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ. I. Ñëó÷àé f = 0. Â
ýòîì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì ÷àñòíûé ñëó÷àé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (18.2),
ò.å. ïîëîæèì f = 0 â (18.2) è ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ôàêòîðèçîâàííîé çàäà÷è
(18.8) ïðè êàæäîì α > 0 ñïðàâåäëèâ ï.í. ðåçóëüòàò îá óñðåäíåíèè. Îäíàêî
ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà, è äàæå âèä
ýòîãî îïåðàòîðà, çàâèñÿò îò âûáîðà α. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì íåçàâè-
ñèìî òðè ñëó÷àÿ: 0 < α < 2, α > 2 è êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé α = 2.

Ïðè α = 2 ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 18.1. Ïóñòü α = 2 è f = 0. Òîãäà ðåøåíèÿ vε çàäà÷è (18.8)

ñõîäÿòñÿ ï.í. ïðè ε → 0 â ïðîñòðàíñòâå L∞(0, T ; L2(Rd)) ê ðåøåíèþ çà-
äà÷è Êîøè

∂

∂t
v0(x, t) = div(â∇v0(x, t)) + b̂ · ∇v0(x, t) + Ĝv0(x, t),

v0(x, 0) = u0(x).
(18.32)

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

âij = E
∫

Td

aik(y, s)
(
δkj +

∂

∂yk
χj(y, s)

)
dy, (18.33)

b̂i = E
∫

Td

(
g̃(y, s)χi(y, s) + aij(y, s)

∂

∂yj
G(y, s)

)
dy, (18.34)

Ĝ = E
∫

Td

g̃(y, s)G(y, s)dy. (18.35)

Ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé α.
Òåîðåìà 18.2. Ïóñòü α < 2 è f = 0. Òîãäà ðåøåíèÿ vε çàäà÷è (18.8)

ñõîäÿòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ïðè ε → 0 â ïðîñòðàíñòâå L∞(0, T ; L2(Rd)) ê
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ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè (18.32) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

âij = E
∫

Td

aik(y, s)
(
δkj +

∂

∂yk
ψj(y, s)

)
dy, (18.36)

b̂ = 0, Ĝ = 0. (18.37)
Òåîðåìà 18.3. Ïóñòü α > 2 è f = 0. Òîãäà ðåøåíèÿ vε çàäà÷è (18.8)

ñõîäÿòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ïðè ε → 0 â ïðîñòðàíñòâå L∞(0, T ; L2(Rd)) ê
ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè (18.32) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

âij =
∫

Td

aik(y)
(
δkj +

∂

∂yk
ψ

j
(y)

)
dy, (18.38)

b̂ = 0, Ĝ = E
∫

Td

g(y)G(y)dy. (18.39)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 18.1. Ñ ïîìîùüþ (18.15) ïåðåïèøåì óðàâ-
íåíèå (18.8) â âèäå (íàïîìíèì, ÷òî f = 0)

∂

∂t
vε(x, t) = div(aε(x, t)∇vε(x, t)) + div(q̃ε(x, t)vε(x, t))− q̃ε(x, t)∇vε(x, t).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îöåíêè (18.14), ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó
‖∂tv

ε‖L2(0,T ;H−1(Rn)) 6 C. (18.40)
Ïî òåîðåìå 5.1 èç [73] ñåìåéñòâî {vε} êîìïàêòíî â L2(0, T ;L2,loc(Rn)).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî u0 ∈ C∞0 ,
òàê ÷òî ðåøåíèå v0 çàäà÷è (18.32) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìî è ïðè
|x| → ∞ óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ëþáîãî ïîðÿäêà.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ǎij(s) =
∫

Td

aik(y, s)
(
δkj +

∂

∂yk
χj(y, s)

)
dy,

b̌i(s) = E
∫

Td

(
g̃(y, s)χi(y, s) + aij(y, s)

∂

∂yj
G(y, s)

)
dy,

Ǧ(s) = E
∫

Td

g̃(y, s)G(y, s)dy.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå

v̌ε(x, t) = v0(x, t) + εχ
(x

ε
,

t

ε2

)
· ∇v0 + εG

(x

ε
,

t

ε2

)
v0

â (18.8). Â ñèëó (18.18), (18.19), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì
∂

∂t
(v̌ε(x, t)− vε(x, t))− div

(
a
(x

ε
,

t

ε2

)
∇(v̌ε(x, t)− vε(x, t))

)

− 1
ε
g̃
(x

ε
,

t

ε2

)
(v̌ε(x, t)− vε(x, t))

=
∂

∂t
v0 +

1
ε

∂

∂s
χk

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂xk
v0 +

1
ε

∂

∂s
G

(x

ε
,

t

ε2

)
v0 + εχk

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂t

∂

∂xk
v0

+ εG
(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂t
v0 − aij

(x

ε
,

t

ε2

) ∂2

∂xi∂xj
v0 − 1

ε

∂

∂yi
aij

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂xj
v0
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− 1
ε
g̃
(x

ε
,

t

ε2

)
v0 − 1

ε

∂

∂yi
aij

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂yj
χk

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂xk
v0

− aij

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂yi
χk

(x

ε
,

t

ε2

) ∂2

∂xk∂xj
v0− ∂

∂yi

(
aij

(x

ε
,

t

ε2

)
χk

(x

ε
,

t

ε2

)) ∂2

∂xk∂xj
v0

− εaij

(x

ε
,

t

ε2

)
χk

(x

ε
,

t

ε2

) ∂3

∂xk∂xi∂xj
v0 − g̃

(x

ε
,

t

ε2

)
χk

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂xk
v0

− 1
ε

∂

∂yi
aij

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂yj
G

(x

ε
,

t

ε2

)
v0 − aij

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂yi
G

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂xj
v0

− ∂

∂yi

((x

ε
,

t

ε2

)x

ε
,

t

ε2
)G

(x

ε
,

t

ε2

)) ∂

∂xj
v0 − εaij

(x

ε
,

t

ε2

)
G

(x

ε
,

t

ε2

) ∂2

∂xi∂xj
v0

− g̃
(x

ε
,

t

ε2

)
G

(x

ε
,

t

ε2

)
v0

=
∂

∂t
v0 − aij

(x

ε
,

t

ε2

) ∂2

∂xi∂xj
v0 − aij

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂yi
χk

(x

ε
,

t

ε2

) ∂2

∂xk∂xj
v0

− ∂

∂yi

(
aij

(x

ε
,

t

ε2

)
χk

(x

ε
,

t

ε2

)) ∂2

∂xk∂xj
v0 − g̃

(x

ε
,

t

ε2

)
χk

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂xk
v0

− aij

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂yi
G

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂xj
v0 − ∂

∂yi

(
aij

(x

ε
,

t

ε2

)
G

(x

ε
,

t

ε2

)) ∂

∂xj
v0

− g̃
(x

ε
,

t

ε2

)
G

(x

ε
,

t

ε2

)
v0 + εχk

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂t

∂

∂xk
v0 + εG

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂t
v0

− εaij

(x

ε
,

t

ε2

)
χk

(x

ε
,

t

ε2

) ∂3

∂xk∂xi∂xj
v0 − εaij

(x

ε
,

t

ε2

)
G

(x

ε
,

t

ε2

) ∂2

∂xi∂xj
v0.

Ïîäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (18.32) âìåñòî ∂

∂t
v0 è ïåðåãðóïïèðóåì

÷ëåíû â ïîëó÷åííîì ñîîòíîøåíèè:

∂

∂t
(v̌ε(x, t)− vε(x, t))− div

(
a
(x

ε
,

t

ε2

)
∇(v̌ε(x, t)− vε(x, t))

)

− 1
ε
g̃
(x

ε
,

t

ε2

)
(v̌ε(x, t)− vε(x, t))

=
[(

âij − ǎij

( t

ε2

)) ∂2

∂xi∂xj
v0 +

(
b̂i − b̌i

( t

ε2

)) ∂

∂xi
v0 +

(
Ĝ− Ǧ

( t

ε2

))
v0

]

+
{

ǎij

( t

ε2

)
− aij

(x

ε
,

t

ε2

)
− aik

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂yk
χj

(x

ε
,

t

ε2

)

− ∂

∂yk

(
akj

(x

ε
,

t

ε2

)
χi

(x

ε
,

t

ε2

))} ∂2

∂xi∂xj
v0

+
{

b̌i

( t

ε2

)
− g̃

(x

ε
,

t

ε2

)
χj

(x

ε
,

t

ε2

)
− aji

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂yi
G

(x

ε
,

t

ε2

)

− ∂

∂yi

(
aij

(x

ε
,

t

ε2

)
G

(x

ε
,

t

ε2

))} ∂

∂xj
v0 +

{
Ǧ

( t

ε2

)
− g̃

(x

ε
,

t

ε2

)
G

(x

ε
,

t

ε2

)}
v0

+ εχk
(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂t

∂

∂xk
v0 + εG

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂t
v0

− εaij

(x

ε
,

t

ε2

)
χk

(x

ε
,

t

ε2

) ∂3

∂xk∂xi∂xj
v0 − εaij

(x

ε
,

t

ε2

)
G

(x

ε
,

t

ε2

) ∂2

∂xi∂xj
v0.
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Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè, çàêëþ÷åííîå â êâàäðàòíûå ñêîáêè, îáîçíà÷èì
÷åðåç Rε

1, à ñóììó âñåõ îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ � ÷åðåç Rε
2. Ïîñêîëüêó âûðàæå-

íèÿ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïåðèîäè÷íû ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è
èìåþò íóëåâîå ñðåäíåå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t, äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñïðàâåä-
ëèâî ïðåäñòàâëåíèå âèäà (18.15) è Rε

2 ïðèíèìàåò âèä

Rε
2 = εdivxκ1,ij

(x

ε
,

t

ε2

) ∂2

∂xi∂xj
v0 + εdivxκ2,i

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂xi
v0

+ εdivxκ3

(x

ε
,

t

ε2

)
v0 + εχk

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂t

∂

∂xk
v0 + εG

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂t
v0

− εaij

(x

ε
,

t

ε2

)
χk

(x

ε
,

t

ε2

) ∂3

∂xk∂xi∂xj
v0

− εaij

(x

ε
,

t

ε2

)
G

(x

ε
,

t

ε2

) ∂2

∂xi∂xj
v0, (18.41)

ïðè÷åì ôóíêöèè κ1,ij(y, s), κ2,i(y, s) è κ3(y, s) ïåðèîäè÷íû ïî y è óäîâëå-
òâîðÿþò îöåíêàì
‖κ1,ij‖L2((s,s+1)×Td) 6 C, ‖κ2,i‖L2((s,s+1)×Td) 6 C, ‖κ3‖L2((s,s+1)×Td) 6 C

ðàâíîìåðíî ïî s ∈ R. Îòñþäà áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì ãëàäêîñòè ôóíêöèè v0

è åå óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñëåäóåò îöåíêà
‖Rε

2‖L2((0,T );H−1(Rd)) 6 Cε,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

sup
06t6T

∣∣∣
t∫

0

∫

Rd

Rε
2(v̌

ε − vε) dxdt
∣∣∣ 6 Cε. (18.42)

Îöåíèì âêëàä Rε
1. Ïî òåîðåìå Áèðêãîôà ôóíêöèè (âij−ǎij(t/ε2)), (̂bi−

b̌i(t/ε2)) è (Ĝ− Ǧ(t/ε2)) ñõîäÿòñÿ ï.í. ê íóëþ ñëàáî â ïðîñòðàíñòâå L2(0, T )
ïðè ε → 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Rε

1 ñõîäèòñÿ ê íóëþ ñëàáî â L2(0, T ; L2(Rd)).
Çàäà÷à 18.3. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
ε→0

sup
06t6T

∣∣∣
t∫

0

∫

Rd

Rε
1(v̌

ε − vε) dxdt
∣∣∣ = 0 ... (18.43)

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü êîìïàêòíîñòüþ ñåìåéñòâà {(v̌ε−vε)} â ïðî-
ñòðàíñòâå C(0, T ; L2,loc(Rd)), áûñòðûì óáûâàíèåì íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíê-
öèè v0 è åå ïðîèçâîäíûõ è ñëàáîé ñõîäèìîñòüþ Rε

1 ê íóëþ.
Óìíîæàÿ óðàâíåíèå

∂

∂t
(v̌ε(x, t)− vε(x, t))− div

(
a
(x

ε
,

t

ε2

)
∇(v̌ε(x, t)− vε(x, t))

)

− 1
ε
g̃
(x

ε
,

t

ε2

)
(v̌ε(x, t)− vε(x, t)) = Rε

1 + Rε
2

íà (v̌ε − vε) è èñïîëüçóÿ (18.42), (18.43), à òàêæå î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî
‖v̌ε(·, 0)− v0(·, 0)‖L∞(Rd) 6 Cε,

òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 18.1, óñòàíàâëè-
âàåì, ÷òî ï.í. èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

lim
ε→0

( ‖v̌ε − vε‖L2((0,T );H1(Rd)) + ‖v̌ε − vε‖L∞((0,T );L2(Rd))) = 0. (18.44)
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÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ãëàäêèõ ôèíèòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ îáùåãî âèäà u0 ∈ L2(Rd) ñõîäèìîñòü ëåãêî

óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü uδ
0 ∈ C∞0 (Rd)

òàêàÿ, ÷òî ‖uδ
0−u0‖L2(Rd) 6 δ. Ðåøåíèå çàäà÷è (18.8) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

uδ
0 îáîçíà÷èì vδ,ε. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 18.1 èìååì

‖vδ,ε − vε‖L∞(0,T ;L2(Rd)) 6 Cδ.

ßñíî òàêæå, ÷òî
‖vδ,0 − v0‖L∞(0,T ;L2(Rd)) 6 Cδ.

Ïî äîêàçàííîìó âûøå vδ,ε ñõîäèòñÿ ê vδ,0 â ïðîñòðàíñòâå L∞(0, T ;L2(Rd)).
Ïîýòîìó

lim sup
ε→0

‖vε − v0‖L∞(0,T ;L2(Rd)) 6 Cδ.

Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè δ îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. ¤

Äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íûõ óòâåðæäåíèé äëÿ ñëó÷àåâ α > 2 è α < 2
òðåáóþò ïðèâëå÷åíèÿ íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ, êîòîðûì è
áóäåò óäåëåíî îñîáîå âíèìàíèå íèæå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 18.2. Êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ñíà÷à-
ëà ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ãëàäêîñòè, à èìåííî, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå åñòü ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü Ψε(z, s) � ñòàöèîíàðíîå, ïåðèîäè÷åñêîå ïî z ðåøåíèå çàäà÷è
∂

∂s
Ψε(z, s) =

∂

∂zi
aij(z, ε2−αs)

∂

∂zj
(Ψε(z, s) + z),

∫

Td

Ψε(z, s)dz = 0. (18.45)

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðåäëîæåíèåì 18.2.
Ëåììà 18.4. Èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè

aij

(x

ε
,

t

εα

)(
∇zΨε

(x

ε
,

t

ε2

)
+I

)
⇀ â ñëàáî â (Lloc

2 ((0,∞)× Rd)n2
, (18.46)

ãäå ìàòðèöà â çàäàíà â (18.36).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

νε(z, s) = ε
2−α

2 Ψε
( z

ε(2−α)/2
,

s

ε2−α

)
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî νε(z, s) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
∂

∂s
νε(z, s) =

∂

∂zi
aij

( z

ε(2−α)/2
, s

) ∂

∂zj
(νε(z, s) + z), (18.47)

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ ñ ëîêàëüíî ïåðèî-
äè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè: êîýôôèöèåíòû ïåðèîäè÷íû è áûñòðî îñöèë-
ëèðóþò ïî ïåðåìåííîé z, â òî âðåìÿ êàê ïî ïåðåìåííîé s ìàñøòàáèðîâàíèÿ
íå äåëàåòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé νε(z, s) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|νε(z, s)| 6 C,

N+1∫

N

∫

[0,1]d

∣∣∣a
( z

ε(2−α)/2
, s

)
∇z(νε(z, s) + z)

∣∣∣
2

dz ds 6 C (18.48)

ñ íåñëó÷àéíîé íå çàâèñÿùåé îò ε êîíñòàíòîé C. Ýòè îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû
â ïðåäëîæåíèè 18.2.
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Ââåäåì áûñòðûå ïåðåìåííûå y =
z

ε(2−α)/2
. Óñðåäíåííûå êîýôôèöèåí-

òû óðàâíåíèÿ (18.47) äàþòñÿ ôîðìóëîé

asp(s) =
∫

Td

a(z, s)(∇zψ(z, s) + I)dz, (18.49)

ãäå ψ(z, s) � ðåøåíèå çàäà÷è (18.28).
Çàäà÷à 18.4. Èñïîëüçóÿ ìåòîä äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè è îöåí-

êè (18.48), äîêàæèòå, ÷òî (1) óðàâíåíèå (18.47) äîïóñêàåò ï.í. óñðåäíåíèå,
(2) êîýôôèöèåíòû óñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ çàäàíû ôîðìóëîé (18.49) è (3)
èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

a
( z

ε(2−α)/2
, s

)
(∇νε(z, s) + I) 2

⇀a(y, s)(∇yψ(y, s) + I) (18.50)

ï.í. ñëàáî äâóõìàñøòàáíî.
Îáîçíà÷èì

Sε(s) =
∫

Td

a(y, s)νε(ε(2−α)/2y, s)dy.

Èç (18.50) ñëåäóåò, ÷òî ï.í. Sε(s) ⇀ asp(s) ñëàáî â L2,loc(R) ïðè ε → 0.
Çàäà÷à 18.5. Ïóñòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ηε(s) ñòàöèîíàðåí, ‖ηε‖L2(0,1) 6

C è ηε(s) ñõîäèòñÿ ï.í. ê íóëþ ñëàáî â L2,loc(R) ïðè ε → 0. Äîêàæèòå, ÷òî
ηε(s/εγ) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íóëþ â L2,loc(R) ïî âåðîÿòíîñòè ïðè êàæäîì
γ > 0.

Òàêèì îáðàçîì, Sε(s/εα)−asp(s/εα) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ñëàáî â L2,loc(R)
ïî âåðîÿòíîñòè. Ïî òåîðåìå Áèðêãîôà

asp(s/εα) ⇀ â ñëàáî â L2,loc(R) ï.í.
ïðè ε → 0, ÷òî âìåñòå ñ ïðåäûäóùåé ñõîäèìîñòüþ äàåò

Sε(s/εα) ⇀ â ñëàáî â L2,loc(R)

ïî âåðîÿòíîñòè. Íàêîíåö, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ Sε, νε è ïåðèîäè÷íîñòè Ψε(y, s)
ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó èìååì

aij(
x

ε
,

t

εα
)
(
∇zΨε

(x

ε
,

t

ε2

)
+ I

)
− Sε(

s

εα
) ⇀ 0 ñëàáî â L2,loc(Rd+1).

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. ¤

Ïîäñòàâèì â ôàêòîðèçîâàííîå óðàâíåíèå (18.8) ðàçíîñòü (v̆ε−vε), ãäå

v̆ε = v0(x, t) + εΨε,j
(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂xj
v0.

Ó÷èòûâàÿ (18.45), (18.32), (18.36) è (18.37), ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé
íàéäåì

∂

∂t
(v̆ε(x, t)− vε(x, t))− div

(
a(

x

ε
,

t

εα
)∇(v̆ε(x, t)− vε(x, t))Big)

− 1
εα/2

g̃
(x

ε
,

t

εα

)
(v̆ε(x, t)− vε(x, t)) =

{
âij − aij(

x

ε
,

t

εα
)

− aik(
x

ε
,

t

εα
)

∂

∂yk
Ψε,j

(x

ε
,

t

ε2

)
− ∂

∂yk

(
akj(

x

ε
,

t

εα
)Ψε,i

(x

ε
,

t

ε2

))}
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∂2

∂xi∂xj
v0 − ε−α/2g̃(

x

ε
,

t

εα
)v0 − ε1−α/2g̃(

x

ε
,

t

εα
)Ψε,j

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂xj
v0

−−εΨε,k
(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂t

∂

∂xk
v0 − εaij(

x

ε
,

t

εα
)Ψε,k(

x

ε
,

t

εα
)

∂3

∂xk∂xi∂xj
v0. (18.51)

Ïî ëåììå 18.4 âûðàæåíèå
{

aij − aij

(x

ε
,

t

εα

)
− aik

(x

ε
,

t

εα

) ∂

∂yk
Ψε,j

(x

ε
,

t

ε2

)} ∂2

∂xi∂xj
v0

ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íóëþ â L2(0, T ; L2(Rd)) ïî âåðîÿòíîñòè. Îñòàëüíûå ÷ëåíû
â ïðàâîé ÷àñòè (18.51) ñõîäÿòñÿ ê íóëþ â íîðìå L2(0, T ;H−1(Rd)) ï.í. ëèáî
ïî âåðîÿòíîñòè. Îòñþäà, òàê æå êàê â ñëó÷àå α = 2, ñëåäóåò ñõîäèìîñòü
(v̆ε − vε) ê íóëþ. Ñïðàâåäëèâîñòü ðåçóëüòàòà äëÿ îáùåãî íà÷àëüíîãî óñëî-
âèÿ ïðîâåðÿåòñÿ òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû. ¤

Ïåðåõîäèì ê ñëó÷àþ α > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 18.3. Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, ñíà-
÷àëà ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû äëÿ ãëàäêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé
u0 ñ ôèíèòíûì íîñèòåëåì. Íàì ïîòðåáóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óðàâíåíèÿ

∂

∂s
ζε(z, s) =

∂

∂zi
aij(z,

s

εα−2
)

∂

∂zj
(ζε(z, s) + z), (18.52)

∂

∂s
G ε(z, s) =

∂

∂zi
aij(z,

s

εα−2
)

∂

∂zj
G ε(z, s)− g̃(z,

s

εα−2
), (18.53)

êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñ íóëåâûì
ñðåäíèì â ñèëó ëåììû 18.3.

Ëåììà 18.5. Èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè

a
(x

ε
,

t

εα

)(
∇zζ

ε
(x

ε
,

t

ε2

)
+ I

)
⇀ â ñëàáî â (Lloc

2 ((0,∞)× Rd)n2
, (18.54)

a
(x

ε
,

t

εα

)
∇zG

ε
(x

ε
,

t

ε2

)
+ g̃(

x

ε
,

t

εα
)∇zζ

ε
(x

ε
,

t

ε2

)
⇀ 0

ñëàáî â (Lloc
2 ((0,∞)× Rd)d,

(18.55)

G ε
(x

ε
,

t

ε2

)
g̃(

x

ε
,

t

εα
) ⇀ Ĝ ñëàáî â Lloc

2 ((0,∞)× Rd, (18.56)

ãäå ìàòðèöà â è âåëè÷èíà Ĝ çàäàíû â (18.38) è (18.39) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

aij

(
z,

s

ε(2−α)

)(
∇ζε(z, s) + I

)
⇀ a(z)(∇ψ(z) + I))

ñëàáî â L2,loc(R1× Td) ï.í. ,
(18.57)

ãäå a(z) = Ea(z, s) è ψ(z) � ðåøåíèå çàäà÷è (18.30). Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó Êîøè

∂

∂s
ζε
s0

(z, s) =
∂

∂zi
aij

(
z,

s

ε(2−α)

)( ∂

∂zj
ζε
s0

(z, s) + I
)
,

ζε
s0

(z, s0) = 0
(18.58)



218 Ãëàâà III. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ

â öèëèíäðå Td × (s0,∞). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ0
s0

(z, s) ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé
çàäà÷è Êîøè ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè êîýôôèöèåíòàìè a(z), çàäàííûìè â
(18.29):

∂

∂s
ζ0
s0

(z, s) =
∂

∂zi
aij(z)

( ∂

∂zj
ζ0
s0

(z, s) + I
)
,

ζε
s0

(z, s0) = 0.

(18.59)

Èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 18.3 ñëåäóåò, ÷òî
‖ζε − ζε

s0
‖L2(s,s+1;H1(Td)) + ‖ζε(·, s)− ζε

s0
(·, s)‖L∞(Td) 6 c1 exp(−c2(s− s0))

ïðè s > s0, ïðè÷åì êîíñòàíòû c1 > 0 è c2 > 0 íåñëó÷àéíû è íå çàâèñÿò îò
ε. Ëåãêî òàêæå ïðîâåðèòü (ïðîâåðüòå!), ÷òî ζ0

s0
(z, s) ñõîäèòñÿ ñ ýêñïîíåí-

öèàëüíîé ñêîðîñòüþ ê ψ(z) ïðè (s− s0) →∞. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñõîäèìîñòè (18.57) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

aij

(
z,

s

ε(2−α)

)
(∇ζε

s0
(z, s) + I) ⇀ a(z)(∇ζ0

s0
(z, s) + I))

ñëàáî â L2,loc(R1× Td) ï.í.
(18.60)

ïðè âñåõ s0. Óêàçàííàÿ ñõîäèìîñòü ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà êîýô-
ôèöèåíòû a(z, s) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî z, ïðè÷åì |∇a(z, s)| 6
C. Â ýòîì ñëó÷àå, äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (18.58) ïî z, ïîëó÷èì îöåíêè
(ïîëó÷èòå!)

‖∇ζε
s0
‖L2(s,s+1;H1(Td)) 6 C, ‖∂t∇ζε

s0
‖L2(s,s+1;H−1(Td)) 6 C,

èç êîòîðûõ â ñèëó òåîðåìû 5.1 èç [73] ñëåäóåò êîìïàêòíîñòü ñåìåéñòâà
ôóíêöèé ∇ζε

s0
(z, s) â ïðîñòðàíñòâå L2((s0,∞); L2(Td)).

Ïî òåîðåìå Áèðêãîôà ñåìåéñòâî {a(z, s/ε(2−α))} ñëàáî ñõîäèòñÿ ï.í. â
L2,loc(R1 × Td) ê a(z).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå çàäà÷è (18.58), ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ï.í. ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ñåìåéñòâà {ζε

s0
} åñòü ðåøåíèå

çàäà÷è (18.59). Ñõîäèìîñòü (18.60) ñëåäóåò òåïåðü èç êîìïàêòíîñòè ñåìåé-
ñòâà ∇ζε

s0
(z, s) è òåîðåìû Áèðêãîôà.

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ îáùåãî âèäà ñõîäèìîñòü (18.60) ìîæåò áûòü ïðî-
âåðåíà ïóòåì àïïðîêñèìàöèè. Ïóñòü δn � óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, δn → 0 ïðè n → ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç aδ(z, s) è
aδ(z) ðåãóëÿðèçîâàííûå ïî ïåðåìåííîé z ôóíêöèè a(z, s) è a(z), îïðåäåëå-
íèå ðåãóëÿðèçàöèè áûëî äàíî â (2.6). Òîãäà íà ìíîæåñòâå ïîëíîé ìåðû â
Ω âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
(
aδn

(
z,

s

εα−2

)
−aδn(z)

)
⇀ 0 ñëàáî â L2,loc(R1; H1(Td)) ïðè ε → 0, (18.61)

lim
ε→0

∥∥∥
(
aδn

(
z,

s

εα−2

)
− aδn

(
z,

s

εα−2

))∥∥∥
2

L2((s1,s2)×Td)
(18.62)

= (s2 − s1)E‖aδn(z, s)− a(z, s)‖2L2(Td)
def= κ(δn). (18.63)

Ïîñêîëüêó ïðè ïî÷òè âñåõ ω âûðàæåíèå ‖aδn(z, s)− a(z, s)‖2L2(Td) ñõîäèòñÿ
ê íóëþ ïðè n →∞, ïî òåîðåìå Ëåáåãà èìååì

lim
n→∞

κ(δn) = 0 (18.64)
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Ïóñòü ζs0(z, s) � ïðîèçâîëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ñåìåéñòâà ζε
s0

(z, s) è

Φϕ(u) def=
∣∣∣∣
∞∫

0

∫

Td

(u(z, s)∂sϕ(z, s)− a(z)(∇u(z, s) + I) · ∇ϕ(z, s))dz ds

∣∣∣∣.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé òåñòîâîé ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 ((s0,∞)× Td)

Φϕ(ζs0) = lim
ε→0

Φϕ(ζε
s0

).

Îöåíèì âåëè÷èíó Φϕ(ζε
s0

):

Φϕ(ζε
s0

)6
∣∣∣∣
∞∫

0

∫

Td

(
ζε
s0

(z,s)∂sϕ(z,s)−a
(
z,

s

εα−2

)
(∇ζε

s0
(z,s) + I)∇ϕ(z,s)

)
dz ds

∣∣∣∣

+
∣∣∣∣
∞∫

0

∫

Td

(
a
(
z,

s

εα−2

)
− aδ

(
z,

s

εα−2

))
(∇ζε

s0
(z, s) + I)∇ϕ(z, s)dz ds

∣∣∣∣

+
∣∣∣∣
∞∫

0

∫

Td

(
aδ

(
z,

s

εα−2

)
− aδ(z)

)
(∇ζε

s0
(z, s) + I)∇ϕ(z, s)dz ds

∣∣∣∣

+
∣∣∣∣
∞∫

0

∫

Td

(
aδ(z)− a(z)

)
(∇ζε

s0
(z, s) + I)∇ϕ(z, s)dz ds

∣∣∣∣.

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà îáðàùàåòñÿ â íóëü â
ñèëó óðàâíåíèÿ äëÿ ζε

s0
. Âûáåðåì s1 è s2 òàê, ÷òî supp(ϕ) ⊂ (s1, s2) × Td.

Ñ ó÷åòîì îöåíîê ïðåäëîæåíèÿ 18.2 íàõîäèì

Φϕ(ζε
s0

) 6 C

s2∫

s1

∫

Td

(
a
(
z,

s

εα−2

)
− aδn

(
z,

s

εα−2

))2

dz ds

+
∣∣∣∣
∞∫

0

∫

Td

(
aδn

(
z,

s

εα−2

)
− aδn(z)

)
(∇ζε

s0
(z, s) + I)∇ϕ(z, s)dz ds

∣∣∣∣

+ C

∫

Td

(aδn(z)− a(z))2dz.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (18.61) è êîìïàêòíîñòü ζε
s0

â C(s1, s2; L2(Td)), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè
ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè ε → 0. Ïîýòîìó

lim sup
ε→0

Φϕ(ζε
s0

) 6 Cκ(δn) + C‖aδn(z)− a(z)‖2L2(Td).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè n èìååì lim
ε→0

Φϕ(ζε
s0

) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ζs0 ñîâ-
ïàäàåò ñ ζ0

s0
, è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ζε

s0
ñõîäèòñÿ ï.í. ê ζ0

s0
.

Ïîïóòíî ìû äîêàçàëè ôîðìóëó (18.60), à ñ íåé è (18.57). Îòñþäà, òàê
æå êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 18.4, ñëåäóåò (18.54). Ñõîäèìîñòè (18.55)
è (18.56) ìîãóò áûòü äîêàçàíû àíàëîãè÷íî, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî∫

Td

(a(z)∇zG(z) + g(z)ψ(z))dz = 0.
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Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (18.30) è (18.31) èìååì
∫

Td

g(z)ψ(z)dz = −
∫

Td

div(a(z)∇zG(z))ψ(z))dz

= −
∫

Td

div(a(z)∇zψ(z))G(z)dz =
∫

Td

diva(z)G(z)dz

= −
∫

Td

a(z)∇zG(z))dz,

è òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò. ¤

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 18.3 ïðàêòè÷åñêè íå îòëè-
÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïîýòî-
ìó ìû îñòàâëÿåì åå ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. ¤

Çàìå÷àíèå 18.3. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 18.1�18.3 ìû íèãäå íå
èñïîëüçîâàëè óñëîâèå ïåðåìåøèâàíèÿ H5, ïîýòîìó óòâåðæäåíèÿ ýòèõ òåî-
ðåì òàêæå âåðíû äëÿ îáùèõ ñòàöèîíàðíûõ ýðãîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè è
ïåðèîäè÷åñêèõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ïîëåé êîýôôèöèåíòîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì H3 è

∫

Td

g̃(y, s)dy = 0 ïðè âñåõ s ï.í.

Çàìå÷àíèå 18.4. Ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 18.1�18.3 ïðèìåíèìû
áåç êàêèõ-ëèáî ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ê ñëó÷àþ óðàâíåíèÿ (18.13) ñ
ãëàäêîé ôèíèòíîé ïî ïåðåìåííîé x ïðàâîé ÷àñòüþ h(x, t). Â ñèëó ðàâ-
íîìåðíûõ àïðèîðíûõ îöåíîê (18.14) ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ òàêæå
îñòàþòñÿ â ñèëå äëÿ ïðîèçâîëüíîé h(x, t) ∈ L2((0, T )×Rd). Òî÷íàÿ ôîðìó-
ëèðîâêà áóäåò äàíà â íà÷àëå ñëåäóþùåãî ðàçäåëà.

18.1.6. Óñðåäíåíèå ôàêòîðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ. II. Îáùèé ñëó÷àé.
Çàéìåìñÿ óñðåäíåíèåì ôàêòîðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ (18.8) ñ íåíóëåâîé ïðà-
âîé ÷àñòüþ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå (18.13) ñ ôèê-
ñèðîâàííîé h(x, t) ∈ L2((0, T ) × Rd). Êàê îòìå÷àëîñü â çàìå÷àíèè 18.4,
ìåòîäû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ðàáîòàþò è â ýòîì ñëó÷àå. Ñïðàâåäëèâ ñëå-
äóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 18.4. Ïóñòü h(x, t) ∈ L2((0, T )× Rd), è z0 ∈ L2(Rd). Òîãäà
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (18.13) ñõîäÿòñÿ ï.í. ïðè α = 2 è ïî âåðîÿòíîñòè ïðè
α 6= 2 ê ðåøåíèþ çàäà÷è

∂

∂t
z0(x, t) = div(â∇z0(x, t)) + b̂ · ∇z0(x, t) + Ĝz0(x, t) + h(x, t),

z0(x, 0) = z0(x).
(18.65)

ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, çàäàííûìè ôîð-
ìóëàìè (18.33)�(18.35) ïðè α = 2, (18.36)�(18.37) ïðè 0 < α < 2, è (18.38)�
(18.39) ïðè α > 2.

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè

ζε
t =

1
ε1∧α

2

t∫

0

〈g〉
( s

εα

)
ds.



§ 18. Íåàâòîíîìíûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ 221

Ïóñòü ñíà÷àëà α 6 2. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå vε çàäà÷è (18.8) â âèäå ñóììû
vε = V ε + (vε − V ε), ãäå V ε(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â Rd × (0, T )

∂

∂t
V ε(x, t) = div(â∇V ε(x, t)) + b̂ · ∇V ε(x, t) + ĜV ε(x, t)

+ f(x, t) exp(−ζε
t ),

V ε(x, 0) = u0(x)

(18.66)

ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàäàííûìè ôîðìóëàìè (18.33)�(18.35), ëèáî (18.36)�
(18.37) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ α. Ïðîâåðèì, ÷òî (vε − V ε) → 0 â
L2((0, T ) × Rd) ïî âåðîÿòíîñòè, â òî âðåìÿ êàê V ε ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäå-
ëåíèþ â L2((0, T )×Rd) ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè ñî ñëó÷àéíîé
ïðàâîé ÷àñòüþ:

∂

∂t
v0(x, t) = div(â∇v0(x, t)) + b̂ · ∇v0(x, t) + Ĝv0(x, t)

+ f(x, t) exp(−σWt),

v0(x, 0) = u0(x),

(18.67)

ãäå σ îïðåäåëåíà â (18.10).
Ïðåäëîæåíèå 18.3. Ôóíêöèÿ (vε − V ε) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïî âåðî-

ÿòíîñòè â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2((0, T )× Rd).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 18.2 ïðîöåññ ζε
t ñõîäèòñÿ ïðè ε → 0

ê σWt ïî ðàñïðåäåëåíèþ â ïðîñòðàíñòâå C(0, T ), ïîýòîìó ñëó÷àéíàÿ ôóíê-
öèÿ f(x, t)ζε

t ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ â ïðîñòðàíñòâå L2((0, T ) × Rd) ê
σf(x, t)Wt. Ïî òåîðåìå Ïðîõîðîâà îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî δ > 0
íàéäåòñÿ êîìïàêò Kδ ⊂ L2((0, T ) × Rd) òàêîé, ÷òî P{f(x, t)ζε

t 6∈ Kδ} 6 δ.
Âûáåðåì â Kδ êîíå÷íóþ δ-ñåòü {hj}, j = 1, 2, . . . , N(δ), è îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç zε

j (x, t) è z0
j (x, t) ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (18.13) è (18.65) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

hj(x, t) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì u0(x). Ñîãëàñíî òåîðåìàì 18.1 è 18.2 äëÿ
êàæäîãî δ > 0 ìîæíî âûáðàòü ε0(δ) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ ε < ε0(δ)

max
j

P{‖zε
j − z0

j ‖L2(0,T ;Rd) > δ} <
δ

N(δ)
.

Ââåäåì ñîáûòèÿ
Ej = {Ω : ‖f(x, t)ζε

t − hj(x, t)‖L2(0,T ;Rd) < δ}.

Ïî ïîñòðîåíèþ P(Ω \ ⋃N(δ)
j=1 Ej) < δ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñîãëàñíî îöåíêå

(18.14) è àíàëîãè÷íîé òðèâèàëüíîé îöåíêå äëÿ óñðåäíåííîé çàäà÷è ïðè
âñåõ ω ∈ Ej ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖V ε − vε‖L2 6 ‖V ε − z0
j ‖L2 + ‖z0

j − zε
j‖L2 + ‖zε

j − vε‖L2

6 2Cδ + ‖z0
j − zε

j‖L2 ,

ñ óíèâåðñàëüíîé êîíñòàíòîé C, ïîýòîìó ïðè âñåõ ε < ε0(δ)

P{‖V ε − vε‖L2 > (2C + 1)δ}

6 P(Ω \
N(δ)⋃

j=1

Ej) +
N(δ)∑

j=1

P{Ej ∩ (‖V ε − vε‖L2 > (2C + 1)δ)}
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6 δ +
N(δ)∑

j=1

P{‖z0
j − zε

j‖L2 > δ} 6 δ +
N(δ)∑

j=1

δ

N(δ)
= 2δ,

÷òî äàåò èñêîìóþ ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè. ¤

Ïðåäëîæåíèå 18.4. Ôóíêöèÿ V ε ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðè
ε → 0 â ïðîñòðàíñòâå L2((0, T )× Rd) ê ðåøåíèþ v0 çàäà÷è (18.67).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè
çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò ïðàâîé ÷àñòè â íîðìå L2((0, T ) × Rd) â çàäà÷å
(18.65). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðàâûõ ÷à-
ñòåé âëå÷åò òðåáóåìóþ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé. ¤

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ðåçóëüòàò î ñõîäèìîñòè
äëÿ íåîäíîðîäíîãî ôàêòîðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ (18.8)

Òåîðåìà 18.5. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ H1�H5. Òîãäà ïðè
α 6 2 ðåøåíèå ôàêòîðèçîâàííîé çàäà÷è (18.8) ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ
ïðè ε → 0 ê ðåøåíèþ çàäà÷è (18.67) â ïðîñòðàíñòâå L2((0, T ) × L2(Rd)),
ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ïðåäåëüíîãî óðàâíåíèÿ çàäàíû ôîðìóëàìè (18.33)�
(18.35) ïðè α = 2, è ôîðìóëàìè (18.36), (18.37) ïðè α < 2.

Ïðè α > 2 ðåøåíèå çàäà÷è (18.8) ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè â ïðî-
ñòðàíñòâå L2((0, T )× L2(Rd)) ê ðåøåíèþ äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è

∂

∂t
v0(x, t) = div(â∇v0(x, t)) + b̂ · ∇v0(x, t) + Ĝv0(x, t) + f(x, t),

v0(x, 0) = u0(x),
(18.68)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîé îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (18.38), (18.39).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè α 6 2 äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå
vε = V ε +(vε−V ε) è ïðåäëîæåíèÿ 18.3 è 18.4. Ïðè α > 2 òðåáóåìîå óòâåð-
æäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 18.4, ëåììû 18.2 è àïðèîðíîé
îöåíêè (18.14). ¤

18.1.7. Óñðåäíåíèå èñõîäíîãî íåôàêòîðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ. Íàøà
öåëü � ïîëó÷åíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ îá óñðåäíåíèè èñõîäíîé çàäà÷è
(18.2), (18.3). Íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî òåõíè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ áûëè äî-
êàçàíû âûøå.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè α 6 2 ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (exp(ζε
t ), exp(−ζε

t )) ñõîäèò-
ñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ïðîöåññó (exp(σWt), exp(−σWt)), ãäå ζε

t è σ çàäàíû
â (18.9), (18.10).

Òåîðåìà 18.6. Ïóñòü α 6 2 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ H1�H5. Òîãäà
ïðè ε → 0 ðåøåíèå uε çàäà÷è (18.2), (18.3) ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ â
ñèëüíîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà L2(Rd× (0, T )) ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîãî
ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

dû =
(
âij

∂2û

∂xi∂xj
+ b̂i

∂û

∂xi
+ ĝû

)
dt + σû dWt + f(x, t),

û(x, 0) = u0(x),
(18.69)

ãäå ĝ = Ĝ + σ2, êîýôôèöèåíòû âij, b̂i è Ĝ îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (18.33)�
(18.35) ïðè α = 2 è ôîðìóëàìè (18.36), (18.37) ïðè α < 2, à σ çàäàíà
ôîðìóëîé (18.10).
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Â ñèëó [41, òåîðåìà 6.7] çàäà÷à (18.69) êîððåêòíà è èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.

Çàìå÷àíèå 18.5. Åñëè â çàäà÷å (18.2), (18.3) ñðåäíåå ôóíêöèè g(z, s)
ïî ïåðåìåííîé z îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè êàæäîì s ï.í., òî ïðèìåíèìà òåî-
ðåìà 18.4. Ïîýòîìó ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé, è uε

ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè (è äàæå ï.í. ïðè α = 2) ê íåñëó÷àéíîé ôóíêöèè.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò σ â (18.69) ðàâåí íóëþ.

Ïðè α > 2 óñðåäíåííîå óðàâíåíèå âñåãäà áóäåò äåòåðìèíèðîâàííûì.
Òåîðåìà 18.7. Ïóñòü α > 2, è ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ

H1�H5. Òîãäà ïðè ε → 0 ðåøåíèå uε çàäà÷è (18.2), (18.3) ñõîäèòñÿ ïî
âåðîÿòíîñòè â íîðìå L2(Rd× (0, T )) ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé çàäà÷è Êîøè

dû =
(
âij

∂2û

∂xi∂xj
+ b̂i

∂û

∂xi
+ Ĝû

)
dt + f(x, t),

û(x, 0) = u0(x),
(18.70)

ãäå êîýôôèöèåíòû âij, b̂i è Ĝ îïðåäåëåíû â (18.38)�(18.39).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 18.6. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå uε çàäà÷è
(18.2), (18.3) â âèäå

uε(x, t) = (vε(x, t)− V ε(x, t)) exp(ζε
t ) + V ε(x, t) exp(ζε

t ),

ãäå vε è V ε � ðåøåíèÿ çàäà÷ (18.8) è (18.66) ñîîòâåòñòâåííî, è ζε
t çàäàíà

â (18.9). Êàê áûëî äîêàçàíî â ïðåäëîæåíèè 18.3, â ïåðâîì ñëàãàåìîì â
ïðàâîé ÷àñòè ìíîæèòåëü (vε(x, t)−V ε(x, t)) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïî âåðîÿòíîñòè
â íîðìå L2(Rd × (0, T )). Ïîñêîëüêó ïî ëåììå 18.2 ôóíêöèè ζε

t ñõîäÿòñÿ ïî
ðàñïðåäåëåíèþ â C[0, T ], ïðîèçâåäåíèå (vε(x, t)−V ε(x, t)) exp(ζε

t ) ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ ïî âåðîÿòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd × (0, T )) (ïðîâåðüòå!).

Âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïåðâûé ñîìíîæèòåëü V ε íåïðåðûâíî îòîáðàæà-
åò â íîðìå C[0, T ] òðàåêòîðèè ζε

· â ïðîñòðàíñòâî L2(Rd × (0, T )). Ïîýòîìó
ïðîèçâåäåíèå V ε(x, t) exp(ζε

t ) åñòü íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë ïðîöåññà ζε
·

â òîïîëîãèè C[0, T ] ñî çíà÷åíèÿìè â L2(Rd × (0, T )). Â ñèëó ýòîé íåïðå-
ðûâíîñòè ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðîöåññà ζε

· ê σW· â C[0, T ] âëå÷åò
ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ âûðàæåíèÿ V ε exp(ζε

· ) ê ñëó÷àéíîé ôóíêöèè
v0 exp(σW·) â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd×(0, T )), ãäå v0 � ðåøåíèå çàäà÷è (18.67).

Îáîçíà÷èì û = v0 exp(σW·) è

Â = âij
∂2

∂xi∂xj
+ b̂i

∂

∂xi
+ Ĝ.

Ïîêàæåì, ÷òî û óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (18.69). Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé ϕ(x) ∈ C∞0 (Rd) ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (û(t), ϕ) â
L2(Rd) êàê ôóíêöèþ âðåìåíè è ïðèìåíèì ê ýòîé ôóíêöèè ôîðìóëó Èòî:

d(û, ϕ) = exp(σWt)d(v0(t), ϕ) + σ(v0(t), ϕ) exp(σWt)dWt

+ 1/2σ2(v0(t), ϕ) exp(σWt)dt

= exp(σWt)(Âv0(t), ϕ)dt + (f(x, t), ϕ) exp(σWt) exp(−σWt)dt

+ σ(û(t), ϕ)dWt + 1/2σ2(û(t), ϕ)dt

= (Âû(t), ϕ)dt + 1/2σ2(û(t), ϕ)dt + (f(x, t), ϕ)dt + σ(û(t), ϕ)dWt.
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Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå â ñî÷åòàíèè ñ î÷åâèäíûì ðàâåíñòâîì û(0) = u0

îçíà÷àåò, ÷òî û � ðåøåíèå çàäà÷è (18.69). Ñîãëàñíî [41, òåîðåìà 6.7] ðå-
øåíèå ýòîé çàäà÷è åäèíñòâåííî, ïîýòîìó îíî îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåò
ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. ¤

Çàìå÷àíèå 18.6. Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåé òåîðåìû îïèðàåòñÿ
íà òåîðåìó Ñêîðîõîäà (äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [41, òåîðåìà 2.4]). Èíòåðåñóþ-
ùèéñÿ ÷èòàòåëü ìîæåò âîñïðîèçâåñòè ýòî äîêàçàòåëüñòâî ñàìîñòîÿòåëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 18.7. Óòâåðæäåíèå ëåãêî ñëåäóåò èç ëåììû
18.2 è òåîðåìû 18.5. ¤

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû
äëÿ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷. Íà÷íåì ñ óñëîâèÿ Äèðèõëå. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ëèïøèöåâîé îáëàñòè Q ⊂ Rd ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâå Q×
(0, T ) íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó Äèðèõëå

∂

∂t
uε(x, t) = div

(
a
(x

ε
,

t

εα

)
∇uε(x, t)

)
+

1
ε1∧α

2
g
(x

ε
,

t

εα

)
uε(x, t) + f(x, t),

uε(x, t) = 0 ïðè x ∈ ∂Q, u(x, 0) = u0(x).
(18.71)

Êàê è ïðåæäå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî u0 ∈ L2(Q) è f ∈ L2(Q × (0, T )). Ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ H3 ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ òàêîé
çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå L2((0, T );

◦
H1(Q))∩C((0, T ); L2(Q)) ïðè êàæäîì ε > 0

õîðîøî èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð, [72]).
Ïðèâîäèìûå íèæå óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü äîêàçàíû òàê æå, êàê â

ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè, ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâà îïóñêàåì. Ïðè α 6 2 ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 18.8. Ïóñòü α 6 2, è ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ
H1�H5. Òîãäà ïðè ε → 0 ðåøåíèå uε çàäà÷è (18.71) ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäå-
ëåíèþ â ñèëüíîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà L2(Q×(0, T )) ê ðåøåíèþ óñðåä-
íåííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

dû =
(
âij

∂2û

∂xi∂xj
+ b̂i

∂û

∂xi
+ ĝû

)
dt + σû dWt + f(x, t),

û(x, t) = 0 ïðè x ∈ ∂Q, û(x, 0) = u0(x),
(18.72)

ïðè÷åì âñå êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíû â òåîðåìå 18.6.
Ïðè α > 2 ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû 18.7.
Òåîðåìà 18.9. Ïóñòü α > 2, è ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ

H1�H5. Òîãäà ïðè ε → 0 ðåøåíèå uε çàäà÷è (18.71) ñõîäèòñÿ ïî âåðî-
ÿòíîñòè â íîðìå L2(Q× (0, T )) ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è Äèðèõëå

dû =
(
âij

∂2û

∂xi∂xj
+ b̂i

∂û

∂xi
+ Ĝû

)
dt + f(x, t),

û(x, t) = 0 ïðè x ∈ ∂Q, û(x, 0) = u0(x),
(18.73)

âñå êîýôôèöèåíòû êîòîðîé áûëè îïðåäåëåíû â òåîðåìå 18.7.
Òàêèå æå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëî-

âèé Íåéìàíà è Ôóðüå. Ìû íå áóäåì óòîìëÿòü ÷èòàòåëÿ èõ îïèñàíèåì.
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18.2. Óðàâíåíèÿ ñ áîëüøîé êîíâåêöèåé.
18.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ìû ïåðåõîäèì ê èçó÷åíèþ óðàâíåíèÿ êîí-

âåêöèè-äèôôóçèè
∂

∂t
uε(x, t) = div

(
a
(x

ε
,

t

ε2

)
∇uε(x, t)

)
+

1
ε
b
(x

ε
,

t

ε2

)
∇uε(x, t), (18.74)

â Rd × (0, T ) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
uε(x, 0) = u0(x) ∈ L2(Rd). (18.75)

Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî àâòîìîäåëüíîå óðàâ-
íåíèå. Èçó÷åíèå íåàâòîìîäåëüíîãî ñëó÷àÿ íàòàëêèâàåòñÿ íà ñåðüåçíûå äî-
ïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè è âûõîäèò çà ðàìêè ýòîé êíèãè.

Ïåðå÷èñëèì óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà (18.74), àíàëîãè÷-
íûå óñëîâèÿì H1�H5 â ï. 18.1.1, çà èñêëþ÷åíèåì H4.

A1. Êîýôôèöèåíòû aij(y, s) è bi(y, s) ïåðèîäè÷íû ïî ïåðåìåííîé y ñ
ïåðèîäîì 1 ïî êàæäîìó êîîðäèíàòíîìó íàïðàâëåíèþ.

A2. Ôóíêöèè aij(y, s) è bi(y, s) ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ñòàöèîíàðíû-
ìè ïðîöåññàìè ïî ïåðåìåííîé s, çàäàííûìè íà âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå (Ω, F ,P), ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå ïåðèîäè-
÷åñêèõ ôóíêöèé. Ìû ïðåäïîëàãàåì èçìåðèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ
aij(y, s) = aij(y, s, ω) è bi(y, s) = bi(y, s, ω) îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû
B(Td)×B(−∞,+∞)×F , ãäå B � áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà.

Áîëåå òîãî, ïðîöåññû aij(y, s) è bi(y, s) ïðåäñòàâèìû êàê äåé-
ñòâèå íåêîòîðîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû Ts íà ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû ãij(y) è b̃i(y) ñî çíà÷åíèÿìè â L∞(Td), ò.å.

aij(y, s, ω) = ãij(y, Tsω), bi(y, s, ω) = b̃i(y, Tsω). (18.76)
A3. Ðàâíîìåðíàÿ ïàðàáîëè÷íîñòü: λ−1|ζ|2 6 aij(y, τ)ζiζj 6 λ|ζ|2, λ >

0, |bi(y, s)| 6 λ ïðè âñåõ y, τ è ζ ∈ Rd.
A4. Ïåðåìåøèâàíèå. Ñïðàâåäëèâî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ ñîîò-

íîøåíèé:
∞∫

0

κ(γ)dγ < ∞,

∞∫

0

√
ϕ(γ)dγ < ∞,

∞∫

0

ρ(γ)dγ < ∞.

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ â êëàññå L2((0, T ); H1(Rd)) ïðè êàæäîì ε > 0
è åãî åäèíñòâåííîñòü � ýòî êëàññè÷åñêèé ìàòåðèàë, êîòîðûé ìîæåò áûòü
íàéäåí, íàïðèìåð, â [72]. Îäíàêî ñòàíäàðòíûå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ àïðèîð-
íûõ îöåíîê íå ïîçâîëÿþò îöåíèòü ðåøåíèå ðàâíîìåðíî ïî ïàðàìåòðó ε.

18.2.2. Âñïîìîãàòåëüíûå óðàâíåíèÿ è òåõíè÷åñêèå ðåçóëüòàòû. Íà-
øèì ïåðâûì øàãîì áóäåò èññëåäîâàíèå âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ

∂

∂s
p(y, s) + div(a(y, s)∇yp(y, s))− div(b(y, s)p(y, s)) = 0, (18.77)

çàäàííîãî â Td × (−∞,+∞). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ Êîøè
∂
∂spN (y, s) + div(a(y, s)∇ypN (y, s))− div(b(y, s)pN (y, s)) = 0,

pN (y, N) = 1,
(18.78)

â Td × (−∞, N).
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Äàëåå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ
Asϕ(y) = div(a(y, s)∇yϕ(y)) + b(y, s)∇yϕ(y),
A∗sϕ(y) = div(a(y, s)∇yϕ(y))− div(b(y, s)ϕ(y)).

Ïðåäëîæåíèå 18.5. Ôóíêöèè pN ñõîäÿòñÿ ïðè N → ∞ ðàâíîìåð-
íî íà êîìïàêòàõ â Td × (−∞,+∞) ê ñòàöèîíàðíîìó ïîëîæèòåëüíîìó
ðåøåíèþ p(y, s) óðàâíåíèÿ (18.77), ïðè÷åì∫

Td

p(y, s)dy = 1 ï.í. , s ∈ (−∞, +∞), (18.79)

Ýòî ðåøåíèå íåïðåðûâíî ïî ïåðåìåííûì y è s è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì
‖p‖L∞(Td×(−∞,+∞)) 6 C,

sup
k∈R

‖p‖L2((k,k+1);H1(Td)) 6 C, p(y, s) > c1,
(18.80)

max
y∈Td, k6s6k+1

|p(y, s)− pN (y, s)| 6 C exp(−c2(N − k)) (18.81)

ñ íåñëó÷àéíûìè ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè C, c1 è c2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ê çàäà÷å (18.78) ïðèìåíèì ïðèíöèï ìàêñèìóìà (ñì.
[72]), ïîýòîìó èç ïîëîæèòåëüíîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ ñëåäóåò ïîëîæè-
òåëüíîñòü ðåøåíèÿ ïðè âñåõ y è s 6 N . Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó óðàâíåíèÿ
(18.78) è èíòåãðèðóÿ åãî ïî ìíîæåñòâó Td × (s,N), s < N , ïîëó÷èì∫

Td

pN (y, s)dy = 1

ïðè âñåõ s 6 N . Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãàðíàêà (ñì. [122]) ïîëó÷àåì
0 < c1 6 pN (y, s) 6 c3 < ∞, (18.82)

ãäå êîíñòàíòû c1 è c3 íå çàâèñÿò íè îò N , íè îò ω.
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè pN (y, s) è îöåíêè (18.81) ðàññìîòðèì

âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó Êîøè
∂

∂s
qN (y, s)+A∗sq

N (y, s) = 0, (y, s) ∈ Td×(−∞, N), qN (y,N) = q0, (18.83)

ãäå q0 ∈ L2(Td) òàêàÿ, ÷òî ∫

Td

q0(y)dy = 0. (18.84)

Ëåììà 18.6. Ïðè s−N 6 −1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
|qN (y, s)| 6 c1‖q0‖L2(Td) exp(C(s−N)). (18.85)

Åñëè q0 ∈ L∞(Td), òî
|qN (y, s)| 6 c1‖q0‖L∞(Td) exp(C(s−N)) (18.86)

ïðè âñåõ s 6 N .
Ëåììà áóäåò äîêàçàíà íèæå, à ñåé÷àñ ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ïðåä-

ëîæåíèÿ. Ðàçíîñòü (pN+k − pN ) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
∂

∂s
(pN+k − pN ) + A∗s(p

N+k − pN ) = 0, s < N,
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è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∫

Td

(pN+k(y, N)− pN (y, N))dy = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî
‖pN+k − pN‖C(Td×(s,s+1)) 6 c1 exp(C(N − s)),

è ïî êðèòåðèþ Êîøè ïðè N → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pN ñõîäèòñÿ ðàâ-
íîìåðíî íà êîìïàêòàõ ê ïðåäåëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, êîòîðóþ ìû
îáîçíà÷èì p(y, s). Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè k →∞,
ïðèõîäèì ê (18.81), (18.79) è ïåðâîìó íåðàâåíñòâó â (18.80).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ òåõíèêó ïîëó÷åíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ àïðè-
îðíûõ îöåíîê, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ‖∇pN‖L2(Td×(s,s+1)) 6 c ðàâíîìåðíî ïî
ω ∈ Ω è s 6 N−1. Îòñþäà ñëåäóåò ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü∇pN ê∇p â Lloc

2 è, êàê
ñëåäñòâèå, âòîðîå íåðàâåíñòâî â (18.80). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â èíòåãðàëü-
íîì òîæäåñòâå çàäà÷è (18.78), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî p(y, s) åñòü ðåøåíèå
(18.77). ßñíî, ÷òî ïðè ëþáîì N ∈ R ôóíêöèÿ pN+s(y, s) ñòàöèîíàðíà ïî s.
Ïî äîêàçàííîìó âûøå pN+s(y, s) ñõîäÿòñÿ ê p(y, s), ïîýòîìó p(y, s) òàêæå
ñòàöèîíàðíà, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. ¤

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 18.6. Ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííóþ ñ (18.83) çà-
äà÷ó

∂

∂s
νs0(y, s)−Asν

s0(y, s) = 0, (y, s) ∈ Td × (s0,∞); νs0(y, s0) = ν0(y),

(18.87)
ãäå ν0 � ïðîèçâîëüíàÿ L2(Td)-ôóíêöèÿ. Óìíîæèì óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ
qN (y, s), çàäàííóþ â (18.83), è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî
ìíîæåñòâó Td × (s0, N). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ (18.83), ïîñëå
íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàéäåì∫

Td

νs0(y,N)q0(y)dy −
∫

Td

ν0(y)qN (y, s0)dy

=

d∫

s0

∫

Td

(
qN (y, s)

∂

∂s
νs0(y, s) + νs0(y, s)

∂

∂s
qN (y, s)

)

=

d∫

s0

∫

Td

(
qN (y, s)Asν

s0(y, s)− νs0(y, s)A∗sq
N (y, s)

)
= 0. (18.88)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Íýøà (ñì., íàïðèìåð, [72]) ðåøåíèå çàäà÷è (18.87) óäî-
âëåòâîðÿåò îöåíêå

|νs0(y, s0 + 1)| 6 c‖ν0‖L2(Td), (18.89)
ãäå ïîñòîÿííàÿ c çàâèñèò òîëüêî îò λ â A3 è ðàçìåðíîñòè. Ïóñòü ν+(y, s1)
è ν−(y, s1) � ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòè ôóíêöèè ν(y, s1):
ν+(y, s1) = max (νs0(y, s1), 0) è ν−(y, s1) = min (νs0(y, s1), 0). Ïðèáàâëÿÿ â
ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ïîäõîäÿùóþ êîíñòàíòó, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

max
y∈Td

νs0(y, s1) = − min
y∈Td

νs0(y, s1)

è, êàê ñëåäñòâèå,
‖ν+(·, s1)‖L∞ = ‖ν−(·, s1)‖L∞ .
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Â ñèëó âûáîðà ν+(y, s1) è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ðåøåíèå çàäà÷è
∂

∂s
ν̃1(y, s)−Asν̃

1(y, s) = 0, (y, s) ∈ Td × (s1,∞); ν̃1(y, s1) = ν+(y, s1)

çíàêîïîñòîÿííî, ïîýòîìó ïî íåðàâåíñòâó Ãàðíàêà
max
y∈Td

ν̃1(y, s1 + 1) 6 c2 min
y∈Td

ν̃1(y, s1 + 1),

ãäå c2 çàâèñèò òîëüêî îò êîíñòàíòû λ â A3 è ðàçìåðíîñòè. Èòàê,
c−1
2 ‖ν̃1(·, s1 + 1)‖L∞ 6 min

y∈Td
ν̃1(y, s1 + 1).

Àíàëîãè÷íî ðåøåíèå çàäà÷è
∂

∂s
ν̃2(y, s)−Asν̃

2(y, s) = 0, (y, s) ∈ Td × (s1,∞); ν̃2(y, s1) = ν−(y, s1),

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
−c−1

2 ‖ν̃2(·, s1 + 1)‖L∞ > max
y∈Td

ν̃2(y, s1 + 1).

Ïîñêîëüêó νs0(y, s) = ν1(y, s) + ν2(y, s) ïðè s > s0, èç ïîñëåäíèõ äâóõ
íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì

− ‖ν̃2(·, s1 + 1)‖L∞ + c−1
2 ‖ν̃1(·, s1 + 1)‖L∞ 6 νs0(y, s1 + 1)

6 ‖ν̃1(·, s1 + 1)‖L∞ − c−1
2 ‖ν̃2(·, s1 + 1)‖L∞ , c2 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
osc

y∈Td
νs0(y, s1 + 1) 6 (1− c−1

2 )(‖ν̃1(·, s1 + 1)‖L∞ + ‖ν̃2(·, s1 + 1)‖L∞)

6 (1− c−1
2 )(‖ν̃1(·, s1)‖L∞ + ‖ν̃2(·, s1)‖L∞) = (1− c−1

2 ) osc
y∈Td

νs0(y, s1).

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (18.89) âûâîäèì îöåíêó
osc

y∈Td
νs0(·, s) 6 c3 exp(−c(s− s0))‖ν0‖L2(Td), s > s0 + 1. (18.90)

Èç ýòîé îöåíêè è (18.88) ñëåäóåò∣∣∣∣
∫

Td

ν0(y)qN (y, s0)dy

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

Td

νs0(y,N)q0(y)dy

∣∣∣∣

6 c3 exp(−c(N − s0))‖q0‖L2(Td)‖ν0‖L2(Td).

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ν0

‖qN (·, s0)‖L2(Td) 6 c3 exp(−c(N − s0))‖q0‖L2(Td).

Åùå ðàç âîñïîëüçîâàâøèñü îöåíêîé Íýøà, ïîëó÷èì
‖qN (·, s0)‖L∞(Td) 6 c4 exp(−c(N − s0))‖q0‖L2(Td), N − s0 > 1.

Ëåììà äîêàçàíà. ¤

Îïðåäåëèì ïîñòîÿííûé âåêòîð b ðàâåíñòâîì

b
i
= E

∫

Td

( ∂

∂yj
aij(y, s) + bi(y, s)

)
p(y, s)dy

= E
∫

Td

(
− aij(y, s)

∂

∂yj
p(y, s) + bi(y, s)p(y, s)

)
dy. (18.91)
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Îòìåòèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñòàöèîíàðíî, ïîýòîìó ïðàâàÿ
÷àñòü íå çàâèñèò îò s è âåêòîð b îïðåäåëåí êîððåêòíî. Â äàëüíåéøåì ìû
ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð ε−1b èãðàåò ðîëü ýôôåêòèâíîé êîíâåêöèè â çàäà÷å
(18.74). Âñå ïðîöåññû, ó÷àñòâóþùèå â îïðåäåëåíèè b, ñòàöèîíàðíû è ýðãî-
äè÷íû. Ïî ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå Áèðêãîôà èìååì ï.í.

b
i
= lim

T→∞
1
T

T∫

0

∫

Td

( ∂

∂yj
aij(y, s) + bi(y, s)

)
p(y, s)dy ds

= lim
T→∞

1
T

T∫

0

∫

Td

(
− aij(y, s)

∂

∂yj
p(y, s) + bi(y, s)p(y, s)

)
dy ds. (18.92)

Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëó÷àéíûå ïðîöåññû

ηi(s) =
∫

Td

( ∂

∂yj
aij(y, s) + bi(y, s)

)
p(y, s)dy

=
∫

Td

(
− aij(y, s)

∂

∂yj
p(y, s) + bi(y, s)p(y, s)

)
dy. (18.93)

Ñ èõ ïîìîùüþ ââåäåì ìàòðèöó

(σ2)ij =

∞∫

0

E(ηi(s)ηj(0) + ηj(s)ηi(0))ds (18.94)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áóäåò èãðàòü êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè ïåðåõîäå
ê ïðåäåëó è îïèñàíèè ïðåäåëüíîé äèíàìèêè.

Ëåììà 18.7. Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (18.94) ñõîäèòñÿ. Ïðîöåññ
η(s) óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå (ïðèíöèïó èí-
âàðèàíòíîñòè) ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé σ2, ò.å.

ε

t/ε2∫

0

η(s)ds
L→σWt ïðè ε → 0

â (C[0, T ])d, ãäå W· � ñòàíäàðòíûé n-ìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïðè âñåõ T > 0

‖E{η(0)|F>T }‖L2(Ω) 6 c1(exp(−cT ) + ρ(T/2)), (18.95)
ãäå c > 0. Äëÿ ýòîãî íà èíòåðâàëå (0, T/2) ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ p(y, s) â
âèäå ñóììû p(y, s) = p1(y, s)+p2(y, s), ãäå p1 è p2 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

∂

∂s
pm(y, s) + A∗spm(y, s) = 0, s 6 T

2
è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì p1(y, T/2) = 1 è p2(y, T/2) = p(y, T/2) − 1. Òîãäà
η(0) = η1(0) + η2(0), ãäå

ηi
m(0) =

∫

Td

( ∂

∂yj
aij(y, 0) + bi(y, 0)

)
pm(y, 0)dy, m = 1, 2.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè p1(0) è ñëó÷àéíîãî âåêòîðà η1(0) ñëåäóåò, ÷òî îíè
èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû F6T/2. Ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè îäíî-
ãî (íàïðèìåð, ïîñëåäíåãî) èç óñëîâèé ïåðåìåøèâàíèÿ A4 äëÿ óñëîâíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ E{η1(0)|F>T } èìååì

‖E{η1(0)|F>T }‖L2(Ω) 6 ρ(T/2)‖η1(0)‖L2(Ω) 6 Cρ(T/2). (18.96)

Äàëåå, ñîãëàñíî ëåììå 18.6 âûïîëíåíà îöåíêà |p2(y, 0)| 6 c1 exp(−CT/2).
Ñëåäîâàòåëüíî, ‖E{η2(0)|F>T }‖L2(Ω) 6 ‖η2(0)‖L2(Ω) 6 c2 exp(−CT/2), ÷òî
âìåñòå ñ îöåíêîé (18.96) äàåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî (18.95).

Êàê ïîêàçàíî â [76, § 9.2], íåðàâåíñòâî (18.95) îáåñïå÷èâàåò ñïðà-
âåäëèâîñòü ôóíêöèîíàëüíîé öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ ïðî-
öåññà η(−s), ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷åò ôóíêöèîíàëüíóþ öåíòðàëüíóþ
ïðåäåëüíóþ òåîðåìû äëÿ η(s). Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Ïðîõîðîâà (ñì.
§2 è [17]) è â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà η(s) ñëàáàÿ êîìïàêòíîñòü â

(C[0, T ])d ðàñïðåäåëåíèé
{

ε

t/ε2∫

0

η(−s)ds

}
ýêâèâàëåíòíà ñëàáîé êîìïàêòíî-

ñòè ðàñïðåäåëåíèé
{

ε

t/ε2∫

0

η(s)ds

}
. Ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëå-

íèé ïðîöåññà
{

ε

t/ε2∫

0

η(−s)ds

}
î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè

ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé
{

ε

t/ε2∫

0

η(s)ds

}
.

Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû ïðè âûïîëíåíèè äðóãèõ óñëîâèé
ïåðåìåøèâàíèÿ èç A4 ïðîâåðÿåòñÿ òî÷íî òàê æå. ¤

Ïîìèìî ðàññìîòðåííîãî âûøå âñïîìîãàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ íàì ïîíà-
äîáèòñÿ åùå îäíî óðàâíåíèå âèäà

∂

∂s
χi(y, s)−Asχ

i(y, s) =
∂

∂yj
aij(y, s) + bi(y, s)− b

i − ηi(s). (18.97)

Îíî òîæå èìååò ñòàöèîíàðíîå ýðãîäè÷åñêîå ðåøåíèå.
Ëåììà 18.8. Óðàâíåíèå (18.97) èìååò åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå

ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
∫

Td

χ(y, s)p(y, s)dy = 0. (18.98)

Ýòî ðåøåíèå ýðãîäè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì óðàâíåíèå (18.97) íà ôóíêöèþ p(y, s) è
ïðîèíòåãðèðóåì ðåçóëüòàò â öèëèíäðå Td × (s1, s2). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì
è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèÿ p(y, s), η(s) è b, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

∫

Td

χ(y, s2)p(y, s2)dy −
∫

Td

χ(y, s1)p(y, s1)dy = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ∫

Td

χ(y, s)p(y, s)dy = const .

Òåïåðü ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ è åãî åäèíñòâåííîñòü è ýð-
ãîäè÷íîñòü ïðè óñëîâèè íîðìèðîâêè (18.98) äîêàçûâàþòñÿ òî÷íî òàê æå,
êàê â ïðåäëîæåíèè 18.2; ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà (18.90) è ïðèíöèï
ìàêñèìóìà. ¤

18.2.3. Àïðèîðíûå îöåíêè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíûõ îöåíîê â çàäà÷å
(18.74), (18.75) è â çàäà÷å ñ ïðàâîé ÷àñòüþ âèäà

∂

∂t
vε(x, t) = div

(
a
(x

ε
,

t

ε2

)
∇vε(x, t)

)
(18.99)

+
1
ε
b
(x

ε
,

t

ε2

)
∇vε(x, t) + f(x, t), (18.100)

v(x, 0) = v0(x), v0 ∈ L2(Rd), f ∈ L2(Rd × (0, T )), (18.101)

áóäåì èñïîëüçîâàòü p(y, s) â êà÷åñòâå âåñîâîé ôóíêöèè. Óìíîæàÿ (18.100)
íà âûðàæåíèå vε(x, t)p(x/ε, t/ε2) è èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî
Rd × (0, T ), ïîñëå ìíîãîêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì ðà-
âåíñòâî

1/2
∫

Rd

p
(x

ε
,

t

ε2

)
(vε(x, t))2dx− 1/2

∫

Rd

p
(x

ε
, 0

)
(v0(x))2dx

+

t∫

0

∫

Rd

aij
(x

ε
,

s

ε2

)
p
(x

ε
,

s

ε2

) ∂

∂xi
vε(x, s)

∂

∂xj
vε(x, s) dx ds

− 1/2

t∫

0

∫

Rd

(vε(x, t))2
[ ∂

∂s
p
(x

ε
,

s

ε2

)
+

∂

∂xi

(
aij

(x

ε
,

s

ε2

) ∂

∂xj
p
(x

ε
,

s

ε2

))

− 1
ε

∂

∂xi

(
bi

(x

ε
,

s

ε2

)
p
(x

ε
,

s

ε2

))]
dx ds +

t∫

0

∫

Rd

vε(x, t)f(x, t) dxdt = 0.

Â ñèëó (18.77) âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, à ñ íèì è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé èíòåãðàë, ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâ-
ñêîãî è (18.80)

‖vε‖2L∞(0,T ;L2(Rd)) + ‖∇vε‖2L2(Rd×(0,T ) (18.102)
6 C‖v0‖L2(Rd) + C‖f‖2L2(Rd×(0,T )). (18.103)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (18.74)�(18.75) ïîëó÷àåì

‖uε‖2L∞(0,T ;L2(Rd)) + ‖∇uε‖2L2(Rd×(0,T )) 6 C‖u0‖L2(Rd). (18.104)

18.2.4. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä. Ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíîé çàäà÷è. Â ýòîì
ðàçäåëå ìû íàéäåì äâà ïåðâûõ ÷ëåíà àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ uε çàäà÷è
(18.74)�(18.75) è îõàðàêòåðèçóåì ïðåäåëüíóþ çàäà÷ó.
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Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû aij ðàâåíñòâîì

aij = E
∫

Td

{
aij(y, s) +

∂

∂yk
aik(y, s)χj(y, s) + aik(y, s)

∂

∂yk
χj(y, s)

+ bi(y, s)χj(y, s)
}

p(y, s)dy.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

aij
aux(y, s) =

(
ay,s +

∂

∂yk
{aik(y, s)χj(y, s)}+ aik(y, s)

∂

∂yk
χj(y, s)

+ bi(y, s)χj(y, s)− (b
i
+ ηi(s))χj(y, s)

)
p(y, s).

Ïóñòü u0(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è
∂

∂t
u0(x, t)− div (a∇u0(x, t)) = 0, (x, t) ∈ Rd × (0, T ),

u0(x, 0) = u0(x).
(18.105)

Òåîðåìà 18.10. Ïóñòü u0 ∈ L2(Rd). Òîãäà ï.í. ñïðàâåäëèâî ïðåäåëü-
íîå ñîîòíîøåíèå

lim
ε→0

‖u0
(
x +

t

ε
b +

1
ε

t∫

0

η
( s

ε2

)
ds, t

)
− uε‖L2(Rd×(0,T )) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ u0 ∈ C∞0 (Rd) ôóíêöèÿ

V ε(x, t) = uε(x, t)− u0

(
x +

t

ε
b +

1
ε

t∫

0

η
( s

ε2

)
ds, t

)

− ε∇xu0

(
x +

t

ε
b +

1
ε

t∫

0

η
( s

ε2

)
ds, t

)
χ
(x

ε
,

t

ε2

)

ñòðåìèòñÿ ï.í. ê íóëþ â íîðìå L∞(Rd× [0, T ])∩L2(0, T ;H1(Rd)), ò.å. ñóììà
âòîðîãî è òðåòüåãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðèáëèæàåò
ðåøåíèå uε â ïðîñòðàíñòâå L∞(Rd× [0, T ])∩L2(0, T ; H1(Rd)). Ñ ýòîé öåëüþ
ïîäñòàâèì V ε â óðàâíåíèå (18.74). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

∂

∂yi
g
(x

ε
,

t

ε2

)
=

∂

∂yi
g
(
y,

t

ε2

)∣∣∣
y= x

ε

,
∂

∂s
g
(x

ε
,

t

ε2

)
=

∂

∂yi
g
(x

ε
, s

)∣∣∣
s= t

ε2

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g(y, s) è

ũ0
ε(x, t) = u0

(
x +

t

ε
b +

1
ε

t∫

0

η
( s

ε2

)
ds, t

)
.

Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàéäåì
∂

∂t
V ε − div

(
a
(x

ε
,

t

ε2

)
∇V ε

)

=
1
ε

{(
− b− η

( t

ε2

))
· ∇xũ0

ε(x, t)−
( ∂

∂yi
aij

(x

ε
,

t

ε2

)
+ bj

(x

ε
,

t

ε2

)) ∂

∂xj
ũ0

ε(x, t)
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+
( ∂

∂s
χ
(x

ε
,

t

ε2

)
− ∂

∂yi
aij

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂yj
χ
(x

ε
,

t

ε2

)

− bi
(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂yi
χ
(x

ε
,

t

ε2

))
∇xũ0

ε(x, t)
}

+
∂

∂t
u0

(
x +

τ

ε
b +

1
ε

τ∫

0

η
( s

ε2

)
ds, t

)∣∣∣
τ=t

−
{

aij
(x

ε
,

t

ε2

)
+ b

i
χj

(x

ε
,

t

ε2

)
+ ηi

( t

ε2

)
χj

(x

ε
,

t

ε2

)

+
∂

∂yk

[
akj

(x

ε
,

t

ε2

)
χi

(x

ε
,

t

ε2

)]
+ aik

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂yk
χj

(x

ε
,

t

ε2

)

+ bi
(x

ε
,

t

ε2

)
χj

(x

ε
,

t

ε2

)} ∂

∂xi

∂

∂xj
ũ0

ε(x, t)

+ ε∇x

( ∂

∂t
u0

(
x +

τ

ε
b +

1
ε

τ∫

0

η
( s

ε2

)
ds, t

)∣∣∣
τ=t

)
χ
(x

ε
,

t

ε2

)

+ εaij
(x

ε
,

t

ε2

)
χk

(x

ε
,

t

ε2

) ∂3

∂xi∂xj∂xk
ũ0

ε(x, t)

= −
{

aij
(x

ε
,

t

ε2

)
+ b

i
χj

(x

ε
,

t

ε2

)
+ ηi

( t

ε2

)
χj

(x

ε
,

t

ε2

)

+
∂

∂yk

[
akj

(x

ε
,

t

ε2

)
χi

(x

ε
,

t

ε2

)]
+ aik

(x

ε
,

t

ε2

) ∂

∂yk
χj

(x

ε
,

t

ε2

)

+ bi
(x

ε
,

t

ε2

)
χj

(x

ε
,

t

ε2

)
− aij

} ∂

∂xi

∂

∂xj
ũ0

ε(x, t)

+ ε∇x

( ∂

∂t
u0

(
x +

τ

ε
b +

1
ε

τ∫

0

η
( s

ε2

)
ds, t

)∣∣∣
τ=t

)
χ
(x

ε
,

t

ε2

)

+ εaij
(x

ε
,

t

ε2

)
χk

(x

ε
,

t

ε2

) ∂3

∂xi∂xj∂xk
ũ0

ε(x, t)

=
(
p−1

(x

ε
,

t

ε2

)
aij
aux

(x

ε
,

t

ε2

)
− aij

) ∂

∂xi

∂

∂xj
ũ0

ε(x, t) + Rε(x, t),

ãäå ‖Rε‖L2(Rd×(0,T )) 6 Cε è ‖V ε(·, 0)‖L∞(Rd) 6 Cε. Â ñèëó (18.103) âêëàä Rε

è V ε(·, 0) â ðåøåíèå ïðåíåáðåæèì ïðè ε → 0. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îöåíèòü
ðåøåíèå çàäà÷è

∂

∂t
Ṽ ε(x, t) = div

(
a
(x

ε
,

t

ε2

)
∇Ṽ ε(x, t)

)
+

1
ε
b
(x

ε
,

t

ε2

)
∇Ṽ ε(x, t)

+
(
p−1

(x

ε
,

t

ε2

)
aij
aux

(x

ε
,

t

ε2

)
− aij

) ∂

∂xi

∂

∂xj
ũ0

ε(x, t), (18.106)

Ṽ ε(x, 0) = 0. (18.107)

Òàê æå, êàê â ï. 18.2.3, óìíîæèâ ýòî óðàâíåíèå íà p(x/ε, t/ε2)Ṽ ε(x, t) è
ïðîèíòåãðèðîâàâ ðåçóëüòàò ïî ÷àñòÿì, íàéäåì

∫

Rd

(Ṽ ε(x, t))2dx +

t∫

0

∫

Rd

|∇Ṽ ε(x, s)|2 dx ds
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6 C

∣∣∣∣;
t∫

0

∫

Rd

Ṽ ε(x, t)
(
aij
aux

(x

ε
,

s

ε2

)
− p

(x

ε
,

s

ε2

)
aij

) ∂

∂xi

∂

∂xj
ũ0

ε(x, s) dx ds

∣∣∣∣.

Ïðåäñòàâèì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè â âèäå
(
aij
aux

(x

ε
,

s

ε2

)
− p

(x

ε
,

s

ε2

)
aij

)
Ṽ ε(x, s)

∂

∂xi

∂

∂xj
ũ0

ε(x, s)

=
(
γij
1

(x

ε
,

t

ε2

)
+ γij

2

( t

ε2

))
Ṽ ε(x, s)

∂

∂xi

∂

∂xj
ũ0

ε(x, t)

=
(
εdivκij

1

(x

ε
,

t

ε2

)
+ γij

2

( t

ε2

))
Ṽ ε(x, s)

∂

∂xi

∂

∂xj
ũ0

ε(x, t),

ãäå γij
2 (s) =

∫

Td

(aij
aux(y, s)− p(y, s)aij)ds, γij

1 (y, s) = (aij
aux(y, s)− p(y, s)aij)

−γij
2 (s) è κij,k(y, s) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî y ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî divyκ(y, s) =

γ1(y, s). Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷àåì îöåíêó
‖Ṽ ε(·, t)‖2L2(Rd) + ‖∇Ṽ ε‖2L2(Rd×(0,t)) 6 Cε‖Ṽ ε‖L2(0,t;H1(Rd))

+ C

∣∣∣∣
t∫

0

∫

Rd

Ṽ ε(x, s)γij
2

( s

ε2

) ∂

∂xi

∂

∂xj
ũ0

ε(x, s) dx ds

∣∣∣∣. (18.108)

Ïî ïîñòðîåíèþ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ γ2(s) ñòàöèîíàðíà è èìååò íóëåâîå
ñðåäíåå, ïîýòîìó ïî òåîðåìå Áèðêãîôà ôóíêöèÿ γ2(s/ε2) ñõîäèòñÿ ï.í. ê
íóëþ ñëàáî â L2(0, T ). Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé íàéäåì

t∫

0

∫

Rd

Ṽ ε(x, s)γij
2

( s

ε2

) ∂

∂xi

∂

∂xj
ũ0

ε(x, s) dx ds

=

t∫

0

∫

Rd

Ṽ ε

(
x− s

ε
b− 1

ε

s∫

0

η
( τ

ε2

)
dτ, s

)
γij
2

( s

ε2

) ∂

∂xi

∂

∂xj
u0(x, s) dx ds.

Ñòðåìëåíèå ê íóëþ ýòîãî èíòåãðàëà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 18.6. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé

V̌ ε(x, t) = Ṽ ε

(
x− s

ε
b− 1

ε

s∫

0

η
( τ

ε2

)
dτ, s

)
,

ε > 0, ω ∈ Ω, êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd × (0, T )).
Îòëîæèì íà âðåìÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ è çàêîí÷èì àíàëèç

ñõîäèìîñòè ôóíêöèè Ṽ ε. Èç (18.108) è ïðåäëîæåíèÿ 18.6 ñëåäóåò ñõîäè-
ìîñòü Ṽ ε ï.í. ê íóëþ â íîðìå L2(0, T ; H1(Rd)) ∩ L∞(0, T ;L2(Rd)), ÷òî çà-
âåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ ãëàäêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé u0, ïî-
ñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå íîðìà ôóíêöèè

ε∇xu0

(
x +

t

ε
b +

1
ε

t∫

0

η
( s

ε2

)
ds, t

)
χ
(x

ε
,

t

ε2

)

â ïðîñòðàíñòâå L∞(0, T ; L2(Rd)) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
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Äëÿ îáùåãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ u0 ∈ L2(Rd) óòâåðæäåíèå òåîðåìû
ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè u0 ãëàäêèìè ôèíèò-
íûìè ôóíêöèÿìè, ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà (18.103). Ìû ïðåäîñòàâ-
ëÿåì ýòî ÷èòàòåëþ. ¤

Ïåðåõîäèì ê îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó ýòîãî ðàçäåëà.
Òåîðåìà 18.11. Ïóñòü uε � ðåøåíèå çàäà÷è (18.74), (18.75). Òîãäà

ïðè ε → 0 ñåìåéñòâî ôóíêöèé uε(x − t/εb, t) ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ
â ïðîñòðàíñòâå L2(Rd × (0, T )) ê ñëó÷àéíîé ôóíêöèè u0(x + σWt, t), ãäå
Wt � ñòàíäàðòíûé n-ìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, è ìàòðèöà σ çàäàíà
â (18.10). Åñëè u0 ∈ H1(Rd), òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

du = (aij + 1/2(σ2)ij)
∂2

∂xi∂xj
u dt + σ∇u dWt, u|t=0 = u0, (18.109)

ïðè÷åì ðåøåíèå åäèíñòâåííî è çàäàåò ïðåäåëüíóþ ìåðó îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå

lim
ε→0

∥∥∥∥ uε
(
x− t

ε
b, t

)
− u0

(
x +

1
ε

t∫

0

η
( s

ε2

)
ds, t

)∥∥∥∥
L2(Rd×(0,T ))

= 0 ï.í.

Ïîýòîìó, ÷òîáû ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðå-

ìû, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî u0

(
x +

1
ε

t∫

0

η
( s

ε2

)
ds, t

)
ñõîäèòñÿ ïî ðàñ-

ïðåäåëåíèþ ê ôóíêöèè u0(x + σWt, t). Ýòà ñõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ëåì-
ìû 18.7 è íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ Θ : (C(0, T ))d → L2(Rd × (0, T )),
Θ[ψ(·)](x, t) = u0(x + ψ(t), t) (ïðîâåðüòå!).

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ïðèìåíèì ê ôóíêöèè
u0(x + σWt, t) ôîðìóëó Èòî � Êðûëîâà:

du0(x + σWt, t) =
∂

∂t
u0(z, t)

∣∣∣
z=x+σWt

dt + σ∇u0(x + σWt, t)dWt

+ 1/2σσ∗
∂2

∂xi∂xj
u0(x + σWt, t).

Â ñèëó (18.105) ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî (18.109). Íàêîíåö, êîððåêò-
íîñòü çàäà÷è (18.109) äîêàçàíà â [41]. ¤

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 18.6. Îáîçíà÷èì

ũε(x, t) = uε

(
x− s

ε
b− 1

ε

s∫

0

η
( τ

ε2

)
dτ, s

)
.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè Ṽ ε(x, t) èìååì Ṽ ε(x, t) = ũε(x, t)−u0(x, t)+
R3(x, t), ãäå ‖R3‖L2((0,T )×Rd ñõîäèòñÿ ï.í. ê íóëþ ïðè ε → 0. Ïîýòîìó äî-
ñòàòî÷íî äîêàçàòü êîìïàêòíîñòü ñåìåéñòâà ôóíêöèé {ũε}.

Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèè ũε ëîêàëèçîâàíû, ò.å. äëÿ êàæäîãî δ > 0
íàéäåòñÿ N = N(δ) > 0 òàêîå, ÷òî ‖ũε‖L2({|x|>N}×(0,T )) 6 δ. Ïóñòü ϕ(s) �
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ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, 0 6 ϕ(s) 6 1, ϕ(s) = 0 ïðè s 6 0, ϕ(s) = 1 ïðè s > 1. Îáî-

çíà÷èì ϕN (x) = ϕ((|x| − N)/N) è ϕε
N (x, t) = ϕN

(
x− t

ε
b− 1

ε

t∫

0

η
( s

ε2

)
ds

)
.

Óìíîæèì (18.74) íà ôóíêöèþ uε(x, t)pε(x, t)ϕε
N (x, t), ãäå pε(x, t) = p(x/ε, t/ε2).

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî è âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïî-
äîáíûå òåì, ÷òî íåîäíîêðàòíî âûïîëíÿëèñü ðàíåå, ïîëó÷èì

∫

Rd

(uε)2(x, t)pε(x, t)ϕε
N (x, t) dx +

t∫

0

∫

Rd

|∇uε(x, s)|2pε(x, s)ϕε
N (x, s) dx ds

6 C

∫

Rd

(u0)2(x)ϕN (x) dx +
C

N
‖uε‖2L2(0,t;H1(Rd))

+ C

t∫

0

|uε(x, s)|(|uε(x, s)|+ |∇uε(x, s)|)ϕε
N (x, s) dx ds.

Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå N ïåðâûå äâà ÷ëåíà ïðàâîé ÷àñòè ìîãóò áûòü ñäå-
ëàíû êàê óãîäíî ìàëûìè, è òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå î ëîêàëèçàöèè ñëåäóåò
èç ëåììû Ãðîíóîëëà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ > 0 çàôèêñèðóåì N(δ) è âûáåðåì â L2({|x| <
N}) îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ej(x)}, ñîñòîÿùèé èç ãëàäêèõ ôóíêöèé,
îáðàùàþùèõñÿ â íóëü ïðè |x| = N . Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå ũε â âèäå ũε =
∞∑

j=1

αε
j(t)ej(x) + rε(x, t), ãäå αε

j � ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå.

Ïî äîêàçàííîìó âûøå ‖rε‖L2(Rd×(0,T )) 6 δ. Äàëåå, â ñèëó (18.104) ìîæíî
âûáðàòü M = M(δ) òàê, ÷òî

∞∑
j=M+1

‖αε
jej‖L2(Rd×(0,T )) 6 δ. Ïðè êàæäîì j

|αε
j(t)−(ũε(t)p̃ε(t), ej)| = |(ũε(t)(p̃ε(t)−1), ej)| 6 Cε‖ũε(t)‖H1(Rd)‖ej‖H1(Rd),

ãäå p̃ε(x, t) = pε

(
x− t

ε
b− 1

ε

t∫

0

η
( s

ε2

)
ds, t

)
. Ïóñòü α̃ε

j(t) = (ũε(t)p̃ε(t), ej).

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè ïîëó÷àåì
M∑

j=1

‖(αε
j − α̃ε

j)ej‖L2(Rd×(0,T )) 6 Cε.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü êîìïàêòíîñòü ñåìåéñòâà ôóíê-
öèé

M∑
j=1

α̃ε
jej . Óìíîæèâ (18.74) íà pε(x, t)ej(x) è ïðîèíòåãðèðîâàâ ðåçóëüòàò

íà ìíîæåñòâå Rd × (t1, t2), íàõîäèì

|α̃ε
j(t2)− α̃ε

j(t1)| 6 Cj

t2∫

t1

‖uε(s)‖H1(Rd) ds 6 Cj

√
|t2 − t1|.

Çäåñü áûëà èñïîëüçîâàíà àïðèîðíàÿ îöåíêà äëÿ uε. Ïî òåîðåìå Àðöåëà
ñåìåéñòâî ôóíêöèé α̃ε

j , j = 1, 2, . . . , M , êîìïàêòíî â (C(0, T ))M , ÷òî âëå÷åò

òðåáóåìóþ êîìïàêòíîñòü ñåìåéñòâà
M∑

j=1

α̃ε
jej â L2(Rd × (0, T )). ¤




